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Capitulo 1

Introduccién.

La teoria cldsica de Calderén-Zygmund de integrales singulares, que estd contenida en el célebre trabajo en
[CZ], fue a partir de los afios ochenta generalizada a varias direcciones y contextos. En 1984, David y Journé en
[DJ] dan condiciones necesarias y suficientes para la acotacién en L?(R™) de tales operadores. La herramienta
esencial en este trabajo es el Lema de Cotlar (ver [C]), lo que permite el desarrollo de la Teorfa L? sin el uso de
la transformada de Fourier. Este hecho conduce posteriormente a David, Journé y Semmes en [DJS] a extender
estos resultados al contexto de los espacios de tipo homogéneo para una medida continua. La acotacién de estos
operadores con medidas mas generales, en el sentido que no cumplan la condicién de duplicacién, fueron obtenidas
usando diferentes métodos y técnicas, por Nazarov, Treil y Volberg en [NTV], por Tolsa en [T1] y [T3] y por
Verdera en [V], en todos ellos para el caso de medidas continuas, y, recientemente, por Tolsa en [T2] para el caso
de medidas con atomos.

Por otra parte la teoria de operadores de Calderén-Zygmund a valores vectoriales iniciada por Benedeck, Cal-
derén y Panzone en [BCP] y desarrollada en [RFRT], [RFT] y en el libro [GR] ha demostrado tener importantes
aplicaciones y derivaciones en el estudio del andlisis clasico y, en particular, en el desarrollo de la teoria de pesos.

Sin embargo, la generalizacién del “Teorema T1” a este contexto es recientemente (2004) obtenida por Figiel en
[F] para el caso de la acotacién entre los espacios LP(R", X), 1 < p < oo, con X espacio de Banach que satisface la
condicién UMD. Estos espacios son aquellos para los cuales el cldsico resultado de la acotacién de la Transformada
de Hilbert es vélido, tal como lo demuestran J. Bourgain y S. L. Burkholder en [B1] y [B2] respectivamente.

Finalmente, Hytonen y Weis (ver [HW]) extienden el Teorema T1 al caso de diferentes espacios de Banach,
ambos satisfaciendo la condicién UMD. En estos dos trabajos antes mencionados no se dan ejemplos explicitos de
operadores a los cuales puede aplicarse el Teorema T1 a valores vectoriales.

Nuestro propédsito es encuadrar dentro de un Teorema T1 a valores vectoriales y en espacios con medidas
generales a las diferencias cuadraticas de operadores T, para los cuales existe el limite puntual lim. o 7. f(z) =

Més precisamente, dada una familia de operadores T = {T.}.~o para los cuales es conocido que existe
lim. , ¢ 7. f(x) para casi todo z, se trata de investigar la velocidad de convergencia de la familia {7.} por me-
dio de expansiones cuadrédticas que involucran diferencias de tipo T f(xz) — T f(x). Para tal fin se estudian los
operadores funcién cuadrética G(T'f), de oscilacion O(T'f) y de variacién V,(T'f) definidos por:

oo 1/2
(1.1) G(Tf)(z) = (Z T, f(x) Tmlf(x)F) . cone |0,

oo 1/2
(1.2) O(Tf)(x) = <Z sup |T., f(z) — T6i+1f(x)|2> ’ cont; | 0,
i—1 tir1<eip1<ei<ty
o 1/e
(1.3) Vo(T'f)(z) = sup ( T2, f(z) - Tsmf(ﬂc)IQ) ;
& i=0

donde p > 2 y el supremo se toma sobre todas las sucesiones {e;} decrecientes a cero.

El tratamiento de estas diferencias de tipo cuadratico tienen su origen en el estudio de operadores de la teoria
ergédica contenida en los trabajos de Gaposhkin (ver [G1] y [G2]) para las oscilaciones de medias ergédicas, y de
Bourgain (ver [B3]) en el caso de V,. Las acotaciones de tales operadores inducen generalizaciones del Teorema
ergddico puntual y proporcionan un control del nimero de saltos de los promedios ergédicos (ver [JKRW]). En
el caso que {7.} son las truncaciones de la transformada de Hilbert o el nicleo de Poisson, los operadores O(T'f)
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y V(T f) fueron estudiados por Campbell, Jones, Reinhold y Wierdel en [CJRW1] y en el caso de integrales
singulares en R™ por los mismos autores en [CJRW2]. Asimismo, es de interés el estudio de la velocidad de
convergencia de los operadores asociados a ecuaciones diferenciales de segundo orden L, autoadjunta y positiva
con respecto a una medida y, las cuales son el generador infinitesimal del semigrupo del calor {7} }¢~o = {e"**}i=0
(ver [S]).

En el caso euclideo donde L = —A, con A el operador de Laplace, T;f(z) es la convolucién con el nicleo
de Gauss-Weierstrass. La acotacién de las G-funciones y de la oscilacién y variaciéon de operadores asociados a
ecuaciones diferenciales de segundo orden en este contexto fueron considerados por ejemplo en [HTV] y [GHSTV]
para el caso de las G-funciones del operador del calor-Laguerre, y recientemente en [GT] y [HMMT] para la
oscilacién y variacion de operadores asociados al Laplaciano y al semigrupo de Orstein-Uhhlenbeck respectivamente.

Por otra parte, Muckenhoupt y Stein en [MS] analizan algunos operadores cldsicos asociados al sistema de
polinomios ultraesféricos, los cuales son autofunciones de un operador diferencial de segundo orden, autoadjunto y
positivo en L2((0, ), dp) con dy una medida doblante. Asimismo, en [BMT] se estudia, junto con otros operadores,
la G-funcién del operador del calor asociado a dicha ecuacién diferencial. En este trabajo se prueba que este operador
es de Calderén-Zygmund en un espacio de tipo homogéneo, es decir L?((0, ), du).

Nuestro primer objetivo es obtener un Teorema T'1 que conduzca a la acotacién de operadores de integral
singular en los espacios L?(X,C) y L?(X,H) con H espacio de Hilbert y X un espacio de tipo homogéneo (ver
Teorema 3.3.1). Este Teorema nos permite su aplicacién al estudio sistemdtico de velocidades de convergencia
cuadréatica de operadores del tipo (1.1) en espacios de tipo homogéneo.

Otro de los objetivos, contenido en el capitulo 4, es obtener una férmula explicita para operadores integrales
singulares a valores vectoriales y con una medida no necesariamente doblante (en el contexto de espacios eucli-
dianos), que involucran la condicién T'1 = g, para funciones g del espacio de funciones BMO,(R™, H), andlogo al
espacio de Oscilacién Media Acotada BMO,, considerado en [T1] para el caso escalar. Estos resultados generalizan
en parte aquellos obtenidos en [MIST] para el caso escalar y una medida doblante (ver Teorema 4.5.3). Anéloga-
mente se obtiene una férmula explicita para el adjunto del operador T, actuando en este caso sobre funciones 1/_; a
valores vectoriales. Usando ambas expresiones y un Teorema de Krein (ver Seccién 2.4) se obtiene una versién del
Teorema T'1 a valores vectoriales y con medidas no necesariamente doblantes (ver Seccién 4.6). Este resultado se
obtendra para operadores que satisfacen una condicién de tamafio y suavidad integral, lo que permite en particular
su aplicacién al estudio de la funcién cuadrética del tipo (1.1) asociados a las truncaciones de la transformada de
Hilbert, de Riesz y de los conmutadores de Calderon.

Finalmente en el capitulo 5 se desarrollan estos y otros ejemplos a los cuales se aplican los resultados obtenidos
en esta tesis.

Como comentarios finales de esta tesis (ver capitulo 6), se espera aplicar las versiones de estos teoremas al estudio
de las velocidades de convergencia cuadratica de operadores provenientes de la teoria de semigrupos, asociados a
un operador diferencial de segundo orden, autoadjunto y positivo con respecto a una medida u. Estos resultados
abarcarian algunos de los casos ya estudiados y proporcionarian el estudio de otros operadores atin no considerados
en este contexto, relacionados entre otros a los semigrupos de Hérmite, de Laguerre y de Bessel.

Resumen de los resultados obtenidos.

Hemos estudiado operadores de integrales singulares T a valores en un espacio de Hilbert H, bajo la hipétesis
T1 = Oy, T*(1w) = 0 (todo vector w € H), y hemos aplicado principalmente dos métodos distintos para obtener
su acotaciéon (L2 (X), L2 (X, H)).

El primer método logra obtener acotaciones de tipo (LZ(X), L2 (X, H)) mediante el uso del Lema de Cotlar
aplicado al paraproducto, basado en la demostracién cldsica de David y Journé en [DJ] para R™. No obstante,
no nos limitamos al estudio de funciones definidas sobre el espacio euclidiano R"”, sino que fue posible obtener la
acotacion (L2 (X), L7 (X, H)) en el caso més general de espacios de tipo homogéneo. Fue esencial el uso de la teoria
de integrales de funciones a valores vectoriales en el sentido de Bochner (sobretodo el Teorema de Hille (ver seccién
2.2)), a fin de abordar adecuadamente pasos clave de la demostracién del Teorema 3.3.1.

A continuacién estudiamos la acotacién (L2 (R™), L2 (R", H)) de operadores integrales singulares 7' mediante
la obtencién de férmulas explicitas para Ty T* (usando las técnicas expuestas en [MST]), y la aplicacién del
Teorema de Krein.

En [MST] se trabaja en el contexto de espacios de tipo homogéneo, y por lo tanto la medida u satisface allf la
propiedad de duplicacién para bolas de radio R:

1(B2r(z)) < Ap(Br()).
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En nuestro caso, no hacemos uso de ese supuesto, y en su lugar probamos el Teorema 4.4.22 en el contexto mas
general de medidas no necesariamente doblantes (aunque el espacio métrico utilizado es R™). Mds precisamente,
si p es una medida en R™ que es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, y para toda bola B de
radio R satisface la relacién:

n(Br(z)) < CRY,

para algin v, 0 < v < 1 (estamos suponiendo una medida de Lebesgue normalizada, ver seccién 4.1), se obtiene la
férmula explicita

To(x) = (9(x) — m,y59)8(x) + Cp slolé(z) — Ipl(z)d(x) + /[¢>(y) — o(2)]k(z,y)hp(y) du(y),
contenida en el Teorema antes mencionado, gracias a la cual se establece la acotacién en norma Lipschitz del
operador T, bajo la hipdtesis T'1 = 0 (Teorema 4.5.3).

En algunos casos especiales importantes fuimos capaces de probar férmulas andlogas para el operador adjunto
T*. Por ejemplo, para funciones 1; que son combinaciones lineales de la forma 1/7 = YPwy + -+ + Yywy, con
1, -+, funciones de Lipschitz con valores escalares, y wy,--- ,wy € H vectores fijos (ver Teorema 4.5.6). Este
caso, al tratarse de operadores actuando sobre funciones vectoriales es diferente al escalar, y en particular a la
férmula obtenida para T, aunque las expresiones resultantes sean similares. También hallamos férmulas para T*
en el caso de nicleos antisimétricos (ver Seccién 4.7).

A partir de las férmulas para T*, bajo la hipdtesis T*(1w) = 0, w € H, se infieren también acotaciones de tipo
Lipschitz, y acotaciones en norma L{° (Teorema 4.5.6).

Las férmulas obtenidas antes tienen una sutil diferencia con las establecidas en [MST]: si B se mueve en el
conjunto de las bolas que contienen el soporte de ¢ y 1/_;, entonces, en todo momento existe dependencia de la bola
B, que es la minima bola doblante concéntrica con B. Esta expresién que involucra bolas doblantes y no doblantes,
aun es correcta, y sirve para expresar completamente al operador T (o sea, las férmulas expresan T'¢(x), T*(z)
para funciones ¢, ¥ de soporte en B).

Ademas, en el Lema 4.4.11, esencial para la obtencién de los Teoremas 4.4.4, 4.4.22 y 4.5.6, se debié utilizar la
hipétesis de L"-suavidad, que en [MST] no fue necesaria.

Finalmente, como una aplicacién nueva de las férmulas explicitas halladas para T y T%, mediante el uso del
Lema de Krein, obtenemos una versiéon del Teorema T'1 a valores vectoriales para medidas no doblantes, para el
caso T1 =0y y T*(1lw) = 0 (Vw € H) (Teorema 4.6.7 para H separable, y 4.7.12 cuando el ntcleo asociado a T es
antisimétrico). Como un Corolario de esto, cuando H es separable, la férmula correspondiente a T*z/7 se extiende a
funciones de Lipschitz H-valuadas cualesquiera (no sélo combinaciones lineales finitas).

Debemos destacar ademds, que en la obtencién de las férmulas explicitas para T y T (Teoremas 4.4.22 y 4.5.6)
a diferencia de lo obtenido en [MIST] para el operador T' con p doblantes, tuvimos que suponer como hipédtesis
la Propiedad de Conmutacién de Meyer (ver 4.4.1). Sin embargo probamos que la mayoria de los operadores que
surgen en las aplicaciones, por ejemplo, los operadores antisimétricos (ver Seccién 4.7), los asociados a ntcleos
integrables, cumplen dicha propiedad.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Propiedades de los Espacios de Hilbert. Lema de Cotlar.

2.1.1. Consideremos un espacio de Hilbert H. Recordamos que H es su propio espacio dual, lo cual usaremos
constantemente al escribir un elemento de H como un funcional lineal continuo de H, y viceversa.
El producto interno entre dos elementos u, v de H se escribira:

(u,0)y

o simplemente

(u, v) ,

[uly =1/ (u,u)H.

y su norma se denotara:

El elemento nulo de H se denotara con Op.

2.1.2. Teorema de Representacion de Riesz. Sea H un espacio de Hilbert, y sea H' su espacio dual.
Entonces, existe una isometria ¢ : H — H'. En particular, esto permite identificar cada funcional lineal n € H' con
un tnico elemento h € H, mediante h = :~!(n). La identificacién es tal que se verifica:

(h,v)y = n(v),

para todo vector v € H.

2.1.3. Si H es un espacio de Hilbert, y g1,92 son dos elementos de un espacio de funciones F que son
H-valuadas, usaremos la notacién siguiente:

(g1,92) 1=/(91($)792($))Hd$,

siempre que dicha integral tenga sentido.

2.1.4. Lema. Sea H un espacio de Hilbert, y sea B un espacio de Banach incluido densamente en H (que
podria coincidir con H), tal que ||y < Cpu|-|g- Sea T : B — B un operador lineal, acotado y tal que verifica la
propiedad

(Ta:,y) = (x,Ty), todo z,y € B.

Entonces, para todo x € B, y todo entero positivo n:
Taly < |T"lg .
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ||T||L(B) =1,y que |z|p = 1.
Definimos, para cada n € N:

Vy = (T"x,T"ac) .
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Observando que para el polinomio cuadratico:
L@,l-yzALg-+A2vg+1::(T”—%almflx)4—A(Im—4x,T"+1x)4—A(Im+4x,7m—1x)4-A2(T”+%a7m+1m)

(T”flx + AT, T e 4+ )\T”Hx)
0,

%

obtenemos que el discrimante cuadratico asociado debe ser no positivo, es decir

(2th)2 - 4‘/TL+1V71—1 < Oa

que equivale a:
2
V2 < Vi1 Voo

En consecuencia:
Vo=lzl5 < 1.
VE<WWa <V, (Vi< 2,81 V1 #£0)
Vi <WVs, (L <R, sl VA, VR #0).

y asi sucesivamente. Luego, si V,, # 0 para todo n € N, obtenemos:

Por lo tanto:
1/1”—1:1/1{/1...\/1 < %%V‘:: :%_
n—1
Esto implica que:
Vit < V,.

Notando que V; = |T:E|H2_H, y que V, = |T”:U|H2_H, el Lema queda probado.

2.1.5. Proposicién. Sea T : H — H un operador lineal, continuo y autoadjunto, definido sobre el espacio
de Hilbert H. Para todo entero positivo M se tiene que:

M
T Ly = 1Tz

Demostracion. Por ser T autoadjunto, tenemos que ||T*||L(H) = ||THL(H)7 pues para todo par x,y € H se tiene que

(Tx,y)H = (w,T*y)H = (m,Ty)H.
Ademas, vale que ||THi(H) = [|T"T| gy ya que:

* * 2
1T Ty < 1Ty 1 TN Ly = 1T oy »

y por otro lado:

2 * *
17N 7 = sup (Tm,Ta:)H = sup (T Tx,x)H <77l )

(2.1.5.a)
]y =

|r|[-11:1

donde en la ultima desigualdad usamos la propiedad de Cauchy-Schwartz.
Pero como T*T = T2, obtenemos que:
2
”THL(H) = HT2||L(IHI)'
Haciendo induccién en el entero positivo j, obtenemos ahora que:

27 j
HT”L(H) = HT2 HL(H)'
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Por otro lado, escribiendo M = Zj>0 d;27, donde dj =0 6 1, tenemos que:

Y
IT™M | Ly = (T2 520 %% || g
Y
< TTI7% 1l ey

§>0

= TTimise,

7>0
d;27 M
= IITIIL B =T
Reciprocamente, fijemos un elemento x € H, con |z|y = 1. Por el Lema 2.1.4, tenemos que
M M
Tzly < ’T a:|H.

Tomando supremo en z, con |z|y = 1, obtenemos que:

M
17N Ceey < N7 N ey

A continuacién enunciamos propiedades sobre normas en espacios de Hilbert.

2.1.6. Lema. Sean G, H espacios de Hilbert. Sea S un operador lineal acotado de G en H. Entonces:
(a)
||S||2L(G,H) < 1SS gy ||S||2L(G,H) <155 @)
(b) Los operadores SS* : H — H y SS* : G — G, son autoadjuntos.
(¢c) Para todo entero positivo k:

151 < 0SS I ot -
y también:
15110.6) < 165°8) 1 e -
Demostracion.

Prueba de (a):
Sea S : G — H lineal continuo.

2 %112 * 2
||S||L(G,]HI) =5 HL(H,G) = sup |[S"zllg

llzlly=1

= sup ‘(S*x, S*I)G’

llzllu=1

= sup ‘(SS*:L:L‘)H‘

lzllm=1

(Desigualdad de Cauchy-Schwartz)

< sup [[S5%2| gl

llzllu=1

< 1SS™ M 1wy
Por lo tanto HS||2L(G,H) < 155" ) v de modo similar ||S||i(G,H) < 1575l () (probado en (2.1.5.a)).
Prueba de (b):

Es claro, pues z,y € H =
(SS*:U,y)H = (S*m,S*y)G = (m,SS*y)H

Andlogamente se demuestra que S*S es autoadjunto.
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Prueba de (c):
Todo operador autoadjunto T satisface que

M
||TM||L(H7H) = ||T||L(H,H) (para todo entero M > 1).
Como SS* es autoadjunto, se sigue que:
* * (K
1(SS )kHL(H,H) =|5S HL(H,H—H)'

Por lo tanto, de (a) se deduce que

wnl/2 « 1/2k
151l e < 1SS 1EE < NS e, k>1.
La otra desigualdad es andloga. O
A partir de estas relaciones podemos deducir lo siguiente:
2.1.7. Lema de Cotlar. Sea [Tj];cz una sucesién de operadores lineales acotados de G en H (espacios de

Hilbert), con adjuntos 77, y {a(j)}z una sucesién de niimeros no negativos tales que:
I gy + I ) < i = ).
Entonces para todos los enteros m,n, con n < m:

m
1> Tl < Z i)'z,

I=r LGH) T

Nota: En realidad esta es una generalizacién directa del Lema de Cotlar original (ver [C]), en la cual involucramos
dos espacios de Hilbert diferentes en lugar de uno.

Demostracion. Sea

Dado un entero k£ > 0, tenemos que:

(SS*)’“— Z T, T T, T

J1tja Jar—1t jog
“Jak=n
y la norma en cada sumando puede acotarse por:
1T T5 - T s Ty gy < WTn T3 oy 1T 5 ey Wz s T ol gy 1 L T |
<a(j1 —j2)a(js — ja) -+~ (32k73 — J2k—2)a(Jak—1 —jzk)
1T TS T Ty < VT e 1T Tl o 1T Ty I Tooe sl T T |y I

< a(0)%a(ja — ja)a(ja — js) - - - a(jok—a — jok—3)a(jok—2 — jor—1)a(0)/2.

Tomando media geométrica y sumando:

m

1SS ¥l gy < a0V > aliy — j2)2alia — j3)'/? -+ aljar—1 — jax) /.

J1s s J2k=n

Fijando j1,:-- ,jox—1 ¥y sumando en el indice joi, luego sumando sobre el indice jor_1, etcétera, hasta llegar al
indice j;, obtenemos:

1=—00

. 2k—1
||(SS*)k||L(H,H) < G(O)I/Q(m —n+ ]_) ( Z a(i)1/2> .
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Usando Lema 2.1.6(c), se deduce ahora que:

oo 1-1/2k
1S ermy < I(SS™V¥ I sy < (m —n + 1)1/ ( 3 a(z'>1/2> .

1=—00

Haciendo tender k a oo obtenemos el resultado deseado. O

2.1.8. Nota. Comunmente, los espacios de Hilbert a los cuales aplicaremos el Lema de Cotlar, seran espacios
de funciones de cuadrado integrable.

2.2. Algunas Propiedades de la Integral de Bochner

Consideremos dos espacios de Banach A, B con normas ||, v ||g-

Sea (X, p) un espacio de medida positiva o-finita.

Una funcién f : X — B se dice simple si existe una familia finita F1,--- , E, de conjuntos u-medibles de medida
finita, y elementos by1,--- ,b, € B, tal que

Fla) = 3 b, (@)

Se define su integral de Bochner por medio de:

/fd,u = ZbiM(Ei)~
i=1
Una funcién f se dice p-medible si existe una sucesién { f,} de funciones simples tales que:
lm | fn(z) = f(2)lg =0,
n— oo

en p-casi todo punto de X.
Si B es separable, entonces f es p-medible si y sélo si para todo £ € B’ (el dual de B) la funcién escalar

q(z) = (&, f(x)) es p-medible.
Se dice que f es p-integrable Bochner si existe una sucesién {f,} de funciones simples que convergen a f en
p-casi todo punto y tales que

Jim [ 1f(@) = ful@)ls du(w) = 0.

En tal caso, para cada conjunto pu-medible M existe un elemento ur € B tal que:

=0.
B

lim

n— oo

UM—/ X Jndp
X

Llamamos a ese vector up; la p-integral de Bochner de f sobre el conjunto M, y la denotamos por

fdp.
M

Una funcién f es p-integrable Bochner si y sélo si la funcién de valores reales r(z) = | f(x)|p es p-integrable.

Si f es p-integrable Bochner, entonces
’/fdu S/\fIBdu-
B

El siguiente resultado es bésico en la teoria de integrales de Bochner, y puede hallarse, por ejemplo, en [DU]
(capitulo 2, seccién 2).

2.2.1. Teorema (Hille). Sea T un operador lineal continuo del espacio de Banach A en el espacio de
Banach B. Si f es una funcién p-integrable Bochner con valores en A, entonces T o f es p-integrable Béchner con
valores en B, y vale la igualdad siguiente:

/M T(f(2)) dp(x) = T ( /M (@) du(x)> . M pemedible.
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2.3. Teorema de Krein

2.3.1. Teorema. Sea H un espacio de Hilbert. Sea ademas B C H un espacio de Banach denso en H con
norma |.| tal que |z|y < Cpu x|y, (z € B).
Sea T un operador lineal acotado, T : B — B, tal que

(Tx,y) = (a:,Ty) , todo z,y € B.
Entonces T tiene una extension 7' : H — H lineal y continua, y ademés se tiene que:
Tzly < 1Tl 1) |2l -
Demostracion. Por ser T' un operador B-acotado, se tiene:
Txly < ”T”L(]B) |2 -

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ||T'|| ) =1, y que |z|z = 1. Deseamos probar que [T'z[y < 1.
Por el Lema 2.1.4, tenemos que, para cada entero positivo n:

Tl < [Tl ™.

En consecuencia:
|Tz|y < liminf |T”x\%ﬂ/n .
n — oo

Por la hipétesis de inclusién continua, y por ser T' un operador acotado, resulta:
T2l < G 1T 2l
< Cﬁ,H”T”iT(LB) |$|J§
= Cﬁ,H m% .

Por lo tanto:
Tz|? < liminf |72/ < lfminf(C2 5 |2|2)/™ = 1.
n— oo n— oo ’

Luego:
Txl3 <1,
para toda x tal que |z|y = 1, y esto prueba el teorema. O
2.3.2. Teorema de Krein. Sea H un espacio de Hilbert, B C H un espacio de Banach denso en H con

norma |-|p tal que |z|y < Caul|zlg, (z € B).
Entonces para cualesquiera dos operadores lineales 77,75 : B — B que satisfacen [Tzl < C; |z, (z € B,i =
1,2), (Tlx,y) = (m,Tgy), (z,y € B), tenemos:

Tizly < (C1C2)"? |zly,  weBi=1,2.
Demostracion. Definamos T = T1T5, y tomemos x € B. Por las hipdtesis sobre 77,75, tenemos que
(T*m,y) = (x,Tngy) = (Tgx,Tgy) = (Tngx,y) = (Tx,y) .

Esto equivale a: T* =T.
Por otro lado:
|T{E|]B = ‘TlTQCL"B S Cl |T2$|]B S 0102 |{L‘|B

Luego T satisface las hipétesis del Teorema anterior, y entonces:
|T1T2£L’|H S 01C2 |£C‘H .
Procediendo de modo anélogo, se puede obtener que:

|T2T11‘|H S 0102 |£C‘H .
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En consecuencia:
2 2
‘Tlxhﬂl = (TﬂE,TﬂE) = (SC,TQTL’E) S |LE|H |T2T1.’E|H S 0102 |£C|H,

lo cual implica que
Tzl < (C1Ca)"? aly

De manera analoga se puede probar que:
Toxly < (C1C2)"? |zl
Esto finaliza la prueba. O
En particular, T;, T» pueden extenderse a operadores acotados sobre H.

El resultado anterior puede generalizarse al caso de dos espacios de Hilbert distintos, como sigue a continuacién:

2.3.3. Teorema de Krein (generalizado). Sean H;, Hs, dos espacios de Hilbert, con productos internos
respectivos (', ')Hl y (~, ~)H2, y normas |-|y v [-[g,- Sean By, Ba, dos espacios de Banach tales que:

« B, CH;,i=1,2,
= B, es denso en H,;, i = 1,2,
n |£L'Z|H <C; |$i|B7~,7 para todo x; € B;.
Sean T : By — Bo, T : By — By operadores lineales que satisfacen:
Thz:1]p, < Chlaalg,

|Tozalp, < Colzalg,

(Tlxl,@) = (xl,TQZ‘g) s (tOdO r, €B;, 1 =1, 2)
Hg Hl
Entonces
|T1.T1|H2 < (0102)1/2 |l‘1|H1 s (tOdO xr1 € Bl)
ITQCIL‘2|H1 < (0102)1/2 |.’1?2|H2 N (tOdO o € BQ).

Demostracion. Sean x1,x) € By y 2,25 € By. El operador 757} : By — By satisface que

(TQTll‘l,l'/l) = (TlfL‘l,Tll‘ll) = (1‘1,T2T1$/1)

H; Ho H,

por lo tanto (ToT1)* = To11.
Por otra parte:
| ToTiw1|p, < O [Ty, < CoCy |m1p, -

Luego, por el teorema previo, tenemos que:
| ToTi1 |y, < C102 |1y, -

Podemos proceder de la misma manera con el operador 7175 : Bo — By, obteniendo que (T17%)* = ThTe y
Ty Tows|y, < C10% |Taly, -

Ahora deducimos que:

VAT |1?112 = (Tll"h Tﬂl)H

= <$1,T2T13131)IHI

< zily, T2Tiw |y,

2

1

< CiCy |21y, |71]g,
= C1Ca |z, -

Por lo tanto, para todo x; € Hj:

1/2
[Tyzr |y, < (C1C2)"2 |a |y, -
De manera andloga se puede probar que para todo xo € Hs:

|Toxaly, < (C1Co)/? |Zaly, -
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2.4. Espacios de Tipo Homogéneo

2.4.1. Definiciones. Sean X un conjunto no vacio, d una casi-distancia en X, o sea, una funcion d : X x X —
R, y k > 0 una constante tal que:

(2.4.1.1) d(z,z) =0,
(2.4.1.2) d(z,y) = d(y, =),
(2.4.1.3) d(z,z) < kld(z,y) + d(y, 2)],

para todo x,y,z € X. La constante k es independiente de x,y, 2.
Se dice que (X, d, k) es un espacio casi métrico.
Una d-bola en X es un conjunto de la forma

(2.4.1.4) Bl(z) = {y € X|d(z,y) < r}.

Sea M una o-algebra que contiene a las d-bolas. Sea p una medida en X cuya o-dlgebra de conjuntos medibles
es M.

Supongamos ademas que se tienen las siguientes propiedades:

e Existe a > 1 tal que para toda d-bola se satisface la relacién:

(2.4.1.5) u(B2 (2)) < ap(BL(x)).
e Propiedad de Normalidad: Existen constantes positivas A; y Ao tales que
(2.4.1.6) Ayr < u(B(z)) < Agr,

para todo x € X y todo r > 0.
e Existen un nimero 0 < § < 1 y una constante C' > 0 tal que:

(2.4.1.7) ld(z,y) — d(z',y)| < Crt=0d(z,2")°,

para todo z,2’,y € X,r > 0,d(z,y) < r,d(z',y) <r.

e Supondremos ademds que X es no acotado (se puede probar que u(X) = 00).

e Supondremos que 4 es no atémica, es decir que, si z € X, entonces pu(z) =0

e También supondremos que p es una medida regular respecto de la o-algebra de Borel determinada por las
bolas de la casi-métrica d.

Si se satisfacen todas esas propiedades (X, d, 1) es un espacio de tipo homogéneo, normal, regular de orden 6,
no acotado y no atémico.

Sin pérdida alguna de generalidad, podemos utilizar siempre una misma constante A que reemplace a todas las
anteriores, con tal de que satisfagan las desigualdades:

1

(2418) Z < Al < méx{k, a, Ca AQ} < A.

2.5. Funciones Lipschitz valuadas en un espacio de Hilbert

Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo de orden 6.
Si f es una funcién f: X — H tal que para algin 0 < n < 0 satisface:

z,yeX, x#y

decimos que f es una funcién Lipschitz de orden 7, y al infimo de tales constantes lo denotamos con |f]| nH
Al espacio de estas funciones lo indicamos con A7(X, H).
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Dada una bola B en X, al espacio de funciones Lipschitz de orden 7 con soporte en B valuadas en H lo
denotamos A"(B, H).
La norma Lipschitz de orden n de f € A7(B,H) estd dada por

(2.5.2) 1Al = 1 oo+ 1F 1oy -

Definimos el espacio de funciones Lipschitz de orden 71 con soporte compacto, como la unién

(2.5.3) X H) = | A"BH).
B d-bola en X

La topologia del espacio AJ(X,H) serd el limite inductivo de las topologias de A"(B,H) definidas sobre cada
bola B de X.
Al espacio de funcionales lineales continuos sobre A{ (X, H) lo denotamos por AJ(X,H)'.

Consideremos el espacio AJ(X,H), de las funciones f € A(X,H) que tienen integral nula:

/fZOH,

en donde Oy denota el vector nulo en el espacio de Hilbert H.

Cuando H sea el conjunto de ntimeros complejos, expresamente la omitiremos en la notacién de todas las
definiciones precedentes.

2.6. Aproximacién a la Identidad en Espacios de Tipo Homogéneo

2.6.1. Teorema. EN [MST] se prueba que en un espacio de tipo homogéneo que satisface las propiedades de
la seccién 2.4, existe una aproximacién a la identidad en X, o sea, una funcién p de X x X x (0,00) en [0, c0)
que satisface lo siguiente: existe una constante ¢ > 0 tal que, para cadat >0y 0 < 3 <6,

(2.6.1.a) sopp(+,t) C{(z,y) € X x X : d(x,y) < ct}, (todo t > 0)
(2.6.1.b) sup{p(z,y,t) :x,y € X} < ct™?

(2.6.1.c) p(z,y,t) = ply,z,t)

(2.6.1.d) Ip(z,y,t) — p(a’,y, )| < et=PYd(z, "), (todo x, 2",y € X)

(2.6.1.e) lp(z,y,t) — pla,y/ )] < et P d(y,y)°, (todo z,y,y" € X)

(2.6.1.1) /p(w,y,t)d,u(y) =1 (todo x € X,t > 0)

(2.6.1.h) /p(gc, y, t)du(z) =1 (todoy € X,t > 0)

Se puede probar ademés (ver [DJS]) que vale la siguiente propiedad de suavidad:

(2.6.1.4)  [(p(z,y,t) — p(z,y',1) = (p(2’, y,t) — p(a’, ¢/, 1))
<t 172Pd(x, ) Pd(y,y)P, (todo z, 2", y,y" € X).

2.6.2. Dada f € Ag(X)7 definimos para cada ¢t > 0:

fulz) = / oy, 0)f (¥)duy),

y hacemos una definicién completamente andloga para g € Ag (X, H).
Definimos, para f € Ag (X):
Sjf(x) = fai (),
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y para g € Ag(X,H):
, , .

Observamos que los operadores S; y Sj son autoadjuntos. Esto significa, por ejemplo, que si g1 € Ag (X, H),

g2 € Ag(X7 H), entonces:
<Sj91792> = <91,Sj92>~

Esto es directo, debido a (2.6.1.c), y a la definicién de <., >

<§j91’92> :/(§j91($)792($)>ﬂdu(x)
/(Uﬂ(xayﬂj)gl(y)du(y)] 792($)>Hdu(x)

(La integral de Bdchner respecto y conmuta con el operador lineal ( gg(m))H )

— [] (o0 2)0:0),02(0)) dtwta)
(Teorema de Fubini y propiedad (2.6.1.c):)

~ [[ (ptr2.2)91(0). )  dut )ty

= <g17 5]92> .

2.6.3. Teorema de Aproximacién. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo de orden 6. Dada g €
Ag(X, H), 0 < 3 < 6, soportada en B,.(x(), se tiene que para cada ¢t > 0 las funciones g; satisfacen:
(a) sop(g¢) C Bry(20), si t < r; donde 7(t) =r+ C"r1=0t0.

(b) lge(x) = ge(a')|yg < Ot U+ (B, (20))Pd(x, 2')°.
(e) (ge(x) = g(2)) = (9¢(2") = 9(a")ly < C(t)d(x,2")?, donde limy .o C(t) =0
O

x
Demostracion. Esto se obtiene mediante una generalizacién directa de [MST, Lema 1.20], reemplazando |.| por

[-Jsa-
En las condiciones del Teorema anterior, tenemos que

2.6.4. Corolario.
M {lg: = gllg s = 0.

Demostracion. Por la parte (c) del Teorema precedente, se deduce que:
i — =0.
Jimy 190 = 9l = 0

Por otra parte, tenemos que:
)~ 0l = | [ e )000) - ) ity
H
< [ o0 60) = 96Dl dilo)

< / o2, 9,8) 9] . A, 9)? dpy)
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Tenemos entonces que:

lo cual tiende a 0 cuando ¢ tiende a 0.

(Usando 2.6.1.a: )

<[ bl () duy)
d(z,y)<ct

(Usando 2.6.1.b: )

< |g|ﬁ,H (ct)? W(Bet(z))et ™

(Usando normalidad de la medida:)

<C |9‘,3,H .

llge — 9||00,H < Ct67
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Capitulo 3

El Teorema T1 en un espacio de tipo homogéneo a valores en un
espacio de Hilbert

3.1. Operadores de Calderén-Zygmund generalizados

Sea (X, d, 1) un espacio de Tipo Homogéneo Normal de orden €, no atémico.
Denotaremos con A a la diagonal en X x X.

3.1.1. Definicién. Una funcién continua K : X x X \ A — H es un nicleo estdndar (con valores en H) si
existe un exponente § € (0, 6], y una constante positiva Cx que sélo depende de K, tal que:

(K1) K@)l < Cr g

para todo x,y € X.

K2 K K(' K K)o < O 2
(K2) K (2,y) — K@, y)ly + [K(y, ) — K(y,2") [y < K d,g)i+o
para todo z,z’,y € X tal que d(x,2") < d(z,y)/2A.

3.1.2. Dado un espacio de Hilbert H y un niimero 0 < < J, consideremos un operador continuo 7' :

Ag(X) — Ag(X7 H)’ asociado a un nicleo estdndar K, de la siguiente manera: Dadas f € Ag(X) yge€ Ag(X, H),
con soportes disjuntos vale:

(3.1.2.a) (Tf,g) = // (K (,9), 9(x)) f(y)dp(z)du(y).

Aqui (., .)H es el producto interno en H.
Si T puede extenderse a un operador acotado de Li (X) en Li(X ,H), entonces decimos que T es un operador
de Calderén-Zygmund en el espacio de Hilbert H.

3.1.3. El adjunto de T es el operador T* tal que para G € Ag(X, H)y F € Ag(X) estd dado por:
(T*G,F) = (TF,G).
El operador T* tiene asociado el nicleo estandar K (y, x).

3.1.4. Definicién. Decimos que T satisface la Propiedad de Acotacion Débil, si existe una constante
positiva Cr que sélo depende del operador T, tal que:

(Tf,9)| < Cr u(B) 2|1 51191l g1

para cualquier bola prefijada B en X, y cualesquiera funciones f € Ag (X), g€ Ag (X,H), con soporte en B.
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En particular, si f1, fo € Ag(X) tienen soporte en la d-bola B, y si v es un vector fijo en H, resulta que fav es
una funcién del espacio Ag (X,H), y tenemos entonces que:

(T, fov)] < Cr w(B) 22| full gl folls ol

3.1.5. Observacién. SifJ’ > 3, 3 < 4, se puede probar facilmente que T sastisface la Propiedad de Acotacién
Débil respecto al exponente 3'. También T se extiende a un operador lineal continuo de Ag (X)en A’g (X,H), porque
se tienen las inclusiones continuas A (X) C Af(X) y AJ (X, H) C AJ(X,H), si g’ > 6.

3.1.6. Convencidén. Sin pérdida de generalidad, supondremos en lo sucesivo que Cx = Cr.

3.2. Extensién de los Operadores

A continuacién haremos extensiones de los operadores T' y T™ a funciones acotadas. Notemos que atun en el
ejemplo méas elemental de integral singular, como es el caso de la transformada de Hilbert en la recta real, hay
problemas al intentar hacer una tal extensién.

En ese caso, se hace necesario llevar a cabo un procedimiento adecuado, habitual en estos casos, con el fin de
asegurarse que la extension realizada esta bien definida.

3.2.1. Proposicién. SiT: Ag(X) — (A(’?(X7 H))’ es un operador lineal continuo que estd asociado a un ntcleo
estdndar K (con valores en H) . Entonces T se puede extender a un operador T : (A®(X) NLY (X)) — (Ag(X, H)o)'.

Demostracion. Sea f € A?(X)N L (X). Definimos la accién de T sobre f, como una distribucién actuando sobre
elementos de Ag(X, H)o. Tomemos g € Ag(X, H)o, elijamos xg € sop(g) y R > 0 tal que sop(g) C Br(zo).
Sea &€ € AY(X) tal que £(y) =1 en Boapr(wo), £(y) =0 en X \ Byazgr(wo), y 0 < £(y) < 1 en otro caso.
Consideramos la extension:

(3.2.1.a) (Tf,9) =(T(f&),9) +(T(f(1-€)),9).

El segundo término debe entenderse como:

(T(F(1—€)).g) = / / (K (2. 9) — K(20,)) (1 — £@)) £ (4), 9(2),, dpu(y) du(z)

Se puede probar que <T (f(1=9)), g> da un valor finito, luego estd bien definida. Veremos esto a continuacién:
En virtud de la propiedad (K2), tenemos que:

J] (0 - Ko (- €)1 0).9()), | dntw) duto)
/ / (K K (20, 9))lgs 11— €)1 1F @) 19l dpa(y) dpz)

(Usamos (K2) y el hecho de que f es acotada:)

// he. xom 1l oo x) 11 = €@ g (@) dpe(y) dpalx)

1
<Clfl,; / o) [ Rl dula)
Lz (X) X\ Baan(zy) A(T0,y)1F0 cop(g) H

Integrando sobre los anillos disjuntos Byn+1 4 (20) \ Ba~ ar(20), y usando la normalidad de X, se puede estimar
la primera integral:

1 1
s duly) = / 15 An(y)
/X\BQAR(IO) d(wo,y)1 0 NZ:O Byn+1ga1(20)\Byn g (z0) (@05 y)1F0
1

: avzAR) W)

N>0 /BZN+12AR(IO)\32N2AR(IU)

< Z Cu(Bon+1gar(20) \ Banvaar (o))
N>0

1
(ZNQAR)H"S
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(Usamos duplicacion de la medida:)

1
< E 2N2AR(2A - 1)—————
- c R< )) (QNQAR)IJré
N>0
1

2 : —No
SCR 2 R1+6

1
<%

Por otro lado:
/ 10k ) < Clgl e ytsop(o)
sop(g

Luego la expresion <T(f(1 —£)), g> estd acotada, y eso significa que es finita, luego bien definida.
Mas atn, toda la expresion esta acotada por

C”f”[,oo(x) ||9||Loo(x7]1-11)/l(50p(9))-

Debemos ver que la definicién de <T 1 g> no depende de la eleccion del punto xy ni de la funcién £. Para ello,

tomemos x1,z2 € sop(g), v sean &1,& un par de funciones en Ag (X) tales que valen 1 en las respectivas bolas
B; = Boag, (1), Bo = Boag,(22), donde Ry, Ry son radios lo bastante grandes como para que las bolas contengan
al soporte de g. Calculamos:

] (K@) - K@p)wa —51<y>>>,g<x>)Hdu<y>du<x>
/ [ (@) - K2 ) (@)1 - &), 5(0)) _ du(v)dn(z)

(como las dos integrales dobles son absolutamente convergentes, se pueden agrupar:)

— [[ (- K@ - ) - K21 - £0)).9(@), dutw)dnlz)

(como X es espacio de medida o-finito, se puede ademds cambiar el orden de integracidn:)

~ [[ (- &0 -6 w) - K@) - £0)0)90)  duladaty
(la integral de Béchner conmuta con operadores lineales continuos, en este caso con (., .)H:)

-/ ((Km, D0 -6~ K@)t - &)W, [ g(l’)du(w)) du(y)

H

(g tiene integral Oy:)

O

3.2.2. Proposicién. Sea T : Ag(X) — (Ag(X, H))’ un operador lineal continuo que estd asociado a un nicleo
estdndar K (con valores en H), y que satisface la propiedad de acotacién débil. Sea T* el adjunto de T'. Entonces
T* se puede extender a un operador T : A%( X, H) N LP (X, H) — (Ag(X)o)’.
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Demostracion. Omitimos la prueba, por ser similar al caso anterior, dandole sentido a la descomposicién:

(3.2.2.a) (T*g.f) = (T"(98), f) +(T"(9(L = &), f),
igual que como se hizo antes, siendo £ una funcién de valores escalares. O
3.2.3. En lo que sigue, a los operadores extendidos Ty T* los seguiremos escribiendo como Ty T*,

respectivamente, quedando claro en cada caso el significado correcto. La funcién f = 1 es un elemento de Ag (X)n

L2 (X), y por lo tanto tiene sentido el objeto T'1 como un elemento del espacio dual (AB(X,H)o). Asimismo, para

cada vector constante h € H, tenemos que T*h es un elemento de (Ag (X)o)".

3.3. Enunciado del Teorema 7'1 = 0 en un espacio de tipo homogéneo a valores en
un espacio de Hilbert

Estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de este capitulo. El Teorema 71 = 0:

3.3.1. Teorema. SiT:AJ(X) — (AJ(X,H)) es un operador lineal continuo que estd asociado a un niicleo
estdndar K (con valores en H), satisface la propiedad de acotacién débil, y ademéds

T1=0g

y para cada vector constante h € H vale
T°h =0,

entonces T se extiende a un operador acotado de L2 (X) en L2 (X, H).
Demostracion. Para cada entero positivo N, sea

N
RN - Z(g]TAJ + AjTSj - AJTAJ)

-N
Veremos que para todas las funciones f € Ag(X), g€ Ag(X, H), se tiene:

En efecto, es facil ver que: y 3
Ry =S_NTS_N — Sn+1TSN+1

Ademds S_nyf— fen Ag(X) y también S_yg— g en Ag(X, H) (ver Corolario 2.6.4).
Por hipétesis, T' es continuo de Ag(X) en Ag(X, H)', luego:

Jim (S NTS yf.g)= lim (TS xf,5 ng)=(Tf.g).

oo — OQ

Necesitamos probar que
Jim <§NTSN f, g> —0.

Para cada (8, 0 < 8 < 6, se tiene que Sy f — 0 en la topologia de Ag(X). Maés precisamente, tenemos que:

1S f(@)] < 2N fll,

por (2.6.1.b), lo cual implica que ||Sx f| - tiende a 0 cuando N tiende a co. Y ademas:

Swf(@) = Sxf@)| _ o
‘ e | SNl

por (2.6.1.d), lo cual prueba que HSNf”Ag(X) tiende a 0 cuando N tiende a oo.

De manera analoga se prueba que S ~ng tiende a 0 en Ag (X,H) cuando N tiende a cc.
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Como T es continuo, resulta que

Jim <§NT5N f, g> = lim_ <T(SNf), S’Ng> —0.

Denotamos a los operadores
(*) Tj = S;TA; + A TS; + A;TA;,
para cada entero j.

Afirmacién: Los operadores compuestos T T}, son lineales y acotados (en norma de operador) de L7 (X, H) en
Li (X,H), los operadores compuestos T;T}; son lineales y acotados de Li(X ) en Li(X ), v las respectivas normas

de operador estén acotadas por C'211—kI8/2,
La prueba de esa afirmacion sera el tema de lo que resta del capitulo.
Suponiéndola cierta, podemos ahora recurrir al Lema de Cotlar con los espacios de Hilbert L2 (X) y L2(X, H),

para obtener que cada Ry es un operador acotado de Li(X) en Li(X, H).
La norma [[Rn ||z (12 (x),12 (x,m)) estd uniformemente acotada en el indice N. Ese hecho implica que hay alguna
n P\

subsucesién de {Ry}y, digamos {Ry,, }m, tal que Ry, converge a algin operador T° que es acotado de L2 (X)
en L7 (X, H). En particular Ry,, —T° débilmente.
Pero como Ry — T débilmente, la unicidad del limite implica que T° = T, lo cual prueba el Teorema.

m

O

Resta probar la Afirmacién contenida en el Teorema precedente, la cual enunciamos como la siguiente:

3.3.2. Proposicién. Sea T; el operador definido en (*). Entonces, para todo par de enteros j, k se tiene que:
e T;T}, es un operador lineal acotado (en norma de operador) de L7 (X, H) en L2 (X, H),

e T;T}; es un operador lineal acotado de L2 (X) en L2(X), y
e las respectivas normas de operador estan acotadas por C217—FI5/2,

Demostracion. La prueba se da a través de los resultados de las secciones siguientes. O

3.4. Lemas de continuidad respecto integral de Bochner
Consideremos uno de los operadores 7; = S’jTAj = SjTSj — S'jTSj,l, con j fijo.

Nuestro primer objetivo es probar resultados de continuidad respecto integraciéon de Bochner.
Deseamos probar el siguiente:

3.4.1. Lema. Sea j un entero fijo. Entonces:
<§jTijyg> = // <Tp(-7y72j)f(y)7p(vwa2j)g(fr)> dp(y)du(z)
= [[ {70t 2)5w) 0.2, 2)9(0) ) di)ut).

Demostracion. Consideremos la aproximacion a la identidad p del capitulo precedente, y denotemos, por brevedad:

®(z,y) = pla,y,277)

Consideremos un punto prefijado zy € X.

Sean F € AJ(X), G € AJ (X, H), ambas con soporte en la bola B¢ (x0) (R1 > 0).
Por (2.6.1.a) sabemos que sop(®) C {(x,y) : d(z,y) < 271},

Denotemos R = A(Ry + ¢2711), B = B4(x) (la clausura de la bola en X).
Tenemos que ®(z,y)F(y) = 0 siempre que sop(P(z,-)) Nsop(F) = 0.
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Esto ocurre cuando d(z, xo) > R, pues sop(®(zx,-)) Nsop(F) C B.

El conjunto Cy[B] de funciones continuas con soporte compacto en B, es un espacio de Banach con la norma
del supremo (topologia de la convergencia uniforme).

Consideremos la funcién H : X — Cy[B] dada por:

Vemos que para cada y € X fijo, H[y] € Co[B], pues por un lado sop(H[y]) C B, y por otro lado H][y] es funcién
continua (para cada indice fijo y € X).

Ademsds, yr —y (en X)) implica que H|yx] = H[y] (o sea, en la topologia uniforme de Co[B]).

Por lo tanto H es funcién continua de la variable y.

Como H es continua, resulta ser medible Bochner respecto el espacio de Banach Cy[B].

Ademds, si |-, denota la norma del maximo:

[ 1300, dntw) = [ IOl 52,0
= 196Dl PG duts)

< NPC I oo (x ) 1 £ x) < 00

Por lo tanto H es integrable en el sentido de Béchner en Co[B].
Luego, para un operador lineal continuo ¢ : Co[B] — C, el Teorema de Hille (ver 2.2.1) implica que:

[ trtant) = ¢ [ Hisaut).

¢(h) = (Th,G).

Consideremos el operador

Para h € Ag(B) C Cp(B), tenemos que £(h) estd bien definido, y claramente es lineal.

Si hy — h en Ag (B), ocurre en particular ¢(hy) — £(h). De manera que ¢ es un funcional lineal continuo del
espacio Ag(B).

Como AJ(B) estd incluido densamente en Co[B], se puede extender ¢ de forma continua a Co[B].

Por lo tanto:
/(TH[]G </H du(y >
Pero entonces:
(7 ([ #tormam) o) =(T [ Hiut).6) = [ (T20.0).6) FOauts).

Reemplazando ¢ por su definicién, y tomando F' = f, la ultima igualdad toma esta forma:

(150).6) = (7 [ v 2101t ) &)

_ / <Tp(-,y, 27), G> Fy)dp(y).

Igual que antes, Co[B, H] (el espacio de funciones continuas H-valuadas, de soporte contenido en B) es un espacio
de Banach. Definimos:

y estudiamos el funcional

((h) = (T®(-,y), hg) .

Se podra probar, de manera similar a como hicimos antes, que:

(Tot.0). [ oC.0)@iuta)) = [ (T2 0000 duto).
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Si aplicamos todo esto, y tomamos G = S'j g, obtenemos:
(34.1.a) (5781.9) = (TS;1,859) = / / (Tpl 9, 2) f(9), P, 2,27)g () dpu()dia(y).

También hemos visto que las aplicaciones:
y— p(y,27)f(y)

son funciones (a valores en un espacio de funciones) con soporte compacto.
Luego la funcién de dos variables:

('T7y) - <Tp(~,y,Zj)f(y),p(~,:c,2j)g(x)>

tiene soporte compacto.
Tenemos ademas que la familia de funciones:

{pC, . 27) F(W) byex x {p(-,2,27)g(2) }oex

se mueve en un conjunto acotado de AJ(X) x AJ(X,H) (esto vale con el indice j fijo).
Por lo tanto, por la Propiedad de Acotacién Débil, la integral (3.4.1.a) es absolutamente convergente. De ese
modo, vale la regla de Fubini para dicha integral, y el orden de integraciéon en x,y no es relevante.
Esto culmina la prueba del Lema.
O

3.4.2. Expresion de los Nicleos asociados al operador 7;.
Sean z,y fijos. Consideremos el funcional

l(v) = <Tp(-,y,2j),p(-,x,2j)v>, v € H.

Tenemos que:
l(sv+w)=sl(v)+1l(w)

para vectores cualesquiera v, w € H y cualquier escalar s.
Ademis, por la Propiedad de Acotacién Débil tenemos:

|l(1})| = ’<Tp("y72j)’p<'>$72j)v>‘ < CfvyJ |U|H < o0

Como la constante C; 5 ; no depende de v, es claro que [ es un funcional lineal continuo sobre H. Por el Teorema
de Representacién de Riesz, existe un elemento ¢ € H de manera que

l(v) = (f,v)H

para todo v € H.
Entonces tenemos la siguiente igualdad:

<Tp(7ya 2j)7p('7m7 2j)v> = (g’ v)]}}l .

todo v € H.

Un resultado andlogo al Lema 3.4.1 permite afirmar que

(51;11.9) = [ [ @012 w). ol 2)9(0)) dia)uy).

y es posible ademéds cambiar el orden de integracién en las variables x, y.
Usando un razonamiento similar al de antes, podemos hallar un vector £’ € H de manera que

<Tp('vy7 2j_1)7 p('7x7 2j)v> = (5/7 U)H .
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todo v € H.

Al vector £ — &' (que depende de z,y y de j) lo denotaremos por x;(x,y).
Escribimos, pues, la igualdad:

(k3 (@9)v), = ((To027) = Tolp, 271, pls2,27) 0)

<T(p(~7y72j) — p(ny72j‘1)),p(-7x,2j)v> :

todo v € H.

En las secciones siguientes analizamos el operador 7; = S'jTAj. Podemos escribir para este operador, la igualdad
siguiente:

(T5.9) = [ [ {@o0.2) = To027 )50, ple 2. 2)(0) ) di(a)diy)
— [[ (w6007 9(@)) , dunte)duto)

y diremos que «;(z,y) (considerado como funcién de z,y) es el nicleo del operador 7;.
En lo sucesivo investigaremos las propiedades de este ntcleo.

3.5. Cotas para los ntcleos de los operadores involucrados en el paraproducto.

Recordemos que, como d > 3, vale la Propiedad de Acotacién Débil respecto el exponente §.
Usaremos la notacion

p(r) = (1+7)~ 0+, pi(r) =2"Ip(279r).
También definimos
¢($, Y, t) = p(x, Y, t) - p(l’, Y, t/2)

3.5.1. Proposicion. Para todo vector constante v € H:

’(Iij(.]?,y)7v)H| S ij(d(x,y)) |v|]HI .

La constante C' es igual a Cr¢, donde C'r depende de T y su nicleo K, y ¢ es una constante geométrica, que no
depende del operador T ni de j.

Demostracién. Primero supongamos que d(z,y) < ¢10A2/, donde ¢ es la constante que aparece en (2.6.1.a).
Estimamos:

‘(m‘(a?,y),v) ‘<Tw(-,y,2j>,p<:c7-72j)|;fH>’|v|H

H‘_

(Usamos Prop. de Acot. Débil aplicada al valor 8’ = 6§, junto con (2.6.1.d) y (2.6.1.e):)

< CT(2j)1+2562(2j)2(7176) 0]y

< Opc®2779 oy

< Crépj(d(z,y)) [vlg
donde ¢ no depende de j, sino sélo de las constantes geométricas del espacio, y hemos usado las relaciones siguientes:
(1+ cl0A)H+0 o
(1+cl0A)1+o
< (1+¢104)*p;(d(z, y)),

277 =

pues p; es funcién decreciente, y ademés d(z,y) < c10A27 por hipétesis.
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Ahora supongamos que d(z,y) > c10A427.
Entonces p(z,-,27) y (-, y,27) tienen soportes disjuntos. En efecto, si z fuese un punto en el soporte de ambas,
en particular, tendriamos z € (B (2)) N (Beai (v)), con lo cual

d(z,y) < A(d(z,7) + d(z,y)) < 2427 < c10A27,

contra lo supuesto.
Luego, para un vector genérico v € H:

(m@wm)={ﬂwwammLﬂmw
— [[ (K¢ 2),pla2)v) _du(Odu(e)
- // K(&,y), p(z, €, 27) v)H (¢, 27)dp(C)du(€)

constante respecto de ¢

La ultima integral doble es 0 pues fz/;(', y,27)dp = 0 (usar definicién de ¢ y (2.6.1.h)).

Deseamos probar que d(z,y) ~ d(£,y) en los puntos (&, () del soporte de la funcién que estamos considerando
bajo el signo de integral doble.

Observando los soportes de p(x,-,27) y (-, y,27), vale que d(z, &) < 27, d(¢,y) < 2/ (ambos son menores que
d(z,y)/10A). Ademds d(&,y) < A(d(&, ) + d(z,y)) < 3cAd(x,y).

Por otra parte d(£,y) > c7d(&,x), porque si no, d(z,y) < A(d(x,&) + d(&,y)) < (1 + 7)Ad(&,x) < 10427,
contra lo supuesto.

Ahora tenemos d(z,y) < A(d(z, &) + d(&,y)) < A(% + 1)d(&, y).

Por lo tanto d(x,y) = d(§,y), como querfamos.

Esto junto a (K2) nos da ahora que:

[(mstev) | < [[1KE0) = Kl lote. &2 ol 1606, 52)| du(€)an(0)

(por desigualdad de Cauchy-Schwartz en H)

(Usamos (2.6.1.b):)

< Ck vlg // d(c’iyl);cz—fc(z—j + 275 du(€)du(C)
sop(p(z,-,27)) xs0p((-y,27)) A&, Y)

. 9798
< Cg3c227% |y //
B Jsop(p(a.-20)) xsop(u(- w2y (75 + DAd(z,y)1+°

dp(§)dp(<)

(Aplicamos (2.4.1.6):)

. 2P
= O s
< Oxep;(d(z,y)) lvls

donde ¢ denota una constante geométrica (depende sélo de las constantes del espacio X). O

3.5.2. Proposicién. Para cada entero j, el niicleo k;(z,y) es integrable en cada una de las variables z, y.
Demostracion. Por la proposicién 3.5.1, basta probar que p;(d(x,y)) es integrable en cada una de las variables x, y.
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/pj(d(%y))du(y) = 2‘j/ (1+2_jd1(x s )

oo

<27/ / Ldp(y) +
< d(z,y)<27 Z

n=0

= (u(ng @)+ u<32n+1+j>2‘(”5w)>

n=0

/ | | 2—<1+6>(n+j>dﬂ(y)>
2127 <d(z,y)<2n+12i

<O+ 0270907 < 0.

La integracién respecto a la variable x se hace de igual modo. O

3.5.3. Definicion. Para cada x,u,y € X y cada t > 0, escribimos

Gx(uaya t) = P(Lyvt) - P(%yvt)

3.5.4. Proposicién. Supongamos que x,w,y,u son puntos de X, tales que d(x,w) < 27, d(z,u) < bd(x,w),
d(w,u) < bd(x,w), donde b es una constante mayor que 1, independiente de x,w,u y de j.
Entonces, para todo vector constante v € H:

|<Tw(a Y, 2j)7 Uac(uv K 2j) U>| < ij (d(uv y))27j6d(z7 u)6 ‘U|]HI .

La constante C' es igual a Cr¢, donde C'p depende sélo de T, y ¢ es una constante geométrica, que no depende del
operador T ni de j.

Demostracién. Primero supongamos que d(u,y) < 4bA%27.
Luego, por la Propiedad de Acotacién Débil, junto a (2.6.1.d) y (2.6.1.1):

v

‘<T1/)(~,y, 27), (o (u, -, 2j)>>

o )|t < Cr(am) e ()2 ) ol

< Cpé279279% (2, u)° vl

< Crép;(d(u,y))2770d(z,u)’ vy

donde ¢ no depende de 7, sino sélo de las constantes geométricas del espacio, y hemos usado que 277 < & p;(d(w,y)),
en forma similar a la Proposicién anterior.

Ahora supongamos que d(u,y) > 4bA%27.
Entonces o, (u, -, 27) y ¥(-,y,27) tienen soportes disjuntos. En efecto, si z fuese un punto en el soporte de ambas,
en particular, tendriamos z € (By; (x) U By; (1)) N (Bai (y)), con lo cual, si d(z,u) < 27, entonces:
d(u,y) < A(d(u, 2) +d(z,y)) < 2427 < 4bA?27
y si d(z,x) < 27, entonces:
d(u,y) < A(d(u, 2) +d(2,)) < A(A(d(z,2) + d(z,u)) + d(z,y)) < A(A(L+b) +1)27 < 4bA*2,
pues d(z,u) < bd(x,w) < b2, y ademds 1 <by 1< A.

Pero esto contradice nuestra hipdtesis acerca de d(u,y).
Luego, para un vector genérico v € H:

(10w )0, 0 2)0) = [[ (€012, 0000 6:2700)_duO)dn(e)
- [[ (K€t e.20)_ o(Cv 2 )duc)dnce)

constante respecto de ¢
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La tltima integral doble tiene integral 0, porque [ (-, y,27) = 0.

Observando los soportes de o, (u,-,27) y (-, y,2%), vale que d(u,&) < A(1 + )27, d(¢,y) < 27 (ambos son
menores que d(u,y)/4A?), ademés d(£,y) < A(d(€,u) + d(u,y)) < (1/24 + A)d(u,y) < (1 + A)d(u, y).

Por otra parte d(£,y) > 2d(£,u), porque si no, d(u,y) < A(d(u,€) +d(&,y)) < (1+2)Ad(&,u) < 6bA%27, contra

lo supuesto.
Ahora tenemos d(u,y) < A(d(u, &) +d(&,)) < A(3 + 1d(€,y) = §Ad(&,y).

2
De manera que d(u,y) =~ d(&,y) en los puntos (£, ¢) del soporte de la funcién que estamos considerando bajo el
signo de integral doble.
Esto junto a (K2), y ya que d(y, () < d(¢,y)/2A:

] / / (K(€.0) — K(6,9))0(C, 92 2), 00, €, 29)0),, dp(€)dpu(<)

<[] 10 = K&l us6.2) ol [6(¢.920) | dn(©)utc)
(Usamos (K2), (2.6.1.b) y (2.6.1.d):)

d((ay)é — (146 5 —j —j+1
<Cuclol [ V) 53049 4, 0 (279 + 277 ) dpu(€)dpa(C)
B Jsop(0 (u.-129)) xsop(w(-y.20)) AUE YT
270

< Cec2 212 (a0 ol [ 2 au(E)du(Q)
B sop(o w20 xsop(w(-y.20)) (55 d(1,9))1+0

(Aplicamos (2.4.1.6):)

< ot 2 2w 0 ol = O o) o
C——— z,u)’ vy = Cxé——— d(z,u)’ |v
= ()t R TORD ST
< Cxcép;(d(u,y)) 277°d(x, u)° vy
donde ¢ denota una constante geométrica (depende sélo de las constantes del espacio X). O

3.5.5. Proposicion. Sean z,w,y € X. Entonces, para todo vector v € H:
[ (% (@, y) — w5 (w,y),0) | < Cmin(1,277d(z, w)°) (p(d(x,y)) + pj(d(w, y))) [v]5 -
La constante C' vale méx(Ck,Cr)é, donde ¢ es una constante geométrica que no depende del operador T, ni de j.

Demostracion. Si d(w,z) > 27, se usa la Proposicién 3.5.1.
Podemos entonces asumir que d(w,z) < 27.
Para cada punto u € X, tenemos que:

p(‘ru 72‘1) - p(U), 72J) = UI(U’7 72J) - Uw(u7 72J)

Asi que podemos elegir el punto u de manera que sea apropiado para nuestros propoésitos.
Vamos a elegir u = x.

Estimamos:
| (ks y) = ri(w)v) | = (o9, 27), (a0, 27) = (s, 2))0)|
(Aplicando Proposicién 3.5.4, y usando que u = x:)
< Crépjd(e,y)) 277° July d(z, w)°
< Cré (pj(d(z,y)) + p;(d(w,y))) 277°d(z, w)° v .
La constante ¢ no depende del operador T ni de j. O
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3.6. Acotacién L? de los operadores involucrados en el paraproducto.

3.6.1. Proposicién. Dado un entero j fijo, el operador 7; = S;TA;, se extiende a un operador lineal

acotado de L2 (X) en L7 (X, H).
Ademaés 7; tiene una representacion integral de la forma:

T,f = / ki) f@nty),  f € I2(X).

Demostracion. Sean f € Ag(X)7 g€ Ag(X, H). Calculamos:

(75.0)] = | [ (e 00).960)) L dut)inta)

(Cauchy-Schwartz)

< (/If(y)Izdu(y)y/2 </ {/((fﬁj(%y),g(fv))H‘du(x)rdu(y)> "

(por Proposicion 3.5.1:)

1/2

< Clifllpzx) </ (/pj(d(x’y)) |9(2) |y du(x)>2du(y)>
< O fll o) ( J ([ mtate.m s au)) ’ ([ miate.mants)

[prtateyint) = Y [ >
pj z, Y H\T) = —
’ o I Bon i )\ Byw (v (112 Jd(z,y))t+e
= 3 B )\ Bas (1) g
B 2 ( VW) A =N+
Nez (1427728

N
Nl=

9 1/2
du(y)>

Estimamos:

du(y)

(Por la duplicacion de la medida:)

2-J
< D (A= DB () 3wy
NeZ
2-J
N
-4 Z 2 (14 2-72N)1+6
NEZ

Tenemos que

277 277

N N j&
s <9
NZ>0 (1+2 jQN)1+5 - Z 2 g2N)1+6 - 1—2-9
También: .
2-J .
N— S 2*]

N e

Por lo tanto:

*) / py (e, ) dp(x) < E(299 + 29),
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donde ¢ es una constante geométrica (no depende de y ni de j).
Luego:

(%) (T£.9)| < CEP +279)1 2| £l ( / ( [ pitaten) g(x)lidu(w))du(y))m
(Teorema de Fubini-Tonelli:)

1/2

< CE + 2 Ul | [ 9@ [ b3l )dnty) duta)

<E(29042-7)

< CE2° + 2N 2 o l9ll 2 x ) -

Como Ag (X,H) es un subconjunto denso de L2 (X,H), el funcional lineal acotado 7;f puede extenderse de
manera que

(T3 f.9)] < C&2 + 271 £l 12 (x) 9] L2 x50

para cualquier funcién g € Li (X, H).
Por el Teorema de Representacion de Riesz, 7; f se identifica con una funcién del espacio Li(X ,H). Ademas se
tiene que:
H,]}fHLi(X,H) = sup ’(Z‘fv 9)‘ <O’ + 2_])”fHLi(ﬂb)'

H9| Lﬁ(X,lH[):l

Asf que 7; es acotado en norma de operador, entre los espacios Li(X )y Li(X ,H), cuando se lo considera

restringido al subconjunto denso AS(X) C L2(X).
Por densidad, 7; se puede extender a un operador lineal acotado del espacio de funciones de LZ (X)en Li(X JH).

Veamos que 7; tiene una representacién integral. En la Proposicién 3.5.2 se vio que x;(z,y) es un nicleo
integrable (en cada una de las variables). En consecuencia tenemos que:

(T8.9) . oy = (T.9) = [[ (5s60.007 ) 9())  dutu)dutz)

L7 (X, H)

(Aplicando el Teorema de Hille 2.2.1:)

z/(/Hj(x,y)f(y)du(y),g(fﬂ))ﬂdu(l‘)
-(/ “j("y)f(y)d‘“y)’9>Lﬁ(X,H)‘

Por el Teorema de Representacién de Riesz, debemos tener que:

Tif(x) = / (2, 9) F ).

O

3.6.2. Proposicién. Dado un entero k fijo, el operador adjunto 7, de 7}, = ngAj, se extiende a un
operador lineal acotado de L7 (X, H) en L7 (X).
Ademds 7, tiene una representacion integral de la forma:

Tig = / (k). () dpi().
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Demostracion. La prueba es parecida a la de la proposicién anterior. Por ejemplo, se establece que:

(Ti0.1) = (Tifg) = [ ( / (nku,y),g(z))ﬂdu(x))ﬂy)du(y).

Esta ultima igualdad es cierta por la Proposicién 3.5.2, y el hecho de que f y g estan soportadas en una bola,
permiten probar que el integrando es absolutamente integrable, y en consecuencia se puede aplicar la Regla de
Fubini.

Razonando como antes, se demuestra que 7;"g se extiende a un funcional lineal acotado de Li(X ), luego se
identifica con una funcién que pertenece a Li (X), también se prueba que T se extiende a un operador lineal
acotado de L2 (X, H) en L7,(X), y ademds T*g tiene la siguiente representacién integral:

Trg(y) = / (ke (2, 9), 9(2))  dplz).

O

3.6.3. Hemos logrado expresar los operadores 7; de una manera mds sencilla, a saber, exhibiendo su

comportamiento respecto funciones de L2(X), sin hacer alusién al espacio de distribuciones (Ag (X,H))'. Esta
manera de proceder permite realizar de modo mas préctico las estimaciones de los operadores compuestos 7;7, y
71,57, por ejemplo.

3.6.4. Observacién. Si bien hemos probado la acotacién (L2 (X), L%(X,H)) de 7;, la cota obtenida no es
idénea para la aplicacién del Lema de Cotlar, y es por eso que se debe seguir trabajando un poco mas.

3.7. Los niicleos de los operadores del Paraproducto tienen integral nula.

3.7.1. Proposicién. Para cada y € X:

[ st )duta) = 0.
Demostracion. En lo que sigue, fijaremos un punto o en el espacio X como “referencia”.
También fijaremos un vector w € H, para expresar la accién de cada vector k;(z,y) como un funcional lineal
continuo sobre H, y supondremos sin pérdida de generalidad que |w|y = 1.

Sea y un punto fijo de X.
Aplicando el Teorema 2.2.1, para un radio R suficientemente grande:

</BR<0> i) w) - /BR(o) (rs(a.).w) _dn(a)

= [ (T ot 2 ) o

= <T¢(-7y,2j)7/1? o p(wa-72j)wdu($)>
= (T4 (,y,2), hgw)

H

donde
ha(w) = [ pleu2)du).
Br(o)

Por otro lado, por la Proposicién 3.5.2, se tiene que [ |r;(x,y)|y du(x) < co. Por lo tanto, para todo € > 0, existe
un radio Ry = Ro(e) tal que

() [ sG] <[ sl du) <
d(o,z)>R H d(o,z)>R
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para todo R > Ry.
Supongamos que d(o0,u) < 1 (R — ck27). Si x € sop(p(-,u, 2’)) entonces d(u,z) < c2’. Por lo tanto:

1 , ,
d(o,z) < k(d(o,u) + d(u,z)) < k(%(R —ck2?) 4+ ¢27) = R.
O sea que sop(p(-,u,27)) C Br(o). Por lo tanto, usando (2.6.1.f), obtenemos:

ha(w) ~ 1= [ plau,27)du(a) 1 =0,

De manera que hr — 1 es una funcién con soporte en X \ Bi(g_ x5 (0)-

Por otro lado <¢(-,y,2j),T*(1w)> = 0 porque (-, y,27) € {Ag(X)}O tiene integral 0, y hemos supuesto
T*(1w) = 0.

De manera que

<T¢('7y7 Qj)v (hR)w> = <T¢("y7 2j)’ (hR)w> - <¢('aya 2j)’T*(1w)> = <T'¢)('7y7 Qj)v (hR - 1)w> .

Si R es suficientemente grande, entonces hg — 1 y (-, y,27) tienen soportes disjuntos, y puede aplicarse la
igualdad (3.1.2.a) junto con (3.2.1.a), para escribir:

/d(z,y>§c2j /X\B

(T (9. 27), (b = D) (5 (. 2) = K () (2,9, 2), (he(w) = Dw)_ dp(u)dpa(=)

H‘_

(R—ck:Qj)/k(o)

(Por (K2) y (2.6.1.b):)

. d 5
<o [ )y dz) ()
d(z,y)<c2J X\B(R—cmi)/k(o) (uay)

< C2 (B () [ Ty [l dn

X\Br/2r(0) d(ua Yy

. 1
<co | Ll du(w)
X\Bran (o) AU y)1F° A

Analicemos qué ocurre con los puntos u en el dominio de integracién.
Si d(u,y) > d(o,u), entonces, claro:
1 1
< .
d(u,y) ~ d(u,0)

Denotemos a = d(o, y).
Si d(u,y) < d(o,u), entonces d(u,y) > R/2k* — a. Porque en caso contrario:

R
d(O, u) < k(d(ov y) + d(yau)) < k(a + Tkg - a‘) = ﬁ
en contra del hecho de que d(o,u) > R/2k en el dominio de integracién.

Por lo tanto u € X \ Br/ax2_q(y) C X \ Ber(y), para alguna constante C, si R > 4k?a. Por lo tanto, podemos
estimar:

R,

1 1 1
() < s dnto) + L uw)
/X\BR/%(O) d(u7y)1+6 X\Br/2k(0),d(y,u)>d(0o,u) d(uvy)1+§ X\Bcr((y),d(y,u)<d(o,u) d(uay)1+5
1 1
< L du(w) + / L duw)
/X\BR/%«)) d(o,u)!+0 X\Bor(y) duy)' 0
<CR™.

Finalmente resulta:

‘<Tq/)(~7y, 29, (hp — 1)w>‘ < Cx C27° |wly R°.
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Esto dltimo tiende a 0 cuando R — oo, luego dado € > 0, existe Ry = Ry(¢) tal que

(*2)

€, para todo R > R;.

[ )y <
d(z,0)<R
En consecuencia, por (x1) y (*2), para todo w € H tenemos:

/ (k5(z,y), w)y du(z) = 0.

Como k;(z,y) es integrable, aplicamos el Teorema 2.2.1, y obtenemos:

[ w5t () = 0s.

Lo cual vale para cada y € X prefijado. O

3.7.2. Proposiciéon. Para todoz € X

/Hj(x,y)du(y) =0.

Demostracion. También fijamos un vector w € H, con |w|y =1, y un punto z € X.
Como k;(z,y) es integrable, por ejemplo en la variable y, podemos escribir:

([rtintn) = [ (sen.w) i)

= [{T66.0.2) 0l 2} )

(Como T es continuo, también L(F) = <TF7 plx, -, 2j)w> es continuo, y podemos aplicar el Teorema 2.2.1:)

(r( [ ot 2. plo.- 2
(r0.p 7723>
0.

Luego:

</f‘ﬂj(fv,y)du(y),w)]EI =0,

para cada vector fijo w € H, y en consecuencia:

/ (@ y)d(y) = O

O

3.8. Cotas para la composicién de los operadores que aparecen en el paraproducto.

3.8.1.  Denotamos T; = S'jTAj + A]—TSJ- + AjTAj. En las secciones precedentes hemos probado la acotacién
L?(X),L?(X,H)) del término S,;TA;, y hemos hallado una representacién integral para él. Un trabajo similar es
I3 I3 J J g

valido para el operador A T'S;. También se pueden esperar resultados andlogos para 5'] 1TAj, pues el hecho de
cambiar el indice j por j — 1 no introduce grandes complicaciones en lo hecho hasta aqui.
Finalmente escribimos A TA; = S TA; SJ 1TAj, y aplicamos lo que ya sabemos a cada término.
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En conclusién: T} se extiende a un operador lineal acotado de Li(X ) en Li (X, H), y existe un nicleo integrable

K;(x,y) tal que, para f € Ag (X) se tiene la representacién integral:

2) = [ 5w f0)duty).

De modo anélogo se puede decir que T} se extiende a un operador lineal acotado de Li(X ,H) en Lz(X ), ¥

para g € Ag (X, H) se tiene la representacién integral:

Tig(y) = / (Kj(2,9),9(x)) g dp(),

donde K es el mismo ntcleo de T}.
Se satisface también que estos nicleos K; verifican las mismas propiedades que los nicleos x;, probadas en las
secciones anteriores.

3.8.2. Proposicién. Dados dos enteros j, k, el operador compuesto 77} es acotado sobre L;"L (X,H), y tiene
una representacion mediante integral doble:

T;Tyg(x / Kj(z,y) (Ki(u,y), g(u)) g du(uw)du(y), g € AJ(X,H) N L*(X,H).
Demostracion. Sea g € Ag(X, H) N L2 (X, H). En virtud de lo dicho en el parrafo anterior, podemos escribir:
(TTi9)(@) = [ Kslay / (Kite0),900)) dp(u)dn(y)
— [[ K@) (Kaw o) dutwdnto)

Como T} es acotado de L;L( ,H) en 2‘u( ), ¥ Tj es acotado de L2 (X) en L2 (X, H), tenemos que T;T}; es un
operador lineal acotado de Lz (X, H) en Lg (X, H). O

3.8.3.  Sin embargo, no hemos podido estimar dicha norma adecuadamente. Necesitamos cotas mas precisas.
Previamente necesitamos las estimaciones de los siguientes lemas:

3.8.4. Lema. Para todo entero k y todo y € X:

[ mlatanty) < € <

donde C' es una constante independiente de k£ y del punto .

Demostracion. Para cada r > 0, el anillo centrado en y entre los radiso r y 2r lo denotamos A, (y) = Ba,(y)\ B-(y).
Estimamos:

2—k

* (1 +d(z,y)/2k>1+6

_ 2k~6/ 1
x (28 +d(z, )0

1
ST
NZEZ Ayn (y) (2F + d(z,y))++? 1(y)

ks
=2 Z/ 2k+2N)1+6d'u’(y)

NezZ

/X pr(d(z,y))du(y) = du(y)

du(y)

(Para cada N vale d(z,y) > 2V en el dominio de integracion:)

pw(Agn (

ko 2

<2 Z 2k+2N 1+5d/‘(y)
ez
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(Duplicacion de la medida:)

<2M N " (A= 1)u(Ban (y)) (28 + 27)1H0
Nez
(Propiedad (2.4.1.6))
NeZ

Por un lado tenemos:

N ok N 1+6 _ - 2 M2 ko
Z 2 2 +2 Z ]__|_2 M (1L 9-M\1+5
N<k M:l

< oK Z 9—M _ 9—ks_
M=1
Por otro lado:

N ok N 1+5 _ S 2M2 ko
2 22 = )
N>k O
2M2 kd

(142M)

qu

M=O
S 2—/65 Z 2—M5 — (1 _ 2—5)—12—/{)5‘

Juntando todo resulta:

/ pr(d(, 1)) duly) < C25274 < ¢
X

3.8.5. Lema. Para todo par de enteros j, k con j < k, y todo punto z € X:

z,y)? ,
/xpj(d(x’y))min (1’ d(g;cg) )du(y) < ColiHd,

con C' independiente de j, k y x.

Demostracion. Si Ag(x) denota la corona Bag(z) \ Br(z), se tiene que:

[ it min (185D ) = | T 2 i (15 it

x,y)
_, 5

< NZG:Z/AQN(E) (ij;jv)msmfn (17 (21;:51)6)@@)
_ NZZ (Ao (2 ngéj\f)lwmfn (1’ (21;;1)5>

S
< NZ;Z 1(Ban (z ))(2]-+2;61\,)1+<s min (1’ (21;7:;)6>
- sz 23?:(522;\;1% min (1, (2];;)6>

S
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Por un lado, cuando N + 1 > k es claro que

y ademas:

2j62N S ks o 2M
Z (2] _|_2N)1+5 =272 Z (2j—k +2M)1+5
N>k M=0

2 1
— 9—li—klé ‘ ‘
ZO 20—k 4 2M (27—k 4 2M)5

=1
—j—klo -
<TU Y

M=0
SCQ—\j—klﬁ.

Por otro lado:, cuando N + 1 < k, es claro que 241 < 2% Tuego

i (1,221 200

2k5 2k6 ’

y ademas:

109N N
Z 2792 (2MV)° _ 9b9—li—kls Z 1
= (27 4 2N)1+6 2ké (1 + 29 —k+M)1+5

< 999-2li—kls Z 9—(1+8)M
M=1

— Cg 2N,

Ahora juntamos todo y obtenemos que:

§
/pj(d(%y))ml’n (1, d(g,;f) )du(y) < (2 liH5 4 g=2li—kisy.

Pero observemos ademas que, cuando ¢ es un nimero entero no negativo, tenemos que:
9= < 9= l5

y esto prueba el lema. O

3.8.6.  Consideramos ahora el operador (para funciones H-valuadas en general) siguiente:

Tl / K (2, ) (Ki(u, 1), g(w)),, dys(u)duy).

Siempre que la integral doble converja en casi todo punto = € X, y lo haga a una funcién medible, tendremos que
I'jrg estd bien definida.

Nuestro objetivo es probar que dicho operador es acotado sobre Li°(X,H), y también sobre L}L(X ,H), con
normas de operador del orden de 27917 =Fl,

De esta manera, aplicando el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz, podremos hallar que la norma de I'j;
como operador sobre Li(X, H) también es del orden de 2717 =FI9,

Al extender por continuidad a los operadores Tj y T}, resultard que el operador 731} coincide ahora con Iy,

y valdran para él las cotas obtenidas.
3.8.7. Proposicién. Dados dos enteros j, k, el operador I';; es acotado sobre Li(X, H), y ademds

—li—k|§
Ikl ez ) < €274,
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Demostracion. Sea g € L;° (X, H). Entonces:

ool = | [ st (Ratu ). 0w)  dut)iute)
(Los nicleos tienen integral nula:)

=| [ Koo (Rt~ Kt g(0)), duCaldts)

< [ 10l 1K) = K )l o)l ditu)dy)

T 1)
< ¢ [ ety i (1552 ) (o) -+l 0) o) 0t

T é
<ol x| oytateymin (1 552 oo, 00) + ety )t

(Por Lemas 3.8.4 y 3.8.5:)
—|j—k|5/2
< 02717k ||9||L130(X,H)
donde la constante C' = méx(Cr, Ck)?¢, siendo Cr y Cf constantes que dependen del operador T, y ¢ una
constante geométrica independiente de 7.

Luego, no sélo I'jrg € L5° (X, H), sino que ademés I'j; es un operador lineal acotado sobre L5 (X, H) con norma
menor que Co2 17F19/2 con C., independiente de los indices j, k y de la funcién g.

Sea g € L}L(X ,H). Entonces, similar al caso previo:

/ IT19(2) g ds () ///p (2,9)) [9(w) |y min(L, 2 d(z, )®) (pr () + pi (g, ) dps(w)dpe(y)dps(z)

(Desigualdad de Hélder)

/ / p; (d(z, y)) min(1,27%d(z, 5)°) (pr(d(x, ) + pr(d(-,)))dpu(z) du(y)

< llgll oy xm)

Lee (X, H)

(Por Lemas 3.8.4 y 8.8.5)
< 012_|j_k‘5/2HQHLL(X,Hy

Luego T'j;, es acotado sobre LL(X, H) con constante C12-F=*19/2 donde C = max(Ck,Cr)?¢, con Cx y Cr
dependientes del operador T y ¢ una constante geométrica.

Por el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz, I';;, es acotado sobre L? (X H), y por el mismo teorema, la
cota satisface, para g € L7 (X, H):

2(C1C 27 17=kI0/29=1i—kl6/2)1/2

HFJ‘kQHLg(x,H) < ||9||L2(X,H)

= 2((]1000)1/22_”_“6/2||g||LZ(X,H)'

Notemos que la constante 2(C1Cs)'/? es menor o igual que méx(Cr, Ck )¢, con Cr y Ck que dependen de Ty ¢
constante geométrica. O

3.8.8. Teorema. El operador compuesto 7,7} es acotado en Li (X,H), y su norma satisface:

Hj}Ti”L(%(X,H)) < C2li—kI8/2,
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Ademas, se tiene la representacion integral:
1,159() = [ [ KiGo0) (n(w0). 900 o)y,

para cualquier funcién g € L7 (X, H).
(Antes s6lo ddbamos esta representacién para funciones de Lipschitz).

Demostracion. Prosiguiendo con los pasos de la demostracion de la Proposicién previa, se tiene que:

||ijH,C(Lﬁ(X,H)) < méx(CT, CK)ZE 2_‘j—k|5/2.

Restringiendo I'j;, al espacio de funciones g € Ag (X, H), resulta que
TJTI:g = ijga
y para esas funciones g vale la acotacion:
* —|7—kl|d
”Tkag”L(Li(X,H)) < 0274 Hg\|Lg(x,H)~

El operador 7,7} puede extenderse ahora de manera unica por densidad a un operador lineal acotado sobre
Li (X,H). Pero entonces, dicho operador extendido debe coincidir con I'jj.
O

3.8.9. Teorema. El operador compuesto 77Ty es acotado en Li(X ), ¥ su norma satisface:

* —|7—kl|é
T3 Tl gy < C270 4,

Ademas, se tiene la representaciéon integral:
TT35(0) = [ [ () Kol ) (w0) ),

para cualquier funcién f € L2 (X).

Demostracion. Se prueba a partir de lemas y proposiciones similares a los que permitieron demostrar la proposicién
anterior. O

3.8.10. Conclusién. Ahora quedé demostrada la Proposicién 3.3.2 y por lo tanto T' se extiende a un
operador acotado de LZ(X) en L2 (X, H).
De modo anélogo se puede probar que T* es un operador acotado de Li(X ,H) en LZ(X ).
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Capitulo 4

Una férmula explicita para operadores de Calderon-Zygmund
generalizados con medidas no doblantes en espacios euclideos

4.1. Medidas No-Duplicantes en el Espacio Euclidiano

4.1.1. El Espacio Euclidiano como un Espacio de Tipo Homogéneo Normal
Consideremos en R", el espacio euclidiano de dimensién n, la funcién d : R* x R® — [0, 00) dada por:

n

d(%y) = méX{lwl _yll |Z = 17 7n} 3 r = (1‘17"' 7xn>7y = (y1>"' ayn)
Entonces d es una casi métrica que satisface:
d(z,y) < 2™(d(z, z) + d(z,y)),

y (R™,d, A) es un Espacio Casi Métrico, con constante A = 2.
Dados z € R™, s > 0, la d-bola de centro x y radio s es el conjunto

Bs(x) = {yld(z,y) < s}.

Al radio de una d-bola B lo denotaremos por g(B).

Denotamos con aB a la bola concéntrica con B cuyo radio es a veces el radio de B.

Las d-bolas son, en realidad, cubos con lados paralelos a los ejes coordenados.

Por esta razon podemos también hablar de d-cubos, para ser més consecuentes con la intuicién.

4.1.2. Lema. Siz,z’,y € R" son tales que d(z,y),d(2’,y) < s, entonces para o = 1/n se tiene:
|d(z,y) — d(z'y)| < ns'~%d(z,z")".

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, sunpongamos que d(z,y) > d(z’,y).
Sea g el indice tal que |z;, — y;| = mx;=1 ... » |x; — y;s|. Como d(z,y) > d(z', y), tenemos que:

|‘ri0 - yi0| —  Iméx ‘LL'; - yl‘ > 0.
i=1,---,n

Observamos que:
0 < |wig — yio| = méx o — yil < lwi — i | — [, — io -
Si € es un valor intermedio entre méx;—1,...  [; — ¥;| ¥ Mméx;=1 ... » |T; — ys|, entonces, como d(z,y) > d(z’,y),
necesariamente debe ocurrir que:
d(@',y) <& < d(z,y).

Ahora estimamos:

jd(z,y) — d(a'y)| = | méx |z —y,[" "

‘ /
— mix |z —y;
=1, ,n =1, ,n
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(Teorema del Valor Medio:)

= r?éx |z — il — r{léX |zt — y|| ne™ ™t donde ¢ es un valor entre |z; — y;| v |7, — i
i=1,--.n i=1,---,n
< ||xbo - ylo| - |1‘;0 - yloH n£n71
< [, ol | 201
< méx |z — x| nen-l/m)
=1y,
< d(@,2')"/"n (d(x,y)' ")
< d(x’x/)l/nnslfl/n.
O]

4.1.3. Respecto a esta casi-métrica, la medida de Lebesgue n-dimensional (normalizada), m,,, satisface para
un d-cubo @ de radio s, la igualdad:

mn(Q) = 2s.

Por lo tanto, denotando con 2@ al d-cubo de radio doble que @), es claro que:

m,(2Q) = 2m,(Q).

O sea que la medida de Lebesgue es doblante, y asi (R™,d, m,,) es un espacio de tipo homogéneo. También es
normal porque m,(Q) = s cuando @ es un d-cubo de radio s. Mds ain, sabemos que la medida de Lebesgue es no
atémica, y no acotada.

4.1.4. Vimos que (X,d, m,) es un espacio de tipo homogéneo, que cumple las condiciones de la seccién 2.4.
Entonces reemplazamos todas las constante geométricas por una sola, que denotamos con A, igual que en la seccién
2.4.

4.1.5. Medidas No-Doblantes. Decimos que una medida de Radon p definida en R™, absolutamente
continua respecto la medida de Lebesgue, es no-doblante, si existe un ntimero v, 0 < v < 1, tal que para todo
s >0y todo x € R™

(4.1.5.1) w(Bs(z)) < cps”,

donde ¢y es una constante positiva independiente de s y de z.
Supondremos en el resto del capitulo que i es una medida en R™ no-doblante, que satisface los siguientes
requisitos:
(a) 1 es no atémica, es decir, los conjuntos puntuales tienen pu-medida 0.
(b) i es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue n-dimensional.

4.1.6. Espacios de Funciones de potencia integrable. Dado un espacio de Hilbert H, y 1 < p < o0,
denotaremos con Lf, (R™ H) al espacio de funciones H-valuadas cuya p-ésima potencia es p-integrable en el sentido
de Bochner, es decir, las funciones f tales que:

[15@I dute) < .

Si p = 0o, denotamos con Lff(]R", H) al espacio de funciones py-medibles que son u-esencialmente acotadas.

En el caso en que H coincida con el cuerpo C de los niimeros complejos, denotaremos estos espacios funcionales
simplemente como L (R") y L (R™)

Si p es la medida de Lebesgue, entonces se omitird el subindice u.

Denotamos

1/p
g = ([ V@) . 1<p<oc,

11 oo (e 1y = €58 sup {1f (@) |z [ € R"}.
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4.1.7. Funciones de Oscilacién Media Acotada. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que g es una funcién
del espacio de funciones de Oscilacion Media Acotada con constante p, y exponente p, 1 < p < 0o, denotado
BMOp(R™, H), si existe una constante C' tal que para toda d-bola B se tiene:

(/B g(x) — mpylg du(:p)) v < Cu(pB),

donde mpg = ﬁ S5 9dp. Al infimo de las constantes C' se lo denota con ||9HBMO§(Rn,H)-

Si p = 1, denotamos BMO,(R",H) = BMO}(R™, H).

Si H coincide con el cuerpo C de los nimeros complejos, el espacio de funciones se denotaréd simplemente como
BMOB(R™), y como BMO,(R") cuando p = 1.

En general, usaremos un valor fijo de p, del cual suponemos que p > 1.

4.1.8. Definicién. Dada una d-bola (d-cubo) B, y dados dos nimeros positivos a,b, a > 1, decimos que B
es (a,b)-doblante si se satisface la relacién:

p(aB) < bu(B).

4.1.9. Lema. Dado un punto z € sop(u), y un nuimero positivo . Si b > a”, entonces existe una d-bola B
centrada en z que es (a,b)-doblante y tal que o(B) > 0.

Demostracion. Sea B = B,(z), y suponer sin pérdida de generalidad que u(B) > 0.
Si B no es (a, b)-doblante, entonces

w(aB) > bu(B).

Si aB es (a,b)-doblante, entonces u(a?B) < bu(aB), y el Lema se cumple.

Supongamos, pues que aB no es (a,b)-doblante. En tal caso, u(a?B) > bu(aB) > b?u(B).

Proseguimos de este modo buscando un entero positivo i tal que u(a* B) < bu(a’B). Si un tal entero i existe,
el Lema se cumple.

En caso contrario, tendriamos que para todo i, vale la desigualdad:

w(a'B) > b'u(B).
Pero por la condicién impuesta sobre la medida p, tenemos para s > o:

(a's)"co = p(a'B) > b'u(B),

i ()

Tomamos limite para ¢ — oo, y asi obtenemos que el lado derecho tiende a oo, lo cual no puede ocurrir porque el
lado izquierdo es constante y finito.
Este absurdo prueba que debe haber algiin i para el cual u(a’™*B) < bu(a'B). O

de donde se deduce que:

4.1.10. Corolario. Dada una d-bola B, cuyo centro es un punto que pertenece al soporte de p, y dados dos
numeros positivos a, b, con b > a”, existe alguna d-bola (a, b)-doblante B concéntrica con B que contiene a B.

Demostracion. En cuyo caso basta tomar o = o(B) y z igual al centro de la bola B, en el Lema precedente. O

4.1.11. Definicién. Decimos que una bola B es doblante si es (a, b)-doblante, donde
a=8A%, b = 2a.

Observacion: En particular, como 0 < v <1y a > 1, tenemos que b > 2a”.

4.1.12. Teorema. Dada una bola B de radio s > 0, cuyo centro es un punto que pertenece al soporte de g,

existe una bola doblante B tal que:
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(a) B es concéntrica con B,
(b) B es doblante,
(c) Si B es otra d-bola doblante concéntrica con B, entonces Bc B,

es decir: B es la d-bola doblante de radio minimo, que contiene a B y es concéntrica con B.

Demostracion. Sea sqg el infimo de los radios § > s, tales que existe una bola doblante de radio §, concéntrica con
B ( existe al menos un § con esta propiedad porque b = 2a > 2a” > a”). Claramente 0 < s < 59 < 00.

Sea {s;}; una sucesién decreciente de numeros positivos tal que para cada j: es s; > s¢, existe una bola B;
doblante concéntrica con B de radio s;; y ademds lim; _, o 5; = Sg. Sea B la bola de radio so concéntrica con B

(cumple (a)). Tenemos que: R
p(aB) < p(aB;) < bu(B;).

Tomando infimo del lado derecho, y usando que B= N;Bj, y continuidad de la medida, vemos que:
p(aB) < bu(B).

Por lo tanto B es una bola doblante (se cumple (b)).

Si B es una bola doblante concéntrica con B, que contiene a B, debe tener radio mayor que s, y_por lo tanto,
también mayor que sy, por la manera en que deﬁmmos S0- Como B es también concéntrica con B, resulta que
B C B. Esto prueba (c). O

4.1.13. Definicién. Para cada d-bola B, cuyo centro es un punto que pertenece al soporte de u, denotamos
con B a la minima d-bola doblante concéntrica con B, que contiene a B, la cual existe gracias al Teorema
anterior.

4.1.14. Proposicién. Para p-casi todo x € sop(u), y todo dp > 0, existe una bola doblante B centrada en
x de radio 0 < d < dp.

Nota: Estamos diciendo que para p-casi todo punto x existen bolas doblantes centradas en x de radio tan
pequeno como se quiera.

Demostracion. Respecto a las d-bolas, la medida de Lebesgue satisface la siguiente propiedad de diferenciacién:

= ]_’
s—0 S

para todo x € R™. Es una versiéon normalizada de la propiedad de diferenciacion, que se debe al uso de la casi-métrica
d en lugar de la estandar métrica euclidea.
Como p es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, para p-casi todo punto z € R™ vale que:

> 0,
s—0 S

debido a la propiedad de diferenciacién de u respecto la medida de Lebesgue.
Sea x uno de los puntos que verifica la relacién (**). Tomemos B = Bg(x), y asumamos que ninguna de las
bolas a=*B, k > 1 es doblante. Entonces para todo k > 1:

w(B) > bu(a™'B) > --- > bFu(a”*B).

Por lo tanto:

p(a”*B) (a>’“ 1(B)
——=< |z :
(a=Fs) b s

Como b > a, el lado derecho tiende a 0 cuando £ — oo, mientras que el lado izquierdo tiende a un ntimero positivo,
por ().

Esta contradiccién muestra que debe haber algiin k; > 1 tal que a~*' B es doblante.

Repitiendo el razonamiento, ahora respecto la bola a=*' B podemos hallar un entero ky > 1 tal que a=**=*2B
es doblante. Siguiendo en forma inductiva, tenemos una sucesién de enteros {k;};>1 tales que cada bola B; =
a~F1=~k B es doblante, para todo j.

Basta elegir j suficientemente grande de modo que a=*1=~*

is < §p, y asi se completa la prueba. O
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4.1.15. Lema de Diferenciacién. Sea ¢ una funcién localmente u-integrable (u-integrable sobre todas las
d-bolas). Para p-casi todo punto x € R", existe una sucesién de bolas doblantes B; = B, (z) tales que:

lim !
i— o u(By)

/B o(y)du(y) = ¢().

i
Demostracion. Por ser p absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue m,,, tenemos que para m,,-casi

todo punto z, existe el limite:
_ o dp o p(Bs(2)
@) = Gy @) = My ==

Tenemos que f(x) > 0 para u-casi todo punto x en el soporte de p.
Podemos escribir, por tanto:

[ e@iinta) = [ el@) f(a) dma(a),

para cada funcién u-integrable ¢ (ya sea que tome valores escalares o vectoriales).
Por otro lado, si ¢ es localmente p-integrable, tiene sentido escribir el promedio:

ﬁ /B () d(z),

mpy =

para toda bola B de medida positiva.

Si z es un punto del soporte de u, toda bola centrada en = debe tener medida positiva.

Por la Proposicién 4.1.14, para p-casi todo punto = € sop(u), existe una sucesion de bolas doblantes { B, ()} ;>1
tal que sus radio s; tienden a 0 cuando j tiende a oco.

Denotemos E[u] al conjunto de tales puntos z, tales que ademds f(x) > 0. El complemento de este conjunto
tiene p-medida igual a 0.

Para m,,-casi todo punto de E[u] vale la propiedad de diferenciacién de Lebesgue respecto la funcién ¢(z) f(x),
que es my-localmente integrable, por ser ¢ una funcién p-integrable.

Denotemos F[u,my,] a ese subconjunto de E[u]. Tenemos que p(E[u] \ Flu, my,]) = 0, porque m,(E[y] \
Flu,my]) = 0 y por ser p absolutamente continua respecto m,,. Por lo tanto el complemento de F[u, m,] tiene
pu-medida igual a 0.

Si x es uno de los puntos de F[u, my,], entonces podemos escribir:

/ o()dp(y) = lm —3 1 / o) (W)dma(y) = —— () f(z) = p(z).
st(x) st(;v)

lim !
% u(B, (@) 55

i— oo u(By)

4.2. Funciones Lipschitz en espacios de medida no doblante

4.2.1. Definicién. Sea H un espacio de Hilbert (que puede ser H = C, el cuerpo de los niimeros complejos).
Se dice que una funcién 1 pertenece al espacio de Lipschitz A7(R™, H), 0 < v < a = 1/n, si existe una constante
C tal que para p-casi todo punto z,y € sop(,u) se tiene:

Bla) —dly)| < Cd(a.y).

Al infimo de las constantes C' anteriores se le llama la norma de 1;7 y se denota por ||1; I A~ (R H)-

El subespacio de A7(R™ H) que consta de las funciones con soporte en una bola B, se lo denota por AY (B, H).
El espacio resultante de la unién de todos los espacios A7 (B, H), para toda bola B, se lo denota con AJ(R™, H).

El subespacio de AJ(R", H) de las funciones ¢ tal que J Ydp = O, lo denotaremos por {AJ(R™, H)}o.
Otro espacio de funciones importante es el que consta de las funciones Lipschitz acotadas, es decir:

AJ(R™,H) = A7(R", H) N L2 (R, H).

Cuando H sea el cuerpo C de los nimeros complejos, denotaremos a todos estos espacios simplemente por
AY(R™), AY(B), Ag(R™), {Ag(R™)}o, Aj(R™).
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4.2.2. Nota: En el proximo Teorema se enuncian otras formas equivalentes de las funciones Lipschitz en
el caso de una medida no doblante. El mismo es una extensién del obtenido por Macias y Segovia en [MS] para
espacios de tipo homogéneo.

4.2.3. Teorema. Para una funcién f, p-integrable sobre d-bolas de R", son equivalentes las siguientes
condiciones:

» Existe alguna constante C7 y una colecciéon de nimeros fp, uno para cada bola B, tal que se cumplen estas
dos propiedades: Para cualquier d-bola B de radio s:

1
_ fold < ¥
557 11 = falduta) < Cus
y para cada d-bola U tal que B C U y radio o(U) < 2s:
\fB = ful < Cis7.

» Existe una constante Cs tal que
[f(@) = f()] < Calz -yl

para p-casi todos los puntos x, ¥y, en el soporte de pu.

» Para cualquier p dado, 1 < p < oo, existe una constante C(p), tal que para toda d-bola B de radio s, tenemos

(57 [ 1760 = matrya <m>)1/pgc<p>sv,

y también, para cualquier d-bola U tal que B C U, y radio o(U) < 2s:
imp(f) —mu(f)| < C(p)s”
Ademds, las cantidades inf Cy,{nf Cs e inf C(p), con un p fijo, son equivalentes.

Nota: Si bien no usaremos esta caracterizacion equivalente del concepto de funciéon Lipschitz, observamos que
la forma (a) del Teorema anterior, tiene sentido para v = 0, y el espacio obtenido en este caso es el RBMO,, de
Tolsa (ver [T1]), el cual estd contenido en BMO,, con p = 2.

4.2.4. Proposiciéon. Si 1; es una funcién del espacio A7(B,H), para alguna bola B de radio s, entonces se
tiene la desigualdad siguiente:

||77[}||L30(R"7H) < C”wHAW(B,H)S’Y'

En particular, vale la siguiente inclusiéon de conjuntos:
Ag(R"™,H) C LY (R™, H).

Demostracion. Supongamos que u(B) > 0, y que xg es el centro de B. Por definicién de las funciones Lipschitz,
para p-casi todos los puntos z,y € sop(u) se tiene la desigualdad:

@) = 5w < 18l po o g )

< 1l o sy (A0, ) + o, )

En particular, como B tiene p medida positiva, esto es cierto para algin punto x € B, que dejaremos fijo. Para ese
punto x se sigue de lo anterior que:

(@) = )|, < 1l sy A7 (5 + o, )

Siy & B se tiene J(y) = 0, luego si tomamos el infimo para todos los puntos y en los que vale la desigualdad
anterior, tales que y no pertenece a B, se tiene:

—»

(@), < inf |(@) ~ E0)], < CIFlLys oy 0 (s + dlao,9))".
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Como la casi-distancia d es equivalente a la distancia euclidea, tenemos que el infimo anterior se alcanza justamente
para el radio s de la bola B, con lo cual:

‘J(z)‘ﬂ_ﬂ < C’||JHM(R,I,’H)S'Y, para todo = € B.

O

4.2.5. Proposicién.  El espacio de funciones Lipschitz con soporte compacto Aj(R™, H) es un subconjunto
denso del espacio de funciones de potencia p u-integrable L% (R™, H), para 1 < p < c0.

Demostracion. En primer lugar, tomemos una funcién cualquiera ¢ € AJ(R", H), y mostremos que es de potencia
p p-integrable, para 1 < p < oco.
Sea B una bola que contiene al soporte de ¢, de radio sg. Usando la proposicién anterior:

J1e@ldnt@) < [ el o st (o)
< ||§0||I/]\'y(]Rn,H)SgpM(B) < Q.

Por lo tanto
AJ(R"™,H) C LE(R", H), 1<p<oc.

Sea F un conjunto p-medible y acotado. Dado € > 0, existen un compacto K. y un abierto acotado G, tales que
K. CECG.,y G\ Ke) < ¢, porque p es una medida de Raddn, absolutamente continua respecto la medida
de Lebesgue.

Definimos la funcién

d(xz,Ge)
(z,Ge) +d(z, Ke)

Ce(x) = d

Claramente 0 < (.(z) < 1.
Ademds soporte(C.) C G.. Como G, es un conjunto acotado, la funcién (. tiene soporte compacto.
Denotemos:
= inf d d .
Se :EGR",zllenKF,ZQEGS( (337 Zl) + (Jf, 22))
Esta es una cantidad positiva, como puede verse sin dificultad, usando que d(0G,0K,) > 0.
Sea By una bola de centro z que contiene a G, de radio R.
Para abreviar, definimos las variables auxiliares

p! =d(y, Ko), ¢’ =d(y,Go)
Si d(z,y) < 2AR, y al menos uno de los puntos, digamos x, estd en By, tenemos que p¥ < 2AR, ¢¥ < 2AR:

| d6) d(y.G?)
o) = W= 4 Gy v d(e K~ @y, @) + d(y K

X

@ ¢
gt +p* gV +pY

q“(¢¥ +pY) — ¢¥(¢" +p")
(q* +p*)(q¥ + p¥)

1 x €T xr
< glq (¥ + 1Y) —¢"(¢" +p°)|

1

= 2@ —a") (@ +p") +¢" (@ +p" —q" = p")|
1 - - —

< (CCAR) 7 d(a.y) (AR + 24R) + 24R((2AR)! d(w,y) + (2AR)' " d(z.v)")
Ca,r,

< —gd@y).

€
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Si d(z,y) > 2AR, entonces es claro que al menos uno de los puntos, digamos y, no estd en B, porque de lo
contrario d(z,y) < A(d(z,x) + d(z,y)) < 2AR. Entonces

) = )l = o) < 1< (G52)

Hemos cubierto todos los casos relevantes.
Por lo tanto

|Ge(@) = Ce(w)| < Ced(,y),

y asi . € AJ(R™). En consecuencia (. es una funcién de potencia p p-integrable, para 1 < p < oo.

Ahora calculamos.
/ 1Ce(2) — xo P du(z) < / 1Ge(@) — xo P dulz)
GE\KG
< 2Pu(Ge \ Ke) < 2Pe.

Por lo tanto

||C€ — Xg& ||Lﬁ(Rn) < 261/p~

Si f(z) = Z]Nil X5, » donde ay,--- ,ap € Hy Ey,---, Ep son conjuntos p-medibles acotados, aplicando el
parrafo anterior a cada Ej, podremos obtener una funcién de Lipschitz ¢, siendo €; = €/(M |a;|y)P, tal que
61/17

- <2—

La suma (. (z) = Zjle ajgg'j satisface ahora que:
1¢e — f”Lﬁ(Rn,H) < 27,

Se sabe que el conjunto de funciones del tipo Z;\il ajXp, €S denso en el espacio de funciones L (R", H).
Por lo tanto, el espacio de funciones Lipschitz AJ(R™, H) es un subconjunto denso de LP(R",H), para cada
1<p<oo. O

4.2.6. Corolario. Sea F' una funcién p-medible y H-valuada. Si existe una constante C' > 0, tal que para
toda p € AJ(R™, H):

[ (P00} dut)| < ol oo

entonces F' € L°(R", H) y
VPl oy < C.

4.2.7. Funciones auxiliares. Damos aqui la definicién de ciertas funciones de valores escalares que necesi-
taremos en las secciones siguientes.
Partimos de una funcién bésica h : RT™ — R™, infinitamente diferenciable, tal que:

1, 0<t<1,
h(t) = < algtin valor entre 0 y 1, 1<t < A,
0, t> A

A partir de ella, para cada bola B = B,(z) construimos las funciones hp, h'g, [p siguientes:
d(y, 2)
h =h .
5(y) < TA3s
d(y, 2z
hp(y) =h <( )> :

1 /
Ig(y) = m B(Y)-
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La funcién hp vale 1 en By ys,(2), vale 0 en B, 45,(2) y su soporte estd incluido en la bola Bgaas(z2).

La funcién h’y vale 1 en By(z), vale 0 en B, (z) y su soporte estd incluido en la bola Bg4s(2).

Esto implica que la funcién /5 también vale 0 en B4, (z) y su soporte estd incluido en la bola Bj4s(%).

Se puede probar que estas funciones satisfacen condiciones Lipschitz, para todo exponente 0 < v < . Sean
X,y € Bgpag(2):

ha(@) — ha(y)] = |h(d(z, 2)/TA%s) — h(d(y, =)/TA%)

(Teorema del valor medio:)

dh/dt||; o
Lili@m&aﬂmw|

= TA3s

< MR8 s gty )

< Wn(m%)l‘m(w)”m

< Wn@A%)lwd(Lyym

< Ch,n,'y,As_’yd(xa y)’Y

Para otros pares de puntos de x,y, se puede obtener més facilmente esa cota, usando que hp estd soportada en
la bola Bga1,(2).
En particular tenemos:

(4.2.7.1) ]|y gy < Cs77.

Un procedimiento andlogo prueba que h'y es una funcién Lipschitz para cualquier exponente 0 < v < a, lo cual
automdéticamente implica idéntica propiedad para lg.
Por otro lado, vale la igualdad:

/lB(y) du(y) = 1.

Cuando se utilice la minima bola doblante B = B;(z) concéntrica con B (que la contiene), las funciones h BY

hlg tienen soportes que dependen ahora del radio § de B.
En este caso tenemos estimaciones interesantes de las normas Lipschitz:

4.2.8. Proposiciéon. Dada una bola B = B,(z), se tienen las siguientes desigualdades en norma:

||hé HA’Y(Rn) S Cé_’y
15 gy < €57

1151 A+ () < Cr(Bs(2)) 71877,
Demostracion. Recordemos la definicién de las funciones h g, hlB g

h(y) = h(d(y, 2)/TA%3), vy Wy(y) = h(d(z,y)/3).

Las primeras dos acotaciones en norma pueden probarse a partir de (4.2.7.1).
Tenemos que:

Esta funcién vale 0 en AB¢. Ademés:



Por otro lado:
-1
L) it =)

~1
1) CsVd(z,y)”
(2)

Bs(2)) 157 d(z, y)7.
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S

—~
w

I
O

4.2.9. Definiciones de Constantes. Las constantes que aparecen en los dos apartados anteriores seran
utilizadas en las secciones que siguen. Sin embargo, su utilizacién directa puede dar expresiones muy engorrosas,
asi que preferimos darles una notacién mas compacta.

Damos a continuacion la lista de constantes:

=24
2 :=5A?
3 =743
¢ =844
¢®:=214°
¥ :=324°

La idea subyacente de esta notacién es que ¢* ~ A*.
De paso recordamos que:

a:=ctp=84%
b := 2a.

4.3. Operadores de integral singular en el contexto de medidas no-doblantes

4.3.1. Definicién. Sean H un espacio de Hilbert, y consideramos un operador lineal continuo 7" de AJ(R™)
en (AJ(R™ H))’, para algin v con 0 < v < a = 1/n, asociado a un ntcleo k : (R x R™ \ A) — H, de manera tal
que para toda funcién ¢ € AJ(R™), y todo x & sop(¢), se tiene la siguiente representacién integral:

To(a) = [ ke, 0)oly) duty).
En tal caso decimos que T' es un operador de integral singular con ntcleo k.

4.3.2. Definicién. Sea k = l}(a:, y) la funcién definida por

~ 1
(4.3.2.a) k(z,y) = sup //
e<d(z,y)/c3 M(Be(x))M(BE(y)) d(u,z)<e,d(v,y)<e

Decimos que k satisface una condicién de tamano de tipo L"-Dini, 1 < r < oo, si para todo R > 0:

[F(u, v)|g dﬂ(ﬂ)du(v)}

1/r
(43.2.h) [ Few) e i | <cr
R<d(z,y)<AR

Se dice que k satisface una condicién de L"-suavidad, 1 < r < oo, si existe un 7, 0 < n < «, tal que si
Ad(y, z) < R, entonces:

1/r

(4.3.2.c) / k(y, ) — k(z,2)|y du(z) < CR-V/" (d(y,2)> '

R<d(y,z)<AR
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1/r

n
(4.3.2.d) / k(z,y) — k(x, )|} du(z) | <R/ (d(z{f))
R<d(z,y)<AR

Nota: Con r’ estamos denotando al exponente conjugado de r, a saber: v/ = r/(r — 1).

4.3.3. Propiedad de Acotaciéon Débil. Decimos que T es débilmente acotado de orden v, 0 <7 < «a,
si para ¢ € AJ(R"), ¥ € AJ(R™, H) tales que ¢, estdn soportadas en la misma bola B = By(zo), se tiene:

(76, 5)| < C(pB) 9]l oy 1612 sy 5

El factor p es mayor o igual que 1, es independiente de ¢,1/7, B, y es el mismo valor de p que hemos tomado al
definir el espacio de funciones BMO,(R", H).

4.3.4. Algunas consideraciones para el operador adjunto de T.
Se define el operador adjunto de T' como el operador lineal T* que estd definido de AJ(R™,H) en (AJ(R™))’,
mediante:

<T*J,¢> - <T¢,J>, (¥ € AJ(R", H), 6 € AJ(R™)).

Este operador tiene asociado el ntucleo k*(x,y) = k(y,z), en el sentido de que para cualquier funcién 1/7 €
AJ(R™, H), y cualquier x ¢ sop(v)), vale:

—

T(w) = [ ((@.0),0(0))  duto).
Esto se deduce del hecho que, cuando ¢, 1/7 tienen soportes disjuntos, vale la igualdad:

(10.9) = [[ (¥ (@..5w) , 6lz) duta)auty).

El nicleo k*(z,y) satisface, por lo tanto, las mismas propiedades de tamaifio y de suavidad que k. También vale
para T* una relacién de acotacién débil, con la misma apariencia que la de T'.

4.3.5. Operadores auxiliares.

Fijemos ahora un vector w € H. Podemos definir un nuevo operador S, que estd definido en el espacio de
funciones de valores escalares AJ(R"), y toma valores en el espacio de funcionales lineales continuos (AJ(R™))’,
mediante:

(Swip, d) = (T*(Yw), ¢) ¢, € AG(R™).
El operador S, es del tipo integral singular, y el espacio de Hilbert involucrado es, simplemente H = C, el
cuerpo de los niimeros complejos.
Es fécil verificar que S,, tiene asociado el nicleo

(4.3.5.a) ko (z,y) = (K*(z,y), w)H .

Satisface las condiciones de L"-tamano y L"-suavidad siguientes:

1/r
(4.3.5.b) / (Fulew) + kul.2) ) duly) | < Cluly R
R<d(z,y)<AR
Si Ad(y, z) < R, entonces:
1/r
" g Ay 2) )"
* _ * v/r 5
(135.0) [ (Feow), - (Fenw), o | <ol (1)
R<d(y,z)<AR
1/r
" —v/r d(yvz) !
3.5 * o * < v/r NI <) )
(4.3.5.d) / |(F@y)w) = (k@ 2w) | du@) | <Cluly R ( - )

R<d(z,y)<AR
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Se cumple también trivialmente la propiedad de acotacién débil. Toma esta forma:
[(Swts d)| < Clwlyg p(pB)s* 6llys @y 10 llar @nys 6% € A (B), B = B(ao).
Nétese que en todos los casos se ha cambiado la constante C' por la constante C' |w|y, que depende del vector

La ventaja de usar un tal operador sera la de poder reutilizar resultados previamente probados para operadores
integral singular genéricos.

4.4. Lemas y Teoremas Previos

4.4.1. Propiedad de Conmutacién de Meyer.  Supongamos que T es un operador lineal continuo de
AJ(R™) en (AJ(R™ H))" para algin v, 0 < v < a = 1/n, asociado a un nicleo que satisface las condiciones de
L"™-Dini y L"-suavidad, y que T" es débilmente acotado de orden 7, para algin n > ~.

Se dice que T satisface la propiedad de conmutacién de Meyer si para cualesquiera ¢, ¢ € Ag/ (R"),i/? €

Ag/(R”,H), cony >y

(100 3) = (10,5 ¢) + [ [ o) = o(@)] (60) bw.9), 5@))  duta)auty).
Observacion: Si T satisface la propiedad de conmutacion de Meyer, entonces T también lo hace, aunque lo

escribimos en el formato siguiente (atendiendo a la idea de que k(x,y) v k*(z,y) se identifican con transformaciones
lineales definidas de C en H, y de H en C respectivamente):

<T*(J¢),¢> T*w d)cp // (ﬁ( ), k*(xyy))Hsb(x) dp(y)dp().

Demostracion.
(T (W), 0) = (To,bie)
(Propiedad de conmutacion de Meyer de T':)
—(1601.8) - [[ Totw) - el)] (K. 0)0(w). 3()) , du(@)du(y)
(cambio de variable (x,y) — (y,x):)
—(16015) + [[ Tet) = ola)] (w210, 5o )) ly)idz)
:<T*ﬂ,¢s0>+//[<p(y)*<p( )] (K@), 5(), 6(x) du(y)dp(a).
O
4.4.2. Lema. Sea k(x,y) un nicleo que satisface la condicién de tamano de tipo L"-Dini. Si 0 < 5 < «,

entonces, para s >0y z € X:

(14.2.0) [ oy ke dut) < o
By ()

(4.4.2.b) / d(z,y)"k(y, z)du(y) < Cs".
B, ()
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Demostracion.

/ d(z,y)"k(z,y)du(y) < Z/ d(z,y)"k(z,y)du(y)

Bs(x)

La prueba para l%(y7 x) sigue los mismos pasos.

=0 A-is<d(z,y)<A—itls

(Desigualdad de Hélder con exponente r:)

o 1/r
< k(z,y) du(y
Z <»/Ajs<d(:c,y)<Aj+1s ( ) ( )

Jj=0
1/r!
: </ d(x, y)””'du(y)>
A-Js<d(z,y)<A—itls

(Usando condicion L"-Dini y (4.1.5.1):)
1/r
<O (ATTs)T | (AT (A s)”
= —_——— ——
max d(z,y)7" (B y—j+1)
< COs" Z(A—j)n
j=0

< Cs'.

4.4.3. Lema. Sea k(z,y) un nicleo que satisface la condicién de L"-suavidad, y sea B = B;(z).
Entonces, para cualesquiera x1,x2 € Baig(2)

(4.4.3.2)
(4.4.3.2)
(4.4.3.b)

(4.43.b")

[ (ktar9) = ka1 = hat)dut)| <0 (d@“)
H

S

/ (k1. ) — k(z2,)) (1 — hp(@))du(y)| < C

/ (k(yo21) — k(y, 22))(1 — hip () dp(y)

/ (k(y, 1) — k(g 22))(1 — hs(9))dpu(y)| < C.

Demostracion. Si s < d(z, como d(x1,2) < c's, tenemos que:
Y), ) q

TA%s = s < d(z,y) < A(d(w1,2) + d(z1,y)) < A(cts +d(21,y)) = 24%s + Ad(z1,y) < 24%s + Ad(21,79).

De aqui se desprende que:

Tenemos

5A%s = ?s < d(z1,y).

/ k(1. ) — (@2, 9) | duy)
c3s<d(z,y)

< / k(1) — (22, )| duly)

2s<d(z1,y)
o0

<

/ | k(1. ) — k(2. 9)lg din(y)
j=0 7 ATe?s<d(w1,y) < AT s
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(Por desigualdad de Holder, la condicion de L -suavidad, y (4.1.5.1):)

0o
<C> (ATHL2 g/ (A7) ™/ (d(w1, 22))" (AT 25) ™"
— —_———
=0 Holder ' y medida del dominio L"-suavidad

IN

d(l‘hl‘g) & 1
C(czs ) >
7=0
C (d(xl7x2)>n.
s
Esto prueba (4.4.3.a).

Como d(x1,72) < 2Ac!s, se deduce (4.4.3.a).
Las desigualdades (4.4.3.b/b’), se obtienen de manera anéloga. O

IN

4.4.4. Lema. Sea k(z,y) un nicleo que satisface la condicién de L"-suavidad. Sea B = B;(z).
Entonces para cada ¢ € Li°(R"), y cada ¢ € L7 (R", H):

In(x) = / (k) — k(2,9)) &) (1 - his(y)) duy)

153w) = [ (bl ) ~ k2. 50)) | (1~ b)) duy),

estan bien definidas para p-casi todo todo = € ¢! B = B ,(2).

Mis atin, si ¢ € AJ(R",C), ¥ € AJ(R",H), 0 < v < o = 1/n, tenemos que: Ip¢ € (A(B,H)), Ig)zg €
(A(B,C)) y tanto Ig como I,(;) satisfacen la siguiente propiedad (parecida a la acotacién débil) para funciones
soportadas en B (2):

[ (0660).50)) , e < Cute Bl o 1], 005°

‘/ (IBQf)(I)ﬂ/;(I))H dp(z)| < Cﬂ(clB)H<15||Ag(]Rn)||1/7||Ag(]Rn,]HI)SQ7

\ / 15)5(x) () dp(z) | < Cu(e B9l g oy 1] sy

] [ 155 o) du@)| < Cule Bl 1z g sys™"

Nota: Usamos la notacién I™) en vez de I*, porque I™*) no es el operador adjunto de I, sino un operador
analogo a I asociado al operador T*, adjunto de T.

Demostracion. Sea ¢ € A7(c! B, H).
Por el Lema precedente tenemos

< / [Ipd(z)|y

- d(x,z)\”
< oo n oo n d
< CH(ZSHLM (R )||1/’||LH (R™ H) /B¢15(z) < 1AZs > ()
< C||¢||L3°(Rn)||¢||L;<>(RR,H)M(C13)
< CM(ClB)||¢HL30(W)HJ“Ag(Rn,H)S’Y'

‘ / (156(2).¥(@)) _dp(a)

_‘(a:)‘H du(z) (desigualdad de Cauchy-Scwartz en H)

Si ¢ € AV(c! B), entonces

‘/ (156(2).3(@) ) _dpz)

< CM(CIB)”(ﬁHAg(Rn) ¢HA3(R",H)32V‘
Las estimaciones para I(*) son andlogas. O
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4.4.5. Definicién.  Sea T un operador lineal de AJ(R™) en (AJ(R™, H))'.
Dada B = B,(z) definimos Tp : A} (R") — (A7(B,H))" como

Tpp =T(php) + Ipe, ¢ € Ay (R™).

Y también hacemos una declaracién andloga respecto el adjunto T*, definiendo T : AJ(R™, H) — (A(B))
de esta manera:

TG = T*(Ghp) + 154, & € A)(R",H).

4.4.6. Lema. Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (AJ(R™, H))" asociado a un nicleo k que
satisface la condicién de L"-suavidad.
Entonces para cada par de bolas By = B, (z1) C By = By, (22), la igualdad

(T,6,0) = (T5.6,7),

es valida para cualesquiera 1/7 € {AY(B;1,H)}o, el conjunto de las funciones en AY(Bq,H) con integral 0, y ¢ €
AJ(R™).
Asimismo, la igualdad

(T5)5.0) = (T5)5,0),
es valida para cualesquiera ¢ € {A7(Bi)}o, el conjunto de las funciones en A7(B;) con integral 0, y ¢ € A)(R™).
Demostracion. Tenemos
(Tp,6,0) = (T(6hp,), 0 ) + (I5,0,0)
— (7(6hn,). 3) + (To(hs, — hi).5) + [ (IB2¢(x),J(x)) du(a)

H

= (rtoms). 3 + [ (). [ Koo )~ ho 1600

duta) + [ (120(0),5(@))  duo).

H

Claramente,

~T((hp, — hp,)) (1) = / k(21 9)0() (hs (v) — iy () duly),

Ipd(n) = / (k(z2) — k(z1,9)) (1 — hisy (1)) 6(3) dpu(y).

Entonces, como [ 1) = Oy, tenemos

(10,0.5) = (T(6h5,).5) + [ ([ (b29) = ber.9) 00001 = oy )l ) )t
= (T(6hs,), ) + (13,0, )
= <TBl¢71/;>'

La prueba de que <T](3*1)1E, gz5> < B, 1/7 ¢> es muy similar, usando en este caso que:

T ((hp, — b)) / >) (hs, (y) = h. (1) du(y)

— I3 (z1) *(22,y) — k" (21,9)) (1 — hg, (y))ﬂﬁ(y))H du(y).
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4.4.7. Es claro que
(Tp6, ) = (T6, 7).

cuando sop(¢) C B, y ademds

(1575, 0) = (T0,9).

-,

cuando sop(¢)) C B.
Entonces el Lema precedente nos permite introducir las siguientes extensiones de T'y T™.

4.4.8. Definicién. Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (AJ(R™, H))" asociado a un nicleo k(x,y)

que satisface la condicién de L"-suavidad. .
Para cualesquiera ¢ € A} (R") y ¢ € {AJ(R",H)}¢ con sop(¢)) C B, definimos

(T6,0) = (Tpo,0).
Asimismo, para cualesquiera 1 € A (R™H) y ¢ € {AJ(R"™)}o con sop(¢) C B, definimos

(1*5,0) = (TS, 0).

4.4.9. Definicién. Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (AJ(R", H))" asociado a un nicleo k(z, y)
que satisface la condicién de L"-suavidad, y tal que T' es débilmente acotado de orden ~.

Para cada funcién g del espacio BMO,(R", H) y cada bola B, definimos el vector CB,B[Q] € H en forma dual,
mediante el siguiente funcional:

(CB,B[QLU’)H =(Thp +1Ipl—(9—myz(9),lzw), todo w € H.

Por otra parte, para cada funcién f del espacio BMO,(R™), cada vector fijo w € H, y cada bola B, definimos
el nimero Eg)g [f, w], mediante:

Gy s ] = (T (hw) 4+ 17 (1w) = (F = m 4 (5, 15 )

Podemos definir también los siguientes vectores: C B.B> Eg)é, a través de su formulaciéon dual:
(CB,Baw>H: <ThB+I31,lB w>7 todo w € H
(Cg,)é’ 1U>H = <T*(hB’LU) + I(B*)(lw),lg> y todo w € H.

Nota: La cantidad E(;)B [f,w] no puede presentarse como un vector de H evaluada en forma de funcional lineal

contra el vector genérico w, porque el término {(f —m ,5(f)),l;3) no es lineal en w.
Sin embargo las restantes cantidades definidas si se consideran como un vector de H, gracias a que se los puede
identificar con funcionales lineales respecto de la variable w.

Observacién: Las cantidades recién definidas satisfacen estas relaciones:
(Coslalw) = (Copw) — {0 —maplo)lpw)
C ol = (€)= ((F = map(f):ls)-

4.4.10. Lema. SeaT : AJ(R") — (AJ(R™, H))" un operador de integral singular, asociado al nicleo estdndar
k, el cual satisface la condiciénd de tamano de L"-Dini, y que también verifica la propiedad de Acotacién Débil.

Sea B = B;(z) una bola de radio s centrada en z. Como siempre, denotemos B a la minima bola doblante
concéntrica con B, y sea § su radio (de modo que B = B;(z)).

Si w € H, entonces |<Th37 le>| < C'|wly, con constante C' independiente de B y w.

Anélogamente, |(T*(hpw),lz)| < C'|wly, con constante C' independiente de B y w.
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Demostracion. Sin pérdidad de generalidad, supongamos que |w|y = 1.
A lo largo de esta demostracion, las bolas consideradas estaran centradas en z. Asi, B, significa B,(z).
Tenemos por ejemplo: B = By, B= B;. Denotaremos B! = Bj 42,.
La funcién hp vale 1 en B.sg, se anula en BS,,_, y por lo tanto tiene su soporte incluido en By = Bgaas.
La funcién h’B vale 1 en Bj, se anula en B, y por lo tanto tiene su soporte incluido en B.1; = Baas.
La funcién hp: vale 1 en Bsj23, = Bsg, se anula en BS, 46, ¥ por lo tanto tiene su soporte incluido en
Byg2cas = Besg. Luego la funciéh 1 — hpi se anula en B

(ler caso:) Supongamos que cfs < 3.
Escribimos:

<ThB,lB,w> = <ThB7hBllB w> + <ThB, (1 — hBl)lB, w> =:J1 + Jo.

Debido a la propiedad de acotacion débil, y al hecho de que hp y hpils estdn ambas soportadas en Byaz4g,
tenemos:

1] < #(0Bess) O [l o gy Mo Ly

< w(pBesg)Cs*Cs™7

1
~[|hp Byl

Jhp AT(R™)
(Usando que b5 < §:)

1
< Cu(pB3)s” —=~|Ihg Wyl .
p(B) T EAED

(Como hlg =1 en el soporte de hg1, tenemos hpz h;% = hp1. Ademds pB; = Bps C Bqas = aB. Luego: )

- 1
< ClaB)s” —=llhps |l ya o
n(B) =
A 1
< Cu(aB)s? ——C(4A%3s)™7
1(B)
(Usando que B es doblante:)
< Chb.
Ahora estudiemos Jp. Si 2 fuese un punto comin del soporte de hp y de ¥ := (1 — hp1)lp, tendriamos que

d(z,z) < ¢*s (debido al soporte de hp) y d(z,2) > ¢® = 214%s > 8A%s = ¢*s, ya que ¥ se anula fuera de la bola
Bs4(2), 1o cual da una contradiccién.
Por lo tanto, hp y ¥ = (1 — hp1)lp tienen soportes disjuntos. Tenemos ahora que:

Ty = // (2,9), 1), () (1 — hi (1))l (@) dpa(x) dpy).

Estimamos:

|J2| < /
yEctB

(Si el integrando no se anula en el par (x,y), entonces d(x,y) > ¢*s, porque de lo contrario
d(z,z) < A(d(x,y) +d(y, 2)) < 2Ac*s = 16A4°%s < 21A4°%s < d(z, 2), debido al soporte de ¥, lo cual da una
contradiccion. Luego: )
1 /
B yEctB

/zeg (k@.p).w)  hp@)A s (@)() du(a)

du(y)

IN

/4 <d(z,y) <245 (k‘(x,y),w)H hp(y)(1 = hp (2)) g () dp(x) | dp(y)

"D‘

| A

|k(z,y)ly du(z)du(y)

cts<d(z,y)<2A3
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(Desigualdad de Holder:)

1/r

1 ; A1/t

< 7/ / k(2,9 du() | p(2AB)Y™ du(y)
w(B) JyeerB \Jets<d(a,y)<24s

s (Z

IN

0 1/r
/ k(. y) |y du(x)> 1(2AB)YY dp(y)
¢tsAm <d(z,y) SctsAmH

m=0

(Condicion de tamario L"-Dini:)

1 / - e A1
< — (c*sA™) " u(2AB) Y du(y)
w(B) Jyec BmX::o
1 / N /
< ——u(* B)O(c*s) ™" u(2AB)"
n(B)
(Condicion 4.1.5.1:)
< L B)Cu( B) Y p(2AB)
w(B)
(Como 2A < a y B es doblante:)
1/r
4
< cp [ B
w(B)
(Como ¢*s < 3, tenemos ¢*B C B, luego:)
<C.

(2do caso:) Ahora analizamos: ¢s > 3.

Tenemos en particular que s < § < %s. O sea que s ~ §.
La funcién hp estd soportada en ¢*B C ¢*B.
La funcién h% estd soportada en ¢! B C ¢*B.

Luego, ambas funciones estdn soportadas en ¢B. Aplicamos la Propiedad de Acotacién Débil y obtenemos:

(rhtg0)] = 7 ()
B

H(pet BYCE [y 1

~ u(B) ATED
1 .
< ———u(aB)C3* Cs™7C5™
n(B)
(Usando que s = §, y que B es doblante:)
< bC.

La prueba de que [(T*(hpw),lz)| < C|wly, es andloga.
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4.4.11. Lema. Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (AJ (R, H))’ asociado a un nicleo k(z,y)
que satisface las condiciones de tamano de L"-Dini, de L"-suavidad, y tal que T es débilmente acotado de orden -.
Para cada funcién g € L7 (R™ H) y cada bola B, se tiene que:

(4.4.11.a) ’EB’B[g](H <Cp |Bpp| =C

donde la constante Cj; sélo depende de la funcién g, pero no de B, y la constante C' depende del operador 7', y no
depende de g ni de B.
Asimismo, para cada funcién f € BMO,(R"), cada vector w € H fijo, y cada bola B, se tiene que:

(4.4.11.b) ‘Ug’)é[f, w}‘H < Clwly +Cy, ’Bg,)é u=C

donde la constante C'y sélo depende la funcién f, pero no de w ni de B, y la constante C' depende del operador T,
vy no depende de f, ni de w, ni de B.

Demostracion. Por el Lema previo:
(Ths, 1gw)| < Cluly.
También para T™* tendremos:
‘<T*(h3w),lﬁ,>‘ < C fwly .-
Por Lema 4.4.4, se tiene:
(/ fBux)zB(x)du(x),w)H < Cu(e B)S gl oy [0

< CM(ClB)§7||lBHm(Rn) Wl

< Cp(aB)3 gl g oy [0

< Cou(B)8 (|1l y (g 1]
< Clwly,

Analogamente:

Observando que:

y tomando g € BMO,(R"™, H), calculamos:

Kg—mAgngwﬂ < ¢ /A\g(fc)—mABg\H dp () [wly

M(B) AB
< @ / |9(2) = m 45y du(z) |wly
M(B) AB
(Definicion de BMO,:)
C N
< M PAB) g, o
C N
< M(B)u(aB)IIQIIBMop<Rn,H) [wlyg
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(Usando que B es una bola doblante:)

< Cbligll aro, @n my 1wl -
De modo analogo se puede probar que para f € BMO,(R"):

|<(f mABf >’ <C||f||BMO »(R™)*

Estas estimaciones, junto al Lema de Representacién de Riesz en H, en donde sea aplicable, culminan la prueba
del Lema. ]

4.4.12. Lema. Una expresién para Thp:  Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (AJ(R™, H))
asociado a un nicleo k(z, y) que satisface las condiciones de L"-tamano y de L"-suavidad, y tal que T" es débilmente
acotado de orden .

SiT1 =g con g€ BMO,(R" H), entonces, dada una bola B = B,(z):

(1h5.5) = [ (o) = mup(0).50)) o) + (B gla. [ Fnte)) = [ (1160).500)) , dua).

para cualquier g/_; € A(B,H).
Nota: En el caso en que H = C y la bola B es doblante (coincide con B), se obtiene el Teorema 2.18 de
[MST].

Demostracién. Dada ¢ € AY(B,H), tenemos

( J) zB> + <ThB +Ip1, (/J) ZB>
=(o = ([ 2) ) + (rro it [ 5)
(@), ute) + (masonls [ )
- <g,lB/J> + <ThB + 15,1, /J>
=/(g(:v) —m e 0(@)), dule) + (EB,B[QL/J)H-

\
—
N
=X
&
|
3

N
=
<
<

H

4.4.13. Lema. Una expresion para T*(hpw):  Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (A (R™, H))’
asociado a un nucleo k(z,y) que satisface las condiciones de L"-tamatnio y L"-suavidad, y tal que T es débilmente
acotado de orden .

Sea w € H un vector prefijado
Si T*(1w) = f con f € BMO,(R™), entonces, dada una bola B = B,(z):

(T (). 6) = [ (£0) = m 5 (N)ole)dua) + C5)y 1) [ o@idu(o) ~ [ 1§ (1w)(@)ota)dute).
para cualquier ¢ € A7(B).
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Demostracion. Dada ¢ € AV(B), tenemos
<T*(h3w) + f,g*><1w),¢> = <T*<h3w) +15) (1w), ¢ — < / ¢> zB> + <T*(th) + 1) (1w), ( / ¢) lg>
_ <f,¢ - (/ ¢> zB> + <T*(th) +15) (1w), 1 /¢>(ax)du(a:)>

= [ () = masf)o@duta) + masd [ 6

- <f, lé/¢> + <T*(th) + 15 (1w), 15 /¢>
= [ (@) = map)o()dntz) + 85 (1,0] [ o
O
4.4.14. Expresiones para Thp y T*(hpw). Resumimos a continuacién las expresiones halladas en las dos
proposciones anteriores, y damos a su vez formas alternativas, que seran ttiles para separar los casos en que 71 =0

y/o T*(lw) = 0, y en los casos en que eso no ocurre.
Asumimos que B es una bola dada, ¢ € A7(B), ¢ € A7(B,H), w e H, g € BMO,(R",H), f € BMO,(R"):

(14.14.2) (Th.3) = [ (96a) = m15(0). 5(@)) _ du(o)

# (Coslal [ d@anto)) = [ (15100).560)),, duta)
(14142 (100 = [ (960) = map(@).50) dnto) = { (s = map(a)ts [ )

# (B [ i) — [ (15100, 50) o
(44.14D) (1), 0) = [ (#(a) = mp p(1)()dn(z)

8y 110) [ S)dntz) [ 15 (10)(w) o) dua)
(4.4.14.0") (T*(hpw),0) = / (f(2) = mps p(D)o(@)dpz) = ((f = m 5 (F). L5 ) / 6(x)du(x)

+ (B5gw), [ o@inte) ~ [ 1§ 10)(@) 6(0) du(o)

4.4.15. Corolario. Sea T un operador que satisface todas las condiciones del Lema (4.4.12). Si g € L2 (R", H),
entonces ‘<Th371;>‘ < C||J|\L1(B 1) para toda ¢ e AV(B,H).
L(B,

Reciprocamente: si ‘<ThB, 1/_)'>‘ < CH1/7||L1 (B,m) Para cualquier ¢ € AY(B,H), donde C es una constante absoluta
p\2
que no depende de B, entonces g € Li°(R"™, H).

Demostracion. La primer parte se deduce facilmente de la formula del Lema 4.4.12, ya que:

' [ (9@ = m 15000 5@))  du(z)

y ademas:

< [ 190) = mas(0)l [5@)] dite) < 20l 0 1Ty

[ (110060 duto

< [ 1a1(a)ls [ia)],, duto)
< C”IBl“Lzo(Rn,H)||1/)||L,5(B,H)
< C||1/)||L,5(B,H)
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Para ver la reciproca, usamos la férmula (4.4.14.a). Igual que antes, podemos ver que ‘f (IB 1(z), 1/7(3:)) o du(x) ‘ <
O3 .10

Ademds, como ‘CB,B[Q}‘H < C, tenemos que ‘(3373[9],fJ)H’ < CIlPl o oo ry-

Esto implica, g —m , 5(g) € L;°(R™, H) (por dualidad, pues AJ(R", H) es un subconjunto denso de L},(R™, H)).
Pero como m , 5(g) es un elemento constante de H, resulta que g debe ser una funcién acotada. O

4.4.16. Corolario.  Sea T un operador que satisface todas las condiciones del Lema (4.4.13). Si T*w = 0
para cada vector w € H, entonces [(T*(hpw),¢)| < Clwly ]l 12 (), para toda ¢ € AY(B), con constante C

independiente de w y de B.

Demostracion. Es claro que para ¢ € A7(B) se tiene que:

‘(ﬂﬁng)H [ o) auta)

< Clwly HQS”L‘IL(]R")'

Por otra parte:

[15 twste) duta

< [ w16 dutz)
< Ol ()l g 191133
< Clwly 191l (5
]

Observacién: El tdltimo Corolario, correspondiente al operador adjunto T, requiere de mas hipdtesis que el
correspondiente Corolario respecto T'. Lo hacemos asi por dos razones. En primer lugar, en el futuro no aplicaremos
la generalidad de hipétesis tales como que T*(1w) es una funcién f,, de BMO,(R") N Ly°(R™).

Y en segundo término, ocurre que el andlisis de una tal hipotesis trae complicaciones que nos alejan de nuestro
objetivo central, ya que tendriamos una funcién f,, distinta para cada vector w, y eso en principio no nos permitiria
tener una constante C' uniforme, sin exigir previamente restricciones sobre el tipo de funciones f,,.

La més sencilla de estas restricciones es pedir que T*(1w) = 0 para todo w € H.

4.4.17. Definicién. Sea T un operador que satisface las condiciones del Lema (4.4.12). Dados ¢ € A7(B) y
x € B, definimos:

TP¢(x) = (9(x) = myp9)é(x) + By lolo(x) — Ipl(z)¢(x) + /[¢(y) — () )k(z, y)hp(y) du(y)-

Observacién: La funcién T2 ¢(z) es H-valuada.

4.4.18. Proposicién. Sea T un operador que satisface las condiciones del Lema 4.4.12. Sean By = By, (z1) C
By = By, (22) y ¢ € A7(By). Entonces:

TB2¢(z) = TP (), para x € By.

Demostracion. Consideremos las minimas bolas doblantes B; y Bs concéntricas con By y Bs, respectivamente.
Primero observemos que

(CBQ,B2 l9] — EBl,Bl [g],w)H = <ThB2 +Ip,1—(g9— mAézg)v (132 _ lél)w>
+(Thp, + 1= (9= m45,0), Lg, )

- <ThB1 +1Ip,1—(g9— mABIQ)’ lélw>
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(La funcion lp, — lp, tiene integral nula, luego se puede usar que T'1 = g:)

frd Tl— ,ZA _l” w
< 9(32 Bl) >

=0
(mAézg es un elemento de H constante respecto x)
+ [ (map9: w), 15,0 ~ 15, @)du(z)
+ <ThB2 +Ip,1—(9— mAézg),l31w>
_ <Th131 +1Ip,1—(g— mAélg),lBIw>
(Usamos que lp, —lp tiene integral nula, y que le1 =1:)
=0+ <T(h32 — hBl) +Ip,1 — IB1lvlf}1w> + (mBQg — mélg,w)H

Por otro lado

I 1(0) ~ I, 1(0) = [ () = h(z1,9)) (1L b (9))du)
~ [[(htas) = K2, ) 1 = o () diy)
— [ 9) s w) — B ) )
+ [ (hlz209) = b )1~ b () dy)
~ [ K1) (s 0) ~ iy ()i
— [ ) hma0) ~ b ) ~ I (1)
— [ K1) ) i, )
(Claramente, la funcion (hp, — hp,)(y) vale O cuando y € By, asi que si x € By, tenemos:)

(*) — T(hp, — hp,)(@) — Ip,1(21) — T(hs, — h,)(21).

También tenemos:

<T(h52 ~hp,) 4 Ip,1— 1311,131w> - <T(h32 - hBl),lélw> - <IBll - 1321,131w>

(Usando (*):)

<T(hB2 - hBl),lélw>
— < <T(hB2 —hp,) —Ip,1(z1) —T(hp, — hp,)(z1), lf}lw> >
= <1321(21) +T(hp, — hBl)(zl)leIw>

= / (1321(21) +T(hp, = hp,)(21), 13, (a:)w)H dp()

= (I8.1(2) + T(h, — hi,) (=), w0) /ggldﬂ,
—
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Maés atn,

/ (¢(y) — ¢(x))k(z,y)(hp, (y) — he, (¥)du(y) = |  ¢(Y)k(z,y)(hp,(y) — hp, (y))du(y)

B

e / k(. 9) (hia () — b () duy)

(El soporte del primer integrando estd en el complemento de By :)
= —¢(x)T'(hp, — hp,)(z).
Entonces usando estas igualdades, y la definicién de TB2> — T'B1 | para todo w € H se tiene:
(7%26(@) = T2 6(w)w) = ((map,(9) =M, (9))6@)w)
+ (map,(9) = mag, (9)6@)w) + (Tlh, —ho) (1) + I5,1(21)6(),w)
+ (T(hs, = b)) (@)6(@) = (TR, = hp,)(21) + T 1 (1)) (), w)
= (0@ [ k5Dt )~ By )dn(0)0)
By

:07

H

H

obteniendo asi el resultado buscado. O

4.4.19. Definicién. Sea w € H un vector fijo, y sea T un operador que satisface las condiciones del Lema
(4.4.13). Dados ¢ € A7(B) (una funcién a valores escalares) y x € B, declaramos:

Sutb(@) = (f@) = mp () + O [, wli(@) — I (lw)(2)d (@) + / [ (y) — v(@)] (B (@,y),w), ha(y) duly).

Observacién: La funcién SZ1(z) toma valores complejos (escalares).

4.4.20. Proposicion. Sea T un operador que satisface las mismas condiciones que el Lema 4.4.13.
Sean By = By, (z1) C Ba = B;,(22) y ¥ € A7(B;). Entonces:

(4.4.20.1) SB2y)(2) = SBrap(x), para x € By.
Demostracion. Sea S, : AJ(R™,C) — (AJ(R"™,C))’, definido por medio de
Buth = T*(hw), (toda € AY(R",C)).

El operador S,, satisface las hipdtesis de la proposicién 4.4.18, respecto C considerado como espacio de Hilbert (en
lugar de H), con f en lugar de g, y con constante C' |w|y asociada a las cotas del operador Sy de su nicleo (ver
Subseccién 4.3.5).

Queda definida la familia de operadores S5, segtin la férmula 4.4.17 (con S,, en lugar de T)).

De allf se desprende la validez de la proposicién 4.4.18 para la familia de operadores SZ. Es decir:

Sut(x) = 8 9(x),  (z € B),
para toda ¢ € A7(B).

No obstante, para cada bola B se tiene que SZ = SZ o cual completa la demostracion. O
4.4.21. Definicién. Dada ¢ € AJ(R"™, H), la proposicién 4.4.18 nos permite definir T(b como la funcién
To(x) = TP ¢(x),

donde B es una bola que contiene al soporte de ¢, y « € B.
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Ahora probamos el resultado principal de esta seccién:

4.4.22. Teorema. Sea T un operador lineal continuo de AJ(R") en (AJ(R™,H))’, para todo 0 < v < a, con
un nicleo asociado k que satisface las condiciones (4.3.2.b) y (4.3.2.c) , y tal que T1 =g, g € BMO,(R", H).

Supongamos ademds que T satisface la Propiedad de Conmutacién de Meyer.

Para cualquier , 0 < n < «, tenemos que si T' es débilmente acotado de orden 7, entonces para cualquier
¢ € AG(R™):

To=To.
Observacién: En el Teorema correspondiente para el caso de espacios de tipo homogéneo (ver [MST]), la

Propiedad de Conmutacién de Meyer no se pide, sino que se prueba previamente.

También en [MST] se tiene el resultado reciproco, que no vale en el contexto de medidas no doblantes, pero la
direccién que necesitamos para nuestros propositos es la del Teorema 4.4.22.

Por otra parte, como veremos en la seccién 4.7, la Propiedad de Conmutaciéon de Meyer se cumple para la
mayoria de los operadores que surgen en las aplicaciones, por ejemplo, para operadores con nicleo antisimétrico,
ademaés de aquellos con nicleo integrable.

Demostracion. Sean ¢ € A"(B), ¥ € A"(B,H).

Entonces por la Propiedad de Conmutacién de Meyer:

(10.5) = (Thi,00) + [[1660)  6(a)) (ke )ha(0), 5@))  du(o)dnto)

y ahora se aplica el Lema (4.4.12). O

4.4.23. Definicién.  Dada 1 € Aj(R"), y dados un vector fijo w € H, la Proposicién 4.4.20 nos permite
definir S, como la funcién

Sw(x) = S(@) (z € B),

donde B es una bola que contiene al soporte de .

Tenemos el siguiente:

4.4.24. Teorema. Sea T un operador lineal continuo de AJ(R™) en (AJ(R™, H))', para todo 0 < v < a, con
un niicleo asociado k que satisface las condiciones (4.3.2.b) y (4.3.2.d).
Sea w € H un vector prefijado, y supongamos que T*(1w) = f, f € BMO,(R").
Supongamos ademéas que T satisface la Propiedad de Conmutacién de Meyer.
Para cualquier n, 0 < n < «, tenemos que si 7' es débilmente acotado de orden 7, entonces para cualquier
¥ € AG(R™): i
T* (Y w) = Sypp.

Demostracion. Sean ¢ € A"(B),vy € A"(B).
Entonces por la Propiedad de Conmutacién de Meyer de T*:

(1w, o) = (1w w).60) + [ [100) = 0(@) (ko 2)ha(w). 6(@)w), duty)duta),

y ahora se aplica el Lema (4.4.13). O

4.4.25. Observacion. Notar que si consideramos el operador
To(x) = g(x)o(x),
y si T es débilmente acotado de orden -, entonces
l9(z)|g < C,

para pu-casi todo punto en el soporte de .
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Demostracion. Sea xg un punto del soporte de pu, y sea {BJ };";1 una sucesién de bolas doblantes centradas en g
tales que sus respectivos radios 5; tienden a 0 cuando j — oo.

Sea w € H un vector prefijado, y sin pérdida de generalidad supongamos que |w|y = 1.

Usando que fléj =1:

(009, =/

mp, (9)w) g, (@) dy(z)

(
(m,(0) = 9(a@)vw) 15, @ duta)| +| [ (gta)sw), 15, () du(o)
(m5,(9) = @) _ 15, @ au@)| + | [ (g, 9(a),0), 15, @) dute)

- / (ms,(9) — 9@),w) 15, (@) du(@)| + [(Thg, 15,)|.
Por la Propiedad de Acotacién Débil, y por la Proposicién 4.2.8, tenemos que

(Thg,15,)| < C.

Por otro lado, estimamos:

‘/ (mBj (9) — g(@), "“)H lp,(x) dp(z)| <

AN
—
—
3
[ou}3

S
\
3
b
=
g
N——
=
\)mN
O
a
=
&

< |((mg,(9) = map, (@) w) |
1)
+ = M, p —g(x),w) du(x
5 g, (a8, (0) = 9(@) ), dut)
Tenemos que:
| [ (g, (0) — 960 w0) o) <~ plpAB ol s, a0
w(Bj) | as; ! n(B;) e
1 .
< ILL(BJ_)ﬂ(aBj)”gHBJV[Op(R",H)
(Y como B; es doblante:)
<

b||g||15’1\40,1(&",1}11)'

Ademas, calculamos:

mis, (0) ~map (9)| = u(IB) /B j (5() = m 05, (9)) di)
<5 Lo, 90 a0
< ’lL(IBj)M(pABj)Hg'BMOP(R”,H)
< @Maéj)gmp(w

< bllgllprro, re )

En consecuencia hemos probado que para todo indice j:

M(j—g’j) (/B

J

<C

g(x) dp(z), w)

H
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Por el Lema de Diferenciacién 4.1.15, se sigue que:

|g($0)|]ﬁ[ < Ca

como queriamos probar.

4.4.26. Corolario. Sea T un operador que satisface las hipétesis y condiciones del Teorema 4.4.22. Entonces
el niicleo k(x,y) es 0 sii T'¢(x) = B(z)p(z), con B € L2 (R", H).

Demostracion. Asumir que k = 0. Entonces
T¢(x) = (9(x) — my39)¢(x) +Cp plglé(z) = (9(x) —m 459 +Cp pla))o(2).

Por lo tanto, por la Observacién anterior, g(z) — m 39 + Cp 3lg] debe ser acotado, pero como Cy zg] es

acotado, esto nos dice que g debe ser acotada. Luego la funcién 8(z) = g(z) —m 59+ C 5 5lg] nos da la conclusién
requerida. O

4.5. Teoremas 71 =0y T%(lw) = 0.

4.5.1. Antes de enunciar los resultados que nos interesan, conviene realizar separadamente estimaciones
bésicas que aparecen en la demostracion del teorema T'1 = 0.

La razén de hacerlo de este modo es que necesitaremos los mismos calculos en contextos distintos. El primero de
ellos sera el teorema T'1 = 0 de esta seccidn, y el segundo caso corresponde al adjunto de un operador antisimétrico,
que se estudiard mas adelante en este capitulo.

4.5.2. Proposicién. Sea T un operador lineal continuo definido de AJ(R™) en (AJ(R™))y; para cada 7,
0 < v < a, débilmente acotado de orden 7 para algin 7, 0 < n < «, y con un nicleo asociado k que satisface las
condiciones de tamano L"-Dini y de L"-suavidad para 1+ € con € > 0.

Sean x1, 22 € R™, y consideremos las bolas By = By(g, «,)(71), B = Bs(z1) tal que x1, 22 € B, Ad(x1,2) < s.

Entonces las siguientes desigualdades son validas:

(4.5.2.a) /d(xlay)n%(xlay)hB(y)hB1 (y) du(y) < Cd(z1,22)"

(45.2.) [t @ )b, @) du(w) < Cdar, )"

(4.5.2.b) / d(z9,y)"k(x2,y) du(y) < Cd(x1,z2)"
d(z1,y)<ctd(z1,z2)

(4.5.2.b") d(za,y)"k" (z2,y) du(y) < Cd(x1,x2)"

/¢i($1yy)<f4d($1ywz)

SiT1 € LjP(R", H), entonces:

(4.5.2.c) ’/k(m,y)hg(y)(l — hp, (y))du(y)| <C
H

Si T*(1w) = 0, todo w € H, entonces:

(45.2.0) ‘ [# a0 - i, )t <
H
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Ademsés se cumple:

(45.2) / A(w2,9)" [k(w1,y) — kw2, y) g du(y) < Cd(ar,2)"
Ad(z1,z2)<d(z1,y)
(45.2.0) / A2, y)" IR (@1, ) — k* (@2, ) dia(y) < CO(w1,2)"
Ad(z1,z2)<d(z1,y)
(4.5.2.e) / k(z,y)du(y) < C
Ai=2(A-1)so<d(z,y)<2Ai+2sg
(4.5.2.¢") / E* (z,y)du(y) < C.
Ai=2(A-1)so<d(z,y)<2Ait2sg

Demostracion. Prueba de (a): Por Lema 4.4.2 tenemos

d(z1,y)"k(z1,y)h(y)hp, (y)du(y) < C d(z1,y)"k(z1,y)dp(y)

d(z1,y)<c*d(z1,x2)
< Cd(zy,z2)".
Prueba de (a’): Andloga al caso anterior.

Prueba de (b): Por Lema 4.4.2:

d(z2,y) (e, y)duly) < C / d( 2, )"k (2, y)duly)

d(zq,y)<ctd(zq,z0) d(xg,y)<2Acdd(zy,20)

S Cd(ifl, ZL’Q)".

Prueba de (b’): Andloga al caso anterior.

Prueba de (c):

‘/k’(l'laﬁth(y)(l — hp, (y))du(y)

H

(como x1 & sop(hg(l — hp,)) y B1 C B, y por definicion del nicleo k asociado a T':)

=[T(hp = hp,)(21)|g
< (IThp (@)l + | Thp, (1)) )

(la hipdtesis T'1 € Ly (R™,H) permite aplicar el corolario 4.4.15:)

<C.
En el dltimo paso hemos usado dualidad de los espacios de funciones. En efecto. El corolario 4.4.15 implica que
Thp es una funcién del espacio L7 (R™,H), cuya norma |[Thp| e gn w) estd uniformemente acotada cuando se
oo (R™,
varia la bola B.

Prueba de (c’): Andloga al caso anterior, usando ahora 4.4.16.

Prueba de (d): Por la condicién de L"-suavidad:

/ d(x2,y)" [k(x1,y) — k(z2,y)|g duly)
Ad(z1,z2)<d(z1,y)
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(Desigualdad de Hélder:)

Jj=0

1/r
( | | k(1) - k(a:z,ynﬂdu(y)) -
AT Ad(z1,22)<d(z1,y)<AITTAd(z1,22)

1/r
: (/ d(x2, y)”’”'du(y)>
AT Ad(z1,22)<d(z1,y)<AITLAd(z1,22)

(Propiedad de L"-suavidad:)

(e, ae)) -l [T N i de 2
scjz::o(A d(x1,22)) (Ajd(th) (ATd(w1,22))" (ATd(w1, 22))

< Cd(wy,w2)" Y AT
j=0
S Cd(l‘l, l‘z)n.

Prueba de (d’): Anéloga al caso anterior.

Prueba de (e):

/ . ~ k(z,y)du(y)
AT=2(A—-1)so<d(z,y)<2AT+2s¢

(Desigualdad de Hélder:)
1/r
<c ( | | k(%y)rdﬂ(y)) (1(Baaseong @) "
Ai—2sp<d(z,y)<2A5t2sg

(Propiedad L"-Dini:)

<C.
Prueba de (e’): Andloga al caso anterior. O

4.5.3. Teorema. Sea T un operador lineal continuo definido de AJ(R™) en (AJ(R",H))" para cada 7,
0 < v < a, débilmente acotado de orden 7 para algin 7, 0 < 7 < «, y con un nucleo asociado que satisface las
condiciones de tamano L"-Dini y de L"-suavidad para 1 + € con € > 0.

Supongamos que T satisface la Propiedad de Conmutacién de Meyer.

Si T'1 = Oy entonces

HT¢||An(Rn,H) < CH¢”AN(R”)

y T'¢ es una funcién acotada, tal que para cualquier bola By de radio sg, que contiene al soporte de ¢, se satisface:
n
HT¢||L3°(1Rn,H) < C”d)”/\n(Rn)so

Ademas, la constante C' en ambas desigualdades depende solamente de las constantes que aparecen en las relaciones
de tamano de L"-Dini, de L"-suavidad y la propiedad de acotacién débil.

Demostracion. Supongamos que g = T'1 = Og.
Dados x1,22 € X, ¢ € AJ(R™),y B1 = By(s, 2,)(®1), consideramos B = B,(z1) tal que 1, 22 € B, soporte($) C
B, Ad(z1,22) < s.
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Queremos probar que T8¢ es una funcién de Lipschitz.
Como siempre, B serd la minima bola doblante concéntrica con B y que la contiene.
Estimamos la diferencia

T2 (1) = T2o(w2)]y < [C, 5100 10(21) = 6(z2)
+ [[1(z1)¢(71) — Ipl(w2)P(w2)|5
\ [166) = 6t k(r s waut) — [160) — ol v)hn)duty)

S0'1+0'2+0'3.

H

Tenemos

o1 < s%p ‘CB,B[O]’H &l An ey (@1, 22)" = s%p ’EB,B‘H [l An(gnyd(@1, 22)" < Cl|@] pn(gnyd(@1, 22)".

Por otro lado, como Ip1(z1) = Oy, por Lema 4.4.3 tenemos

d T1,X2 n

72 < Cll9]| poo (g <(S))

1

< C||¢HAn(Rn)5nd($1, z2)" e
< C||¢HAn(Rn)d($17$2)n-

Para o3, tenemos

oy < ' [166) = )kt 0)hi)hs, ) (s

H

‘ / (6(y) — 6(ws) ko, y)hn(y)ha, (v) du(y)

H

/ (1 e)k(rn, ) — [6(y) — dle2) k(w2 y)} hs() (1 — ha, (4))du(y)

= 031 + 032 + 033.

H

Por (4.5.2.a)

031 < C||9|

A71(R'rt)d(x17 x2)7]~

oy [ A1) ) )b, )ty < Ol
Por (4.5.2.b)

032 < Cllo]| pngn) d(2,y)"k(x2,y)du(y) < C||@l| yo(gnyd(@1,22)".

d(xq,y)<ctd(zq,z0)

Escribimos

o33 < [P(2) — o(1)] ‘/k(xhy)hB(y)(l — hp, (y))du(y)

H
/ 0(y) — p(a2)| [k(x1,y) — k(z2, Y)|g he(y) (1 — hp, (y))du(y)
= 0331 + 0332.
Como T'1 = 0 es, ciertamente, una funcién de L7°(R", H), se puede aplicar (4.5.2.c), obteniendo:
0331 < C||@| pngnyd(@1, 22)".

Por otro lado, por (4.5.2.d):

7222 < 19l | d(w2,y)" k(@1 ) — ke, y) g duly)

e3d(zy,2z2)<d(z1,y)
< Ol angamyd(z1, 72)"-
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Finalmente, probaremos que si soporte(¢) C By (bola de radio sg),

T p—e]

n
An(®n)S0-
Para ello escribimos, para una bola B arbitraria:

TP ()] < ‘EB,E[O]’H |¢||L;1°(Rn)+||IBl||Lﬁo(]Rn,H)||¢Lgo(Rn)+‘/[¢(y) — (@) |k(z,y)hp(y)du(y) . =: 1 +12+15.

Il < CHQS”LﬁO(]R") < CHQSHA"(]R")SS'
I < Cllll o2y < Clidllpn ey 6.

Nos resta probar que

< Clléll angny50»
H

\ J166) = kG p)hn)duty)

para cualquier bola B suficientemente grande.
Sean By = By, (2), B1 = Bazs,(2) y B = Bs(z) tales que soporte(¢) C By y A%c3sp < s.
Asumamos primero que = & Bz, (2). Entonces

\ J166) = o kGev)hn)auty)

_ ‘ / o)k (e, y)hs (y) duly)
H

H

— ‘/¢(y)k(x7y)du(y)

H

En esta integral los puntos relevantes y satisfacen d(z,y) < so, pues y € soporte(¢), y d(z,z) > A2sq.
Entonces, si A7sy < d(r,z) < A7Tlsg, j > 2, tenemos

ATT2(A—1)sp < d(z,y) < 247125,

Por lo tanto, para @ € Byj+14,(2) \ Bais,(2), 7 > 2, tenemos

d(y)k(x, y)du(y)

H

‘ / o(y)k(z, y)du(y)

/Af2(A_1)s0<5(x,y)<2,4:'+2so -

< 1lip o | R y)duty)
" Ai=2(A-1)so<d(z,y)<2AT+235g

(Aplicando (4.5.2.¢):)

< C||¢||Lﬁ°(R") < Cllg| An(]R")Sg‘

Sea & € By2g,(2). Usando la condicién de L"-tamano de Dini, la desigualdad (4.5.2.c), y el Lema 4.4.2, tenemos:

\ [166) = 6aGe. ) )duty)

< ‘ [166) = 6@kt )b, )ty
H

H

+ ’/[aﬁ(y) = ¢(@)]k(z, y)hp(y)(1 — hp, (v))du(y)

H

< Ol g / d(z, y)"F (2, y)du(y)

d(z,y)<c*A2sq

+

o) / k(. 9) (his () — hss (4))duly)
d(z,y)>A2c3sg

H
< Ol ancny 56 + 19l oo @) 1T (R = hB )l oo (i )

< Cllgl

An(gn) 50 T D1l L2 @) (HThBHLiO(]R",H) +[|Thp, HLﬂO(R",H))
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(Aplicando el Corolario 4.4.15:)

< Cll¢|

n
An(Rn) 50"

O

4.5.4. Hemos probado un teorema del tipo T'1 = 0, que nos dice que el operador T es acotado entre espacios
de Lipschitz.

Desearfamos un resultado andlogo para el operador adjunto 7. Sin embargo debemos tomar un camino algo
diferente, usando en este caso la expresién (4.4.19) obtenida para Sy, () = T*(Yw).

4.5.5. El operador adjunto 7" aplicado a combinaciones lineales finitas de funciones Lipschitz.

Sean w1, -- ,wy una lista finita de vectores del espacio de Hilbert H.
Sean f1,---, fn funciones del espacio BMO,(R™).
Aplicando el Teorema 4.4.24 obtenemos, para funciones arbitrarias ¢, - - - ,¥n € AY(B), y para cualquier z € B:

N
T*(Z biw;)(z) = l(fi(m) —mypfi)Yi(z)

(4.5.5.1) + Eg}B [fivwilhi () — 15 (1wy) ()5 ()
+ [ (F @ha). ) - vito)u), du<y>] .

O bien esta otra forma alternativa:

T*(Z diw)(z) = [(fi(x) —mypfi)Yi(r) — <(fi(93) - mABfi)’lB’>

=1

(4.5.5.2) + (ngé,wi)Hwi(x) — 1) (1wy) () (@)

+ / (k*(ay)hzs(y), [i(y) — zbi(:ﬁ)]wi)H du(y)]-

En caso de que f1 = ... fy =0, nos queda esta otra expresion:
N N
T* (Z w) (@)= [ (€550 w:) wila) — 15 (1wy) ()ps(a)
(4.5.5.3) =t =t

+/ (k*(QU,y)hB(y),[wi(y) —wi(x)}wi)ﬂ du(y)l-

4.5.6. Teorema. Sea T un operador lineal continuo definido de AJ(R™) en (AJ(R™ H))" para cada 7,
0 < v < «, débilmente acotado de orden 7 para algin 1, 0 < 1 < «, y con un nucleo asociado que satisface las
condiciones de tamano L"-Dini y de L"-suavidad para 1 + € con € > 0.

Supongamos que T satisface la Propiedad de Conmutacién de Meyer.

Si para ciertos vectores prefijados w1, - - - ,wy € H, se tiene que T*(1lwy) = - - - = T*(lwy) = 0, resulta que para
cualquier funcién 1/7 € AJ(R™, H), que tenga la forma zl_f = Yywy +- -+ nwy, para funciones ¢y - -+ , Yy € AJ(R™),
se cumple que para toda bola B = Bg(xz):

(45.6.) T ()(0) = (855 0), = ([ 00 = kG ) (1 = () ), )

H
+ [ (k@ hat). i) - 30), duto).
Maés atn

(4.5.6.b) | T

pogeny < CI19]

A7 (R™ H)
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y T*1/_; es una funcién acotada, tal que para cualquier bola By de radio sg, que contiene al soporte de 1/_;, se satisface:
HT*w”LﬁO(R") < C||7/1||An(Rn,H)Sg~

Ademas, la constante C' en ambas desigualdades depende solamente de las constantes que aparecen en las relaciones
de tamano de L"-Dini, de L"-suavidad y la propiedad de acotacién débil (del operador T).

Demostracion. La férmula (4.5.6.a) se deduce de (4.5.5.3).
Notemos asimismo que, aplicando Teorema 2.2.1, se sigue que:

15 (16(x)) = ( / (" (2,y) = k" (20,9)) (1 ~ hB<y>>du<y>,J<x>) = (J2(1).9@)) .

H
donde Jp denota el operador definido por:

T5(0)(x) = / (k* () — K" (20,9)) (1 — h () &(y) duy)

Obsérvese que Jp tiene propiedades muy similares a las de I5.

Para proceder a la prueba de las acotaciones en norma Lipschitz y norma L7 (R™, H), debe repetirse la demos-

tracién del Teorema 4.5.3, con la tnica salvedad de que ahora aparecen funciones 1/7 vectoriales, en vez de ¢. En
cuyo caso debe usarse repetidamente la desigualdad de Cauchy-Schwartz de H.

Asi que solamente daremos un bosquejo de la demostracién, haciendo hincapié sélo en las diferencias impor-
tantes.

Igual que antes, sean x1,22 € X, y B1 = By, a,)(%1), consideramos B = Bg(z1) tal que z1,20 € B,
soporte(V)) C B, Ad(x1,x2) < s.

Queremos probar que T*J es una funcién de Lipschitz.

Estimamos la diferencia:

(850 dan) = b)) |+ |(Js1(00), Blan)) ~ (Jpl(a2), dlw2))

— —

J (60 = Sl rtn), dut) ~ [ (160 = el or, (), o)

§0'1+O'2+03.

— —

T ) = T ()| <

o

+

Tenemos .
*
L% ‘CB,B‘H

Blar) = Bw2)| | < bl g gyl 22)"-
Por otro lado, como Jg1(x1) = Oy, por Lema 4.4.3 tenemos
02 < [l (@s) s [ (as)|

< C|9]

An(R",H)d(fEl» z2)".

Para o3, tenemos

[ (186 = )k st ) duto)

o3 <

| (1700 = Bl K aatha ), dutr)

+ \ J{(0) - @k @), = (60 - Gl b @2n) } hs@)1 - ha, ) datw)

=031 + 032 + 033.

Tenemos las estimaciones siguientes:
o1 < [ [5) = da)| 1K (21, 0)ha)hs, )]s du(w)
< CHJHAW(R",H)d(ajl’xQ)n
72 < [ () = G| I (2 i), )]s )

< C”wHAn(]R")d(xMIQ)n'
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Escribimos

IN

033

[ (17602) = Bk Gon, )0 s () i)
[ [0 = )] I (e1,9) = K )k )1 = s, ()

= 0331 + 0332.

Como 21 no pertenece al soporte de hp(y)(1— hp, (), y notando que w = [{)(z2) — ¥(21)] es un vector fijo de
H, nos queda que:

o < | [ (1e2) = Tl ko1, )hm)(1 ~ i () di(s)

‘ [ (400011 = s, 00 w) )|

T (hp(y)(1 = hs, () w)|
< |T (hp w) ()| + [T (hp, w)(y)| -

Tenemos que
N

w= Z(%(@) —vi(21)) w
i=1
Ademids sabemos que T*w; = 0. Esto quiere decir que T*w = 0. Podemos aplicar ahora el Corolario 4.4.16, para
obtener por dualidad que [T (hp w)| o (gny < C |wly, siendo C' independiente de la bola B y del vector w.
En consecuencia, obtenemos:

o331 < Cluwly
< C [ih(w2) — (1) o
< C||J||An(Rn7H)d(x1,$2)"-
Por otro lado:

0332 < Cl[Y]| pn (g myd(z1, 22)".

Finalmente, se prueba que si soporte(ilj) C By (bola de radio sg):
HTw(x)”LﬁO(Rn,H) < CH¢||AW(R“)SO

Para ello escribimos, para una bola B arbitraria (que contenga al soporte de 1;)

8| < |(65),.0@) |+ ‘( / (k02 = b (20.9)) (1 = i) d). ) )
| (50 - Tk waho),, duto)
< ’E;)B o ”'@[JHLﬁO(]R",H)
+ HJBl||Lo<>(Rn H)”&HLOC(R" H)

#| [ (190 = b s, auto)

s+ I + 1.

L < C||¢||Lzo(Rn) < Cl[Pllann 1y So-
I < C||¢||Lzo(Rn) < Cl[Pll an (g 1y So-
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Nos resta probar que

[ (1500 - Tk o), duo)] < €Ly syt

para cualquier bola B suficientemente grande. .
Sean By = By, (2), B1 = Bazs,(2) y B = Bs(z) tales que soporte(y)) C By y A%c3s¢ < s.
Asumamos primero que = ¢ Baz,,(2). Entonces

‘/ ([ﬁ(y) *J(I)]’k*(‘”’y)@( ‘ '/ (z,y)hp(y ) - du(y)‘ = ‘/ (J(y),k*(x,y))H du(y)‘-

En esta integral los puntos relevantes y satisfacen d(z,y) < sg, pues y € soporte(z/;), y d(x,z) > A?sg.
Entonces, si A7sg < d(z,2) < ATFlsq, j > 2, tenemos

ATT2(A—1)sp < d(z,y) < 247125,

Por lo tanto, para « € Byj+14,(2) \ Bais,(2), 7 > 2, tenemos

‘/ (¥ (@ 9). 9w) du(y)‘ _

<
AT=2(A=1)so<d(z,y)<2Ai+2sq

< ClYll oo em)

< CHwHAn(R“)SO

Sea & € Baz2g,(%). Usando la condicién de L"-tamafio de Dini, la desigualdad (4.5.2.¢’), el Corolario 4.4.16
(junto con dualidad de las funciones p-esencialmente acotadas respecto las funciones p-integrables), y el Lema
4.4.2, tenemos:

/ : , (J(y%k*(x,y)) dp(y)
Ai=2(A—1)sg<d(z,y)<2Ai+2sq H

G| 1K (9l duly)

\ JICORE }k*(x,ymB(y))Hdu(y)'s\(Wy)—ﬁ@)Lk*@,y>h3<y>h31<y>)Hdu(y)\
+ | (W) = B @) b (@) (1 = e, () du(y)|

< C||¢||An(Rn,H) 50

() / K (2, y) (hs (0) — his, (1) ()
d(z,y)>A2c3s¢

< C||¢||An(Rn,H) 38 + ||¢||Lﬁ°(Rn,H)||T(hB - hBl)HL;o(]R”,H)
< C||¢||An(Rn,H) 38 + ”"/}HLﬁQ(R",H) (”ThBHLﬁO(R",H) + HTh’Bl HL;O(]R”,H))

< C”w”An(R",H)Sg'

4.6. Acotacién en norma L? a través del Lema de Krein.

4.6.1. Notaciéon. Sea A un espacio de Hilbert, y p una medida sobre R"™.

4.6.2. Lema. Sean T : AJ(R",C) — AJ(R™,A), S : AJ(R",A) — AJ(R",C), tales que para todas las
funciones f € AJ(R",C), g € AJ(R™, A):

(4.6.2.a) / £(2) S(z) du = / (§(). Tf(z)), du,
(462:0) [TF Ly oy < CllFllamgan s 197 a3 ) < Cllllag
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(4.6.20) [Tl e e sy < [ llas e 585 18T e ) < 1]l )53 donde o es el radio de una bola B
que contiene al soporte de g.

Entonces T es acotado de L%(R™,C) en L2(R",A), y S es acotado de LZ(R™,A) en L2 (R",C).

Demostracion. Sea {Sm }m una sucesion de radios de la correspondiente sucesién de bolas { B, (z)} doblantes tales
que UX_, B, (z) = R", tales que s,, — oo cuando m — o0, y tal que para cada indica m se tiene: As,, < Sp42,

A8m+1 < Sm+2-
Con la funcién infinitamente diferenciable A dada en 4.2.7, denotamos:

hon () = h(d(2,2)/5m),

con lo cual h,, vale 1 en By, (z) y estd soportada en Bys,, (2).
Sea m un indice fijo. Definimos los conjuntos

&, = {hmF|F € A (R",C)}
&L = (h,G|G € AV(R™, A)}
Hacemos:
IFlleg, = CUIFN Lo gm0y + Sl Fllav gn )
1Glles, = CUGH ey + 5mll Gl e 1)

donde la constante C' se ha de elegir luego.
Definimos T, : S — &4 S, : €4 — £ por medio de:

T F = hyy T(hp F)
SG = hmS(hmG).

Denotamos con HS a la clausura del espacio £ respecto la topologia del espacio LZ(R”, C), y andlogamente
H2 serd la clausura de £2 respecto Li(]R", A), lo cual nos dard como resultado los espacios de Hilbert

HY, = L%(Buas,(2),C)
Hpy = L2%(Buas, (2),A)

formado por las funciones de cuadrado integrable en el conjunto Bys,, (2).
Es facil ver que:

< .
HhmF”Lff(]R",(C) < HFllLfLC(R",(C)

Ahora tratemos de estimar ||y F|| o+ gn ¢)- Tenemos:
o (@) F () = P (&) F ()] = [ () = B (@) N Fl| oo + | e [ F(2) = F ()]

d(z,z')”
< bl enc (

) ||fHL3c(Rn,<c) + HhmHLﬁ?(RH_C)||F||AW(R"7C)d(x7xl)’y'
Un célculo similar puede hacerse para Hhmé e (R",A) de manera que:
[Pl g gm0y < NE Nl oo @m0y + 1Fl av en )
1rm Gl avgn a) < NGl Lo @n cysm” + 1Gllav@n a)-
Luego, para toda F € £S:

||TmF||LZ°(]Rn7(C) < HThmeLZC(]R",(C) < CHhmFHA"r(R",(C)S;;Y@
S C(IF poo gn cysm” + ClIF | av(@n )50
< CIF | e mn ) + 1E | avm cy5m) = I e, -
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También:

1T E Lo e ) < CUTPrnF) | e e sy s’ + 1T i)l o e )
< C([[hmFl av g ,cySmSm” + hmE || o~ e c))
< CIFN e e 0y 5’ + IFllar (g )
= O (IFll e g ) + Sl Fll v e )
= Cs,) |IFllgc

Por lo tanto:
57n||TmF||Aw(Rn,A) < CHFHs;Cnv

y entonces:
I Fl e iy + 53 T F gy = Tl < CJF e

Reescribimos:
IToFlles < CIFlge

Andlogamente se puede demostrar que:
18 Glec < Ol

Por (4.6.2.a) tenemos que, para cualesquiera F' € £, G € EA:

/ABS,,L<z> (TP @).6@), dute) = [ F@)S.Caan

ABs,, (2)
Aplicando ahora el Teorema de Krein generalizado (ver 2.3.3), se sigue que:

(1) ITmFll gy < CollFllye, — VFeES,
(x2) ISmGllge < CollGlly,. VG € &L,

Sea f € ES, y sea Sp+1 > Sm. Tenemos que B, (z) C By, ,, (2).
Debido a que sop(F') C Bas,, C Bs,, ..,y que existe una funcién F € AJ(R™, C) tal que f = h,, F, tenemos que
hms1f = hmsrhmF = hp F = f, 0 sea:
hm+1f = f
Pero esto implica que £S C EF,L_H, para todo m.
Dado un indice my prefijado, para todo m > mg tenemos ahora que:

Tof = hnT(hif) = haT(f), V[ €&,
Smg = hnT(hmg) = hmT(g),  Vge&h .

Ademés h,,, T(f) T T(f) cuando m tiende a oo, puntualmente, para toda f € £C.
Luego, por el Teorema de la convergencia Mondtona:

(+3) IT AN n gy = M / T f(@)]* du(z) < CllflF2@n ey VF €En

Supongamos ahora que f € AJ(R™,C), entonces existe un m tal que sop(f) C Bs, (). Alli tendremos que
hmf = f

Tenemos en consecuencia que T(h,,f) converge uniformemente a T(f) cuando m tiende a infinito, para toda
f € AJ(R™,C).

Esto implica que

tin [ 11 d= [IT5P a0, vF € AJERO).

Ademds, como h,, f converge uniformemente a f para todo f € AJ(R",C), resulta que h,,f converge a f en
norma L2 (R", C).
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Luego, para toda f € AJ(R",C), se tiene que: || T(hm )|l p2gn o) < Cllm fll 2 (gn c)» POT (*3). Tomando limite
de m hacia oo, resulta ahora que:

(*4) ”TfHLfL(]R",A) < CHfHLfL(R",C)’ para toda f € Ag(R",C).

Por densidad se obtiene la desigualdad (x4) para toda f € L?(R", C).
De manera anéloga se obtiene el resultado para el operador S.
O

A fin de aplicar estos resultados a los operadores integral singular que nos ocupan, daremos algunas definiciones.

4.6.3. Definiciones.

Sea {en}%¥_; base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H. Dado un entero positivo N, denotamos
Ay al subespacio de H generado por los vectores e, - - - ,en. En ese caso Ay es isomorfo al espacio euclidiano RY.

Denotemos con Py : H +— Ay al operador proyeccion que estda determinado a partir de la base candnica por

medio de:
€, ISZSN
P, €;) = .
w(e:) {0, i>N

Si I denota el operador identidad en H, tenemos la identidad:
(I —Pn)Py =0.
También tenemos que la proyeccion es un operador autoadjunto: Si u,v € H, entonces:
(4.6.3.a) (u, PN’U)H = (PNu, U)H,
lo cual es facil de verificar.

4.6.4. Operadores Parciales asociados a T (mediante proyecciones).

Ahora vamos a definir operadores que involucran la operacién de proyeccién Py, a fin de construir versiones
restringidas de 7', con las cuales nos iremos aproximando al operador original T, a medida que N tiende a co.

Supondremos que T satisface la propiedad de acotacién débil, y la propiedad de conmutacion de Meyer.

Fijemos un entero positivo N.

Sean ¢ € AJ(R™), 15 € AJ(R™, H). Definimos el operador Ty por medio de

(Tvo. ) = (To, Pyil).

Como sabemos que la distribucién T'¢ se identifica con una funcién vectorial Lipshitz acotada, tiene sentido
escribir Py (T'¢(z)) como funcién de z, y en consecuencia tenemos:

(Tno,0) = (PNT6, 7).

Esto nos dice que Pr conmuta con 7"
TPy = PyNT.

Podemos descomponer la funcién J en la siguiente manera:
¥(z) = Pyip(a) + (I - Py)i(x),

para cada z € R"™.
Para la segunda parte de esta composicién, el operador Ty se anula:

(Two. (1= Pn)i) = (T6,(I = Py)PniE) = 0.

Por lo tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la forma bilineal <TN¢, 1/?> esta definida para

funciones 1/7 valuadas en el espacio de Hilbert Ay.
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Si tomamos dos funciones ¢, ¥, con soportes disjuntos, se tiene que:

(2w6.8) = [[ (ko) o). Prid(a)) | duty)duta)

(Aplicando (4.6.3.a):)

= [[(Pkte.p) o). 5)) | dut)dta).

Esto prueba que el nticleo de Ty es kn(z,y) = Pyk(z,y).

El nicleo ky(x,y) satisface las mismas propiedades de L"-Dini, y de L"-suavidad que el niicleo original k(z, y),
incluso con las mismas constantes.

Tenemos entonces que T es un operador de integral singular que tiene asociado el ntcleo ky (z,y).

También es trivial comprobar que Ty satisface la propiedad de acotacién débil, ya que para toda funcién
¢ € AY(R™, H) se tiene que Py € A7(R™, Ay), y ademés trivialmente se verifica:

HPNwHAv(R",AN) < ”wHAv(R",H)'

Por otra parte, Ty cumple trivialmente la propiedad de conmutacién de Meyer, porque en lugar de 127 debe
escribirse ahora Py, y la igualdad de la conmutacion de Meyer se sigue cumpliendo en este caso.

También se observa que, cuando z/_; tiene integral nula, entonces PNzZ también tiene integral nula. Esto nos dice
que cuando T'1 = 0, ocurre que Tx1 = 0, pues para cada bola B:

<TN1,J> - <(TN)B1,J> - <T31,PN1/7> —0,

donde (Tn)p es la extensién correspondiente del operador T a funciones del espacio L7°(R") (al estilo de la
Definicién 4.4.5).

Finalmente, si T' satisface las hipotesis del Teorema 4.5.3, entonces 7Ty también lo hace, y con las mismas
constantes para T que aparecieron en todo el andlisis hecho previamente del operador T'.

Esto implica que Ty satisface la conclusién del teorema 4.5.3. Es decir (poniendo H en vez de Ay), Ty es
acotado de A{J(R™) en A"(R™,Ay), y Tw¢ es una funcién acotada para toda ¢ € AJ(R™). Ademds, las constantes
involucradas no dependen de N.

En particular, ocurren las siguientes relaciones entre dominio e imagen de T :

Tn(Ag(R™)) € AT(R™, Ay) G A"(R™, H).

Ahora observemos el operador adjunto T%. Su nucleo asociado es ki (x,y) = kn(y, z).
Tenemos que:

(Tib,0) = (Tno,d) = (To, Puib) = (T"(Pnid), 6).
En ese caso, se puede pensar que Tx es simplemente la restriccién del operador T* al espacio AJ(R™, Ay).
Por lo tanto, si suponemos que T*(1w) = 0 para cada vector w € H, en particular ocurre que T*(1le;) = 0 para

los vectores e; de la base ortonormal de H.
Aplicando esto a la lista de vectores ey, - - - , en, el Teorema 4.5.6 nos dice ahora que T™* es acotado de AJ(R™, Ay)

en A"(R™), y T*z; es acotada para 1/_; € AJ(R™,Ay)). Més ain, las constantes involucradas son independientes de
N, como puede apreciarse en el correspondiente Teorema.
Pero también podemos tomar el punto de vista en que Tx es acotado de AJ(R™, H) en A7(R"), y T es acotada

para 1; € AJ(R™, H)), debido a la presencia de la proyeccién Py.

4.6.5. Lema. Dada una funcién J € AJ(R",H) cualguiera, definimos la sucesién {ﬁN}%’:l por
YN = Py, N=1,23,...

En tal caso se tiene la siguiente convergencia en norma L7 (R™, H):

J\}f_fgo [N — wHLi(R",H) =0.
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Demostracion. En efecto, la norma en el sentido de Li(]R", H) de la funcién 1/_; satisface:
- 2 o2
1913302 = [ [FO)] do
/ m=1
m=1 ‘/

que es una serie de términos no negativos. Se deduce de aqui que la sucesién {sy}%_; de colas de la serie, digamos

© . 2
SNn;N/’%/fm(')’ du,

. 2
G| dn

. 2
G| di

debe tender a 0. Pero es claro que
[e%) . 2 . . 9
SN = / > ‘wm()‘ dp = 1Y = Ol L2 (g -
m=N
Asi que 1/_;N tiende a 15 en norma Li(R", H). O

4.6.6. Proposicién. El conjunto Q = |J3_; AJ(R™,Ay) es denso en L2 (R, H).

Demostracién. En efecto. Sea ¥ € L?(R™,H). Por el Lema (4.2.5), dado € > 0, existe una funcién ). € AJ(R™,H)
tal que o
|9 — 1/’s||L3(Rn,H) <€

Por el Lema precedente, existe un entero positivo N, tal que
||w€ - PNQ?DEHL‘QL(R",AN) <g,

para todo N > N..
En consecuencia tenemos que:

Pero a su vez Py, € AJ(R™, Ay), para todo N > N..
O

4.6.7. Teorema. FEn las mismas condiciones del Teorema 4.5.3, suponiendo que T'1 = Oy, y que para todo
vector e; de la base ortonormal del espacio de Hilbert separable H, se tiene 7%(1e;) = 0, resulta entonces que T se
extiende a un operador acotado de L?(R") en L2 (R", H).

Demostracion. Sea N un entero positivo. Consideremos el operador T del apartado anterior, y su conjugado T';.
Se ve que satisfacen todas las hipotesis del Lema 4.6.2.

Por lo tanto Ty se puede extender a un operador acotado de Li (R™,C) en Li (R™, Ay), y T% se puede extender
a un operador acotado de LZ(R™, Ay) en L?(R",C).

Se puede pensar también que T es un operador acotado de Li(R", C) en Li (R™, H), aunque sabiendo que la
imagen de Ty sigue constando de funciones que son A y-valuadas. En particular valen las relaciones entre conjuntos:

Tn(L,(R",C)) C L3(R", Ay) G L2 (R", H).
Debido a que las constantes de las acotaciones de 4.6.2(b) y 4.6.2(c) son independientes de N, tenemos que:
HTN(bHLﬁ(R",AN) < C||¢||L,2L(R”,(C)7

pero también podemos decir que:
TNl 2 i1y < CllOll L2 @ )
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con constante C' independiente de V.
En particular, para funciones ¢ € AJ(R™), ¥ € AJ(R", H),

’<TN¢7'¢)>’ < C||¢||Li(]R")”wHLﬁ(R",H)’

que es lo mismo que:
(T, Pa )| < Clgl 3 oy | Pl o )

con constante C' independiente de N.
Esto nos muestra que, en particular, para funciones ¢ € AJ(R™), ¥ € Q = Jy_; Ag(R™, An):

" [(76.5)| < ClBlL oy 1] 3 0 -

Como T es continuo de AJ(R™) en (Aj(R™,H))’, y como AJ(R™) es denso en L2 (R"), y Q es denso en L2 (R", H),
resulta que la forma bilineal <T¢, 1/7> se extiende de forma continua a funciones arbitrarias ¢ € LZ(R”), z/?

Li (R™, H), siendo vélida para estas funciones la desigualdad (x).
Esto prueba finalmente que T'¢ se identifica con una funcién del espacio LZ(R”, H), y que:

170l 23 o ) < CUBlL oy

con constante C' independiente de ¢.

Autométicamente, la relacién (%) también permite afirmar que T* se extiende de manera continua como un
operador acotado de L7 (R™,H) en L7 (R™). O

4.6.8. Corolario.  En las mismas condiciones del Teorema anterior, si B es una bola dada, entonces para
cada funcién ¢ € AJ(R™, H) soportada en B vale la férmula (4.5.6.a):

-

(46.8.) 7o) = (850 0), = ([ () = )0 = k) o). )

H

+ [ (K@ et i) - 7(0)), du).
Demostracién. Denotemos con E[¢](x) al lado derecho de (4.6.8.a).

Para toda funcién ¢ € Ux=i AJ(R™, Ay), los dos lados de (4.6.8.a) coinciden. Por otra parte, el operador T*
se extiende en forma continua a un operador acotado de L2 (R",H) en L2 (R", C).

Sean J € AY(R™, H), soportada en una bola B, y sea {QEN}ﬁzl la sucesién de funciones definida por JN = PNJ.
B Sabemoi que 1/7N — 15 en el sentido de Li(R",H). En particular existe una subsucesién {1;1\;]. 132, tal que
Y, (x) — ¥(x), j — oo, para p-casi todo punto z.

Ademéds, tenemos que lim;_, ||T*JNj — T*1;||L2 &) = 0, por la continuidad de T™.

z

En particular, esto implica que existe una subsucesién {JN“};’; tal que T*JN“ (z) — T*(x), j — oo,
puntualmente, para p-casi todo punto x.

También tenemos que ¥, (z) — ¥(z), i — oo, para p-casi todo punto z.

Esto implica que 5[1{2](@ — E[P](x), para p-casi todo punto de B (se debe usar que Eg)g es un vector fijo, y

el Teorema de la Convergencia Dominada).
Obtenemos entonces que

T*j(x) = lim Ty, (2) = lim E[f;,)(x) = E[P](x),

11— 00 11— 00

para pu-casi todo punto x € B, como desedbamos probar. O

85



4.7. Caso Especial: el niicleo k es antisimétrico.

4.7.1. Hipétesis de antisimetria.
En esta seccién supondremos que el operador T tiene asociado un nucleo k, que satisface las propiedades de
tamano L"-Dini y de L"-suavidad, que k es antisimétrico, es decir, satisface la relacién:

k(l’,y) = 7k(y,l’), T,y € an

y ademds suponemos que T estd definido de la siguiente manera, para funciones ¢ € AJ(R"), 15 e AJ(R™, H):

(47.1.1) (T6.4) = 1im //M)X (2,) 6(0). 9(2))._ dpla)diy)

e—0
En breve probaremos que T esta bien definido, y que ademds satisface la Propiedad de Conmutacién de Meyer.
4.7.2. Expresiones Basicas.

En lo sucesivo serd conveniente que definamos las siguientes expresiones, para funciones h € AJ(R"), ¢ €
AJ(R™), ¢ € AJ(R™,H), con ¢ y ¢ soportadas en una bola B:

(4.7.2.1) eB (n //Mm(B . k(@,y), (¢(y) — o(z ))h(y)l/7(:v))]HI dp(y)dp(x)
(4722) eiftpd) = [[ (k) ) —ie)hwew), diwut)

donde M es un subconjunto g X p-medible de R™ x R™.
Cuando M = R"™ x R"™, denotaremos simplemente:

QEB (ha 503 1/7) = eg"xR” (h7 903 J)a QET B(hv 907 1;) = Qsjgﬁan (ha 4;07 d?)

Cuando podamos prescindir de la bola de soporte B (por ejemplo, cuando la funcién h esté soportada también
en B), también podemos usar las siguientes expresiones, que no involucran el uso explicito de B:

(1723) (o0 i= [[ (). (60) - e@h@)F)) | duty)duta)
(172.4) 9= [[ (ko). (50) - S@hia)o@)  duto)duo)
Sigamos suponiendo que h estd soportada en B. Supongamos ademds que M es un conjunto simétrico de

R™ x R™. Si hacemos el cambio de variable (x,y) — (y,z), y al resultado obtenido lo promediamos con el valor
original de &(h, ¢,v), o el de &T(h, p, 1)), obtenemos estas otras igualdades:

(4.725) (o) = 5 [ [ (o) () = @) bw)F(0) + b)), dulwidu(o)
@120 e =5 [[ (o). () - F@) e + baew), duwdate).

4.7.3. Lema. Sean h € A} (R"), ¢ € AJ(R™), ¢ € AJ(R™,H), y sea B = By(zo) una bola que contiene al
soporte de ¢ y de 1/7

Si M es un conjunto u x p-medible cualquiera, las integrales que definen €%, (h, ¢, D)y @}LwB(h, ¢,1) son abso-
lutamente convergentes, y se tienen ademas las desigualdades:

‘eﬁf(ha d)? 1/7) )

- - 2y
w (hyg )| < CHhHLﬁo(R") H¢||A3(Rn)||¢||Ag(Rn,H) w(B)s™,
con constante C' independiente de M, B, h, ¢, @/7
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Demostracion. Por el Lema 4.4.2, tenemos que:
efiod| < [[ (k). 60) - s@hw)ia), | )
<[] k| 6) - oe)hw)F@), dumint)

< Ol o Wl Wl sy [ [ dwP R pdu(wdato)
B JByas(z
< CHhHLﬁc(R")||¢||A8(IR”)||JHL;°L°(]R",]HI)CM(B)S’Y
< C”hHLff(]R")H(bHAg(IR")||JHA3(R",H)CM(B)52’Y
De modo similar se prueba que:
€Ly (0,0, )| < ClB e oy I8z ey 19 o iy C(B) 5™

O

4.7.4. Proposicion. Para todo 0 < v < «, el operador T dado por (4.7.1.1) estd bien definido para
cualesquiera funciones ¢ € AJ(R"), ¢ € AJ(R"™, H). También satisface la igualdad:

(1.74.) (10.5) =5 [[ (K. 0)3() - 0(a)3(w), du(o)dnto)

y ademas verifica la propiedad de acotacion débil:
(4.7.4.0) (T6,5)| < CulB)S ]l oy 18] o s g0

para funciones ¢, z/; soportadas en B = By(z2).

Demostracion. Sea B = Bg(xp) una bola que contiene al soporte de ¢ y de 0.
Tenemos la siguiente desigualdad:

I el @) dn@n) < [ )] X (o) dua)anty)

o0
Z B ( 2eAi<d(z,y)<c2eAitl

< CZ (Ale) =/’ )1/TIM(B)

1/r
k(x,y) du(%)) w(B)" du(y)

SC’& "/T w(B)FV < .

Por lo tanto la integral doble

() (rod) = [[ (k0o b)), dutw)iny)

es absolutamente convergente, y en particular estd bien definida.
Haciendo el cambio de variable (x,y) — (y,z), y usando luego que k(x,y) = —k(y, ), por ser k antisimétrico,
obtenemos que:

() (o)== [[ (k0o w),, dute)inty)
Promediando (#1) y (*2), obtenemos que:
(x2) (rody =5[] (Ko o)) —6@iw), dr@any)
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Sea el conjunto M, = {(z,y)|d(x,y) > €}, podemos escribir:

(10.3) = 5 (€00 - € 1.0.8)).
No obstante, por el Lema 4.7.3, tenemos que:
‘efa(lﬂba 15)‘ < CH¢||A3(R")HJHA;}(R",H)C:“(B)S}Y
(€02 1,6, )| < Cllllag gy 19 a5 o i CH(B)s>
Esto nos dice que

(4) (T.6.)| < CuB) 9]l gn)

Se observa que la constante C' es independiente de e. =
Més atn, en el Lema 4.7.3 se puede ver que las integrales que definen &% (1,9, z/;) y QETB( 1,¢,v) son, en

realidad, absolutamente convergentes, y acotadas por Cpu(B)s?”| 4| ar @) 1Pl A~ (g - Luego, por el teorema de la
convergencia monotona, resulta que

lim — //
e—0 2 (z,y)>¢

Pero como el integrando es no negativo, esto equivale a:

| (k. 0)5@) = 06)3w)) | dute)dits) < CotBIol o 16y g s> < .

Yl Av (g 1) 7

(2.9): )6 (@) — 9(2)0) ) | dpa(x)du(y) < Cp(B) 6]y oy 1] 4 o )57

Estamos diciendo que el integrando ‘ (k(x, y), o) (z) — qﬁ(x)ﬁ(y))H’ es una funcién p x p-integrable.
Ahora podemos aplicar el teorema de convergencia dominada, para probar que

(r0.5) = tim (T0.0) = tims [ (ko) o)) — 9@1w),, dute)into)

e—0 2
=5 | (ka0 - 6@)iw) | duwda(w).

Esto muestra que <T¢, @[7> estd bien definido, y de paso prueba la parte (a).

Para la parte (b), basta observar que la constante C' en (x4) es independiente de €, y entonces:

(T0.5)| = 1im | (T, 8)| < Cu(B)s 18] 50 s

Yl Ay ®e )

O

4.7.5. Proposicién. Sea 0 < 7 < «. Para cualesquiera h, p € AJ(R™), 1/_)' € AJ(R™, H), el operador T' dado
en (4.7.1.1) satisface la propiedad de Conmutacién de Meyer:

Demostracion. Sean h,p € AJ(R™), 15 € AJ(R™, H). Sea B una bola que contiene al soporte de estas tres funciones.
Debido a los soportes de h y v, es vélida la siguiente igualdad:

() (o, 0) = [[ (e (olo) = o@)h()F)) | duty)due) = (b0, D)

Esto sirve para notar que €(h, ¢, 1/7) estd bien definida, y es una integral doble absolutamente convergente.
Debemos calcular la diferencia entre <Thcp, @[7> y <Th, ng>:

(The. ) - <T’% o7)
- // (z,9), (M) () — h(@)p(x)d(y)) — (h(y)e(z)d(z) — h(mw(y)ﬁ(y»)H dpy)dp(z)
= 3 [ (K (60) — o) ) T0) + )50 dislo)(o)



(Usando (4.7.2.5):)

(Usando (x1):)

— [[ (o0 (6w) ~ e@hla)i(a)) , dutw)dnta)

Esto culmina la prueba. O

4.7.6. Proposiciéon.  Para todo 0 < v < a, el operador T definido en (4.7.1.1) es continuo de AJ(R™) en

Demostracion. Sean {¢;}32; C AJ(R™), {15] 521 C AJ(R™, H), funciones tales que ¢; tiende a 0 en la topologfa de
AJ(R™), y ﬁj tiende a Oy en la topologia de AJ(R™, H).

En particular, existe una bola B = B,(zg) que es el soporte de todas las funciones ¢;, y también de todas las
1/3}, y ademsds se tiene que

Jim 165 gy = 0 15 g @ sy = 0-

Por la Proposicién 4.7.4, vale la desigualdad (4.7.4.b), porque la propiedad de acotacién débil se cumple para
todo exponente 7.
Tenemos entonces que, para todo j:

(T3, 95 )| < B 1051l g gy 151 o s

y el lado derecho tiende a 0 cuando j tiende a oo, porque C, B, s, no dependen de j.
Esto culmina la prueba. O

4.7.7. Una férmula explicita para el operador adjunto T*.

Ya tenemos una féormula que tiene la forma definida en 4.4.17, y coincide con T'¢ gracias al Teorema 4.4.22. Esta
férmula podemos usarla también para el caso particular en que el nicleo k es antisimétrico, asi que no necesitamos
hacer nada nuevo al respecto.

Quisiéramos hallar una férmula para el operador adjunto T, que aproveche la antisimetria de k.

Recordemos que para el caso de un nicleo k(z,y) general no necesariamente antisimétrico, la férmula para T*ﬁ
enunciada en (4.5.6.a), fue establecida para el caso de combinaciones lineales finitas de funciones Lipschitz de la
forma 1/7 = YPwi + -+ + Yywy, siendo Y1, -+ , ¥y funciones que toman valores escalares, y wy, -+ ,wy vectores
fijos de H.

También pudimos extender esa formula al caso especial de un espacio de Hilbert separable H, bajo la hipotesis
T1=0, Te; =0 (todo j), segtn se vio en el Corolario 4.6.8.

Pero no sabemos, en principio, si esa férmula coincide con T*1/7 para otras situaciones mas generales.

Pero ahora que el nicleo k es antisimétrico, podremos hallar una férmula para TMA valida para cualquier
funcién 1/7 € AJ(R™, H), y cualquier espacio de Hilbert H.

4.7.8. Teorema. Supongamos que T1 = g € BMO,(R", H). Sea U € AJ(R™,H), y tomemos una bola
B = Bs(zp) que contiene al soporte de 1/_; Entonces, para x € B, tenemos:

(4.7.8.1) T*(z) = — ((g(fv) —M4p9); J(w))H + <(9 —map(9): 15 *Z(x)>
- (EB?B,z/?(x))H + (131(x),J(x))H
- [ (ko). (Fw) - Fe)hi()) duto)

en donde <(g —m,5(9), 105 d_f(x)>, debe entenderse como el funcional lineal o(w) = ((g — m 4 5(9)), 5 w), actuan-

do sobre el vector w = ¥(x).
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Demostracion. Sea ¢ € AJ(R™), soportada en la bola B.

Entonces las tres funciones hp, ¢, 1, estdn soportadas en ¢*B.
Por lo tanto, tenemos que:

-, -,

€(hp,¢,9) = € P (hp, 6,9), €' (hp,6,0) = € P (hp, 6,9).
Calculando la resta de estas dos cantidades, usando (4.7.2.5/6), con h = hp, y usando que hp(-)o(:) = ¢(-), y
he()P() = P():

(s, 6,0) — €, 0.0) = [[ (ko). 00)0(0) — 0()Tw)) | Aoty
—2(T6,00

De aqui resulta que:

-,

€(hs, 0,0) = 2(T"5,0) + € (hs, 6,1

Denotemos ZB {1, ¢} a la siguiente expresion:
2°45.0) = [ ((90) = ma59).5()) , 0(@)ds@) ~ [ ({5~ m15(0).15 5(0)) 6(0) du(o)
+ [ (CasT@), 60) dute) — [ (1810 70)) | 6(0) ).
Ahora, aplicamos la férmula (4.4.17.1), y el Teorema 4.4.22, aprovechando la expresién de T'¢ para obtener:

(175} = (700}
= 7B, ¢} + €(hp, 6,7)
= 7B, ¢} +2 <T*1/7, ¢> + &t (hp, 6, 9).

Despejando <T* 1/7, ¢>> , obtenemos:

<T*zE, ¢> = —ZB{J, ¢} — €' (hp, 6, D).

De aqui concluimos que, cuando = es un punto de la bola B, vale la igualdad (4.7.8.1). O

4.7.9. Resumen. Sea T un operador integral singular definido por medio de la igualdad 4.7.1.1, respecto un
nucleo k antisimétrico que satisface las propiedades de L™-Dini, y de L"-suavidad.

Entonces T es continuo de AJ(R™) en (Ag (R™, ]HI))/ para todo exponente v, 0 < v < «, T satisface la propiedad
de acotacién débil, para todo 0 < 1 < «, y también satisface la propiedad de Conmutacién de Meyer.

En el caso en que Tl = g € BMO,(R",H), se obtiene para el operador adjunto 7 la férmula (4.7.8.1).

Si ademads ocurre que T1 = 0, usando ahora el teorema 4.5.3, en el caso en que la condicién de L"-suavidad
valga para 71 + €, con € > 0, obtenemos que:

IT¢]

y T'¢ es una funcién acotada, tal que para cualquier bola By de radio sg, que contiene al soporte de ¢, se satisface:

[ —el

An(R™,H) S C”¢‘ A (R™)

n
A7 (R™) S0~

Bajo todas estas condiciones tenemos que:

4.7.10. Proposicién. Si T'1 = 0, entonces para todo vector fijo w € H se tiene que T*(1w) = 0.
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Demostracion. En primer lugar sean ¢ € AJ(R™), 1 be AJ(R™, H). Entonces se tiene la igualdad:

(T*.0) = (T6,
-3 / / (k(@. ). 6w} (@) = 6(2)iy))  diu(x)dn(y)
-3 / / (k(y. ). 6()y) = 6()ii(x))  dia(x)dn(y)
- %// (¥ (2,9), ()0 (@) — b@)ly) ) | du(x)du(y).

Ahora tomamos una funcién ¢ € AJ(R™) con integral nula, y un vector fijo w € H. Dada una bola B = By(z0)
que contiena al soporte de v, tenemos por definicién:

(T*(1w), 6) = (T* (hw), 6) + (1§ (1), 9) .

Sin embargo:
() (1), 0) =5 [[ (K@) () 6(0) ~ (ha(@yw) 6) , dutz)duty)
=5 [ (k.21 ha) (G@)0) = () (600w dite)dty)

(Antisimetria de k(z,y):)

=5 [ (He) hatw) (@) = hi(a) (6(w)u))  dute)dty)

- <ThB, q5w> .
Por otro lado:
(v2) o) = [ (¥@0) = K wng)w) | (1= ko) o(o) du(w)du(o)
-/ ( / k(. 2) — k(y,20)) (1 — hip(9) dpu(y). as(m)w)H du(z)

(Antisimetria de k(z,y):)

= [ ([ tbe9) = ka0, ) (1 = R it o)) (o

H
S <IB1, ¢w> :
Pero ahora ¢w es una funcién del conjunto AJ(R™, H) que tiene integral Og. Por lo tanto, usando (1) y (x2):
<T*(1w),¢> =— <ThB,qu> — <IBI,¢w> =— <T1,q§w> =0.
O

4.7.11. Corolario. SiT1 = 0, entonces para toda 1/7 € AJ(R™, H), y toda bola B que contenga al soporte de
1, vale la férmula:

(4.7.11.1) T*9(z) = — (EBFzE(x))H + (Iel(:c),ﬁ(:c))H ~ / (k@ v), () - zﬂ(x))hB(w))H dp(y)
(4.7.11.1) - (Eg?B,J(x)>H _ (/ (k* (2, ) — k" (z0,9)) (1 — hB(y))du(y)ME(x))H

+ [ (K @ ket i) - i), duo),
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para p-casi todo x € B.
Adems4s se tiene la acotacién en norma:

(4.7.11.2) 1T By sty < CHFl o iy
y T*dj es una funcién acotada, tal que para cualquier bola By de radio s, que contiene al soporte de ¢, se satisface:
(4.7.11.3) ||T*¢HL3°(1R<") < C‘|¢||An(Rn,H)58~
Demostracion. Usando la antisimetria, se puede ver que —C BE = Eg)é,
(4.7.11.1) y (4.7.11.1°).

La demostracién de (4.7.11.1) es trivial a partir de (4.7.8.1°) y el hecho de que g =T'1 = 0.

La demostracién de (4.7.11.2) y (4.7.11.3) sigue lineamientos completamente andlogos a los que se usan en la
demostraciéon del Teorema 4.5.6.

Basta observar que, como T'1 = 0, tenemos que T*(1w) = 0 para todo vector w € H, por la Proposicién 4.7.10,
que nos permite usar el Corolario 4.4.16, y es aplicable la demostracién del Teorema 4.5.6. O

y asimismo con los demés términos de

4.7.12. Corolario. Si T'1 = 0, entonces T se extiende a un operador acotado de Li (R™) en LZ (R™, H), y
asimismo T se extiende a un operador acotado de L?(R™,H) en L?(R™).

Demostracion. Siendo T'1 = 0, vale la conclusién del Corolario precedente. En tal caso se puede hacer una aplicacion
directa del Lema 4.6.2, con T=T,S=T" y A=H. O

4.7.13. Observacién. Estos resultados para el operador adjunto 7™ en el caso de ntcleo k antisimétrico, son
validos para cualquier espacio de Hilbert. No se requiere que nos restrinjamos a un H de dimension finita, y las
propiedades (4.7.11.2) y (4.7.11.3), asi como el tltimo Corolario, no requieren que H sea separable. Notar que en
este caso, se obtiene la expresién mds concisa (4.7.8.1) para T*¢(x), aunque involucrando la funcién g = T1.
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Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Oscilaciones de una Aproximacién a la Identidad en un Espacio de Tipo Ho-
mogéneo.

5.1.1. Establecimiento general del problema. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo normal de
orden 6, para algin 0 < 6 < 1.

Tomemos {p(z,y,t)}+>0, una aproximacién a la identidad que verifique las propiedades de la Seccién 2.6.

Denotemos K = [K*]scz, donde

K'(z,y) = pla,y,2") — p(x,y,2°71).

Deseamos probar que K (z,y) es un nicleo estdndar, a valores en el espacio de Hilbert H = ¢2(C).
Luego definiremos el operador T" asociado a K, que serd un operador de oscilacion para las aproximaciones a la
identidad, y le aplicaremos el Teorema 3.3.1 a fin de probar su acotacién L2.

5.1.2. Lema. Paratodoz,y € X x X\ A:

K (z,y)|lz < C

d(z,y)

Demostracion. Sean z,y € X, tales que x # y. Tenemos:

1/2
K (2, )l = (Z (2, y,2%) — p(x,y,2“>|2>

LeZ

1/2
< O(Z |p($,y,2z)l2>

LEZ
o\ 1/2
c2 o m(d(ac,y))) )
ZGZ

o 1/2
C’( c2z> )
LEL,d(z,y)<c2t

1/2
(2 2t>dt>
10%2 xU)/C)
<o(den )

< Cd(z,y)

IN

C

IN

IN

C

/\
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5.1.3. Lema. Para todo z,2',y € X, tal que d(x,2’) < d(z,y)/2A, se satisface:

B d(x,z')?
|K(x,y) K(Qj y)|H < Cﬁd(a? y)1+[-}

Demostracidn. Sean z, 2’y tales que d(x,2’) < d(z,y)/2A. Entonces debe ocurrir que d(z’, y) > d(x,y)/4A, porque
de lo contrario:

o) < Aldlo,a') 4 d(e'0) < A (7 + 1 ) dlen) < Faoug) < dle),

que es un absurdo.
En consecuencia:

1/2
K (z,y) — K(z',y)|y < C <Z| (z,y,2°) — (z’,y,ZZ))f)

LEL

1/2
< Cd(x, I/)ﬁ <Z szwfz(X[o,ch](d(«’L’a y)) + X[o,czf](d(l’/a y))))

LEL

(Siguiendo pasos andlogos de la prueba del Lema previo:)
1/2
< Cd(w,a')’ ((d<x, y) 24 e, y>-2—25>)

(Usamos aqui que d(x',y) > d(z,y)/4A:)

< Cd(z,z")Pd(z,y) 1P,

5.1.4. Proposicién. K(x,y) es un niicleo estdndar (con valores en H = ¢%(C)).

Demostracion. Esto es ciero debido a los dos lemas precedentes. O

5.1.5. Definicién del operador 7. Sean f € Ag(X),g, € Ag (X,H), con H = ¢?(C). Definimos el operador
T: Ag(X) — (Ag(X, H))" por medio de cualquiera de estas expresiones:

<Tf’g> - LIEHOC/E_XL:L </ KZ(Ly)f(y)dﬂ(y)) ge(z) dp(z)
- LIEI})OK_XL:L/ </ KZ(Ly)f(y)du(y)) ge(z) du(z).

Nos interesa probar que T tiene asociado el nicleo estandar K, y que ademas satisface las hipdtesis del Teorema
3.3.1.

5.1.6. Acotacion Débil de T' y Buena definicion de 7. Sea B una bola de radio R y centro xg, y sean
f, g funciones soportadas en B. Luego, usando que [ K-, y)du = 0:

‘/ 2 /K z,y) f(y)du(y) ge(z)dp(x)

—L<t<logy R
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(Para cada ¢ las integrales dobles convergen, luego podemos cambiar el orden de integracion:)

| / / K (2, 9) £ () (9e(x) — g0(0))dp(a)dpu(y)

—L</<log, R

(Usamos de nuevo que K* tiene integral 0, previo cambio del orden de integracion:)

<[ X

{<log, R

<Cfg/ ) /’K z,y)d(z,y)?| XBx5 (@, y)dp(y) (d(z, z0)?)dp(z)

{<log, R

<C’R’8/ Z /|0foy)2 xBxs(®,y)| du(y)du(z)

£<log, R

<CRﬂ/ >

{<log, R

gCRﬁ/ > 2Pdp(x
B

{<log, R
< CR” / RPdu(z)
B

S CR1+2ﬂ S C/.I/(B)l+26

/ K4 (2,9)(f(y) — F(@))du(y)| lge(x) — g(x0)| du(x)

/2Z<_1+E)X[oycgf] (d(m7y)) XBXB(xay)dM(y) d/J,(IIJ)

Por otro lado, comenzando igual que en el parrafo previo llegamos a:

’/Dbbg i (/ Kz(xyy)f(y)du(yo ge(@)du(z)

<Cfg/ > /|K z,y)d(x,y)")| xx (@, y)du(y) (d(z,z0)")dpu(x)

£>logy, R

<0Rﬁ/ > /|0Kuy)R xBx8(,y)| du(y)du(z)
£>log, R

<cr? [ 37 | [ 2 g (e )du(y)| duta)
B€>10g R

< CR* / R Y 27'du(x)
B £>log, R

< CR* / R R du(x)
B

< CR1+2ﬁ

(Usando normalidad de la medida:)

< C,U,(B)1+2’8.

Por lo tanto:

/ 2 /K z,y) f(y)duly )) ge(z)dp(z)| < Cp(B) 2.

—L<t<L

Se observa que C' < C||f||5||g||5752.
Resulta que T satisface la propiedad de acotacién débil.
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Ademés la cota anterior es uniforme en L, y si observamos bien, nos permite hablar de convergencia bajo el
primer signo integral, lo cual nos dice que T esta bien definido.

5.1.7. Lema. Sean f € Ag(X),g € Ag(X, H), tales que sop(f) Nsop(g) = (). Entonces

(5.1.7.8) (Tf.9) = / / (K (2.0 £ (), 9(2))  dps()dp(y) = / / (K (2,9)F (). 9(2)), dp)du(y).

Demostracion. Para cada entero £ tenemos sop(K*¢(x,-)) C Bages1(z).
Denotemos F' = sop(f), y Fe = e-entorno(sop(f)).

Luego:
sop (/ |KZ(:E,~)| |f|> C Flperr.

Como sop(f) y sop(g) son compactos y disjuntos, resulta que

dist(sop(f), sop(g)) > 0.

Luego existe € > 0 tal que F. Nsop(g) = 0.
Entonces existe £y € Z tal que £ < £y implica:

Foei1 Nsop(g) = 0.

/ (/ K" ()] |f|) lge(2)| dpu(z) = 0.

i Z ([ 1) 1o = pim_ | Z 1) 17196 dia).

o0 1/2
K, )] 1) lgel < < Kz, )] /] ) l9(2)l > dpl).
[ i < [ (32( [ 1) ()

Se deduce de aqui que:

S [ (i) st < | (Zcz 2f||f|L1>1/2|g<x>|z2du<x>

Luego, si £ < £y:

Por lo tanto:

A su vez:

o

< C”fHL}L(X)HgHL}L(X,H)(Z 27212
Lo
< C”fHL‘lL(X)HgHL}L(X,H)‘
Por lo tanto
[ 31 @] 1l laota)
¢
es integrable, y podemos escribir la igualdad (5.1.7.a). O

5.1.8. Condicién T1 =0. Sea g€ Ag(X, H), con [g=0. Tomare >0y L € Z.
Sea h. una funcién Lipschitz, 0 < h. < 1, que vale 1 en un e-entorno de sop(g), 0 fuera de un 2e-entorno de

sop(g).
Denotemos:

- | |3 [ K@ nata)dut@) @ - h)duto)
L
Sea z¢ un punto en el soporte de g, y sea R > 0 un ndmero tal que sop(g) C Br := Bgr(xo).
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Para ¢ > AR, y usando que f ge = 0, estimamos, para L suficientemente grande:

I.(L) g/

14 x 72 T . .
< L 10 = K o) )it

> [ )~ Ko, )gr(@)dn(e)(1 = he )| diy)
L

Usemos que |K*(x,y) — K*(z0,y)| < 27" P d(2,20)", y que sop K* C Ba(eaeqr)(wo):

<cr? [ S| [ Au(y) |91()| di@)
xzesop(g) ", d(z,y)>AR,d(z,y)<c22¢+cR

como R estd fijo para la g dada, y L es suficientemente grande, existe una constante Cg tal que:

cow [ || | Au(y) lge() | du()
z€sop(g) [, d(z,y)>e,d(z,y)<cr2f

Aqui usamos que la medida de las bolas es comparable a su radio:

< CRPcq / S 2749 |gy(a)| da(x)
z€sop(g) [,
Cauchy-Schwartz:
SCRocq [ (3202 (o) du(o)
z€sop(g) ",

< CRcp27"| gl -
Se deduce que:
limsup I. (L) = 0.

L —

Si 2 € sop(g), y € sop(1 — he) (con € > A%R), y £ < —L, resulta que, cada vez que (z,y) € sop(K*), se obtiene,

para L suficientemente grande:

d(z,y) < 2' <27t <e < d(a,y).

Esto es absurdo, luego debemos tener, para L grande:

L
J.(L) = | / / S K (@, 1)ge(@)(1 — he () dpy)dp(z)] = 0.

debido a la disjuncién de los soportes de las funciones del integrando.

Por otro lado, como [ K*(z,-) = 0:

] €@ na@aut@dnm = o

(cambiando el orden de integracién).

Por lo tanto. para e > A2R:

L
[(71,9)] < timsup (uL) RIS [ & y)ge(x)du(x)du(y)D 0,
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Hemos probado que

(T1,g) =0.

5.1.9. Condicién T*(1w) = 0.
Si ahora tomamos un vector fijo w € H, se desea probar que T*(1w) = 0. Escribimos en este caso, para algin
e>0:

(T*(1w), f) = lim (I (L) + I(L) + I5(L)),

L—oco

donde

L
L= Y [[ Ko wdut)dnto)

{=—1L
I(L) = K (y,2)(1 = he(y)) f (z)we dp(y)dp(x)
g;oo// y y ¢ du(y)dp

(L) = 3 [ K )1 = helo) f@ywe duty)du(a).
(=L

Igual que antes, tenemos que I; (L) = 0, y para L suficientemente grande I3(L) = 0. Asimismo, limsup;_, . [;(L) =
0.

5.1.10. Teorema. El operador T definido en 5.1.5, es un operador acotado de L2 (X) en L7 (X, H).

Demostracion. Es claro, porque T tiene asociado el nicleo estandar K, T' satisface la propiedad de acotacién débil,
y ademads verifica las condiciones T1 = 0 y T*(1w) = 0 (para cada vector fijo w € H).
En consecuencia se puede aplicar el Teorema 3.3.1. O

5.1.11. Aplicacién a la teoria de Littlewood-Paley.
Dada una funcién f € Li(X ), tenemos la funcién cuadrado asociada a f, definida por:

1/2
Sf = <Z|Dkf|2> :

keZ

donde Dy = S — Sg_1y Spf = fp(x, -,Qk)f.
Por el Teorema previo, tenemos que:

1/2
(Z |Dkf|2> = ||Tf||LfL(X,1HI) < C'”f”Li(X)'

keZ
La(X)

Luego, usando esta estimacién junto al hecho que S;f — f (k — —o0), y Sif — 0 (k — —o0), en norma Li,
se obtiene la conocida estimacién de la teoria de Littlewood-Paley:

1/2
11l 22 () = <Z Dkf|2>

kezZ
L3(X)

5.2. Ejemplos con Nicleo Antisimétrico.

5.2.1. Establecimiento general del problema.

Sea p una medida, que puede ser doblante en un espacio de tipo homogéneo X, o bien no necesariamente
doblante en el espacio euclidiano X = R"™. Denotemos H = ¢?(C).
Sea k(z,y) un nucleo antisimétrico (a valores escalares), asociado a un operador de integral singular 7.

98



Para cada € > 0 se puede definir el operador truncado 7. dado por:

(ref.g) = / /d A (o)

A continuacién se define el operador de oscilaciéon T = O(7), mediante

L

(Tf.g) = Jim > ((rae = 7e-1)f.9),

=1L

para cualesquiera funciones f € AJ(X), § € AJ(X,H), siempre que el limite exista.
Se puede apreciar que T tiene asociado el nicleo

E(z,y) = {K(x,y) X1 20y (d(2,9)) }eez-

Nuestro objetivo es estudiar este operador de oscilacién, y determinar si es acotado entre espacios de funciones
de cuadrado integrable.

5.2.2. Condicién de tamaino del nicleo. Si el niicleo original k(z,y) satisface una condicién de tamano
como 3.1.1(K1), o como (4.3.2.b), entonces el nicleo oscilado k(z,y) también satisfard idéntica propiedad, aunque
en sentido vectorial. En efecto, dados un par de puntos distintos z,y € X (pudiendo ser X = R"), existe un tnico
indice £y € Z tal que 27! < d(x,y) < 2. Por lo tanto el vector k(x,y) = {k(z,y)x[e-1 20y (d(x,y)) }eez tiene, a
lo sumo, la componente {y-ésima distinta de 0, mientras que las demds componentes son nulas.

Ahora tenemos que:

1/2
(2, y)lg = |(z, y)] (Z Xj2e—1,20)( ))2> = [K(z,y)| X[2t0-1 200y (d(2, ) < K (2, 9)],

LEL

de lo cual se deduce que k(z,y) cumple 3.1.1(K1), o bien (4.3.2.b), segin sea el caso.

5.2.3. Condicién de suavidad del nicleo. Si el ntcleo original k(z,y) satisface alguna condicién de
suavidad, como 3.1.1(K2), o bien (4.3.2.c) y (4.3.2.d), no necesariamente ocurre que el niicleo oscilado k(z,y)
satisfaga esas mismas relaciones.

La dificultad aparece en el uso de la funcién caracteristica. Supongamos por ejemplo que z, z’,y son puntos de
X (o de R™), tales que para algtn indice £y:

d(z,y) € [271,20), d(a',y) € [2%, 2511,

En este caso no puede usarse lo que ya sabemos de la condicién de suavidad de k(z,y) para estimar la correspon-
diente condicién de suavidad de k(z,y), pues

9 1/2
k() = k(' 9l = (159 Xparos 200y (A1) + (@ )] Xppro-s 200 (Al 9)

= (i) + st )

y nos queda una suma de valores absolutos en donde nos gustaria que apareciera el valor asoluto de una resta.
Para rodear este problema, definiremos los operadores truncados suaves.

5.2.4. Truncamientos suaves. Para cada ¢ > 0 definamos la funcién h.(t) := h(t/e). Por comodidad

denotemos: o.(t) = 1 — h(t).
Podemos introducir los operadores de truncacién suave de 7 mediante:

) // oo (d(z, 1))k (2, ) f (9)g () () dp().

El nicleo de cada uno de estos operadores es &.(z,y) := o-(d(z,y))k(z, y).

k(x
A continuacién, queda determinado un operador de osc1lac10n (1), dado por:
. L
(0()1,G) = Jim. 2 (R = ) o) du)d(o).
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El ntcleo de este operador es
k(z,y) = {Rae — Fage-1}een.

Denotando ky(x,y) = ke — Roe—1, escribimos:

k(l" y) = {k((l‘, y)}ZEZ-

También tenemos esta igualdad:

k’(l‘/y) = _ﬁ($7y){h25 (d(‘rvy» - h2£*1(d(x7y))}£62~

Verifiquemos que k(z,y) satisface las mismas condiciones de tamafio que k(z,y). En efecto, sea £y € Z el dnico
indice tal que 20~! < d(z,y) < 2%. Entonces, para los tinicos indices ¢ € Z para los cuales k¢(z,y) no se anula,
son aquellos en los cuales ho (d(z,y)) — hoe—1(d(x,5)) no se anula. Esto requiere que 2072 < d(x,y) < A2%.

Escribiendo a = log, A, nos queda: 20=2 < d(z,y) < 2%%2, Por lo tanto:

’lé(x,y)’H < (a+2)|r(z,y)],

y de aqui se deduce directamente que I;(:c, y) satisface 3.1.1(K1), o bien (4.3.2.b), segiin corresponda, aunque con
la constante C' agrandada en un factor de a + 2.

Ahora estudiemos las propiedades de suavidad del niicleo k(z,y). Dados z,2’,y € X (o en R™), la diferencia
ke(x,y) — ke(2',y) se puede escribir en la forma:

ké(xa y) - I;Z(mla y) = —H(.’E, y) (hQZ (xv y) - hQZ (xl7 y) + h‘ZZ*l ($/7 y) - h2[*1 (.’E, y))
—(k(a,y) = w(z",y)) (hae (2", y) — hoer (2, ).
Sean £, £}, € Z los tinicos indices tales que 2001 < d(z,y) < 2%, 26~1 < d(a/,y) < 2%.
Como antes, tenemos que hoe(x,y) — hoe—1(z,y) no se anula sélo si 2072 < d(x,y) < 2%+2 Y también
hoe (2", y) — hoe—1 (2, y) no se anula sélo si 2072 < d(z',y) < 2f+a,
Tenemos que:

(H(Z‘,y) - H(ZJ’ y))(hﬂ[ (x’,y) - h2"'—1($l7y)) =0,

salvo posiblemente cuando £, — 2 < £ < ¢ + a.

Primer Caso: Supongamos primero, como en 3.1.1(K2), que d(z,z’) < 57d(z,y). En ese caso

(%1) (hoe(m,y) — hoe (2, y) + hoe—1 (2, y) — hoe—1(z,y)) = 0,

salvo que 2072 < d(x,y) < 2%%% o bien que 202 < d(z,y) < 2fota,
Debe ocurrir que d(a',y) < A(d(z,2') + d(z,y)) < 2Ad(z,y). También debe pasar que d(z’,y) > Ld(z,y),
porque si no:
d(z,y) < A(d(z,2') +d(z’,y)) < (5 + 3)d(z,y) < d(z,y),

que es absurdo.
En resumen:

1
— < ! < 2A .
3Ad(x,y) <d(2',y) < 2Ad(z,y)

Del mismo modo se puede probar que:

1 / !
_ < < .
3 qd(x yy) < d(z,y) < 2Ad(2',y)

Si tuviésemos que 2072 < d(z,y) < 2T entonces

26072710g2 3A < d(z’,y) < 2£0+a+10g2 2A.

Esto implica que:
lp—2—1ogy3 —a </l </ly+1+2a.

, . .z /7 ’
De modo analogo, si tuviésemos que 2%0~2 < d(a’,y) < 2%*?_ entonces

ly—2—logy3—a</ty </l +1+2a.
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En cualquier caso, (1) es nulo excepto para los indices ¢ tales que:
(bg—2—1logy3—a)—2<0< (ly+1+2a)+a.

Restando los valores (€p+1+2a)+ay (b —2—log, 3 —a)— 2, vemos que hay siempre, a lo sumo, una cantidad
de M =log, 3 + 5+ 4a indices ¢ para los cuales (x1) no se anula.
Por teorema de valor medio, y por (2.4.1.7):

1
(*2) [hae (2, y) = hae(2',y) + harr (2, y) = haeoa (2,y)] < 3|ldh/di| oo 57 (2, y) = d(2', y)]

1
2(Lo—4—log, 3—a)

< Chd(z, 2")027 %0
< Cvd(z, 2")d(x,y) ",

<0 d({IJ7l‘I)0 2(&;-&-1-&-3@)(1—0)

Podemos deducir ahora que:

k(e,y) = k@' y)| < Cila+2) s, y)]dz,2") d(w,y) ™ + 2a +2) |5(2,y) — w2, y)].

Para proseguir, necesitamos usar la condicién de tamano 3.1.1(K1), junto con la condicién de suavidad 3.1.1(K2)
(no podemos usarlas por separado).

Observamos que si se cumple (2.4.1.7) para el exponente 6, también se cumple idéntica condicién para el
exponente ¢ < 6, que aparece en 3.1.1(K2). Obtenemos que:

k(z,y) — k(' y) o < Cila+2)0d(z, y)" (@, 2")? + 2(a+2)0(d(z,y) ) d(z, 2)°
< Cd(z,y) ™' d(a, ') d(z,2')"0d(2,y)" "= + Cd(z,y) "' d(x,2)°

(Usando que d(x,z') < ﬁd(l’,y).‘)

< Cd(z,y) ' 0d(z,2")°.

Segundo Caso: ;Qué ocurre si estamos en la situacién de X = R"”, con una medida g no doblante? Aqui su-
ponemos la validez de las condiciones (4.3.2.b), (4.3.2.c) y (4.3.2.d) para el niicleo « (con 1 < 7 < 00).

Supongamos que z,z’,y € R" que Ad(z,2') < R,y que R < d(z,y) < AR.

En particular tenemos que d(2’,y) < A(d(z,2") + d(z,y)) < (1 + A?)R.

Debemos usar que los soportes de las diferencias hqe — hoe—1 son “casi disjuntos”.

Supongamos que (hge — hoe—1)(t) — (hger — hoer—1)(t) # 0. Esto implica que 2671 <t < A2¢ y 21 < ¢ < A2¢.
En consecuencia, debemos tener que £ — ¢/ <log, A+1=a+1.

De manera que, para cada valor de ¢, se tiene:

[{(hae = hoe—1) ()} < 2(a + 1).

Por lo tanto:,

def

1/r
Ji= (/ (2, y) — k(@ y)|" [{hor — hoe—s (d(2,y))} g du(y)>
R<d(z,y)<AR

1/r
<C </ k(@) — K(' y)|" du(y)> -
R<d(z,y)<AR

Por otra parte:

1/2
{2t (2,9) = hoe (@, 9) Y10, 1] < Cldwyy) = da )| ()2 27%)
£>log, R

< Cld(z,z")|" R7".
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Debemos tener que d(z’,y) > % —d(z,2"), porque de lo contrario nos daria que d(z,y) < A(d(z,2')+d(2',y)) <
R, que es un absurdo.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la constante geométrica A es mayor o igual que 2.

En tal caso, siempre es cierto que R > % —d(x,2"), porque de lo contrario tendriamos que A—1 < d(«z, x’)% <1,
o sea, A < 2, en contra de lo supuesto.

Ahora, tomando en cuenta que los indices relevantes satisfacen ¢y < ¢ < log, AR, tenemos que:

/ () (oot (A, 9)) — hoe (A(', ) e<ro, 4]l duy)
R<d(z,y)<AR
- / (@) [ {ae (A2, ) — e (A2, 9)) } o <t<ion, ar|Ly du(w).
R<d(z,y)<AR

donde £y = log, (AR — d(z,2")).
El nimero de indices ¢ que se toman en el ultimo término estd acotado por

No(z,2') =logy AR — logy(AR — d(x,2")) = logy(1 + d(z,2") /(AR — d(z, 2'))).
Usando el teorema del valor medio, y el Lema 4.1.2; tenemos que:

[{hae (d(z,y)) — hae (d(2",9)) }eg<e<ion, R|y

log, AR 1/2
< d(x,z" "R E 2 %
=L
Tenemos ahora que:
log, AR No(z,z’
E 2= 25 __ — 9 200 E 2 23
£=L,

< 27220 0272N0(ac,m )

< (AR)™?

Juntando todas estas estimaciones, podemos ahora ver que:

1/r

def r s

Jo = (/ k(@ )" [{hoe (d(2,y)) — hoe (d(2, y)) be<iog, ARy dﬂ@))
R<d(z,y)<AR

1/r
< (/ k(2 y)|" du(z;)) Cd(x,z")"R™"
R<d(z,y)<AR

<CRI" (d(xvx/)y.

R
1/r
Hdu(y)>

Asi que l%(a?, y) satisface la condicién de L"-suavidad, 1 < r < 0o, respecto al exponente 7).

Finalmente, tenemos que:

R<d(z,y)<AR

</ |6z, y) — w2’ y)|" [{hoe (d(z,y)) — hoe(d(a’,y)) }eezli dM(?J))
R<d(z,y)<AR

d / n
< Co(Jy+ Jo) < ORI <(IRx)> .

'5.2.5. Antisimetria. Si el nicleo original x(x,y) es antisimétrico, entonces es claro que los niicleos de O(7)
y O(7) también son antisimétricos. En ese caso, podemos aplicar los resultados de la Seccién 4.7, y obtenemos que
O(7) y O(r) satisfacen la propiedad de conmutacién de Meyer, y también la propiedad de acotacién débil, para
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todo exponente 0 < v < 6 (en el caso de R™, tomamos 6§ = 1/n), y ademds ambos operadores son acotados de
AJ(R™) en (AJ(R",H))'.

Notemos que aunque O(7) puede no satisfacer condiciones de suavidad, en la prueba de los resultados de la
Seccién 4.7 sélo hemos usado condiciones de tamano, y en consecuencia siguen siendo vélidas las propiedades de
Acotacion Débil, de Conmutaciéon de Meyer, y de continuidad.

Mencionemos que, si de alguna manera se prueba que la diferencia O(7) — @(T) es un operador acotado de
LZ(R™) en L2 (R",H), y que O(7)(1) = 0, se podré concluir que O(7) es un operador acotado de LZ(R™) en
L?(R"™,H) (porque tendrfamos que O(7) también es acotado de L2(R"™) en L?(R", H)).

5.3. Oscilaciones de la Transformada de Riesz.

5.3.1. Definiciones y observaciones basicas.
Se define la j-ésima Transforamda de Riesz (j = 1,--- ,n) de una funcién f € AJ(R™) mediante:

, T~y
R f(z) = lim — dma (y).
Jf( ) 0 d(m’y)zg d(,’L" y)%(nJrl) f(y) (y)

En este contexto consideramos la medida de Lebesgue n-dimensional m,,. Entonces el exponente v en (4.1.5) es
igual a 1.
En lo que sigue consideraremos sélo el caso j = 1, y denotaremos R = R;.

1 — U

1
d(z, y)= "+
Es conocido que este nicleo satisface las condiciones de tamano y suavidad siguientes:

Se ve claramente que el nicleo k(z,y) = es antisimétrico.

lk(z,y)| < Cd(z,y) ", (para todo z,y, x # ),
d(z,x")™

Az, gy (d(z,2') < d(x,5)/A).

|H(z7y) - lﬁ)(flf/,y” < c
Esto implica que & satisface las condiciones (4.3.2.b), (4.3.2.c) y (4.3.2.d), para todo r, 1 <r < oo,y n, 0 <n <
a=1/n.
De nuevo consideramos el espacio de Hilbert H = ¢?(C). Como antes, denotamos 7. al operador truncado
T f(z) == fd(z ))>e k(z,y)dm, (y). Estudiaremos el siguiente operador de oscilacién T' = O(R) para la Transformada
de Riesz: -

L
(Tf.9) = Jim > ((rac = 7ae-1)f.9)
{=—L

cuyo ntcleo es
k(z,y) = {r(x, y)x[ac-1,a0)(d(2,Y)) }eez-
Anélogamente se puede definir el nicleo k asociado al operador de oscilacién suavizado @(%)
En la seccién anterior las oscilaciones se formaban con potencias de la forma 2¢ en vez de Af, pero puede verse

sin dificultad que las conclusiones obtenidas alli sobre tamano y suavidad son las mismas para este caso.
Asi, los ntcleos k y k, de los operadores O(R) y O(R) satisfacen la condicién de tamaiio

|I{3(l‘, y)l]H[ S Cd(l’, y)_l'
Ademds, el nticleo k satisface la condicién de suavidad:

- d(x,z")™

k(z,y) = k(2 y)| < Cw» (d(z,2') < d(z,y)/A).

Se puede probar a partir de estas relaciones que k(z,y) y l%(a:, y) satisfacen la condicién (4.3.2.b) para todo r,
1 < r < oo. También se puede ver que k(z,y) verifica la condicién de L"-suavidad para todo r, 1 < r < oo.
Deseamos probar que el niucleo k satisface una condiciéon de L"-suavidad, al menos para r = 2.
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5.3.2. Proposicién. Para todo R > 0, y para todo par de puntos z,2’ € R" tales que d(z,2') < R/A, se

cumple que:
1/2 o2
d !
/ k(z,y) — k(2 y)[5 dma (y) < CR™Y? <(va)> ,
R<d(z,y)<AR R

siendo o = 1/n.

Demostracién. Sean z,x’ un par de puntos tales que d(x,2’) < R/A. Sea j € Z el entero que satisface 4771 < R <
AJ. Calculamos

.2 1/2
(/ k(z.9) — k(o' )| dma(y)
R<d(z,y)<AR

2
< / |/{(m,y) - K(w’,y)\z Z |X[A2717Ae)(d($,y))| dmn(y)
R<d(z,y)<AR e

2
+/ k()| > Ixae-1,a0(d(2,9)) = Xpae—1,a6)(d(2', )|~ dmn(y)
R<d(z,y)<AR =

= Jl + JQ.

Para Ji, como A < d(z,y) < AR resulta que X[a¢-1 4¢y(d(z,y)) = 0 siempre que £ # j,j + 1. Ahora podemos
aplicar la condicién de L"-suavidad con r = 2 de k y se obtiene asi la cota deseada.

Para Jo, tenemos |r(z’,y)|> < C R~2. Asf que debemos prestar atencién a la serie. Vemos que A™ ! < d(z,y) <
Am s6losim=j6m=j+1.

A continuacién debemos analizar lo que ocurre con cada término de la serie a medida que el indice ¢ varia.

Usaremos la notacion siguiente:

2
Ue(z,y) = |X(a-1, a0 (d(@, ) = X[ae-1 a0 (@, )]

También definimos los términos Il(z) y 12(6) como

10— / Uz, y)dma(y), 189 = / Ue(, y)dmn(y).

Ahora estimamos:
< OR2SUO + 1)
LeZ
Consideremos en primer lugar los términos Il(z). Para ellos se tiene que 4771 < d(x,y).

Primero estudiamos lo que ocurre cuando d(z’,y) < A* < A7~1. Tenemos
0 < d(z,y) —d(@,y) < nd(z,a’)* A7),

por lo tanto _
d(z,y) < A* + nd(z, 2> 470~
Se sigue que
n

dla,y) < A" +nA"ROAT0 < A" TR < A" 4 —d(a,y),
por lo tanto (1 —n/A%)d(z,y) < A%, lo cual implica (1 —n/A*)A7~1 < A’ y entonces (j — 1) +log (1 — n/A%) <
(<j-1.

Esto significa que hay a lo sumo log,(1 — n/A®) términos I y) no nulos con ¢ < j — 1. Para estos términos
tenemos A1 < d(z,y) < A7t + Cd(z,2")*R' 72, asf que, para todo ¢ < j — 1,

Iy) < / Ue(z,y)dmy(y) < Cmy, (B(ar:,Aj’1 + Cd(z, 2 )*R'™) \B(m’AJ’fl))
Ai—l<d(z,y)<AI
< Cd(z,z")*R'"™.

Por otro lado, tenemos d(z',y) < c,(d(z,2") + d(z,y)) < co(R/A+ A7) < A7+, Esto implica que Uy(z,y) = 0
cuando £ > j 4 2.
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Sélo resta analizar los casos £ = 7,5 + 1.
Para 17T tomando A7~! < d(z,y) < AT y AJ < d(z',y) < AI*+!, tenemos

0<d,y)—d(z,y) < nd(m’,x)aA(jJrl)(l*a) < Cd(z,z")*R'"™,
asi, obtenemos A7 < d(a',y) < A7 + Cd(x,2")*R'~* y entonces
1PV < m(B(a!, A7 + Cd(z,2')*R'™) \ m, (B(a', A7))) < Cd(x,2')* R,

como desedbamos. ‘

Ahora analicemos el término I\?). Denotamos ¢ = j. Tenemos asi que A1 < d(z,y) < A* < AR. Por otro
lado, por la desigualdad casi-triangular y como A = (2n)™ > ¢, tenemos que d(z,y) < cp(d(z,z') + d(z,y)) <
R+ Ad(x,y) < C'R. La expresién bajo el signo integral no se anula sélo en caso de que d(z,y) < A*~! o bien
cuando d(z’,y) > A’

En el primer caso tenemos que

AT > d(ay) = (d(2',y) = d(z,y)) + d(z,y),
pero como d(z,y) > A1, resulta que d(z’,y) — d(z,y) < 0, y asi:
Ae_l + |d(mlay) - d(!&y)‘ > d(aj,y)

Esto implica
d(z,y) < A1 4 nd(x,2")*R' 7.
Supongamos ahora que estamos en el segundo caso, esto es d(x’,y) > A’. Como d(z,y) < A’, obtenemos que
d(«',y) — d(z,y) > 0. Podemos escribir
C"d(w,a")*R' ™ + d(x,y) > (d(2',y) — d(z,y)) + d(z,y) > A".

La constante C” es igual a n por la desigualdad (4.1.2).
Usando que d(z,z’) < R/A, tenemos

(*) C"d(z,x')*R'"™ <nA~*R < n((2n)") V"R < A"
Esto implica que
d(z,y) > A* — C"d(x,2')*R'=* > 0.

Luego, la integral no es nula en la unién de los dos anillos

A% = BA€71+d(x7x/)aR17|1(m) \ BAK—I(CE),
A? 1= Bae(2) \ Bat—d(z,zn)er1-o (7).

Como m,, es la medida de Lebesgue, tenemos estas sencillas identidades

my(A}) = 2d(z, 2" )* R~
my (A2) = 2d(z, 2" )*R* 2.

Esto nos da las cotas deseadas.

Ahora debemos pasar al andlisis de los términos IQ(Z). En general, corriendo el indice £ en 1 hacia la derecha

obtenemos estimaciones totalmente andlogas a las de los términos I {é). Es decir que la cota de cada 12(11) es andloga
. . . . -1 ;. ) . )

y se obtiene con el mismo método que para el término I; , practicamente sin cambio alguno. Tan s6lo notamos

que para Iz('j+1), tomando ahora £ = j + 1 en (%), la constante C” es igual a nA'~®. La cota deseada sigue siendo
cierta porque en este caso A7~! < R < A7 = AL,
Reuniendo todos estos hechos la Proposicién queda probada. O]

5.3.3. Proposicién. El operador de oscilacién O(R) satisface la condicién O(R)(1) = 0.

105



Demostracion. Fijemos un indice ¢ € Z. Sea g, € AJ(R™), soportada en la bola B de centro zg, tal que fgg =0.
Si ey denota el f-ésimo vector de la base candnica de H, entonces, para cada t > 1:

<O(§R)(1)79462> = // (@, )X ae-1,a0)(d(@, ) hep () ge(2) dmy, (y)dm, ()
+ / / (ks ) X4 (A2, ) — (0, 1) X(ar—1, a0y (Ao, 1)) (1 = ho) (1) ge (@) dim () ()
- / / (@ 9)X a1 a0y (A ) o () ge () dmn (o)

- / / (0, 9) X101 a0y (A0, 9)) (1 — he (1)) ge ) dim () dmn (2)
= Il — IQ.

Para calcular I;, partimos el dominio de integracién en dos conjuntos disjuntos, el primero de ellos es tal que
y1 > 1, y el otro es tal que y; < x1 (notar que si y; = a1, resulta k(z,y) = 0). Obtenemos que:

[ a0 e )dma (o) = / o /

|71 — v / |z1 — 91
= ————xac—1 a0y (d(x,y))dm,(y) — ——xac—1 a0y (d(x,y))dmy(y).
‘/yl—LE1>O d(xvy) 4 A )( ( )) ( ) y1—21<0 d(.’l?,y) [4 A )( ( )) ( )

El integrando es una funcién simétrica respecto el hiperplano x; = y;. La medida de Lebesgue también es simétrica
respecto el hiperplano z; = y;. Por lo tanto ambas integrales dan el mismo resultado, y asf su diferencia nos debe
dar 0. Esto implica que:

I = /Ogg(:r) dmy,(z) = 0.
Por otra parte, la integral:

/ (0, )X 1401 a0y (A0, 1)) (L — hup () dmn(y),

es finita e independiente de . Asi que, usando que g, tiene integral nula, resulta:
I, = /C’gg(x) dmy,(z) = 0.
Por ultimo, tomemos una funcién § = {gs}scz, de integral nula. Usando que:

/ k() — k(2o 9)g 11— his(9)] [3(@) |y o (y)dm (2),

es finita, podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada para ver que:

lim / / (L= b)) 3 (ko) = Kaan, 1)) dima o)

L—oo

L

— [ i (0= ) 3 (biliry) — belan,y)gn(e) di () ()

L—o0
l=—L
= [[ =) (tn(o.0) b, 9).50)) _ dm () 2)

- <IB1,g>.

Ademés, por definicién de O(R), resulta que
L
(Thp,g) = Lh;H;O Z_ZL (O(R)hp, geer) -
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En consecuencia, resulta que:

L

L
(OR(1),5) = lim Z;L (OR(1),geer) = lim 7 0=0.

{=—L

O

5.3.4. Teorema. El operador de oscilaciones de la transformada de Riesz se extiende a funciones f € L?(R"),
y satisface:

IO (Nl L2 @n 1wy < ClF L2y -

Demostracion. Dado que T' = O(R) es un operador integral singular con nicleo antisimétrico, ademds satisface las
condiciones de tamafnio de L"-Dini, de L"-suavidad, Acotacién Débil, Conmutacién de Meyer, y también 7'1 = 0,
se puede aplicar el Corolario 4.7.12, lo cual prueba el Teorema. O]

5.3.5. Corolario. El operador de oscilaciones de la transformada de Hilbert se extiende a funciones f €
L?(R"), y es acotado entre los espacios L?(R") y L?(R", H).

Demostracion. La transformada de Hilbert coincide con la transformada de Riesz correspondiente a la dimension

n=1. O

5.4. Oscilaciones de un Conmutador de Calderédn.

5.4.1. Definiciones y Propiedades Basicas.
Para cada € > 0 se define el operador HY para funciones suaves de R:

<A(93) - A(y))N 1

r—=y r—=y

mezf 1) dy.

|z—y|>e

donde N es un entero positivo prefijado (N = 0 corresponde a la transformada de Hilbert), y A es una funcién
Lipschitz, cuya norma de Lipschitz denotaremos ||| ,.
El conmutador de Calderéon de orden N respecto A se define ahora como el limite siguiente:

HN f(a) = Jim HY f(x).

La existencia de ese limite es consecuencia de la antisimetria del nicleo

o= (A 220)"

r—y -y

En el presente contexto, estamos trabajando en la recta real, en donde d(z,y) = |z — y|, la constante de la
desigualdad triangular puede tomarse como A > 1, y la medida p es simplemente la medida de Lebesgue sobre la
recta.

Es conocido que este nicleo satisface las condiciones de tamano y suavidad siguientes:

[N (@, y)| < Cla—y| ", (para todo x,y, z # y),
|z — ']

6% (a,) = nle'sp)] < 1222,
|z —y]

(Jo —2'| < 5|z —yl).

Esto implica que " satisface las condiciones (4.3.2.b), (4.3.2.c) y (4.3.2.d), paratodor, 1 <r <oo,yn, 0<n <1
(para tal fin, tomamos A = 2).

Como antes, consideramos el espacio de Hilbert H = ¢2(C).

Por la teorfa de la seccién anterior, los ntcleos kY y kN de los operadores de oscilacién TV = O(HVN) y
TN = @(H N satisfacen la condicién de tamafio

’kN(xuy”H < C ‘.’IJ - y|71 .
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Se puede probar a partir de estas relaciones que kN (z,y) satisface la condicién (4.3.2.b) para todo 7, 1 < r < oc.
También se puede ver que k¥ (z,y) verifica la condicién de L"-suavidad para todo r, 1 <7 < oc.
Deseamos probar que el nicleo kY satisface una condicién de L"-suavidad, para r = 2.

5.4.2. Proposicién.  Para todo R > 0, y para todo par de puntos z,z’ € R tales que |x — 2’| < R/2, se
cumple que:

o\ 172
/ KN (2,y) — KN (2, y)|; dy < CR™V? ('x * |) :
R<|z—y|<2R R

Demostracion. El método de demostracion es analogo al caso de las Oscilaciones de las Transformadas de Riesz,
debido a que sélo se usan las propiedades de tamaifio y suavidad del nicleo kY del operador HY, y tomamos un
valor de A = 2. O

5.4.3. Condiciéon T1 € BMO.

En el caso conocido del Conmutador de Calderén de orden N + 1, para deducir que HY*! es un operador de
Calderén-Zygmund, se debe probar que HN*1(1) € BMO. Para ello, se utiliza la hipétesis de induccién (en el
superindice N) de que H™V es un operador de Calderén-Zygmund. Esta hipétesis implica que HY es acotado de
L* en BMO. Ahora bien. Se prueba que HY*1(1) = H” (b), para una funcién acotada b, con lo cual H¥+1(1) es
una funcién del espacio BMO.

En el contexto vectorial, nosotros sélo hemos probado que un operador de integral singular antisimétrico que
verifica T'1 = 0 resulta ser un operador de Calderén-Zygmund (acotacién L? — L%). Como no hemos demostrado
un teorema del tipo T'1 € BM O, no podriamos usar una prueba por recurrencia del mismo estilo anterior.

Mencionemos que, si supiéramos de alguna manera que O(TV1) estd en BM O,, podriamos concluir que el
operador de Oscilaciones del Conmutador de Calderén de orden N satisface la férmula (4.7.8.1).
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Capitulo 6

Comentarios Finales.

Los teoremas probados permiten su utilizacién al estudio de operadores de oscilacién, para los cuales es natural
su formulacién y estudio de la teoria de operadores definidos sobre funciones vectoriales. Por ejemplo, el operador
de oscilacién de la aproximacion a la identidad en espacios de tipo homogéneo permite probar acotaciones de
tipo Littlewood-Paley. También se establecen acotaciones de los operadores de oscilacion de la transformada de
Hilbert, y de la transformada Riesz, y se dan condiciones para poder aplicar esta teoria a las oscilaciones de los
conmutadores de Calderén. Asi también quedan establecidas las bases para estudiar operadores similares.

Se espera poder aplicar esta teorfa a los operadores de oscilacién asociados a una familia de operadores {7 }.~
provenientes de la teorfa de semigrupos (ver (1.1-3)), y asimismo al operador de Oscilacién de la Transformada de
Cauchy sobre una curva Lipschitz. Al haber establecido un teorema del tipo T'1 = Oy para funciones valuadas en un
espacio de Hilbert H, en el contexto de medidas no necesariamente doblantes, se espera que esto sirva de aplicacién
en teoremas mds generales, del tipo T'1 € BMO,(R™, H), generalizando al caso vectorial resultados conocidos para
el caso escalar, como es el caso de la Teorfa de X. Tolsa (Teorema 1.1 en [T1]), y estudiar de este modo la acotacién
(LZ(X), L7(X,H)) del Operador de oscilaciones de la Transformada de Cauchy.
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