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Resumen

Para una funcion de Young 7, definimos el operador maximal gene-
ralizado M, y estudiamos estimaciones modulares y en norma con y
sin pesos desde los espacios de Orlicz L?(X,w) en L¥(X,w), en el
contexto de los espacios de tipo homogéneo. Demostramos que dichas
estimaciones son todas equivalentes a una condicién de tipo Dini que
relaciona al par (¢,) con n una funcién de Young doblante. En par-
ticular obtendremos una generalizacién de un resultado de C. Pérez y
R. Wheeden probado con ¢(t) = 9(t) = t? en [PW].

En una segunda instancia, caracterizamos a los pesos A; de Muck-
enhoupt relacionados con estas estimaciones y la condiciéon de Dini,
extendiendo y mejorando los resultados de H. Kita contenidos en [K1]
y [K2].

Para la demostracién de los resultados planteados fue necesario por un
lado, obtener versiones para M, de desigualdades de tipo débil y débil
inversa y su relacion con la clase de pesos A; de Muckenhoupt. Por otro
lado, definimos y caracterizamos una clase de pesos, que involucra a 7,
denotada por B!, que en un principio generaliza a la clase By estudiada

en R™ por Bagby en [B] pero que finalmente resultan ser coincidentes.
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Introduccién

Para una funcién de Young 7, el operador maximal generalizado M,, se

define como
M, f(z) = sup || fll,5
x€EB

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a x y

donde
1 £l = mE{A >0 @ / n(1f1/\)dp < 1},

Este operador, contiene como casos particulares a los ya conocidos. Por

ejemplo, si n(t) =" con r > 1, resulta

1 . 1/r
1 llos = {M JaE czu]

y se tiene a la maximal-r (M,) cuando 7 > 1 o el operador maximal de
Hardy-Littlewood (M) si r = 1.

El aporte fundamental de esta tesis es la obtencién -en el contexto
de los espacios de tipo homogéneo- de acotaciones para el operador
maximal generalizado y luego, como consecuencia de esto, una nueva
caracterizacién para la clase de pesos A; de Muckenhoupt.

Para su realizacién partimos, de dos trabajos previos, por un lado (I)
el perteneciente a C. Pérez y R. Wheeden [PW] y por otro (II) el de
H. Kita [K2]. Asi en

(I) C. Perez y R. Wheeden definen una clase de funciones de Young

llamada B, que contiene a aquellas para las cuales existe una constante

\Y%
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¢ > 0 y satisfacen

.ot

Como lo afirman los autores, la relevancia de esta condicién estda da-
da por el hecho de permitir estimaciones modulares con pesos para
un operador maximal definido en términos de una funciéon de Young
perteneciente a B,. Dichas estimaciones para el operador maximal, que
permiten una caracterizacion de la clase B, se resumen en el teorema
5.1 de [PW]:

Sea S un espacio de tipo homogéneo de medida infinita y con anillos
no vacios, sea 1 < p < oo y sea n una funcién de Young doblante.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(0.1) ne B,

(0.2) Existe una constante positiva C' tal que

[ Msarin <€ [ fapdute)

para toda f positiva.

(0.3) Existe una constante positiva C' tal que

[ Mpru@inte) < € [ f@rdrui)

para toda f y w positiva, donde M es la maximal de Hardy-Littlewood.

(0.4) Existe una constante positiva C' tal que

LMﬂWMMﬂwaMMSCLﬂW%$?W®

para toda f, w, y u positiva, donde M como antes.

Es necesario subrayar que este mismo teorema pero sin la restriccién

de anillos no vacios fue probado por G.Pradolini y O. Salinas en [PS].
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Como mencionaramos previamente, en el segundo trabajo

(IT) H. Kita estudia en el contexto de R™ a la maximal iterada M* f(z) =
M(M*=1f)(z), para k > 2. Considerando funciones ¢ y 1 definidas so-
bre [0, 00) que se anulan en cero y con derivada continua no negativa a
y b respectivamente, en el teorema 2.1 de [K2] el autor demuestra que:
Siw € A; entonces la condicién

(4) 3C/ f;(log(t/s))k_la(s)/sds < CH(Ct), con t >0

implica

(i1) 3C/ [gu d(M* f(2))w(z)de < C [o, »(C|f(x)|)w(x)dz, para toda
f e L¥(w,R").

En particular cuando k£ = 1 las condiciones (i) y (i7) toman las formas
siguientes:

(i) fg a(s)/sds < Cb(Ct), con t > 0.

(11') Jon (M f(2))w(z)de < C [o, ¥(C|f(2)])w(x)dr,

para toda f € L¥(w,R").

Posteriormente en el teorema 2.3 de [K2], H. Kita prueba que

w € Ay sty sélo st (') entonces (id') .

Como lo adelantaramos en parrafos anteriores nuestro objetivo consiste
en probar la capacidad del operador maximal M, para transformar los
espacios de Orlicz L¥(X) en L?(X) -en espacios de tipo homogéneo-

cuando el par (¢,1)) verifica una condicién de tipo Dini como

2
a(s
/ Qn'(t/s)ds < Ob(Ch),
0o S
para todo t > 0. Notaremos que esta condicién contiene a la clase B,
en donde los LP(X) se han cambiado por los nuevos espacios de Orlicz.
Para ello vamos a probar, bajo determinadas hipdtesis, la equivalencia

existente entre las siguientes afirmaciones
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(0.5) (Condicion de Dini) Existe una constante positiva C' tal que la

/O ) @n’ (2) ds < Cb(Ct)

es cierta para todo t positivo.

desigualdad

(0.6) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

/Xé(Mnf(fv))w(ﬂf)du(x)SC/XQ/J(\f(SC)DMw(SC)du(fC)

es cierta para toda f positiva y cada peso w.

(0.7) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

My fll g < CIfllprrw

es cierta para toda f positiva y cada peso w.

(0.8) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

/ch(Mnf(w))dM(fC)SC/Xd}(If(ﬂf)l)du(x)

es cierta para toda f positiva.

(0.9) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

X <Mﬁ<f\f—{gzx>») w@intn) < [ v (i ) )

es cierta para toda f positiva y todos los pesos w y u.

(0.10) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1My fllo < Cllflly

es cierta para toda f positiva.

Cabe aclarar que, a efectos de simplificar, utilizamos la misma letra C'
para indicar constantes que podrian ser distintas.
Particularmente veremos, por un lado, que en espacios de medida in-

finita y que contengan al menos un punto de medida nula, todas las
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afimaciones de (0.5) a (0.10) son equivalentes pero que si eliminamos
la condicién de existencia del punto no atémico siguen siendo equiva-
lentes (0.5) a (0.9). Este caso generaliza el teorema 5.1 de [PW]. Por
otro lado, probaremos que si existe en el espacio con medida finita al-
gun punto de medida nula se mantienen las equivalencias entre (0.5) a
(0.8), mientras que en espacios puramente atémicos y de medida finita

la acotacion modular no implica la condicién de Dini.

También realizaremos un anélisis de la condicion A; de Muckenhoupt
en relacién con las acotaciones modulares pesadas que satisfacen los
operadores M,. Més precisamente, veremos que si w € Ay, luego la
condicién de Dini (0.5) es equivalente a:

Existe una constante positiva C' tal que

(0.11) /ch(Mnf(fﬁ))w(x)du(x) < O/X@D(If(w)l)w(fﬂ)du(w)

es cierta para toda f positiva.

Ademads probaremos que w es un peso tal que (0.5) implica (0.11) es
condicién suficiente para w € Aj.

La primera implicacién extiende a los espacios de tipo homogéneo el
resultado parcial probado por H. Kita en R™ para M* en [K2], ademds
mejora un resultado parcial probado para M en [K1].

La segunda implicacién es un cierto reciproco de la primera, y es una
extension a los espacios de tipo homogéneo del teorema 2.3 en [K2].
Como consecuencia de los resultados anteriores podemos afirmar que
en cualquier X es valida la siguiente caracterizacion

(0.5)=(0.11)<= w € A;.

Para obtener los resultados mencionados es necesario probar previa-
mente algunas desigualdades débiles y débiles de tipo inversa para los

operadores maximales generalizados y su relacién con los pesos A; de
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Muckenhoupt. Ademés partiendo de lo realizado por R. Bagby en [B]

definimos y caracterizamos una clase de pesos que cumplen

w{r e X : M, f(x) > t}) < /ngo n (C’M) w(x)du(x)

que llamamos Bg. Demostramos ademas que BZ coincide con la B,
definida por Bagby para la maximal de Hardy-Littlewood en el contex-
to de R"™ en [B].

A modo de cierre para esta Introduccion, enunciaremos brevemente las
tres grandes instancias que conforman esta tesis:

(a)En el capitulo 1 mostramos las definiciones y resultados preliminares
en espacios de tipo homogéneo y de Orlicz que nos permitiran enunciar
y probar los resultados del capitulo 2 y 3.

(b)En el capitulo 2 se prueban desigualdades débiles, débiles inversas
y débiles con peso para los operadores maximales generalizados y su
relacion con las clases de pesos A; y definimos a la clase de pesos BZ.
(c) Finalmente para dichos operadores, en el capitulo 3, presentamos:
en primer lugar, acotaciones modulares y en norma pesadas y su equiva-
lencia con una condicién de Dini en espacios tanto de medida infinita
como finita y en segundo lugar, como consecuencia de este resultado
obtendremos una caracterizacion para la clase de pesos A; de Mucken-

houpt.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se daran las definiciones y resultados preliminares rela-
cionados con los espacios de tipo homogéneo y los espacios de Orlicz,
que conforman el contexto en el cual desarrollaremos los teoremas que

constituyen el aporte de esta tesis.

Espacios de tipo homogéneo

Dado un conjunto X, diremos que una funcién d : XxX — [0,00) es

una quasi-distancia sobre X si satisface las siguientes condiciones:
i) para cada x e y en X, d(z,y) > 0, y d(x,y) = 0 sl y sélo si z =y,
i1) para cada z e y en X, d(z,y) = d(y, x),

i1i) existe una constante K > 1 tal que

(1.1) d(x,y) < K(d(z, 2) +d(z,y))

para cada x, yy z en X.

Sea B(xz,r) = {y : d(z,y) < r} la bola con centro en z € X y radio
r > 0 asociada a la quasi-distancia d. Sea p una medida positiva sobre
la o-algebra de subconjuntos de X generada por las d-bolas B(x,r).
Diremos que p satisface una propiedad de duplicacién si existe una

constante A tal que la desigualdad
1



(1.2) 0 < u(B(z,2Kr)) < Au(B(z,r)) < 00

es cierta para cada bola B(x,r) C X.

Decimos que p es una medida regular si para cada conjunto medible
E y para cada ¢ > 0 existe un conjunto abierto G tal que £ C Gy
wG—F) <e.

Definicién 1.3. Diremos que una estructura (X, d, i), con una quasi-
distancia d y una medida p que satisface una propiedad de duplicacion

es un espacio de tipo homogéneo.

Observacién 1.4. Para nuestros resultados supondremos de ahora en
més que el espacio (X, d, ;1) es regular en medida. Los niimeros Ky A

en (1.1) y (1.2) serdn llamdos constantes del espacio.

Una quasi-distancia d es equivalente a la quasi-distancia d’ sobre X, si
existen constantes C y Cy tales que C1d'(z,y) < d(z,y) < Cod'(z,y).
En el espacio de tipo homogéneo (X,d, ) las bolas B asociadas a
la quasi-distancia d no son conjuntos necesariamente abiertos, pero el
siguiente resultado de Macias y Segovia ([MS]) demuestra la existencia
de una quasi-distancia d’ equivalente a d tal que las bolas asociadas a

d' resultan conjuntos abiertos.

Teorema 1.5. Sea d una quasi-distancia sobre un conjunto X. En-
tonces existe una quasi-distancia d' sobre X, una constante finita C' y

un numero 0 < 6 < 1, tal que d' es equivalente a d y, para cada x, x' e



y en X la siguiente desigualdad
(1.6) \d'(z,y) — d'(z',y)| < Cd(z,2)(d (z,y) +d (' ,y)?

es cierta. Mds ain, las bolas correspondientes a la quasi-distancia d’

son conjuntos abiertos en la topologia inducida por d'.

Observacién 1.7. Con esto en mente, supondremos de aqui en ade-
lante que la quasi-distancia d es continua y que las bolas son conjuntos
abiertos. Estas propiedades son las que nos aseguran la medibilidad de

los operadores que trataremos mas adelante.

En este contexto comenzamos considerando la funcién § : XxX —

[0, 00) introducida por Macias, Segovia y Torrea en [MST] y definida

por
18 sy =] HE@A@) sowty
que cumple

(1) (z,y) > 0y d(z,y) =0siysdlosiz=y,

(7) 0(z,y) < Ad(y, =) v

(ii1) 6(z,y) < A%*(6(z,2) + d(y,2)) para cada z, y y z en X, donde A

es la constante en (1.2).

Observemos que 0 no satisface necesariamente la condicién de simetria
como d. Sin embargo es equivalente a la quasi-distancia definida por la
funcién

slu(B(x,d(z,y))) + n(B(y, d(z,y))] if z#y
0 if r=y

p(r,y) =
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Maés atn, las propiedades que cumple § implican la existencia de una

constante positiva D tal que vale la siguiente condicién de duplicacion

para p

(1.9) 0 < pu(Bs(z,2K1)) < Du(Bs(z,71)) < 00,

donde Bs(xz,r) ={y € X : d(x,y) < r}.

Ademads en [MST] se demuestra que § cumple las siguientes propiedades
(1) Bs(x,r) = {x},si 0 <r < u({z}),

(#0) w(Bs(x, 7)) <7, st p({a}) <,

(13i) Bs(x,r) =X, si p(X) <ry

(iv) A7%r < u(Bs(z,r)), sir < u(X).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente lema, que fue

probado por Pradolini y Salinas en [PS].

Lema 1.10. Si pu(X) = oo ezisten dos constantes C, y C, que depen-

den sdlo de las constantes del espacio (X, d, u), tal que
w(Bs(z,CoR) — Bs(z,R)) > C1 R
para cada z en X y cada R > u({z})/2A?, donde A es la constante en

(1.2).

Espacios de Orlicz

Definicién 1.11. Una funcién ¢, no negativa y creciente definida en
[0,00) es una funcion de Young si es convexa y satisface ¢(0) = 0,

¢(t) — oo cuando t — 0.
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A cada funcién de Young ¢, podemos asociarle otra funciéon convexa ¢

con propiedades similares, definida por

(1.12) é(y) = sup{zy — ¢(z)},

x>0
para cada y en [0, 00). Esta funcién es la funcién de Young complemen-

taria asociada a ¢ y verifica

(1.13) t<o (ol (t) < 2t,
para todo t > 0, (ver [RR]).

Definicién 1.14. Una funcion de Young ¢ se dice submultiplicativa si

(1.15) o(st) < o(s)o(t),

para cada nimero positivo ¢ y s.

Si ¢ es submultiplicativa, claramente es de clase As, o sea, existe una

constante positiva C' tal que

(1.16) 6(2s) < Co(s),

y en particular esto implica la equivalencia entre ¢'(t) y ¢(t)/t, esto es

(1.17) ¢'(t) ~ o(t)/1.

Asociada a cada funcién ¢, el espacio de Orlicz L?(X), es la clase de
todas la funciones medibles sobre X tales que [, ¢(C|f]) < oo para

alguna constante positiva C'(ver [RR]).

El espacio L?(X) es un espacio de Banach con la norma Luxemburgo

definida por

(1.18) [flle = nf{A >0 /Xsb(\f(y)l//\) dp(y) < 1}.
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Una generalizacion de la desigualdad de Hélder en el contexto de los

espacio de Orlicz esta dada por

(1.19) [ 1taldn < 151l

Las funciones de Young complementarias pueden relacionarse también
a través de una tercera funcién, como muestra el resultado enunciado

a continuaciéon

Lema 1.20. Sean ¢ y ¢ funciones de Young complementarias, existe
una funcion g sobre [0,00) continua y mondtona que verifica las si-

guientes condiciones

(1.21) Pg(t)) < tg(t) < o(29(1))

(1.22) 20(t/2) < tg(t) < 9(21)

La demostracién de este lema fue realizada por R. Bagby en [B].



CAPITULO 2

Desigualdades débiles y los operadores maximales

generalizados.

Vamos a definir a continuacién ciertos operadores maximales en el con-
texto de un espacio de tipo homogéneo (X,d, p). Veremos en primer
lugar que estos operadores, que generalizan a la maximal clésica de
Hardy-Littlewood, satisfacen cierta desigualdad de tipo débil con peso
y ademds que esto implica una equivalencia con la clase de pesos A; de
Muckenhoupt, analogamente a lo que sucede en R™. En una segunda
instancia definimos una clase de pesos que llamaremos Bg que genera-
liza a la clase By estudiada en R™ por Bagby en relacién con la maxi-
mal de Hardy- Littlewood en [B] y que nos lleva a una caracterizacién
para dicha clase. Ademas veremos que los operadores maximales gene-

ralizados también satisfacen desigualdades de tipo débil inversa.

Desigualdades débiles con peso y los pesos A;

En lo que sigue, la terna (X,d,u) serd siempre un espacio de tipo

homogéneo en el sentido de lo definido en el capitulo 1.

Definicién 2.1. Una funciéon w definida en X y positiva en casi to-
do punto se dice que es una funcién peso si es localmente integrable

respecto de la medida p.

Definicion 2.2. Decimos que una funcion peso w pertenece a la clase

A; de Muckenhoupt si existe una constante positiva C' independiente

7



de la bola B tal que la desigualdad

1 .
2.3) 5 [ waut) < C essinfcputo)

es cierta para toda B.

Observacién 2.4. Notemos que la desigualdad anterior también se

puede escribir como

w(B)
(2.5) (B) < Cuw(z),

para casi todo z € B, donde w(B) = [, w(y)du(y) -

Definicién 2.6. Asociado a una funciéon de Young 7 el operador maxi-

mal generalizado M, se define como

2.7 My f(x) = sup |l

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B de X que contienen

azxry

, 1
@8 flus =0t >0: s / n(1f1/\)dp < 1}.

Observacién 2.9. Notar por ejemplo que, si n(t) = t" con r > 1,

resulta

1 ) 1/r
1 llos = {M JAE du] .

Asi se tiene a la conocida maximal-r (M,) cuando r > 1 o el operador

maximal de Hardy-Littlewood (M) si r = 1.

A continuacién vamos a demostrar que el operador maximal generali-
zado M, satisface una desigualdad de tipo débil con peso que involucra

a la funcion 7.
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Teorema 2.10. Sea (X,d,p) un espacio de tipo homogéneo y sean
1 una funcion de Young y w un peso. Entonces existe una constante
positiva C' tal que el operador mazimal M, satisface la siguiente de-

sigualdad

(211) w({z e X : M,f(z) >t}) < C/

X

o (1) vyt

para todo t positivo, para toda f no negativa y para todo peso w, siendo

M el operador mazximal de Hardy-Littlewood.

Para probar el teorema se necesita un lema de cubrimiento que enun-

ciamos a continuacién y cuya demostracién puede verse en [CW].

Lema 2.12. Sea E un subconjunto acotado de X. Sea {B(z,r(x)) :
x € E} un cubrimiento de E por bolas centradas en cada punto de E.

Entonces eziste una sucesion de puntos {z;};eny C E tal que

(1) Blan, (@) () Blag,r(z;) = 0 si i 4
(i) E C U;2, B(w;, 4Kr(x;)), siendo K la constante de la quasi-distancia
en (1.1).

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema 2.10
Demostracion de 2.10:

Sea ]\;[77 la maximal centrada definida por
My, f(x) = sup || flln,5r)
r>0
Es facil ver que se verifica la siguiente relacién
(2.13) M, f(z) < M,f(z) < C,M,f(z)

con C, > 0.

Para f no negativa y ¢t > 0, consideramos el siguiente conjunto

Ei={re X :M,f(x)>t}
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Supongamos en primer lugar que FE; es acotado. Si E; = () hay nada
que probar. Supongamos que E; es no vacio, por (2.13) se tiene

~ t
Luego si x € E; existe una bola B(z,r(x)) tal que

t
1 £l B () > c

La familia {B(x,r(z)),z € E;} cubre a Ej, luego como E; es acotado,
por lema 2.12 existe una sucesién {z; };en C E; tal que las bolas B; =

B(x;,r(x;)) son disjuntas y verifican

(2.14) E, C DB(%AKT(%))

=1

Ademas se tiene que || f|l, 5, > &, o bien

||COt—1f||ani > 1,

u(go / ! (C@) ()

Asi de (2.14) y la ultima desigualdad se tiene que

lo que implica que

1<

w(B) < Zw(éi)
W(Bz) f(x)
< St J, (o) e

con B; = B (i, 4K7r(z;)). Entonces dado que la medida p satisface una

propiedad de duplicacién se cumple que

w(éi) _ w(éi) M(Bi)
1(Bi) w(B;) 1(By)
< Ow(BZ-)

oo

w(Bi)
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(2.15) < CMuw(x)

para casi todo x € B y dado que las las B; son disjuntas resulta
w(B;) / < f(x))
w(l,) < C e C,—= | du(x
(Et) ;M(Bi) Bi77 ; ()
C;/Bi n (CO@) Muw(x)dp(zx)

<cf n(co@) Muw(z)du(z)

t

IN

donde C es la constante en (2.15) y tenemos probado (2.11) en el caso
en que F; es acotado.
Para el caso en que el conjunto F; es no acotado se toma una bola By

tal que E; () By # 0, del mismo modo que antes se puede probar que

wit e < [ (L) au@au

y haciendo tender el radio de By a infinito se obtiene la validez de 2.10

en general. (O)

Como consecuencia del tipo débil de M, resultan dos corolarios.

Corolario 2.16. En las hipdtesis del teorema 2.10 existe una cons-
tante positiva C' tal que la desigualdad
(2.17)

w({zx e X : M, f(x) > 2t}) < C’/

{zeX:f(z)>t}

o (1) Mutaute)

es valida para todo t > 0, para toda f no negativa y todo peso w.

Demostracion:

Dado t > 0, descomponemos a f como suma de dos funciones f; + fs
siendo f1 = fX{zex:f(z)<t}- Ya que el operador M, es sublineal se tiene
que

Mnf S Mnfl + Man S t+ Man-
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Usando esta estimacién y aplicando el teorema 2.10 a f5 se tiene
w{r e X : M,f(x) >2t} < w{zeX:M,f(r)>t}
C/ n (fQEx)) Muw(z)dp(zx)

X

C M) Muw(z)dp(zx),

IN

IN

{zeX:f(z)>t} (

como querfamos probar. (OJ)

Corolario 2.18. En las hipdtesis del teorema 2.10 existe una cons-

tante positiva C' tal que la desigualdad

(2.19)
w{r e X : M, f(x) > 2t}) < C[ Mw({z € X : @ > s}H)n'(s)ds

es vdlida para todo t > 0, para toda f no negativa y para todo peso w.
Demostracion:

En vista del corolario anterior basta ver la validez de la siguiente de-

sigualdad

/{wEX:f(x)»} n(f (@) /1) Mw(z)dp(z)
(2.20) fgcﬁme<{xeX:i%L>%)ﬂwws

Ahora bien,
[ @) M)
:/Ooon<{x€X:f(x)>t/\ @>S}) o (5)ds
L+

donde
IV:A{Mw({xGXﬁf@)>tAI%2>s})ﬁ@ﬂs
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[2—/100Mw ({xEX:f(a:) A >s}) 7 (s)ds

t

Estimemos primero /;. Como 0 < s < 1 entonces 0 < ts < t y se tiene

L < /O Muw({z € X : f(z) > t})n/(s)ds
< CMw({r e X : f(z) > t})
<

[ ato(frex: 101 o

2

< o[ o ({rex 190 o

2

=

Por otro lado

I, = /100Mw ({xeX:f(x)>t A @>s}) n'(s)ds

/100 Muw ({x €X-: @ > 5}) 1 (s)ds
< /OO Muw ({x € X @ > s}) 7 (s)ds.

2

IA

-

Con estas dos estimaciones queda probada la desigualdad (2.19) y por

lo tanto el corolario 2.18 . ()

Es conocido que, en el caso de la maximal de Hardy-Littlewood, el tipo
(1,1)-débil con un peso es equivalente a que el peso sea de clase A;. Este
resultado, como veremos, se mantiene para la maximal generalizada,

cuando se considera el tipo débil asociado a esta maximal.

Teorema 2.21. Sean (X, d,p) un espacio de tipo homogéneo y w un
peso. Son equivalentes las siguientes afirmaciones

(2.22) we A,
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(2.23) Existe una constante positiva C' tal que el operador mazimal
M, satisface

o (8 it

para todo t positivo y para toda f no negativa ,

(2.24) w{zr e X : M, f(z) > t}) < C'/

X

Demostracion.:.

En primer lugar supongamos que w € A;. Entonces, dado que w € A;
tenemos que Mw < C'w para casi todo x. Luego la validez de (2.23) es
inmediata a partir de (2.11).

Veamos ahora la implicacion reciproca. Sea f una funcién no negativa y
B una bola. Sea ¢ un nimero positivo tal que 0 < t < || f||,.5. Entonces
B C{z e X : M,(fxg)(xz) > t}. Luego de la desigualdad (2.24) se

tiene que
w(B) < w{zxeX:M,fxp(z)>t}
< ¢ [ (2 vwauto

Sea S un subconjunto medible de B y la funciéon f = xg. Aplicando la

desigualdad anterior a f obtenemos
1
wp) < ¢ ;) e
Bns \1
1
= cu(si3)

Si hacemos ahora ¢ tender a ||xs||,.5, como 7 es continua se tiene

(2.25) w(B) < Cw(S)n (L) |

Ixslln.5

Ademas es facil ver que

(2.26) Ixsllo.s = 1/07 " (1(B)/u(S)).



15

En efecto, por definicion del promedio de tipo Luxemburgo tenemos

/ s
sl = 603> 0: (s [ a1/ < 1)

Ahora bien (u(B))"'n(1/AN)u(S) < 1siysolosi A > 1/n7 1 (u(B)/u(S)),
con lo que (2.26) queda probado. De (2.25) y (2.26) se tiene que

w(B) w(S)
u(B) = sy

Sea a = essinfyepw(x). Luego para cada € > 0, existe S. C B tal que

w(Se) > 0y w(z) < a+e, para todo z € S.. Entonces, tomando S = S,

en la desigualdad anterior, resulta

wB) _ us)

wB) —  u(S)

A

P
S
+

para todo € > 0. Asi

@ mn w(x
M(B) SC fzeB ( )7
2

que es (2.22) y el teorema 2.21 queda demostrado. ()

Antes de finalizar esta seccién veremos una desigualdad de tipo débil
inversa que verifica el operador maximal generalizado. Esta desigualdad

nos permitira probar un resultado central del proximo capitulo.

Lema 2.27. Sea (X,d, i) un espacio de tipo homogéneo y sea f una
funcion no negativa localmente integrable. Luego existe una constante
positiva C' tal que la desigualdad

(2.28)

p(fo € X Myf(z) > \) = C /{ . (f—) du(z)

A
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es cierta para todo X > || f1], x-

Para probar el lema necesitamos una descomposiciéon de Calderén-
Zygmund relacionada a las normas Orlicz. Su demostracion puede en-
contrarse en [PS]. Cabe mencionar que las técnicas utilizadas fueron

introducidas por H. Aimar en [A] para el caso n(t) = t.

Lema 2.29. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo. Sea f > 0 una
funcidn integrable sobre X . Entonces dado o > 1, para cada X > || f||,.x
existe una sucesion {B;}; de bolas disjuntas tales que si BZ es una
dilatacion de B; por o, se tiene que

D) N lys, <A< lln5:

i) | flln.B < A, para cada x € X—J, B; y para cada bola B que contiene

acx.

Observacién 2.30. Notar que si p(X) = oo entonces || f||,, x =0y en

consecuencia los lemas 2.27 y 2.29 valen para todo A > 0.

Demostracion del lema 2.27:
Por lema 2.29, dado 0 > 1y A > || f]|,.x existe una sucesién de bolas
{B;} disjuntas y que satisfacen ¢) y 7). Mds atin, por ser x una medida

regular se puede probar que
(2.31) {z e X n(f/)>1}clB,

salvo conjunto de medida nula. En efecto, si y es punto de Lebesgue
de n(f/\) en X —J, B; por ii) ||f|l,.5 < A para cada bola B centrada
en y y entonces (u(B))™" [pn(f/A) < 1. Luego, como pu es regular,
cuando el radio de la bola B tiende a cero, se sigue que 1 > n(f(y)/\)
vasiy ¢ {x € X : n(f(x)/A) > 1}. Por lo tanto la contencién es cierta,
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salvo conjunto de medida nula. Por otra parte si x € B; entonces por

i) A< | flln < M,f(z),y asi, dado que las B; son disjuntas,
il € X Myf(@)>2) = 3 u(B)
> O (B

Ademds, como |||, 5, < A entonces (u(B;))™! S5, n(f/A) < 1. Luego

de (2.31) y la estimacién anterior obtenemos

e € X Myfe) > 2p) = €Y [

v
Q
=

N
—
-2
SN—

S

=

¥

Asi hemos probado 2.27.(0J)

Desigualdades débiles con peso y los pesos BZ

En esta seccién presentamos una clase de pesos que en principio, genera-
liza a la clase By introducida en [B] y demostraremos algunos resultados
utiles para la prueba de uno de los teoremas principales del capitulo 3.

A continuacién damos algunas definiciones previas.

Definicién 2.32. Sea ¢ una funciéon de Young. Se dice que un peso w

es de clase BZ, si existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

(2.33) w{r e X : M,f(z) >t}) < /X¢ on (C’M) w(x)dp(z)

se verifica para todo t > 0y toda f € L&(X).

Cuando 7(s) = s utilizaremos directamente la notacién By. Esta es la

clase considerada por R. Bagby en [B] en el contexto de R™.
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El siguiente resultado es una extensién al contexto de los espacios de

tipo homogéneo del correspondiente para la clase B, demostrado en

[BJ.

Lema 2.34. Siw es un peso en la clase By con constante c,, entonces

para cada € > 0 se tiene que (w + €) € B, con constante Cc, siendo

C > 1.

Demostracion:
En primer lugar notar que ¢(ac,) > 1 para o > 1. En efecto, sea B

una bola y f = xg. Como w € B, tenemos que

w(B) <wlz e X : Mf(x) > 1/a} < / blco0)w(x)dp(z)
blcon

< Jw(B),

de donde se sigue el resultado deseado.
En segundo lugar, por el tipo (1,1)-débil sin pesos de M tenemos
1
ple e X Mf(x) > A} <Cs |f (@)|dp(z).
{z: | f(z)|>A/2}

En tercer lugar, dado que ¢(ac,) > 1, la convexidad de ¢ implica que

|/ (@)l
X\

|/ ()]
< QCT (avey)

c o2k,

2C

cuando 2C| f(z)|/A > 1.

Ahora, aplicando estas estimaciones, tenemos

(w+e){re X : Mf(x) > A}

=w{r e X : Mf(z) >} +ep{r € X : Mf(x) > N}
<[ (@) wle)du(o) + e [ 0 (acow@) du(x)
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<[ qs(acozc@) (w + du(z)

y queda demostrado que w + € es de clase By. ()

Con el resultado anterior podemos probar una caracterizacion para las
clases By y BZ y mas aun, que ambas coinciden. Previo al enunciado
del teorema vamos a considerar una version local de la norma definida

en (2.8) pero en un espacios con medida dw = wdp y que denotamos

1l = (3> 0+ 1/w(B) / o1 1/ N wip < 1},

para toda bola B.

Teorema 2.35. Sea (X,d, i) un espacio de tipo homogéneo. Sean n
una funcion de Young submultipicativa y w un peso. Entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes

(2.36) w € By

(2.37) w satisface una propiedad de duplicacion y existe una constante
positiva C' tal que si (5 es la funcion de Young complementaria de la

funcion de Young ¢ la siguiente desigualdad

(2.39) 4

w

¢;,w,B B w B)
se verifica para toda bola B C X .
(2.39) we Bg

Demostracion:

Para probar el teorema seguiremos el siguiente esquema
(2.36)=(2.37)=(2.39)=(2.36)

Probemos que (2.36) implica (2.37).

Supongamos que w € By. Veamos que w duplica. Para ello tomamos
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una bola B = B(zp,r) y la funcién f = xp, entonces M f(z) > A™!
sobre B* = B(xp,2Kr) siendo K y A las constantes en (1.1) y (1.2)

respectivamente. En efecto,

1 _wBENB)
MI) > s [ ko) = B a0

Luego aplicando que w € B, se tiene

w(B) < wiz € X : Mf(z) 2 A7} < $(CAw(B)

y por lo tanto w duplica.
Notemos que para probar la desigualdad (2.38) , basta ver que existe

C tal que

(2.40) IX (#ﬁf}“) w(@)du(z) < w(B)

para cada bola B.
Supongamos en primer lugar que 1/w es acotada. Sea g la funcién del
lema 1.20. Para cada bola B existe un s > 0 (que depende de B) tal

que

(2.41) /B g (Swl(x)) du(z) = sw(B).

Esto es inmediato a partir del hecho que la funcién

i) =5 [0 (ﬁ)) du(),

es continua sobre (0,00) y que i(s) — 0 cuando s — oo e i(s) — oo

cuando s — 0.
Ademés de la desigualdad (1.22) tenemos que tg(t) > 2¢(t/2) y, en

consecuencia, usando (2.41), resulta

2 [ 6 (5o ) su@ante) < [ o( i) dutw
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y por lo tanto,

(2.42) [ (#()) w(@)du(z) < w(B).

Por otra parte, de la desigualdad (1.21), sabemos que ¢(g(t)) < tg(t).
Luego de (2.41) obtenemos

[ (o)) vt < 3 [ o) dute)

(2.43) = w(B)

Mf(z) = ﬁ/39<#(y)) du(y)

= S

sobre la bola B. Asi, como w € By con constante C, se verifica que

w(B) < w{J:EX:Mf(a:)ZS;U((BB))}

(2.44) < [0 (cg (Swl(z)) ’;ffg)) w(z)du(z).
Entonces de (2.44) y (2.43) tenemos que

[ ) = () )

Luego es claro que 1 < Cu(B)/sw(B), o sea Cu(B)/w(B) > s. En-
tonces, tomando A\ = 2Cu(B)/w(B) de (2.43) resulta

[ (5om) vinte) < [ 65t ) wtinte)

< w(B)

y (2.42) queda probada.
Supongamos ahora que 1/w no acotado. Como w € By, por lema 2.34

se tiene que w + € € B, y para cada € > 0 la funcién 1/(w + €) es
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acotada. Luego el resultado anterior es valido con w + € en lugar de w,

es decir

~ 1
[i(smmrs) @@+ adt) < w=+o(s)
= w(B)+eu(B)

con A\ = Cu(B)/(w(B)+en(B)) (notar que la constante C' es la misma
para todo €). Ahora bien, haciendo ¢ — 0 el lema de Fatou permite

obtener

[ (5o ) w@dnta) < wie)

que es (2.40) como se queria probar.

Veamos (2.37) implica (2.39). Para ello, dada f y una bola B, conside-
remos ¢ un nimero positivo tal que [, n(|f(z)|/t)du(x) > p(B). Luego,
dividiendo ambos miembros de la desigualdad por w(B), aplicando la
version generalizada (1.19) de la desigualdad de Holder y la hipdtesis

se tiene que

w(B) 1 If(x)]\ 1
5B < awm <T) w(z) D)

A

< [l ()
w (57w7B t ¢,w,B
MB)n<MD
N U)(B) t ¢,w,B ’
de donde concluimos que
1< ||Cn <m) ‘
t ¢,w,B

0, equivalentemente por la convexidad de 7

21 [ o(n () )uwante) > wim)
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Ahora consideremos un subconjunto acotado Ey de {z : M, f(z) > A}.
Por ser M,, menor o igual que una constante veces la maximal centrada
M, se cumple

By C{zx € X : M,f(z) > \/C}.

Asidado x € E) existe una bola B(z,r(x)) tal que || f|l,.B@ar@) > A/C.
Aplicando el lema 2.14 existe una sucesién {z;};ey C E) tal que las
bolas B(x;,r(x;)) son disjuntas y verifican
(2.46) By | Blai, 4K r(xy)).

i=1
Luego, dado que w define una medida doblante, de la desigualdad (2.45)

se tiene que
w(Ey) < ZW(B(%AKT(%)))

< ZC’@U(B(%,T(%)))
< Z/B Cgbon(C@))(m)dﬂ(x)

< [oon(c ) o)

donde la ultima desigualdad se obtiene a partir de que ¢on es convexa.
Tomando el supremo sobre todos los subconjuntos acotados se obtiene,
recordando la definicién 2.32 que w € BZ como se queria probar.
Para completar la demostraciéon vamos a ver que si w estd en BZ tam-
bién lo estd en B,. Para ello definimos el operador

_ (1
(2.47) My f(x) = supn~ | ——== [ 0(lf(y))duly) |

zeB ,u( ) B

Como 7 es submultiplicativa, es facil ver que

(2.48) Mnf(x) < M, f(z)
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En efecto, por definicién de || f||,, 5 y las hipdtesis en 1 se tiene que

I (uf’ﬂB)d“

A
W(B) / Ty

Luego n(|| fl5.8) > ﬁB) Jzn(|f])dp. Como 7 es no decreciente se tiene

1l = 77" (ﬁ / n(!fl)du) ,

de donde (2.48) es inmediato.

Ahora bien a partir de (2.48) y de que w € B se tiene

w{r € X : M,f(z) >} < wi{zreX:M,f(z)>A\}

/¢ < &yﬂ)w(y)du(y)-

Por otra parte, de la definicién de MT7 resulta
w{z € X : M, f(z) > \} = w{z € X : M(n(|f(x)])) > n(N)},
que, sustituida en la desigualdad anterior, lleva a

wfo € X 1) > a0} < [ oo (D) wiani

para todo A positivo. Tomando A = 1 y suponiendo, sin pérdida de

generalidad que n(\) = 1 se tiene

wi{z € X : M(n(|f(z)])) > 1} < /X S(CIF))w(y)duy).

Para s > 0 definimos g = sno |f]. Recordando que n es submultiplica-

tiva, se tiene que

w{r e X : M(g/s)(x) > 1} < /

X

o (20 winto)

con lo cual obtenemos que w € By. Luego el teorema queda probado.(0J)



CAPITULO 3

Desigualdades modulares y los operadores

maximales generalizados.

En este capitulo vamos a estudiar acotaciones modulares y en norma
con un peso para los operadores maximales M, desde los espacios de
Orlicz L?(X,w) en L¥(X,w), en el contexto de los espacios de tipo
homogéneo. Los resultados obtenidos generalizan el obtenido por Car-
los Pérez [P] en R™ para el caso ¢(t) = ¥(t) = t*. En una segunda
instancia veremos una relacion entre la clase de pesos A; con desigual-
dades modulares para M, que involucra una condicién de tipo Dini.
Este resultado extiende el obtenido por Hiro Kita [K2| para el caso de

iteraciones del operador maximal de Hardy-Littlewood en el contexto

de R".

Desigualdades modulares y en norma con pesos para M,

Previo al enunciado de los teoremas presentamos algunas definiciones
y propiedades de las funciones relacionadas con los espacios de Orlicz

que vamos a considerar.

Definicién 3.1. Sean a y b funciones positivas y continuas definidas
sobre [0,00) ambas nulas en cero. Supongamos ademds que b es no

decreciente y b(s) — oo cuando s — oco. Para ¢ no negativo definimos

(3.2) 6(t) = /0 a(s)ds
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y

(3.3) @Z)(t):/o b(s)ds.

A partir de las propiedades de la funcién b se puede ver que 1) es una
funciéon de Young, aunque ¢ no necesariamente lo es. Ademas es facil
ver que

(3.4) %b (%) < @ < b(t).

Estamos ahora en condiciones de enunciar el siguiente teorema que
relaciona las estimaciones modulares y en norma Orlicz con y sin peso

para el operador maximal generalizado con una condicion de tipo Dini.

Teorema 3.5. Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo con medida
infinita y que contiene al menos un punto x tal que u({x}) = 0. Sean a,
b, ¢ y ¥ como en la definicion 3.1 yn una funcion de Young doblante.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(3.6) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

/0 ! @n' (2) ds < CH(CH)

es cierta para todo t positivo.

(3.7) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

/Xczﬁ(Mnf(fv))w(x)du(fv) SC/Xl/J(C!f(fU)I)Mw(fv)du(fv)

es cierta para toda f positiva y cada peso w.

(3.8) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1My fllgaw < ClLf [l prw

es cierta para toda f positiva y cada peso w.
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(3.9) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

/X O(M, [(2))du(x) < C /X H(C1 ()] dp()

es cierta para toda f positiva.

(3.10) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

ool

Mf(x) )
My (= (u(x)))

w(z)dpu(z) < C /X@/’ (Cm

/(@) ) Muw(x)dp(x)

es cierta para toda f positiva y todos los pesos w y u.

(3.11) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1My flls < Cli fll

es cierta para toda f positiva.

Demostracion

Esto se realizara de acuerdo al siguiente esquema
(1) (3.6)=(3.7)=(3.8)=(3.9)=(3.6)
(i7) (3.7)=(3.10)=(3.6)
(171) (3.9)=(3.11)=(3.6)
(i) Veamos que (3.6) implica (3.7). Para probar (3.7) basta considerar

f e L¥(X, Mw). Aplicando el corolario 2.18, realizando un cambio de

variable e intercambiando el orden de integraciéon obtenemos

A

¢

IA

IN

(%Mnf(x)) w(x)dp(x) = /000 ¢ Nw{x € X : M, f(x) > 2X}dA

c/oc"”a@)/:Mw{xeX: |f<;>|

C/Oooa(x)/jon{xeX;yf(x)| >u}n’<)\

C/Ome{xeX:|f(x)]>u}/02u

> s} 7' (s)dsd\

a

()\A) »

(%) d\du.
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Finalmente por (3.6) y dado que b(t) = ¢'(t), se tiene

[ o (55@) wiinte) < ¢ [T arotee x5 >

IN

c /X (O () ) Muw(z)dp(x)

de donde se sigue (3.7).
A continuacién veremos que (3.7) implica (3.8), para lo cual basta

sustituir en la hipétesis f por f/C|| flly.aw y ast

[ o (o0, (i) wtorduta) < € [ o (L) aroydnca)

Como f € L¥(X, Mw) y v es convexa, resulta

[0 (3 (G ) ) wtedute) <1

de donde, por definicién de ||.||4.w, se tiene

| My fllg0 < CNf a1,

que es (3.8).
Probemos (3.8) implica (3.9). Para ello, dada f una funcién positiva,

tomemos @ = 1/( [, ¥(C|f(z)|)du(x)). Es claro que

/X H(C)f (@) )adu(z) =1,

y por lo tanto que || f|ly.o = 1/C, por definicién de norma 1 con peso
w = «. Asi la desigualdad en norma de la hipdtesis, dado que la cons-
tante es independiente del peso y de f se puede reescribir para este

peso como
/X o(M, f(x))adu(z) < 1,

de donde, a partir de la definicién de «, se tiene

/X o(M, f(2))du(z) < C /X G(C1 (@) dpa(z)



29

que es (3.9).
Finalmente para completar (i), probemos que (3.9) implica (3.6). Por

hipdtesis se tiene

C/Xiﬁ(0|f($)|)d/~t($) > /X¢(Mn(f(l’)))dﬂ(x)
- /OOO a(Npfe € X : M, f(z) > A}dA.

De la desigualdad débil inversa para M, establecida en el lema 2.27 se

sigue que

/ H(C1f @) )du(z / a(\) /{zew oy M@

Ahora bien, sean \, > 0 y B, una bola fija cualquiera. Sea f = \,xp,.
En ambos extremos de la desigualdad anterior sustituimos f y llegamos

a

cvenz) = [ a0 (%) u(B)A

e /AD ( )Aou<Bo>dA,

habiéndose aplicado en esta tultima que 1/'(t) ~ n(t)/t .

Finalmente como ¢ (t)/t < b(t) se tiene

M

> C/AO ( >d>\

para todo A\, > 0 de donde se sigue claramente (3.6).

Ccb(Cr,) > C

(#7) Veamos que (3.7) implica (3.10). La demostracién es una adaptacién
de la realizada por C. Pérez y R. Wheeden para el resultado andlogo

en el caso ¢(t) = () = t? (teorema 5.1 de [PW]). Notemos que la
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desigualdad en (3.10) es equivalente a

(3.12)
/ 5 (M(f(:v) v Hu(z)))
X My(¥~ (u(x)))

para todas las funciones no negativas f, u y w. Veamos que vale (3.12).

) wle)du(a) < C [ 6(CI@) M)

Por un lado se tiene que

(3.13) M(fg)(x) < My(f)(x) Mz(g)(z) v e X

En efecto, a partir de la desigualdad de Hélder generalizada, (1.19)

resulta

1
- < _
B / Foldn < 11 lnsllgllas

y tomando el supremo sobre todas las bolas B obtenemos (3.13).
Por otro, con g = ¢~ ou en (3.13) y la hipdtesis (3.7), resulta
/ s <M(f(fﬂ) Y (u(z))

x o\ Mp(¥~Hu(z)))
que es (3.12).

) wle)dula) < € [ HCU@DIuEduto)

Finalmente probemos que (3.10) implica (3.6).

Esta demostracion se basa en la realizada por G. Pradolini y O. Salinas
en el teorema 1.4 de [PS] para el caso ¢(t) = 1(t) = t*. Tomando en
(3.10) w =1 se tiene

1) [ o <Mﬁ<ﬁg)<x>») e <€ [ o (G50 ) o)

Ahora bien, parat > 0, 2 € X y R > 0 definimos las funciones f = typ,
y u = 1(xp,) donde B, = B(z, R). Asi para la u dada

_ 1
(3.15) M;( " u)(x) = sup :
zeB 5—1 < /"‘(B) )
T \uBNB)

En efecto, por definicion

-1 s X 1 ~7 -1
[ty = E{A > 02— /B (0 () /N dp(x) < 1.
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Luego, en particular para la u considerada

) 70 e ) = 2 [ a0 <1
de donde se obtiene A > (771 (u(B)(u(B () B,))™')) ! y asf resulta
1
1™l = P
i ()

y (3.15) es claro.

Se puede demostrar ademds que para z € X tal que d(z,z) > VR
con v > 0 exiten constantes D y D tales que verifican la siguiente
desigualdad

(3.16)

1) (x L
DB, ) = M) S e am ))

En efecto, en primer lugar B, estd contenida en B(z,Cd(z,z)) para

alguna constante C, pues si y € B,, entonces

d(z,y)

IN

K(d(z,z)+d(z,y))

IN

K(d(z,z) + R)

d
K (i 48
(

)

1

S
)

IN

)

I
=

T,z
) +

g

+— ) d(z, 2)

) e

Ahora estimemos el cociente en (3.15) para la bola B = B(z, Cd(x, z)),
p(B(x,Cd(z,2))) Bz, Cd(z,2)))

u(B(z, Cd(x, 2)) () Bo) (o)

Q

d(z,z

donde la tdltima desigualdad se obtiene por ser  una medida doblante

y D es una constante que depende de pu(B,). Luego de esto, (3.15) y
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por ser 77! no decreciente tenemos
1
1 (Du(B(z, d(z, 2))))

Por otro lado para toda bola B que interseca a B, se tiene

< M(y~ u)(x)

u(B) pu(B) 1 1
> = - < - :
BN Bo) — u(Bo) i (hEh=) — (4%

En particular para B = B(x,d(z, z)) resulta
1 < 1
T () i (Du(Bx, d(x, 2))))

siendo D = 1/u(B,).

Asi, se completa la demostracién de (3.16). Con similar razonamiento,
para d(z, z) > vR, se puede probar la siguiente equivalencia

t
u(B(z,d(z, 2)))
Ahora bien, como u(X) = oo podemos elegir o > 1 tal que u(B(z, ayR)) >
w(B(z,vR)). Luego definimos el conjunto 2 = {z € X : u(B(z,d(z,2))) >

(3.17) Mf(x) =

w(B(z,ayR))}. Entonces resulta cierta la siguiente contencién
QCFE={re X dzz) >R}
En efecto
reQ = u(B(zd(z 1) = W(B(z,ayR))
= w(B(z,d(z,x))) > u(B(z,7R)) = d(z,x) > YR
= rvek

Aplicando las estimaciones (3.16) y (3.17) en (3.14) tenemos

cocons) = [ o(5

AV
S~
<=
N
=
ey
i
=
8
X
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i (Du(Bz.d(x, 2))
. /¢< W(B(=. d(z. 2)) )d“(”

Sea R, = u(B(z,avR)), ademds con « suficientemente grande, como
para que R, > u({z})/(2A%). Entonces dado que 771(¢) > t/(n~'(t))
(ver (1.13)), a partir del lema 1.10 y renombrando a By = B(z,d(x, z))

[e.e]

ti7~(Dp(Ba))
Cw(CaMBO) = Z/C I Ro<p(Bq)<CITR, ¢ (W) d,u(x)

j=0

'M8

5 (W—CJR)> u(Bs(z, C7*'R,) — By(z, CIR,))

+1
- Ci'R,

J

) (O f? - ) C1R,C?
T\ O (DCORO)
bcit Z?D B
02 Z/C iR, (Con_1(§)> ds
o tD
C — | ds
2/f)R0¢(0077 ()) ’

o tD tD
ds
c /DRO ¢ <Co771(3)2> 007771(5)2 >

W

v

v

v

donde, en la tltima desigualdad hemos aplicado que ¢(t) > (t/2)a(t/2)
3.4)). Ahora, tomando s = £D/C,n~(5)2 se tiene

sCo B a(s) ,{ tD \ tD
B >
Cu(CHuBo) = 02/0 s ! (2005’) 20,

LLamando t = 7= se sigue

cu ngBo) >0 [T Wy ()
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Denotando A = 1/(2n~'(DR,)), tenemos por un lado, que cuando
A > 1 el extremo superior de integracion es tA > t y de la desigualdad

anterior resulta
Cp(Ct2e 2t t
MM(BO) > 02/ @77’ (_> ds.
t 0o S s

Luego, aplicando v (t)/t < b(t) por (3.4), con una constante C' adecuada

/O ) @n’ (2) ds < Ch(Ct)

Por otro lado si A < 1, tomando 7 = tA/2, de (3.18) se tiene

tenemos

que es (3.6).

Ay(CriG)

AD

T a(s) 27
> kS ekl
27 WBo) = 62/0 s <As> ds

Aplicando que 7/(t) ~ n(t)/t y que n es convexa y submultiplicativa

tenemos que

1(5)=2 8 8o )

De esto y aplicando v (t)/t < b(t) de (3.4) la desigualdad anterior lleva
a (3.6) que es lo que queriamos probar.

(17i) Para demostrar (3.9) implica (3.11), basta tomar en la hipétesis
(3.9) f = f/C||fll- Finalmente para cerrar esta cadena probaremos
que (3.11) implica (3.6).

Para ello, sean =, € X, tal que pu({z,}) =0y r > 0. Asociada ar y x,

definimos la funcion:

(3.19) fr(w) = mXB(xO,T) (z)
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Veamos que para f,con 0 <7 <1y 0<\<1/u(B(x,,r)) es cierta la

siguiente estimacion

(3.20) p({x € X : My, f,(x) > \}) > u(B(z,,7)) 1 (m)

Para ello probaremos antes que para A en el rango mencionado vale
(3.21) B(zy,r) C{z € X :n(f(z)/N) > 1}.

En efecto, por definicién de f,. se tiene que si y € B(x,,7) y A es como
dijimos mas arriba luego n(f,/A) = n(1/(u(B(z,,7))A) > 1. Asi (3.21)
es inmediata. Aplicando esto y el lema 2.27 de la desigualdad débil

inversa para M, tenemos que

u{r e X+ M, fila)>A})

- /{””GX:W(@"))>1}77 <M) dpl)

- /B@o,r)" (ﬁ) 4lz)

— 1 () M)

y (3.20) queda probado.

Por otra parte tenemos

1
p(B(zo,m))p~" (MB(iom)))

(3.22) [ frlle =

pues, a partir de la definicién de norma en LY(X) resulta

Jor(B)ior = [, (a0

= ¢ (puiry ) M),
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Luego la expresion anterior es menor o igual que 1 para
1
W(B(z0,1) 0 (i)

de donde se sigue (3.22).

t>

Ahora estamos en condiciones de probar (3.6) a partir de (3.11). Para
ello notemos que la desigualdad en normas sin peso en (3.11) se puede

escribir en la forma

M),
vz [o(ei) e
_ /0 a(WNp({x € X - Myfo(z) > AC1| follu DA

Cambiando variables y denotando B, = B(x,,r), (3.20) lleva a

0 A dA\
C - : - A) —
b= / a<01||fr||w>u({x€X Mlr@) > A ETET

mem) A 1 d\
C [ B, .
/o “ (ol|rfr|r¢) p(Br)n (AMBTQ AR

Dado que 7/'(t) ~ n(t)/t, otro cambio de variable lleva a

C/m ( A )1 ,( 1 > d\
al = ) 3"
0 CIHfTHdJ A 2/\/1(37,) CIHfr”d)

O/(B)lew a(\) ( 1 ) dA
0 A 2>‘,U(Br)cl||fr||¢ Cl”ferJ

Seat = 1/2u(B,)C1]| f+]|y, aplicando (3.22) se tiene t = ¥~ ((u(B,)) 1) /2C;.

v

—
Y

Entonces de la desigualdad anterior se sigue

a()) (t) Ch 1
—)dx < — .
/0 XX - C M(Br)lb*l(“(}gr))

A partir de la definicién de t se tiene ¥ '(1/u(B,)) = 2tC; o bien
1/u(B,) = ¥(2tCy). Sustituyendo en la tltima desigualdad y aplicando
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que ¥ (t)/t < b(t), resulta

2
/ a(d) n t d\ < G y(2tC)
0o A A C 2C

< CH(Ct)

para todo t > 0, pues 1/u(B,) — oo cuando r — 0 obteniéndose (3.5)
y el teorema queda probado. (0)

Observacién 3.23. Cuando a(t) = b(t) = pt?~! con p > 1, el teorema
anterior fue demostrado en el contexto de los espacios euclideos por C.
Pérez en [P]. La extensién a los espacios de tipo homogéneo para las
mismas funciones a y b fue obtenida por C. Pérez y R. Wheeden en
[PW] pero bajo la suposicién de que cada anillo en el espacio fuera no
vacio (lo cual implica que el espacio es de medida infinita y sin 4tomos).
G. Pradolini y O. Salinas en [PS] (Teorema 1.4) eliminan la condicién
sobre los anillos y muestran que el resultado es valido en cualquier

espacio de tipo homogéneo con medida infinita.

Observacién 3.24. Notar que, por un lado las equivalencias estable-
cidas en las cadenas de implicaciones (i) y (ii) en la demostracién del
teorema 3.5 tienen validez general, esto es para cualquier espacio de
medida infinita. Dada esta libertad si eligimos uno que contenga al
menos un punto de medida cero se pueden extender las equivalencias
con la desigualdad en norma sin peso como se realizé en (iii). Cabe
mencionar ademas, que las implicaciones probadas en sentido creciente
tienen validez tanto en espacios de medida finita como infinita, sin

necesidad de la condicién sobre la existencia de un punto no atémico.

A continuacién veremos qué resultados de los obtenidos para el caso de

espacios de medida infinita siguen siendo vélidos en espacios de medida
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finita. En primer lugar cuando estamos en un espacio con medida finita
y puramente atémico (u({z}) # 0,Vz € X), la condicién de Dini deja
de ser equivalente a la modular sin peso. Esto se puede ver con el
siguiente ejemplo: si consideramos X = {0, 1} con pu({0}) = p({1}) =1
y la métrica euclidea, se puede probar para n(t) = ¢(t) = 1 (t) = t* que
se cumple una desigualdad de tipo modular pero la condicién de Dini,
no se verifica. En efecto, por un lado sea |f| < oo sobre X entonces
la desigualdad modular se verifica trivialmente. Pero para ¢, ¢ y n
consideradas, la condiciéon de Dini no se cumple desde el momento en
que f02t Lds no converge.

Sin embargo para el caso en que el espacio no sea puramente atémico

se tiene la siguiente version del teorema 3.5.

Teorema 3.25. En las hipotesis del teorema 3.5 pero en un espacio
de tipo homogéneo (X,d, ) con p(X) < oo, las afirmaciones (3.6) a

(3.9) son equivalentes.

Demostracion:
Para probar las equivalencias basta cerrar la primer cadena (i) de im-
plicaciones planteadas en la demostracién del teorema 3.5 ya que su

validez no depende de la medida del espacio, veamos entonces que

(i") (3.9)= (3.6)

Sean A\, > 0, M > 0, x, un punto de X con medida cero y la bola
B, = B(x,, M). Definimos f = A, xp,, entonces por definicién de norma

se tiene que || f|l,.x = Ao/n~ (11(X)/1(B,)). Asi por hipGtesis
C/Xw(CIf(I)l)du(x) > /Xeﬁ(Mn(f(x)))du(I)

_ /OOO o\l € X : M, f(x) > A},
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Aplicando la desigualdad débil inversa establecida en 2.27 para M,

con A > || fll,,x (recordemos que ;(X) < 0o) se tiene que

Ao

c /X WOl (@) )dulz) > /”

a()) / 01 @)/ \)dpu()dA
flln,x {zem(|f(z)|/N)>1}

En ambos extremos con la f considerada se llega a

Ao )\0
co@onB) = [ atg (7) (B,)dA
=T ((X) 71(Bo))
[ a() A
> I 22 ) N u(B)dA
>oft () s

7~ 1(u(X)/1(Bo))

habiéndose aplicado en esta tltima que 1/(t) ~ n(t)/t .
Ahora aplicando que 9 (t)/t < b(t) se tiene

A,
Co(Ch,) > C’I/}(A )
A
0 a(A) , (o
> —n' | = ) dA
= . PR ( \
7~ 1 (u(X)/n(Bo))
y como m tiende a cero cuando el radio de B, tiende a cero,
se obtiene

Ch(CA) > /O v @n’ (%) dA

para todo A\, > 0, que es (3.6) y el teorema queda probado. ()

Observacién 3.26. En espacios de Orlicz y para subconjuntos aco-
tados de R™, E. Harboure, O. Salinas y B. Viviani probaron para el
caso n(t) =t en [HSV] que la acotacién en norma sin pesos (3.11) es
equivalente a una condicién de Dini ligeramente diferente, siendo ésta,

flt a(s)/sds < Cb(Ct) y a una modular que difiere en una constante.
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Desigualdades modulares y la clase A;

A continuacién analizaremos relaciones entre desigualdades modulares
con peso para la maximal generalizada en el contexto de los espacio de
tipo homogéneo y los pesos de clase A;. Los resultados de la seccién
anterior nos permitiran probar que la clase de pesos A; es la intersec-
cion de todas las clases de pesos que permiten la realizacién de una
desigualdad modular para M, cuando el par (¢,) y la n satisfacen

una condicion de tipo Dini.

Teorema 3.27. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo con me-
dida infinita. Sean a, b, ¢ y Y como en 3.1 , n una funcion de Young
submultiplicativa y w un peso. St w € Ay entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes

(3.28) Euiste una constante positiva C' tal que la desigualdad

/0 ) @n' (2) ds < Cb(Ct)

es cierta para todo t positivo .

(3.29) Euiste una constante positiva C' tal que la desigualdad

/X O(M, f(2))w(x)dpu(z) < C /X GO (@) ) dp(z)

es cierta para toda f positiva y cada peso w .

Demostracion:

La prueba de 3.27 es inmediata pues es claramente una consecuencia
del teorema 3.5 donde se probé la equivalencia entre la condicion de
Dini con una desigualdad de tipo modular para M, con peso Mw en
su segundo miembro, en particular como w € A; se tiene que Mw = w

de donde resulta la validez de 3.27. (0J)
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Observacién 3.30. El teorema 3.27 introduce una extension a los
espacios de tipo homogéneo de un resultado probado por H. Kita en
el contexto euclideo en [K2] y para la maximal iterada definida por
M f(x) = M(M*=1f)(z), donde k > 1. Alli se prueba que si w € A,
entonces (3.28) con n(t) definida por n;,(t) = t(1+log™t)*~1 implica la
desigualdad (3.29) para M*. Sabemos que este operador es equivalente
al operador maximal M,, asociado a la funcién de Young n; como se
puede ver, por ejemplo, en [DLZ] en espacios euclideanos y en [CS],
[PW] o [BHP] en espacios de tipo homogéneo. Es importante destacar
que H. Kita en [K1] para probar que (3.28) es también una condicién
necesaria para (3.29) impone a w su pertenencia, ademds de ser A;, a
la clase Al_, esto significa que exista una constante positiva C' tal que
1

2B szw > C'sup,.pw para toda bola B. Nuestro resultado prueba

que dicha suposicion puede ser eliminada.

A continuacién veremos que un cierto reciproco del teorema anterior

también es valido.

Teorema 3.31. Si la condicion (3.28) implica (3.29) para cada funcion
positiva, continua a, b, ¢ y 1 como en el teorema 3.27 yn una funcion

de Young submultiplicativa entonces w € Ajy.

Observacion 3.32. Este teorema fue probado en el contexto de los
espacios euclideos para la maximal cldsica de Hardy-Littlewood (esto

es n(t) =t) por H. Kita en [K2].

Observacién 3.33. Notar que este teorema y su reciproco son validos

tanto en espacios X de medida finita como infinita.

Demostracion de 3.31: La prueba que presentamos es una adaptaciéon

de la realizada por H.Kita en [K2| para R™. Para ello supondremos que
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w ¢ A y esto llevard a una contradiccién.
Siw ¢ Ay, por la definicion de la clase A; (ver(2.5)) existe una sucesién

de bolas {B,;n > 1} tales que

p({z € By : 1:((5:; > 22p(x)}) > 0

para cadan > 1. Sea

— . w(By) 20 (1
G, =A{ EBn.M<Bn)>2 (x)}.

Ahora definimos

(3.34) Gn = Max1<p<n(
para n > 1. Asi se tiene

I<g1<9<...<9<gns1---
Sea b : [0, 00) — [0, 00) una funcién tal que

(u) = 2g1y/u para 0 < u < 1,
(2n1) > g, paran=2,3,...,

oSt SN

L.
2.
3. b, estrictamente creciente, suave con lim, ., b(u) = oo y

4. 0 < b'(u) < oo, para todo u > 0.

Con una funcion asi definimos

para t > 0 y resulta que ¥ es una funcién de Young. En efecto:

1. 4(0) = 0;
2. limy_e0 ¥(t) = 00
3. ¥ es no decreciente pues ¢/ (t) = b(t) > 0;

4. 1 es continua,
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5. 1) es convexa, pues ¢¥(t) = V(t) > 0, para todo t > 0 por
condicién 4. de b

6. 9(t)/t — co cuando t — oo por condicién 4. de la construccién

de b.

Ademaés cumple

(3.35) B(2") > w(Bn)

para todo n > 1. En efecto, por las condicién 2. y 3. de b y por (3.34)

tenemos que

g

-
D(2") > /2"1 b(u)du > b(2" 2" > (2" ) > g, > w<§"§

(
para todo n > 1. Ahora consideremos b(s) la inversa de b(u). Es in-

mediato de la condicién 1. de b, que

s
ble) = (291)

para 0 < 5 < 2¢;.

Por otro lado

(3.36) lim ¥'(s) = lim 25 =0
s—0+ s—0t (2g71)?

y por condicién 4. de b se tiene

(3.37) 0<b(s) <o

para todo s > 0.
A partir de b definimos 9 (t) = fot b(s)ds para todo t > 0. Asi 1 resulta

una funcion de Young. En efecto, pues

1 6(0) =0,
2. limy_ o ¥(t) = 0,
3. 1 no-decreciente, pues ¢'(t) = b(t) > 0, por definicién de ¢
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4. 1) es convexa pues " (t) = '(s) > 0, por (3.37)
5. ¢(t)/t — oo cuando t — 0.

Con la misma b definimos

(3.38) a(s) = (bon)'(s)/n(1/s)
para todo s > 0y a(0) = 0. Notar que por (3.38) se tiene que

2n(s)
a(s) = ——~
29in(1/s)
para s proximo a cero. Por lo tanto a(s) — 0 cuando s — 0. Tam-
bién tenemos, 0 < a(s) < oo (de (3.37)) y a(s) continua sobre [0, c0).

Definimos a partir de a,

para todo t > 0.
Aplicando que n(t)/t ~ n'(t) y que n submultiplicativa se tiene para

todo ¢t > 0
t
0 S s

IN

C/o a(s)%n(z)ds

S

IA

c / a(s) n(t)n()ds

IA

il (1) / (bon) (s)ds.

Luego es claro que

/ot o (t) ds = C(bon)(t)y'(t)
< Clon().

Pero la estimacion anterior es la hipétesis (3.28), asociada al par

(¢, on) por lo tanto vale

339) [ oM u@inte) < [ w(@) w(z)du(z)
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para todo A > 0.

Por otro lado

[ o(535@) v aute)

1
> /{ e (XMnf(fv)> w(e)du(z)
> p(u({e € X : Myf(z) > A})

Luego, de (3.38), con C' = maz{1,C/¢(1)} y usando el hecho que ) on

es convexa se tiene

C 1
ulle e X M@ > N) < oo [ won (31w ) wle)duta

< [von(coilnl) vt

para todo A > 0. Asi hemos probado la desigualdad
1
u(le € X0, f0) > A < [ won(C117@)) wlokiuto)
X

Entonces, por definicién 2.32, w € BZ . Mas aun por la caracterizacion
de dicha clase dada en (2.38) existe una constante positiva ¢, tal que
la funcién de Young complementaria ¢ satisface
- (eow(By,) 1
sao) [ w(a)dp(z) < w(B,)
.\ (Ba) w(z)

para toda bola B,,. Sin embargo para n > 0 lo suficientemente grande

como para que 1/2" < g,, se tiene, por ser 1) creciente, por definicién

de G, y por (3.35), que

[ () vt 2 [0 (5g g ) wedn

v
EI C}\
S
S
NG
=4
=
U
=
E
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> w(B,)

lo que contradice (3.40). En consecuencia w € A; y el teorema queda

demostrado. (O)



Conclusiones

Los resultados fundamentales para los operdores maximales generaliza-
dos -en espacios de tipo homogéneo- que obtuvimos en este trabajo se
exponen a modo de resumen en los siguientes cuatro teoremas, los dos
primeros involucran estimaciones modulares y en norma con y sin peso
y una condiciéon de tipo Dini y los otros dos permiten una caracteri-

zacién para la clase de pesos A;.

Teorema 3.41. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo con medida
infinita y que contiene al menos un punto x tal que u({x}) = 0. Sean a,
b, ¢ y ¥ como en la definicion 3.1 yn una funcion de Young doblante.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(3.42) (Condicién de Dini) Existe una constante positiva C' tal que la

/0 ! @n’ (2) ds < Cb(Ct)

es cierta para todo t positivo.

desigualdad

(3.43) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

L¢(Mnf(x))w($)du($) SC/Xw(C!f(m)I)Mw(iv)du(r)

es cierta para toda f positiva y cada peso w.

(3.44) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1My fllgaw < ClLf [l prw

es cierta para toda f positiva y cada peso w.

47



48

(3.45) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

/X o(M, f(2))du(z) < C /X H(C1 ()] dp()

es cierta para toda f positiva.

(3.46) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

X <Mﬁ<ﬁgzx>») wwinte) < [ v (el ) e

es cierta para toda f positiva y todos los pesos w y u.

(3.47) Existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1My flls < Cllfll

es cierta para toda f positiva.

Teorema 3.48. En las hipotesis del teorema 3.41 pero en un espacio
de tipo homogéneo (X,d, p) con u(X) < oo, las afirmaciones (3.42) a

(3.45) son equivalentes.

Teorema 3.49. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo con medida
infinita. Sean a, b, ¢, ¥ y n como en 3.1. Si w € Ay entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(3.50) Eziste una constante positiva C' tal que la desigualdad

/O ) @n' (2) ds < CH(CH)

es cierta para todo t positivo .

(3.51) Eziste una constante positiva C' tal que la desigualdad

/ch(Mnf(x))w(fC)du(x)SC/XQZJ(C|f($)!)w($)du(SU)

es cierta para toda f positiva y cada peso w .
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Teorema 3.52. Si la condicion (3.50) implica (3.51) para cada funcion
positiva, continua a, b, ¢ y 1 como en el teorema 3.49 y n una funcion

de Young submultiplicativa entonces w € Ajy.

El teorema 3.41 recupera el resultado que C. Pérez y R. Wheeden en
[PW] realizan considerando a(t) = b(t) = pt?~! en el contexto de los
espacios de tipo homogéneo con medida infinita y no atémico. Ademas
hemos aportado una versién para el caso de espacios con medida finita
como se prueba en el teorema 3.48. En cuanto a los teoremas 3.51 y
3.52 constituyen una extension a los espacios de tipo homogéneos y a
la vez una mejora de dos resultados probados por H. Kita en R™ en [K2]
y [K1]. Como cierre, queremos también hacer énfasis en dos aspectos
particulares:

Por un lado, la importancia de estudiar y obtener resultados sobre los
operadores maximales generalizados por las aplicaciones que tienen en
distintos ambitos, por ejemplo en la teoria de conmutadores de inte-
grales singulares.

Por otro lado, poner de relieve la posibilidad que esta tesis genera de
trabajar sobre nuevos problemas de acotaciéon para otros operadores

del analisis arménico.
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