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Resumen

Los métodos de elementos finitos adaptativos (MEFA) para la solución numérica de

ecuaciones en derivadas parciales (PDE) comenzaron en los 70’s y ahora son una her-

ramienta estándar en ciencia e ingenieŕıa. El propósito último de la adaptatividad es el

de reducir el costo computacional mediante la construcción automática de una sucesión

de mallas que debeŕıan, eventualmente, equidistribuir los errores de aproximación, resul-

tando en mallas (casi-)óptimas. Los métodos adaptativos para problemas estacionarios

usualmente consisten en lazos de la forma

RESOLVER → ESTIMAR → MARCAR → REFINAR.

La experiencia sugiere fuertemente que, partiendo de una malla gruesa, una iteración

tal converge, dada cualquier tolerancia de error prescrita, en un número finito de pasos,

y lo hace de una forma óptima, utilizando estimadores del error a posteriori confiables

y eficientes. Lo que se observa en la práctica, es que para una gran clase de problemas

y datos, la soluciones uT y las mallas T obtenidas con métodos adaptativos de la forma

descrita satisfacen

‖u− uT ‖H1 ≤ C(#T )−r/d,

donde u denota la solución exacta, r el grado polinomial del espacio de elementos finitos

sobre la malla T , y d la dimensión del espacio subyacente. Esta es la misma cota del error

que se obtiene con mallas refinadas uniformemente para soluciones suaves (regulares) u ∈

Hr+1, mediante la aplicación de estimaciones de interpolación clásicas (ver [Cia78]). La

velocidad de decaimiento dictada por la desigualdad anterior —que es también observada

en la práctica para las llamadas soluciones singulares pertenecientes a Hα(Ω) para 1 <

α < 2— es usualmente llamada velocidad óptima de decaimiento del error.
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El estudio del orden de convergencia de MEFA para ecuaciones diferenciales se divide

esencialmente en tres etapas claramente diferenciadas fuertemente relacionadas:

1. Demostración de que si la solución exacta de la ecuación diferencial pertenece a la

clase As de funciones que pueden aproximarse (idealmente) con un error de orden

(#T )−s, entonces el algoritmo adaptativo genera una sucesión de mallas {Tk}k y

soluciones discretas {uk}k que satisfacen

‖u− uk‖H1 ≤ C(#Tk)−s.

Resultados de este tipo han sido demostrados en los trabajos [Ste07, CKNS08] y

una descripción más precisa se encuentra en el Caṕıtulo 1.

2. Descripción de las clases As utilizando nociones de regularidad de funciones cono-

cidas: Hölder, Sobolev, Besov, etc., y/o descomposiciones de las funciones en com-

ponentes con diferentes propiedades como las que se obtienen en los resultados de

regularidad de ecuaciones diferenciales.

3. Demostración de resultados de regularidad de soluciones de ecuaciones diferenciales

que indiquen bajo qué hipótesis sobre el dominio, los coeficientes y los datos de la

ecuación, la solución pertenecerá al espacio de regularidad hallado en la segunda

etapa. Resultados de este tipo se han obtenido, por ejemplo, en [Kel92, Dau88] y

son los resultados clásicos de regularidad de ecuaciones diferenciales.

En este trabajo nos enfocamos en la segunda etapa. Más precisamente, presenta-

mos dos familias de funciones, descritas de manera diferente, que están contenidas en

Ar/d. Nuestro objetivo principal de comprender por qué en la práctica se observa siem-

pre el orden óptimo (#T )−
r
d y demostrar de manera rigurosa en qué casos dicho orden

está garantizado. Por ello nos concentramos en el caso s = r
d
.

Después de introducir en el Caṕıtulo 1 los conceptos básicos de los MEFA y una serie

de resultados conocidos, fuertemente relacionados con nuestro trabajo, en el Caṕıtulo 2

presentamos una primera familia de funciones que pueden aproximarse de manera óptima:

es la familia de funciones que pueden escribirse como suma de una función regular más

funciones con singularidades localizadas en puntos. Este resultado está lejos de ser una
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caracterización de la clase de funciones para las que se obtiene dicho decaimiento, pero

muchos teoremas de regularidad de soluciones de ecuaciones diferenciales están expresados

de esta manera (ver [Kel92, Dau88] y referencias), lo que le da gran aplicabilidad.

En el Caṕıtulo 4 —luego de una descripción, en el Caṕıtulo 3, de los espacios de Besov

y de su relación con la velocidad de aproximación polinomial— describimos otra clase

de funciones, en términos de regularidad Besov, para las cuales se obtiene el decaimiento

óptimo del error. Tampoco aqúı se obtiene una caracterización, pero este resultado es

más completo, dado que se demuestra también una especie de resultado rećıproco para

una clase de funciones levemente mayor. Si bien este resultado es más ajustado desde el

punto de vista del Análisis, para su aplicación a ecuaciones diferenciales, debeŕıa com-

plementarse con resultados de regularidad Besov de soluciones diferenciales, que son aún

escasos en comparación con los mencionados en el párrafo anterior.

Los resultados principales de nuestro trabajo se obtienen a través de la construcción de

mallas óptimas, utilizando información sobre la función a aproximar u y de sus derivadas

o normas de Besov locales. Se logra, por lo tanto una aproximación constructiva a una

función conocida, estableciendo el orden de convergencia por aproximación adaptativa,

es decir, la pertenencia a una clase As. En vistas de los resultados de [Ste07, CKNS08]

concluimos que si la solución u de una ecuación eĺıptica pertenece a alguna de las famil-

ias que presentamos, entonces el orden óptimo está garantizado al resolver la ecuación

utilizando métodos de elementos finitos adaptativos.
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2.2. Heuŕıstica de la construcción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3. Algoritmo constructivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4. Propiedades del algoritmo y de las mallas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5. Acotación del Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5.1. Estimación de la Parte Regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5.2. Estimación de la Parte Singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5.3. Demostración del Resultado Principal del Caṕıtulo . . . . . . . . 35
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Caṕıtulo 1

Introducción: Aproximación por

Elementos Finitos Adaptativos

En este caṕıtulo haremos un breve repaso sobre el método de elementos finitos, las

estimaciones a priori, el concepto clásico de aproximación óptima (Lema de Céa), y

el nuevo concepto de optimalidad en aproximación no lineal. Nuestro interés principal

es estudiar velocidades de aproximación medidas en términos del número de grados de

libertad necesarios para representar las aproximantes, que es equivalente al número de

elementos de la malla o triangulación. Un concepto importante que definiremos en la

sección 1.4 es el de clases de aproximación, donde definiremos las clases de funciones que

pueden aproximarse por elementos finitos adaptativos con una cierta velocidad prescripta.

También presentamos los espacios de elementos finitos que consideraremos a lo largo

de toda la tesis, que son los conocidos como Elementos de Lagrange, e introduciremos lo

que se conoce usualmente como bucle adaptativo para problemas eĺıpticos. Para introducir

el método de elementos finitos y presentar algunas propiedades básicas consideraremos

como problema modelo a la ecuación de Poisson, sin que esto quite generalidad a nuestros

resultados, que pertenecen más al área de teoŕıa de aproximación que a la de resolución

numérica de ecuaciones diferenciales.
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2 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS FINITOS ADAPTATIVOS

1.1. Formulación Variacional y Método de Galerkin

Sea Ω un dominio poliedral acotado en Rd (d = 2, 3). Consideremos el problema

modelo:

−∆u = f, en Ω,

u = 0, en ∂Ω,
(1.1)

donde f ∈ L2(Ω).

Dado un conjunto G ⊂ Rd denotamos H1(G) al espacio de Sobolev de funciones en

L2(G) cuyas derivadas débiles de primer orden están en L2(G), con la norma

‖f‖H1(G) =
(
‖f‖2

L2(G) + ‖∇f‖2
L2(G)

) 1
2
. (1.2)

Denotamos además por H1
0 (G) a la clausura de C∞0 (Ω) en H1(Ω), que cuando la

frontera es poligonal (lo que ocurrirá siempre en esta tesis) coincide con el espacio de fun-

ciones en H1(G) con traza nula en la frontera de G. Definimos V := H1
0 (Ω) y denotamos

su norma por ‖·‖V. Una solución débil de (1.1) es una función u satisfaciendo:

u ∈ V : B[u, v] = 〈f, v〉 ∀v ∈ V, (1.3)

donde 〈f, v〉 =
∫

Ω
fv para toda f, v ∈ L2(Ω), y la forma bilineal B[·, ·] se define en V×V

como B[u, v] = 〈∇u,∇v〉.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba fácilmente la continuidad de la forma

bilineal

|B[u, v]| ≤ ‖u‖V ‖v‖V , (1.4)

y utilizando la desigualdad de Poincaré se prueba la coercitividad en V

B[v, v] ≥ cB ‖v‖2
V (1.5)

donde cB no depende de v, sino sólo del dominio Ω.

La existencia y unicidad del problema (1.3) se sigue del teorema de Lax-Milgram, o,

en este caso en que B es simétrica, del teorema de representación de Riesz.

Hemos presentado aqúı el problema de Poisson, pero lo que sigue se aplica a cualquier

problema que pueda escribirse en forma débil como (1.3) con V espacio de Hilbert, B[·, ·]

bilineal acotada y coercitiva, y f ∈ V′, el dual topológico de V.
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Consideremos ahora un subespacio de dimensión N (finita), VN de V. Formulamos el

método de Galerkin restringiendo la ecuación (1.3) a VN

uN ∈ VN : B[u, v] = 〈f, v〉, ∀v ∈ VN . (1.6)

La existencia y unicidad del problema (1.6) también se sigue del teorema de Lax-Milgram

en VN . Además si {φj}Nj=1 es una base de VN , entonces podemos escribir uN(x) =∑N
j=1 Ujφj(x) y (1.6) resulta equivalente al sistema de ecuaciones lineales:

N∑
j=1

UjB[φj, φi] = 〈f, φi〉, 1 ≤ i ≤ N. (1.7)

La matriz (B[φj, φi])
N
j,i=1 es definida positiva y simétrica. La función de error u − uN

satisface la propiedad crucial, usualmente llamada ortogonalidad de Galerkin:

B[u− uN , v] = 0 ∀v ∈ VN . (1.8)

Esta es una propiedad fundamental para el análisis del error y el diseño de métodos de

elementos finitos (adaptativos), la cual no es válida para diferencias finitas.

El próximo lema es un resultado clásico que se utilizará recurrentemente sin men-

cionarse:

Lema 1 (Céa). Sean u y uN las soluciones de (1.3) y (1.6), respectivamente, y cB la

constante de la coercitividad (1.5). Entonces

ı́nf
v∈VN

‖u− v‖V ≤ ‖u− uN‖V ≤
1

cB
ı́nf
v∈VN

‖u− v‖V =:
1

cB
dist(u,VN). (1.9)

Antes de pasar a la sencilla demostración de este resultado, vale la pena interpretarlo.

El mismo dice que la solución uN de (1.6) es una aproximación óptima a u desde VN ,

pues salvo la constante 1/cB, el error entre u y uN está acotado por dist(u,VN). Luego,

si VN es una sucesión de espacios tales que ∪NVN = V, entonces uN → u. Más aún, si

para un ε dado existe v ∈ VN tal que ‖u− v‖V ≤ ε, entonces ‖u− uN‖V ≤
ε
cB

.

Demostración. Es suficiente probar la estimación derecha ya que la otra es trivial. Puesto

que para todo v ∈ VN vale:

cB ‖u− uN‖V ≤ B[u− uN , u− uN ] = B[u− uN , u− v] +B[u− uN , v − uN ] =

= B[u− uN , u− v] ≤ ‖u− uN‖V ‖u− v‖V ,

lo que concluye la demostración.
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Vale la pena mencionar, por último, que este lema nos dice que la solución por el méto-

do de Galerkin es casi la mejor aproximación a u por medio de funciones de VN en la

norma de H1(Ω), pero no provee información cuantitativa del tamaño de ‖u− uT ‖H1(Ω).

Dicha información cuantitativa estará disponible una vez que definamos la clase de espa-

cios VN a utilizar.

1.2. El Método de Elementos Finitos

En esta sección definimos los espacios de elementos finitos que utilizaremos en el resto

de la tesis, y enunciaremos los resultados clásicos de estimación a priori que miden el

error en términos del tamaño máximo de los elementos de la malla.

Llamaremos malla T a una partición de Ω en finitos elementos simpliciales (triángu-

los en dimensión dos o tetraedros en dimensión tres) T de tamaño hT := diam(T ).

Consideraremos como mallas admisibles, a aquellas tales que la intersección de dos T

distintos es siempre una cara, un lado o un vértice de ambos.

Consideremos ahora r ∈ N y el subespacio Vr
T ⊂ V de las funciones continuas en Ω y

polinomiales a trozos, de grado ≤ r, sobre la malla T , es decir

Vr
T = {v ∈ H1

0 (Ω) : v|T ∈ Pr, ∀T ∈ T }.

Cuando esté claro que el coeficiente r está fijo escribiremos VT en lugar de Vr
T . En

este trabajo consideramos sólo elementos finitos de este tipo, que son conocidos como

Elementos Finitos de Lagrange de grado r. Si el grado polinomial es uno entonces la base

estándar de VT que se utiliza se define por sus valores en los vértices, y la base nodal

consiste de las funciones φi ∈ VT tal que φi(xj) = δij, donde δij es la delta de Kronecker

y {xi}NTi=1 son los vértices de la malla. Cuando el grado polinomial es mayor a uno, existen

en cada elemento un número finito de nodos donde están ubicados los grados de libertad

que definen a cada función de VT . Las funciones de la base nodal siguen siendo aquellas

que cumplen φi ∈ VT y φi(xj) = δij, pero esta vez el conjunto {xi}NTi=1 es el conjunto de

nodos de la malla.

El Método de Elementos Finitos (MEF) clásico o conforme es el método de

Galerkin con los subespacios de dimensión finita VT definidos antes, es decir, la solución
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por elementos finitos uT es la única

uT ∈ VT : B[u, v] = 〈f, v〉 ∀v ∈ VT . (1.10)

Es importante notar que las bases utilizadas son locales, es decir, cada función base

está soportada en un entorno del nodo asociado a la misma. Más precisamente, sop(φi) ⊂

∪xi∈TT . Por esto, las matrices que se obtienen son ralas (sparse), lo que resulta conve-

niente para la implementación y resolución numérica del problema.

Dada una malla admisible T , se define la regularidad de la malla por

γ∗(T ) = máx
T∈T

hT
ρT
,

donde ρT es el diámetro de la mayor bola contenida en T .

Una herramienta importante para el análisis del Método de Elementos Finitos son las

estimaciones para el error por aproximación por polinomios, por esta razón colocamos

aqúı este lema de interpolación por polinomios:

Lema 2. Sea T una malla admisible de forma regular y hT = máxT∈T diam(T ), entonces

existe una constante C > 0 tal que si u ∈ Hr+1(Ω) entonces:

ı́nf
v∈VT

‖u− v‖V ≤ ChrT

donde la constante C depende del grado polinomial r, la dimensión d y la regularidad de

la malla γ∗(T ).

Combinando este último resultado con el Lema 1 obtenemos que:

‖u− uT ‖V ≤ ChrT ‖u‖Hr+1(Ω) (1.11)

para alguna constante independiente de u.

Sea ahora {Tk}∞k=1 una familia de mallas admisible de forma regular, sobre Ω, esto

es: que existe una constante γ∗ tal que

sup
k∈N

máx
T∈Tk

hT
ρT

= sup
k∈N

γ∗(T ) =: γ∗ <∞.

Si suponemos además que hTk → 0, entonces con la ecuación (1.11) es fácil ver que la

sucesión de soluciones aproximadas uTk converge a la solución u en H1(Ω) si u ∈ Hr+1(Ω).

Más aún, el error tiende a cero como hrTk .
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Figura 1.1: Mallas uniformes sobre el cuadrado Ω = (0, 1)× (0, 1) para el ejemplo 1.

h lineales cuadráticos cúbicos

1/4 3.93 6.89 4.66

1/8 0.55 1.80 3.08

1/16 1.05 2.02 2.79

1/32 1.02 2.00 3.00

1/64 1.01 2.00 3.00

1/128 1.00 2.00 2.99

1/256 1.00 2.00

Cuadro 1.1: Órdenes de convergencia experimentales para la solución sobre mallas uniformes

del ejemplo 1, donde la solución es suave (está en H∞)

Para ilustrar este concepto, consideremos a continuación dos ejemplos numéricos sen-

cillos en dimensión dos:

Ejemplo 1: Consideremos Ω = (0, 1)× (0, 1) y la solución exacta u(x, y) = e−20(x2+y2),

tomando f y u0 apropiadas para que
−∆u = f en Ω

u = u0 en Ω.
(1.12)

Consideramos una sucesión de mallas uniformes como las de la figura 1.1. Resolviendo

con elementos finitos de grado uno, dos y tres, se obtienen los errores y órdenes de

convergencia experimental de la tabla 1.1, y son siempre aproximadamente hr.

Ejemplo 2: En este ejemplo consideramos el dominio Ω = (−1, 1) × (−1, 1) \ [0, 1) ×

(−1, 0], con forma de “L” y la solución exacta dada en coordenadas polares (r, ϕ) por

u(r, ϕ) = r2/3 sen(2ϕ/3)− r2/4.
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Figura 1.2: Mallas uniformes sobre el dominio con forma de “L” Ω = (−1, 1)× (−1, 1) \ [0, 1)×

(−1, 0] para el ejemplo 2.

h lineales cuadráticos cúbicos

1/4 1.14 9.64 9.89

1/8 0.74 0.67 0.67

1/16 0.68 0.67 0.67

1/32 0.66 0.67 0.67

1/64 0.66 0.67 0.67

1/128 0.66 0.67 0.67

Cuadro 1.2: Órdenes de convergencia experimentales para la solución sobre mallas uniformes

del ejemplo 2, donde la solución tiene una singularidad en el origen (está en H1+2/3).

Tomando f ≡ 1 en Ω y u0 = u en ∂Ω, esta función u es solución de (1.12). Consideramos

una sucesión de mallas uniformes como las de la figura 1.2. Resolviendo con elemen-

tos finitos de grado uno, dos y tres, se obtienen los errores y órdenes de convergencia

experimental de la tabla 1.2.

Se observa que para este ejemplo, el orden de convergencia que resulta al utilizar una

sucesión de mallas obtenidas por medio de refinamientos uniformes, es siempre aproxi-

madamente 2/3, aun cuando r crezca. Esto se debe a que la solución u no se encuentra

en Hs+1(Ω) para ningún s ≥ 2/3.

Otra manera de medir el orden de convergencia, que es la que más nos interesa en

este trabajo, es en términos del número de elementos de las mallas. Cuando consideramos

una sucesión de mallas casi uniformes donde el tamaño de todos los elementos de cada

malla es comparable, es decir: existe c tal que

máx
T∈Tk

hT = hTk ≤ c mı́n
T∈Tk

hT , ∀k ∈ N,
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entonces hdTk#Tk ≤ C|Ω|, donde C es una constante que depende de la regularidad de la

sucesión de mallas y de la constante c de la expresión anterior. Por lo tanto, si la solución

u que se quiere aproximar pertenece a H1+r (como en el ejemplo 1), el error se puede

acotar por

‖u− uTk‖V ≤ C(#Tk)−r/d.

Cuando la solución no tiene tal regularidad, y pertenece, digamos, a H1+2/3, como la del

ejemplo 2, entonces el error se puede acotar sólo por

‖u− uTk‖V ≤ C(#Tk)−2/(3d).

En los siguientes caṕıtulos mostraremos cómo el refinamiento selectivo permite evitar

esta pérdida de velocidad de aproximación, logrando en muchos casos una velocidad

(#Tk)−r/d aún cuando la función presenta singularidades y pertenece a H1+ε para ε > 0

pequeño.

Al realizar refinamiento selectivo se desean tres propiedades:

Que se mantenga la admisibilidad de las mallas, es decir, que no haya nodos col-

gantes.

Que los elementos que se refinen mantengan la regularidad, de manera que la suce-

sión de mallas obtenidas resulte con una regularidad γ∗ finita.

Que los elementos adicionales a los seleccionados para refinar que se deban refinar

para mantener la admisibilidad y la regularidad, no sean demasiados. Este concepto

de refinamiento extra será clarificado en la próxima sección.

En la próxima sección presentaremos el llamado refinamiento del vértice más nuevo,

que permite cumplir con estos requerimientos. Un resultado importante es el Teorema 1

que controla la complejidad de las mallas creadas, en términos de todos los elementos

marcados en las iteraciones anteriores, dando una respuesta al tercer ı́tem. Este resultado

es crucial para poder establecer los resultados de complejidad de los caṕıtulos 2 y 4 que

son las principales contribuciones de esta tesis.

Existen otras reglas de bisección, como la del lado más largo, pero no son tan fácil-

mente extendibles a dimensiones superiores a dos. Además, los resultados de complejidad
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existentes que controlan el refinamiento extra existentes no son satisfactorios para el tipo

de análisis que realizamos.

1.3. La regla de bisección del vértice nuevo

El primer algoritmo de bisección del vértice más nuevo fue introducido en 1991 por

Bänsch [Bän91], donde se demuestra que si la malla inicial no tiene ciclos, entonces el

algoritmo se detiene siempre en un número finito de pasos, pero no se demuestra ninguna

cota para este número de pasos, o refinamientos extra. Más tarde, Kossaczký [Kos94]

generaliza el algoritmo a dimensión tres, obteniendo resultados similares a los de Bänsch.

Binev, Dahmen y DeVore [BDD04] demuestran una cota para la complejidad como la del

Teorema 1 para el algoritmo de Bänsch, y finalmente Stevenson [Ste08] presenta una regla

de bisección general para cualquier dimensión d ≥ 2. Esta regla coincide con la de Bänsch

y Kossaczký, salvo cambio de notación, y hab́ıa sido introducida por Traxler [Tra97] y

con diferente notación por Maubach [Mau95]. La novedad de Stevenson es que logra

demostrar la cota de complejidad del Teorema 1 que, como ya dijimos, es crucial para

estudiar los órdenes de convergencia en términos del número de elementos de las mallas,

en lugar del parámetro clásico h.

A continuación introducimos el algoritmo de bisección siguiendo la presentación de

Stevenson, culminando con el resultado de complejidad que acota el número de refi-

namientos extra para mantener admisibilidad y regularidad. Todos los detalles y de-

mostraciones de las afirmaciones hechas en esta sección pueden encontrarse en [Ste08].

1.3.1. Bisección de un único simplicial

Sean d, n ∈ N, con 2 ≤ n ≤ d, un n-simplicial T en Rd es la capsula convexa de n+ 1

puntos x0, . . . , xn ∈ Rd que no pertenecen a un mismo espacio af́ın (n− 1)-dimensional.

Identificaremos T con el conjunto de sus vértices {x0, . . . , xn}. Para 0 ≤ k ≤ d − 1, un

simplicial por k+1 vértices de T se llamará hipercara de T . Para k = n−1 la llamaremos

hipercara verdadera, y para k ≤ n − 2 la llamaremos hipercara de dimensión menor.

Cuando n = d los n-simpliciales o d-simpliciales se llamarán directamente simpliciales.
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Correspondiente a cada simplicial {x0, . . . , xn} distinguiremos entre n(n+ 1)! simpli-

ciales indexados, dados por todas las posibles secuencias ordenadas (x0, . . . , xn)κ y los

tipos κ ∈ {0, . . . , n− 1}. Dado un simplicial T = (x0, . . . , xn)κ sus hijos se definen como

los simpliciales indexados:

(x0,
x0 + xn

2
, x1, . . . , xκ, xκ+1, . . . , xn−1)(κ+1) mod n (1.13)

y

(xn,
x0 + xn

2
, x1, . . . , xκ, xn−1, . . . , xκ+1)(κ+1) mod n (1.14)

donde las sucesiones (xκ+1, . . . , xn−1) y (x1, . . . , xκ) deben tomarse como vaćıas cuando

κ = n− 1 y κ = 0 respectivamente.

En palabras, los hijos se definen bisectando el lado x0xn de T , i.e., conectando su

punto medio con los otros vértices x1, . . . , xn−1; por un ordenamiento apropiado y por

tener tipo (κ + 1) mod n. Esta regla de bisección define una única forma de dividir un

elemento en dos sub-elementos hijos, y será la única permitida en nuestros algoritmos

constructivos.

Vale la pena observar que a cada simplicial indexado T = (x0, . . . , xn)κ le podemos

hacer corresponder el simplicial:

TR = (xn, x1, . . . , xκ, xn−1, . . . , xκ+1, x0)κ, (1.15)

que es el simplicial indexado que tiene los mismos hijos que T , y en este sentido es igual

a T . Por lo tanto en realidad sólo distinguimos 1
2
(n(n+ 1)!) simpliciales indexados.

El lado x0xn es llamado lado de refinamiento de T . En el caso n = 2, si T es un

elemento hijo de algún otro, el vértice opuesto al lado x0xn es el último vértice creado.

Por esta razón el procedimiento descrito se conoce como bisección del vértice más nuevo,

aunque sólo cuando n = 2. Nosotros hemos decidido darle ese nombre para cualquier n

para unificar y simplificar la nomelclatura.

Un simplicial indexado que se crea aplicando recursivamente ` bisecciones a T se llama

descendiente de nivel ` de T . Se puede verificar fácilmente que el lado de refinamiento

de un simplicial indexado de tipo 0 no se volverá a dividir hasta la creación de n + 1

descendientes. Generalmente esto no es cierto para un simplicial indexado de tipo distinto

de 0. A pesar de esto un lado nunca será dividido en dos niveles consecutivos.
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1.3.2. Particiones Admisibles

Sea Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) un conjunto abierto. Una colección localmente finita T de d-

simpliciales esencialmente disjuntos dos a dos en Rd se llama partición de Ω cuando Ω =

∪T∈T T . Usualmente se entiende que una partición T es admisible cuando la intersección

de dos elementos distintos T, T ′ ∈ T es vaćıa o una hipercara (completa) de ambos

simpliciales. En el caso en que Ω está simultaneamente a ambos lados de una parte

(d − 1)-dimensional de su frontera (dominio slit), esta condición es innecesariamente

restrictiva. Por esto llamaremos a T admisible si:

(C1) Para cualquier T ∈ T , ∂Ω ∩ T es una unión de hipercaras de T .

(C2) Si x ∈ T ∩ T ′ (T, T ′ ∈ T ) y para cualquier bola abierta B 3 x, cualesquiera

y ∈ T ∩B ∩Ω e y′ ∈ T ′ ∩B ∩Ω están conectados por una curva a través de B ∩Ω,

entonces pertenece a una hipercara conjunta de T y T ′.

1.3.3. Particiones creadas por bisección

Dados dos simpliciales indexados vecinos T = (x0, . . . , xn)κ, T
′ = (x′0, . . . , x

′
n)κ′ dire-

mos que son vecinos reflejados si la secuencia ordenada de vértices de T o de TR coincide

con la de T ′ en todas las posiciones menos una.

Definición 1. Decimos que una malla inicial T0 está indexada apropiadamente si además

de ser admisible satisface la siguiente condición:

Si dos elementos indexados vecinos cualesquiera T = (x0, . . . , xn)κ, T ′ =

(x′0, . . . , x
′
n)κ′ de T0 se tocan en el sentido de que si x0xn o x′0x

′
n está en T ∩T ′,

entonces T y T ′ son vecinos reflejados. En otro caso, el par de descendientes

vecinos de T y T ′ son vecinos reflejados.

En dos dimensiones esto es equivalente a requerir que cada vez que un lado interior

es un lado de refinamiento, es el lado de refinamiento común para los dos elementos

adyacentes a ese lado, o es un lado en la frontera del dominio.

Observación 1. Una propiedad importante de la regla de bisección del vértice nuevo

es que con esta regla, las mallas obtenidas con una secuencia arbitraria de refinamientos



12 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS FINITOS ADAPTATIVOS

selectivos tendrán constantes de regularidad acotadas uniformemente, que dependerán

sólo de la malla inicial T0 y del indexado de la malla inicial.

El siguiente teorema fue probado para d = 2 en [BDD04] y para d arbitrario en [Ste08],

y es crucial para controlar el refinamiento extra necesario para mantener mallas admisibles

y de forma regular.

Teorema 1. Sea T0 = T c0 una malla inicial admisible de un dominio poligonal (poliédrico)

Ω en R2 ( Rd), que está propiamente indexada. Si la sucesión {T c` }`≥1 se obtiene por

sucesivos llamados a:

T`+1 ← refinar(T c` ,M`),

T c`+1 ← completar(T`+1),

entonces para k ≥ 1 tenemos que

#T ck −#T0 ≤ C
( k∑

`=1

(#T`+1 −#T c` )

)
= C

( k∑
`=1

M`

)
,

donde C es una constante que sólo depende de T0.

El algoritmo hace uso de dos rutinas que necesitan una explicación más amplia. El

primero,

Tnuevo ← refinar(Tviejo,M)

recibe una malla Tviejo, usualmente admisible, y un conjunto M de elementos marcados

de Tviejo. Retorna una nueva malla Tnuevo que se obtiene luego de dividir una vez los

elementos marcados acorde a la regla de la bisección del vértice nuevo. La nueva malla

no es necesariamente admisible.

La rutina,

T c ← completar(T )

recibe una malla T que no es necesariamente admisible, y retorna una nueva malla T c

que ha sido construida refinando la menor cantidad necesaria de elementos con la regla

de la bisección del vértice nuevo.
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El estudio de la complejidad de esta rutina resulta bastante dif́ıcil, y no es cierto

que exista una constante C tal que

#T cnuevo ≤ #T cviejo + C
(
#Tnuevo −#T cviejo

)
.

El resultado de complejidad que vale—teniendo en cuenta los refinamientos extras real-

izados por el algoritmo de completación—es el Teorema 1, que es un poco más débil, pero

fundamental y suficiente para los propósitos del estudio de la optimalidad de MEFA.

El resultado dice esencialmente que la cantidad de elementos de la última malla (Tk)

menos la cantidad de elementos de la malla inicial (T0) está acotado (salvo una constante

fija) por la suma de todos los elmentos marcados en total desde el paso 0 al paso k − 1,

dado por
∑k

`=1M`.

1.4. Clases de Aproximación

Consideremos una malla inicial T0 del dominio Ω, y consideremos las mallas admisibles

obtenidas partiendo desde T0 con el procedimiento de bisección descrito en la sección an-

terior. Es decir, consideraremos las mallas T que pueden obtenerse a partir de T0 con una

secuencia finita de llamados a refinar/completar. Para cada malla T consideraremos

el espacio de elementos finitos de Lagrange

VT =
{
v ∈ H1(Ω) : v|T ∈ Pr,∀T ∈ T

}
,

donde, para r ∈ N, Pr denota el espacio de polinomios de grado ≤ r.

Sea B0 un espacio funcional normado (o casi-normado) tal que VT ⊂ B0. Definimos

la cantidad llamada mejor error de aproximación a f por funciones de elementos finitos

de grado ≤ r de complejidad N en B0 como:

σrN (u)B0
= mı́n
T ∈TN

ı́nf
v∈VT

‖u− v‖B0 ,

donde TN := {T admisible : (#T − #T0) ≤ N} esto es, el mı́nimo sobre T se toma

sobre todas las mallas admisibles obtenidas con a lo sumo N bisecciones (notar que

cada bisección de un elemento incrementa en uno el cardinal de la malla). En śıntesis,

σrN (u)B0
es el ı́nfimo de todos los errores posibles con aproximaciones por funciones de
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elementos finitos sobre mallas de complejidad N . Este conjunto de funciones no es un

espacio vectorial (lineal), dado que en general, si tomamos dos de ellas correspondientes

a diferentes mallas (de complejidad N), la suma de ellas será una función del espacio de

elementos finitos correspondiente a una malla que se obtiene “superponiendo” ambas y

tiene, por lo tanto, complejidad mayor (y a lo sumo 2N). En este sentido, σrN (u)B0
es

la distancia entre u y un espacio de aproximación no lineal. La no linealidad de estos

espacios de aproximación dan origen al nombre de aproximación no lineal y producen

también mayores dificultades para el estudio teórico.

Definiremos ahora, para s > 0 las clases de aproximación [Osw94]:

Ar
s(B0) =

{
v ∈ B0 : ∃C tal que σrN (v)B0

≤ CN−s,∀N ∈ N
}
,

o, equivalentemente,

Ar
s(B0) =

{
v ∈ B0 : |v|Ars(B0) <∞

}
con |v|Ars(B0) := sup

N∈N
N sσrN (v)B0

.

A su vez esta definición es equivalente a decir que existe una constante C tal que para

todo ε > 0, existe una malla T que satisface

ı́nf
vT ∈VT

‖v − vT ‖B0
≤ ε y (#T −#T0) ≤ Cε−

1
s ,

y además |v|Ars(B0) será el ı́nfimo de todas las constantes C que satisfacen esta condición.

Esta escala de espacios puede aumentarse agregando un parámetro 0 < q < ∞ de la

siguiente forma:

Ap
s,q(B0) =

{
v ∈ B0 : |v|Aps,q(B0) <∞

}
con |v|Aps,q(B0) := (

∑
n∈N

[σr2n (v)B0
2ns]q)

1
q .

La extensión obvia de esta definición al caso q =∞ resulta Ar
s,∞(B0) = Ar

s(B0).

Vale la pena mencionar que a pesar de estar considerando el concepto de aproximación

no lineal, las clases de funciones Ap
s,q(B0) śı resultan espacios vectoriales (lineales), como

consecuencia de que σrN (u+ v)B0
≤ σrN (u)B0

+ σrN (v)B0
.

Para ecuaciones eĺıpticas de orden 2, usualmente se considera B0 = H1(Ω) y en este

caso escribiremos Ar
s,q para denotar Ar

s,q(H
1(Ω)).

Aplicando la desigualdad (1.11) a una sucesión de mallas obtenidas al refinar uni-

formemente, y utilizando el hecho de que en este caso #T ' 1
hdT

, resulta claro que
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H1+r(Ω) ⊂ Ar
r
d
. Si ` ≤ r, entonces H1+r(Ω) ⊂ H1+`(Ω) y V`

T ⊂ Vr
T y por lo tanto

concluimos que también

H1+`(Ω) ⊂ Ar
`
d

, ∀` ≤ r.

Sin embargo, al usar adaptatividad, y construir mallas a través de refinamiento se-

lectivo, se puede demostrar que ciertos espacios de Besov con regularidad 1 + r, con

integrabilidad menor a 2, y en algunos casos menor a 1, están contenidos en Ar
r
d
. Es decir,

usando adaptatividad para funciones con menos regularidad (en un cierto sentido, ya que

estos espacios de Besov contienen a los espacios Hr+1) se recupera la velocidad que se

obtiene con refinamientos uniformes para funciones con más regularidad. Un resultado

similar se puede demostrar para funciones con regularidad Sobolev 1 + r si se conocen

más detalles sobre la forma de la función a aproximar, como por ejemplo, que las sin-

gularidades están localizadas en un número finito de puntos. Este es el contenido de los

caṕıtulos 4 y 2, respectivamente.

1.5. Adaptatividad

Los métodos adaptativos para problemas estacionarios usualmente consisten en lazos

de la forma

RESOLVER → ESTIMAR → MARCAR → REFINAR.

El módulo RESOLVER consiste en calcular la solución discreta del sistema lineal (1.7).

El módulo ESTIMAR consiste en calcular los estimadores a posteriori del error, que son

cantidades calculables en términos de la solución discreta ya obtenida y de los datos del

problema, y usualmente se distribuyen en cantidades locales asignadas a cada elemento

o a uniones de unos pocos elementos cercanos. El módulo MARCAR consiste en elegir

algunos elementos con estimadores grandes para refinar, con la esperanza de que el refi-

namiento selectivo de ellos conduzca a un gran decrecimiento del error y un buen balance

costo-beneficio. Existen varias estrategias de refinamiento, pero sólo para ilustrar una,

mencionamos la de Dörfler: Si {η(T )}T∈T son los estimadores de error asignados a cada

elemento T de una malla T , dado un parámetro 0 < θ < 1, se elige el conjunto M ⊂ T
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Figura 1.3: Decaimiento del error en términos del número de elementos de las mallas. Gráfi-

co del error versus número de elementos en escala logaŕıtmica en ambos ejes. La pendiente

de las curvas corresponde al ı́ndice s en el decaimiento CN−s. En todos los casos las ĺıneas

sólidas corresponden al refinamiento uniforme y las ĺıneas de trazos al refinamiento adapta-

tivo. Es de destacar la diferencia en orden de convergencia al aumentar el grado polinomial.

Con el refinamiento uniforme se observa siempre un decaimiento como N−2/6, en cambio con

adaptatividad se observa N−1/2, N−2/2, N−3/2 con elementos lineales, cuadráticos y cúbicos,

respectivamente.

de elementos marcados de manera que se cumpla la siguiente condición∑
T∈M

η(T )2 ≥ θ
∑
T∈T

η(T )2. (1.16)

Es decir, el estimador asignado a la región ∪T∈MT es más grande que un cierto porcentaje

del error total. El módulo REFINAR consiste en aplicar las rutinas

Tnuevo ← refinar(T ,M),

T cnuevo ← completar(Tnuevo),

obteniendo la nueva malla T cnuevo.

Aplicando adaptatividad al ejemplo 1 de la sección 1.2 se obtienen los mismos resul-

tados que para mallas refinadas uniformemente, dado que la solución está en H∞(Ω).

Aplicando adaptatividad al ejemplo 2 los resultados son realmente sorprendentes.

En la figura 1.3 observamos el decaimiento del error como función del cardinal de las

triangulaciones cuando se utilizan elementos de grado r = 1, 2, 3. En todos los casos se

observa que la adaptatividad produce mallas que cumplen

‖u− uTk‖H1(Ω) ≤ C(#Tk)−r/d,
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y por lo tanto la solución exacta u(r, ϕ) = r2/3 sen(2ϕ/3) − r2/4 parece pertenecer a

Ar
r
d
, para todo r ∈ N a pesar de no pertenecer a ningún espacio de Sobolev H1+s(Ω)

para s > 2/3. Esto se observa en numerosos ejemplos de ecuaciones diferenciales con

soluciones que tienen poca regularidad Sobolev, y es lo que motivó el estudio teórico de la

optimalidad de los métodos de elementos finitos adaptativos, junto con la caracterización

de las funciones que pueden aproximarse con diferentes velocidades medidas en términos

de complejidad de las mallas.

Resultados recientes de Stevenson para la ecuación de Poisson [Ste07], y Cascón,

Kreuzer, Nochetto y Siebert para ecuaciones más generales [CKNS08], prueban que para

un Método de Elementos Finitos Adaptativo estándar bajo condiciones débiles de aprox-

imabilidad para la función fuente vale que:

u ∈ Ar
s =⇒ ‖u− uTk‖V ≤ C (#Tk −#T0)−s

donde {Tk}∞k=0 es la sucesión de mallas obtenidas al aplicar el método adaptativo. Es

decir, siempre que la solución exacta u pueda aproximarse idealmente con un error que

tiende a cero como (#T )−s, el método de elementos finitos adaptativo genera una sucesión

de mallas con el mismo orden de decaimiento del error. Este resultado se prueba para

la estrategia de marcado de Dörfler (1.16), cuando el parámetro θ es suficientemente

pequeño.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar cuándo u ∈ Ar
s, con especial énfasis en

el caso s = r
d
, que es el denominado orden óptimo. En el próximo caṕıtulo demostramos

que si u es la suma de una función regular más funciones con singularidades localizadas

del tipo dist(x, x0)γ con γ > 0, entonces u ∈ Ar
r/d. Esta descomposición es muy usual

en resultados de regularidad de ecuaciones diferenciales, y es por eso que el resultado

obtenido es inmediatamente aplicable a casos particulares. Sin embargo, este resultado

está muy lejos de ser una caracterización de las clases Ar
r/d. En el caṕıtulo 4 mostraremos

una casi-caracterización de estos espacios en términos de la regularidad Besov, y por eso

en el caṕıtulo 3 presentaremos estos espacios y mostraremos algunos resultados de aprox-

imación local que serán necesarios para la construcción de las aproximaciones óptimas.
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Caṕıtulo 2

Una condición suficiente para

obtener velocidad óptima

En este caṕıtulo se probará la convergencia con velocidad óptima para una cierta clase

de funciones, aquellas que son suma de una función regular más funciones con singulari-

dades puntuales. En otras palabras, se demostrará que dichas funciones pertenecen a los

espacios de aproximación Ar
r
d
. En la última sección de este caṕıtulo se presentarán dos

aplicaciones de este resultado a ecuaciones diferenciales sobre poĺıgonos.

2.1. Resultado Principal del Caṕıtulo

De ahora en adelante, para cualquier malla admisible T del dominio Ω, denotaremos

por VT al espacio de elementos finitos de polinomios continuos a trozos de grado ≤ r,

donde r es un entero positivo fijo, es decir

VT = {v ∈ C(Ω) : v|T ∈ Pr, ∀T ∈ T }.

El siguiente es el resultado principal del caṕıtulo, que dice que una gran familia de fun-

ciones, como la obtenida cuando se resuelven EPD eĺıpticas en dominios poligonales,

pertenece a Ar
r
d
.

Teorema 2. Sea Ω ⊂ Rd un dominio poligonal (d = 2) o poliedral (d = 3), no necesari-

19
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amente Lipschitz, T0 una malla inicial de Ω y supongamos que

u =
N∑
i=0

ui (2.1)

donde:

u0 ∈ H1(Ω), con u0|T ∈ Hr+1(T ), para todo T ∈ T0;

para i = 1, 2, . . . , N , ui puede expresarse en coordenadas polares alrededor de xi

como

ui = ci
(

ln(ρi)
)ki ργii gi(−→θi )χi, (2.2)

donde:

1. {xi}Ni=1 =: N es un conjunto de puntos en Ω, que son vértices de T0;

2. ci son constantes reales y ki son enteros no-negativos.

3. ρi denota la distancia a xi, y:

•
−→
θi = θi ∈ [0, 2π) es la coordenada angular de x con respecto a xi y una

semirrecta comenzando en xi, cuando d = 2;

•
−→
θi = (θi, φi) ∈ [0, 2π) × [0, π], donde φi es la coordenada angular de x

con respecto a xi y una semirrecta R comenzando en xi, y siendo P el

plano ortogonal a R que contiene a xi, θi es la coordenada angular de

la proyección de x en el plano y una semirrecta S que comienza en xi

contenida en P , cuando d = 3.

4. γi son constantes positivas;

5. las funciones gi satisfacen las siguientes condiciones dependiendo de la dimen-

sión d:

• gi ∈ W 1
∞(0, 2π), satisface la condición de periodicidad gi(0) = gi(2π) y es

W r+1
∞ a trozos en el siguiente sentido: existe una partición Pi de [0, 2π]

en segmentos tal que gi|S ∈ W r+1
∞ (S) para todo S ∈ Pi, cuando d = 2;

• gi ∈ W 1
∞((0, 2π)×(0, π)), satisface las condiciones de periodicidad gi(0, φi) =

gi(2π, φi), 0 < φi < π, y gi(0, 0) = gi(θi, 0), gi(0, 2π) = gi(θi, 2π), 0 < θi <
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2π, y es W r+1
∞ a trozos en el siguiente sentido: existe una partición Pi de

(0, 2π) × (0, π) en triángulos tal que gi|S ∈ W r+1
∞ (S) para todo S ∈ Pi,

cuando d = 3;

6. χi son funciones de corte C∞(Ω);

7. los saltos de ∇ui (si existen) están alineados con los lados (o caras) de la malla

inicial T0.

Entonces, para una tolerancia dada ε > 0, existe una malla conforme T , obtenida por

bisección del vértice nuevo, partiendo de T0 tal que:

ı́nf
uT ∈VT

‖u− uT ‖1,Ω ≤ ε y #T −#T0 ≤ Cu,T0
1

εd/r
, (2.3)

donde Cu,T0 depende de todos los parámetros que figuran en la definición de la parte

singular
∑N

i=1 ui en (2.2), de T0, y de u a través de la seminorma quebrada |u0|Hr+1
T0

(Ω) :=(∑
T∈T0 ‖D

r+1u0‖2
L2(T )

)1/2

, pero no de ε. Por lo tanto u ∈ Ar
r/d.

Es importante mencionar que, si u satisface las condiciones del teorema, entonces

sólo podemos asegurar que u ∈ H1+ε(Ω) para todo 0 < ε < mı́n1≤i≤N γi. Refinamientos

globales uniformes sólo nos permitirán concluir que u ∈ Ar
ε/d, pero ε puede ser muy

pequeño, y este decaimiento es muy pesimista con respecto al que puede ser obtenido con

adaptatividad.

Observación 2. Con el objetivo de clarificar las hipótesis del teorema, y enunciar clara-

mente algunas desigualdades que utilizaremos en la demostración, observemos que impli-

can lo siguiente:

Si γ = mı́ni γi
2

, es posible controlar el término singular por medio de la siguiente cota,

Cργi > ln(ρi)
kiργii . (2.4)

obteniendo a su vez que para cada término singular ui, i = 1, 2, . . . , N , existe una

constante C, tal que

|ui| ≤ Cργi , |∇ui| ≤ Cργ−1
i , y |Dr+1ui| ≤ Cργ−r−1

i . (2.5)
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La última desigualdad vale sólo en el interior de los elementos de T0, y por lo tanto

también en el interior de cualquier elemento de cualquier refinamiento de T0. La

constante C depende de ci, ki, γi, la W r+1
∞ -norma de χi, la W 1

∞-norma de gi, y la

W r+1
∞ -norma a trozos de gi, esto es, de la W r+1

∞ (S)-norma de gi, para todo S ∈ Pi.

El factor 1
2

en la definición de γ se impuso para controlar el término logaŕıtmico.

Si todos los ki = 0, i = 1, . . . , N , entonces γ puede ser elegida igual a mı́ni γi, y la

misma cota vale.

si T es cualquier refinamiento de T0, y T ∈ T con T ∩ N = ∅ entonces ui|T ∈

Hr+1(T ), i = 0, 1, . . . , N ;

como r ≥ 1, y d ≤ 3, el teorema de inmersión de Sobolev y el hecho que γi > 0

i = 1, 2, . . . , N implica que cada componente ui, i = 0, . . . , N , es continua en Ω, y

consecuentemente también u es continua;

Estas consecuencias de las condiciones son los ingredientes principales que usaremos en

la demostración de los resultados del caṕıtulo.

Notación 1. De ahora en más, la letra C indicará una constante, no siempre igual,

dependiente de la función dada u a través de las condiciones del Teorema 2, de la H1(Ω)-

norma de u0, la seminorma quebrada |u0|Hr+1
T0

(Ω) :=
(∑

T∈T0 ‖D
r+1u0‖2

L2(T )

)1/2

, y los

parámetros y las funciones que definen los términos singulares ui, i = 1, 2, . . . , N de u

como en el primer ı́tem de la observación previa. Reservaremos la notación a . b para

indicar a ≤ c b con una constante c dependiente sólo de la regularidad de la malla, o de

la geometŕıa del dominio, a ' b indicará que a . b y b . a.

De ahora en más supondremos que u cumple las condiciones del Teorema 2 y pre-

sentaremos un algoritmo para construir v́ıa bisección del vértice nuevo una malla que

satisfaga todas las propiedades mencionadas en el teorema.

2.2. Construcción de la Malla Óptima. Heuŕıstica

Antes de introducir el algoritmo presentaremos una idea heuŕıstica con las propiedades

ideales que debeŕıa tener la malla óptima. Esto motivará la definición precisa del algo-
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ritmo, que es más técnica, y que permite obtener una equidistribución del error con

complejidad controlada.

Todo en esta sección será heuŕıstico, y se presenta aqúı—siguiendo argumentos ini-

cialmente presentados en [Gri85, NhL03, BAG+96]— con el objetivo de motivar las

propiedades que la malla óptima debeŕıa satisfacer. La demostración precisa y rigurosa

será dada en las secciones siguientes, luego de presentar el algoritmo para construir la

malla.

Con el objetivo de introducir la idea básica consideremos el caso más simple de una

función u escrita en coordenadas polares como u = ργ sin(γθ) en un dominio bidimen-

sional con una esquina reentrante de ángulo interior π/γ en el origen. Supongamos que

aproximamos u con elementos finitos lineales a trozos (r = 1) y continuos en una malla

T . La seminorma |u − IT u|1,T del error entre u y su interpolante de Lagrange IT u en

cada elemento esta acotado por h‖D2u‖L2(T ) si 0 /∈ T y por ‖Du‖L2(T ) si 0 ∈ T . Estas

cantidades (al cuadrado) también satisfacen lo siguiente:

h2
T‖D2u‖2

L2(T )
∼= h2

Tρ
2(γ−2)
T |T | ∼= h4

Tρ
2(γ−2)
T , si 0 /∈ T,

‖Du‖2
L2(T )

∼=
∫ hT

0

ρ2(γ−1) ρ dρ ∼= h2γ
T , si 0 ∈ T,

donde ρT denota la distancia de T al origen y hT := |T |1/2 ∼= diam(T ). En busca de

obtener la equidistribución de las cotas locales del error requeriremos para la malla T

que, dado un parámetro h > 0, los elementos satisfagan

h4
Tρ

2(γ−2)
T

∼= h2γ, si 0 /∈ T, y hT ∼= h, si 0 ∈ T.

Supongamos por ahora que este objetivo se puede conseguir. Más precisamente, que

podemos clasificar los elementos en anillos a distancia diádica del origen, definiendo

Dk =
{
T ∈ T : 2−k−1 ≤ ρT < 2−k

}
,

para k ∈ N, k < K := blog2(1/h)c, y DK =
{
T ∈ T : ρT < 2−K

}
.

Luego, los elementos T ∈ Dk, tienen tamaño |T | = h2
T
∼= hγρ

−(γ−2)
T

∼= hγ2k(γ−2), y de

aqúı que #Dk
∼= 2−2k

hγ2k(γ−2) = h−γ2−kγ lo que implica que

#T ∼=
∑
k≤K

#Dk
∼= h−γ

∑
k

2−kγ ∼= h−γ.



24 CAPÍTULO 2. UNA CONDICIÓN SUFICIENTE

Además, el error satisface

|u− uh|21,Ω ∼= #T h2γ ∼= h−γh2γ = hγ ∼= (#T )−1 .

Y esto implica finalmente que |u− uh|1,Ω . (#T )−1/2, y por ello u ∈ A1
1/2.

En el caso d = 3 si u tiene singularidades del tipo ργ como en el ejemplo anterior, la

cota |u− uh|1,Ω . (#T )−1/3, se obtiene si

h5
Tρ

2(γ−2)
T

∼= h2γ+1, si 0 /∈ T, y hT ∼= h, si 0 ∈ T.

Estas condiciones de graduación de malla coinciden con las presentadas en [WSA96,

Sec. 3.1] reemplazando h por hµ, con µ = γ
2

si d = 2 y µ = 2γ+1
5

si d = 3.

2.3. Algoritmo para Construir la Malla Óptima

En la sección anterior consideramos un caso muy particular, y además supusimos que

pod́ıamos construir una malla admisible, a partir de T0, con una graduación determinada.

En esta sección introduciremos el algoritmo que obtendrá, usando bisección del vértice

nuevo, una malla con la graduación precisa expuesta en la sección previa, generalizado a

polinomios de grado r.

De ahora en más usaremos la notación

ρX = mı́n
xi∈N

dist(xi, X)

definida para X compacto (t́ıpicamente X será un simplicial T o un punto x), donde N

denota el conjunto finito de puntos donde se localizan las singularidades (como en las

hipótesis del Teorema 2).

Elegimos y fijamos γ = mı́ni γi
2

. Esta elección nos permite acotar los términos singulares

como en (2.5).

Sea T0 la malla inicial dada y δ > 0 un parámetro pequeño tal que #T0 ≤ δ−d. Luego

δ será elegido de forma tal que δr ≈ ε, donde ε es el error a ser obtenido entre u y uT ,

una aproximación discreta a u en VT , y T la malla generada por el algoritmo (ver la

demostración del Teorema 2 en la sección 2.5.3). Tomemos K ∈ N tal que

2−
(K+1)(2γ+d−2)

2r+d ≤ δ < 2−
K(2γ+d−2)

2r+d . (2.6)
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Denotaremos para todo elemento T su tamaño por hT = |T |1/d, el algoritmo construc-

tivo se lee:

T c0,0 ← T0

j = 0

% refinamiento inicial (global) para controlar el error de u0

% PRIMER LOOP

hacer

M0,j = {T ∈ T c0,j : hT > δ}

T0,j+1 ← refinar(T c0,j,M0,j)

T c0,j+1 ← completar(T0,j+1)

j ← j + 1

hasta queM0,j−1 = ∅

J = j

T c1 ← T c0,j

` = 1

% refinamiento selectivo acorde a la distancia a las singularidades

% SEGUNDO LOOP

mientras (` < d(K + 1))

Ω` =
⋃
{T | T ∈ T c` ∧ ρT ≤ 2−

`
d}

M` = {T ⊂ Ω` : hT > δ 2
2`(γ−r−1)
d(2r+d) }

T`+1 ← refinar(T c` ,M`)

T c`+1 ← completar(T`+1)

`← `+ 1

fin

T = T cd(K+1)

El algoritmo hace uso de las rutinas refinar y completar descritas en la sección 1.3 y

como consecuencia del Teorema 1 tenemos que si T0,j, T c0,j T`, T c` son las mallas obtenidas



26 CAPÍTULO 2. UNA CONDICIÓN SUFICIENTE

por el algoritmo valdrá que

#T −#T0 ≤ C
( d(K+1)−1∑

`=1

(#T`+1 −#T c` ) +
J−1∑
j=0

(#T0,j+1 −#T c0,j)
)
. (2.7)

Observación 3. Antes de proceder con la demostración del resultado, vale la pena ob-

servar lo siguiente:

La idea del algoritmo es obtener la equidistribución del error siguiendo la heuŕıstica

expuesta en la sección previa. Puesto que el refinamiento es mayor cerca de los

puntos singulares, este enfoque considera una sucesión de regiones Ω` alrededor de

ellos con decrecimiento geométrico del radio dado por 2−
`
d . El denominador d en el

exponente se relaciona con el hecho de que en refinar sólo hacemos una bisección

a los elementos marcados y es necesario refinar d veces para reducir hT a la mitad.

El algoritmo no tiene en cuenta los diferentes tamaños de las potencias γi, sólo

observa el peor escenario posible tomando un valor unificado γ = mı́ni γi
2

. Como

veremos más adelante, la propiedad γ > 0 es la única que se usa en la demostración.

De la misma manera, la distancia a los puntos singulares xi es unificada tomando la

menor distancia simbolizada por ρT . Puede parecer que la simplificación inducida

por esta unificación nos llevara a obtener mallas sub-óptimas, y es cierto que la

constante Cu,T0 en (2.3) es quizás más grande con este enfoque, pero este es un

enfoque a priori donde queremos mostrar la pertenencia de ciertas funciones a los

espacios Ar
r/d, sin preocuparnos por el tamaño de su norma.

Si se desea una construcción eficiente de la malla, el algoritmo se puede mejorar

marcando separadamente acorde a las diferentes fuerzas de las singularidades. Esto

nos permitiŕıa obtener una mejor constante Cu,T0 , pero el resultado teórico subya-

cente será el mismo. Se presenta este enfoque unificado para facilitar la exposición.
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2.4. Propiedades del Algoritmo y de las Mallas Re-

sultantes

En esta sección acotaremos mediante una serie de lemas la complejidad de las mallas

resultantes T cd(K+1), y en la siguiente sección relacionaremos esta complejidad con el error

de la mejor aproximación a u mediante funciones de elementos finitos sobre T cd(K+1).

El siguiente lema se relaciona con la finalización del primer lazo del algoritmo en

un número finito de pasos, y con el control del número de elementos adicionados. La

finalización del segundo lazo es directa, puesto que se puede reescribir fácilmente como

un lazo for.

Lema 3. El primer lazo del algoritmo finaliza después de J iteraciones, con J ≤ log2

(
máxT∈T0 |T |

δd

)
+

1 y existe una constante C1 = 2|Ω| tal que:

J−1∑
j=0

(
#T0,j+1 −#T c0,j

)
≤ C1δ

−d. (2.8)

Esto implica que para todo T ∈ T c1 = T c0,J , |T | < δd.

Demostración. Observemos primero que si dividimos un elemento T ∈ T0, J veces con

J ≥ log2

(
máxT∈T0 |T |

δd

)
+1, entonces la medida de los sub-elementos resultantes será estric-

tamente menor que δd, y el paso de marcado no marcará más. Esto demuestra la primera

y la última parte del enunciado.

Con el objetivo de demostrar la cota (2.8) definimos, para i ≥ 0

Fi =

{
T | T ∈

⋃
k

T c0,k ∧ 2iδd ≤ |T | < 2i+1δd
}
.

Es fácil ver que a pesar de que Fi contiene elementos pertenecientes a diferentes mallas,

estos no se solapan, y por lo tanto:

|Ω| ≥
∑
T∈Fi

|T | ≥
∑
T∈Fi

δd2i = δd2i(#Fi),

lo que implica que #Fi ≤ |Ω|δ−d2−i .

Ahora, aplicando estas estimaciones, y usando que

∞⋃
i=0

Fi = {T | T ∈
J⋃
k=0

T0,k ∧ |T | ≥ δd} =
J−1⋃
j=0

M0,j,
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obtenemos que

J−1∑
j=0

(#T0,j+1 −#T c0,j) =
J−1∑
j=0

#M0,j =
∞∑
i=0

#Fi ≤ 2|Ω|δ−d,

lo que concluye la demostración del lema.

Observación 4. Esta demostración es un poco complicada dada la forma en que el

algoritmo se propone tener en cuenta cualquier graduación previa de la malla. Observemos

que en el primer lazo no refinamos todos los elementos sino sólo aquellos que son más

grandes que la tolerancia δ, en vez de hacer directamente refinamientos uniformes. Si

hiciéramos esto último la demostración seŕıa más simple, pero el número de elementos en

T c1 podŕıa ser innecesariamente grande.

El siguiente lema es tan sólo una observación del hecho que si un punto z es un vértice

de una malla regular, entonces la distancia de un elemento a z es mayor o igual (salvo

constantes) que el diámetro de dicho elemento, excepto en el caso en que la distancia sea

cero. Esto significa que el diámetro de los elementos puede crecer a lo sumo linealmente

con la distancia a un vértice.

Lema 4. Sea T una malla regular y z un vértice, entonces ∀T ∈ T con dist(z, T ) 6= 0

tenemos que |T | . dist(z, T )d, o hT . dist(z, T ).

Este resultado puede resultar familiar, pero no es completamente obvio. Un resultado

más fuerte fue probado en [NPV91b, NPV91a, Lemma 5.1], pero decidimos incluir una

demostración con el objetivo de clarificar.

Demostración. Sea T un elemento de T y definamos ωT =
⋃
{T̄ | T̄ ∈ T ∧ T ∩ T̄ 6= ∅}.

Si z /∈ ωT entonces por regularidad de la malla, dist(z, T ) ≥ chT . Si z ∈ ωT\T , entonces

z es un vértice de un elemento vecino T ′ y por lo tanto dist(z, T ) ≈ hT ′ ≈ hT .

El siguiente resultado dice que el algoritmo propuesto logra efectivamente la grad-

uación deseada.

Lema 5. Sea T = T cd(K+1), entonces para 0 ≤ ` ≤ d(K + 1) se cumple que:

T ∈ T y ρT < 2−
`
d =⇒ |T | < δd2

2`(γ−r−1)
2r+d .
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Demostración. Primero afirmamos que para cada 0 ≤ ` < d(K + 1), vale lo siguiente

para las mallas intermedias T`+1:

T ∈ T c`+1 y ρT < 2−
`
d =⇒ |T | < δd2

2`(γ−r−1)
2r+d . (2.9)

Probaremos esto por inducción en `: Por el Lema 3 vale para ` = 0. Antes de proceder,

observemos que: si T ′ ∈ T c` y T ∈ T ck con k > `:

T ⊂ T ′ =⇒ ρT ≥ ρT ′ . (2.10)

Supongamos ahora que (2.9) vale para ` y probémoslo para ` + 1. Si T ∈ T c`+2 y ρT <

2−
`+1
d , existe T ′ ∈ T c`+1 tal que T ⊂ T ′, con ρT ′ < 2−

`
d , y por la hipótesis inductiva

|T ′| < δd2
2`(γ−r−1)

2r+d . Ahora, si ya vale |T ′| < δd2
2(`+1)(γ−r−1)

2r+d entonces los resultados valen

puesto que |T | ≤ |T ′|. En otro caso, T ′ ∈M`+1 y tenemos que

|T | ≤ 1

2
|T ′| < δd2

2`(γ−r−1)
2r+d

2
< δd2

2(`+1)(γ−r−1)
2r+d ,

puesto que γ > 0 y d ≥ 2. Por lo tanto (2.9) está probada para `+ 1.

Procederemos a demostrar la afirmación inicial de la demostración del lema: Sea T ∈ T

tal que ρT < 2−
`
d , entonces existe T ′ ⊃ T , T ′ ∈ T c`+1, y entonces por (2.10), ρT ′ < 2−

`
d , y

por (2.9), |T | ≤ |T ′| < δd2
2`(γ−r−1)

2r+d .

El resultado del lema previo podŕıa haber sido logrado trivialmente por medio de

refinamientos uniformes, pero esto habŕıa destruido la complejidad de la malla. El próximo

lema muestra que con el algoritmo propuesto, el número de elementos marcados en cada

iteración está acotado razonablemente, de forma tal que la complejidad total de la malla

final queda controlada.

Lema 6. Existe una constante C2, que depende sólo de la regularidad de la malla, tal que

para 1 ≤ ` < d(K + 1):

#M` = #T`+1 −#T c` ≤ C2 δ
−d2−

`(2γ+d−2)
2r+d . (2.11)

Demostración. Recordemos que en el algoritmo definimos Ω` =
⋃
{T | T ∈ T c` ∧ ρT ≤

2−
`
d}, y como T`+1 se obtiene de T c` por un solo refinamiento de algunos elementos T ⊂ Ω`,
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tenemos que Ω` =
⋃
{T | T ∈ T`+1 : T ⊂ Ω`}, por lo que

|Ω`| =
∑

T∈T`+1, T⊂Ω`

hdT =
∑

T∈T`+1\T c`

hdT +
∑

T∈T`+1∩T c`
T⊂Ω`

hdT ≥
∑

T∈T`+1\T c`

hdT .

Pero si T ∈ T`+1\T c` , entonces T es la mitad de un elemento T ′ ∈M`, y por la definición

de M` en el algoritmo,

2hdT = hdT ′ ≥ δd2
2`(γ−r−1)

2r+d ,

lo que entonces implica que

|Ω`| ≥
δd2

2`(γ−r−1)
2r+d

2
(#T`+1 −#T c` ) =

δd 2−` 2
`(2γ+d−2)

2r+d

2
(#T`+1 −#T c` ).

Por el Lema 4 tenemos que |Ω`| ≤ C2−` y entonces:

#T`+1 −#T c` ≤ 2 |Ω`| 2` δ−d2−
`(2γ+d−2)

2r+d ≤ C2 δ
−d2−

`(2γ+d−2)
2r+d ,

y el lema está probado.

El próximo lema hace uso del resultado de complejidad (2.7) del procedimiento de

completación para la regla de bisección del vértice nuevo, para acotar la complejidad de

la malla final.

Lema 7. Existe una constante C3, que depende sólo de la regularidad de la malla, del

grado polinomial r, de la dimensión d, de la función u a través de γ, y de T0, tal que:

#T −#T0 = #T cd(K+1) −#T0 ≤ C3 δ
−d. (2.12)

Demostración. Usando (2.7), los lemas 3 y 6 tenemos que

#T cd(K+1) −#T0 ≤ C
( d(K+1)−1∑

`=1

(#T`+1 −#T c` ) +
J−1∑
j=0

(#T0,j+1 −#T c0,j)
)

≤ C
( d(K+1)−1∑

`=1

C2δ
−d2

−`(2γ+d−2)
2r+d + C1δ

−d
)

≤ Cδ−d
(

C2

∞∑
`=1

2
−`(2γ+d−2)

2r+d + C1

)
.

Puesto que γ > 0 la suma
∑∞

`=1 2
−`(2γ+d−2)

2r+d es finita, y el resultado se consigue tomando

C3 = C
(

C2

∑∞
`=1 2

−`(2γ+d−2)
2r+d + C1

)
.
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2.5. Acotación del Error

En la sección anterior estudiamos las propiedades de graduación de la malla generada

por el algoritmo y acotamos la complejidad de la malla final obtenida T = T cd(K+1). En

esta sección relacionaremos el error entre u y una función en VT (interpolante) con dicha

complejidad, para concluir que u ∈ Ar
r
d
.

Teorema 3. Existen dos constantes A1, A2, que dependen de u a través de la seminorma

quebrada |u0|Hr+1
T0

(Ω) :=
(∑

T∈T0 ‖D
r+1u0‖2

L2(T )

)1/2

, de ci, ki, γi, ‖χi‖W r+1
∞ (Ω), ‖gi‖W 1

∞(Ω),

de la norma W r+1
∞ (S) de gi, S ∈ Pi, i = 1, . . . , N , del grado polinomial r, de la dimensión

d, de la regularidad de las mallas y de T0, pero independiente de K y δ, tales que, si

T = T cd(K+1), entonces

ı́nf
uT ∈VT

‖u− uT ‖1,Ω ≤ A1δ
r, (2.13)

ı́nf
uT ∈VT

‖u− uT ‖1,Ω ≤ A2(#T −#T0)−
r
d . (2.14)

Con el objetivo de demostrar este teorema consideraremos por separado la parte

regular u0 de u y la parte singular dada por
∑N

i=1 ui.

En esta sección usaremos el interpolador de Lagrange IT ui de ui, que es la función de

elementos finitos que coincide con ui en todos los nodos, y está bien definido para cada

i = 0, 1, . . . , N , puesto que por las condiciones del Teorema 1, todas las funciones ui son

continuas en Ω; ver Observación 2.

2.5.1. Estimación de la Parte Regular

Teorema 4. Existen dos constantes C4, C5, que dependen de la seminorma quebrada

|u0|Hr+1
T0

(Ω) :=
(∑

T∈T0 ‖D
r+1u0‖2

L2(T )

)1/2

, del grado polinomial r, de la regularidad de las

mallas y de T0, pero independiente de K y δ, tal que, si T = T cd(K+1), entonces

|u0 − IT u0|1,Ω ≤ C4δ
r,

|u0 − IT u0|1,Ω ≤ C5(#T −#T0)−
r
d .

donde | · |1,Ω denota la seminorma H1(Ω), |v|1,Ω = ‖∇v‖L2(Ω).
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Demostración. Puesto que u0|T ∈ Hr+1(T ) para todo T ∈ T0, y T fue obtenida sólo

por refinamientos, u0|T ∈ Hr+1(T ) para todo T ∈ T . Usando estimaciones estándar de

interpolación (ver [Cia78]) vale que

|u0 − IT u0|21,Ω =
∑
T∈T

|u0 − IT u0|21,T .
∑
T∈T

h2r
T ‖Dr+1u0‖2

L2(T )

≤ δ2r |u0|2Hr+1
T0

(Ω) ,

donde la última desigualdad es una consecuencia del Lema 3 y el primer lazo del algoritmo.

Entonces, por el Lema 7

|u0 − IT u0|1,Ω ≤ C4δ
r ≤ C5(#T −#T0)−

r
d ,

y el teorema está probado.

2.5.2. Estimación de la Parte Singular

En esta sección denotaremos con u a uno de los términos singulares ui que definen

u en (2.1). Esto es, u está definida en coordenadas polares alrededor del punto xi en Ω

como

u = ci
(

ln(ρi)
)ki ργii gi(−→θi )χi, (2.15)

para algún i = 1, 2, . . . , N y ci, ρi, ki, γi, gi,
−→
θi , χi como en las hipótesis del Teorema 2.

Las tres acotaciones de (2.5) son las únicas propiedades de u que serán usadas en la

demostración del siguiente teorema.

Teorema 5. Existen dos constantes C6, C7, que dependen de los parámetros que definen

u en (2.15), la regularidad de la malla y T0, pero independiente de K y δ, tal que, si

T = T cd(K+1), entonces

|u− IT u|1,Ω ≤ C6δ
r,

|u− IT u|1,Ω ≤ C7(#T −#T0)−
r
d .

Demostración. Sea D` =
⋃
{T | T ∈ T ∧ 2−

`+1
d < dist(xi, T ) ≤ 2−

`
d} para 0 ≤ ` <
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d(K + 1) y Dd(K+1) =
⋃
{T | T ∈ T ∧ dist(xi, T ) ≤ 2−(K+1)}. Entonces obtenemos:

|u− IT u|21,Ω =
∑
T∈T

|u− IT u|21,T

=

d(K+1)−1∑
`=0

∑
T⊂D`

|u− IT u|21,T + |u− IT u|21,Dd(K+1)
. (2.16)

El segundo término en (2.16) puede ser acotado de la siguiente forma:

|u− IT u|21,Dd(K+1)
≤ |u|21,Dd(K+1)

+ |IT u|21,Dd(K+1)

= |u|21,Dd(K+1)
+

∑
T⊂Dd(K+1)

xi∈T

|IT u|21,T +
∑

T⊂Dd(K+1)

xi /∈T

|IT u|21,T

=: B1 +B2 +B3.

Por (2.5) y el Lema 4, obtenemos:

B1 = |u|21,Dd(K+1)
≤ |u|21,B(xi,c2−(K+1)) ≤ 2πC

∫ c2−(K+1)

0

ρ2(γ−1)ρd−1dρ

= 2πC

∫ c2−(K+1)

0

ρ2γ+d−3dρ ' C2−(K+1)(2γ+d−2).

Para el términoB2 usamos el hecho de que en un elemento de referencia T ref,
∣∣(IT u)ref

∣∣
1,T ref .∥∥(IT u)ref

∥∥
L∞(T ref)

=
∥∥IT u∥∥L∞(T )

. Por (2.5), si xi ∈ T , y T ⊂ Dd(K+1),
∥∥IT u∥∥L∞(T )

≤ ChγT .

Un escalamiento adecuado nos permite obtener

B2 =
∑

T⊂Dd(K+1)

xi∈T

|IT u|21,T ≈
∑

T⊂Dd(K+1)

xi∈T

hd−2
T

∣∣(IT u)|ref
T

∣∣2
1,T ref . C

∑
T⊂Dd(K+1)

xi∈T

h2γ+d−2
T

≤ #{T ⊂ Dd(K+1) : xi ∈ T} máx
T∈Dd(K+1)

|T |
2γ+d−2

d .

El Lema 5 y (2.6) nos dicen que para T ∈ Dd(K+1)

|T |
2γ+d−2

d ≤
[
δd2

2d(K+1)(γ−r−1)
2r+d

] 2γ+d−2
d

=
[
δ2

2(K+1)(γ−r−1)
2r+d

]2γ+d−2

≤
[
2−

K(2γ+d−2)
2r+d 2

2(K+1)(γ−r−1)
2r+d

]2γ+d−2

.

Ahora

−K(2γ + d− 2) + 2(K + 1)(γ − r − 1)

2r + d
= −(K + 1) +

2γ + d− 2

2r + d
,
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y entonces

B2 ≤ 2
(2γ+d−2)2

2r+d 2−(K+1)(2γ+d−2) = C2−(K+1)(2γ+d−2),

donde hemos usado que el número de elementos que tienen a xi como un vértice está aco-

tado por una constante que sólo depende de la regularidad de la malla.

El término B3 puede ser acotado usando el hecho que si dist(xi, T ) > 0, entonces, por

el Lema 4, dist(xi, T ) ' |x− xi| ∀x ∈ T y como también vale (2.5) obtenemos

|∇IT u(x)| . C dist(xi, T )γ−1 . C|x− xi|γ−1 ∀x ∈ T,

lo que implica que
∫
T
|∇IT u|2 . C

∫
T
|x− xi|2(γ−1) dx, y consecuentemente

B3 =
∑

T⊂Dd(K+1)

xi /∈T

∫
T

|∇IT u|2 . C

∫
Dd(K+1)

|x− xi|2(γ−1)dx

. C

∫ c2−(K+1)

0

ρ2(γ−1)ρd−1 dρ ' C2−(K+1)(2γ+d−2).

Combinando las tres estimaciones para B1, B2 y B3 obtenemos la siguiente cota para el

segundo término de (2.16):

|u− IT u|21,Dd(K+1)
. C2−(K+1)(2γ+d−2) ≤ Cδ2r+d, (2.17)

donde en la última desigualdad hemos usado nuevamente (2.6). Usando las estima-

ciones usuales para el interpolador de Lagrange y el hecho de que u|T ∈ Hr+1(T ),

∀T ⊂ Ω\Dd(K+1) (ver Observación 2), podemos acotar el primer término de (2.16) por:

d(K+1)−1∑
`=0

∑
T⊂D`

|u− IT u|21,T .
d(K+1)−1∑

`=0

∑
T⊂D`

h2r
T

∥∥Dr+1u
∥∥2

L2(T )
. (2.18)

Finalmente, por (2.5), si x ∈ T , |Dr+1u(x)| ≤ C|x−xi|γ−r−1, y por lo tanto ‖Dr+1u‖2
L2(T ) ≤

C dist(xi, T )2(γ−r−1)hdT . Por el Lema 5, hT < δ2
2`(γ−r−1)
d(2r+d) si T ∈ D`, y nuevamente por el
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Lema 4, tenemos que

d(K+1)−1∑
`=0

∑
T⊂D`

|u− IT u|21,T .
d(K+1)−1∑

`=0

∑
T⊂D`

h2r
T

∥∥Dr+1u
∥∥2

L2(T )

. C

d(K+1)−1∑
`=0

∑
T⊂D`

dist(xi, T )2(γ−r−1)h2r+d
T

. C

d(K+1)−1∑
`=0

∑
T⊂D`

2−
2`(γ−r−1)

d δ2r+d 2
2`(γ−r−1)

d

≤ Cδ2r+d

d(K+1)−1∑
`=0

#D` ≤ Cδ2r+d(#T ).

Luego, por (2.16), (2.17) y (2.18), y por el Lema 7

|u− IT u|21,Ω . Cδ2r+d(#T ) = Cδ2r+d((#T −#T0) + #T0)

. Cδ2r+d(δ−d + #T0)

. Cδ2r . C(#T −#T0)−
2r
d ,

donde hemos usado que δ fue elegida suficientemente pequeña para que #T0 ≤ δ−d.

2.5.3. Demostración del Resultado Principal del Caṕıtulo

Demostración del Teorema 3. Usando las estimaciones de los Teoremas 4, 5 y la desigual-

dad de Poincaré obtenemos:

ı́nf
uT ∈VT

‖u− uT ‖1,Ω . ı́nf
uT ∈VT

|u− uT |1,Ω ≤ |u− IT u|1,Ω

=

∣∣∣∣∣
N∑
i=0

(ui − IT ui)

∣∣∣∣∣
1,Ω

≤
N∑
i=0

|(ui − IT ui)|1,Ω . CNδr,

y entonces, usando el Lema 7, tenemos que

ı́nf
uT ∈VT

‖u− uT ‖1,Ω . CN(#T −#T0)−
r
d .

Demostración del Teorema 2. Este es un corolario del Teorema 3. Es suficiente elegir ε =

A1δ
r. Esto implica el resultado para ε suficientemente pequeño, lo que inmediatamente

implica el resultado para todo ε > 0.
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Observación 5. Refinamiento Red-Green. Recordando el otro algoritmo habitual

para refinamiento de mallas en dos dimensiones, el llamado refinamiento red-green, el

resultado principal presentado en este caṕıtulo está todav́ıa abierto. De cualquier manera,

el algoritmo presentado aqúı puede ser usado para la construcción de mallas casi-óptimas,

con las modificaciones obvias dadas por el hecho de que una subdivisión red divide los

elementos en cuatro sub-elementos en lugar de dos. El único detalle faltante que se necesita

para resolver el problema es el de determinar vale si un resultado de complejidad que acote

el número de elementos refinados para mantener conformidad similar al del Teorema 1.

2.6. Aplicaciones a EDP eĺıpticas en poĺıgonos

En esta sección mostraremos dos aplicaciones del Teorema 2 para ecuaciones en

derivadas parciales eĺıpticas en dos dimensiones con el objetivo de ilustrar la aplicabilidad

de los resultados anteriores.

2.6.1. Ecuación de Poisson

Sea Ω un dominio poligonal en R2, no necesariamente Lipschitz. Y sea u la solución

débil de

−∆u = f, en Ω,

u = 0, en ∂Ω,
(2.19)

Como consecuencia del Teorema 3.1 en [Kel92] (ver también [Dau88], o Teorema 3.1

en [NVV08]) vale que si f ∈ Hr−1+ε(Ω) para algún ε > 0, entonces u puede ser escrita

como en el Teorema 2, donde N = {xi}Ni=1 es el conjunto de vértices de Ω, y ki = 0,

i = 1, 2, . . . , N .

En el caso de r = 1, ε puede ser tomado igual a cero, i.e. f ∈ L2(Ω), el conjunto N

contiene solo los vértices de Ω con ángulo interior ωi mayor que π (ci = 0 para lo otros

vértices), y gi(t) = sin(πt/ωi) para todo i = 1, 2, . . . , N .

En el caso de r > 1, el conjunto N contiene todos los vértices de Ω. Con el objetivo de

evitar los casos patológicos donde al menos un ángulo interior α de Ω satisface αr/π ∈ N,

supondremos que f ∈ Hr−1+ε(Ω) para algún ε > 0 en vez de f ∈ Hr−1(Ω), pero esta
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no es una gran restricción en la práctica. Más aun, esta hipótesis puede ser debilitada y

pedir que f ∈ L2(Ω) y f |T ∈ Hr−1+ε(T ), para todo T ∈ T0.

Concluimos entonces que si f ∈ Hr−1+ε(Ω) (a trozos sobre T0) entonces la solución u

de la ecuación de Poisson (2.19) pertenece a Ar
r/2.

2.6.2. Problema de la Interfase para el Laplaciano

Sea Ω un dominio poligonal, no necesariamente Lipschitz, que puede ser descom-

puesto en subdominios disjuntos Ωi, i = 1, . . . , nd con fronteras poligonales: Ω = ∪ndi=1Ωi.

Definimos la interfase Γ = (∪ndi=1(∂Ωi \ ∂Ω)).

Denotamos con a(x) =
∑nd

i=1 aiχΩi(x) la función global pesada, que es constante y

positiva en cada subdominio Ωi.

Queremos resolver el siguiente problema escrito en forma variacional:

Encontrar u ∈ V :

∫
Ω

a∇u · ∇v dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ V, (2.20)

donde f ∈ L2(Ω), V = H1
D(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω) : v|ΓD = 0

}
, ΓD ⊂ ∂Ω es la frontera Dirich-

let. Este problema es llamado usualmente el problema de interfase para el Laplaciano y

se corresponde con la siguiente forma fuerte

−∇ ·
(
ai∇u

)
= f, en Ωi, i = 1, 2, . . . , nd,

u = 0, on ΓD

∂u

∂n
= 0, en ΓN = ∂Ω \ ΓD,

ai
∂u|Ωi
∂ni

= −aj
∂u|Ωj
∂nj

en ∂Ωi ∩ ∂Ωj,

donde n denota la normal unitaria exterior de Ω, y ni la de Ωi.

Siguiendo las ideas originales de [Kel92], Petzoldt prueba (ver caṕıtulo 2 en [Pet01]

y las referencias alĺı contenidas) que la solución u de (2.20) satisface las condiciones del

Teorema 2 para r = 1, si la malla T0 coincide con las fronteras de los subdominios Ωi y

los puntos de ∂Ω donde la condición de frontera cambia son vértices de T0. Los puntos

x` corresponden a los vértices de la interfase Γ, a los vértices de ∂Ω, y a aquellos puntos

en ∂Ω donde las condiciones de frontera cambian de tipo Dirichlet a Neumann.
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Concluimos que si f ∈ L2(Ω) entonces por el Teorema 2 la solución u pertenece a

A1
1/2, y se obtiene el decaimiento óptimo del error para elementos lineales.

Es importante mencionar que para ciertos puntos singulares x`, el valor de γ` puede

ser tan cercano a cero como se desee, dependiendo de los valores de a(x) alrededor de

x`, proveyendo ejemplos muy singulares para la teoŕıa clásica. Con el objetivo de ilustrar

esto, explicitaremos las formulas derivadas en [Kel75] para construir una solución exacta

de un problema eĺıptico con coeficientes constantes a trozos y lado derecho f nulo; para

el caso particular Ω = (−1, 1)2, a = a1 en el primer y tercer cuadrante, y a = a2 en el

segundo y cuarto cuadrante. Una solución exacta u de (2.20) para f ≡ 0 (y valores de

frontera Dirichlet no-homogéneos) es dada en coordenadas polares por u(r, θ) = rγµ(θ),

donde

µ(θ) =



cos((π/2− σ)γ) · cos((θ − π/2 + ρ)γ) si 0 ≤ θ ≤ π/2

cos(ργ) · cos((θ − π + σ)γ) si π/2 ≤ θ ≤ π

cos(σγ) · cos((θ − π − ρ)γ) si π ≤ θ < 3π/2

cos((π/2− ρ)γ) · cos((θ − 3π/2− σ)γ) si 3π/2 ≤ θ ≤ 2π

y los números γ, ρ, σ satisfacen las relaciones no-lineales

R := a1/a2 = − tan((π/2− σ)γ) · cot(ργ)

1/R = − tan(ργ) · cot(σγ)

R = − tan(σγ) · cot((π/2− ρ)γ)

0 < γ < 2

máx{0, πγ − π} < 2γρ < mı́n{πγ, π}

máx{0, π − πγ} < −2γσ < mı́n{π, 2π − πγ}.

(2.21)

Eligiendo γ = 0,1, y resolviendo (2.21) para R, ρ y σ usando el método de Newton

obtenemos R = a1/a2
∼= 161,4476, ρ = π/4, σ ∼= −14,92256. Un γ más pequeño daŕıa un

cociente R más grande, pero en principio γ podŕıa ser tan cercano a 0 como deseemos.

Esta función u pertenece al espacio de Sobolev H1+γ(Ω), y está entonces apenas en

H1(Ω), pero—de acuerdo con los resultados previos—todav́ıa está en Ar
r/2 para todo

r ≥ 1. Esto es, una aproximación adaptativa con elementos finitos a una solución como
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esta, usando elementos finitos de Lagrange de grado r nos dará una sucesión de mallas y

soluciones discretas {Tk, uk}k satisfaciendo ‖u−uk‖H1(Ω) ≤ C (#Tk)−r/2. Por otro lado, la

regularidad Besov de las soluciones de (2.20) no ha sido bien establecida, y por lo tanto ni

los resultados de [BDDP02] ni los del caṕıtulo 4 son aún aplicables al problema de interfase

para el Laplaciano. Mientras la regularidad Besov de las soluciones de Ecuaciones en

Derivadas Parciales se encuentre en desarrollo, este resultado — que está lejos de ser una

caracterización de las clases de funciones que pueden ser aproximadas con decaimiento

óptimo N−
r
d — provee una herramienta útil para investigar la velocidad de convergencia

del MEFA para EDP.
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Caṕıtulo 3

Espacios de Besov y Aproximación

Polinomial

En el caṕıtulo anterior hemos demostrado que para una cierta clase de funciones, que

se pueden escribir como suma de una parte regular (Sobolev) más funciones con singu-

laridades localizadas, se obtiene el decaimiento óptimo con elementos finitos adaptativos.

Ese resultado está lejos de ser una caracterización de la clase de funciones para las que

se obtiene dicho decaimiento. Con el objetivo de lograr un resultado más ajustado (que

se presenta en el caṕıtulo 4), introducimos en este caṕıtulo los conceptos de módulo de

suavidad, mejor error de aproximación local por polinomios y los espacios de Besov.

En este caṕıtulo introduciremos algunas definiciones y conceptos necesarios para la

definición de los espacios de Besov y su estudio con respecto a la aproximación con elemen-

tos finitos. Demostraremos sólo algunos de los resultados, que consideramos importantes,

o cuyas demostraciones debieron ser adaptados para el caso de elementos simpliciales.

Para los otros resultados proveemos la referencia precisa de dónde pueden encontrarse.

3.1. Módulos de Suavidad

Definimos a continuación diferentes nociones de módulos de suavidad, basados en

diferencias, y mostramos algunas relaciones entre las diferentes definiciones. En la próxi-

ma sección relacionaremos el módulo de suavidad con la velocidad de aproximación por

41
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polinomios.

Definición 2. Para G un dominio de Rd y r ∈ N, llamaremos h-diferencia de orden r

de f en G a la función ∆r
h(f, ·, G) : G→ R dada por

∆r
h(f, x,G) :=


r∑
j=0

(−1)r+j
(
r

j

)
f(x+ jh), si [x, x+ r h] ⊂ G,

0, en otro caso,

donde [x, x + r h] es el prisma x + [0, r h1] × · · · × [0, r hd]. Es importante notar que si

1 ≤ k ≤ r − 1, entonces

∆r
h = ∆1

h(∆
r−1
h ) = ∆k

h(∆
r−k
h ).

Definición 3. Sean G un dominio de Rd, 0 < p ≤ ∞, r ∈ N y f ∈ Lp(G). Llamaremos

módulo de suavidad de f de orden r en Lp(G) a la función ωr(f, ·) : R+ → R dada por:

ωr(f, t)p = ωr(f, t, G)p := sup
|h|≤t
‖∆r

h(f, · )‖Lp(G)

Lema 8. Para 0 < p ≤ ∞ valen las siguientes propiedades del módulo de suavidad de

orden r:

ωr(f, t)p → 0 cuando t→ 0, para toda f ∈ Lp(G);

ωr(f, t)p es no-negativa y no-decreciente en t ∈ R+, para toda f ∈ Lp(G);

ωr(f, t)p es continua en R+, para toda f ∈ Lp(G);

para toda f ∈ Lp(G) vale la siguiente desigualdad: ωr(f, λt)p ≤ (λ + 1)rωr(f, t)p,

para todo λ > 0.

Demostración. La demostración de este lema puede encontrarse en [DL93].

Definición 4. Sean G un dominio de Rd, 0 < p ≤ ∞, r ∈ N y f ∈ Lp(G). Llamaremos

módulo de suavidad máximo de f de orden r en Lp(G) a:

ωr(f,G)p := sup
t>0

ωr(f, t, G)p = sup
h∈Rd
‖∆r

h(f, · )‖Lp(G) .
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Definición 5. Sean G un dominio de Rd, 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, r ∈ N y f ∈ Lp(G).

Llamaremos módulo de suavidad q-promediado de f de orden r en Lp(G) a:

wr(f, t)p,q = wr(f, t, G)p,q :=

[
1

(2t)d

∫
[−t,t]d

(∫
G

|∆r
h(f, x,G)|pdx

) q
p

dh

] 1
q

Notemos que con la extensión obvia de la definición de wr(f, t)p,q al caso q = ∞

resulta: wr(f, t)p,∞ = ωr(f, t)p.

A partir de ahora consideraremos dominios G que son, o bien el interior de un elemento

T de una malla admisible T o el interior de la unión de los elementos de T que son

adyacentes a T . Sin posibilidad de confusión, diremos que G = T o G = T̂ := {T ′ ∈ T :

T ∩ T ′ 6= ∅} para considerar cada uno de estos casos. Estos son los dominios con los que

necesitaremos trabajar en el caṕıtulo 4

ParaG = T oG = T̂ los módulos de continuidad antes definidos son todos equivalentes

como muestra el siguiente lema:

Lema 9. Sea G ⊂ Rd un dominio acotado tal que existan una familia {Bj}Nj=0 =

{B(xj, ρj)}Nj=0 y otra familia de conos finitos {Cj}Nj=0 (todos congruentes a un cono finito

fijo C) tales que:

G ⊂ ∪Nj=0Bj y ∀x ∈ B(xj, 2ρj) ∩G, x+ Cj ⊂ G.

Entonces existen tres constantes Ci, i = 1, 2, 3 que dependen solo de r, el ángulo de

apertura de C, p, q, N y mı́n1≤j≤N{ρj}, tales que:

C1wr(f, t)p,q ≤ ωr(f, t)p ≤ C2wr(f, t)p,q

para 0 < p, q <∞, y t ≤ C3 diam(C).

Corolario 1. Si G es un dominio acotado Lipschitz existen tres constantes Ci, i = 1, 2, 3

tales que:

C1wr(f, t)p,q ≤ ωr(f, t)p ≤ C2wr(f, t)p,q

para 0 < p, q <∞, y t ≤ C3, donde Ci = Ci(p, q, r, G), i = 1, 2, 3.

Demostración. Las condiciones del Lema 9 satisfacen la caracterización de los dominios

Lipschitz dada en [Sha83, Theorem 1].
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Corolario 2. Si G = T o G = T̂ = {T ′ ∈ T : T ∩ T ′ 6= ∅}, entonces existen tres

constantes Ci, i = 1, 2, 3 tales que:

C1wr(f, t)p,q ≤ ωr(f, t)p ≤ C2wr(f, t)p,q (3.1)

para 0 < p, q <∞, y t ≤ C3 diam(T ), donde Ci depende de p , q , r, la regularidad de la

malla y Ω, para i = 1, 2, 3.

Demostración. Sean κT el máximo cociente entre diamT y el radio de la mayor bola

contenida en T , para todo T ∈ T , {xj}`j=1 el conjunto de vértices de G, R = sup{ρ ∈

R : B(xj, s) ∩ G es conexo , 1 ≤ j ≤ `,∀0 < s < ρ} y α = mı́n{α1, α2}, donde α1 =

1
2

arctan( 1
κT

) y α2 es el ángulo máximo para el cual la condición de cono se satisface para

todo x ∈ ∂Ω. Tomando h = mı́n{mı́nE⊂G{hE}, R}, donde el mı́nimo es tomado sobre

todas las aristas de T incluidos en G, y definimos un cono C con ángulo α y longitud

h sin(α)
8

, de la elección de α y h se sigue que para cada x ∈ G existe una rotación Tx tal

que Tx(C) + x ⊂ G.

Luego, para cada vértice {xj}`j=1, tomamos Bj = B(xj,
h
4
) y asignamos a cada Bj el

cono Cj = xj+Txj(C). Para completar el cubrimiento tomamos el conjunto {yi}mi=1 ⊂ G de

todos los nodos de Lagrange de grado n tales que B(yi,
h sinα

16
)∩ (G \ ∪Nj=1Bj) 6= ∅, donde

n =
[ 16H

h sin(α)

]
y H = máxE⊂G hE. Definimos entonces B`+i = B(yi,

h sinα
16

), 1 ≤ i ≤ m y

asignamos a cada B`+i un cono de la siguiente manera:

si ∃j, 1 ≤ j ≤ ` tal que B(yi,
h sinα

4
) ∩Bj 6= ∅, asigno C`+i = Cj;

si B(yi,
h sinα

4
)∩Bj = ∅ para todo j = 1, 2, . . . , `, pero B(yi,

h sinα
4

) intersecta alguna

cara entonces asigno C`+i = Cj para algún xj que pertenezca a la intersección con

esas caras (por la definición de R y α, es claro que ese conjunto de vértices no es

vaćıo);

en cualquier otro caso asigno C`+i = C.

Por como lo construimos {Bj}`+mj=1 es un cubrimiento de G, que satisface las condiciones

del Lema 9 con N = ` + m ≤ c1(κT ) + c2(κT ,Ω) 1
(sinα)d

, y el ángulo de apertura de C

dependiendo de κT y la constante Lipschitz de Ω. Usando el Lema 9 concluimos que (3.1)

vale para todo t ≤ C3 diam(G) y C1, C2, C3 dependen solo de p, q, r, κT y Ω.
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Demostración del Lema 9. La desigualdad izquierda es trivial si usamos que ωr(f, t)p es

no decreciente y

‖∆r
h(f, ·)‖Lp ≤ ωr(f, t)p,

para todo |h| ≤ t.

Para demostrar la desigualdad derecha supongamos que diam(G) = 1, los otros casos

se derivan de este mediante un escalamiento estándar. Primero probaremos el caso q = 1.

Para un v ∈ Rd dado definimos Gv = {x ∈ G : x+ v ∈ G}. Notemos que si h, s ∈ Rd:

r∑
`=0

(−1)r+`
(
r

`

)
∆r
h+`s(f, x)

=
r∑
`=0

(−1)r+`
(
r

`

) r∑
j=0

(−1)r+j
(
r

j

)
f(x+ j(h+ `s))

=
r∑
j=0

(−1)r+j
(
r

j

) r∑
`=0

(−1)r+`
(
r

`

)
f(x+ jh+ j`s)

=
r∑
j=1

(−1)r+j
(
r

j

)
∆r
js(f, x+ jh).

siempre que todos los argumentos de f que aparecen en la última expresión pertenezcan

a G, i.e. si x ∈ Grh ∩Grh+r2s. El término correspondiente a ` = 0 en el lado izquierdo es

(−1)r∆r
h(f, x), y obtenemos entonces:

∆r
h(f, x) =

r∑
`=1

(−1)`
(
r

`

)
[∆r

`s(f, x+ `h)−∆r
h+`s(f, x)], (3.2)

para todo x ∈ Grh ∩Grh+r2s.

Consideremos la familia {Gj}Nj=1 = {G ∩ Bj}Nj=1, que es claramente un cubrimiento

de G.

Sea ρ = mı́n{mı́n1≤j≤N{ρj}, diam(C)}, notemos que si t ≤ ρ
k2 , h ∈ Rd, 0 ≤ |h| ≤ t y

s ∈ Ctj = {x : x
t
∈ Cj}, entonces x ∈ Gj ∩ Grh implica que x + `h ∈ Gr`s y por lo tanto

x ∈ G`(h+`s), para todo 1 ≤ ` ≤ r. Entonces tomando Lp(Gj)-norma en (3.2) obtenemos:

‖∆r
h(f)‖Lp(Gj∩Grh) = ‖∆r

h(f)‖Lp(Gj)

≤ 2
1
p

r∑
`=1

(
r

`

)[
‖∆r

`s(f, ·+ `h)‖Lp(Gr`s)
+
∥∥∆r

h+`s(f)
∥∥
Lp(Gr(h+`s))

]
.
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Promediando sobre s ∈ Ctj, un cambio de variables nos permite obtener:

‖∆r
h(f)‖Lp(Gj)

.
1

|Ctj|

r∑
`=1

[∫
C`tj
‖∆r

u(f)‖Lp(G) du+

∫
h+C`tj

‖∆r
u(f)‖Lp(G) du

]

.
1

td

∫
[−(k+1)t,(k+1)t]d

‖∆r
u(f)‖Lp(G) du = (2r + 2)dwr(f, (r + 1)t)p,1,

Donde las constantes dependen de r y del ángulo de apertura de C. Sumendo en j obten-

emos

‖∆r
h(f)‖Lp(G) . wr(f, (r + 1)t)p,1, ∀|h| ≤ t, t ≤ ρ

r2
.

Tomando supremo sobre |h| ≤ t obtenemos

ωr(f, t)p . wr(f, (r + 1)t)p,1,

y usando propierdades del módulo de suavidad [DL93], obtenemos que para 0 < t ≤ ρ
r2 :

ωr(f, (r + 1)t)p . (r + 2)rωr(f, t)p . wr(f, (r + 1)t)p,1 . ωr(f, (r + 1)t)p

lo que demuestra el resultado para q = 1.

Usando la desigualdad de Hölder con 1 < q <∞ obtenemos:

wr(f, t)p,1 =
1

(2t)d

∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖Lp(Gru) du

≤ 1

(2t)d

(∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖qLp(Gru) du

) 1
q
(∫

[−t,t]d
du

)1− 1
q

≤
(

1

(2t)d

∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖qLp(Gru) du

) 1
q

= wr(f, t)p,q,

y el caso 1 < q <∞ queda demostrado.

Para el caso 0 < q < 1 es fácil ver que:

wr(f, t)p,1 =
1

(2t)d

∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖Lp(Gru) du

≤ 1

(2t)d

∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖qLp(Gru) ωr(f,

√
d t)1−q

p du

≤ (
√
d+ 1)r(1−q)ωr(f, t)

1−q
p

1

(2t)d

∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖qLp(Gru) du

. wr(f, t)
1−q
p,1

(
1

(2t)d

∫
[−t,t]d

‖∆r
u(f)‖qLp(Gru) du

)
= wr(f, t)

1−q
p,1 wr(f, t)

q
p,q
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donde usamos el caso q = 1 en la última desigualdad, obteniendo:

wr(f, t)p,1 . wr(f, t)p,q, (3.3)

y el resultado queda demostrado para el caso 0 < q < 1.

h

h

h

T0 = Te1/4 = Te2/4 T1 = T−e1/4 T2 = T−e2/4

Figura 3.1: Elementos Th para d = 2 y h = e1/4 o h = e2/4 (izquierda), h = −e1/4 (medio), y

h = −e2/4 (derecha).

Lema 10. Sea T una malla admisible, T ∈ T y sea G = T o G = T̂ = {T ′ ∈ T :

T ∩ T ′ 6= ∅}. Si 0 < p <∞ y f ∈ Lp(G), entonces existe una constante ϑ tal que:

‖f − ϑ‖Lp(G) ≤ Cω1(f, |G|
1
d , G)p (3.4)

con C que depende sólo de la regularidad de la malla y de p, pero no de la función f o

del tamaño de G.

Observación 6. Este resultado es una especie de desigualdad de Poincaré. La diferencia

es que el mismo es válido para todo 0 < p <∞, y no sólo para p ≥ 1 como la desigualdad

de Poincaré clásica.

Demostración. Si G̃ = B(0, 2 diam(G)) y χK denota la función caracteristica sobre el
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conjunto K, entonces∫
G

∫
G

|f(x)− f(y)|pdxdy =

∫
G

∫
G−x
|f(x+ s)− f(x)|p ds dx

=

∫
G

∫
eG |f(x+ s)− f(x)|pχG−x(s) ds dx

=

∫
eG
∫
G

|f(x+ s)− f(x)|pχG−s(x) dx ds

≤
∫

eG ω1(f, |G|
1
d , G)pp ds

= |G̃|ω1(f, |G|
1
d , G)pp

≤ C |G|ω1(f, |G|
1
d , G)pp

donde hemos usado que 4 diam(G) = diam(G̃) ≤ C |G| 1d por regularidad de la malla.

Reescribiendo esta desigualdad obtenemos:

1

|G|

∫
G

∫
G

|f(x)− f(y)|p dx dy ≤ Cω1(f, |G|
1
d , G)pp (3.5)

El lado izquierdo de la desigualdad es un promedio de la función y →
∫
G
|f(x)−f(y)|p dx

y por lo tanto existe y ∈ G tal que∫
G

|f(x)− f(y)|pdxdy ≤ Cω1(f, |G|
1
d , G)pp

lo que finaliza la demostración tomando ϑ = f(y).

Corolario 3. Dado 0 < p < ∞ y G como en el Lema 10, f es constante si y sólo si

ω1(f, t, G)p = 0 para algún t > 0.

Lema 11. Sean 0 < p < ∞ y r ∈ N. Si ωr(f, t)p = 0 para algún t > 0 entonces f es

un polinomio de grado ≥ r− 1. Más precisamente, existe un polinomio P ∈ Pr−1 tal que

f = P en casi todo punto.

Demostración. La demostración se encuentra en [DL93] y se basa en un resultado similar

al anterior.

Definición 6. Diremos que un conjunto abierto y conexo G ⊂ Rd es un dominio Lipschitz

en Rd si existe una familia finita de conos finitos {Ci}Ni=1 de la forma Ci = C+
i ∪ C−i con

C+
i = {x ∈ Rd : 〈x, xCi〉 ≤ α ‖x‖2 y |〈x, xCi〉| ≤ β}, C−i = {x ∈ Rd : −〈x, xCi〉 ≤
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α ‖x‖2 y |〈x, xCi〉| ≤ β} donde xCi es el vector unitario de dirección del cono Ci; tales

que para todo punto y de la frontera ∂G vale que (y + Ci) ∩ ∂G = {y}, (y + Ci) ∩ G =

C+
i y (y + Ci) ∩ Gc = C−i para algún 1 ≤ i ≤ N . La constante α de la definición se

llamará constante Lipschitz del dominio.

Observación 7. Hemos elegido esta definición de dominio Lipschitz porque es útil para

el desarrollo de la tesis, otras definiciones equivalentes se pueden encontar en [Sha83].

Lema 12 (Desigualdad de Marchaud). Supongamos que G ⊂ Rd es un dominio Lipschitz

y 0 < p <∞, entonces:

ωk(f, t)p ≤ Ctk

‖f‖p∗Lp(G) +

∫ |G| 1d
t

ωr(f, s)
p∗
p

skp∗+1
ds

 1
p∗

(3.6)

para todo 0 < k < r donde p∗ = mı́n(p, 1) y C depende de p, k, r, d y la constante Lipschitz

de G, pero no de f ni del tamaño de G.

Demostración. La demostración se encuentra en [DL93] para d = 1 y [Dit88] para d ≥

2.

Lema 13. Sea T una malla admisible, T ∈ T y sea G = T o G = T̂ = {T ′ ∈ T :

T ∩ T ′ 6= ∅}, 0 < p <∞, r ∈ N y M > 0. Entonces, si un conjunto F ⊂ Lp(G) satisface:

ωr(f, t)p → 0 cuando t→ 0, uniformemente para f ∈ F (3.7)

y ‖f‖Lp(G) ≤M , entonces es F es precompacto.

Demostración. Demostraremos el resultado para G = T ya que el otro caso es idéntico.

Para n = 1, 2, . . . aproximaremos f ∈ F por funciones constantes a trozos g que son

constantes en los simpliciales que surgen de descomponer G en 2n simpliciales obtenidos

aplicando la regla de bisección del vértice más nuevo (de donde resulta claro que cada

uno es regular y de tamaño |G|
2n

), que llamaremos Gn
j para 1 ≤ j ≤ 2n.

Por el Lema 10 sabemos que para cada Gn
j existe una constante ϑnj tal que:

∥∥f − ϑnj ∥∥Lp(Gnj )
≤ Cω1(f, |Gn

j |
1
d , Gn

j )p ≤ Cw1(f, 2−
n
d |G|

1
d , Gn

j )p
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y definiendo gnf (x) = ϑnj para x ∈ Gn
j obtenemos, luego de elevar a la p y sumar las

desigualdades resultantes, que:

‖f − g‖Lp(G) ≤ Cw1(f, 2−
n
d |G|

1
d , G)p ≤ Cω1(f, 2−

n
d |G|

1
d , G)p. (3.8)

Sea ahora ε > 0 dado, por (3.7) y (3.8), podemos elegir n suficientemente grande tal

que: ∥∥f − gnf ∥∥Lp(G)
< ε, f ∈ F .

Por esto y por (3.7) se sigue que el conjunto F1 de todas las funciones g constantes

a trozos sobre G (particionando por la regla del vértice más nuevo) satisfaciendo (3.8)

es acotado. Es precompacto como subconjunto de un subespacio de dimensión finita de

Lp(G). Existe entonces una ε-red finita para F1, y por lo tanto una 3ε-red finita para F .

Como ε > 0 es arbitrario se sigue que F es precompacto.

Definiremos a continuación elK funcional, que es muy útil para definir la interpolación

entre espacios funcionales. Para ello hace falta definir lo que se entiende por espacios

compatibles.

Definición 7. Un par (X0, X1) de espacios de casi-Banach X0 y X1 se dicen compat-

ible si existe un espacio vectorial topológico de Hausdorff X en el que X0 y X1 están

continuamente inmersos.

Observación 8. El espacio vectorial topológico X mencionado en la definición anterior,

puede ser tomado como el espacio S ′(G) de las distribuciones en G para los pares (X0, X1)

que utilizaremos en este trabajo.

Definición 8. Dado un par de espacios casi-Banach compatibles (X0, X1), llamaremos

K-funcional al funcional definido para cada f ∈ X0 +X1 y t > 0 como

K(f, t;X0, X1) = ı́nf{‖f0‖X0
+ t ‖f1‖X1

: f = f0 + f1} (3.9)

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las representaciones de f como f = f0 + f1 con

f0 ∈ X0 y f1 ∈ X1.
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El siguiente lema establece un resultado fundamental que relaciona el K-funcional

recién definido, entre espacios de Sobolev con el módulo de continuidad ωr definido an-

teriormente.

Lema 14. Sea 1 ≤ p <∞, r ∈ N y G ⊂ Rd un dominio Lipschitz, entonces existen dos

constantes c2 ≥ c1 > 0, que sólo dependen de la constante Lipschitz de G, r y p, tales

que:

c1ωr(f, t, G)p ≤ K(f, tr;Lp(G),W p
r (G)) ≤ c2ωr(f, t, G)p (3.10)

para todo 0 < t < |G| 1d .

Demostración. La demostración de este lema se puede encontrar en [JS77].

3.2. Aproximación por Polinomios

Definición 9. Para 0 < p ≤ ∞ llamaremos mejor error por aproximación polinómica de

orden r en Lp(G) a:

Er(f,G)p := ı́nf
g∈Pr−1

‖f − g‖Lp(G) . (3.11)

Lema 15 (Lema de Whitney). Sea T una malla admisible, T ∈ T y sea G = T o

G = T̂ = {T ′ ∈ T : T ∩ T ′ 6= ∅}. Si f ∈ Lp(G), 0 < p <∞ y r ≥ 1, entonces existe c tal

que:

Er(f,G)p ≤ cωr(f,G)p (3.12)

donde c depende de p, r, d si G = T , y de p, r, d y la regularidad de la malla si G = T̂ ,

pero es independiente de la función f y del tamaño de G.

Demostración. Según la definición 4, es suficiente demostrar que

Er(f,G) ≤ cωr(f, |G|1/d, G)p. (3.13)

Consideremos primero el caso 1 ≤ p <∞. Sea g ∈ W r
p (G), el espacio de Sobolev de fun-

ciones con derivadas débiles de orden ≤ r en Lp(G). Por la teoŕıa clásica de interpolación

polinomial [BS08] existe un polinomio q de grado ≤ r − 1 tal que:

‖g − q‖Lp(G) ≤ C|G|
r
d ‖Drg‖Lp(G) .
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Por lo tanto, para f ∈ Lp(G)

‖f − q‖Lp(G) ≤ C
(
‖f − g‖Lp(G) + |G|

r
d ‖Drg‖Lp(G)

)
.

Luego tomando ı́nfimo sobre g ∈ W r
p (G) y sobre q ∈ Pr−1 obtenemos, usando (3.10)

Er(f,G)p ≤ CK(f, |G|
r
d , Lp(G),W r

p (G)) ≤ Cωr(f, |G|
1
d , G)p,

lo que termina de demostrar el resultado para 1 ≤ p <∞.

Para probar el resultado en el caso 0 < p < 1 supongamos que (3.13) es falso,

entonces para cada n ∈ N existirá fn ∈ Lp(G) tal que Er(fn, G)p = ‖fn‖Lp(G) = 1 y

ωr(fn, |G|
1
d , G)p ≤ 1

n
. Como ωr(fn, t)p → 0 cuando t→ 0 para todo n ∈ N y ωr(fn, t)p ≤ 1

n

para todo n ∈ N y todo 0 < t ≤ |G| 1d , esta convergencia es uniforme en n. Por lo tanto el

conjunto F = {fn : n ∈ N} es precompacto por el Lema 13. Luego existe una subsucesión

{fnk}k∈N ⊂ F tal que fnk → f cuando k →∞ en Lp(G) para algún f ∈ Lp(G). Entonces

ωr(f, t)p = 0 para todo 0 < t < |G| 1d y por el Lema 11 sabemos que f = P en casi

todo punto para algún P ∈ Pr−1. Esto contradice que Er(f,G)p = 1, lo que concluye la

demostración.

Lema 16. Sea T una malla admisible, T ∈ T y sea G = T o G = T̂ = {T ′ ∈ T :

T ∩ T ′ 6= ∅}, 0 < p, q ≤ ∞, r ≥ 1. Entonces existen dos constantes c4, c5 tales que:

c4 ‖g‖Lp(G) ≤ |G|
1
p
− 1
q ‖g‖Lq(G) ≤ c5 ‖g‖Lp(G) , ∀g ∈ Pr−1, (3.14)

donde las constantes c4, cg sólo dependen de p, q, r y la regularidad de la malla, pero son

independientes del tamaño de G.

Demostración. La demostración sólo consiste de un argumento estandar de escalamiento

a una situación de referencia y la equivalencia de normas en dimensión finita.

Definición 10. Dada f ∈ Lp(G) diremos que una función g ∈ Pr−1 es una casi mejor

aproximación Lp de f por Pr−1 en G con constante A > 1 si:

‖f − g‖Lp(G) ≤ AEr(f,G)p. (3.15)

Lema 17. Sean 0 < ρ ≤ p ≤ ∞ y g ∈ Pr−1 una casi mejor aproximación Lρ de f por

Pr−1 en G con constante A. Entonces g es una casi mejor aproximación Lp de f por
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Pr−1 en G con constante cA, donde c depende de r, p, ρ y la regularidad de la malla,

pero es independiente del tamaño de G y de las funciones f y g.

Demostración. Sean f y g como en las hipotesis, y sea h ∈ Pr−1 una mejor aproximación

Lp de f . Como ρ, p pueden ser menores a 1, la desigualdad triangular se cumple con una

constante c, y entonces por el Lema 16,

‖f − g‖p ≤ c(Er(f,G)p + ‖g − h‖Lp(G))

≤ c(Er(f,G)p + |G|
1
p
− 1
ρ ‖g − h‖Lρ(G))

≤ c(Er(f,G)p + |G|
1
p
− 1
ρ [‖f − g‖Lρ(G) + ‖f − h‖Lρ(G)])

≤ c(Er(f,G)p + |G|
1
p
− 1
ρ (A+ 1) ‖f − h‖Lρ(G))

Ahora, como ρ ≤ p la desigualdad de Hölder implica |G|
1
p
− 1
ρ ‖f − h‖Lρ(G) ≤ ‖f − h‖Lp(G).

Por lo tanto

‖f − g‖Lp(G) ≤ c(Er(f,G)p + (A+ 1) ‖f − h‖Lp(G)) ≤ cAEr(f,G)p (3.16)

y el lema queda probado.

3.3. Espacios de Besov v́ıa Módulo de Suavidad

El espacio de Besov Bs
p,q(Ω), para s > 0 y 0 < q, p ≤ ∞, es el conjunto de todas las

funciones f ∈ Lp(Ω) tales que la semi-(casi)norma:

|f |Bsp,q(Ω) :=



(∫ ∞
0

[t−sωr(f, t)p]
q dt

t

) 1
q

, si 0 < q <∞

sup
t>0

t−sωr(f, t)p, si q =∞

(3.17)

es finita, donde r > s (usualmente r = [s] + 1).

La (casi)norma de Bs
p,q(Ω) se define como:

‖f‖Bsp,q(Ω) = ‖f‖Lp(Ω) + |f |Bsp,q(Ω) (3.18)

La definición (3.17) es independiente de r en el sentido de que si r es reemplazado por

r′ > s, entonces el espacio resultante es el mismo con normas equivalentes. La condición
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r > s no debe ser vista como una restricción en s sino como la necesidad de acomodar el

valor de r para definir correctamente al espacio Bs
p,q(Ω). Esta situación cambia cuando

p < 1, donde para un r fijo la definición de la seminorma (3.17) sigue dando normas

equivalentes para un mayor rango de s. La restricción r > s en (3.17) ya no es necesaria

cuando p < 1, sino que basta tomar 0 < s < r − 1 + 1
p
.

Suele ser conveniente usar la siguiente equivalencia:

|f |Bsp,q(Ω) '

(∑
m∈Z

2msqωr(f, 2
−m)qp

) 1
q

(3.19)

que es inmediata por (3.17) utilizando las propiedades de decaimiento de ωr(f, t)p (ver

lemma 8).

Otra seminorma equivalente en Bs
p,p(Ω) (p = q) se deduce de (3.17) usando la equiv-

alencia del Lema 9, obteniendo:

|f |Bsp,p(Ω) ' |f |wBsp,p(Ω) :=

(∫
Ω

∫ ∞
0

∫
[0,t]d
|∆r

h(f, x,Ω)|pt−sp−d−1 dh dt dx

) 1
p

(3.20)

con constantes de equivalencia dependiendo sólo de p, r y la constante Lipschitz del

dominio.

A continuación enunciaremos un importante resultado de inmersión para espacios de

Besov, cuya demostración se encuentra en los libros [Pee76, Tri78, Tri83, Tri92]:

Teorema 6. Sean Ω un dominio Lipschitz, α, β > 0, 0 < p, q, τ, t ≤ ∞. Entonces la

siguiente inmersión de espacios

Bα
p,q(Ω) 7−→ Bβ

τ,t(Ω) (3.21)

es válida con continuidad si ocurre alguno de los siguientes casos:

1. p ≤ τ y α− d
p
> β − d

τ

2. p ≤ τ , α− d
p

= β − d
τ

y q ≤ t.

Observación 9. Este resultado de inmersión dice que cada vez que una función tenga

regularidad α con un ı́ndice de integración p, también tiene regularidad β (< α) con el

ı́ndice de integración τ ≥ p si α− d
p
> β− d

τ
independientemente del ı́ndice de integración
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secundario q de la definición. Este es el mismo resultado de inmersión que se cumple para

los espacios de Sobolev, salvando la diferencia de que no se pueden utilizar ı́ndices de

integración menores a uno.

Demostración. La demostración de este teorema para Rd o dominios C∞ se puede encon-

trar en [Pee76, Tri78, Tri83, Tri92] y su extensión a dominios Lipschitz en los trabajos

más recientes [Tri02, Tri06]

Definición 11. Dada una pareja compatible (X0, X1) de espacios casi-Banach X0 y X1,

0 < q ≤ ∞, 0 < θ < 1, definimos la norma de interpolación

‖f‖(X0,X1)θ,q
:=



(∫ ∞
0

[t−θK(f, t;X0, X1)]q
dt

t

) 1
q

, si 0 < q <∞

sup
t>0

t−θK(f, t;X0, X1), si q =∞

(3.22)

y el espacio de interpolación (X0, X1)θ,q como el espacio formado por todas las f ∈ X0+X1

tales que ‖f‖(X0,X1)θ,q
es finita.

Teorema 7. Sea s0 ∈ R, s1 ∈ R, 0 < q0 ≤ ∞, 0 < q1 ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 < p <∞ y G

un dominio acotado Lipschitz. Sea 0 < θ < 1 y s = (1− θ)s0 + θs1, entonces:

(Bs0
p,q0

(G), Bs1
p,q1

(G))θ,q = Bs
p,q(G). (3.23)

Demostración. La demostración de este teorema para Rd o dominios C∞ se puede en-

contrar en [Pee76, Tri78, Tri83, Tri92] y su extensión a dominios Lipschitz en [Tri02,

Tri06]

Mencionamos a continuación algunos resultados clásicos de espacios funcionales con el

solo fin de clarificar la “ubicación” de los espacios de Besov con respecto a otros espacios

clásicos. Lo primero que es importante notar es que:

Bs
p,q ⊂ W s

p , si q > 2 y p ≥ 1

Bs
p,q ⊃ W s

p , si q < 2 y p ≥ 1
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aunque no es cierto que W s
p = Bs

p,2. Este resultado se cumple sólo cuando p = 2, es decir,

la únicas igualdades entre espacios de Besov y Sobolev son

Bs
2,2 = W s

2 , s ∈ R. (3.24)

Por otro lado, debemos aqúı mencionar a los espacios de Triebel-Lizorkin F s
p,q para los

que vale F s
p,2 = W s

p para todo 1 ≤ p ≤ ∞, y F s
p,p = Bs

p,p para todo 0 < p ≤ ∞.



Caṕıtulo 4

Espacios de Besov y Clases de

Aproximación

En el Caṕıtulo 2 hemos demostrado que las funciones que se pueden escribir co-

mo suma de una parte regular (Sobolev) y una parte con singularidades localizadas, se

pueden aproximar con decaimiento óptimo con elementos finitos adaptativos. Ese re-

sultado está lejos de ser una caracterización de la clase de funciones para las que se

obtiene dicho decaimiento. En el presente caṕıtulo describiremos una clase de funciones

en términos de regularidad Besov para las cuales se obtiene el decaimiento óptimo del

error (Sección 4.5. Teoremas Directos). Si bien tampoco se obtiene una caracterización,

se demuestra una especie de resultado rećıproco para una clase de funciones levemente

mayor (Sección 4.6. Teoremas Inversos).

4.1. Base y Casi-interpolador

En este caṕıtulo, dada una malla admisible T , llamaremos VT al espacio de elementos

finitos de Lagrange de grado r − 1,

VT =
{
v ∈ H1(Ω) : v|T ∈ Pr−1,∀T ∈ T

}
.

Para la construcción de un operador de casi-interpolación que resulte una casi-mejor

aproximación localmente en Lp, aún para 0 < p < ∞, hará falta utilizar una base dual

a la base nodal. Comenzamos definiendo lo que entendemos por base canónica o nodal.

57
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Dado el conjunto ΞT = {ν : ν es un nodo de T } definimos, para cada ν ∈ ΞT , la función

base φν como la única función del espacio de elementos finitos que vale 1 en el nodo ν y

cero en el resto de los nodos. Llamaremos base canónica o nodal de VT a {φν}ΞT .

Lema 18. Sea 0 < p <∞ y g =
∑

ν∈ΞT
aνφν, entonces existen dos constantes c, C tales

que:

c ‖g‖Lp(Ω) ≤

(∑
ν∈ΞT

‖aνφν‖pLp(Ω)

) 1
p

≤ C ‖g‖Lp(Ω) (4.1)

donde c, C sólo dependen de p, del grado polinomial r−1 del espacio de elementos finitos

y de la regularidad de la malla.

Demostración. Este resultado se puede demostrar fácilmente utilizando argumentos están-

dares de localización.

Para construir su base dual (en el sentido de los operadores) nos restringiremos ini-

cialmente a un elemento T y alĺı generaremos la base biortonormal dual a {φν |T}ΞT

que llamaremos {ςν |T}ΞT
, donde ςν |T es el polinomio de grado r definido en T tal que∫

T
ςν |T φν′ |T = δν,ν′ para todo ν ′ ∈ T , y con ella construimos la base dual

{
φ̃ν

}
ΞT

, de la

siguiente manera:

φ̃ν |T =
1

mν

∑
ν∈T

ςν |T , (4.2)

donde θν = sop(φν) y mν = # {T ∈ T : ν ∈ T} = # {T ∈ T : T ⊂ θν}. Es fácil compro-

bar que para esta base dual valen las siguientes propiedades:

〈φν , φ̃ν′〉 =

∫
Ω

φνφ̃ν′ = δν,ν′ , (4.3)

sop(φ̃ν) ⊆ θν = sop(φν) =
⋃
T3ν

T, (4.4)

y φ̃ν |T ∈ Pr para todo T ∈ T , aunque en general φ̃ν es discontinua, como se puede

apreciar en la figura 4.1.

Observación 10. El resultado del Lema 18 también es válido si reemplazamos {φν}ΞT

por {φ̃ν}ΞT .
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Figura 4.1: Dos posibles funciones φ̃ν para d = 1. En la primera los intervalos tienen la mis-

ma longitud y la función resulta continua en el nodo central, mientras que en la segunda los

intervalos tienen distinta longitud y la función resulta discontinua en el nodo central. Ambas

resultan discontinuas en el dominio puesto para el resto de los elementos su valor es 0.

Definición 12. Llamaremos proyector lineal del espacio de elementos finitos al operador

QT : L1(Ω)→ VT definido por

QT (f) :=
∑
ν∈ΞT

〈f, φ̃ν〉φν . (4.5)

Observación 11. Vale la pena notar que:

Si f ∈ VT , entonces QT (f) = f .

Si f = g χbT , g ∈ Pr, entonces QT (f)|T = g|T , donde T̂ = {T ′ ∈ T : T ∩T ′ 6= ∅}. Es

decir, si f es un polinomio en un entorno de elementos de T , entonces la proyección

local de f coincide con f en T .

Lema 19. El proyector lineal del espacio de elementos finitos QT posee las siguientes

propiedades de acotación local:

1. Si 1 ≤ p <∞ y f ∈ Lp(Ω), entonces existe una constante c tal que:

‖QT (f)‖Lp(T ) ≤ c ‖f‖Lp( bT ) para todo T ∈ T , (4.6)

donde c depende de p, d, r y la regularidad de la malla, y T̂ denota al entorno

T̂ := {T ′ ∈ T : T ∩ T ′ 6= ∅}.
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2. Si 0 < p < ∞ y g =
∑

T∈T χTgT con gT ∈ Pr, entonces existe una constante c tal

que:

‖QT (g)‖Lp(T ) ≤ c ‖g‖Lp( bT ) para todo T ∈ T , (4.7)

donde c depende de p, d, r y la regularidad de la malla, pero es independiente de la

función g y del tamaño del elemento T .

Observación 12. Es importante notar que el punto 1 del lema anterior no es cierto para

p < 1. Más aún, si f ∈ Lp(Ω) con p < 1, entonces QT podŕıa no estar definido, pues

podŕıa suceder que f φ̃ν no sea integrable.

Demostración. Para la primera parte notemos que utilizando (4.2) y (4.3), junto con

un escalamiento de las funciones ςν |T a un elemento de referencia Tref, el producto de∥∥∥φ̃ν∥∥∥
Lp′ (Ω)

por ‖φν‖Lp(Ω) resulta acotado uniformemente por una constante que sólo de-

pende de p, r y de la regularidad de la malla, por lo tanto podemos obtener:

‖QT (f)‖Lp(T ) ≤
∑
ν∈T

|〈f, φ̃ν〉| ‖φν‖Lp(T ) (4.8)

≤
∑
ν∈T

‖f‖Lp(θν)

∥∥∥φ̃ν∥∥∥
Lp′ (Ω)

‖φν‖Lp(Ω) (4.9)

≤ c
∑
ν∈T

‖f‖Lp(θν) ≤ C ‖f‖Lp( bT ) (4.10)

donde la última desigualdad se desprende del solapamiento finito de los θν .

Para la segunda parte sólo probaremos el caso 0 < p < 1 (el otro caso es un corolario

de la primera parte de este lema). Si g =
∑

T∈T χTgT , por la Observación 10 y dado que

g|T ′ =
∑

ν∈T ′〈g, ςν |T ′〉T ′ φν |T ′ para todo T ′ ∈ T , tenemos que:

‖g‖p
Lp( bT )

=
∑
T ′⊂bT
‖g‖pLp(T ′)

'
∑
T ′⊂bT

∑
ν∈T ′
‖〈g, ςν |T ′〉T ′φν |T ′‖pLp(T ′)

=
∑
T ′⊂bT

∑
ν∈T ′
|〈g, ςν |T ′〉T ′|p ‖φν |T ′‖pLp(T ′)
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y por lo tanto

‖QT (g)‖pLp(T ) ≤
∑
ν∈T

|〈g, φ̃ν〉|p ‖φν‖pLp( bT )

≤ C
∑
T ′⊂bT

∑
ν∈T ′
|〈g, ςν |T ′〉T ′ |p ‖φν |T ′‖pLp(T ′)

' ‖g‖p
Lp( bT )

donde la constante C sólo depende de p, r y la regularidad de la malla, por lo tanto el

teorema queda demostrado.

A continuación construiremos un proyector de casi-mejor aproximación local en Lp

para 0 < p <∞. Dicho proyector cumplirá con ciertas propiedades que serán necesarias

en las demostraciones de las secciones siguientes. La dificultad radica en la falta de con-

vexidad de las bolas en Lp para 0 < p < 1, que implica la probable existencia de múltiples

elementos en Pr−1 que minimizan la distancia a una f dada.

Definición 13. Para 0 < p < ∞ y G un dominio de Rd, llamaremos proyector de

casi-mejor aproximación local polinómica, al operador Πr
p,G que se define de la siguiente

manera para f ∈ Lp(G): Sean

E = mı́ng∈Pr−1 ‖f − g‖Lp(G),

S = {g ∈ Pr−1 : E = ‖f − g‖Lp(G)},

S̃ = convexhull(S),

W : Pr−1 7−→ Rk la transformación lineal canónica que a cada polinomio le hace

corresponder el vector de sus coeficientes (aqúı k = dimPr−1), y

S = W (S̃).

Dado ahora un elemento cualquiera ζ ∈ S definimos el espacio X = gen{S−ζ} y sea L la

medida de Lebesgue en X (que será la medida de Dirac o de Hausdorff si X es un conjunto

puntual). Utilizando este espacio y esta medida, defino el vector Λ = 1
L(S)

∫
S
λdL(λ) y el

operador se define entonces como Πr
p,G(f) := W−1(Λ + ζ).

Observación 13. Es importante notar que:
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El mı́nimo mı́ng∈Pr−1 ‖f − g‖Lp(G) se alcanza pues el espacio Pr−1 es de dimen-

sión finita y por lo tanto su intersección con bolas cerradas de Lp son conjuntos

compactos.

Por el comentario anterior sabemos que S 6= ∅. Si p > 1, S resulta unitario. Si

0 < p < 1, S puede ser un conjunto unitario, o bien un conjunto disconexo de

polinomios, pues las bolas en Lp con 0 < p < 1 son no-convexas. Si p = 1 entonces

S puede ser un conjunto unitario o un conjunto conexo de polinomios, puesto que

si bien las bolas en L1 son convexas, no son estrictamente convexas.

La idea de esta construcción es tomar como casi-mejor aproximación al baricentro

de la cápsula convexa de S. Por eso consideramos a S y S̃ inmersos en Rk (a través

de W ) y definimos Γ de esa manera.

El objetivo de esta definición es hallar un operador que se comporte como una

proyección en el sentido que se cumplan las propiedades del teorema que se enuncia

a continuación.

El siguiente teorema nos dice esencialmente que el operador Πr
p,G provee una casi-

mejor aproximación en Lp(G) y que es lineal con respecto a funciones en Pr−1, si bien no

es necesariamente lineal para p ≤ 1.

Teorema 8. El operador Πr
p,G posee las siguientes propiedades:

Πr
p,G está bien definido para 0 < p <∞ en Lp(G).

La siguiente acotación vale para A = (dim(Pr−1) + 1)
1−p
p si 0 < p ≤ 1, o A = 1 si

1 < p <∞ ∥∥f − Πr
p,G(f)

∥∥
Lp(G)

≤ AEr(f,G)p. (4.11)

por lo que Πr
p,G es un operador de casi-mejor aproximación en Lp(G)

Πr
p,G es un operador acotado en Lp(G) en el siguiente sentido

∥∥Πr
p,G(f)

∥∥
Lp(G)

≤ (A+ 1)‖f‖Lp(G)

aunque no es necesariamente lineal si 0 < p < 1.
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Πr
p,G es la identidad en Pr−1.

Πr
p,G es lineal con respecto a funciones de Pr−1, esto es:

Πr
p,G(f + g) = Πr

p,G(f) + g ∀f ∈ Lp(G), ∀g ∈ Pr−1. (4.12)

Demostración. Para probar el primer punto notemos que para 1 < p < ∞ el operador

Πr
p,G es tan sólo la mejor aproximación en Lp(G) y por lo tanto está bien definido. En

el caso 0 < p ≤ 1, si el conjunto S es un conjunto puntual entonces este elemento

será Πr
p,G(f) de donde resulta que Πr

p,G está bien definido; si el conjunto S tiene más de

un punto entonces utilizando que S es convexo obtenemos que Λ ∈ S por ser un promedio

de los elementos de S, y puesto que W−1 es lineal resulta que Πr
p,G(f) ∈ S̃ y está bien

definido.

Por lo visto en el párrafo anterior, el segundo ı́tem resulta trivial para 1 < p <

∞. Para demostrarlo en el caso 0 < p ≤ 1 utilizaremos un Teorema Fundamental de

Carathéodory [MIT03]. El mismo dice que todo elemento en la cápsula convexa S̃ de un

conjunto S de un espacio de dimensión finita k, es combinación convexa de a lo sumo k+1

elementos de S. Luego, puesto que Πr
p,G(f) ∈ S̃ existe un conjunto {fi}ki=0 de elementos

de S (con k ≤ dim(Pr−1) + 1) y un conjunto de números reales no negativos {αi}ki=0 con

la propiedad de que
∑k

i=0 αi = 1, tales que Πr
p,G(f) =

∑k
i=0 αifi, y por lo tanto

∥∥f − Πr
p,G(f)

∥∥p
Lp(G)

=

∥∥∥∥∥f −
k∑
i=0

αifi

∥∥∥∥∥
p

Lp(G)

=

∥∥∥∥∥
k∑
i=0

αi(f − fi)

∥∥∥∥∥
p

Lp(G)

≤
k∑
i=0

αpi ‖f − fi‖
p
Lp(G) =

k∑
i=0

αpiEr(f,G)pp

=

(
k∑
i=0

αpi

)
Er(f,G)pp ≤ (k + 1)1−pEr(f,G)pp

donde hemos utilizado que los fi ∈ S para 0 ≤ i ≤ k.

La acotación de operador en Lp(G) se sigue del punto anterior haciendo∥∥Πr
p,G(f)

∥∥
Lp(G)

≤ ‖f‖Lp(G) +
∥∥f − Πr

p,G(f)
∥∥
Lp(G)

≤ ‖f‖Lp(G) + AEr(f,G)p ≤ (A+ 1) ‖f‖Lp(G) .

Si f ∈ Pr−1 entonces Er(f,G) = 0, y como Πr
p,G es un operador de casi-mejor aprox-

imación, resulta ‖f − Πr
p,Gf‖Lp(G) = 0 y luego Πr

p,G es la identidad sobre Pr−1.
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La propiedad (4.12) es consecuencia del hecho que Sf+g = Sf + g siempre que f ∈

Lp(G) y g ∈ Pr−1, y análogas igualdades se cumplen para el resto de los conjuntos que

intervienen en la definición de Πr
p,G.

Definición 14. Llamaremos proyector de casi-mejor aproximación global polinómica

sobre T , al operador Πr
p,T que se define de la siguiente manera para f ∈ Lp(Ω):

Πr
p,T (f) :=

∑
T∈T

χTΠr
p,T (f)

donde χT es la función caracteŕıstica de T . Notemos que entonces Πr
p,T (f) resulta una

función polinomial a trozos sobre T , que no es necesariamente continua.

Definición 15. Llamaremos interpolador de aproximación al operador Qp,T definido

como:

Qp,T (f) := QT (Πp,T (f)) (4.13)

para toda f ∈ Lp(Ω), 0 < p <∞, donde QT fue definido en (4.5).

El siguiente lema se deduce del Lema 17 y establece que tal operador Qp,T : Lp(Ω)→

VT resulta en una casi-mejor aproximación localmente. Más aún, el operador Qρ,T , para

0 < ρ <∞, es una casi-mejor aproximación en Lp para todo p > ρ.

Lema 20. Si f ∈ Lp(Ω) y 0 < ρ ≤ p <∞, entonces existe una constante c tal que:

‖f −Qρ,T (f)‖Lp(T ) ≤ cEr(f, T̂ )p (4.14)

donde c solo depende de p, ρ y la regularidad de la malla, es decir, la interpolación de

aproximantes en Lρ es una casi-mejor aproximación localmente en Lp(Ω) para p ≥ ρ.

Demostración. El resultado es una consecuencia inmediata del Lema 17, de las defini-

ciones 14 y 15 y del Teorema 8.

4.2. Espacios de Besov v́ıa Descomposición Multi-

escala

Sea T0 la malla inicial y definimos inductivamente la sucesión {Tm}∞m=0 de refinamien-

tos uniformes de T0. Es decir, Tm+1 se construye aplicando la bisección del vértice más

nuevo d veces a Tm.
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Denotamos por Ξm := ΞTm el conjunto de todos los nodos de la malla Tm y sea Ξ :=

{(ν,m) : ν ∈ Ξm, 0 ≤ m <∞} el conjunto de los todos los nodos de la sucesión de mallas

{Tm}∞m=0 con su respectivo nivel, esta definición toma en cuenta que ν puede pertenecer

a más de un nivel (cada vez que ν sea un vértice de una malla lo será también de todas

las siguientes). Durante el resto de este trabajo se omitirá la mención del nivel y se los

nombrará a (ν,m) por ν, y las funciones de base asociadas a (ν,m) se las nombrará como

φν .

Seleccionamos ρ suficientemente pequeño (luego se aclarará esto de forma más precisa)

y denotamos Qm := Qρ,Tm . Definimos qm = Qm −Qm−1, con Q−1 = 0.

Para f ∈ Lp(Ω) sea {bν(f)}ν∈Ξm el conjunto de coeficientes de qm(f) en la base

canónica de VTm , es decir

qm(f) =
∑
ν∈Ξm

bν(f)φν . (4.15)

Por la densidad de ∪∞m=0VTm en Lp(Ω), ‖f −Qm(f)‖Lp(Ω) → 0 cuando m→∞ y por

lo tanto:

f =
∞∑
m=0

qm(f) =
∞∑
m=0

[∑
ν∈Ξm

bν(f)φν

]
en Lp(Ω). (4.16)

El siguiente resultado establece expresiones equivalentes para normas de Bs
p,q usando

esta descomposición multiescala.

Teorema 9. Sea Ω un dominio poliédrico Lipschitz, y sean bν, qm, Qm definidos para un

0 < ρ < ∞ fijo como arriba. Entonces para ρ < p < ∞ y 0 < s < 1 + 1
p

las siguientes

expresiones son normas equivalentes de Bs
p,q:

‖f‖QBsp,q :=

(∑
ν∈Ξ

|θν |−
sq
d ‖bν(f)φν‖qLp(Ω)

) 1
q

(4.17)

y

‖f‖∗Bsp,q := ı́nf
f=

P
ν∈Ξ aνφν

(∑
ν∈Ξ

|θν |−
sq
d ‖aνφν‖qLp(Ω)

) 1
q

(4.18)

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las representaciones de f de la forma: f =
∑

ν∈Ξ aνφν

en Lp(Ω). Las constantes de equivalencia sólo dependen de p, q, s y la regularidad de la

malla.
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Demostración. Omitimos la demostración detallada de este resultado, pues es una adaptación

inmediata de una que se encuentra en [Osw94, caṕıtulo 2], utilizando las propiedades de

casi-mejor aproximación de los operadores Qm definidos en la sección anterior. La de-

mostración de [Osw94] no utiliza una construcción concreta de Qm sino solamente sus

propiedades de casi-mejor aproximación. Una versión abstracta de este resultado se en-

cuentra en [Pie81]

Observación 14. Vale la pena notar que si bien las expresiones (4.17) y (4.18) son

equivalentes para f ∈ Bs
p,q(Ω), no es cierto en general que

f ∈ Bs
p,q(Ω) ⇐⇒ ‖f‖QBsp,q <∞ ó ‖f‖QBsp,q <∞.

Esta identificación es cierta sólo cuando VT ⊂ Bs
p,q(Ω) para toda malla admisible. Dado

que sólo usamos elementos finitos C0, esta inclusión no es cierta para s grande.

4.3. Resultados de Inmersión y Aproximación

Para demostrar los resultados de este caṕıtulo nos será util considerar solamente

mallas admisibles obtenidas a partir de una malla inicial por el procedimiento de bisección

del vértice más nuevo. De esta manera, dada una de estas mallas T y un elemento T ∈ T ,

siG = T oG = T̂ = {T ′ ∈ T : T∩T ′ 6= ∅}, y si definimosGref como el conjunto que resulta

al multiplicarlo por |G|− 1
d (Gref = |G|− 1

dG), obtenemos (salvo rotaciones y traslaciones)

una familia finita de conjuntos de referencia Gref con |Gref| ' 1. El escalamiento de las

seminormas de Besov es entonces el siguiente para β > 0, 0 < q <∞ y f ∈ Bβ
q,q(G):

|f |Bβq,q(G) =

(∫ ∞
0

(
t−βωr(f, t, G)q

)q
dt

t

) 1
q

' |G|
1
q

(∫ ∞
0

(
t−βωr(f

ref,
t

|G| 1d
, Gref)q

)q
dt

t

) 1
q

= |G|
1
q
−β
d

(∫ ∞
0

(
s−βωr(f

ref, s, Gref)q

)q
ds

s

) 1
q

= |G|
1
q
−β
d |f ref|Bβq,q(Gref),

(4.19)

donde f ref : Gref → R está definida por f ref(x) = f(|G| 1dx), para x ∈ Gref.
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El siguiente resultado relaciona el mejor error de aproximación local con la regularidad

Besov, y a través de un argumento de escala permite acotar el error con una potencia del

tamaño del dominio local considerado.

Lema 21. Sea T una malla admisible, y T ∈ T . Sean 0 < p <∞, s > 0, 1
τ
≤ s

d
+ 1

p
, δ =

s
d

+ 1
p
− 1

τ
. Si G = T o G = T̂ = {T ′ ∈ T : T ∩T ′ 6= ∅}, entonces para s ≤ máx(r+ 1

τ
, r+1)

vale:

Er(f,G)p ≤ C|G|δ|f |Bsτ,τ (G). (4.20)

donde C depende de s, τ , p, d y de la regularidad de la malla.

Demostración. Supongamos inicialmente que G = Gref y por lo tanto |G| ' 1. Por el

lema de Whitney, (3.12), sabemos que:

Er(f,G)τ ≤ Cωr(f, 1, G)τ ≤ C

(∑
k∈Z

2ksτωr(f, 2
−k, G)ττ

) 1
τ

' |f |Bsτ,τ (G) ,

por (3.19). Además, para cualquier polinomio P ∈ Pr−1, por el Teorema 6 de inmersión

de espacios de Besov,

Er(f,G)p ≤ ‖f − P‖Lp(G) ≤ C
(
‖f − P‖Lτ (G) + |f − P |Bsτ,τ (G)

)
= C

(
‖f − P‖Lτ (G) + |f |Bsτ,τ (G)

)
pues en la definición de la seminorma | · |Bsτ,τ (G) se utilizan diferencias de orden r que se

anulan para cualquier P ∈ Pr−1. Eligiendo P un mejor aproximante para f en Lτ (G)

obtenemos el resultado deseado para G de referencia. El caso general se sigue de aplicar

el escalamiento (4.19) al caso probado, en efecto:

Er(f,G)p ≤ C|G|
1
pEr(f

ref, Gref)p

≤ C|G|
1
p

∣∣f ref
∣∣
Bsτ,τ (Gref)

≤ C|G|
1
p |G|−

1
τ

+ s
d |f |Bsτ,τ (G) = C|G|δ |f |Bsτ,τ (G) ,

que es lo que se queŕıa demostrar.

Lema 22. Sea T una malla admisible, y T ∈ T . Sean 0 < p <∞, 0 < α < 1 + 1
p
, s > 0,

1
τ
≤ s

d
+ 1

p
y δ = s

d
+ 1

p
− 1

τ
. Si G = T o G = T̂ = {T ′ ∈ T : T ∩ T ′ 6= ∅}, entonces para
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α + s ≤ máx(r + 1
τ
, r + 1) vale:

|f −Q(f)|Bαp,p(G) ≤ C|G|δ|f |Bα+s
τ,τ (G), (4.21)

donde Q(f) es Qρ,T para algún ρ ≤ mı́n(p, τ), y C depende de ρ, p, τ , s, α y la regularidad

de la malla.

Demostración. Supongamos inicialmente que G = |T |− 1
dT y luego |G| ' 1. Por el Teore-

ma 6 de inmersión de espacios de Besov y por el lema anterior:

|f −Q(f)|Bαp,p(G) ≤ C(‖f −Q(f)‖Lτ (G) + |f −Q(f)|Bα+s
τ,τ (G))

≤ C(‖f −Q(f)‖Lp(G) + |f |Bα+s
τ,τ (G))

≤ C(Er(f,G)p + |f |Bα+s
τ,τ (G))

≤ C|f |Bα+s
τ,τ (G).

Luego el resultado está probado en el caso en que G es un elemento T escalado con

|T |− 1
d . El caso en que T es un elemento cualquiera de T se sigue mediante argumentos

de escalamiento estándar, usando (4.19) a ambos lados de la desigualdad.

Si G = T̂ notemos que utilizando las normas equivalentes de descomposición multi-

escala (ver Teorema 9) obtenemos:

|f −Q(f)|pBαp,p(G) '
∑
T ′⊂G

|f −Q(f)|Bαp,p(T ′),

con constantes de equivalencia que dependerán de la cantidad máxima de elementos que

puede haber en T̂ , cantidad que depende a su vez de la regularidad de la malla. A partir

de esta equivalencia se obtiene el resultado deseado.

4.4. Resultados Auxiliares

Lema 23 (Desigualdad de Hardy discreta). Sean {ak}k∈Z y {zk}k∈Z, dos sucesiones de

números reales positivos tales que para algún C0 > 0 y µ > 0, vale la desigualdad:

zk ≤ C0

(
∞∑
j=k

aµj

) 1
µ

, k ∈ Z. (4.22)
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Entonces para todo s > 0 y q > 0, existe C = C(s, q) tal que:(∑
k∈Z

(
2kszk

)q) 1
q

≤ CC0

(∑
k∈Z

(
2ksak

)q) 1
q

. (4.23)

Demostración. Si la desigualdad (4.22) vale para µ entonces tiene que valer para valores

menores de µ, ya que la norma `µ(Z) se vuelve más grande cuando µ decrece. Por lo

tanto podemos suponer que µ < q. Tomamos 0 < β < s y escribimos aj = 2jβaj2
−jβ en

la desigualdad (4.22). Entonces utilizando la desigualdad de Hölder con exponentes q
µ

y

su conjugado
q

q
µ
− 1
· 1

µ
=:

q′

µ
, obtenemos que para cada k ∈ Z,

zk ≤ C0

(
∞∑
j=k

[
2jβaj

]q) 1
q
(
∞∑
j=k

2−jβq
′

) 1
q′

(4.24)

≤ CC02−kβ

(
∞∑
j=k

[
2jβaj

]q) 1
q

. (4.25)

De donde se sigue que:(∑
k∈Z

[
2kszk

]q) 1
q

≤ CC0

(∑
k∈Z

[
2ks2−kβ

( ∞∑
j=k

[
2jβaj

]q) 1
q

]q) 1
q

(4.26)

= CC0

(∑
k∈Z

∞∑
j=k

2k(s−β)q2jβqaqj

) 1
q

(4.27)

= CC0

(∑
j∈Z

j∑
k=−∞

2k(s−β)q2jβqaqj

) 1
q

(4.28)

= CC0

(∑
j∈Z

(

j∑
k=−∞

2k(s−β)q)2jβqaqj

) 1
q

(4.29)

≤ CC0

(∑
j∈Z

2j(s−β)q2jβqaqj

) 1
q

= CC0

(∑
j∈Z

[
2jsaj

]q) 1
q

, (4.30)

lo que demuestra el lema.

Lema 24. Sea f ∈ Bα
p,p(Ω), con 0 < p <∞ y 0 < α < 1 + 1

p
. Supongamos que 0 < ρ < p

y QT = Qρ,T es el casi-interpolador de la Definición 15. Entonces para cualquier malla

admisible T de Ω tenemos:

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) ≤ c
∑
T∈T

|f −QT (f)|p
Bαp,p( bT )

, (4.31)
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donde c depende de p, ρ, α, d, r y la regularidad de la malla. Además

‖f −QT (f)‖pLp(Ω) ≤ c
∑
T∈T

|f −QT (f)|p
Bαp,p( bT )

, (4.32)

donde c depende de p, ρ, α, d, r, diam(Ω) y la regularidad de la malla.

Demostración. A los efectos de la demostración de este resultado consideremos T como

una malla inicial T0 y {Tm}∞m=0 una sucesión de refinamientos uniformes como en la

Sección 4.2. Entonces

f −QT (f) = f − q0(f) =
∞∑
m=1

qm(f) =
∞∑
m=1

(∑
ν∈Ξm

bν(f)φν

)
en Lp(Ω), (4.33)

donde qm = Qm −Qm−1 y {bν(f)} son los definidos en (4.15).

Definimos Ψj = {ν ∈ Ξ : 2−j−1 < |θν |
1
d ≤ 2−j} y gj =

∑
ν∈Ψj bν(f)φν . Existe entonces

una constante c, que depende sólo de d y de la regularidad de la malla, tal que a lo sumo

c entornos θν , con ν ∈ Ψj se van a superponer, y por lo tanto:

ωr(gj, t)
p
p . ‖gj‖pLp(Ω) .

∑
ν∈Ψj

‖bν(f)φν‖pLp(Ω) . (4.34)

Como ‖φν‖∞ = 1 y φν es continua Lipschitz con constante Lipschitz ' |θν |−
1
d , siempre

se cumple que si |h| ≤ t,

|∆r
hφν | .

t

|θν |
1
d

.

Además, para |h| ≤ t, el soporte de ∆r
hφν está contenido en un entorno de radio rt del

“esqueleto” de θν , es decir, de la unión de lados de la triangulación que tocan θν , como

se observa en el Gráfico 4.2.

Por lo tanto, para t ≤ |θν |
1
d ,

|sop(∆r
hφν)| . |θν |

d−1
d t.

Finalmente obtenemos la siguiente cota para el módulo de suavidad de φν

ωr(φν , t)
p
p = sup

|H|≤t
‖∆r

hφν‖
p
Lp(Ω) .

 |θν |
d−1−p
d t1+p, si 0 < t < |θν |

1
d ,

|θν |, si t ≥ |θν |
1
d .

(4.35)

Entonces si j < m, usando el solapamiento finito en Ψj, obtenemos:
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2rt

Figura 4.2: “Esqueleto” de θν y entorno de radio rt que contiene al soporte de ∆r
hφν .

ωr(gj, 2
−m)pp .

∑
ν∈Ψj

ωr(bν(f)φν , 2
−m)pp . 2−m(1+p)2−j(d−1−p)

∑
ν∈Ψj

|bν(f)|p

' 2−(m−j)(1+p)
∑
ν∈Ψj

‖bν(f)φν‖pLp(Ω) ,

(4.36)

donde usamos que ‖φν‖pLp(Ω) ' |θν | ' 2−jd si ν ∈ Ψj.

Tomando p∗ = mı́n(p, 1), usando (4.34) para j ≥ m y (4.36) para j < m obtenemos

obtenemos que:

ωr(f −QT (f), 2−m)p∗p ≤
∞∑

j=−∞

ωr(gj, 2
−m)p∗p

.
∞∑

j=m+1

∑
ν∈Ψj

‖bν(f)φν‖pp


p∗
p

+
m∑

j=−∞

2−(m−j)(1+p) p∗
p

∑
ν∈Ψj

‖bν(f)φν‖pp


p∗
p

'
∞∑

j=m+1

2−jαp∗

∑
ν∈Ψj

|θν |−
αp
d ‖bν(f)φν‖pp


p∗
p

+
m∑

j=−∞

2−(m−j)(1+p) p∗
p 2−jαp∗

∑
ν∈Ψj

|θν |−
αp
d ‖bν(f)φν‖pp


p∗
p

.
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Definimos Kν = |θν |−
αp
d ‖bν(f)φν‖pp y transformamos la estimación anterior en:

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) .
∑
m∈Z

2mαp

 ∞∑
j=m+1

2−jαp∗

∑
ν∈Ψj

Kν


p∗
p


p
p∗

+
∑
m∈Z

2mαp

 m∑
j=−∞

2−(m−j)(1+p) p∗
p 2−jαp∗

∑
ν∈Ψj

Kν


p∗
p


p
p∗

.
∑
m∈Z

 ∞∑
j=m+1

2−(j−m)αp∗

∑
ν∈Ψj

Kν


p∗
p


p
p∗

+
∑
m∈Z

 m∑
j=−∞

2−(m−j)(1+p−αp) p∗
p

∑
ν∈Ψj

Kν


p∗
p


p
p∗

.

Como 0 < α < 1 + 1
p

tenemos que 1 + p− αp > 0, y utilizando la desigualdad de Hardy

con

aj = 2−jα(
∑
ν∈Ψj

Kν)
1
p y zm = (

∞∑
j=m+1

(2−jα(
∑
ν∈Ψj

Kν)
1
p )p∗)

1
p∗

en la primera suma, y,

aj = 2−j
(1+p−αp)

p (
∑
ν∈Ψ−j

Kν)
1
p y zm = (

−m∑
j=−∞

(2−j
(1+p−αp)

p (
∑
ν∈Ψ−j

Kν)
1
p )p∗)

1
p∗

en la segunda suma, obtenemos que:

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) .
∑
j∈Z

∑
ν∈Ψj

Kν =
∑
ν∈Ξ′

|θν |−
αp
d ‖bν(f)φν‖pp . (4.37)

Tomemos ahora ν ∈ Ξm y T ∈ T [m] tal que T ⊂ θν (o equivalentemente ν ∈ T ).

Llamaremos T ′ al ancestro de T en T [m−1] (o sea el único T ′ ∈ T [m−1] tal que T ⊂ T ′).

Obtenemos entonces que por (4.14):

‖bν(f)φν‖ . ‖qm(f)‖Lp(T )

. ‖f −Qm(f)‖Lp(T ) + ‖f −Qm−1(f)‖Lp(T ′)

. Er(f, T̂ )p + Er(f, T̂ ′)p

de donde resulta, sumando (4.37) ahora sobre los elementos, que

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) .
∑
T∈H

|T |−
αp
d Er(f, T̂ )pp (4.38)
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donde H = ∪∞m=0T [m]. Dividimos esta suma de la siguiente manera:

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) .
∑
T ∗∈T

∑
T∈H: bT⊂cT ∗

|T |−
αp
d Er(f, T̂ )pp .

∑
T ∗∈T

∑
T∈H: bT⊂cT ∗

|T |−
αp
d ωr(f, T̂ )pp

donde en la última desigualdad usamos el Lema de Whitney (3.12).

Dejando fijo T ∗ ∈ T llamaremos Ij = {T ∈ H : T̂ ⊂ T̂ ∗ y 2−j−1 < |T | 1d ≤ 2−j},

obtenemos ahora la estimación:∑
T∈Ij

|T |−
αp
d ωr(f, T̂ )pp . 2jαp

∑
T∈Ij

wr(f, 2
−j, T̂ )pp . 2jαpwr(f, 2

−j, T̂ ∗)pp . 2jαpωr(f, 2
−j, T̂ ∗)pp,

donde hemos usado que a lo sumo c elementos se pueden solapar, con c sólo dependiendo

de la dimensión y de la regularidad de la malla. De aqúı que:∑
T∈H: bT⊂cT ∗

|T |−
αp
d ωr(f, T̂ )pp .

∑
j∈Z

2αjpωr(f, 2
−j, T̂ ∗)pp . |f |p

Bαp,p(cT ∗),
y por lo tanto

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) .
∑
T∈T

|f |p
Bαp,p( bT )

. (4.39)

Ahora bien, por la propiedad (4.12) y la construcción de QT se sigue que

QT
(
f −QT (f)

)
= QT f −QT

(
QT (f)

)
= QT f −QT f = 0.

Luego, aplicando (4.39) a f −QT (f) obtenemos

|f −QT (f)|pBαp,p(Ω) =
∣∣f −QT (f)−QT

(
f −QT (f)

)∣∣p
Bαp,p(Ω)

.
∑
T∈T

|f −QT (f)|p
Bαp,p( bT )

.

La segunda estimación se sigue del Lema 21 del siguiente modo:

‖f −QT (f)‖pLp(Ω) .
∑
T∈T

Er(f −QT (f), T̂ )pp .
∑
T∈T

|T |
αp
d |f −QT (f)|p

Bαp,p( bT )
. (4.40)

Lema 25. Sea f ∈ Bα
p,p(Ω) y 0 < p <∞. Entonces para cualquier malla admisible T de

Ω, tenemos que ∑
T∈T

|f |p
Bαp,p( bT )

. |f |pBαp,p(Ω) (4.41)

donde c depende de p, s, d y de la regularidad de la malla.

Demostración. La prueba consiste en utilizar la seminorma integral (3.20), elevar a la

potencia adecuada y sumar las integrales.
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4.5. Teoremas Directos

En esta sección demostramos, usando todas las herramientas desarrolladas en las sec-

ciones anteriores, que ciertos espacios de Besov están contenidos en las clases de aprox-

imación Ar−1
s definidas en la sección 1.4 del caṕıtulo 1. El resultado principal de esta

sección se enuncia precisamente en el siguiente

Teorema 10. Sea B0 = Bα
p,p(Ω), 0 < p <∞, 0 < α < 1 + 1

p
o B0 = Lp(Ω) si α = 0. Si

f ∈ B = Bα+s
τ,τ (Ω) con 1

τ
< s

d
+ 1

p
, s > 0, y s+ α ≤ máx(r, 1 + 1

τ
), entonces

σr−1
N (f)B0 ≤ cN−

s
d |f |B, N ≥ 1, (4.42)

donde c sólo depende de p, α, s, τ , d, Ω y la regularidad de la malla inicial T0.

Observación 15. Recordemos que el mejor error de aproximación con complejidad N ,

σr−1
N (f)B0 se hab́ıa definido como

σr−1
N (u)B0

= mı́n
T ∈TN

ı́nf
v∈VT

‖u− v‖B0 ,

donde TN := {T admisible : (#T −#T0) ≤ N} esto es, el mı́nimo sobre T se toma sobre

todas las mallas admisibles obtenidas con a lo sumo N bisecciones a T0. En términos de

clases de aproximación, el teorema nos dice que bajo las hipótesis alĺı enunciadas

Bα+s
τ,τ (Ω) ⊂ Ar−1

s/d (Bα
p,p(Ω)) (α > 0),

Bs
τ,τ (Ω) ⊂ Ar−1

s/d (Lp(Ω)) (α = 0).
(4.43)

Es decir, si la función a aproximar tiene regularidad s más que la norma con que se mide

el error, aún con integrabilidad τ menor que p se obtiene orden de aproximación no-lineal

N−s/d. El resultado no se cumple para todo τ > 0 sino para τ >
(
s
d

+ 1
p

)−1
. Este resultado

provee una clase muy grande de funciones en Ar−1
s/d .

Antes de proceder a la demostración de este teorema, mencionamos el siguiente coro-

lario, que relaciona algunos espacios de Besov con las clases de aproximación Ar
r/d definidas

en la sección 1.4 del caṕıtulo 1, que son las relacionadas con el llamado orden óptimo

cuando se consideran ecuaciones eĺıpticas de segundo orden.
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Corolario 4 (Aplicación a ecuaciones eĺıpticas de segundo orden). Consideremos B0 =

H1(Ω) = B1
2,2(Ω), que es el espacio natural para ecuaciones eĺıpticas de segundo orden, y

aproximaciones con elementos finitos adaptativos de grado r ∈ N entonces

si τ >

(
r

d
+

1

2

)−1

se cumple que Br+1
τ,τ (Ω) ⊂ Ar

r/d(H
1(Ω)).

Observación 16. Si consideráramos refinamientos uniformes, el orden de decaimiento

óptimo con elementos finitos de grado r se lograŕıa en el espacio de Sobolev Hr+1 = Br+1
2,2 .

Lo que nos dice este resultado es que dicho orden de convergencia se logra con refinamien-

tos adaptativos en el espacio más grande Br+1
τ,τ (Ω) para cualquier τ >

(
r
d

+ 1
2

)−1
. El hecho

de considerar espacios de Besov con potencia de integrabilidad menor a uno, permite ex-

tender al máximo los espacios para los que se puede demostrar dicho decaimiento óptimo.

Demostración del Corolario 4. Basta observar que como se mencionó en (3.24) el espacio

H1(Ω) coincide con el espacio B1
2,2(Ω) y por lo tanto el corolario es una consecuencia

inmediata del Teorema 10 considerando α = 1 y p = 2 y s = r− 1, y reemplazando luego

r − 1 por r.

La demostración del Teorema 10 se basa principalmente en el siguiente resultado

constructivo.

Proposición 1. Bajo las mismas hipótesis del Teorema 10, para todo ε > 0 existe una

malla admisible T ∈ TN , obtenida a partir de T0 por N bisecciones de vértice nuevo, tal

que:

‖f −QT (f)‖B0
≤ N

1
p ε (4.44)

y

N ≤ c(ε−1|Ω|δ|f |B)
τ

1+δτ (4.45)

donde QT es el casi-interpolador de la Definición 15, δ = s
d

+ 1
p
− 1

τ
y c depende de p, s,

τ , d, diam(Ω) y de la regularidad de la malla inicial T0.

Demostración. Dada una malla admisible T y T ∈ T , el Lema 22 dice que

|f −QT (f)|B0( bT ) . |T |δ|f |B( bT ).
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Basados en esta estimación definimos el error local como:

e(T, T ) := |T |δ|f |B( bT ). (4.46)

Para construir la malla deseada fijamos la tolerancia ε > 0 y generamos recursivamente la

sucesión de mallas {Tk}k≥0 de la siguiente manera: definimos M0 = {T ∈ T0 : e(T, T0) >

ε}. Sea T ′1 la malla obtenida refinando los elementos marcados (T ′1 ← refinar(T0,M0)) y

T1 la completación de T ′1 (T1 ← completar(T ′1 )). Luego repetimos este proceso adaptativo

en T1 o sea que contruimos T ′2 refinando los elementos T ∈ M1, donde M1 = {T ∈ T1 :

e(T, T1) > ε}, y completamos T ′2 para obtener T2. Continuamos con este procedimiento

hasta que Mk = ∅. Más precisamente, podemos describir el algoritmo de la siguiente

manera:

k = 0

Mk = {T ∈ Tk : e(T, Tk) > ε}

Mientras Mk 6= ∅

T ′k+1 ← refinar(Tk,Mk)

Tk+1 ← completar(T ′k+1)

k ← k + 1

Mk = {T ∈ Tk : e(T, Tk) > ε}

Fin Mientras

El proceso termina porque |f |B( bT ) ≤ |f |B < ∞ y e(T, T ) → 0 cuando |T | → 0.

Llamemos T a la malla Tk final. Por la definición deMk en cada paso, para cada T ∈ T

se satisface e(T ) = e(T, T ) ≤ ε, y por (4.46)

|f −QT (f)|B0( bT ) . |T |δ|f |B( bT ) ≤ ε. (4.47)

De aqúı que, por el Lema 24

‖f −QT (f)‖p
B0( bT )

.
∑
T∈T

|f −QT (f)|p
B0( bT )

.
∑
T∈T

|T |δp|f |p
B( bT )

. (#T )εp

donde las constantes dependen de p, s, d, diam(Ω) y la regularidad de la malla. Esta es

la primera desigualdad de la proposición.

Para probar la segunda, contaremos ahora todos los elementos que fueron marcados

para obtener la malla final T . SeaM = ∪k`=0M` y para cada j ∈ Z definimos Γj = {T ∈

M : 2−j−1 ≤ |T | < 2−j}.



4.5. TEOREMAS DIRECTOS 77

Puesto que claramente los Γj son disjuntos obtenemos la siguiente cota:

#Γj 2−j−1 ≤ |Ω| ⇒ #Γj =: mj ≤ 2j+1|Ω|. (4.48)

Para obtener otra cota para mj utilizaremos el hecho de que para cada T ∈ Γj vale

que:

ε < |T |δ|f |B( bT ) ≤ 2−jδ|f |B( bT ), (4.49)

y entonces obtenemos

mjε
τ ≤ 2−jδτ

∑
T∈Γj

|f |τ
B( bT )
≤ c2−jδτ |f |τB, (4.50)

donde en la última desigualdad hemos usado el Lema 22.

Sea j0 el menor entero tal que 2j0 > |Ω|. Entonces obtenemos:

#M =
∞∑
j=j0

mj ≤ c
∞∑
j=j0

mı́n(2j|Ω|, ε−τ2−jδτ |f |τ ) ≤ c
(
2k|Ω|+ ε−τ2−kδτ |f |τ

)
m

donde ahora k es el mayor entero tal que 2k|Ω| ≤ ε−τ2−kδτ |f |τ . Pasando las potencias de

2 a un lado, el resto de los términos al otro y elevendo a la potencia 1
1+δτ

obtenemos que

2k ' (|Ω|−1ε−τ |f |τ )
1

1+δτ . Luego

#M≤ cε−τ2−kδτ |f |τ

≤ cε−τ |f |τ
[(
|Ω|−1ε−τ |f |τ

) 1
1+δτ

]−δτ
≤ c

(
ε−(1+δτ)|f |1+δτ

) τ
1+δτ

(
|Ω|δεδτ |f |−δτ

) τ
1+δτ

= c
(
ε−1|f ||Ω|δ

) τ
1+δτ .

Finalmente, usando el Teorema 1 resulta:

N = (#T −#T0) ≤ c(ε−1|f ||Ω|δ)
τ

1+δτ (4.51)

y la proposición queda demostrada.

Demostración del Teorema 4.5. Dado N ≥ N0, tomamos T la malla garantizada por la

Proposición 1, con

ε = |Ω|δ|f |BN−
1+δτ
τ . (4.52)
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Entonces obtenemos

σN(f)B0 ≤ ‖f −QT (f)‖ ≤ c(N +N0)
1
p ε ≤ cN−

s
d |f |B (4.53)

donde usamos que N ≥ N0. El resultado para N > 0 es inmediato a partir del caso

N ≥ N0.

4.6. Teoremas Inversos

El resultado principal de esta sección es una especie de rećıproco del Teorema 10,

y dice que si una función se puede aproximar con un orden N−s/d entonces pertenece

a un cierto espacio de suavidad. Vale la pena observar lo siguiente, si u ∈ Vr
T para

alguna malla admisible T , entonces u ∈ Ar′
s para cualquier s > 0 y cualquier r′ ≥ r

pues σr
′
N(u) = 0 para todo N ≥ #T (dado que Vr

T ⊂ Vr′
T ). Por otro lado, los espacios

Vr
T que consideramos en este trabajo sólo garantizan regularidad C0 (continuidad), y

no están incluidos en espacios de Besov con ı́ndice alto de suavidad. Por este motivo,

para enunciar y demostrar un resultado rećıproco al Teorema 10, deberemos introducir

espacios de Besov generalizados, que coincidirán con los clásicos cuando los espacios de

elementos finitos estén contenidos en estos, y serán más grandes en caso contrario.

Definimos entonces los espacios de Besov generalizados utilizando directamente la

norma multiescala definida en (4.17) de la siguiente manera:

Definición 16. El espacio de Besov generalizado B̂s
p,q(Ω) para 0 < p, q <∞ y s > 0, se

define como el conjunto de las funciones f ∈ Lp(Ω) tales que la norma

‖f‖ bBsp,q(Ω) :=

(∑
ν∈Ξ

|θν |−
sq
d ‖bν(f)‖qLp(Ω)

) 1
q

(4.54)

es finita.

Observación 17. Notemos que dada la equivalencia del Teorema 9, este espacio contiene

al espacio se Besov Bs
p,q(Ω), pero también a todas las funciones de VT para cualquier malla

admisible T . Si el parámetro de regularidad s es alto, esto implica que necesariamente

Bs
p,q(Ω) ( B̂s

p,q(Ω), pues nosotros sólo consideramos espacios de elementos finitos con

regularidad C0.
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Como anteriormente, a lo largo de esta sección, TN denotará el conjunto de mallas

admisibles obtenidas a partir de T0 por a lo sumo N bisecciones del vértice más nuevo.

El siguiente teorema establece las desigualdades inversas, donde se acota la norma más

fuerte de funciones discretas por una norma más débil, y son un ingrediente fundamental

para demostrar el resultado fundamental de esta sección, que es el Teorema 12.

Teorema 11 (Desigualdades inversas).

1. Sean 0 < p < ∞, α > 0, s > 0, 1
τ

= s
d

+ 1
p

y α + s < r − 1 + 1
τ
. Si V ∈ VT para

alguna malla T ∈ TN entonces:

‖V ‖ bBs+ατ,τ (Ω) ≤ CN
s
d ‖V ‖ bBαp,p(Ω) (4.55)

donde C depende de p, α, s, d, y la regularidad de la malla, pero es independiente

de la función V y de la malla T .

2. Sean 0 < p <∞, s > 0, 1
τ

= s
d

+ 1
p

y s < r − 1 + 1
τ
. Si V ∈ VT para alguna malla

T ∈ TN entonces:

‖V ‖ bBsτ,τ (Ω) ≤ CN
s
d ‖V ‖Lp(Ω) (4.56)

donde C depende de p, s, d, |Ω| y la regularidad de la malla.

Demostración. Utilizando la descomposición multiescala comenzando desde la malla ini-

cial T0 obtenemos:

V =
∑
m≥0

∑
ν∈Ξm

bν(V )φν =
∑
ν∈M

bν(V )φν

donde M⊂ Ξ es el conjunto de todos los coeficientes distintos de cero.

Es importante conocer cuántos coeficientes son distintos de cero en la representación

anterior, para ello consideramos el árbol T(T ) = TT que corresponde a la malla T sobre

la que se definió a V . Sea N(T ) el número de bisecciones necesarias para construir T

partiendo de T0. Sabemos que bν 6= 0 para ν ∈ Ξm sólo si Qm−1(V )(ν) 6= Qm(V )(ν). En

el caso de que ν ∈ Ξm−1 esto ocurre sólo si θν incluye un elemento T que está subdividido

en T , esto es: T corresponde a un nodo interno del árbol TT . En el caso de que ν /∈ Ξm−1

esto significa que ν ∈ T para algún elemento T con un vértice ν ′ ∈ Ξm−1 tal que T ∈ Tm−1

por lo que T se corresponde con un nodo interno del árbol TT . De aqúı obtenemos:

#M≤ KN(T ) +Km0N(T ) +K#T0 ≤ CN,
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donde K = #{ν : ν ∈ T} y m0 es el número máximo de elementos que pueden tener un

nodo en común.

Utilizando la norma multiescala y la desigualdad de Hölder obtenemos:

‖V ‖ bBs+ατ,τ (Ω) '

(∑
ν∈M

|θν |−
(α+s)τ

d ‖bν(V )φν‖τLτ (Ω)

) 1
τ

.

(∑
ν∈M

(|θν |−
α
d ‖bν(V )φν‖Lp(Ω))

τ

) 1
τ

. (#M)
1− τp
τ

(∑
ν∈M

(|θν |−
α
d ‖bν(V )φν‖Lp(Ω))

p

) 1
p

. N
s
d ‖V ‖ bBαp,p(Ω) .

lo que concluye la demostración de la primera parte del teorema. La segunda parte es

análoga.

El siguiente resultado de acotación del K-funcional es la última herramienta necesaria

para establecer el resultado principal de la sección.

Lema 26. Para f ∈ B̂α
p,p(Ω) vale:

K(f, 2−
sn
d , B̂α

p,p(Ω), B̂α+s
τ,τ (Ω)) ≤ C2−

sn
d

( n∑
m=0

(2
sm
d σ2m(f) bBαp,p(Ω))

τ∗

) 1
τ∗

+ ‖f‖ bBαp,p(Ω)

 ,
donde τ ∗ = mı́n(τ, 1) y C depende de los parámetros correspondientes.

Demostración. Sean gn ∈ VbT tal que ‖f − fn‖ bBαp,p(Ω) = σ2n(f) bBαp,p(Ω) para alguna malla T̂

que se construya con a lo sumo 2n bisecciones de la malla inicial. Entonces si gn = fn−fn−1

para n ≥ 0 con f−1 = 0, obtenemos:

K(f, 2−
sn
d , B̂α

p,p(Ω), B̂α+s
τ,τ (Ω)) ≤ ‖fn‖ bBα+s

τ,τ
+ 2

sn
d ‖f − fn‖ bBαp,p(Ω)

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

gk

∥∥∥∥∥ bBα+s
τ,τ (Ω)

+ 2
sn
d ‖f − fn‖ bBαp,p(Ω)

≤

(
n∑
k=0

‖gk‖τ
∗bBα+s
τ,τ (Ω) + 2

snτ∗
d ‖f − fn‖τ

∗bBαp,p(Ω)

) 1
τ∗

,
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para τ ∗ = mı́n{τ, 1}. Utilizando ahora la desigualdad inversa (4.56) obtenemos

K(f, 2−
sn
d ,B̂α

p,p(Ω), B̂α+s
τ,τ (Ω)) ≤ c

(
n∑
k=0

2
skτ∗
d ‖gk‖τ

∗bBαp,p(Ω) + 2
snτ∗
d ‖f − fn‖τ

∗bBαp,p(Ω)

) 1
τ∗

≤ c

(
n∑
k=0

2
skτ∗
d

[
σ2j(f)τ

∗bBαp,p(Ω)
+ σ2j−1(f)τ

∗bBαp,p(Ω)

]
+ 2

snτ∗
d σ2n(f)τ

∗bBαp,p(Ω)

) 1
τ∗

≤ c

(
n∑
k=0

2
skτ∗
d σ2j(f)τ

∗bBαp,p(Ω)

) 1
τ∗

+ ‖f‖ bBαp,p(Ω) ,

lo que concluye la demostración.

El siguiente resultado es el principal de esta sección.

Teorema 12. Sean 0 < p <∞, α ≥ 0, s > 0, 1
τ

= s
d

+ 1
p

y α + s < r − 1 + 1
τ
. Entonces

Ar−1
s
d
,τ (B̂α

p,p(Ω)) ⊂ B̂α+s
τ,τ (Ω) (α > 0),

Ar−1
s
d
,τ (Lp(Ω)) ⊂ B̂s

τ,τ (Ω) (α = 0).

Observación 18. Antes de presentar la demostración vale la pena observar que el teo-

rema no es exactamente un rećıproco del Teorema 10 por dos razones: la primera es que

los espacios involucrados ahora son los de Besov generalizados B̂α
p,p(Ω)) en lugar de los

de Besov clásicos, que ya hemos comentado. La segunda es la sutil aparición del segundo

sub́ındice en los espacios de aproximación A
s
d
τ,τ . Esto representa otro alejamiento de la

caracterización de las clases de aproximación, pero dado que Ar−1
s
d

+ε ⊂ Ar−1
s
d
,τ para todo

ε > 0, el teorema nos dice que bajo las hipótesis alĺı enunciadas se cumplen las siguientes

inclusiones para todo ε > 0

Ar−1
s
d

+ε(B̂
α
p,p(Ω)) ⊂ B̂α+s

τ,τ (Ω), (α > 0),

Ar−1
s
d

+ε(L
p(Ω)) ⊂ B̂s

τ,τ (Ω), (α = 0).
(4.57)

Esta inclusión es (casi) la rećıproca de (4.43).

Demostración. Sean s1 y τ1 tales que s1 > s y 1
τ1

= s1
d

+ 1
p
, y tal que 0 < α +

s1 < r − 1 + 1
τ

con el requerimiento adicional de que τ1 ≥ 1 si τ > 1. Sabemos que

B̂α+s
τ,τ (Ω) =

[
B̂α
p,p(Ω), B̂α+s1

τ1,τ1
(Ω)
]
s
s1
,τ

. Esta última observación se debe a que el operador

S(f) = {qm(f)}∞m=0 que opera de B̂γ
ζ,ζ(Ω) en `γζ (L

ζ(Ω)) es una corretracción y el operador
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R({fj}∞j=0) =
∑∞

j=0 fj es su retracción correspondiente, por lo que utilizando el resultado

de [Pee76] que dice que [`pα(Lp(Ω)), `τ1α+s1(Lτ1(Ω))] s
s1
,τ = `τα+s(L

τ (Ω)) y el teorema (1.18.2)

de [Tri78], obtenemos la equivalencia requerida.

Utilizando que:

‖f‖[ bBαp,p(Ω), bBα+s1
τ1,τ1

(Ω)] s
s1
,τ

'

(
∞∑
k=0

[2
sk
d K(f, 2−

sk
d , B̂α

p,p(Ω), B̂α+s1
τ1,τ1

(Ω))]τ

) 1
τ

(4.58)

y que:

K(f, 2−
sk
d , B̂α

p,p(Ω), B̂α+s1
τ1,τ1

(Ω)) . 2−
sk
d

(
k∑

m=0

(2
s1m
d σ2m(f) bBαp,p(Ω))

τ∗

) 1
τ∗

+ 2−
sk
d ‖f‖ bBαp,p(Ω) ,

puesto que ‖f‖ bBα+s
τ,τ (Ω) . ‖f‖[ bBαp,p(Ω), bBα+s1

τ1,τ1
(Ω)] s

s1

, obtenemos:

‖f‖τbBα+s
τ,τ (Ω) .

∞∑
k=0

2
(s−s1)kτ

d

(
k∑

m=0

(2
s1m
d σ2m(f) bBαp,p(Ω))

τ∗

) τ
τ∗

+
∞∑
k=0

(2
(s−s1)k

d ‖f‖ bBαp,p(Ω))
τ

Usando que ‖f‖ bBαp,p(Ω) ≤ ‖f‖Ars
d
,τ

( bBαp,p(Ω)) y el Lema de Hardy en la primera suma con

µ = τ ∗,

am :=

 2−
s1m
d σ2−m(f) bBαp,p(Ω), si m ≤ 0

0, si m > 0

y

zk :=


(∑−k

m=0(2−
s1m
d σ2−m(f) bBαp,p(Ω))

τ∗
) 1
τ∗
, si k ≤ 0

0, si k > 0

obtenemos:

‖f‖ bBα+s
τ,τ (Ω) . ‖f‖Ars

d
,τ

( bBαp,p(Ω))

lo que demuestra el resultado.



Conclusiones

Hemos demostrado los siguientes resultados principales:

Si una función u se puede escribir como u =
∑N

i=0 ui, con u0 ∈ Hr+1(Ω) y

ui = ci
(

ln(ρi)
)ki ργii gi(−→θi )χi,

con ki enteros no-negativos y γi > 0 (ver detalles en Teorema 2), entonces u ∈ Ar
r/d,

es decir, se puede aproximar adaptativamente con elementos finitos de Lagrange de

grado r, con un error de orden (#T )−r/d, llamado orden óptimo.

Usando resultados de regularidad conocidos, las soluciones de la ecuación de Pois-

son, con término fuente f ∈ Hr+1 en dominios poligonales y las del problema de

la interfase para el Laplaciano cumplen la descomposición mencionada en el ı́tem

anterior, y por lo tanto pertenecen a Ar
r/2. Por lo tanto, los métodos de elemen-

tos finitos adaptativos para estas ecuaciones producen sucesiones con convergencia

no-lineal óptima.

Si Ω es un dominio poligonal o poliédrico en Rd, los espacios de Besov B1+r
τ,τ (Ω) están

contenidos en los espacios de aproximación adaptativa con orden óptimo Ar
r/d si se

cumple que 1
τ
< r

d
+ 1

2
(ver Corolario 4). Analizando algunos casos particulares de

grado polinomial r y dimensión d, se puede ver que los espacios de Besov indicados

en la siguiente tabla pertenecen a Ar
r/d para todo ε > 0:
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Refinamiento adaptativo Refinamiento uniforme

d = 2 d = 3

r = 1 B2
1+ε,1+ε(Ω) B2

6
5

+ε, 6
5

+ε
(Ω)

r = 2 B3
2
3

+ε, 2
3

+ε
(Ω) B3

6
7

+ε, 6
7

+ε
(Ω)

r = 3 B4
1
2

+ε, 1
2

+ε
(Ω) B4

6
9

+ε, 6
9

+ε
(Ω)

...
...

...

d = 2 o d = 3

r = 1 H2(Ω) = W 2
2 (Ω) = B2

2,2

r = 1 H3(Ω) = W 3
2 (Ω) = B3

2,2

r = 1 H4(Ω) = W 4
2 (Ω) = B4

2,2

...
...

En la tabla de la izquierda se muestran los espacios más grandes para los que

se logra el decaimiento óptimo usando mallas adaptativas, y en la de la derecha

aquellos para los que se logra dicho decaimiento usando mallas uniformes. Estos

espacios son mucho más chicos que aquellos.

En el caso de polinomios lineales r = 1, los resultados mencionados fueron obtenidos

en [BDDP02], y dado que el espacio de Sobolev W 2
p (Ω) ⊂ B2

p.p(Ω) ⊂ B2
1,1(Ω) para

p > 1, implican convergencia óptima también en estos espacios más conocidos.

Nuestra contribución principal en esta caracterización fue la generalización de este

resultado a elementos finitos de grado polinomial r ≥ 2. Como se ve en la tabla, la

clase más grande de funciones contenida en Ar
r/d contiene a ciertos espacios de Besov

Bs
p.p con potencias de integración p < 1. Esto hace que sea imposible describirlas

utilizando los más conocidos espacios de Sobolev, y sea estrictamente necesario uti-

lizar los no tan populares espacios de Besov en su lugar. Un ingrediente fundamental

en la demostración de este resultado fue la construcción de un operador de proyec-

ción o casi-mejor aproximación que fuera invariante bajo suma de polinomios. La

dificultad en la construcción de tal operador radica en que las bolas con la métrica

de estos espacios no son convexas y por lo tanto, dada una función, no es cierto que

siempre hay un polinomio más cercano, sino que hay muchos a distancia mı́nima.

Sin embargo, la definición del casi-mejor aproximante debe ser única para garan-

tizar que el casi-mejor aproximante de la suma de una función y un polinomio, es

la suma de los casi-aproximantes de ambos. Los detalles de esta construcción están

en la Definición 13 y en el Teorema 8.

Para las estimaciones inversas debimos introducir los espacios de Besov generaliza-
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dos, los que surgen de considerar como funciones del espacio a todas las funciones

de Lp que tengan norma multinivel (4.17) finita. Esto da un espacio, que en gen-

eral, para ı́ndices de suavidad altos, contiene estrictamente al espacio de Besov

clásico. Para ı́ndices de suavidad bajos, tales que las funciones de elementos fini-

tos pertenecen al espacio se Besov considerado, ambas definiciones coinciden. Un

estudio más detallado de estos espacios generalizados es un tema que pretendemos

abordar en el futuro. Para comparar los resultados directos y sus rećıprocos, vale la

pena comparar las inclusiones (4.43) y (4.57), que muestran una casi-caracterización

de las clases de aproximación en términos de regularidad Besov.
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[Kos94] Igor Kossaczký. A recursive approach to local mesh refinement in two

and three dimensions. Journal of Computational and Applied Mathematics,

55(3):275–288, November 1994.

[Mau95] J. Maubach. Local bisection refinement for n-simplicial grids generated by

reflection. SIAM Journal on Scientific and Statistical Computing, 16(1):210–

227, 1995.

[MIT03] G. G. Magaril-Il’yaev and Vladimir M. Tikhomirov. Convex analysis: theory

and applications, volume 222 of Translations of Mathematical Monographs.

American Mathematical Society, Providence, 2003.



BIBLIOGRAFÍA 89
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