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Resumen

Los métodos de elementos finitos adaptativos (MEFA) para la solucién numérica de
ecuaciones en derivadas parciales (PDE) comenzaron en los 70’s y ahora son una her-
ramienta estandar en ciencia e ingenieria. El propdsito iltimo de la adaptatividad es el
de reducir el costo computacional mediante la construccién automética de una sucesion
de mallas que deberian, eventualmente, equidistribuir los errores de aproximacion, resul-
tando en mallas (casi-)éptimas. Los métodos adaptativos para problemas estacionarios

usualmente consisten en lazos de la forma
RESOLVER — ESTIMAR — MARCAR — REFINAR.

La experiencia sugiere fuertemente que, partiendo de una malla gruesa, una iteracién
tal converge, dada cualquier tolerancia de error prescrita, en un nimero finito de pasos,
y lo hace de una forma éptima, utilizando estimadores del error a posteriori confiables
y eficientes. Lo que se observa en la practica, es que para una gran clase de problemas
y datos, la soluciones uz y las mallas 7 obtenidas con métodos adaptativos de la forma
descrita satisfacen

lu = uzllm < CHT)™,

donde u denota la solucion exacta, r el grado polinomial del espacio de elementos finitos
sobre la malla 7', y d la dimensién del espacio subyacente. Esta es la misma cota del error
que se obtiene con mallas refinadas uniformemente para soluciones suaves (regulares) u €
H™1 mediante la aplicacién de estimaciones de interpolacién cldsicas (ver [Cia78]). La
velocidad de decaimiento dictada por la desigualdad anterior —que es también observada
en la practica para las llamadas soluciones singulares pertenecientes a H*(Q2) para 1 <

a < 2— es usualmente llamada velocidad optima de decaimiento del error.
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El estudio del orden de convergencia de MEFA para ecuaciones diferenciales se divide

esencialmente en tres etapas claramente diferenciadas fuertemente relacionadas:

1. Demostracién de que si la solucion exacta de la ecuacién diferencial pertenece a la
clase A, de funciones que pueden aproximarse (idealmente) con un error de orden
(#7)%, entonces el algoritmo adaptativo genera una sucesién de mallas {7;.}; v

soluciones discretas {uy}r que satisfacen
= welln < CHT)™.

Resultados de este tipo han sido demostrados en los trabajos [Ste07, CKNS08] y

una descripcién mas precisa se encuentra en el Capitulo 1.

2. Descripcion de las clases A, utilizando nociones de regularidad de funciones cono-
cidas: Holder, Sobolev, Besov, etc., y/o descomposiciones de las funciones en com-
ponentes con diferentes propiedades como las que se obtienen en los resultados de

regularidad de ecuaciones diferenciales.

3. Demostracion de resultados de regularidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
que indiquen bajo qué hipdtesis sobre el dominio, los coeficientes y los datos de la
ecuacion, la solucién pertenecera al espacio de regularidad hallado en la segunda
etapa. Resultados de este tipo se han obtenido, por ejemplo, en [Kel92, Dau88] y

son los resultados clasicos de regularidad de ecuaciones diferenciales.

En este trabajo nos enfocamos en la segunda etapa. Mas precisamente, presenta-
mos dos familias de funciones, descritas de manera diferente, que estan contenidas en
A, /4. Nuestro objetivo principal de comprender por qué en la practica se observa siem-

pre el orden 6ptimo (#7 )@ y demostrar de manera rigurosa en qué casos dicho orden

estd garantizado. Por ello nos concentramos en el caso s = 7.

Después de introducir en el Capitulo 1 los conceptos basicos de los MEFA y una serie
de resultados conocidos, fuertemente relacionados con nuestro trabajo, en el Capitulo 2
presentamos una primera familia de funciones que pueden aproximarse de manera 6ptima:

es la familia de funciones que pueden escribirse como suma de una funcion regular mas

funciones con singularidades localizadas en puntos. Este resultado estd lejos de ser una
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caracterizacion de la clase de funciones para las que se obtiene dicho decaimiento, pero
muchos teoremas de regularidad de soluciones de ecuaciones diferenciales estan expresados
de esta manera (ver [Kel92, Dau88] y referencias), lo que le da gran aplicabilidad.

En el Capitulo 4 —luego de una descripcién, en el Capitulo 3, de los espacios de Besov
y de su relacién con la velocidad de aproximacién polinomial— describimos otra clase
de funciones, en términos de regularidad Besov, para las cuales se obtiene el decaimiento
optimo del error. Tampoco aqui se obtiene una caracterizacion, pero este resultado es
mas completo, dado que se demuestra también una especie de resultado reciproco para
una clase de funciones levemente mayor. Si bien este resultado es mas ajustado desde el
punto de vista del Anélisis, para su aplicaciéon a ecuaciones diferenciales, deberia com-
plementarse con resultados de regularidad Besov de soluciones diferenciales, que son aun
escasos en comparacion con los mencionados en el parrafo anterior.

Los resultados principales de nuestro trabajo se obtienen a través de la construcciéon de
mallas éptimas, utilizando informacién sobre la funciéon a aproximar u y de sus derivadas
o normas de Besov locales. Se logra, por lo tanto una aproximacion constructiva a una
funcién conocida, estableciendo el orden de convergencia por aproximacion adaptativa,
es decir, la pertenencia a una clase A. En vistas de los resultados de [Ste07, CKNS08]
concluimos que si la solucién v de una ecuacion eliptica pertenece a alguna de las famil-
ias que presentamos, entonces el orden éptimo estd garantizado al resolver la ecuacion

utilizando métodos de elementos finitos adaptativos.






Indice general

1. Elementos Finitos Adaptativos

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Formulacién Variacional y Método de Galerkin . . . . . . . ... ... ..
El Método de Elementos Finitos . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
La regla de biseccion del vértice nuevo . . . . . . . ...
1.3.1. Biseccién de un tunico simplicial . . . . .. ... 0000
1.3.2. Particiones Admisibles . . . . . . .. ... ... L.
1.3.3. Particiones creadas por biseccion . . . . . .. ...
Clases de Aproximacion . . . . . . . . . . ..

Adaptatividad . . . . . ...

2. Una condicién suficiente

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

2.5.

2.6.

Resultado Principal del Capitulo . . . . . .. ... ... ... ... ...
Heuristica de la construccion . . . . . . . . . . ...
Algoritmo constructivo . . . . . . ..o
Propiedades del algoritmo y de lasmallas . . . . . . ... ... ... ...
Acotacion del Error . . . . . . ..o
2.5.1. Estimacién de la Parte Regular . . . . . . ... .. .. ... ...
2.5.2. Estimacién de la Parte Singular . . . . . . ... ...
2.5.3. Demostracion del Resultado Principal del Capitulo . . . . . . ..
Aplicaciones a EDP elipticas en poligonos . . . . . . . . ... ... ...
2.6.1. Ecuacion de Poisson . . . . . . .. ..o

2.6.2. Problema de la Interfase para el Laplaciano . . . . .. ... ...

11

11

13

15



VI

3. Espacios de Besov y Aproximaciéon Polinomial
3.1. Médulos de Suavidad . . . . . ... .. ... ...
3.2. Aproximacion por Polinomios . . . .. ... ...

3.3. Espacios de Besov via Modulo de Suavidad . . . .

4. Espacios de Besov y Clases de Aproximacion
4.1. Base y Casi-interpolador . . . . . .. .. ... ..
4.2. Espacios de Besov via Descomposicion Multiescala
4.3. Resultados de Inmersiéon y Aproximacién . . . . .
4.4. Resultados Auxiliares . . . . . . . ... ... ...
4.5. Teoremas Directos . . . . .. . ... ... . ...

4.6. Teoremas Inversos. . . . . . . . . . .. ... ...

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion: Aproximacion por

Elementos Finitos Adaptativos

En este capitulo haremos un breve repaso sobre el método de elementos finitos, las
estimaciones a priori, el concepto cldsico de aprozimacion dptima (Lema de Céa), y
el nuevo concepto de optimalidad en aproximacion no lineal. Nuestro interés principal
es estudiar velocidades de aproximacion medidas en términos del nimero de grados de
libertad necesarios para representar las aproximantes, que es equivalente al ntimero de
elementos de la malla o triangulacién. Un concepto importante que definiremos en la
seccion 1.4 es el de clases de aproximacion, donde definiremos las clases de funciones que

pueden aproximarse por elementos finitos adaptativos con una cierta velocidad prescripta.

También presentamos los espacios de elementos finitos que consideraremos a lo largo
de toda la tesis, que son los conocidos como FElementos de Lagrange, e introduciremos lo
que se conoce usualmente como bucle adaptativo para problemas elipticos. Para introducir
el método de elementos finitos y presentar algunas propiedades bésicas consideraremos
como problema modelo a la ecuacién de Poisson, sin que esto quite generalidad a nuestros
resultados, que pertenecen mas al area de teoria de aproximacion que a la de resolucion

numérica de ecuaciones diferenciales.
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1.1. Formulacién Variacional y Método de Galerkin

Sea © un dominio poliedral acotado en R? (d = 2,3). Consideremos el problema

modelo:

—Au=f, en(
(1.1)
u=0, en 0,

donde f € L*(9).
Dado un conjunto G C R? denotamos H'(G) al espacio de Sobolev de funciones en

L*(G) cuyas derivadas débiles de primer orden estdn en L*(G), con la norma

1@y = (1B + IV fly ) (12)

Denotamos ademés por HJ(G) a la clausura de C5°(Q2) en H'(2), que cuando la
frontera es poligonal (lo que ocurrird siempre en esta tesis) coincide con el espacio de fun-
ciones en H'(G) con traza nula en la frontera de G. Definimos V := H}(2) y denotamos

su norma por ||-|ly. Una solucién débil de (1.1) es una funcién u satisfaciendo:
ueV: Bluv]=(fv) YveV, (1.3)

donde (f,v) = [, fv para toda f,v € L*(Q2), y la forma bilineal B[, | se define en V x V
como Blu,v] = (Vu, Vo).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba facilmente la continuidad de la forma

bilineal

| Blu, v]| < [ully vl , (1.4)

y utilizando la desigualdad de Poincaré se prueba la coercitividad en V
Blv,v] > ez ||l (1.5)

donde ¢ no depende de v, sino sélo del dominio 2.

La existencia y unicidad del problema (1.3) se sigue del teorema de Lax-Milgram, o,
en este caso en que B es simétrica, del teorema de representacion de Riesz.

Hemos presentado aqui el problema de Poisson, pero lo que sigue se aplica a cualquier
problema que pueda escribirse en forma débil como (1.3) con V espacio de Hilbert, B, -]

bilineal acotada y coercitiva, y f € V', el dual topoldgico de V.
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Consideremos ahora un subespacio de dimensién N (finita), Vy de V. Formulamos el

método de Galerkin restringiendo la ecuacién (1.3) a Vi
uy € Vy i Blu,v] = (f,v), YveVy. (1.6)

La existencia y unicidad del problema (1.6) también se sigue del teorema de Lax-Milgram
en Vy. Ademds si {¢;}}_, es una base de Vy, entonces podemos escribir uy(z) =

Zj.vzl U;p;(x) y (1.6) resulta equivalente al sistema de ecuaciones lineales:

N
j=1

La matriz (B[g;, ¢])}i, es definida positiva y simétrica. La funcién de error u — uy

satisface la propiedad crucial, usualmente llamada ortogonalidad de Galerkin:
Blu —uy,v] =0 Yve Vy. (1.8)

Esta es una propiedad fundamental para el analisis del error y el diseno de métodos de
elementos finitos (adaptativos), la cual no es vélida para diferencias finitas.
El proximo lema es un resultado clasico que se utilizarda recurrentemente sin men-

clonarse:

Lema 1 (Céa). Sean u y uy las soluciones de (1.3) y (1.6), respectivamente, y cg la

constante de la coercitividad (1.5). Entonces

) L, 1.
it flu=vlly < flu—unlly € = fof fu—vl, = —dist(w Vx).  (L9)

Antes de pasar a la sencilla demostracion de este resultado, vale la pena interpretarlo.
El mismo dice que la solucién uy de (1.6) es una aproximacién dptima a u desde Vy,
pues salvo la constante 1/cp, el error entre u y uy estd acotado por dist(u, V). Luego,
si Vy es una sucesion de espacios tales que UyVy = V| entonces uy — u. Més aun, si

para un € dado existe v € Vy tal que [[u — v||y, <€, entonces [|u —uylly < .

Demostracion. Es suficiente probar la estimacién derecha ya que la otra es trivial. Puesto

que para todo v € Vy vale:
cgllu —unlly < Blu —uy,u —un| = Blu —uy,u —v] + Blu —un,v —un| =
= Blu —un,u—v] < |lu —unlly lu =2y,

lo que concluye la demostracion. O
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Vale la pena mencionar, por ultimo, que este lema nos dice que la solucién por el méto-
do de Galerkin es casi la mejor aproximacion a u por medio de funciones de Vy en la
norma de H'(2), pero no provee informacién cuantitativa del tamarnio de ||u — ur|| ;1 @
Dicha informacion cuantitativa estara disponible una vez que definamos la clase de espa-

cios Vy a utilizar.

1.2. El Método de Elementos Finitos

En esta seccion definimos los espacios de elementos finitos que utilizaremos en el resto
de la tesis, y enunciaremos los resultados clasicos de estimacién a priori que miden el
error en términos del tamano mdxrimo de los elementos de la malla.

Llamaremos malla 7 a una particién de € en finitos elementos simpliciales (tridngu-
los en dimensién dos o tetraedros en dimensién tres) 7' de tamano hr := diam(7).
Consideraremos como mallas admisibles, a aquellas tales que la interseccion de dos T
distintos es siempre una cara, un lado o un vértice de ambos.

Consideremos ahora 7 € N y el subespacio V- C V de las funciones continuas en €2 y

polinomiales a trozos, de grado < r, sobre la malla 7, es decir
r={veHQ) v|lp P, VT €T}

Cuando esté claro que el coeficiente r estd fijo escribiremos V7 en lugar de V... En
este trabajo consideramos solo elementos finitos de este tipo, que son conocidos como
Elementos Finitos de Lagrange de grado r. Si el grado polinomial es uno entonces la base
estandar de V7 que se utiliza se define por sus valores en los vértices, y la base nodal
consiste de las funciones ¢; € V7 tal que ¢;(z;) = d;;, donde 0;; es la delta de Kronecker
y {2:}¥7 son los vértices de la malla. Cuando el grado polinomial es mayor a uno, existen
en cada elemento un nimero finito de nodos donde estan ubicados los grados de libertad
que definen a cada funcién de V7. Las funciones de la base nodal siguen siendo aquellas

que cumplen ¢; € Vr y ¢;(x;) = d;5, pero esta vez el conjunto {2} es el conjunto de

nodos de la malla.
El Método de Elementos Finitos (MEF) cldsico o conforme es el método de

Galerkin con los subespacios de dimension finita V7 definidos antes, es decir, la solucion
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por elementos finitos uz es la inica
ur € Vyr:  Blu,v] = (f,v) YveVr. (1.10)

Es importante notar que las bases utilizadas son locales, es decir, cada funcién base
estd soportada en un entorno del nodo asociado a la misma. Méas precisamente, sop(¢;) C
Ug,erT. Por esto, las matrices que se obtienen son ralas (sparse), lo que resulta conve-
niente para la implementacion y resolucion numérica del problema.

Dada una malla admisible 7', se define la reqularidad de la malla por

h
v (T) = méx —,
TeT or

donde pr es el diametro de la mayor bola contenida en 7.
Una herramienta importante para el anélisis del Método de Elementos Finitos son las
estimaciones para el error por aproximacién por polinomios, por esta razén colocamos

aqui este lema de interpolacion por polinomios:

Lema 2. Sea T una malla admisible de forma regular y hy = maxrer diam(T), entonces

existe una constante C > 0 tal que si u € H™™(Q) entonces:
inf |lu— < Ch;
Jof Jlu—vlly < Chy

donde la constante C depende del grado polinomial v, la dimension d y la reqularidad de

la malla v*(T).
Combinando este ultimo resultado con el Lema 1 obtenemos que:
lu —urlly < Chy |[ull yrar (g (1.11)

para alguna constante independiente de wu.
Sea ahora {7;}72, una familia de mallas admisible de forma regular, sobre €2, esto
es: que existe una constante v* tal que

s hT * *
supmax — = supy*(7) =: 7" < .
keNT€Te P keN (7)

Si suponemos ademds que hz, — 0, entonces con la ecuaciéon (1.11) es facil ver que la
sucesion de soluciones aproximadas uz, converge a la solucién u en H'(Q) siu € H™1(Q).

Més atin, el error tiende a cero como A7 .
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Figura 1.1: Mallas uniformes sobre el cuadrado 2 = (0,1) x (0,1) para el ejemplo 1.

h lineales | cuadraticos | cubicos
1/4 3.93 6.89 4.66
1/8 0.55 1.80 3.08
1/16 1.05 2.02 2.79
1/32 1.02 2.00 3.00
1/64 1.01 2.00 3.00
1/128 1.00 2.00 2.99
1/256 1.00 2.00

Cuadro 1.1: Ordenes de convergencia experimentales para la solucién sobre mallas uniformes

del ejemplo 1, donde la solucién es suave (estd en H)

Para ilustrar este concepto, consideremos a continuacion dos ejemplos numéricos sen-
cillos en dimensién dos:

Ejemplo 1: Consideremos Q = (0,1) x (0,1) y la solucién exacta u(z,y) = e~ 20@*+v°)
tomando f y ug apropiadas para que

Au= Q
ushe (1.12)

uw=uy en .
Consideramos una sucesiéon de mallas uniformes como las de la figura 1.1. Resolviendo
con elementos finitos de grado uno, dos y tres, se obtienen los errores y érdenes de
convergencia experimental de la tabla 1.1, y son siempre aproximadamente h'".
Ejemplo 2: En este ejemplo consideramos el dominio 2 = (—1,1) x (=1,1) \ [0,1) x

(—1,0], con forma de “L” y la solucién exacta dada en coordenadas polares (r, @) por

u(r, o) = r?sen(2p/3) — r? /4.
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Figura 1.2: Mallas uniformes sobre el dominio con forma de “L” Q@ = (—1,1) x (—1,1)\[0,1) x

(—1,0] para el ejemplo 2.

h lineales | cuadraticos | ctibicos
1/4 1.14 9.64 9.89
1/8 0.74 0.67 0.67
1/16 0.68 0.67 0.67
1/32 0.66 0.67 0.67
1/64 0.66 0.67 0.67
1/128 0.66 0.67 0.67

Cuadro 1.2: Ordenes de convergencia experimentales para la solucién sobre mallas uniformes

del ejemplo 2, donde la solucién tiene una singularidad en el origen (estd en H 142/ 3.

Tomando f =1 en Qy uy = u en JL2, esta funcién u es solucién de (1.12). Consideramos
una sucesién de mallas uniformes como las de la figura 1.2. Resolviendo con elemen-
tos finitos de grado uno, dos y tres, se obtienen los errores y o6rdenes de convergencia
experimental de la tabla 1.2.

Se observa que para este ejemplo, el orden de convergencia que resulta al utilizar una
sucesién de mallas obtenidas por medio de refinamientos uniformes, es siempre aproxi-
madamente 2/3, aun cuando r crezca. Esto se debe a que la solucién u no se encuentra
en H*(Q) para ningin s > 2/3.

Otra manera de medir el orden de convergencia, que es la que mas nos interesa en
este trabajo, es en términos del nimero de elementos de las mallas. Cuando consideramos
una sucesion de mallas casi uniformes donde el tamano de todos los elementos de cada

malla es comparable, es decir: existe ¢ tal que

maxhr = hy < cminh Vk € N
Ted, T T > TeT, T, )
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entonces thk #7T. < CQ|, donde C es una constante que depende de la regularidad de la
sucesion de mallas y de la constante ¢ de la expresion anterior. Por lo tanto, si la solucién
u que se quiere aproximar pertenece a H'™ (como en el ejemplo 1), el error se puede

acotar por

lu = ug v < CHT) "

Cuando la solucién no tiene tal regularidad, y pertenece, digamos, a H'+t2/3 como la del

ejemplo 2, entonces el error se puede acotar sélo por
lu = ugllv < CHFT) /D,

En los siguientes capitulos mostraremos como el refinamiento selectivo permite evitar
esta pérdida de velocidad de aproximacién, logrando en muchos casos una velocidad
(#7;)7"/ atin cuando la funcién presenta singularidades y pertenece a H'*¢ para ¢ > 0
pequeno.

Al realizar refinamiento selectivo se desean tres propiedades:

= Que se mantenga la admisibilidad de las mallas, es decir, que no haya nodos col-

gantes.

= Que los elementos que se refinen mantengan la regularidad, de manera que la suce-

sion de mallas obtenidas resulte con una regularidad +* finita.

= Que los elementos adicionales a los seleccionados para refinar que se deban refinar
para mantener la admisibilidad y la regularidad, no sean demasiados. Este concepto

de refinamiento extra sera clarificado en la préxima seccién.

En la proxima seccién presentaremos el llamado refinamiento del vértice mds nuevo,
que permite cumplir con estos requerimientos. Un resultado importante es el Teorema 1
que controla la complejidad de las mallas creadas, en términos de todos los elementos
marcados en las iteraciones anteriores, dando una respuesta al tercer item. Este resultado
es crucial para poder establecer los resultados de complejidad de los capitulos 2 y 4 que
son las principales contribuciones de esta tesis.

Existen otras reglas de biseccién, como la del lado mads largo, pero no son tan facil-

mente extendibles a dimensiones superiores a dos. Ademas, los resultados de complejidad
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existentes que controlan el refinamiento extra existentes no son satisfactorios para el tipo

de analisis que realizamos.

1.3. La regla de biseccién del vértice nuevo

El primer algoritmo de biseccion del vértice mas nuevo fue introducido en 1991 por
Bénsch [Bén91], donde se demuestra que si la malla inicial no tiene ciclos, entonces el
algoritmo se detiene siempre en un niimero finito de pasos, pero no se demuestra ninguna
cota para este numero de pasos, o refinamientos extra. Mas tarde, Kossaczky [Kos94|
generaliza el algoritmo a dimension tres, obteniendo resultados similares a los de Bansch.
Binev, Dahmen y DeVore [BDD04] demuestran una cota para la complejidad como la del
Teorema 1 para el algoritmo de Bénsch, y finalmente Stevenson [Ste08] presenta una regla
de biseccion general para cualquier dimensién d > 2. Esta regla coincide con la de Bansch
y Kossaczky, salvo cambio de notacién, y habia sido introducida por Traxler [Tra97] y
con diferente notacién por Maubach [Mau95]. La novedad de Stevenson es que logra
demostrar la cota de complejidad del Teorema 1 que, como ya dijimos, es crucial para
estudiar los érdenes de convergencia en términos del niimero de elementos de las mallas,
en lugar del parametro clasico h.

A continuacién introducimos el algoritmo de biseccion siguiendo la presentacién de
Stevenson, culminando con el resultado de complejidad que acota el nimero de refi-
namientos exrtra para mantener admisibilidad y regularidad. Todos los detalles y de-

mostraciones de las afirmaciones hechas en esta seccién pueden encontrarse en [Ste08].

1.3.1. Biseccion de un tunico simplicial

Sean d,n € N, con 2 < n < d, un n-simplicial T en R? es la capsula convexa de n + 1
puntos zo, ..., x, € R? que no pertenecen a un mismo espacio affn (n — 1)-dimensional.
Identificaremos 7' con el conjunto de sus vértices {xg,...,z,}. Para 0 < k < d—1, un
simplicial por k+1 vértices de T se llamara hipercara de T'. Para k = n—1 la llamaremos
hipercara verdadera, y para k < n — 2 la llamaremos hipercara de dimensién menor.

Cuando n = d los n-simpliciales o d-simpliciales se llamaran directamente simpliciales.
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Correspondiente a cada simplicial {zo, ..., z,} distinguiremos entre n(n + 1)! simpli-
ciales indexados, dados por todas las posibles secuencias ordenadas (zo,...,x,), v los
tipos k € {0,...,n — 1}. Dado un simplicial T' = (z, ..., z,), sus hijos se definen como

los simpliciales indexados:

o+ T
(x07 9 7$17"'axml‘m-l—la-")xn—l)(n—i-l) mod n (]-]-3)
y
) “+ x,
(l’n,—2 7271,...,1',{,1'”_1,...,$N+1)(K+1) mod n (114)
donde las sucesiones (x11,...,Zn-1) y (Z1,...,2,) deben tomarse como vacias cuando

k =n —1y k=0 respectivamente.

En palabras, los hijos se definen bisectando el lado Zgx, de T, i.e., conectando su
punto medio con los otros vértices zq,...,x,_1; por un ordenamiento apropiado y por
tener tipo (k + 1) mod n. Esta regla de biseccién define una tnica forma de dividir un
elemento en dos sub-elementos hijos, y sera la tnica permitida en nuestros algoritmos
constructivos.

Vale la pena observar que a cada simplicial indexado T' = (zq, ..., z,), le podemos

hacer corresponder el simplicial:
Tr= (T, @1, Ty Ty o5 T 1, T0) s (1.15)

que es el simplicial indexado que tiene los mismos hijos que 7', y en este sentido es igual
a T. Por lo tanto en realidad sélo distinguimos 1 (n(n + 1)!) simpliciales indexados.

El lado 7oz, es llamado lado de refinamiento de T. En el caso n = 2, si T es un
elemento hijo de algin otro, el vértice opuesto al lado Tz, es el ultimo vértice creado.
Por esta razon el procedimiento descrito se conoce como biseccion del vértice mds nuevo,
aunque so6lo cuando n = 2. Nosotros hemos decidido darle ese nombre para cualquier n
para unificar y simplificar la nomelclatura.

Un simplicial indexado que se crea aplicando recursivamente ¢ bisecciones a T se llama
descendiente de nivel ¢ de T. Se puede verificar facilmente que el lado de refinamiento
de un simplicial indexado de tipo 0 no se volvera a dividir hasta la creacién de n + 1
descendientes. Generalmente esto no es cierto para un simplicial indexado de tipo distinto

de 0. A pesar de esto un lado nunca sera dividido en dos niveles consecutivos.
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1.3.2. Particiones Admisibles

Sea 2 C R? (d = 2,3) un conjunto abierto. Una coleccién localmente finita 7~ de d-
simpliciales esencialmente disjuntos dos a dos en R se llama particién de Q cuando Q =
UrerT. Usualmente se entiende que una particion 7 es admisible cuando la interseccion
de dos elementos distintos T,7" € 7 es vacia o una hipercara (completa) de ambos
simpliciales. En el caso en que () esta simultaneamente a ambos lados de una parte
(d — 1)-dimensional de su frontera (dominio slit), esta condicién es innecesariamente

restrictiva. Por esto llamaremos a 7 admisible si:

(C1) Para cualquier '€ 7, 00 N T es una unién de hipercaras de 7.

(C2) Siz € TNT' (T, 7" € T) y para cualquier bola abierta B > x, cualesquiera
yeTNBNQey € T"N BN estan conectados por una curva a través de BN,

entonces pertenece a una hipercara conjunta de 7'y T".

1.3.3. Particiones creadas por biseccién

Dados dos simpliciales indexados vecinos 7' = (g, ..., Tn)s, T" = (2, ..., 2}, ) . dire-
mos que son vecinos reflejados si la secuencia ordenada de vértices de T o de Tx coincide

con la de T" en todas las posiciones menos una.

Definicién 1. Decimos que una malla inicial Ty estd indexada apropiadamente si ademds

de ser admisible satisface la siguiente condicion:

Si dos elementos inderados vecinos cualesquiera T = (xg,...,2Tp)s, T' =
(g, ..., xl) e de Ty se tocan en el sentido de que si ToT, o xyx!, estd en TNT",
entonces T y T" son vecinos reflejados. En otro caso, el par de descendientes

vecinos de T y T son vecinos reflejados.

En dos dimensiones esto es equivalente a requerir que cada vez que un lado interior
es un lado de refinamiento, es el lado de refinamiento comin para los dos elementos

adyacentes a ese lado, o es un lado en la frontera del dominio.

Observacion 1. Una propiedad importante de la regla de biseccion del vértice nuevo

es que con esta regla, las mallas obtenidas con una secuencia arbitraria de refinamientos



12 CAPITULO 1. ELEMENTOS FINITOS ADAPTATIVOS

selectivos tendran constantes de regularidad acotadas uniformemente, que dependeran

s6lo de la malla inicial 7 y del indexado de la malla inicial.

El siguiente teorema fue probado para d = 2 en [BDD04] y para d arbitrario en [Ste08],
y es crucial para controlar el refinamiento extra necesario para mantener mallas admisibles

y de forma regular.

Teorema 1. Sea 7y = 7 una malla inicial admisible de un dominio poligonal (poliédrico)
Q en R? (RY), que estd propiamente inderada. Si la sucesion {Tf}p>1 se obtiene por

sucesivos llamados a:

Toy1 < refinar(7,°, M,),

7,5, < completar(Zyy1),

entonces para k > 1 tenemos que

k
#71,; — #Tp < C(Z(#%—l—l — #720)> = C(

/=1

Mf)u

o~
Il B
—

donde C es una constante que solo depende de Tj.

El algoritmo hace uso de dos rutinas que necesitan una explicacion mas amplia. El
primero,

,Zjiuevo < ref inar(,]:ziejm M)

recibe una malla 7Ty;eo, usualmente admisible, y un conjunto M de elementos marcados
de Tiejo- Retorna una nueva malla Zyyevo que se obtiene luego de dividir una vez los
elementos marcados acorde a la regla de la biseccién del vértice nuevo. La nueva malla
no es necesariamente admisible.

La rutina,

7°¢«— completar(7)

recibe una malla 7 que no es necesariamente admisible, y retorna una nueva malla 7°
que ha sido construida refinando la menor cantidad necesaria de elementos con la regla

de la biseccion del vértice nuevo.



1.4. CLASES DE APROXIMACION 13

El estudio de la complejidad de esta rutina resulta bastante dificil, y no es cierto

que exista una constante C tal que

#Zlcuevo S #Zciejo + C(#,];IU‘EVO - #If?ejo) .

El resultado de complejidad que vale—teniendo en cuenta los refinamientos extras real-
izados por el algoritmo de completacién—es el Teorema 1, que es un poco mas débil, pero
fundamental y suficiente para los propdsitos del estudio de la optimalidad de MEFA.

El resultado dice esencialmente que la cantidad de elementos de la ultima malla (7)
menos la cantidad de elementos de la malla inicial (7;) esta acotado (salvo una constante
fija) por la suma de todos los elmentos marcados en total desde el paso 0 al paso k — 1,

dado por 25:1 M.

1.4. Clases de Aproximacion

Consideremos una malla inicial 7, del dominio €2, y consideremos las mallas admisibles
obtenidas partiendo desde 7, con el procedimiento de biseccién descrito en la seccién an-
terior. Es decir, consideraremos las mallas 7 que pueden obtenerse a partir de 7y con una
secuencia finita de llamados a refinar/completar. Para cada malla 7 consideraremos

el espacio de elementos finitos de Lagrange
Vr={veH(Q):vr P VT €T},

donde, para r € N, P denota el espacio de polinomios de grado < r.
Sea By un espacio funcional normado (o casi-normado) tal que V+ C By. Definimos
la cantidad llamada mejor error de aproximacion a f por funciones de elementos finitos

de grado < r de complejidad N en By como:

o (), = min inf u— vz,

donde Ty := {7 admisible : (#7 — #75) < N} esto es, el minimo sobre 7 se toma
sobre todas las mallas admisibles obtenidas con a lo sumo N bisecciones (notar que
cada biseccién de un elemento incrementa en uno el cardinal de la malla). En sintesis,

o’y (u) B, ©s el infimo de todos los errores posibles con aproximaciones por funciones de
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elementos finitos sobre mallas de complejidad N. Este conjunto de funciones no es un
espacio vectorial (lineal), dado que en general, si tomamos dos de ellas correspondientes
a diferentes mallas (de complejidad N), la suma de ellas serd una funcién del espacio de
elementos finitos correspondiente a una malla que se obtiene “superponiendo” ambas y
tiene, por lo tanto, complejidad mayor (y a lo sumo 2N). En este sentido, o}y (u)g, es
la distancia entre w y un espacio de aproximacion no lineal. La no linealidad de estos
espacios de aproximacion dan origen al nombre de aproximacion no lineal y producen
también mayores dificultades para el estudio tedrico.

Definiremos ahora, para s > 0 las clases de aproximacién [Osw94]:
Al(By) = {v € By : 3C tal que o)y (v)g, SCNT*,VN € N},
0, equivalentemente,
Al(By) = {v € By : [v|ar(p,) < o0} con V| ar(Bo) = ]svlg\)] Neoy (v)g, -

A su vez esta definicién es equivalente a decir que existe una constante C' tal que para

todo € > 0, existe una malla 7 que satisface

nf [lv—wvr|p, <e y (#T — #71) < Ce_%,

vr eV
y ademas |v|ar(p,) serd el infimo de todas las constantes C' que satisfacen esta condicién.
Esta escala de espacios puede aumentarse agregando un parametro 0 < ¢ < oo de la
siguiente forma:

1
AP (Boy) = (Z[Uzn (v) g, 2"]7) 7.

neN

AP (By) ={ve By: Vaz (B < 0o} con v

La extension obvia de esta definicién al caso ¢ = oo resulta AY  (By) = A%(By).

Vale la pena mencionar que a pesar de estar considerando el concepto de aproximacion
no lineal, las clases de funciones A? (By) si resultan espacios vectoriales (lineales), como
consecuencia de que oy (u +v)p < oy (u) g, + 0 (V) g,

Para ecuaciones elipticas de orden 2, usualmente se considera By = H'({)) y en este
caso escribiremos A , para denotar A] (H'(12)).

Aplicando la desigualdad (1.11) a una sucesién de mallas obtenidas al refinar uni-

1

formemente, y utilizando el hecho de que en este caso #7 ~ 7o resulta claro que
T
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HY(Q) C A% Si € < 7, entonces HY(Q) ¢ HYQ) y V& C V5 y por lo tanto

concluimos que también

HY™(Q)c AL, W<

Sin embargo, al usar adaptatividad, y construir mallas a través de refinamiento se-
lectivo, se puede demostrar que ciertos espacios de Besov con regularidad 1 + r, con
integrabilidad menor a 2, y en algunos casos menor a 1, estan contenidos en A%. Es decir,
usando adaptatividad para funciones con menos regularidad (en un cierto sentido, ya que
estos espacios de Besov contienen a los espacios H™ ™) se recupera la velocidad que se
obtiene con refinamientos uniformes para funciones con mas regularidad. Un resultado
similar se puede demostrar para funciones con regularidad Sobolev 1 + r si se conocen
mas detalles sobre la forma de la funciéon a aproximar, como por ejemplo, que las sin-
gularidades estan localizadas en un nimero finito de puntos. Este es el contenido de los

capitulos 4 y 2, respectivamente.

1.5. Adaptatividad

Los métodos adaptativos para problemas estacionarios usualmente consisten en lazos

de la forma

RESOLVER — ESTIMAR — MARCAR — REFINAR.

El médulo RESOLVER consiste en calcular la solucién discreta del sistema lineal (1.7).
El médulo ESTIMAR consiste en calcular los estimadores a posteriori del error, que son
cantidades calculables en términos de la solucion discreta ya obtenida y de los datos del
problema, y usualmente se distribuyen en cantidades locales asignadas a cada elemento
o a uniones de unos pocos elementos cercanos. El médulo MARCAR consiste en elegir
algunos elementos con estimadores grandes para refinar, con la esperanza de que el refi-
namiento selectivo de ellos conduzca a un gran decrecimiento del error y un buen balance
costo-beneficio. Existen varias estrategias de refinamiento, pero solo para ilustrar una,
mencionamos la de Dorfler: Si {n(T")}rer son los estimadores de error asignados a cada

elemento T de una malla 7', dado un pardmetro 0 < 6 < 1, se elige el conjunto M C T
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— refinamiento uniforme 01 — refinamiento uniforme .\
- refinamiento adaptativo A --- refinamiento adaptativo 0.01

— refinamiento uniforme
--- refinamiento adaptativo

0.1 0.01 0.001

0.001 0.0001

0.0001 16-05

1e-05 1e-06
2 2 2

0.001 1le-06 1e-07
1 10 100 1000 10000 100000 1e+06 10 100 1000 10000 100000 1le+06 10

100 1000 10000 100000

Elementos Lineales Elementos Cuadraticos Elementos Cubicos

Figura 1.3: Decaimiento del error en términos del nimero de elementos de las mallas. Grafi-
co del error versus nimero de elementos en escala logaritmica en ambos ejes. La pendiente
de las curvas corresponde al indice s en el decaimiento CN~°. En todos los casos las lineas
sélidas corresponden al refinamiento uniforme y las lineas de trazos al refinamiento adapta-
tivo. Es de destacar la diferencia en orden de convergencia al aumentar el grado polinomial.

2/6

Con el refinamiento uniforme se observa siempre un decaimiento como N ~*/°) en cambio con

adaptatividad se observa N~Y2, N=2/2  N=3/2 con elementos lineales, cuadréticos y ctbicos,

respectivamente.

de elementos marcados de manera que se cumpla la siguiente condiciéon

S (@) =0 n(T) (1.16)

TeM TeT

Es decir, el estimador asignado a la region Ure T es més grande que un cierto porcentaje

del error total. El médulo REFINAR consiste en aplicar las rutinas

Touevo < refinar(7, M),

TC « Completar(,];luevo>7

nuevo

obteniendo la nueva malla 77 ..
Aplicando adaptatividad al ejemplo 1 de la seccién 1.2 se obtienen los mismos resul-

tados que para mallas refinadas uniformemente, dado que la solucién estd en H>((2).
Aplicando adaptatividad al ejemplo 2 los resultados son realmente sorprendentes.

En la figura 1.3 observamos el decaimiento del error como funciéon del cardinal de las

triangulaciones cuando se utilizan elementos de grado » = 1,2,3. En todos los casos se

observa que la adaptatividad produce mallas que cumplen

lu = ug || ey < C(H#T) 7,
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2/3sen(2p/3) — r?/4 parece pertenccer a

y por lo tanto la solucién exacta u(r,p) = r
A%, para todo r € N a pesar de no pertenecer a ningin espacio de Sobolev H!5(()
para s > 2/3. Esto se observa en numerosos ejemplos de ecuaciones diferenciales con
soluciones que tienen poca regularidad Sobolev, y es lo que motivé el estudio tedrico de la
optimalidad de los métodos de elementos finitos adaptativos, junto con la caracterizacion
de las funciones que pueden aproximarse con diferentes velocidades medidas en términos
de complejidad de las mallas.

Resultados recientes de Stevenson para la ecuacién de Poisson [Ste07], y Cascén,
Kreuzer, Nochetto y Siebert para ecuaciones mas generales [CKNS08], prueban que para

un Método de Elementos Finitos Adaptativo estandar bajo condiciones débiles de aprox-

imabilidad para la funcién fuente vale que:
wehAl —  |u—ugly <CHL - #T) "

donde {7;}%2, es la sucesion de mallas obtenidas al aplicar el método adaptativo. Es
decir, siempre que la solucién exacta u pueda aproximarse idealmente con un error que
tiende a cero como (#7)~*, el método de elementos finitos adaptativo genera una sucesién
de mallas con el mismo orden de decaimiento del error. Este resultado se prueba para
la estrategia de marcado de Dérfler (1.16), cuando el pardmetro 6 es suficientemente
pequeno.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar cuando u € A, con especial énfasis en
el caso s = %, que es el denominado orden 6ptimo. En el proximo capitulo demostramos
que si u es la suma de una funcién regular méas funciones con singularidades localizadas
del tipo dist(x,z)" con v > 0, entonces u € A’ Jd- Esta descomposicién es muy usual
en resultados de regularidad de ecuaciones diferenciales, y es por eso que el resultado
obtenido es inmediatamente aplicable a casos particulares. Sin embargo, este resultado
esta muy lejos de ser una caracterizacion de las clases A Jd- En el capitulo 4 mostraremos
una casi-caracterizacion de estos espacios en términos de la regularidad Besov, y por eso
en el capitulo 3 presentaremos estos espacios y mostraremos algunos resultados de aprox-

imacion local que serdn necesarios para la construccion de las aproximaciones 6ptimas.
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Capitulo 2

Una condicién suficiente para

obtener velocidad 6ptima

En este capitulo se probara la convergencia con velocidad éptima para una cierta clase
de funciones, aquellas que son suma de una funcién regular mas funciones con singulari-
dades puntuales. En otras palabras, se demostrara que dichas funciones pertenecen a los
espacios de aproximacion A%. En la ultima seccion de este capitulo se presentaran dos

aplicaciones de este resultado a ecuaciones diferenciales sobre poligonos.

2.1. Resultado Principal del Capitulo

De ahora en adelante, para cualquier malla admisible 7 del dominio €2, denotaremos
por V7 al espacio de elementos finitos de polinomios continuos a trozos de grado < r,

donde r es un entero positivo fijo, es decir

Vr={velQ):vlreP, VT €T}

El siguiente es el resultado principal del capitulo, que dice que una gran familia de fun-
ciones, como la obtenida cuando se resuelven EPD elipticas en dominios poligonales,

pertenece a A%.
Teorema 2. Sea Q C RY un dominio poligonal (d = 2) o poliedral (d = 3), no necesari-

19
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amente Lipschitz, Ty una malla inicial de € y supongamos que

N
u=Y u (2.1)
i=0
donde:

w ug € HY(Q), con uo|ly € H™(T), para todo T € Ty;

m para v = 1,2,..., N, u; puede expresarse en coordenadas polares alrededor de x;
como
ki o~
ui = ¢; (In(p:))"™" pj* 9:(6:) xi, (2.2)

donde:

1. {x;}Y, = N es un conjunto de puntos en Q, que son vértices de Ty;
2. ¢; son constantes reales y k; son enteros no-negativos.
3. p; denota la distancia a x;, y:

° g: = 0, € [0,27) es la coordenada angular de x con respecto a x; y una
semirrecta comenzando en x;, cuando d = 2;

o 0, = (0, ¢:) € [0,2m) x [0,7], donde ¢; es la coordenada angular de x
con respecto a x; y una semirrecta R comenzando en x;, y siendo P el
plano ortogonal a R que contiene a x;, 0; es la coordenada angular de
la proyeccion de x en el plano y una semirrecta S que comienza en x;

contenida en P, cuando d = 3.
4. ;i son constantes positivas;
5. las funciones g; satisfacen las siguientes condiciones dependiendo de la dimen-
sion d:
e g, € WL(0,27), satisface la condicién de periodicidad g;(0) = g;(27) y es
W q trozos en el siguiente sentido: existe una particion B; de [0, 27]

en segmentos tal que g;|s € WZFH(S) para todo S € B;, cuando d = 2;
e g, € WL((0,2m)x(0,)), satisface las condiciones de periodicidad g;(0, ¢;) =

gi(27ra ¢2): 0< ¢z <7,y 92(070) = 91(9170): 91(0,271') = 91(9“ 2”); 0< 92 <



2.1. RESULTADO PRINCIPAL DEL CAPITULO 21

2, y es Wi a trozos en el siguiente sentido: existe una particion B; de
(0,27) x (0,7) en tridngulos tal que gi|s € WZIFY(S) para todo S € B,

cuando d = 3;
6. x; son funciones de corte C=(Q);

7. los saltos de Vu; (si existen) estdn alineados con los lados (o caras) de la malla

inicial Ty.

Entonces, para una tolerancia dada € > 0, existe una malla conforme T, obtenida por

biseccion del vértice nuevo, partiendo de To tal que:

1

mf [u—url,g<e vy #T -#1,<Cyq i

ur €V

(2.3)

donde C, 1, depende de todos los parametros que figuran en la definicion de la parte

singular Y"1 u; en (2.2), de Ty, y de u a través de la seminorma quebrada \u0|H;+1(Q) =
0

1/2
(ZTG% ||D’°+1u0\|%2(T)) ; pero no de €. Por lo tanto u € A7 ;.

Es importante mencionar que, si u satisface las condiciones del teorema, entonces

s6lo podemos asegurar que u € H'™¢() para todo 0 < € < min;<;<y ;. Refinamientos
: , e . .

globales uniformes sélo nos permitiran concluir que v € A /4> PEro € puede ser muy

pequeno, y este decaimiento es muy pesimista con respecto al que puede ser obtenido con

adaptatividad.

Observacién 2. Con el objetivo de clarificar las hipétesis del teorema, y enunciar clara-
mente algunas desigualdades que utilizaremos en la demostracion, observemos que impli-

can lo siguiente:

s Siy= %, es posible controlar el término singular por medio de la siguiente cota,
Cp} > In(p,)*p}". (2.4)
obteniendo a su vez que para cada término singular u;, ¢ = 1,2,..., N, existe una

constante C', tal que

uil <Cpl, |Vu| <Cp ™',y ID™ g < Cpl 7 (2.5)
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La ultima desigualdad vale sélo en el interior de los elementos de 7y, y por lo tanto
también en el interior de cualquier elemento de cualquier refinamiento de 7;. La
constante C' depende de ¢;, k;, v;, la W2 -norma de y;, la Wl -norma de g;, y la

W norma a trozos de g;, esto es, de la W’ (S)-norma de g;, para todo S € ;.

= El factor % en la definiciéon de v se impuso para controlar el término logaritmico.
Si todos los k; = 0,7 =1,..., N, entonces v puede ser elegida igual a min;;, vy la

misma cota vale.

» si 7 es cualquier refinamiento de 7y, y T € 7 con T NN = ) entonces w;|r €

HYT),i=0,1,...,N;

= como r > 1, y d < 3, el teorema de inmersién de Sobolev y el hecho que v; > 0
i=1,2,...,N implica que cada componente u;, i = 0,..., N, es continua en Q, y

consecuentemente también u es continua;

Estas consecuencias de las condiciones son los ingredientes principales que usaremos en

la demostracion de los resultados del capitulo.

Notacién 1. De ahora en mds, la letra C indicard una constante, no siempre igual,

dependiente de la funcién dada u a través de las condiciones del Teorema 2, de la H'(Q2)-

1

. L r+1 2
norma de ug, la seminorma quebrada ‘UO‘H%TI(Q) = <ZT€7—O || D uOHLQ(T)) , y los
pardmetros y las funciones que definen los términos singulares u;, © = 1,2,..., N de u

como en el primer item de la observacion previa. Reservaremos la notacion a < b para
indicar a < cb con una constante ¢ dependiente solo de la reqularidad de la malla, o de

la geometria del dominio, a ~ b indicard que a Sb y b < a.

De ahora en mas supondremos que u cumple las condiciones del Teorema 2 y pre-
sentaremos un algoritmo para construir via biseccién del vértice nuevo una malla que

satisfaga todas las propiedades mencionadas en el teorema.

2.2. Construccién de la Malla ()ptima. Heuristica

Antes de introducir el algoritmo presentaremos una idea heuristica con las propiedades

ideales que deberia tener la malla 6ptima. Esto motivara la definicién precisa del algo-
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ritmo, que es mds técnica, y que permite obtener una equidistribucion del error con
complejidad controlada.

Todo en esta seccion sera heuristico, y se presenta aqui—siguiendo argumentos ini-
cialmente presentados en [Gri85, NhL03, BAGT96]— con el objetivo de motivar las
propiedades que la malla 6ptima deberia satisfacer. La demostracién precisa y rigurosa
serd dada en las secciones siguientes, luego de presentar el algoritmo para construir la
malla.

Con el objetivo de introducir la idea basica consideremos el caso mas simple de una
funcién wu escrita en coordenadas polares como u = p”sin(y#) en un dominio bidimen-
sional con una esquina reentrante de dngulo interior 7/ en el origen. Supongamos que
aproximamos u con elementos finitos lineales a trozos (r = 1) y continuos en una malla
7. La seminorma |u — I7ul|; 7 del error entre u y su interpolante de Lagrange I7u en
cada elemento esta acotado por h||D?ul|2¢r) si 0 ¢ Ty por ||[Dul|pz2ry si 0 € T. Estas

cantidades (al cuadrado) también satisfacen lo siguiente:

Wl D*ullfary = hapy” \T) = hypr ™, SiOET,
hr )
IDulf = [ pdp = 1 S0ET,
0

donde pr denota la distancia de T al origen y hy := |T|/? = diam(7T). En busca de
obtener la equidistribucion de las cotas locales del error requeriremos para la malla 7

que, dado un parametro h > 0, los elementos satisfagan
R0 B2 Gi0¢ T,  y  hp=h, si0eT.

Supongamos por ahora que este objetivo se puede conseguir. Mas precisamente, que

podemos clasificar los elementos en anillos a distancia diddica del origen, definiendo
={TeT: 27" " <pr<27*},

para k € N, k < K := [log,(1/h)], y Dx ={T € T : ppr < 27%}.

Luego, los elementos T € Dy, tienen tamaiio |T| = h2 = h7p; "% o p7260-2) v de

aqui que # Dy, = % = h™727% lo que implica que

ST Z#Dkﬁh722 Mo

k<K



24 CAPITULO 2. UNA CONDICION SUFICIENTE

Ademas, el error satisface
= upl} o = HTh? = h R =0 = (#T)7"

Y esto implica finalmente que |u — up|10 S (#’T)_l/Q, y por ello u € A}/Q.
En el caso d = 3 si u tiene singularidades del tipo p” como en el ejemplo anterior, la

cota |u —upli0 S (#T) 73, se obtiene si
Rpit ™D = p S 0¢T,  y  hr=h, si0eT.

Estas condiciones de graduacién de malla coinciden con las presentadas en [WSA9G,

Sec. 3.1] reemplazando h por h#*, con p =3 sid=2y p= % sid=3.

2.3. Algoritmo para Construir la Malla Optima

En la seccion anterior consideramos un caso muy particular, y ademas supusimos que
podiamos construir una malla admisible, a partir de 7, con una graduacién determinada.
En esta seccion introduciremos el algoritmo que obtendra, usando biseccion del vértice
nuevo, una malla con la graduacion precisa expuesta en la seccion previa, generalizado a
polinomios de grado r.

De ahora en mas usaremos la notacion
x = min dist(z;, X
P v ( is )

definida para X compacto (tipicamente X serd un simplicial 7' o un punto z), donde N/
denota el conjunto finito de puntos donde se localizan las singularidades (como en las
hipétesis del Teorema 2).

min; v;

5. Esta eleccion nos permite acotar los términos singulares

Elegimos y fijamos v =
como en (2.5).

Sea 7, la malla inicial dada y 6 > 0 un pardmetro pequeiio tal que #7; < 6~¢. Luego
0 serd elegido de forma tal que 0" ~ ¢, donde ¢ es el error a ser obtenido entre u y ur,
una aproximacién discreta a w en V7, y 7 la malla generada por el algoritmo (ver la

demostracién del Teorema 2 en la seccién 2.5.3). Tomemos K € N tal que

_(K+1)(2y+d—2) _ K(2y+d—2)

wrd < S <2 wid (2.6)
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Denotaremos para todo elemento 7" su tamaifio por hy = |T|'/?, el algoritmo construc-

tivo se lee:

766,0 — Ty

j=0

% refinamiento inicial (global) para controlar el error de wug
’% PRIMER LOOP
hacer

={T €71y, :hy >0}

Toj+1 — refinar( Ty, Mo ;)

1541 < completar(7y 1)

Je—Jj+1

hasta que Mg ;1 =0

J=7
T — Ty
(=1

% refinamiento selectivo acorde a la distancia a las singularidades
’ SEGUNDO LOOP
mientras (¢ < d(K + 1))
QU=U{T|TeTs N pr<2-d}
My={T CQ: hp>d52 )
To41 < refinar(7,°, M)
715, < completar(Z; )
C—0+1
fin
T = 7;1(:(K+1
El algoritmo hace uso de las rutinas refinar y completar descritas en la seccién 1.3 y

como consecuencia del Teorema 1 tenemos que si 7y j, 7; 7y, 7, son las mallas obtenidas
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por el algoritmo valdra que

d(K+1)-1 J—

#T-#T<C( 3 @l —#T)+ N T - #T5)). (2D

(=1 =0

[y

<

Observacién 3. Antes de proceder con la demostracion del resultado, vale la pena ob-

servar lo siguiente:

= La idea del algoritmo es obtener la equidistribuciéon del error siguiendo la heuristica
expuesta en la seccion previa. Puesto que el refinamiento es mayor cerca de los
puntos singulares, este enfoque considera una sucesién de regiones €2, alrededor de
ellos con decrecimiento geométrico del radio dado por 92-a. El denominador d en el
exponente se relaciona con el hecho de que en refinar sélo hacemos una biseccion

a los elementos marcados y es necesario refinar d veces para reducir hy a la mitad.

= El algoritmo no tiene en cuenta los diferentes tamanos de las potencias ~;, solo

observa el peor escenario posible tomando un valor unificado v = % Como
veremos mas adelante, la propiedad v > 0 es la tinica que se usa en la demostracion.
De la misma manera, la distancia a los puntos singulares z; es unificada tomando la
menor distancia simbolizada por pr. Puede parecer que la simplificaciéon inducida
por esta unificacion nos llevara a obtener mallas sub-Optimas, y es cierto que la
constante C, 7, en (2.3) es quizds més grande con este enfoque, pero este es un

enfoque a priori donde queremos mostrar la pertenencia de ciertas funciones a los

. , . -
espacios A7 /> SIIL Preocuparnos por el tamano de su norma.

= Si se desea una construccién eficiente de la malla, el algoritmo se puede mejorar
marcando separadamente acorde a las diferentes fuerzas de las singularidades. Esto
nos permitirfa obtener una mejor constante C, 7, pero el resultado tedrico subya-

cente sera el mismo. Se presenta este enfoque unificado para facilitar la exposicion.



2.4. PROPIEDADES DEL ALGORITMO Y DE LAS MALLAS 27

2.4. Propiedades del Algoritmo y de las Mallas Re-
sultantes

En esta seccion acotaremos mediante una serie de lemas la complejidad de las mallas
resultantes ’];f( K1) Y en la siguiente seccion relacionaremos esta complejidad con el error
de la mejor aproximacién a u mediante funciones de elementos finitos sobre ’]:f( K+1)-

El siguiente lema se relaciona con la finalizacién del primer lazo del algoritmo en
un numero finito de pasos, y con el control del nimero de elementos adicionados. La
finalizacién del segundo lazo es directa, puesto que se puede reescribir facilmente como

un lazo for.

Lema 3. El primer lazo del algoritmo finaliza después de J iteraciones, con J < log, (%) +

1 y existe una constante Cy = 2|Q2| tal que:

<
Ju

(#7041 — #1;) < C6 % (2.8)

<
Il
o

Esto implica que para todo T € T =17, |T| < 5.

Demostracion. Observemos primero que si dividimos un elemento 7" € 7, J veces con
maxrer, |1 . , .
J > log, (T(s;fﬁ'l» +1, entonces la medida de los sub-elementos resultantes sera estric-
t t 6, y el d d i més. Esto d tra la pri
amente menor que 0%, y el paso de marcado no marcard mas. Esto demuestra la primera

y la ultima parte del enunciado.

Con el objetivo de demostrar la cota (2.8) definimos, para i > 0
F, = {T | T e JTs A 26 < |T| < 2”1561}.
k

Es facil ver que a pesar de que F; contiene elementos pertenecientes a diferentes mallas,
estos no se solapan, y por lo tanto:
Q> Y |T|= ) 672" = 62 (#F,),
TEF; TEF:
lo que implica que #F; < [Q[6—927¢ .
Ahora, aplicando estas estimaciones, y usando que

& J J-1
UZF ={T 1T e T A ITI 25 = | Moy

i=0 k=0 §=0
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obtenemos que

J-1 J—1 0o
(#7041 — #71y;) = Z #Mo; = Z #F: < 2|Q67,
=0 =0 i=0
lo que concluye la demostracion del lema. O

Observacion 4. Esta demostracién es un poco complicada dada la forma en que el
algoritmo se propone tener en cuenta cualquier graduacién previa de la malla. Observemos
que en el primer lazo no refinamos todos los elementos sino solo aquellos que son mas
grandes que la tolerancia §, en vez de hacer directamente refinamientos uniformes. Si
hiciéramos esto ultimo la demostracion seria mas simple, pero el niimero de elementos en

7 podria ser innecesariamente grande.

El siguiente lema es tan s6lo una observacion del hecho que si un punto z es un vértice
de una malla regular, entonces la distancia de un elemento a z es mayor o igual (salvo
constantes) que el didmetro de dicho elemento, excepto en el caso en que la distancia sea
cero. Esto significa que el diametro de los elementos puede crecer a lo sumo linealmente

con la distancia a un vértice.

Lema 4. Sea T una malla reqular y z un vértice, entonces VT € T con dist(z,T) # 0

tenemos que |T| < dist(z,T)%, o hy < dist(z, T).

Este resultado puede resultar familiar, pero no es completamente obvio. Un resultado
més fuerte fue probado en [NPV91b, NPV9la, Lemma 5.1], pero decidimos incluir una

demostracion con el objetivo de clarificar.

Demostracion. Sea T un elemento de 7 y definamos wr = (J{T | T €7 AN TNT #0}.
Si z ¢ wr entonces por regularidad de la malla, dist(z,T") > chy. Si z € wyp\T', entonces

z es un vértice de un elemento vecino 7" y por lo tanto dist(z,T) ~ hy = hy. O

El siguiente resultado dice que el algoritmo propuesto logra efectivamente la grad-

uacion deseada.

Lema 5. Sea T = ’Z:i‘EKH), entonces para 0 < ¢ < d(K + 1) se cumple que:

20(y—r—1)

TeT y pr< 2 = IT| < 0927 2r+a
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Demostracion. Primero afirmamos que para cada 0 < ¢ < d(K + 1), vale lo siguiente

para las mallas intermedias 7, :

20(y—r—1)

TeTS, vy pr<2d — IT| < 6927 3mia . (2.9)

Probaremos esto por induccién en ¢: Por el Lema 3 vale para ¢ = 0. Antes de proceder,

observemos que: si 1" € Ty T € T, con k > ¢:
TcT - T = P (210)

Supongamos ahora que (2.9) vale para ¢ y probémoslo para £ +1. SiT € TS5, y pr <

¢ . T .

2*%1, existe 7" € TS5, tal que T' C 1", con ppr < 2*5, y por la hipotesis inductiva
, d 20(y—r—1) . , d 2(L+1)(y—r—1)

|T'| < 6“2~ 2+a . Ahora, si ya vale |T"| < 02 2+@  entonces los resultados valen

puesto que |T| < |T"|. En otro caso, T" € My, y tenemos que

1 5d222(wf7‘71)
2r+d 2(L+1)(y—r—1)
’T’ < §|T" < T < (Sd2 2r+d ,

puesto que v > 0y d > 2. Por lo tanto (2.9) estd probada para ¢ + 1.
Procederemos a demostrar la afirmacién inicial de la demostracién del lema: Sea T € T
tal que pr < 2’5, entonces existe 7" D T, T" € 1,5, y entonces por (2.10), prr < 2*5, y

20(y—r—1)

por (2.9), |T| < |T'| < §927 z+a . O

El resultado del lema previo podria haber sido logrado trivialmente por medio de
refinamientos uniformes, pero esto habria destruido la complejidad de la malla. El préximo
lema muestra que con el algoritmo propuesto, el nimero de elementos marcados en cada
iteracion esta acotado razonablemente, de forma tal que la complejidad total de la malla

final queda controlada.
Lema 6. Eziste una constante Cy, que depende solo de la reqularidad de la malla, tal que
para 1 <0 < d(K +1):

£(27+d—2)

#HFMp=#T — #1 <Gy N i T (2.11)

Demostracion. Recordemos que en el algoritmo definimos Q, = {7 | T € 7 A pr <

2-a }, ¥y como 7y se obtiene de 7, por un solo refinamiento de algunos elementos 7' C €y,
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tenemos que Qy = | {T' | T € Tpy1 : T C Q}, por lo que

Q= > ht= > i+ > np= > by

T€7—Z+l: TCQ, T€7—g+1\lrec T€n+1ﬂ7—; T€ﬂ+1\7—f
TCSy

Pero si T' € 7y41\ 7, entonces T es la mitad de un elemento 77 € My, y por la definicién

de M, en el algoritmo,

20(y—r—1)
2hd = hd, > 692" wa
lo que entonces implica que

20(y—r—1) £(2y+d—2)

54 2*5 2 2rtd
2

099 " 2r7a .
’Q£| > T(#%H - #72 ) =

(#Ter1 — #71).

Por el Lema 4 tenemos que || < C27¢ y entonces:

£(2v+d—2)

T — #TE < 2|0 206792~ 5T < €602 "5

y el lema estd probado. O]

El préximo lema hace uso del resultado de complejidad (2.7) del procedimiento de
completacion para la regla de biseccién del vértice nuevo, para acotar la complejidad de

la malla final.

Lema 7. Exziste una constante Cs3, que depende sdlo de la regularidad de la malla, del

grado polinomial r, de la dimension d, de la funcion u a través de v, y de Ty, tal que:
BT — #T5 = #T ey — #T5 < Cy 577, (2.12)

Demostracion. Usando (2.7), los lemas 3 y 6 tenemos que

d(K+1)—1 J-1
=1 7=0

d(K+1)—1 )
o2y+
S ( Z (CQ d2 QZJFd + Cléd)

<c5d (CQZ2 o2 +<c1>.

—t2y+d=2) . .
Puesto que v > 0 la suma ) ,°, 27 2+¢  es finita, y el resultado se consigue tomando

o . —t2ytd=2)
(Cg = C(CQ 25:12 2r+d +C1) O
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2.5. Acotacion del Error

En la seccién anterior estudiamos las propiedades de graduacion de la malla generada
por el algoritmo y acotamos la complejidad de la malla final obtenida 7 = ’Z:f( K1) En
esta seccion relacionaremos el error entre v y una funcién en V7 (interpolante) con dicha

complejidad, para concluir que u € A%.

Teorema 3. Existen dos constantes A1, Ay, que dependen de u a través de la seminorma
1/2

quebrada |U0|H;0+1(Q) = <ZT6’TO ||DH1UO||%2(T)> , de i, ki, i, ||Xi||wgo+1(9)7 ||9i||W§O(Q):

de la norma WZH(S) de g;, S € B, i = 1,..., N, del grado polinomial v, de la dimensidn

d, de la reqularidad de las mallas y de 1y, pero independiente de K y ¢, tales que, si

T = ’]ZI‘EKH), entonces

inf |u—ur|,q <AL, (2.13)
ur eV ’

mf fu—urll,q < Ag(#T — #7To) 4. (2.14)
ur €V )

Con el objetivo de demostrar este teorema consideraremos por separado la parte
regular uy de u y la parte singular dada por Ef\il Us.

En esta seccion usaremos el interpolador de Lagrange I7u; de u;, que es la funcién de
elementos finitos que coincide con u; en todos los nodos, y esta bien definido para cada
1=0,1,..., N, puesto que por las condiciones del Teorema 1, todas las funciones u; son

continuas en 2; ver Observacion 2.

2.5.1. Estimacion de la Parte Regular

Teorema 4. Fxisten dos constantes C4, Cs, que dependen de la seminorma quebrada
1/2
|u0|H;;1(Q) = (ZTG% ||Dr+1u0||%2(T)) , del grado polinomial r, de la reqularidad de las

mallas y de Ty, pero independiente de K y 0, tal que, si T = ’]ZIC(KH), entonces

‘UO - ITU0|17Q < C45r7

o — Iruoly o < Cs(#T — #T) 4.

donde | - | o denota la seminorma H'(Q), |v|1.0 = [[VV| 12 (o) -
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Demostracién. Puesto que uo|y € H™(T) para todo T € Ty, y T fue obtenida sélo
por refinamientos, ug|lr € H™(T) para todo T' € 7. Usando estimaciones estdndar de

interpolacién (ver [Cia78]) vale que

o — Iruolf o = Y [uo — Iruold 7 S ) AT D" uol 721
TeT TeT

2
< 0% ‘UOIH%H(Q) ;

donde la tultima desigualdad es una consecuencia del Lema 3 y el primer lazo del algoritmo.

Entonces, por el Lema 7
[ug — ITuglio < Cyd" < Cs(#T — #To) "1,

y el teorema estd probado. O]

2.5.2. Estimacién de la Parte Singular

En esta seccién denotaremos con u a uno de los términos singulares u; que definen

u en (2.1). Esto es, u estd definida en coordenadas polares alrededor del punto z; en

como
ki v 3

u = ¢ (ln(p,-)) ot 9i(0:) x4, (2.15)

para algin ¢ = 1,2,..., N v ¢, pi, ki, Vi, i, E), X; como en las hipotesis del Teorema 2.

Las tres acotaciones de (2.5) son las tinicas propiedades de u que seran usadas en la

demostracion del siguiente teorema.

Teorema 5. Ezisten dos constantes Cg, C;, que dependen de los parametros que definen
u en (2.15), la reqularidad de la malla y Ty, pero independiente de K y 6, tal que, si

T = 7:1C(K+1)> entonces

lu — ITul, o < Cgd",

= Irul, o < Co(#T — #To) 4.

Demostracion. Sea Dy = | J{T | T € T A 270 < dist(z;, T) < 274} para 0 < £ <
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A(K+1)y Dyxry=U{T | T €T A dist(x;,T) <2~ K+D} Entonces obtenemos:

u— Irult o = [u— Irul; 5
TeT
d(K+1)—1

Z Z |U_ITU|1T+|U IT“|1Dd(K+1) (2.16)

= TCDy

El segundo término en (2.16) puede ser acotado de la siguiente forma:

2 2
‘u — ITu‘l,Dd(K+1) S ’u‘l,Dd(K+1)

2 2 2
:|U|1,Dd(KH>+ Z |ITU|17T+ Z |ITU|1,T

TCDg(k+1) TCDg(k+1)
z; €T 1‘1¢T
= Bl + BQ + Bg.
Por (2.5) y el Lema 4, obtenemos:
2~ (K+1)
2 2 — d—
B, = |u|17Dd(K+1) < |u’1,B(zi702_(K+1)) < QWCA p2('7 1)p ldp
c2— (K+1)
_ 271'0/ pQ'erd de 2~ K+1)(2’y+d72).
0

Y

I (ITu)ref‘ LTref S

H([TU,) HITUHLOO .Por (2.5),siz; € T,y T C Dyr1), ||[7u||Loo < Chy.

ref H
Lo (Tref

Un escalamiento adecuado nos permite obtener

B, = Z |ITU|?7T ~ Z hd 2} ]T ref

z : 2v+d—2
1 Tref SJ C hT

TCDg(x+1) TCDgyk+1) TCDgx+1)
z; €T z, €T x; €T
2y+d—2
< #{T C Dd(K+1) x; € T} max |T| d
TeDg(k+1)

El Lema 5 y (2.6) nos dicen que para T' € Dy 1)

2y+d—2
d

2y+d—2 i 2d(K+1)(y=r—=1)
7)™ 599 3r+d }

[ 2(K+1)(y—r—1)727+d—2
— (52 2r+d i|

_ K(2y+d—2) 2(K+1)(y—r—1) 2v+d—2
< ar+d 9 2r+d i|
Ahora
—K2y+d—-2)+2(K +1 —r—1 2v4+d—2
(2y ) +2( )y ):_(K N4 2 ’
2r +d 2r+d
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y entonces

B, < 2< W;‘id 9~ (K+1)@1+d=2) _ (rg—(K+1)(2y+d-2)

donde hemos usado que el niimero de elementos que tienen a x; como un vértice esta aco-

tado por una constante que sélo depende de la regularidad de la malla.

El término Bjs puede ser acotado usando el hecho que si dist(x;, T) > 0, entonces, por

el Lema 4, dist(z;,T) ~ |z — x;| Yx € T y como también vale (2.5) obtenemos
\VIru(z)| < Cdist(z;, T) ' S Clo —a;! Vo eT,
lo que implica que [, |VI7u|* < C [ |z — 2;/*0~Y dz, y consecuentemente

Bs = Z / \VIrul* < C’/ |z — ;20 Vdz

TCDd(K+1) T Dd(K+1)
i ¢T
C27(K+1)
5 C/ p2('y—1)pd—1 dp 02 (K+1)( 2'y+d—2).
0

Combinando las tres estimaciones para By, By y B3 obtenemos la siguiente cota para el

segundo término de (2.16):

2 K+1)(2v+d—2) 2rd
u—Iruli p, .., S C27FTIEHER < o2t (2.17)
donde en la dltima desigualdad hemos usado nuevamente (2.6). Usando las estima-
ciones usuales para el interpolador de Lagrange y el hecho de que ulr € H™™Y(T),

VT C Q\Dy(k+1) (ver Observacion 2), podemos acotar el primer término de (2.16) por:

d(K+1)—1 d(K+1)—-1
2
Z Yo lu—Iruli SN > B ID ey - (2.18)
= TCDy /=0 TCDy

Finalmente, por (2.5),siz € T, |D" u(z)| < Clz—z;["~""1, y por lo tanto ||D’”+1u||ig(T)

IA

20(y—r—1)
C dist(z;, T)?0~""Yhd. Por el Lema 5, hy < 02 o si T € Dy, y nuevamente por el
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Lema 4, tenemos que

d(K+1)-1 d(K+1)—
Z Z u— ITU|1T ~ Z Z h HDTHUHLZ
=0 TCD[ /=0 TCD@
d(K+1)—
SC Z Z dist(z;, T)20 T~V p2r+d
= TCD@
dK+1)- 20(y=r—1) 20(y=r—1)
<C 9 @ §rtdoTa
Z ng
d(K+1)—1

< 052r+d Z #DZ < 062r+d(#7').

Luego, por (2.16), (2.17) y (2.18), y por el Lema 7

u — Iul{ g S COHUHT) = C&HU((HT — #To) + #To)
S O+ #T)

S C6 SOH#T —#T,) 4,

donde hemos usado que ¢ fue elegida suficientemente pequeiia para que #7, < -4 [

2.5.3. Demostracion del Resultado Principal del Capitulo

Demostracion del Teorema 3. Usando las estimaciones de los Teoremas 4, 5 y la desigual-

dad de Poincaré obtenemos:

inf ||U_UT||1Q TfnfT|U_UT|17Q < |U_ITU|1,Q

ur eV ev
N
= Z(uz — Iru;)
=0 1,0
N
< ) lui — Irw)|, o S ONO,
i=0

y entonces, usando el Lema 7, tenemos que

inf |u—ur|,q S ONH#HT —#To) 4.

ureVr

[]

Demostracion del Teorema 2. Este es un corolario del Teorema 3. Es suficiente elegir ¢ =
A,0". Esto implica el resultado para e suficientemente pequeno, lo que inmediatamente

implica el resultado para todo ¢ > 0. O
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Observaciéon 5. Refinamiento Red-Green. Recordando el otro algoritmo habitual
para refinamiento de mallas en dos dimensiones, el llamado refinamiento red-green, el
resultado principal presentado en este capitulo estd todavia abierto. De cualquier manera,
el algoritmo presentado aqui puede ser usado para la construcciéon de mallas casi-6ptimas,
con las modificaciones obvias dadas por el hecho de que una subdivisién red divide los
elementos en cuatro sub-elementos en lugar de dos. El tinico detalle faltante que se necesita
para resolver el problema es el de determinar vale si un resultado de complejidad que acote

el nimero de elementos refinados para mantener conformidad similar al del Teorema 1.

2.6. Aplicaciones a EDP elipticas en poligonos

En esta secciéon mostraremos dos aplicaciones del Teorema 2 para ecuaciones en
derivadas parciales elipticas en dos dimensiones con el objetivo de ilustrar la aplicabilidad

de los resultados anteriores.

2.6.1. Ecuacion de Poisson

Sea  un dominio poligonal en R?, no necesariamente Lipschitz. Y sea u la solucién
débil de
—Au=f, en

(2.19)
u=0, en 0f,

Como consecuencia del Teorema 3.1 en [Kel92] (ver también [Dau88|, o Teorema 3.1
en [NVVO08]) vale que si f € H""1*¢(Q) para algtin € > 0, entonces u puede ser escrita
como en el Teorema 2, donde N' = {z;}Y, es el conjunto de vértices de 2, y k; = 0,
i=1,2,...,N.

En el caso de r = 1, € puede ser tomado igual a cero, i.e. f € L?(2), el conjunto N
contiene solo los vértices de {2 con angulo interior w; mayor que 7 (¢; = 0 para lo otros
vértices), y g;(t) = sin(nt/w;) para todoi=1,2,..., N.

En el caso de r > 1, el conjunto N contiene todos los vértices de Q. Con el objetivo de
evitar los casos patoldgicos donde al menos un angulo interior o de €2 satisface ar/m € N,

supondremos que f € H"7'¢(Q) para algtin ¢ > 0 en vez de f € H" (), pero esta
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no es una gran restriccion en la practica. Mas aun, esta hipdtesis puede ser debilitada y
pedir que f € L*(Q) y flr € H~'(T), para todo T € 7.
Concluimos entonces que si f € H™!'7¢(Q) (a trozos sobre 7y) entonces la solucién u

de la ecuacién de Poisson (2.19) pertenece a A7 .

2.6.2. Problema de la Interfase para el Laplaciano

Sea ) un dominio poligonal, no necesariamente Lipschitz, que puede ser descom-

puesto en subdominios disjuntos €, i = 1,...,ng con fronteras poligonales: Q = U Q.

Definimos la interfase I' = (U}, (99; \ 092)).
Denotamos con a(z) = > a;xo,(z) la funcién global pesada, que es constante y
positiva en cada subdominio €2;.

Queremos resolver el siguiente problema escrito en forma variacional:
Encontrar u € V : / aVu-Vvdr = / fvdez, Yo eV, (2.20)
Q Q

donde f € L*(Q), V= HL(Q) = {ve H'(Q) : yr, =0}, T'p C 0 es la frontera Dirich-
let. Este problema es llamado usualmente el problema de interfase para el Laplaciano y

se corresponde con la siguiente forma fuerte

-V (aiVu) =f enf), =12 ... ng,

u=0, onlp

ou
_an =0, en FN:aQ\FDv
dujq, Auig,

donde n denota la normal unitaria exterior de €2, y n; la de §2;.

Siguiendo las ideas originales de [Kel92], Petzoldt prueba (ver capitulo 2 en [Pet01]
y las referencias alli contenidas) que la solucién u de (2.20) satisface las condiciones del
Teorema 2 para r = 1, si la malla 7y coincide con las fronteras de los subdominios €2; y
los puntos de €2 donde la condicién de frontera cambia son vértices de 7y. Los puntos
xy corresponden a los vértices de la interfase I', a los vértices de 0f2, y a aquellos puntos

en 0f) donde las condiciones de frontera cambian de tipo Dirichlet a Neumann.
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Concluimos que si f € L*(f2) entonces por el Teorema 2 la solucién u pertenece a
Al /o0 ¥ S€ obtiene el decaimiento éptimo del error para elementos lineales.

Es importante mencionar que para ciertos puntos singulares xy, el valor de v, puede
ser tan cercano a cero como se desee, dependiendo de los valores de a(z) alrededor de
x¢, proveyendo ejemplos muy singulares para la teoria clasica. Con el objetivo de ilustrar
esto, explicitaremos las formulas derivadas en [Kel75] para construir una solucién exacta
de un problema eliptico con coeficientes constantes a trozos y lado derecho f nulo; para
el caso particular @ = (—1,1)% a = a; en el primer y tercer cuadrante, y a = ay en el
segundo y cuarto cuadrante. Una solucién exacta u de (2.20) para f = 0 (y valores de

frontera Dirichlet no-homogéneos) es dada en coordenadas polares por u(r,0) = r7u(6),

donde

(COS((ﬂ'/Q—O’)’}/) ccos((0 —m/2+p)y) si0<O< /2

cos(py) - cos((0 —m+ o)) sim/2<60<m

cos(a7y) - cos((0 — m — p)y) sim<6<3m/2

Kcos((7r/2 —p)y) -cos((0 —3m/2 —0o)y) si3n/2<60<2n

y los ntimeros v, p, o satisfacen las relaciones no-lineales

(

R:=ai/ay = —tan((7/2 — o)) - cot(py)
1/R = —tan(py) - cot(o7y)
R = —tan(o7) - cot((w/2 — p)7)
(2.21)
0<y<?2

max{0, 7y — 7} < 2yp < min{ny, 7}

| méx{0, 7 — 7y} < —2y0 < min{rm, 21 — 7}

Eligiendo v = 0,1, y resolviendo (2.21) para R, p y ¢ usando el método de Newton
obtenemos R = a;/as = 161,4476, p = /4, 0 = —14,92256. Un v més pequeno daria un
cociente R mas grande, pero en principio v podria ser tan cercano a 0 como deseemos.
Esta funcién u pertenece al espacio de Sobolev H'™ (), y estd entonces apenas en
H'(Q), pero—de acuerdo con los resultados previos—todavia estd en A’ /o Dara todo

r > 1. Esto es, una aproximacién adaptativa con elementos finitos a una soluciéon como
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esta, usando elementos finitos de Lagrange de grado r nos dara una sucesién de mallas y

=2 Por otro lado, la

soluciones discretas {7, u },, satisfaciendo |[u—uy| g0y < C (#7x)
regularidad Besov de las soluciones de (2.20) no ha sido bien establecida, y por lo tanto ni
los resultados de [BDDP02] ni los del capitulo 4 son atin aplicables al problema de interfase
para el Laplaciano. Mientras la regularidad Besov de las soluciones de Ecuaciones en
Derivadas Parciales se encuentre en desarrollo, este resultado — que estd lejos de ser una
caracterizacion de las clases de funciones que pueden ser aproximadas con decaimiento

’ . _r . sy . . . .
optimo N~d — provee una herramienta util para investigar la velocidad de convergencia

del MEFA para EDP.
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Capitulo 3

Espacios de Besov y Aproximacion

Polinomial

En el capitulo anterior hemos demostrado que para una cierta clase de funciones, que
se pueden escribir como suma de una parte regular (Sobolev) més funciones con singu-
laridades localizadas, se obtiene el decaimiento éptimo con elementos finitos adaptativos.
Ese resultado esta lejos de ser una caracterizacion de la clase de funciones para las que
se obtiene dicho decaimiento. Con el objetivo de lograr un resultado mas ajustado (que
se presenta en el capitulo 4), introducimos en este capitulo los conceptos de médulo de
suavidad, mejor error de aproximacién local por polinomios y los espacios de Besov.

En este capitulo introduciremos algunas definiciones y conceptos necesarios para la
definicién de los espacios de Besov y su estudio con respecto a la aproximacién con elemen-
tos finitos. Demostraremos sélo algunos de los resultados, que consideramos importantes,
o cuyas demostraciones debieron ser adaptados para el caso de elementos simpliciales.

Para los otros resultados proveemos la referencia precisa de dénde pueden encontrarse.

3.1. Mobdulos de Suavidad

Definimos a continuacion diferentes nociones de mddulos de suavidad, basados en
diferencias, y mostramos algunas relaciones entre las diferentes definiciones. En la proxi-

ma seccion relacionaremos el médulo de suavidad con la velocidad de aproximacién por

41
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polinomios.

Definicién 2. Para G un dominio de R? y r € N, llamaremos h-diferencia de orden r

de f en G a la funcion A} (f,-,G): G — R dada por

i(-grﬂ‘ (;)f(x+jh), sifz,x+1h CG,

Ay (f,x,G) == ¢ =0
0, en otro caso,
donde [x,x + rh] es el prisma x + [0,r hy] X -+ x [0,7 hg]. Es importante notar que si

1 <k<r—1, entonces

AL = DAY = AR(ALT).

Definicién 3. Sean G un dominio de R, 0 < p < oo, r € Ny f € LP(G). Llamaremos

médulo de suavidad de f de orden r en LP(G) a la funcion w,.(f,-) : Rt — R dada por:

wr(fit)p = wr(f: 1, G)p = sup [|AL(S, )l 1o

|hl<t

Lema 8. Para 0 < p < oo walen las siguientes propiedades del modulo de suavidad de

orden r:

» w(f,t), = 0 cuando t — 0, para toda f € LP(G);

wr(f,t), es no-negativa y no-decreciente en t € R, para toda f € LP(G);

wy(f,t), es continua en RY, para toda f € LP(G);

para toda f € LP(G) wale la siguiente desigualdad: w,(f, At), < (A4 1)"w,.(f,t),,

para todo A > 0.
Demostracion. La demostracién de este lema puede encontrarse en [DL93]. O

Definicién 4. Sean G un dominio de R?, 0 < p < oo, r € Ny f € LP(G). Llamaremos

modulo de suavidad méximo de f de orden r en LP(G) a:

w?“(fa G)p = Supr(f, t? G)p = sup "A;L(f7 ' )HLP(G) :

t>0 heRd



3.1. MODULOS DE SUAVIDAD 43

Definicién 5. Sean G un dominio de RY, 0 < p < oo, 0<qg<oo,r € Ny f e LP(G).

Liamaremos mddulo de suavidad g-promediado de f de orden r en LP(G) a:

1 Rk
wr(f7 t)P,q = wr(f7ta G)pvq = [W \/[t i </G |A2(f,l’,G)|pdl’) dh]

Notemos que con la extensiéon obvia de la definicién de w,(f,t),, al caso ¢ = oo
resulta: w,(f,t)pco = wr(f, 1),

A partir de ahora consideraremos dominios GG que son, o bien el interior de un elemento
T de una malla admisible 7 o el interior de la unién de los elementos de 7 que son
adyacentes a T'. Sin posibilidad de confusiéon, diremos que G =T o G = T .= {T"eT:
T NT' # 0} para considerar cada uno de estos casos. Estos son los dominios con los que
necesitaremos trabajar en el capitulo 4

Para G = T 0o G = T los médulos de continuidad antes definidos son todos equivalentes

como muestra el siguiente lema:

Lema 9. Sea G C R? un dominio acotado tal que ezistan una familia {B;}}., =
{B(xj,p;)}} o y otra familia de conos finitos {C;}}., (todos congruentes a un cono finito

fijo C) tales que:
G C UL Bj y Vo € B(xj,2p;) NG, x+C; CG.

Entonces existen tres constantes C;, 1 = 1,2,3 que dependen solo de r, el angulo de

apertura de C, p, ¢, N y mini<j<n{p;}, tales que:

Clw?‘(f7 t)P’q S WT(fv t);l) S CQw?"(f? t)P,q
para 0 < p,q < 00, yt < C3diam(C).

Corolario 1. 57 G es un dominio acotado Lipschitz existen tres constantes C;, 1 =1,2,3

tales que:
Olwr(f7 t)p,q S Wr(fu t)p S 02wr(f7 t)p,q

para 0 < p,q < oo, yt < Cs, donde C; = C(p,q,7,G), i =1,2,3.

Demostracion. Las condiciones del Lema 9 satisfacen la caracterizacion de los dominios

Lipschitz dada en [Sha83, Theorem 1]. O
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Corolario 2. $iG =T 0 G =T = {T" € T : TNT # 0}, entonces existen tres

constantes C;, 1 = 1,2, 3 tales que:

Crw(f,t)pg < wr(f51)p < Cowr(ft)pg (3.1)

para 0 < p,q < 00, yt < Czdiam(T'), donde C; depende de p , q , r, la reqularidad de la

malla y 2, para i =1,2,3.

Demostracion. Sean k7 el méximo cociente entre diam 7" y el radio de la mayor bola
contenida en T, para todo T € T, {xj}le el conjunto de vértices de G, R = sup{p €
R : B(z;,s) NG es conexo ,1 < j < (V0 < s < p} y @ = min{ay,as}, donde oy =

3 arctan( ) y oy es el dngulo maximo para el cual la condicién de cono se satisface para

todo € 0. Tomando h = min{ming-c{hg}, R}, donde el minimo es tomado sobre

todas las aristas de 7 incluidos en G, y definimos un cono C con angulo « y longitud

hsin(a)
8

que T,(C)+z C G.

, de la eleccion de a y h se sigue que para cada = € G existe una rotacién T, tal

Luego, para cada vértice {z;}%_;, tomamos B; = B(z;, %) y asignamos a cada B; el

Jj=b

cono C; = z;+1;,(C). Para completar el cubrimiento tomamos el conjunto {y; };~; C G de

todos los nodos de Lagrange de grado n tales que B(y;, 222¢) N (G'\ UX, B;) # 0, donde
16H

"= [hsin(a)

asignamos a cada Byy; un cono de la siguiente manera:

} y H = maxgcg hg. Definimos entonces Byy; = B(y;, hsma) 1<i<my

» sidj, 1 <j </ tal que B(y;, hsifa) N B; # 0, asigno Cpy; = Cj;

» si B(y;, hsm”‘) NB; = () para todo j =1,2,...,¢, pero B(y,, hsmo‘) intersecta alguna
cara entonces asigno Cpy; = C; para algin x; que pertenezca a la interseccién con
esas caras (por la definicién de R y a, es claro que ese conjunto de vértices no es

vacio);

= en cualquier otro caso asigno Cypy; = C.

€+m

Por como lo construimos {B;};I}" es un cubrimiento de G, que satisface las condiciones

del Lema 9 con N = £+ m < ¢1(kr) + ca(kr, Q) y el dngulo de apertura de C

1
(sina)4?
dependiendo de k7 y la constante Lipschitz de 2. Usando el Lema 9 concluimos que (3.1)

vale para todo t < C3diam(G) y C1, Cs, C3 dependen solo de p, ¢, 7, k7 y L. O]
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Demostracion del Lema 9. La desigualdad izquierda es trivial si usamos que w,(f,t), es

no decreciente y

HAZ(f7 ')HLP < wT(fa t)pa

para todo |h| < t.
Para demostrar la desigualdad derecha supongamos que diam(G) = 1, los otros casos
se derivan de este mediante un escalamiento estandar. Primero probaremos el caso ¢ = 1.

Para un v € R? dado definimos G, = {x € G :  + v € G}. Notemos que si h, s € R%

>0 (}) Aualrn

— 0(—1)r+e <2> i(_l)m (;)f(x ti(h+ 05)

T

(= 7=0
_ 2(—1)”3’ C) g(—l)”f (2) fla+ jh+ jis)

] -

1y () ag s+ in)

1

<.
Il

siempre que todos los argumentos de f que aparecen en la tltima expresion pertenezcan
a G, ie. stz € G NGz El término correspondiente a ¢ = 0 en el lado izquierdo es

(—1)"A}(f,x), y obtenemos entonces:

837.0) = Y1) AL+ 1) = A7 (7. (32)

=1
para todo x € Gy, N Grpyr2s.
Consideremos la familia {G7}}_, = {G' N B;}}L,, que es claramente un cubrimiento
de G.
Sea p = min{min;<;<n{p;}, diam(C)}, notemos que sit < 5, h e RY, 0 < |h| <ty

s € C; = {x: § € C;}, entonces z € G’ N G,y, implica que x + (h € G,y v por lo tanto

& € Gy(hies), para todo 1 < ¢ < r. Entonces tomando LP(G’)-norma en (3.2) obtenemos:

HAZ(f)HLP(G]’mGrh) = HAZ(JC>‘|LP(G,~)

r

<y (z) A%+ )1y + 185t ) 1)

(=1
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Promediando sobre s € C;f, un cambio de variables nos permite obtener:
||N<f>||Lp<G.)
S Z / 8Dy [ N ey o
j
1

S [ U+ 1)t (-4 18] 1A%l oy du = (2r + 2)"wn(f, (r + D)y,
—(k+1)t,(k+1)t

Donde las constantes dependen de r y del dngulo de apertura de C. Sumendo en j obten-

€1110S8
r
r2

AL ooy S we(fs (r 4+ 1)t)pa, Vi <t, t<
Tomando supremo sobre |h| < ¢ obtenemos
we(f,1)p S wef, (r 4+ 1)t)pa,
y usando propierdades del médulo de suavidad [DL93], obtenemos que para 0 < ¢t < 4
wr(f; (r+1t)y S (r 4+ 2)"wr(f, )p S welf, (r + Dt)pa S wr(f, (r + 1)t)y

lo que demuestra el resultado para ¢ = 1.
Usando la desigualdad de Holder con 1 < ¢ < oo obtenemos:

1 r
w0 = g | I8 s

1 | -3
< AT ()75 / du)
(Zt)d </[t,t}d H ( )HL (Gru) ) ( [—t,t]?

g(@;d /[ BN d ) — 0, (f, D

y el caso 1 < ¢ < oo queda demostrado.

Para el caso 0 < ¢ < 1 es facil ver que:

1 T
w0 = gz [, 18U

; _
—t,t

1
< (Vd+ 1)T(1_Q)wr(fat);1>_q(2t)d /[tt] 1ALCF )HL”(GM

—q 1 T q
wrlf, t);’l ((Qt)d /[t,t]d ||Au(f)||Lp(GM) du)
(f7 )p 1 U)r<f7 t)qu
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donde usamos el caso ¢ = 1 en la tltima desigualdad, obteniendo:

we(f,)p1 S wr(f, Vpgs (3.3)
y el resultado queda demostrado para el caso 0 < ¢ < 1. O
h
To="Te /4 ="Teya Th=T ¢ Ty =T ¢y

Figura 3.1: Elementos 7}, parad =2y h = e1/4 o h = e2/4 (izquierda), h = —e; /4 (medio), y
h = —ea/4 (derecha).

Lema 10. Sea T una malla admisible, T € T y sea G =T 0 G = T = {I' e T :

TNT #0}. Si0<p<ooyfeLP(G), entonces existe una constante ¥ tal que:
If = o) < Conlf, |G, G)p (3.4)

con C que depende solo de la reqularidad de la malla y de p, pero no de la funcion f o

del tamano de G.

Observacion 6. Este resultado es una especie de desigualdad de Poincaré. La diferencia
es que el mismo es valido para todo 0 < p < 0o, y no sélo para p > 1 como la desigualdad
de Poincaré clasica.

Demostracion. Si G = B(0,2diam(G)) vy xx denota la funcién caracteristica sobre el
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conjunto K, entonces

//’f ‘pdxdy_//cz (x+s)— f(z)Pdsdx

://Jf(:c—i—s)—f(a:)\pxg_x(s)dsda:

GJG

:[/ F(z+5) — F2)Pxas(x) de ds
GJGE

g/éwl(f,|G|d,G)§ds

= |Glwi(f,|G]1,G)

< C|G|w(f,|G|1,G)

donde hemos usado que 4 diam(G) = diam(G) < C'|G|4 por regularidad de la malla.

Reescribiendo esta desigualdad obtenemos:

|G|//|f YIP dedy < Can(f,1G)4, G) (3.5)

El lado izquierdo de la desigualdad es un promedio de la funcién y — [ |f(z)— f(y)P dx

y por lo tanto existe y € G tal que

| 1) = f)Pdedy < s, 612 G
lo que finaliza la demostracién tomando ¢ = f(y). ]

Corolario 3. Dado 0 < p < 0o y G como en el Lema 10, f es constante si y solo si

wi(f,t,G), =0 para algin t > 0.

Lema 11. Sean 0 < p < oo yr € N. Si w,(f,t), = 0 para algin t > 0 entonces f es
un polinomio de grado > r — 1. Mds precisamente, existe un polinomio P € P™~! tal que

f =P en casi todo punto.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [DL93] y se basa en un resultado similar

al anterior. O

Definicién 6. Diremos que un conjunto abierto y conexo G C R% es un dominio Lipschitz
en R? si existe una familia finita de conos finitos {C;}Y., de la forma C; = C;" UC;

= {z e R": (v,2¢) < afzl, y [(z,2c)

={z € R : —(z,7¢,) <
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allz|ly y (z,x¢,)| < B} donde x¢, es el vector unitario de direccion del cono C;; tales
que para todo punto y de la frontera OG wvale que (y +C;) NG = {y}, (y+C) NG =
Chy(y+C)NG° = C; para algin 1 < i < N. La constante o de la definicion se

llamard constante Lipschitz del dominio.

Observacion 7. Hemos elegido esta definicion de dominio Lipschitz porque es 1util para

el desarrollo de la tesis, otras definiciones equivalentes se pueden encontar en [Sha83].

Lema 12 (Desigualdad de Marchaud). Supongamos que G C R® es un dominio Lipschitz

y 0 < p < oo, entonces:

. G4 w, (f, )2
o)y < O (1l + [ “itds (36)

para todo 0 < k < r donde p* = min(p, 1) y C depende de p, k,r,d y la constante Lipschitz

de G, pero no de f ni del tamano de G.

Demostracion. La demostracion se encuentra en [DL93] para d = 1 y [Dit88] para d >

2. [l

Lema 13. Sea T una malla admisible, T € T ysea G =T 0 G =T = {T' € T :

TNT #0},0<p<oo,reNyM>0. Entonces, si un conjunto F C LP(G) satisface:
wr(f,t), — 0 cuando t — 0, uniformemente para f € F (3.7)
Y ||f||Lp(G) < M, entonces es F es precompacto.

Demostracion. Demostraremos el resultado para G = T ya que el otro caso es idéntico.

Para n = 1,2,... aproximaremos f € JF por funciones constantes a trozos g que son

constantes en los simpliciales que surgen de descomponer GG en 2" simpliciales obtenidos

aplicando la regla de biseccién del vértice mas nuevo (de donde resulta claro que cada
G

uno es regular y de tamaino 5 ), que llamaremos G para 1 < j < 2"

Por el Lema 10 sabemos que para cada G existe una constante 97 tal que:

||f - 19?HLP(G;L) S Cwl(fa ’G?Wa G?)p S Cwl(f> 27% ‘Gpa G?)p
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y definiendo g;}(:v) = ¥} para x € G obtenemos, luego de elevar a la p y sumar las

desigualdades resultantes, que:
_n 1 _n 1
Hf_gHLP(G) < Cwi(f,274 ‘G’d’G)pSOwl(fvz ¢ ‘G’daG)p' (3'8)

Sea ahora € > 0 dado, por (3.7) y (3.8), podemos elegir n suficientemente grande tal

que:

I/ = 9llsoe) <& feF

Por esto y por (3.7) se sigue que el conjunto F; de todas las funciones g constantes
a trozos sobre G (particionando por la regla del vértice més nuevo) satisfaciendo (3.8)
es acotado. Es precompacto como subconjunto de un subespacio de dimensién finita de
LP(@). Existe entonces una e-red finita para F, y por lo tanto una 3e-red finita para F.

Como € > 0 es arbitrario se sigue que F es precompacto. ]

Definiremos a continuacién el K funcional, que es muy 1til para definir la interpolacién
entre espacios funcionales. Para ello hace falta definir lo que se entiende por espacios

compatibles.

Definicién 7. Un par (Xo, X1) de espacios de casi-Banach Xy y X; se dicen compat-
ible si existe un espacio vectorial topologico de Hausdorff X en el que Xy y X estdn

continuamente 1nmersos.

Observacién 8. El espacio vectorial topolégico X mencionado en la definicién anterior,
puede ser tomado como el espacio S'(G) de las distribuciones en G para los pares (Xo, X7)

que utilizaremos en este trabajo.

Definicién 8. Dado un par de espacios casi-Banach compatibles (Xo, X1), llamaremos

K-funcional al funcional definido para cada f € Xo+ X1 yt >0 como

K(f,t; Xo, X1) = nf{{| follx, Tt fillx, - f = fo+ fi} (3.9)

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de f como f = fo+ f1 con

fo€e Xoy f1 € Xy.
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El siguiente lema establece un resultado fundamental que relaciona el K-funcional
recién definido, entre espacios de Sobolev con el médulo de continuidad w, definido an-

teriormente.

Lema 14. Sea 1 <p < oo, r € N y G C R? un dominio Lipschitz, entonces existen dos
constantes co > ¢1 > 0, que solo dependen de la constante Lipschitz de G, r y p, tales
que:

aw(f,t,G), < K(f,t"; LP(G), WP(Q)) < cow,(f, t, G), (3.10)

para todo 0 < t < |G|a.

Demostracion. La demostracién de este lema se puede encontrar en [JS77]. [

3.2. Aproximacién por Polinomios

Definicién 9. Para 0 < p < oo llamaremos mejor error por aprorimacion polinomica de

orden r en LP(G) a:

E(f.Cpi= it I = glluic)- (3.11)

Lema 15 (Lema de Whitney). Sea 7 una malla admisible, T € T y sea G =T o
G=T={T'cT :TNT £0}. Si f € L(G), 0<p < oo yr>1, entonces existe ¢ tal
que:

E(f,G)p < cwn(f,G)p (3.12)

donde ¢ depende de p, r, d st G =T, y de p, r, d y la reqularidad de la malla si G = T\,

pero es independiente de la funcion f y del tamano de G.
Demostracion. Segun la definicion 4, es suficiente demostrar que
E(f,G) < ew,(f.|G]'. @), (3.13)

Consideremos primero el caso 1 < p < oo. Sea g € W} (G), el espacio de Sobolev de fun-
ciones con derivadas débiles de orden < r en LP(G). Por la teoria clésica de interpolacién

polinomial [BS08] existe un polinomio ¢ de grado < r — 1 tal que:

lg — q”LP(G) < C|G|5 ‘|Drg||LP(G) :
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Por lo tanto, para f € LP(G)

1 = sy < € (I = 9llimiy + G 1D" gl oy ) -

Luego tomando infimo sobre g € W/ (G) y sobre ¢ € P"~! obtenemos, usando (3.10)
B.(1,G)y < CK(f,|GI3, 17(G), W () < Cn(f, 1G4, G)y.

lo que termina de demostrar el resultado para 1 < p < oo.

Para probar el resultado en el caso 0 < p < 1 supongamos que (3.13) es falso,
entonces para cada n € N existird f, € LP(G) tal que E.(fu, G)p = [[fullpoe) = 1 ¥
Wr(fn, |G|57 G), < % Como w,(fy,t), — 0 cuando t — 0 paratodon € Ny w,(f,,t), < %
paratodon € Ny todo 0 <t < ]Gﬁ, esta convergencia es uniforme en n. Por lo tanto el
conjunto F = {f, : n € N} es precompacto por el Lema 13. Luego existe una subsucesién
{fn. }ren C F tal que f,,, — f cuando k — oo en LP(G) para algin f € LP(G). Entonces
wy(f,t), = 0 para todo 0 < t < \Gﬁ y por el Lema 11 sabemos que f = P en casi
todo punto para algin P € P"~!. Esto contradice que E,(f,G), = 1, lo que concluye la

demostracion. O

Lema 16. Sea T una malla admisible, T € T y sea G =T 0 G =T = {T" € T :

TNT #0},0<p,q<oo, r>1. Entonces existen dos constantes cy, cs tales que:

1_1 r—
C4 ||gHLP(G) < |Glpa HgHLq(G) <G HgHLp(G)v Vg e P, (3.14)

donde las constantes c4, ¢4 solo dependen de p, q, v y la reqularidad de la malla, pero son

independientes del tamano de G.

Demostracion. La demostracion solo consiste de un argumento estandar de escalamiento

a una situacién de referencia y la equivalencia de normas en dimensién finita. O]

Definicién 10. Dada f € LP(G) diremos que una funcién g € P™~! es una casi mejor

aproximacién LP de f por P! en G con constante A > 1 si:

If = gHLP(G) < AE.(f,G)p. (3.15)

Lema 17. Sean 0 < p < p < 0o y g € P"! una casi mejor aprozimacién LP de f por

P11 en G con constante A. Entonces g es una casi mejor aprozimacién LP de f por
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Pt en G con constante cA, donde ¢ depende de v, p, p y la reqularidad de la malla,

pero es independiente del tamano de G y de las funciones f y g.

Demostracion. Sean fy g como en las hipotesis, y sea h € P"~! una mejor aproximacién
L? de f. Como p, p pueden ser menores a 1, la desigualdad triangular se cumple con una

constante ¢, y entonces por el Lema 16,

17 = gll, < (B (£, Gy + llg — Bl o)
< (B f,G)y+ G g = bl o)
< (B (£, G + G171 = all oy + 1 = Rl o)
< (B £, G+ Gl (A+ D If = bl o)

Ahora, como p < p la desigualdad de Holder implica |G|%_% 1f =l oy < IF = Pl 1oy

Por lo tanto

1 = 9llpr ey < e(Br(f; G)p + (A+ DS = bl o)) < cAE(S,G)p (3.16)

y el lema queda probado. O

3.3. Espacios de Besov via Mdédulo de Suavidad

El espacio de Besov B;q(Q), para s > 0y 0 < ¢g,p < 00, es el conjunto de todas las

funciones f € LP(Q) tales que la semi-(casi)norma:

(/Oo[t_swr(f, t)p]q@) ! : si<g<oo
0

;

t

| flBs @) == (3.17)

supt=*w, (f,1),, si g = oo
\ >0

es finita, donde r > s (usualmente r = [s] 4 1).

La (casi)norma de B3 (€2) se define como:

/1

B3, = Il + 115, (3.18)

La definicion (3.17) es independiente de 7 en el sentido de que si 7 es reemplazado por

r’ > s, entonces el espacio resultante es el mismo con normas equivalentes. La condicién
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r > s no debe ser vista como una restriccién en s sino como la necesidad de acomodar el
valor de r para definir correctamente al espacio B; (€2). Esta situacién cambia cuando
p < 1, donde para un r fijo la definicién de la seminorma (3.17) sigue dando normas
equivalentes para un mayor rango de s. La restriccion r > s en (3.17) ya no es necesaria
cuando p < 1, sino que basta tomar 0 < s <r —1+ %.

Suele ser conveniente usar la siguiente equivalencia:

f

1
Bj (@) =~ (Z 2%y, (f, 2"")Z> (3.19)

meZ
que es inmediata por (3.17) utilizando las propiedades de decaimiento de w,(f,t), (ver
lemma 8).
Otra seminorma equivalente en By (€2) (p = ¢) se deduce de (3.17) usando la equiv-

alencia del Lema 9, obteniendo:

f

1
o Wl i= ([ [7 [ 185 mper i) 0

con constantes de equivalencia dependiendo sélo de p, r y la constante Lipschitz del
dominio.
A continuacién enunciaremos un importante resultado de inmersion para espacios de

Besov, cuya demostracién se encuentra en los libros [Pee76, Tri78, Tri83, Tri92]:

Teorema 6. Sean 2 un dominio Lipschitz, a, 3 > 0, 0 < p,q,7,t < o0o. Entonces la

siguiente inmersion de espacios
By () — BL,(Q) (3.21)
es valida con continuidad si ocurre alguno de los siguientes casos:
1. pgTya—%>ﬁ—§
2. p<7',oz—%:5—g yq<t.

Observacién 9. Este resultado de inmersién dice que cada vez que una funcién tenga
regularidad « con un indice de integracién p, también tiene regularidad § (< «) con el

indice de integracion 7 > p si a — % > 3 — < independientemente del indice de integracién

T
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secundario ¢ de la definicién. Este es el mismo resultado de inmersiéon que se cumple para
los espacios de Sobolev, salvando la diferencia de que no se pueden utilizar indices de

integracion menores a uno.

Demostracion. La demostracién de este teorema para R? o dominios C™ se puede encon-
trar en [Pee76, Tri78, Tri83, Tri92] y su extensién a dominios Lipschitz en los trabajos

més recientes [Tri02, Tri06] O

Definicién 11. Dada una pareja compatible (Xo, X1) de espacios casi-Banach Xo y Xq,

0<qg<o0,0<0<1, definimos la norma de interpolacion

( 1

> dt\
(/ [t_9K<f,t;X0,X1)]q7> 5 510 < qg < oo
0

||f||(X0,X1)97q = (322)

supt * K (f,t; Xo, X1), siq =00

\ >0

y el espacio de interpolacion (X, X1)g, como el espacio formado por todas las f € Xo+X;

tales que Hf||(XO7X1)M es finita.

Teorema 7. Sea s €R, 51 €R, 0< g <00, 0<q1<00,0<q¢g<00,0<p<o0oyG

un dominio acotado Lipschitz. Sea 0 <0 <1 y s = (1—0)sy+ 0sy, entonces:

(B (G), By, (G))og = By o(G). (3.23)

Psqo pq1

Demostracion. La demostracién de este teorema para R? o dominios C™ se puede en-
contrar en [Pee76, Tri78, Tri83, Tri92] y su extensién a dominios Lipschitz en [Tri02,
Tri06] O

Mencionamos a continuacién algunos resultados clasicos de espacios funcionales con el
solo fin de clarificar la “ubicacion” de los espacios de Besov con respecto a otros espacios

clasicos. Lo primero que es importante notar es que:

By, Cc W, sig>2yp>1

By, > W, sig<2yp>1
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aunque no es cierto que W = B ,. Este resultado se cumple s6lo cuando p = 2, es decir,

la tinicas igualdades entre espacios de Besov y Sobolev son
B3, = W3, seR. (3.24)

Por otro lado, debemos aqui mencionar a los espacios de Triebel-Lizorkin FJ para los

que vale FJ, = W para todo 1 < p < oo,y F;, = B, para todo 0 < p < oco.



Capitulo 4

Espacios de Besov y Clases de

Aproximacion

En el Capitulo 2 hemos demostrado que las funciones que se pueden escribir co-
mo suma de una parte regular (Sobolev) y una parte con singularidades localizadas, se
pueden aproximar con decaimiento éptimo con elementos finitos adaptativos. Ese re-
sultado esta lejos de ser una caracterizacion de la clase de funciones para las que se
obtiene dicho decaimiento. En el presente capitulo describiremos una clase de funciones
en términos de regularidad Besov para las cuales se obtiene el decaimiento 6ptimo del
error (Seccién 4.5. Teoremas Directos). Si bien tampoco se obtiene una caracterizacion,
se demuestra una especie de resultado reciproco para una clase de funciones levemente

mayor (Seccién 4.6. Teoremas Inversos).

4.1. Base y Casi-interpolador

En este capitulo, dada una malla admisible 7", llamaremos V7 al espacio de elementos

finitos de Lagrange de grado r — 1,
Vr={veH (Q):vp eP ' VT €T}.

Para la construccion de un operador de casi-interpolacion que resulte una casi-mejor
aprozimacion localmente en LP, atin para 0 < p < oo, hard falta utilizar una base dual

a la base nodal. Comenzamos definiendo lo que entendemos por base candnica o nodal.

o7
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Dado el conjunto =7 = {v : v es un nodo de 7 } definimos, para cada v € Z7, la funcién
base ¢, como la tnica funcién del espacio de elementos finitos que vale 1 en el nodo v y

cero en el resto de los nodos. Llamaremos base canénica o nodal de V7 a {¢,}=,.

Lema 18. Sea 0 <p< oo yg= ZVGET a,¢,, entonces existen dos constantes ¢, C' tales
que:

1
cllgll oo (Z lavéu I m) < Cllgll o (4.1)

VEET

donde ¢, C solo dependen de p, del grado polinomial r — 1 del espacio de elementos finitos

y de la regularidad de la malla.

Demostracion. Este resultado se puede demostrar facilmente utilizando argumentos estéan-

dares de localizacion. O

Para construir su base dual (en el sentido de los operadores) nos restringiremos ini-
cialmente a un elemento 7' y alli generaremos la base biortonormal dual a {¢,|r}z
que llamaremos {g,|r}=_, donde ¢, |7 es el polinomio de grado r definido en 7' tal que
fT SulT ¢ |r = 6, para todo v/ € T, y con ella construimos la base dual {ay}_ , de la

=7

siguiente manera:

51/"1—' = mi Z%\T, (4.2)

Y veT

donde 6, =sop(¢,) ym, =#{T' €T :veT}=#{T €T :T C6,}. Es facil compro-

bar que para esta base dual valen las siguientes propiedades:

I/)NI/I = V~V’ :51/1/’7 4.3

s (4.3)

sop(¢,) € 0, =sop(¢,) = | J T (4.4)
Tov

y ay\T € P" para todo T € 7, aunque en general 5,, es discontinua, como se puede

apreciar en la figura 4.1.

Observacién 10. El resultado del Lema 18 también es vélido si reemplazamos {¢, }=,

por {6, }=.
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Figura 4.1: Dos posibles funciones ggl, para d = 1. En la primera los intervalos tienen la mis-
ma longitud y la funcién resulta continua en el nodo central, mientras que en la segunda los
intervalos tienen distinta longitud y la funcién resulta discontinua en el nodo central. Ambas

resultan discontinuas en el dominio puesto para el resto de los elementos su valor es 0.

Definicién 12. Llamaremos proyector lineal del espacio de elementos finitos al operador

Qr : LY(Q) — Vr definido por

Qr(f) = Y {f 00000 (4.5)

VEST

Observacion 11. Vale la pena notar que:
» Si f € Vz, entonces Q7 (f) = f.

» Sif=gxs g€ P, entonces Qr(f)|r = g|r, donde T = {T"eT:TNT" #0}. Es
decir, si f es un polinomio en un entorno de elementos de T, entonces la proyeccién

local de f coincide con f en T

Lema 19. El proyector lineal del espacio de elementos finitos Qr posee las siguientes

propiedades de acotacion local:
1. Sil<p<ooyfeLl(Q), entonces existe una constante c tal que:
”QT(f)HLP(T) <c ”f”Lp(:F) para todo T € T, (4.6)
donde ¢ depende de p, d, r y la reqularidad de la malla, y T denota al entorno

T:={T' eT:TNT #0}.
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2. 910 <p<00yg=D rer Xrgr con gr € P", entonces existe una constante c tal

que:

17D oy < cllgllpozy paratodo T €T, (4.7)

donde ¢ depende de p, d, v y la reqularidad de la malla, pero es independiente de la

funcion g y del tamano del elemento T'.

Observacién 12. Es importante notar que el punto 1 del lema anterior no es cierto para
p < 1. Més ain, si f € LP(2) con p < 1, entonces Q7 podria no estar definido, pues

podria suceder que f @ no sea integrable.

Demostracion. Para la primera parte notemos que utilizando (4.2) y (4.3), junto con

un escalamiento de las funciones ¢,|r a un elemento de referencia T, el producto de

1 /. por [|¢y [ 1) resulta acotado uniformemente por una constante que sélo de-
'(©

pende de p, r v de la regularidad de la malla, por lo tanto podemos obtener:

197 (Mllocry < D 1S 6 160 oy (4.8)
veT
o 104l (49)
< CZ ||f||LP(0V) <C ||f||Lp(f) (4.10)
veT

donde la ultima desigualdad se desprende del solapamiento finito de los 6,.

Para la segunda parte sélo probaremos el caso 0 < p < 1 (el otro caso es un corolario
de la primera parte de este lema). Si g = > ;.7 X797, por la Observaciéon 10 y dado que

gl = >, cr (9, o)1 du|1 para todo T" € T, tenemos que:

9117,z = > Nl9llZoer

T'cT

~ 57 S g, aledrbulor B

T'cT Vel

= 3 S Kg ke d e 6 o

T cT Vel
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y por lo tanto

1O () 5oiry < D g )P llgull?,
veT
<C Z Z | g’§V|T’ T’lp ||¢V|T’||Lp )
7' T veT’
~ gl

donde la constante C' sélo depende de p, r y la regularidad de la malla, por lo tanto el

teorema queda demostrado. [

A continuacién construiremos un proyector de casi-mejor aproximacién local en L
para 0 < p < oo. Dicho proyector cumplira con ciertas propiedades que seran necesarias
en las demostraciones de las secciones siguientes. La dificultad radica en la falta de con-
vexidad de las bolas en LP para 0 < p < 1, que implica la probable existencia de multiples

elementos en P"~! que minimizan la distancia a una f dada.

Definicién 13. Para 0 < p < oo y G un dominio de R?, llamaremos proyector de
casi-mejor aproximacion local polinémica, al operador 1T} o que se define de la siguiente

manera para f € LP(G): Sean

E = minyeprs |1 = gl

S={geP ™ E=|f=glleh
s S = convezhull(S),

s WPl — R¥ la transformacion lineal candnica que a cada polinomio le hace

corresponder el vector de sus coeficientes (aqui k = dimP™1), y
- 5= W)

Dado ahora un elemento cualquiera ¢ € S definimos el espacio X = gen{S—(} y sea L la
medida de Lebesque en X (que serd la medida de Dirac o de Hausdorff si X es un conjunto
puntual). Utilizando este espacio y esta medida, defino el vector A = ﬁ f§Xd,C(X) y el
operador se define entonces como 11 o(f) == W1 (A 4 ().

Observacién 13. Es importante notar que:
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» El minimo mingepr—1 ||f — g r(G) S€ alcanza pues el espacio P"! es de dimen-

sion finita y por lo tanto su interseccion con bolas cerradas de LP son conjuntos

compactos.

Por el comentario anterior sabemos que S # (. Si p > 1, S resulta unitario. Si
0 < p < 1, S puede ser un conjunto unitario, o bien un conjunto disconexo de
polinomios, pues las bolas en LP con 0 < p < 1 son no-convexas. Si p = 1 entonces
S puede ser un conjunto unitario o un conjunto conexo de polinomios, puesto que

si bien las bolas en L' son convexas, no son estrictamente convexas.

La idea de esta construccion es tomar como casi-mejor aproximaciéon al baricentro
de la cépsula convexa de S. Por eso consideramos a S y S inmersos en R¥ (a través

de W) y definimos I" de esa manera.

El objetivo de esta definicion es hallar un operador que se comporte como una
proyeccion en el sentido que se cumplan las propiedades del teorema que se enuncia

a continuacién.

El siguiente teorema nos dice esencialmente que el operador II} , provee una casi-

mejor aproximacién en LP(G) y que es lineal con respecto a funciones en P"~! si bien no

es necesariamente lineal para p < 1.

Teorema 8. El operador 11} o posee las siguientes propiedades:

» 17 & estd bien definido para 0 < p < oo en LP(G).

» La siguiente acotacion vale para A = (dim(P™') + 1)% si0<p<1l,0A=1gsi

l<p<oo
Hf - HT,G’(f)HLp(G) S AEr(fv G)p (411)

por lo que 11} o es un operador de casi-mejor aprozimacion en LP(G)

» I} o es un operador acotado en LP(G) en el siguiente sentido

HH;,G(f)”Lp@) < (A + 1)||f||LP(G)

aunque no es necesariamente lineal si 0 < p < 1.
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= 1T es la identidad en P™'.
» 1I}  es lineal con respecto a funciones de Pr=t esto es:

ra(f+9) =10 o(f)+g VfelL’(G), VgeP (4.12)

Demostracion. Para probar el primer punto notemos que para 1 < p < oo el operador
IT} o es tan s6lo la mejor aproximacién en LP(G) y por lo tanto estd bien definido. En
el caso 0 < p < 1, si el conjunto S es un conjunto puntual entonces este elemento
serd I} (f) de donde resulta que IT} , estd bien definido; si el conjunto S tiene més de
un punto entonces utilizando que S es convexo obtenemos que A € S por ser un promedio
de los elementos de S, y puesto que W' es lineal resulta que I o(f) € S v esté bien
definido.

Por lo visto en el parrafo anterior, el segundo item resulta trivial para 1 < p <
oo. Para demostrarlo en el caso 0 < p < 1 utilizaremos un Teorema Fundamental de
Carathéodory [MIT03]. El mismo dice que todo elemento en la cédpsula convexa S de un
conjunto S de un espacio de dimensién finita k, es combinacién convexa de a lo sumo k—+1
elementos de S. Luego, puesto que I} ,(f) € S existe un conjunto {f;}*_, de elementos
de S (con k < dim(P""!) + 1) y un conjunto de niimeros reales no negativos {c;}_, con
la propiedad de que S5, a; = 1, tales que I o (f) = SF saifi, y por lo tanto

Zai(f = 1)

1=0

p

k
Hf — HT7G(f)H]I),p(G) = Hf - Z%’fi
=0

p
LP(G) LP(G)

k k
<Y ol = fillle =D E(f, G
1=0 =0

k
_ (Z ag’> E.(f,G) < (k+1)"PE.(f,G)}

donde hemos utilizado que los f; € S para 0 <1 < k.

La acotacion de operador en LP((G) se sigue del punto anterior haciendo

L6 () 1oy < WF o) + 1 = e (O] 1o

<N llzeey + AE(f, Glp < (A+ D) [l o) -

Si f € P! entonces E,(f,G) =0, y como IT) & es un operador de casi-mejor aprox-

imacion, resulta ||f — I ; fllLr@) = 0 y luego II7 ; es la identidad sobre P~'.
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La propiedad (4.12) es consecuencia del hecho que Syy, = Sy + g siempre que f €
LP(G) y g € P, y andlogas igualdades se cumplen para el resto de los conjuntos que

intervienen en la definicion de IT} . O

Definicién 14. Llamaremos proyector de casi-mejor aproximacién global polinémica

sobre T, al operador 11} + que se define de la siguiente manera para f € LP(Q2):

rr ()= xrIl o (f)

TeT

donde xr es la funcion caracteristica de T'. Notemos que entonces H;T(f) resulta una

funcion polinomial a trozos sobre T, que no es necesariamente continua.

Definicién 15. Llamaremos interpolador de aproximacion al operador Q,r definido

como:

Qpr(f) = Qr(I7(f)) (4.13)

para toda f € LP(2), 0 < p < 0o, donde Qr fue definido en (4.5).

El siguiente lema se deduce del Lema 17 y establece que tal operador Q, 7 : LP(2) —
Vr resulta en una casi-mejor aproximacion localmente. Més aun, el operador ), 7, para

0 < p < o0, es una casi-mejor aproximacién en LP para todo p > p.
Lema 20. Si f € LP(Q) y 0 < p < p < oo, entonces eziste una constante ¢ tal que:

1f = Qur ()l poiry < cE(£.T), (4.14)

donde ¢ solo depende de p,p y la reqularidad de la malla, es decir, la interpolacion de

aprozimantes en LP es una casi-mejor aprorimacion localmente en LP(2) para p > p.

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata del Lema 17, de las defini-

ciones 14 y 15 y del Teorema 8. O]

4.2. Espacios de Besov via Descomposicion Multi-
escala

Sea 7 la malla inicial y definimos inductivamente la sucesion {7,,}5°_, de refinamien-
tos uniformes de 7. Es decir, 7,1 se construye aplicando la biseccién del vértice mas

nuevo d veces a 7,,.
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Denotamos por =, := Z7,, el conjunto de todos los nodos de la malla 7, y sea = :=
{(v;m) :v € E,,0 <m < oo} el conjunto de los todos los nodos de la sucesién de mallas
{7, }3_, con su respectivo nivel, esta definicién toma en cuenta que v puede pertenecer
a mas de un nivel (cada vez que v sea un vértice de una malla lo serd también de todas
las siguientes). Durante el resto de este trabajo se omitird la mencién del nivel y se los
nombrara a (v, m) por v, y las funciones de base asociadas a (v, m) se las nombrara como
Pu-

Seleccionamos p suficientemente pequeno (luego se aclarara esto de forma mas precisa)
y denotamos @y, := @, 7,,. Definimos ¢, = Q, — @m—1, con Q_; = 0.

Para f € LP(Q) sea {b,(f)},ez,, el conjunto de coeficientes de ¢, (f) en la base

canoénica de V7 . es decir

VEEm,
Por la densidad de Uy,_oVr,, en LP(2), || f — Qm(f)|1pq) — 0 cuando m — oo y por

lo tanto:

=S =3 [Z b,,<f>¢V] en (). (4.16)

m=0 Lve=E,
El siguiente resultado establece expresiones equivalentes para normas de B, , usando

esta descomposiciéon multiescala.

Teorema 9. Sea 2 un dominio poliédrico Lipschitz, y sean b,, ¢, Qm definidos para un
0 < p < o0 fijo como arriba. Entonces para p < p < oo y0 < s <1 +§ las siguientes

expresiones son normas equivalentes de By :

g; : ( ¢V||L1) > (417)

1
Y. = a 4.18

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de f de la forma: f =3 = a, ¢,

/]

/]

en LP(§2). Las constantes de equivalencia sélo dependen de p,q,s y la reqularidad de la

malla.
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Demostracion. Omitimos la demostracion detallada de este resultado, pues es una adaptacion
inmediata de una que se encuentra en [Osw94, capitulo 2], utilizando las propiedades de
casi-mejor aproximacion de los operadores @), definidos en la secciéon anterior. La de-
mostraciéon de [Osw94] no utiliza una construccién concreta de @y, sino solamente sus
propiedades de casi-mejor aproximacion. Una version abstracta de este resultado se en-

cuentra en [Pie81] O

Observacién 14. Vale la pena notar que si bien las expresiones (4.17) y (4.18) son

equivalentes para f € B;,Q(Q), no es cierto en general que
FEBLQ = |fI% <00 6 |fIg <o

Esta identificacion es cierta sélo cuando V7 C By (€2) para toda malla admisible. Dado

ue sélo usamos elementos finitos CP, esta inclusién no es cierta para s grande.
)

4.3. Resultados de Inmersion y Aproximacion

Para demostrar los resultados de este capitulo nos serda util considerar solamente
mallas admisibles obtenidas a partir de una malla inicial por el procedimiento de biseccion
del vértice méas nuevo. De esta manera, dada una de estas mallas 7 y un elemento 1" € T,
SiG=ToG=T= {T" € T : TNT' # ()}, y si definimos G™! como el conjunto que resulta
al multiplicarlo por |G|~ (G™ = |G|~ 2G), obtenemos (salvo rotaciones y traslaciones)
una familia finita de conjuntos de referencia G™! con |G™!| ~ 1. El escalamiento de las

seminormas de Besov es entonces el siguiente para >0, 0<g<ooy f € ng(G):

[e%s) q dt
|f|B§q(G) = (/ (t_ﬂwr(fataG)q) 7)
’ 0
1 o t Tt ‘
~ ’GH (/ t—ﬁwT(fref’ —, Gref)q) bl
0 |G4 t (4.19)
1 [ee) q %
0

1_8
= (G £ g ey

Q=

donde frf: G™ — R estd definida por f™(z) = f(|G|5:U), para x € G*.
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El siguiente resultado relaciona el mejor error de aproximacion local con la regularidad
Besov, y a través de un argumento de escala permite acotar el error con una potencia del

tamano del dominio local considerado.

Lema 21. Sea T una malla admisible, y'T € T. Sean 0 < p < 0o, s > 0, % <3+ }D, 0=
§+é—%. SiG=ToG=T={T" €T :TNT # 0}, entonces para s < max(r+21,r+1)
vale:

E.(f,G), < CIG|f

B (G)- (4.20)

donde C depende de s, T, p, d y de la regularidad de la malla.

Demostracion. Supongamos inicialmente que G = G™ y por lo tanto |G| ~ 1. Por el

lema de Whitney, (3.12), sabemos que:

=

Bs (G)

E.(f,G), < Cuw.(f,1,G), < C (Z 28T, (f, 2’“,G);> o |f

keZ
por (3.19). Ademds, para cualquier polinomio P € P"~!, por el Teorema 6 de inmersién

de espacios de Besov,

E(f,G)y <11 = Pllusiey < C (If = Pllyoiy +1F = P

=C(If = Pl +1f

Bﬁ,T(G)>

Bﬁ,T(G)>

pues en la definicién de la seminorma | - [ps () se utilizan diferencias de orden r que se
anulan para cualquier P € P!, Eligiendo P un mejor aproximante para f en L™(G)
obtenemos el resultado deseado para G de referencia. El caso general se sigue de aplicar

el escalamiento (4.19) al caso probado, en efecto:

B1.6), < CIGP B,

1 re
S C|G‘p ’f f B%S_’T(Gref)
1 _1l.s
< C|G|»|G| "7t AVEIe) = C|GP|f B:.(G)
que es lo que se queria demostrar. O

Lema 22. Sea 7 una malla admisible, y T € T. Sean 0 <p < oo, 0 <a <1+ %, s >0,

%§§+%y5:§—l—%—%. SiG:ToG:f:{T’GT:TﬂT/#Q)}, entonces para
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a+s <méx(r+ 1,7+ 1) vale:

[f = Q(N)lg, ) < CIGIflpets(s (4.21)

donde Q(f) es Q, 1 para algun p < min(p, 1), y C depende de p, p, 7, s, a y la reqularidad

de la malla.

Demostracion. Supongamos inicialmente que G = |T|_§T y luego |G| ~ 1. Por el Teore-

ma 6 de inmersion de espacios de Besov y por el lema anterior:

|f = Q(Nlsg, ) < CUIf = QU ey + If = QU pets()
< COUf = QU o) + 1 f1Bet(e)
CE(f, G)p + | flpete ()
< Clflpots(c)

Luego el resultado esta probado en el caso en que G es un elemento T escalado con
|T|’5. El caso en que T es un elemento cualquiera de 7 se sigue mediante argumentos
de escalamiento estandar, usando (4.19) a ambos lados de la desigualdad.

Si G = T notemos que utilizando las normas equivalentes de descomposicion multi-
escala (ver Teorema 9) obtenemos:

| = Q(f ~ Y 1f = Qflsg, @,
T'cG

con constantes de equivalencia que dependeran de la cantidad maxima de elementos que
puede haber en T\, cantidad que depende a su vez de la regularidad de la malla. A partir

de esta equivalencia se obtiene el resultado deseado. O

4.4. Resultados Auxiliares

Lema 23 (Desigualdad de Hardy discreta). Sean {ax}trez v {2k }trez, dos sucesiones de

numeros reales positivos tales que para algin Cy > 0 y p > 0, vale la desigualdad:

2z < Cy (Z a?‘) , keZ. (4.22)

=k
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Entonces para todo s >0 y q > 0, existe C = C(s,q) tal que:

1 1

(Z (kazk)q) "< oa, <Z (2’“Sak)q> B (4.23)

keZ keZ
Demostracion. Si la desigualdad (4.22) vale para u entonces tiene que valer para valores
menores de p, ya que la norma ¢#(Z) se vuelve més grande cuando p decrece. Por lo
tanto podemos suponer que p < ¢. Tomamos 0 < 3 < s y escribimos a; = Qjﬂaﬂ_jﬁ en

la desigualdad (4.22). Entonces utilizando la desigualdad de Holder con exponentes % y

/

1
su conjugado q 15 =: q—, obtenemos que para cada k € Z,
R
o
1 1
oo q ra
2 < Oy <§ (278 a; ) (E 2” m) (4.24)
Jj=k

< CC27 (i [2ﬂﬂaj}q> a : (4.25)

j=k
De donde se sigue que:

1

(Z [2kszk]q) ' < CC, (Z [2’“2—’“[3(50: (278 a;] )] ) (4.26)

=CC | Y sz Aagifa s ) (4.27)

keZ j=k

J .
=CC | Y. ). 2’“<S—ﬁ>q2ﬂ'5qa§) (4.28)

JEZ k=—0

=CCy | ) ( Z F(s=0)ayiba 1 ) (4.29)

JEL k=—o0
< CCy (Z 2ﬂ'<s—ﬂ>‘I2ﬂqa§> = CCy (Z [QJSaj}q> , (4.30)
JEL JEL
lo que demuestra el lema. O

Lema 24. Sea f € By (2), con0<p<ooyl0<a<l+ i. Supongamos que 0 < p < p
y Q1 = Q, 1 es el casi-interpolador de la Definicion 15. Entonces para cualquier malla
admisible T de Q) tenemos:

F = Qr(Nlipg oy S D_1F = Qr(NI, (431)

TeT
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donde ¢ depende de p, p, «, d, r y la reqularidad de la malla. Ademds

1= Qr(Ney < e X_1f = Qr(Nl, 7 (4.32)

TeT

donde ¢ depende de p, p, «, d, r, diam(Q)) y la reqularidad de la malla.

Demostracion. A los efectos de la demostracién de este resultado consideremos 7 como
una malla inicial 7y y {7,,}3°_, una sucesién de refinamientos uniformes como en la

Secciéon 4.2. Entonces

Q) = f -l zqm —Z(Zby(f)fbu) o D), (433

m=1 \veZm
donde ¢, = Qm — Qm-1 ¥ {b,(f)} son los definidos en (4.15).

Definimos ¥; = {v € £: 2771 < |,]a <279} y g; = > vew, bu(f)dy. Existe entonces
una constante ¢, que depende solo de d y de la regularidad de la malla, tal que a lo sumo

c entornos 6, con v € ¥, se van a superponer, y por lo tanto:

wr(g5, 0 S 19350y S D 100 (N)ullney - (4.34)

I/kaj

Como ||¢,||,, =1y ¢, es continua Lipschitz con constante Lipschitz ~ 16,| @, siempre

se cumple que si |h| <,

ARl S

|0 Ié'

Ademés, para |h| < t, el soporte de A} ¢, estda contenido en un entorno de radio rt del
“esqueleto” de 6, es decir, de la union de lados de la triangulacién que tocan 6,,, como
se observa en el Grafico 4.2.

Por lo tanto, para t < |61,|§7

sop(A6,)| < 16,77t

Finalmente obtenemos la siguiente cota para el médulo de suavidad de ¢,

dlp

16, T "t si 0 <t < 6,4,
(¢w )p = sup HA ¢VHLP(Q) L (4'35)
|H 0,|, si t>|0,]d.

Entonces si 7 < m, usando el solapamiento finito en ¥;, obtenemos:
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/o

Figura 4.2: “Esqueleto” de 6, y entorno de radio rt que contiene al soporte de A} ¢,.

9]72 m ]13 Z wr ¢y72 m)p < 9=m(1+p)9—j(d—1-p) Z |b

vevy; vey;

~ 9~ (m=3)(1+p) Z |6, (f ¢VHLP Q)

VEWJ'

(4.36)

donde usamos que ||¢V||I£pm) ~10,| ~ 279 si v € ;.
Tomando px = min(p, 1), usando (4.34) para j > m y (4.36) para j < m obtenemos

obtenemos que:

o0

w(f=Qr(f), 2™ < Y wilgpn 2

j=—o0

00 p

S D | 2 el

j=m+1 \vey;

£ 30 2 (S el

j=—00 veY;
b*
00 P
—jopx - P
~ ) 2 D 16 oo (Nl
j=m+1 VGW]-

= [3

m

—(m—i P o japx -t
N Z o~ (m=3)(1+p) 5 o—jap Z 0,12 b, (ol

Jj=—00 vey;
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Definimos K, = |6,|~ ||b,(f )éu |7 y transformamos la estimacién anterior en:

p
[y
00 N
|f QT < § 2map § 2—]0(;)* E Ky
mEZ j=m+1 vew;

= [3
\

+ ZQmOép i 9= (m=3)(1+p) - 9—jopx Z K,

meZ j=—00 vevw;
P
X7 ox
00 P
—(j—m)ap*
< E E 9—(i—m)ap § :Ku
meZ | j=m+1 veY;
p
P b
m N
_ i _ px
+ E E 9~ (m=j)(1+p—ap) E K,
meZ | j=—o0 I/Elpj

Como 0 < a<1+ % tenemos que 1+ p — ap > 0, y utilizando la desigualdad de Hardy

con

a;=27°N K)ry ma= (Y @K

vew; j=m+1 vew;
en la primera suma, Yy,
—m
a; = 2_j(1+p;ap)( Z KV)% v - ( Z (2_]-(1+p;ap)( Z KV)%)p*)p—l*
vev_; j=—00 vev_;

en la segunda suma, obtenemos que:

If = Qr(f SO K =D 10,7 (sl (4.37)

JEZ veY; vezs!
Tomemos ahora v € Z,, y T € T tal que T C 6, (o equivalentemente v € T).
Llamaremos 7" al ancestro de T en 7Y (o sea el tinico 7" € T tal que T C T").

Obtenemos entonces que por (4.14):

160 (N)Pull S Ngm () oy
SN = QN oy + I1f = Quuaa (D Loy

5 Er(fv f)p + Er(f; ,-Z/—\V)p

de donde resulta, sumando (4.37) ahora sobre los elementos, que

1f = Qe o) S DT FE(£,T) (4.38)

TeH
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donde H = U_,7 . Dividimos esta suma de la siguiente manera;

If = Qr(f <SS N I FEGETES Y Y T e (f T

T*€T Tem:TcT* €T Tem:TcT>

donde en la dltima desigualdad usamos el Lema de Whitney (3.12).

Dejando fijo T* € T lamaremos Z; = {T € H: T c T* y 297! < |T|i < 277},
obtenemos ahora la estimacién:
oI Fun (£ T S 2 Y w27, T £ 2w, (.27, T S 2°%w,(f,279, T3,
Tez; TeT;
donde hemos usado que a lo sumo ¢ elementos se pueden solapar, con ¢ sélo dependiendo
de la dimensién y de la regularidad de la malla. De aqui que:

> T e (LT S Y 2 e (f270. T ST, )

TeH:TCT* JEL

y por lo tanto

|f QT Ba (Q) ~ Z |f|B°é (T (439)

TeT

Ahora bien, por la propiedad (4.12) y la construccién de Q7 se sigue que

Qr(f—Qr(f) =Qrf —Qr(Qr(f)) =Qrf—Qrf =0.

Luego, aplicando (4.39) a f — Q7 (f) obtenemos

f = Qr(Nlipg o) =1 = Qr() = Qr(f = Q7 (M)l oy S DI = Qe (N}, 7

TeT

La segunda estimacion se sigue del Lema 21 del siguiente modo:

If = Qr(Allfoey £ D E(f = Qr(H. TS D ITIFIf = Qr(Nf, 70 (440)

TeT TeT

Lema 25. Sea f € Bg‘,p(Q) y 0 < p < oco. Entonces para cualquier malla admisible T de

), tenemos que

D iy S g ) (4.41)

TeT
donde c depende de p,s,d y de la reqularidad de la malla.

Demostracion. La prueba consiste en utilizar la seminorma integral (3.20), elevar a la

potencia adecuada y sumar las integrales. O
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4.5. Teoremas Directos

En esta seccién demostramos, usando todas las herramientas desarrolladas en las sec-
ciones anteriores, que ciertos espacios de Besov estan contenidos en las clases de aprox-
imacién A’~! definidas en la seccién 1.4 del capitulo 1. El resultado principal de esta

seccion se enuncia precisamente en el siguiente

Teorema 10. Sea By = By (), 0 <p < oo, 0 <a < 1—1—% 0 By=LP(Q) sia=0. 51

feB=DB(Q) con k<24 %, s>0, ys+a<méx(r,1+ 1), entonces

on {(f)ay <eNTdlflg,  N=>1, (4.42)
donde ¢ solo depende de p, «, s, T, d, Q y la reqularidad de la malla inicial 7.

Observacién 15. Recordemos que el mejor error de aproximacion con complejidad N,

o (f) B, se habia definido como

r—1 _ 7 s .
o (Wp, = min if fju—o|g,

donde Ty := {7 admisible : (#7 — #7y) < N} esto es, el minimo sobre 7 se toma sobre
todas las mallas admisibles obtenidas con a lo sumo N bisecciones a 7y. En términos de
clases de aproximacion, el teorema nos dice que bajo las hipdtesis alli enunciadas
B (Q) C AL (B, () (> 0), (.43)
BL(Q) CANIMQ)  (a=0).
Es decir, si la funcién a aproximar tiene regularidad s mas que la norma con que se mide
el error, atin con integrabilidad 7 menor que p se obtiene orden de aproximacion no-lineal
1

N—s/¢_E] resultado no se cumple para todo 7 > 0 sino para 7 > (i + 5) ~'. Este resultado

provee una clase muy grande de funciones en A"
s/d

Antes de proceder a la demostracién de este teorema, mencionamos el siguiente coro-
lario, que relaciona algunos espacios de Besov con las clases de aproximacion A Jd definidas
en la seccion 1.4 del capitulo 1, que son las relacionadas con el llamado orden éptimo

cuando se consideran ecuaciones elipticas de segundo orden.
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Corolario 4 (Aplicacién a ecuaciones elipticas de segundo orden). Consideremos By =
H'(Q) = B;,(Q), que es el espacio natural para ecuaciones elipticas de seqgundo orden, y

aprozimaciones con elementos finitos adaptativos de grado r € N entonces
1\
SiT > (— + —) se cumple que BL(Q) C A:/d(Hl(Q)).

Observacién 16. Si consideraramos refinamientos uniformes, el orden de decaimiento
éptimo con elementos finitos de grado r se lograria en el espacio de Sobolev H™ ! = ngl.
Lo que nos dice este resultado es que dicho orden de convergencia se logra con refinamien-
tos adaptativos en el espacio mas grande B:f;l(Q) para cualquier 7 > (g + %) ~ El hecho

de considerar espacios de Besov con potencia de integrabilidad menor a uno, permite ex-

tender al maximo los espacios para los que se puede demostrar dicho decaimiento éptimo.

Demostracion del Corolario 4. Basta observar que como se mencioné en (3.24) el espacio
H'(Q) coincide con el espacio B;,(Q2) y por lo tanto el corolario es una consecuencia
inmediata del Teorema 10 considerando « =1y p =2y s =r —1, y reemplazando luego

r— 1 porr. O

La demostracion del Teorema 10 se basa principalmente en el siguiente resultado

constructivo.

Proposicion 1. Bajo las mismas hipdotesis del Teorema 10, para todo € > 0 existe una
malla admisible T € Ty, obtenida a partir de Ty por N bisecciones de vértice nuevo, tal

que:

1f = Qr(f)ll 5, < Nve (4.44)

N < (e QP f|p) T (4.45)

donde Q1 es el casi-interpolador de la Definicion 15, 6 = 5+ — % y ¢ depende de p, s,

1
p

7, d, diam(Q) y de la reqularidad de la malla inicial Tp.

Demostracion. Dada una malla admisible 7 y T € 7, el Lema 22 dice que

|f = Qr(Nlp,7) S |T|6|f|B(T)'
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Basados en esta estimacion definimos el error local como:
(T, T) = TP\ iy (4.46)

Para construir la malla deseada fijamos la tolerancia e > 0 y generamos recursivamente la
sucesion de mallas {7 }x>o de la siguiente manera: definimos My ={T € 7 : (T, 7y) >
€}. Sea 7/ la malla obtenida refinando los elementos marcados (7; < refinar(Zy, My)) y
7, la completacién de 7] (7; < completar(7/)). Luego repetimos este proceso adaptativo
en 77 o sea que contruimos 73 refinando los elementos T' € My, donde My = {T € T; :
e(T,7T;) > €}, y completamos 7, para obtener 75. Continuamos con este procedimiento
hasta que M; = (). Mds precisamente, podemos describir el algoritmo de la siguiente
manera;
k=0
My ={T € Tp, : (T, T;,) > €}
Mientras M; # ()
7., « refinar(7,, M)
Tiy1 < completar(7,, ;)
k—k+1
Mp={T €T} :e(T,T;) > €}
Fin Mientras
El proceso termina porque |f|pz) < |flp < ooy e(T,7) — 0 cuando |T| — 0.
Llamemos 7 a la malla 7j, final. Por la definiciéon de My en cada paso, para cada T € T

se satisface e(T) = e(T,7) < ¢, y por (4.46)

|f - QT( )|Bo < |T| |f|B(T) (4-47)

De aqui que, por el Lema 24

If = QrNIE, 7 S DU = Qr(NN 7 S D ITIVIF, 7 S HT)e

TeT TeT
donde las constantes dependen de p, s, d, diam({2) y la regularidad de la malla. Esta es

la primera desigualdad de la proposicion.

Para probar la segunda, contaremos ahora todos los elementos que fueron marcados
para obtener la malla final 7. Sea M = Uf_ M, y para cada j € Z definimos I'; = {T €
M 277 T < 2774,
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Puesto que claramente los I'; son disjuntos obtenemos la siguiente cota:
#2771 < Q| = #I; = m; <271 Q). (4.48)

Para obtener otra cota para m; utilizaremos el hecho de que para cada T' € I'; vale

que:
€< |T|5|f|3(f) < 2_j6|f|3(f)> (4.49)
y entonces obtenemos
mye” <2707 |l < 27| f 5, (4.50)
TEFJ'

donde en la tltima desigualdad hemos usado el Lema 22.
Sea jo el menor entero tal que 270 > [Q]. Entonces obtenemos:
HM = "m; <cd min(2[Q, e 2797 f7) < e (28Q] + e 27| f]T) m
J=jo J=jo

donde ahora k es el mayor entero tal que 2¢|Q2| < e7727%7| f|7. Pasando las potencias de

1

T1s- Obtenemos que

2 a un lado, el resto de los términos al otro y elevendo a la potencia
2k ~ (|Q|*1€*T|f|7)1+%. Luego
#M S 667727k57|f’7'
1707
<ce |10 e )

< e (W fHOT) T (e n)

c (AP
Finalmente, usando el Teorema 1 resulta:
N = (#T — #T;) < (| f]|Q") 5 (451)
y la proposicion queda demostrada. O

Demostracion del Teorema 4.5. Dado N > Ny, tomamos 7 la malla garantizada por la

Proposicién 1, con

1467

e = [P |FlsN5 (4.52)
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Entonces obtenemos

on(F)eo < If = Qr(N)]| < e(N + No)ve < eN~i|f| (4.53)

donde usamos que N > Nj. El resultado para N > 0 es inmediato a partir del caso

N > Ny. [l

4.6. Teoremas Inversos

El resultado principal de esta seccién es una especie de reciproco del Teorema 10,

y dice que si una funcién se puede aproximar con un orden N ~%/¢

entonces pertenece
a un cierto espacio de suavidad. Vale la pena observar lo siguiente, si u € V7. para
alguna malla admisible 7, entonces u € A’;' para cualquier s > 0 y cualquier 7/ > r
pues ohy(u) = 0 para todo N > #7 (dado que Vi C V4). Por otro lado, los espacios
" que consideramos en este trabajo sélo garantizan regularidad C° (continuidad), y
no estan incluidos en espacios de Besov con indice alto de suavidad. Por este motivo,
para enunciar y demostrar un resultado reciproco al Teorema 10, deberemos introducir
espacios de Besov generalizados, que coincidiran con los clasicos cuando los espacios de
elementos finitos estén contenidos en estos, y serdan mas grandes en caso contrario.

Definimos entonces los espacios de Besov generalizados utilizando directamente la

norma multiescala definida en (4.17) de la siguiente manera:

Definicién 16. El espacio de Besov generalizado §;7Q(Q) para 0 < p,g < oo ys >0, se

define como el conjunto de las funciones f € LP(Q) tales que la norma

/]

Bjo(@) T (Z 6,1~ ”bl/(f)”%P(Q)> (4.54)

VEE

es finita.

Observacién 17. Notemos que dada la equivalencia del Teorema 9, este espacio contiene
al espacio se Besov B} q(Q), pero también a todas las funciones de V. para cualquier malla
admisible 7. Si el parametro de regularidad s es alto, esto implica que necesariamente
B; () < B;’q(Q), pues nosotros solo consideramos espacios de elementos finitos con

regularidad C°.
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Como anteriormente, a lo largo de esta seccién, Ty denotard el conjunto de mallas
admisibles obtenidas a partir de 7y por a lo sumo N bisecciones del vértice mas nuevo.

El siguiente teorema establece las desigualdades inversas, donde se acota la norma mas
fuerte de funciones discretas por una norma més débil, y son un ingrediente fundamental

para demostrar el resultado fundamental de esta seccidn, que es el Teorema 12.

Teorema 11 (Desigualdades inversas).

1. Sean0<p<oo,a>0,s>0,%:§+%yoz+s<r—1+%. SV € Vr para

alguna malla T € Ty entonces:

IV

Bito(Q) < CNi ||VH1§;F(Q) (4.55)

donde C' depende de p, «, s, d, y la reqularidad de la malla, pero es independiente

de la funcion V' y de la malla T .

2. Sean0<p<oo,3>(),%:§+%ys<r—1—|—%. StV € Vr para alguna malla
T € Ty entonces:

Vi

B: () < ONi ||VHLP(Q) (4.56)
donde C' depende de p, s, d, || y la regularidad de la malla.

Demostracion. Utilizando la descomposicién multiescala comenzando desde la malla ini-

cial 7; obtenemos:

V=33 0 W)e = b(V)e,

m>0VvESE, veEM

donde M C = es el conjunto de todos los coeficientes distintos de cero.

Es importante conocer cuantos coeficientes son distintos de cero en la representacion
anterior, para ello consideramos el arbol T(7) = T que corresponde a la malla 7 sobre
la que se defini6 a V. Sea N(7) el nimero de bisecciones necesarias para construir 7-
partiendo de 7. Sabemos que b, # 0 para v € =, s6lo si Qn—1(V)(v) # Qun(V)(v). En
el caso de que v € =,, 1 esto ocurre sélo si 0, incluye un elemento T' que esta subdividido
en 7, esto es: T corresponde a un nodo interno del arbol T7. En el caso de que v ¢ =,
esto significa que v € T para algin elemento 7" con un vértice v/ € Z,,,_; talque T' € 7,,,_;

por lo que T se corresponde con un nodo interno del arbol T7. De aqui obtenemos:

#M < KN(T) + KmoN(T) + K#7, < CN,
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nodo en comun.

donde K = #{v : v € T'} y my es el nimero maximo de elementos que pueden tener un

Utilizando la norma multiescala y la desigualdad de Holder obtenemos:

1
_(ato)r . !
4 Bste) & (Z [ — ||bu(V)¢u”LT(Q)>
veM

S (Z(IQVI3 16, (V)u | 1o e)”
veM

|

< (M) (Zw-i‘ Hby<v>¢yumm>p>
veM
N Ni ||vH§g’p(Q)

lo que concluye la demostracion de la primera parte del teorema. La segunda parte es

analoga.

O
El siguiente resultado de acotacién del K-funcional es la tltima herramienta necesaria
para establecer el resultado principal de la seccion.

Lema 26. Para f € Egp(Q) vale:

K(f,27 %, B, (@), B (@) < 02 % (Dﬂ”@mm

ég’p(sz))T ) + Hf”ﬁgyp(g) ;
donde 7" = min(7,1) y C depende de los pardmetros correspondientes.

1
T*
m=0

Demostracidn. Sean g, € Vz tal que ||f — fullga ) = 022(f)ga (o) Para alguna malla T

p,p
que se construya con a lo sumo 2" bisecciones de la malla inicial. Entonces si g, = f.— fn_1
paran >0 con f_; = 0, obtenemos:

K(F.27, By (9, B2 () < [ fullgas +2% 1 — fulgy (o

ng +24 || f - fullBg, ()
k=0 llBete(q)
< (1o

k=0

L*
Hf - anBg’p(Q))

Y

* snt*
na+ts
Br7(

g T2 4
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para 7° = min{r, 1}. Utilizando ahora la desigualdad inversa (4.56) obtenemos

*
skr™* snT

1
K (.27 By, (9), Bot (@) < c (Zz F ol o + 27 If - fnn%g,pmj
k=0

1
skt* * % M T* T
< c(Z 27a [UQj(f)ﬁg,p(Q) + Uz.i—l(f)gg’p(m] +274d 0271(]6)33’?(9))
k=0
1
shr* - !
<c (ZQ a 02j(f)§gp(g)> + 1 5g, )
k=0 ’
lo que concluye la demostracién. [

El siguiente resultado es el principal de esta seccion.
Teorema 12. Sean 0 < p < oo, a >0, s >0, %:g—l—i yoz+8<7"—1+%. Entonces

ANBp Q) C B (©Q) (a>0),
ATNIP(Q) C B (Q) (a =0).

Observacion 18. Antes de presentar la demostracion vale la pena observar que el teo-
rema no es exactamente un reciproco del Teorema 10 por dos razones: la primera es que
los espacios involucrados ahora son los de Besov generalizados Eﬁp(Q)) en lugar de los
de Besov clasicos, que ya hemos comentado. La segunda es la sutil aparicion del segundo
subindice en los espacios de aproximacion AET. Esto representa otro alejamiento de la
caracterizacion de las clases de aproximacion, pero dado que A%jrle C A%_Tl para todo
€ > 0, el teorema nos dice que bajo las hipétesis alli enunciadas se cumplen las siguientes
inclusiones para todo € > 0

ALL(By, () € BIP(Q),  (a>0),

" (4.57)
ATLIMQ) € BL(Q), (a=0).

Esta inclusién es (casi) la reciproca de (4.43).

Demostracion. Sean sy y 7 tales que s > sy T—ll = + %, y tal que 0 < a +

s1
d
s <r—1+ % con el requerimiento adicional de que 71 > 1 si 7 > 1. Sabemos que

Efjs(ﬂ) = [Egp(Q), §a+51(Q)] .- Esta ultima observacion se debe a que el operador

71,71

51

S(f) = {am(f)}>2_, que opera de Egg(ﬂ) en ((L(€2)) es una corretraccion y el operador
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R({f}5%) = Z;’;O f; es su retraccion correspondiente, por lo que utilizando el resultado
de [PeeT6] que dice que [¢(2(LP(12)), Qﬁsl(L”(Q))]f =07 (L7(€)) y el teorema (1.18.2)
de [Tri78], obtenemos la equivalencia requerida.

Utilizando que:

3=

[FT . (z (£.27%, By, (), B () ) (159)

Brym (
k=0

y que:

1
k Ead
_ Sk a+s sk T —sk
K(f.2% B (@), Bt (@) S 27 d(Z o (£)g, @) ) 27 |l 0

m=

puesto que || f || gatsq) S Hf”[ﬁg,p(ﬁ)ﬁ?ﬁf @], obtenemos:
S1

T

) k T 0o
r (s—sq)kT sym o (s— 51
sy S 32 (Z(zdazmmgg,p(m)) F 3 g, o)
k=0

k=0 m=0

Usando que ||f|| B, (@) < | () Y €l Lema de Hardy en la primera suma con

p=1
_sm .
- 27 "a O'Qfm(f)ﬁgyp(ﬂ), sim <0
0, sim >0
y 1
_k _S m T* 7'7* .
L (Zm:O(Q 1d 0'277n (f)é(;p(s—z)) ) 5 S1 k S 0
Rl — )
0, sik>0
obtenemos:

||f||§;ﬁ+* S ||f||1-v _(Bg, ()

lo que demuestra el resultado. O]



Conclusiones

Hemos demostrado los siguientes resultados principales:

. . 1 e N
» Si una funcién u se puede escribir como u = »";"  u;, con ug € H™H(Q) y

—
0.

wi = ¢ (n(p:)™ pi* 9:(6:) xi,
con k; enteros no-negativos y v; > 0 (ver detalles en Teorema 2), entonces u € A’ Jd
es decir, se puede aproximar adaptativamente con elementos finitos de Lagrange de

grado 7, con un error de orden (#7)~"/¢, llamado orden éptimo.

= Usando resultados de regularidad conocidos, las soluciones de la ecuacién de Pois-
son, con término fuente f € H" ™ en dominios poligonales y las del problema de
la interfase para el Laplaciano cumplen la descomposicién mencionada en el {tem
anterior, y por lo tanto pertenecen a A /2- Por lo tanto, los métodos de elemen-
tos finitos adaptativos para estas ecuaciones producen sucesiones con convergencia

no-lineal éptima.

= Si Q2 es un dominio poligonal o poliédrico en R¢, los espacios de Besov Bfg”(Q) estan
contenidos en los espacios de aproximacién adaptativa con orden éptimo A7 /d si se
cumple que % <5+ % (ver Corolario 4). Analizando algunos casos particulares de
grado polinomial r y dimension d, se puede ver que los espacios de Besov indicados

en la siguiente tabla pertenecen a A:/d para todo € > O:

83
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Refinamiento adaptativo Refinamiento uniforme
d=2 d=3 d=2o0d=3
P= 1| B0 | B9 r=1 | HYQ) = WEQ) = B,
r=2 Béﬁ’%ﬁ((l) B§+€7g+e(§2) r=1|HQ)=W3Q)=Bj,
r=3 B‘;E’%ﬂ(Q) B‘éﬂgﬁ(ﬁ) r=1| HYQ) = W) = B;{Q

En la tabla de la izquierda se muestran los espacios mas grandes para los que
se logra el decaimiento 6ptimo usando mallas adaptativas, y en la de la derecha
aquellos para los que se logra dicho decaimiento usando mallas uniformes. Estos

espacios son mucho mas chicos que aquellos.

En el caso de polinomios lineales r = 1, los resultados mencionados fueron obtenidos
en [BDDP02], y dado que el espacio de Sobolev W} (Q) C B2 () C B ,(Q) para

p > 1, implican convergencia 6ptima también en estos espacios mas conocidos.

Nuestra contribucién principal en esta caracterizacion fue la generalizacién de este
resultado a elementos finitos de grado polinomial » > 2. Como se ve en la tabla, la
clase mas grande de funciones contenida en A /q Contiene a ciertos espacios de Besov
B, con potencias de integracion p < 1. Esto hace que sea imposible describirlas
utilizando los mas conocidos espacios de Sobolev, y sea estrictamente necesario uti-
lizar los no tan populares espacios de Besov en su lugar. Un ingrediente fundamental
en la demostracion de este resultado fue la construccion de un operador de proyec-
cién o casi-mejor aproximacion que fuera invariante bajo suma de polinomios. La
dificultad en la construccion de tal operador radica en que las bolas con la métrica
de estos espacios no son convexas y por lo tanto, dada una funcién, no es cierto que
siempre hay un polinomio mas cercano, sino que hay muchos a distancia minima.
Sin embargo, la definicién del casi-mejor aproximante debe ser tinica para garan-
tizar que el casi-mejor aproximante de la suma de una funciéon y un polinomio, es
la suma de los casi-aproximantes de ambos. Los detalles de esta construccion estan

en la Definicién 13 y en el Teorema 8.

= Para las estimaciones inversas debimos introducir los espacios de Besov generaliza-
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dos, los que surgen de considerar como funciones del espacio a todas las funciones
de LP que tengan norma multinivel (4.17) finita. Esto da un espacio, que en gen-
eral, para indices de suavidad altos, contiene estrictamente al espacio de Besov
clasico. Para indices de suavidad bajos, tales que las funciones de elementos fini-
tos pertenecen al espacio se Besov considerado, ambas definiciones coinciden. Un
estudio mas detallado de estos espacios generalizados es un tema que pretendemos
abordar en el futuro. Para comparar los resultados directos y sus reciprocos, vale la
pena comparar las inclusiones (4.43) y (4.57), que muestran una casi-caracterizacién

de las clases de aproximacién en términos de regularidad Besov.
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