Universidad Nacional del Litoral

Facultad de Ingenieria Quimica

Tesis presentada como parte de los requisitos para la obtencion del

grado académico de:

Magister en Matematica

Titulo de la tesis
“Convergencia Yy optimizacion global en Programacion no

lineal. Teoria y algoritmos”

Departamento de Matematica de la Facultad de Ingenieria Quimica

INGAR- Instituto de Investigacion y Desarrollo

Maria Laura Taverna

Director: Dr. Pio A. Aguirre

Miembros del jurado:
Dr. Hugo Aimar
Dr. José Espinosa
Dr. Marcelo Montagna
Dr. Pedro Morin
Dr. Aldo Vechietti

2007



Agradecimientos

A mi director Dr. Pio Aguirre por sus ideas claras que me guiaron y ensefiaron a
investigar y su calidad humana que primé en todo momento.

A mi familia por su incondicional paciencia y apoyo, a los que les dedico este trabajo.
A Marian y Lorena por darme el empujon inicial.

A Omar Chiotti por hacerme conocer y gustar del area de optimizacion.

A todos mis amigos que siento cerca constantemente y no dejaron de alentarme.



Indice

Capitulo 1 Pagina
INEFOAUCCION. ...ttt e e e e e e s e bbb e e e e e e e s s annbrreeeeaae e 1
1.1 Formulacion general de problemas de programacion matematica .............cc.......... 2
1.2 Optimizacion CONVEXA ..........ccoeviiiiiiiiieeeeeeeee 5
1.2.1 Condiciones necesarias y suficientes para un problema convexo .............cc........ 5
1.2.2 Algoritmos para NLP CONVEXOS .......coiiuuiiiiiiieee e e e e e eaa e 7
1.3 Optimizacion global ............coooiiiiiiii e 8
1.3.1 Clasificacion de 1as tECNICAS. .....ccuuii i 8
1.3 .2 Desarrollo €N €I @rea ... 9
1.4 ODbjetivos de 18 tESIS .....uuiiiiiiiiii s 10
Capitulo 2

Técnicas de optimizacion global: ramificar y acotar (Branch and Bound)

20 B [ oo [ oo o o S 12
2.2 Ideas generales de los algoritmos de ramificar y acotar .............cccccvvvvveeeeiiecinnen, 12
2.3 Relajacion de un problema N0 CONVEXO ........uuuiiiiieeeiiiiiiiieee e e e 13
2.4. Ramificar y acotar en optimizacion global .............cccoooi 15
2.5 Envolventes convexas y Subestimaciones ............ccccoveeieeeiiiiiiiiieeie e 16
2.5.1 ENVOIVENIES CONVEXAS. . ... ieiiiiiieae ettt e e e et e e e e e e e et e e e e e e e e s aennnneeeeeeens 16
2.5.2 Envolventes convexas de una funcion CONCAVa..........cccoocueeeiiiiiiieiniiiee e 17
2.5.3 Envolventes convexas del producto de dos funciones..........cccccceeccvnnnennnnnnnennnnn, 19
2.5.4 Envolvente convexa de una funcién univariada arbitraria..............ccccocveeiininens. 20
2.5.5 Subestimaciones de una funcion bilineal..............ccciiiiiiiii 22
2.5.6 Subestimaciones de una funcidn fraccionaria..............cccccceiiiiiiiiii e, 24
2.5.6.1 Subestimaciones lineales segin McCormickK............cccccevrveeeiiinciiiiieeee e 24
2.5.6.2 Subestimaciones segun Quesada y Grossmann ...........ccccceverviiereennneeeennnnen. 24

2.5.6.3 Comparacion entre las distintas estimaciones propuestas para términos
L= T e7 1o o F= T4 o 1= USSP 26
2.5.6.4 Subestimaciones segun Maranas y Floudas...........cccccoiiiiiiiiiiieiiiieeeee, 31

2.5.6.5 Subestimaciones alternativas de Zamora y Grossmann..........ccccceevvvvveeeinineenns 32



2.5.7 Subestimaciones para POIENCIAS. ..........eeiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 32

2.6 Reduccion de cotas y de la region factible en el proceso de ramificacion.............. 32
2.6.1 Reduccion de cotas usando optimizacion...............cccoeeeeeeiiee, 35
2.6.2 Test de reduccion de cotas propuesta por Ryoo y Sahinidis... .....ccccccooiiiiieeee.n. 36
2.7 ldeas centrales de algunos algoritmos para problemas no convexos .................... 41
2.7.1 Algoritmo de Ryoo y Sahinidis.........c.uueiiiiiiiiiiieiiee e 41
2.7.2 Algoritmo de Byrne y BOgIe ... 43
2.7.3 Algoritmo de Smith and Pantelides...........cc.oeeveeeeiiiiciii e 49
2.7.4 AIgoritmo OBB.......co oo 53
2.7.5 Algoritmo de optimizacién global GOP (Global OPtimization)..............cccccveeeee... 55
2.8 Cuadro resumen de algunos aspectos de los algoritmos comentados................... 74
el O7o] o (o] [0 11 (o] U= TP 75

Capitulo 3

Método de optimizacién global: “Improbe and Branch”

K 2 I [ 011 FoTo [0 et o PO PP PO PPPPPPUPPPN 76
3.2 Formulacion del MOAEI0............ooiiiiiiiie e 76
3.3 Problema Reformulado: RP...... ..o 77
K =T F= = Tor (o] W oo 0 V7 USSP 79
3.5 Problema prinCipal.........c.ooo i 82
3.6 RAMIfICACION. ...ttt 86
3.7 Pasos del AlGOTMO. ... .. 88
KRS 0010 V=T o =] o o7 - TR PUUR 90
3.9 ReduCCiON A& COaS.......uuiiiiiiiiii ettt 90
K 2 [0 B @7o] o Tod [V (o] o U= T TP 92
Capitulo 4

Método de optimizacién global: una variante de “Improve and Branch” con una forma
diferente de particion
4. INTFOAUCCION. ... .ot e e e e e e et e e e e e e e e e et b a e e e e e e eeeeeaaans 93

4.2 Variantes del algoritmo. .........ooiii e 93



4.3 Estrategias de reduccion de la region factible............cccccioiiii 97

4.4 Formulacién de nuevos algoritmos de optimizacion global usando una forma

diferente de partiCion ... 111
4. 4.1 INtrOAUCCION. ... 111
4.4.2 Lineamientos generales del algoritmo..............cooiiiiiiiiiiii e 111
4.4.3 Procedimiento para la particion de regiones............ccccevvveiiiiiiieeeee 112
4.4 .4 Consideraciones adicionales acerca de la reformulacion.............ccccccooiiiieeen. 121
4.4.5 Un resultado tEOMCO. ... e 122
4.4.6 Reglas de seleccion para la partiCion.............cceeevvveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee 127
R A O o] 1Y/ (o[- Lo - SRR 129
< e o o 11 oo J SRR 131
e B =T 0 ] o] (o F F PP 134
4.4.10 CONCIUSIONES. ......uiiiciiiiiieeee e e ettt e e e e e e e e e e e e e e et et et e e aeeeaaeeeesanrreneeaaeeeas 153

5. APENAICE. ... 155



Capitulo 1

Introduccion

Una gran variedad de problemas de toma de decisién que surgen de areas tan
diversas como las ciencias, ingenieria, economia, administracion entre otras, pueden
ser modelados matematicamente como problemas de optimizacidén restringidos. La
mejor decision en un contexto real es aquella que ademas de cumplir con todas las
condiciones impuestas y requeridas, optimiza un objetivo perseguido, es decir
maximiza o minimiza el criterio o los criterios sobre los que se elige tomar la decision.
Cuando queremos optimizar y modelar situaciones reales, surgen modelos
matematicos formulados mediante funciones de diversos tipos, lineales y no lineales.
Bajo condiciones de convexidad para las funciones existe una teoria robusta que
garantiza la solucion global de los problemas. En el area de ingenieria, por ejemplo,
muchos disefios de procesos, planificacion de produccién, tareas y problemas
operacionales se encuentran con frecuencia funciones no convexas, dando lugar a
problemas de programacion no lineal NLP (Nonlinear Programming Problems) y
problemas de programaciéon no lineal entero mixto MINLP (Mixed Integer Nonlinear
Programming Problems) dependiendo de la naturaleza de las variables. Las técnicas
de optimizacién convexa aplicadas a estos problemas no convexos no garantizan el
optimo global del problema, por lo que son motivo de estudio, conocido como
optimizacion global. El interés reciente en esta area si bien ha producido grandes
progresos, no es suficiente y se considera la existencia de un importante campo de
investigacion. Grossmann y Biegler®® exponen que la investigacion en optimizacion
global comienza a crecer rapidamente a partir de 1991 cuando se publica el Journal of
Global Optimization.

En esta tesis se estudian las caracteristicas generales de los algoritmos
deterministicos de Ramificacion y Acotamiento (Branch and Bound) desarrollados para
modelos no convexos, estudiando su problematica en algunas de las técnicas
propuestas en el area de optimizacion global. Finalmente se realiza una reformulacion
del método “Improve and Branch” desarrollado por Marcovecchio, Bergamini y
Aguirre®™, algoritmo deterministico de tipo ramificar y optimizar al que se le
implementan reduccion de cotas y restricciones de reduccion de la region factible.

En la introduccion se presenta una revision del estado del arte del area de

optimizacion global deterministica y clasificacion de los algoritmos existentes. En el



capitulo 2 se exponen aspectos generales de algoritmos deterministicos de tipo
ramificar y acotar, las caracteristicas que desarrollan en optimizacion global y
lineamientos generales de algunos trabajos valiosos en la investigacion del area, entre
otros se estudia el algoritmo GOP, Global Optimization desarrollado por Floudas y
otros. Ademas se estudian las diferentes subestimaciones de funciones no convexas
usadas con mayor frecuencia en los algoritmos. En el capitulo 3 se presenta el
algoritmo “Improve and Branch” y en el capitulo 4 se proponen cambios al mismo en
busca de otras nuevas propuestas para resolver problemas no convexos. Finalmente
se encuentra un apéndice con las definiciones mas importantes necesarias para la

lectura de este trabajo.

1.1 Formulacién general de problemas de programacion matematica

La forma general de un problema de optimizacion se puede enunciar como sigue:

Dadas las funciones f, g,, ‘R" >R para i=1..m j=1..p.

Encontrar los valores de las variables x,...,x, tales que dan solucion al problema:

Minimizar f/(x)

Sujeto a: g,(x) <0 i=1..,m (1.1)
h_/.(x)zo j=1..p
xeXcR"

donde x = (xl,..., xn) es el vector de variables de decision definidas en X < R”.

El modelo estd definido por f que es la funcion objetivo a optimizar, tiene m
restricciones de desigualdad g;, y p restricciones de igualdad #; .

Todo problema en el cual una o mas de las funciones que intervienen en el modelo f,
gi Y hj son funciones no lineales, define un problema de programacién no lineal NLP
(Nonlinear Programming). Si ademas en el modelo se combinan variables continuas
con algunas variables enteras o binarias, define un problema de programacién no
lineal entero mixto MINLP (Mixed Integer Nonlinear Programming) y su forma general
es:



Minimizar f(x,y)
Sujeto a: gi(x,y)SO i=1...m 1.2)

hj(x,y)=0 j=L...p
xeXgERl,yeZ"’l

donde f, g, h. :R" >R para i=L..m j=l..p

i
Si todas las variables son enteras y/o binarias el modelo es entero puro.

La region factible de un modelo es un subconjunto de R" formado por todos los
vectores x que satisfacen simultdneamente todas las restricciones del problema, a
estos puntos se los llama puntos o soluciones factibles. Si no existen puntos que
cumplan con todas las restricciones a la vez el problema resulta infactible.

Encontrar la solucion al modelo significa hallar el valor de las variables de decision

x= (xl,...,xn) factible para el problema y que dan el menor valor a la funcion objetivo

f

Dentro de los NLP existe una clasificacion en problemas diferenciables y no
diferenciables, segun la naturaleza de las funciones que lo definen. Buscar extremos
de una funcion diferenciable definida en un intervalo implica hallar puntos donde el
gradiente de la funcién es cero o en los extremos del intervalo de definicion. No asi en
funciones que no son diferenciables en todo su dominio de definicion, como por
ejemplo la funcion valor absoluto, que tiene un minimo en x=0y sin embargo la funcion

no es diferenciable (Ver Figura 1.1).

f(x)

X4 X2 X3 Xa b x

x

Figura 1.1 a) Figura 1.1 b)

Figura 1.1 a) Funcion diferenciable con f '(x)=0 en X1 ,X2 , X3 Y X4, X2 Y X4 Minimos
globales; x3 un maximos local y x4 y la cota superior b maximos globales.

Figura 1.1 b) Funcién no diferenciable con x= 0 minimo global.



Otra clasificacién basada en la naturaleza de las funciones surge de estudiar si son
convexas 0 no. Los resultados tedricos de programaciéon no lineal para NLP soélo
garantizan hallar al minimo global cuando el problema es convexo, es decir cuando
todas las funciones que lo conforman son funciones convexas para restricciones de
menor o igual y funcién objetivo, y lineales para igualdades (condiciones que luego se
veran mas relajadas). Como se muestra en la Figura 1.2 (b), para buscar el minimo de
una funcién convexa no restringida, la condicién que el gradiente en un punto es cero
es suficiente para asegurar que dicho punto es un 6ptimo global, no asi en funciones

que no son ni concavas ni convexas Figura 1.2 (a).

X1 X2 X3 b X4 X

Figura 1.2 a) funcidn no convexa Figura 1.2 b) funcion convexa

Aplicar un método de optimizacién convexa a un problema no convexo, por si solo no
garantiza la llegada al éptimo y la solucion local calculada depende del punto de
comienzo requerido.

Si el modelo es no convexo, es decir al menos una funcion del modelo es no convexa,
un algoritmo de optimizacion local permite hallar una solucién que provee una cota
superior del valor objetivo 6ptimo. Los métodos de optimizacion local se utilizan en
aplicaciones donde se requiere una buena solucion, no la mejor, por ejemplo en
problemas de disefio en ingenieria donde se necesita mejorar una propuesta conocida
o utilizada hasta el momento.

Si el problema tiene una funcion objetivo no convexa puede tener minimos locales
multiples, y no necesariamente corresponden a extremos de la region factible. Si el
problema tiene una regién factible no convexa, estamos en la misma situacion,

encontrar una solucion global o establecer si un punto hallado es una solucién global



puede ser una tarea compleja. Es un &rea de investigacidon conocida como
optimizacion global en busca de mejores propuestas aun.
En el campo de optimizacion global se tratan problemas con optimos globales

multiples.

1.2 Optimizacién convexa

Cuando en un NLP de la forma (1.1) las funciones tienen una estructura particular,

puede hallarse la solucién del mismo usando técnicas de optimizacién convexa.
1.2.1 Condiciones necesarias y suficientes para un problema convexo

La teoria clasica de programacion no lineal convexa establece condiciones necesarias

y suficientes de éptimo global desarrolladas por Karush- Kuhn-Tucker®

Teorema 1.2.1.1:

Condicién necesaria de 6ptimo local de Karush- Kuhn — Tucker (KKT)

Sean f, g, hj R" >R ,i=1..,m, j=1..,p que definen el problema (1.1). Sea
x" una solucion factible del problema y a partir de la cual se puede construir un
conjunto Iz{i;gi(x*)=0}. Supongamos que f,gi(x*)paraiel son funciones
diferenciables en x°, gi(x*) para i¢/ continuas en x" y h,j=1..p
continuamente diferenciables en x". Si los vectores Vgi(x*) parai ely th(x*) v

son linealmente independientes y x* es un minimo local de (1.1) luego

Elxl.*,vj*, i=1.my j=1...p [

1

Vf(x*) + YA -Vgl.(x*)+ Zp:vj* ~Vh,.(x*) =0

iel

A5 >0 iel

1

Si ademas para g, (x) para i¢ [ son funciones diferenciables, luego las condiciones

pueden escribirse equivalentemente:



De aqui se seleccionan todos los puntos factibles donde el gradiente de la funcion
objetivo en el punto puede escribirse como combinacién lineal de los gradientes de las
restricciones que son activas en él. Esta condicién necesaria provee un conjunto de

puntos que contiene la solucién del problema.

A
Curvas de nivel de f _|_

Vg

< K
Regién factible

v
Figura 1.4: llustracion de las condiciones de (KKT) para un NLP con una restriccién de

desigualdad g y dos variables.

Teorema 1.2.1.2:

Condiciéon suficiente de 6ptimo global de Karush- Kuhn — Tucker para un problema
(1.1).
Sea x* una solucion factible para un NLP de la forma (1.1) que cumple con la

condicién necesaria de Karush- Kuhn — Tucker, Sean los conjuntos J = {j:vj*> 0} y
K= {j:vj*< O}. Si la funcién objetivo f es pseudoconvexa en x°, las

icci |\x*) para ieI cuasiconvexas en x", las restricciones de igualdad
restricciones g,



h; parajeJson cuasiconvexas en x'y h; para je Kson cuasicdncavas en

x"“entonces x* es una solucién optima global para (1.1).

(Ver definiciones en el apéndice)

Si bien para garantizar optimalidad global es posible adoptar condiciones sobre las

funciones tales como f, g, convexa y #h, lineales; este teorema trabaja mas

cuidadosamente relajando las mismas, logrando asi una herramienta mas poderosa
que permite asegurar las condiciones suficientes para una mayor cantidad de
problemas.

Las condiciones necesarias implican resolver un sistema de igualdades vy
desigualdades no lineales, tarea no muy sencilla y de la que se obtienen una cantidad
de puntos que, si bien entre ellos esta la solucidon del problema, los restantes son
puntos calculados y posteriormente desechados. Luego las condiciones de Karush-
Kuhn — Tucker proveen un marco tedrico importante para el desarrollo de algoritmos

para problemas convexos.
1.2.2 Algoritmos para NLP convexos

Los algoritmos de programacion matematica para NLP convexos utilizan los resultados
de la teoria clasica de la seccion anterior para garantizar la llegada a la solucion
6ptima con una precision deseada.

Existe una gran variedad de métodos desarrollados, uno de los métodos mas
difundidos para resolver NLP convexos es el Método del Gradiente Reducido
Generalizado (GRG), que mediante expansiones de Taylor alrededor de un punto
factible, realiza linealizaciones de las restricciones de igualdad no lineales. Estas
linealizaciones forman un sistema de ecuaciones que, mediante la descomposicién de
variables en dependientes e independientes, permite trabajar el problema en un
espacio de dimension reducida. En el espacio reducido se calcula un vector llamado
gradiente reducido. A partir del gradiente reducido se calcula una direccion de
busqueda que tiene la propiedad de ser una direccién de mejora pero que resulta no
factible. EI método en cada iteracion se mueve a lo largo de la direccion construida y
debe recuperar factibilidad usando el método de Newton. Existen diferentes
implementaciones de GRG, entre ellas el sistema GAMS dispone de MINOS,
CONOPT y CONOPT2 (Brooke, Kendrick, Meeraus,& Raman, 1998) ®



Otras técnicas de resolucion se basan en Programacién cuadratica sucesiva, (SQP), y
su implementacion en GAMS se llama SNOPT (Gill, Murray, Saunders y Drud, 2002).

Las condiciones de Karush- Kuhn — Tucker se satisfacen soélo localmente en un
problema donde la falta de convexidad no permite verificar la condicion suficiente,
luego es necesario buscar diferentes procedimientos para hallar la solucion global de

estos problemas.

1.3  Optimizacion global

1.3.1 Clasificacion de las técnicas

Las técnicas de optimizacion global se pueden clasificar en estocasticas y
deterministicas. Las técnicas estocasticas emplean algunos elementos de aleatoriedad
en su investigacion y consecuentemente se basan en argumentos estadisticos para
asegurar convergencia al éptimo global, como las estrategias basadas en clustering o
algoritmos de evolucién genética.

Los métodos deterministicos trabajan el problema desde un punto de vista
matematico, garantizando rigurosamente la llegada al 6ptimo global dentro de una
tolerancia prefijada. Sin embargo la mayoria de estos métodos requieren de alguna
suposicion en la forma de la funcion objetivo y las restricciones del modelo.

Estos métodos incluyen:

e Métodos Lipschizianos

e Métodos de ramificar y acotar

¢ Métodos de plano de corte

e Métodos de diferencias de funciones DC

¢ Métodos de aproximacion exterior

e Métodos primal dual

e Métodos de reformulacion-linealizacion

e Métodos de intervalos

La optimizacién global rigurosa se puede aplicar cuando los problemas tienen una

estructura especial, como por ejemplo términos continuos, con funciones bilineales,

fraccionarias lineales y cédncavas separables®.



Las técnicas de optimizacion global, a partir de un problema no convexo usan
subestimaciones o envolventes convexas para formular y resolver problemas MINLP
convexos. En particular los algoritmos de ramificar y acotar espaciales dividen la
region factible en subregiones que permiten la generacién de cotas inferiores vy
superiores que se van aproximando (Floudas, 2000"”); Quesada & Grossmann 1995%°):
Ryoo & Sahinidis 1995 *7)

1.3.2 Desarrollo en el area

Existen numerosos trabajos que plantean algoritmos deterministicos para resolver
problemas no convexos que llegan a la solucion para algunos problemas test en forma
eficiente, pero en otros requieren de un importante esfuerzo computacional.

Dentro de los problemas no convexos se pueden clasificar en NLP con todas las
variables continuas, y MINLP problemas con variables continuas y variables binarias.
Para problemas NLP Floudas y Visweswaran (1990)"® presentaron una
descomposicién primal-dual, basada en la descomposicion generalizada de Benders,
dando origen al método GOP, Global OPtimization.

Sahinidis®™, Ryoo y Sahinidis (1995)*” usaron subestimaciones convexas Yy
restricciones de reduccion de intervalo en un gran nimero de problemas de ingenieria.
El trabajo lo contintan Tawarmalani Sahinidis (2000)®*2% implementado en el
algoritmo conocido bajo el nombre de BARON®?. Su implementacion fue premiada en
Agosto 2006 por Mathematical Programming Society con “The Beale-Orchard-Hays
Prize” por la eficiencia y el desarrollo en nuevos métodos en programacion matematica
computacional

Adjiman, Androulakis, Maranas and Floudas (1996, 1998)(" presentaron un método
para funciones dos veces diferenciables, el método alphaBB, basado en una estrategia
de ramificar y acotar sobre variables continuas y discretas, usando subestimaciones
convexas

Smith y Pantelides (1996, 1999)? presentaron un algoritmo para transformar
conjuntos de restricciones no lineales en un conjunto de restricciones con términos
simples no lineales manejados por un algoritmo de tipo ramificar y acotar especial para
resolver problemas de programacion no lineal enteros mixtos no convexos MINLP.
Quesada y Grossmann (1995)° desarrollaron subestimaciones convexas para

resolver una clase de problemas de transporte de masa bilineales y problemas de



sintesis de intercambiadores de calor y mas recientemente trabajaron en problemas
mas generales.

Lee y Grossmann (2001)® plantearon un método de ramificar y acotar en dos niveles
para resolver problemas de programacién disyuntiva no convexos.

Marcovecchio, Bergamini y Aguirrre (2005)*Y han desarrollado una nueva propuesta
para resolver problemas de programacion no convexa NLP con una estructura de
ramificacion y reduccion de rango.

La mayoria de los algoritmos de tipo ramificar y acotar existentes, tienen ejes de
desarrollo comunes.

e Proponen técnicas de resoluciéon de problemas de optimizacion con una estructura
especial en las funciones que lo definen y generalmente presentan estrategias
algebraicas utiles para transformar funciones generales en la forma requerida.

e Transforman el problema realizando subestimaciones y sobreestimaciones de la
funcion objetivo y la regiodn factible para trabajar sobre un problema de optimizacion
convexo cuya region factible contiene a la region factible del problema inicial y a partir
de su solucion inferir resultados de la solucion del mismo.

e Se realizan particiones de la region factible sobre las que se repite el proceso de
estimacion logrando que dichas estimaciones sean cada vez mas ajustadas a las
funciones iniciales y por lo tanto una mejor aproximacion a la solucion.

e Si se trabajan con particiones de la region factible, para garantizar la solucién
Optima global buscada es necesario una busqueda exhaustiva en todas las
subregiones obtenidas de particiones generadas por el método.

e Para acelerar el proceso del punto anterior algunos algoritmos implementan reglas
de reduccion de la regién factible, tanto en reducciéon de rango de variables como

ajuste en las restricciones.

1.4 Objetivos de la tesis

En esta tesis se presentan las ideas centrales de algunos algoritmos deterministicos
para resolver problemas no convexos, estudiando las distintas estrategias seguidas en
busca de dar solucion a las dificultades propias de los algoritmos del tipo ramificar y
acotar. Dentro del alcance de este trabajo se incluye un estudio de dos factores
importantes y determinantes en la convergencia de estos algoritmos:

a) El nivel de falta de convexidad de un problema impacta directamente en la
convergencia de los algoritmos, luego resulta importante un estudio de la calidad de

las estimaciones convexas utilizadas para aproximar funciones no convexas.
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b) Un inconveniente que presentan los algoritmos de tipo ramificar y acotar, es la
cantidad de problemas que generan las particiones y que se deben resolver para
garantizar que una solucion hallada es una solucidon global del problema. Con
frecuencia, el esfuerzo es mayor en garantizar la globalidad de la misma que en
calcularla. Una forma de disminuir esta situacion es reducir la region factible de cada
subproblema planteado o detectar situaciones de infactibilidad.

Las sucesivas particiones de la regién factible, producen subregiones donde en cada
una de ellas, se particiona el rango de variaciéon de una variable en particular. Si bien
los rangos de variacion iniciales de las otras variables son validos, éstos no son los
mas ajustados a la nueva subregién y por lo tanto no son los mas convenientes para
utilizar en los calculos siguientes. El estudio de estrategias para dar solucion a estas
cuestiones, es motivo de preocupacion de los investigadores en el area. Un objetivo de
este trabajo es analizar las propuestas existentes.

En particular se estudia un algoritmo desarrollado recientemente por Marcovecchio,
Bergamini y Aguirrre ™ que permite dar solucién a problemas NLP no convexos con
resultados satisfactorios en los problemas test presentados en el trabajo. Se prueban
algunas variantes en el proceso de reduccién de cotas en problemas test ya
estudiados por otros autores.

Se presenta ademas una variante de este algoritmo donde se adoptan las
reformulaciones del problema, implementando una forma diferente en el proceso de

particion. Para evaluarlo se utilizan y presentan aqui algunos de los problemas test.
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Capitulo 2

Técnicas de optimizacion global: ramificar y acotar (Branch and Bound)

2.1 Introduccion

Dentro de las técnicas de optimizacion global deterministicas, se incluyen los
algoritmos de ramificar y acotar. Estos métodos generan cotas superiores e inferiores
del valor de la funcion obijetivo, las cuales se van aproximando entre si. Para lograr
este proceso la region factible se va subdividiendo y se eliminan subregiones teniendo
en cuenta la factibilidad y optimalidad del problema. En esta seccion se dan ideas
generales de estas técnicas y se estudian algunas implementaciones particulares.

Los métodos estudiados utilizan relajaciones de la region factible del problema que
requieren del manejo de subestimaciones de las funciones intervinientes en el modelo.
Se estudian diferentes propuestas presentadas en la bibliografia y se demuestran
cuales subestimaciones son mas ajustadas y por lo tanto mas convenientes de usar en
las reformulaciones. Se prueban ademas, condiciones que garantizan el 6ptimo global

bajo estructuras particulares de algunos problemas de optimizacién no convexos.
2.2 Ideas generales de los algoritmos de ramificar y acotar

Los algoritmos del tipo ramificar y acotar se representan con una estructura de arbol.
Se comienza con la resolucion de un problema relajado que representa el nodo raiz. El
problema relajado consiste en una sobreestimacion de la region factible y una
subestimacion de la funcién objetivo en el caso de minimo del problema original. Si la
solucion optima del problema relajado es factible para el problema original, es la
solucion 6ptima buscada. De no ser asi, el valor objetivo asociado es una cota inferior
del valor objetivo dptimo de un problema de minimizacién y comienza el proceso de
ramificacion a partir de la definicién de un criterio.
El proceso de ramificacién sigue un criterio para particionar la regién factible en
subregiones. Para cada subregion se define un subproblema que debe resolverse y
representa un nodo del arbol. La ramificacion se trunca en un nodo, generalmente, por
tres situaciones posibles:
e La solucién del subproblema que lo representa es solucidon factible del
problema inicial, y por lo tanto proporciona una cota superior para la solucién

6ptima buscada.

12



e El subproblema es infactible.

e La solucidon del subproblema que lo representa tiene asociado un valor objetivo
mayor (para un problema de minimizaciéon) que el de una cota superior
obtenida hasta el momento.

Para cualquiera de las tres situaciones anteriores se dice que el nodo esta agotado.

El primer punto concreta el paso de acotamiento del valor objetivo y el ultimo punto
implica una eliminacion implicita de soluciones factibles con peores valores objetivos al
logrado hasta el momento.

El desarrollo del arbol puede obtenerse a lo largo o a lo ancho segun el orden en que
se realizan las ramificaciones, por ejemplo, priorizando el orden de aparicion de los
nodos; o ramificando sobre el Ultimo nodo que se ramificd, conocido como LIFO (last
in, first out). El proceso termina cuando todos los nodos estan agotados y no es
posible ramificar mas, o cuando la diferencia entre la cota inferior y superior del valor

objetivo es menor que una tolerancia prefijada.
2.3 Relajacién de un problema no convexo

Dado un problema de la forma:

Minimizan f(xy,...,x,) (2.1)
0

Sujeto a: g,(x;,...,x,) < i=L.om x=(x,..x,)e X CR"

Con frecuencia los algoritmos de resolucién requieren al problema de optimizacién en
diferentes reformulaciones. Las reformulaciones se generan a partir de alguna
propiedad matematica estructural especial, por ejemplo la forma estandar para los

problemas lineales.

Definicion 2.3.1: Una reformulacion es exacta si la soluciéon global del problema
original se puede inferir de su reformulacion directamente o a través de un ndmero
finito de pasos. Una reformulacion que no es exacta se llama relajacion del problema.

Una relajacion para un problema no convexo es:

Minimizan f(x,,...,x, ) (2.2)

Sujeto a: g_,.(xl,...,xn)so i=l..m xeX
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Donde 7g_l son funciones convexas que aproximan las funciones del modelo
original, tal que RF (2.1) cRF(2.2) y 7(x) <f(x) VxelX.

La relajacion de un problema no convexo se obtiene convexificando la region factible
original, esto es, se reemplazan las funciones no convexas por subestimaciones
convexas de las mismas. Este procedimiento construye una regién convexa mayor que
contiene a la region factible original. Ademas, en el caso de no ser convexa la funcion
objetivo, ésta se subestima por una funciéon convexa, obteniendo una funcién que es
menor punto a punto que la funcidn objetivo original. Por lo tanto la solucion de este

problema relajado subestima la solucion global buscada. Mas formalmente:

Afirmacion: Dado un problema no convexo de la forma (2.1) y una relajacién convexa

(2.2) con x* y x las soluciones Ooptimas respectivamente. Luego se
cumple 7 (x) < f(x*) proporcionando una cota inferior del valor objetivo éptimo global.

Demostracion: RF (2.1) < RF(2.2) entonces se cumple que sy f(X)< Min /()

XeRF (2.2) XxeRF (2.1)

Ademas como 7(x)£f(x) Vxe X luego pin f(x)< Min /(%)

XeRF(2.2) XeRF(2.2)

Uniendo ambas desigualdades f(x)= pin f()< Min f(*) = £(x*)

xeRF(2.2) xeRF(2.1)

Para un NLP no convexo diferentes relajaciones convexas de las funciones que lo
definen proveen diferentes problemas relajados. En la seccidon 2.7 se detallan
algoritmos con diferentes relajaciones propuesta para un problema de programacion
global, usando reformulaciones convexas, lineales, funciones DC, entre otras vy
reformulaciones iniciales al problema que usan el concepto de separabilidad y
requieren del agregado de variables y restricciones. El problema relajado puede
resolverse por técnicas para problemas convexos y asi su valor objetivo asociado a su
solucion permite generar una cota inferior del minimo global buscado.

En un proceso de relajacion se pueden agregar variables para redefinir términos que
intervienen en las funciones, requiriendo ademas la incorporacién de restricciones,
luego el problema relajado puede resultar un problema de mayor dimension que el
original en cuanto a numero de variables y nimero de restricciones. La region factible
de este nuevo problema proyectada sobre las variables originales debe resultar una
region que cumpla con las propiedades antes mencionadas, es decir, convexa y que

contenga a la region original.
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2.4. Ramificar y acotar en optimizacion global

Siguiendo un procedimiento particular para generar el problema relajado de la seccién
anterior, se obtiene un problema convexo al que, como ya se dijo, se le puede hallar
su solucién 6ptima global y cuyo valor objetivo es una cota inferior del minimo global
buscado. Si la solucidon éptima es una solucion factible del problema original, y aun se
esta trabajando con la region sin particionar, entonces se tiene la solucion optima
global. Soluciones del problema original obtenidas por alguna técnica local
proporcionan una cota superior de la solucion global del NLP no convexo (6ptimo
local). Cuando las cotas superior e inferior estan lo suficientemente proximas, el
algoritmo termina. Si no, se subdivide la region factible en dos o mas partes y en cada
una de ellas se plantean nuevos problemas relajados. Estos problemas permiten
aproximaciones cada vez mas precisas para las funciones que la definen.

La siguiente figura muestra una funcién objetivo no convexa y una subestimacion
convexa definida en la region inicial Ro. El minimo de la relajacion, en este ejemplo,
no coincide con el minimo global buscado, pero proporciona una cota inferior, ademas

de generar una particion de la region factible.

Una particion genera dos nuevas subregiones R, #Jy R, #J talque R, = R UR,

y cuyo unico punto de interseccion es el punto que la produce.
En cada subregién puede repetirse el proceso de subestimar a f, logrando
subestimaciones de los nuevos problemas relajados mas ajustadas a la funcion

original (figura 2.1)

A
f(x)
subestimaciones siguientes de f
subestimacion inicial de f

| | —>

< — > <« — >

Subregion 1 Subregion 2

< >

Region inicial

Figura 2.1: funcion no convexa y sus subestimaciones.
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Este procedimiento genera un arbol de busqueda cuyos nodos son los subproblemas
relajados convexos. La ramificacion se trunca cuando la solucion de un subproblema
tiene un valor objetivo mayor que la ultima cota superior o el subproblema resulta
infactible. En todo otro caso, se debe estudiar los subproblemas generados por las
particiones, resultando un proceso extenso aunque necesario para garantizar que el
punto finalmente seleccionado es un optimo global del problema. El agregado de
reduccion de las cotas de las variables y reduccion de la region factible optimiza el

procedimiento, reduciéndose la secuencia de particion y busqueda.

2.5 Envolventes convexas y Subestimaciones

Como ya se dijo, una estrategia utilizada para resolver problemas no convexos, es
reemplazar las funciones no convexas por subestimaciones y sobreestimaciones
convexas, obteniendo un problema relajado convexo asociado. Cuando las
subestimaciones que se usan son mas ajustadas, es decir que su diferencia punto a
punto con la funcién original es mas pequefia, el problema relajado estara mas
préximo al problema original y por lo tanto encontrar la solucién deseada es una tarea
menos costosa.

La idea de mejor subestimacion o subestimacion mas ajustada se formaliza en la

definiciéon de envolvente convexa que se da en la siguiente seccion.

2.5.1 Envolventes convexas'”

Definicion 2.5.1: sea f una funcién semicontinua inferior definida sobre un conjunto
convexo no vacio Sc R". Luego la envolvente convexa de f{x) sobre S es una funcién
#(X) que satisface:

i) #(X) es una funcion convexa sobre S.

i) p(x) < fix) VxeS

iii) Si h(x) es una funcién convexa definida sobre S tal que A(x) < f(x) VxeS luego
h(x) <P(X) VxeSs§ .

La envolvente convexa de una funcion representa la mejor subestimacion convexa
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Teorema 2.5.1:

Sea f una funcién semicontinua definida sobre un conjunto convexo compacto no

vacio Sc R".y sea ¢(X) la envolvente convexa de f{x) sobre S luego

minxeS f(X) = minxeS ¢(X)

Si bien el resultado anterior es de suma importancia, hallar la envolvente convexa de
una funciéon generalmente es una tarea compleja. Situaciones particulares sobre la
region factible hacen posible el calculo de dicha funcidon convexa de manera mas

sencilla que se detallan a continuacion.
2.5.2 Envolventes convexas de una funcién concava

Teorema 2.5.2:

Sea f(x) una funcion céncava definida sobre un politopo P acotado, sean v,,...,v,, los
vértices del politopo. Luego la envolvente convexa ¢(x) de la funcion concava f{x)

sobre el politopo P se puede obtener resolviendo el siguiente problema:

#)=min Y4/ (v)
i=1

suj.a:iﬂivi:x
i=1
I
i=1
A=(4,..4,)20

Demostracion:

Otra forma de caracterizar analiticamente la envolvente convexa es usando la nocion

de cépsula convexa y epigrafo de una funcién. Si f'es una funcién arbitraria

Envolvente convexa (f{x))= inf{ u/ (x, ) e capsula convexa(epi(f))} (2.3)
Sea P el politopo con vértices v;,...,v,, , para cada

xeP luego3 4/ x:iﬂwi iﬂiﬂ A=A, )20
i=1

i=1
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(x, 1) € capsula convexa(epi( f)) siy solo si

(X, 2) = 24V 1) + o4 A (V0 4,,) [Z&V.,ZM] con Zzﬂ A=Ay 2y )20y

(Vi1 € epifh) = {(x, 1) € PxR | f(x)<u} luego se verifica fiv,) < 1,
Z/lif("i) Szﬂ’i/ui
i=1 i=1
x):inf{Z/lif(vi) /x:Z/li vl} Como fes concava definida en un conjunto acotado
= i=1

alcanza su minimo ]

Teorema 2.5.3:
Sea f(x) una funcidn concava definida sobre un simplex S, y los vértices del simplex

v . . Luego la envolvente convexa ¢(x) de la funcién concava f(x) sobre el

1V
simplex S es la funcién afin ¢(x)= c'x+b donde los vectores ¢, b estan
univocamente  determinados por el sistema de  ecuaciones lineal
fv.)=c"v.+b i=1.,n.

Demostracion:

Sea S simplex cuyos vértices v,,..,v, son afinmente independientes. Por el
Teorema 2.5.2 tomando 4 =1, fv,)=¢(,) i=1,.,n

Para todo otro punto que no es vértice si xe S luego

Al x:i&vi Zn:m=1 A=A d, )20
i=1 i=1

n n
¢(X)=minzﬂ1(ctv,-+b)=ctz/1ivl.+b:ctx+b o
= i=1

La envolvente convexa de una funcién céncava univariada f{x) sobre [xL,xU] es la
linealizacién definida a través de los puntos extremos. Aplicando el teorema anterior
foxt )= c"x" +b

fo¥ )= "xY +b

CT f(x ) f(x b f( ) f(x ) f(x) L

)C —x —X

los vectores ¢, b son solucién del sistema: {
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resulta: fix" )+

S ) »
-X

2.5.3 Envolventes convexas del producto de dos funciones

Teorema 2.5.3.1:
Sean f: [xL,xU]—>SR y g [yL,yU]—>SR funciones univariadas continuamente

diferenciables dos veces y

Iey) = max i g+ o f)- 1rgh oV g+ o i) - fUg" |

Donde f* es el infimo de la funcién f en su dominio de definicion, 1Y es el supremo

L

de la funcién f en su dominio de definiciéon, g“ es el infimo de la funcion g en su

dominio de definicion, y g es el supremo de la funcion g en su dominio de

definicion. o(f“gm). o@" 10)).0(f 2(), y 0" fix)) son las envolventes convexas de

las funciones univariadas f“g(v), g" f(x).f " g(v). v g" f{x) respectivamente. Luego

se tiene:

i) I(x,y)es una funcién convexa, V (x,y) € [xL,xU]x [yL,yU]

i) (g0 2y V) e [ [

i) si g"fix), ¥ fx) y fre().f" g(v) son funciones céncavas en [xL,xU] y [yL,yU]
respectivamente, f y g funciones monoétonas. Luego [(x,y) = o(f(x)g(v))

YV (xy) € [xL,xU]x [yL,yU] es la envolvente convexa de f(x)g().

Ejemplo 2.5.3.1: sea h(x,y):f(x)g(y):xl, (x,) e [xL,xU]x [yL,yU] con xV <0,yY >0
y

f y g son funciones univariadas continuamente diferenciables dos veces.

. . £ U U
f es creciente luego alcanza su minimoen f* =x* |y sumaximoen [~ =x .

. . 1 . 1
g es decreciente luego alcanza su minimoen g* = — ¥ sumaximo en g¥ = — -

Y

g" fix) = LU y g¥fix)= % son lineales y por lo tanto convexas.
Y Y

Las envolventes convexas de las  funciones cdncavas univariadas

L U
X

flem)= " y fYe()= xy por (2.4) resultan respectivamente:
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L L L U U U

L _r X X U X X X
o(f g(y)):_yLyU y+yL+yU y (g f(X))=—Wy+yT+yT
Ji _ xL xL X XU XU X

(xy)= max NN ny*ﬂfyﬁ T y+*yU +*yL

este maximo de dos planos, segun el Teorema 2.5.3.1 es una subestimacion convexa

de h y (iii) asegura que es la subestimacion convexa mas ajustada de 4.

La misma funcién en un intervalo de definicion donde x* >0 e » >0 permite
construir una subestimacién convexa pero no garantiza que sea la envolvente de la
funcién ya que no cumple con la hipétesis que f“g().f"g(y) sean funciones

concavas.

Funcidnz=xfy y su subestimacion 1(x,y)

Figura 2.3: funcién z=x/y definida en (-5,0)x(0.2,5) y su envolvente convexa.

2.5.4 Envolvente convexa de una funcion univariada arbitraria

Sea f(x) una funcién dos veces diferenciable con partes concavas y partes convexas,
su envolvente convexa se puede construir calculando los puntos criticos de la funcion,
maximos, minimos y puntos de inflexion.

Si la funcién definida en un intervalo cambia de concava a convexa, la envolvente
convexa esta formada por una recta que pasa por el extremo inferior del intervalo x =x,

y un punto sobre la curva tal que la recta sea tangente a la misma:
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Sx)=

. El punto x; hallado es un punto donde f es convexa, la recta que

1)) — ftx,)
X1~ X
define esta por debajo de la curva de fy no la corta en ningun punto. La envolvente
convexa de f queda definida con la recta que conecta los puntos (xo,f(xo)) vy (x1,f(x1)) ¥y
a partir de él, la misma f que es convexa. Esta aproximacion se repite cada vez que
se esté en la misma situacion.

Si la funcidon cambia de convexa a concava, analogamente la funcion que subestima la
curva esta formada por un punto x; donde la pendiente es igual a £ y el extremo
superior x = x,, quedando la envolvente convexa formada primero por la curva f donde

es convexa hasta el punto x4 hallado, y luego por la recta que una los puntos (x4,f(x;))
y (x2f(x2)).

f(x)

>

Xo X1 X

Figura 2.2: ejemplo de una funcién ni céncava ni convexa con su envolvente convexa

f(xM

>

Figura 2.3: ejemplo de otra funcién arbitraria con su envolvente convexa.
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En funciones donde la funcién tiene un tramo convexo, luego céncavo y nuevamente
convexo la envolvente convexa se logra con un tramo de la curva f convexo, un

segmento de una recta soporte de fy nuevamente un tramo de curva de f convexo.

2.5.5 Subestimaciones de una funcion bilineal

Sea f: [xL,xU] X [yL,yU]g R> >R funcién bilineal f(x,y)= xy. McCormick (1976), Al
Khayyal y Falk (1983), mostraron que la envolvente convexa sobre su dominio se

obtiene agregando una nueva variable w que reemplaza a xy con la siguiente relacion:
w= max {xLy+ny—xLyL,ny+yUx—nyU} (2.5)

Define el maximo de dos hiperplanos, el primero coincide con el valor de la funcion

bilineal en los puntos ochyi )t yY) y Y. y") y el segundo en

" yY).x".y" )y (x*,yY ). Los hiperplanos se intersecan por lo tanto en (xU,yL) ,

L. L _ U_U U L
Xy —xy +y -
XL_XU xL_xU

(xL,yU) y en todo un segmento de recta y = x comprendido

en el hiperrectangulo [xL,xU]x [yL,yU] que corresponde a la diagonal de la misma.

La funcion maximo es una funcion lineal a trozos, no es diferenciable en todo punto, si
es convexa por ser el maximo de funciones convexas.
Androulakis et al. (1995) determinaron que la maxima distancia de separacion entre la

funcién bilineal y su subestimacion convexa se da en el punto medio del
hiperrectangulo [xL,xU]x [yL,yU]
Esta funcion maximo es no diferenciable en todo su dominio y con fines practicos la

condicion de maximo se relaja mediante dos desigualdades:

w>x"y+ yrxxtyt (2.6)

w2 ny + yUx-nyU

Estas desigualdades pueden derivarse teniendo en cuenta las restricciones de cotas

yr<y<yY y xF<x<x?
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Como x—-x">0 e 9" >0 se cumple que (x—x")(-y")=0, luego
xy —xy" —x'y+x"y* >0 despejando w=xy se obtiene la primer desigualdad.

Como x—-x“<0 e ypyp”"<0 se cumple que (x-x")p-y")=0, Iluego
xy—xyY —xYy+xYy" >0 despejando w=xy se obtiene la segunda desigualdad.

Una cota superior se puede considerar sobre w para una mejor aproximacion del

problema original McCormick (1976), con el agregado de dos desigualdades mas:

w<xYy+ yrxx¥yt (2.7)

w< xLy +yUx-xLyU

Que analogamente a las subestimaciones, se derivan de las desigualdades
x-x")y-v")<0y (x—x")y-yY) =0 respectivamente.
Estas estimaciones si bien son mas relajadas que su envolvente convexa, son muy

utilizadas por los algoritmos de la bibliografia por su nobleza.

Funcidn bilineal z=xy

Figura 2.4 : funcion bilineal f(x,y)= xy definida en (x,y) €(-55)x(-55)

Para términos bilineales, w = xy, Quesada y Grossmann (1995) propusieron

estimadores que dependen de las cotas de las variables en una region o subregion.
wh > min {xLyL,xLyU,nyL,nyU }

wY < max {xLyL,xLyU,nyL,nyU} (2.8)
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Estos estimadores son mas sencillos de manejar, pero aproximan de forma mucho

menos ajustada que lo propuesto por McCormick.

2.5.6 Subestimaciones de una funcion fraccionaria

2.5.6.1 Subestimaciones lineales segun McCormick

Sea f: [xL,xU] X [yL,yU]g R> >N funcion fraccionaria f(x,y)= x/y con y =0, se
pueden obtener estimaciones aplicando las subestimaciones y sobreestimaciones de

McCormick para términos bilineales a wy=x, con w= f(x,y) resultando:

xzwyZWLy+yLw-wLyL
x=wy2w’'y+ypYwnw"yp? (2.9)
xzwySWUy+yLw—waL

xzwySwLy+wa-wLyU

Para utilizar estas estimaciones lineales, es necesario calcular las cotas de w,
w"y wY que dependen de los signos de x e y segun los intervalos de definicion de la

region o subregion en que se esté trabajando.

2.5.6.2 Subestimaciones segun Quesada y Grossmann

Analogamente para términos fracciones w = x / y sobre el dominio [xL,xU] X [yL,yU]
con y#0, Quesada y Grossmann (1995) propusieron estimadores no lineales que

dependen de las cotas de las variables en una region o subregion.

U U
w2 T+ I (p
y oyt
L L
X X X
wx 42 g (2.10)
vy yoy
U U
we T4 2 (©)
y vy
L L
ws Z+ 22 (D)
y y
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Demostracion:
Las desigualdades se derivan de las subestimaciones convexas propuestas por Mc

Cormick para términos bilineales:

a)xy>xty+ylxxtyt
b) xy > x"y+pYxx¥ Y
c) xy<x’y+ylxxyt

d) xy <x*y+yYxx"y?

Para que w=x/y esté bien definido debe ser y #0, luego [yL,yU] es un intervalo
enteramente positivo o enteramente negativo, resultando yy* >0 e yyY >0.

Si en (a) se divide ambos lados de la desigualdad por yy*:

L L
LL > x_L c 2 reemplazando x/y por w y despejando w
y y oy vy
L X L
w< —+—-— que es la desigualdad (D)
y oy oy

X v X XU .
— 2 — +—-— reemplazando x/y por w y despejando w
y y y.oy
U U
w< oy LU-X—U que es la desigualdad (C)
y oy

Analogamente si en (c) se divide ambos lados de la desigualdad por yy” :

U

| =

U
x x :
y_L < —+ -7 reemplazando x/y por w y despejando w

<
< =

U
w2 x—+—L-x—L que es la desigualdad (A)
y oy

Si en (d) se divide ambos lados de la desigualdad por yyY :

L
X
< —

L
+ S reemplazando x/y por w y despejando w
¥

S

<
< | =

X
y_U
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L L

w> x_+iU_x_U que es la desigualdad (B)
yo oy oy
Todas estas estimaciones son validas sin importar si y* >0 o yY <0 0

Cada desigualdad tiene una parte lineal en x, una constante y otra hiperbdlica en vy.
Para obtener una subestimacion convexa, el término hiperbdlico evaluado en y debe
ser positivo, dependiendo de los signos de y y las cotas de x.

En el siguiente cuadro se presentan cuales subestimaciones son convexas y cuales no

para las diferentes situaciones sobre el signo de las variables:

Cotas y>0 y<0

convexo No convexo convexo No convexo
x" <0 (D) (B) (B) (D)
x">0 (B) (D) (D) (B)
xY <0 (C) (A) (A) (C)
xY >0 (A) (€) (C) (A)

La mayoria de los algoritmos propuestos en optimizacion global buscan
subestimaciones convexas para poder aplicar los resultados que provee la teoria de

programacién convexa.

2.5.6.3 Comparacion entre las distintas estimaciones propuestas para

términos fraccionarios

Se pueden comparar las estimaciones para términos fraccionarios propuestas por
Quesada y Grossmann y las obtenidas en (2.9)
Se va a demostrar que la estimacién propuesta por Quesada y Grossmann aproxima

de forma mas ajustada.

L U

. . . x
En ambas estimaciones se trabaja con las cotas de w: w" = — yw =

y y
Primero se busca la forma de las subestimaciones y sobreestimaciones de Mc.

Cornick a partir de las cotas de w. Para ello es necesario fijar una situaciéon de signo

para las variables, por ejemplo 0< y* <" y x* <xY <0.
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Si en las desigualdades (2.9) se despeja w resultan:

L

a) —W—Ly+LL+wL >w
Y Y
w X
b) ——y+—F+w’ 2w (2.11)
Y Y
U
c) —W—Ly+LL+wU <w
Y
wh X
L
d) -y—Uy+y—U+W <w

Luego reemplazando las cotas de w:

xL L
a)—Wy-l-y—L-i-—LZW
xY x xY
b) - ——y+—+—2w (2.12)
O}U)Z U yU
U U
X
C) - y+—+—=<w
b S S O
L L
d)-yLyUy+_U+_LSW
L L
Considerando (a) y (b) cuando w=—(nyjy+yiL+j}—L se cumple
x* x  xt xY x  x

-y <- y+—"+— trabajando la desigualdad
(0 S S 20 S S

U L
X

XX S0
7 G

algebraicamente para despejar y, sabiendo que

- yLyU(yL_yU) . nyU _yUxL
- O/I)ZXU—()}U)ZXL ()/L)Z.XU _()/U)ZXL ’
XU xL
como y"yY >0se obtiene reordenando: y < (y:_yu) —x+ yUU v -
e e
Y Y y Y
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luego w resulta de las sobreestimaciones lineales de McCormick y para los signos

propuestos en este caso.

U XL
L L LU UL
xLZy xL L Sin (yUy)Lx+ yUyL
We ") ny _yUL ny _yUL
- ywoot Wt (2.13)
U U
al y * X enotro caso
(yU)Z U U

Por otro lado para los signos propuestos sobre x e y, la sobrestimacién que resulta

U U
convexa de Quesada y Grossmann es (C): w< x_+iU_x_U
yo oy oy
xU X xU
Si se compara esta desigualdad con (b) ———y+—+—2w
(0 S S

Se puede demostrar que (C) aproxima de forma mas ajustada un término fraccionario

que (b), chequeando la desigualdad:

XU X XU XU X XU
—t T —t 7

<S————»
S S Y Tl S S

U U U

Simplificando y acomodando la expresion: X < ZXT—%y 0 equivalentemente
yo ooy 0)
U U U
—2x—U+ XU 5 y+x—£0
yoo0) y
U - 1 1 1
Para x” <0 se debe verificar: f(y)=-2—+-——y+—20
yoo0) y
Como 0<y<yY secumple que %S% y por lo tanto  f"(y) :%—% <0
o)y o)y

fresulta una funcion decreciente y como f(y") =0 se verifica que

f()=0 ¥ yelt, Y]
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Geométricamente se puede ver comparando el comportamiento de la hipérbola que
esta a la izquierda de la primer desigualdad planteada con la recta del otro lado de la
misma, ambas definidas para la variable y. Luego la estimacion no lineal aproxima al

término fraccionario de forma mas exacta que la aproximacion lineal para

xV Xt

L .U A

ye (yUy)LxJr yUyL
L X U L X U
i yT Yy yU_y yT

Si se compara la estimacion no lineal de Quesada y Grossmann dada por (D) y se
compara con (a) dada por McCormick, para demostrar que la estimacion no lineal es

mas ajustada que la lineal, se sigue la misma idea:

L L L L
X X X X
—t——— < ———y+—+— simplificando y ordenando:
A S 0 S S
xL xL L

Desigualdad que se puede demostrar trabajando y demostrando para la funcion

1 2
Zy_yTZO

_1i, 1
f(y)_ y+O/L)

! Zi Resulta f'(y):i—izo

(yL )2 yZ ()}L)Z yz
f resulta asi una funcion creciente y como  f(y*) =0 se verifica que

f()20 ¥ yelpt,yY]

Como 0<y'<y,

Nuevamente, mirando la primer desigualdad pedida su lado izquierdo es una hipérbola
cuya grafica esta en el cuarto cuadrante y tiene por encima la grafica de la recta del
lado derecho y ambas coinciden en el punto y =y . Asi para todo valor de y en su
intervalo de definicidn, las sobreestimaciones propuestas por Quesada y Grossmann

provocan menos errores al sobreestimar un término fraccionario.
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_ _ X X x
Para las subestimaciones no convexas (A) w2 —+—-— y
y oy y
xtox . Y ’
w> “—+——-— , se pueden comparar con (¢) -——y+—+—<wy (d)
y oy .y Yoy y
x* x xt .
-—— Y +— +— < w respectivamente.
Yy y
Comparando primero (A) con (c) se debe ver que:
xY x xY < xY xY d d lo mi b .
-—— V+—)+—< —+—--— reordenando es lo mismo probar que:

yy yo ¥ y oy y

xY XY XY

Yt ot s

Yy y Y y

U
Pero esta desigualdad es cierta ya que la hipérbola *  es una funcién céncava

y

cuya envolvente convexa es el segmento de recta definido por los puntos

xU xU U U U
(yL,ny) y (yU,y—U) cuya ecuacion es:  —

L_U L U’

yy yo ¥

Aplicando esta subestimacion al término en (A) y simplificando se obtiene:

+— se obtiene (c)

Por lo tanto la subestimacion no lineal es mejor que la lineal.

Ahora comparando (B) con (d) se debe probar que:

L L L L
X X

X
T Yt Tt ISt o

yy yoy oy y.y

L L L L
X X

L . X
Simplificando y ordenando es lo mismo ver que: - — oVt Tt s —

yy Y Y y



L
X .
El término — resulta céncavo, luego su envolvente convexa es el segmento de recta
y

L L L
X'y o x X
vttt o

0 S U

L L
definido por los puntos (yL,x—L) y (yU,x—U): -
y y

Por ser una subestimacion de la funcion resulta la desigualdad buscada y aplicando

L L
esta subestimacion al término en (B): w > iU— xL yU +x—L se obtiene (d)

y Yy Y

Queda asi demostrado para una situacion particular de signos de x e y que las
estimaciones de Quesada y Grossmann para términos fraccionarios son mejores que
las reformuladas por McCormick. El ejemplo 2.5.1 muestra que ninguna de las dos
subestimaciones es la envolvente convexa de la funcidon. Razonamientos analogos
pueden aplicarse para demostrar este resultado ante diferentes signos sobre las

variables.
2.5.6.4 Subestimaciones segun Maranas y Floudas

Maranas y Floudas (1995) proponen analogamente a lo realizado para términos
bilineales, para términos fraccionarios x/y sobre el dominio [xL,xU] X [yL,yU] con
y # 0, subestimarlos mediante el agregado de una nueva variable w y dos nuevas

restricciones que dependen del signo de la cota sobre x.

L L
i) w> —+LU—X—U si x* >0
y Wy
L L
iy w>S -2 T si x' <0 (2.14)
A
U U
iy w> T ST si x>0
y oty
U U
iv)wziL— xLyU+x—U si x¥ <0
ooyt oy

(i) y (iii) son subestimaciones ya propuestas por Quesada y Grossmann en (B) y (A)

que resultan convexas cuando y >0 por ser suma de términos convexos.
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(ii) y (iv) son las subestimaciones derivadas de aplicar McCormick cuando y >0 vy

xF<x¥ <0.

2.5.6.5 Subestimaciones alternativas para términos fraccionarios

Una subestimacion alternativa propuesta por Quesada y Grossmann (1998) (15) para
términos fraccionarios es la siguiente:
2
L_U
X L xHVxx (2.15)

y Y ixt +4/xY
2.5.7 Subestimaciones para potencias

En el caso de funciones univariadas que sean una potencia w = x" se pueden pensar

diferentes situaciones:

i) Sin es entero par, la funcién que define es convexa.

i) Sin es entero impar, la funcion que define es convexa para x>0 y concava para

x<0. Se puede realizar una relajacion convexa, lograda con una secante definida por

la cota inferior de x y un punto x>0 donde la secante es tangente a la curva en su

parte convexa, y luego continuar con la curva donde ya es convexa.

Si w = x"" andlogamente las diferentes situaciones:

i) Sinesenteropary x>0, lafuncién que define es concava y se puede subestimar
con su envolvente convexa.

i) Sin es entero impar, la funcién que define es convexa para x <0 y coéncava para
x>0. Se puede realizar una relajacion convexa, lograda con la curva donde ya es
convexa, unida con una secante definida por un punto x<0 donde la recta es

tangente a la curva en su parte convexa y la cota superior de x.

2.6 Reducciones de cotas y de la region factible en el proceso de

ramificacion

Como se expresaba en la introducciéon de este trabajo, los algoritmos de ramificar y

acotar tienden a generar facilmente una gran cantidad de subproblemas a resolver en
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busca de la solucién o para garantizar la globalidad de la misma cuando ésta se halla.
Los algoritmos de la literatura proponen reglas que tienden a disminuir este proceso.
Una propuesta que se explicara en detalle en la seccion 2.7.5 es la implementada por
Floudas y Visweswaran” (1990,1993) en su algoritmo GOP. A partir de la forma en
que se particiona la region factible en el algoritmo, se deducen propiedades de los
problemas que dan condiciones para eliminar subregiones, reduciendo la busqueda.
Otra forma de reducir el trabajo en el proceso de ramificacion, se logra trabajando con
regiones factibles lo mas exactas posible, de manera que, a partir de regiones mas
pequefas el proceso de ramificacion que le sigue llegara mas rapidamente a nodos
agotados. Esta propuesta la implementan algunos algoritmos usando diferentes
metodologias que se estudian a continuacion.

En el proceso de ramificacion, se realiza una particion de una regién a partir de una

variable x;, generalmente generando dos nuevos subproblemas con cambios en las

cotas de la misma y permiten modificar las cotas de aquellas variables con las que se
relaciona.
Mas formalmente, sean (P) un problema de programacion no lineal de la forma (2.1),

(R) su relajacion de la forma (2.2) y x* una solucion optima de (R) no factible para (P).

Se propone una particion de la regién a partir de una variable x" interior del rango de
J

la variable, que hace activa la relajacion convexa (y por lo tanto no cumple con la

restriccion original) luego los nuevos subproblemas son:
Minimizar f(x,,...,x, )

Sujeto a: (2.16)

Minimizar f(x;,...,x, )

g, (x,,..x,)<0 i=1l..m xeX
Sujeto a:

* U
X ijSx

La definicion de estos dos nuevos problemas puede llevarse a cabo de dos maneras:
incorporando la particién del rango de variacion de la variable elegida en el problema
original, como se hizo en esta propuesta; o incorporando la particién en el problema

relajado y por lo tanto la formulaciéon de los mismos debe hacerse con las funciones
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f,g,; . Si se toman las funciones originales, cuando se busca la relajacion en cada

nuevo subproblema, las estimaciones hechas para términos no convexos donde

interviene la variable x,, seran mas ajustadas que las relajaciones hechas antes de la

particién. Esto se debe a la reduccion de la longitud del intervalo de variacién de la
variable que provoca la particion. Esta forma cuenta con la desventaja que el punto
solucion x* del problema relajado no es factible para las relajaciones de ninguno de los
subproblemas, no pudiéndose tomar como punto inicial para sus resoluciones. Si se
desea que el punto x* solucidon del problema relajado se mantenga factible debe

particionarse el problema relajado.

El cambio de cotas de la variable x; provoca también una reduccion en las cotas de las

variables restantes relacionadas con ella. Si estas reducciones pueden cuantificarse
en cada particion, las subregiones con las que se trabajan posteriormente serian
menores.

Dos elementos motivan una reduccion en la region factible, el proceso de particion
realizado sobre las subregiones provocan reducciones de cotas, y las subestimaciones
convexas de las funciones que se van mejorando a partir de las nuevas cotas de las
variables.

El calculo de nuevas cotas para las variables puede llevarse a cabo mediante un
procedimiento algebraico, trabajando con las restricciones del problema, o mediante la
resolucion de problemas de optimizacion.

A partir de restricciones lineales, se pueden obtener cotas de las variables que la

definen, es decir si:

Z%xj <b,,despejando x,: a,x, < —Z%xj +b,

J j#k
L L 1 L U .
X, =max{x, ,—| — Zai].x/. - Zai/.xi +b sia, <0
aik J#k ‘ Jj#k o
a;20 a; <0

se obtiene una cota inferior para la variable, y si es mayor que la cota inferior actual

puede actualizarse.

U . U 1 L U .
X, =minyx, ,—|— E a;x; — E a;x, +b sia, 20 (2.17)
ik J#k Jj#k
a;>0 a; <0

= ij=
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se obtiene una cota superior para la variable, y si es menor que la cota superior actual,
puede actualizarse En ambos casos se logra formulacién capaz de reducir el intervalo

de variacion de la variable.
Para restricciones no lineales sencillas como x,x, >a con x;,x, >0, despejando una
variable:

x, > al x, se puede obtener una cota inferior para x, haciendo
le = max{xf, a/xi]}

El proceso de examinar restricciones particulares e inferir cotas lo realiz6 Hansen y
otros (1991), determinando por ejemplo la monotonia de las funciones y haciendo

analisis de intervalos.
2.6.1 Reduccion de cotas usando optimizacion

Numerosos trabajos implementan en sus algoritmos una actualizacion de las cotas de

las variables resolviendo dos problemas de optimizacion:

Minimizar x;
Sujeto a: g,(x;,...,x,)<0 i=1l...mxeR,

(2.18)

Maximizar X;

Sujeto a: g, (x,,...,x,)<0 i=1..,m xeR,

El primer problema obtiene una actualizaciéon de la cota inferior de la variable y el

segundo de la cota superior. Si el problema tiene n variables, y se desean actualizar

sus cotas, por cada subregion, R, se requiere resolver 2n problemas de optimizacion.

Como resulta una metodologia muy costosa, distintos autores proponen distintas
alternativas a partir de esta idea. Por ejemplo aplicar esta reduccién solo en el nodo
raiz, siendo beneficioso para aquellos problemas donde se comienza con cotas mas
grandes que las definidas por la regidn factible formada por las restricciones restantes.

Para resolver problemas convexos, las restricciones se reemplazan por sus
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estimaciones convexas, o estimaciones lineales®® menos ajustadas pero planteando

LPs mas sencillos de resolver.
2.6.2 Test de reduccion de cotas propuesta por Ryoo y Sahinidis

Ryoo y Sahinidis en su trabajo "*® presentan test de reduccién de rangos basados en
optimalidad y factibilidad. La reducciéon basada en optimalidad, utiliza la perturbacion
de un problema relajado y a partir de su resolucién construye restricciones adicionales
donde intervienen las variables duales asociadas.

Mas formalmente, tomando el problema relajado presentado en (2.2), se puede
construir el problema perturbado:

o(y) = Minimizar f(x,,...,x,) (2.19)

Sujeto a: g_i(xl,...,xn)sy i=1..m xeX

Teorema 2.6.2.1:
Supongamos que el problema (2.2) tiene una solucién optima finita, . es el

multiplicador si y solo si el hiperplano con ecuacion z = ¢(0)—A*y es un hiperplano
soporte en y=0 del grafico de la funcién perturbacion ¢(y) .

Demostracion: [ver en (17)]

Teorema 2.6.2.2:
Sea (2.2) problema de optimizacion convexo con valor de la funcion objetivo éptima

igual a L. Sea U una cota superior conocida del problema original (2.1). En el 6ptimo
supongamos que la restriccion x; — xj’ <0 es activa con multiplicador A*> 0.

Luego el siguiente test es valido:

U-L
. _ WU _ s L L
Test1: K, =x;, — . Si x; <K, luego reemplazar x; < K
j
Demostracion:

Sea (2.20) la perturbacion del problema (2.1) :

®(y) =Minimizan f(xl,...,xn) (2.20)

Sujeto a: gi(xl,...,xn)éy i=1l.mxelX
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() o(y) <D(y) ya que (2.19) es una relajacion convexa de (2.20) para todo y.

Sea (2.19) el problema convexo donde la Unica restriccion perturbada es x; —xf./ <y
Por el Teorema 2.6.2.1 existe un hiperplano soporte del grafico de la funcion ¢(y) en
y=0: p(y) 2 p(0)—4,*y (ii) (verFigura 2.6)

donde 4,* es el multiplicador asociado a una solucion 6ptima finita de (2.2). Luego
por (i), (i) y teniendo en cuenta que U es una cota superior para la solucion de (2.1) y
L es la solucion 6ptima de (2.2), se tiene U 2 ®(y) 2 (0)-4,*y=L-1,*y

Como por hipdtesis la restriccion  x; —xj.’ <0 es activa en el 6ptimo de (2.2), para la
restriccion perturbada en (2.19) también es activa con y=0. Si se toma y < 0, es
posible considerar y = x; —x

Sustituyendo en U>L—-4,*y=L-1,*(x, —xﬁ.’) y despejando teniendo en cuenta
que 4,* > 0 resulta:

x; > qu ———— Si esta nueva cota es mayor que la actual xf, luego la cota inferior
j

de la variable puede actualizarse ]

v(0)=L

_ \‘=v(0)—8y

Figura 2.6: Representacion del test 1

De manera similar si x; —x/L. <0 es activa en la solucién de (2.2), con multiplicador

A*>0.

. _ L
Test 2: T, =X+

.Si x] >, luego reemplazar x!/ « r,

Demostracion:
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Analogamente considerando que (2.19) el problema relajado convexo donde la Unica

restriccion perturbada es x* -x, <.

Setiene U2®(y)2¢(0)-A4,*y=L-4,*y

donde 4, * es el multiplicador asociado axf -x; < 0 restriccién activa en la solucién

optima finita de (2.2). Para la restriccion perturbada en (2.19) también es activa con

y=0.Sisetoma y <0, es posible considerar y = x* - X;.

. _ L . .

Sustituyendo U >L-4,*y=L-1, *(xi —x;) y despejando teniendo en cuenta

U-L

queA,*>0 resulta: x; <x; +—
j

Si esta nueva cota es menor que la actual xf./, luego la cota superior de la variable

puede actualizarse o

Para aquellas variables que en la soluciéon 6ptima del problema relajado no estan en
su cota, no se pueden aplicar los test, en estos casos los autores proponen fijar dichas
variables en sus cotas y resolver nuevamente el problema convexo relajado. Luego los

test que se aplican son los siguientes:

L-U

Test 3: Resolver (2.2) tomando x; =x} . Si 2*>0,sea 7, = x| —
/I*

Si x_f./ > 7 ; luego reemplazar xif «7;

Demostracion:

Para lograr la integralidad de la variable x; = xj‘.’, se incorpora al modelo la restriccion
in <x; en (2.2). Si el problema aumentado tiene solucion, sea el valor de la funcion
objetivo 6ptima asociado igual a L.

Sea (2.19) el problema convexo donde la Unica restriccion perturbada es x;] -x;,<y.
Ya que (2.19) es una relajacién convexa de (2.20), se cumple que ¢(y) < ®(y) para

todo y.

Por el Teorema 2.6.2.1 existe un hiperplano soporte del gréafico de la funcion ¢(y) en
y=0: ¢(y)2p(0)—4,*y donde A,* es el multiplicador asociado a una solucién

Optima finita de (2.2).
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Una subestimacion para el problema relajado también es una subestimacion de (2.20):

Uz2®(y)2p(0)-A1,*y=L-A;*y donde U es la mejor cota superior obtenida
hasta el momento.

Considerar y £ (. Como xij —-x;<y, es activa con y=0, también sera activa en la
solucion de (2.19) la restriccion y < 0, luego es posible considerar y = xj.’ -X;.
Sustituyendo U > L-4,*y=L-21,*(x] —x,) .

L —
SiA;*>0 despejando resulta: x, < x) 7

J

Si esta nueva cota es menor que la actual x", luego la cota superior de la variable

puede actualizarse

L-U

Test 4: Resolver (2.2) tomando x; = xf .Si 4,*>0,sea K, = x‘f + ~

j
Si x; > K, luego reemplazar x! « K,

Demostracion:

Para lograr la integralidad de la variable x; = ij. , 8e incorpora al modelo la restriccion
x; < xf en (2.2). Si tiene solucién, existe una solucién éptima y sea el valor de la
funcién objetivo éptima igual a L.

Sea (2.19) el problema convexo donde la Unica restriccion perturbada es x; — xf <y.

Se cumple que ¢(y) < ®(y) para todo y, donde @(y) es la solucion de (2.19) y ®(y)
de (2.20).

Por el Teorema 2.6.1.1 existe un hiperplano soporte del grafico de la funcion ¢(y) en
y=0: ¢(y)2p(0)-4,*y donde 4,* es el multiplicador asociado a una solucién
optima finita de (2.2).

Como la solucion de (2.20) debe ser mejor que la ultima cota superior obtenida, se
tiene U2 ®(y) 2 p(0)-4,*y=L-1,*y

Considerar y <0. Comox, —xf <y es activa con y =0 también sera activa en la

solucion de (2.19) la restriccion y <0 luego es posible considerar.

Sustituyendo.
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L-U

*

SiA;*>0 despejando resulta: x; >x; +

J
Si esta nueva cota es mayor que la actual xf. luego la cota inferior de la variable

puede actualizarse

Los test 3 y 4 si se aplicaran en cada subproblema relajado implicaria resolver 2n
problemas cada vez, por tal motivo los autores proponen sélo aplicarlo en el nodo raiz.
Con estos test se logra una nueva cota para las variables, que ademas permite
actualizar las cotas de las variables relacionadas con ellas. Los autores proponen
algunos lineamientos de un trabajo algebraico para lograr cotas de variables
agregadas, por ejemplo, buscando una similitud con el trabajo de actualizar cotas en
programacion entera.

Otros resultados presentados se refieren al agregado de restricciones o modificacion

del lado derecho de restricciones existentes, con el fin de reducir la region factible.

Teorema 2.6.2.3:
Sea (2.2) un problema de optimizacién convexo con valor de la funcién objetivo 6ptima

L, donde la restriccion Ei(x)SO es activa en el optimo de (2.2) con valor del

multiplicador asociado x,* > 0. Sea U una cota superior para el problema (2.1). Luego

Co U-L . ., l
la restriccion: g, (x) 2———— no excluye ninguna solucién con valor de la funcion

i

objetivo mejor que U y puede agregarse a la formulacion de (2.1).

Demostracion:
El razonamiento es similar al aplicado en el teorema anterior.

Sea (2.2) un problema con solucién cuyo valor de la funcién objetivo optima es L, y

donde la restriccion g,(x)<0 es activa en el éptimo con valor del multiplicador
asociado u,*>0.

Sea (2.3) que se obtiene a partir de (2.2), perturbando solo la restriccion Ei(x)s 0 es
decir: g,(x)<y .

Por el Teorema 2.5.1: ¢(y) 2 ¢(0)— u, * vy donde ¢(y) es el valor objetivo éptimo de
(2.3) para cada y definimos L = ¢(0) .
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Sea U una cota superior para el problema (2.1) que es cota valida también para las

soluciones de (2.20): U >®(y)=>¢(y). Combinando las desigualdades resulta
UzL—-pu*y.

Considerar y<0.Como g,(x)<0 es activa en el 6ptimo de (2.2), y <0 es activa en
(2.19), luego tomando, y = g,(x) se obtiene: U > L — u, * g,(x)

-L

Por las condiciones de Kuhn-Tucker z,* >0 luego g,(x) > - 0

En general estas desigualdades que generan el teorema son no convexas.
Otra propuesta para realizar reduccion de cotas se explica en el capitulo 3 y fue
implementada en el algoritmo desarrollado por Marcovecchio y otros.

2.7 Ideas centrales de algunos algoritmos para problemas no convexos
2.7.1 Algoritmo de Ryoo y Sahinidis

Ryoo y Sahinidis™ (1995) en su trabajo presentan un algoritmo para encontrar
oOptimos globales para problemas de programacién no lineal NLP y problemas de
programacion no lineal entera mixta MINLP. Formulan un algoritmo que genera una
secuencia de subproblemas relajados a partir de la subdivision de la region
investigada. Los subproblemas se construyen a partir de subestimaciones convexas
de todas las funciones no convexas que forman el modelo. Para llevar a cabo este
proceso, si es necesario se realiza una reformulacion del problema en caso de ser
separable, sumando subestimaciones de funciones de variable simple; si no es
separable, se agregan nuevas variables y restricciones para hacerla separable
(McCormick, 1972)*?. Una vez que se subestiman las funciones del modelo se
genera un nuevo problema relajado convexo que se resuelve por técnicas de
optimizacion convexa. La solucion de este problema relajado permite nuevas
subdivisiones. Se elige entre las variables que definen términos no convexos aquella

que tiene mayor diferencia entre la subestimacion y el valor real de la funcion. Si

x; es la variable elegida, los nuevos subproblemas generados tendran la variaciéon

de x; como sigue: [xf x,] y [xj ij] En el caso que un minimo local se conozca,

éste puede usarse como elemento de particion. Esto hace las subestimaciones
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exactas en la solucién candidata (Swaney, 1990). Para elegir la variable que produce
la particion, se busca una variable que cumple con la subestimacion de un término no
convexo pero no con la restriccion a la que pertenece el término. Como el valor actual
de la variable no cumple con la restriccion no convexa, indica que es un punto interior
del intervalo y garantiza que las particiones que definan al mismo daran intervalos
estrictamente menores. De igual manera para particionar a partir de un minimo local,

éste debera ser un punto interior del intervalo.

Transformacion del modelo

Si el NLP tiene variables binarias, se modelan en un marco continuo de la forma:
0<x<1l x1x)<0

Las variables enteras pueden tratarse como en los algoritmos de ramificar y acotar
estandar (Nemhauser and Wolsey, 1998)

Para los término bilineales xy se agrega una nueva variable u=x+y , se realiza una
sustitucion con la igualdad 2xy = u*- x* -y® y los términos céncavos se reemplazan

por subestimaciones apropiadas.

Términos multilineales se tratan en forma recursiva aplicando la regla para términos
bilineales, por ejemplo para xyz, se toma w=yz y se reemplaza el triple producto por
xw.

El elemento clave del algoritmo es la produccién de test de reduccién de rangos
basados en optimalidad y factibilidad para acelerar la convergencia. La reduccion
basada en optimalidad, utiliza la perturbacién del problema relajado y a partir de su
resolucion construye restricciones adicionales donde intervienen las variables duales
asociadas. Cada vez que se resuelve el problema relajado, se pueden aplicar los test
1y 2 (Ver seccion 2.6) sobre las variables que en la solucién estan en alguna de sus
cotas, permitiendo una reduccion del intervalo de variacion de la misma y en
consecuencia de todas las variables que estan relacionadas con ellas. Para aquellas
variables que en la solucion no estan en alguna de sus cotas, mediante una
integralidad de las mismas (se las fija temporalmente en su cota superior o inferior), se
resuelve el problema resultante. Si este problema tiene solucion provee de variables
duales que permiten generar restricciones que excluyan soluciones con peor valor

objetivo que la cota superior hasta el momento obtenida (test 3 y 4 de la seccion 2.6).
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Otra reduccion de la region factible que utilizan esta presentada en el Teorema 2.6.2.3
de la misma seccién incorporando nuevas restricciones generalmente no convexas al
problema. Las reducciones basadas en factibilidad, utilizan las restricciones del
problema para inferir cotas mas ajustadas de las variables, como la obtenciéon de
nuevas cotas a partir de la ecuacion (2.17) presentada en la seccion 2.6.

Para el trabajo de la ramificacion se considera primero aquel problema con cota
inferior menor.

Se proponen tres estrategias probadas en 20 problemas test. La primer estrategia
considera un paso donde se busca, en lo posible, una solucion del problema original
para ajustar la cota superior en cada iteracién. La segunda estrategia, a la primer
estrategia se le agregan los test 1 y 2 y considera reducciones a partir de la
reformulacion del problema y de las restricciones del mismo. Finalmente la tercera, a
partir de la segunda se incorporan los test 3 y 4. La evaluacion se realiza considerando
tiempo y numero de nodos que recorrid.

De los resultados se pueden observar las mejoras que se logra en las estrategias 2y 3
cuando se incluye una estrategia de reduccion de dominio, desde no converger a
lograr convergencia y en general, en tiempo reducido. Para aquellos problemas donde
el numero de nodos fue grande, se implementd para términos bilineales las
aproximaciones propuestas por McCormick, logrando mejores resultados.

Si bien las mejoras en la convergencia logradas en las dos ultimas estrategias son
significativas, como en ambas situaciones los test implementados se realizan en forma
conjunta con un trabajo de reduccion a partir de la factibilidad, no es posible ver cuan

beneficiosos son estos test por si solos.

2.7.2 Algoritmo de Byrne y Bogle

Byrne y Bogle® (1999) en su trabajo plantean la estrategia de analisis de intervalo
como un procedimiento de acotamiento, en dos algoritmos para resolver problemas no
convexos usando reformulaciones lineales del modelo. Los algoritmos se llaman IGOR
de ’Interval global optimization relaxation” y RIGOR de “reduced Interval global
optimization relaxation”. Se manifiesta que los algoritmos anteriores a este trabajo no
explotan las representaciones simbdlicas obtenidas para los problemas y muestran
como pueden ser utilizadas para mejorar la aplicacion de los algoritmos basados en
intervalos.

El trabajo propone reemplazar cada término no convexo por una nueva variable a la

cual se le eligen restricciones de cotas de forma conveniente. Este procedimiento
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llamado a- sustitucién y B-sustitucién, sugerido por McCormick (1976) y que también

utilizaron Smith y Pantelides (1996) en su trabajo.

Definiciones

o~ sustitucion: se agrega una nueva variable en la funcién objetivo.

Minimizar o.
Sujeto a: f(x,,...,x,)< a (2.21)

gl.(xl,...,xn)SO i=1l.mxeX

donde f es la funcién objetivo del modelo.

f-sustitucion: se agrega una nueva variable en las restricciones y se separan en

dos restricciones mas simples.
gu())<0  g(p)<0  p=u) (2.22)

Se utilizan dos tipos de subestimaciones lineales derivadas de una extension natural y
formas del valor medio, donde en la primer subestimacién puede realizarse a cualquier
término, mientras que en la segunda subestimacion es aplicable a funciones

diferenciables una vez.

Relajacion usando analisis de intervalo
Sea F:I" — I,unainclusionde f:R" —> R,

xeX= f(x)e F(X) donde xeR", X el" (2.23)

Las funciones inclusion pueden producirse de diferentes maneras como extension

natural, expansiones de Taylor y formas de valor medio con diferentes propiedades.

Relajacion de la extension natural (NE)
En este trabajo se plantea un analisis de intervalo para las variables. Para a = x,x, en

un intervalo, se plantea que su extension natural es la propuesta por Quesada y
Grossmann (1995) ((2.7) de la seccién 2.5), pero la opinidon de los autores es que si

bien produce cotas constantes sobre a, son mas conservativas que necesarias.
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Es posible pensar una de las variables del término bilineal como variable continua y

producir una subestimacién y una sobreestimacion para a.:
az min{x xhx xU} y a< max{x xhx xU} (2.24)
- 17, 117, - 17, 1, '

Estas estimaciones definen una restriccion que no es diferenciable en x=0. Para
incorporar estas estimaciones y evitar la diferenciabilidad, se hace una primer particion
de la region tomando como punto de corte x; =0.

Estimaciones analogas se obtienen tomando x, como variable continua y bajo las

mismas consideraciones:
az min{xzxf,xzxf} y a< max{xzxf,xzxf} (2.25)

Relajacion inclusion del valor medio (MV)
Esta relajacion se puede aplicar a términos diferenciables. Considerar la inclusion

valor medio de analisis de intervalo:

F(x) e fle)+(x—c) F'(X) ceX FX)=ld"a"]
f(x)2f(c)+min{(x—c)’dL,(x—c)’dU}

es una subestimacion lineal no diferenciable en c. Luego para incluir una relajacion al
modelo se puede restringir ¢ a un intervalo de X que esté incluido, con signo constante
para x-c sobre X, luego se agrega al modelo en ese intervalo seleccionado dos

subestimaciones:

fx)= f(x")+(x—x")'d" (2.26)
f@) 2 (") +(x-xY)a”

y dos sobreestimaciones:
f(x) < fx")+(x—x")d” (2.27)

fE)<fOT)+(x-x")'d"
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Se reformula el modelo incorporando estas relajaciones y se reemplaza cada término
NO CONvexXo por una nueva variable a las que se les genera cotas eligiéndolas de una
forma mas exacta que tomar el mayor y menor valor que puede tomar el término en
discusion.

Luego se construyen dos tipos de subestimaciones lineales derivadas de una
extension natural y formas del valor medio. La relajacién del valor medio usa la
expansion de Taylor de primer orden para dar cotas a las nuevas variables. La
expansion se hace alrededor de las cotas inferior y superior de las variables

intervinientes.

Ejemplo 2.7.2.1: Considerar la restriccion de un NLP: f(x)= x*+10>0, en [-2,3]

Ya que f(x)=2x, la relajacién MV (2.26) define las siguientes estimaciones:

x?+10 > 9+10+(x-3)6 (i)
X2+10 > 4+10+(x+2)(-4)  (ii)
X2+10 <4+10+(x+2) 6 (iii)
X2+10 < 9+10+(x-3)(-4)  (iv)

Observando las siguientes figuras se puede ver que para esta funcion las cotas
superiores logradas por la inclusion natural: 70 < f(x) < 19 estan mas ajustadas que
las cotas logradas por la relajacion MV. Lo mismo sucede para cualquier funcion

concava.

fx) A

(iii)
(i

/92:/:— (iv)
>§\‘><

l L
< -1 1 \2\ 3 x >

(i) T~

Figura 2.7.2.1 a) f(x)= x*+10 , su relajacién MV e inclusién de intervalo

La relajacion NE se puede aplicar realizando una particion del intervalo [-2,3]
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tomando el origen como punto de corte. El agregado de la relajacion NE puede
mejorar las estimaciones logradas hasta el momento (ver figura 2.7.2.1 a)),

especialmente en problemas con rangos con gran longitud.

fx) A

(i

(iv)

Figura 2.7.2.1 b) f(x)= x*+10, y sus relajaciones MV y NE
Ejemplo 2.7.2.2: Un problema propuesto por Floudas, Aggarwal y Ciric (1989) es

Min f(x) = -x;+X7 X2 -X2
Suj. a: -6x+8x,<3
3X1-X2 <3

X120 X2_<5

El problema tiene dos minimos en (0.916, 1.062) y (1.167, 0.5) con f(x)= - 1.0052 y
f(x)= - 1.0833 respectivamente. La solucion global esta sobre la segunda restriccion.
Este problema tiene una funcién objetivo con un término bilineal y el resto es lineal.
Usando a- sustitucidon para el término bilineal y la relajacién de extensién natural (NE)

el problema se redefine de la siguiente manera:

Min f(x) = -x;+a-x2
Suj. a: a >min {x; x2", x; 2"}
a >min {xz x:, x> x,Y}
-6x+8x,<3
3X1-X2_<3

X120, X2_<5, OCEX1X2
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donde X; X: es el intervalo de inclusién natural. Para que el problema recién formulado
sea diferenciable se particiona en el origen.

Aplicando la relajacion MV el problema resulta:

Min f(x) = -x;+a-x;

Suj. a: a > x1" xH +(x1 —x15) X2 +(x2 - x2F) x4t

(
a>x1Y xY +(x4 —X1U) x2Y +(X2 - qu) x1Y
-6x+8x,<3

3Xx1-X,<3

X; =20

X2 <5

(Z(:'X1 X2

donde las relajaciones que se aplican al término bilineal, resultan la capsula convexa

propuesta por Mc Cormick ((2.4) de la seccién 2.5)

El algoritmo propuesto es un algoritmo de ramificacion actuando sobre las variables
que intervienen en términos no lineales. Por la sustitucion que se hace, se disminuye
la cantidad de variables sobre las que ramifica. De éstas, ramifica sobre las ramas con
cota inferior menor.

Se generan cotas inferiores y superiores del valor objetivo que se van aproximando.
Las cotas inferiores se obtienen resolviendo el problema relajado que resulta lineal ya
que se relaja todo término no lineal, con relajaciones a partir de la extension natural
para términos no diferenciables y relajaciones con valor medio para términos
diferenciables.

Las cotas superiores se obtienen del punto solucién del LP acotado inferiormente si es
punto factible, o resolviendo el problema no convexo a partir de ese punto. Los
autores exponen que la solucidén se obtiene en las primeras iteraciones, por tal motivo
el trabajo mas extenso es la aproximacion de las cotas inferiores a la cota superior.
Por este motivo no es necesario buscar actualizar la cota superior con la misma
frecuencia que la cota inferior.

Una variante de esta propuesta da lugar al segundo algoritmo que surge de agregar
una etapa de reduccién de intervalos para las variables que intervienen en términos no
lineales del problema. Esta etapa de reduccidon se lleva a cabo resolviendo dos

problemas lineales por cada variable, cuyos objetivos son maximizar y minimizar el
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valor de la variable sujeta al conjunto de restricciones linealizadas del modelo y una
restriccion adicional formada por la parte lineal de la funcién objetivo acotada
superiormente por la mejor cota superior y hallada hasta el momento ((2.16) de la
seccion 2.6) Este ajuste de cotas es beneficioso cuando las cotas modeladas
inicialmente son mas grandes que la region factible definida por las restricciones
restantes.

Si el problema reformulado es de la forma:
Min ¢‘x
xeX¥

suja:Ax<b

Para cada x' que aparece en un término no lineal se resuelven los dos subproblemas:

Min x’ Max x'

xeX¥ xeX¥

sujac'x<y sujaic'x<y
Ax<b Ax<b

Si estos problemas son infactibles se eliminan las regiones asociadas.

Los problemas test resueltos mostraron que la relajacion MV ajusta mejor que la
subestimacion NE; y que el algoritmo RIGOR es mas eficiente que IGOR.

Esta implementado con Matlab 4.2c y usa Toolbox de Optimizacién.

La propuesta del algoritmo es trabajar con subestimaciones lineales permitiendo una
resolucion facil en cada iteracion de las relajaciones por ser PLs, en contraposicion a
usar subestimaciones mas relajadas se buscan subestimaciones lineales desde

distintas estrategias para lograr un ajuste que lo compense.

2.7.3 Algoritmo de Smith and Pantelides

Smith and Pantelides®® (1999) en su trabajo presentan un algoritmo para resolver
problemas de programacion no convexos enteros mixtos MINLP. El aporte que se
considera mas significativo de este trabajo es la reformulacion simbolica general del
problema que se plantea con poca intervencion de usuario (mismos autores 1996). El
problema reformulado luego se resuelve con un algoritmo de ramificacién y acotacion

espacial el cual ramifica sobre variables enteras y continuas.
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Se presenta una forma de implementacién eficiente usando la idea de maestro y
esclavo trabajando con equipos en red y en paralelo. El algoritmo se implementd en un
entorno de modelado gPROMS

Reformulacién del problema

A partir de un MPNL no convexo en las desigualdades se agregan variables de
holgura para obtener un MPNL con restricciones de igualdad. Luego la reformulacion
del problema se obtiene identificando en las funciones intervinientes, términos
algebraicos simples relacionados por cinco operaciones elementales: suma, resta,
multiplicacion, division y exponenciacién y un numero pequefio de funciones
trascendentes que mediante composicion de funciones definen funciones mas

complejas.

Ejemplo 2.7.3.1:

Dada la restriccion de la forma Fx — yw—2A4e “'*"w?) =0

donde x, y, w y T son variables y el resto son constantes, se reemplaza por una
expresion lineal de la forma: Fx—w, —24Vw, =0

junto a las relaciones no lineales:

w, = yw
E

, = ———

RT

— oM
Wy =¢€
2
W, =W

Wg = WaW,

w, son variables auxiliares donde w, y w; son bilineales, w, es una fraccion, w, una

funcion exponencial, y w, potencia. Para cada término individual de una expresion, se
reemplaza por una nueva variable y se hace una relajacién convexa sobre ella. La idea
seguida es la misma que implementaron Byrne y Bogle® en su trabajo y llamaron -
sustitucion (seccién 2.7.2)

Todo problema puede reformularse por el procedimiento anterior y llevarse a la forma

general:
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Min Wobj
w

Suj.a: Aw=b
wh <w<wY
w =ww;  V(i,},k) e F,
2.28
wkz% w(i,jK) € (229
w,=w; V(ikn)eF,
wy =In(w;) V(ik)eF,

yelyt ]

donde el vector de variables w comprende las variables continuas x, las variables
discretas y, las variables de holguras que son necesarias para convertir las
desigualdades en igualdades y las variables continuas auxiliares que se introducen en
la reformulacién. A y b es una matriz y un vector respectivamente con coeficientes

reales.

Los conjuntos F,,F,, F, Yy F,,corresponden a términos bilineales, fracciones

simples, potencias simples y términos univariados simples respectivamente. Las
restricciones de igualdad lineales no se reformulan. El problema reformulado por su
construccion es equivalente al problema original. Se plantea un algoritmo donde se

automatiza este procedimiento usando una estructura de arbol (mismos autores 1996).
Reformulacion de variables

Si el NLP tiene variables binarias, se adoptd, al igual que Ryoo y Sahinidis, la
formulacién continua 0<x<1  x(1lx)<0

Al que se le aplican las subestimaciones de McCormick:

0<x<] xw=0, w>0, w>2x-1

»Y
Para llevar variables enteras y, a una expresion continua se propone: H (v-k)=0
/\'=yL

Donde k son todos los valores posibles que toma la variable entera y. Esta propuesta

puede resultar compleja e ineficiente.
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Relajaciones del problema no convexo

Se proponen dos formas de relajacion del problema para el calculo de cotas inferiores.
La primera surge de usar relajaciones convexas lineales (McCormic), obteniendo
primero un MILP problema de programacion lineal entero mixto al que si se formulan
todas las variables como continuas, la relajacion define un LP.

La segunda opcién utiliza relajaciones convexas no lineales (Grossmann)
obteniéndose un MINLP problema de programacién no lineal entero mixto y si se
formulan todas las variables continuas, la cota inferior se obtiene resolviendo un NLP
convexo.

De las opciones propuestas las mas recomendadas son las que obtienen la cota
inferior resolviendo NLP o LP con todas variables continuas por ser propuestas menos
costosas.

Las estimaciones usadas para términos bilineales y fraccionarias son las propuestas
por Quesada y Grossmann y la reformulacién de Mc. Cornick (seccién 2.5).

Funciones tales como logaritmos, raices cuadradas, potencias, son céncavas o
convexas en todo su dominio se puede usar la funcién secante para la relajacion

convexa.

Para el calculo de las cotas superiores se proponen tres esquemas: mediante puntos
factibles; una segunda alternativa, plantea resolver el problema tratando todas las
variables del mismo como variables continuas y luego agregar restricciones de la
forma x(7-x)=0 para forzarlas a tomar valores enteros a aquellas que lo requieran. Sin
embargo, estas restricciones hacen en general el problema fuertemente no convexo y
puede hallar la convergencia en la busqueda de un punto factible. Una tercer
alternativa es fijar las variables discretas y luego resolver el NLP no convexo. Para
obtener el valor de las variables discretas, se puede resolver el problema relajado
convexo MILP o MINLP definido por subestimaciones vy fijarlas en sus valores
optimos; o resolver el problema LP o NLP y redondear los valores optimos.

El proceso de ramificacion se realiza primero sobre las variables con mayor diferencia
entre la relajacion convexa (valor de la nueva variable) y el valor del término no lineal
en valor absoluto. Se determinan reglas para evaluar el error cometido en la
aproximacion de cada término no lineal. Las variables asociadas a términos
univariados no convexos son entonces las que propondran la particién en subregiones

y se priorizan las variables discretas sobre las continuas.
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Ajuste de cotas

El algoritmo cuenta con un paso de ajuste de cotas que sigue lo propuesto por
Quesada y Grossmann (1995). Se calculan cotas de las nuevas variables resolviendo
dos problemas convexos cuyas restricciones son las funciones relajadas (Ver seccion
2.6.1). Este procedimiento se realiza en una etapa inicial ya que para un problema con
n variables requiere de la resolucion de 2n problemas de optimizacion, resultando
computacionalmente costoso. En las etapas siguientes se actualizan las cotas con un
procedimiento menos exacto, por ejemplo basado en la factibilidad usando las cotas

de las variables en una regiéon o subregion.

Para las restricciones lineales Za,.jxj = b, obtenidas de la reformulacion:
j

Sia, =0: ka:min xk 7_ me(l//'l// )+b

i Jj*k

iy J#k

L
_max{xk — Zmax(,/ Liagx; )+b

L
x,"=max{x,",— Zmln(uxj ;X )+b
ik J#k

. . U . v 1 L U
Sia, <0: Xy :mln{xk " —Zmax (ai,-xj X )+b }
Estas estimaciones son similares a las explicadas en la seccién 2.6 para
desigualdades lineales.

Para actualizacién de cotas de los términos bilineales, se usan las ecuaciones (2.8)

desarrolladas por Quesada y Grossmann (seccién 2.5) y analogamente pueden

deducirse para fracciones.

2.7.4 Algoritmo aBB

Maranas, Androulakis, Adjiman y Floudas” (1994, 1995, 1996) dan el marco tedrico
del algoritmo aBB para resolver problemas de optimizacion no lineal restringidos para
funciones diferenciables dos veces. Las propiedades tedricas del algoritmo garantizan

la llegada al 6ptimo global con una e-convergencia finita.
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En cada iteracion se genera una cota inferior y una cota superior con un paso de
ramificacion y otro de acotacion. En el paso de acotacion la cota inferior se obtiene
usando subestimaciones de las funciones del problema y resolviendo el NLP convexo.
Para las subestimaciones se descompone cada funcidon en suma de términos de la
forma lineal, bilineal, trilineal, fraccionaria, trilineal fraccionaria, convexo, céncavo
univariado, o no convexo general. Los términos lineales y convexos no se transforman.
Para subestimar términos bilineales se usan las subestimaciones de McCormick y
Al.LKhayyal y Falk (1983). Para subestimar términos ftrilieales, trilieales fraccionarios y
términos fraccionarios se emplean las subestimaciones propuestas por Maranas y
Floudas (1995), (seccion 2.5). Los términos concavos se subestiman con su
envolvente convexa. El principal aporte del trabajo es la presentacion de una

subestimacion para los términos no convexos generales con una funcion 3(x) convexa

propuesta por Maranas y Floudas (1994), definida como:
S(x) = f(x) + Zai(xiL _xi)(in _xi)
i=1

donde «; son escalares positivos elegidos para que resulte convexa. Como a la

funcion f se le suman todos términos negativos, la nueva funcién es una
subestimacion; y que ademas no agrega nuevas variables al problema.

El siguiente teorema da una herramienta mas detallada de la forma de calcular los

valores «, .

Propiedad 2.7.4.1:

Sean las funciones f(x) e C*> y J3(x) definida como:

x,-L <x; Sxf’

3(x) =f(x)+ai (xf —=x)(x —x,) donde a > max{ max (0, (—%/1{))} (2.30)

A/ es el autovalor de la matriz hessiana de la funcion f. Luego la funcion J(x) es

1

una funcién convexa.

En el libro de Floudas"” se detallan distintos métodos y sus 6rdenes de convergencia

para obtener valores para este nuevo parametro, siendo la principal preocupacion.
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Las cotas superiores se obtienen de soluciones locales del NLP no convexo.

El paso de ramificacion en su primer version, se realiza, subdividiendo la regién a
partir de la variable con mayor longitud en su intervalo de definicién actual. Luego se
proponen otras estrategias como por ejemplo buscar la maxima distancia entre el
término y su subestimacion; con el agregado de variantes como calcular una medida
de relevancia de la variable en el problema, entre otras.

Los resultados computacionales se obtienen trabajando con MINOS 5.4 en una
computadora HP9000/730 con una tolerancia para la convergencia de 0.001
generalmente, casos especificos se establecen otras tolerancias menores.

Otros algoritmos que se proponen son SMIN- aBB y GMIN- aBB para resolver
problemas MINLP.

2.7.5 Algoritmo de optimizacion global GOP (Global OPtimization)

El algoritmo de optimizacion global GOP fue desarrollado por Floudas vy
Visweswaran” (1990,1993, 1996) y es un algoritmo de descomposicién primal dual

relajado.

Formulacion del modelo

La forma general del problema a resolver es:

Min f(x,y)
x,y
Suja:g(x,y)<0

h(x,y)=0
xeX,yeY

(2.31)

donde X, Y son conjuntos convexos compactos de R" yR™ y g y hson vectores de

restricciones de desigualdad e igualdad. Todas las funciones son diferenciables. Un
problema satisface la condicion (A) si satisface:

a) f(x,y) esconvexa en x para todo y fijo, y convexa en y para todo x fijo.
b) g(x,y) es convexa en x para todo y fijo, y convexa en y para todo x fijo.
c) h(x,y)es afin en x para todo y fijo, y afin en y para todo x fijo.

d) Un calificador de primer orden apropiado se satisface para todo y fijo.
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Por ejemplo el calificador de Slater: sean X conjunto abierto, g vector de funciones
pseudoconvexas en Xx. Para toda restriccion activa en x,(/={:g,(x')=0}), y

continua en toda restriccion no activay 3xe X/ g,(x)<0,Viel.

Problema primal y problema dual relajado
Si se fija un valor de y=y" € Y resulta un subproblema que por tener la condicion A es

un problema de programacion convexa y la solucién que se obtiene de él es global.
Este problema se llama Problema Primal:

Mip f(x,7")
g(x,»")<0 (2.32)
h(x,y)=0

El problema (2.31) puede rescribirse como:

Minv(y)
Suj.a:v(y) :%g(nf(x, »)
Suj.a:h(x,y)=0 (2.33)
g(x,y) <0
yeYl v

V={y:h(x,y)=0,g(x,y)<Oparaxec X}

El problema de minimizacién interno es paramétrico en y. Para un y* fijo la solucién

del NLP interior es idéntica a la solucion de su correspondiente problema dual por el
Teorema de dualidad fuerte.

El problema dual es de la forma:

Min f (x, ")

g(x.y) <0 p=supinf {f(x,y*)+ 2 hxy*) + 1 gy
Wxyf)=0 |

wWreynrv (2.34)
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donde A y p son los vectores multiplicadores de Lagrange de las restricciones del
problema primal. Usando el teorema de dualidad fuerte v(y) puede reformularse de la

siguiente manera:

V() = sup inf (£ (x, )+ 2 h(x, )+ 1 g(x,)] Vye¥ AV (2.35)

u>0,1+€

Esta condicion se puede relajar obteniendo una cota superior:

V) =N {f (x,0) + 2 hw )+ e g(x,0) Vp 20,2 (2.36)

Asumiendo una solucién factible para el problema interno, una formulacién equivalente

a (2.34) que surge usando el dual antes planteado es:

Min v(y)
Suj.a:v(y) > Minlf (x, y)+ 2 h(x, )+ 1 g(x,y )}

Suj. a:yEYI d (2.37)
Vz{y:h(x,y)zo,g(x,y)SOparaxeX}

Este problema es dificil de resolver por la representacion implicita del dominio de la

variable dada en las dos ultimas restricciones. Esto se evita eliminando los dos ultimos

conjuntos de restricciones del problema trabajando luego con un problema dual

relajado que se muestra a continuacion. Cuando las restricciones del problema original

(2.31) son convexas, se incorporan directamente al problema dual, evitando la

relajacion.

Min

yeY

Suj.a:p, > MinL(x,y,/lk,yk) =Man{f(x, y)+ A h(x, y)+ 1 g(x,y )} vu' >0,vA*

ﬂ’ﬂ,u" son los multiplicadores que se obtienen de resolver el problema primal para

vy Ly, A ") = f(x, p)+ Ah(x, )+ 1 g(x,y )

es la funcién de Lagrange de (2.34)

El problema de minimizacién interno se llama Problema Dual Relajado Interno.
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Propiedades

La funcion de Lagrange es convexa en x para cada y por ser una combinacion lineal
de funciones convexas en x para cada y, y convexa en y para cada x de igual forma.
Para las demostraciones de todos los resultados a continuacién presentados (ver

referencias” ).

Propiedad 2.7.5.1:

lin

Mi(nL(x,yd,/lk,,uk)ZMi(nL(x,yd,/ik,,uk) * vy=y¢ >0

Donde el lado derecho es la linealizacién de la funcion de Lagrange alrededor del
punto x*y x* la solucién del subproblema primal k-ésimo.

Demostracion:
Para cada y = yd la funcion de Lagrange es convexa en x, luego una linealizacion

alrededor de algun x es una subestimacion valida de la funcién para todo x y tomando

el minimo a ambos lados se obtiene el resultado [

Observacioén: si la funcién de Lagrange es bilineal, ella coincide con su linealizacion y

por lo tanto la desigualdad anterior se convierte en igualdad.

Definicion 2.7.5.1: Sea g/ (y)=V, L(x,y A", u")

donde x; es el i-ésimo

k
X

elemento del vector x. La linealizacién de la funcién de Lagrange en x* esta dada por:

Lx,y*, 25, ")

k
X

=Ly A ) gl (0).(x - xf) (2.38)
i=1

Las condiciones de optimalidad de Karush- Kuhn-Tucker para el problema primal

requieren en parte que g’ (y*)=0 Vi=1..,n. Luego para y*, para toda variable x,
para la cual gl.k (»*) es una funcion de y se dice que es una variable conectada.

El conjunto de variables conectadas es I = {i :gf(y) esunafuncion de y}.

Propiedad 2.7.5.2:
La linealizacién de la funcién de Lagrange depende del conjunto de variables y vy el

conjunto de variables conectadas solamente. La solucion del problema dual relajado
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interno_con la funcién de Lagrange remplazada por su linealizacion en x*, depende

sélo de aquellas x; que cumplen que gf (y ) es funcion de y (variables conectadas x;).

Observacion: El problema dual relajado interno se puede reemplazar por un problema
que minimice la linealizacion de la funcién lagrangeana sobre las variables
conectadas, reduciendo el esfuerzo de calculo de 6ptimos globales en los problemas

No convexos.

Propiedad 2.7.5.3:
Para todo y* y paratodo i € I*, sean xiL y in cotas inferior y superior de la variable

xi. Sean B; el conjunto de cotas superior e inferior de las variables conectadas y CB el

conjunto de todas sus combinaciones. Luego:

py 2 L™y, 28 ) |
L*(x ,y, 2 u") Zénigg con gt (y)<0 si xl.B/ :in Vy (2.39)

g (»)20 six =x

Un nuevo conjunto de restricciones (las derivadas parciales de la funcién lagrangeana

respecto a las variables conectadas) se introducen y se llaman calificadores de
restricciones de la funcion de Lagrange g!(y)<0 o g/ (»)>0.

Estos gradientes dividen el espacio Y y en cada region la funcion de Lagrange se

subestima Como estos calificadores se introducen al problema dual relajado como
restricciones, para garantizar la convexidad en dicho problema se requiere gf (y) sea

lineal en y para todo i. Si no se tiene este caso, se debe linealizar la funcién
lagrangeana, ademas, con respecto a y. Esta linealizacién es valida ya que se busca
una cota inferior y la linealizacién es una subestimacion de la funcion.

Los calificadores de restricciones lo que hacen es dividir el dominio en dos si y es un
vector de una componente, en cuatro si y es de 2x1. En cada subdivisién se va a
subestimar la funcion v(y) con linealizaciones de la funcion lagrangeana tomando una
combinacion de cotas apropiadas solo para el conjunto de variables conectadas (por
propiedad 2.7.5.2). Estas subestimaciones se van mejorando con el refinamiento del
dominio del vector y el cual se produce con el paso de las iteraciones del algoritmo.
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Si ocurre que g," () =0, los calificadores se perturban con un nimero positivo muy

pequeno de manera de no alterar la solucién del problema.

Propiedad 2.7.5.4:

En la iteracion k se define

i) UL(k,K) el conjunto de funciones de Lagrange en la iteracion k (k<K) cuyos
calificadores se tienen en y* | el valor fijo de las variables y para el problema primal en

la iteracion K.

i) yBK es el valor 6ptimo del K-ésimo problema dual relajado, es decir:

Min p,

YiHp

Uy =3Suja:u, ZMz)'(nL(x,y,/ik,yk) k=1.,K-1

py 2 Min L(x, y, A", u")

luego

Min p,

Vg

py 2 Ly, 25 1) |

con gt (y)<0 si xiB" =x;/
k . B L

,ugk > peicr)s' &; (»)=0 si X0 =X (2.40)

Hy 2 L™y, 25, 1) |5
con gk(»)<0 si x/ :x,.U

gl (=0 six =x

Problemas primales infactibles

Puede ocurrir que para un yk el subproblema primal no sea factible.

Situaciones donde se garantiza factibilidad:

i) si se comienza con un valor inicial y factible y en los subproblemas duales podamos
incluir las restricciones, por ejemplo si son lineales o convexas, dejando de ser éste
una relajacion.

ii) Si el problema tiene solo una restriccion conjunta en x e y y para cada valor de la

variable x se convierte en restriccién de cota para y.
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En otro caso, si para un y * el subproblema primal no tiene solucién factible, para
generar los multiplicadores de Lagrange apropiados, se puede plantear el siguiente

problema primal relajado:

a>0
xeX

Mind =) «,
,-Zzll (2.41)

Suj.a:g(x,y*)—a<0
h(x,»*)=0

Es un problema con funcion objetivo lineal, restricciones de igualdad lineales y
restricciones de desigualdad convexas y por el teorema de dualidad fuerte su valor

objetivo éptimo coincide con el de su problema dual:

S = jikaX rx‘rlip{&vLﬂklth(x,yk)erlk (g(x,yk)—a)}

w20

Como a >0, de las condiciones de Kuhn-Tucker surge la condicién que

(1— z*1)a = 0 lo que implica que

S = max man {th(x,yk) + ulk’g(x,yk)}
A xe
20

Como se busca minimizar la infactibilidad, la idea es agregar al problema dual relajado

una restriccion que tenga como funcién cumplir con la condicion:

. k/ kt —
maxmin{a (v )+ 44 g (x,y )=0
>0

Luego es necesario resolver el problema primal relajado para el valor fijo y= ¥, y
obtener los multiplicadores de Lagrange que surgen de este problema que se usan
para armar restricciones definiendo la regiéon factible de los subproblemas duales
relajados futuros en términos de y, pero no para resolver subproblemas duales
relajados de la iteracion actual.

La restriccion apropiada que se debe agregar al problema dual relajado para aquellas

iteraciones donde el problema primal es infactible es:
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MinL(x,y . 2y,44) <0 (2.42)

L(x, .24, 1) = Ah(x,y) + a1l g(x, )

Actua como corte de factibilidad, eliminando la posibilidad de que todo problema dual

relajado retorne al mismo valor y* .

Seleccion de una cota inferior

Luego de resolver el problema dual relajado para toda combinacién de cotas de las
variables conectadas, se debe elegir una nueva cota inferior del problema original, y

un valor nuevo de y para comenzar otra iteracion. Esto se realiza tomando el minimo
de todos los valores almacenados u, como cota inferior y su correspondiente

solucion y ' = y. Una vez elegido se elimina del conjunto para no ser considerado
nuevamente, garantizando que el problema dual relajado no vuelva el mismo valor de
y en iteraciones sucesivas.

Si la diferencia entre cota inferior y superior esta dentro de una tolerancia prefijada, el

algoritmo termina.

Ideas del algoritmo

Para aplicar el algoritmo a un NLP se debe elegir una particion de variables x e y de tal
forma que cumpla con la condicion A y un punto de partida y ")

El calculo del subproblema primal en cada iteracién da una cota superior a la solucién.
El signo de las derivadas parciales de la funcion lagrangeana definen un conjunto de
ecuaciones llamado calificadores de restricciones que particionan el espacio y. En
cada parte se resuelve un problema dual relajado cuyas restricciones son
linealizaciones de la funcion lagrangeana. Estos problemas dependen de y y las
variables conectadas que, en cada iteracidon se reemplazan por sus cotas superior o
inferior, resultando asi un problema con variables y. En cada iteracién ademas, se van
incorporando un conjunto de restricciones y corresponden a linealizaciones hechas en
los subdominios. Estas incorporaciones permiten un mejor ajuste a la funcién v(y) y
por lo tanto una mejor cota inferior del valor objetivo optimo. Hablamos de
linealizaciones ya que si bien pueden ser hasta aproximaciones no convexas (por ser
gi cualquier tipo de funcion), se pide cuando sea necesario una linealizacién en y. Por
esta exigencia y por la condicién A inicialmente pedida, los problemas duales relajados

son problemas lineales y cada subproblema primal es convexo.
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La solucién de los problemas duales relajados demanda la mayor parte del tiempo.
Como el numero de problemas a resolverse es 2 donde NI' es el nimero de
variables conectadas, se ha propuesto una enumeracién implicita de los mismos
mediante la solucion de un problema MILP.

De cada problema dual si se obtiene un valor x, que es inferior a la mejor cota

superior obtenida del problema primal, luego se agrega al conjunto de cotas inferiores
candidatas; en caso contrario no se considera mas esa region para posteriores
subdivisiones.

Cuando la funcién de Lagrange es bilineal como en el ejemplo, luego la linealizacién

con respecto a x es la misma funcion.

Convergencia e-finita y optimalidad e-global
Lema 2.7.5.1:

Si la sucesion de soluciones <yk> del problema dual relajado converge a y, los

correspondientes multiplicadores de Lagrange para el problema primal (2.34)

lin

= P(y) Vx”

convergen a (_ZE luego L(x” ;I;)

k
X

Donde P(;) representa la solucién éptima del problema primal en ;

Lema 2.7.5.2:

Para un y = y* fijo del problema primal k-ésimo, sea U(y") el conjunto de

multiplicadores éptimos. Si y* — y y 2 > A4, 4" — 1 luego (A, u) eU(y).

Lema 2.7.5.3:

Sea P(y) el conjunto de soluciones optimas del problema primal para valores fijos de y,

luego si y* — ; P(y) es semicontinua inferior en;.

Teorema 2.7.5.1: (Convergencia ¢-finita)
Si se tienen las siguientes condiciones:

a) X e Y son conjuntos convexos compactos, e Y c V'
V={y:h(x,y)=0,g(x,y) <0 para xe X}

b) Condicion A

c) f(x,»),g(x,y)y h(x,y) son continuas en XxY
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d) El conjunto U(y) de multiplicadores para el problema primal es no vacio Vy e Y

y uniformemente acotado en un entorno de todos esos puntos luego para todo €>0

dado, el algoritmo GOP termina en un numero finito de pasos.
Observacion: Si Y no es subconjunto de ¥ se logra solo una convergencia asintotica.

Teorema 2.7.5.2: (Optimalidad global)

Si las condiciones del teorema 2.7.5.1 se tienen luego

i) La solucion del problema dual relajado en el paso 3 del algoritmo GOP siempre
sera una subestimacion de la solucion del problema (2.31).

ii) El algoritmo GOP termina en el 6ptimo global de (2.31).

Propiedades adicionales

Al implementar el algoritmo GOP se puede ver que se trabaja con una gran cantidad
de problemas duales relajados con igual solucién o infactibles y que pueden ser
evitados mirando la estructura de la funcion lagrangeana (Visweswaran and Floudas,
1993). Se introduce para tal fin una condicién A’:

En cada iteracion la funcion de Lagrange que se usa en el problema dual relajado es
lineal en x para y fijo y lineal en y para x fijo.

La condicion A’ garantiza que

lin
L(x,y A6t |5 =L0xy A5 u) y

lin

g () =V Llx,y" 2 u*) [ =V, Lxy 2 p*) Vi

Xk

Por lo tanto gl.k (») son funciones lineales en y, por lo que es facil determinar cotas

inferiores y superiores para esta funcion sobre Y, garantizando el siguiente resultado:

Propiedad 2.7.5.5:

En cada iteracion del algoritmo GOP, si gf () >0 para todo y (respectivamente
gi" () <0 para todo y) no es necesario resolver aquellos subproblemas duales
relajados que tienen gf(y)SO como un calificador de restriccién

(respectivamente g () > 0).
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Propiedad 2.7.5.6:
En cada iteracién del algoritmo GOP, si g!(y)=0 para todo y luego es suficiente

resolver solo aquellas combinaciones de cotas donde x; estan en su cota inferior o

superior.

Proceso de ramificacion y acotamiento

Se ramifica siguiendo la particion que se produce en el espacio Y a partir de los

calificadores de restricciones por iteracién. Se comienza con el espacio completo Y del

problema original. Sean Icl, el conjunto de variables conectadas en la primer iteracion,

. .z . . . . 1
N[f el nimero de variables conectadas, la regién original se subdivide en 2"

subregiones.

Cada subregion implica la resolucion de un subproblema dual relajado y corresponde a
un nodo. Si un subproblema tiene un valor de x, mayor que la mejor cota superior, se

trunca eliminandolo de posteriores refinamientos, si es menor se agrega al conjunto de

cotas inferiores candidatas

Resumen del algoritmo GOP

Etapa inicial. Inicializaciéon de parametros

Definir ,u;"”(Km‘”‘,Bj),ys"’"(Kmax,Bj),y"(Kmax,Bj) sobre el conjunto de cotas CB
(conjunto de todas las combinaciones entre x" y x" para las variables conectadas)

Sea el maximo numero esperado de iteraciones K™ . P""’'y R"” conjuntos que

almacenan valores objetivos y corresponden a cotas superior e inferior obtenidas de

los problemas primal y dual relajado respectivamente.
,U;mr(KmaX,Bj) — U, PUBD — U, RLBD — L
donde U es un numero positivo muy grande y L un numero negativo muy chico.

Seleccionar un conjunto inicial de valores y1 y una tolerancia de convergencia ¢.

Sean K** K™ conjuntos vacios y tomar K=1.

Proceso iterativo
Paso 1 (problema primal)

Almacenar el valor de < .
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Resolver el problema primal

Min f(x, ")

Suj.a:g(x,y*)<0
h(x,y*)=0

Si este problema es factible, actualizar el conjunto K’ y almacenar los

multiplicadores de Lagrange asociados. Actualizar la cota superior usando la expresién

PY" =min(P""", P*(»*)) donde P*(y*) es la solucién del problema primal actual.

Si el problema primal es infactible, actualizar el conjuntoK"’”""”y resolver el siguiente
problema primal relajado para obtener los multiplicadores if yyf
Miné = Za[

a>0 -
xeX i=1

Suj.a:g(x,y*)—a<0
h(x,y*) =0

(la infactibilidad se da en las restricciones no lineales)

Paso 2 (Seleccion de funciones de Lagrange de iteraciones previas)

Para k=1,..,K-1 avaluar todos los calificadores de restricciones de toda funcién de
Lagrange (es decir correspondiente a cada conjunto de cotas de x) en y* . Si todo
calificador de restricciones de la funcién de Lagrange se satisface en )X, seleccionar y
colocar la funcién de Lagrange en el conjunto UL(kK), es decir a estar en los

problemas duales relajados actuales con sus calificadores de restricciones.

Paso 3 (Problema dual relajado)
Formular la funcién de Lagrange correspondiente al problema primal actual. Adicionar

esto como una restriccion al problema dual relajado. Luego:

a) Determinar el conjunto de variables conectadas x, If

b) Seleccionar una combinaciéon de cotas de las variables conectadas en x,
B, =B, €CB

c) Resolver el siguiente subproblema dual relajado:
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Min u,
ey iy
Su..a: ZL xB’, ,/Ik, k lif feas
gty = O A O UL K k=12, K ~Lk € K
k . B U
g (»)<0 six”’ =x,

gh ()20 six" =x

OZLl(xB’ vy’ﬂlkuulk) |lrl:l

giN <0 six” =x V¥ eUL(k K) k=12,.,K-1keK"

gl ()20 six) =x

py = L™y, A uf) |

xl\

gik(y)SO sixl.szxl.U Si KekK

feas

gl ()20 six) =x;

0> L, (x™, y, X, ") |Z’Z
glk(J’) <0 si xl.Bf :in Si K eKinjéas

gf ()20 six =x

donde L, (x, y, A1, u*1) = Ah(x, y) + phig(x, v )
Almacenar la solucién si es factible, en u;” (K,B,)e y* (K, B,)
d) Seleccionar una nueva combinacion de cotas para x, es decir B, = B,.

e) Repetir (b)-(d) hasta que el problema dual relajado sea resuelto en cada conjunto de

cotas de las variables conectadas en x, esto es para todo B, € CB.

Paso 4 (Seleccion de una nueva cota inferiory y**™)

stor

Del conjunto u;”, seleccionar el minimo u;" (incluyendo las soluciones de la

iteracion actual). Seleccionar el valor almacenado actual y*” (k,B;) como y™  Sean

R™P =y y y*=3™ Borrar u)™ y y™ del conjunto almacenado.

Paso 5 (Verificacion de convergencia)

Chequear si R**” > P"" — ¢ | parar. Si no K=K+1 y volver al paso 1.
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Ejemplo 2.7.5: Problema de “pooling” o fusién de Haverly y Lasdon (1979)

Haverly definié6 un problema de fusién con tres sustancias 4, B y C, (ver Figura
2.7.5.1), con diferentes contenidos de sulfuro que son combinados para formar dos
productos, x e y con diferentes contenidos de sulfuro maximos. Lasdon y otros (1979)

agrego la restriccion de calidad en la reformulacion. EI modelo resulta:

Min6 A+16 B +10 (C, + C,) — 9x-15y

Suj.a: P, + P, —4A- B = 0 Ecuacion de balance
x-P -C, =0
y-pP-C =0 }
p(P, +P)-34-B=0 Calidadde pool
pP. +2C.-25x <0
pP, +2C, 15y <0 }

Balance de componente

Restricciones de calidad de producto

0< x < xV Cotas superiores de producto
0<y< yU

P, P,C,C, >0

1<p<3

A Py

A

- "L
GO

B—/

C C

y

Figura 2.7.5.1: Problema de fusién de Haverly

Por la naturaleza del problema todas las variables son no negativas, 1 <p <3y el

v v _
x° =100 e y" =200 g modelo tiene tres

problema se resuelve tomando
restricciones de calidad, una de igualdad y dos de desigualdad, con términos

bilineales; el resto, incluyendo la funcién objetivo son lineales.

Resolucion usando GOP
La particion de variables se define de la siguiente forma: y= p vy las variables
restantes forman el vector x.

Se debe fijar primero y, se toma p V=3
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1° iteracion
Problema primal
MinZ=64+16B +10(C, + C,) — 9x-15y
Swj.a:P. + P, —A-B =0
x-P -C, =0
y-P -C, =0
3(P. +P)-34-B=0
3P. +2C -25x <0
3P, +2C, 15y =0
0< x £100
0<y <200
4, B, P, P,C.,C, 20

Solucién éptima del problema: A*= 50, B*=0, C,*=50, C,*=0, x*=100, y*=0,
P.*=50,P =0 Z*=-100
Multiplicadores de Lagrange asociados: A" : A, =21, 4, =18, A, =30, 1, =-5

i =4, 4, =10, py=1 u, =0

Funcién de Lagrange

Lx, y, AV, i )=6 A+16 B+10 (C,+C,) -9 x- 15y +21 (P, +P,—A—-B) + 18 (x -
Py-Cx)+30(y-P, -Cy)=5[p (Px+P)—-3A—-B]+4(p P +2C,-2.5x) +10 (p P, +
2C,—1.5y) +x-100

Variables conectadas: P,, Py
Calificadores de restricciones

a—L=21—18—5p+4p20 si p<3
oL

—<0si p>3

o sip

oL

—=21-30-5p+10p>0 si p>9/5

y

a—LSO si p<9/5
OP,

y
3) Problemas duales relajados
i) Si
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P'=0,P" =0 (—>0 a—L>0)
Y oP op,

p<3 y p=>9/5
min pi,
Suj.a:p, > L(xD, A9, u®)
9/5<p<3

=LY =50—50p —(3— p)50 = —100
Solucién optima: g, *=-100, 9/5< p*<3

ii) Si
oL

" =0,P =200 (—>0 —<0)
* oP oP,

X

p<3 y p<9/5

min g,
Suja: py > L(x®, A9, 1)
1<p<9/5

i = [® =50-50p — (3— p)50+ (5p —9)200 = —~1900 +1000p

Solucion optima: p,*=-900, p*=1

i) Si
oL

P =100,P/ =0 (—<0 —>0)
oP oP,

X

p=23 y p=9/5

min g,
Suja:pu, >L(xV,y, /1(1),;1(1))‘11” =LY =50-50p + (3— p)(100-50) = 200—100p
3<p<3

Solucién optima: u,*=-100, p*=3

iv) Si
PY =100, P’ =200 (—<0 6_L<0)
V oP, oP, problema no factible.

p=>23 y p<9/5
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4) Cota inferior: p (2) = p min=1, 45 =—900 -900 < Z* <-100
Hstor -100 -100

Ystor [9/5,3] 3

2° iteracion: p (2) =1

1) Problema primal
MinZ=64+16B +10(C, + C,) — 9x-15y
Suj.a:P, + P, —A- B =0
-P -C =0
-pP -C, =0
+P, -34-B=0
+2C -25x<0
, +2C, 15y =0
0< x <100

0<y <200

4, B, P, P,C,C, 20

JUOSY e w

o

Solucién éptima: A*=0, B* =100, C, *=0, C, *=100, x*=0, y*=200, P,*=0
P,* =100 Z* =-400. Nueva cota superior
Multiplicadores de Lagrange asociados: A? : A, =21, 1, =10, A, =22, A, =-5

(2

u? iy =0, g, =6, uy=0, pt, =2

Funcion de Lagrange
L(x, y, A?, u?)=6 A+16 B+10 (C, +C,) - 9x- 15y + 21 (P, + P,— A—B) + 10 (x - P,
-C.)+22(y-P, -Cy)=5[p (Pc+P)—3A-B]+6 (pP,+2C,—1.5y) +2(y-200)

Variables conectadas: Py, P,

Calificadores de restricciones

oL
L _21-10-5p>0 si p<11/5
P p==stp

X

a—LSO si p>11/5
OP,

X
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oL
—=21-22-5p+6p >0 si p>1
P ptop st p

X

oL
—=<0si p<1
oP
y
2) p@? = 1 cumple con los calificadores de restricciones asociados a

LY =1000p-1900 1< p<9/5
3) Problemas duales relajados
i) Si

oL

P/ =0,P’ =0 (—>o —2>0)
oP oP,

X

p<l1/5 y p=>1

min zz,

Suj.a: p, > I3 =1000p —1900
1< p<9/5
Ly >L(x(2) ¥, i) ”u(Z))
1< p<11/5

in = I{? =100 p —500 + (p —1)(~100) = —400

Solucion optima: p,*=-400, p*=1
ii) Si
oL

P =0,PY =200 (—>0 —-<0)
’ oP oP,

X

p<l1/5 y p<1

min g,

Suj.a: p, > I =1000p —1900
1< p<9/5
Uy > L(x(z),y,/lzl),y(z))‘iﬁ”:z =I{? =100p —500+ (p —1)100 = 200 p — 600
1<p<1

Solucion optima: p,*=-400, p*=1

i) Si

=100,P" =0 (—<0 a—L>0)
: oP, op,

X

p=11/5 y p=>1
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Pero considerando los calificadores de restricciones de la iteracién anterior: 1< p < 9/5
da un problema no factible.
oL

iv) Si PV =100, P" =200 (6_L <0, —<0) problema no factible.
y oP oP,

4)_Cota inferior: observando x ., v, VY las soluciones de los problemas duales de
la iteracion actual.
*=-400, p=1 -400< Z* < -400

Por lo que se ha llegado a la solucion 6ptima.

Solucién éptima: A*=0, B*=100, C, *=0, C, *=100, x*=0, y*=200, P,*=0
P,* =100, p* =1, Z* = -400

Vo)
1 1.5 1.8 2 25 3

B R ' % p

-4004

-900 |

Figura 2.7.5.2: Soluciones del problema para distintos valores de p y aproximaciones

lineales de la iteracion 1

V(P) o
1 15 18 2 25 3
I,l l : | | : » p
T o
L 52) L(22) 1
@
L2
-400
-900

Figura 2.7.5.3: Soluciones del problema para distintos valores de p y aproximaciones

lineales de la iteracion 2
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Conclusiones del algoritmo

GOP es un algoritmo para resolver problemas no convexos que requiere una forma
general del modelo menos restrictiva a la que proponen otros algoritmos. La condicion
A permite trabajar con producto de funciones convexas tales como las funciones
bilineales por ejemplo. Esto implica resolver los mismos problemas no convexos
resueltos por otros algoritmos pero con un modelo original afectado a menos
transformaciones y con lo que ello implica en cuanto a menos agregados de nuevas
variables, restricciones y/o subestimaciones.

El signo de las funciones g/(y) definen un conjunto de ecuaciones llamado calificador

de restricciones de la funcion lagrangeana en la iteracion k, la cual particiona el

. K . . . s
espacio y en 2"¢ subregiones. En cada una de estas subregiones, la funcién
lagrangeana se construye y tal que subestima la solucion global en la subregion;
ademas al buscar el minimo provee una cota inferior de la solucién global en tal

region. Luego de este proceso surge que el niumero de problemas duales relajados a
. .z K ’ .
resolver por iteracion es 2"« donde NI es el nimero de variables conectadas en la

k-ésima iteracion. Si bien los autores presentan resultados que permiten eliminar
algunos problemas duales disminuyendo el trabajo del algoritmo, la solucién de los

problemas duales relajados demandan la mayor parte del tiempo.

2.8 Cuadro resumen de algunos aspectos de los algoritmos comentados

Autores Nombre Tipo de [ Equipo Criterio de | Software/Algorit [Usa paso
Implementaci6é | problema parada. mo que usa de
n/ lenguaje q resuelve Precision g reduccion
Ryoo- BARON MINLP Sun 10° GMAS  MINOS | Si
Sahinidis SPARC 5.4
station 2
Byrne- IGOR, RIGOR | MINLP IBM desconocid | Matlab 4.2c | RIGOR si
Bogle RS6000 a Optimization
toolbox
Smith- Lenguaje MINLP Sun Variable GAMS CONOP | Si
Pantelides [ gPROMS SPARC segun el
Cstation ejemplo
10/51
Maranas, aBB NLP HP9000/73 | Generalmen | MINOS 5.4 Si
Androulakis 0 te 0.001
Adjiman-
Floudas
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2.9 Conclusiones

Es dificil realizar comparaciones de los resultados obtenidos al resolver los mismos
problemas test con diferentes propuestas de los autores debido a que las condiciones
en cada trabajo en cuanto a equipo y precisién por ejemplo, son diferentes o
desconocidas en algunos casos. Factores como el uso de escalamientos en el modelo
y precisiones requeridas en procesos de calculo internos de los algoritmos empleados,
influyen sustancialmente en la ejecucién de los mismos, elementos que los distintos
referentes no detallan en sus trabajos.

Se ha comprobado que los procesos de reduccion de intervalos son un elemento clave
para acelerar la convergencia de los algoritmos. El trabajo de Ryoo y Sahinidis aporta
test de reduccién de rango y region factible distintos a las usadas hasta su publicacion.
Estas estrategias fueron probadas en la primer reformulacién del algoritmo presentado
en esta tesis.

En el trabajo de Smith y Pantelides se presenta una reformulacién del problema
mediante una descomposicion de las funciones que lo forman, que posteriormente se
adopta en el algoritmo desarrollado por Marcovecchio, Bergamini y Aguirre™ y que
sera explicado en el capitulo 3.

En algoritmos de tipo ramificar y acotar se pueden extraer algunos criterios comunes
que resultan ventajosos para un mejor funcionamiento de las alternativas propuestas.
Los algoritmos expuestos en este capitulo usan diferentes alternativas de
reformulacion para un problema no convexo. En busca de problemas relajados
convexos y a veces lineales, se utlizan y combinan diferentes estimaciones
estudiadas en su gran parte en la seccion 2.5.

En todos los trabajos se obtienen mejores resultados, en término de aceleracién a la
convergencia de un algoritmo, mediante la incorporacién de un paso de reduccion de
cotas para las variables; es un factor determinante para lograr convergencia dentro de
un limite preestablecido a no lograrla; luego se considera indispensable adoptar
procesos de reduccion de la regidon factible apropiados a un proceso iterativo
determinado. Otro elemento que favorece la evolucion de un algoritmo de este tipo es
el agregado de subestimadores como los propuesto por McCormick, explicitamente
enunciado por Ryoo y Sahinidis; y claro estd que cuando se trabajan con
subestimaciones mas ajustados a la funcion en estudio, menores esfuerzos se

requeriran para llegar a la solucién del problema.
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Capitulo 3

Método de optimizacion global: “Improve and Branch”

3.1 Introduccioén

En el presente capitulo se analiza en detalle el algoritmo “Improve and Branch”
presentado por Marcovecchio, Bergamini y Aguirre™ al que en el siguiente capitulo se
proponen y realizan algunas variantes.

El algoritmo es de ramificacion y mejora del objetivo y permite resolver problemas de
programacion no lineal no convexos.

En el desarrollo del algoritmo se resuelven dos problemas no convexos, un problema
reformulado RP y un problema principal MP. RP es una reformulacion equivalente del
problema original y MP es una subestimacion no convexa cuyo objetivo es encontrar,
si existen, soluciones con valor objetivo mejor que las calculadas hasta el momento y
factibles para el problema original. A partir de la solucion de este problema, el
problema RP busca mejores soluciones que seran cotas superiores del problema. De
no encontrar una solucién factible para RP, se implementan criterios para realizar
ramificaciones. Se formulan distintas reglas de ramificacion que particionan la region
factible, generando subregiones que proporcionan subestimaciones de las funciones
cada vez mas precisas.

Para acelerar la convergencia, se propone una técnica de reduccién de cotas

implementada para cada ejemplo particular.

3.2 Formulacién del modelo

La notacién general de un NLP tomada en este trabajo es:

Min £(X)
suj.a: }T(X): 0
P
g(i)s 0

donde x € R" es un vector de variables de decisién continuas acotadas, el conjunto

de restricciones esta formado por las funciones vectoriales g:R" — R” que son

desigualdades, % :R" — RY igualdades y f:R" —> R es la funcion objetivo a

minimizar.
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3.3 Problema Reformulado: RP

Para reformular el problema no convexo, se adoptd el trabajo algebraico propuesto por
Smith y Pantelides®®?, el cual fue descripto detalladamente en la seccioén 2.7.3. Como
ya se explicd, se descomponen las funciones en términos algebraicos simples. Se
sustituyen los términos no convexos por una nueva variable la que sera trabajada
algebraicamente si es necesario, o subestimada por una funcién convexa. Asi con el
agregado de variables y restricciones, las funciones no lineales se transforman en
funciones simples y funciones univariables trascendentes (logaritmos, exponenciales,
trigonométricas). Luego todo problema que tiene expresiones solo aritméticas se
puede transformar en un problema equivalente donde la no linealidad corresponde a
términos bilineales, fracciones simples y funciones univariables, donde la relajacion
convexa del problema reformulado también es una relajacién valida para el problema
original.

Una vez realizada la desagregacion de las expresiones del modelo, se obtienen
términos simples que seran tratados segun su forma:

Para los términos fraccionales, como estan definidos en intervalos para x;enteramente

positivos o negativos, se realiza un cambio de variable z;= — que reemplaza a cada
X.
J

ocurrencia del término fraccional, y esta definicion se agrega al modelo como una

restriccion bilineal x;z; =x;. Se calculan cotas de la nueva variable a partir de las
cotas de x; y X;.
Para los términos bilineales se requieren tres nuevas variables z,a y B definidas de la

forma: o=x, +X,

En el modelo, cada término bilineal se reemplaza por z y se le deben agregar las

restricciones: o = x, +X,
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Ademas se deben agregar restricciones de cotas para las nuevas variables que se
derivan de las variables originales. En estas desigualdades hay dos términos

concavos: —B> y —a’ que se respetaran inicialmente en la reformulacién del modelo.

Completa la reformulaciéon el nuevo problema es equivalente al original y tiene tres
tipos de restricciones: de igualdad lineal, restricciones de desigualdad convexas y

restricciones de desigualdad no convexas por tener términos univariados concavos.

Ejemplo 3.3.1: El siguiente ejemplo muestra una reformulacion de un problema no

lineal:

. 2 2 4
Min X7 — X5 +4x5 —/X,
suj.a: 3x,+x,e° <20
Para este ejemplo, tanto la funcion objetivo como la primer restriccion son funciones

no convexas. Por tal motivo el problema debe reformularse con el agregado de nuevas

variables como sigue:

Min  x? -z, +4x; — /X,

suj.a: eql  3x,+z, <20

eq2 x; <z 5
Z, =X,
2 <

eq3 —x; <-z

eq4 a=x, +z,

eqd B=x, -z,
Z, =X,Z,4

eq6 -p’ <4z, —o’

eq7 —a’ <-4z, -p°

*3

eq8 e <z, N

z,=¢"’

X3
eq9 -e’ <-z,

Se utilizan sustituciones validas que llevan a una reformulacion equivalente del
problema original. EI modelo tiene restricciones de igualdad lineales (eq4, eqb),
restricciones de desigualdad convexas (eq1, eq2, eq8) y restricciones de desigualdad

no convexas (eq3(x, ), eq6(P ), eq7(a ), eq9(x,))
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Si el problema P no esta formado por funciones tales como las trigonométricas, la
forma general del problema reformulado RP es:

Min £°(x,z)
suj.a. helx,Z,a,

) RP

donde /° son funciones lineales, /¢, g° y k° son funciones convexas, los términos

céncavos univariados estan simbolizados tcu y las variables agregadas z estan
definidas a partir de x, z = z(x). Si la reformulacién se hace cuidadosamente, P y RP
resultan completamente equivalentes, en el sentido que hay una correspondencia
punto a punto entre sus regiones factibles, y la solucion optima de RP proporciona la

solucion 6ptima de P.

3.4 Relajacion convexa

Es posible obtener una formulacién convexa a partir de RP, subestimando los términos
coéncavos tcu(w), donde w es alguna de las variables de los vectores (X,ZE,B). La
subestimacion mas apropiada es la envolvente convexa del término concavo, y es un
. LO LO UP 8]
segmento de recta definido por los puntos (w ,tcu(w )) y (w ,tcu(w )) donde

w"® vy w'" son las cotas de w (Ver capitulo 2).

Resulta:

A tcu(w"o)+ (l - )\) tcu(wUP)S —k°© (Y,ZE,E)
w=AwC +(1-A)w
0<A<1

WO <w< P
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Observaciones: 1) si se reemplazan las cotas w"° y w'" por nuevas variables que

cumplen w, = w,, sigue siendo una subestimacion valida, no convexa y a medida que
el intervalo [wL , WU] es menor, la subestimacion esta mas préxima a la funcion tcu(w).

Para este caso R’ queda de la forma:

A teu(w, )+ (1= 1) teu(w, ) < —k”()_c,E,E,E)

w=2Aw, +(1=1)w,

wy Swy R
0<1<1

wo < w; < w?

LO uP
woSwy; Sw

2) Si bien el procedimiento propuesto permite obtener regiones convexas que
proyectadas al espacio original contienen a la region factible, no son las regiones mas
ajustadas. Desde el punto de vista matematico seria mas exquisito trabajar con la
capsula convexa de la region factible, pero también mas trabajoso en muchos casos.
La reformulacién propuesta implica un proceso simple y sin dificultades para
implementar.

Se propone un ejemplo donde se puede observar las diferencias entre el conjunto
convexo construido y la capsula convexa para un conjunto definido por restricciones

particulares.

Ejemplo 3.4.1: dado el conjunto de restricciones de un NLP:
2 2
(x=3)+(y-3y=> 3, 1<x,y<2
Segun la construccion sugerida, la restriccion debe reemplazarse por:

Z1+25 <3
z 2 —(x(l) - 3)2/11 - (x(z) - 3)2(1 ~4)

22~y =3f 4, - (¥ =3f (1- 1)
xzx(l)/il +x(2)(1—/11)
y=yV+y¥(1-1,)

0<A,4, <1
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M _ (2)

. 1 2
Reemplazando en las desigualdades por X =X, X =X, y”=y10 y()=yu,, se

z; 2 -1-34, x=2-4

tiene:
obtiene 2> —1-34, y=2-4,

despejando 4, j=1,2 en funcion de x e y, y reemplazando en las desigualdades de z:

3x+3y <11
es un semiespacio cuya frontera es una recta r, definida por la ecuacion: y + x = 11/3
y representa la proyeccién en el espacio xy de una subestimacién realizada en un
espacio de mayor dimension.

Por otro lado, es posible construir una region convexa definida por las cotas de las
variables y el semiespacio cuya fronteraeslarecta r,: y+x=35 —\/5 definida por los

puntos (2,3—\/5) y (3—\/5, 2), puntos de interseccion entre la restriccion no lineal y

las cotas superior de x y superior de y respectivamente. Su ecuacion es
x+y£5—J§.

Ambas rectas son paralelas y sus ordenadas cumplen con la desigualdad 5—\/§<
11/3 indicando que el semiespacio cuya frontera es ry contiene al semiespacio cuya
frontera es r, y en consecuencia la regién convexa relajada es mayor. Como se puede
ver en la figura 3.4.1 la region mas ajustada resultante es la capsula convexa de la

region factible original.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

.Figura 3.4.1: Regidn factible no convexa y dos sobreestimaciones convexas
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3.5 Problema principal

El problema principal es no convexo y se formula de la siguiente manera:

Wi S Wy MP

donde f"es la mejor cota superior de la funcién objetivo f, lograda hasta el

momento.

La funcién objetivo de MP minimiza la diferencia entre las cotas de las variables
definidas en w. El valor de la nueva funcién objetivo siempre es no negativo y busca
que para cada variable w; coincida su cota superior con su cota inferior.

Cuando se resuelve MP y su solucion resulta una solucion factible del problema
original, la restriccion A, tcui(wLi)+(l—ki)tcui(ww)ﬁ—kf(i,i,a,ﬁ) para algun
1=1,...,] esactiva en dicho punto.

En MP se incorporaron subestimaciones para los términos coéncavos tcu(w) que

resultan exactas, coincidiendo con el valor de la funcién, en los extremos w'° y w'".

Si la solucién w esta en alguno de estos extremos luego la solucién de MP es factible

también para RP, de lo contrario en RP no cumple con Ila restriccion
teu, (w) < —k? (X, z, 0, B)

Si la solucion de MP es factible para el problema RP, se toma como punto de partida

para resolverlo en busca de mejores soluciones ademas de mejorar la cota superior
obtenida hasta el momento.

En MP se agrega una restriccion que condiciona la funcion objetivo a ser menor que la
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ultima cota superior hallada, con el fin de obtener una solucion factible del problema
original y con mejor valor objetivo aun. Si el problema no tiene solucion factible no
existe solucion con mejor valor objetivo ¥ y la regién se puede eliminar del estudio.
Este procedimiento realiza entonces una eliminacion implicita de soluciones con peor

o igual valor objetivo y por lo tanto también de subregiones.
Si w,. y wy, se fijan, el problema queda convexo, luego otro problema que se define

es CP cuya regién factible contiene a la region factible del problema original,
resultando una relajacién convexa de MP y por lo tanto su solucion sirve como cota
inferior del valor objetivo 6ptimo.

En el trabajo, los autores exponen una serie de resultados que fundamentan y

proporcionan un buen funcionamiento del algoritmo.
J

Min > (wy, —wy)

i=1

hl(i’_’a16):6
2°(%,2,4,)<0
CP
}\’i tcui(wgﬂo)*_(l_}\'i)tcul(wlUP)— kic(i,zﬁ,g) i=1 J
w,=h w0+ (1=, ) w” =1,

Teorema 3.5.1:

* *

a) Si un punto factible en MP: p~ = (Y*,Z*,G*,E*,WL,WU X*) tiene valor objetivo igual

a 0, es la solucion optima global de MP y representa una solucion factible de P con

valor objetivo mejor que la soluciéon conocida.

b) Si un punto en MP: p~ = (X*,Z*,G*,B*,WZ,W;,X*) tiene valor objetivo mayor que 0,
pero A, =00 1, para tales i tal que 0 < w,, - w,,, corresponde a un punto factible de P
con valor objetivo mejor que la solucién conocida.

c) Si el éptimo global de MP: p” =(X*,Z*,d*,ﬁ*,wz,wg,x*) tiene un valor objetivo
mayor que 0 luego no existe ninguna solucion de P con valor objetivo menor que
(% ).
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d) Si MP es infactible, no hay ninguna solucion de P con valor objetivo menor que
(f" —¢).

Demostracion:

Sea p :(X ,Z ,0 ,P ,WL,WU,X) un punto factible en MP.

J
Como es factible satisface la restriccion wy; > wy;, luego Y (w, —w,; )2 0.
i=1

Seap’ =(x",z",a’,B",w,,w;. L") la solucién éptima de MP.
J

a) Sea p tal que Z(wf _WZ )z 0 luego es solucion 6ptima global del problema MP y
i=l

ademas como es suma de términos positivos debe cumplir que W, —w,, =0 Vi.

Por la restriccion en MP: w =i w +(-X)w , i=1..] se cumple

W, =W, =w, paratodoi.

Para ver que p~ es un punto factible del problema P o equivalentemente RP, basta ver

las restricciones no convexas de MP:

Vi=1,.,J

1

>
*
NI
*
<l
*
=
*
SN—

teu, (w) )=, reu, (wy, )+ (1 =27 Jeeu, (w), )< k¢

luego (X*,z*,d*,ﬁ*) es un punto factibble de RP, y X punto factible de P que

proporciona una nueva cota superior del valor objetivo 6ptimo buscado.

f“(i*,z*)s £ —¢, por ser una restriccién de MP y f‘es una subestimacion de la
funcion objetivo original, cumple que en este punto fC(Y*,Z*)z fix")

luego f(X*)S [ — &, dando una cota superior mejor que la actual.

b) Sea p_ tal que Zjl(wu —W;)>O :

i=1
Para todo i tal que w,, <w,, : W, =w,, si A =1

* *

_* . _
W, =w, s A, =

1 1

estando en la misma situacion que en (a) respecto de la factibilidad de RP y P.
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c) Supongamos que existe un punto factible de P con f(X*)S Y —&.Luego como Py

RP son equivalentes, existe un punto factible en RP: pz(io,zo,do,ﬁo,wo) que

satisface todas las restricciones del problema, en particular

teu(iw, )+ k°(X,,2,,9,,B,)< 0. Tomando w, =w,, W, =w, y cualquier X, se

tiene un punto p = (XO,ZO,dO,EO,WUO,WLD,/TO) factible para MP con Z]:(wu -w )= 0.
i=1

Pero la soluciéon optima de MP tiene valor objetivo positivo. Absurdo que provino de

suponer que existia una solucion de P con mejor valor objetivo que hasta el momento

hallada, luego no existe ninguna solucién de P con valor objetivo menor que (f* —¢).

d) Como RF,, c RF,,, si el problema MP no tiene solucioén factible luego tampoco la
tiene RP y P luego no hay solucion factible para P con valor objetivo menor que

" -¢) 0

Teorema 3.5.2:
a) CP es factible si y solo si MP es factible.

b) Si CP es infactible, no existe ninguna solucion de P con valor objetivo menor

quef —¢.

Demostracion:

a) Sea pz(XO,ZO,GO,BO,WO) un punto factible del problema CP. Las cotas de w
estan fijas, w, =w'’ y w, =w"".

w, <wy, Y las restricciones restantes de MP se cumplen por ser las mismas que en
CP. Luego el punto (XO,ZO,GO,BO,WLO,WUO,XO) es factible en MP.

Ahora supongamos que (XO,ZO,GO,BO,WLO,WUO,XO) es factible para MP. Luego se
cumplen entre otras las restricciones w; =\, W, +(1—X0i)wU i Y

Mo teu, (wy, )+ (1=, ) tcu, (wy,, ) <~k (X, z,0,B)  i=1,..,]

Para que sea factible en CP debe hallarse A tal que: w =i, w™ +(1-4,)w" vy

A tcui(wiLO)+ (1-2, )tcui(w.UP)S —kf(%,z,@,B)  i=1,..7.
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Como w° <w, <w”™ i=1,.,]
Jr, de la forma A, =(wy —w " )/(w° -w")/ cumple con las primeras
restricciones.

Como w'® <w,,, <w,, <w’ i=1,..,J y tcues cdncava se verifica que

1

teu; (WLm)> Ao tc“( ) ( ) ( UP)

tcui(oni)Z Ayoi l‘cu( ) ( )tcu( UP)

Multiplicando cada desigualdad por A, >0 y (1-A,)=0 y sumando:

— ki (Xoazo’ao’go)z tcui(WOi)Z Ao tcui(wLai )+ (1 Ly )tcui(WUOi) y
Lo tcui(WLoi)+(1 7\'01)1‘0” (WU01)> Ao (Kthcu ( LO)+(1_}‘ )tcu ( . ))+
(l—koi )(XUitcu ( -0 ) tcu, (wlUP )) Aot A + — Ay )X )tcu ( LO)+

((1_7"01)7"Li +( >Lol)(l XUI) fcu, (WIUP)
UP) —k$(X,,Zy-0,,B,) cON

1

luego A, tcui(wiLo)Jr (1- &) zeu, (w
A= g Ay + (=2, )}”Ui

verificando las restricciones en CP.

b) Por a) si CP es infactible MP también lo es y por el teorema 3.5.2 d) se tiene el

resultado [J

3.6 Ramificacion

Sea p= (X, z,0, P, WL,WU,X) una solucién optima local de MP, con 0 <A, <1 para algln
i, el punto hallado no es solucion para el problema original y por lo tanto no es posible
realizar ninguna inferencia. Para eliminar esta solucién y poder continuar la busqueda

de la solucién global de P, se realiza una particion de la regién factible a partir de p”.

Teorema 3.6.1:
Sea p*:(i AN ,B*,WL,WU,X) una solucion éptima para MP, con
J

Z(W;—WL)>O y G° ={i:w; <w, A 0<A; <l,i=l,...,J}. Luego la restriccion
i=1
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A, tcui(wu)+(1—ki)tcui (in)< (X Z, 0 B) es activaen p  paraicG’.

Demostracion:

De las condiciones necesarias de KKT que se cumplen en p , las condiciones donde

intervienen las variables A, , w,, y w, son:

wy (tcuw,) - teu(wi) )+ y(wy, - wy ) -l +ul =0 )
Sy (e v+ ¥ )+ s =il +n, =0 )
L (- 2w (wp) )+ (1= )=y —pl, +02, =0 @)

W, (kf teu, (wzi )+ (1 -\ )l‘cui (w;}1 )+ kS (X*,Z* Ja B )) =0

Hz(WZi - W:/i): 0

w(0-27)=0 k2 -1)=0
HWL( - WZi):O HivL(WZi_WiUP):O
“i}vu( 1LO_WM) 0 ”izu (Wl*]i_WiUP):O

TR TR TN TEI TR TR TR TR

Como por hipétesis 0 <A, <1 paraicG’, p) =p; =0

Ademas w® <w’ <w <w  paraieG’ pu,=0y pn; =p, =0 Quedando:

w, (tcu(wy,) - teu(w;))+v(wy, -y )=0 (1)
-1+, (kftcu'(wL1 ) (7»?) (2)
T, (- A (wi) )+ y(1-20) =0 3)

W, (kf teu, (wzi )+ (1 - )l‘cui (w;}1 )+ kS (X*,Z* Ja B )) =0

Si p, =0 de (1), como wzi < w;, v = 0. Pero (2) queda inconsistente. Luego debe ser

u, # 0 y por (3) la restriccion debe ser actival_.
Cuando se obtiene una solucion 6ptima de MP no factible para P, se desea eliminar,
para ello se recurre a particionar la regién factible, particionando el rango para la

variable w;, .
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Cuando existe mas de un w; para i,e G°, se necesita un criterio para seleccionar la

variable que realiza la particion. Los autores proponen distintas reglas para lograr la

particion sobre un w, tal que,
0

Reglal: 1, = arg;zggc{wUi _Wu}-

Regla 2: i, = argmax{(w; —w, ) (W — W,U")}_
ieG’

Regla 3: 1, = arg mggc{tcui(wi*) - (kf feu, (w;)+ (l - kf)tcui (w:,i ))}

. . * * * *
Regla4: i1, = argmax{mm{wi — W Wy — W, }}

ieG’
Regla 5: versiéon ponderada de la regla 4.

Regla 6: elegir la variable siguiendo un orden de prioridades.

3.7 Pasos del Algoritmo

Dado un problema en la forma P.
Paso 1: Inicializacion:
Seleccionar un valor para el parametro . Reformular el problema en la forma RP y

luego definir MP. Sea P = {RO} el conjunto de regiones, donde R, es el hiperrectangulo

definido por las cotas en RP. Resolver RP con un algoritmo local. Si el problema tiene
solucion factible, su solucién optima es (XOPT,ZOPT,HOPT,BOPT) y £ su valor
objetivo. Si no, tomar para £ un valor suficientemente grande. Seaiter=1y R, = R..
Paso 2: resolver el problema MP en la region R, .

Si MP es infactible en la region R,, P=P\{R, }. Ir al paso 5.

Sino sea (X*,z*,d*,ﬁ*,WZ,W;,X*) el 6ptimo.

Definir G* ={i:w), <wj, A 0<Al <li=1,..J}.

Si G°=g, (la solucion actual es factible para RP) ir al paso 3, sino ir al paso 4.

Paso 3: Resolver RP en la regién R, a partir del punto (X*,Z*,G*,B*,W*) agregando

* * ek ., *
la restriccion fC(X,z)S f —¢. Sea (X AR ,B ) la solucién local y T el valor

objetivo. Actualizar (XOPT,ZOPT,dOPT,BOPT)=(i*,z*,a*,ﬁ*), f" = ", Ir al paso 5.
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Paso 4: particionar R, en una o mas variables w, para i,eG’ , generando las
subregiones {R, . R, ....R, {. Sea P=P\{R,}. Ir al paso 5.

Paso 5: Criterio de parada:

Si P=@, parar: la solucion actual es el 6ptimo global. Si no hacer iter=iter+1 y elegir R,

de P. Retornar al paso 2.

Cuando se implementa el algoritmo, los problemas RP y MP no convexos se resuelven
con un algoritmo para problemas convexos, garantizando 6ptimos locales de estos
problemas. Cuando se llega al paso de resolver RP siempre se cuenta con un punto
factible proporcionado por MP previamente resuelto. En cambio, MP puede resultar
infactible sin serlo. Para salvar este inconveniente se resuelve el problema convexo
CP, si tiene solucion 6ptima factible, ésta se toma como punto inicial para resolver MP

y si es infactible, el teorema 3.5.2 permite concluir la infactibilidad de MP.

Diagrama del algoritmo

Inicializar €,

iter=1, R=R y ———

cota superior /%

Resolver MP en
la region R,,,. S—l, GO={i: w,; <w,,;y0 <A< 1}
JFactible? B B (GO=2?
lNO Y
Subdividir R, Si
Eliminar R, partiendo en w,,
para algin i €G°

Resolver RP con la
solucion de MP
como punto inicial

iter=iter—+1.
Tomar nueva
region.

Y

Sl (Hay regiones NO
no exploradas? ﬁi‘ FIN
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3.8 Convergencia

El algoritmo genera un arbol a partir de las particiones de la region factible, y la
acotacion de la funciéon objetivo se incorpora en la formulacién del modelo. Las
subregiones se eliminan cuando el problema MP resulta infactible requiriendo que el
valor de la funcién objetivo es menor que la mejor cota superior lograda hasta el
momento. Luego en el proceso todas las subregiones deben estudiarse. Con una
precision g, el proceso de particionar, chequear y eliminar regiones es finito, asi las
caracteristicas de convergencia de los algoritmos de ramificacién y acotacion son
validas para el algoritmo propuesto. El algoritmo finaliza cuando todas las subregiones
se descartan porque ha proporcionado una cota superior o por infactibilidad. Se
propone una reduccion de cotas, alternativa a las planteadas en el capitulo 2 por
Ryoo y Sahinidis, (1995), Zamora y Grossmann, (1999).

3.9 Reduccién de cotas

Se propone una reduccidon de rango basada en factibilidad. El ajuste de cotas
propuesto en el trabajo, es similar al test de monotonia y acotamiento propuesto por
Hansen y otros (1991).

Dado el conjunto de restricciones de igualdad originales:

h(X),%X,..,%x,)=0
hy(X,,X,...,X,)=0
M

Si se supone que de cada ecuacion se puede despejar una variable, de la forma,

0,
Xy =&y (Xppes X4 5 X5 X ), 1 € {1, ..., p} tal que para todo jzk, el signo de %
J
0,

sy =sgn( ag”‘), es constante en la caja R; de variacién de las variables que se esté

X .

J

trabajando.

Si la ramificacion se realiza sobre una de las variables x,,...,x ; el rango de x, puede

cambiar. Para actualizar las cotas, se debe calcular
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Lo _
Xm lf‘slm =-1

u =
Im UP .
X if s, =1

m

. : upP :
Luego una cota superior para x, es X, < min{x, ,glﬂt;{glk 7/ N RN I | §

Esta condicion puede relajarse usando x, < g« (Xppeees X g s X pgseen X )

Una cota inferior de la variable es x, > max{xio,gaﬁ{g,k (Ligseees Ly > Ly 51,1} con

uP _

] = X lf‘slm =-1

Im LO . _l ’
X l.fslm -

m
Anéalogamente puede relajarse a los fines practicos usando

Xy 2 8 0 (Xser Xy X gy 5nX ), dONde G, gVk Y g'i S€ calculan con anterioridad. El

resultado del calculo de las cotas depende del orden en que se trabajan las variables.
Es posible determinar un orden apropiado construyendo una lista de implicacion para
cada variable. El procedimiento se puede aplicar en forma recursiva hasta que la
reduccion se torne no significativa segun una tolerancia prefijada.

Este procedimiento no ha sido implementado en forma automatica, sino que se
construye a partir de las expresiones presentadas para cada ejemplo.

Para aplicar el algoritmo a problemas MINLP, se adopta lo planteado en la seccion

2.7.1 (Ryoo y Sahinidis, 1995) para trabajar las variables en forma continua:
0<x<Il, x(1-x)<0
En MP se puede agregar la restriccion no convexa:
X =Mx,) =(1=M)(x,)> <0

y X, —Xx, forman parte de la funcion objetivo.
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El algoritmo se implementé en GAMS (Brooke y otros, 1997) y se probd en 6
problemas test. Se usaron los resolvedores GAMS/CONOPT para resolver NLP en
una PC Pentium 4 1.5 GHz.

3.10 Conclusiones

El trabajo plantea un algoritmo de optimizacién para resolver problemas no convexos
con algunas caracteristicas a tener en cuenta. Antes de realizar estimaciones
convexas para las funciones no convexas, se reformula el problema siguiendo el
procedimiento explicado e implementado por Pantelides y otros en su trabajo " donde
se realizan sustituciones que si bien aumentan la dimension del problema, desagregan
funciones altamente no convexas en expresiones simples, que tienen una no
convexidad conocida y de mas facil manejo.

El algoritmo utiliza un procedimiento de ramificacion mediante particiones de la region
factible, y definicion y posterior resolucion de subproblemas a partir de las
subregiones. Seguido de un procedimiento de acotacion donde se realiza una
eliminacion implicita de soluciones gracias al agregado de una restriccidbn en un
problema de optimizacion a resolver donde se fuerza a buscar soluciones con valor
objetivo mejor en un factor ¢ al obtenido actualmente.

Si bien el proceso iterativo se plante6 a partir de la resolucion alternada de dos
problemas no convexos generados a partir del problema inicial, en la evolucién del
algoritmo se observa la necesidad de agregar la resolucion de un problema convexo.
Esta situacion sera aprovechada en el capitulo siguiente para implementar una
reduccién de la region factible. Observando los problemas test resueltos, los
resultados que se obtienen son altamente competitivos frente a otras propuestas,
cuando se utiliza un proceso de reduccién de rango que es implementado para cada
ejemplo en particular.

Los algoritmos explicados en el capitulo anterior indican la obtencion de cotas
superiores de la solucion oOptima global del problema mediante puntos factibles del
mismo, algunas veces sin explicar una estrategia para hallarlos. En este trabajo se
puede ver como la reformulacién y las relajaciones del problema permiten una
metodologia para llegar a un punto factible del mismo resolviendo un problema con

mas garantias para lograrlo como es un problema convexo.
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Capitulo 4

Método de optimizacion global: una variante de “Improve and Branch” con
una forma diferente de particién
4.1 Introduccién

En el presente capitulo primeramente se proponen algunas variantes de implementacion
del algoritmo, y se estudian e implementan diferentes alternativas para la etapa de
reduccién de la region factible y rango de las variables.

Seguidamente, en busca de nuevas alternativas, se presenta un nuevo algoritmo de
ramificacién y mejora del objetivo que adopta las formas de RP y MP con reglas de
reduccion de rango y utiliza una forma diferente de realizar el proceso de particion.

A partir de una solucion factible de RP, se construyen restricciones que particionaran la
region factible del problema relajado en tres subregiones que subestiman de manera mas
ajustada la region factible original. Estas nuevas restricciones permiten ademas una

estrategia de reduccion de la region factible eficiente.

4.2 Variantes del algoritmo

Debido a que se va a trabajar con las mismas reformulaciones para el problema
explicadas en el algoritmo del capitulo anterior, es necesario que las funciones del modelo
sean separables o resulten de composiciones de funciones definidas por términos
algebraicos simples relacionados por cinco operaciones elementales: suma, resta,
multiplicacién, division y exponenciacién y un numero pequeno de funciones
trascendentes (ver seccion 2.7.3)

El algoritmo presentado en el capitulo anterior, propone como ya se dijo, en cada iteracion
la resolucién de dos problemas no convexos en forma secuencial primero el definido en
MP y seguidamente RP.

RP es una reformulacion equivalente que reemplaza al problema original P debido a que
a partir de la solucion de uno es posible obtener la solucién del otro. Esta reformulacion es
de mayor dimension en término de numero de variables y numero de restricciones, y se

obtiene utilizando redefiniciones de variables y/o términos que forman las expresiones
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algebraicas simples de cada funciéon del modelo matematico para lograr un problema con
funcion objetivo convexa, igualdades lineales, restricciones completamente convexas o
restricciones que combinen términos univariados céncavos y convexos. Las funciones
trigonométricas que no se contemplan en esta reformulacién podrian tratarse

particionando la region en zonas de concavidad y convexidad de la misma.

En este capitulo se simplificara la notacion tomando en xc todas las variables del

problema que no intervienen en términos coéncavos, y las que si lo hacen en w.
Min £°(xc,w)

suja: h°(xc

RP

Se subestiman los términos concavos tcu(w) por su envolvente convexa, se reemplazan

LO UP .
las cotas Wy W por nuevas variables que cumplen w, > w, , el problema resultante
MP sigue siendo una subestimacion valida, no convexa.

J

Min Z(Wm —wy)

i=1

suj.a: f°(xew)<fF ¢
B (xew) =0
g2 (xe,w)<0

A tcui(WLl )"‘ (1 - }“z) tcul(WUi)S —k; (xc,w)
W, =4 Wy + (1 _}“i) Wui

W < wy;

i MP
0</ <1

94



Si bien se usan las envolventes convexas de las funciones céncavas por término simple,
para la restriccidn en su conjunto no siempre es la expresion mas ajustada (ver seccién
3.4). Ademas se cambia la funcion objetivo por una funcién cuyo fin es lograr que la
solucién 6ptima de este problema sea también factible para RP. De la forma que han sido

expresadas y explicadas en el capitulo anterior, estas subestimaciones reemplazan los

términos concavos por términos no convexos (bilineales) cuando w,. y w,. se las

considera variables en el problema y convexa cuando se fijan.

Al resolver el primer problema no convexo MP en el proceso iterativo, no se cuenta con
una solucion factible inicial, luego se puede reportar una solucién infactible sin serlo el

problema. Para salvar este inconveniente cada vez que la resolucion de MP resulte
infactible, se planteo resolver el problema CP, que surge de fijar w,, y w,., condicion
suficiente para que el problema se torne convexo. Si CP tiene solucion 6ptima factible,

ésta se toma como punto inicial para resolver MP y si es infactible, el teorema 3.5.2

permite concluir la infactibilidad del problema MP.

Se puede observar de la evolucion del algoritmo que a medida que el proceso de particién
avanza se genera una gran cantidad de subregiones infactibles que solo se pueden
eliminar luego de resolver dos problemas, la infactibilidad del problema convexo CP
asociado permite la eliminacion de la subregion. Basados en esta situacion, se propone
invertir el orden de resolucion de los problemas resolviendo primero el problema CP y se
modifican algunos aspectos de CP. De esta forma, se eliminan todos los subproblemas
que se generan y son infactibles resolviendo solamente un problema convexo. Para
aquellos subproblemas factibles, al resolver CP se genera una solucion factible para MP

con mejor valor objetivo que la proporcionada por la ultima cota superior por tener entre

sus restricciones la restriccion ¢ (xe,w)<fF —¢.

Resolver el problema MP con funciones objetivos diferentes a la utilizada por los autores,
tal como Mlnz (tcui(wu)+ (1 —xi)tcui(in)— tcui(wi )) no mejoran el trabajo de
obtener un punto factible para RP.

La funcién objetivo de CP podria elegirse arbitrariamente y una opcion conveniente vuelve

a ser minimizar la funcion objetivo convexificada.

Cada vez que se obtiene una solucion factible para la reformulacion del modelo original,

se actualiza la cota superior del valor objetivo, f""; y mientras el algoritmo no realice
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particiones de la regidn factible, el valor objetivo éptimo del problema convexo CP permite

actualizar £"°, la cota inferior del valor objetivo buscado en forma directa.

Min  £°(xc,w)
suj.a: O (xew)<fP —¢
h'(xe,w)=0
2°%(xc,w)< 0
A; teu, (wf0)+ (1-2,) teu, (wf/P)S —kf (xe,w)| B CP

El criterio utilizado para realizar una ramificacién responde a observar la variable con

mayor diferencia entre el valor de la funcion y su subestimacion:

Se particiona w, tal que i, = mggc{tcui (wl) - (kl teu, (wzi )+ (1 - )tcui (w; ))}

donde G® ={i:w), <wj, A 0<A <Li=1,..J}

Con esta regla solo se realizaran particiones sobre las variables que participan en
términos no convexos y tiene como objetivo lograr mejores aproximaciones al problema
original.

Una condicidn que puede tenerse en cuenta es szc(xc,w)ZfLo +¢€, pero como resulta
una representacién no convexa, se agrega al problema mediante una cota inferior de la
variable z'° =f"° +¢. Esta cota no se agrega en el problema MP para que el punto
optimo y factible de CP sea factible para MP y pueda usarse como punto inicial para su
resolucion. Esta cota puede ser util para eliminar subproblemas que estan al mismo nivel

en la ramificacion.
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4.3 Estrategias de reduccién de laregién factible

En las conclusiones del capitulo 2 se destacé la importancia de desarrollar estrategias de
reduccion de las regiones que se vayan generando en el proceso de particion para
acelerar la convergencia de cualquier algoritmo de particion y ramificacion. En esta

seccion se buscan y se demuestran nuevos elementos que den soporte a esta situacion.
Alternativa 1

Otro elemento motivador del ya mencionado en invertir el orden de resolucion de los
problemas CP y MP es poder implementar los mecanismos de reduccion de rangos y
region factible presentados por Ryoo y Sahinidis *” en su trabajo.

Al resolver el problema CP, si se obtiene una solucién infactible se concluye que el
problema MP es infactible y puede desecharse la subregién que lo define. De lo contrario

si se obtiene una solucion factible, se deben tener en cuenta dos situaciones posibles:

e La solucion es factible también para el problema original y por lo tanto es la solucién
Optima global para el problema original en la subregién considerada.

e La solucion es factible para MP no para el problema original.

Esta ultima situacion es la que se da con mas frecuencia. Los multiplicadores asociados a
la solucidn del problema convexo pueden utilizarse para implementar el procedimiento de
reduccion de region factible propuesto por Ryoo y Sahinidis permitiendo reducir rangos de
variacion de algunas variables y construir restricciones para reducir la regién factible. El
procedimiento elimina partes de la regioén factible donde no existen soluciones con mejor
valor objetivo hasta el momento hallado (Ver seccion 2.6.2) y como la reduccion mantiene
la solucion hallada de CP se propone resolver el problema MP en una region factible

menor o igual en el peor caso, en busca de una solucion factible para el problema original.

Como en el problema convexo se toman las variablesw,, y w,,. iguales a su cota inferior

y superior respectivamente, se podria pensar en aplicar los test 3 y 4. Para obtener el

problema convexo es necesario fijar los valores de las variables y no es posible incorporar
las restricciones  w, <w/®y w, >w” . La siguiente afirmacion demuestra que no es

de utilidad la implementacion de los test 3 y 4 al algoritmo que aqui se trabaja.
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Afirmacién: sean P un NLP no convexo, RP una reformulacion equivalente de P y una

subestimacion no convexa de RP incorporando las nuevas variables w,; y w, de la
forma MP . Si se toman w,, y w, , iguales a su cota inferior y superior respectivamente

resulta el problema convexo CP, luego los valores que se calculan para K, yr; usando

los test 3 y 4, no reducen en ningun caso las cotas actuales de la variable.

Demostracion

Para definir el problema convexo se fijanw,, y w,, en su cota inferior y superior

: , . , L-U
respectivamente. Luego es posible aplicar el test 3, si ﬂj* >0sear; = w;]P — T

En el algoritmo, szc(xc*,w*) es la mejor cota inferior de la subregién en que se esta

trabajando y U =f"la mejor cota superior del problema hallada hasta el momento
respectivamente.

Por otro lado el problema CP tiene incorporado la restriccion fc(xc,w)sfup —¢ luego se
cumple L-U<-¢ para ¢>0 pequeno,

L-U

ok
J

< 0 resultando siempre w* <7,

L-U

A *

Andlogamente, el test 4 se puede aplicar, si /1j* >0 sea K, = wJL.O +

Luego siempre se verifica w'° > K ;.
Por lo tanto los valores que se calculan para K; yz, no reducen en ningun caso las

cotas actuales de la variable [

El siguiente teorema asegura que la reduccién de la region factible con los test 1 y 2 no

eliminan la solucion 6ptima del problema CP.

Teorema 4.3.1:

Sean P un NLP no convexo, RP una reformulacién equivalente de P y una subestimacion

no convexa de RP incorporando las nuevas variables w,; y w,; de la forma MP . Si se
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toman w,, y w,, iguales a su cota inferior y superior respectivamente resulta el problema

convexo CP. La solucién éptima del problema convexo CP es una solucion factible para el
problema RP con la region factible reducida por los test 1, 2 y el resultado del Teorema
26.2.3

Demostracion:

L w“P) solucién del problema CP.

Sea (xc*,w
Si xi*:xﬁ’ para algun j con multiplicador A*>0 asociado a la restriccion x;, —xi.] <0
luego es posible aplicar el test 1:

Si xf < Kj se actualiza la cota inferior xf = K/ , caso contrario no se modifica.

>0

_ WU U
Donde K, =x; L <X; yaque

J J

*

Luego xj. € [Kj,xj/] perteneciendo al nuevo intervalo reducido.

Analogamente si  x; —xJL. <0 es activa en la solucién 6ptima de CP con multiplicador

A*> 0, se aplica el test 2.
U-L
ﬂ*

Se calcula 7; = xf +

Si x! >z, se redefine [x]L.,xi.]]=[ij.,7Z'j] Luego xje[xf,ﬂ,] pertenece al nuevo
intervalo reducido.

El resultado del Teorema 2.6.2.3 se aplica a restricciones activas en el 6ptimo, generando

. . . U -
una cota inferior para las mismas, luego g“(xc* ,w*)=0>g“(xc,w)>—
' ' Hi

esto implica

L

que el punto (xc*,w"°,w’") es factible para las nuevas restricciones.

Lo W) es factible para CP y cumple con todas las restricciones adicionales

Como (xc*,w
de la reduccién de la region factible e intervalo, es factible para el problema RP con la

subregion reducida
Las restricciones generadas por el Teorema 2.6.2.3 que se agregan al problema MP no

seran incorporadas en el problema CP ya que generalmente son no convexas. Las

restricciones que se generan no son acumulativas en las iteraciones sucesivas, sino que
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luego de resolver cada problema CP es posible actualizar la cota inferior asociada a cada
restriccion de desigualdad que se le ha aplicado el resultado del teorema.

Por otro lado, la reduccion lograda de esta forma para una subregion en particular, sera
tenida en cuenta para las subregiones que son particiones de dicha subregién en nodos
sucesivos.

Otra reduccién de rangos de variables surge a partir de las restricciones

U-L

u;*

g (xe,w)= -

implementada para variables que intervienen en las mismas en forma lineal, llegando a
una cota inferior de la variable si la derivada parcial de la funcidén respecto a la variable es
positiva, 0 una cota superior si es negativa.

Se implementaron las reducciones propuestas por los test 1y 2 y el teorema 3.6.2.3 y se
pudo comprobar que en ninguno de los ejemplos realizaron mejoras significativas en la
cantidad de iteraciones que el algoritmo requirié para llegar al éptimo.

Por ejemplo en el problema propuesto por Hartman las reducciones de la alternativa 1 son
mas relajadas que las que se pueden proponer a partir de los cambios de variables
propuestos por la reformulacién del problema.

Un trabajo presentado posteriormente por Shectman y Sahinidis®®

, demuestra que la
reduccion que se obtienen con estos test es menor a la lograda por otras estrategias

presentadas en el mismo trabajo basadas en programacion lineal paramétrica.

Alternativa 2

En el proceso de reformulacién del modelo inicial, se trabajan matematicamente las
expresiones no convexas para lograr un modelo de la forma RP equivalente. En este
proceso, se definen nuevas variables mediante una relacion matematica con variables
originales del modelo, luego esta dependencia puede utilizarse para el calculo de las
cotas de estas nuevas variables. Una alternativa valida para reducir rango de variacion de
las variables, es realizar el calculo de las cotas de las nuevas variables usando
expresiones que las actualicen ante cualquier cambio de cotas de las variables originales
intervinientes.

Por ejemplo, si en el modelo se tiene un término bilineal, debe reemplazarse por nuevas

variables z, o0 y £ definidas de la forma:
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a=X, +X,
B=x,-x,
Z=XX, = @B
En el modelo reformulado, cada término bilineal se reemplaza por z y se le deben agregar
las restricciones: a=X, +X,
B=x,—Xx,
—4z+0> P> <0

4z+PB* -a’ <0

Ademas deben incorporarse cotas para las nuevas variables, que se derivan de las
variables originales. En vez de calcular externamente un valor inicial para estas cotas, se

busca la manera general de calcularlas y se incorporan al algoritmo, en este caso:

X|1‘+X|;SaSXL1J+XL:

x--xY<p<x¥-xt
1 2 1 2

min( x"x5,xYxY , x"xY,xYx") < z < max( xtx", xUxY , x"xY xUxh)
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
De esta forma por ejemplo para la variable z las cotas se pueden actualizar de acuerdo a:

zt = max{zL,min( xoxExIxY xExY xUxt )}

V= min{zU,max( xtxb xYxY, xExY xYUxt )}
1 2 1 2 1 2 1 2

Si las variables intervinientes son no negativas, cualquier particion del rango de variacién
de las mismas también lo seran, por lo tanto las expresiones se simplifican de la siguiente

manera:
7= max{zL, xxt }

2V = min{zU,XL1JXL2J }
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Este ultimo intervalo, fue denominado intervalo de inclusién natural por Byrne y Bogle en
su trabajo.

Cuando en la expresiéon z=f(x) resulta sencillo hallar sus valores maximos y minimos, las
cotas de la variable z seran ajustadas, de lo contrario se buscan cotas a estos extremos
que estimen de manera menos precisa.

En los ejemplos que se estudian en este capitulo, se expondran cuando sea necesario,
las nuevas relaciones que no hallan sido ya explicadas para llevar a cabo este

procedimiento.

Alternativa 3

Para formalizar esta alternativa se usa la notacion f(x) yfc(x) para la funcién objetivo y

su subestimacién ya que lo aqui presentado sirve no sélo para la reformulacién con la que
trabaja el algoritmo, sino también para otras situaciones analogas.
Se propone una reduccion de cotas para las variables intervinientes en la funcion obijetivo.

Las restricciones que permiten llevarla a cabo son:

fLO Sfc(x)SfUP

Generalmente la funcidon objetivo convexificada resulta lineal, de no ser asi, para
implementar esta alternativa de manera mas sencilla, se busca su reformulacion lineal.
Las reducciones se realizan cada vez que se actualiza la cota superior o inferior del valor
objetivo.

El algoritmo actualiza la cota superior del valor objetivo buscado cada vez que se obtiene
una solucion factible para el problema reformulado, y por lo tanto también para el
problema original. Generalmente el algoritmo obtiene estas soluciones, incluyendo la

solucidén éptima, sdlo en las primeras iteraciones, luego las reducciones a partir de

fox)<r*

son utiles en las primeras iteraciones.
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Sea X; una variable que define la funcion objetivo reformulada, interviniendo de manera

lineal, es decir a X, es un término de f°(x)

C
Si a. :(Ef_(x) >0 se obtiene una cota superior para la variable.

J ax J

Despejando la variable x; de (4.1) y evaluando las variables restantes x,, Vk # j ensu

(o} Cc
cota superior si 2 (X) <0 y en su cota inferior si 6f_(x) >0 resulta:
OXy OXy
x<ifUP+G(x X (X x)|
Jj = a. Loeeo X j=1o% j+12 > ) |cotas
J
Cc
e Sia= 6fa (X) <0 se obtiene una cota inferior de la variable.
: X
J
: . o 9c(x)
Evaluando las variables restantes x, V k # jen su cota inferior si p <0 y en su cota
Xk
Cc
superior si aj;x(kX) >0 resulta: X; Z%fup + (X sens X 15 X 100 %) | oo
J

Analogamente puede se puede trabajar para las variables en el vectorz; .

Soluciones del problema convexo CP resuelto sobre una relajacién convexa de la region

factible original, resultan una cota inferior del valor objetivo 6ptimo buscado.

Se pueden obtener actualizaciones de la cota inferior de /*° luego de comenzar el

proceso de particion de la region factible. Formalmente se presentan dos resultados que
permiten implementar esta actualizacion en el algoritmo.

Se necesita definir niveles en el proceso de ramificacion del arbol. Se considera un nivel
inicial con un primer nodo con problemas definidos en la region factible original sin
particiones. A partir de él se realiza una particiéon de la region factible generalmente en
dos regiones, definiendo otros dos nodos pero a un mismo nivel 1 El nivel siguiente
comprende todos los nodos que provienen de ramificaciones de nodos del nivel anterior.
En la figura 4.2.1 se grafican los tres primeros niveles de un proceso de ramificacion

donde cada particidn redefinen dos subregiones.
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Nivel inicial

Nivel 1 e

Nivel 2

x

Nodo agotado / N \ / \

Figura 4.2.1: niveles en un proceso de particién-ramificacion

Propiedad 4.2.1:

Dado un NLP no convexo cuya region factible es R ,. Si se resuelve con un

algoritmo del tipo ramificar y acotar sin reducciéon de cotas ni regién factible, del proceso

de particion y ramificacion, se cumple para cada nivelk>0: R, = YR,.
Vienivel (k)

Demostracion:

Sea R, la region factible de un NLP no convexo y sea Ro su relajacién convexa.

A partir de una variable x; se propone una primer particién de la region

RYR, =R 1 v, s )Y (R 1 [o' o )= Ry 1 (v, o [Y [, 2] = &,

Supongo cierto para un nivel n-1: R, = YR,

Vienivel (n—1)
Se demuestra para un nivel n: como R, € nivel (n-1), siR; # < se realiza una particion

R, =R, UR,, Vie nivel (n-1), y considerando una enumeracion de las subregiones en
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orden, se pueden tomar de a pares sucesivos, y nombrarlos R, R,, que provienen de

una particiéon de una subregion i del nivel n-1. Luego

YRi = YRij = Y(Ril URiz) = YRi =R, [

Vienivel (n) Vijenivel (n) Vienivel (n—1) Vienivel (n—1)

Propiedad 4.3.2:

Dado un NLP no convexo cuya region factible es R y su relajacion convexa Ro Sise

resuelve con el algoritmo del tipo ramificar y acotar sin reduccion de cotas ni regién
factible, del proceso de particion y ramificacion para cada nivel (k) se obtiene una cota

inferior del valor objetivo 6ptimo de la forma:

} . e
min_min /°(x) 1)
Demostracion:

Sea nivel(k) un nivel del arbol generado por el proceso de resolucion del algoritmo. Por
simplicidad de notacion llamemos R |,R,,...,R  las regiones que definen los m nodos del
nivel(k).

Sea R la relajacion convexa del conjunto R,, Vi=20.

R,= YR.c YR cR,

Vienivel (k) Vienivel (k)

Si el NLP no convexo es factible, sea x* su solucion 6ptima global con valor objetivo f“(x*)

J(X*) = min f*(x)

xeRy

Como x*eR,yR,= YR, , 3Jie nivel (k)/x*eRigﬁi Yy f(X*)=min f(X)

Vienivel (k) xeR,;

Por otro lado  min {minf”(x)} <min f°(x) luego  min {minfc(x)} < fO(x)0

ienivel (k) | xeRi xeRi ienivel(k) | xeRj
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Corolario 4.3.1:
Dado un NLP no convexo cuya region factible es R, y su relajacion convexa Ro Sise
resuelve con el algoritmo del tipo ramificar y acotar con reduccién de cotas o de regién

factible, del proceso de particiéon y ramificacion para cada nivel (k) se obtiene una cota

inferior del valor objetivo 6ptimo de la forma:

ienivel(k) | xeRj

min {min fe (X)}

Demostracion:

Sea nivel(k) un nivel del arbol generado por el proceso de resolucion del algoritmo.

Si se aplica una estrategia de reduccion, ésta debe trabajar de forma tal de eliminar
regiones donde se obtienen soluciones con mayor valor objetivo (para un problema de

minimo) o regiones infactibles, luego

E(l’;g‘l fC (X) - xeRrifﬂleiairL}cida fc (X) = xeﬁril;leidrz}cida fc (X)

Ademas esto asegura que para x*eR,, solucion Optima del problema que

die nivel (k) /x*e R C Rireawiaa y @analogamente a la propiedad anterior:

i reducida

min i( min fc(x)}é min  f°(x)

ienivel (k) XeRireducida xeRireducida

Sox*)= min f%(x)

xeRireducida

luego min { min fc(x)}ﬁfc(x*) 0

ienivel(k) | xeRireducida

Estos resultados dan una forma de obtener actualizaciones para la cota inferior

de f*° una vez comenzada la particion, luego de resolver todos los problemas

convexificados de un mismo nivel, el minimo de los valores objetivos asociados a las

soluciones resultara una cota inferior mejor que la obtenida hasta el momento.
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Si bien las restricciones de cotas para la funcion objetivo permiten realizar reducciones en
las cotas de las variables que la definen, permiten realizar también reducciones de cotas
sobre variables relacionadas.

En esta alternativa se combinan las reducciones que se obtienen de considerar tanto la
cota inferior como la cota superior, donde su efectividad esta sujeta a las funciones

matematicas que definen el problema.
Alternativa 4

Otro aspecto que puede estudiarse es la construccion de una restriccion que acote el
valor objetivo de la solucion utilizando dualidad reproduciendo la idea planteada en
algoritmo GOP (ver seccién 2.7.5)

La condicién A pedida en GOP impone condiciones sobre la naturaleza de la funcion
lagrangeana a partir de una particion de las variables.

Si se definen los dos conjuntos de variables x e y considerando en y las variables
wiLO yw’" y en x el resto, al igual que el algoritmo GOP se comienza fijando el vector y,
para luego resolver el problema resultante que en este caso es CP. Integrado un conjunto
de variables el problema resultante debe ser convexo. No es posible implementar el
procedimiento creado por Floudas de manera directa debido a que no se tiene en su

totalidad la condicién A. Fijando w'® y wF

el problema resultante es convexo, pero luego

P

fijando las variables restantes y liberando wiLo ywiLJ , el problema ahora definido tiene

restricciones que no son convexas por tener términos concavos.
Luego es necesario realizar primero una subestimacion para cada término céncavo fcu en

la reformulacion. Nuevamente se recurre a la envolvente convexa.

w, =4, wo(1-2,)w?
A tcu(wL0)+ (1-2,) tcu(wUP)S teu(w,)
wy, = Ay wH +(1—/1U) w””

Ay tcu(ww )+ (1-24,) tcu(wUP)S teu(w,)

Dada la funcién Lagrangeana:

Lxc,A(xe, [,Wy,00,14,00,1.15) = [ (xe,w) + 0,h (xe,w) + 1,8 (xe ,w)+0y,(w—Aw, — (1 - /1) wy )+
Mo At (WL )+ (1 - i) lc“(WU)+ k¢ (xc)) + 3w, — wy)
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Se cumple que

L(xc, A, W, Wy, Wy, Oy 11504, My s f3) 2 L(XC, A, W, Ay, Ay s O 1y, 055 1y 13)

donde

LOCAXC, 1 Oy bty Onfintts) = (i, W)+ S (xc,w)+ 1, (xc,w)+ Syw— 4 (1, wHO + (1= 1, ) wh™ )=
(1-2) (/IU w +(1-4,) WUP)) + /12(/1( A tcu(ww)+ (1-2,) tcu(wUP))+

(1- i)(lU tcu(ww)+ (1-2,) tcu(wUP))+ k¢ (xc)) + w2 WO +(1=2,) w” - (/IU w +(1-4,) WUP))
Paratodo (xc, A)eX = {xc,/l cxct? <xe<xc’, 0<i< 1}

LO UP . 1O uP
(wy, wy)eW = {WL,WU.'W Sw,Sswo, wWsw, <w }

Esta subestimacion se mantiene convexa cuando se fijan xc y A en funcion de las

variables restantes y luego cuando se fijan w, yw,, se fijan 4, y 4, resultando también

una funcidon convexa en xc y A, cumpliendo con la condicion A.

LO up
WYy w

El algoritmo aqui implementado, en cada iteracién k fija las variables definiendo

el problema CP que al resolverse si tiene solucion, proporciona valores para los

multiplicadores de Lagrange &* y 1" y su solucion un valor particular para el vector xc.

Al igual que en el algoritmo GOP, si se aplica la Propiedad 2.7.5.1 para la funcion de

Lagrange subestimada y una linealizacién de la funcion alrededor del punto xc* se

obtiene:

. k k k k k . k k k k k
X]\gmxL(xc,/i,w,w“’,wUF’,51 JUL,0, My My )Zxﬂ/ﬁmXL(xc,/i,w,/iLo,/1UP,51 S0,y Sy )2
C,AE c,AE

Min L(xc,A,w,A° A% ,51k,/1k1,52k,y2k,/13k)

Xc,leX

lin

k gk
xc" A

para w"’ y w"” fijos.

L(xe, A,w, A0 A% 55 11,8, 1", 115) |fjjkql,{ = L(xc®, 25w A, A, 80 1,8, )t i) +
V/IL(xck:ﬂk»Wk»/1L’/1U’51kaﬂkl’ﬁzkvﬂzk’ﬂ3k)(/1 _/1/()

ya que las unicas variables conectadas a w, yw,, son A;, por las condiciones de Kuhn-

Tucker V_L(xc*, 25w A, 4,65 11",68," 11", 115)=0

VAL(Xé( ’ik’V"UL:AU’élk:ﬂlk’ézk’ﬂQk’%k) =(y4y) @k( who- WUP)""”QI{ (tcu{wup)‘ tw(ww) ))

El problema a resolver es:
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lin

Min L(XC, ﬂ“: w, ELO ,ﬂ/up 551k ,/uklaé‘zk 5/’le nu3k) = L(xck:ﬂ“kswk:ﬂ’L,ﬂU, 5k1»/uk155k25/uk2nuk3) +

xc,Ae X xck,/lk
Min ¥, L(xch 2w 2y 2,0 1850 ') (2= 2)

cuya solucioén se obtiene facilmente.

Siempre se verifica que A >\y.

Si (52"(WLO -w“")+ " (tcu(wup)—tcu(wLo)))SO el minimo del problema anterior se da
en A=0.

Si (5, (W™ -w )+ ," (teu(w" )-tcu(w'®) ) >0 el minimo de la funcion lagrangeana
resulta en A;=1.

Se obtiene una subestimacion para la solucion del problema original, en términos de
A, y A, que posteriormente puede llevarse en términos de w, y w,, .

Para lograr una expresidon mas acabada de la linealizacion de la funcion lagrangeana se

opera algebraicamente y se simplifican:

ii:k,ak = f"(xck,wk)-l—
3y (WA= 220w (1= 2, )W )=(1- A ) 2wt + (1= Jy Jw'" ) )+

(252, teu(w'® )+ (1= 2 pagteu(w? )+ (1= 2 pagteu(w™® )+ (1= 2% ) (1= 2y pteu(w? )+ k<ec®))
+[ 6,5 (=2, = (1= )W )+ 2w+ (1= 2 )w"" )+

u2k (/IL tcu(ww)+ (l—lL)tcu(wUP)— /lUtcu(ww)— (1—/1U)tcu(wUP)) ](/1—/1/‘)

L(xc,Axc, w:lUP:51k:ﬂk1:52k:ﬂ2k:ﬂ3k)

reemplazando la igualdad

ke ec wk ) = =i (teu(wt®) A, + (1= 2 preu(w? ))— (1= 24 eeu(w™® ) dy, + (1= 2 preu(w™ )
siw," >0

y simplificando resulta:

lin

xck,lk

S [Wh w0 | + (1= 2)ay ) =W (1dd (1= )iy ) T+ " [eu(w? )= teulwt® ) -2, )02 ) ]

L(xc,Alxc, w,l””,élk,,Ltkl,ézk,ﬂzk,ﬂ3k) = fc(xck,wk)+

Para expresar la funcion en términos de w, y w,, se usan las igualdades:

N _(WL_WUP) _(WU_WUP)
L=

A=
L P y 1% L P
WO-WU WO-WU
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lin

k= et wh )+

o A (L= Awy =" - aw, +(1= 2w, —w )}

Lixe,Axe, © 40,6, 1b1,6," 0 i)

k| |k
0, | W' —

L P L P
WO—WU WO—WU

11" (teu(w? )~ teulw'®) ety (i)

Volviendo al problema a resolver:

Mln L()CC 2’ Wﬂ’LO /lUP é‘1 ,,U ) é‘2 >:u2 >/u3 ) |lm _L(xckaﬂ/kawkaﬂ’L,/lU,akla,ukl>5k23ﬂk2,luk3)+

Xc,AeX

Min V L()CC /lk W /lLaX’Usé‘l ,,U ) é‘2 uuz s M3 )(2’ /lk)

Xc,AeX

Reemplazando por 4= resulta:

lin

Wk = f“(xck,wk)—

Lixe,Axe, © 40,0, 1b1,6," ) i)

k
(ZVO_ szﬁP Loﬂ2 o7 (WL —wy) (tc“(wUP)_ tcu(ww )) + 52k)
w - W —w

Hasta ahora se consideraron las restricciones agrupadas en forma vectorial, para buscar

el minimo debe estudiarse cada una de ellas.

Como wy,, —w,, >0,si

o
Ai:(szki(wiLO_WiU ) + 1, (tcu( LO) tctljp( - )) (le.—wUl.)zo, para lograr el minimo de la
w; - W

1

funcién se debe tomar w=w"" (igual condicién ya obtenida anteriormente mirando el

gradiente de la funcién de Lagrange respecto a las variables conectadas, 1,=0)
ComoV , L(xc*, 2, w*w, ,w,, 8", 1,8, 11," , ") no es funcion de w, ,w,, los calificadores
de restricciones no producen particiones de la region factible, proporcionando una

subestimacion unica en todos lados.

La solucion de este problema es:

= f* (et W)+Z((—)A+ZHAI,

i/A,20 \W, i/A,<0 \W, Wi

Se obtiene asi en pg una cota inferior al valor objetivo 6ptimo de un problema que es una
relajacion de MP, luego es una cota inferior del valor objetivo 6ptimo de RP. Ademas se

puede agregar a la resolucion del problema MP la subestimacion:
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z 2 u, donde z es el valor objetivo del problema RP.

Los valores objetivos de /'y f“ coinciden para cada solucién del problema convexo CP.

4.4 Formulacién de nuevos algoritmos de optimizacién global usando una

forma diferente de particién

4.4.1 Introduccioén

El algoritmo estudiado en el capitulo 3 realiza las particiones de la regién factible a partir
del comportamiento de las variables que intervienen en restricciones con términos no
convexo, por ejemplo teniendo en cuenta primero aquellas variables que provocan mayor
error de aproximacion en dichos términos.

Un proceso de ramificacion diferente se tiene en cuenta aqui, donde se propone
particionar la region factible a partir de la construccién de nuevas restricciones que
reemplazan los términos concavos de la reformulacién del problema, por funciones
lineales.

Los cambios realizados en la forma de trabajar del algoritmo junto con una forma diferente
de obtener particiones de la region factible, conducen a un mecanismo alternativo de
busqueda de la solucion del problema, dando lugar a un nuevo algoritmo para problemas
no convexos que obtiene la solucién global en un numero finito de pasos con una
precision prefijada.

Se evalua su performance en algunos problemas test ya utilizados en los trabajos

presentados en los capitulos 2 y 3.

4.4.2 Lineamientos generales del algoritmo

El algoritmo, en una etapa inicial resuelve una relajacion convexa del problema
reformulado CP y obtiene una cota inferior a partir del valor objetivo de su solucion. Por
otro lado dicha solucién es un punto de partida conveniente para resolver MP ya que es
un punto factible para el problema.

Si la solucién de MP tiene valor objetivo cero, el punto es factible para RP y se toma como

punto de partida para resolverlo. Como RP es un problema no convexo provee un optimo
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local y es una cota superior del valor objetivo de la solucion buscada. El célculo de la cota
superior implica realizar particiones, de ser necesario, siguiendo el procedimiento de
particion del algoritmo del capitulo 3, hasta llegar a una solucién factible del problema
original o equivalentemente del problema RP.

Una vez que el algoritmo logra una solucion factible para el problema original, solucion
que dicho algoritmo obtiene generalmente en las primeras iteraciones, se comienza a
implementar esta nueva forma de particionar la region factible. La particiéon se realiza
definiendo una nueva restriccion a partir de las restricciones no convexas activas en la
solucion factible del problema reformulado.

Luego en la etapa principal se realiza el proceso de ramificacion y acotamiento ajustando
la cota superior cada vez que se obtiene una nueva solucion factible para el problema
original, y la cota inferior luego de completar cada nivel en el arbol de ramificacion.

Se requiere fijar una tolerancia que sera utilizada para finalizar el algoritmo en el caso que
se logre la desigualdad fY- f* <tolerancia antes de haber testeado todas las

subregiones generadas por el proceso de particion.

4.4.3 Procedimiento para la particion de regiones

Dada una solucién factible del problema original, las particiones se realizan a partir de la
construccion de una restriccion que se incorpora al problema y se define de la forma que

se detalla a continuacion.
Sea (xc,w) una solucién del problema RP y sea tCM[(Wl-)‘i—kci(xc,W)SO una restriccion

activa en dicha solucion tal que  w,, <w, <w, .

feu, (WLi )' feu, (Wm)

Wi — Wy

Se define la recta r,(w,) con pendiente , igual a la subestimacion

A, teu,(wy; )+ (1=), )tcu,(w,, ), y que pasa por el punto w. .

Su ecuacion es:
ro (tcui (WLi)_tcui(WUi )))\'i +tcui(wi)_(tcui(WLi)_tcui(WUi ))7”71 (4.2)

Vit/i = 7\‘7 WI-LO + (l _)Ti)wiUP
0
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o0 en términos de w

teu; (Wu )‘ Icu; (WUi )

—\  leu, (Wu )' fcu; (WUi ) —
W, +tcui(wi)— W,
Wi — Wy Wi — Wy

7‘1-(Wl.) = (4.3)

A partir de esta ecuacion se proponen dos formas de particionar la regién factible,

generando dos algoritmos.
Algoritmo 1

Es posible generar dos nuevos subproblemas agregando a la region factible del problema

convexo en uno la restriccién convexa: 7. (w;)+ k% (xc,w)<0

y al otro la restriccion: 7 (w,) +k°:(xc,w)>0 que resulta convexa sélo si k% (xc,w) es lineal.

Para obtener en cada nueva particion regiones que definan dos subproblemas convexos,
una opcién es trabajar con una reformulacién del problema que tenga las restricciones
que tienen términos concavos combinados con términos lineales. Bajo estas condiciones,

a partir de una nueva restriccion se particiona la regién factible Ro en dos nuevas

subregiones R,,R, con la propiedad R, YR, =R_0 Y R NR, = {I"Z-(Wl-)‘i‘kci(xc,W):O}

ri (W) .- subestimacion

A tcui(WLi )"' (1 -\ )tcui(WUi)

7 7

>

Figura 4.4.1: Término concavo con su envolvente convexa y la recta definida paralela

|:| Parte de la region factible definida a partir de la subestimacion convexa
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(1 -\ )tc”i (WUi)

>

Wi

1

*
w; Wy

1

Figura 4.4.2: Particion de la region en dos subregiones a partir de la recta 7, (w,)

Referencias: I:I Region factible R, I:I Region factible R,

Elegida la restriccion no convexa k, se definen los nuevos siguientes subproblemas:

Min £ (xc,w)

suj.a: f°(xew)<f® —¢
h'(xc,w)=0
2%(xe,w)<0
rk(wk)s —kf (xe,w)
we = Ao wi +(1=24) w” (P1)

/1[tcu[(wf0)+(1—/1,-)fC”;(Wf/P)S_kic(xc’w)} i=1. . k1k+1,.J

W =4 WiLO"'(l_’li)WiUP
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Min £ (xc,w)

suj.a: f°(xew)<f —¢

h' (xc,w) =0
2%(xe,w)<0

r (wk ) > —kf (xc,w)

J; teu, (wiLO)+ (1- 1) teu, (wf]P)S —kf (xc,w)
w =4 wo +(1-2)w?” i=1,..k1k..J
0<) <1

(P2)

En el proceso de ramificacion el desarrollo por diferentes ramas pueden generar

deferentes rectas para un mismo WT( debido a que proceso de reduccion de cotas

modifica las cotas de la variable y la pendiente de la recta esta calculada en funcion de

ellas.

El segundo subproblema tiene una region que en términos de la variable wT( resulta

generalmente no factible. A los efectos de eliminar franjas infactibles del problema

original, un mejor ajuste se realiza considerando 3 subproblemas en vez de dos en la

particion, donde el segundo se reemplaza por dos nuevos subproblemas a partir de los

rangos de variacion de la variable w, de la forma:

LO LO -
[Wk ) Wk]: [Wk » Wk] . 3 —
[‘ UP | [ ygetevade, 0P si- w, <w
Wi, W [=] Wk Wi

o

LO | _ LO calculado
[Wk =Wk]_ [Wk > Wk ]

— _UP|_ upP
[Wkawk ]_[Wk’wk ]

calculado

si w, 2w

Se reemplaza P2 por: P2 mas la restriccion de cota  w, e [w,&o, wk].

Se define P3 como: P2 mas la restriccion de cota w, e [Wk w}ﬂp].

En la figura 4.4.3 se muestran las tres subregiones que define la particion.

(4.4)
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alculac
b

R

1 (w,)

>

Figura 4.4.3:Grafico de las tres subregiones definidas a partir de la particion

Referencias -

[ ]

Regiones R,y R;3

El punto wi““* en aquellos casos donde la funcion es compleja se calcula mediante un

problema de optimizacién convexo definido como sigue:

Min  w,

suj. a: 1, (wk ) < fcu, (wk)

Wy =4 Wy
0< 4 <1
Max w,

suj. a: 1, (wk)s tcu, (wk)

wp =44 W/fo +(1_}‘k)wllcjp

0<i <1

Si w, > wlialculado

(4.5)

: - calculado
Sl w, S w
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Algoritmo 2

A partir de la recta (4.3) es posible definir otra particidon diferente a la implementada en el

algoritmo 1. En cada particién de la regién factible se generan tres subregiones y sus

respectivos subproblemas de la siguiente forma:

A partir de (4.4) se definen tres intervalos de variacion de la variable que define el término

no convexo. Para el primer subproblema resulta:

—L —Uu — alculad . Iculad
[ Wk, Wk J:[wk,wk”‘”“ ] si w, < w e
0
—L U lulado e
[ wic, wi ]:[wkm”“,wk] si w, > wtenede

El subproblema resuelto en este intervalo ademas cuenta con el
restriccion convexa r (w,)+k; <0 .

Luego:

Min fc(xc,w)

suj.a: f°(xew)<f —¢
P xew)=0
g2%(xe,w)<0

e (wk )S —k¢ (xe, w)

w, = A wi +(1=1,) we

A; teu; (wiw )+ (1- 1) teu, (WIU ’ ) <—k{ (xc,w)}

w, =4 wl.LO +(1—/1i)wfjp

agregado de la

(P1)
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Los otros subproblemas:

Min £ (xc,w)

suj.a: f°(xew)<f® —¢
h'(xc,w)=0 (P2)
0

2°(xew)<

2; teu, ( LO)+ (1-2) tcui(v_wf) <—kf(xew)| .
1=

.....

w; =4 wfo+(1—/1i)wf]P

Min £ (xc,w)

suj.a: f°(xew)<f® —¢
7 (xew)=0
2%(xe,w)<0
)t < —k(xc, (P3)
tcu( ] cu ) ,(xcw) iol.J
w; =4 w; LO (1 /ll-)wl.U

l

—U
uP we <w, < w'
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(e

T
>
<
N
)
<
w
—_
=
S
N

calculado

W Wi Wk

Figura 4.4.5:Grafico de las tres subregiones para el algoritmo 2
Referencias |:| Region R; |:| Regiones R,y Rs

A diferencia del algoritmo 1, no es necesario ninguna reformulacion adicional del
problema ya que la unica restriccidon que se incorpora es convexa. Otro aspecto ventajoso
es que los tres subproblemas que se definen a partir de la particion tienen asociado una
reduccion del rango de variacion de la variable elegida w y por lo tanto las reglas de
reduccion que acompafian la implementacién del algoritmo actuaran en forma positiva en
la reduccion de la regién factible (Figura 4.4.5)

En ambas propuestas se observa de cada particién una mejora en la subestimacion de la
restriccion no convexa elegida para particionar.

Observando los ejemplos resueltos se puede ver que la solucién 6ptima del problema se
obtiene en las primeras iteraciones, esto permite implementar una regla empirica que
consiste en resolver solamente el problema convexo en las regiones R, y Rj sin resolver
seguidamente MP. Esta regla evita una resolucién de una gran cantidad de problemas no
convexos MP.

En la implementacion ademas se resuelve primeramente el problema convexo (P2), si es

infactible no es necesario resolver los dos subproblemas en las regiones R; y Rs.
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A los fines de comparar esta forma de particionar con la particion propuesta en el capitulo
3 que se realiza a partir de los intervalos [w,f,wk *] y[wk * ,w,f’] se muestra en la figura

4.4.6 las dos subregiones que se obtienen en la misma situacién. Si bien las
subestimaciones de la funciéon no convexa a partir de las nuevas cotas reducen parte de

la region no factible, la nueva particion subestima mejor la region en términos de w,

eliminando mas rapidamente la regioén infactible agregada por la subestimacion

W Wk
Figura 4.4.6: Subregiones obtenidas a partir de la particion convencional.

Referencia: I:I Region R, I:I Region R,

Una vez realizada la particion se resuelve el problema convexo (P1) cuya soluciéon es una
solucion factible para MP asociado en la subregién R, Si dicho problema arroja una
solucion factible para RP se procede a optimizar RP mejorando la solucion ultima vy

actualizando la ultima cota superior obtenida.
Nueva reduccién de cotas

Una nueva reduccion de cotas surge a partir de las nuevas restricciones incorporadas en

el problema para particionar la regién factible original.
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Tanto rk(wk)S—klf(xc,w) para las dos alternativas como rk(wk)Z—kkc(xc,w) en el primer
algoritmo permiten generar facilmente cotas para la variable w, y toda aquella variable

que defina el término k¢ (xc,w).

Esta reduccion se implementa en los algoritmos y se referencia en los ejemplos como
alternativa 5 de reduccion de cotas. Ademas de esta reduccién se implementan las
alternativas 2 y 3, donde en la 2 se tiene en cuenta la definicion de las variables que se

incorporan en la reformulacion, y 3 las cotas de la funcion objetivo.
4.4.4 Consideraciones adicionales acerca de la reformulacién

1) En la reformulacion se consideran restricciones generales no convexas de la forma
E(w)+l?°(xc,w)£5. Existen situaciones donde se pueden resolver con expresiones
matematicas mas convenientes que otras. Por ejemplo si un problema cuenta con las
siguientes restricciones: y<(x-1)* , Xe[0,4] una restriccion no convexa y restricciones

de cotas para una variable.

En la reformulaciéon se puede tratar de dos maneras:

a) Reemplazar X'=x-1 resultando y-x2<0, x'e[-1,3]. Si la variable interviene en otras

restricciones el cambio de variable no genera problemas.

Cuando se plantea el problema convexo CP, la subestimacién para el término céncavo
es: -x?2 1 (-1)* +(1-2) (-9) x=A(-)+(1-2)3 con 0<i<1

La restriccion relajada: y + 4 (-1) +(1—/1) (-9<0

0 en término de x: y—2x'<3 junto con x'e[-1,3] definen un conjunto convexo que es la

capsula convexa de la region original.

b)-x*+y+2x-1<0, x<[0,4]

donde rcu(x)=—-x*y k°(x,y)=y+2x-1

La  subestimacién para el término  coéncavo  es: -x*>1 (0)+(1-1) (~16)
x=2(0)+(1-1)4 con 0<i<1

La restriccion relajada: y +2x—1+(1-1) (-16)<0 o en términos de x
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y—2x<13 junto con x€[0,4]

Si bien k¢ es lineal, depende de la variable x; cuando se subestima el término céncavo, la
subestimacion de la restriccion resulta mucho mas relajada y por lo tanto menos

conveniente.

En general cuando se tiene una restriccion de la forma y—x*+ax+b<0 es conveniente

completar cuadrados sobre x logrando la expresion y—(x-c)*+d <0 para hacer el

cambio de variable x'=x-c . Esto garantiza una subestimacién mas ajustada.

2) Oftra condicién a tener en cuenta es definir un modelo escalado, es decir los rangos de
las variables deben ser similares en magnitud, sino utilizar cambios de variables para

lograr tal fin.

3) Si un término bilineal interviene en una desigualdad, éste puede reemplazarse por

1
XX, :E(X12 +x,”—a’) conelagregadode a=x,—-x, X, -x,"<a<x’-x,"

4.4.5 Un resultado tedrico

A partir de la construccion de la rectar (w,) se define una franja F definida entre las
rectas \, tcu,(w,, )+ (1—X, )tcu, (w,, ), subestimacion de cu, y r.(w,) que esta formada

por puntos factibles del problema original y puntos que no lo son y fueron agregados con

la subestimacion de fcu. Estos puntos pueden distinguirse por la siguiente propiedad:

w, € F y es factible para el problema original si 3 »(w,) recta con igual pendiente a
r.(w,) que verifica r,(w,)<r(w,)< 4, tcuk(w,fo)-i—(l—ik)tcuk(w,ilp) / tcu(wk)—r(wk)SO

De lo contrario para w, € F y no factible para el problema original: tcu(wk)-r(wk)>0
V r(w,) con igual pendiente a r, (w,) que verifique

1w ) < o) < 4 e (€ )+ (1= 4,) e (")

Luego es posible definir el siguiente NLP:
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Min  tcu(w, Jr(w,)

suj.a: f°(xew)<fP —¢

h' (xc,w) =0
g2%(xe,w)<0

7 (wk)s r(wk)s Ay teuy, (w,fO)Jr (1 - lk) tcu,, (wfj”)

A; teu, (wiLO)Jr (1 - li) teu, (wiUP)S —k (xc,w)
w, =4 W[L0+(1—i[)w.up i=1..,J

0<i<l1

Si la solucion optima de este problema tiene valor objetivo asociado positivo esta
indicando que no hay soluciones con mejor valor objetivo que el hallado hasta el momento
en la regién estudiada, pudiendo desecharla.

El inconveniente de este planteo es que si bien es un problema con regién factible

convexa consiste en minimizar una funcién céncava haciéndolo un problema no convexo.

F

‘:tcu(wk )—r(w )S 0

+(1-4,) teu, (WUk )

Figura 4.4.7: Identificacion analitica de puntos factibles e infactibles en una franja F
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Observando la figura 4.4.7 los puntos que estan en la franja F y son factibles para el
problema original son w, €/, Y1, con la propiedad: Elr(wk) recta con igual pendiente que
Ateu(wy, )+ (1= A)teu(wy, ) < r(w, ) < 1 (w, ) tal que tcu(wk)-r(wk)SO.

Los puntos que estan en la franja F y no son factibles para el problema original son

w,el,: tcu(wk )—r(wk)> 0 Vr(wk )/ /”tktcu(ka)+ (1- lk)tcu(wUk)S r(wk)s 7 (wk)

Ejemplo 4.4.1
a)Min z= (x,-1)*+ (x,-8)°

suj.a: -x,+x, <4
1< x, <3
0< x,<8

Mediante este ejemplo se muestra como trabaja esta nueva forma de particion y los
subproblemas que se definen a partir de ella.

El problema esta en la forma pedida por la reformulaciéon RP. La reformulacién CP resulta:

Min z= (x,—1)*+ (x,-8)

sujar -A(x) -(1-) (xV) +x, <4
X, =/1le +(1-/1)x1U

A< xf<al <3 cpP
0< <1

1< x £3

0< x,<8

Se fija x| =-1, x’ =3 para resolver un problema convexo y se obtiene la solucion que

resulta la solucion global: x,*=1939 x,*=7.758 z*=0.9395.

La unica restriccion no convexa es activa en el punto y el valor de xf no es ninguna de las

cotas de la variable, luego es posible realizar una particion de la regién factible a partir de

la recta r(x;)=-2 x,+0.1183 definiendo dos subespacios opuestos a partir de la

ecuacion: -2 x,+01183+x, =4
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Min z= (x,—1)*+ (x,-8)’

suj.a: (x —1)° + (x,-8)’<0.939-¢
A (xE P (1-4) (V) +x, <4
X, =/1le +(1—/”t)xfj
1< x) <x/ <3
~2x +x,<3.8817

0< 4<1
1< x, <3
0< x,<8

Min z= (x,-1)*+ (x,-8)

suj.a: (x —1)° + (x,-8)’ <0.939-¢
-A () -(1-2) (xV) +x, <4
X =/1le +(1—/1)fo
1< x) <x/ <3
~2x +x,23.8817

0< i<l
1< x, £3

0< x,<8

(P1)

(P27)

Este ultimo problema se subdivide en dos nuevos subproblemas a partir del calculo del

otro punto que interseca la recta a la funcion no convexa -xlz siguiente:

L U *
X1 caleulado = xl + xl ‘xl =0.061

Min z= (x,—1)*+ (x,-8)’

suj.a: (x —1)° + (x,-8)°<0.939-¢
S () -(1-2) (xU) +x, <4

X, =/1le +(1-/1)xf]

1< X <xf <£0.061

~2x +Xx,23.8817

0< <1
0< x,<8

(P2)
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Min z= (x,—1)*+ (x,-8)°

suj.a: (x —1)° + (x,-8)’<0.939-¢
A (xE P (1-4) (V) +x, <4
X, =/1le +(1-4) xfj (P3)
1.939< x! <x/ <3
~2x +x,23.8817
0< A<1

0< x,<8

-2x1 +x2£7

2
teu(x) = — x

Figura 4.4.8: Envolvente convexa para un término concavo y region convexa que define
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1+X2§7

ry- 2X1 +Xxp< 3.8817

Figura 4.4.9: Regiones definidas a partir de una particion

Referencia: I:I Regiones R,y R; - Region Ry

b) Si se considera el mismo problema pero tomando los siguientes rangos de variacion

para las variables: -1<x, <8 0< x,<16
La subestimacion resulta: -7 x, +x, <12

Nuevas restricciones: r(x,)=-7x, +x, <21867  y —7x,+x,>21867
X\ caleulado = x;L + xf]_xl* =5.061

La particion de la region factible genera tres subregiones donde la regién 3

con —7x +x,221867 y 5061< x, <8 resulta vacia.

4.4.6 Reglas de seleccion para la particion

Es posible implementar diferentes reglas para definir una particion de la regién factible. Se

definen aqui tres reglas alternativas.
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Es necesario definir el conjunto de restricciones no convexas activas en la solucién actual

factible del problema reformulado:

H={i:tcu,(w, )+ki(xc )=0 y w, <w, <w, |}

Regla 1l: 1, = arg nifteclz{x{tcui (;) - (f teu, (W7D)+ (1 - Z)tcui (wim))}

O en término de la recta

 =angma )~ o P 0 e o)

Regla 2: En caso de tener las funciones coéncavas univariadas monétonas:

o)y el e}

i0 = argmax
abs \tcu\w,. |- tcu. \w
N i Li i Ui

ieH

o, ) =, e, o =2, s, o, )

Regla 3:. 1, = argmax
ieH

ab{ [WZW ]-(Wi(wﬁ){lxi)mi(ww)jj |
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4.4.7 Convergencia*?

Definiciones: Sea QQ — R". S es una red para Q si es una familia finita de conjuntos
disjuntos de a pares tal que cubren todo Q:

Vs, ,5;€S s ns;=¢conizj secumple QcYs,.

s; €S
Unared S’ es un refinamiento de S si esta formada por pares disjuntos
s'ns',=¢ paratodo i#;.

Para algin seS se obtienen elementos s, €S'/s=Ys', y s¢S'

1
Es decir existe una particion de s que lo reemplazan, definiendo una nueva red S’.

Sea S, una sucesion infinita de redes para O/ Vie N S; es un refinamiento S, ;.

Sea M, una sucesion infinita de subconjuntos de QQ/ M, €S,. M,, es un filtro para S, si

VieN secumple M, cM,, y M_=] M, es el limite del filtro.

ieN
Lineamientos generales de algoritmos de particion y seleccién que resuelven problemas
generales de la forma Min{f(x):x € Q}
Sean yeR yunared S para QN {x/f(x) < ;/}, la regla de seleccion que determina:
1) Un punto distinguido w(M) VMeS.
2) Una subfamilia R de miembros calificados de S.

3) Un miembro distinguido M*(S) de R tal que vxe Y s setiene que f(x)>y.

seS\R
La regla rechaza regiones que no contiene el éptimo global eligiendo miembros
calificados, para cada uno de esos miembros calcula un punto distinguido, por ejemplo
utilizando un algoritmo de optimizacion local en la regién prefijada, y un miembro

distinguido para el refinamiento de la red posterior.

Una regla para particionar la region general se puede reformular como sigue:

1) Comenzar con unared S;para Q,, X,=¢, ¥, €S una cota superior para f(Q).
Sean P,=S,, k=1, o, =4¢.
2) Sea o, = {w(M)/M < P,} conjunto de todos los puntos distinguidos.

3) Sea x, el puntoen {x, ,}Uao,/ 7, = f(x,) es menor.
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4) Determinar la familia R, de miembros calificados de S, (rechazar los no
calificados, es decir aquellos que se pueden demostrar que no contienen mejor
solucién que y,)

5) Si R, =¢ terminar. El problema es infactible si y, >y,, de otra manera x, es la
solucion 6ptima global.

6) Seleccionar el miembro distinguido M, =M *(S,) € R, y particionar M, de acuerdo
a la regla de brancheo prefijada. Sea £, particion de M, . En R, reemplazar M, por
R, ., obteniendo un nuevo refinamiento S, ..

7) k< k+1 eiral paso 2.

Un algoritmo de seleccion y particion es convergente si y*=inf f(Q)= lim y, -
k—o

Una regla de seleccion es exacta si
a) El valor de la funcién objetivo infimo de toda region que se mantiene calificada durante
el proceso de solucién completo es mas grande que el valor objetivo 6ptimo global, es

decir
VMeI R, (inf f(QANM)=y¥)
k=1

b) Ellimite M de todo filtro M, es tal que inf f(QNM_ )>y*.

Teorema 4.4.4
Un algoritmo de seleccién y particién usando una regla de seleccion exacta es

convergente

Demostracion:

Por reduccion al absurdo, suponga que el algoritmo finaliza en un punto x€Q con
f(x)<y*. Sea xeM con MeR, para algun n e N. Regiones no calificadas no pueden
por hipétesis incluir puntos con mejores valores objetivos que el actual y, . Debe ser
region calificada y como no puede mantenerse como tal, luego M debe ser particionada
en alguna iteracion »'>n . Asi x pertenece a todo M, en algun filtro {M,,}, asi xeQnM, .
Por la condicion (b) de regla exacta f(x)>inf f(QnM_)>y, , absurdo que provino de
suponer que el algoritmo finaliza en un punto con f(x)<y*o

Aqui no se habla de una convergencia finita, luego para las implementaciones se usa la

idea de g-optimalidad:
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x*eQ es &- 6ptimo global si existen cotas m, M con m< f(x*)<M talque m sf(})sM

y M —m< ¢ . Luego el algoritmo garantiza convergencia g-global.
Este teorema garantiza la convergencia del algoritmo implementado en esta tesis por usar

una regla de particion exacta.

4.4.8 Algoritmo

Paso de inicializacién: Dado un problema en la forma P. Reformular el problema en la
forma (RP) y luego definir MP y CP. Seleccionar un valor para el parametro de mejora &

y €, precision con la que se obtiene la solucién. Sea Ry es el hiperrectangulo definido

por las cotas en RP. Sean iter=-1, niv=0, R= {RO,O}, f™ =inf .

<~ OPT _OPT _—_OPT
X ,Z ,d

n OPT
Paso 1. Si R=®, parar la solucion ( P ) es la solucion 6ptima global

del problema.

Si no, hacer iter= iter+1, R =R\ {Riter,m.v}.

Paso 2: Resolver el problema convexo CP enR si no tiene solucién y

iter, niv *

R =R, parar, el problema P es infactible.

iter,niv

Si CP no tiene solucion y R #R, iral paso 1.

iter,niv

Si no, CP tiene solucién, hacer f™ =min{f*f™ }. Si R., R, actualizar la cota

* niv
inferior f*° = ™" y reasignar ™" =inf , y niv=niv+1.

— OPT _OPT —OPT
X ,Z 0l

*OPT)
Si " —f'° <¢g, parar la solucién ( P es la solucién 6ptima global del

problema.

Paso 3: Tomar la solucion éptima de CP como punto inicial para resolver MP en la region

R con un algoritmo local.

iter ,niv

J
* * * ok

*
Si (X AN AN ,W*) es su solucion con f = Z(W*m —w*u)=0, la solucion hallada es

i=l1
factible para el problema (RP), ir al paso 4, sino ir al paso 7.

Paso 4: Resolver RP en la regién R a partir del punto (X*,z*,a*, B*,W*) agregando

iter ,niv

131



Kok ‘. *
la restriccion f°(x,z)<f" —g4. Sea (X ,a P ) la solucion local y f el valor

*’z*
objetivo. Actualizar (XOPT,ZOPT,GOPT,BOPT )=(X*,Z*,G*,B*), y la cota superior del valor
. g UP * _ .. OPT OPT N _ OPT
objetivo £ = f". Definir H={i:tcu,(w,”" )+ k% (xc”")=0 y w, <w," <w, }

Ir al paso 5.

Paso 5: Si H=@, y R=, la solucién (XOPT,ZOPT,GOPT,BOPT) es la solucién 6ptima global
buscada del problema, parar.
SiH=0, yR#Jiralpaso 7. Sinoiral paso 6.

Paso 6: Aplicar regla de ramificacion para elegir k € H. Hacer H= H \ {k}. Particionar

R,.. ., generando nuevas subregiones. Sea R=Ru {Riter+l,niv’Riter+2,niv} ir al paso 1.

Paso 7: Definir G° = {i3W; <w, A 0<Al <li :1,...,J}.
Si G’=g, (la solucién actual es factible para RP) ir al paso 4, sino ir al paso 8.

Paso 8: Aplicar regla de ramificacion eligiendo una variable w; para 1, eGl.

Particionar R, ., generando nuevas subregiones. Sea R=Ru {Rm,m’mv,Rﬁmzwniv} ir al

paso 1.
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Diagrama del algoritmo

Formular RP y CP. Seleccionar g1y &, . Seaiter=-1R, . =Ry, R = { itemiv}

> V< 7y
Hacer iter= iter+1, R =R\ Rl.te,.,mv}
Resolver CP en Riter,niV

Si
CP es infactible

Riter,niv * RO,O 9
Si no hay mas regiones en el nivel, actualizar

f° = min {f*} Resolver MP en R

L iter
Jjenivel J

Parar, el problema

inicial es infactible

si

Resolver RP
. . . . ~ %k ok =k *
Actualizar (XOPT,ZOPT, aOPT,BOPT)=(x ,Z ,0 ,pB ) yfr =7

Definir H = {i : tcul.(wl.OPT) +kS(xc”)=0 y w, < inPT <wy, }

si

—OPT _OPT _OPT [ OPT
Parar (x ,Z o ,0 LB )

v

Sea Goz{i:w;<w;1 A 0<) <Li=1,.,]

v

no

Regla de particion: elegir k € H. Hacer
H=H\{k}, R=RU{R

iter+1,niv ° Riter+ 2,niv }

No

Elegir w, para i, G° por regla particion.

Particionar R ;.. Sea R=RuU {R R

iter+1,niv > * Viter+ 2,niv }

@ Si
no
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4.4.9 Ejemplos
Ejemplo 4.4.2

Considerar el siguiente ejemplo presentado por Sahinidis y Grossmann (1991) y

posteriormente Ryoo y Sahinidis en su trabajo ¥ .

Min f(X)=—-x, —x,
suja: xx, <4

PNL esta definido en dos variables con funcidn objetivo lineal y una restriccién bilineal.

El problema reformulado resulta:

Min f(X)=—-x, —x,
suj.a:a, =x, +x,
By =x—x,

a,’ - Bl <16

0<a, <10

—4<p,<6

(RP) es de 4 variables dos restricciones de igualdad lineales y una restriccién no convexa,

ademas de las restricciones de cotas.

Reemplazando cada término concavo por su envolvente convexa se obtiene el problema

MP y fijando las variables f,,, 5,,, el problema convexificado:
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Min f(X)=-x, —x,

suja:a, =x, +x,
By =x—x,
a = pL—(1-A)p <16
By =24, +A=4) By,

_4Sﬂu Sﬂm <6

El algoritmo resuelve primero el problema convexificado, fijando £,, =—4, B, =6 se

obtiene como resultado:

X, =6, x,=1.062, f(x)=-7.062 B =4938, a =7.062 A =0.106

Esto proporciona una cota inferior para el valor objetivo buscado: f*°(x) = —-7.062

Como este punto no resulta (RP) factible, se busca un punto factible para el problema

original resolviendo el problema MP que resulta de considerar f,,, /3, como variables y

minimizar la funcion objetivo dif= Zﬂw B -

1
La solucion resultante es:

x, =6, x, =0.6667 f(x)=-6.6667 p, =5333, a, =6.6667 A, =0,dif=0.
Luego es un punto factible para (RP) (y por lo tanto para el problema original) que el
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algoritmo tomara como punto inicial para resolver (RP), resultando:

X, =6, x,=06667 f(X)=-6.6667 B =5333, a =6.6667

Esto proporciona una cota superior para el valor objetivo buscado: " = -6.6667 .

Como f% — f'°(x) =-6.6667 +7.062 > &, se prosigue con el algoritmo.

Sea

H={i:tcul.(inPT)Jrk“,-(chPT):O y Wy, <wl.0PT<wU1 }={ 3: ¢ *2 —ﬂ*12=16, -4<p* <6 }

La primer particion de la region factible se realiza a partir de la recta:

r: -2 (f,-6)-29.778=-2 B,-17.775

con igual pendiente a la envolvente convexa del término - B]:
~ B0~ =2)B5 = A (Boy = BL) — By =20(B, —6)/(-10)~36 = 23, —24 que pasa

por el punto (B,*,—, **) .
Si se implementa el algoritmo 1, las restricciones que se generan son:

a,’ =2, <33.775 restriccion convexa

alz -2p,233.775 restriccion no convexa

Como los problemas a resolver con las nuevas restricciones se desean que sean
convexos, debe trabajarse de forma diferente la restriccion no convexa. Anteriormente se
planteé un procedimiento que consiste en reformular el problema (RP) con el cuidado de
linealizar cada término no convexo que intervenga en las restricciones no convexa, luego
las restricciones que se generan resultan lineales y por lo tanto ambas convexas. Una

forma alternativa mas eficiente de trabajar esta restriccion se implementa, reemplazando
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por una subestimaciéon sélo cuando es necesario. Es decir, la primer restriccion no se
modifica ya que resulta convexa y en la segunda restriccion en el momento de
incorporarla, se subestiman los términos que sean necesarios para convertirla en una

restriccion lineal. En el ejemplo:
Lap + (1= 4,)ap, -2, 233.775
a, =Aa,+(1-4,)a,,

a,=0, a, =10

resultando en término de a: 10, — 24, > 33.775 (Figura 4.4.10)

A
B: sub2 subl
10— sub
6
. |
10 (of]
4
-8 B
16/
-20
v

Figura 4.4.10: Regién no convexa definida porozl2 — ,Blz <16 y sus subestimaciones

Referencias: sub1: «,” =24, <40 sub2: o, =2, <33.775 sub3:10a, -2, >33.775

NN .z 0 . s g
Region original |:| Regidn convexificada

Los dos nuevos subproblemas a resolver son:
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Subproblema 1: Min f(X)=-x,—x,
suj.a:a, =x, +x,
By =x—x,
)< 7 —g =—6.6667—¢,

a’ —2p, <33.775

Subproblema 2:
Min f(x)=-x, —x,
suj.a:a, =x, +x,
Br=x-x
f)< 7 —g =-6.6667 — ¢,

10c, — 23, 233.775

Las técnicas de reduccioén de cotas implementadas modifican las siguientes cotas:
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La cota superior de /" = —6.6667 permite actualizar x,"’ =0.666 y x,”’ =0.666

Luego la reduccion propuesta a partir de la definicion de las nuevas variables:

a'’ =1332, g7 =5333, B =-3334

Al resolver los subproblemas con estas reducciones de cotas resultan ambos infactibles

UP
por la restriccion SO~

Para implementar el algoritmo se utilizé GAMS y se usaron el algoritmo GAMS/CONOP2
para resolver PNL en una PC Pentium 4 3.06 RAM DDR2 1G.

Las reducciones de cotas se incorporan al algoritmo mediante el uso de archivos de tipo
"include" de manera de modificarse segun el ejemplo.

El algoritmo se prueba en los siguientes ejemplos especificando tipo de reducciones de
region factible en cada caso y en todos los casos se considera la regla 1 de seleccién
para la particion que resultd la mas efectiva.

Debe notarse que en cada ejemplo se mencionaran resultados obtenidos con otros
algoritmos como el explicado en el capitulo anterior, considerando ademas del tiempo de
ejecucion, el numero de iteraciones, a pesar que este ultimo valor no resulta comparable
con los obtenidos en este capitulo debido a que la forma de contar las iteraciones de los
algoritmos es diferente. En los algoritmos aqui explicados una iteracion resulta luego de

resolver todos los problemas en un nivel de ramificacion.

Ejemplo 4.4.3

El primer ejemplo es el problema propuesto por Himmelblau (1972):

Max f(X)=(x]+x, =1D)* +(x, +x; =7)°

Este problema es un problema con funcién objetivo no céncava y restricciones de cotas

para las variables. Tiene 4 minimos globales, 1 maximo global y 4 puntos de silla.
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La solucion global es el punto: ¥* =(0.3124484,-4) con f*=-308.8025 y corresponde a un

punto frontera.

Con el agregado de 4 variables nuevas, este problema puede reformularse como un

problema restringido como sigue:

(RP) Min f =-c,—c,
Suja: —¢, +w <0
—c, +ws <0
—w, +x. +x,-11<0
—w, +x; +x,-7<0
c,—w <0
c,—wi: <0
w, —x; —x, +11<0
w,—xs —x, +7<0
0<¢, <225 0<c¢c,<169

~15<w, <9 —11<w, <13

La reformulacién cuenta con 4 restricciones de desigualdad convexas y 4 no convexas,
ademas de las restricciones de cotas para las variables y una funcién objetivo lineal. Las
restricciones no convexas estan acompanadas de término lineales, condicién suficiente
para que en el algoritmo 1 se trabaje con el agregado de restricciones convexas en todos

los casos.

Una reformulacion subestimando los términos concavos de las 4 lltimas restricciones se

obtiene:
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Min f=-c,—c,

Sujai—c, +w <0

—c, +w; <0

—w, +x] +x,-11<0

—w, +x; +x,-7<0

e, —Aw i —(1-2)w’?*<0

c, —Awi == ?<0

w, = Ax P —(1=2)x > —x, +11<0
w, = Axs = (1=2)x) > —x, +7<0
0<¢ <225 0<¢c, <169

~15<w, <9 —11<w, <13

Cuando estan fijas w;,w;,x;",x el problema es convexo, de lo contrario definen un

problema no convexo al que se le debe agregar las restricciones:

wh<w?, xF <x” para i=1,2

1 1 1

—4<xk, xV <4 para i=1,2

A partir de la definicion de nuevas variables se pueden implementar reducciones de cotas

como sigue (alternativa 2):
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w, =x; +x, 11
2
w, =x; +x, =7
w," :max{wlL, (max(0, x| ,-x))* +xr —11 }
L L L U\ 2 L
w, :max{w2 , (max(0, xy,-x;)) +x; =7 }
WIU :min{wlU, max(( le)z,(xlU)z)+x§/ —11 }

w,” :min{sz, max(( xy)*,(xI))+x/ =7 }

le =max{x1L, 7-max(( x2)*,(x3)?)+ws }
x," =minix,”, 7-(max(0, x*,-x¥)* +wY }
sz :max{sz, 11-max(( x>, (x)*)+w’ }
x," = min{sz, 11-(max(0, x!,-x"))* +w’ }

Apartirde ¢, =w; j=1,2:

ch :max{ch, (max(0, W?,-W?))z } j=1.2

U . U
¢, :mm{cj , max(( Wf)z,(wg)z) }
A partir de las cotas superior e inferior que se actualizan en el proceso iterativo se obtienen

formulaciones para reducir cotas de ¢,,c, (alternativa 3):

U

L _ L U }
¢ —max{c1 - f -c,

- L U }
—max{c2 -/ -

fU
mln{clU -fL -ck }
fL

L
¢
U
Cl ,
U L }
C2 , ‘Cl

. U
mm{c2
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En la tabla 4.4.1 se muestra tiempos e iteraciones que le llevan a ambos algoritmos
implementados con la regla 1 para el proceso de particion y con las reglas de reduccion
de rango con diferentes precisiones €, para garantizar la solucion global del problema. La
solucién optima se obtiene en la primer iteracién lo que implica que el proceso de particion

sigue inicialmente la nueva propuesta.

Por ejemplo la primer restriccion que ambos algoritmos incorporan para realizar la

particion es:
c, +48 4, <94.096

con A, =(13—-w,)/24 resulta ¢, —2w, <68.096

particionando el intervalo de variacion de la variable w, con la reduccion de cotas.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Iteraciones | Tiempo de N° regiones Iteraciones | Tiempo de N° regiones
€1 CPU examinadas"’ CPU examinadas
(segundos) (segundos)
10° 6 1.6 12 5 0.6
10" 13 3.7 30 1.2
10° 14 7.6 35 6 1

Tabla 4.4.1: resultados del ejemplo 4.4.3 con €,= 10™

©IN° de regiones donde se resuelve el problema convexo respectivo, sin contar las

regiones eliminadas por reduccion de cotas.

El algoritmo 2 sin reduccion de cotas y con las precisiones €,=10" y &= 10" en las
tolerancias sin reduccién de cotas, requirioé de 7 iteraciones estudiando 47 subregiones en

un tiempo de CPU de 4.5 segundos.

Usando los valores €,=0.001 y &= 10 en las tolerancias, se probd el rendimiento del
algoritmo 1 con la alternativa 3 de reduccion de cotas, el algoritmo requiri6 de 7

iteraciones estudiando 50 subregiones en un tiempo de CPU de 3.9 segundos.

Este ejemplo resuelto con el algoritmo del capitulo anterior, implementado con
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reducciones de cotas para €,=0.001 llevo 31 iteraciones y 4.4 seg de tiempo de CPU.

Ejemplo 4.4.4

El siguiente problema es minimizar la funcién de Hartman (Dixon y Szegd, 1978).
f=-Y¢ exp[—Zaij(xj _pij)zJ para 0< x < 1
i=1 Jj=1

La funcidon a optimizar corresponde a una familia de funciones definida en n variables,
llamadas funciones de Hartman.

Para la reformulacion del problema se realizan las siguientes sustituciones:
z.=a.(x, —p“)2
l y J )

v, =c;exp(-z,) i=1..m

A partir de estas igualdades la reformulaciéon del problema (RP) es:

min £(x)=-Y.,

suj. a: y, —c,exp(-z;) <0

-y, +c;exp(=z;)<0 i=1,..m

n
_ _ 2
2= 2 ayw; = 2a,%,p; + 4,
=1
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El problema reformulado tiene m+n variables en términos no convexos y 2(n+m) variables
en total. Cuenta con m restricciones lineales, n+m desigualdades no convexas y n+m
convexas. Si se observan las restricciones no convexas de la reformulacidon, pueden
observarse dos aspectos, el primero es que nuevamente los términos que acompafian al
término no convexo en cada una de ellas, resultan lineales en todos los casos. El segundo
aspecto se refiere a las restricciones no lineales donde interviene la funcién exponencial,
para poder obtener el punto de interseccién entre la restriccion y la linealizacion que
ambos algoritmos van incorporando para el proceso de ramificacion se recurrira a la
resoluciéon de un problema de optimizacién convexo. Los parametros que definen el

problema estan dados en la tabla 4.4.2

i Aj Ci Pij

1 |30 10 30 1.0 0.3689  0.1170 0.2673
2 |01 10 35 1.2 0.4699 0.4387 0.7470
3 [3.0 10 30 |3 0.1091 0.8732 0.5547
4 101 10 35 |32 0.03815 0.5743 0.8828

Tabla 4.4.2: Datos del ejemplo con m=4 y n=3.

Esta funcion test definida por 3 variables, n=3, se conoce como Hartman3 y cuenta con 3

minimos. La solucién 6ptima es x* = (0.11464, 0.55565, 0.85255) con un valor objetivo
f*= -3.8627821478

En la tabla 4.4.3 se muestran los resultados obtenidos para garantizar la solucién global
del algoritmo en sus dos variantes implementados con la regla 1 para el proceso de
particion y alternativas de reduccion 2, 3 y 4. La solucion éptima se obtiene en la primer

iteracion y solo se realizan particiones usando las restricciones antes explicadas.
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Algoritmo 1 Algoritmo 2
Iteraciones | Tiempo de N° regiones Iteraciones | Tiempo de N° regiones
€1 CPU examinadas CPU examinadas
(segundos) (segundos)
107 4 1.56 16 4 1 9
10 4 1.68 16 4 0.93 9
10° 4 1.71 16 4 1.02 9
10° 4 1.51 16 4 0.96 9

Tabla 4.4.3: resultados del ejemplo 4.4.4 con g,= 10™

O)N° de regiones donde se resuelve el problema convexo respectivo, sin contar las

regiones eliminadas por reduccion de cotas.

El algoritmo 2 sin reducciones de cotas requirié para este ejemplo con tolerancias £,=10*

y £,= 10™, 8 iteraciones, 14.2 segundos de tiempo de CPU y examiné 225 regiones.

Incorporando reducciones a partir de las nuevas restricciones que se generan y mismas

tolerancias, 7 iteraciones, 14.1 segundos de tiempo de CPU y generd6 148 regiones.

Con el agregado de las alternativas 2 y 3 en reduccion de cotas y mismas tolerancias, 4

iteraciones, 1.09 segundos de tiempo de CPU y resolvio 9 de las 15 regiones generadas,

De estos resultados se concluye que en este ejemplo la reduccion que se realiza a partir

de las restricciones agregadas no producen mejoras significativas.

El algoritmo 1 sin reducciones de cotas con las mismas tolerancias requiri6 de 7
iteraciones, 14.29 segundos de tiempo de CPU y examin6 177 regiones. En este caso

también sdlo se utilizan las restricciones para definir las particiones.

Este ejemplo resuelto con el algoritmo del capitulo anterior, implementado con

reducciones de cotas para €,=0.001 llevé 38 iteraciones y 8.15 seg de tiempo de CPU.

Ejemplo 4.4.5

Este ejemplo es un problema de disefio de un reactor simple (Figure 4.4.11).
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Min f=-x,

Suja: x, -1+kxV, =0

X, —x, +k,x,V, =0

X, +x, —1+kx,V, =0

X, =X +x,—x, +k,x,V, =0 (P)
V2410 <4

0<x,<1 1i=1,.,4

0<V, <16 i=12

con k4=0.09755988, k2=0.99k1, k3=0.0391908, k4=0.9Ks.

kl k3 k2 k4
A ->B->2C A - B > C
// //

A // A B C // A B,C
—_—> / > / >
Cao=1 oé) X1=Cai oé) X3=Ca2

x3=Cp X4=Cp2

Figura 4.4.11: Disefio de una red de reactores

El problema esta definido por 6 variables, una funcion objetivo lineal y 5 restricciones no

convexas, 4 de igualdad con términos bilineales y una de desigualdad.

Se realizan las siguientes sustituciones:

V.= ; 1=1,2 proceso de escalado
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750.5 750.5
X, =V X =V2

Los términos bilineales se reemplazan por :

a, =x +V, B =x -V, a,=x,+V, B, =x,-V,
a,=x,+V,  By=x,-V, a,=x,+V, B, =x,-V,
Nm @B v @) x=a@ ) x = @)
4 4 4 4
Reformulacion del problema:
Min f=-x,

Suja: x, =1+ k16x; =0

X, —x, +k,16x, =0

a, =x2+V7
B, :xz_fz
1 2 2
X (¢, =B7)<0

4
1 2 2
Z(az —B5)—x, <0

X, +x, =1+ k;16x, =0

a; :x3+V1
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B; :x3_71

1
x, = (@’ = f)<0.

411(“32 _ﬂzz)_x7 <0

X, —X;+x, —x, +k,16x, =0
a,=x,+V,
Bi=x,-V,

1
Xg —Z(a42 —ﬂf)SO

1
—(0{42 _1842)_)58 <0

4
X, —V17 <0
v -xy, <0

—05
X, —V2 <0

—05
Vay —x,<0

—“1<B <1 i=1,.4

El problema reformulado (RP) cuenta con 20 variables y 35 restricciones mas las de
cotas, 12 restricciones lineales, 10 restricciones de desigualdad no convexas y 3
restricciones de desigualdad convexas. 10 variables intervienen en restricciones no

convexas.
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Se implementaron reducciones de cotas para las nuevas variables a partir de

sustituciones realizadas (alternativa 2), reducciones a partir de la actualizacion de las
cotas del valor objetivo (alternativa 3), también se usaron las restricciones lineales del
modelo y reducciones a partir de las nuevas restricciones que se agregan (alternativa 4).
Se implementaron las subestimaciones de Mc. Cormick para los 4 términos bilineales del
modelo solamente en el algoritmo 1. Se considero la regla 1 como regla de seleccidn para

realizar la particion con la variante de priorizar primero la particion sobre las restricciones
no convexas de la forma tcu(w)+k°(xc,w)<0 donde k°(xc,w) resulta lineal, la cual

mejoro sustancialmente los tiempos.

La solucion o6ptima del problema es el vector x*=(0.7715149717, 0.5169987806,
0.2041928334, 0.3888083092, 3.03558314, 5.09705646) con valor objetivo 6ptimo igual a

f*=-0.3888083092. Cuenta con dos minimos locales: x;=(0.390, 0.390, 0.375, 0.375, 16,
0) y x,=(1, 0.393, 0, 0.388, 0, 16) cuyos valores objetivos estdn muy cerca del de la
solucion global, para el ultimo punto la f(x*)-f(x2) < 0.0001 resultando un problema test de

complejidad.

En la tabla 4.4.4 se dan los resultados obtenidos a partir de diferentes precisiones. Una
primer solucion factible se obtiene en la etapa inicial, por lo tanto el algoritmo comienza
con el proceso de particién propuesto en la seccion anterior y no necesita utilizar la

particion convencional. La solucion 6ptima se obtiene en la primer iteracion.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Iteraciones | Tiempo de | NC°regiones | lteraciones | Tiempo de N° regiones
€4 CPU examinadas!” CPU examinadas'’
(segundos) (segundos)
10 17 11.78 99 6 1.11 16
10* 18 11.3 96 6 1.29 16
10° 15 10.06 84 6 1.25 16
10° 12 8.55 64 6 1.34 16

Tabla 4.4.4: resultados del ejemplo 4.4.5 con g,= 10™.

©IN° de regiones donde se resuelve el problema convexo respectivo, sin contar las

regiones eliminadas por reduccion de cotas.
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El algoritmo 1 implementado sin reducciones, con las subestimaciones vy
sobreestimaciones de Mc Cormick, con tolerancias de £,=10* y €= 10, finalizé luego de

7 iteraciones 60 segundos de tiempo de CPU inspeccionando 360 subregiones.

Considerando las reducciones a partir de las nuevas restricciones, con tolerancias de
g,=10" y €= 10, realizo 8 iteraciones 49.6 segundos de tiempo de CPU definiendo 362

subregiones pero 80 fueron eliminadas sin resolver un problema convexo.

Este ejemplo resuelto con el algoritmo del capitulo anterior, implementado con
reducciones de cotas para £,=10 fue resuelto con diferentes reglas para la seleccién de
la variable a particionar y la mas eficiente finalizé en 117 iteraciones y 13.77 seg de
tiempo de CPU.

Manousiouthakis y Sourlas (1992) le demandd 7950 nodos, posteriormente a Manaras y
Floudas 299 iteraciones en 20 seg. CPU trabajando en Workstation HP-730; Byne y Bogle
26 iteraciones en 163 seg. CPU trabajando con Matlab en IMB RS6000. Ryoo y Sahinidis
en su trabajo para £,=10° inspeccionan 413 nodos y requieren de 205 seg de tiempo de
CPU de una Sun SPARC station 2. Se estudian algunas variantes donde implementan
subestimaciones como la propuesta por Mc. Cormick para términos bilineales logrando

reducir significativamente a 91 nodos y requieren de 30 seg de tiempo de CPU

Con reduccion de cotas Sin reduccion de cotas
Ejemplo €,=0.0001 €4=0.0001
Tiempo CPU N° subregiones Tiempo CPU N° subregiones
examinadas
443 1.2 9 4.5 47
444 0.93 9 14.2 225
445 1.29 16 60 360

Tabla 4.4.5: Tabla comparativa del algoritmo implementado con y sin reduccion de cotas.

En la tabla 4.4.5 se muestran resultados del nuevo algoritmo para los diferentes ejemplos

implementado con y sin reduccion en las cotas. Se puede observar la ventaja de incluir

151



reglas de reduccion de cotas, reduciendo niumero de subregiones y tiempo de ejecucion.

En la tabla 4.4.6 se muestran las dimensiones de los problemas originales y sus
reformulaciones equivalentes. Si bien el problema reformulado es de mayor dimensién, el
problema original generalmente tiene términos altamente no convexos que son

desagregados y simplificados en la reformulacion.

Ejemplo 4.3.3 Ejemplo 4.3.4 Ejemplo 4.3.5
Cantidad Pl PR Pl PR Pl PR
Variables continuas 2 6 3 14 6 20
Variables binarias 0 0 0 0 0 0
Variables en términos
NoO Cconvexos 2 4 7 6 10
Funcién objetivo No Lineal No Lineal | Lineal | Lineal
convexa convexa
Restricciones de 0 0 0 4 0 12
igualdad lineales
Restricciones de
igualdad no lineales 0 0 0 ~ 4 ~
Restricciones de
desigualdad convexas 0 4 0 7 0 3
(sin considerar rest. de
cotas)
Restricciones de
desigualdad no 0 4 0 7 1 12
convexas

Tabla 4.4.6: Dimensiones del problema original y su reformulacion

Referencias: Pl: problema inicial PR: problema reformulado
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4.4.7 Conclusiones

El procedimiento explicado en este capitulo es un algoritmo en sus dos variantes, del tipo
ramificar y reducir para resolver problemas no convexos con una convergencia e-finita.
Se adoptan las reformulaciones del problema no convexo seguidas en el capitulo anterior
trabajando con los problemas: RP, MP no convexos y CP convexo. RP es una
reformulacién no convexa equivalente al original desagregando las funciones del modelo
en suma de términos simples hasta obtener un problema con restricciones lineales y
restricciones con a lo sumo un término coéncavo tcu. MP es la reformulacion no convexa
cuyo objetivo es obtener un punto factible del problema original, reemplazando los
términos concavos por la reformulacion A tcu(wL) +(1-2) tcu(wU) con w y wy nuevas
variables y minimizando la funcién objetivo ) (wy; - wy; ).

CP es una reformulacién convexa lograda a partir de (RP) fijando w, y wy .

Se implementa una nueva forma de particion de la region factible generando una nueva
restriccion a partir de las restricciones no convexas del problema reformulado. En cada
particion se definen tres nuevas subregiones y sus subproblemas asociados, con la

caracteristica que el problema con regiéon mayor con la ayuda de la restriccion
fx)< £ — &, se torna més rapidamente infactible y mayores porciones de regiones

son eliminadas en el proceso. Se pudo observar que para los ejemplos resueltos en
ningun caso fue necesario recurrir a otro proceso de particién que no sea el nuevo aqui
propuesto.

De sus dos variantes resulté mas eficiente la segunda propuesta la ventaja que tiene esta
propuesta frente a la primera es que las tres restricciones que se generan en cada
particidon permiten hacer mayores reducciones en las subregiones asociadas.

El proceso de reduccién de cotas y de region factible es fundamental para que el
algoritmo arribe a la solucién con una precisién prefijada anticipadamente, de forma mas
eficiente en tiempo y nimero de iteraciones en todos los casos. El proceso de reduccién

permite eliminar subregiones sin llegar a resolver el problema de optimizacién asociado.

La incorporacién de la restriccion f{x) < [ — &, a la reformulacion es de gran utilidad

para eliminar subregiones.

Se pueden destacar dos factores que deben ser motivo de estudios futuros para los

algoritmos deterministicos del tipo particion, ramificaciéon y reduccién como el aqui
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presentado: primero lograr reformulaciones del problema que no permitan un aumento en
gran medida el tamano del problema original. El segundo factor, ya dicho, es que el mayor
esfuerzo sigue siendo el trabajo que el algoritmo debe realizar para garantizar que la

solucion a la que arriba es la 6ptima global del problema.
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5. Apéndice
Convexidad de conjuntos

Definicién 1: Un conjunto de puntos S se dice que es convexo si el segmento de linea que une

dos puntos cualesquiera de S también pertenece al conjunto. Esto es, si Xe y €S, entonces,

a-x + (1-a)y e S,paratodo 0<a<1.

Conjunto convexo Conjunto no convexo

Propiedad 1.1: La interseccién de conjuntos convexos, es otro conjunto convexo.

Conjuntos distinguidos

Definicién 2: La interseccion de un nimero finito de semiespacios cerrados en R" de la forma
{x :c'x<b,xe ER”} se llama politopo. Un politopo acotado es un poliedro.

Ambos conjuntos por propiedad 1.1 son convexos.

Definicion 3: Un k-simplex en V es la capsula convexa de k+1 puntos afinmente independientes
de V.

Concavidad y Convexidad de funciones

Definicidn 4: Sea f:R" >R

(1) fesconvexasi f(a-x+(1-a)y) < a-f(x)+ (1-a) f(y)
VXx,yeR", 0<ac<l.
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2) fesconcavasi f(a-x+(1-a)y) > a-f(x)+ (1-a) f(y)

Vx,yeR", 0<ac<l

af (x) + (1-a)f(y)

f(ax+(1-a)y)

ox + (1-a)y y

>

funcién convexa

f(ox+(1-a)y)

of (x) + (1—)F(y)

x o+ (1-a)y y

funcién no convexa

Si la desigualdad anterior es estricta, se dice que la funcién es estrictamente convexa, para

O<acx<l1.

Toda funcién que no cumple con la condicidn (1) o (2) no es ni céncava ni convexa.

Propiedad 2.1: si f es céncava, — f es convexa.

Propiedad 2.2: una funcién lineal es tanto céncava como convexa.

Propiedad 2.3: la suma de funciones convexas es una funcién convexa.
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Lema 1: Si f es convexa, entonces el conjunto S, = { X/ f(X) < K} esconvexo, VKeR

Similarmente, si f es concava, entonces el conjunto S, ={ x/ f(x) > K} esconvexo, ¥V K e R

Me falta una definicién :encuentro la definicion de semicontinua inferior no semicontinua

Definicion 5: Sean f : X — R, vy ae X, fes semicontinua inferior en a si para cada K e R,
K < f(a) existe un entorno U de atalque K< f(U).

f(X) =liminf f(y)

y—X
La semicontinuidad superior es similar, con inf es reemplazado por sup y si ambas

semicontinuidades se tienen en un punto, implica continuidad ordinaria en dicho punto.
Otra caracterizacion de las funciones concavas y convexas

Sea f(x) : S, continua y diferenciable en todo punto x € S, luego f(x) es concava si y solo si para

cualquier par de puntos X y x € S se cumple:

) < F() + V) (x-x)

f)

X*

y es convexa en S si:

F0 2 f(x) + V() (x—x)

X*
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Definicién 6: Sea f:R" — R, la matriz Hessiana asociada definida por:

o't o' o f
X aax 2k,
H(x)=| M M M
o't o'f o f
EriEr &

e es definida positiva en X si yt-H(i)-y >0 ,Vy#0en R",y

« es definida negativa en Xsi y'-H (K) y<0 , Vy#0en R".
H(x) es semidefinida positiva (negativa) en X si:
yoH(X)y 2(2) 0 Vye®R"

Una matriz D es positiva definida si y sélo si las variables pueden ser ordenadas de manera tal

gue dy; > 0 y ademas se verifica que:

d d dll d12 d13
d“ dlz >0 |d, d, dy>0 K|D/>0
. 2 d31 d32 d33

Una matriz D es positiva semidefinida si y sélo si las variables pueden ser ordenadas de manera

tal que dy; > 0 y ademas se verifica que:

d d dll dlZ d13
d” d”zo d, d, dy>0 K|D[>0
. z d31 d32 d33

Una matriz D es negativa definida si y solo si las variables pueden ser ordenadas de manera tal

que d;; < 0 y ademas se verifica que:

d d dll d12 dl3
d“ dlz >0 |d, d, dy<0 K(-1)'|D[>0
. z d31 d32 d33
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Una matriz D es negativa semidefinida si y sélo si las variables pueden ser ordenadas de

manera tal que d;; < 0 y ademas se verifica que:

d
>0 |d, d, dy/<0 K(-1)'|D|z0
d

Herramientas (tiles para determinar la convexidad de una funcién

Teorema 1: Sea f:R" — R una funcién dos veces diferenciable en todo punto x € S, siendo S

un conjunto convexo, luego f(x) es convexa (céncava) si y solo si su matriz Hessiana es positiva

(negativa) semidefinida para todo x € S.

Definicion 7: Sea A un conjunto de R", la capsula convexa co(A) es el menor subconjunto

convexo de R" que contiene a A.

CO(A):{x:x:kx1 +(1-M)x,;0<A<1,x,X, EA}

Definicion 8: Sean X un conjunto y una funciéon f:X — R, el epigrafo de f, epi(f) es el

conjunto {(x,2)e X xR /f(x) <A}

Definicién 9: Una funcion f :R" — R, es cuasiconvexa si todos los conjuntos

S,={xedom f/f(x)< a} VaeR sonconvexos.

Una funcién es cuasicéncava si —f es cuasiconvexa.

Ejemplo 1:
f(x)

2

f(x) es una funcién cuasiconvexa
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Ejemplo 2: f(x,y)=xy, x >0,y >0, es una funcién cuasicéncava ya que los conjuntos

S, = {(X, y)eR/xy > a} VaeR sonconvexos.

Ejemplo 3: f(x)= x* es cuasiconvexa.

Teorema 2:

Sea X un conjunto convexo, una funcion f:X — R, es cuasiconvexa si y soélo si

f(ax+(l—a)y) < max{f(x),f(y)} VX,y e XcR", 0<ac<l.

Definicion 10: f es estrictamente cuasiconvexa si f(aX+(1—a)y) <max{f(x),f(y)}

VX,y e XcR", xzy, 0<a <1,

Definicion 11: Sea f : X > R, una funcidn diferenciable sobre su dominio de definicion, f es

pseudoconvexa si para cada X, y € X, con Vi(x) t(y-x) >0 se tiene f(y) >f(x), o en forma

equivalente si f(y) < f(x), luego V(x) ‘(y-x) <0 .
Una funcién es pseudocéncava si —f es pseudoconvexa.

Teorema 3:

Sean X un conjunto convexo abierto, f : X — R,  una funcién diferenciable y pseudoconvexa

en X, luego f es estrictamente cuasiconvexa y cuasiconvexa.

n
Definicion 12: Una funcion f es separable si puede escribirse de la forma: f = Z f,(x;) donde
i=1

las funciones f;(X;) son funciones univariables en ;.

Definicion 13: Sean f,p,q funciones definidas sobre un subconjunto convexo X cR"  ypy q
son funciones convexas. Si la funcion f se puede expresar: f(X)=p(x)-q(x) Vxe X luegof se

dice que es una funcion D.C. sobre su dominio.
El conjunto de funciones DC es denso en el espacio de las funciones continuas. Una funcion

continuamente diferenciable puede transformarse en una funcién DC.

Definicién 14: (Mc. Cormick, 1976) ®® Una funcién es factorizable o separable si es una

composicion recursiva de sumas y productos de funciones de variables simples.
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Ejemplo 4: f(x,y,z,w) =\/exp(xy+ Z1In W)z3 es factorizable ya que puede descomponerse de la

siguiente forma:

X, = Xy

X, =lnw

X, = 2X,

X, =X +X,
Xs = exp(X,)
X, =2’

X7 = XsXg
£f= (X7)0A5

Definicién 15: Dada f : R" = R, X es un minimo (méaximo) local de f, si existe un € > 0 tal que

f(x) <(=) f(x), ¥ xeN_(X) (entorno de X de radio ¢).

Definicion 16: Sea f:R" >R, X es un minimo (maximo) global de f si

F(X) <() F(x),VxeR".
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