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Director de Tesis:

Dr. Hugo Aimar

Codirector de Tesis:

Dra. Bibiana Iaffei

Jurado de la Tesis compuesto por:

Dr. Julián Fernández Bonder, Dr. Francisco Javier Mart́ın-Reyes, Dra. Gladis Pradolini

Año de presentación: 2008





Agradecimientos
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doctoral que me otorgó el Consejo Nacional de Investigaciones Cient́ıficas y Técnicas.

Al jurado, gracias por leer este trabajo, por sus opiniones y comentarios.

Quiero agradecer al IMAL, y a todos sus integrantes, por darme un ámbito. En especial,
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Resumen

El tema central de esta tesis es el estudio de la regularidad de soluciones de la ecuación del

calor medida en términos de normas de Besov.

Jerison y Kenig prueban que la finitud de una norma de Besov de una función armónica

en un dominio Lipschitz es suficiente para la integrabilidad de una potencia del gradiente de

la solución ponderada por otra potencia de la distancia a la frontera, y además, con técnicas

de interpolación, muestran que estimaciones de normas de Lebesgue del gradiente de una fun-

ción armónica son suficientes para su regularidad Besov. Estos resultados sugieren que, para

soluciones de la ecuación del calor en dominios ciĺındricos con base Lipschitz, propiedades de

regularidad Besov espacial podŕıan convertirse bajo la difusión en propiedades de regularidad

espacio temporal. El resultado final de esta tesis demuestra que éste es el caso si la regularidad

espacial es integrable en el tiempo en un sentido preciso.

Para obtener esa integrabilidad en el tiempo de la regularidad espacial, usamos una estima-

ción puntual de ponderaciones por potencias adecuadas de la distancia parabólica a la frontera

parabólica del dominio ciĺındrico, de gradientes espacio temporales de temperaturas en términos

de la iteración de dos operadores maximales bien estudiados en análisis armónico: maximales

de Hardy-Littlewood laterales en el tiempo y maximales de Calderón en el espacio.

El esquema de demostración tiene su punto de partida, como el caso eĺıptico, en una iden-

tidad del valor medio, es decir, calculamos las derivadas espaciales usando una representación

de soluciones como convoluciones de las mismas con núcleos que tengan suavidad espacial para

tiempo fijo. A partir de estas fórmulas del valor medio parabólicas con regularidad adecua-

da se aborda el problema del análisis de los operadores que se obtienen por convolución con

derivaciones espaciales de aquellos núcleos. A diferencia del núcleo del valor medio, que es inte-

grable, los correspondientes derivados son singulares. La estructura de estos núcleos singulares

es complicada, en el sentido que las variables espaciales y temporales no están separadas. No

obstante, es posible estimarlos, en términos de la composición de un operador espacial y de

otro temporal. El operador temporal involucrado es de convolución con un núcleo monótono

soportado en una semirrecta, lo que conduce a su control por uno de Hardy-Littlewood lateral.

El operador espacial, en cambio es el que registra la regularidad en el espacio y es de tipo Cal-

derón. Cuando esos operadores se aplican a temperaturas, es la propia ecuación del calor la que

nos provee de las correspondientes estimaciones para derivadas temporales. Las estimaciones en

norma de Lebesgue son consecuencia de la estimación puntual y del análisis de acotación de

vii



viii RESUMEN

los dos operadores maximales involucrados sobre los espacios adecuados: espacios de Lebesgue

para la variable temporal y espacios de Besov para la variable espacial.

Para medir regularidad conjunta en las variables espacio y tiempo se introducen espacios

y normas de Besov parabólicos, como interpolación entre espacios de Lebesgue y de Sobolev

anisotrópicos, y se usa la técnica de trazas para la estimación de las normas de interpolación.



Introducción

Antecedentes. El caso eĺıptico

Una función armónica en un dominio de R
d es infinitamente diferenciable. Este hecho es

consecuencia de las identidades del valor medio que caracterizan el comportamiento local de las

funciones armónicas. Contrastando con esta regularidad interior total, las funciones armónicas y

sus derivadas pueden perder integrabilidad debido a su comportamiento en las proximidades de

la frontera. Una estrategia usada por Jerison y Kenig en [JK] es estudiar la regularidad de las

soluciones en un sentido más débil, o tal vez más sutil, pero global, para obtener estimaciones

en Lp para las derivadas en términos de normas de espacios que midan esa regularidad como

los de Besov.

Jerison y Kenig demostraron en [JK, Teorema 4.1] que la finitud de una norma de Besov

de una función armónica u en un dominio Lipschitz es suficiente para la integrabilidad de una

potencia del gradiente de u ponderada por otra potencia de la distancia a la frontera. De la

fórmula del valor medio cuyo núcleo es suave obtienen una estimación puntual para el gradiente

de una solución por una potencia de la distancia a la frontera. Las normas de Besov miden

regularidad de funciones en términos del tamaño de sus módulos de continuidad en espacios

de Lebesgue. En las mismas están presentes parámetros de regularidad e integrabilidad. En

[DD], Dahlke y DeVore utilizan el resultado de Jerison-Kenig para probar que para funciones

armónicas el parámetro de regularidad se incrementa a expensas del de integrabilidad. Dalhke y

DeVore hacen otra prueba del resultado de Jerison y Kenig, la diferencia es que en la estimación

puntual luego de usar la propiedad del valor medio, obtienen una estimación que involucra un

operador maximal que mide la suavidad, del tipo Calderón, y entonces el problema en términos

de normas es ahora un problema de acotación de este operador maximal por normas de Besov.

Por otra parte, en el mismo trabajo que mencionamos arriba, Jerison y Kenig, usando

técnicas de interpolación, muestran que, estimaciones de normas de Lebesgue de adecuadas

ponderaciones del gradiente de una función armónica son suficientes para su regularidad Besov.

El problema central de este trabajo. El caso parabólico

La solución del problema ∂u
∂t = ∆u en R

d+1
+ = R

d × (0,∞) con u(x, 0) = f(x), x ∈ R
d y f

en un espacio adecuado de distribuciones está dada por u(x, t) = (Wt ∗ f)(x), con Wt el núcleo

de Gauss-Weierstrass. Aśı, independientemente de las irregularidades de f , u(x, t) es de clase

C∞(Rd+1
+ ) y además a medida que t crece las oscilaciones de f se amortiguan y la solución u es

ix
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todav́ıa más suave. Esa propiedad elemental revela un hecho profundo que se pone de manifiesto

muchas veces en el análisis de regularidad de difusiones. La desigualdad de Harnack parabólica

puede verse también como una manifestación de este principio de regularización intŕınseco a la

difusión.

En otra dirección, podemos preguntarnos qué propiedades de regularidad espaciales se trans-

fieren en regularidad de Besov espacio temporal. Observamos que no están prescriptas condi-

ciones iniciales ni tampoco de frontera, sólo se tiene una temperatura en un dominio ciĺındrico

de la que se conocen propiedades de regularidad espaciales a tiempo fijo y se pretende obtener

regularidad global simultánea en espacio y tiempo.

Para el caso de soluciones de la ecuación del calor en dominios ciĺındricos Ω con base

Lipschitz, los resultados eĺıpticos mencionados sugieren que propiedades de regularidad Besov

espacial podŕıan, o tal vez debeŕıan, convertirse bajo la difusión en propiedades de regularidad

espacio-temporal. El resultado final de esta Tesis, contenido en el Teorema 27 del Caṕıtulo 6

demuestra que este es el caso si la regularidad espacial es integrable en el tiempo.

Etapas en la resolución del problema. Técnicas de análisis real usadas

Fórmulas del valor medio parabólicas. Como en el caso eĺıptico, nuestro pun-

to de partida para el cálculo de las derivadas espaciales es la representación de so-

luciones como convoluciones de las mismas con núcleos que tengan suavidad espa-

cial para tiempo fijo. Mencionamos que en la literatura espećıfica hay varios trabajos

relativos a representaciones del valor medio de temperaturas, tales son los casos de

[Pin1, Pin2, Ful, Wat2, Wat1, SW] que contienen resultados obtenidos por Pi-

ni, Fulks, Watson y Suzuki. Sin embargo para nuestros fines, hemos obtenido de dos

maneras fórmulas del valor medio con núcleos suaves en la variable espacial.

Operadores de los núcleos derivados. Una vez obtenidas fórmulas del valor medio

parabólicas con regularidad adecuada se presenta el problema del análisis de los opera-

dores que se obtienen por convolución con derivaciones espaciales de aquellos núcleos. A

diferencia del núcleo del valor medio, que es integrable, los correspondientes derivados

son singulares. Esto se refleja en el hecho que la representación de derivadas espaciales

de soluciones de la ecuación del calor tiene forma de convolución con una distribu-

ción. El estudio de esta distribución para órdenes arbitrarios de derivación, requiere un

análisis detallado de la estructura del núcleo.

El resultado principal. Obtenemos estimaciones puntuales en términos de funciones

maximales de Hardy-Littlewood laterales temporales y de Calderón espaciales para los

operadores de derivación inducidos por los núcleos distribucionales. Esta estimación

está contenida en el Teorema 19. En los trabajos básicos de [Cal] y [CS] se estudian los

operadores que nosotros llamamos de Calderón, y en [DS] se muestra la comparación
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con los espacios de Besov. Mientras las maximales del tipo de Calderón miden la suavi-

dad de los núcleos de convolución y controlan las derivadas de las funciones armónicas y

son operadores acotados entre espacios de Besov y de Lebesgue, la maximal de Hardy-

Littlewood lateral detecta la evolución en el tiempo de una temperatura, se adapta

mejor que la maximal clásica de Hardy-Littlewood porque los promedios se toman en

intervalos a izquierda del punto sobre el que se evalúa el operador. Entre las técnicas

usadas que hemos desarrollado especialmente para la estimación de aquellos operado-

res, mencionamos una extensión de acotaciones por maximales de Hardy-Littlewood

laterales de ciertos operadores con núcleos temporales soportados en semirrectas. Estos

resultados extienden otros bien conocidos que se pueden encontrar en [dG] y [Ste].

Cuando esos operadores se aplican a temperaturas, es la propia ecuación del calor

la que nos provee de las correspondientes estimaciones para derivadas temporales. Este

es el esquema básico en la prueba del mencionado Teorema 19.

Estimaciones en normas. Las estimaciones en norma de Lebesgue (Lp, 1 < p <

∞) son consecuencia de la estimación puntual y del análisis de acotación de los dos

operadores maximales involucrados sobre los espacios adecuados: espacios de Lebesgue

para la variable temporal y espacios de Besov para la variable espacial. Las propiedades

de acotación en espacios de Lebesgue de las maximales de Hardy-Littlewood laterales

en el caso unidimensional están extensamente estudiadas, mencionamos los trabajos de

Sawyer [Saw] y de Mart́ın-Reyes [MR]. La acotación en Lp del operador maximal de

Calderón por normas de Besov se trata en [DS].

El resultado final. Con el fin de medir regularidad conjunta en las variables espacio

y tiempo, y como aplicación del resultado principal, se introducen como interpolación

entre espacios de Lebesgue y de Sobolev anisotrópicos, espacios y normas de Besov

parabólicos. Se usa la técnica de trazas, antes mencionada, para la estimación de las

normas de interpolación de estos espacios parabólicos. El método de trazas da una

forma equivalente para las normas de los espacios de interpolación, y es un buscador

de espacios intermedios de regularidad. En [BL] se puede seguir un enfoque abstracto

para espacios de Banach generales, y en [LM] en espacios de Hilbert y especialmente

en los espacios de regularidad. En [JK] este método es útil para estimar la norma de

los espacios de Besov, es decir entre un espacio de Lebesgue y otro de Sobolev, cuando

la solución está cerca de la frontera del dominio. Extendemos la técnica de trazas al

caso parabólico para probar en el Teorema 27 la regularidad global.

Organización de la tesis

El Caṕıtulo 1 contiene tanto algunas definiciones, notación y resultados básicos conocidos

en los diversos aspectos que se exponen y necesitan en los caṕıtulos siguientes, como ciertos

resultados y construcciones que son espećıficos de nuestro contexto.
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El Caṕıtulo 2 está dedicado exclusivamente a las fórmulas del valor medio parabólicas y a

obtener un tipo de fórmula del valor medio con un núcleo de convolución tan suave como sea

posible. Para nuestros propósitos será importante contar con regularidad espacial del núcleo

para tiempo fijo.

Nos dedicamos a las aproximaciones de la identidad parabólicas en el Caṕıtulo 3, obtenemos

estimaciones de los operadores maximales parabólicos por la iteración de otros conocidos.

El detalle del análisis de la estructura de los núcleos para órdenes arbitrarios de derivación

espacial y el estudio de sus propiedades más relevantes están en el Caṕıtulo 4.

En el Caṕıtulo 5 mostramos las estimaciones maximales puntuales que están contenidas en

el resultado principal que es el Teorema 19 y en normas de Lebesgue en el Corolario 23 para los

gradientes de temperaturas.

Finalmente en el Caṕıtulo 6 probamos la aplicación del resultado principal en el estudio de

la regularidad Besov simultánea en espacio y tiempo de temperaturas. Esta aplicación está con-

tenida en el Teorema 27.



CAPÍTULO 1

Preliminares

El fin de este primer caṕıtulo es introducir conceptos básicos y resultados espećıficos que

usaremos en los caṕıtulos que siguen.

1.1. Dominios

Primero condensamos en algunos renglones notación elemental sobre el ambiente de tra-

bajo. Sea el espacio-tiempo R
d+1 =

{
(x, t) : x = (x1, . . . , xd) ∈ R

d y t ∈ R
}
. Sean R

d+1
+ ={

(x, t) ∈ R
d+1 : t > 0

}
y R

+ = {t ∈ R : t > 0}. Denotamos por B(x, r) a la bola eucĺıdea abier-

ta con centro x ∈ R
d y radio r. Dado un conjunto medible A, usamos |A| para la medida de

Lebesgue de A. Sea 1 6 p 6 ∞, el espacio Lp consiste de todas las funciones medibles f tales

que ‖f‖Lp = (
∫
Rd |f(x)|p dx)1/p es finita. Para p = ∞ tomamos la norma del supremo. Dado un

conjunto A medible, Lp(A) es el espacio de las funciones medibles f tales que fXA pertenece a

Lp.

Un dominio es un subconjunto abierto y conexo de R
d o de R

d+1.

Consideraremos dominios con caracteŕısticas especiales. Sea D ⊂ R
d un dominio acotado.

D se llama un dominio Lipschitz, con constante Lipschitz menor o igual a M , si existe r > 0

tal que para todo x0 ∈ ∂D existe un sistema de coordenadas ortonormal tal que B(x0, r)∩D =

{x = (x′, xd) : xd > ϕ(x′)} ∩ B(x0, r), donde ϕ : R
d−1 → R es una función Lipschitz, con

constante Lipschitz menor o igual que M , es decir, |ϕ(x′)− ϕ(y′)| ≤ M |x′ − y′| para todo

x′, y′ ∈ R
d−1, con ϕ(0) = 0. El dominio se llama un dominio C1 si las funciones ϕ pueden ser

elegidas de clase C 1.

Un dominio ciĺındrico en R
d+1 es de la forma Ω = D × (0, T ) donde D es un dominio

en R
d y T > 0. La frontera parabólica de un dominio ciĺındrico Ω está dada por ∂parΩ =

(∂D × [0, T )) ∪ (D × {0}).

1.2. Métrica parabólica

La homogeneidad apropiada asociada a la ecuación del calor ∂u
∂t =

∑d
i=1

∂2u
∂x2i

está dada por

la dilatación parabólica Tλ(x, t) = (λx, λ2t) que deja invariante la ecuación. Entonces parece na-

tural que los núcleos de los operadores de convolución que estudiamos en los caṕıtulos siguientes

(caṕıtulos 3, 4 y 5), que provienen de la identidad básica del valor medio para temperaturas,

presenten homogeneidades de naturaleza parabólica. Las propiedades de diferenciación y acota-

ción de los respectivos operadores maximales asociados a los núcleos del valor medio se cumplen

1



2 1. PRELIMINARES

usando estas dilataciones parabólicas en el ambiente geométrico determinado por una métrica

ρ que satisfaga ρ(Tλ(x, t)) = λρ(x, t) para todo λ > 0 y (x, t) ∈ R
d+1.

A continuación describimos la métrica ρ asociada a la dilatación parabólica. Para x ∈ R
d y

t ∈ R con |x|2 + t2 > 0, la única solución positiva de la ecuación

(1.1)
|x|2
ρ2

+
t2

ρ4
= 1,

es decir el único número positivo ρ tal que T1/ρ(x, t) es el único punto en la curva {Tλ(x, t) : λ > 0}
que pertenece a la frontera del elipsoide de radio uno (que es la esfera unitaria de R

d+1), y que

denotamos por ρ(x, t), define por ρ(x−y, t−s) una métrica en R
d+1. Como la ρ–bola B(0, 0; r) es

el elipsoide de R
d+1 centrado en el origen de semidiámetros r, . . . , r, r2, tenemos que la medida

de Lebesgue d+ 1 dimensional de B(0, 0; r) está dada por c rd+2 donde la constante c depende

sólo de la dimensión d. En efecto, B(0, 0; r) está dada por Tr(B(0, 0; 1)). Más aún, dado que

la bola unitaria asociada a la distancia ρ es la misma que la bola eucĺıdea unitaria B(0, 0; 1),

tenemos que B(0, 0; r) = Tr(B(0, 0; 1)).

Si en lugar de tomar la norma eucĺıdea en (1.1) tomamos la norma del máximo obtenemos

la métrica parabólica usual ρ(x− y, t− s) = máx{|x− y| ,
√

|t− s|}. En este caso las ρ-bolas de

radio r centradas en el origen son los rectángulos (−r, r)× . . . × (−r, r) × (−r2, r2).
Definimos la función δ(x, t) en un dominio Ω de R

d+1 como la distancia parabólica de

(x, t) ∈ Ω a la frontera parabólica de Ω, más precisamente,

(1.2) δ(x, t) = ı́nf
{
máx

{
|x− y| ,

√
|t− s|

}
; (y, s) ∈ ∂parΩ

}

donde ∂parΩ es la frontera parabólica de Ω.

Reescalamiento parabólico.Dada una función k y ε > 0, kε(x) denota el reescalamiento

eĺıptico usual 1
εd
k(xε ) que preserva la norma L1. Para δ > 0 denotamos como

kδ(x, t) =
1

δd+2
k
(
T 1

δ
(x, t)

)
=

1

δd+2
k

(
x

δ
,
t

δ2

)

al correspondiente reescalamiento parabólico.

1.3. Descomposición y localización de Ω = D × (0, T )

Describimos un argumento de localización para puntos cercanos a la frontera parabólica de

Ω = D × (0, T ), con respecto a la escala básica r > 0 para el cual la frontera ∂D del dominio

espacial D se vuelve el gráfico de una función real Lipschitz definida en un dominio d− 1

dimensional pequeño. Seguiremos, tanto como nos sea posible, la notación eĺıptica introducida

en [JK]. Precisamente, el conjunto D es un conjunto abierto y acotado en R
d para el cual

existe un número positivo r tal que para cada punto x0 ∈ ∂D el conjunto D ∩ B(x0, r) es el

conjunto que está por arriba del gráfico de una función Lipschitz ϕ de d − 1 variables x′ en

algún sistema local de coordenadas ortogonales (x′, y) alrededor de x0. Como ∂D es compacto

existe una constante M independente de x0 ∈ ∂D tal que |∇ϕ| 6M .
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Esta localización en los puntos de la frontera del dominio eĺıptico D, induce una clasificación

de los puntos en Ω = D× (0, T ) en cuatro tipos diferentes de acuerdo a su posición relativa con

respecto a puntos esencialmente diferentes de la frontera parabólica de Ω. Precisamente, con

r > 0 dado por el carácter Lipschitz de ∂D, escribiremos OI para denotar el conjunto de los

puntos en Ω con distancia parabólica a la frontera parabólica, ∂parΩ, de Ω más grande que r
2 .

En otros términos,

OI =
{
(x, t) ∈ Ω : δ(x, t) > r

2

}
=
{
(x, t) ∈ Ω : d(x, ∂D) > r

2 y t > r2
}

donde d es la distancia eucĺıdea en R
d. Por OII denotaremos cualquiera de los dominios ciĺındri-

cos de la forma B(x, r)× (r2, T ) con x ∈ ∂D. Hacemos

OIII =
{
(x, t) ∈ R

d+1 : x ∈ D, d(x, ∂D) > r
2 y |t| < 2r2

}
.

Finalmente, OIV denotará cualquiera de los dominios ciĺındricos de la forma B(x, r)×(−2r2, 2r2)

con x ∈ ∂D.

Como ∂D es compacto, la familia de conjuntos abiertos que contiene aOI, OIII y a un número

finito de conjuntos de tipo II y de tipo IV proporciona un cubrimiento abierto de la clausura

parabólica de Ω (que es igual a Ω∪∂parΩ). De esta forma podemos encontrar una sucesión finita

{ζi : i = 1, . . . , i0} de funciones en C∞ cada una con soporte (parabólico) contenido en algún

conjunto abierto del cubrimiento dado, tal que
∑i0

i=1 ζi ≡ 1 en la clausura parabólica de Ω.

Usaremos esta descomposición de Ω en el Caṕıtulo 6 para estudiar la pertenencia de trun-

caciones de temperaturas a espacios de Besov parabólicos. Diremos que una ζ = ζi de esta

descomposición es de tipo I, II, III ó IV según sea el tipo del abierto que la soporta.

1.4. Operadores maximales de tipo Hardy-Littlewood

PorM denotaremos la función maximal de Hardy-Littlewood , definida sobre bolas eucĺıdeas

en R
d para f ∈ L1

loc

(1.3) Mf(z) = sup
r>0

1

|B(z, r)|

∫

B(z,r)
|f(ζ) | dζ.

En algunas situaciones escribiremos Md para indicar la maximal de Hardy-Littlewood cuando

las bolas se toman en R
d. Se sabe que para 1 < p 6 ∞ la maximal de Hardy-Littlewood satisface

la desigualdad ‖Mf‖Lp ≤ c ‖f‖Lp para alguna constante c independiente de f . Esto se resume

diciendo que M es de tipo fuerte (p, p) o es un operador acotado en Lp.

Más aún, la desigualdad ‖M1f‖Lp(wds) ≤ c ‖f‖Lp(wds) es válida si y sólo si w es un peso de

la clase Ap de Muckenhoupt. Recordemos que una función no negativa, no trivial y localmente

integrable w pertenece a Ap si existe una constante c tal que
(∫

I w
)(∫

I w
− 1
p−1
)p−1

6 c |I|p para
todo intervalo I de R. Observamos que la afirmación precedente está formulada en un contexto

unidimensional sólo con fines prácticos, para la caracterización de la acotación del operador
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maximal de Hardy-Littlewood d dimensional por pesos de Muckenhoupt basta reemplazar in-

tervalos por bolas en R
d.

La función maximal de Hardy-Littlewood lateral está definida, sobre una función localmente

integrable g de una variable real t, por

(1.4) M−g(t) = sup
h>0

1

h

∫ t

t−h
|g(s)| ds.

En este trabajo usaremos un operador maximal iterado M−Md que a cada f en L1
loc(R

d+1)

asigna la función

M−Mdf(x, t) = sup
h>0

1

h

∫ t

t−h

(
sup
r>0

1

rd

∫

B(x,r)
|f(y, s)| dy

)
ds.

ComoM−g 6 2M1g, entonces la acotación deM− en Lp(dt) (1 < p 6 ∞) sigue de la misma

propiedad paraM1. Sin embargo una desigualdad en el sentido contrario no es posible. Para ver

esto, sea g(t) = X(a,b)(t) donde (a, b) es un intervalo cualquiera. Podemos ver que M−g(t) = 0

si t 6 a, y que M1g(t) > 0 para todo valor de t, y por lo tanto M1g no puede ser estimado

puntualmente por M−g.

También notamos que el operador M−M1 no es comparable al operador 2 dimensional M2.

En efecto, sea la función h(x, t) = X(0,1)×(0,1)(x, t). Puede verse fácilmente que el operador

iterado es en realidad de variables separadas M−(M1h(·, ⋆)(x))(t) = M−X(0,1)(t)M1X(0,1)(x).

De la definición de maximal lateral, M−X(0,1)(t) = suph>0
1
h

∫ t
t−h X(0,1)(s)ds, de donde vemos

que M−X(0,1)(t) = 0 si t está en la semirrecta a la izquierda del cero. Y por otro lado, se tiene

que M2X(0,1)×(0,1)(x, t) es positivo para cualquier punto (x, t). Aśı una desigualdad del tipo

M2h(x, t) 6 C(M−M1)h(x, t) no se puede dar.

Más aún, tampoco son comparables M1M1 y M2. Existen constantes c1 y c2 tales que
c2
|x| 6 M1X(0,1)(x) 6

c1
|x| para |x| > 1. Por lo tanto, también el operador iterado (M1M1)h(x, y)

que es igual a M1X(0,1)(x) ·M1X(0,1)(y) es comparable a 1
|xy| mientras que M2h(x, y) a 1

x2+y2

ambas para |x| > 1 y |y| > 1. Aśı vemos que no es posible que (M1M1)h(x, y) 6 CM2h(x, y).

Por otro lado la acotación de M− como un operador sobre espacios de Lebesgue pesados

ha sido obtenida por Sawyer [Saw] y Mart́ın-Reyes [MR]. En realidad estos resultados proveen

una clase de pesos la cual es estrictamente más grande que la usual Ap de Muckenhoupt que

está asociada a M1. Definimos en el párrafo siguiente esta clase lateral de pesos.

Sea 1 < p < ∞, una función no negativa, no trivial y localmente integrable w satisface la

condición A−
p si y sólo si existe una constante positiva C tal que la desigualdad

(1.5)

(
1

h

∫ t+h

t
w

)(
1

h

∫ t

t−h
w

− 1
p−1

)p−1

6 C,

vale para todo h > 0 y para todo número real t. La maximal de Hardy-Littlewood lateral M−

satisface la desigualdad
∫
R
(M−g)pw 6 C

∫
R
|g|pw para alguna constante C y para toda función

medible g, si y sólo si w pertenece a la clase A−
p .
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Señalamos que puede definirse un operador maximal lateral a la derecha análogo a M− y

una clase de pesos laterales asociada.

Observamos que los parámetros que definen M−g(t) pueden también escribirse en la forma

κh ∗ |g| (t), donde κh(s) = 1
hX[0,1](

s
h). Esta manera de escribir las medias laterales induce una

generalización natural deM− que será útil en futuros caṕıtulos y que, bajo adecuadas hipótesis,

permanece puntualmente acotado por M−. Dado un núcleo κ en L1(R), dada una función g en

L1(R) y dado un número positivo δ, definimos el operador maximal

(1.6) κ∗g(t) = sup
δ>0

∣∣∣∣
1

δ

∫

R

κ
(s
δ

)
g(t− s) ds

∣∣∣∣ .

Lema 1. Sea κ un núcleo no negativo integrable, decreciente y con soporte en R
+. Entonces

existe una constante C tal que κ∗g(t) 6 CM−g(t) para toda función integrable g definida en R.

Demostración. Por descomposición diádica de R
+ y como κ es decreciente, obtenemos

que
∣∣∣∣
1

δ

∫

R

κ
(s
δ

)
g(t− s) ds

∣∣∣∣ 6
∑

j∈Z

1

δ

∫

δ2j6s<δ2j+1

κ
(s
δ

)
|g(t− s)| ds

6
∑

j∈Z

1

δ
κ(2j)

∫

06s6δ2j+1

|g(t− s)| ds

= 2
∑

j∈Z
2jκ(2j)

(
1

δ2j+1

∫

06s6δ2j+1

|g(t− s)| ds
)

6 2


∑

j∈Z
2jκ(2j)


M−g(t).

y también
∫

R+

κ(s) ds =
∑

j∈Z

∫ 2j

2j−1

κ(s) ds ≥
∑

j∈Z
κ(2j)(2j − 2j−1) =

1

2

∑

j∈Z
2jκ(2j).

Tomando supremo en δ se tiene la tesis del lema. �

En el Caṕıtulo 5 usaremos el resultado anterior aplicado a un núcleo particular que por el

momento es como extraño, en el siguiente corolario lo dejamos escrito.

Corolario 2. Sea κ(t) = tϑ
(
ln 1

t

)θ X(0,1)(t) con −1 < ϑ < 0 y θ > 0. Entonces, existe una

constante C que depende sólo de ϑ y θ tal que κ∗g(t) 6 CM−g(t) para toda función integrable

g definida en R.

Demostración. Para mostrar la integrabilidad del núcleo especial κ(t) = tϑ
(
ln 1

t

)θX(0,1)(t)

notamos que con ϑ− ε > −1 y ε > 0 tenemos

κ(t) = tϑ−ε · tε
(
ln 1

t

)θ X(0,1)(t)

y que tε
(
ln 1

t

)θ
es acotada en (0, 1]. Es fácil ver para t ∈ (0, 1) que κ es decreciente. �
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1.5. Espacios de regularidad de Besov

Entre tantas maneras de medir regularidad de funciones reales hay una extremadamente

relevante, tanto por su carácter obicuo cuanto por la diversidad casi incontable de sus formula-

ciones. Esta es la de Besov-Taibleson. Usualmente los espacios de funciones con esas regulari-

dades se llaman espacios de Besov, pero el desarrollo simultáneo de la teoŕıa por ambos autores

está fuera de duda. Entre todas las formulaciones la que mejor se adapta a nuestro punto de

vista y a nuestras necesidades de aplicación en EDP es la de interpolación. Esto se debe a que

nos permite intuir la regularidad Besov como un modo intermedio entre la “regularidad nula”

de Lp y la “regularidad extrema” de los espacios de Sobolev. Lo asombroso, y a su vez muy útil

de los espacios de Besov son sus formulaciones a través de módulos de continuidad en espacios

de Lebesgue o a través del comportamiento del contenido frecuencial (transformada de Fourier)

en cada escala diádica. Como valor de borde de funciones armónicas con un comportamiento

preciso en el semiespacio superior o a través de los coeficientes en adecuadas bases de wavelets.

Aún a riesgo de privilegiar un enfoque esquemático pero atendiendo a cierta completitud que

merece o requiere este trabajo, incluimos un resumen de las formulaciones más básicas y usuales.

Digamos, finalmente, que nuestros teoremas que involucran normas de Besov admiten la lectura

del resultado a partir de cualquiera de las formulaciones que siguen, en particular a partir de

aquellas de las formulaciones que resulten más confortables o intuitivas a cada lector.

Módulo continuidad. Sea 0 < λ < 1, 1 6 p, q 6 ∞. Para h ∈ R
d, t > 0 sea el módulo de

continuidad ω(f, t)Lp = sup|h|≤t ‖f(·+ h)− f(·)‖
Lp
. Las funciones f en Lp con

∫ ∞

0

(
ω(f, t)Lp

tλ

)q dt
t
<∞

forman el espacio Bλ,q
p . Cuando q = ∞ tomamos la norma del supremo. Para definir espacios de

Besov con el ı́ndice de regularidad λ > 1 se consideran módulos de continuidad de orden mayor

que se obtienen por composición sucesiva de diferencias finitas de f .

Derivación fraccionaria. Sea 0 < λ < 1 y 1 6 p, q 6 ∞. El espacio Bλ,q
p es el de las

funciones f en Lp con

(1.7)

∫

y∈Rd



∫

x∈Rd


 |f(x)− f(y)|

|x− y|
d
q+λ



p

dx




q
p

dy <∞.

Poisson. Sea 0 < λ < 1, 1 6 p, q 6 ∞, el espacio Bλ,q
p es el conjunto de las funciones f en

Lp para las cuales es finita la integral
∫ ∞

0

(
t1−λ

∥∥∥∥
∂u

∂t

∥∥∥∥
Lp

)q dt
t
,

donde u(x, t) = (Pt ∗ f)(x) con Pt(y) = cd y

(t2+|y|2)
d+1
2

.
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Fourier. Sean λ > 0 y 1 6 p, q 6 ∞. Sea φ ∈ S(Rd), con el soporte de φ̂ contenido en{
ξ : 1

2 6 |ξ| 6 2
}
y
∣∣∣φ̂(ξ)

∣∣∣ > c > 0 en
{
ξ ∈ R

d : 3
5 6 |ξ| 6 5

3

}
para alguna constante c positiva.

El espacio de Besov Bλ,q
p es el conjunto de funciones f ∈ Lp para las cuales

∫ ∞

0

(‖f ∗ φτ‖Lp

τλ

)q dτ
τ
<∞.

Wavelets. Sean λ > 0 y 1 < p 6 ∞. Denotamos por D el conjunto de cubos diádicos en

R
d. Sean ψ0 una función escala de variable real y ψ1 la wavelet correspondiente, denotamos por

Ψ al conjunto de las 2d − 1 funciones de la forma ψe(x1, . . . , xd) = Πdj=1ψ
ej (xj) donde e es un

vértice del cubo unitario en R
d. Formamos la base ortonormal de wavelets {ϕI}I∈D con soporte

compacto y suficientes momentos nulos, donde

ϕI := 2
jd
2 ϕ(2j · −k), I = 2−jk + 2−j[0, 1]d, k ∈ Z

d, j ∈ Z, ϕ ∈ Ψ.

Una función f en Lp pertenece al espacio Bλ,q
p si y sólo si la suma

∑

j>0

2
j
[
λ+d
(
1
2−

1
p

)]
q



∑

I∈Dj

ϕ∈Ψ

|〈f, ϕI〉|p




q
p

es finita y donde Dj denota los intervalos diádicos del nivel 2−j .

Por simplicidad denotaremos por Bλ
p al espacio Bλ,p

p .

Dado un conjunto D abierto, siempre es posible definir el espacio Bλ,q
p (D) como el de las

funciones f definidas sobre D tales que existe f̃ ∈ Bλ,q
p de modo que f = f̃ |D. La norma en

Bλ,q
p (D) para f se define como el ı́nfimo de las normas ‖f̃‖

Bλ,q
p

sobre el conjunto de todas

las f̃ en Bλ,q
p tales que f = f̃ |D. Es claro, entonces que si f ∈ Bλ,p

p (D) y f̃ |D = f , se tiene

que
∫
D

∫
D

|f(x)−f(y)|p
|x−y|d+pλ dxdy < ∞. La ventaja de esta última expresión como una norma para

Bλ,p
p (D) es su formulación intŕınseca a D. Pero la equivalencia de esta cantidad con la norma de

Besov Bλ,p
p (D) sólo es cierta si ∂D tiene alguna regularidad. En particular si D es un dominio

Lipschitz.

Como mencionamos este es sólo un resumen de algunas formulaciones para los espacios de

Besov. Recomendamos lecturas de Peetre [Pee], Stein [Ste], los trabajos de Taibleson [Tai1,

Tai2, Tai3], y las tesis de Iaffei [Iaf] y Naibo [Nai].

1.6. Espacios de interpolación

En nuestro desarrollo ulterior estaremos interesados en estudiar normas de regularidad Be-

sov. Los espacios de Besov en R
d (eĺıpticos) admiten diversos enfoques, como ya vimos en la

sección anterior, algunos de ellos pueden resultar más naturales en ciertos contextos. Si bien,

el enfoque original de la integrabilidad de los módulos de continuidad en Lp, parece mostrar

mejor la forma débil de la regularidad que tienen las funciones de dichos espacios, desde el punto
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de vista de las EDP, es tal vez el método de interpolación (real) el que sugiere una idea más

adecuada de regularidad. En este sentido los métodos de interpolación permiten entender la

regularidad Besov como una situación intermedia entre la regularidad en Lp, que sólo implica la

convergencia a cero del módulo de continuidad de las funciones de ese espacio, y la regularidad

de Sobolev.

Fijamos 1 6 p 6 ∞ y sea k un entero no negativo. El espacio de Sobolev W k
p (D) consiste de

todas las funciones localmente integrables v definidas en el dominio D tal que para cada multi-

ı́ndice α con |α| ≤ k, ∂αv existe en el sentido débil y pertenece a Lp(D). La norma está dada

por

‖v‖W k
p (D) = ‖v‖Lp(D) +

∑

|α|6k
‖∂αv‖Lp(D) .

Tal vez, la principal conexión entre los espacios de Sobolev y espacios de Besov es el resultado

de interpolación real que dice que Bγk,q
p es el espacio de interpolación entre Lp y W k

p cuando

1 6 p, q 6 ∞ y 0 < γ < 1, donde k es cualquier entero positivo.

La teoŕıa de interpolación real está desarrollada con una gran generalidad en espacios de Ba-

nach. Más aún, la misma admite varias formulaciones equivalentes. Tres apariciones exhaustivas

de estos métodos pueden encontrarse en los libros [BL], [BS], [LM]. Entre aquellas formula-

ciones equivalentes usaremos el llamado trace method porque es el que mejor se adapta a los

resultados del Caṕıtulo 6 y porque como muestran Jerison y Kenig en [JK] los mismos ya

son útiles en problemas eĺıpticos. El método de trazas es debido a J. L. Lions. Expondremos

brevemente el método de trazas tomándolo como punto de partida para definir espacios de

interpolación entre dos espacios de Banach dados.

Sean A0 y A1 espacios de Banach compatibles con normas ‖.‖0 y ‖.‖1. Llamamos [A0, A1]γ,p

a los espacios obtenidos por interpolación real entre A0 y A1 para valores de 0 < γ < 1 y

1 6 p 6 ∞.

Seguimos la notación de [BL, pág.70]. Más precisamente, supongamos que η0 > 0, η1 < m

y 1 6 pj <∞ para j = 0, 1. Ponemos

γ =
η0

η0 +m− η1
,

1

p
=

1− γ

p0
+
γ

p1
.

Entonces definimos

(1.8) ‖a‖[A0,A1]γ,p
= ı́nf

f(0)=a
máx





(∫ ∞

0
‖sη0f(s)‖p00

ds

s

) 1
p0
,

(∫ ∞

0

∥∥∥sη1f (m)(s)
∥∥∥
p1

1

ds

s

) 1
p1





donde f es una función sobre (0,∞) con valores en A0 + A1 y f (m) es la derivada m-ésima de

f .

Cabe mencionar que estos espacios de interpolación son los mismos que los obtenidos por los

métodos un poco más usuales como el del K-funcional o el J-funcional, ver nuevamente [BL].

Este enfoque nos servirá en el Caṕıtulo 6 para definir espacios parabólicos de regularidad.
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1.7. Operadores maximales de tipo Calderón

Calderón en [Cal] y más tarde Calderón y Scott en [CS] introducen el operador maxi-

mal Nλ
q para un estudio conjunto de integrales singulares, diferenciación e inmersiones de

espacios de Sobolev. Primero presentamos el operador maximal de Calderón. La finitud de

este tipo de operadores refleja alguna regularidad de las funciones en espacios de Lebesgue.

La idea de aproximación polinomial en un punto x en norma de Lebesgue puede formular-

se cuantitativamente postulando la finitud de un operador maximal de promedios de tipo

supr>0 |B(x, r)|−λ/d
(
|B(x, r)|−1 ∫

B(x,r) |f(y)− Px(y)|q dy
)1/q

donde 1 6 q 6 ∞ y λ > 0, y

Px(y) es un polinomio de grado menor que λ en la variable y y f ∈ Lq localmente integrable.

Puesto que la finitud del supremo en r > 0 de los promedios garantiza la unicidad de Px,

estará bien definido el operador maximal

(1.9) Nλ
q f(x) = sup

r>0

1

|B(x, r)|
λ
d

(
1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)
|f(y)− Px(y)|q dy

)1
q

si existe un polinomio Px de grado menor que λ tal que el supremo es finito y Nλ
q f(x) = +∞

en otro caso. El caso λ = 0 y q = 1 da la usual maximal de Hardy-Littlewood. Los resultados

clásicos contenidos en los trabajos originales de Calderón y Scott incluyen el análisis de las

propiedades de esos polinomios aproximantes que, en algún sentido, son similares a las de los

polinomios de Taylor.

En [DS] DeVore y Sharpley tratan con una variedad de este tipo de operadores maximales

de los cuales muchos resultan equivalentes. Brevemente mencionamos algunos de ellos.

Por Pm denotamos el espacio de todos los polinomios de grado a lo sumo m. Denotamos por

[λ] al entero más grande menor o igual que λ, y por (λ) al mayor entero estrictamente menor

que λ. Para cualquier cubo Q en R
d, la proyección ortogonal πkQ de L2(Q) sobre Pk se extiende

naturalmente a L1(Q). Dados un número no negativo λ y una función f ∈ L1
loc(R

d), definimos

M
#,λf(x) = sup

Q∋x

1

|Q|1+
λ
d

∫

Q

∣∣∣f(y)− π
[λ]
Q (y)

∣∣∣ dy,

donde π
[λ]
Q es la proyección de L1(Q) sobre P[λ], y

M
♭,λf(x) = sup

Q∋x

1

|Q|1+
λ
d

∫

Q

∣∣∣f(y)− π
(λ)
Q (y)

∣∣∣ dy

donde π
(λ)
Q es la proyección de L1(Q) sobre P(λ) y el supremo se toma entre todos los cubos Q

que contienen al punto x. Notar que si λ no es entero resulta M
#,λf(x) = M

♭,λf(x).

Otro operador consiste en tomar el ı́nfimo entre los polinomios de grado k. Precisamente,

M#,λf(x) = sup
r>0

ı́nf
P∈P[λ]

1

|B(x, r)|1+
λ
d

∫

B(x,r)
|f(y)− P (y)| dy.
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En el Lema 2.1 en [DS] se prueba que si λ es positivo y k = [λ], M#,λ es equivalente a M
#,λ; y

que si k = (λ) entonces M#,λ es equivalente a M
♭,λ. Como consecuencia, si λ > 0 tenemos que

M
#,λf(x) 6 cM♭,λf(x) para alguna constante c y para toda f ∈ L1

loc.

Además notamos que a diferencia de las definiciones de M
#,λ y M

♭,λ, en la definición de

Nλ
q el polinomio no vaŕıa con Q. Sin embargo, Nλ

1 y M
♭,λ resultan equivalentes. Para la prueba

se definen otros operadores maximales del tipo M
♭,λ con extensión a la norma Lq en lugar de

L1. Esto está contenido en el caṕıtulo 5 del trabajo [DS], precisamente en el Corolario 5.4.

De hecho, en el Caṕıtulo 5 vamos a tratar con el operador maximal definido para cualquier

función suave y para k > λ > 0 con k ∈ N, dado por

(1.10) M#,λ,kf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|1+
λ
d

∫

B(x,r)
|f(y)− Px(y)| dy

donde Px(y) es el polinomio de Taylor de grado k − 1 de f en x. Notar que cuando λ no es un

número entero y k = [λ]+1, es el operador maximal (1.9) cuando q = 1. Dada una función suave

f sobre un dominio D, también definimos la versión local de la función maximal de Calderón

de orden λ

(1.11) M#,λ,k
D f(x) = sup

0<δ<δ(x)

1

|B(x, δ)|1+
λ
d

∫

B(x,δ)
|f(y)− Px(y)| dy

donde δ(x) = ı́nf {|x− y| : y ∈ ∂D} y Px es el polinomio de Taylor de grado k− 1 para f en x.

El enunciado que sigue es el Corolario 11.6 en [DS] (y nota al pie en la página 7 en [DD])

y muestra que la regularidad Besov con parámetros λ, p, p es suficiente para la regularidad

inducida por estos operadores maximales. Más precisamente, para 1 6 p 6 ∞ y λ > 0 sea

Cλp (D) =
{
f ∈ Lp(D) : M#,λf ∈ Lp(D)

}
.

Teorema 3 (Corolario 11.6 [DS]). Sea D un dominio Lipschitz y sea 1 6 p 6 ∞. Se tiene

que Bλ,p
p (D) →֒ Cλp (D) continuamente.

En la prueba de este resultado se usa la continuidad del operador extensión de D a R
d

tanto en Cλp como en Bλ,p
p para reducirlo al caso R

d. El análisis de la extensión de funciones

Cλp (D) a Cλp (R
d) cuando D es un dominio Lipschitz puede hallarse en el Caṕıtulo 11 de [DS].

El correspondiente a normas de Besov en [JK] usando interpolación. La prueba del Teorema 3

cuando D se sustituye por Rd está contenida en el Teorema 7.1 de [DS].

En analoǵıa con la definición de Cλp (D) escribimos C
λ,m
p (D) para denotar el espacio de todas

aquellas funciones f en Lp(D) para las cuales la maximal M#,λ,m
D f pertenece a Lp(D) equipada

con la norma

‖f‖
C

λ,m
p (D)

= ‖f‖Lp(D) +
∥∥∥M#,λ,m

D f
∥∥∥
Lp(D)

.

Como ya notamos que cuando λ es un número positivo no entero, M#,λ es puntualmente equi-

valente al operador maximal Nλ
1 que a su vez es equivalente a M#,λ,1+[λ], de esta manera
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C
λ,[λ]+1
p (D) = Cλp (D). Aśı, de la inmersión contenida en el Teorema 3 cuando D es un do-

minio Lipschitz, concluimos que Bλ,p
p (D) →֒ C

λ,[λ]+1
p (D) el cual, para un dominio acotado D

está continuamente inmerso en C
λ,m
p (D) para m > [λ] + 1. Pues, salvo en el caso trivial en que

m = [λ] + 1, si P jx(y) denota el polinomio de Taylor de grado j en x, entonces

1

|B(x, r)|1+
λ
d

∫

B(x,r)

∣∣f(y)− Pm−1
x (y)

∣∣ dy

6M#,λ,[λ]+1f(x) +
1

|B(x, r)|1+
λ
d

∫

B(x,r)

∣∣∣P [λ]
x (y)− Pm−1

x (y)
∣∣∣ dy

no es dif́ıcil ver, puesto que el polinomio en el último término involucra sólo monomios de grados

mayores que [λ] + 1, que el último término está uniformemente acotado.

Para finalizar esta sección, introducimos los espacios en norma mixta, que usaremos en los

caṕıtulos 5 y 6, Lq(R+;C λ,m
p (D)) y Lq(R+;Bλ

p (D)) con 1 6 p, q 6 ∞ y λ > 0. Las normas

correspondientes para funciones v de d+ 1 variables son

(1.12) ‖v‖
Lq(R+;Cλ,m

p (D))
=

(∫

R+

‖v(·, t)‖q
C

λ,m
p (D)

dt

)1
q

y

(1.13) ‖v‖Lq(R+;Bλ
p (D)) =

(∫

R+

‖v(·, t)‖q
Bλ

p (D)
dt

)1
q
.





CAPÍTULO 2

Fórmulas del valor medio

En la demostración de propiedades de regularidad de soluciones de EDP, las fórmulas de-

nominadas “del valor medio” juegan un papel muy importante. Estas fórmulas consisten bási-

camente en la reproducción del valor de la solución en un punto en términos de promedios de

la misma alrededor del mismo punto.

Las soluciones de la ecuación de Laplace, funciones armónicas, tienen muchas propiedades

especiales, entre ellas la fórmula del valor medio. En realidad, hay toda una familia de fórmulas

del valor medio en las que se preserva la simetŕıa central. Estas fórmulas del valor medio admiten

interpretaciones que las hacen plausibles desde el punto de vista probabiĺıstico. Las soluciones

de la ecuación del calor, temperaturas, también satisfacen fórmulas del valor medio en las que

el valor de la temperatura en un punto y en un instante se puede obtener por integración de la

temperatura contra un núcleo adecuado en los “alrededores” de ese punto del espacio tiempo.

Hay al menos dos diferencias estructurales entre las formas eĺıptica y parabólica de la fórmula

del valor medio. En primer lugar los “alrededores” del punto de evaluación ya no responden,

en el caso parabólico, a simetŕıa central en espacio tiempo, aunque si en el espacio para tiempo

fijo. En particular el punto de evaluación de la temperatura en estas fórmulas está en la frontera

de la región de integración. La otra diferencia esencial es que, en el caso parabólico, los núcleos

que obtenemos no son funciones caracteŕısticas, ni siquiera son acotados.

En este caṕıtulo, luego de un breve repaso de las fórmulas del valor medio eĺıpticas, in-

troducimos los resultados análogos conocidos en el contexto parabólico y finalmente probamos

la validez de una fórmula del valor medio para temperaturas en la que el núcleo integral es

suave como función de la variable espacial para tiempo fijo y que será aplicada en los caṕıtulos

siguientes.

2.1. Fórmulas del valor medio eĺıpticas

La invariancia por rotaciones del operador Laplaciano se refleja de muchas maneras en el

análisis armónico. Desde el punto de vista de las propiedades de las soluciones de la ecuación de

Laplace ∆u = 0 en un dominio D de R
d, esa invariancia se manifiesta en la simetŕıa central en

las fórmulas del valor medio. De un modo general, si ν es una medida de Borel en R
d, diremos

que ν es radial si ν(R(A)) = ν(A) para todo boreliano A en R
d y para toda rotación R actuando

sobre R
d. Si u es una función armónica en D y x ∈ D, r tal que B(x, r) ⊂ D y si ν es una

13
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medida radial en R
d soportada en B(0, r), entonces la identidad

(2.1) u(x) = (ν ∗ u)(x)

es una forma general de la identidad del valor medio que contiene los tres casos particulares

más conocidos y usados:

(i) Valores medios sobre cáscaras esféricas. Para cada x ∈ D y cada bola B(x, r) ⊂ D,

u(x) =
1

|∂B(x, r)|d−1

∫

∂B(x,r)
u(y) dS(y),

donde |·|d−1 es la medida de superficie en R
d. Esta fórmula coincide con (2.1) si ν(A) =

|A∩∂B(0,r)|d−1

|∂B(0,r)|d−1
para A boreliano.

(ii) Valores medios sobre bolas de la norma eucĺıdea. Para cada x ∈ D y cada bola

B(x, r) ⊂ D,

u(x) =
1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)
u(y) dy.

Aqúı tomamos la medida ν(A) = |A∩B(0,r)|
|B(0,r)| en (2.1).

(iii) Valores medios con núcleo radial suave. Para todo x ∈ D y para toda función radial

ϕ de R
d, localmente integrable, con soporte contenido en la bola unitaria de R

d,

u(x) =

∫

Rd

ϕε(x− y)u(y)dy

donde el reescalamiento eĺıptico ϕε(x) está dado por 1
εd
ϕ
(
x
ε

)
con ε > 0 . En este caso la

correspondiente medida es ν(A) =
∫
A ϕε(y) dy.

Por integración en la variable radial las formas (ii) y (iii) y aún la forma general de la

identidad del valor medio pueden obtenerse de (i). Para probar (i) ver por ejemplo [Eva].

De las tres fórmulas presentadas (iii) es la que, por tener un núcleo suave, permite obtener

información sobre las derivadas de las funciones armónicas.

2.2. Dos fórmulas básicas del valor medio para soluciones de la ecuación del calor

Una amplia reseña sobre las fórmulas del valor medio para temperaturas y algunas apli-

caciones usuales y otras posibles, se puede seguir en la introducción del trabajo de Fabes y

Garófalo [FG] donde prueban algunas de estas fórmulas para el caso de soluciones de ecuacio-

nes parabólicas con coeficientes variables.

Las temperaturas, soluciones u(x, t) = u(x1, . . . , xd, t) de la ecuación del calor ∂u
∂t = ∆u en

el dominio parabólico Ω = D × (0, T ), satisfacen una fórmula del valor medio la cual en algún

sentido se asemeja al caso eĺıptico. En efecto, la temperatura u en (x, t) puede ser obtenida

como el valor medio de u sobre objetos geométricos, construidos a través de conjuntos de nivel

de la solución fundamental

Wt(x) =
1

(
√
4πt)d

e−
|x|2
4t
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para t > 0 y x ∈ R
d. Mencionamos dos libros esenciales sobre ecuaciones parabólicas y regula-

ridad clásica de sus soluciones: Friedman [Fri] y Lieberman [Lie]. Desde el punto de vista del

análisis real o armónico asociado a estas fórmulas del valor medio parabólico, como ya mencio-

namos, no sólo difieren en la forma de estos objetos sino también, y tal vez más importante

después de las desigualdades en el Teorema 19, en que (x, t) está localizado en un punto preciso

de la frontera de los objetos sobre los cuales los valores medios se calculan.

Tomamos como fórmula básica del valor medio para las temperaturas a la dada en términos

de integrales de volumen sobre las “bolas calóricas” en R
d+1. Watson prueba este clásico resulta-

do en [Wat2, Lema 4, pág. 390] a partir de fórmulas del valor medio sobre superficies probadas

por Pini [Pin1, Pin2] y Fulks [Ful]. En [Eva, §2.3.2, Teorema 3] puede encontrarse, tal vez

expuesto en una forma más clara, donde se obtiene directamente la fórmula sobre “sólidos” sin

emplear una sobre “cáscaras”.

Para x ∈ R
d, t ∈ R, r > 0 una bola calórica está definida por

(2.2) E(x, t; r) =

{
(y, s) ∈ R

d+1 : s 6 t, Wt−s(x− y) >
1

rd

}
.

Las bolas calóricas son una familia de subconjuntos convexos de R
d+1 invariantes por tras-

laciones. En efecto, XE(x,t;r)(y, s) = XE(0,0;r)(x− y, s− t). Más aún, para cada (x, t) ∈ R
d+1 las

bolas calóricas E(x, t; r) son crecientes como función de r y se contraen a (x, t) cuando r → 0.

1

−1

−1−2−3−4s

y

Figura 1. Algunas bolas calóricas en el origen en R
2

Teorema 4 ([Eva]). Sea u una temperatura en Ω. Entonces

(2.3) u(x, t) =
1

4rd

∫∫

E(x,t;r)
u(y, s)

|x− y|2
(t− s)2

dy ds

si E(x, t; r) está contenido en el dominio Ω de la temperatura u.

Demostración. Por completitud escribimos la demostración contenida en [Eva].

De la invariancia por traslaciones de las soluciones basta probar (2.3) para x = 0 y t = 0.

Denotamos por E(r) a la bola calórica E(0, 0; r) centrada en el origen y de “radio” r. Hacemos
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φ(r) = 1
rd

∫∫
E(r) u(y, s)

|y|2
s2
dyds. Un cambio de coordenadas nos da

φ(r) =

∫∫

E(1)
u(ry, r2s)

|y|2
s2

dyds.

Para calcular la derivada de φ respecto de r, sólo tenemos que derivar la expresión de adentro

u(ry, r2s), y esto nos da

dφ(r)

dr
=

∫∫

E(1)

(
d∑

i=1

uyiyi
|y|2
s2

+ 2rus
|y|2
s

)
dyds,

si ahora hacemos el cambio inverso al de antes tenemos

dφ(r)

dr
=

1

rd+1

∫∫

E(r)

(
d∑

i=1

uyiyi
|y|2
s2

+ 2us
|y|2
s

)
dyds = A+B

aqúı uyi denota la derivada parcial de u respecto de la variable yi y us denota la derivada parcial

respecto de la variable tiempo.

Para (y, s) en la frontera de E(r) tenemos queW−s(y) = r−d, esto es (4π(−s))−
d
2 e

|y|2
4s = r−d,

de donde se satisface que

γ(y, s) := −d
2
ln 4π(−s) + |y|2

4s
+ d ln r = 0 (y, s) ∈ ∂E(r).

Como γyi(y, s) =
yi
2s podemos escribir

B =
1

rd+1

∫∫

E(r)
2us

|y|2
s
dyds

=
1

rd+1

∫∫

E(r)
4

d∑

i=1

usyi γyi dyds

= − 1

rd+1

∫∫

E(r)
4dusγ + 4

d∑

i=1

usyiyi γ dyds

donde hemos aplicado integración por partes respecto de yi y el hecho que γ es cero en ∂E(r).

Ahora integrando por partes pero respecto de s, vemos que

B =
1

rd+1

∫∫

E(r)
−4dusγ dyds +

1

rd+1

∫∫

E(r)
4

d∑

i=1

uyiyi γs dyds

=
1

rd+1

∫∫

E(r)
−4dusγ dyds +

1

rd+1

∫∫

E(r)
4

d∑

i=1

uyiyi

(
− d

2s
− |y|2

4s2

)
dyds

=
1

rd+1

∫∫

E(r)
−4dusγ − 2d

s

d∑

i=1

uyiyi dyds−A.

Pero u es una temperatura, es decir us = ∆u, entonces

dφ(r)

dr
= A+B
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=
1

rd+1

∫∫

E(r)
−4d∆u γ − 2d

s

d∑

i=1

uyiyi dyds

=
d∑

i=1

1

rd+1

∫∫

E(r)
4duyi γyi −

2d

s
uyiyi dyds

=

d∑

i=1

1

rd+1

∫∫

E(r)
2duyi

(
2γyi −

yi
s

)
dyds

= 0

donde hemos usado de nuevo integración por partes y el valor de γyi en la última igualdad. Por

lo tanto, φ es constante, y como 1
τd

∫∫
E(τ)

|y|2
s2
dyds =

∫∫
E(1)

|y|2
s2
dyds = 4, obtenemos que

φ(r) = ĺım
τ→0

φ(τ) = u(0, 0)

(
ĺım
t→0

1

τd

∫∫

E(τ)

|y|2
s2

dyds

)
= 4u(0, 0).

Aśı está probada la fórmula (2.3) del valor medio para temperaturas. �

De (2.3) usando coordenadas esféricas para la variable espacial, tomando derivadas con

respecto a la variable radial, obtenemos la siguiente fórmula del valor medio en “cáscaras”.

Teorema 5. Sea u una temperatura en un dominio Ω. Sean (x, t) en Ω y r > 0 tales que

E(x, t; r) ⊂ Ω. Entonces

(2.4) u(x, t) = − 1

2rd

∫ 0

− r2

4π

(∫

Sd−1

u(x+Rr(s)w, t+ s)dw

)
Rr(s)

d

s
ds,

con Rr(s) =
√

−2sd ln r2

−4πs .

2.3. Fórmulas del valor medio parabólicas con núcleos suaves en la variable

espacial

En esta sección obtenemos dos fórmulas del valor medio con un núcleo suave en la variable

espacial, una construida como ĺımite de sumas de valores medios sólidos dados por la fórmula

básica (2.3) y otra partir de la versión sobre cáscaras de bolas del calor deducida también de

dicha fórmula básica en la sección anterior.

En el siguiente teorema enunciamos la fórmula.

Teorema 6. Sea u una temperatura en Ω = D × (0, T ), donde D es un conjunto abierto

en R
d y 0 < T 6 ∞. Entonces existe una función real η no negativa, C∞, compactamente

soportada en (0, 1) tal que

(2.5) u(x, t) =

∫∫

Rd+1

Kδ(x− y, t− s)u(y, s) dy ds
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para todo (x, t) ∈ Ω y 0 < δ < δ(x, t), donde

Kδ(x, t) =
1

δd+2
K

(
x

δ
,
t

δ2

)

y K es el núcleo dado por

K(x, t) =
1

4
η
(
(4π t)

1
2 e

|x|2
4d t

) |x|2
t2
.(2.6)

Notar que (2.5) es (2.3) si η = X(0,1).

Comenzamos construyendo una función auxiliar suave ψ la cual nos llevará, en la demos-

tración del Teorema 6, a la función η que buscamos.

Lema 7. Sea d ∈ N dado. Existe una función ψ : R → R con las siguientes propiedades:

(7.a) ψ ∈ C∞(R);

(7.b) sopψ ⊂
(
1
8 ,

7
8

)
;

(7.c)
∫ 1
0 ψ(a) da = 1;

(7.d)
∫ 1
0
ψ(a)
ad

da = 0;

(7.e)
∫ 1
σ
ψ(a)
ad

da > 0 para cada σ ∈
(
1
8 ,

7
8

)
.

Demostración. Comenzamos considerando el caso d = 1. Notamos primero que la función

simple

ψ0(a) = 4

[
(1 + λ)X(

1
2 ,

3
4

)(a)− λX(
1
4 ,

1
2

)(a)

]

donde λ = log(3/2)
log(4/3) , definida para a > 0, satisface (7.b) a (7.e) con (14 ,

3
4) en lugar de (18 ,

7
8).

Ahora procederemos a regularizar ψ0 para producir la ψ que deseamos. Para lograr nuestro

objetivo usaremos la estructura de grupo definida por el producto usual sobre R
+ para la

cual da
a es la medida invariante de Haar. Tomamos una función ϕ no negativa, C∞(R) con∫

R
ϕ(a) da = 1 y con soporte contenido en el intervalo (12 ,

7
6) y definimos, para x > 0,

ψ(x) =

∫ ∞

0
ψ0(a)ϕ

(x
a

) da
a

la cual no es más que la convolución de ψ0 y ϕ con respecto a la estructura de grupo sobre R
+

con el producto usual. Notar que la integral que define ψ(x) es absolutamente convergente para

todo x ∈ R
+. Vamos a comprobar que ψ satisface (7.a) a (7.e). La suavidad de ψ sigue de los

argumentos usuales y de la regularidad y las propiedades del soporte de ϕ. Para probar (7.b),

notamos que sopψ ⊆ sopψ0 · sopϕ ⊆
(
1
4 ,

3
4

)
·
(
1
2 ,

7
6

)
=
(
1
8 ,

7
8

)
. Las propiedades (7.c), (7.d) y

(7.e) para d = 1 siguen del Teorema de Fubini y cambios de variables apropiados,
∫ ∞

0
ψ(x)dx =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
ψ0(t)ϕ

(x
t

) dt
t

)
dx(7.c)

=

∫ ∞

0
ψ0(t)

(∫ ∞

0
ϕ
(x
t

) dx
t

)
dt

=

(∫ ∞

0
ψ0(t)dt

)(∫ ∞

0
ϕ(y)dy

)
= 1 · 1 = 1
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∫ ∞

0
ψ(x)

dx

x
=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
ψ0(t)ϕ

(x
t

) dt
t

)
dx

x
(7.d)

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
ψ0
(x
t

)
ϕ(t)

dt

t

)
dx

x

=

∫ ∞

0

ϕ(t)

t

(∫ ∞

0
ψ0
(x
t

) dx
x

)
dt

=

∫ ∞

0

ϕ(t)

t

(∫ ∞

0
ψ0(z)

dz

z

)
dt

=

∫ ∞

0

ϕ(t)

t
· 0 dt = 0

Para z > 1
8 ,

∫ ∞

z
ψ(x)

dx

x
=

∫ ∞

z

(∫ ∞

0
ψ0(t)ϕ

(x
t

) dt
t

)
dx

x
(7.e)

=

∫ ∞

0

ψ0(t)

t

(∫ ∞

z
ϕ
(x
t

) dx
x

)
dt

=

∫ ∞

0

ψ0(t)

t

(∫ ∞

z/t
ϕ(y)

dy

y

)
dt

=

∫ ∞

0
ϕ(y)

(∫ ∞

t=z/y

ψ0(t)

t
dt

)
dy

y
> 0.

Ahora consideramos cualquier d ∈ N. Denotamos por ψ1 a la función construida para d = 1.

Tomamos ψ(a) = 1
cψd(a) =

1
ca
d−1ψ1(a) donde c =

∫
R+ a

d−1ψ1(a)da es positiva como puede ser

probado otra vez por el Teorema de Fubini, ya que

∫

R+

td−1ψ0(t) dt =
4

d2d

[(
3

2

)d
− 1 + λ

(
3d + 1− 2d+1

2d

)]
> 0.

�

Demostración del Teorema 6. Fijamos (x, t) ∈ Ω y m = 2, 3, . . . Para j ∈ N hacemos

Ej = E(0, 0; jm ). Para cada j ∈ N tal que (x, t) + Ej ⊂ Ω, del Teorema 4 tenemos que

u(x, t) = 1
4

(
m
j

)d ∫∫

Rd+1

u(y, s)XEj (x− y, s− t)
|x− y|2
(t− s)2

dy ds.

Tomamos 0 < δ < δ(x, t) y ψ una función continua en R
+ con soporte contenido en el intervalo

(0, 1) y cuya integral es distinta de cero. Hacemos ψδ(a) = 1
δψ(

a
δ ). Notar que, como σm =

1
m

∑∞
j=1ψδ

(
j
m

)
es una suma de Riemann para la integral de ψδ(a), entonces

∑∞
j=1 ψδ

(
j
m

)
6= 0.

Multiplicando la ecuación de arriba por ψδ

(
j
m

)
y sumando en j ∈ N, obtenemos que

(2.7) u(x, t) =
1

4

∫∫

Rd+1

u(y, s)Sm(x− y, s− t)
|x− y|2
(t− s)2

dyds

con

Sm =
1

σm

1

m

∞∑

j=1

(
m

j

)d
ψδ

(
j
m

)
XEj
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=
Σm
σm

y Σm = 1
m

∑∞
j=1

(
m
j

)d
ψδ

(
j
m

)
XEj .

Comenzamos identificando el ĺımite puntual de Sm. Como ya hemos notado σm tiende

a
∫ 1
0 ψδ(a)da 6= 0. En cuanto a Σm observamos que para j ≥ 2, Ej = E1 ∪ ∪jh=2Ch con

Ch = Eh \ Eh−1, el anillo calórico definido por las bolas calóricas. Por lo tanto,

Σm = Σ1
m +Σ2

m,

donde Σ1
m =

∑∞
j=1

1
m

(
m
j

)d
ψδ

(
j
m

)
XE1 . Como E1 = E(0, 0; 1

m ) y
∑∞

j=1
1
m

(
m
j

)d
ψδ

(
j
m

)
es una

suma de Rieman que aproxima a la integral
∫∞
0

ψδ(a)
ad

da la cual es finita, sopψδ ⊂ R
+ y ψδ es

continua, tenemos que el ĺımite cuando m → ∞ de Σ1
m es nada más que

∫∞
0

ψδ(a)
ad

da veces la

función caracteŕıstica del origen (0, 0) ∈ R
d+1. Para Σ2

m tenemos que

Σ2
m =

∞∑

j=2

1

m
ψδ

(
j

m

)(
m

j

)d j∑

h=2

XCh

=

∞∑

h=2

XCh

∞∑

j=h

1

m
ψδ

(
j

m

)(
m

j

)d
.

Notar ahora que para un punto dado (ξ, τ) con ξ ∈ R
d y τ > 0 debe existir M tal que

(ξ, τ) /∈ E(0, 0; 1
m ) para ningún m ≥ M . Por lo tanto para cada uno de estos m existe uno y

sólo un valor de h = 2, 3, . . . tal que h−1
m < W−1

d (ξ, τ) 6 h
m . Aśı que Σ2

m(ξ, τ) está dado por

la expresión
∑∞

j=h ψδ

(
j
m

)(
m
j

)d
1
m , la cual, excepto por un primer término, es una suma de

Rieman para la integral de ψδ(a)
ad

sobre la semirrecta (W−1
d (ξ, τ),∞). Por lo tanto

ĺım
m→∞

Σ2
m(ξ, τ) =

∫ ∞

(W (ξ,τ))
−1
d

ψδ(a)

ad
da

=

∫ ∞

(W (ξ,τ))
−1
d

ψ
(
a
δ

)

ad
da

δ

=
1

δd

∫ ∞

(W (ξ,τ))
− 1
d

δ

ψ(a)

ad
da

=
1

δd
η
(1
δ
W (ξ, τ)−

1
d

)
.

donde η(σ) =
∫∞
σ

ψ(a)
ad

da.

Si usamos una función ψ dada por el Lema 7, de (7.a), (7.b) y (7.d), vemos que η ∈ C∞
c (R),

más aún el soporte de η está contenido en el intervalo
(
1
8 ,

7
8

)
. De (7.e) también tenemos que

η ≥ 0. Aśı de (7.d) y (7.c), Sm es uniformemente convergente a la función 1
δd
η
(
1
δW (ξ, τ)−

1
d
)
.

Teniendo en cuenta (2.6) observamos que,

1

δd
η

(
1

δ
W (ξ, τ)−

1
d

) |ξ|2
τ2

=
1

δd+2
η

(
W−1

d

(
ξ

δ
,
τ

δ2

)) ( |ξ|
δ

)2

(
τ
δ2

)2 = Kδ(ξ, τ).
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Nos falta comprobar que podemos usar el Teorema de la Convergencia Dominada en (2.7)

para mostrar (2.5). En efecto, los soportes de cada u(y, s)Sm(x − y, s − t) |x−y|
2

(t−s)2 como función

de (y, s) para (x, t) fijo están contenidos en un conjunto compacto fijo C de R
d+1. De este

modo u(y, s)Sm(x−y, s− t) |x−y|
2

(t−s)2 es uniformemente acotada por arriba por una constante veces

|x−y|2
(t−s)2XC(y, s). Finalmente, notamos que la expresión anterior es integrable como una función

de (y, s) para δ > 0. Por la homogeneidad del núcleo, por el Teorema de Tonelli y la definición

de las fronteras de las bolas calóricas tenemos que

∫∫

E(0,0;1)

ξ2

τ2
dξdτ 6

∫ 1

0

∫

B
(
0,
√
dτ ln 1√

τ

)
|ξ|2
τ2

dξdτ

= c(d)

∫ 1

0

1

τ2

∫ √
dτ ln 1√

τ

0
r2rd−1 dr dτ

= c(d)

∫ 1

0

1

τ2

(
τ ln

1√
τ

)1+ d
2

dτ

= c(d)

∫ 1

0
τ

d
2
−1

(
ln

1√
τ

)1+ d
2

dτ <∞.

�

Observamos que el Teorema 6 dice que existe una función η suave en la variable espacial

para el núcleo del valor medio, sin embargo, el Teorema 5 nos permite probar que vale una

identidad del valor medio de ese tipo para casi toda η.

Corolario 8. Sea η una función C∞(R), no negativa soportada en [0, 1] que satisface que

d
∫ 1
0 η(r)r

d−1dr = 1. Entonces para toda temperatura u tenemos que

(2.8) u(x, t) =

∫∫

Rd+1

Kδ(x− y, t− s)u(y, s)dyds

donde K es como en el Teorema 6.

Demostración. Como antes basta probar la fórmula (2.8) para (x, t) = (0, 0). Tomamos

δ > 0 suficientemente pequeño de tal forma que la clausura de E(0, 0; δ) esté contenida en el

dominio de la temperatura u. Multiplicando ambos lados de (2.4) por 2dη( rδ )r
d−1 e integrando

con respecto a r en el intervalo (0, δ), obtenemos

u(0, 0)

∫ δ

0
2dη( rδ )r

d−1dr

= −d
∫ δ

0

∫ 0

− r2

4π

(∫

Sd−1

u(Rr(s)w, s)dS(w)

)
Rr(s)

d

s
ds η( rδ )

dr

r
.(2.9)

Observamos que la elección del soporte de η nos permite aplicar el Teorema de Fubini para

intercambiar los órdenes de integración en (2.9). Entonces, para s fijo, realizando el cambio de
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variables r 7→ τ = Rr(s) y teniendo en cuenta que dRr(s)
dr = −2sd τ−1r−1 de donde dr

r = − τ
2sddτ ,

obtenemos la fórmula que queŕıamos,

2δd u(0, 0) = −d
∫ 0

− δ2

4π

1

s

∫ δ

√
−4πs

∫

Sd−1

u(Rr(s)w, s)dS(w)Rr(s)
d η
(
r
δ

)dr
r
ds

=
1

2

∫ 0

− δ2

4π

1

s

∫ Rδ(s)

R√
−4πs(s)

∫

Sd−1

u(τw, s)dS(w)
τd+1

s
η(r(τ))dτ ds

=
1

2

∫ 0

− δ2

4π

1

s2

∫ Rδ(s)

0
τd+1

∫

Sd−1

u(τw, s)dS(w) η
(

1
δ (−4πs)

1
2 e

−τ2
4ds

)
dτ ds

=
1

2

∫ 0

− δ2

4π

∫

B(0;Rδ(s))
u(y, s) η

(
1
δ (−4πs)

1
2 e

−|y|2
4ds

) |y|2
s2

dyds,

en la tercera igualdad hemos usado que R√
−4πs(s) = 0. Aqúı B(0;Rδ(s)) denota la bola eucĺıdea

d–dimensional centrada en el origen de radio Rδ(s). �

Notamos que la función η que obtenemos en la demostración del Teorema 6 tiene soporte en

el intervalo abierto (0, 1), en el corolario anterior el soporte de η puede ser el intervalo cerrado

[0, 1].



CAPÍTULO 3

Aproximaciones de la identidad para el núcleo del valor medio

calórico

Como vimos en el caṕıtulo anterior, la fórmula del valor medio básica para temperaturas

en R
d+1, afirma que si u es una solución de la ecuación del calor en el dominio Ω de R

d+1, la

identidad

u(x, t) =

∫∫

Ω
kδ(x− y, t− s)u(y, s) dy ds

es cierta para todo (x, t) ∈ Ω y para todo δ > 0 para el cual el soporte de kδ(x− ·, t− ·) que es
1

δd+2 k(
x−·
δ ,

t−·
δ2

) está contenido en Ω. El núcleo k estás dado por k(x, t) = 1
4
|x|2
t2

XE(0,0;1)(x,−t)
donde E(0, 0; 1) es la bola calórica en el origen del espacio-tiempo de “radio” uno, dada por

E(0, 0; 1) =

{
(x, t) ∈ R

d+1 : t 6 0, (−4πt)
d
2 e−

|x|2
4t 6 1

}

Para f ∈ L1
loc(R

d+1) y (x, t) ∈ R
d+1, hacemos

(kδ ∗ f)(x, t) =
∫∫

Rd+1

kδ(x− y, t− s)f(y, s)dyds.

En este caṕıtulo buscamos estimaciones para el operador maximal k∗f = supδ>0 |kδ ∗ f | en
términos de operadores de tipo Hardy-Littlewood los cuales preserven, en lo posible, las dos

caracteŕısticas básicas de los núcleos kδ

la forma parabólica de los soportes,

el comportamiento lateral de kδ como funciones de t.

Además de los operadoresM− yMd introducidos en el Caṕıtulo 1, en este caṕıtulo haremos

uso de otras dos funciones maximales de Hardy-Littlewood parabólicas,

Mf(x, t) = sup
r>0

1

|B(x, t; r)|

∫∫

B(x,t;r)
|f(y, s)| dyds

donde B(x, t; r) =
{
(y, s) ∈ R

d+1 :
( |x−y|

r

)2
+
( |t−s|

r2

)2
< 1

}
. Por M−f(x, t) denotamos el

operador maximal parabólico con respecto a los “semiplanos inferiores” de las bolas parabólicas

M−f(x, t) = sup
r>0

1

|B−(x, t; r)|

∫∫

B−(x,t;r)
|f(y, s)| dyds

donde B−(x, t; r) = {(y, s) ∈ B(x, t; r) : s 6 t}.

23
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3.1. Aproximaciones de la identidad laterales parabólicas

Dada una función medible real K definida en R
d+1 y un número real positivo δ, hacemos

Kδ(x, t) =
1

δd+2K
(
x
δ ,

t
δ2

)
. Consideramos la siguiente función de una variable decreciente definida

en R
+ por

(3.1) κ(λ) = sup
ρ(x,t)≥λ

|K(x, t)| .

Aqúı ρ es la métrica parabólica y Tr la dilatación parabólica que definimos en la Sección 1.2 del

Caṕıtulo 1.

Teorema 9. Sea K un núcleo medible en R
d+1 el cual se anula para t < 0. Supongamos

que ρ es la métrica parabólica y κ está dada por (3.1), la función κ ◦ ρ(x, t) = κ(ρ(x, t)) está en

L1(Rd+1). Entonces existe una constante C, que depende sólo de la dimensión d y de la norma

L1 de κ ◦ ρ, tal que la desigualdad

K∗f(x, t) 6 CM−f(x, t)

vale para todo (x, t) ∈ R
d+1, donde K∗f(x, t) = supδ>0 |(Kδ ∗ f)(x, t)|.

Demostración. Para δ > 0 fijo y (x, t) ∈ R
d+1, tenemos que

|(Kδ ∗ f)(x, t)| 6
∫∫

{s≥0}
|Kδ(y, s)| |f(x− y, t− s)| dyds

=
1

δd+2

∫∫

{s≥0}

∣∣K
(y
δ ,

s
δ2

)∣∣ |f(x− y, t− s)| dyds

6
1

δd+2

∫∫

{s≥0}
κ

(
ρ
(
T1
δ
(y, s)

))
|f(x− y, t− s)| dyds

=
1

δd+2

∫∫

{s≥0}
κ

(
ρ(y, s)

δ

)
|f(x− y, t− s)| dyds.

Como de costumbre, pero con la distancia parabólica en lugar de la eucĺıdea, procedemos a

descomponer el dominio de integración en una sucesión de anillos diádicos con respecto a ρ.

Como κ es decreciente y de las observaciones presentadas en la sección 1.2 concerniente a la

medida de las ρ-bolas tenemos que

|(Kδ ∗ f)(x, t)| 6
1

δd+2

∑

j∈Z
κ(2j)

∫∫

{(y,s): s≥0, δ2j6ρ(y,s)<δ2j+1}

|f(x− y, t− s)| dyds

6


 1

δd+2

∑

j∈Z

∣∣B−(0, 0; δ2j+1)
∣∣ κ(2j)


M−f(x, t)

= c


∑

j∈Z
2(d+2)(j+1)κ(2j)


M−f(x, t).
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Basta solamente comprobar que la serie converge. Pero, por la monotońıa de κ podemos ir hacia

atrás de la serie a la integral ∫∫

Rd+1

κ(ρ(y, s))dyds.

�

Nos gustaŕıa observar que el resultado anterior puede ser extendido, con el mismo método,

a dilataciones más generales que las Tr usadas aqúı (ver por ejemplo [dG, Caṕıtulo 11]).

3.2. Estimaciones maximales para el núcleo del valor medio

En esta sección enunciamos y demostramos el teorema que contiene las estimaciones pun-

tuales para k∗f = supδ>0 |kδ ∗ f |, el operador maximal asociado al núcleo del valor medio para

la ecuación del calor, tomando K(x, t) = k(x, t) = 1
4
|x|2
t2 XE(0,0;1)(x,−t).

Teorema 10. Las siguientes estimaciones son ciertas para todo (x, t) ∈ R
d+1, y para alguna

constante dimensional C:

(10.a) k∗f(x, t) 6 CMf(x, t);

(10.b) k∗f(x, t) 6 CM−Mdf(x, t),

donde el lado derecho es el operador maximal iterado que se obtiene por la composición de Md

actuando sobre la variable espacial, para el tiempo fijo, y M−, el operador maximal lateral uno

dimensional en la variable tiempo, expĺıcitamente

M−Mdf(x, t) = sup
h>0

1

h

∫ t

t−h

(
sup
r>0

1

rd

∫

B(x,r)
|f(y, s)| dy

)
ds.

Más aún,

(10.c) k∗f(x, t) 6 CM−f(x, t).

Notamos que las desigualdades

M−f(x, t) 6 2Mf(x, t) y M−f(x, t) 6M−Mdf(x, t)

se deducen fácilmente de la definición misma de todas aquellas funciones maximales y del hecho

que las secciones para tiempos fijos de las ρ–bolas son bolas eucĺıdeas en R
d. Aśı para probar

el Teorema 10 sólo basta probar que (10.c) es cierta.

Con respecto al significado y a las consecuencias de (10.a) y de (10.b), queremos señalar

que la primera de ellas nos da un tipo débil (1,1) de k∗ y, como subproducto, un teorema

de diferenciación para la familia de núcleos kδ cuando δ → 0 para cualquier f ∈ L1
loc(R

d+1).

Además (10.a) muestra que la clase de Muckenhoupt Ap(B) definida sobre las bolas parabólicas

B provee “buenos” pesos w(x, t) para la acotación en Lp(Rd+1, wdxdt) de k∗, cuando 1 6 p <∞.

La desigualdad (10.b), con un lado derecho dado por la iteración de dos operadores maximales,

no da tal información sobre el comportamiento de k∗ en espacios L1, da lugar a otra información
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de la acotación Lp(Rd+1, wdxdt) de k∗ cuando p > 1. En efecto, de los resultados de [Saw] y

[MR], se deduce que hay pesos que no pertenecen a Ap(B) que satisfacen aún la desigualdad

‖k∗f‖Lp(Rd+1,wdxdt) 6 C ‖f‖Lp(Rd+1,wdxdt) .

Por otra parte (10.c) muestra que k∗ y M− son equivalentes, ya que la estimación en el otro

sentido es directa. Por lo tanto el problema de caracterizar los pesos en R
d+1 para los cuales

k∗ es acotado en Lp coincide con el de caracterizar los pesos para los cuales M− es acotado

en Lp. Nuestros resultados sólo dan condiciones suficientes y el problema de caracterización

está vinculado con la dif́ıcil cuestión del análisis “lateral” en dimensiones mayores. Primeros

resultados en esta dirección pueden verse en [Omb], [FMRO].

También observamos que, como para funciones continuas f definidas en R
d+1, tenemos que

kδ ∗ f(x) converge a f(x) en todo punto x, estas estimaciones de tipo Lp para k∗ implican que

{kδ ∗ f : δ > 0} es una buena aproximación de la identidad en cada uno de aquellos espacios de

Lebesgue.

Demostración del Teorema 10. Mostraremos que el núcleo

k(x, t) =
1

4

|x|2
t2

XE(0,0;1)(x,−t)

satisface las hipótesis del Teorema 9. De la definición del conjunto E(0, 0; 1) se sigue inmedia-

tamente que k se anula para t < 0. Queremos obtener una estimación superior para

κ(λ) = sup
ρ(x,t)≥λ

k(x, t), λ > 0.

Denotamos por E∗(0, 0; 1) a la reflexión de E(0, 0; 1) con respecto al hiperplano {t = 0}. En
otras palabras, E∗(0, 0; 1) = −E(0, 0; 1). Primero notamos que si λ > 1√

4π
, entonces el conjunto

{(x, t) ∈ R
d+1 : ρ(x, t) ≥ λ} no interseca al soporte de k. Aśı podemos tomar κ(λ) = 0

para λ > 1√
4π
. Por otro lado, para todo λ0 > 0 el núcleo κ(λ) está acotado por arriba en el

semiplano λ ≥ λ0 por una constante la cual, por supuesto, depende de λ0. Aśı, sólo tenemos

que tener cuidado en el comportamiento de κ para valores de λ suficientemente pequeños. Más

aún, será suficiente acotar supλ0>ρ(x,t)≥λ k(x, t) para algún λ0 pequeño y para todo λ ∈ (0, λ0).

La intersección de las fronteras de E∗(0, 0; 1) y de B(0, 0;λ) está dada por

(3.2) ∂E∗(0, 0; 1) ∩ ∂B(0, 0;λ) = S(0, r(λ)) × {t(λ)}

para ciertos números positivos r(λ) y t(λ), donde S(0, r) es la superficie esférica eucĺıdea d− 1

dimensional centrada en el origen de Rd de radio r. En efecto, como la ecuación para ∂E∗(0, 0; 1)

está dada por

(3.3) |x|2 = 2d t ln
1

4πt

y ∂B(0, 0;λ) está impĺıcitamente definida por

(3.4)
|x|2
λ2

+
t2

λ4
= 1,
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sustituyendo (3.3) en (3.4) tenemos una ecuación en t y λ la cual para λ pequeño tiene una

y sólo una solución t(λ) > 0. Aśı (3.2) es cierta para r2(λ) = 2d t(λ) ln 1
4πt(λ) . Notar ahora

que de la definición de k(x, t), tenemos que para cualesquiera puntos interiores (x, t1) y (x, t2)

del conjunto E∗(0, 0; 1) con t1 < t2, k(x, t1) ≥ k(x, t2). También, si (x, t) y (y, t) pertenecen a

E∗(0, 0; 1) y |x| 6 |y| entonces k(x, t) 6 k(y, t). A continuación vamos a estudiar a la restricción

de k a la frontera de E∗(0, 0; 1). Teniendo en cuenta (3.3) obtenemos que k|∂E∗ está dada, como

una función de t > 0, por

(3.5)
d

2t
ln

1

4πt
,

la cual es sin dudas una función decreciente como función de t. Las observaciones anteriores

muestran que el supremo de k(x, t) adentro del anillo parabólico λ0 > ρ(x, t) ≥ λ se alcanza en

cualquier punto de la superficie esférica S(0, r(λ)) × {t(λ)}, y de (3.5),

(3.6) sup
λ0>ρ(x,t)≥λ

k(x, t) =
d

2t(λ)
ln

1

4πt(λ)
.

Sustituyendo (3.3) en (3.4) tenemos una expresión cuadrática en t
λ2 dada por

(
t

λ2

)2

+ 2d ln
1

4πt

(
t

λ2

)
− 1 = 0.

Aśı, como t > 0, tenemos la siguiente relación para t y λ

t

λ2
= −d ln 1

4πt
+

√
d2 ln2

1

4πt
+ 1,

de la cual resulta λ(t) =
√
t

a(t) donde

a(t) =

√√
d2 ln2

1

4πt
+ 1− d ln

1

4πt
.

Las siguientes propiedades de la función λ(t) son fáciles de comprobar y nos proveen de una

cota inferior para t(λ) cuando λ es suficientemente pequeño, y nos conduce a obtener una cota

superior integrable para κ ◦ ρ.
(i) Para t > 0 suficientemente pequeño, λ′(t) > 0.

(ii) Para todo ε ∈ (0, 12 ) existe t0(ε) > 0 tal que λ(t) 6 t
1
2−ε para todo t ∈ (0, t0(ε)).

Primero demostramos cómo el Teorema 10 sigue de (i) y de (ii). De (i) la desigualdad en (ii)

puede ser reescrita en términos de las funciones inversas como

t(λ) ≥ λ
2

1−2ε

para 0 < λ < λ(t0(ε)). Sustituyendo la desigualdad de arriba en (3.6), para aquellos valores de

λ, obtenemos la estimación

sup
λ(t0(ε))>ρ(x,t)≥λ

k(x, t) 6
d

2λ
2

1−2ε

ln
1

4πλ
2

1−2ε
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6
d

1− 2ε
λε ln


(4π)

2ε−1
2

λ


 1

λ
2

1−2ε+ε

6
c

λβ

donde β = 2
1−2ε + ε. Tomando ε = 1

8 y λ0 = λ(t0(
1
8 )), tenemos que β < 3 6 d + 2 para

d = 1, 2, 3, . . . Aśı para todo (x, t) ∈ B(0, 0;λ0) tenemos que

κ(ρ(x, t)) 6
c

ρβ(x, t)

para β < d + 2. Ahora descomponiendo diádicamente la ρ–bola centrada en (0, 0) de radio λ0,

obtenemos que

∫∫

B(0,0;λ0)

dxdt

ρβ(x, t)
=

∞∑

j=0

∫∫

{(x,t):λ02−(j+1)6ρ(x,t)<λ02−j}
dxdt

ρβ(x, t)

6 λ−β0

∞∑

j=0

∣∣B(0, 0;λ02−j)
∣∣ 2β(j+1)

= c(λ0, d)

∞∑

j=0

2−(d+2−β)j <∞.

Aśı de estas estimaciones y de la observación al comienzo de la demostración obtenemos que

κ ◦ ρ ∈ L1(Rd+1) y el Teorema 9 puede ser aplicado.

Finalmente esbozamos las demostraciones de (i) y de (ii). Hacemos s = d ln 1
4πt , para probar

(i), sólo tenemos que comprobar que Λ′(s) < 0 para s suficientemente grande donde Λ(s) es

la solución positiva de 4πΛ2(s) = e−
s
d /(

√
s2 + 1 − s). A su vez, esto es equivalente a mostrar

que la derivada de la última expresión es negativa para s grande. Esta derivada nos conduce

inmediatamente a la desigualdad 1 + s
d − 1

d

√
s2 + 1 − s√

s2+1
< 0, la cual es cierta para s ≥ s0

para algún s0. Para probar (ii), dado que λ(t) =
√
t

a(t) = Λ(s) = e−
s
2d /(

√
4πA(s)), con A2(s) =

√
s2 + 1 − s, sólo necesitamos mostrar que para s suficientemente grande A2(s) ≥ 1

(4π)2ε
e−

2s
d ε.

Pero la última desigualdad es equivalente a

ln

√
s2 + 1 + s

(4π)2ε
6 2ε

d s,

la cual es cierta para s ≥ s0(ε, d). Esto termina la demostración del Teorema 10. �

Para finalizar mostramos que para d = 1 la mı́nima mayorante “radial–eĺıptica” no pertenece

a L1(R2).

Lema 11. Para d = 1, en un pequeño entorno del origen de R
2 la desigualdad

sup
|(y,s)|≥|(x,t)|

k(y, s) ≥ c

|(x, t)|2

es cierta para alguna constante positiva c.
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Demostración. Tenemos que probar que κ(r) = sup|(y,s)|≥r k(y, s) ≥ c
r2

para r > 0 sufi-

cientemente pequeño. Para obtener una cota inferior de k(y, s) cuando |(y, s)| ≥ r, procedemos

como lo hicimos en la demostración del Teorema 10, sustituyendo la ecuación (3.4) por la su-

perficie esférica eucĺıdea en R
d+1 de radio r: |x|2 + t2 = r2. De esta manera, para los puntos en

la intersección de las fronteras de E∗(0, 0; 1) y de B(0, 0; r), obtenemos

t2 +

(
2d ln

1

4πt

)
t = r2(t).

Notar que κ(r) ≥ 1
4
|x|2
t2

= 1
4(
r2(t)
t2

− 1) para (x, t) en el conjunto ∂E∗(0, 0; 1) ∩ ∂B(0, 0; r).

Aśı κ(r) ≥ d
2t ln

1
4πt para r = r(t). Dado que para t chico la función (t+2d ln 1

4πt) ln
1

4πt está aco-

tada por abajo por una constante positiva, tenemos que κ(r) ≥ c
r2

para alguna constante c. �

Mencionamos que los resultados de este caṕıtulo están contenidos en [AGI1].





CAPÍTULO 4

Derivadas espaciales del núcleo del valor medio

El propósito de este caṕıtulo es obtener una fórmula expĺıcita para las derivadas espa-

ciales del núcleo Kδ que hemos introducido en el Caṕıtulo 2. Recordamos que K(x, t) =
1
4
|x|2
t2
η (ν(x, t)) donde η es una función no negativa, C∞(R), soportada en [0, 1] y satisface que

d
∫ 1
0 η(r)r

d−1dr = 1 y ν(x, t) = (4π t)
1
2 e

|x|2
4d t . También probaremos aqúı algunas propiedades

estructurales útiles de la familia de los núcleos que representan aquellas derivadas.

Para cada δ > 0 fijo se tiene que para t en R fijo la función Kδ(x, t) es infinitamente diferen-

ciable como función de x. Denotemos con Nα(x, t) a la derivada (clásica) ∂αK = ∂|α|

∂x
αd
d ...∂x

α1
1

K

de K donde α = (α1, . . . , αd) es un multi-́ındice de enteros no negativos (α ∈ N
d
0). Notemos

que, Nα(x, t) = 0 si t > 0. Pero puesto que K ∈ L1(Rd+1) también podemos preguntarnos por

la forma de sus derivadas espaciales como distribuciones. Como es frecuente en problemas de

análisis armónico que involucran singularidades en los núcleos, las derivadas distribucionales

coinciden con las clásicas en algunas regiones del espacio pero no son las clásicas como entes

globales.

Denotamos por DαK la derivada distribucional de K. Aún cuando estas derivadas no son

generalmente funciones, podemos probar algunas fórmulas de representación integrales. El re-

sultado preciso está contenido en el Teorema 15 y en el Teorema 16. Los paréntesis angulares

〈·, ·〉 los usaremos para la dualidad distribucional de E = C∞(Rd+1) y E ′ el espacio de las

distribuciones de soporte compacto.

Observamos que Nα en general no es una función integrable en R
d+1. En efecto, por ejemplo

para d = 1 y α = 1, con η1(s) = sη′(s) tenemos que

(4.1) Nα(x, t) =
1

2

x3

t3
η1(ν(x, t)) + 2

x

t2
η(ν(x, t)).

Es fácil ver que si por ejemplo η es una constante positiva sobre el intervalo (14 ,
3
4), tenemos

que
∫∫{

(x,t):
1
4<ν(x,t)<

3
4 ,x>0

} x
t2
η(ν(x, t))dxdt = +∞. Por otro lado, como η1(s) se anula para

s ∈ (14 ,
3
4), vemos que

∫∫

{
(x,t):

1
4<ν(x,t)<

3
4 , x>0

}
|Nα(x, t)| dxdt =

∫∫

{
(x,t):

1
4<ν(x,t)<

3
4 , x>0

}

2x

t2
η(ν(x, t))dxdt = +∞.

31
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4.1. Fórmula de representación de las derivadas para d = 1

En esta sección demostraremos la fórmula de representación para la derivada primera en

el espacio unidimensional para la variable espacial, remarcando los pasos esenciales que luego

extenderemos a más dimensiones en la sección siguiente. Para simplificar la notación, en esta

sección llamaremos N a Nα cuando d = 1 y α = 1.

Lema 12. Para toda v en C∞(R2) y para todo δ > 0 tenemos que

(4.2) D (Kδ ∗ v) (x, t) =
1

δ4

∫∫

R2

N

(
x− y

δ
,
t− s

δ2

)
[v(y, s) − v(x, s)] dy ds.

Demostración. Como Kδ es una distribución con soporte compacto, para v ∈ C∞(R2)

tenemos que D(Kδ ∗ v) = (DKδ) ∗ v. Mostraremos que

(4.3) 〈DKδ, ϕ〉 =
1

δ4

∫∫

R2

N
(y
δ
,
s

δ2

)
[ϕ(y, s)− ϕ(0, s)]dyds

para cualquier función ϕ ∈ C∞(R2). Aśı, de esta igualdad se deduce (4.2).

Sea ϕ ∈ C∞(R2). Por definición de derivada débil, dado que el núcleo Kδ ∈ L1(R2) y tiene

soporte acotado, y luego aplicando el teorema de Fubini, tenemos que

〈DxKδ, ϕ〉 = −〈Kδ, ∂xϕ〉

= −
∫∫

R2

Kδ(x, t)∂xϕ(x, t)dxdt

= −
∫

R

{∫

R

Kδ(x, t)∂xϕ(x, t)dx

}
dt

Integramos por partes en la variable x la expresión entre llaves en la última integral, usamos

que Kδ tiene soporte acotado, aśı obtenemos que

(4.4) 〈DxKδ, ϕ〉 =
1

δ

∫

R

{∫

R

Nδ(x, t)ϕ(x, t)dx

}
dt,

donde se obtiene la fracción 1
δ en el lado derecho porque derivamos una vez en la variable

espacial al núcleo Kδ. Notar que no podemos cambiar el orden en la integración iterada puesto

que, como ya lo observamos, N no es integrable en R
2, y por lo tanto tampoco lo es Nδϕ para

ϕ arbitraria.

Sin embargo, puesto que para s fijo, N(y, s) es la derivada con respecto a y de una función

suave con soporte compacto, K(y, s), se tiene que
∫
R
Nδ(y, s)dy = 0 para cada s. Luego (4.4)

es equivalente a

(4.5) 〈DxKδ, ϕ〉 =
1

δ

∫

R

{∫

R

Nδ(x, t) [ϕ(x, t)− ϕ(0, t)] dx

}
dt

para cada ϕ ∈ C∞(R2) y δ > 0. Por lo tanto, si probamos que para ϕ ∈ C∞(R2) la función

N(x, t) [ϕ(x, t) − ϕ(0, t)] es absolutamente integrable en R
2, por el teorema de Fubini aplicado

en (4.5) obtenemos (4.3).
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Por el teorema del valor medio aplicado a ϕ(x, t) como función de x, y como además η y η1

tienen soporte acotado,

|N(x, t) [ϕ(x, t)− ϕ(0, t)]| =
∣∣∣∣
1

2

x3

t3
η1(ν(x, t)) + 2

x

t2
η(ν(x, t))

∣∣∣∣ |ϕ(x, t)− ϕ(0, t)|

6 c |x|
∣∣∣∣
1

2

x3

t3
η1(ν(x, t)) + 2

x

t2
η(ν(x, t))

∣∣∣∣ .

Aśı, para mostrar la absoluta integrabilidad de N(x, t) [ϕ(x, t)− ϕ(0, t)] basta ver la finitud de

las dos integrales siguientes

∫∫

R2

∣∣∣∣
x4

t3
η1(ν(x, t))

∣∣∣∣ dxdt y

∫∫

R2

∣∣∣∣
x2

t2
η(ν(x, t))

∣∣∣∣ dxdt.

En efecto, como η1 es continua con soporte en [0, 1] tenemos que

∫∫

R2

∣∣∣∣
x4

t3
η1(ν(x, t))

∣∣∣∣ dxdt 6 c

∫∫

E∗(0,0;1)

x4

t3
dxdt

= c

1
4π∫

0

1

t3

∫

|x|6(2t ln
1

4πt )
1/2

x4dxdt

6 c

1
4π∫

0

1

t3
(
2t ln 1

4πt

)4
2 2(2t ln 1

4πt)
1
2 dt

= c

1
4π∫

0

t−
1
2
(
ln 1

4πt

)5
2 dt

donde la última integral es finita. Análogamente,

∫∫

R2

∣∣∣∣
x2

t2
η(ν(x, t))

∣∣∣∣ dxdt 6 c

∫∫

E∗(0,0;1)

x2

t2
dxdt

= 2c

1
4π∫

0

1

t2

∫ (2t ln
1

4πt )
1
2

0
x2dxdt

= c

1
4π∫

0

1

t2
1

3

(
2t ln 1

4πt

)3
2 dt

= c

1
4π∫

0

t−
1
2
(
ln 1

4πt

)3
2 dt.

�
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Notar que el paso clave en la demostración anterior fue restar una función constante en

la variable espacial (un polinomio de grado cero) en (4.5), de esta manera “disimulamos” la

singularidad de N .

4.2. Análisis de las derivadas del núcleo del valor medio parabólico

Volviendo a dimensión d, nos proponemos extender la fórmula de representación (4.2) a

dimensión arbitraria. La mayor dificultad reside en hallar una expresión general para las deri-

vadas del núcleo K. Dicha fórmula, (4.6), está contenida en el Lema 13 y su forma nace en la

demostración del Lema 14.

Dada ϕ una función C∞(Rd+1) escribimos Pkϕ(x, t) para denotar el polinomio de Taylor

en x0 = 0 (MacLaurin) de grado k para la función definida en R
d por x 7→ ϕ(x, t) para t fijo.

Usaremos la notación que sigue. Para m ∈ N0, h(m) es igual m2 si m es par y m−1
2 si m es

impar. Dado un multi–́ındice α ∈ N
d
0 escribimos h(α) para denotar el d–vector de enteros dado

por h(α) = (h(α1), h(α2), . . . , h(αd)).

Lema 13. Para δ > 0 y α = (α1, . . . , αd) un multi–́ındice fijo con |α| > 0, tenemos que,

( 13.i) para todo t real, K(x, t) es una función C∞ de x ∈ R
d y

(4.6) Nα(x, t) =

d∑

i=1

3∑

j=1

∑

06β6h(α−(j−1)ei)

xα+(4−2j)ei+2β

t|α|−|β|+3−j ηijβ (ν(x, t))

donde ηijβ son funciones C∞ de una variable real con soporte contenido en el soporte

de η.

( 13.ii) Para ϕ ∈C∞(Rd+1) y para cada s ∈R la función de y dada por Nα(y, s)ϕ(y, s) perte-

nece a L1(Rd). Más aún, la función de la variable s,
∫
Rd N

α(y, s)ϕ(y, s)dy pertenece

a L1(R) y la distribución DαK está dada como la integral iterada

(4.7) 〈DαK,ϕ〉 =
∫

R

{∫

Rd

Nα(y, s)ϕ(y, s) dy

}
ds.

( 13.iii) Para cada t y para todo 0 6 |β| < |α|, la función Nα(x, t)xβ pertenece a L1(Rd) y

además
∫
Rd N

α(x, t)xβdx = 0.

( 13.iv) Nα[ϕ− P|α|−1ϕ] ∈ L1(Rd+1) para toda ϕ ∈ C∞(Rd+1).

Para la demostración de ( 13.i) en el Lema 13 haremos uso de una, de alguna manera,

expĺıcita expresión para las derivadas espaciales de φ(ν(x, t)) cuando φ es cualquier función C∞

de una variable real.

Lema 14. Sea φ una función C∞ de una variable real positiva. Entonces para cualquier

multi–́ındice γ ∈ N
d
0 tenemos

∂γ(φ(ν(x, t))) =
∑

06β6h(γ)

xγ−2β

t|γ|−|β|φ
γ
β (ν(x, t))
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donde cada φγβ es una función C∞ de una variable real positiva con soporte contenido en el

soporte de φ.

Demostración. Comenzamos mostrando por inducción en m que para cada i = 1, . . . , d,

la fórmula

(4.8)
∂m

∂xmi
(φ(ν(x, t))) =

∑

06n6h(m)

xm−2n
i

tm−n φ
m
n (ν(x, t))

vale para funciones suaves φmn soportadas en el soporte de φ. Cuando m = 1, (4.8) se lee
∂
∂xi

(φ(ν(x, t))) = xi
t φ

1
0(ν(x, t)) donde φ

1
0(s) = sφ′(s). Supongamos que (4.8) vale para derivadas

de orden m. Supongamos que m es par. El caso de m impar puede ser manejado de forma

similar. Aśı

∂m+1

∂xm+1
i

(φ(ν(x, t)))

=
∑

06n6
m
2

1

tm−n
∂

∂xi

(
xm−2n
i φmn (ν(x, t))

)

=
1

t
m
2

dφmm/2

ds
(ν(x, t))ν(x, t)

xi
t
+

+
∑

06n<
m
2

1

tm−n

[
(m−2n)xm−2n−1

i φmn (ν(x, t))+x
m−2n
i

dφmn
ds

(ν(x, t))ν(x, t)
xi
t

]

=
∑

06n<
m
2

x
(m+1)−2(n+1)
i

t(m+1)−(n+1)
φmn (ν(x, t)) +

∑

06n6
m
2

x
(m+1)−2n
i

t(m+1)−n φ̃mn (ν(x, t)).

Como en el caso m par tenemos que h(m+1) = m
2 , únicamente tenemos que observar que cada

término en las dos sumas de arriba pueden ser identificados con alguno de los términos de la

siguiente

∑

06k6
m
2

x
(m+1)−2k
i

t(m+1)−k ψ
m+1
k (ν(x, t))

para ψm+1
k adecuada con soporte contenido en el soporte de φ. El resultado deseado para un

multi–́ındice arbitrario γ sigue por iteración de (4.8). �

Demostración de ( 13.i). De la Regla de Leibniz, obtenemos que

Nα(x, t) =

d∑

i=1

∂α
(
x2i
t2
η(ν(x, t))

)

=
1

t2

d∑

i=1

∑

06β6α

(
α

β

)
∂β
(
x2ei

)
∂α−β(η(ν(x, t)))

=

d∑

i=1

(
α

0

)
x2i
t2
∂αη(ν(x, t))+
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d∑

i=1

2

(
α

ei

)
xi
t2
∂α−eiη(ν(x, t))+

d∑

i=1

2

(
α

2ei

)
1

t2
∂α−2eiη(ν(x, t)).

Para cada una de las tres derivadas en el último término de arriba, aplicamos el Lema 14. La

primera nos da los términos en (4.6) que corresponden a j = 1. La segunda los de j = 2 y la

tercera los de j = 3. �

Demostración de ( 13.ii). Tomamos ϕ en C∞(Rd+1) y s ∈ R. Si s > 0, tenemos que

Nα(y, s)ϕ(y, s) ≡ 0 en R
d. Para s < 0, la función de y definida por Nα(y, s) es acotada y tiene

soporte acotado. Aśı que Nα(y, s)ϕ(y, s) está en L1(Rd) como una función de y ∈ R
d. Por otro

lado, como para s fijo K(y, s) está en C∞(Rd) de y, integrando por partes, vemos que
∫

Rd

Nα(y, s)ϕ(y, s) dy = (−1)|α|
∫

Rd

K(y, s)∂αϕ(y, s) dy.

Notar ahora que K(y, s)∂αϕ(y, s) es absolutamente integrable en R
d+1 ya que K pertenece a

L1(Rd+1), K tiene soporte compacto y ∂αϕ es acotada en el soporte de K. Aśı, del Teore-

ma de Fubini la función de s dada por
∫
Rd K(y, s)∂αϕ(y, s) dy pertenece a L1(R). También∫

Rd N
α(y, s)ϕ(y, s) dy. Finalmente, comprobamos (4.7). Por la misma integración por partes en

la integral respecto de y realizada antes,
∫

R

{∫

Rd

Nα(y, s)ϕ(y, s) dy

}
ds = (−1)|α|

∫

R

{∫

Rd

K(y, s)∂αϕ(y, s) dy

}
ds

= (−1)|α|
∫∫

Rd+1

K(y, s)∂αϕ(y, s) dyds

= (−1)|α| 〈K,∂αϕ〉

= 〈DαK,ϕ〉 .

�

Demostración de ( 13.iii). La integrabilidad de ∂αK(x, t)xβ como funciones de x se pue-

de comprobar fácilmente. En efecto, para t > 0 la función de x dada por ∂αK(x, t) es idénti-

camente cero. Para t < 0, ∂αK(·, t) tiene soporte compacto y es acotada como una función

de x. Integrando por partes, con 0 6 |β| < |α|, tenemos entonces que
∫
Rd ∂

αK(x, t)xβdx =

(−1)|α|
∫
Rd K(x, t)∂α(xβ)dx = 0. �

Demostración de ( 13.iv). Escribimos ϕt para denotar la función de la variable x ∈ R
d

definida por ϕt(x) = ϕ(x, t) cuando ϕ ∈ C∞(Rd+1). El polinomio de MacLaurin para ϕt de

orden |α| − 1 está dado por

P|α|−1ϕt(x) =

|α|−1∑

k=0

1

k!

∑

|γ|=k
∂γϕt(0)x

γ ,



4. DERIVADAS ESPACIALES DEL NÚCLEO DEL VALOR MEDIO 37

y

ϕt(x)− P|α|−1ϕt(x) =
1

(|α| − 1)!

∑

|γ|=|α|
xγ
∫ 1

0
∂γϕt(σx)(1 − σ)|α|−1 dσ.

Para probar que Nα[ϕ − P|α|−1ϕ] como función de (x, t) pertenece a L1(Rd+1) únicamente

tenemos que comprobar que cada función de la forma xγNα(x, t), con |γ| = |α|, pertenece
a L1(Rd+1). Por otro lado, usando la fórmula (4.6) para Nα, será suficiente mostrar que cada

función de la forma η̃(ν(x, t))x
α+(4−2j)ei+2β

t|α|−|β|+3−j xγ pertenece a L1(Rd+1) cuando |γ| = |α|; i=1, . . . , d;

j = 1, 2, 3; 0 6 β 6 h(α − (j − 1)ei) y η̃ es una función acotada de variable real con soporte

contenido en el de η. Aśı que será suficiente mostrar que

∫∫

E∗(0,0;1)

∣∣xα+(4−2j)ei+2β+γ
∣∣

t|α|−|β|+3−j dxdt <∞

para E∗(0, 0; 1) = {(x, t) : (x,−t) ∈ E(0, 0; 1)} y aquellos valores de α, β, γ, i y j. La integral

de arriba puede ser estimada después de una aplicación del Teorema de Fubini y la introducción

de coordenadas esféricas en R
d por una integral de la forma

∫ 1

0
t−|α|+|β|−3+j

(∫ R1(−t)

0
ρ|α|+4−2j+2|β|+|γ|+d−1dρ

)
dt

= c

∫ 1

0
t−|α|+|β|−3+j

(
R1(−t)

)2|α|+4−2j+2|β|+d
dt

= c

∫ 1

0
t−|α|+|β|−3+jt|α|+2−j+|β|+d2

(
ln 1

4πt

)|α|+2−j+|β|+d2 dt

= c

∫ 1

0
t2|β|+

d
2−1 (ln 1

4πt

)ε
dt

para algún número positivo ε. Como la última integral es finita, terminamos la demostración. �

4.3. Otra representación “integral” de la distribución DαK

Notamos que (4.7) es en algún sentido una representación “integral” de DαK pero que la

integral sólo tiene sentido como integral iterada. El teorema siguiente es una consecuencia de

las propiedades básicas de las derivadas de K demostradas en la sección anterior y la integral

múltiple es ahora absolutamente convergente.

Teorema 15. Para δ > 0, α = (α1, . . . , αd) un multi–́ındice de enteros no negativos y para

toda ϕ ∈ C∞(Rd+1) tenemos que

(4.9) 〈Dα(Kδ), ϕ〉 = δ−|α|
∫∫

Rd+1

(Nα)δ(x, t)
[
ϕ(x, t) − P|α|−1ϕ(x, t)

]
dxdt

donde la integral en el lado derecho converge absolutamente.

Demostración. Primero probaremos que la integral en el lado derecho de (4.9) es abso-

lutamente convergente. De ( 13.iv) sabemos que esta propiedad es cierta cuando δ = 1. Por

otro lado, como para cualquier δ positivo tenemos que P|α|−1ϕδ = (P|α|−1ϕ)δ, la convergencia
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de la integral para δ general sigue de ( 13.iv) por un cambio de variables. De ( 13.ii) y ( 13.iii)

tenemos, para cada ϕ ∈ C∞(Rd+1),

〈DαK,ϕ〉 =
∫

R

{∫

Rd

Nα(x, t)[ϕ(x, t) − P|α|−1ϕ(x, t)]dx

}
dt.

Luego de ( 13.iv) y del Teorema de Fubini–Tonelli tenemos (4.9) para δ = 1. Tomamos ahora

cualquier δ > 0. Por el cambio de variables y = x
δ y s = t

δ2
, tenemos que

∫∫

Rd+1

δ−|α|(Nα)δ(x, t)[ϕ(x, t) − (P|α|−1ϕ)(x, t)] dxdt

= δ−|α|
∫∫

Rd+1

Nα(y, s)[ϕ(δy, δ2s)− (P|α|−1ϕ)(δy, δ
2s)] dyds

= δ−|α|−d−2

∫∫

Rd+1

Nα(y, s)

[
ϕ1
δ
(y, s)−

(
P|α|−1ϕ1

δ

)
(y, s)

]
dyds.

Ahora, aplicando el caso de δ = 1 ya examinado con ϕ1
δ
en lugar de ϕ, vemos que el lado

derecho en (4.9) está dado por

δ−|α|−d−2

〈
DαK,ϕ1

δ

〉
= δ−|α|−d−2(−1)|α|

〈
K,∂α

(
ϕ1
δ

)〉

= δ−d−2(−1)|α|
〈
K, (∂αϕ)1

δ

〉
.

Finalmente, como K ∈ L1(Rd+1),
∫∫

Rd+1

δ−|α|(Nα)δ(x, t) [ϕ(x, t) − (P|α|−1ϕ)(x, t)] dxdt

= (−1)|α|
∫∫

Rd+1

K(x, t)∂αϕ(δx, δ2t) dxdt

= δ−d−2(−1)|α|
∫∫

Rd+1

K
(y
δ
,
s

δ2

)
∂αϕ(y, s) dyds

= (−1)|α|
∫∫

Rd+1

Kδ(y, s)∂
αϕ(y, s) dyds

= 〈Dα(Kδ), ϕ〉 .

�

4.4. Derivadas del operador inducido por el núcleo K como operador de

convolución

Como del Teorema 15 tenemos que DαKδ es una distribución de Schwartz con soporte

compacto en R
d+1 que viene dada por (4.9), su convolución con una función v(x, t) de C∞(Rd+1)

está bien definida y no es nada más que la derivada débil de Kδ ∗ v.

Teorema 16. Para cualquier v que pertenece a C∞(Rd+1) tenemos que

Dα(Kδ ∗ v)(x, t) = (DαKδ) ∗ v(x, t)

=
1

δ|α|

∫∫

Rd+1

(Nα)δ(x− y, t− s)
[
v(y, s)− P|α|−1v(y, s)

]
dyds.



CAPÍTULO 5

Estimaciones maximales para gradientes de temperaturas

Nuestro propósito en este caṕıtulo es develar la delicada estructura del núcleo de las de-

rivadas parciales obtenido en el caṕıtulo anterior. No resulta claro, por simple inspección que

el correspondiente operador maximal esté dominado por una composición de operadores maxi-

males conocidos. El detalle de esta estimación se encuentra en la Sección 1. En la Sección 2,

transferimos las estimaciones espaciales a derivadas mixtas en espacio y tiempo aplicadas a so-

luciones de la ecuación del calor en dominios ciĺındricos con los mismos operadores en versiones

locales. Las estimaciones en norma y con pesos laterales en el tiempo están contenidos en la

Sección 3. Al final mostramos estas estimaciones sin usar un operador maximal en la variable

espacial.

5.1. Estimaciones por funciones maximales del operador inducido por las

derivadas del núcleo del valor medio

Sabemos por el Teorema 16, que las derivadas de la convolución de Kδ (δ > 0) con una

función v que pertenece a C∞(Rd+1) están dadas por

(5.1) Dα(Kδ ∗ v)(x, t) =δ−|α|
∫∫

Rd+1

(Nα)δ(x−y, t−s)
[
v(y, s)−P|α|−1v(y, s)

]
dyds.

Dado un número real positivo λ, y cualquier entero k más grande que λ, definimos el operador

maximal

Mλ,kv(x, t) = sup
δ>0

δk−λ
∣∣∣∇k(Kδ ∗ v)(x, t)

∣∣∣ ,

donde ∇k es el vector de todas las derivadas espaciales de orden k. Como mencionamos el

propósito es controlar Mλ,k(v) por operadores maximales conocidos. El resultado principal de

esta sección es la siguiente estimación puntual para Mλ,k.

Teorema 17. Para 0 < λ < k < λ+ d y k ∈ N existe una constante C = C(λ, k, d) tal que

la desigualdad

(5.2) Mλ,kv(x, t) 6 CM−[M#,λ,kv](x, t)

vale para toda función v definida sobre R
d+1 que pertenece a C∞.

Conviene señalar que el lado derecho en (5.2) es la iteración de los operadores M#,λ,k

actuando sobre x y M− actuando sobre la variable temporal, precisamente,

M−[M#,λ,kv](x, t) = sup
h>0

1

h

∫ t

t−h


sup
r>0

1

|B(x, r)|1+
λ
d

∫

B(x,r)
|v(y, s) − Px(y)| dy


 ds.

39
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Demostración del Teorema 17. Tomamos v ∈ C∞(Rd+1) y fijamos δ > 0. Para esti-

mar ∇k(Kδ ∗ v) consideraremos un multíındice fijo α de longitud k y estimaremos Dα(Kδ ∗ v)
usando la fórmula de representación (5.1). Ahora, de ( 13.i) en el Caṕıtulo 4, el núcleo Nα se

divide en una suma finita de núcleos
∑

i∈I N
α
i cada uno de los cuales está acotado por arri-

ba en valor absoluto por núcleos de la siguiente forma básica Ñα
i (x, t) = Qα

i (|x| , t)ηαi (ν(x, t))
con ηαi una función C∞ de una variable real con soporte compacto y Qα

i (|x| , t) es C∞ en

R
d+1
+ =

{
(x, t) ∈ R

d+1 : t > 0
}
, y creciente como función de |x| para t fijo. También el núcleo

Qα
i es parabólicamente homogéneo de grado − |α| − 2, en otras palabras, Qα

i (µ |x| , µ2t) =

µ−|α|−2Qα
i (|x| , t), µ > 0. Como en la demostración de ( 13.iv) de hecho probamos que Nα

i [ϕ−
P|α|−1ϕ] es integrable para cada i ∈ I, cada una de las integrales

∫∫

Rd+1

(Nα
i )δ(x− y, t− s)

[
v(y, s)− P|α|−1v(y, s)

]
dyds

es absolutamente convergente y su suma para i ∈ I nos da una representación deDα(Kδ∗v)(x, t).
Aśı para probar (5.2), tenemos que estimar el operador maximal inducido por cualesquiera de

estos términos con núcleo (Nα
i )δ . De la convergencia absoluta de la integral, y del Teorema de

Fubini tenemos que

Mλ
i,δv(x, t) := δk−λ

∣∣∣∣δ
−|α|
∫∫

Rd+1

(Nα
i )δ(x− y, t− s)

[
v(y, s)− P|α|−1v(y, s)

]
dyds

∣∣∣∣

6 δ−λ
∫ t

t− δ2

4π

∫

y∈B
(Ñα

i )δ(x− y, t− s)
∣∣v(y, s)− P|α|−1v(y, s)

∣∣ dyds,

donde B es la bola eucĺıdea B(x,Rδ(t− s)) con

Rδ(t− s) =
√

2d(t− s) ln δ2

4π(t−s) .

A continuación multiplicamos y dividimos la integral espacial interior por la medida de Lebesgue

de la bola B elevada a la potencia 1+ λ
d y usamos la acotabilidad de ηαi para obtener la estimación

superior

Mλ
i,δv(x, t)

6cδ−λ
∫ t

t− δ2

4π

|B|1+
λ
d





1

|B|1+
λ
d

∫

B
(Qα

i )δ(|x− y| , t− s)
∣∣v(y, s) − P|α|−1v(y, s)

∣∣ dy



 ds

6
c

δ2

∫ t

t− δ2

4π

δ2−λ+k−d(Rδ(t− s))d+λQα
i (Rδ(t− s), t− s)M#,λ,kv(·, s)(x) ds,

donde la propiedad de monotońıa de Qα
i en su primera variable junto con el hecho que |x− y| <

Rδ(t − s), la homogeneidad de Qα
i y la definición de M#,λ,k han sido usados. Notar que de la

definición de Rδ(t− s) y la homogeneidad de Qα
i , tenemos

Qα
i (Rδ(t− s), t− s) = Qα

i

(
(t− s)

1
2

√
2d ln δ2

4π(t−s) , t− s

)

=
1

(t− s)
k+2
2

Qα
i

(√
2d ln δ2

4π(t−s) , 1

)
.
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Inspeccionando los términos en la expansión para Nα dada en ( 13.i) (Caṕıtulo 4) vemos que

para cada i ∈ I, tenemos que

Qα
i

(√
2d ln δ2

4π(t−s) , 1

)
6 c

(
ln

1

4π( t−s
δ2

)

)θi
con θi > 0.

Aśı

Mλ
i,δv(x, t)

6
c

δ2

∫ t

t− δ2

4π

δ2−λ+k−d
(t− s)

d+λ
2

(t− s)1+
k
2

(
ln

1

4π( t−s
δ2

)

)θi+d+λ2
M#,λ,kv(·, s)(x) ds

=
c

δ2

∫ t

t− δ2

4π

(
t− s

δ2

)d+λ−2−k
2

(
ln

1

4π( t−s
δ2

)

)θi+d+λ2
M#,λ,kv(·, s)(x) ds.

Dada nuestra elección de k y λ, d+λ−2−k
2 > −1. Por lo tanto, si aplicamos el Corolario 2

(Caṕıtulo 1) con ϑ = d+λ−2−k
2 y θ = θi +

d+λ
2 , la última integral está acotada por el operador

maximal lateral de Hardy-Littlewood M− para cada δ > 0 y para cada i ∈ I, aśı Mλ,kv 6

CM−[M#,λ,kv]. �

5.2. Estimaciones para las derivadas espaciales y temporales de temperaturas

sobre dominios ciĺındricos

En esta sección escribiremos Ω para denotar un dominio ciĺındrico en R
d+1 de la forma

D ×R
+, donde D es un conjunto abierto de R

d.

Usaremos la función δ(x, t) en Ω como la distancia parabólica de (x, t) ∈ Ω a la frontera

parabólica de Ω. Más precisamente,

δ(x, t) = ı́nf
{
máx

{
|x− y| ,

√
|t− s|

}
: (y, s) ∈ ∂parΩ

}
,

donde ∂parΩ = (D × {0}) ∪ (∂D ×R
+) es la frontera parabólica de Ω.

Notar que para cualquier temperatura u en Ω, cualquier punto (x, t) ∈ Ω y cualquier 0 <

δ < δ(x, t), la fórmula del valor medio (2.8) es válida ya que para aquellos valores de δ el soporte

de Kδ(x − y, t − s) como función de (y, s) está contenido en Ω. Más aún, lo mismo es cierto

para el soporte del núcleo (Nα)δ(x− y, t− s) cuando 0 < δ < δ(x, t). En particular la fórmula

para las derivadas espaciales de Kδ ∗ v dada en el Teorema 16 sigue siendo cierta en el caso que

v ∈ C∞(Ω) para estos valores de δ.

De las observaciones de arriba y los resultados de la sección previa, fácilmente se pueden

obtener estimaciones para una versión local de la función maximalMλ,k en términos de versiones

locales de M− y de M#,λ,k.

Dado λ > 0, k cualquier entero más grande que λ y v ∈ C∞(Ω), definimos

Mλ,k
Ω v(x, t) = sup

0<δ<δ(x,t)
δk−λ

∣∣∣∇k(Kδ ∗ v)(x, t)
∣∣∣ .
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Dada una función g en L1
loc(R) soportada en R

+ y dado t > 0, escribimos

M−
R+g(t) = sup

0<h<t

1

h

∫ t

t−h
|g(s)| ds,

para denotar la versión local del operador maximal lateral restringido a R
+. Por otro lado dada

una función suave f sobre D definimos la versión local de la función maximal de Calderón de

orden λ por

M#,λ,k
D f(x) = sup

0<δ<δ(x)

1

|B(x, δ)|1+
λ
d

∫

B(x,δ)
|f(y)− Px(y)| dy

donde δ(x) = ı́nf {|x− y| : y ∈ ∂D} y Px es el polinomio de Taylor de grado k− 1 para f en x.

Por inspección de las demostraciones del Teorema 17 y del Lema 1, tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 18. Para 0 < λ < k < λ+ d y k ∈ N, existe una constante C = C(λ, k, d) tal que

para todo Ω = D ×R
+ con D abierto en R

d la desigualdad

Mλ,k
Ω v(x, t) 6 CM−

R+[M
#,λ,k
D v](x, t)

es válida para cualquier función v en C∞(Ω) y para todo (x, t) ∈ Ω.

Cuando este resultado es aplicado a una temperatura u = u(x, t) en Ω tenemos la siguiente

afirmación.

Teorema 19. Si u es una temperatura en Ω, entonces

δk−λ(x, t)
∣∣∣∇ku(x, t)

∣∣∣ 6 CM−
R+[M

#,λ,k
D u](x, t)

para todo (x, t) ∈ Ω, cuando 0 < λ < k < λ+ d, k ∈ N.

Para obtener estimaciones para derivadas mixtas en espacio y tiempo de temperaturas,

vamos a introducir algo de notación. Dada una función suave v en Ω escribimos ∇2,1v(x, t) para

denotar el d2+1–vector dado por las d2 derivadas de segundo orden puramente espaciales de v y

la derivada primera de v con respecto al tiempo, i.e., ∇2,1v =
(
∇2v, ∂v∂t

)
. También diremos que

dado un multi-́ındice α̃ = (α1, . . . , αd;αd+1) en N
d+1
0 la derivada ∂α̃v es de orden parabólico

|α| + 2αd+1. Por (∇2,1)n(v), n ∈ N nos referimos al vector de todas las derivadas de orden

parabólico 2n de la función suave v. Expĺıcitamente, cada componente de (∇2,1)n(v) tiene la

forma ∂α̃v con |α|+2αd+1 = 2n. De tal forma siempre tenemos, en cada una de estas derivadas,

un número par de derivadas espaciales. Usaremos la notación
∣∣(∇2,1)nu

∣∣ para la longitud eucĺıdea

de (∇2,1)nu. El siguiente lema elemental nos permitirá transferir las estimaciones espaciales en

el Teorema 19 a derivadas mixtas en espacio y tiempo de temperaturas.

Lema 20. Sea u una temperatura en Ω y α̃ = (α;αd+1) ∈ N
d+1
0 con 2n = |α| + 2αd+1,

n ∈ N. Entonces la derivada ∂α̃u pertenece al espacio vectorial generado por ∇2nu.
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Demostración. Por inducción en αd+1. Cuando αd+1 = 1, tenemos que

∂α̃u = ∂(α;0)(∂(0;1)u) = ∂(α;0)(∆u) ∈ span∇2nu.

Asumiendo que el resultado vale para αd+1 = j ∈ N vamos a probarlo para αd+1 = j + 1,

∂α̃u = ∂(α;0)∂(0;j+1)u = ∂(α;0)∂(0;j)∆u = ∂(α;0)∆ ∂(0;j)u.

Notar ahora que el último término es una combinación lineal de derivadas de la forma ∂(β;0)∂(0;j)u,

con |β| = |α| + 2. De esta manera podemos aplicar la hipótesis inductiva a cada uno de estos

términos para obtener que ∂α̃u está en el espacio lineal generado por ∇2nu. �

Como un corolario del Teorema 18, su corolario el Teorema 19 y de las consideraciones

presentadas arriba, podemos obtener la validez de la siguiente afirmación.

Teorema 21. Para 0 < λ < 2n < λ + d y n ∈ N existe una constante C tal que la

desigualdad

δ2n−λ(x, t)
∣∣(∇2,1)nu(x, t)

∣∣ 6 CM−
R+ [M

#,λ,2n
D (u)](x, t)

vale para toda temperatura u en Ω y para todo (x, t) ∈ Ω.

5.3. Estimaciones Lp para gradientes espacio-tiempo de temperaturas en

términos de normas mixtas de tipo Lebesgue-Besov

Como mencionamos en la Sección 1.7 al introducir los operadores maximales de Calderón,

la regularidad Besov es suficiente para obtener la regularidad inducida por estos operadores

maximales. Más aún, vimos que Bλ
p (D) →֒ C

λ,m
p (D) para m > [λ] + 1 cuando D es un dominio

Lipschitz, donde C
λ,m
p (D) denota el espacio de todas aquellas funciones f en Lp(D) para las

cuales la maximal M#,λ,m
D f pertenece a Lp(D).

Como las estimaciones puntuales están en términos de una iteración de maximales de Cal-

derón y Hardy-Littlewood lateral es natural que las estimaciones en norma involucren espacios

en norma mixta como Lq(R+;C λ,m
p (D)) y Lq(R+;Bλ

p (D)) con 1 6 p, q 6 ∞ y λ > 0 con sus

correspondientes normas dadas por

‖v‖
Lq(R+;Cλ,m

p (D))
=

(∫

R+

‖v(·, t)‖q
C

λ,m
p (D)

dt

)1
q

y ‖v‖Lq(R+;Bλ
p (D)) =

(∫

R+

‖v(·, t)‖q
Bλ

p (D)
dt

)1
q

donde v es una función de d+ 1 variables.

De estas observaciones y como corolario del Teorema 21 obtenemos el siguiente resultado

básico.

Teorema 22. Sea Ω = D × R
+ con D un dominio acotado en R

d. Sea 1 < p 6 ∞ dado.

Para 0 < λ < 2n < λ+ d y n ∈ N existe una constante C1 que depende de p, λ y n tal que para

toda temperatura u en Ω tenemos
∥∥∥δ2n−λ

∣∣(∇2,1)nu
∣∣
∥∥∥
Lp(Ω)

6 C1 ‖u‖Lp(R+,Cλ,2n
p (D))

.
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Demostración. Sigue del Teorema 21 y de la acotación de M−
R+ en Lp(R) para p > 1. �

Notar también que para p = 1 una desigualdad de tipo débil de la forma
∫

D

∣∣∣{t ∈ R
+ : δ2n−λ(x, t)

∣∣(∇2,1)nu(x, t)
∣∣ > µ}

∣∣∣ dx

6
C

µ

∫

D

∥∥∥M#,λ,2n
D u(x, ·)

∥∥∥
L1(R+)

dx

6
C1

µ
‖u‖

L1(R+;Cλ,2n
1 (D))

sigue del tipo débil (1,1) del operador temporal M−
R+ .

Corolario 23. Si Ω = D ×R
+ con D un dominio Lipschitz acotado en R

d, 1 < p 6 ∞,

λ un número positivo no entero y n un entero tal que [λ] + 1 6 2n < λ+ d, entonces
∥∥∥δ2n−λ

∣∣(∇2,1)nu
∣∣
∥∥∥
Lp(Ω)

6 C2 ‖u‖Lp(R+;Bλ
p (D))

para alguna constante C2 y para toda temperatura u en Ω.

La desigualdad contenida en el corolario precedente es una consecuencia de la desigual-

dad puntual del Teorema 21. Pero en ella no se refleja el hecho más sutil de la lateralidad

del problema en el tiempo, ya que una acotación similar a la del Teorema 21 con MR+f(t) =

supI∋x
1

|I∩R+|
∫
|I∩R+| |f(s)| ds en lugar de M−

R+ hubiera sido suficiente para obtenerla. Una apli-

cación más fina de la desigualdad en el Teorema 21 a la acotación de normas de Lebesgue de

δ2n−λ(∇2,1)nu se obtiene si se aplican resultados de la teoŕıa de pesos laterales (ver [Saw] y

[MR]). Esta teoŕıa está completamente desarrollada paraM− (y para su análogo con promedios

a la derecha del punto) y se sabe que los pesos w para los cuales M− es acotado en Lp(wdx)

son exactamente los que cumplen la condición A−
p lateral de Muckenhoupt presentada en la

Sección 1.4. Por otra parte dada f definida sobre R
+, si denotamos por f̃ a su extensión a R

que vale cero en R
−, tenemos que para t > 0, M−

R+f(t) 6M−f̃(t). Por consiguiente, si w es la

restricción a R
+ de un peso en A−

p tendremos que

∫ ∞

0
(M−

R+f(t))
p w(t)dt 6 C

∫ ∞

0
|f(t)|p w(t)dt,

para alguna constante C y para toda f medible definida en R
+. De esta forma obtenemos el

siguiente corolario del Teorema 21.

Corolario 24. Sea Ω = D ×R
+ con D un dominio Lipschitz acotado en R

d, 1 < p <∞,

λ un número positivo no entero y n un entero tal que [λ] + 1 6 2n < λ+ d. Sea w la restricción

a R
+ de un peso de A−

p , entonces

(5.3)

∫∫

Ω

(
δ2n−λ(x, t)

∣∣(∇2,1)nu(x, t)
∣∣
)p

w(t)dxdt 6 C

∫ ∞

0
‖u(·, t)‖p

Bλ
p (D)

w(t)dt

para alguna constante C y para toda temperatura u en Ω.
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Observemos que la restricción a R
+ de cualquier función decreciente no negativa en R es

un peso válido para la desigualdad (5.3) puesto que cualquier función decreciente no negativa

está en A−
p . Por otra parte si w ∈ Ap(R

+), es decir, si

(∫

|I|
w

)(∫

|I|
w

− 1
p−1

)p−1

6 C |I|p

para todo subintervalo I de R
+, entonces w también es la restricción a R

+ de un peso A−
p . En

efecto, w = w̃|R+ donde w̃ es la extensión par de w a R. En particular w(t) = tα es un buen

peso para la desigualdad (5.3) si −1 < α < p− 1.

5.4. Una prueba alternativa de las estimaciones Lp

Como ya hemos mencionado, Jerison y Kenig en la demostración de la desigualdad puntual

eĺıptica [JK, Teorema 4.1], utilizan una versión equivalente de norma de Besov dada en (1.7),

y prescinden de los operadores maximales del tipo de Calderón que usan en su demostración

Dahlke y DeVore [DD, Teorema 3.1].

Si bien, la estimación puntual que obtenemos por este método, que contiene un operador

maximal y un operador integral (de diferenciación fraccionaria) es menos compacta que la del

Teorema 21, una ventaja de este enfoque es su carácter intŕınseco. Es decir la norma resultante,

(1.7) con D en lugar de Rd, está midiendo regularidad en D si necesidad de recurrir a funciones

regulares en R
d y, en particular evitando hipótesis de regularidad de la frontera de D.

Nos restringimos en espacio a una dimensión (d = 1) por simplicidad. Notamos que no

debeŕıa extrañar el hecho que surjan en las estimaciones que mostraremos núcleos temporales

con caracteŕısticas conocidas.

Teorema 25. Sean 0 < λ < 1, 1 < p < ∞. Existe una constante C tal que vale la

desigualdad puntual

(5.4)

∣∣∣∣δ(x, t)
1−λ ∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ 6 CM−
(∫

D

|u(y, ·)− u(x, ·)|p

|x− y|1+λ p
dy

)
(t)

para toda temperatura u en Ω = D ×R
+.

Para la prueba del teorema necesitamos el siguiente lema. Primero definimos los núcleos de

variable real que aparecen digamos, naturalmente en este tipo de estimaciones puntuales. Sean

(5.5) k1(ω) = ω
λ
2
−1
[
1
2 ln

(
ω−1

)]2+λ
2 X(0,1)(ω)

(5.6) k2(ω) = ω
λ
2
−1
[
1
2 ln

(
ω−1

)]1+λ
2 X(0,1)(ω), ω ∈ R.

Lema 26. Existe una constante C tal que

(5.7)∣∣∣∣δ(x, t)
1−λ ∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣∣6 C

{
k∗1

(∫

D

|u(y, ·) − u(x, ·)|p

|x− y|1+λ p
dy

)
(t) + k∗2

(∫

D

|u(y, ·)− u(x, ·)|p

|x− y|1+λ p
dy

)
(t)

}
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se satisface para toda temperatura u en Ω.

Demostración. Usamos la fórmula (4.1) y que η y η1 son acotadas para obtener la esti-

mación siguiente para el núcleo derivado del valor medio en dimensión uno.

∣∣∣∣N
(
x− y

δ(x, t)
,
t− s

δ(x, t)2

)∣∣∣∣ 6 c(η, η1)

{( |x− y|
δ(x, t)

)3

·
(
δ(x, t)2

t− s

)3

+
|x− y|
δ(x, t)

·
(
δ(x, t)2

t− s

)2
}

= c(η, η1) δ(x, t)
3

{
|x− y|3
(t− s)3

+
|x− y|
(t− s)2

}
XE(x,t;δ(x,t))(y, s)

donde c(η, η1) es la constante dada por máx{sup |η| , sup |η1|}. Aplicamos módulo a ambos lados

en la identidad (4.2) a una temperatura u, luego multiplicamos y dividimos por δ(x, t)1−λ, y

usamos la estimación que acabamos de obtener para N , y tenemos que

δ(x, t)1−λ
∣∣∣∣
∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ 6
1

δ(x, t)3+λ

∫∫ ∣∣∣∣N
( x− y

δ(x, t)
,
t− s

δ(x, t)2

)∣∣∣∣ |u(y, s)− u(x, s)| dyds

6 I(x, t) + II(x, t)(5.8)

donde salvo constantes, resulta de la definición de los E(x, t; δ(x, t)), que

I(x, t) =
1

δ(x, t)λ

∫ t

t−δ(x,t)2

1

(t− s)3

∫ x+
√

(t−s) ln δ(x,t)√
t−s

x−
√

(t−s) ln δ(x,t)√
t−s

|x− y|3 |u(y, s)− u(x, s)| dy ds,

II(x, t) =
1

δ(x, t)λ

∫ t

t−δ(x,t)2

1

(t− s)2

∫ x+
√

(t−s) ln δ(x,t)√
t−s

x−
√

(t−s) ln δ(x,t)√
t−s

|x− y| |u(y, s)− u(x, s)| dy ds.

Estimación para I(x,t). Aplicamos la desigualdad de Hölder con 1
p +

1
p′ = 1, multiplicamos

y dividimos por |x− y|1+λp, estimamos por el radio de la bola espacial centrada en x, y luego

agrupamos convenientemente para obtener la cadena de desigualdades que siguen, con algún

abuso de simplificación en la notación que no necesita explicación adicional.

I(x, t)

6 1
δ(x,t)λ

∫ t

t−δ(x,t)2
1

(t−s)3

{∫ x+
√
−

x−
√
−

|x− y|3p |u(y, s)− u(x, s)|p dy
} 1

p (
(t− s) ln δ(x,t)√

t−s

) 1
2p′
ds

= 1
δ(x,t)λ

∫ t

t−δ(x,t)2
1

(t−s)3

{∫ x+
√
−

x−
√
−

|x− y|1+p(3+λ) |u(y,s)−u(x,s)|p
|x−y|1+λp dy

} 1
p (

(t− s) ln δ(x,t)√
t−s

) 1
2p′
ds

6 1
δ(x,t)λ

∫ t

t−δ(x,t)2
1

(t−s)3
(
(t− s) ln δ(x,t)√

t−s

) 1
2p

+ 3+λ
2

+ 1
2p′
{∫ x+

√
−

x−
√
−

|u(y, s)− u(x, s)|p

|x− y|1+λp
dy

} 1
p

ds

= 1
δ(x,t)λ

∫ t

t−δ(x,t)2
(t− s)

λ
2
−1

(
ln
δ(x, t)√
t− s

)2+λ
2 {

−
} 1

p
ds

=

∫ t

t−δ(x,t)2

1

t− s

(
t− s

δ(x, t)2

)λ
2
(
ln
δ(x, t)√
t− s

)2+λ
2 {

−
} 1

p
ds.
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Hacemos el cambio ω = t− s en la ĺınea anterior y estimamos la integral en y por D, aśı

I(x, t)

6 1
δ(x,t)2

∫ δ(x,t)2

0

δ(x,t)2

ω

(
ω

δ(x,t)2

)λ
2

(
1

2
ln δ(x,t)2

ω

)2+λ
2
{∫

D

|u(y,t−ω)−u(x,t−ω)|p
|x−y|1+λp dy

} 1
p

dω

=

∫
1

δ(x, t)2
X(0,1)(

ω
δ(x,t)2 )

(
ω

δ(x, t)2

)λ
2
−1(1

2
ln δ(x,t)2

ω

)2+λ
2
{∫

D

|u(y,t−ω)−u(x,t−ω)|p
|x−y|1+λp dy

} 1
p

dω

=

∫

R+

(k1)δ(x,t)2(ω)

{∫

D

|u(y, t− ω)− u(x, t− ω)|p

|x− y|1+λp
dy

} 1
p

dω

donde usamos el núcleo k1, luego estimamos por el ya muy conocido operador maximal k∗1
asociado a k1, y obtenemos

I(x, t) 6 C k∗1

(∫

D

|u(y, ·) − u(x, ·)|p

|x− y|1+λp
dy

) 1
p

(t).

Estimación para II(x,t). Es similar a la de I(x, t), salvo que aqúı el núcleo que aparece en

el lado derecho será k2. Las cuentas para las estimaciones son análogas, y obtenemos

II(x, t) 6 C k∗2

(∫

D

|u(y, ·) − u(x, ·)|p

|x− y|1+λp
dy

) 1
p

(t).

Finalmente, en (5.8) usamos las estimaciones obtenidas para I e II, y tenemos la desigual-

dad (5.7). �

Demostración del teorema 25. Aplicamos el Corolario 2 del Caṕıtulo 1 a los núcleos

k1 y k2 definidos en (5.5) y (5.6), con ϑ = λ
2 −1 en ambos y con θ = 2+ λ

2 en k1 y θ = 1+ λ
2 en el

núcleo k2 evaluados en la función g(t) =
{∫

D
|u(y,·)−u(x,·)|p

|x−y|1+λp dy
} 1

p
(t). Obtenemos puntualmente

que

k∗i



{∫

D

|u(y, ·)− u(x, ·)|p

|x− y|1+λp
dy

} 1
p


 (t) 6 CiM

−



{∫

D

|u(y, ·)− u(x, ·)|p

|x− y|1+λp
dy

} 1
p


 (t)

para i = 1, 2. De la desigualdad (5.7) y esta última estimación para k∗i , i = 1, 2, tenemos la

desigualdad que buscamos

∣∣∣∣δ(x, t)
1−λ ∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ 6 c(η, η1)(C1 + C2)M
−



{∫

D

|u(y, ·) − u(x, ·)|p

|x− y|1+λp
dy

} 1
p


 (t).

�

Mencionamos que algunos de los resultados del Caṕıtulo 4 y del Caṕıtulo 5 están contenidos

en el trabajo [AGI2].





CAPÍTULO 6

Aplicación: Regularidad simultánea espacio temporal a partir

de integrabilidad de regularidad espacial

Este caṕıtulo contiene el resultado de regularidad Besov conjunta en espacio y tiempo de las

soluciones u de la ecuación del calor cuando se tiene una regularidad Besov espacial p-integrable

en el sentido que u pertenece a Lp((0, T );Bλ
p (D)). Precisamente nuestro objetivo es probar el

siguiente resultado.

Teorema 27. Sea D un dominio Lipschitz en R
d y T > 0. Hacemos Ω = D × (0, T ). Para

cada 0 < λ < 1, cada 1 < p <∞ y cada 0 < ε < λ, si u es una temperatura en Ω y pertenece a

Lp((0, T );Bλ
p (D)), entonces u pertenece al espacio de Besov parabólico B

λ−ε
p (Ω).

Aqúı Bω
p (Ω) es el espacio de Besov parabólico, que es un espacio que involucra regularidad

Besov de orden ω en la variable espacial y ω
2 en el tiempo.

Como en el caso eĺıptico (ver [JK]), dado que las soluciones u son anaĺıticas en Ω, un

resultado como el Teorema 27, provee información sobre el comportamiento de u únicamente

cerca de la frontera parabólica de Ω.

En la Sección 6.2 introducimos los espacios de Besov parabólicos por medio de interpolación

real, en la Sección 6.1 probamos un lema que utilizaremos en la demostración del Teorema

27 y en la Sección 6.3 probamos el Teorema 27. La demostración de este resultado se basa

fuertemente en las desigualdades obtenidas en el Caṕıtulo 5.

6.1. Estimaciones del gradiente para truncaciones suaves de temperaturas

En este caṕıtulo D es un dominio Lipschitz en R
d. Comenzamos mostrando una versión

local en el tiempo del Corolario 23. Dado un dominio Lipschitz acotado D en R
d y T > 0

escribiremos δ = δ(x, t) para denotar la distancia parabólica de (x, t) ∈ Ω = D × (0, T ) a la

frontera parabólica de Ω, ∂parΩ = (∂D × [0, T )) ∪ (D × {0}).

Teorema 28. Sean 0 < λ < 1 y 1 < p 6 ∞ dados. Existe una constante C que depende de

p, λ y D pero no de T tal que para toda temperatura u en Ω tenemos las desigualdades

(6.1)
∥∥∥δ1−λ |∇u|

∥∥∥
Lp(Ω)

6 C ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)) ,

(6.2)
∥∥∥δ2−λ

∣∣∇2,1u
∣∣
∥∥∥
Lp(Ω)

6 C ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)) .
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La demostración puede obtenerse usando el mismo argumento del Caṕıtulo 5, Teoremas 19

y 21, después de una estimación de δ1−λ |∇u| en términos de una iteración de dos operadores

maximales. En la variable espacial obtenemos un operador maximal del tipo Calderón y en

el tiempo obtenemos una versión local del operador maximal de Hardy-Littlewood lateral que

también es acotado en Lp.

El objetivo de esta sección, teniendo en mente la demostración de nuestro resultado principal,

es obtener un análogo del Teorema 28 para truncaciones suaves de temperaturas. Como para

ζ ∈ C∞(Ω) la función v = ζu ya no es una solución de la ecuación del calor, necesitamos

comprobar que una función v de este tipo aún satisface desigualdades como (6.1) y (6.2). Más

precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Lema 29. Sea ζ una función en C∞(Ω). Sea u una temperatura en Ω que pertenece a

Lp((0, T );Bλ
p (D)) con 0 < λ < 1 y 1 < p 6 ∞. Entonces la función v = ζu satisface las

desigualdades

(6.3) ‖v‖Lp(Ω) 6 C ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)) ,

(6.4)
∥∥∥δ1−λ∇v

∥∥∥
Lp(Ω)

6 C ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)) ,

(6.5)
∥∥∥δ2−λ∇2,1v

∥∥∥
Lp(Ω)

6 C ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D))

para alguna constante C.

Demostración. Notamos primero que (6.3) sigue de la acotación de ζ y de la desigualdad

‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)) ≥ ‖u‖Lp(Ω). Para probar (6.4) y (6.5), como ∂v

∂xi
= ζ ∂u∂xi +

∂ζ
∂xi
u, ∂2v

∂xj∂xi
=

ζ ∂2u
∂xj∂xi

+ 2 ∂ζ
∂xj

∂u
∂xi

+ ∂2ζ
∂xj∂xi

u, ∂v
∂t = ζ ∂u∂t +

∂ζ
∂tu y todas las derivadas de ζ son acotadas, por el

Teorema 28, basta probar que las normas Lp(Ω) de cada una de las funciones δ1−λu, δ2−λu,

δ2−λ |∇u| para 0 < λ < 1, están acotadas por ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)). Como D es acotado tenemos

que
∣∣δ1−λu

∣∣ 6 C |u|,
∣∣δ2−λu

∣∣ 6 C |u| y
∣∣δ2−λ∇u

∣∣ 6 C
∣∣δ1−λ∇u

∣∣ para alguna constante C. �

6.2. Los espacios de Besov parabólicos como espacios de interpolación

En el Teorema 27 dos clases de espacios de Besov están involucradas. Por Bλp(D) denotamos

el espacio de Besov eĺıptico Bλ,pp (D) de las restricciones a D del clásico Bλ,qp (Rd) cuando q = p.

Por otro lado, el espacio de Besov parabólico B
λ
p(Ω) se obtiene por interpolación entre el espacio

de Lebesgue Lp(Ω) y un espacio de tipo Sobolev no isotrópico. Describimos este contexto con

más detalle. Denotamos por ∇2,1 al operador diferencial que se aplica a una función real suave

v = v(x, t) definida en Ω y produce el vector de todas las derivadas parciales espaciales de

segundo orden de v y sus derivadas de primer orden en el tiempo. Para un entero positivo k

usaremos la expresión
(
∇2,1

)k
para denotar el vector que se obtiene por iteración de ∇2,1 k

veces. Notamos que una componente general de este vector puede ser brevemente escrita como

∂αv donde α = (α′;αd+1) = (α1, . . . , αd;αd+1) con |α′| + 2αd+1 = 2k donde |α′| = ∑d
i=1 αi.
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Escribimos Ak para denotar el conjunto de aquellos α para un k ∈ IN dado. Extendemos esta

notación al caso k = 0 por A0 = {(0, . . . , 0; 0)}. El espacio de Sobolev no isotrópico W
k
p(Ω) es

la clausura de C∞(Ω) con respecto a la norma

‖v‖
Wk

p(Ω) =
∑

α∈Ak

∑

β6α

∥∥∥∂βv
∥∥∥
Lp(Ω)

.

El caso más simple, cuando k = 1, puede ser descripto como el espacio de las funciones en Lp(Ω)

para las cuales las derivadas débiles ∂
∂xi

, ∂2

∂xj∂xi
y ∂
∂t pertencen a Lp(Ω).

Señalamos que si v(x, t) = v(x) entonces v ∈ W
k
p(Ω) si y sólo si v ∈ W2k

p (D), el clásico

espacio eĺıptico de Sobolev en D. En otras palabras, y a pesar de la notación, la regularidad

espacial involucrada en W
k
p(Ω) es dos veces el valor del ı́ndice k.

Ahora estamos en posición de introducir el espacio de Besov no isotrópico que se obtiene

por interpolación real entre Lp(Ω) y W
k
p(Ω). Más precisamente, y atendiendo a la observación

del párrafo precedente, definimos Bτ
p(Ω) = [Lp(Ω),W1

p(Ω)] τ
2 ,p

para 0 < τ < 2.

Notar que el parámetro τ en la escala de los espacios de Besov parabólicos involucra regu-

laridad espacial de orden τ pero regularidad temporal de orden τ
2 como reflejo de la anisotroṕıa

en el espacio de Sobolev parabólico.

Siguiendo la demostración del Teorema 4.1 en [JK], usaremos el enfoque de trazas a la

norma de los espacios de Besov parabólicos obtenidos por interpolación real (ver Sección 1.6

del Caṕıtulo 1). Introducimos dos formas diferentes de acotar la norma en B
τ
p(Ω) con τ = 2ω

y 0 < ω < 1 que serán usadas en tres situaciones geométricas diferentes para un punto en la

frontera parabólica de Ω. Nos ponemos en el contexto de la Sección 1.6 del Caṕıtulo 1 (pág. 8)

con A0 = W
1
p(Ω); A1 = Lp(Ω); γ = 1 − ω; p0 = p1 = p y dos casos particulares de m: m = 1

y m = 2, y recordando la relación γ = η0
η0+m−η1 . Para estimar superiormente la norma de v en

B
τ
p(Ω) = B

2ω
p (Ω) = [Lp(Ω),W1

p(Ω)]ω,p = [W1
p(Ω), L

p(Ω)]γ,p nos bastará encontrar un número η0

y una función f : [0,∞) → Lp(Ω)+W
1
p(Ω) con f(0) = v de modo que alguna de las expresiones

siguientes sea finita

(i)

∫ ∞

0
‖sη0f(s)‖p

W1
p(Ω)

ds

s
+

∫ ∞

0

∥∥∥s2−
ω

1−ω η0f ′′(s)
∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

s
,

(ii)

∫ ∞

0
‖sη0f(s)‖p

W1
p(Ω)

ds

s
+

∫ ∞

0

∥∥∥s1−
ω

1−ω η0f ′(s)
∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

s
.

6.3. Prueba del Teorema 27

De acuerdo al argumento de localización expuesto en la Sección 1.3, para probar el teorema,

mostraremos que ζu pertenece al espacio de Besov parabólico B
λ
p(Ω) para cada uno de los

cuatro tipos de funciones ζ involucradas, de acuerdo al tipo de conjunto abierto O en el cual

esté soportada. Dividiremos entonces nuestro análisis en los cuatro casos correspondientes a los

cuatro distintos tipos de abiertos que intervienen en el cubrimiento abierto: OI, OII, OIII y OIV.
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Estimaciones cuando ζ es de tipo I. Como u es una solución de la ecuación del calor

en Ω, entonces ζu, que es de clase C∞ y de soporte compacto, pertenece a cualquier espacio de

Besov puesto que está en el correspondiente espacio de Sobolev parabólico. �

Los casos II, III y IV involucran puntos en la frontera de Ω y todos ellos se basan en el

Lema 29 y en el método de trazas a las normas de Besov parabólicas descriptas en la Sección 6.2.

Estimaciones cuando ζ es de tipo II. Probaremos que para ε > 0 y suficientemente

chico (0 < ε < λ), (i) es finita si tomamos ω = 1 − λ−ε
2 , η0 = 2 − λ + ε y f(s) = fII(s) =

v(x′, y+s; t)θ(s), donde v(x′, y; t) = ζ(x′, y; t)u(x′, y; t) (aqúı x = (x′, y) con x′ ∈ R
d−1 e y ∈ R),

θ una función C∞ con soporte compacto contenido en el intervalo (− r
4 ,

r
4), θ(s) = 1 para |s| < r

8 ,

y ζ una función cuyo soporte esta contenido en un conjunto del tipo OII. Por la invariancia por

traslaciones de la ecuación del calor y sus soluciones, podemos suponer que el conjunto de tipo

OII es de la forma B(r) × (r2, T ) con B(r) = B(0, r), entonces el soporte de ζ está contenido

en B(r)× (r2, T ) con ζ(x; t) = 1 en B( r2)× (r2, T ). Más precisamente, demostraremos que

(6.6)

∫ ∞

0
‖sη0fII(s)‖pW1

p(Ω)

ds

s
+

∫ ∞

0

∥∥∥sη1f ′′
II(s)

∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

s

es finita con η0 = 2− λ+ ε = η1.

Notamos que f(0) = v(x; t). El hecho que f ∈ Lp(Ω) + W 1
p (Ω) se obtiene de que u ∈

Lp((0, T );Bλ
p (D)), y está contenida en la primera estimación de abajo.

Para estimar la primera integral en (6.6), tenemos que hacer estimaciones en integrales

que involucran la norma Lp(Ω) para f(s), ∇f(s) = ∇v(x′, y + s; t)θ(s), y para ∇2,1f(s) =

∇2,1v(x′, y + s; t)θ(s).

Comenzamos con la estimación para f(s). En la primera desigualdad que sigue usamos

que el soporte de θ está contenido en (0, r4) y que θ está acotada. También, que el soporte

de ζ está contenido en la bola B(r) × (r2, T ) y que ζ está acotada. Usamos que si (x′, y) ∈
(D + (0, s)) ∩B(r) y 0 < s < r

8 , entonces (x
′, y) ∈ D ∩B(r).

∫ ∞

0
sη0p−1 ‖f(s)‖pLp(Ω) ds

=

∫ ∞

0
sη0p−1

(∫∫∫ ∣∣v(x′, y + s; t)θ(s)
∣∣p dx′dydt

)
ds

6

∫ r
4

0
sη0p−1

(∫∫∫ ∣∣v(x′, y + s; t)
∣∣p dx′dydt

)
ds

6

∫ r
4

0
sη0p−1



∫ T

r2

∫∫

D∩B(r)

∣∣v(x′, y; t)
∣∣p dx′dydt


 ds

6 c ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D))

∫ r
4

0
sη0p−1ds.
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En la última desigualdad usamos (6.3) en Lema 29, y la última integral es finita para cualquier

η0 > 0 en particular para el querido.

Estimamos ∇f(s). Aqúı usamos que para los (x′, y) ∈ D∩B(r), como D es Lipschitz, existe

una constante c tal que s 6 cδ(x′, y + s). Además que la distancia parabólica coincide con la

eucĺıdea δ(x′, y) = δ(x′, y; t) y la desigualdad (6.4).

∫ ∞

0
sη0p−1

∥∥∥∥
∂f(s)

∂xi

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

=

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫∫∫ ∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y + s; t)θ(s)

∣∣∣∣
p

dx′dydt

)
ds

6

∫ r
4

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫∫∫ ∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y + s; t)

∣∣∣∣
p

dx′dydt

)
ds

=

∫ r
4

0

s(2−λ+ε)p−1

s(1−λ)p

(∫∫∫ ∣∣∣∣s
1−λ ∂v

∂xi
(x′, y + s; t)

∣∣∣∣
p

dx′dydt

)
ds

6

∫ r
4

0

s(2−λ+ε)p−1

s(1−λ)p

(∫ T

r2

∫∫ ∣∣∣∣δ
1−λ(x′, y + s; t)

∂v

∂xi
(x′, y + s; t)

∣∣∣∣
p

dx′dydt

)
ds

=

∫ r
4

0

s(2−λ+ε)p−1

s(1−λ)p



∫ T

r2

∫∫

(D+(0,s))∩B(r)

∣∣∣∣δ
1−λ(x′, y; t)

∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
p

dx′dydt


 ds

6

∫ r
4

0

s(2−λ+ε)p−1

s(1−λ)p



∫ T

r2

∫∫

D∩B(r)

∣∣∣∣δ
1−λ(x′, y; t)

∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
p

dx′dydt


 ds

6 c ‖u‖p
Lp((0,T );Bλ

p (D))

∫ r
4

0
sp(1+ε)−1ds

y la última integral es finita.

Para estimar las integrales correspondientes al ∇2,1f , es decir para las integrales

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

∥∥∥∥
∂2f(s)

∂x2i

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds y

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

∥∥∥∥
∂f(s)

∂t

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

las cuentas son prácticamente análogas a las anteriores, salvo que tenemos δ2−λ para tener la

correcta desigualdad en norma a aplicar.

Estimamos la segunda integral en (6.6) con η1 = 2− λ+ ε. Tenemos que f ′(s) = ∂v
∂y (x

′, y +

s; t)θ(s) + v(x′, y + s; t)θ′(s), y derivando otra vez obtenemos que

f ′′(s) =
∂2v

∂y2
(x′, y + s; t)θ(s) + 2

∂v

∂y
(x′, y + s; t)θ′(s) + v(x′, y + s; t)θ′′(s).

Aplicando la desigualdad triangular, resta estimar y ver que las integrales siguientes son finitas.

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

∥∥∥∥
∂2v

∂y2
(x′, y + s; t)θ(s)

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds,
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∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

∥∥∥∥
∂v

∂y
(x′, y + s; t)θ′(s)

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds,

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

∥∥v(x′, y + s; t)θ′′(s)
∥∥p
Lp(Ω)

ds.

Observar que estas integrales ya las hemos estimado, en estos casos además debemos usar que

θ es C∞(R) con soporte acotado, por lo tanto θ, θ′ y θ′′ son acotadas.

�

Estimaciones cuando ζ es de tipo III. Probaremos que (ii) es finita si tomamos ω =

1− λ
2 , η0 = 1− λ

2 y f(s) = fIII(s) = v(x; t+ s)θ(s), donde el soporte de ζ está contenido en un

conjunto de tipo OIII, y el soporte de θ está contenido en el intervalo (−r2, r2). En este caso el

desplazamiento solo afecta la variable tiempo. Mostraremos que las integrales

(6.7)

∫ ∞

0
‖sη0fIII(s)‖pW1

p(Ω)

ds

s
+

∫ ∞

0

∥∥∥sη1f ′
III(s)

∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

s

son finitas si tomamos η0 = 1− λ
2 = η1.

Estimamos la primera integral en (6.7).

∫ ∞

0
sη0p−1 ‖fIII(s)‖pLp ds =

∫ ∞

0
s(1−

λ
2 )p−1

(∫∫

Ω
|v(x; t+ s)θ(s)|p dxdt

)
ds

6

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1

(∫∫

Ω
|v(x; t+ s)|p dxdt

)
ds

6

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1



∫ r2+s

s

∫

D∩B(r)

|v(x; t)|p dxdt


 ds

6

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1



∫ T+s

r2+s

∫

D∩B(r)

|v(x; t)|p dxdt


 ds

6

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1



∫ 2r2

0

∫

D∩B(r)

|v(x; t)|p dxdt


 ds

6

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1

(∫∫

Ω
|v(x; t)|p dxdt

)
ds

6 c ‖u‖p
Lp((0,T );Bλ

p (D))

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1ds.

El r es suficientemente pequeño, notar que la constante en el lado derecho de todas estas

desigualdades depende del r pero no es relevante. Aqúı volvimos a usar la desigualdad (6.3) de

nuestro Lema 29 aplicado a una ζ de tipo III. La última integral resulta finita.

Las funciones ∂f
∂xi

(s), ∂2f
∂xj∂xi

(s), y ∂f
∂t (s) son análogas a la de fII con la traslación en la

variable del tiempo. Usamos que 0 < s < t < s+2r2 < 3r2 para obtener la contención para x ∈ D
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con d(x, ∂D) > r
2 fijo,

{
(s, t) : s < t < 2r2 + s; 0 < s < r2

}
⊂
{
(s, t) : 0 < t < 3r2; 0 < s < t

}
.

Luego aplicamos el Teorema de Fubini, y usamos que δ2(x; t) ≥ t para (x; t) en OIII.

∫ ∞

0
s(1−

λ
2 )p−1

∥∥∥∥
∂f(s)

∂xi

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

=

∫ ∞

0
s(1−

λ
2 )p−1

(∫∫

Ω

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x; t+ s)θ(s)

∣∣∣∣
p

dxdt

)
ds

6

∫ ∞

0
s(1−

λ
2 )p−1θp(s)

∫∫

{x∈D,d(x,∂D)>
r
2 ;0<t<2r2}

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x; t+ s)

∣∣∣∣
p

dxdtds

6

∫ r2

0
s(1−

λ
2 )p−1

∫∫

{x∈D,d(x,∂D)>
r
2 ; s<t<2r2+s}

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
p

dxdt ds

6

∫

{x∈D,d(x,∂D)>
r
2}

∫ 3r2

0

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
p(∫ t

0
s(1−

λ
2 )p−1ds

)
dtdx

6
1

(1− λ
2 )p

∫ 3r2

0

∫

D

∣∣∣∣(δ
2)1−

λ
2 (x; t)

∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
p

dtdx

6
1

(1− λ
2 )p

∫∫

Ω

∣∣∣∣δ
2−λ(x; t)

∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
p

dtdx

6 c

∫∫

Ω

∣∣∣∣δ
1−λ(x; t)

∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
p

dtdx

6 c ‖u‖p
Lp((0,T );Bλ

p (D))

donde usamos la desigualdad (6.4) del Lema 29. Análoga a la anterior es la estimación para

∫ ∞

0
s(1−

λ
2 )p−1

∫∫ ∣∣∣∣
∂2v

∂xj∂xi
(x; t+ s)θ(s)

∣∣∣∣
p

dxdtds

y para
∫ ∞

0
s(1−

λ
2 )p−1

∫∫ ∣∣∣∣
∂v

∂t
(x; t+ s)θ(s)

∣∣∣∣
p

dxdtds.

Para estimar la segunda integral, como f ′(s) = ∂v
∂t (x; t + s)θ(s) + v(x; t + s)θ′(s), por la

desigualdad triangular basta estimar las integrales

∫ ∞

0
sη1p−1

(∫∫

Ω

∣∣∣∣
∂v

∂t
(x; t+ s)θ(s)

∣∣∣∣
p

dxdt

)
ds

∫ ∞

0
sη1p−1

(∫∫

Ω

∣∣v(x; t+ s)θ′(s)
∣∣p dxdt

)
ds

Las integrales precedentes realmente ya fueron estimadas con η1 = 1− λ
2 y mostramos que son

finitas salvo con θ en lugar de θ′. �
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Estimaciones cuando ζ es de tipo IV. En este caso mostraremos que para ω = 1− λ−ǫ
2

y η0 = 2−λ+ ε con ε pequeño y para la función con desplazamiento parabólico, s en el espacio

y s2 en el tiempo, f(s) = fIV(s) = v(x′, y + s; t + s2)θ(s), la expresión (ii) es finita, donde

v(x′, y; t) = ζ(x′, y; t)u(x′, y; t) con el soporte de ζ contenido en B(r)× (−2r2, 2r2). Probaremos

que

(6.8)

∫ ∞

0
‖sη0fIV(s)‖pW1

p(Ω)

ds

s
+

∫ ∞

0

∥∥∥sη1f ′
IV(s)

∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

s

es finita cuando η0 = 2− λ+ ε y η1 = 1− λ+ ε. Como en los casos anteriores, empezamos con

una estimación para f
∫ ∞

0
sη0p−1 ‖fIV(s)‖pLp ds =

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫∫

Ω

∣∣v(x′, y + s; t+ s2)θ(s)
∣∣p dxdt

)
ds

6

∫ r2

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫∫

Ω
|v(x; t + s)|p dxdt

)
ds

6

∫ r2

0
s(2−λ+ε)p−1



∫ r2+s

s

∫

D∩B(r)

|v(x; t)|p dxdt


 ds

6

∫ r2

0
s(2−λ+ε)p−1



∫ T+s

r2+s

∫

D∩B(r)

|v(x; t)|p dxdt


 ds

6

∫ r2

0
s(2−λ+ε)p−1



∫ 2r2

0

∫

D∩B(r)

|v(x; t)|p dxdt


 ds

6

∫ r2

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫∫

Ω
|v(x; t)|p dxdt

)
ds

6 c ‖u‖p
Lp((0,T );Bλ

p (D))

∫ r2

0
s(2−λ+ε)p−1ds

6 c r
2p(2−λ+ε)

p(2−λ+ε) ‖u‖p
Lp((0,T );Bλ

p (D))

Para estimar ∇f(s) que es igual a ∇v(x′, y + s, t+ s2)θ(s), vemos que
∫ ∞

0

∥∥∥∥s
η0 ∂v

∂xi
θ

∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

ds

s

=

∫ ∞

0
s(2−λ+ε)p−1θp(t)

(∫∫∫

Ω

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y + s; t+ s2)

∣∣∣∣
p

dx′dydt

)
ds

6

∫ r

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫∫∫

Ω+(0,s;s2)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y′; t′)

∣∣∣∣
p

dx′dy′dt′
)
ds(6.9)

Para (x′, y′, t′) ∈ Ω + (0, s, s2) la región de integración para todas las variables (x′, y, t, s)

está dada porR =
{
(x′, y, t, s) : 0 < s < r, |x′|d−1 < r, y > φ(x′) + s, |y − s| < r, s2 < t < s2 + r

}
.

Podemos ver que R ⊆ R1 ∪R2, donde

R1 =
{
(x′, y, t, s) : r2 < t < 2r2,

√
t− r2 < s < r,

∣∣x′
∣∣
d−1

< r, φ(x′) + s < y < s+ r
}
;
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R2 =
{
(x′, y, t, s) : 0 < t < r2, 0 < s <

√
t,
∣∣x′
∣∣
d−1

< r, φ(x′) + s < y < s+ r
}
.

Luego basta estimar la integral (6.9) en R1 y R2 respectivamente. En R1, después de multiplicar

y dividir por δ(1−λ)p(x′, y; t), y usar que δ(x′, y; t) ≥ c s para alguna constante c puesto que√
t > r > s y δ(x′, y) ≃ y − φ(x′) > s, vemos que

∫ 2r2

r2

∫ r

√
t−r2

s(2−λ+ε)p−1

(∫

|x′|<r

∫ s+r

φ(x′)+s

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
p

dydx′
)
ds dt

6 c(λ−1)p

∫ 2r2

r2

∫ r

√
t−r2

s(2−λ+ε)p−1

s(1−λ)p

(∫

|x′|<r

∫ s+r

φ(x′)+s

(
δ(1−λ)(x′, y; t)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
)p

dydx′
)
dsdt

6 c(λ−1)p

∫ 2r2

r2

∫ r

0
s(1+ε)p−1

(∫∫

D

(
δ(1−λ)(x′, y; t)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
)p

dydx′
)
dsdt

= c(λ−1)p r(1+ε)p
∫ 2r2

r2

∫∫

D

(
δ(1−λ)(x′, y; t)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
)p

dydx′dt

6 c(r, ε)

∫∫

Ω

(
δ(1−λ)(x, t)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
)p

dxdt

y aplicamos la desigualdad (6.4), y tenemos que la integral en Ω es finita. En la región R2

observamos que aunque s sea próximo a cero podemos casi repetir el argumento anterior. Como

en R2 se cumple que t < r2 y s <
√
t tenemos que s2 < t < r2, resulta también como antes que

δ(x′, y, t) ≥ c s, entonces la integral en (6.9) se puede estimar como sigue

∫ r

0
s(2−λ+ε)p−1

(∫ r2

s2

∫

|x′|d−1<r

∫ s+r

φ(x′)+s

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
p

dydx′dt

)
ds

6 c(λ−1)p

∫ r

0

s(2−λ+ε)p−1

s(1−λ)p

(∫ r2

s2

∫

|x′|d−1<r

∫ s+r

φ(x′)+s

(
δ1−λ(x′, y; t)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x′, y; t)

∣∣∣∣
)p

dydx′dt

)
ds

6 c(λ−1)p r(1+ε)p
∫∫

Ω

(
δ1−λ(x, t)

∣∣∣∣
∂v

∂xi
(x; t)

∣∣∣∣
)p

dxdt.

Para estimar las derivadas segundas, como ∇2f(s) = ∇2v(x′, y + s; t + s2)θ(s), el argumento

es análogo al anterior pero como tenemos derivadas segundas de v multiplicamos y dividimos

por s(2−λ)p, y entonces aplicamos la desigualdad (6.5). Para la derivada respecto de t, ∂tf(s) =

2s ∂tv(x
′, y+ s; t+ s2)θ(s), tenemos una potencia más en s, pero la estimación es como antes en

las regiones R1 y R2, también multiplicamos y dividimos por s(2−λ)p y usamos de nuevo (6.5),

como se muestra sintéticamente abajo.
∫ ∞

0
sη0p ‖s ∂tv θ‖pLp(Ω)

ds

s

6

∫ ∞

0
s(2−λ+ε+1)p−1

(∫∫∫

Ω+(0,s,s2)
|∂tv(x, y; t)|p dx dy dt

)
ds

6

∫ ∞

0

s(3−λ+ε)p−1

s(2−λ)p

∫∫

Ω

(
δ2−λ(x, t) |∂tv(x; t)|

)p
dx dt

6 c r(1+ε)p ‖u‖Lp((0,T );Bλ
p (D)) .
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Para mostrar que la segunda integral en (6.8) es finita (la que depende de η1), aplicamos la re-

gla de la cadena y vemos que la derivada de f es
[
∂v
∂y (x

′, y + s; t+ s2) + 2s ∂v∂t (x
′, y + s; t+ s2)

]
θ(s)+

v(x′, y + s; t + s2)θ′(s). Y los términos involucrados aqúı ya fueron estimados realmente, sólo

hay que reescribir las estimaciones anteriores con η1 = 1− λ− ε en lugar del η0 = 2− λ+ ε.

�

Hemos terminado la demostración del Teorema 27.



Conclusiones

A partir de fórmulas del valor medio para temperaturas con núcleos formados por

funciones caracteŕısticas es posible obtener fórmulas del valor medio con núcleos de

convolución que tienen suavidad espacial en cada instante fijo.

Aunque los núcleos del valor medio parabólico no tienen variables espaciales y tempora-

les separadas, los operadores maximales de Hardy-Littlewood controlan a las soluciones,

la maximal de Hardy-Littlewood a la parte espacial y la maximal lateral a la temporal

y, por lo tanto, los teoremas básicos de convergencia del análisis armónico son válidos

en este contexto.

La composición de operadores de tipo Calderón y maximales laterales controlan pun-

tualmente a las derivadas espaciales de las temperaturas, y por consiguiente a las tem-

porales.

La integrabilidad temporal de la regularidad espacial, medida en términos de normas de

Besov asegura la integrabilidad de ponderaciones por potencias correctas de la distancia

parabólica a un dominio ciĺındrico de gradientes espacio temporales de temperaturas.

La regularidad simultánea en las variables espacio y tiempo es consecuencia de la inte-

grabilidad Lebesgue en el tiempo de la norma Besov eĺıptica de una temperatura.

El resultado puede ser un insumo útil en el estudio de la automejora de la regularidad

Besov espacio temporal de temperaturas y en el análisis de velocidad de convergencia

para aproximaciones no lineales de soluciones.
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Una mirada inquisitiva a las demostraciones anaĺıticas rigurosas, necesitamos

casi recurrentemente, para que la lejana ecuación del calor propuesta por Fou-

rier para describir la evolución de la temperatura en un cuerpo sólido, nos diga

algo más que tal vez es esquivo a otras visiones matemáticas.


