UNIVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL
FACULTAD DE INGENIERIA QUIMICA

TESIS PRESENTADA COMO PARTE DE LOS REQUISITOS DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL
LITORAL PARA LA OBTENCION DEL GRADO ACADEMICO DE

Doctor en Matematica

EN EL CAMPO DE: Analisis

TiTULO DE LA TESIS:
Regularidad Besov espacio temporal de temperaturas

INSTITUCION DONDE SE REALIZO:
Instituto de Matemética Aplicada del Litoral (CONICET, UNL)
Departamento de Matematica, FIQ (UNL)

AUTOR:

Ivana Goémez

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Hugo Aimar
CODIRECTOR DE TESIS:
Dra. Bibiana Iaffei

JURADO DE LA TESIS COMPUESTO POR:

Dr. Julian Ferndndez Bonder, Dr. Francisco Javier Martin-Reyes, Dra. Gladis Pradolini

ANO DE PRESENTACION: 2008






Agradecimientos

Este trabajo fue posible por la guia, el empefio y el esfuerzo de mis directores Hugo Aimar y
Bibiana Iaffei. Gracias por los dias, los atardeceres y la noche cayendo sobre los papeles, escritos
con cuentas, con intuiciones, con dibujos, con colores, con lo que guardamos. Ain, es como que

no puedo estimar lo que aprendi con ellos.

Mi doctorado y su resultado final, esta tesis, fueron desarrollados por medio de la beca

doctoral que me otorgé el Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas.
Al jurado, gracias por leer este trabajo, por sus opiniones y comentarios.

Quiero agradecer al IMAL, y a todos sus integrantes, por darme un ambito. En especial,
a mis companeros diarios de oficina en “Casa Blanca”, por los momentos durante el andar del

doctorado.
Gracias a Marilina, por estar ahi al lado, por su tenacidad y su amistad. Y por su Franco.

A mis hermanos y a mis padres por esa presencia y ese apoyo invaluables.

111






Indice general

Agradecimientos
Resumen

Introduccion
Antecedentes. El caso eliptico
El problema central de este trabajo. El caso parabdlico
FEtapas en la resolucion del problema. Técnicas de analisis real usadas

Organizacién de la tesis

Capitulo 1. Preliminares
1.1. Dominios
1.2.  Métrica parabdlica
1.3.  Descomposicién y localizacién de 2 = D x (0,7)
1.4. Operadores maximales de tipo Hardy-Littlewood
1.5. Espacios de regularidad de Besov
1.6. Espacios de interpolaciéon

1.7. Operadores maximales de tipo Calderén

Capitulo 2. Férmulas del valor medio
2.1. Férmulas del valor medio elipticas
2.2.  Dos férmulas bésicas del valor medio para soluciones de la ecuacién del calor

2.3. Férmulas del valor medio parabdlicas con nicleos suaves en la variable espacial

Capitulo 3. Aproximaciones de la identidad para el nicleo del valor medio caldrico
3.1. Aproximaciones de la identidad laterales parabdlicas

3.2. Estimaciones maximales para el nucleo del valor medio

Capitulo 4. Derivadas espaciales del nucleo del valor medio
4.1. Férmula de representacion de las derivadas para d =1
4.2. Anélisis de las derivadas del nucleo del valor medio parabdlico
4.3. Otra representacion “integral” de la distribucién DK

4.4. Derivadas del operador inducido por el nicleo K como operador de convolucién

Capitulo 5. Estimaciones maximales para gradientes de temperaturas

II1

VII

IX
IX
IX

XI

© J O W ==

13
13
14
17

23
24
25

31
32
34
37
38

39



VI Indice general

5.1. Estimaciones por funciones maximales del operador inducido por las derivadas del
ntcleo del valor medio

5.2. Estimaciones para las derivadas espaciales y temporales de temperaturas sobre
dominios cilindricos

5.3. Estimaciones LP para gradientes espacio-tiempo de temperaturas en términos de
normas mixtas de tipo Lebesgue-Besov

5.4. Una prueba alternativa de las estimaciones LP

Capitulo 6. Aplicacién: Regularidad simultédnea espacio temporal a partir de integrabilidad
de regularidad espacial
6.1. Estimaciones del gradiente para truncaciones suaves de temperaturas
6.2. Los espacios de Besov parabdlicos como espacios de interpolacién
6.3. Prueba del Teorema 27

Conclusiones

Bibliografia

39

41

43
45

49
49
50
o1

59

61



Resumen

El tema central de esta tesis es el estudio de la regularidad de soluciones de la ecuacién del

calor medida en términos de normas de Besov.

Jerison y Kenig prueban que la finitud de una norma de Besov de una funcién arménica
en un dominio Lipschitz es suficiente para la integrabilidad de una potencia del gradiente de
la solucién ponderada por otra potencia de la distancia a la frontera, y ademaés, con técnicas
de interpolacién, muestran que estimaciones de normas de Lebesgue del gradiente de una fun-
cién arménica son suficientes para su regularidad Besov. Estos resultados sugieren que, para
soluciones de la ecuacién del calor en dominios cilindricos con base Lipschitz, propiedades de
regularidad Besov espacial podrian convertirse bajo la difusién en propiedades de regularidad
espacio temporal. El resultado final de esta tesis demuestra que éste es el caso si la regularidad

espacial es integrable en el tiempo en un sentido preciso.

Para obtener esa integrabilidad en el tiempo de la regularidad espacial, usamos una estima-
cién puntual de ponderaciones por potencias adecuadas de la distancia parabdlica a la frontera
parabdlica del dominio cilindrico, de gradientes espacio temporales de temperaturas en términos
de la iteracién de dos operadores maximales bien estudiados en andlisis armdénico: maximales

de Hardy-Littlewood laterales en el tiempo y maximales de Calderén en el espacio.

El esquema de demostracion tiene su punto de partida, como el caso eliptico, en una iden-
tidad del valor medio, es decir, calculamos las derivadas espaciales usando una representacion
de soluciones como convoluciones de las mismas con nicleos que tengan suavidad espacial para
tiempo fijo. A partir de estas férmulas del valor medio parabdlicas con regularidad adecua-
da se aborda el problema del analisis de los operadores que se obtienen por convoluciéon con
derivaciones espaciales de aquellos nticleos. A diferencia del nicleo del valor medio, que es inte-
grable, los correspondientes derivados son singulares. La estructura de estos nicleos singulares
es complicada, en el sentido que las variables espaciales y temporales no estan separadas. No
obstante, es posible estimarlos, en términos de la composicién de un operador espacial y de
otro temporal. El operador temporal involucrado es de convolucién con un nticleo monétono
soportado en una semirrecta, lo que conduce a su control por uno de Hardy-Littlewood lateral.
El operador espacial, en cambio es el que registra la regularidad en el espacio y es de tipo Cal-
derén. Cuando esos operadores se aplican a temperaturas, es la propia ecuacién del calor la que
nos provee de las correspondientes estimaciones para derivadas temporales. Las estimaciones en

norma de Lebesgue son consecuencia de la estimaciéon puntual y del andlisis de acotaciéon de
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VIIT RESUMEN

los dos operadores maximales involucrados sobre los espacios adecuados: espacios de Lebesgue

para la variable temporal y espacios de Besov para la variable espacial.

Para medir regularidad conjunta en las variables espacio y tiempo se introducen espacios
y normas de Besov parabdlicos, como interpolacién entre espacios de Lebesgue y de Sobolev

anisotropicos, y se usa la técnica de trazas para la estimacién de las normas de interpolacién.



Introduccion

Antecedentes. El caso eliptico

Una funcién arménica en un dominio de R? es infinitamente diferenciable. Este hecho es
consecuencia de las identidades del valor medio que caracterizan el comportamiento local de las
funciones arménicas. Contrastando con esta regularidad interior total, las funciones arménicas y
sus derivadas pueden perder integrabilidad debido a su comportamiento en las proximidades de
la frontera. Una estrategia usada por Jerison y Kenig en [JK] es estudiar la regularidad de las
soluciones en un sentido mas débil, o tal vez mas sutil, pero global, para obtener estimaciones
en LP para las derivadas en términos de normas de espacios que midan esa regularidad como

los de Besov.

Jerison y Kenig demostraron en [JK, Teorema 4.1] que la finitud de una norma de Besov
de una funcién armoénica u en un dominio Lipschitz es suficiente para la integrabilidad de una
potencia del gradiente de u ponderada por otra potencia de la distancia a la frontera. De la
férmula del valor medio cuyo nicleo es suave obtienen una estimacién puntual para el gradiente
de una solucién por una potencia de la distancia a la frontera. Las normas de Besov miden
regularidad de funciones en términos del tamano de sus médulos de continuidad en espacios
de Lebesgue. En las mismas estan presentes parametros de regularidad e integrabilidad. En
[DD], Dahlke y DeVore utilizan el resultado de Jerison-Kenig para probar que para funciones
armonicas el parametro de regularidad se incrementa a expensas del de integrabilidad. Dalhke y
DeVore hacen otra prueba del resultado de Jerison y Kenig, la diferencia es que en la estimacién
puntual luego de usar la propiedad del valor medio, obtienen una estimaciéon que involucra un
operador maximal que mide la suavidad, del tipo Calderén, y entonces el problema en términos

de normas es ahora un problema de acotacién de este operador maximal por normas de Besov.

Por otra parte, en el mismo trabajo que mencionamos arriba, Jerison y Kenig, usando
técnicas de interpolacion, muestran que, estimaciones de normas de Lebesgue de adecuadas

ponderaciones del gradiente de una funcién arménica son suficientes para su regularidad Besov.

El problema central de este trabajo. El caso parabdlico

La solucién del problema % = Au en Rﬂlfl =R? x (0,00) con u(z,0) = f(z),z € Ry f
en un espacio adecuado de distribuciones estd dada por u(z,t) = (Wy * f)(x), con W; el nicleo
de Gauss-Weierstrass. Asi, independientemente de las irregularidades de f, u(z,t) es de clase

%OO(IRT'I) y ademas a medida que t crece las oscilaciones de f se amortiguan y la solucién u es
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todavia maés suave. Esa propiedad elemental revela un hecho profundo que se pone de manifiesto
muchas veces en el andlisis de regularidad de difusiones. La desigualdad de Harnack parabdlica
puede verse también como una manifestacién de este principio de regularizacién intrinseco a la

difusién.

En otra direccién, podemos preguntarnos qué propiedades de regularidad espaciales se trans-
fieren en regularidad de Besov espacio temporal. Observamos que no estan prescriptas condi-
ciones iniciales ni tampoco de frontera, sélo se tiene una temperatura en un dominio cilindrico
de la que se conocen propiedades de regularidad espaciales a tiempo fijo y se pretende obtener

regularidad global simultdnea en espacio y tiempo.

Para el caso de soluciones de la ecuacion del calor en dominios cilindricos 2 con base
Lipschitz, los resultados elipticos mencionados sugieren que propiedades de regularidad Besov
espacial podrian, o tal vez deberian, convertirse bajo la difusién en propiedades de regularidad
espacio-temporal. El resultado final de esta Tesis, contenido en el Teorema 27 del Capitulo 6

demuestra que este es el caso si la regularidad espacial es integrable en el tiempo.

Etapas en la resoluciéon del problema. Técnicas de analisis real usadas

s Férmulas del valor medio parabdlicas. Como en el caso eliptico, nuestro pun-
to de partida para el calculo de las derivadas espaciales es la representacion de so-
luciones como convoluciones de las mismas con ntcleos que tengan suavidad espa-
cial para tiempo fijo. Mencionamos que en la literatura especifica hay varios trabajos
relativos a representaciones del valor medio de temperaturas, tales son los casos de
[Pinl, Pin2, Ful, Wat2, Watl, SW] que contienen resultados obtenidos por Pi-
ni, Fulks, Watson y Suzuki. Sin embargo para nuestros fines, hemos obtenido de dos

maneras férmulas del valor medio con ntcleos suaves en la variable espacial.

= Operadores de los nucleos derivados. Una vez obtenidas férmulas del valor medio
parabdlicas con regularidad adecuada se presenta el problema del anélisis de los opera-
dores que se obtienen por convolucién con derivaciones espaciales de aquellos nticleos. A
diferencia del nucleo del valor medio, que es integrable, los correspondientes derivados
son singulares. Esto se refleja en el hecho que la representacion de derivadas espaciales
de soluciones de la ecuacién del calor tiene forma de convoluciéon con una distribu-
cion. El estudio de esta distribucién para érdenes arbitrarios de derivacién, requiere un

analisis detallado de la estructura del nucleo.

= El resultado principal. Obtenemos estimaciones puntuales en términos de funciones
maximales de Hardy-Littlewood laterales temporales y de Calderén espaciales para los
operadores de derivacion inducidos por los nicleos distribucionales. Esta estimacién
estd contenida en el Teorema 19. En los trabajos bésicos de [Cal] y [CS] se estudian los

operadores que nosotros llamamos de Calderén, y en [DS] se muestra la comparacién
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con los espacios de Besov. Mientras las maximales del tipo de Calderén miden la suavi-
dad de los nicleos de convolucién y controlan las derivadas de las funciones armonicas y
son operadores acotados entre espacios de Besov y de Lebesgue, la maximal de Hardy-
Littlewood lateral detecta la evolucién en el tiempo de una temperatura, se adapta
mejor que la maximal cldsica de Hardy-Littlewood porque los promedios se toman en
intervalos a izquierda del punto sobre el que se evalia el operador. Entre las técnicas
usadas que hemos desarrollado especialmente para la estimacion de aquellos operado-
res, mencionamos una extensién de acotaciones por maximales de Hardy-Littlewood
laterales de ciertos operadores con ntcleos temporales soportados en semirrectas. Estos
resultados extienden otros bien conocidos que se pueden encontrar en [dG]| y [Ste].
Cuando esos operadores se aplican a temperaturas, es la propia ecuacién del calor
la que nos provee de las correspondientes estimaciones para derivadas temporales. Este

es el esquema bésico en la prueba del mencionado Teorema 19.

» Estimaciones en normas. Las estimaciones en norma de Lebesgue (LP,1 < p <
o0) son consecuencia de la estimacién puntual y del andlisis de acotaciéon de los dos
operadores maximales involucrados sobre los espacios adecuados: espacios de Lebesgue
para la variable temporal y espacios de Besov para la variable espacial. Las propiedades
de acotacién en espacios de Lebesgue de las maximales de Hardy-Littlewood laterales
en el caso unidimensional estan extensamente estudiadas, mencionamos los trabajos de
Sawyer [Saw| y de Martin-Reyes [MR]. La acotacién en LP del operador maximal de

Calder6n por normas de Besov se trata en [DS].

= El resultado final. Con el fin de medir regularidad conjunta en las variables espacio
y tiempo, y como aplicacion del resultado principal, se introducen como interpolaciéon
entre espacios de Lebesgue y de Sobolev anisotrépicos, espacios y normas de Besov
parabdlicos. Se usa la técnica de trazas, antes mencionada, para la estimacién de las
normas de interpolaciéon de estos espacios parabdlicos. El método de trazas da una
forma equivalente para las normas de los espacios de interpolacién, y es un buscador
de espacios intermedios de regularidad. En [BL] se puede seguir un enfoque abstracto
para espacios de Banach generales, y en [LM] en espacios de Hilbert y especialmente
en los espacios de regularidad. En [JK] este método es ttil para estimar la norma de
los espacios de Besov, es decir entre un espacio de Lebesgue y otro de Sobolev, cuando
la solucién esta cerca de la frontera del dominio. Extendemos la técnica de trazas al

caso parabodlico para probar en el Teorema 27 la regularidad global.

Organizacion de la tesis

El Capitulo 1 contiene tanto algunas definiciones, notacién y resultados bésicos conocidos
en los diversos aspectos que se exponen y necesitan en los capitulos siguientes, como ciertos

resultados y construcciones que son especificos de nuestro contexto.
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El Capitulo 2 estd dedicado exclusivamente a las formulas del valor medio parabdlicas y a
obtener un tipo de férmula del valor medio con un nicleo de convolucién tan suave como sea
posible. Para nuestros propédsitos serd importante contar con regularidad espacial del nicleo
para tiempo fijo.

Nos dedicamos a las aproximaciones de la identidad parabdlicas en el Capitulo 3, obtenemos

estimaciones de los operadores maximales parabdlicos por la iteracién de otros conocidos.

El detalle del analisis de la estructura de los ntcleos para érdenes arbitrarios de derivacién

espacial y el estudio de sus propiedades mas relevantes estan en el Capitulo 4.

En el Capitulo 5 mostramos las estimaciones maximales puntuales que estan contenidas en
el resultado principal que es el Teorema 19 y en normas de Lebesgue en el Corolario 23 para los
gradientes de temperaturas.

Finalmente en el Capitulo 6 probamos la aplicacién del resultado principal en el estudio de

la regularidad Besov simultédnea en espacio y tiempo de temperaturas. Esta aplicacién esta con-

tenida en el Teorema 27.



CAPITULO 1
Preliminares

El fin de este primer capitulo es introducir conceptos bdsicos y resultados especificos que

usaremos en los capitulos que siguen.

1.1. Dominios

Primero condensamos en algunos renglones notacién elemental sobre el ambiente de tra-
bajo. Sea el espacio-tiempo R4t = {(az,t) cx=(21,...,09) ERIy L € IR}. Sean ]lefrl =
{(z,t) e R : t >0} y Rt = {t € R: t > 0}. Denotamos por B(z,) ala bola euclidea abier-
ta con centro € R? y radio r. Dado un conjunto medible A, usamos |A| para la medida de
Lebesgue de A. Sea 1 < p < o0, el espacio LP consiste de todas las funciones medibles f tales
que || fllp = (Jga If ()] dz)'/? es finita. Para p = co tomamos la norma del supremo. Dado un
conjunto A medible, LP(A) es el espacio de las funciones medibles f tales que fX4 pertenece a
LP.

Un dominio es un subconjunto abierto y conexo de R% o de Rt!,

Consideraremos dominios con caracteristicas especiales. Sea D C R% un dominio acotado.
D se llama un dominio Lipschitz, con constante Lipschitz menor o igual a M, si existe r > 0
tal que para todo z¢ € 0D existe un sistema de coordenadas ortonormal tal que B(xg,7)ND =
{z = (2/,24) : xqg > @¢(2')} N B(zo,7), donde ¢ : R4' — R es una funcién Lipschitz, con
constante Lipschitz menor o igual que M, es decir, |p(z') — ¢(y')| < M |2’ — /| para todo
2,y € R, con ¢(0) = 0. El dominio se llama un dominio C" si las funciones ¢ pueden ser

elegidas de clase €.

Un dominio cilindrico en R es de la forma Q = D x (0,T) donde D es un dominio
en R y T > 0. La frontera parabdlica de un dominio cilindrico ©Q estd dada por Opar) =
(0D x [0,7)) U (D x {0}).

1.2. Meétrica parabdlica

La homogeneidad apropiada asociada a la ecuacion del calor %—7; = 2?21 gix%‘ estd dada por
la dilatacién parabdlica Ty (z,t) = (Az, A%t) que deja invariante la ecuacién. Entonces parece na-
tural que los nicleos de los operadores de convolucién que estudiamos en los capitulos siguientes
(capitulos 3, 4 y 5), que provienen de la identidad bésica del valor medio para temperaturas,
presenten homogeneidades de naturaleza parabdlica. Las propiedades de diferenciacién y acota-

cién de los respectivos operadores maximales asociados a los nicleos del valor medio se cumplen
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usando estas dilataciones parabdlicas en el ambiente geométrico determinado por una métrica
p que satisfaga p(Tx(z,t)) = Ap(z,t) para todo A > 0y (z,t) € R4,

A continuacién describimos la métrica p asociada a la dilatacién parabélica. Para z € RY y
t € R con |z|* 412 > 0, la tinica solucién positiva de la ecuacién
e
p?2 ot

es decir el tinico niimero positivo p tal que T} /, (7, t) es el inico punto en la curva {T)(z,t) : A > 0}

(1.1)

que pertenece a la frontera del elipsoide de radio uno (que es la esfera unitaria de R*1), y que
denotamos por p(z,t), define por p(x—1,t—s) una métrica en R*!. Como la p-bola B(0,0;7) es
el elipsoide de R%*! centrado en el origen de semididmetros 7, ...,r,r2, tenemos que la medida

4+2 Jonde la constante ¢ depende

de Lebesgue d + 1 dimensional de B(0,0;r) estd dada por cr
s6lo de la dimensién d. En efecto, B(0,0;r) estd dada por T,.(B(0,0;1)). Mas ain, dado que
la bola unitaria asociada a la distancia p es la misma que la bola euclidea unitaria B(0,0;1),
tenemos que B(0,0;7) = T,.(B(0,0;1)).

Si en lugar de tomar la norma euclidea en (1.1) tomamos la norma del méximo obtenemos
la métrica parabdlica usual p(z —y,t — s) = max{|z — y|, /|t — s|}. En este caso las p-bolas de
radio r centradas en el origen son los rectangulos (—r,7) x ... x (—=r,7) x (—r2,7?).

Definimos la funcién &(z,t) en un dominio © de R¥*! como la distancia parabdlica de

(x,t) € Q a la frontera parabdlica de €2, més precisamente,

(1.2) d(z,t) = inf {méx {]az —yl, VIt — s]} i (y,s) € 8parQ}
donde 0p,2 es la frontera parabdlica de 2.

REESCALAMIENTO PARABOLICO. Dada una funcién k y € > 0, k.(z) denota el reescalamiento

eliptico usual 4 k(Z) que preserva la norma L'. Para § > 0 denotamos como
£ &€

1 1 Tz 1
to(o0) = 52 (Ty00) = 50k (55

al correspondiente reescalamiento parabdlico.

1.3. Descomposicién y localizacién de Q2 = D x (0,7T)

Describimos un argumento de localizacién para puntos cercanos a la frontera parabdlica de
Q=D x (0,T), con respecto a la escala basica r > 0 para el cual la frontera D del dominio
espacial D se vuelve el grafico de una funcién real Lipschitz definida en un dominio d—1
dimensional pequeno. Seguiremos, tanto como nos sea posible, la notacién eliptica introducida
en [JK]. Precisamente, el conjunto D es un conjunto abierto y acotado en R¢ para el cual
existe un nimero positivo r tal que para cada punto xg € 9D el conjunto D N B(xzg,r) es el
conjunto que estd por arriba del gréfico de una funcién Lipschitz ¢ de d — 1 variables 2’ en
algtin sistema local de coordenadas ortogonales (2/,y) alrededor de xg. Como 9D es compacto

existe una constante M independente de zo € 9D tal que |[Vo| < M.
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Esta localizacién en los puntos de la frontera del dominio eliptico D, induce una clasificacién
de los puntos en Q = D x (0,7 en cuatro tipos diferentes de acuerdo a su posicién relativa con
respecto a puntos esencialmente diferentes de la frontera parabdlica de 2. Precisamente, con
r > 0 dado por el cardcter Lipschitz de 0D, escribiremos O; para denotar el conjunto de los

r

puntos en 2 con distancia parabdlica a la frontera parabdlica, Opa:€2, de 2 mas grande que 3.

En otros términos,
Or={(z,t) € Q: 6(z,t) >3} ={(x,t) € Q: d(2,0D) > L y t > 7’2}

donde d es la distancia euclidea en R?. Por Oy denotaremos cualquiera de los dominios cilindri-

cos de la forma B(z,r) x (r2,T) con x € dD. Hacemos
O = {(a:,t) e R : 2 € D, d(z,0D) > Ly |t| < 27’2}.

Finalmente, Ory denotard cualquiera de los dominios cilindricos de la forma B(x, ) x (—2r2, 2r?)

con z € 0D.

Como 0D es compacto, la familia de conjuntos abiertos que contiene a Or, Op1 y a un nimero
finito de conjuntos de tipo II y de tipo IV proporciona un cubrimiento abierto de la clausura
parabdlica de Q (que es igual a QU 0paQ2). De esta forma podemos encontrar una sucesion finita
{¢i :i=1,...,i} de funciones en ¥ cada una con soporte (parabdlico) contenido en algin

conjunto abierto del cubrimiento dado, tal que Z:‘)Zl (; = 1 en la clausura parabdlica de 2.

Usaremos esta descomposicion de €2 en el Capitulo 6 para estudiar la pertenencia de trun-
caciones de temperaturas a espacios de Besov parabdlicos. Diremos que una ( = (; de esta

descomposicién es de tipo I, I, IIT 6 IV segun sea el tipo del abierto que la soporta.

1.4. Operadores maximales de tipo Hardy-Littlewood
Por M denotaremos la funciéon maximal de Hardy-Littlewood , definida sobre bolas euclideas
en R? para f € LllOC

1
(1.3) M) = sup /B _@ac

r>0

En algunas situaciones escribiremos My para indicar la maximal de Hardy-Littlewood cuando
las bolas se toman en R%. Se sabe que para 1 < p < oo la maximal de Hardy-Littlewood satisface

la desigualdad ||M f||;, < c||f]|;» para alguna constante ¢ independiente de f. Esto se resume

diciendo que M es de tipo fuerte (p,p) o es un operador acotado en LP.

Més atin, la desigualdad |[M1f|| 1o (pas) < €[ fllLpwas) €s vlida siy sélo si w es un peso de

la clase A, de Muckenhoupt. Recordemos que una funcién no negativa, no trivial y localmente

_ 1 (p-1
integrable w pertenece a A, si existe una constante c tal que (fI w> (fI w P—l) < c|IfP para
todo intervalo I de R. Observamos que la afirmacién precedente esta formulada en un contexto

unidimensional sélo con fines préacticos, para la caracterizacién de la acotacién del operador
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maximal de Hardy-Littlewood d dimensional por pesos de Muckenhoupt basta reemplazar in-

tervalos por bolas en R?.

La funcién maximal de Hardy-Littlewood lateral esta definida, sobre una funcién localmente
integrable g de una variable real ¢, por

(1.4) Mgt) = sup s [ o) ds

En este trabajo usaremos un operador maximal iterado M~ My que a cada f en Llloc(Rd+1)

asigna la funcién

_ 1/t 1
M~ Myf(z,t) = supﬁ/ (sup —d/ | f(y, )] dy) ds.
h>0 t—h \ >0 " JB(z,r)

Como M~g < 2M, g, entonces la acotacion de M~ en LP(dt) (1 < p < 00) sigue de la misma
propiedad para M;. Sin embargo una desigualdad en el sentido contrario no es posible. Para ver
esto, sea g(t) = X(,)(t) donde (a,b) es un intervalo cualquiera. Podemos ver que M~ g(t) = 0
sit < a,yque Mjg(t) > 0 para todo valor de t, y por lo tanto M;g no puede ser estimado

puntualmente por M~ g.

También notamos que el operador M~ M no es comparable al operador 2 dimensional M.
En efecto, sea la funcién h(z,t) = X{g1)x(0,1)(7,t). Puede verse ficilmente que el operador
iterado es en realidad de variables separadas M~ (M1h(-,x)(z))(t) = M~ X 1)(t) M1 X1 (2).
De la definicién de maximal lateral, M~ X{g1)(t) = supj~g 3 ftt_h X{(0,1)(s)ds, de donde vemos
que M~ X(Ql)(t) = 0 si t estd en la semirrecta a la izquierda del cero. Y por otro lado, se tiene
que MQX(OJ)X(OJ)(II;,t) es positivo para cualquier punto (x,t). Asi una desigualdad del tipo
Msyh(z,t) < C(M~M;)h(x,t) no se puede dar.

Maés atn, tampoco son comparables MMy y M. Existen constantes c¢; y co tales que

2 < MiX1)(z) < % para |z| > 1. Por lo tanto, también el operador iterado (M;M)h(z,y)

|
1

Z'2+y2

ambas para |z| > 1y |y| > 1. Asi vemos que no es posible que (M1 M)h(x,y) < CMah(z,y).

que es igual a My X 1)(z) - M1X{(o1)(y) es comparable a ‘x—1y| mientras que Msh(x,y) a

Por otro lado la acotacién de M~ como un operador sobre espacios de Lebesgue pesados
ha sido obtenida por Sawyer [Saw| y Martin-Reyes [MR]. En realidad estos resultados proveen
una clase de pesos la cual es estrictamente mas grande que la usual A, de Muckenhoupt que
estd asociada a M;. Definimos en el parrafo siguiente esta clase lateral de pesos.

Sea 1 < p < 00, una funcién no negativa, no trivial y localmente integrable w satisface la

condicién A si y sélo si existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1 [tth 1 [t 1 \P1
1.5 —/ w) <—/ w_P—1> < C,
(L5) <h ¢ h Ji—n

vale para todo h > 0 y para todo nimero real ¢. La maximal de Hardy-Littlewood lateral M~
satisface la desigualdad f]R(M “g)Pw < C f]R |g|” w para alguna constante C'y para toda funcién

medible g, si y sdlo si w pertenece a la clase A .
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Senalamos que puede definirse un operador maximal lateral a la derecha andlogo a M~ y

una clase de pesos laterales asociada.

Observamos que los pardmetros que definen M ~¢(t) pueden también escribirse en la forma
kp * |g| (t), donde kp(s) = %X[OJ}(%). Esta manera de escribir las medias laterales induce una
generalizacion natural de M~ que sera tutil en futuros capitulos y que, bajo adecuadas hipdtesis,
permanece puntualmente acotado por M ~. Dado un niicleo x en L'(RR), dada una funcién g en

L'(R) y dado un niimero positivo J, definimos el operador maximal

%Aﬁ(%)g(t—s)ds .

LEMA 1. Sea k un micleo no negativo integrable, decreciente y con soporte en R™. Entonces

(1.6) k*g(t) = sup
>0

existe una constante C tal que k*g(t) < CM~g(t) para toda funcion integrable g definida en R.

DEMOSTRACION. Por descomposicién diddica de R* y como s es decreciente, obtenemos

que
1 ]
— | k(=)gt—2s) t—s)| ds
FROCEEE N T M CITEL
JEZ
1 .
<> 5e@) [ l9(t — 5)| ds
jEE% d 0<s<<629+1
— 2" 9ik(20) < / gt — 3)] ds>
]e% 02t Jocscsoint
> VR | Mg(t).
JEZ
y también
/ ds—Z/ s)ds > k(27)(27 - 277) Z2J (29).
JEL JEZ ]GZ
Tomando supremo en § se tiene la tesis del lema. O

En el Capitulo 5 usaremos el resultado anterior aplicado a un ntcleo particular que por el

momento es como extrano, en el siguiente corolario lo dejamos escrito.

COROLARIO 2. Sea £(t) =tV (In %)0 Xo,1)(t) con =1 <9 <0 y 6> 0. Entonces, existe una
constante C' que depende sdlo de ¥ y 6 tal que k*g(t) < CM~g(t) para toda funcion integrable
g definida en R.

DEMOSTRACION. Para mostrar la integrabilidad del nicleo especial £(t) = ¢V (In %)GX(OJ) (t)

notamos que con ¥ —e > —1 y € > 0 tenemos
A(t) = £ ¢ (n})” Ko, (0)

y que t° (ln %)9 es acotada en (0, 1]. Es facil ver para t € (0,1) que k es decreciente. O
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1.5. Espacios de regularidad de Besov

Entre tantas maneras de medir regularidad de funciones reales hay una extremadamente
relevante, tanto por su cardcter obicuo cuanto por la diversidad casi incontable de sus formula-
ciones. Esta es la de Besov-Taibleson. Usualmente los espacios de funciones con esas regulari-
dades se llaman espacios de Besov, pero el desarrollo simultaneo de la teoria por ambos autores
estd fuera de duda. Entre todas las formulaciones la que mejor se adapta a nuestro punto de
vista y a nuestras necesidades de aplicacién en EDP es la de interpolacién. Esto se debe a que
nos permite intuir la regularidad Besov como un modo intermedio entre la “regularidad nula”
de L? y la “regularidad extrema” de los espacios de Sobolev. Lo asombroso, y a su vez muy util
de los espacios de Besov son sus formulaciones a través de modulos de continuidad en espacios
de Lebesgue o a través del comportamiento del contenido frecuencial (transformada de Fourier)
en cada escala diddica. Como valor de borde de funciones armoénicas con un comportamiento
preciso en el semiespacio superior o a través de los coeficientes en adecuadas bases de wavelets.
Aun a riesgo de privilegiar un enfoque esquemaético pero atendiendo a cierta completitud que
merece o requiere este trabajo, incluimos un resumen de las formulaciones més basicas y usuales.
Digamos, finalmente, que nuestros teoremas que involucran normas de Besov admiten la lectura
del resultado a partir de cualquiera de las formulaciones que siguen, en particular a partir de

aquellas de las formulaciones que resulten méas confortables o intuitivas a cada lector.

MODULO CONTINUIDAD. Sea 0 < A < 1, 1 < p,q < oo. Para h € R%, t > 0 sea el médulo de
continuidad w(f,t)rr = supp, <, [ f(- +h) — (), Las funciones f en L con

o0 fit)e \? dt
() e

forman el espacio B;‘ . Cuando g = co tomamos la norma del supremo. Para definir espacios de
Besov con el indice de regularidad A > 1 se consideran mddulos de continuidad de orden mayor

que se obtienen por composicion sucesiva de diferencias finitas de f.

DERIVACION FRACCIONARIA. Sea 0 < A < 1y 1 < p,q < oo. El espacio BI’,\’q es el de las

funciones f en LP con

q
p P

[f(z) — f(v)]
(1.7) /ye]Rd /J:EIRd i, dz | dy < 0.

|z —yl|4

Po1ssON. Sea 0 < A < 1,1 < p,q < 00, el espacio BI’,\’q es el conjunto de las funciones f en

LP para las cuales es finita la integral

/OO p-a |9 Tt
0 ot ||1p) t’
donde u(z,t) = (P * f)(z) con P,(y) = %'

(2+]yl?) 2
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FOURIER. Sean A > 0y 1 < p,q < 0o. Sea ¢ € S(R?), con el soporte de QAS contenido en
{5: % <€) < 2} y ‘qz?(é)‘ >c>0en {5 e R?: % <€) < g} para alguna constante ¢ positiva.

El espacio de Besov B,i‘ ! es el conjunto de funciones f € L? para las cuales

AN * Pl d
/0 (77')‘ L> TT<oo.

WAVELETS. Sean A > 0y 1 < p < co. Denotamos por D el conjunto de cubos diddicos en
R<. Sean ¢ una funcién escala de variable real y ¢! la wavelet correspondiente, denotamos por
¥ al conjunto de las 2¢ — 1 funciones de la forma ¢®(x1,...,x4) = H;lzli,bej (xj) donde e es un
vértice del cubo unitario en R?. Formamos la base ortonormal de wavelets {¢1}1eD Ccon soporte
compacto y suficientes momentos nulos, donde

jd ) , )
pr=22p(2 - —k), I=27k+2790,1]%, keZ' jeZ, ¢cv.

. . oA - o
Una funcién f en LP pertenece al espacio By si y sélo si la suma
q

p

S o)l sy o

j=0 1eD;
pew

es finita y donde D; denota los intervalos diddicos del nivel 277,

Por simplicidad denotaremos por B;‘ al espacio BI),‘ P

Dado un conjunto D abierto, siempre es posible definir el espacio B;,),‘ (D) como el de las
funciones f definidas sobre D tales que existe f € B,i‘ ‘" de modo que f = ﬂ p- La norma en
BI),"q(D) para f se define como el infimo de las normas Hﬂ‘BQ’q sobre el conjunto de todas
las fen B{,\’q tales que f = f|D. Es claro, entonces que si f € B;,"p(D) y f|D = f, se tiene
que |, D I} D % dxdy < oo. La ventaja de esta ultima expresién como una norma para
B;‘ P(D) es su formulacién intrinseca a D. Pero la equivalencia de esta cantidad con la norma de
Besov B;,),‘ P(D) sélo es cierta si dD tiene alguna regularidad. En particular si D es un dominio

Lipschitz.

Como mencionamos este es s6lo un resumen de algunas formulaciones para los espacios de
Besov. Recomendamos lecturas de Peetre [Pee], Stein [Ste], los trabajos de Taibleson [Tail,
Tai2, Tai3], y las tesis de Iaffei [Iaf] y Naibo [Nai].

1.6. Espacios de interpolacién

En nuestro desarrollo ulterior estaremos interesados en estudiar normas de regularidad Be-
sov. Los espacios de Besov en R (elipticos) admiten diversos enfoques, como ya vimos en la
seccién anterior, algunos de ellos pueden resultar mas naturales en ciertos contextos. Si bien,
el enfoque original de la integrabilidad de los mdédulos de continuidad en LP, parece mostrar

mejor la forma débil de la regularidad que tienen las funciones de dichos espacios, desde el punto
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de vista de las EDP, es tal vez el método de interpolacién (real) el que sugiere una idea mas
adecuada de regularidad. En este sentido los métodos de interpolacion permiten entender la
regularidad Besov como una situacién intermedia entre la regularidad en LP, que sélo implica la
convergencia a cero del médulo de continuidad de las funciones de ese espacio, y la regularidad
de Sobolev.

Fijamos 1 < p < oo y sea k un entero no negativo. El espacio de Sobolev Wlf (D) consiste de
todas las funciones localmente integrables v definidas en el dominio D tal que para cada multi-
indice a con || < k, 0%v existe en el sentido débil y pertenece a LP(D). La norma estd dada
por

[ollws oy = 10l Lo () + Z 10%0]| o (D) -
o<k

Tal vez, la principal conexion entre los espacios de Sobolev y espacios de Besov es el resultado
de interpolacion real que dice que ng’q es el espacio de interpolacién entre LP y Wlf cuando

1<p,g<ooy0<vy<1, donde k es cualquier entero positivo.

La teoria de interpolacién real esta desarrollada con una gran generalidad en espacios de Ba-
nach. Mas aun, la misma admite varias formulaciones equivalentes. Tres apariciones exhaustivas
de estos métodos pueden encontrarse en los libros [BL], [BS], [LM]. Entre aquellas formula-
ciones equivalentes usaremos el llamado trace method porque es el que mejor se adapta a los
resultados del Capitulo 6 y porque como muestran Jerison y Kenig en [JK] los mismos ya
son utiles en problemas elipticos. El método de trazas es debido a J. L. Lions. Expondremos
brevemente el método de trazas toméndolo como punto de partida para definir espacios de
interpolacion entre dos espacios de Banach dados.

Sean Ay y A; espacios de Banach compatibles con normas ||.||, v ||.||;. Llamamos [Ag, A1]4,p
a los espacios obtenidos por interpolacién real entre Ag y A; para valores de 0 < v < 1y
I<p<oo.

Seguimos la notacién de [BL, pdg.70]. Mds precisamente, supongamos que 79 > 0, 71 < m

y 1 < p; < oo para j = 0,1. Ponemos
1 1-
10 v,

S mo+m—m’  p Do D1

1 1
00 ds\ 7o 0o p1 ds\ p1

= z z o bo 7 m (m) —

st s (s )7 ([ ool <)

donde f es una funcién sobre (0,00) con valores en Ag 4+ A; y ™ es la derivada m-ésima de

f.

v

Entonces definimos

(1.8)  llalliag,a4),.,

Cabe mencionar que estos espacios de interpolacion son los mismos que los obtenidos por los

métodos un poco més usuales como el del K-funcional o el J-funcional, ver nuevamente [BL].

Este enfoque nos servird en el Capitulo 6 para definir espacios parabdlicos de regularidad.
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1.7. Operadores maximales de tipo Calderén

Calderén en [Cal] y més tarde Calderén y Scott en [CS] introducen el operador maxi-
mal Nq)‘ para un estudio conjunto de integrales singulares, diferenciacién e inmersiones de
espacios de Sobolev. Primero presentamos el operador maximal de Calderén. La finitud de
este tipo de operadores refleja alguna regularidad de las funciones en espacios de Lebesgue.
La idea de aproximacién polinomial en un punto x en norma de Lebesgue puede formular-
se cuantitativamente postulando la finitud de un operador maximal de promedios de tipo
sup,~o | B, )| M (1B, ) [0 1) —Px<y>\qdy)” "donde 1 < g < ooy A0y
P,(y) es un polinomio de grado menor que A en la variable y y f € L? localmente integrable.
Puesto que la finitud del supremo en r > 0 de los promedios garantiza la unicidad de P,

estard bien definido el operador maximal

(1.9) Ng f (@) = sup 1 A(‘B(l \f(y)—Px(y)!qdy)q
d

r>0 |B(3§,T‘)| a:,r)] B(z,r)

si existe un polinomio P, de grado menor que A tal que el supremo es finito y Nq)‘ f(x) = 40
en otro caso. El caso A =0y ¢ = 1 da la usual maximal de Hardy-Littlewood. Los resultados
clasicos contenidos en los trabajos originales de Calderén y Scott incluyen el analisis de las
propiedades de esos polinomios aproximantes que, en algin sentido, son similares a las de los

polinomios de Taylor.

En [DS] DeVore y Sharpley tratan con una variedad de este tipo de operadores maximales
de los cuales muchos resultan equivalentes. Brevemente mencionamos algunos de ellos.

Por P,;, denotamos el espacio de todos los polinomios de grado a lo sumo m. Denotamos por
[A] al entero més grande menor o igual que A, y por (A) al mayor entero estrictamente menor
que . Para cualquier cubo Q en R?, la proyeccién ortogonal 716 de L?(Q) sobre P} se extiende

naturalmente a L'(Q). Dados un ntimero no negativo A y una funcién f € Ll (R?), definimos

loc

m#’kf(w)—zgg‘@lw/(f ~ 7 )(dy,
B

donde 7)" es la proyeccién de L'(Q) sobre P>y

mt”f(w)—gggmlm/‘f —WQ )\dy

)

donde T, €s la proyeccién de L'(Q) sobre P y el supremo se toma entre todos los cubos @
que contienen al punto z. Notar que si A no es entero resulta 9% f(z) = M f(z).
Otro operador consiste en tomar el infimo entre los polinomios de grado k. Precisamente,

1
M#Af(x) = sup inf 7A/ [f(y) = P(y)| dy.
r>0 PEP |B( )|1+d B(z,r)
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En el Lema 2.1 en [DS] se prueba que si A es positivo y k = [\], M#* es equivalente a IM**; y
que si k = (\) entonces M#? es equivalente a MPA. Como consecuencia, si A > 0 tenemos que
IM#A f () < 9 f () para alguna constante ¢ y para toda f € L1

loc®

Ademés notamos que a diferencia de las definiciones de 9% y M, en la definicién de
Nq)‘ el polinomio no varia con ). Sin embargo, Nf‘ y I resultan equivalentes. Para la prueba
se definen otros operadores maximales del tipo 9" con extensién a la norma L7 en lugar de

L'. Esto est4 contenido en el capitulo 5 del trabajo [DS], precisamente en el Corolario 5.4.

De hecho, en el Capitulo 5 vamos a tratar con el operador maximal definido para cualquier

funcién suave y para k > A > 0 con k € IN, dado por

(1.10) M#M F(2) = sup —— / ) — Poly)] dy
B(z,r)

A
0B, )|
donde P, (y) es el polinomio de Taylor de grado k — 1 de f en z. Notar que cuando A no es un
nimero entero y k = [A]+1, es el operador maximal (1.9) cuando ¢ = 1. Dada una funcién suave

f sobre un dominio D, también definimos la versién local de la funcién maximal de Calderén
de orden A

(1.11) M?f’)"kf(a;) = sup %
0<6<é(x) |B(x, 5)|1+g

/ |f(y) — Pu(y)| dy
B(z,9)
donde 0(z) = inf {|z —y|: y € D} y P, es el polinomio de Taylor de grado k — 1 para f en x.

El enunciado que sigue es el Corolario 11.6 en [DS] (y nota al pie en la pagina 7 en [DD])
y muestra que la regularidad Besov con parametros A, p, p es suficiente para la regularidad

inducida por estos operadores maximales. Més precisamente, para 1 < p < ooy A > 0 sea
CND) = {f € LP(D): M*Af ¢ LP(D)} .

TEOREMA 3 (Corolario 11.6 [DS]). Sea D un dominio Lipschitz y sea 1 < p < oo. Se tiene
que B;,),"p(D) — C’?(D) continuamente.

En la prueba de este resultado se usa la continuidad del operador extensién de D a R¢
tanto en C;j‘ como en BI),‘ P para reducirlo al caso R?. El anlisis de la extensién de funciones
CQ(D) a C’I;\(Rd) cuando D es un dominio Lipschitz puede hallarse en el Capitulo 11 de [DS].
El correspondiente a normas de Besov en [JK] usando interpolacién. La prueba del Teorema 3

cuando D se sustituye por R? estd contenida en el Teorema 7.1 de [DS].

En analogia con la definicién de C’;‘(D) escribimos ‘fp)‘ (D) para denotar el espacio de todas
aquellas funciones f en LP(D) para las cuales la maximal Mﬁ)"m f pertenece a LP(D) equipada

con la norma

I1f

Como ya notamos que cuando \ es un nimero positivo no entero, 9M#* es puntualmente equi-

B #,A,m
%A,m(D) = HfHLP(D) + HMD f‘ Lr(D) ’

valente al operador maximal Nf‘ que a su vez es equivalente a M#MFR de esta manera
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‘5,,)‘ ’P‘]H(D) = C’?(D). Asi, de la inmersién contenida en el Teorema 3 cuando D es un do-
minio Lipschitz, concluimos que B;‘ P(D) — %)"[’\Hl(D) el cual, para un dominio acotado D
estd continuamente inmerso en ‘Kp)‘ (D) para m > [A] + 1. Pues, salvo en el caso trivial en que
m =[] +1, si P! (y) denota el polinomio de Taylor de grado j en x, entonces

1

S — — P Yy)|d
peTpE [ @ =Py

M)
|B(a, )" B

no es dificil ver, puesto que el polinomio en el Ultimo término involucra s6lo monomios de grados

P (y) — P (y)| dy

mayores que [A] + 1, que el dltimo término estd uniformemente acotado.

Para finalizar esta seccién, introducimos los espacios en norma mixta, que usaremos en los
capitulos 5 y 6, LI(RT: €™ (D)) y LiY(R*; B)(D)) con 1 < p,q < 0o y A > 0. Las normas

correspondientes para funciones v de d 4+ 1 variables son

(112 ol oy = (L 16O )

y

=

q
(1.13) \|U\|Lq(n{+;Bg(D)):</R [o(:, )”BA(D >






CAPITULO 2
Foérmulas del valor medio

En la demostracién de propiedades de regularidad de soluciones de EDP, las formulas de-
nominadas “del valor medio” juegan un papel muy importante. Estas férmulas consisten basi-
camente en la reproduccién del valor de la solucién en un punto en términos de promedios de

la misma alrededor del mismo punto.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace, funciones armonicas, tienen muchas propiedades
especiales, entre ellas la férmula del valor medio. En realidad, hay toda una familia de férmulas
del valor medio en las que se preserva la simetria central. Estas férmulas del valor medio admiten
interpretaciones que las hacen plausibles desde el punto de vista probabilistico. Las soluciones
de la ecuacion del calor, temperaturas, también satisfacen férmulas del valor medio en las que
el valor de la temperatura en un punto y en un instante se puede obtener por integracién de la
temperatura contra un ntcleo adecuado en los “alrededores” de ese punto del espacio tiempo.
Hay al menos dos diferencias estructurales entre las formas eliptica y parabdlica de la férmula
del valor medio. En primer lugar los “alrededores” del punto de evaluaciéon ya no responden,
en el caso parabdlico, a simetria central en espacio tiempo, aunque si en el espacio para tiempo
fijo. En particular el punto de evaluacién de la temperatura en estas formulas esta en la frontera
de la regién de integracion. La otra diferencia esencial es que, en el caso parabdlico, los nicleos

que obtenemos no son funciones caracteristicas, ni siquiera son acotados.

En este capitulo, luego de un breve repaso de las férmulas del valor medio elipticas, in-
troducimos los resultados analogos conocidos en el contexto parabdlico y finalmente probamos
la validez de una férmula del valor medio para temperaturas en la que el ntcleo integral es
suave como funcién de la variable espacial para tiempo fijo y que serd aplicada en los capitulos

siguientes.

2.1. Foérmulas del valor medio elipticas

La invariancia por rotaciones del operador Laplaciano se refleja de muchas maneras en el
andlisis armonico. Desde el punto de vista de las propiedades de las soluciones de la ecuacién de
Laplace Au = 0 en un dominio D de R, esa invariancia se manifiesta en la simetria central en
las férmulas del valor medio. De un modo general, si v es una medida de Borel en R?, diremos
que v es radial si v(R(A)) = v(A) para todo boreliano A en R? y para toda rotacién R actuando

sobre R?. Si u es una funcién arménica en D y 2 € D, r tal que B(x,r) C D y si v es una

13
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medida radial en R? soportada en B (0,7), entonces la identidad
(2.1) u(z) = (v*u)(z)

es una forma general de la identidad del valor medio que contiene los tres casos particulares

mas conocidos y usados:

(1) Valores medios sobre céscaras esféricas. Para cada = € D y cada bola B(z,r) C D,
1
uw) = spe— [ uly)asi).
|aB($7 T) |d—1 OB(z,r)

donde ||, ; es la medida de superficie en R¢. Esta férmula coincide con (2.1) si v(A) =
|[ANOB(0,7)|q—1 ADb li
B, Para oreliano.

(11) Valores medios sobre bolas de la norma euclidea. Para cada z € D y cada bola

B(z,r) C D,

1
= B e O

Aqui tomamos la medida v(A) = % en (2.1).
(1) Valores medios con nicleo radial suave. Para todo x € D y para toda funcién radial

¢ de RY, localmente integrable, con soporte contenido en la bola unitaria de R,
u(e) = [ e~ ypulu)dy
R4

donde el reescalamiento eliptico p.(z) estd dado por eidgp (%) con € > 0 . En este caso la

correspondiente medida es v(A) = [, ¢-(y) dy.

Por integracién en la variable radial las formas (11) y (111) y atn la forma general de la

identidad del valor medio pueden obtenerse de (1). Para probar (1) ver por ejemplo [Eva).

De las tres féormulas presentadas (111) es la que, por tener un niicleo suave, permite obtener

informacién sobre las derivadas de las funciones arménicas.

2.2. Dos féormulas béasicas del valor medio para soluciones de la ecuacion del calor

Una amplia resena sobre las férmulas del valor medio para temperaturas y algunas apli-
caciones usuales y otras posibles, se puede seguir en la introduccién del trabajo de Fabes y
Garéfalo [FG] donde prueban algunas de estas férmulas para el caso de soluciones de ecuacio-

nes parabdlicas con coeficientes variables.

Las temperaturas, soluciones u(z,t) = u(x1,...,xq,t) de la ecuacién del calor % = Au en

el dominio parabdlico 2 = D x (0,T), satisfacen una férmula del valor medio la cual en algin
sentido se asemeja al caso eliptico. En efecto, la temperatura u en (z,t) puede ser obtenida
como el valor medio de u sobre objetos geométricos, construidos a través de conjuntos de nivel

de la solucion fundamental
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parat >0y z € R%. Mencionamos dos libros esenciales sobre ecuaciones parabélicas y regula-
ridad clasica de sus soluciones: Friedman [Fri] y Lieberman [Lie]. Desde el punto de vista del
analisis real o armoénico asociado a estas férmulas del valor medio parabdlico, como ya mencio-
namos, no solo difieren en la forma de estos objetos sino también, y tal vez mas importante
después de las desigualdades en el Teorema 19, en que (z,t) estd localizado en un punto preciso

de la frontera de los objetos sobre los cuales los valores medios se calculan.

Tomamos como férmula bésica del valor medio para las temperaturas a la dada en términos
de integrales de volumen sobre las “bolas caléricas” en R4T!. Watson prueba este cldsico resulta-
do en [Wat2, Lema 4, pag. 390] a partir de férmulas del valor medio sobre superficies probadas
por Pini [Pinl, Pin2] y Fulks [Ful]. En [Eva, §2.3.2, Teorema 3] puede encontrarse, tal vez
expuesto en una forma mas clara, donde se obtiene directamente la férmula sobre “sélidos” sin

emplear una sobre “cascaras”.

Para z € R?, t € R, r > 0 una bola caldrica esta definida por
1
(22) Batir) = {0 € R s <1 Wil —9) > 5 .

Las bolas caléricas son una familia de subconjuntos convexos de R4*! invariantes por tras-
laciones. En efecto, Xg (s 1.0 (Y, 5) = Xr(0,0,) (T — ¥y, s — t). Més atin, para cada (,t) € R4 las

bolas caléricas E(x,t;r) son crecientes como funcién de r y se contraen a (z,t) cuando r — 0.

Yy

1,,

=
o3 2

—_1 4

FIGURA 1. Algunas bolas caléricas en el origen en R?

TEOREMA 4 ([Eval). Sea u una temperatura en . Entonces

1 |z —y|*
2. t) = — — < _dyd
(2.3) u(et) = 77 / /E o u )l s

st E(x,t;r) estd contenido en el dominio Q0 de la temperatura u.

DEMOSTRACION. Por completitud escribimos la demostracién contenida en [Eva).

De la invariancia por traslaciones de las soluciones basta probar (2.3) para x =0y t = 0.

Denotamos por E(r) a la bola calérica E(0,0;r) centrada en el origen y de “radio” r. Hacemos
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= -3 f i} B(r ‘y‘ +—dyds. Un cambio de coordenadas nos da

2
o(r) = //E(l) u(ry,r28)"z—‘2dyd8.

Para calcular la derivada de ¢ respecto de r, sélo tenemos que derivar la expresion de adentro

d 2
:// <Zuyiyi%+2u ! )dds
EM) \i=1 5

si ahora hacemos el cambio inverso al de antes tenemos

Iyl lyl?
dr rd+1// <Z Uy, Yi—g + 2Us S dyds = A+ B

aqui uy, denota la derivada parcial de u respecto de la variable y; y us denota la derivada parcial

u(ry,r?s), y esto nos da

respecto de la variable tiempo.

Wt
eds =r—

9

[\CIsH

Para (y, s) en la frontera de E(r) tenemos que W_(y) = r~%, esto es (4m(—s))~

de donde se satisface que

ly|°

v(y, s) = —g Indn(—s) + s +dlnr=0 (y,s) € 0E(r).

Como 7y, (y, s) = ¥ podemos escribir

B = L // 2u w dyds
rd+1 B(r) 5 g

= a1 //E 42“8% Yy: dyds

i=1
1
=T E()4du8’y+42usyyzfydyds
i=1

donde hemos aplicado integracién por partes respecto de y; y el hecho que v es cero en OE(r).

Ahora integrando por partes pero respecto de s, vemos que

1
B = m//E(T) —4dugy dyds + T // 4Zuy1ylfys dyds

=1

1 lyl”
= //E() —ddugy dyds + —r //E( 42% ’<___4_s2 dyds

=1

2d
= //E( —4dugy — ;uylyl dyds — A.

Pero u es una temperatura, es decir us = Au, entonces

do(r)

=A+B
dr +
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1 2d &
:m//E —4dAu’y—?Zuyiy,-dyds
(r) i=1

d

1 2d
Z rd+1 4d Uy, Yy, — ?uyi y; dyds

1 [
/)

1
Z rd-i-l

=1

) 2d uy, (27% - %) dyds

.

Il
o

donde hemos usado de nuevo integracion por partes y el valor de 7, en la ultima igualdad. Por

lo tanto, ¢ es constante, y como T—ld ffE(T W’ —dyds = ffE(l ‘Z' dyds = 4, obtenemos que

o(r) = lli)% (1) = u(0,0) (hm — // vl dyds> = 4u(0,0).

t—0 Td

Asi estd probada la férmula (2.3) del valor medio para temperaturas. O

De (2.3) usando coordenadas esféricas para la variable espacial, tomando derivadas con

respecto a la variable radial, obtenemos la siguiente férmula del valor medio en “céscaras”.

TEOREMA 5. Sea u una temperatura en un dominio 2. Sean (x,t) en Q y r > 0 tales que
E(x,t;r) C Q. Entonces

(2.4) u(z,t) = 271@ / ' ( /S - (x+R,(s)w,t+s)dw> RT(S)ddS,
47

con R.(s) =4/ _ers.

2.3. Formulas del valor medio parabdlicas con nicleos suaves en la variable

espacial

En esta seccién obtenemos dos férmulas del valor medio con un nicleo suave en la variable
espacial, una construida como limite de sumas de valores medios sélidos dados por la férmula
béasica (2.3) y otra partir de la versién sobre céscaras de bolas del calor deducida también de

dicha férmula béasica en la seccién anterior.
En el siguiente teorema enunciamos la férmula.

TEOREMA 6. Sea u una temperatura en Q@ = D x (0,T), donde D es un conjunto abierto
en R y 0 < T < oo. Entonces existe una funcién real 1 no negativa, €, compactamente

soportada en (0,1) tal que

(2.5) u(z,t) = /]Rd+1 Ks(xz —y,t — s)u(y,s)dyds
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para todo (x,t) € Q y0 <06 < d(z,t), donde
1 z t
Ks(z,t) = saz s <ga 5—2>

y K es el nucleo dado por
1 1
(2.6) KXxj)::Zn«4wﬂ261ﬁ)__i

Notar que (2.5) es (2.3) sin = X 1)
Comenzamos construyendo una funcién auxiliar suave 1 la cual nos llevard, en la demos-

tracién del Teorema 6, a la funcién 7 que buscamos.

LEMA 7. Sea d € IN dado. Existe una funcion ¢ : R — R con las siguientes propiedades:
(7.a) Y € € (R);
(7.b) sopy C (%, %);
(7.c) [} ¢(a)da=1;
(1.d) [} 249 da = 0;
(7.€) fol %da > 0 para cada o € (},%).

DEMOSTRACION. Comenzamos considerando el caso d = 1. Notamos primero que la funcién

simple
Y(a) =4 |(1+ ) &1 3y(a) = AX/1 1y (a)
(2’4> (4’2>
donde A = %, definida para a > 0, satisface (7.b) a (7.e) con (1,3) en lugar de (%, Z).

Ahora procederemos a regularizar 1" para producir la ¥ que deseamos. Para lograr nuestro
objetivo usaremos la estructura de grupo definida por el producto usual sobre R™ para la

cual %“ es la medida invariante de Haar. Tomamos una funcién ¢ no negativa, €>°(R) con

17
2'6

v) = [ t@e(3) %

la cual no es méas que la convolucién de 1?0 y ¢ con respecto a la estructura de grupo sobre R

fIR ¢(a)da =1y con soporte contenido en el intervalo (5, =) y definimos, para x > 0,

con el producto usual. Notar que la integral que define ¥ (x) es absolutamente convergente para
todo x € R*. Vamos a comprobar que 1) satisface (7.a) a (7.e). La suavidad de v sigue de los
argumentos usuales y de la regularidad y las propiedades del soporte de ¢. Para probar (7.b),
notamos que sop1) C sop ¥ - sopp C (%, %) . (%, %) = (%,%). Las propiedades (7.c), (7.d) y
(7.e) para d = 1 siguen del Teorema de Fubini y cambios de variables apropiados,

(7.c) /000 Y(z)dr = /OOO (/Ooo WO () (%) %) A
- [Ten ([Te () ) a
_ (/Ooowo(t)dt> </0°°¢(y)dy> L
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() [T = [T ([Tewe(5)

(7.e) Paraz>%, /Zm¢( / </ W) >af;13
/“‘bi </j°so<t>d;>dt

1,!)0 </°° ()dyy>dt

:/0 () </t:/y¢0t()dt> yy >0,

Ahora consideramos cualquier d € IN. Denotamos por v a la funcién construida para d = 1.

Tomamos ¥(a) = L¢4(a) = La?= 141 (a) donde ¢ = Jr+ a7 11 (a)da es positiva como puede ser

probado otra vez por el Teorema de Fubini, ya que

4 3\? 3% 41 — 2441
d—1,,0 _ e _ o =
/+t PO (t) dt = od [<2> 1—1—)\< od > > 0.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6. Fijamos (z,t) € Q y m = 2,3,... Para j € IN hacemos
E; = E(0,0; %) Para cada j € N tal que (z,t) + E; C Q, del Teorema 4 tenemos que

u(z,t) =1 (%)d//]Rd+1 u(y, s)Xe; (v —y,s —t) |(t —y)| dy ds.

Tomamos 0 < § < 6(z,t) y ¢ una funcién continua en R* con soporte contenido en el intervalo

O

(0,1) y cuya integral es distinta de cero. Hacemos 15(a) = 11(%). Notar que, como oy, =
% Z‘;‘;l Vs <%> es una suma de Riemann para la integral de 5(a), entonces Z — 1 Y5 < ) # 0.

Multiplicando la ecuacion de arriba por g (%) y sumando en j € IN, obtenemos que

(2.7) u(z,t) = %//Rdﬂ w(y, $)Sm(z —y,s —t) ’(t — y)’ dyds

con
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m

Om

5= 37 (2)0 (1) %,

Comenzamos identificando el limite puntual de S,,. Como ya hemos notado o,, tiende

a fo Ys(a)da # 0. En cuanto a ¥,, observamos que para j > 2, E; = E U Uh 5Ch con

Cp = Ep \ Ep_1, el anillo calérico definido por las bolas caléricas. Por lo tanto,
Y =3l 452

donde ¥} = Z‘;Ol - ( > oy < ) Xp,. Como Ey = E(0,0; 2) y P . <m.>d¢5 (i) es una
00 %( )

[l

da la cual es finita, sop 1/)5 C RY y 95 es
Ys(a)
ad

suma de Rieman que aproxima a la integral f

continua, tenemos que el limite cuando m — co de ¥! es nada méas que fo da veces la

funcién caracterfstica del origen (0,0) € R*!. Para »2 tenemos que

fF e (2) (2) S

]_

S5k (1) (3)"

Notar ahora que para un punto dado (£,7) con & € RY y 7 > 0 debe existir M tal que

(& 71) ¢ E(0,0; %) para ningin m > M. Por lo tanto para cada uno de estos m existe uno y
1
s6lo un valor de h = 2,3,... tal que % < WTd(g, 1) < % Asf que X2, (&, 7) estd dado por

d
la expresién Z _ Vs ( > ( > i, la cual, excepto por un primer término, es una suma de

Rieman para la integral de ( ) sobre la semirrecta (W™d(£,71),00). Por lo tanto

lim X2 (€, 7) :/ 1 ¢6(da) da
e Wgm) d @

donde n(c) = [ % da.
Si usamos una funcién 1 dada por el Lema 7, de (7.a), (7.b) y (7.d), vemos que n € €°(R),

mas aun el soporte de 1 estd contenido en el intervalo ( 3 8) De (7.e) también tenemos que

1
n > 0. Asi de (7.d) y (7.c), Sy, es uniformemente convergente a la funcién %n(%W(g,T)_E).

Teniendo en cuenta (2.6) observamos que,

(B )€ = (74 (53)) B -
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Nos falta comprobar que podemos usar el Teorema de la Convergencia Dominada en (2.7)

2
para mostrar (2.5). En efecto, los soportes de cada u(y, s)Sy,(z — y,s — t)% como funcién
de (y,s) para (x,t) fijo estdn contenidos en un conjunto compacto fijo C' de R%*!. De este

modo u(y, s)Sm(z—y,s—1t) = = )2 es uniformemente acotada por arriba por una constante veces

ﬁ §)| Xc(y, s). Finalmente, notamos que la expresién anterior es integrable como una funcién

de (y, s) para 6 > 0. Por la homogeneidad del nicleo, por el Teorema de Tonelli y la definicién

de las fronteras de las bolas caldricas tenemos que

//E(OO 1) 72 KT < / / dTln |£|2 dedr

1 1 1/d7'1r1%
C(d)/ -
o 7" Jo

r2ri=1 dr dr

Observamos que el Teorema 6 dice que existe una funcién 7 suave en la variable espacial
para el nicleo del valor medio, sin embargo, el Teorema 5 nos permite probar que vale una

identidad del valor medio de ese tipo para casi toda 7.

COROLARIO 8. Sea n una funcion €°°(R), no negativa soportada en [0,1] que satisface que

dfol n(r)rd_ldr = 1. Entonces para toda temperatura u tenemos que

(2.8) u(z,t) = / Ks(z —y,t — s)u(y, s)dyds
Rd+1
donde K es como en el Teorema 6.

DEMOSTRACION. Como antes basta probar la férmula (2.8) para (x,t) = (0,0). Tomamos
d > 0 suficientemente pequeno de tal forma que la clausura de E(0,0;6) esté contenida en el

d—1

dominio de la temperatura u. Multiplicando ambos lados de (2.4) por 2dn(5)r“~" e integrando

con respecto a r en el intervalo (0, d), obtenemos

1)
u(0,0)/ 2dn(§)rd_1dr
0

(2.9) = —d/ / </Sd 1 Rr(s)w,s)dS(w)> Rris)ddsn(g)d—:.

Observamos que la eleccién del soporte de 1 nos permite aplicar el Teorema de Fubini para

intercambiar los érdenes de integracién en (2.9). Entonces, para s fijo, realizando el cambio de
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variables r — 7 = R,.(s) y teniendo en cuenta que %T(S) = —2sd 7 !r~! de donde % =

obtenemos la féormula que queriamos,

25% (0, 0) _—d/5 s/_m/sd 1 s)w, s)dS(w) R, @)%(g)ﬁds

1 ot Fd+1
=5 [ s _/ / w(tw, s)dS(w)——n(r(r))dr ds
2 —1r ° R as(s) 801
1 /9 1 R5(s) e 1 L
2 s s\ ds
2 _:15_2 52 J, T /Sdl U(Tw,S)dS(w)n(é( 4ms)2ed )des
1 /0 L
= 5/ 52 / u(y,S)n(};( 4ms)2e 4d >|y| dyds,
— 2z Y/ B(O;Rs(s))

-
" 2sd dT

en la tercera igualdad hemos usado que R —z—(s) = 0. Aqui B(0; R5(s)) denota la bola euclidea

—47s

d-dimensional centrada en el origen de radio Rs(s).

O

Notamos que la funcién n que obtenemos en la demostracién del Teorema 6 tiene soporte en

el intervalo abierto (0, 1), en el corolario anterior el soporte de 1 puede ser el intervalo cerrado

0, 1].



CAPITULO 3

Aproximaciones de la identidad para el niicleo del valor medio

calorico

Como vimos en el capitulo anterior, la férmula del valor medio bésica para temperaturas
en R4, afirma que si u es una solucién de la ecuacién del calor en el dominio  de R4, la
identidad

u(z,t) = //Q ks(x —y,t — s)u(y, s) dy ds

es cierta para todo (z,t) € Q y para todo 0 > 0 para el cual el soporte de ks(x — -, t — ) que es

2
éd%k:(%, L) esté contenido en Q. El nicleo k estds dado por k(z,t) = %kf—iXE(o,o;l)(aj, —t)

donde E(0,0;1) es la bola caldrica en el origen del espacio-tiempo de “radio” uno, dada por

d |z
E(0,0;1) = {(a:,t) e R : ¢ <0, (—4nt)2e” 2 < 1}

Para f € LL (R*!) y (z,t) € R¥!, hacemos

(ks < Ne.t) = [ kst =t =)0y

En este capitulo buscamos estimaciones para el operador maximal k* f = sups~ |ks * f| en
términos de operadores de tipo Hardy-Littlewood los cuales preserven, en lo posible, las dos

caracteristicas basicas de los nucleos kg

» la forma parabdlica de los soportes,

= el comportamiento lateral de ks como funciones de ¢.

Ademas de los operadores M~ y M, introducidos en el Capitulo 1, en este capitulo haremos

uso de otras dos funciones maximales de Hardy-Littlewood parabdlicas,

1
Mf(x,t zsupi// fly,s)| dyds
( ) r>0 ‘B(Z’,tﬂ’)’ B(z,t;r) | ( )|

donde B(z,t;r) = {(y,s) € R¥! : (@)2 + (‘tr_—;‘f < 1}. Por M~ f(z,t) denotamos el

operador maximal parabdlico con respecto a los “semiplanos inferiores” de las bolas parabdlicas

1
M™ f(z,t) =su 7// ,8)| dyds
f( ) T’>18 ‘B_(‘Tat; T)‘ B~ (x,t;r) ’f(y )‘ Y

donde B~ (z,t;r) = {(y,s) € Bz, t;r) : s < t}.

23
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3.1. Aproximaciones de la identidad laterales parabdlicas

Dada una funcién medible real K definida en R%! y un nimero real positivo §, hacemos
Ks(x,t) = 5d1+2 K ( 5 52) Consideramos la siguiente funcién de una variable decreciente definida

en RT por

(3.1) k(A) = sup |K(z,t)].
p(z,t)>A

Aqui p es la métrica parabdlica y T, la dilatacién parabdlica que definimos en la Seccién 1.2 del

Capitulo 1.

TEOREMA 9. Sea K un nicleo medible en R el cual se anula para t < 0. Supongamos
que p es la métrica parabdlica y K estd dada por (3.1), la funcion ko p(z,t) = k(p(z,t)) estd en
Ll(]Rd“). Entonces existe una constante C, que depende sélo de la dimension d y de la norma

L' de ko p, tal que la desigualdad
K*f(z,t) < CM™ f(x,1)
vale para todo (x,t) € R¥1, donde KC* f(z,t) = sups-g | (Ks * f)(,1)].

DEMOSTRACION. Para § > 0 fijo y (z,t) € R4, tenemos que
(s s @0l < [[ K)o -t = 5)| dyds
{s>0}
1
:W// UC(%’fZ)Hf(ﬂ?—yat—s)’dde

S a2 //{S>O} < %(y, 8))) |f(z —y,t — s)| dyds
) //{ >0} < )> |f(z —y,t — s)| dyds.

Como de costumbre, pero con la distancia parabdlica en lugar de la euclidea, procedemos a
descomponer el dominio de integracién en una sucesién de anillos diddicos con respecto a p.
Como k es decreciente y de las observaciones presentadas en la seccién 1.2 concerniente a la

medida de las p-bolas tenemos que

(o * ) 0] < ey D A(2) /] 7yt~ )] dyds

= {(45): 520, 629 <p(y,s)<62i+1}

< 5d—1+22|3—(0,0;52j+1)\m(2j) M~ f(z,t)

JEZ

| D 2R R(27) | M™ f(a,1).

JEZ
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Basta solamente comprobar que la serie converge. Pero, por la monotonia de x podemos ir hacia

//Rdﬂ K(p(y, s))dyds.

Nos gustaria observar que el resultado anterior puede ser extendido, con el mismo método,

atras de la serie a la integral
O

a dilataciones mas generales que las T, usadas aqui (ver por ejemplo [dG, Capitulo 11]).

3.2. Estimaciones maximales para el nicleo del valor medio

En esta seccién enunciamos y demostramos el teorema que contiene las estimaciones pun-
tuales para k* f = supg~q |ks * f|, el operador maximal asociado al nicleo del valor medio para

la ecuacién del calor, tomando K(z,t) = k(x,t) = iE—Q‘ZXE(O,O;l)(:E, —t).

TEOREMA 10. Las siguientes estimaciones son ciertas para todo (x,t) € Rd+1, y para alguna
constante dimensional C':
(10.a) k*f(xz,t) < CMf(x,t);
(10.0) k* f(z,t) <K C M~ Myf(z,t),
donde el lado derecho es el operador mazximal iterado que se obtiene por la composicion de My
actuando sobre la variable espacial, para el tiempo fijo, y M~ , el operador mazximal lateral uno

dimensional en la variable tiempo, explicitamente

1 [t 1
M™Mqf(x,t) = sup - / (Sup - / | f(y, )| dy) ds.
h>0 t—h \r>0T" JB(xr)

Mds ain,

(10.c) k*f(x,t) < CM™ f(x,t).
Notamos que las desigualdades
M_f(l‘,t) <2Mf($vt) y M_f(l‘,t) <M_Mdf($vt)

se deducen facilmente de la definicién misma de todas aquellas funciones maximales y del hecho
que las secciones para tiempos fijos de las p-bolas son bolas euclideas en R?. Asi para probar

el Teorema 10 s6lo basta probar que (10.c) es cierta.

Con respecto al significado y a las consecuencias de (10.a) y de (10.b), queremos senalar
que la primera de ellas nos da un tipo débil (1,1) de k* y, como subproducto, un teorema
de diferenciacién para la familia de nicleos ks cuando 6 — 0 para cualquier f € L%OC(IRdH).
Ademsds (10.a) muestra que la clase de Muckenhoupt A, (B) definida sobre las bolas parabdlicas
B provee “buenos” pesos w(z,t) para la acotacién en LP (Rd+1, wdxdt) de k*, cuando 1 < p < oo.
La desigualdad (10.b), con un lado derecho dado por la iteracién de dos operadores maximales,

no da tal informacién sobre el comportamiento de k* en espacios L', da lugar a otra informacién
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de la acotacién LP(RI*!, wdxrdt) de k* cuando p > 1. En efecto, de los resultados de [Saw] y

[MR/, se deduce que hay pesos que no pertenecen a A,(B) que satisfacen atn la desigualdad
1E* Fll o (ra+1 wwdwary < C I f I o ra+t wazar) -

Por otra parte (10.c) muestra que k* y M™ son equivalentes, ya que la estimacién en el otro
sentido es directa. Por lo tanto el problema de caracterizar los pesos en R%T! para los cuales
k* es acotado en LP coincide con el de caracterizar los pesos para los cuales M~ es acotado
en LP. Nuestros resultados sélo dan condiciones suficientes y el problema de caracterizacién
estd vinculado con la dificil cuestién del andlisis “lateral” en dimensiones mayores. Primeros

resultados en esta direccién pueden verse en [Omb], [FMRO].

También observamos que, como para funciones continuas f definidas en R%!, tenemos que
ks x f(x) converge a f(z) en todo punto z, estas estimaciones de tipo LP para k* implican que
{ks x f : § > 0} es una buena aproximacién de la identidad en cada uno de aquellos espacios de

Lebesgue.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 10. Mostraremos que el niicleo
_ 1
42

satisface las hipétesis del Teorema 9. De la definicién del conjunto E(0,0;1) se sigue inmedia-

k(z,t) XE0,001)(z, —t)

tamente que k se anula para t < 0. Queremos obtener una estimacién superior para
k(A) = sup k(z,t), A>0.
p(z,t)=A

Denotamos por E*(0,0;1) a la reflexién de E(0,0;1) con respecto al hiperplano {t = 0}. En
otras palabras, £*(0,0;1) = —FE(0,0;1). Primero notamos que si A > \/%, entonces el conjunto
{(z,t) € R . p(x,t) > A} no interseca al soporte de k. Asi podemos tomar x(\) = 0
para A > \/%. Por otro lado, para todo Ag > 0 el nicleo k() estd acotado por arriba en el
semiplano A > Ag por una constante la cual, por supuesto, depende de \g. Asi, sélo tenemos
que tener cuidado en el comportamiento de x para valores de \ suficientemente pequenios. Més
aun, serd suficiente acotar supy;s (> k(x,t) para algin Ao pequeno y para todo A € (0, \g).
La interseccién de las fronteras de E*(0,0;1) y de B(0,0; \) esta dada por

(3.2) AE*(0,0;1) N OB(0,0;\) = S(0,7(N)) x {t(\)}

para ciertos nimeros positivos () y t(\), donde S(0,7) es la superficie esférica euclidea d — 1
dimensional centrada en el origen de R¢ de radio 7. En efecto, como la ecuacién para 0E*(0,0;1)
estd dada por
1

3.3 2 =2dtln —
(33 ot = 2dt1n
y 0B(0,0; \) estd implicitamente definida por
o | ¢

=1,
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sustituyendo (3.3) en (3.4) tenemos una ecuacién en ¢t y A la cual para A pequeﬁo tiene una

y s6lo una solucién ¢(\) > 0. Asi (3.2) es cierta para r2(\) = 2dt(\)In Notar ahora

It
que de la definicién de k(z,t), tenemos que para cualesquiera puntos interlore(s )(:17, t1)y (z,t2)
del conjunto E*(0,0;1) con t1 < to, k(x,t1) > k(x,t2). También, si (z,t) y (y,t) pertenecen a
E*(0,0;1) y |x| < |y| entonces k(x,t) < k(y,t). A continuacién vamos a estudiar a la restriccién
de k ala frontera de £*(0,0;1). Teniendo en cuenta (3.3) obtenemos que k|gg- estd dada, como
una funcién de t > 0, por

d 1
(3.5) 5 In s
la cual es sin dudas una funcién decreciente como funciéon de ¢. Las observaciones anteriores
muestran que el supremo de k(x,t) adentro del anillo parabdlico \g > p(z,t) > A se alcanza en

cualquier punto de la superficie esférica S(0,7(\)) x {t(\)}, y de (3.5),

d 1
( ) Ao>p(x,t) >\ ( ) 2t()\) 47Tt()\

~—

Sustituyendo (3.3) en (3.4) tenemos una expresién cuadrética en 15 dada por

2
t 1 [t
<§> +2dIn — <A2> 1=0.

Asi, como t > 0, tenemos la siguiente relacién para t y A

t 1 / 1
— =—dln— 2] 1
A2 dn4tJr dn47rt+’
de la cual resulta A(t) = L donde
\/\/dzln +1—dln—.

a(t)
Las siguientes propiedades de la funcién A(t) son faciles de comprobar y nos proveen de una

cota inferior para t(\) cuando A es suficientemente pequetio, y nos conduce a obtener una cota

superior integrable para k o p.
(1) Para ¢t > 0 suficientemente pequeno, X' (t) > 0.
(11) Para todo ¢ € (0, 1) existe to(c) > 0 tal que A(t) < t%_e para todo t € (0,%y(¢)).
Primero demostramos cémo el Teorema 10 sigue de (1) y de (11). De (1) la desigualdad en (11)

puede ser reescrita en términos de las funciones inversas como

2

tA) > AT2

para 0 < XA < A(tg(g)). Sustituyendo la desigualdad de arriba en (3.6), para aquellos valores de

A, obtenemos la estimacion
d 1
sup k(x,t) < —In 5
Alto(€))>p(z,t)2A 2\T-2  4qu T2
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< d ¥l (4m) 2 21
1—2¢ A Ao e
c

S

donde B = ;7 225 = % y Ao = )\(to(é)), tenemos que f < 3 < d + 2 para
d=1,2,3,... Asi para todo (z,t) € B(0,0; \g) tenemos que

c
PP ()

para < d + 2. Ahora descomponiendo diadicamente la p-bola centrada en (0,0) de radio A,

// dxdt Z// dxdt
B(0,0:00) P (@202~ GV <p(at)<ro2-1} PP (@,1)

<X’ Z |1B(0,0; 19277)| 280+
j=0

o0
c(No, d) ZZ ([d+2-8)i < 0.
7=0

r(p(z,t)) <

obtenemos que

Asi de estas estimaciones y de la observacion al comienzo de la demostracién obtenemos que

kop € LY (R™1) y el Teorema 9 puede ser aplicado.

Finalmente esbozamos las demostraciones de (1) y de (11). Hacemos s = dIn ﬁ, para probar
(1), sélo tenemos que comprobar que N (s) < 0 para s suficientemente grande donde A(s) es
la solucién positiva de 47A%(s) = e ~d /(Vs?+1—s). A su vez, esto es equivalente a mostrar

que la derivada de la ultima expresion es negativa para s grande. Esta derivada nos conduce

inmediatamente a la desigualdad 1+ 5 — —\/s +1-— \/s— < 0, la cual es cierta para s > sg
para algin sg. Para probar (11), dado que A(t) = a‘([t) =A(s) = 6_%/(\/471'14(8)), con A?(s) =

2s
V2 +1 — s, sblo necesitamos mostrar que para s suficientemente grande A2(s) > We_ de.

Pero la dltima desigualdad es equivalente a

I s?+1+s _ o .
(47)%e =
la cual es cierta para s > sg(e,d). Esto termina la demostracién del Teorema 10. 0

Para finalizar mostramos que para d = 1 la minima mayorante “radial—eliptica” no pertenece
a LY(R?).

LEMA 11. Para d = 1, en un pequeiio entorno del origen de R? la desiqualdad

Cc

sup k(y,s) >
(9,52 (2.0) |(z, 1)

es cierta para alguna constante positiva c.
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DEMOSTRACION. Tenemos que probar que E(r) = SUP|(y,5)|>r k(y,s) > -3 para r > 0 sufi-

Y,s
cientemente pequeno. Para obtener una cota inferior de k(y, s) cuando |(y, s)| > r, procedemos
como lo hicimos en la demostracién del Teorema 10, sustituyendo la ecuacién (3.4) por la su-
perficie esférica euclidea en R4 de radio r: |:17|2 +t2 = 72. De esta manera, para los puntos en
la interseccién de las fronteras de E*(0,0;1) y de B(0,0;r), obtenemos

2 + <2dln %) t=1r%(t).

7

2
Notar que ®(r) > %‘% = %(Tig) — 1) para (z,t) en el conjunto 0E*(0,0;1) N 9B(0,0;7).
AsiR(r) > % In & para r = r(t). Dado que para t chico la funcién (t+2d1In ;=) In 7L estd aco-

tada por abajo por una constante positiva, tenemos que ®(r) > T% para alguna constante c¢. [J

Mencionamos que los resultados de este capitulo estdn contenidos en [AGI1].






CAPITULO 4

Derivadas espaciales del nticleo del valor medio

El propésito de este capitulo es obtener una férmula explicita para las derivadas espa-
ciales del nucleo Ks que hemos introducido en el Capitulo 2. Recordamos que K(z,t) =

: \w\ 1 (v(x,t)) donde 1 es una funcién no negativa ¢*(R), soportada en [0, 1] y satisface que

d fo n(r) rd_ldr = lyv(zt) = (Anr t) e4dt También probaremos aqui algunas propiedades

estructurales 1tiles de la familia de los nicleos que representan aquellas derivadas.

Para cada ¢ > 0 fijo se tiene que para t en R fijo la funcién Kg(x,t) es infinitamente diferen-

. .. . ‘- ||
ciable como funcién de z. Denotemos con N%(z,t) a la derivada (cldsica) 0°K = mlf
a 9%

de K donde a = (a1,...,a4) es un multi-indice de enteros no negativos (o € INd). Notemos
que, N%(x,t) = 0sit > 0. Pero puesto que K € Ll(]Rd“) también podemos preguntarnos por
la forma de sus derivadas espaciales como distribuciones. Como es frecuente en problemas de
andlisis armoénico que involucran singularidades en los nicleos, las derivadas distribucionales
coinciden con las clasicas en algunas regiones del espacio pero no son las cldsicas como entes

globales.

Denotamos por D®K la derivada distribucional de K. Aun cuando estas derivadas no son
generalmente funciones, podemos probar algunas férmulas de representacion integrales. El re-
sultado preciso esta contenido en el Teorema 15 y en el Teorema 16. Los paréntesis angulares
(-,-) los usaremos para la dualidad distribucional de & = €°(R!) y &£ el espacio de las

distribuciones de soporte compacto.

Observamos que N en general no es una funcién integrable en R4+!. En efecto, por ejemplo
parad =1y a =1, con n1(s) = sn/(s) tenemos que

123

(4.1) N(a,1) = 5 gmv(e, ) + 25n(v(, 1)),

Es facil ver que si por ejemplo 1 es una constante positiva sobre el intervalo (% e 4) tenemos
que ff{(xt _l@(xt <%7x>0} #n(v(z,t))drdt = +oo. Por otro lado, como 7;(s) se anula para

s € (4,2), vemos que

I wewoiwa= [ B

{(w t): 4<z/ (z,t) <4,m>0} {(w,t):i<u(m,t)<%,m>0}

31
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4.1. Férmula de representacion de las derivadas para d = 1

En esta seccion demostraremos la férmula de representacion para la derivada primera en
el espacio unidimensional para la variable espacial, remarcando los pasos esenciales que luego
extenderemos a mas dimensiones en la seccién siguiente. Para simplificar la notacién, en esta

seccion llamaremos N a N® cuandod =1y a = 1.

LEMA 12. Para toda v en € (R?) y para todo § > 0 tenemos que

(4.2) D (K +v) (2,1) 54//]RZ (”“’_y,t(;)[(y,) o(z, )] dy ds.

DEMOSTRACION. Como Kj es una distribucién con soporte compacto, para v € € (RR?)

tenemos que D(Kj xv) = (DKj) * v. Mostraremos que

(13) OKso) = 50 [V (5 55) ol ) = o(0. 5y

para cualquier funcién ¢ € €°°(R?). Asi, de esta igualdad se deduce (4.2).
Sea ¢ € €>°(R?). Por definicién de derivada débil, dado que el niicleo K5 € L*(R?) y tiene

soporte acotado, y luego aplicando el teorema de Fubini, tenemos que
<D:(:K57 §0> = - <K57 Gx@

. / Ks(w,0)0up(w, t)dadt
RQ

:—/}R{/]RK(g(x,t)%go(:n,t)dx} dt

Integramos por partes en la variable z la expresién entre llaves en la tdltima integral, usamos

que K tiene soporte acotado, asi obtenemos que

(4.4) (D2Ks,0) = 5 /R { /]R N5<x,t>eo<w,t>d:c} dt,

donde se obtiene la fraccién % en el lado derecho porque derivamos una vez en la variable

espacial al nicleo K. Notar que no podemos cambiar el orden en la integracién iterada puesto
que, como ya lo observamos, N no es integrable en R?, y por lo tanto tampoco lo es N5y para

 arbitraria.

Sin embargo, puesto que para s fijo, N(y, s) es la derivada con respecto a y de una funcién
suave con soporte compacto, K(y, s), se tiene que f]R Ns(y,s)dy = 0 para cada s. Luego (4.4)

es equivalente a

(45) Dutisg) =5 [ { [ Not) (o) = 0,01 a

para cada ¢ € €>*(R?) y 6 > 0. Por lo tanto, si probamos que para ¢ € €*°(R?) la funcién
N(z,t) [p(z,t) — ©(0,t)] es absolutamente integrable en R?, por el teorema de Fubini aplicado
n (4.5) obtenemos (4.3).
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Por el teorema del valor medio aplicado a ¢(z,t) como funcién de z, y como ademés n y n;

tienen soporte acotado,

V(o t) ) = (0,01 = |5 Frm (v, 0) + 2 5000, ) = (0,0

5o ) + 2o,

Asi, para mostrar la absoluta integrabilidad de N (x,t) [¢(z,t) — ¢(0,t)] basta ver la finitud de
las dos integrales siguientes

//]RZ dwdt //W

En efecto, como 71 es continua con soporte en [0, 1] tenemos que

4 4
// = d:cdtgc// = dudt
R2 t *(0’0;1) t

7 (v(z,t))
:c/tl3 / wtdxdt

1
|z|< (2t In ﬁ)l/z

t))| dxdt.

:E4
m(v(.1)

D[~

1
2(2tIn )2 dt

1
< c/t—3 (2tIn 1)

N[Ot

dt

—e [t (ngd)

o\§|H =

donde la 1ltima integral es finita. Andlogamente,

// dzdt < // —dmdt
R2 *(0,0;1)

4
B (2tIn 7 47rt )2 2
= dxdt

xt

—_

0
1
A1
11 3
:C/—2§ 2tln4m)2dt
0
s 1 3
=c [t 2(ln47rt)2dt.
0
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Notar que el paso clave en la demostraciéon anterior fue restar una funcién constante en
la variable espacial (un polinomio de grado cero) en (4.5), de esta manera “disimulamos” la

singularidad de V.

4.2. Analisis de las derivadas del nicleo del valor medio parabdlico

Volviendo a dimensién d, nos proponemos extender la férmula de representacién (4.2) a
dimensién arbitraria. La mayor dificultad reside en hallar una expresion general para las deri-
vadas del nicleo K. Dicha férmula, (4.6), estd contenida en el Lema 13 y su forma nace en la

demostracion del Lema 14.

Dada ¢ una funcién €°°(R%!) escribimos Py (x,t) para denotar el polinomio de Taylor
en 2o = 0 (MacLaurin) de grado k para la funcién definida en R? por z +— o(z,t) para t fijo.

s s . . m .. m—1 -
Usaremos la notacién que sigue. Para m € o, h(m) es igual 7 si m es par y T5= si m es

impar. Dado un multi-indice o € INg escribimos h(a) para denotar el d-vector de enteros dado
por h(a) = (h(a1), h(az), ..., h(ag)).

LEMA 13. Para § >0 y a = (a1, ..., aq) un multi-indice fijo con |a| > 0, tenemos que,
(13.1) para todo t real, K(x,t) es una funcion € de x € R y

2ot (4=25)e;+23

3
(4.6) Nz, t) =) > > an (v(z,t))
=1 j )es)

donde ngj son funciones €°° de una variable real con soporte contenido en el soporte
de .

(13.11) Para p € € (RY) y para cada s €R la funcién de y dada por N®(y, s)p(y, s) perte-
nece a L'(RY). Mds ain, la funcién de la variable s, [pa N*(y,s)e(y, s)dy pertenece

a LY(R) y la distribucién DK estd dada como la integral iterada

(4.7 (DK, p) = /

{ Ny, s)¢(y, s) dy} ds.

R R4

(13.111) Para cada t y para todo 0 < |B| < |al, la funcion N®(x,t)x® pertenece a L'(R?) y
ademds [pq N*(z, )zl dr = 0.

(13.1v) N%p — Py -1 € LYRY) para toda ¢ € € (RH1).

Para la demostracién de (13.1) en el Lema 13 haremos uso de una, de alguna manera,
explicita expresion para las derivadas espaciales de ¢(v(z,t)) cuando ¢ es cualquier funcién ¢’

de una variable real.

LEMA 14. Sea ¢ una funcion €°° de una variable real positiva. Entonces para cualquier

multi—indice v € ]Ng tenemos

2728
CTTE) B S YY)
0<B<h(y)
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donde cada (bg es una funcion €°° de una variable real positiva con soporte contenido en el

soporte de ¢.

DEMOSTRACION. Comenzamos mostrando por induccién en m que para cada i = 1,...,d,

la férmula

om m—2n

(48) SO ) = Y el v, b))

0<n<h(m)

vale para funciones suaves ¢! soportadas en el soporte de ¢. Cuando m = 1, (4.8) se lee
azi (p(v(z,1))) = 2igf(v(z,t)) donde ¢f(s) = s¢/(s). Supongamos que (4.8) vale para derivadas

de orden m. Supongamos que m es par. El caso de m impar puede ser manejado de forma

similar. Asi

am-i-l
ormT1 (p(v(z,1)))
1 0 o
= Z tm—n%<$i 2n g (V(x,t))>
0<n<% i
1 doy s, Z
s ds/ (v(z,t))v(z,t)— +
: m—2n=14m m—2nd¢;n &
+thm—n|:(m 271) ¢ ( (l',t))+xi s (V(-Z',t))y(xjt) t
x(m+1)—2(n+1) $(m+1)
- e R )+ Y S e 1).
osn<y 0<n<y

Como en el caso m par tenemos que h(m+1) = Unicamente tenemos que observar que cada

2 b
término en las dos sumas de arriba pueden ser identificados con alguno de los términos de la

siguiente
x(m+1)—2k
2 e T ()
0<k<
para meﬂ adecuada con soporte contenido en el soporte de ¢. El resultado deseado para un
multi-indice arbitrario «y sigue por iteracién de (4.8). O

DEMOSTRACION DE (13.1). De la Regla de Leibniz, obtenemos que

N (1) = iaa (ot )
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> o) w1

i=1
Para cada una de las tres derivadas en el tltimo término de arriba, aplicamos el Lema 14. La
primera nos da los términos en (4.6) que corresponden a j = 1. La segunda los de j = 2 y la

tercera los de j = 3. O

DEMOSTRACION DE (13.11). Tomamos ¢ en €>*°(R%*!) y s € R. Si s > 0, tenemos que
Ny, s)p(y,s) =0 en R Para s < 0, la funcién de y definida por N%(y, s) es acotada y tiene
soporte acotado. Asi que N(y, s)p(y, s) estd en L' (R?) como una funcién de y € R¢. Por otro
lado, como para s fijo K (y, s) estd en €°(R?) de y, integrando por partes, vemos que

» N°(y, )ely, s) dy = (=1)!*! " K(y,s)0%(y,s) dy.
Notar ahora que K (y,5)0%p(y, s) es absolutamente integrable en R%t! ya que K pertenece a
L'(R¥1), K tiene soporte compacto y 0% es acotada en el soporte de K. Asf, del Teore-
ma de Fubini la funcién de s dada por fIRd K(y,5)0%(y, s) dy pertenece a L'(R). También
Jra N%(y, s)¢(y, s) dy. Finalmente, comprobamos (4.7). Por la misma integracién por partes en

la integral respecto de y realizada antes,

LA v wsswoafas= ol [ { ] ksoee.s)

led 5)0“ s s
0 [ K0l dyd
= (1)l (K, 0%¢)
= (DK, p) .

O

DEMOSTRACION DE (13.111). La integrabilidad de 9K (z,t)z® como funciones de z se pue-
de comprobar ficilmente. En efecto, para ¢ > 0 la funcién de = dada por 0“K(x,t) es idénti-
camente cero. Para t < 0, 0“K(-,t) tiene soporte compacto y es acotada como una funcién
de z. Integrando por partes, con 0 < [B| < |al, tenemos entonces que [g, 0K (z,t)z’dr =

Dl [o K(z,6)0%(2?)dz = 0. O

DEMOSTRACION DE (13.1v). Escribimos ¢; para denotar la funcién de la variable = € RY
definida por ¢;(z) = ¢(x,t) cuando ¢ € F°(R%*1!). El polinomio de MacLaurin para ¢; de

orden |a| — 1 estd dado por

lal-1

\a| 19t() Z Z 971 (0

k=0 \’y\k
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@) = Pru(®) = oy 3 & / D pioz)(1 - ) do,
I’Y\ la
Para probar que N%[¢ — Py —1¢] como funcién de (z,t) pertenece a L'(R™1) tinicamente
tenemos que comprobar que cada funcién de la forma xYN%(x,t), con |y| = |«|, pertenece
a L'(R™1). Por otro lado, usando la férmula (4.6) para N®, sera suficiente mostrar que cada
funcién de la forma n(v(z, t))%x“’ pertenece a L'(R!) cuando || = |al;i=1,...,d;
7=1,2,3,0< B < h(a—(j —1)e;) y 77 es una funcién acotada de variable real con soporte

contenido en el de 1. Asi que serd suficiente mostrar que

‘xa—l— (4—27) el+2ﬁ+’y|
t
//*(001 falTarra—y  dedt < o0

para E*(0,0;1) = {(z,t) : (z,—t) € E(0,0;1)} y aquellos valores de «, 3, 7, i y j. La integral

de arriba puede ser estimada después de una aplicacion del Teorema de Fubini y la introduccién

de coordenadas esféricas en R? por una integral de la forma

1 Ri(~t)
/ ¢ led+181=3+7 </ pa|+4—2j+25+|’7+d—1dp> dt
0 0
1 9z
:C/ ¢l +18l=3+7 (Rl(—t))2|a‘+4 2j+2|ﬁ|+ddt
0

1 . d . d
:c/ 4 lal+181 =3+ glal+2—j+|6l+3 (lnﬁ)la\+2—1+\ﬁ\+§ dt
0

1 d
= c/ 21B+5 -1 (ln ﬁ)edt
0

para algin nimero positivo €. Como la ultima integral es finita, terminamos la demostracién. [

4.3. Otra representaciéon “integral” de la distribucién D*K

Notamos que (4.7) es en algin sentido una representacién “integral” de D*K pero que la
integral sélo tiene sentido como integral iterada. El teorema siguiente es una consecuencia de
las propiedades bésicas de las derivadas de K demostradas en la secciéon anterior y la integral

multiple es ahora absolutamente convergente.

TEOREMA 15. Para § >0, a = (a1, ..., aq) un multi-indice de enteros no negativos y para
toda p € € (R tenemos que

(4.9 (D (Ks)e) =570 [ ()50 [plant) = Rop-rilant)] dads
donde la integral en el lado derecho converge absolutamente.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que la integral en el lado derecho de (4.9) es abso-
lutamente convergente. De (13.1v) sabemos que esta propiedad es cierta cuando § = 1. Por

otro lado, como para cualquier 0 positivo tenemos que Fly|_1ps = (P|a‘_1<p)5, la convergencia
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de la integral para ¢ general sigue de (13.1v) por un cambio de variables. De (13.11) y (13.111)
tenemos, para cada p € € (R,

) = [{ [ 5 0lpte.t) - Pt ol ar

Luego de (13.1v) y del Teorema de Fubini-Tonelli tenemos (4.9) para § = 1. Tomamos ahora

cualquier 0 > 0. Por el cambio de variables y = 5 y s = 5%, tenemos que

//]Rdﬂé_lal(Na)é(x’ lp(e,t) = (Paj-1) (2, 1)] dedt
= o1 / N(y, $)[p(3y, 6%s) — (Paj_19)(8y, 8%5)] dyds
Rd+1

_ 5_a—d—2/ ]RdHNa(y,s) [go% (v, 8)—<P|a\—190%>(y, 8)} dyds.

Ahora, aplicando el caso de § = 1 ya examinado con ¢1 en lugar de ¢, vemos que el lado
)

derecho en (4.9) estd dado por

§-lal-d—2 <DQK, ¢%> = §lel=d=2(_q)lal <K o” (¢%)>
= 5= 9=2(—1)le <K (8acp)%> :
Finalmente, como K € L'(R%t1),
/ /R N2 8) [, ) — (P19 (o, 1)) dad

1)'0‘/ K (z,t)0%p(6z, 6°t) dzdt
Rd+1

Cd— o y s I
— ¢ 2(—1)‘ |//Rd+1K<g,5—2>8 o(y, s) dyds

= (1)l / Ks(y,s)0%p(y, s) dyds
Rd+1

= (D*(K5s),¢) -

4.4. Derivadas del operador inducido por el nicleo K como operador de

convolucion

Como del Teorema 15 tenemos que DK es una distribucion de Schwartz con soporte
compacto en R que viene dada por (4.9), su convolucién con una funcién v(z, t) de > (R +1)

estd bien definida y no es nada mas que la derivada débil de K * v.
TEOREMA 16. Para cualquier v que pertenece a %OO(IRdH) tenemos que

DY(Kgxv)(z,t) = (DO‘K5 xv(x,t)

(5‘(1' //Rd‘H JZ‘ —y - S) [’U(y, 3) - Ha\—lv(y, 3)] dde



CAPITULO 5

Estimaciones maximales para gradientes de temperaturas

Nuestro propésito en este capitulo es develar la delicada estructura del nicleo de las de-
rivadas parciales obtenido en el capitulo anterior. No resulta claro, por simple inspeccién que
el correspondiente operador maximal esté dominado por una composiciéon de operadores maxi-
males conocidos. El detalle de esta estimacion se encuentra en la Seccién 1. En la Seccién 2,
transferimos las estimaciones espaciales a derivadas mixtas en espacio y tiempo aplicadas a so-
luciones de la ecuacion del calor en dominios cilindricos con los mismos operadores en versiones
locales. Las estimaciones en norma y con pesos laterales en el tiempo estdan contenidos en la
Seccion 3. Al final mostramos estas estimaciones sin usar un operador maximal en la variable

espacial.

5.1. Estimaciones por funciones maximales del operador inducido por las

derivadas del nucleo del valor medio

Sabemos por el Teorema 16, que las derivadas de la convolucién de Kz (6 > 0) con una

funcién v que pertenece a €°°(R¥1!) estdn dadas por

(5.1) DY Ky *v)(x,t) :5_0‘//Rd+1(N°‘)5(3:—y,t—s) [v(y, 8)—P|a|_1v(y,s)] dyds.

Dado un numero real positivo A, y cualquier entero k& méas grande que A, definimos el operador
maximal

Y

MMy, t) = sup 68 ‘Vk(K(; xv)(z,t)
>0

donde V¥ es el vector de todas las derivadas espaciales de orden k. Como mencionamos el
propésito es controlar M (v) por operadores maximales conocidos. El resultado principal de

esta seccién es la siguiente estimacién puntual para MM,

TEOREMA 17. Para 0 < A <k < A+d y k € N existe una constante C = C(\, k,d) tal que
la desigualdad

(5.2) MMy, t) < CMT[M#*A*] (2, )
vale para toda funcién v definida sobre R*! que pertenece a €.

Conviene sefialar que el lado derecho en (5.2) es la iteracién de los operadores M#AF

actuando sobre z y M~ actuando sobre la variable temporal, precisamente,

M~ M7k (2, 1) = Supﬁ/ Supi)\/ [v(y,s) — Pu(y)| dy | ds.
h>0 U Jt=h \ r>0 | By y)|}*d 7/ B@r)

39
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 17. Tomamos v € €°(R4*!) y fijamos § > 0. Para esti-
mar V¥(Kjs * v) consideraremos un multifndice fijo a de longitud k y estimaremos D*(Ks * v)
usando la férmula de representacién (5.1). Ahora, de (13.1) en el Capitulo 4, el nicleo N se
divide en una suma finita de nicleos ) ,.; N;* cada uno de los cuales estd acotado por arri-
ba en valor absoluto por ntcleos de la siguiente forma bésica Nia(az,t) = O%(|z|,t)n(v(z,1))
con 1% una funcién € de una variable real con soporte compacto y Q%(|z|,t) es €>° en
]lefrl = {(az,t) e R ¢ > O}, y creciente como funcién de |z| para t fijo. También el niicleo
Q% es parabdlicamente homogéneo de grado — |a| — 2, en otras palabras, Q%(u|z|,u?t) =
p 17299 (|| ,t), 4 > 0. Como en la demostracién de (13.1v) de hecho probamos que N[y —

Ploj—14] es integrable para cada i € I, cada una de las integrales

//]W(Nf" ol —y.t =) [0y, 5) = Ploj-10(y, )] dyds

es absolutamente convergente y su suma para i € I nos da una representaciéon de D*(Kg+v)(z,t).
Asi para probar (5.2), tenemos que estimar el operador maximal inducido por cualesquiera de
estos términos con nicleo (N/)s. De la convergencia absoluta de la integral, y del Teorema de

Fubini tenemos que

Mf:(;v(x,t) =

5—04/ Rd+1(Nia)5(x —y,t —s) [v(y, 8) — Plaj-1v(y, 3)] dyds

t ~
g 6_>\ 52 (N’La)(;(x - yyt - S) |'U(y7 S) — P\a|—1v(y7 3)| dyd87

yeB
donde B es la bola euclidea B(x, Rs(t — s)) con
s(t—s) \/Qd 47r(t 5

A continuacién multiplicamos y dividimos la integral espacial interior por la medida de Lebesgue
de la bola B elevada a la potencia 1+% y usamos la acotabilidad de n{* para obtener la estimacién

superior

Mz?:év('iu t)

! 142 1 o
SC(S 62’B‘ d by B(Qz )5(’% - y’ 7t - 3) ‘U(yv S) - P\a|—1v(y7 S)‘ dy ds

[l |B|1+E
C

t
s 52/ PRy (t — )M QE (Rs(t — 5),1 — 5) MFMEu(-,5) () ds,

donde la propiedad de monotonia de Q@ en su primera variable junto con el hecho que |z — y| <
Rs(t — s), la homogeneidad de Q% y la definicién de M#*F han sido usados. Notar que de la

definicién de Rs(t — s) y la homogeneidad de Qf, tenemos

1
QY (Rs(t — s),t —s) = QF ((t— 5)24/2d1n #ﬂs),t - s>

1 a 52
— S
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Inspeccionando los términos en la expansién para N dada en (13.1) (Capitulo 4) vemos que

para cada i € I, tenemos que

0;
o 52 1
Qi <\/ 2d1n m, 1> <c (ln M) con 97, > 0.

Asi
M;:(;’U(JE,t)
d+A
d+A 0;+—=
< c ¢ 52—)\+k—d (t_ S) 2 1 1 ? M#,)\,k d
< ﬁ 52 Lk n47‘r(t_—5) U(-,S)(ﬂj) S
e (t—s)'2 &2
, dfr—2—k . 9i+dJ2r_A
c t—s 2
= — — In——— M#NEy( s) () ds.
o (F) T ()
Dada nuestra eleccién de k y A, % > —1. Por lo tanto, si aplicamos el Corolario 2

(Capitulo 1) con ¢ = % yO=20;+ #, la ultima integral estd acotada por el operador
maximal lateral de Hardy-Littlewood M~ para cada § > 0 y para cada i € I, asi MMy <
C M~ [M#*Mky]. O

5.2. Estimaciones para las derivadas espaciales y temporales de temperaturas

sobre dominios cilindricos

En esta seccién escribiremos ) para denotar un dominio cilindrico en R4*! de la forma
D x R*, donde D es un conjunto abierto de R¢.

Usaremos la funcién §(z,t) en €2 como la distancia parabdlica de (x,t) € Q a la frontera

parabdlica de ). Mas precisamente,

0(x,t) = inf {méx {\x —yl, VIt — s\} : (y,s) € 8parQ} ,
donde 9par = (D x {0}) U (0D x R™) es la frontera parabdlica de .

Notar que para cualquier temperatura u en 2, cualquier punto (z,t) € Q y cualquier 0 <
d < d(z,t), la formula del valor medio (2.8) es vélida ya que para aquellos valores de § el soporte
de Ks(x — y,t — s) como funcién de (y, s) estd contenido en Q. Mds atin, lo mismo es cierto
para el soporte del nicleo (N%)s(x — y,t — s) cuando 0 < § < §(z,t). En particular la férmula
para las derivadas espaciales de K *v dada en el Teorema 16 sigue siendo cierta en el caso que

v € €°(Q) para estos valores de J.

De las observaciones de arriba y los resultados de la seccion previa, facilmente se pueden
obtener estimaciones para una versién local de la funcién maximal M** en términos de versiones

locales de M~ y de M#NFE,
Dado A > 0, k cualquier entero mas grande que A y v € €*°(Q), definimos

M?‘Z’kv(x,t) = sup O VF(Ksxv)(x,t)].
0<8<8(z,t)
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1
loc

Dada una funcién g en Li,.(R) soportada en R* y dado ¢ > 0, escribimos

_ I
Mo = sw [ 1o ds
0<h<t t—h

para denotar la versién local del operador maximal lateral restringido a R™. Por otro lado dada
una funcién suave f sobre D definimos la versién local de la funcién maximal de Calderén de

orden \ por

1
MEM f(x) = sup 7)\/ Fy) = Bl dy
0<6<5(z) |B($75)|1+3 B(z,6)

donde §(z) = inf {|z —y|: y € D} y Py es el polinomio de Taylor de grado k — 1 para f en z.

Por inspeccion de las demostraciones del Teorema 17 y del Lema 1, tenemos el siguiente

resultado.

TEOREMA 18. Para 0 < A < k < A+d yk € N, existe una constante C = C(\, k,d) tal que
para todo Q = D x Rt con D abierto en R? la desigualdad

MyFo(e,t) < CMg, [MEM ) (2, 1)
es vdalida para cualquier funcién v en € () y para todo (x,t) € Q.

Cuando este resultado es aplicado a una temperatura u = u(z,t) en 2 tenemos la siguiente

afirmacion.
TEOREMA 19. Si u es una temperatura en 2, entonces
§FA (z, 1) ‘Vku(a;, t)( < OMyg, [MEM) (2, 1)
para todo (x,t) € Q, cuando 0 < A< k < A+d, k € IN.

Para obtener estimaciones para derivadas mixtas en espacio y tiempo de temperaturas,
vamos a introducir algo de notacién. Dada una funcién suave v en €2 escribimos V#!v(x,t) para
denotar el d?+ 1-vector dado por las d? derivadas de segundo orden puramente espaciales de v y
la derivada primera de v con respecto al tiempo, i.e., V>1v = <V2v, %). También diremos que
dado un multi-indice & = (aq,...,aq4; aq+1) en ]Ng“rl la derivada 0®v es de orden parabdlico
|| + 2ag41. Por (V1) (v), n € IN nos referimos al vector de todas las derivadas de orden
parabélico 2n de la funcién suave v. Explicitamente, cada componente de (V>!)"(v) tiene la
forma 8% con || +2cg11 = 2n. De tal forma siempre tenemos, en cada una de estas derivadas,
un numero par de derivadas espaciales. Usaremos la notacion ‘ (V2’1)"u‘ para la longitud euclidea
de (VZ1h)"y. El siguiente lema elemental nos permitird transferir las estimaciones espaciales en

el Teorema 19 a derivadas mixtas en espacio y tiempo de temperaturas.

LEMA 20. Sea u una temperatura en Q y & = (a;ag11) € N con 2n = |af + 20441,

n € IN. Entonces la derivada 0%u pertenece al espacio vectorial generado por V™u.
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DEMOSTRACION. Por induccién en a4y 1. Cuando agy1 = 1, tenemos que
% = 9@ (90y) = 90 (Au) € span Vu.
Asumiendo que el resultado vale para g1 = j € IN vamos a probarlo para agy1 = j + 1,
9% = 9(@0) 90ii+1),, — 5(@0) 5(0:3) Ay, = H(@0) A §(055),.

Notar ahora que el tltimo término es una combinacién lineal de derivadas de la forma 950 9(0:)q,
con |B| = |a| + 2. De esta manera podemos aplicar la hipdtesis inductiva a cada uno de estos

términos para obtener que 0%u esté en el espacio lineal generado por V?"u. O

Como un corolario del Teorema 18, su corolario el Teorema 19 y de las consideraciones

presentadas arriba, podemos obtener la validez de la siguiente afirmacién.

TEOREMA 21. Para 0 < A < 2n < A+d yn € N existe una constante C tal que la
desigualdad
6% A, t) [(V3) (e, )] < OMg, [ME" (w))(x, 1)

vale para toda temperatura u en Q y para todo (x,t) € Q.

5.3. Estimaciones LP para gradientes espacio-tiempo de temperaturas en

términos de normas mixtas de tipo Lebesgue-Besov

Como mencionamos en la Seccién 1.7 al introducir los operadores maximales de Calderén,
la regularidad Besov es suficiente para obtener la regularidad inducida por estos operadores
maximales. Mds ain, vimos que B;,‘(D) — ‘5;‘ "™(D) para m > [A] + 1 cuando D es un dominio
Lipschitz, donde (gp)‘ "™(D) denota el espacio de todas aquellas funciones f en LP(D) para las

cuales la maximal Mﬁ)"m f pertenece a LP(D).

Como las estimaciones puntuales estdn en términos de una iteracién de maximales de Cal-
derén y Hardy-Littlewood lateral es natural que las estimaciones en norma involucren espacios
en norma mixta como LY(R*; €™ (D)) y LYR™; By(D)) con 1 < p,q < 00y A > 0 con sus

correspondientes normas dadas por

_ q E _ q
ol mon = (IO iy )" Telaermon = ([ 16Oy )

donde v es una funcién de d + 1 variables.

1
q

De estas observaciones y como corolario del Teorema 21 obtenemos el siguiente resultado

basico.

TEOREMA 22. Sea Q = D x Rt con D un dominio acotado en R?. Sea 1 < p < oo dado.
Para 0 < A< 2n < A+d yn € N existe una constante C que depende de p, A y n tal que para

toda temperatura u en ) tenemos

H(SQ"_’\ Kvll)ﬂu‘”m(ﬁ) <Gy ||UHLp(]R+,<g;’2"(D)) .
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DEMOSTRACION. Sigue del Teorema 21 y de la acotacién de My, en LP(R) parap > 1. O
Notar también que para p = 1 una desigualdad de tipo débil de la forma

/D ‘{t eR*: 52"_)‘(a:,t) ‘(Vz’l)"u(x,t)‘ > N}‘ dr

<G e

L ||u||L1(R+ (D))

LY(RY)

<
sigue del tipo débil (1,1) del operador temporal My,

COROLARIO 23. Si Q = D x Rt con D un dominio Lipschitz acotado en R%, 1 < p < o0

A un ndmero positivo no entero y n un entero tal que [\| + 1 < 2n < A+ d, entonces

Hézn > (v “‘HL vy S C2 e smy o)

para alguna constante Co y para toda temperatura u en €.

La desigualdad contenida en el corolario precedente es una consecuencia de la desigual-
dad puntual del Teorema 21. Pero en ella no se refleja el hecho mas sutil de la lateralidad
del problema en el tiempo, ya que una acotacién similar a la del Teorema 21 con Mp+ f(t) =
SUpP;5, m f‘ IR+ |f(s)| ds en lugar de My, hubiera sido suficiente para obtenerla. Una apli-
cacién mas fina de la desigualdad en el Teorema 21 a la acotacién de normas de Lebesgue de
§2n=A(V>1)"y se obtiene si se aplican resultados de la teorfa de pesos laterales (ver [Saw] y
[MR)). Esta teoria estd completamente desarrollada para M~ (y para su andlogo con promedios
a la derecha del punto) y se sabe que los pesos w para los cuales M~ es acotado en LP(wdz)
son exactamente los que cumplen la condicién A, lateral de Muckenhoupt presentada en la
Seccién 1.4. Por otra parte dada f definida sobre R™, si denotamos por f a su extensién a R
que vale cero en R™, tenemos que para t > 0, My, f ()< M~ f(t) Por consiguiente, si w es la

restriccién a RT de un peso en A, tendremos que

| o sor o< [T iror wa,
0 0

para alguna constante C' y para toda f medible definida en R™. De esta forma obtenemos el

siguiente corolario del Teorema 21.

COROLARIO 24. Sea Q = D x Rt con D un dominio Lipschitz acotado en R%, 1 < p < o0,
A un nimero positivo no entero y n un entero tal que [A\|+1 < 2n < A\+d. Sea w la restriccion

a R™ de un peso de Ay, entonces

(5.3) / /Q (0| (V> (e 1)) wlt)dadt < O /0 Ol iy D)

para alguna constante C' y para toda temperatura u en €.
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Observemos que la restriccién a R™ de cualquier funcién decreciente no negativa en R es
un peso véalido para la desigualdad (5.3) puesto que cualquier funcién decreciente no negativa

estd en A, . Por otra parte si w € Ap(R™), es decir, si

() () o

para todo subintervalo I de R, entonces w también es la restriccién a R™ de un peso A, . En
efecto, w = w|g+ donde w es la extensién par de w a R. En particular w(t) = t* es un buen

peso para la desigualdad (5.3) si —1 < a<p—1.

5.4. Una prueba alternativa de las estimaciones LP

Como ya hemos mencionado, Jerison y Kenig en la demostracion de la desigualdad puntual
eliptica [JK, Teorema 4.1], utilizan una versién equivalente de norma de Besov dada en (1.7),
y prescinden de los operadores maximales del tipo de Calderén que usan en su demostracion
Dahlke y DeVore [DD, Teorema 3.1].

Si bien, la estimacién puntual que obtenemos por este método, que contiene un operador
maximal y un operador integral (de diferenciacién fraccionaria) es menos compacta que la del
Teorema 21, una ventaja de este enfoque es su caracter intrinseco. Es decir la norma resultante,
(1.7) con D en lugar de R?, est4 midiendo regularidad en D si necesidad de recurrir a funciones

regulares en R? y, en particular evitando hipétesis de regularidad de la frontera de D.

Nos restringimos en espacio a una dimensién (d = 1) por simplicidad. Notamos que no
deberia extranar el hecho que surjan en las estimaciones que mostraremos nticleos temporales

con caracteristicas conocidas.

TEOREMA 25. Sean 0 < A < 1, 1 < p < oo. Eziste una constante C tal que vale la
desigualdad puntual

_\Ou A Tty ) = ula, )P
(5.4) 5(a,t)! A%@c,w\sw (/D PO dy> (t)

para toda temperatura u en Q = D x RT.

Para la prueba del teorema necesitamos el siguiente lema. Primero definimos los ntcleos de

variable real que aparecen digamos, naturalmente en este tipo de estimaciones puntuales. Sean

(5.5) B(w) = w3 L [ n (w0 1)] 272 X (@)
(5.6) Fa(w) = w1 L (0 Y] Yoy (w), weR.

LEMA 26. Eziste una constante C' tal que
(5.7)

5(:5,,5)1—%@,@'@{@( /D '“(j’;)__yﬁff;')' dy) <t>+k;< D'“(j’;)__yﬁif;)' dy) <t>}
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se satisface para toda temperatura u en €.

DEMOSTRACION. Usamos la férmula (4.1) y que 7 y 71 son acotadas para obtener la esti-

macién siguiente para el nicleo derivado del valor medio en dimensién uno.

(et <o { () (28 + St (20)
= c(n,m)d(z,t)° { ’(f — f)’z + (\:_—89)12 } XE (2 t:8(2.)) (Y, )

donde ¢(n,n1) es la constante dada por méx{sup |n|,sup |71|}. Aplicamos médulo a ambos lados

en la identidad (4.2) a una temperatura u, luego multiplicamos y dividimos por §(z, ), y

usamos la estimacion que acabamos de obtener para N, y tenemos que

ou t—s
2 wt| < s [ |V Gl )| t0) — e )] s
(5.8) < I(z,t) + 1 (x,t)

o, 1)

donde salvo constantes, resulta de la definicién de los E(z,t;0(x,t)), que

6(ac t)

tsln
I(z,t) = —yl? —
)= s | i T3P / i 1ol utns) —uto )y,

6(ac t)

tsln
I (x,t — — .
(@1) = 5 /MW (E=r / i 1o oty ) = ute ) s

Estimacion para I(z,t). Aplicamos la desigualdad de Hélder con % + 1% = 1, multiplicamos

|1+)\p

y dividimos por |z —y , estimamos por el radio de la bola espacial centrada en z, y luego

agrupamos convenientemente para obtener la cadena de desigualdades que siguen, con algin

abuso de simplificacion en la notacién que no necesita explicaciéon adicional.

I(z,t)

<ww [, .77 { / f o =yl u(y, ) — ulz, )" dy}% (-5 %22) > as
= G /tis(x,t)z o {/_f o =yl O R dy} E ((t=9mGe)™ ds
EnR /tim,t)z e (- B {/:f Myyj)_;ffgf)‘p dy}% "
_ W/fi&(w,tﬂ(t_ 5)31 <ln %)M {_}ids

t _ 2 2+3 1
[ ey g,
=52 t — s \6(x,t) t—s

N
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Hacemos el cambio w =t — s en la linea anterior y estimamos la integral en y por D, asi

I(x,t)

< / @O 52 (s )3 <%1n sa0? >2+% { /D -t ol dy}% N

) / 5@;)2 Yo Gy <5(:t)2> . (% In WYQ { R dy}; de
:/]R+(k1 e {/ = yjt_ _ﬁ—(ira):\;;t_wﬂp dy};dw

donde usamos el nicleo ki, luego estimamos por el ya muy conocido operador maximal kj

asociado a ki, y obtenemos

Ia,t) < cm(/ . 1+Ap)’pdy)p<t>.

Estimacion para II(z,t). Es similar a la de I(z,t), salvo que aqui el nicleo que aparece en

el lado derecho serd ko. Las cuentas para las estimaciones son analogas, y obtenemos
1

(e, t) < K (/ o, Hm)’pdy)p(t).

Finalmente, en (5.8) usamos las estimaciones obtenidas para I e II, y tenemos la desigual-
dad (5.7). O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 25. Aplicamos el Corolario 2 del Capitulo 1 a los nicleos
k1 y ko definidos en (5.5) y (5.6), con ¢ = A—1 en ambos y con 9 = 2+% enkyyf= 1+% en el

ntcleo kg evaluados en la funcién g(t) = { Ip Wﬁ:ﬁp' d } (t). Obtenemos puntualmente

{/ ‘u ’a:_y’1+>\p)’pdy}p () {/ ’u 1+)\p)‘pdy}p (t)

para i = 1,2. De la desigualdad (5.7) y esta tltima estimacién para kf, i = 1,2, tenemos la

que

desigualdad que buscamos

e )N G0 < clnm) (€ + C) {/ e 1+Ap)’pdy}p ().
U

Mencionamos que algunos de los resultados del Capitulo 4 y del Capitulo 5 estdan contenidos
en el trabajo [AGI2].






CAPITULO 6

Aplicacion: Regularidad simultanea espacio temporal a partir

de integrabilidad de regularidad espacial

Este capitulo contiene el resultado de regularidad Besov conjunta en espacio y tiempo de las
soluciones u de la ecuacion del calor cuando se tiene una regularidad Besov espacial p-integrable
en el sentido que u pertenece a LP((0,7); B?(D)). Precisamente nuestro objetivo es probar el

siguiente resultado.

TEOREMA 27. Sea D un dominio Lipschitz en R? y T > 0. Hacemos Q = D x (0,T). Para
cada 0 < A <1, cada 1 <p< oo ycada 0<e <A, siu esuna temperatura en £ y pertenece a
LP((0,T); B;‘(D)), entonces u pertenece al espacio de Besov parabélico IB];\_E(Q).

Aqui By (Q2) es el espacio de Besov parabélico, que es un espacio que involucra regularidad

Besov de orden w en la variable espacial y 5 en el tiempo.

Como en el caso eliptico (ver [JK]), dado que las soluciones u son analiticas en €2, un
resultado como el Teorema 27, provee informacién sobre el comportamiento de u tnicamente

cerca de la frontera parabdlica de 2.

En la Seccién 6.2 introducimos los espacios de Besov parabdlicos por medio de interpolacién
real, en la Seccién 6.1 probamos un lema que utilizaremos en la demostraciéon del Teorema
27 y en la Seccién 6.3 probamos el Teorema 27. La demostracion de este resultado se basa

fuertemente en las desigualdades obtenidas en el Capitulo 5.

6.1. Estimaciones del gradiente para truncaciones suaves de temperaturas

En este capitulo D es un dominio Lipschitz en R?. Comenzamos mostrando una versién
local en el tiempo del Corolario 23. Dado un dominio Lipschitz acotado D en R* y T > 0
escribiremos 0 = d(z,t) para denotar la distancia parabdlica de (z,t) € @ = D x (0,T) a la
frontera parabdlica de €2, Opar€2 = (0D x [0,T")) U (D x {0}).

TEOREMA 28. Sean 0 < A< 1 y 1 < p < oo dados. Existe una constante C' que depende de

p, Ay D pero no de T tal que para toda temperatura u en 2 tenemos las desigualdades

(6.1) H51_A |VU|HLP(Q) < Cllull poo,ry:3(0)) »

(6.2) |2 192 ], g < Clelinomimpeoy-

49
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La demostracién puede obtenerse usando el mismo argumento del Capitulo 5, Teoremas 19
y 21, después de una estimacién de 6 |Vu| en términos de una iteracién de dos operadores
maximales. En la variable espacial obtenemos un operador maximal del tipo Calderén y en
el tiempo obtenemos una versién local del operador maximal de Hardy-Littlewood lateral que

también es acotado en LP.

El objetivo de esta seccién, teniendo en mente la demostracion de nuestro resultado principal,
es obtener un andlogo del Teorema 28 para truncaciones suaves de temperaturas. Como para
¢ € () la funcion v = (u ya no es una solucién de la ecuacién del calor, necesitamos
comprobar que una funcién v de este tipo atn satisface desigualdades como (6.1) y (6.2). Més

precisamente, tenemos el siguiente resultado.

LEMA 29. Sea ¢ una funcién en €>°(Q). Sea u una temperatura en §) que pertenece a
Lp((O,T);B;,‘(D)) con 0 < A <1yl < p < oo. Entonces la funcion v = Cu satisface las
desigualdades

(6.3) [0l o) < Cllull oo,1):83 (D)) »
1-X

(6.4) Hé VUHLP(Q) <C HUHLP((O,T);B;(D)) )
2-Ap2,1

(6.5) HcS \Y% UHLP(Q) <C HUHLP((O,T);B;(D))

para alguna constante C.

DEMOSTRACION. Notamos primero que (6.3) sigue de la acotacién de ¢ y de la desigualdad

0 92
HuHLp (0.7):BM(D)) = HuHLP(Q Para probar (6 4) y (6.5), como 7= = C am u, am]a”ml =
¢2 ir 6@ + 88:(:(3- g; + 65]_25:0 U, g@’ C u y todas las derivadas de ( son acotadas, por el

Teorema 28, basta probar que las normas Lp(Q) de cada una de las funciones §'=*u, 827 u,
62~ |Vu| para 0 < A < 1, estdn acotadas por lwll Lo o,m); BM(D))* Como D es acotado tenemos
que |01~ ’\u‘ < Clul, [6* ’\u‘ Clul y |62~ )‘Vu| Clé'~ )‘Vu‘ para alguna constante C'. O

6.2. Los espacios de Besov parabdlicos como espacios de interpolacion

En el Teorema 27 dos clases de espacios de Besov estan involucradas. Por BQ(D) denotamos
el espacio de Besov eliptico B;}’p (D) de las restricciones a D del clasico B;}’q (R%) cuando ¢ = p.
Por otro lado, el espacio de Besov parabdlico IB;(Q) se obtiene por interpolacién entre el espacio
de Lebesgue LP(§2) y un espacio de tipo Sobolev no isotrépico. Describimos este contexto con
més detalle. Denotamos por V! al operador diferencial que se aplica a una funcién real suave
v = v(x,t) definida en Q y produce el vector de todas las derivadas parciales espaciales de
segundo orden de v y sus derivadas de primer orden en el tiempo. Para un entero positivo k
usaremos la expresién (Vz’l)k para denotar el vector que se obtiene por iteracién de V%! k
veces. Notamos que una componente general de este vector puede ser brevemente escrita como

0%v donde o = (/;441) = (Q1,...,ag;04+1) con || + 2a411 = 2k donde || = Zle Q.
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Escribimos Aj para denotar el conjunto de aquellos o para un k£ € IN dado. Extendemos esta
notacién al caso k = 0 por Ag = {(0,...,0;0)}. El espacio de Sobolev no isotrépico W’;(Q) es
la clausura de €°°(2) con respecto a la norma

sy = 3 3 0%

aEA B<a

Lr(Q)

El caso més simple, cuando k = 1, puede ser descripto como el espacio de las funciones en LP()

. s 2
para las cuales las derivadas débiles %, % y % pertencen a LP(£2).

Senalamos que si v(z,t) = v(x) entonces v € W’;(Q) siy s6lo si v € Wf,k(D), el clésico
espacio eliptico de Sobolev en D. En otras palabras, y a pesar de la notacién, la regularidad

espacial involucrada en W];(Q) es dos veces el valor del indice k.

Ahora estamos en posicién de introducir el espacio de Besov no isotrépico que se obtiene
por interpolacién real entre LP(Q2) y W’;(Q) Maés precisamente, y atendiendo a la observacién
del pérrafo precedente, definimos B} (2) = [LP(12), W})(Q)]% , para 0 <7 < 2.

Notar que el pardametro 7 en la escala de los espacios de Besov parabdlicos involucra regu-
laridad espacial de orden 7 pero regularidad temporal de orden 5 como reflejo de la anisotropia

en el espacio de Sobolev parabdlico.

Siguiendo la demostracién del Teorema 4.1 en [JK], usaremos el enfoque de trazas a la
norma de los espacios de Besov parabdlicos obtenidos por interpolacién real (ver Seccién 1.6
del Capitulo 1). Introducimos dos formas diferentes de acotar la norma en B} (€2) con 7 = 2w
y 0 < w < 1 que seran usadas en tres situaciones geométricas diferentes para un punto en la
frontera parabdlica de Q. Nos ponemos en el contexto de la Seccién 1.6 del Capitulo 1 (pég. 8)
con Ay = W})(Q); A =LP(Q); vy =1—w; pp =p1 = py dos casos particulares de m: m = 1

’,’]0 . .
e m— Para estimar superiormente la norma de v en

B7(Q) = B2 () = [LP(2), W3 (Q)|wp = [W,(Q), LP(Q)],,, nos bastara encontrar un nimero
y una funcién f : [0,00) = LP(Q) + W (€2) con f(0) = v de modo que alguna de las expresiones

v m = 2, y recordando la relacién v =

siguientes sea finita

‘ oo ds | - P ds
no p o 1_w770 " —
(i) /0 15" () s +/0 |s / (3)‘Lp<n> s
) oo ds | 1 P ds
7o p o 1_w770 / -
(i) /0 Is™ F )y 5 +/0 HS f(s)‘mm) s

6.3. Prueba del Teorema 27

De acuerdo al argumento de localizacién expuesto en la Seccién 1.3, para probar el teorema,
mostraremos que (u pertenece al espacio de Besov parabdlico IBI),‘(Q) para cada uno de los
cuatro tipos de funciones ¢ involucradas, de acuerdo al tipo de conjunto abierto O en el cual
esté soportada. Dividiremos entonces nuestro anélisis en los cuatro casos correspondientes a los

cuatro distintos tipos de abiertos que intervienen en el cubrimiento abierto: O, Oy, O y Ory.
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ESTIMACIONES CUANDO ¢ ES DE TIPO I. Como u es una solucién de la ecuacién del calor
en (2, entonces Cu, que es de clase €°° y de soporte compacto, pertenece a cualquier espacio de

Besov puesto que estd en el correspondiente espacio de Sobolev parabdlico. O

Los casos II, III y IV involucran puntos en la frontera de €2 y todos ellos se basan en el

Lema 29 y en el método de trazas a las normas de Besov parabdlicas descriptas en la Seccion 6.2.

ESTIMACIONES CUANDO ( ES DE TIPO II. Probaremos que para € > 0 y suficientemente
chico (0 < € < A), (i) es finita si tomamos w = 1 — %, m=2—-A+tey f(s) = fri(s) =
v(@',y+s;1)0(s), donde v(z’, y; t) = C(2', y; t)u(x, y;t) (aqui z = (2/,y) con 2’ € R ey € R),
¢ una funcién "> con soporte compacto contenido en el intervalo (-7, 7), 0(s) = 1 para |s| < g,
y ¢ una funcién cuyo soporte esta contenido en un conjunto del tipo Oy;. Por la invariancia por
traslaciones de la ecuacién del calor y sus soluciones, podemos suponer que el conjunto de tipo
Oqp es de la forma B(r) x (r2,T) con B(r) = B(0,r), entonces el soporte de ( estd contenido

en B(r) x (r?,T) con ((z;t) = 1 en B(%) x (r?,T). Més precisamente, demostraremos que

P ds

Lr(Q) S

(6. | g S+ [ st

es finita con ng =2 — A +¢e =n1.

Notamos que f(0) = v(x;t). El hecho que f € LP(Q) 4+ W, (2) se obtiene de que u €

LP((0,7); B;,‘ (D)), y esta contenida en la primera estimacién de abajo.

Para estimar la primera integral en (6.6), tenemos que hacer estimaciones en integrales
que involucran la norma LP(Q) para f(s), Vf(s) = Vou(a',y + s;t)0(s), y para V>!f(s) =
V2ho(a! y + s;t)0(s).

Comenzamos con la estimacién para f(s). En la primera desigualdad que sigue usamos
que el soporte de 6 estd contenido en (0,%) y que 6 estd acotada. También, que el soporte
de ¢ estd contenido en la bola B(r) x (r2,T) y que ( estd acotada. Usamos que si (z/,y) €
(D+(0,5)) N B(r) y 0 < s < g, entonces (z',y) € DN B(r).

| 1) g s

_ /Ooo g1 </// o',y + 5:)0(s)[” d:n’dydt) ds
< /0 g"op—1 <// lo(@',y + s;t)[" d:n’dydt) ds

T
S/ gop—1 / // !v(w',y;t)!p da'dydt | ds
0 r2
)

DNB(r
SCHUHLP((O,T);BQ(D))/O s™P~1ds.

NG

=3

N
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En la dltima desigualdad usamos (6.3) en Lema 29, y la tltima integral es finita para cualquier

1o > 0 en particular para el querido.

Estimamos V f(s). Aqui usamos que para los (z/,y) € DN B(r), como D es Lipschitz, existe
una constante ¢ tal que s < ¢d(2',y + s). Ademéas que la distancia parabdlica coincide con la
euclidea §(2',y) = 6(2',y;t) vy la desigualdad (6.4).

/ gnop—1 || 9F(5)|°
0 axz LP(Q
- [ <///\—
<[l ([ ]
z 5(2=A+e)p—1
(
(

[
[

ds

da;'dydt) ds

rbl%

d:z:'dydt) ds

N

0
Dyt sit)

P
d:n'dydt) ds

r
s (2—A+e)p—1 v
é/ a0 Sy + s5t)=—
0

oz, (2 y + s;t)

d:ﬂdydt) ds

T s(2—Ate)p—1 =y o, , L
:/0 i / // ) x,y,t)a—%(a:,y,t) dx'dydt | ds
(D+(0,s))
£ s(2=Ate)p—1 1— )\ 8 /
g/ow / //(5 (2, y;t) oz, — (2, y,) dz'dydt | ds
DNB(r)

Z
< p p(l4e)—1
< ellulizoo.rymy ) /0 s ds
y la ultima integral es finita.

Para estimar las integrales correspondientes al V2! f, es decir para las integrales

2 p
* exrep—1 | O°F(5) ds Je=r+ep-1||9f(s) ) || d
2 Y ot °
0 Ox; LP(Q) 0 LP(Q)
las cuentas son practicamente andlogas a las anteriores, salvo que tenemos 62~ para tener la

correcta desigualdad en norma a aplicar.

Estimamos la segunda integral en (6.6) con 11 = 2 — X\ + ¢. Tenemos que f'(s) = g—Z(x’, Y+
s;6)0(s) +v(a2',y + s;t)0'(s), y derivando otra vez obtenemos que

0%v ov
9y 2(3: y—+s;t)0(s )+28_y

Aplicando la desigualdad triangular, resta estimar y ver que las integrales siguientes son finitas.

oo
/ 8(2—)\—1—5)1)—1
0

f(s) = (2, y + ;)0 (s) +v(2’,y + s;1)0" (s).

p

2
OV 2y + 5:0)6(s)

RIE ds,

LP(Q)
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P
ds,

/ S@-Ate)p-1|| OV
0 Lr(@)

Jy
/Oo EFR o (@', y + 5:1)60" () HLP(Q
0

Observar que estas integrales ya las hemos estimado, en estos casos ademéas debemos usar que

— (', y + s;t)0'(s)

0 es €°(R) con soporte acotado, por lo tanto 6, 8" y 6” son acotadas.
U

ESTIMACIONES CUANDO ( ES DE TIPO III. Probaremos que (ii) es finita si tomamos w =
1- %, n=1-— % y f(s) = fin(s) = v(x;t + s)6(s), donde el soporte de ( estd contenido en un
2
r Y

conjunto de tipo Oy, y el soporte de 6 estd contenido en el intervalo (—r2,72). En este caso el

desplazamiento solo afecta la variable tiempo. Mostraremos que las integrales
0 dS & ’
(67) | i) ) 5+ [l o)
0 0

. . A
son finitas si tomamos 1y = 1 — 5=m-

poods
Lr(Q) S

Estimamos la primera integral en (6.7).

L g ds = [0 ([ ot 980 dode ) ds
0 0

2

r A
< / st1—2)r—1 </ lo(z;t+ )P d:z:dt) ds
0 Q

2

r A
é/ s=9p-1 / / v(x;t)|P dadt | ds
0 DNB(r)
r2 A T+s
é/ s=2)p-1 / / v(x;t)|P dadt | ds
0 r2+s
DNB(r)
r2 (1 A) 1 272
é/ sV 2P / / v(x;t)|P dadt | ds
’ DNB(r

7’2 by
< / s1=2)p—1 </ |v(z;t) P d:z:dt) ds
0 Q

< P " (=314
\CHUHLP((O,T);BQ(D)) 0 y >

El r es suficientemente pequefio, notar que la constante en el lado derecho de todas estas
desigualdades depende del r pero no es relevante. Aqui volvimos a usar la desigualdad (6.3) de

nuestro Lema 29 aplicado a una ¢ de tipo III. La tltima integral resulta finita.

Las funciones g—xfi(s), %(8), y %(S) son andlogas a la de frr con la traslacién en la

variable del tiempo. Usamos que 0 < s < t < s+2r2 < 3r? para obtener la contencién para z € D
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con d(z,0D) > % fijo, {(s,) : s <t <2r? +s50<s<r?} C{(s;t): 0<t<3r}0<s <t}

Luego aplicamos el Teorema de Fubini, y usamos que 62(x;t) > t para (z;t) en Or.

[ or@ |,

axl Lr(9)

_ /OO 8(1_%)])—1 (//
0 Q
& A v
< (1-5)p—1gp // .
< /0 sV T2PTOP () oz, (z;t+s)

{xED,d(w,aD >5 0<t<2r2}

g /7‘ 8(1_%)1)_1 // aU
0

Ly
{:(:ED d(z,0D)>L ok S<t<2r2+s}

3r2 p A
< / / ( / s<1—5>1’—1ds> dtdz
0

v P
8—332-(% t+5)0(s) da:dt) ds

P
dxdtds

P
dxdt ds

(z;t)

{xED d(x,0D)> axl

" (6% g (z;t) dtd:z:
1__ // 60 M (a: t) dtdm
/ / S (:17 t) dtdm

<c ”U”Lp((O,T);B;}(D))

donde usamos la desigualdad (6.4) del Lema 29. Analoga a la anterior es la estimacién para

/Oos(l—%)p—l
0
/ l_pl//‘—a:t+s (s)

Para estimar la segunda integral, como f'(s) = 2V(z;t + 5)0(s) + v(z;t + 5)0'(s), por la

2 P
O dzdtds

i(az;t + 5)0(s)

y para
P
dzxdtds.

desigualdad triangular basta estimar las integrales

[
0
/ s”1p1<//‘fua;t+s |pdazdt>ds

Las integrales precedentes realmente ya fueron estimadas con gy =1 — 5 y mostramos que son

ov
A E(az, t+s)0(s)

P
dmdt) ds

finitas salvo con 6 en lugar de 6'. O
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ESTIMACIONES CUANDO ( ES DE TIPO IV. En este caso mostraremos que paraw = 1— %
vy 10 = 2— A+ ¢ con € pequeno y para la funcién con desplazamiento parabdlico, s en el espacio
y 52 en el tiempo, f(s) = fiv(s) = v(z',y + s;t + s2)0(s), la expresion (ii) es finita, donde
v(@',y;t) = (', y;t)u(a’, y;t) con el soporte de ¢ contenido en B(r) x (—2r2,2r?). Probaremos

que

(69 LI iy S+ [ [ sives)

es finita cuando 79 =2 - A+eyn =1 — A+ ¢e. Como en los casos anteriores, empezamos con

poods
Lr(Q) 8

una estimacion para f

/ s"P~ 1| fry(s)|2, ds = / (2= A+e)p—1 <// lo(a,y + st + 32)9(3)‘17 da:dt) ds
0 0 Q
7,,2
< / §2A+ep—l (/ lv(z;t + s)P dmdt) ds
0 Q

2

S/ s2=A+ep—1 / / v(x;t)|P dxdt | ds
0 DNB(r)
r? T+s

S/ s2=At+ep—1 / / v(x;t)|P dedt | ds
0 r2+4s

DNB(r

r? 2r2

S/ s2=A+ep—1 / / v(x;t)|P dadt | ds
0 DNB(r)

r2

S/ s2—At+ep <// |v(z;t) [P dmdt) ds
0

SCHU”ip(o,T);Bg(D))/O sETATIPl s

2p(2 A+te)
T ||uHLp ((0,7);B) (D))

Para estimar V f(s) que es igual a Vo(z',y + s, + s2)0(s), vemos que

/oo . Ov 9 p @
0 8$Z LP(Q) S

:/ s An—1gp 4 <
0
(69) g/ (2 )\+€ ///

0 Q+(0,s;52)

Para (2/,y/,t') € Q + (0, s,s?) la regién de integracién para todas las variables (z',%,1t,s)
estd dadapor R = {(2/,y,t,8): 0 <s<r 2|,y <ry>¢@@)+s|y—s <rs’<t<s®+r}
Podemos ver que R C R; U Ry, donde

R = {(x/,y,t,s): 7‘2<t<2r2,\/t—7‘2<8<7‘,‘:17/‘d_1 <r,¢(x/)+s<y<8+r};

s

(', y + s;t + 5%)

dm'dydt) ds

o y'st)

P
, d:ﬂdy’dt’) ds
8:EZ
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/
R2 = {(.’L’ 7y7t73) :

Luego basta estimar la integral (6.9) en Ry y Rg respectivamente. En R;, después de multiplicar

<r,¢(az')+s<y<s+r}.

y dividir por §(=YP (2 y:t), y usar que 6(x’,y;t) > cs para alguna constante ¢ puesto que
Vi>r>sydla,y) ~y— (') > s, vemos que

2r2

/ / §@-Me)p / /

Vi—r2 ( le'|<r J d(z!)+s
272 (2—XA+e)p—1 O
< A / / _ / / <(1 Ml y;t ‘— ' yit
Vi—r? |’ |<r ( ) axl( )
P

< Abp / / 1+5p1<// (5(1)‘ (2’ y,)‘g (2, y,)) dydm')dsdt

_ O—Dp (e /22//<<1 ST )‘g oy )>pdydx/dt
o(r,e) / /Q <5(1_’\)(x,t)‘g—;(a:;t)> dudt

aplicamos la desigualdad (6.4), y tenemos que la integral en  es finita. En la regién Rs

U
axl(w ,yst)

dyd:z: ) ds dt

P
> dydm') dsdt

observamos que aunque s sea proximo a cero podemos casi repetir el argumento anterior. Como
en Ry se cumple que t < 72 y s < \/t tenemos que s < t < r2, resulta también como antes que

d(a',y,t) > cs, entonces la integral en (6.9) se puede estimar como sigue

[ (L

(2—=A+e)p—1 v p
gc(’\_l)p/ i / / / <51 )‘ (2, y; ‘— 2yt > dydx'dt | ds
o s0Vp @],y <r £ axz‘( )
< ADp p(4e)p / / (51 A g (z; t)> dadt.

Para estimar las derivadas segundas, como V2f(s) = V2v(a/,y + s;t + 52)0(s), el argumento

P
/
t
8113@ (o', y;t)| dydz'd > ds

es analogo al anterior pero como tenemos derivadas segundas de v multiplicamos y dividimos
por s©~MP |y entonces aplicamos la desigualdad (6.5). Para la derivada respecto de t, d;.f(s) =
2s (! y+s;t+ 82)9(3), tenemos una potencia mas en s, pero la estimacién es como antes en
las regiones Ry y R, también multiplicamos y dividimos por s©~Y? y usamos de nuevo (6.5),

como se muestra sintéticamente abajo.

> ds
nop 911
/0 sMP ||s Oy HLP(Q) .

< / s2Atet1p < / / | Bro(a.y; )|pd:cdydt>
0 Q+(0,s,52)
(B=A+e)p—1
g/ i // 52 Ma, t) |9y (a; t)|> dx dt
0

< crter HUHLP((O,T);BQ(D)) :
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Para mostrar que la segunda integral en (6.8) es finita (la que depende de 1), aplicamos la re-
gla de la cadena y vemos que la derivada de f es [g—;(x', Y+ st + %) + 2s %(:p’, y+s;t+ 82)} 0(s)+
v(@',y + s;t + 52)0(s). Y los términos involucrados aquf ya fueron estimados realmente, sélo

hay que reescribir las estimaciones anteriores con ny =1 — A —c enlugardel ng =2 — A +e.
O

Hemos terminado la demostracion del Teorema 27.



Conclusiones

A partir de férmulas del valor medio para temperaturas con ntucleos formados por
funciones caracteristicas es posible obtener férmulas del valor medio con nucleos de

convolucién que tienen suavidad espacial en cada instante fijo.

Aunque los nicleos del valor medio parabdlico no tienen variables espaciales y tempora-
les separadas, los operadores maximales de Hardy-Littlewood controlan a las soluciones,
la maximal de Hardy-Littlewood a la parte espacial y la maximal lateral a la temporal
y, por lo tanto, los teoremas bésicos de convergencia del andlisis armoénico son vélidos

en este contexto.

La composicion de operadores de tipo Calderén y maximales laterales controlan pun-
tualmente a las derivadas espaciales de las temperaturas, y por consiguiente a las tem-

porales.

La integrabilidad temporal de la regularidad espacial, medida en términos de normas de
Besov asegura la integrabilidad de ponderaciones por potencias correctas de la distancia

parabdlica a un dominio cilindrico de gradientes espacio temporales de temperaturas.

La regularidad simultdnea en las variables espacio y tiempo es consecuencia de la inte-

grabilidad Lebesgue en el tiempo de la norma Besov eliptica de una temperatura.

El resultado puede ser un insumo 1til en el estudio de la automejora de la regularidad
Besov espacio temporal de temperaturas y en el anélisis de velocidad de convergencia

para aproximaciones no lineales de soluciones.
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Una mirada inquisitiva a las demostraciones analiticas rigurosas, necesitamos
casi recurrentemente, para que la lejana ecuacion del calor propuesta por Fou-
rier para describir la evolucion de la temperatura en un cuerpo sélido, nos diga

algo mds que tal vez es esquivo a otras visiones matemdticas.



