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Prologo

No existe fendmeno en la naturaleza o en la sociedad que escape al
fenomeno del cambio. El calculo es la matematica del cambio, de la variacion,
de la transformaciéon. Cuando se habla de célculo, se incluye el Calculo
Diferencial y el Calculo Integral, dado que el primero se ocupa, basicamente, del
estudio y las aplicaciones practicas de razones de cambio, y el segundo ofrece
métodos para la determinacion de los resultados de estos cambios. A pesar de
que la determinaciéon de resultados totales de procesos de cambio (idea
fundamental del Célculo Integral) esta presente de una u otra manera en la vida
diaria, todo lo relacionado con él resulta muy abstracto y genera inconvenientes
y problemas para su ensefianza y aprendizaje. Si bien el calculo es un dominio
donde la actividad matemética se apoya en gran medida en las competencias
algebraicas, es necesaria la ruptura con una gran cantidad de practicas
netamente algebraicas para poder acceder a él. Todo esto resulta dificil pues
los modos de razonamiento que subyacen a este trabajo son nuevos y las
técnicas matematicas utilizadas son delicadas.

Una de las expectativas de esta propuesta es que se logre interpretar el
concepto de integral en diferentes dmbitos y utilizar la informacién que ésta
provee sobre la funcion para resolver problemas. La conexion entre la expresion
analitica de una funcién y su representacién grafica se utiliza para manipular los
procesos de cambio. Buscamos destacar las ideas mas importantes del calculo
integral, su potencia, sus conexiones y sus aplicaciones.

Si se ensefia el calculo con la rigurosidad y el formalismo como lo
enfrentaron y desarrollaron originalmente Newton y Leibniz en el siglo XVII, o
Cauchy, en el siglo XIX, seguramente no se alcanzarian a comprender las ideas
fundamentales.

Nos proponemos presentar los principios del calculo integral con un estilo
informal apoyado en la motivacién significativa, las explicaciones cuidadosas y
numerosos ejemplos, incluyendo la resolucion de problemas del mundo real.
Consideramos importante el desarrollo intuitivo de muchos conceptos
convencidas de que constituyen la base de un estudio mas riguroso de leyes y
procedimientos. Este nos parece un camino adecuado para iniciar a los lectores
en el Calculo Integral y resulta una buena motivacién para quienes deciden
avanzar en los fundamentos tedricos. Aunque no realicemos la demostracion de
algunos teoremas y propiedades mostramos su utilidad en la demostracion de
otras, o sus aplicaciones e interpretacion.

En esta obra buscamos abordar muchos de los temas propuestos por los
reformadores del calculo segun un nuevo enfoque que permite el
descubrimiento de los nuevos conceptos y las ideas que dieron origen a esta
teoria tan util e importante especialmente por las aplicaciones en diferentes
ciencias. Presentamos una gran cantidad de aplicaciones a la economia, las
ciencias bioldgicas, fisicas y los negocios, las ciencias sociales y muchas areas
de interés general.

Relacionamos la teoria y la practica (y las aplicaciones) organizando la
ensefianza a partir de algunos problemas importantes, tratando de promover un
enfoque constructivista del aprendizaje.



CARACTERISTICAS DE LA OBRA

El texto esta disefado para que el lector comprenda los conceptos y aprenda los
procedimientos matematicos involucrados. Los diferentes contenidos se
presentan a partir de los conocimientos que poseen y van desde ejemplos
concretos a reglas y férmulas generales. Usamos vocabulario accesible y
consistente lo que permite que se comprenda facilmente su contenido.

La presentacién y analisis de los nuevos temas se disefid de modo que el

proceso de aprendizaje se fundamente en la propia experiencia matematica

previa del lector o en una nueva experiencia presentada antes de formalizarlo.

Si bien, no nos alejamos demasiado del contenido tradicional, en esta obra

buscamos abordar muchos de los temas propuestos por los reformadores del

célculo segun un enfoque nuevo, intuitivo que permite el descubrimiento de los
nuevos conceptos y las nuevas ideas.
Alo largo de la misma se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos:

e Los nuevos conceptos se presentan por medio de ejemplos que generan la
necesidad de desarrollar nuevas técnicas.

e Un enfoque donde se desarrolla el concepto matematico para después
reforzarlo con las aplicaciones.

e Un especial énfasis en la comunicacion verbal de los conceptos
matematicos mediante la traduccion del lenguaje coloquial al lenguaje
matematico y viceversa.

e Un cuidado especial en las explicaciones de los conceptos mas dificiles
teniendo en cuenta la necesidad de aplicar distintos caminos segun el grado
de dificultad. Se trata de guiar el proceso de pensamiento del alumno hacia
la meta propuesta, trabajar en forma intuitiva una idea para formalizarla
luego tratando de salvar todos los obstaculos.

e Presentacién de la teoria con rigurosidad y precisién. En muchos casos, a
fin de ganar en claridad, se presentan discusiones intuitivas informales.

e Motivacion del alumno a través de valorar la necesidad de saber matematica
para, mediante la resolucién de problemas, enfrentarse a la futura vida
profesional.

e Una gran cantidad y amplia variedad de aplicaciones y problemas para que
los estudiantes asuman la utilizacién de todos los contenidos matematicos
que estan aprendiendo.

e Utilizacion de representaciones graficas convencidas de que quienes se
enfrentan por primera vez a grandes desafios matematicos tienen
dificultades y, sin embargo, el uso de los graficos logra un efecto muy
importante en la construccién del conocimiento.

e Uso del lenguaje grafico, numérico y algebraico de manera indistinta.

e Diversas actividades de reflexion mediante el planteo de desafios que
actian como disparadores para el analisis de una situacién determinada
que luego se formaliza.

e El planteo de “aprendizaje por descubrimiento” para propiciar el surgimiento
de los nuevos contenidos y la construccion de los conocimientos necesarios
para los nuevos tépicos. En esta seccidn se anticipan resultados que se van
a desarrollar y se busca el reconocimiento de patrones.



ORGANIZACION DE LA OBRA

En el desarrollo de los capitulos se incluyen las explicaciones teéricas con
abundantes ejemplos y desarrollo de aplicaciones en el campo de la fisica,
ingenieria, biologia, economia, ciencias sociales, ecologia, quimica,
administracion y ciencias naturales. Se presenta una gran cantidad de ejemplos
y problemas resueltos a fin de que el alumno observe distintos detalles que
aparecen en los mismos y que constituyen su quehacer matematico. Estan
considerados de manera gradual, segun las dificultades. En primer lugar
aparecen ejemplos rutinarios para adquirir destrezas, principalmente desde el
punto de vista de la operatoria y, en un paso posterior, los de mayor dificultad.

En los mismos se presentan ademas:

e Ejercicios de aplicacién del nuevo concepto desarrollado. Aparecen todas
las respuestas de manera inmediata a fin de fijar los contenidos y poder
avanzar con el desarrollo del tema.

e Ejercicios integradores de un tema. Estan organizados segun los
diferentes temas que se presentan en cada capitulo. Se incluyen las
respuestas de todos al final del libro.

e Ejercicios de repaso de cada uno de los capitulos. Se incluyen guias que
relinen nuMerosos ejercicios cuyas respuestas figuran al final del libro.

e Problemas de aplicacion. Se incluyen problemas de aplicacion de los
diferentes contenidos. Los mismos estan organizados por temas y por
capitulo. Las respuestas se enuncian al final del libro.

e Autoevaluaciones y pruebas de opcion multiple para que, segun los
diferentes temas y capitulos el lector compruebe cémo avanza en la
adquisicion de los conocimientos y logre la seguridad de que ha alcanzado
un buen grado de dominio de los diferentes temas desarrollados. Estan
integradas por novedosos enunciados y las respuestas se encuentran al
final del libro.

En la seccion “Al estudiante” que aparece en el libro Matematicas para
administracion y economia de Margaret L. Lial y Thomas W. Hungerford
(séptima edicion, 2000) dice “La clave para tener éxito en este curso es recordar
que las matematicas no son un deporte para espectadores. Usted no puede
aprender matematicas sin hacer matematicas, de la misma manera que no
puede aprender a nadar sin mojarse. Tiene que participar activamente usando
todos los recursos a su disposicion: su instructor, sus comparieros y este libro.
No es posible que su profesor cubra todos los aspectos de un tema durante la
sesion de clase. Simplemente usted no desarrollara el nivel de entendimiento
necesario para tener éxito, a menos que lea el texto cuidadosamente... Debe
tener un lapiz, papel y una calculadora a mano para resolver los problemas
laterales, resolver los enunciados que no entienda y tomar notas sobre las cosas
que necesita preguntar a sus comparieros o a su profesor.” Hacemos nuestras
estas apreciaciones.

LAS AUTORAS



Agradecimientos

Desde el afio 2005, cuando presentamos con muchas expectativas
nuestro trabajo “El Calculo Diferencial” recibimos numerosas muestras de
aliento, sugerencias, comentarios y opiniones que nos motivaron a seguir
trabajando, estudiando, discutiendo, debatiendo, descubriendo nuevas formas
de ensefiar y, principalmente, escribiendo sobre la otra rama del calculo que
completa nuestro trabajo. Hoy, "El Calculo Integral" es una realidad que nos
implica un nuevo desafio.

Este libro, como los anteriores que presentamos en la Serie Catedra,
surge de las experiencias obtenidas del trabajo continuo durante mas de veinte
afos en el aula universitaria y de compartir el camino de ensefiar y aprender
matematica. Por esto, expresamos un especial agradecimiento a nuestros
alumnos de Ingenieria Agronémica que, con todos sus comentarios, inquietudes,
aportes, sugerencias y, por qué no, quejas, contribuyeron a mejorar nuestros
apuntes de catedra y a la realizacion de este trabajo.

También, queremos formular nuestro profundo agradecimiento a las
autoridades de la Universidad Nacional del Litoral por permitir que sus docentes
publiquen sus obras y, en especial, a las autoridades de la Facultad de Ciencias
Agrarias por su aliento y apoyo permanentes.

No podemos dejar de agradecer a nuestros colegas, amigos, graduados y
a todas aquellas personas que de una u otra manera nos ayudaron y alentaron a
continuar con esta tarea docente.

Las criticas, observaciones, comentarios y sugerencias minuciosas y
apasionadas de Maria Inés nos permitieron mejorar la presentacién de los
contenidos tanto en lo académico como en su disefio.

Gracias Daniel por acompafiarnos y compartir con nosotras tus
inquietudes.

Manifestamos especialmente un sincero y enorme "muchas gracias" a
nuestras familias por su paciencia, la espera y la comprension por tantas horas
de ausencia.

Por ultimo, nuestro profundo agradecimiento a las autoridades y personal
del Centro de Publicaciones de la Universidad Nacional del Litoral por la
confianza, el interés y la colaboracién que recibimos para poder cumplir con
nuestro objetivo: la produccidon de un texto de catedra.

Adriana, Daniela, Silvia y Marcela



Contenido

1. IDEAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO INTEGRAL

1.1 El problemadel area ...............ccocooiiiiniie, 14
1.2 El problema de la distancia ...................cccccooiinininnn. 31
Ejercicios INtegradores ..........ccccvveeeieeiii i 39
Problemas de Aplicacion ...........cccccoviiiiiniieee e, 41
Ejercicios de Repaso .............ccccocooeiiiiiiiiiieeeee e 42

2. LA INTEGRAL DEFINIDA

2.1 Laintegral definida ... 46
2.2 Propiedades de la integral definida .............................. 55
Ejercicios Integradores ... 61
Problemas de Aplicacion .............ccccoovviviiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeas 61
Prueba de Opcion MUItiple ........occcviiiieeieeiceeee e, 62
AULOEVAIUACION ...t i s 64
Ejercicios de Repaso ............ccccocooiiiiiiiiiicieee 64

3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

3.1 Laintegral definida como funciéon ............................... 68
3.2 El teorema fundamental del calculo ............................... 69
Ejercicios Integradores ..........ccccoee i 77
Prueba de Opcidn MUItiple ...........cooviiiiii e, 79
Autoevaluacion ...t e, 79
Ejercicios de Repaso .............ccccocooiiiiiiiiniicneeee 80

4. LA INTEGRAL INDEFINIDA

4.1 Laintegral indefinida ..................ccocoooiiii 84

4.2 Métodos de integracion ... 88
Integracion por sustitucion ... 88
Integracion por partes ... 92
Integracion por descomposicion en fracciones
SIMPIES ..o 96
Ejercicios Integradores .........oocuueiiiiieiiiiii e 101
Prueba de Opcion MUItiple ..o 103
AULOEVAIUACION ...ooeeeeiiiieeee e e 105

Ejercicios de Repaso .............ccccocooeiiiiiiieiiicee e 106

1"



5. APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL

5.1 Calculode areas ..o 110
5.2 Valor promedio de una funcion ... 121
Ejercicios Integradores ... 126
5.3 La integral definida como total ... 127
5.4 Aplicaciones en la administracion y la economia ..... 129
5.5 Aplicaciones en lafisica ... 135
Problemas de Aplicacion ..........ccccveeiieeeiiicieeee e, 140
Prueba de Opcion MUItiple .........coooiieieiii e, 143
AUtoevaluacion ... e 144
Ejercicios de Repaso ..............cccccooiiiiiiiiiiceeee 145

6. NOCIONES SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES

6.1 Introduccion a la teoria de modelos ............................. 148

6.2 Referencias historicas ....................cccocooiiiiiiiii, 153

6.3 Conceptos bASICOS ............cccoeiiiiiiicc 153

6.4 Ecuaciones diferenciales de primer orden ................. 159
Ejercicios Integradores ..........cccoceiiiiiiiiie e 168

Problemas de Aplicacion ... 168

Prueba de Opcion MUltiple ........ccccvveeeiiiiiiiieeeeeeeeee, 172
AULOEVAIUACION ... e 172

Ejercicios de Repaso ..............ccccocviiiiiiniiiiin 173
RESPUESTAS ...t 175
BIBLIOGRAFIA ... 187

12



El Calculo Integral

1. IDEAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO
INTEGRAL

1.1 El problema del area.

1.2 El problema de la distancia.

“Asi como los objetos mas faciles de ver no son los
demasiado grandes ni los demasiado pequefios, también
las ideas mas faciles en matematicas no son las
demasiado complejas ni las demasiado simples”.

Bertrand Russell



El Calculo Integral

Introduccion

En el calculo integral, asi como en el calculo diferencial, los conceptos
fundamentales estan presentes en las experiencias diarias.

Siempre que una magnitud varia en forma continua como ocurre en muchos de
los fendbmenos de la naturaleza, es posible calcular razones de cambio
recurriendo al calculo diferencial y a partir de la razén de cambio se puede
encontrar, con los métodos del calculo integral, la magnitud inicial. Por ejemplo,
las lecturas de velocidad de un automdévil en distintos instantes de un intervalo
dado permiten calcular la distancia recorrida en dicho intervalo de tiempo.

El célculo integral permite encontrar, por ejemplo, la relaciéon entre magnitudes
que cambian segun ciertas reglas, el calculo de areas bajo una curva, etc.

1.1 El problema del area

Probablemente se tiene una idea intuitiva de que el area de una figura
geomeétrica es la medida que proporciona el tamafo de la regién encerrada por
dicha figura. El area de un poligono puede definirse como la suma de las areas
de los triangulos en que puede ser descompuesto y se puede demostrar que el
area obtenida es independiente de como se descompuso el poligono en
triangulos. Esta idea de trabajo es muy antigua y fue propuesta por primera vez
por el sabio griego Antifén alrededor del afio 430 a.C. y se conoce como el
"método del agotamiento”.

Un problema mucho mas dificil es hallar el area de una figura curva.
Arquimedes desarroll6 un método sencillo que consiste en, dada una region
cuya area se desea determinar, se inscribe en ella una region poligonal que se
aproxime a la dada y cuya area sea conocida o facil de calcular. Luego se elige
otra region poligonal que dé una aproximacion mejor, continuandose el proceso
tomando cada vez poligonos de mayor numero de lados y que tiendan a llenar la
region dada inicialmente. Al método se lo conoce como “método de exhaucion”.
Este método lo hace el precursor del calculo integral.

Habia sido usado ya anteriormente por Eudoxo, quien consigui6 de esta
manera encontrar la férmula para calcular el area de un circulo.

Hasta aqui tenemos una idea intuitiva de lo que es el area de una regién y que

calcular areas de regiones con lados rectos resulta sencillo. También podemos

observar, sin mayores inconvenientes, que:

e el area de una region plana es un numero (real) no negativo,

e regiones congruentes tienen areas iguales,

e el area de la union de dos regiones que se superponen solo por un segmento
es la suma de las areas de las dos regiones; y

e si una region esta contenida en una segunda el area de la primera es menor
o igual que el area de la segunda.

Sin embargo, no es facil hallar el area de una region limitada por lados que son

curvos. El problema que comenzamos a tratar es hacer que esta idea sea

precisa dando una buena y exacta definicion de area.

14



El Calculo Integral

Aprendizaje por descubrimiento

¢ Coémo podemos encontrar el area de una region limitada por una funcién y por
los ejes coordenados positivos si conocemos la expresion analitica de la
funcion?

Actividad. Calcule el area de la regidn representada graficamente utilizando la
férmula del area de un circulo.
] 4

Ld

i) = +ofa - 52

&
x

+ + I
o 1 2 3 x
Teniendo en cuenta la forma de trabajo usada por Arquimedes una
aproximacion de esta region se puede encontrar usando rectangulos. Considere

dos rectangulos.

f{}{jju
T o= e
21
= fil
@ = 1i1,5)
11
4 ul ' P
u 1 2 3ox
Complete la tabla:
Rectangulo X f(x) |Anchodelabase| Area
1 0
2 1,5 Area total

¢ Como resulta esta aproximacion con respecto al area real?

Divida el intervalo [0, 3] en tres partes iguales, cada uno de una unidad de
ancho.

15



El Calculo Integral

)
e i) = +49 32
2 4
- () 1)
14 }' f(2)
P Y A N
a 1 7 3 u

Complete la tabla:

Rectangulo X f(x) |Anchodelabase| Area
1 0
2 1
3 2 Area total |

;Como resulta esta aproximacion con respecto a la aproximacion hecha
anteriormente y al area real?

Divida el intervalo en seis partes con anchos iguales, es decir considere como
medida de la base de cada rectangulo 0,5 unidades.

fi) 4
3 ) = ++f3 12
2 -
1 -
il 1 2 3 %
Complete la tabla:
Rectangulo | x f(x) Ancgsscie la Area
1 0
2 0,5
3 1
4 1,5
5 2
6 2,5 Area total

16



El Calculo Integral

Investigue por su cuenta qué hubiese pasado si se elige como altura el valor de
la derecha o un punto intermedio del intervalo.

Este proceso de aproximar el area bajo una curva usando mas y mas
rectangulos para obtener cada vez una mejor aproximacién puede
generalizarse. Para hacer esto podemos dividir el intervalode x=0ax=3enn

partes iguales. Cada uno de esos intervalos tiene ancho de medida 3-0 = E y
n

n
la altura determinada por el valor de la funciéon en el lado izquierdo del

considerado. Si utilizamos la computadora podemos realizar los calculos
tomando cada vez mas rectangulos.

n Area
150 7,09714349
2500 7,0703623
10000 7,069030825
45000 7,068683193
¢ debemos seguir haciendo tantos calculos
175000 ? . . .
o intentamos buscar otra forma mas sencilla
720000 ? para resolver este problema?
T i) 4
3= 3T - S
S = iod 00 =+
] Wi
2 B 2 kg
1 1
"0 1 2 3 w0 1 2 3 %

Si visualizamos graficamente esta situacion, a medida que el ndmero n de
rectangulos es cada vez mas grande la suma de sus areas se acerca cada vez
mas al area real de la region.

Podemos decir que el area real es el limite de esas sumas cuando n crece
indefinidamente, lo que puede escribirse:

Area= lim (suma de las areas de los n rectangulos)
n—oo

17




El Calculo Integral

Si calculamos el area utilizando la formula del area de un circulo y teniendo en
cuenta que el area sombreada es la cuarta parte del area del circulo de radio 3
con centro en el origen resulta:

Area=A = %nrz - %n 32 ~ 7,068583471.

Nota. Para hallar el area debajo de una curva necesitamos resolver un tipo
especial de limite que analizaremos mas adelante.

Trabajamos en ciencias naturales. La fotosintesis.
La fotosintesis es la transformacién de la energia luminica en energia quimica.
Su importancia no es de indole menor, pues practicamente toda la energia
consumida por la vida de la biosfera terrestre procede de la fotosintesis. La
fotosintesis consta de dos etapas o fases: la fase inicial o luminica y la fase
Secundaria u oscura.
Primera fase o luminica: en ella participa
la luz solar. La clorofila, que es una
sustancia organica, capta la energia
Energia solar solar (luz) y ésta provoca la ruptura de la
molécula de agua y se rompe el enlace
quimico que une el hidrégeno con el

ﬂas o Oxigeno. Debido a esto, se libera

‘ oxigeno hacia el medio ambiente. La
R energia no ocupada se almacena en una
r‘ molécula especial llamada ATP. EI

hidrogeno que se produce al romperse la

AguaySalesminerales  mo|écula de agua se guarda, al igual que

el ATP, para ser ocupado en la segunda

etapa de la fotosintesis.
Segunda fase u oscura: en esta etapa no
se ocupa la luz, a pesar de estar presente, dado que ocurre en los cloroplastos.

El hidrégeno y el ATP, formados en la etapa luminica, se unen con el CO»
(anhidrido carbdnico) y comienza a ocurrir una serie de reacciones quimicas, en
las cuales se van formando compuestos hasta llegar a formar la glucosa. Esta
participa en una serie de reacciones que llevan a la formacion del almidon que
también es un compuesto organico.

La fotosintesis es seguramente el proceso bioquimico mas importante de la

biosfera por varios motivos:

e La sintesis de materia orgdnica a partir de la inorganica se realiza
fundamentalmente mediante la fotosintesis; luego ira pasando de unos seres
vivos a otros mediante las cadenas troficas, para ser transformada en
materia propia por los diferentes seres vivos.

e Produce la transformacion de la energia luminosa en energia quimica,
necesaria y utilizada por los seres vivos.

e En la fotosintesis se libera oxigeno, que sera utilizado en la respiracion
aerobia como oxidante.

18



El Calculo Integral

e La fotosintesis fue causante del cambio producido en la atmdsfera primitiva,
que era anaerobia y reductora.

e De la fotosintesis depende también la energia almacenada en combustibles
fosiles como carbén, petréleo y gas natural.

e El equilibrio necesario entre seres autétrofos y heterétrofos no seria posible
sin esta transformacion.

Se puede concluir que la diversidad de la vida existente en la Tierra depende

principalmente de la fotosintesis.

Podemos, después de algunas observaciones hechas sobre la fotosintesis, decir

que es un proceso mediante el cual una planta convierte luz en alimento. La

produccioén de alimento por parte de una planta es una funcién de la cantidad de

luz que recibe. EI fotémetro registra (en lux) la intensidad de luz recibida por

una planta en un cierto tiempo. La intensidad de luz acumulada se mide lux—

hora.

En la siguiente tabla figura la magnitud de la intensidad de la luz, registrada en
intervalos de una hora y obtenida de las lecturas de un fotdmetro, considerando
la hora cero, el amanecer.

Intensidad de Intensidad de Intensidad de
Hora Hora Hora
la luz en lux la luz en lux la luz en lux
1 480 7 2016 13 1248
2 896 8 2048 14 896
3 1248 9 2016 15 480
4 1536 10 1920 16 0
5 1760 11 1760
6 1920 12 1536

(Datos obtenidos en “Calculo Aplicado” de Baum y otros)

¢ Cual es la intensidad de luz acumulada durante el periodo de dieciséis horas?
2016 2048 2016

1920] 1520
1760 TG0

596 g95

Lecturas del medidor de lux

[480 430

1 2 2 4 & B 7 B 9 10 11 12 13 14 1518
Periodo en horas

[ 3" %
i
*

19



El Calculo Integral

En la grafica aparecen los datos de la tabla suponiendo que la intensidad de la
luz permanece constante en los intervalos de una hora entre dos mediciones
consecutivas. La intensidad de la luz acumulada en cada periodo de una hora
es el producto entre la lectura realizada en el fotdmetro y el tiempo transcurrido.

De esta forma, para el periodo completo de dieciséis horas, la intensidad de luz
acumulada es el area total, es decir, la suma de las areas de los rectangulos
que se muestran.

Intensidad de luz acumulada = area total =480 .1 + 896 . 1 + 1248 . 1 + 1536 .
1+1760 .1+ +1920.1+2016.1+2048 .1+ 2016.1+1920.1+ 1760 .1
+ 1536.1 + +1248.1+ 896 .1+ 480.1+0.1=21760 lux—hora.

¢, Podemos conocer con mejor precision la intensidad de la luz acumulada?
Como la intensidad de la luz es una funcién continua en el tiempo, se puede
establecer una aproximacion mas precisa de la intensidad de la luz acumulada,
haciendo las mediciones en intervalos de 30 minutos (0,5 hora).

En la tabla siguiente se muestran en forma mas detallada los datos y es posible
hallar la intensidad de luz acumulada en cada periodo de media hora como el
producto de la intensidad de la luz (en lux) y el tiempo, en este caso 0,5 hora.
De esta forma podemos asegurar que la intensidad de luz acumulada durante
las dieciséis horas resulta de resolver:

Luz acumulada = area total = suma del area de cada rectdngulo

Rectangulo | Base | Altura | Area | Rectangulo | Base Altura | Area
1 0,5 248 124 17 0,5 2040 1020
2 0,5 480 240 18 0,5 2016 1008
3 0,5 696 348 19 0,5 1976 988
4 0,5 896 448 20 0,5 1920 960
5 0,5 1080 | 540 21 0,5 1848 924
6 0,5 1248 | 624 22 0,5 1760 880
7 0,5 1400 | 700 23 0,5 1656 828
8 0,5 1536 | 768 24 0,5 1536 768
9 0,5 1656 | 828 25 0,5 1400 700
10 0,5 1760 | 880 26 0,5 1248 624
11 0,5 1848 | 924 27 0,5 1080 540
12 0,5 1920 | 960 28 0,5 896 448
13 0,5 1976 | 988 29 0,5 696 348
14 0,5 | 2016 | 1008 30 0,5 480 240
15 0,5 | 2040 | 1020 31 0,5 248 124
16 0,5 | 2048 | 1024 32 0,5 0 0

Area total = 21824

Esto significa que la intensidad de luz acumulada durante el periodo de dieciséis
horas es 21824 lux—hora.

20



El Calculo Integral

2048

2040 | 2040
1 9?52 DLBJ_ _2‘91 89?5
1920 ] /) 920
15487 1545
= 1750 760
= 1656 |1 656
D 1536 hs3g
5 1400 | 1400
e 1248 1245
= 1080] 1080
a 595 55
o
T | 536 B96
=
E 1480 480
25 245
o1 2 3 4 & B 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Periodo en horas

Si queremos encontrar una mejor aproximacion a valor de intensidad de luz
acumulada, asi como lo hicimos en el caso anterior, podemos ahora considerar
mediciones realizadas cada quince minutos, es decir 0,25 hora.

Estas mediciones son las que aparecen en la siguiente tabla y se visualizan

graficamente:
Intensidad Intensidad Intensidad Intensidad
Hora| delaluz | Hora | delaluz | Hora | delaluz | Hora | delaluz
en lux en lux en lux en lux
0,25 130 4,25 1590 8,25 2046 12,25 1470
0,5 248 4,5 1656 8,5 2040 12,5 1400
0,75 366 4,75 1710 8,75 2030 12,75 1326
1 480 5 1760 9 2016 13 1248
1,25 590 5,25 1804 9,25 1996 13,25 1164
1,5 696 55 1848 9,5 1976 13,5 1080
1,75 796 5,75 1884 9,75 1950 13,75 980
2 896 6 1920 10 1920 14 896
2,25 980 6,25 1950 10,25 1884 14,25 796
2,5 1080 6,5 1976 10,5 1848 14,5 696
2,75 1164 6,75 1996 10,75 1804 14,75 590
3 1248 7 2016 11 1760 15 480
3,25 1326 7,25 2030 11,25 1710 15,25 366
3,5 1400 7,5 2040 11,5 1656 15,5 240
3,75 1470 7,75 2046 11,75 1590 15,75 130
4 1536 8 2048 12 1536 16 0

Si reiteramos los calculos realizados en los casos anteriores surge ahora que el
area total, es decir, la suma de las areas de cada uno de los rectangulos de
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base 0,25 y altura igual a la intensidad de la luz en cada periodo, es igual a
21826. Esto significa que la intensidad de luz acumulada llega a 21826 lux—hora.

Graficamente se observa lo siguiente:

Lecturas del medidor de lux
|

o1 2 3 4 85 6 7 8 QI1III111213141'51E=
Periodo en horas

Es de esperar que, con intervalos mas pequefios y mas lecturas de medicion del
fotébmetro, se obtenga una respuesta mas precisa para estimar la intensidad de
luz acumulada para las dieciséis horas. Aunque fisicamente es practicamente
imposible obtener un niumero grande de medidas seria deseable que la suma
tenga el mayor numero de términos.

Hasta ahora se obtuvo una aproximacién de la intensidad de la luz acumulada
en un cierto experimento sobre fotosintesis. La primera aproximacién se obtuvo
utilizando intervalos de una hora para un periodo de dieciséis horas, después se
emplearon las lecturas observadas cada media hora y, por ultimo, las realizadas
cada quince minutos.

En cada caso los sumandos se obtuvieron multiplicando la longitud del intervalo
de tiempo por la lectura del fotdmetro al final de cada intervalo.

Observamos que el valor de la intensidad de la luz acumulada resulta mas
exacto a medida que hacemos mas mediciones.

La grafica de los datos sugiere, que se puede trazar una curva continua a través

de los puntos que representan esos datos. Esa curva es f(t) = 512 t — 32 t2 ,
donde t es el tiempo en horas.
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Periodo en horas

Podemos decir entonces, en nuestro problema de fotosintesis, que el area

comprendida entre el eje horizontal y la curva f(t) = 512 t — 32 t2 representa la
intensidad de la luz acumulada en el periodo desde t = 0 hasta t = 16. Pero
¢ podemos obtener exactamente ese valor?

Se puede calcular el area total considerando el intervalo [0, 16] dividido en n
subintervalos y calculando la suma de las areas de cada uno de los rectangulos

que la aproximan. La medida de la base de cada rectangulo es 16 y como
n

altura se puede considerar el valor de la funcién en el extremo derecho, en el
extremo izquierdo o bien en algun punto de cada subintervalo.

n
Ya logramos aproximaciones del area considerando las sumas Zf(ti)At y
i=1
sugerimos que la longitud de cada intervalo At se hiciera cada vez mas
pequefa (es decir, el nUumero n de intervalos debe ser cada vez mas grande).
En ese caso la aproximacion es mejor.
Parece razonable que el limite de la suma (cuando At — 0 vy, por lo tanto,
n — o ) representaria el area total bajo la curva f(t), es decir, la intensidad de la
luz acumulada durante las dieciséis horas.
Generalizando se puede considerar el intervalo total dividido en n subintervalos.
La intensidad de la luz acumulada durante ese periodo sera el limite de las
sumas cuando n crece indefinidamente y coincide con el area de la region bajo
la gréfica de la funcion.

Intensidad de luz acumulada = lim (suma de las areas de los rectangulos)
n—oo

Nota. Para hallar resultados acumulados necesitamos resolver un tipo especial
de limite.
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Calculo del area bajo una curva

Hasta el momento hemos desarrollado dos ejemplos con el objetivo de analizar

2

el problema del area: el calculo del area bajo la grafica de f(x) =+ v9—-x~ de

x=0ax =3y el calculo de la intensidad de la luz acumulada.

El problema general es encontrar el area entre la grafica de y = f(x), el eje x y las
rectas verticales x = a y x = b. Por ahora suponemos que f(x) > 0y que f es
continua en el intervalo [a, b].

Para aproximar el area se puede dividir la regién bajo la curva en un nimero de
rectangulos cada vez mas grande. En cada caso la suma de las areas de los
rectangulos da una aproximacion del area bajo la curva. Se obtienen mejores
aproximaciones al incrementar el nimero n de rectangulos.

En general procedemos de la siguiente manera. Sea n un entero positivo.
Dividimos el intervalo de a a b en n partes de igual longitud. El simbolo Ax se
usa tradicionalmente para denotar la longitud de cada subintervalo. Como la
longitud del intervalo dado es (b — a), cada una de las n partes tiene longitud
AX = b_;a’ las cuales representan las medidas de las bases de todos los

rectangulos.
Los puntos extremos de los n intervalos son xg, X1, ..., Xp-
En cada rectangulo resulta: Area del i-ésimo rectangulo = f(x;) Ax

‘51'4; ‘!Illdh

E)]
f(}{D)JL

=a . I: }E ) =a . .: }E
" %y X ¥p=h i ¥ 4 ES xp=h

Caso 1 Caso 2

El area total bajo la curva es aproximada por la suma de las areas de todos los n
rectangulos, es decir:

Caso 1: Area = f(xg) Ax + f(x1) AX + f(X0) AX + ............... + f(Xn_1) AX
Area = [f(xq) + f(x1) + f(X2) + ..oooeeeeiiiiia + f(xn_1)] AX

(si se utiliza el valor de la funcidn en el extremo izquierdo de cada subintervalo)

Caso 2: Area = f(xq) Ax + f(x2) AX + f(X3) AX + ................ + f(xn) AX
Area ~ [f(xq) + f(x) + f(X3) + .ooeeeeeeeiiiiiiin, + f(xn)] AX

(si se utiliza el valor de la funcién en el extremo derecho de cada subintervalo)
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También podemos elegir algun punto intermedio en cada uno de los n intervalos

y los llamamos tq, to, ....., ty. En ese caso el area del i-ésimo rectangulo resulta
f(t;) Ax.
'SI'JI.
fity)
= a g . }{sz X
Caso 3

Caso 3: Area = f(tq) Ax + f(to) Ax + f(t3) AX + ................ + f(tn) Ax

Area ~ [f(t1) + f(to) + f(t3) + ..coooeeeee + f(ty)] Ax

(si se utiliza el valor de la funcién en cualquier punto de cada subintervalo)

El area se define como el limite de cada una de estas sumas (en caso de que
las mismas existan) cuando el nimero de rectangulos se hace cada vez mayor y
tiende a infinito (podemos pensar que la medida de la base de cada rectangulo
es un punto).

Definicién. Dada una funcion f definida en el intervalo [a, b], si f es mayor igual
que cero y continua en ese intervalo, el area de la regién determinada por la
grafica de y = f(x), el eje x y las rectas verticales x=ay x=Db es:

Area= 1im [f(X0) + fX1) + FX2) + veverereereerrerreerarann + f(xn_1)] AX
Area= lim [f(xq) + fX2) + F(X3) + «ververererererannn, + f(xn)] AX
Area= Ilim  [f(ty) + f(t2) + (t3) + wverereroreeeeeeeereerenns + f(t)] Ax

Nota. Consideramos subintervalos de igual longitud por conveniencia para
realizar los calculos. Sin embargo no es necesario que los intervalos sean todos
de igual longitud.

YJL

Podemos estimar el area total hallando el
area de cada una de las subregiones y
sumando los resultados.

FY
-

Para ello aproximamos también considerando rectangulos pero teniendo en
cuenta que todos tienen distinta base.
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El area exacta sera el limite de la suma
de las areas de todos los rectangulos.
Para calcular el limite ademas de requerir
que n —» o« se debe considerar que la
longitud del subintervalo mas largo tienda
a cero.

Ejemplo. Encuentre el valor aproximado del area de la region que determina en

el primer cuadrante la grafica de y = —x2 + 2x + 3 y el eje x utilizando 6

intervalos.

El primer paso es representar graficamente la situacion.

y 4

Debemos encontrar el valor aproximado del area
de la region sombreada.

Dividiendo el intervalo [0, 3] en seis intervalos, la
amplitud de cada uno de ellos es 0,5.

Elegimos como altura de cada rectangulo el valor
de la funcién en el extremo izquierdo de cada
subintervalo.

El area aproximada es la suma de las areas de
los rectangulos que quedan determinados.

Area ~ f(0).0,5 + f(0,5).0,5 + f(1).0,5 +

+(1,5).0,5 + (2).0,5 + f(2,5).0,5 =

= [f(0) + f(0,5) + f(1) + f(1,5) + f(2) + f(2,5)].0,5 =
=(3+3,75+4+3,75+3+1,75).0,56 =9,625

Si se considera como altura de cada rectangulo
el valor de la funcion en el extremo derecho de
cada subintervalo, el area aproximada resulta:
Area ~ (0,5).0,5 + f(1).0,5 + f(1,5).0,5 +

+f(2).0,5 + f(2,5).0,5 + (3).0,5 =

= [f(0,5) + f(1) + f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3)].0,5 =
=(3,75+4+3,75+3 +1,75+0).0,5=8,125
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74?"‘: Considerando como altura de cada rectangulo el
2 valor de la funcién en un punto intermedio de
cada subintervalo, el area aproximada resulta:
Area ~ [f(0,2) + f(0,8) + f(1,2) + f(1,8) + f(2,2) +

1 +1(2,8)].0,5 =(3,36 + 3.96 + 3,96 + 3,36 + 2,56 +
+0,76).0,5=8,98

rFs

Ejemplo. Halle la expresion para el area de la region limitada por la grafica de
f(x) = " entre x = 0 y x = 2, con los puntos extremos de la derecha. No evalue el
limite.

Dividiendo el intervalo [0, 2] en n subintervalos, el ancho de uno es:

!X2:

2-0 2 2
— X3:
n

AX = = —. Porlo tanto x1 =
n

4
n n’

Eaxlzavxn:@zz
n n

El area de la regidon sombreada considerando como altura de cada rectangulo el
valor de la derecha es:

A = lim [f(xq) + f(X2) + cvvv... + f(xn)] AX ¥y

n—oo L
A = lim {e)q +e 2 4 e }Ax

nN—o0

2 4 6 2

A=limle" +e" +e" +...+e° | = -

n—o0 n d_l,

4 ; 5 g

Ejemplo. Estime el area de la region bajo la graficadey=2x+ 1 entrex=1y

x = 4, considerando los rectangulos de extremos xg = 1, X4 = 2, X2 =g, X3 :%,

x4 =4 y evaluando la funcion en el extremo derecho de cada intervalo.

El area buscada es la sombreada:
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Fs
-

Subdividiendo en los intervalos pedidos resulta:

Ya
g , 5\(5
Area ~f(2).2-1)+ fl-|| --2| +
: @+ i3] 3-2)
; AN 8 ary (a7
5 2)\2 2 2
3 5146, +8149 1 —5+3+48+ 2=
/ 2 2 2
1
Fl N =%:20,5
R

Como se puede observar en las graficas esta aproximacion es mayor que el
area real. La medida real del area es 18 y la podemos calcular utilizando
férmulas geométricas.

EJERCICIOS

1) La suma de las areas de los rectangulos sombreados permite hallar una
aproximacion del area bajo la curva. Encuentre dicha aproximacion utilizando los
puntos medios de los intervalos como valores representativos.

a) b)

'5|'.n 45
43 0
Ve A ]

25

-
.

-~

Pl
%+
)
-
[
=
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=
[ o]
-
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2) Estime el area bajo la curva de la funciéon y = f(x), teniendo en cuenta los
pares de valores dados, usando:
a) evaluacion en el extremo izquierdo,
b) evaluacién en el extremo derecho.
X 0 01(02|03|04|05)|06 0,7
f(x) | 1 12114116 | 2 2,2 2 1,6
3) Estime el area bajo la curva de la funcién y = f(x), teniendo en cuenta los
pares de valores dados, usando:
a) evaluacion en el extremo izquierdo,
b) evaluacién en el extremo derecho.
X 1 12114116 |18 | 2 22| 24
fx)| 5 |45 |42 | 4 35137 | 4 | 43

4) A partir de la grafica de f(x) = \/; use 5 rectangulos para hallar una
estimacion inferior y una superior para el area debajo de la gréafica de f(x) en
[0, 10]. Repita el procedimiento usando 10 rectangulos. Dibuje la curva y los
rectangulos de aproximacion.

5) Dibuje la regién determinada por la grafica de f(x) = x2 + 1y el eje x, desde
x =—1 hasta x = 2. Estime su area usando:

i) los puntos extremos de la izquierda,

ii) los puntos extremos de la derecha,

iii) los puntos medios de cada intervalo.

Considere a) tres intervalos, b) seis intervalos. Dibuje la curva y los rectangulos
de aproximacion en cada caso.

RESPUESTAS

1)a) 9,25 b) 7,325 2)a) 1,14 b) 1,2 3)a)5,78 b)5,64
4) Con cinco intervalos:

Utilizando el extremo derecho de cada intervalo: Area ~ 23,71

g

W=

‘ 0] 2 4 B 8 T
Utilizando el extremo izquierdo de cada intervalo: Area ~ 17,38
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y =

Con diez intervalos:

Utilizando el extremo derecho de cada intervalo: Area ~ 22,47
Y

¥ =

o] 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10 F*

Utilizando el extremo izquierdo de cada intervalo: Area ~ 19,31
¥a

y=yx%

FY

5)

¥4 a) Con tres intervalos:

i) tomando el extremo izquierdo de cada intervalo:
Areax5

ii) tomando el extremo derecho de cada intervalo:
Area~8

iii) tomando el punto medio de cada intervalo:

2 Area z24—3 =575

—,

M ol 1 2w
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i) i) iii)
it
" y
5 5
2 2 2
1 i i
R 2 x MR 5 a4 0 1 2 x

b) Con seis intervalos:

i) tomando el extremo izquierdo de cada intervalo: Area z% =5375

ii) tomando el extremo derecho de cada intervalo: Area ~ % =6,875
iii) tomando el punto medio de cada intervalo: Area z% =5,9375
i) i) iiii)
i+ 4 ¥
& g g
4 4 4
[ 3
— 2
el i
17 122 % a_1lof 1 1 %2 %

1.2 El problema de la distancia

La idea fundamental del calculo integral es la determinacién de resultados o
efectos de procesos de cambio. Mientras que en el calculo diferencial nos
interesa el cambio instantaneo de una magnitud, el célculo integral permite
determinar los resultados totales de estos procesos de cambio. A partir del
conocimiento del cambio en un instante determinado en un cierto proceso es
posible hacer la suma de los cambios durante un intervalo mas largo y
determinar el resultado.

Conocer los resultados totales de procesos de cambio es muy importante para
hacer predicciones. Por ejemplo, el conocimiento de las tasas instantaneas de
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consumo es fundamental en la planeacion de la producciéon de materias primas.

Podemos, por ejemplo, contestar preguntas como:
e Si se conoce la velocidad en determinado intervalo de tiempo, §cémo
calculamos la distancia total recorrida en dicho intervalo?
e Si se conoce el costo marginal, jcomo calculamos el costo total o el
costo acumulado de producir cierta cantidad de unidades?

La velocidad de una particula o de un movil es la razén de cambio del espacio
recorrido con respecto al tiempo. Consideremos el problema de hallar la
distancia recorrida por un movil durante cierto periodo si se conoce la velocidad
del objeto en todos los momentos.

Aprendizaje por descubrimiento

Situacién 1. El calculo de la distancia recorrida con velocidad constante en
determinado intervalo de tiempo.

Suponga que un auto viaja a lo largo de un camino recto a velocidad constante

de 60 km/h. ¢ Cuantos kildbmetros recorre el auto entre t=1y t =7, siendo t el

tiempo expresado en horas? ;Qué relacion existe entre la distancia recorrida y
el area del rectangulo sombreado?

W (t:l Fy

Bl

401

201

-

Situacion 2. El calculo de la distancia recorrida con velocidades constantes en
intervalos de igual longitud.

La tabla muestra las diferentes Hora Velocidad (km/h)
velocidades que alcanza una persona que 9-10 14
transita en bicicleta por una ruta en la 10-11 12
provincia de Santa Fe. Suponemos que 11-12 8
en cada intervalo de tiempo la velocidad 12-13 Descanso
se mantiene constante. 13-14 12

14 -15 10

Considerando t = 0 el momento en el que comienza el viaje, complete la tabla y
determine la distancia que recorri6 el ciclista en cada intervalo de tiempo y la
distancia acumulada.
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Velocidad
promedio

Distancia
acumulada

Distancia recorrida
por intervalo

Tiempo constante

Hora
en horas

9-10

10 - 11

11-12

12-13

13-14

AlaAalalalala

14 -15

Grafique la distancia en funcion del tiempo. ; Cuantos kildbmetros recorrié al final
de su paseo, es decir, cual es la distancia total recorrida?

En la grafica de la distancia en funcion del tiempo, el dltimo punto, ¢qué
representa?

Grafique la velocidad en funcion del tiempo. ;Qué representa el area de la
region que queda determinada entre dicha grafica y el eje x?

Situacion 3. El calculo de efectos de cambio con razones de cambio constantes
en intervalos de distinta longitud.

Una familia viaja desde una ciudad a otra y en su diario de viaje escriben una
serie de datos a fin de compartir con sus amigos algunos detalles del mismo. En
la primera hoja construyen una tabla donde registran toda la informacion del
desarrollo del viaje y los lugares por donde pasaron.

Lugar Ciudad A Parador 1 Parador 2 Ciudad B
Hora 10 11 11:30 12:15
Velocidad 30kmh |  45kmh |  40km/h

Consideramos t = 0 el momento en el que comienza el viaje.
Complete la siguiente tabla para calcular la distancia total recorrida por la
familia.

. . Distancia recorrida | Distancia total
Tiempo Velocidad .
Hora (en horas) | (en km/h) en el intervalo acumulada
(en km) (en km)
10 - 11 1
11-11:30 0,5
11:30 - 12:15 0,75

Grafique la velocidad y la distancia recorrida en funcion del tiempo.

Situacion 4. El calculo de la distancia recorrida con velocidades variables
Supongamos que el marcador de la distancia recorrida del automoévil de Juan no
funciona y desea estimar la distancia recorrida en 30 minutos. Para eso, observa
el velocimetro y anota en una tabla las lecturas realizadas cada cinco minutos.

Tiempo (minutos)

0 5 10 | 15 | 20

25 | 30

Velocidad (km/h)

72 | 84 | 66 | 69 | 78 | 60 | 75
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Para trabajar el tiempo y la velocidad en unidades que sean coherentes
convertimos las diferentes lecturas de la velocidad en kildémetros por minuto
(km/min).

Tiempo (minutos) 0 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30
Velocidad (km/min) | 1,2 | 1,4 | 1,1 |1,15| 1,3 1 [1,25

Estime la distancia recorrida durante ese tiempo. Complete la tabla dividiendo el
intervalo de treinta minutos en seis subintervalos de igual amplitud y suponiendo
que la velocidad se mantiene constante en cada intervalo. Considere la
velocidad en el extremo izquierdo como valor representativo de todo el intervalo
(por ejemplo, en el primer intervalo, [0,5), la velocidad es 1,2 Km/min.).

Intervalo Distancia (en kildémetros)
1 1,2.5=6
2
3
4
5
6
Distancia total recorrida:

Represente graficamente la velocidad en funcion del tiempo, ;qué podemos
decir con respecto a la distancia y el area de los rectangulos de base igual a la
longitud de cada intervalo y altura coincidente con el valor conocido de la
velocidad en cada uno de ellos?

Situacion 5. El calculo de la distancia recorrida con velocidades variables. Se
conoce la relacion funcional que vincula la velocidad con el tiempo.

Un joven entrena para su competencia en los préximos juegos deportivos de la
ciudad en una bicicleta fija durante una hora cada dia de modo que en cualquier
tiempo t, medido en horas, su velocidad es v(t) = 36t2 + 3 kilometros por hora.
Encuentre la distancia ficticia recorrida por el ciclista durante su hora de
entrenamiento.

Compartimos nuestras conclusiones

En la situacion 1, si el auto viaja a una velocidad constante de 60 km/h, al cabo
de 6 horas de trayectoria, habra recorrido 360 km.

En la representacion grafica observamos que 360 es el area del rectangulo
sombreado, es decir el area bajo la grafica de la funcién velocidad v(t) entre t =
1,t=7yelejet.

Sabemos que la funcion velocidad v(t) es la razén de cambio de la funcién que
indica el espacio o distancia recorrida por el auto en el tiempo t. El espacio
recorrido desde el tiempo t = 1 at = 7 es la cantidad que la distancia ha
cambiado desde t=1at=7. Podemos decir que el cambio total de la distancia
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det=1at=7es el area bajo la grafica de la funcién velocidad entre esos
valores. El area del rectangulo cuya altura representa la velocidad y la base el
tiempo, se interpreta como una distancia.

En la situacién 2, interesa conocer la distancia recorrida en cada instante y la
distancia total recorrida.

Se puede pensar, utilizando el lenguaje del céalculo, que interesa no sélo los
"efectos de los cambios” sino también el "efecto total".

La distancia total recorrida en un intervalo se obtiene multiplicando la velocidad
en dicho intervalo por la amplitud del intervalo.

La distancia total recorrida por el ciclista entre las 9 y las 15, se obtiene
sumando los productos de las velocidades (razén de cambio de la posicion de
la bicicleta) en cada intervalo por el tiempo transcurrido (amplitud del intervalo).

Distancia = 14%.1h + 12% Ah s o

14—
+8%.1h+ 12%.1h+10%.1h= 121 b— —

101 1 L
=56 km. el 1 ob— 1
En la grafica de la velocidad en St
funcién del tiempo, el area de cada T
rectangulo comprendido entre la E T O A
grafica y el eje x, representa la 1 A i A M
distancia recorrida en el intervalo de (heorpapsuy

tiempo correspondiente. El area total,
la suma de las areas de los rectangulos, indica la distancia total recorrida.

En la situacion 3, podemos formalizar el procedimiento y generalizarlo
utilizando simbologia adecuada.

Velocidad . . Distancia total
) Distancia i
Longitud del | constante en . recorrida
. recorrida en . .
intervalo cada ) (distancia
. cada intervalo
intervalo acumulada)
t4 —tg =AY Vq dq=vq. Aty di =d4
to —t1=Ab Vo do=vo.Alo di=dqy +do
t3 —to=Atl3 V3 dz=v3. At di=dq +do +d3

Este calculo se puede generalizar
siguiente manera:

di=dq +do +d3 + ... +dy=vq.At1 + Vo .Alo + v3 . Alg +

para un numero n de intervalos de la
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Distancia = 1.25™ _ 5min + 1.4°™  5min + 1.1 5™ 5min + 1.15~™  5min +
min min min min

+135" 5min+ 1 XM 5min = 35,75 km
min min

Representamos la velocidad en funcion del tiempo y dibujamos los rectangulos .

FarL
« El area del primer rectangulo

calculada como "medida de la
base por medida de la altura"
1 (1,2 . 5 = 6) coincide con la
distancia recorrida en los
primeros cinco minutos, si
oA tomamos la velocidad inicial
como constante en todo el
intervalo (segun los primeros
calculos).

14

il
+

+ 5 W 15 20 25 30 ¢
Podemos interpretar el area de cada rectangulo como una distancia dado que la
altura representa la velocidad y la base, el tiempo. La suma de las areas de
todos los rectangulos es 35,75 y coincide con la primer estimacion realizada de
la distancia total recorrida.

Obtuvimos una estimacién de la distancia buscada. Si quisiéramos una
estimacion mas exacta podriamos tomar las lecturas de la velocidad cada dos
minutos, un minuto, treinta segundos, diez, cinco, tres, dos, uno o fracciones de
segundo cada vez mas pequefias. Es decir, para una mejor estimacion debemos
considerar intervalos de tiempo cada vez mas pequefios y la cantidad de
sumandos en el calculo de la distancia acumulada seréa cada vez mayor.

De la misma manera podemos hacer el analisis tomando la velocidad final de
cada intervalo o bien la velocidad en un tiempo intermedio.

Si conocemos la ley que relaciona la velocidad con el tiempo, como en la
situacion 5, debemos evaluar la velocidad en instantes igualmente espaciados y
considerar la velocidad constante en los subintervalos que quedan
determinados.

En general, si un objeto se mueve con velocidad v = f(t), siendo f(t) > 0 (de
manera que el objeto se mueve siempre en la direccion positiva), la distancia
recorrida en cada intervalo resulta di=v;. A t

La distancia total recorrida, es decir los resultados acumulados para razones de
cambio variables (velocidad) es aproximadamente,

dizvi. At+vo . At+vg. At+ ... +vh.At ,donde Ates la amplitud del
intervalo.

Cuanto mayor es la frecuencia con que se mide la velocidad, mas exacta es la
aproximacion. Considerando A t cada vez mas pequefio, la cantidad n de
intervalos tiende a infinito y la distancia total recorrida es el limite de esas
sumas.
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Distancia total recorrida = dy = lim(v{At+VoAt+....+ vy At)= Iim Y [v;At]
N—o0 N—oo 4
i=

donde v; puede ser la velocidad al inicio, al final o en un tiempo intermedio en
cada uno de los subintervalos considerados.

Nota. Para hallar la distancia recorrida por un movil, si se conoce la velocidad
del mismo en todos los momentos, necesitamos resolver un tipo especial de
limite.

Este limite tiene la misma forma que los encontrados para calcular el area
debajo de la grafica de una funcion. La distancia total recorrida es igual al area
debajo de la gréfica de la funcién velocidad.

Todo lo visto para la funcién que describe la velocidad se verifica para
cualquier funcion que expresa una razén de cambio. Es posible enunciar la
siguiente definicion:

Cambio total en F(x). Sea funa funcién continua sobre el intervalo [a, b] y
f(x) > 0 para todo x en [a, b]. Si f(x) es la razén de cambio de una funcién F(x)
entonces el cambio total en F(x) cuando x pasa de a a b es el area entre la
graficadef(x) yelejexentrex=ayx=b.

Ejemplo. La tasa de aumento de empleos, en miles de personas al afo, para
cierta ciudad desde 2000 hasta 2005 esta dada por el modelo C(t) = 25’[2 - 121,
donde t es la cantidad de arfios desde 2000. Estime el cambio en la cantidad de
personas empleadas desde 2002 (t = 2) hasta 2005 (t = 5), considerando seis
subintervalos y evaluando en el extremo izquierdo de los mismos. Interprete
graficamente.

Considerando 6 subintervalos de amplitud 0,5, obtenemos:

t 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

C(t) 76 126,25 189 264,25 352 452,25 565

Entonces, el cambio total en la cantidad de personas empleadas es
aproximadamente (76 + 126,25 + 189 + 264,25 + 352 + 452,25).056 =
=1459,75 . 0,5 = 729,875.

El cambio total es de aproximadamente 729 875 personas.

Graficamente:
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Cif+
600
a00
400 /_
300 N
200
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rFs
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Nota. Los dos procedimientos, calcular el area debajo de la curva y calcular el
efecto total de cambios, son exactamente los mismos.

Esta es la idea fundamental del calculo integral: el area debajo de una curva se
puede aproximar por rectangulos de cada vez menor amplitud y esta
aproximacion se puede hacer tan exacta como queramos.

EJERCICIOS

1) Un auto recorrié un tramo sinuoso de un camino. Como el velocimetro
funciona pero no el contador de kildbmetros, se registrd la velocidad del auto a
intervalos de 10 segundos segun muestra la tabla. Aproxime la longitud del
camino utilizando:

a) los valores en los extremos izquierdos,

b) los valores en los extremos derechos.

Tiempo(en 0 |10]|20 30|40 | 50|60 |70 |80 |90 |100|110(120
segundos)
velocidad | o | 5| 5 | 42| 10|15 12| 5 | 7 | 8 | 15|10 12
(en m/seg)

2) En la tabla se dan las velocidades de un auto que acelera de 0 a 120kTm en

36 segundos, o sea 0,010 horas o 10 milésimas de hora.

Tiempo (en horas) Velocidad (en kTm)
0 0
0,001 30
0,002 45
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0,003 65
0,004 78
0,005 88
0,006 96
0,007 102
0,008 110
0,009 115
0,010 120

a) Aproxime la distancia recorrida durante los 36 segundos utilizando los valores
en los extremos izquierdos.

b) ¢ Cuantos segundos necesito el auto para llegar a la mitad del recorrido? ;A
qué velocidad iba el auto en ese instante?

RESPUESTAS

1)a) La longitud del camino es aproximadamente 1120 metros.

b) La longitud del camino es aproximadamente 1240 metros.

2)a) La distancia recorrida fue de aproximadamente 0,729 kildbmetros, es decir,
729 metros.

b) Le llevé entre 0,005 y 0,006 horas, es decir entre 18 y 21 segundos

aproximadamente. El auto iba a una velocidad entre 88 y 96kTm .

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.1 EL PROBLEMA DEL AREA - 1.2 EL
PROBLEMA DE LA DISTANCIA

1) El niumero de litros de sangre que el corazén bombea en un minuto se llama
rendimiento cardiaco. Para medir el rendimiento cardiaco existe un método de
dilucion de colorante en el cual se inyectan de 5 a 10 mg. de colorante en una
vena principal, cerca del corazédn. El colorante llega al lado derecho del corazén
y es bombardeado a través de los pulmones y hacia afuera del lado izquierdo
del corazén a la aorta, donde su concentracién puede medirse cada pocos
segundos de acuerdo la sangre fluye. Para calcular el rendimiento cardiaco se
divide la cantidad de colorante por el area que estd bajo la curva de la
concentracion de colorante y se multiplica el resultado por 60 (segundos /
minuto).

Rendimiento cardiaco = Ca?tldad c'ie colorante .60
areabajolacurva

Se administr6 a un paciente 5 mg. de colorante. La siguiente tabla da las
concentraciones de colorante(en mg/litro) a partir del momento de la inyeccion.
Realice una grafica con los datos, considerando como t = 0 el momento de la
inyeccion y conectando los puntos con una curva suave. Use rectangulos para
aproximar el area bajo la curva de concentracion de colorante y después
aproxime el rendimiento cardiaco del paciente.
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Segundos después Concentracion de
de la inyeccion (t) colorante (c)

2 0

4 0,5

6 1,3

8 2,7

10 3,6

12 4

14 3,7

16 2,78

18 1,8

20 1,2

22 0,5

24 0
2) La grafica muestra la velocidad TN
( en m / seg.) de un objeto en T I et et et el Sl s B el
movimiento rectilineo desde t = 0 o i S el et sl aiels Al il i
hasta t = 10 segundos. Aproxime 4’T*r r ”T
la distancia recorrida por el objeto T TR T
en los 10 segundos. e

RN AN O
IEEEEELY ChF R B R R B R

a) b} c)

4 aceleracion +valocidad +tasa de nacimientos
{por unidad de tiempo)

3

tiermnpo t tiempo Yermpo
» &) . n . .
+ ingreso marginal + costo marginal + razan de memoria
{por unidad) {por unidad) (en palabras par minuta)

1 | :

' » ! > : —

% ndmero de ¥ hdmero de 1 fiempo

unidades producidas unidades producidas {en minutos)
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PROBLEMAS DE APLICACION

1) Una empresa telefonica ofrece un sistema por el cual, al hacer una llamada,

el costo marginal del t—ésimo minuto de la llamada es c(t) = ddlares por

t+50
minuto. Se quiere determinar el costo de una llamada de 10 minutos.

a) ¢, Cual es el costo marginal al inicio de la llamada? Suponiendo que ese
costo se mantiene constante durante toda la llamada, ¢ cual seria el costo de la
misma?

b) (El costo marginal se mantiene constante durante toda la llamada?
¢, Cémo varia?

¢) Escriba el calculo necesario para determinar el costo total de la llamada
y estime dicho valor, calculando el costo de cada minuto, usando para ello el
costo marginal al principio de ese minuto.

d) ;Como podria obtener una mejor aproximacion del costo total de la
llamada?

e) Interprete graficamente los calculos hechos en los incisos a) y ¢).

f) ¢Como se puede decir, a partir de la grafica, que el costo total esta
representado por el area debajo de la curva?

2) La funcion de velocidad de un proyectil disparado verticalmente hacia arriba
es f(t) = 160 — 10t. Aproxime la distancia (en metros) que se eleva el proyectil en
los tres primeros segundos, considerando seis intervalos y evaluando en el
extremo izquierdo.
3) El consumo de oxigeno de un embrion de ave aumenta desde que se pone el
huevo hasta que nace el polluelo. En un ave comun el consumo aproximado de
oxigeno se puede modelar con la funcion c(t) representada graficamente, donde
t es el tiempo en dias a partir de que se puso el huevo y 8 <t < 30. Un huevo
comun eclosiona mas o menos cuando t = 28.

a) ;A qué corresponde

el area de cada

rectangulo marcado?
JE— b) ;A qué corresponde
- la suma de las areas
= de los dos primeros
rectangulos?
c) ;Qué representa el
area total debajo de la
curva?
d) ;Como se puede
obtener un resultado
mas exacto para el
area debajo de la
curva? (con 8 <t<30)

T ity fenml par hora)

Py

g4 1215 18 2427 30 tEdiaS)

41



El Calculo Integral

EJERCICIOS DE REPASO

1) Las graficas muestran la velocidad (en m/ seg.) de dos cuerpos que se
mueven a lo largo de una recta coordenada. Halle la distancia total recorrida
para el intervalo de tiempo dado (en segundos).

a) b)
Y Y
E'—'—I"—I'—"|—"r_"|"—l"'|'—"|"—l E'—'—I"—I'"'|—"r_"|"—l"'|""|"—l
1= | L R e e it hh EEE LRl EEE Rt
4] | 4 T N R N S N
| oS
3' I SR S S
71 2= e T
1 1 1 1 1 I 1 I 1
11 LR R e e e e
ML O 1z 3 4 5 B T B 84

2) Estime el area acotada por la grafica de la funcion f(x) =2x entre x=0y x=3
considerando:

a) seis intervalos y evaluando en el extremo izquierdo.

b) seis intervalos y evaluando en el extremo derecho.

¢) cuatro intervalos y evaluando en el extremo izquierdo.

d) cuatro intervalos y evaluando en el extremo derecho.

3) Estime el area acotada por la curvas y = senx, x = 0 y x = n. Considere cuatro
intervalos y evalue en el extremo derecho.

4)a) Halle el area sombreada utilizando area de poligonos.

b) Estime el area de la region sombreada considerando seis y doce
intervalos y evaluando en el extremo derecho.

¢) ¢ Cual de las areas calculadas en (b) es mas proxima a la real? 4 Por

que?
4 g

-

e 4

5) Estime el area de la region sombreada considerando cuatro y seis intervalos y
evaluando en el extremo izquierdo.
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2. LAINTEGRAL DEFINIDA

2.1 La integral definida.

2.2 Propiedades de la integral definida.

“La matematica es la ciencia del orden y la medida, de
bellas cadenas de razonamientos, todos sencillos y
faciles”.

René Descartes
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2.1 La integral definida
Cuando estudiamos el problema del area y el problema de la distancia
analizamos que tanto el valor del area debajo de la grafica de una funcién como
la distancia recorrida por un objeto conocida la velocidad del objeto en cualquier
instante x, se pueden calcular aproximadamente por medio de sumas o bien
exactamente como el limite de una suma.

n

o lim [f(xg) + f(x1) + f(x2) + .ooeeiiiiin, + f(xp_1)] Ax = lim Zf(xi_1)Ax
n—oo n 00i=1

o lim [f(xq) +f(xo) + f(X3) + coovvrininiinnn, + f(Xp)] AX = lim Zf(xi)Ax
n—oo n—>ooi=1

o lim [f(tq) +f(tp) +f(t3) + ..covreee +f(th)] AX = lim Zf(ti)Ax
n—oo n—)00i=1

donde Xx;_1 es el extremo izquierdo de cada subintervalo, x; es el extremo

derecho y tj es un punto cualquiera de cada uno de ellos.

Este tipo de limites aparece en una gran variedad de situaciones incluso cuando
f no es necesariamente una funcion positiva. Teniendo en cuenta lo expresado
surge la necesidad de dar un nombre y una notacion a este tipo de limites.

Definicion de integral definida.
Sea f(x) una funcién continua definida para a < x < b. Dividimos el intervalo [a, b]
b-a
n

en n subintervalos de igual amplitud, Ax = . Sean xg =a, Xy = by Xg, X1,

..., Xn los puntos extremos de cada subintervalo. Elegimos un punto t; en estos
subintervalos de modo tal que tj se encuentra en el i-ésimo subintervalo

[X i1, xj] con i =1, .., n. Entonces la integral definida de f(x) de a a b es el
b n

ndmero I f(x)dx= lim f(t)Ax.

a nN—o &

La unica condicién para que exista la integral es que la funcién f(x) sea continua.
Segun lo analizado en el capitulo anterior, cuando f(x) > 0, la integral definida da
el area de la region comprendida entre la grafica de f(x), el eje x y las rectas
X=ayx=bh.

En caso de que la funcion f(x) tome valores negativos (es decir, cuando la
grafica se encuentre debajo del eje x), la definicion de la integral definida es
védlida. Sin embargo, en este caso el numero resultante no es el area entre la
grafica y el gje x.

Notacién y terminologia.
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lirnite superiar
de la integral

mtegrandn( la funcidn

Sigho de
integral J f(}() d)( — variable de integracidn { %)

I|m|te inferior
de la integral

LY A
Yl

Se lee: integral de f desde a hasta b

Cuando se calcula el valor de la integral se dice que se evallua la integral
definida.

La integral definida es un nimero que no depende de x. Se puede utilizar
cualquier letra en lugar de x sin que cambie el valor de la integral.

j :f(x)dx = j :f(u)du = j :f(t)dt

La continuidad de la funcion integrando asegura que los limites en las tres
definiciones existen y dan el mismo valor. Por eso podemos asegurar que el

b . . . . .
valor de I f(x)dx es el mismo independientemente de como elijamos los
a

valores de x para evaluar la funcidon (extremo derecho, extremo izquierdo o
cualquier punto en cada subintervalo).

Nota. La integral también existe si la funcion tiene un ndmero finito de
discontinuidades evitables o de salto, pero no discontinuidades infinitas.
n
Observacion. La suma Zf(ti)Ax que aparece en la definiciéon de integral
i=1
definida se llama “suma de Riemann” en honor al matematico aleman Bernhard
Riemann. La definicidn incluye subintervalos de distinta longitud.

Definicion de las sumas de Riemann.
Sea f una funcion definida en el intervalo cerrado [a, b] y sea una division
(particion) arbitraria de dicho intervalo:

a=xg < X1 £x2 £x3 <.l <Xp1 < Xy =b donde Ax; indica la amplitud
o longitud del i-ésimo subintervalo. Si tj es cualquier punto del i-ésimo

47



El Calculo Integral

n

subintervalo la suma Zf(ti)Axi , Xi1 < 1 £ Xxj se llama suma de Riemann de f
i=1

asociada a la particién .

Si bien la integral definida habia sido definida y usada con mucha anterioridad a
la época de Riemann, él generalizé el concepto para poder incluir una clase de
funciones mas amplia. En la definicion de una suma de Riemann, la funcion
puede tomar cualquier valor (tanto positivos como negativos).

Si f es una funcion positiva, la suma de Riemann permite aproximar el area de
una region calculando la suma de las areas de los rectangulos de aproximacion,
mientras que la integral definida se puede interpretar como el area debajo de la
curva.

. o 31 : .
Ejemplo. Encuentre una aproximacién de .[2 —dx considerando cinco
X

subintervalos, evaluando la funcién en el punto medio de cada uno de ellos.
Grafique. ¢ Como esta relacionada la integral definida con el area bajo la curva?

La funcion y = 1 es continua en el intervalo [2, 3], por lo tanto es integrable en
X

dicho intervalo.

Como el intervalo es [2, 3], si se T
consideran 5 subintervalos, la
amplitud de cada uno sera
i
extremos de los subintervalos son
2;2,2;24;2,6; 28y 3. Luego los
puntos medios son 2,1; 2,3; 2,5;
2,7y29. + 1 2 - 3 X

Por lo tanto la integral sera aproximadamente:

AX 02. Los puntos 1

3
| 21d><z f(2,1).4% + £(2,3).A% + f(2,5).Ax + f(2,7).A% + f(2,9).Ax
X
3
| 21o|x ~ [f(2,1) +1(2,3) + f(2,5)+(2,7) + f(2,9].A
X
3
jzldm [f(2,1) +(2,3) +f(2,5)+f(27) +(2,9)]. 0,2
X
3ldXz l+l+l+l+l_0,2
2x 21 23 25 27 29
3
| 1 4x~0,4052
2x

48



El Calculo Integral

El procedimiento realizado mediante la suma de las areas de los rectangulos
sombreados, permite calcular el valor aproximado de la integral definida y del

area bajo la curva desde x = 2 hasta x = 3.

3
Ejemplo. Encuentre una aproximacion de Iz—ldx considerando cinco
X

subintervalos, evaluando la funcién en el punto medio de cada uno de ellos.
Grafique. 4 Como esta relacionada la integral definida con el area bajo la curva?

La funcién f(x) = 1 es continua en el intervalo [2, 3], entonces es integrable en
X

el intervalo.
Considerando los mismos subintervalos que en el ejemplo anterior, el valor
aproximado de la integral se obtiene haciendo:

jj_ %dx ~[f(2,1) + f(2,3) + f(2,5) + f(2,7) + f(2,9)]. Ax =

3
1 x:(_l_L_L_L_L}o,zz_0,4052

2 X 21 23 25 27 29
El valor aproximado de la integral es —0,4052.
¥4 La integral tiene un valor
r 3 negativo porque la gréafica de la

& L
* L

x funcién esta debajo del eje x y
los valores de la funcion en el
intervalo [2, 3] son negativos.
Este ndumero no puede
representar un area.
Observamos en los dos
ejemplos que las areas de las
regiones sombreadas son las
mismas.

La gréfica de la funcion f(x) = . es el reflejo con respecto al eje x de la grafica
X

de f(x) = l Por esto, los valores absolutos de cada integral son iguales.
X

Para las funciones con valores negativos, la integral definida da el opuesto, o
inverso aditivo, del area entre la curva y el eje x.

Observacion. Las integrales definidas pueden ser positivas, negativas o nulas.

1
Ejemplo. Encuentre una aproximacion de .[2 x2dx  considerando 6

subintervalos, evaluando la funcién en el extremo derecho de cada uno de ellos.
Grafique. § Como esta relacionada la integral definida con el area bajo la curva?

Como f(x) = x3 es continua en el intervalo [-2, 1] es integrable.
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Considerando 6 subintervalos en el intervalo [-2, 1], la amplitud de cada uno es

AX :ﬂ = 1 Los  extremos
6 2
3210 Xyn,
2 2 2

derechos de los subintervalos son

Por lo tanto la integral es aproximadamente:

_[1 x3dxzf(—§}l+f(—1)l+
-2 2)2

2
1)1 1 1)1 1
+ f(— EJEJF f(0)5+ f(EjE+ f(1)§—
27 1 1 1)1 1 1
— ()= | = =+ 0= —.
8 2 2 ( 8]2 2 8
2

== + +l=——
2 16 2 16 1 2 16

Fy

Como f no es una funcién positiva, la integral no representa la suma de las
areas de los rectangulos. Pero si representa la suma de las areas de los

rectangulos que estan por encima del

eje x menos la suma de las areas de los

rectangulos que estan por debajo del eje x.

Resumiendo lo analizado hasta el momento:

Si f(x) > 0, la suma de Riemann es la
suma de las areas de los rectangulos.

Ya

i = T

-

b
Si f(x) > 0, la integral j _f(x)dxes el area

debajo de la curva y = f(x) desde a hasta

b.
Ya

i = i)

»

=l br}{

Fe

-

Si f(x) < 0, la suma de Riemann es el
opuesto de la suma de las areas de
los rectangulos.

b
Si f(x) < 0, la integral _[af(x)dxes el

opuesto del area sobre la curva
y = f(x) desde a hasta b.
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Y

Va a o

Fy
-

¥ = i)

rs

=

y =T

Si f toma valores tanto positivos como
negativos entonces la suma de
Riemann es la suma de las areas de
los rectangulos que se encuentran
arriba del eje x menos la suma de las
areas de los rectangulos que estan
debajo del eje x.

Si f toma valores tanto positivos como
negativos entonces la integral definida
puede interpretarse como diferencia de
areas.

b
j f(x)dx=Aq + Az — Ag

a
¥4

¥4

&
b

FY

pii
(=
=

Como se define la integral definida en el intervalo [a, b], se supone que a < b.
Para determinar la integral definida de una funcién f de a a b, cuando a > b o
a = b se define de la siguiente manera:

b
Definicion. Sia>by j;f(x) dx existe entonces I af(x) dx = —I;f(x) dx .

3 1
Ejemplo. Sabiendo que J.1 2xdx = 8 determine '[32xdx.

1 3
Por definicién anterior j j 2xdx = j , 2xdx =-8.

Definicion. Si f(a) existe, entonces I:f(x)dx =0.

Nota. Para el calculo de una integral definida se puede aproximar
numéricamente con el uso de una calculadora o una computadora. Se utilizan
programas (por ejemplo planillas de célculo) que calculan sumas para valores
de n cada vez mas grandes. Cualquier integral definida se puede aproximar
numéricamente.
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Ejemplo. Mediante integrales escriba una expresioén que permita calcular el area
de la regiéon sombreada.

a)

':I|'J

\1

Fs

o

b)
i

a) De la grafica se deduce que la ecuacién de larectaesy = —x + 1.
El area de la regidon sombreada se puede expresar como la suma de dos areas:

1

e entrex=-2yx=1esAq= f_z(—x+1)dx y
2

e entrex=1yx=2esAy= —L (=x + 1)dx

1 2
De donde resulta A=Aq + Ay = j , (X + 1)dx —J.(—x +1)dx .
- 1

b) La parabola representada graficamente es 'y = x2.
El area sombreada se puede expresar de dos formas distintas:

. A:I_:xzdx 6

1
e A= Zonzdx, debido a la simetria con respecto al eje de ordenadas.

EJERCICIOS
2
1) Plantee la suma que permite aproximar el valor de J._1(x2+3)dx

considerando 6 subintervalos y evaluando la funcién en el extremo izquierdo de
cada uno de ellos. Halle su valor. Interprete graficamente.

4
2) Plantee la suma que permite aproximar el valor de _[3(4 - x)dx considerando

10 subintervalos y evaluando la funcién en el extremo derecho de cada uno de
ellos. Obtenga su valor e interprete graficamente.

1
3) Observando la grafica determine en cada caso si J'_1f(x)dx es positiva o

negativa:
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¥ ¥

] l\/x i l i l x

4) Determine cual o cuales de las regiones sombreadas tiene el area dada por:
b . b
i) J'af(x)dx ii) — j  fx)dx

a) b) c) d)
T oy=10 vy y=1 Y1

=1
Y = Tix) /\ y =10
| a\/b . a \b}{7 \/b“/ "

5) Plantee la integral que representa el area sombreada:
a) b)

4 /
o]

a
=

RESPUESTAS

1) La funcién y = x2 + 3 es continua en el intervalo [-1, 2] y por lo tanto
integrable en dicho intervalo.

I_21(x2+3jdXz f(-1).0,5 +f(~0,5).0,5 + f(0).0,5 + f(0,5) .05 + f(1) .05 +

f(1,5).0,5 = 11,375

53



El Calculo Integral

La suma de las areas de los
rectangulos sombreados es 11,375
y representa aproximadamente el
area debajo de la funcion.

2) La funcién y = 4 — x es continua
en el intervalo [3, 4] y por lo tanto
integrable en dicho intervalo.

I:(4—X)d><zf(3,1).0,1 +(3,2).0,1 +

f(3,3).0,1 + f(3,4) .0,1 + f(3,5) .0,1 +
f(3,6).0,1+ f(3,7).0,1+ £(3,8).0,1+
f(3,9).0,1+ f(4). 0,1 = 0,45

La suma de las areas de los
rectangulos sombreados es 0,45 y
representa aproximadamente el
area debajo de la funcion.

3)a) Negativa b) Positiva

5)a) ﬁ)z( + 3)dx b) - .[_22 (xz - 4jdx + j;(xz - 4)dx

W 4

vﬂy

4
—
3

405 0] 05 15 2 x
Va
]
1 i T
¢) Positiva a)i)byd ii)a

Surgimiento del simbolo j f(x)dx .

Leibniz creé el simbolo jf(x)dx en la ultima parte del siglo XVII. La j esuna S

alargada de summa (palabra latina para suma). En sus primeros escritos uso la
notacién "omn." (abreviatura de la palabra en latin "omnis") para denotar la
integracion. Después, el 29 de octubre de 1675, escribid, "sera conveniente

escribir f en vez de omn., asi como II en vez de omn.l ...". Dos o ftres
semanas después mejoré aun mas la notacién y escribid I[ ]dx en vez de

I solamente. Esta notaciéon es tan util y significativa que su desarrollo por

Leibniz debe considerarse como una piedra angular en la historia de la

matematica y la ciencia.

La notacion de la integral definida ayuda a tener en cuenta el significado de la

misma. La expresién dx no se considera por separado sino que forma parte de
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la notacién que significa "la integral de una determinada funcidn con respecto a
x".

De todos modos, desde un punto de vista totalmente informal e intuitivo, algunos
consideran que la expresiéon dx indica "una porcién infinitesimalmente pequena
de x" que se multiplica por un valor de la funcién. Muchas veces esta
interpretacion ayuda a entender el significado de la integral definida.

Por ejemplo, si v(t) (positiva) es la velocidad de un objeto en el instante t
entonces v(t) dt se podria interpretar, segun la consideracion hecha, como
“velocidad por tiempo” y esto sabemos que da por resultado la distancia
recorrida por el objeto durante un instante (una porcion de tiempo muy pequeia

b
dt). La integraljav(t)dt se puede considerar como la suma de todas esas

distancias pequefias que, como ya analizamos, da como resultado el cambio
neto en la posicion del objeto o la distancia total recorrida desde t = a hasta t =
b.

Esta notacién permite ademas determinar en qué unidades queda expresada la
integral. Como sabemos los términos que se suman son productos de la forma
"f(x) por un valor muy pequefo de x". De esta manera la unidad de medida de

b
Iaf(x)dx es el producto de las unidades de f(x) por las unidades de x.
Por ejemplo:
e si v(t) representa la velocidad medida en kTm y t es el tiempo medido en

b
horas, entonces la fav(t)dt tiene por unidades kTm h = km. La unidad

obtenida es kildbmetro y es lo que corresponde porque el valor de la integral
representa un cambio de posicion.

e si se grafica y = f(x) con las mismas unidades de medida de longitud a lo
largo de los ejes coordenados, por ejemplo metros, entonces f(x) y x se

b
miden en metros y ja f(x)dx tiene por unidad m . m = m?, Esta unidad es la

esperada, dado que en este caso la integral representa un area.

2.2 Propiedades de la integral definida
Se enuncian algunas propiedades y teoremas basicos de las integrales definidas
que ayudaran a evaluarlas con mas facilidad.

b
. _[a cdx =c(b-a), donde c es una constante.

'!Il'n.
=i La integral de una funciéon constante

f(x) = c es la constante multiplicada por
la amplitud del intervalo.

rFs
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e Sif esintegrable en [a, b] y ¢ es una constante, entonces:

j:cf(x)dx = cj:f(x)dx

e Sifygsonintegrables en [a, b], entonces se verifica:

j :[f(x) +g(x)]dx = j :f(x)dx + j abg(x)dx

Esta propiedad se puede generalizar para mas de dos funciones.
e Propiedad de aditividad del intervalo: si f es integrable en los tres intervalos
cerrados definidos por a, b y ¢, entonces:

c _ (P c T ¥ =)
jaf(x) dx = jaf(x)dx + jbf(x)dx

3 5
Ejemplo. Suponiendo que f x)dx =2 ’Iz fx)dx =1y _[3 f(x)dx =3

encuentre I x)dx yJ'
Utilizando la propiedad de aditividad del intervalo se puede escribir:

5 3 5
L f(x)dx = L f(x)dx + js f(x)dx =2 + 3 =5.

5

Luego j f(x)dx = 5.
Para el calculo de I x)dx partimos de la igualdad:

2 3 3
L f(x)dx + jz f(x)dx = L f(x)dx .

3 3

Podemos deducir: j X)dx = L f(x)dx — jz f(x)dx =2 —1=1.

Luego L f(x)dx =1.

Una aplicacién particular de la propiedad de aditividad del intervalo se presenta
cuando la funcién esta definida por tramos.
Xx+3 s x<1

Ejemplo. Halle f x)dx s f(x) = { .
4 sx>1

La funcién esta definida por tramos y es continua. Teniendo en cuenta que el
cambio de expresion para la ley se produce en x = 1, podemos escribir:
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'[_23 f(x)dx = '[_13 f(x)dx + J'f f(x)dx

1
Representando graficamente la funcién se observa que J 3 f(x)dx corresponde

al area del triangulo determinado por el tramo de recta de ecuaciony =x + 3y el
eje x entre x = -3 y x = 1, 0 sea el triangulo de base y altura 4 unidades. Por lo

tanto, recordando que la medida del area del tridngulo es b?a, siendo b la base

1
y a la altura, resulta que el area debe ser 8 unidades. Luego: Jls f(x)dx = 8.

2
Ademas, L f(x)dx corresponde al area

del rectangulo determinado por el
segmento de recta de ecuacion y = 4, el eje
X, entre x =1y x = 2. Como el area del 4 /_—
rectdngulo es base por altura, resulta igual

2
a 4. Luego, J. f(x)dx = 4.
1

Por lo tanto:

Ii3ﬂxwx:.“3ﬂxwx+ jfﬂxmx 3 2 4 |01 2 3

2
I4f@hx=8+4=12
1 si x<3

5
Ejemplo. Calcule L g(x)dx si g(x) ={ 2% 410 six>3
—2X + SiX >

Representando graficamente la funcion es posible observar que la funcién no
es continua. Sin embargo, dado que en ambos tramos es continua, presentando
una discontinuidad de salto en x = 3, es integrable. Para calcular la integral se
aplica el teorema de aditividad.

J-15 g(x)dx = J'13 g(x)dx + J: g(x)dx

La primera integral corresponde al area del ¥4
rectangulo sombreado de base 2 y altura 1 4

3
unidad, por lo que: I g(x)dx = 2.
1

La segunda integral corresponde
geométricamente al area del triangulo de

rFs

5
base 2 y altura 4, luego: I3 g(x)dx =4. 1 ]

Por lo tanto: -

[ 2 gtaax = [ goodx + [ aox =2+4=6,
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Conservacion de desigualdades
e Si f es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b] entonces

b
>
j _f(x)dx 0.
b
Demostracion. Si f(x) > 0 entonces Ia f(x)dx representa el area bajo la curva de f

y como las areas son positivas, resulta j:f(x)dx >0.

También se deduce directamente de la definicion porque todas las cantidades

son positivas.

e Sifygson integrables en el intervalo cerrado [a, b] con f(x) > g(x) para
todo x en [a, b] entonces j:f(x)dx 2j:g(x)dx

Demostracion. Si f(x) > g(x) podemos asegurar que f(x) — g(x) > 0 . Aplicando la

b
propiedad anterior se deduce que _[a [f(x) - g(x)]dx > 0.

b b
De esta manera jaf(x) dx > ja g(x)dx.

e Supongamos que m y M son constantes tales que m < f(x) <M para
a < x < b. La gréfica queda entre las rectas horizontales y =m e y = M. Se dice
que f esta acotada arriba por M y abajo por m. Podemos enunciar el siguiente
teorema:
Ve
il

Sifes integrable y m < f(x) <M
para a < x <b entonces

b
m (b - a) < jf(x)dxslvl(b_a) V=109

(La gréfica ilustra la propiedad
cuando f(x) > 0)

Demostracion
Dado que m < f(x) < M podemos asegurar, por la propiedad anterior, que

b b b
Ia mdx < Jaf(x)dx < Iade.
Si se evaluan las integrales de los extremos de la desigualdad resulta:
b
m(b-a) < jaf(x)dx < M(b-a).

Si y =f(x) es continua y m y M son los valores minimos y maximos de la misma
en el intervalo [a, b], graficamente esta propiedad indica que el area debajo de
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la grafica de f es mayor que el area del rectangulo con altura m y menor que la
del rectangulo con altura M.

Simetria

El siguiente teorema permite simplificar el calculo de integrales de funciones que
poseen propiedades de simetria.

e Sea f una funcién continua sobre el intervalo [-a, a].

1 ¥ = fix)
a) Si f es par se verifica
a a
j " f(x)dx = 2 j ,f(x)dx.
1—3 1 - r}{
¥ = T ¥
b) Si f es impar se verifica
a 4 1
Laf(x)dx =0. - s

2
Ejemplo. Sabiendo que -[0 x2 dx :%, calcule las siguientes integrales:
0 2 2 2
a) J. x2 dx b) J. x2 dx c) I 3x? dx d) J. ~x2 dx
-2 -2 0 0

Utilizando propiedades de las integrales resulta:
0 2

a) Como x° es una funcién par : f x? dx = j x% dx = 8
-2 0 3

2 L
b) Como x™ es una funcién par:

I_22x2 dx= I?ZXZ dx+J‘02x2 dx :ZIOZX2 dx :?

2 2
c) -[0 3x2 dx = 3.[0 x2 dx :3%:8
d) I()Z—x2 dx=- f()zxz dx =—§
Ejemplo. Sabiendo que j;xs dx =% calcule:
a)J'(:x3dx b)_[11x3dx
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3 .
a) Como x~ es una funcién impar resulta:

ons dx =—I;x3 dx =—%

1 0 1 1 0
b)ComoI x3dx=J. x?’dx+J‘xg’dx,_"x3dx=lyjx3dx=—1
4 1 0 0 4 -1 4

T3
resulta j x~ dx =0.
-1

EJERCICIOS

1) En la funcion definida graficamente se sabe ¥4

b b
quejaf(x)dx =8y jcf(x)dx=6.

Halle: a) [, *f(x)dx

b) I x)dx e indique qué representa. ) : : : .

-

2 .
x~ si0<x<2
2) Escriba como calculaj x)dx si f(x)=

X si2<x<4

[} Cc
3) Se sabe que J. f(x)dx =6 y Jf(x)dx=4 en la funcién definida
a b

graficamente por:

¥ y =i Evalue:

b

a) I f(x)dx e indique qué
a

representa graficamente,

b) j: f(x)dx

RESPUESTAS

1)a) -6

b) 2, representa el area de la regidon comprendida por la grafica de f, las rectas
Xx=a y X =C.

2) j f(x)dx = j f(x)dx +J' x)dx = I x2dx +I xdx
3) a)j x)dx =2 e indica el area de la zona comprendida por la grafica de f, las

b
rectasx=ayx=Db, b)_[C f(x)dx =—-4.
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EJERCICIOS INTEGRADORES 2.1 LA INTEGRAL DEFINIDA - 2.2
PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

1) Determine para cuales de las siguientes funciones f(x) el valor de la integral
1
definida I f(x)dx da el area entre la grafica de f(x) y el eje x desde x = -1 hasta

= 1. Muestre graﬂcamente y explique.
a) f(x)= b) f(x) = x—1 c) f(x) = —x2 + 2x
2) Encuentre una aproximacion de cada integral considerando 5 intervalos y
evaluando la funcién en el extremo izquierdo de cada uno de ellos.

2
a) jo 3xdx b)j (x? —1)d
3) Escriba el area de la regién comprendida entre las curvas dadas como una
integral o suma de integrales. Interprete graficamente.
2 . 2 .
a)y=3-x vy elejex b)y=x",elejex, lasrectasx=0yx=1

2X six <1
c)y= ,Xx=0,x=2yel eje x.
)y {—x2+4 six=>1 y J

4) Observando la grafica de f, ¥+t

evalue cada integral. gF--t-- SRREEEEEE
2 1
a)jof(x)dx AR EEE R L EEEEEEE S

p o A N N

0) [ S S S S S S

7 L L :

c) ij(x)dx fh--r--t bo-q-ha-d-

. [ [ L.

D 1 .2 3 & 5 BT

F--L-o- L1 1 do 1 _d_

5) Utilice las propiedades de la integral para escribir cada expresidon como una
Unica integral.

a) j dx+f (x)dx b) j jf(x)dx—jff(x)dx

2X six<1

6) Escriba como calcularia _[ x)dx si f(x) = {xz L2 six>1

7) Suponiendo que g(x) es continua y que j gx)dx =2y j g(x)dx =7,

halle:

a) [ a(x)x b) - [ ,g(x)dx

PROBLEMAS DE APLICACION

1) Una pelota arrojada al aire tiene una velocidad de v(t) = -5t + 15 metros/seg.
después de t segundos. Estime el cambio de altura durante el quinto segundo
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(desde t = 4 hasta t = 5) de ser arrojada. Interprete el significado del signo de
ese resultado.
2) La tasa de aumento de empleo de cierta ciudad desde 1988 hasta 1995

viene dado por el siguiente modelo: C(t) = 25t2 — 137t + 68 en miles de
personas al ano, donde t es la cantidad de afos a partir de enero de 1988.
Estime el cambio en la cantidad de personas empleadas desde enero de1990
hasta enero de 1995 subdividiendo en intervalos de un afo. Esboce la grafica
de la funcién C(t) e interprete en la misma el significado de los calculos
realizados.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE
1) La integral definida que permite calcular el area sombreada es:
a a a
a) J. f(x)dx b) —J. f(x)dx c) J- f(x)dx
-a -a 0
'-|||'n

y = fx)

N

2) La integral definida que permite calcular el area sombreada es:

a a a
) | gt b) 2 I (X)X c) —2J'0 g(x)dx

y=gbg T

b
3) La I f(x)dx es
a

a) positiva b) negativa ¢) nula
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y = 1{x) T

Fl 3
]

a/ b ox

a) positiva b) negativa c) nula

a
4) La | g(x)dx es

—a

e
=

-

5 3
5)Si | ;f(x)dx =7y [ fx)dx =3 entonces [ f(x)dx= es:

a)4 b) 10 c) 21 d)

.5 5 2
6) Si j_1 g(x)dx =8 y jzg(x)dx = 3 entonces j_1 g(x)dx es:
a)5 b) 11 c)8 d)3
L2 6 6
7) Si L g(x)dx =3 vy Izg(x)dx = 7 entonces _[1 g(x)dx es:
a)4 b) -4 c)3 d) 10
L7 7
8) Si fzf(x)dx =9 entonces - I23f(x)dx es:

a) 27 b) -27 c)-9 d)9
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AUTOEVALUACION
2
1) Observando la grafica determine en cada caso si I g(x)dx es positiva,
-1

negativa o nula.
a) b) c)
W [
Ya ¥ =0

2
2) Plantee la suma que permite aproximar el valor de jo(xz + 1} dx
considerando cinco subintervalos y evaluando la funcién en el extremo derecho
de cada uno de ellos. Halle su valor e interprete graficamente.
3) Sabiendo que [ f(x)dx=2 , [Zf(x)dx =3, [ ge)dx=1y [ g(x)dx = 4;
0 T »Jo 0 ’
use las propiedades de la integral para calcular:
2 2 1
a) j o fx)dx b) j 0[f(x)+ 2g(x)Jdx c) j , 3f(x)dx
b
4) En la funcion definida graficamente se sabe que Iaf(x)dx =10 vy
| :f(x)dx —4.
Halle: ¥
b
a) j f(x)dx
C

b) | :2f(x)dx

[ T, [

q{-—---=-=
=
=

Fs
—_— |

EJERCICIOS DE REPASO

1) Escriba una expresion que indique el area de la region sombreada utilizando
integral definida.
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a)

d)

y=hig

-
r

o

F) -2 0 2

- -

2) Plantee y resuelva la suma que permite aproximar el valor de J. (2x — 1)dx
-2

considerando ocho intervalos y evaluando la funcién en el extremo derecho.
Interprete el resultado.

i x<1
3) Calcule .[ g(x)dx sig(x) = mxeshox .
4 si x>1
3% six<1
4) Determine el valor de I x) dx siendo f(x)= .
3 six2>1

5) Utilice las propiedades de la integral definida para escribir cada expresién
como una Unica integral

a) j 7f(X)dX - J- 5f(X)dX = b) J. 3f(x)dx + I 4f(x)dx =
6) Sabiendo que: j f(x)dx = 15,4 ; j x)dx = 7,3; j x)dx = 3,5 halle:

a) j o) dx b) j L0 dx c) j 473f(x)dx

d) _[ dx+J. —f(x) dx e) J‘:%f(x) dx f) J.Ygf(x) dx +J.f(x) dx
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3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

3.1 La integral definida como funcioén.

3.2 El teorema fundamental del calculo.

“Uno aprende haciendo las cosas; porque aunque piense
que lo sabe, no tendra la certidumbre hasta que lo
intente”.

Sofocles
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3.1 La integral definida como funcién
Aprendizaje por descubrimiento

Actividad 1. La velocidad en m/seg de un movil varia segun la ley v(t) = 0,5t.

a) Represente graficamente la velocidad durante los ocho primeros segundos.
b) Obtenga el espacio recorrido por el mévil hasta los 8 segundos (utilice alguna
férmula de area de una figura plana)

¢) Obtenga el espacio recorrido por el movil transcurridos t segundos.

Actividad 2. En un laboratorio se observd que la tasa de crecimiento de

bacterias esta dada por la ley g(t) = t2 + 1 donde t se expresa en segundos. Se
quiere conocer el numero de bacterias transcurridos cuatro segundos si la
experiencia comenzo con 32 bacterias.

a) Obtenga la funcion que expresa la cantidad de bacterias en funcion del
tiempo.

b) Indique en la grafica g(t) qué es lo que pide el problema.

¢) ¢ Qué cantidad de bacterias hay transcurridos cuatro segundos?

Compartimos nuestras respuestas
Al resolver la primera actividad, observamos que el espacio recorrido es el area
del triangulo cuya base esta dada por ty y su altura por v(t) = 0,5t. Por lo que el

espacio recorrido en t segundos es e(t) = &25’( ,osea: e(t)= %tz.

La representacion gréfica es:
i) 4
N with=1051

seqg.

Fs
E

+ g
En la segunda actividad se conoce la funcidon que describe la tasa de
crecimiento de bacterias. Esta funcion es la primera derivada de la funcién que
describe la cantidad de bacterias. Debemos encontrar una ley cuya derivada sea
gt) = t2 + 1. Por ejemplo h(t) = %tg +1.
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En la grafica, la cantidad de bacterias

. . o il
esta dada por el area de la region g{t}=t2+1
determinada por g(t) desde t = 0 hasta
el valor de tiempo transcurrido que nos
interese averiguar.
Reemplazando en h(t) podemos
averiguar que  transcurridos 4
segundos hay, aproximadamente, 25
bacterias. 5

L

4
bl

—

b 1 2 K] 4
Definicion. Sea f una funcion continua en un intervalo [a, b].
Definimos una nueva funcién F dada por F(x) :_[: f(t)dt donde a < x < b. Se

observa que F soélo depende de x, variable que aparece como limite superior en
el célculo de la integral.

Si x es un numero fijo, entonces la integral j: f(t)dt es un numero definido. Si

hacemos que x varie, el nimero j:f(t)dt también varia y define una funcion

que depende de x.

La integral como funcion La integral como numero
F es funcion de x constante
X b
f(t) dt f(x) dx
\ A
‘(a fes funcion de t / f es funcian de x
constante constante

Analicemos una funcién continua f(t) siendo f(t) > 0. Podemos decir que la
funcion F(x) = j:f(t)dt se puede interpretar como el area debajo de la grafica
de f desde a hasta x, donde x puede variar desde a hasta b (se debe pensar en

F como la funcion "el area hasta").

3.2 El teorema fundamental del calculo
Aprendizaje por descubrimiento

Actividad 1. El caudal de agua recogido en un recipiente es constante e igual a 3
I/'seg. ¢Qué volumen habia en el mismo al cabo de un minuto? Escriba una
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funcion que defina el caudal de agua recogido en funcién del tiempo y una
funcion que describa el volumen. ;Qué conclusiones puede obtener?
¢ Reconoce alguna relacion entre ellas? Dibuje la grafica de la funciéon caudal y
de la funcion volumen.

Actividad 2. El caudal de agua, en litros por segundo, aportado por una canilla
esta dado por c(t) = 0,01 t, donde t es el tiempo expresado en segundos.

a) Represente graficamente la funcién caudal.

b) Calcule, utilizando el area de una figura geométrica el agua total vertida por la
canilla en los primeros 10 segundos.

c) Exprese el volumen de agua recogido en un instante t cualquiera.

d) Derive la expresion obtenida en ¢) 4 Qué conclusiones puede obtener?

Actividad 3.

a) Grafique la recta y = 3t. Utilizando las férmulas de la geometria calcule el
area determinada por la recta, el ejetylasrectast=2y t=5.

b) Sea t > 2. Considere A(x) la funcion que describe el area de la regién que se
encuentra debajo de larecta y = 3t, el ejet y las rectas t =2 y t = x. Dibuje un
esquema de esta regién y use la geometria con el fin de hallar una expresion
para la funcion A(x).

¢) Derive la funcién de area ¢ qué conclusion puede obtener?

Actividad 4

a) Grafique la recta y = 3t + 2. Utilizando las féormulas de la geometria calcule el
area determinada por la recta, el ejety lasrectast=2yt=5.

b) Sea t > 2. Considere A(x) la funcion que describe el area de la region que se
encuentra debajode larectay =3t + 2, elejetylasrectast=2y t=x. Dibuje
un esquema de esta region y use la geometria con el fin de hallar una expresion
para la funcion A(x).

¢) Derive la funcién area. ¢ Qué conclusién puede obtener?

Actividad 5

a) Sea 0<x gg. La expresion A(x) = j; cos tdt representa el area de una
region. Esquematice la region.

b) Si x representa cualquier numero entre 0 y g y h es un numero positivo

pequefo, entonces A(x + h) — A(x) representa el area de una region. Describa y
dibuje un esquema de ésta.
¢) Dibuje un rectangulo que sea una aproximacioén para la region del inciso b).

d) Al comparar el area de estas regiones demuestre que w ~ COS X

¢ Sera cierto que la funcion F(x) que representa el area bajo la curva de y = f(x)
es tal que F (x) = f(x)?
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Compartimos nuestras respuestas

En la primera actividad, si el caudal de agua recogido en un recipiente es
constante e igual a 3 I/seg, el volumen que ocupa el agua en el recipiente es de
3l en un segundo, por lo que al cabo de un minuto el volumen sera de 180 litros.

|:.n
v=3 L.GO seg.=1801
seg.

3
La ley que define la funcion

caudal es c(t) = 3.

Fs
-

i 1
El volumen coincide con el area del rectangulo de base t y altura 3, por lo tanto,

la ley que lo define es v(t) = 3t.
Podemos observar que la funcién caudal es la derivada de la funcion volumen,
por lo que v(t) es una antiderivada de c(t).

En la actividad 2, el agua total vertida por la canilla en los primeros 10 segundos
es el area del triangulo sombreado de la figura. Haciendo los calculos se obtiene
que el agua vertida es de 0,5 litros.

cith 4+
01

0,02

.
L

1m

Para determinar el volumen para un tiempo t cualquiera, observamos que la
base del triangulo es t y la altura 0,01 t. Luego la ley que describe el volumen es:

v(t) = % ~0,005 2
La derivada de la funcién volumen es la funciéon que describe el caudal. Luego,
v(t) es una antiderivada de c(t).

En la actividad 3, al calcular el area pedida utilizando férmulas geométricas, se
obtiene 31,5.
Para expresar el area como funcion, tenemos en cuenta que la region es un

trapecio de base mayor 3x, base menor 6 y altura x — 2, por lo que su area es
AX) = (3x+6).(x=2) _3.(x+2).(x-2) _ g(xz B 4)
2 2 2
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3 2
AX)= —x" -6
()=

Al derivar esta expresion se obtiene A' (x) = 3x.

Se observa que la ley que define el area de la region es una antiderivada de la
funcion dada.

5
Es posible calcular el area entre t =2 y t =5 haciendo A(5) — A(2) = If(t)dt,
2

donde A(x) es una antiderivada de la ley que define la recta. Esto se demuestra
en la segunda parte del Teorema Fundamental del Calculo.

- y =3t - y= 3t
14 / Cr' /

Fs
-
rFs
-

2 5 4 t=2 t=u

- -

Para resolver la actividad 5, representamos graficamente las regiones
solicitadas en los dos primeros incisos.

a) b)

Y IIE

_\ —___H‘\
» \ *
% 1\ X x+h %\ ¥

- 2 -

/

Fe

=

Observando la segunda grafica podemos afirmar que :
h
Ax+h) = Ax) = | ;‘* costdt - [ Jcostdt

La primera integral representa el area bajo la grafica entre 0 y x+h. La segunda
integral representa el area bajo la grafica entre 0 y x. Luego el area de la region
sombreada es la diferencia entre ambas integrales.

Al dibujar un rectangulo de aproximacion se obtiene:

72



El Calculo Integral

kR El area del rectangulo estd dado por
A =cos x.h

Comparando las dos figuras, se
observa que el area real se aproxima al

area del rectangulo entonces
‘ \ . A(x+ h)- A(x) = cosxh
) % wrh 7 ) }
1 ?\ : Luego, M = COS X
o ' . A(x+ h)- A(x)
De manera intuitiva esperamos que A" (x) = ALmOT = COSX

Esto se verifica para cualquier funcién y es la primera parte del Teorema
Fundamental del Calculo.

El teorema fundamental del calculo
Primera Parte

Si f es una funcién continua en [a, b] entonces la funcion A(x) = Iaxf(t)dt , para

X
a < x < b, es derivable y verifica A'(x) :dixj f(t)dt = f(x) para todo valor de x del
a

intervalo.
Esta igualdad expresa que cada funcion continua f(x) es la derivada de alguna

X
otra funcion, J f(t)dt. Luego, cada funcion continua tiene una antiderivada. Los
a

procesos de derivacion e integracion son inversos entre si.

A h)- A
Demostracién. Queremos calcular A’ (x) = r!lmow
-

Pero segun la definicién de A(x) resulta:

Ax+h)= | N fodt Yy AX) - fo(t)dt
h a y B a
x+h X
De aqui el numerador es: A(x +h)- A(x) = Ja f(t)dt - jaf(t)dt (1)
. . - x+h X x+h
Por propiedades de la integral definida ja f(t)dt = jaf(t)dt + JX f(t)dt

X x+h X
Reemplazando en (1), surge A(x+h)- A(x) = Jaf(t)dt + J . f(t)dt - jaf(t)dt

x+h
Es decir A(x+h)- A(x)= J f(t)dt y por lo tanto:
X
- h
Alx+ h)- A(x) _ lim 1J x* f(t)dt
h - h X

A'(x)= lim
h- 0 h- 0

h
Sabemos que A(x+h)- A(x) = j;ﬁ f(t)dt , para el caso de f no negativa, es el

area comprendida entre la grafica de y =f(t) y el eje x entre x y x + h.

73



El Calculo Integral

Yo Si m es el minimo valor y M es el
maximo que toma la funcién en el
intervalo [x, x+h], el area de la region
sombreada estara comprendida

ih entre el area del r'ecténgulo dg base

y="1t) ——>A(x+h)—A(x)=If(t)dt h y altura m,y el area del rectangulo

. de base h y altura M.

x+h
m.h < J f(t)dt< M.h

X

® rho ot
Y4 ¥4 Yoa
] #
y=it y= it uf| =T
H.
m
m
+ K t [+ s >
i h ot X ot X weh
El area sombreada es
El area sombreada es x+h El area sombreada es
m.h j f(t)dt M.h
X

Suponemos que h > 0 (se demuestra de manera analoga para h < 0). Dividiendo

h
por h, resulta: m< %J:+ f(t)dt < M . Pero cuando h — 0, el intervalo [x, x+h]

tiende a reducirse a un unico punto x y por lo tanto los valores m y M tienden a
f(x).

Por lo tanto: A'(x): lim
h- 0

Luego A'(x)= f(x).

A(x+h)- Ax) 4%
- r!LmohJ fitydt = f(x).

X

Segunda Parte
Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y F una antiderivada cualquiera,

b
entonces: J f(x)dx = F(b)- F(a).

a
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Demostracion.
Por la primera parte del teorema, la antiderivada existe y es A(x) = j:f(t)dt .

Teniendo en cuenta que las funciones con derivadas difieren s6lo en una
constante, resulte que si F(x) es otra antiderivada, A(x) = F(x) + k.
Si x toma el valor a, se verifica que A(a) = F(a) + k pero como

A(a) = I:f(t)dt =0 entonces F(a)=—k. Luego A(x) = F(x) — F(a).
Si ademas sustituimos x por b, resulta A(b) = F(b) — F(a) , es decir:

j : f(x)dx = F(b) - F(a)

b
Si F es cualquier antiderivada Ia f(x)dx = F(b)-F(a).
A esta expresién se la conoce como REGLA DE BARROW:
b
[ 0 dx = F(x); =F(b)-F(a)

Observacion. El teorema fundamental del calculo no requiere que la funcién sea
positiva. Sirve para evaluar las integrales definidas y muestra la estrecha
relacion existente entre la derivada y la integral.

b
¢ Como calcular I f(x)dx ?
a

e Se halla una antiderivada F de f. Como puede ser cualquiera de las
infinitas posibles, conviene elegir la mas sencilla posible.
e Se calcula F(b) — F(a).

4
Ejemplo. Determine el valor de Iz(x +1)dx.

Como el integrando es una funcién continua, la integral existe. Para calcularla
buscamos una antiderivada cualquiera de f(x).

2
F(x)= —+x.

2

Por la segunda parte del teorema fundamental del calculo debemos hacer:
F(4)-F(2)=12-4=8.
4

=12-4=8

2
4
De forma practica se escribe: j2 (x+1)dx = [X? + XJ
2

X
Ejemplo. Halle la funcion F(x) = j [1 —%tzjdt para x = 0, %y 1.
0

La integral existe ya que el integrando es una funcién continua.
Podemos hallar el valor de cada una de las tres integrales definidas cambiando
por los limites superiores pedidos, pero es mucho mas sencillo fijar x (como una
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constante, temporalmente) y aplicar el Teorema Fundamental del Calculo con lo

X
X 3
que obtenemos la funcion F(x) = J- (1—%t2jdt = (t—t—J
0

0

2
Si derivamos se obtiene F' (x) =1 —XT que es el integrando evaluado en x.

Evaluamos F(x) en los distintos valores de x solicitados.

Six=0=F(0)=0

ol
Six:%:F(l)—1 2 1 1 47

2) "2 12 "2 9 9%
Six=1=F(1)=1-— -1
1212

1
Ejemplo. Encuentre el valor de a si I [ax2 +(@+1x + 4} dx = %
-1

Encontrando una antiderivada y aplicando la regla de Barrow obtenemos:
X3 X2
a—+(@+1)—+4x
3 2 _

:Ea+8
3

T(1. 1 11
1:[53+E(a+1)+4j—(—§a+5(a+1)—4j:

Igualando resulta: Ea+8 = 28 = ga = 4 = a=2
3 3 3 3

4 1 si x<1
Ejemplo. Halle '[ f(x)dx sif(x)={x si 1<x<2.

0 4-x si x2>2
La funcién f(x) es integrable. Por ser una funcion definida por tramos, usamos el
teorema de aditividad para calcular la integral.
4 1 2 4 1 42
jof(x)dx = j01dx+j1 xdx+j2(4—x)dx = x|+

0

4 22 12 42 22 4 9
jof(x)dx =(1-0) + [7—7}{4.4—7]—(4.2—7] - jof(x)dx =5

Para verificar los calculos en este caso, puede graficar la funcion y calcular el
area utilizando férmulas para el calculo de areas de figuras geométricas.

¢ Es fundamental el teorema fundamental del calculo?
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El teorema fundamental del célculo es tan importante que alcanza el nivel de
uno de los mas grandes logros de la mente humana. Antes de ser descubierto,
desde los tiempos de Eudoxo y Arquimedes, hasta la época de Galileo y
Fermat, los problemas de hallar areas, volimenes y longitudes de curvas eran
tan dificiles que so6lo un genio podia vencer el reto. Pero ahora, armados con el
método sistematico que Newton y Leibniz moldearon como el teorema
fundamental, es posible resolver muchos problemas.

Este teorema recibe este nombre porque establece una conexion entre las dos
ramas del calculo: el calculo diferencial y el calculo integral. El primero,
sabemos que surgié del problema de la tangente, mientras que, el célculo
integral lo hizo de un problema en apariencia no relacionado como lo es el
problema del area. En Cambridge, el profesor de Newton, Isaac Barrow (1630—
1677) fue quien descubri6 que estos problemas estan intimamente
relacionados. Se dio cuenta que la derivacion y la integracién son procesos
inversos. El Teorema Fundamental del Calculo da la relaciéon inversa precisa
entre la derivada y la integral. Newton y Leibniz explotaron esta relacién y la
usaron para desarrollar el calculo en un método matematico sistematico. El
descubrimiento de esta asombrosa relacién constituye uno de los logros
matematicos mas importantes de la historia mundial.

Nos provee de una herramienta poderosa para evaluar integrales definidas.

b
Este eslabon aparece claramente cuando escribimos jaf(x)dx:F(b)—F(a)

siendo F(x) una primitiva de f(x).

EJERCICIOS
1) Calcule:
a)js(—x2—+x—4)dx b)j1 (lt—2J2dt
0 2\ 3
3 T
®I1Qt—&dt w.%03+2%nde

b
2) Encuentre el valor de b tal que Io 6(x —1)x +1)dx = 4.

RESPUESTAS
1)a)_1?5 b)? c) -4 d) 4 -3n=-542 2)b=-1, b=2

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 LA INTEGRAL DEFINIDA COMO
FUNCION - 3.2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

1) Calcule las siguientes integrales definidas:

T

a) J()Esenx dx b) LQXde
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2) Evalte la funcion F(x) = jox(tz - etjdt enx=0,1y3.
1
3) Determine el valor de m sabiendo que I_z (mx +3)dx =3.

2 .
4) Calcule el valor de | f(x)dx si f(x) = {—ng S x=0

2
5) Encuentre el valor de a sabiendo que Ia(4x +1)dx =9.

6) En las siguientes graficas determine el area de la regién sombreada:
a)

llllldh.
N :

b)
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

4
1) El valor de L 2x dx es:
a) 3 b) 15 c) 2 d)6

2) Para que j;(Zx —1)dx =12 el valor de a debe ser:
a)a=4 b)a=-3 c)a=4,a=-3 da=7

4 si x<0

3
3) Sealafuncionf:R > R/x—> 4-x? si 0<x<2.Elvalorde f(x)dx es:
X—2 six>2 0

a) > b) 22 0 o
6 6 3 6

2
4) El valor de m para que Io(1 —mx)dx =—6 debe ser:

a) -1 b) 4 c) -6 d) 2

5) El valor del area sombreada es:
'-III'JL

3

a) 0 b) 4 c)8 d) -4
6) El valor de F(x) = I;(t —4)dt parax =1 es:
3 7
a)-3 b) 0 c) —— d) ——
) ) ) > ) 5
AUTOEVALUACION
x2 si x<1

1) Calcule J'4g(x)dx, si g(x)= :
0 3x si x>1
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2 si x>1

bajo la curva y por encima del eje x en el intervalo [-1, 3].

2 .
2) Dada la funcion definida por f: R — R / f(x) = {1 X7 8i X <1 hale el 4rea

3) Encuentre el valor de a tal que La 2x(3x —1)dx = 44.

4) Una particula se mueve de tal forma que su velocidad (expresada eni)
segq.
en cualquier instante t esta dada por v(t) = Gﬁ, donde el tiempo esta dado en
segundos.
a) Determine la distancia, en metros, que recorre la particula en los
primeros 16 segundos.

b) Encuentre la aceleracion a los 9 segundos.
5) Halle el area de la regién sombreada.

'!I|'4|.
\\_// X

-

6) Escriba, usando integrales, una expresién que permita calcular el area de la
region sombreada:

e

Yo

N

¥ = f3)

F
b

EJERCICIOS DE REPASO

1) Calcule las siguientes integrales definidas:

1 2
a) jéZx—3)dx |:>)j1 > X ox c)fi(x—Z)(xH)dx
X

3 . 3% six<1
2) Obtenga | f(x)dx siendo f(x)= .
0 3 six>1
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b
3) Halle el valor de b, b > 0, que verifica j_s(g - xz)dx - 36.
2

3 1 si X
4) Calcule _[ g(x)dx para g(x) = 42 si 0
-1 si x

IV IN A

0
X<2.
2
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4. LA INTEGRAL INDEFINIDA

4.1 La integral indefinida.

4.2 Métodos de integracion.

“Defiende tu derecho a pensar, porque incluso pensar de
manera erronea es mejor que no pensar’.

Hipatia
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4.1 La integral indefinida

El problema de, dada la funcién derivada, hallar la funcién de la que proviene, 0
sea su antiderivada, se llama busqueda de la funcion primitiva. Necesitamos dar
una notacién para cualquier primitiva F(x) de una funcion f(x).

Se llama integral indefinida de una funcién f(x) y se escribe If(x) dx a una
funcion primitiva de f(x).
J'f(x) dx = F(x) < F' (x) =f(x)

El problema de la busqueda de la funcién primitiva no tiene solucién Unica
sino que tiene infinitas soluciones.
Si F(x) es una primitiva de f(x) también lo es F(x) + ¢ pues:

[F(x) +cl =F' (x) =f(x)

Ejemplo. Dada f(x) =3senx, F{(x) = —8cosx y Fo(x) = —3cosx + 5 son dos
primitivas de las infinitas posibles.

La constante ¢ se llama constante de integracion y la integral se dice indefinida
porque la constante c es arbitraria y hasta tanto no se de otra informacién
adicional no se le asigna ningun valor definido.

Nota. Debemos distinguir entre una integral definida y una integral indefinida.
b

Una integral definida _[ f(x)dx es un numero, mientras que una integral
a

indefinida ff(x) dx = F(x)es una funcién.

La regla de Barrow permite establecer la relacion entre ambas:

b
j :f(x)dx = F(x)|a= F(b) — F(a).

Tabla de integrales indefinidas

1) jc.f(x) dx=c j f(x)dx 2) j [f(x) + g(x)Jox = j f(x)dx + j g(x)dx
N Xn+1
3)IdX=x+c 4)jx dx:n+1+c, n=-1
1 _ X 4o X
5) J';dx_ldx|+c 6) je dx=e" +c
X
7) Iaxdx=a—+c 8) Isenxdx:—cosx+c
Ina
9) Icosxdx:senx+c 10) _[seczxdx:tgx+c

11) Icoseczx dx =—cotgx + ¢

Ejemplo. Encuentre las siguientes integrales indefinidas:
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a) jx‘”’dx b) [5*dx
c)j _3X ll dx d) I(Ssenx—i+x3jdx
2x
5 5 5+1 e
a) Segun la regla 4) de la tabla anterior '[x dx = +C=—+C.
5+1 6
5X
b) Segtin la regla 7) J'5de == _+c.
In5
1
c¢) Escribiendo el denominador como potencia , o sea, \/_ , aplicando

propiedad distributiva de la suma con respecto a la division y propledades de la
potencia resulta:

x> —3x% +1 x> S 2 : =
2 70 T odx = | -35 -+ —ldx=|[x2% -3x2 +x 2 |dx.
Jx 1 11
x 2 x2 x2

Como la integral de la suma algebraica es la suma algebraica de las integrales:

5 3 1 5 3 1
j x2 —3x2 +x 2 |dx :szdx—SJ‘xdeJrJ‘x 20x .

Resolviendo las integrales:

3 9 E+1 §+1 —1+1 7 5 1
X" —3x" +1 x 2 X x 2 2. 5, 6 5 2
dx:5 —33 + 1 +C ==X —=X° +2x° +cC
Vx —+1 —+1 ——+1 7 5
2 2 2

d) Por las reglas 1) y 2) de la tabla resulta:

J. 3senx—i+x3 dx = 3J.senxdx—ljldx+jx3dx.
2X 2J x

Cada una de estas integrales se puede resolver aplicando una integral
inmediata:

4 4
J 3senx —i+x3 dx = 3(-cosx) —1In !x!+x—+c=—3003x—lln|x|+x—+ C.
2x 2 4 2 4

Ejemplo. Resuelva las siguientes integrales:

a) J.13 Xizdx b) .[01(\/? + 1)2 dt c) jon[3et + %’/t_2 —Ccos tjdt

a) Para calcular la integral pedida buscamos la integral indefinida y luego
aplicamos la regla de Barrow:
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243 3 3
X

-2+1

-1
x|
-1

3 3
I idx =j x_zdx=
1 X2 1

1 1

b) Desarrollando el cuadrado del binomio y aplicando propiedades de la integral
indefinida es posible encontrar la integral definida:

1 1+1

]
1 2 C 1 15 1 t2 1
_ _ 2 _
Io(ﬁ+1) dt_J.0t+2\/f+1)dt Jotdt+2 t2dts [ dt="— +21+1 1
0 2 o
1
2| :
t 4t2 117
=— +—— +f,=—.
2 3 0" 6
0
0

¢) Aplicando propiedades de la integral se obtiene:

T t 5 2 T t T Z T
I (Be +Xt —cost)dt:3j edt+I t5dt—jcostdt=
0 0 0 0

T

o~

= 3e

+sent|g = 3e” —3+gn .

+
o~ T~

Ejemplo. Determine la funcion f(x) sabiendo que f "(x) =12x, f' (-1)=0vy
f(0)=7.

Al integrar la derivada segunda obtenemos la derivada primera, es decir:
' (x) :jf"(x)dx:j12x dx =6x2+ci = f'(x)=6x°+cq

Como f' (=1) =0, reemplazamos para calcular el valor de c1:
6.(-1)° +¢q =0 = cq =-6.
Por lo tanto f ' (x)= 6x2 - 6.

Integrando la derivada primera resulta la funcion f(x), o sea:

f(x) = If'(x)dx: I(ze—G)dx — 25— Bx + Cy.

Como f(0) = 7 sustituimos para obtener el valor de c5:
20°-60+cy =7 = cp=7
En consecuencia f(x) = 2x3 -6x+7.
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Problema
Una particula que se mueve tiene una aceleracion dada por a(t) = 15t + 8

en el tiempo t expresado en segundos y su velocidad es de 160 m a

seg
los 4 segundos. Determine la ley que expresa su posicion en cada
instante t sabiendo que a los 2 segundos se encuentra a 80 m.

Como la funcién aceleracion es la derivada de la funcion velocidad, podemos
obtener la velocidad en funcion del tiempo integrando la funcion aceleracion.

2
t) = ja(t)dt = j(15t+8)dt = 15.%+8t+c1

2
Como v(4) = 160 resulta: 15.47+8.4+c1 =160 = c¢1=8

5

Por lo tanto la funcion velocidad es v(t) = 12 t"+8t+8

Siguiendo el mismo procedimiento con las funciones velocidad y posicion en
funcion del tiempo, resulta:

s(t) = [v(t)at = thz +8t+8)dt - Et +4t% 1 8t+c,

Como s(2) = 80, calculamos c5: 2.23 +42% 182+ c, =80 = cp=28

En consecuencia, la posicion en el tiempo t esta dada por:

s(t) = gt3+4t 1+ 8t+28.

EJERCICIOS

1) Resuelva las siguientes integrales:

s Jx
a) [3x"dx b) 2\ 3dx c) X+2 i
5 X2

e) I X g f) j[x + %de

2) Determine el valor de b si .[ (2 X + ;jdx =1.
0

3) La pendiente de la recta tangente a una curva en cada punto es 3x + 2.
Sabiendo que la curva pasa por el punto (-2, 3), halle la ecuacién de dicha
curva.

4) Encuentre la ecuacién de la curva que pasa por el punto (-2, 4) sabiendo
ademas que la pendiente de la recta tangente en cada punto es igual a la
abscisa del punto de tangencia.
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5) La segunda derivada de la funcion f es f' (x) = 6x—1. Halle la funcion,
sabiendo que la grafica de f pasa por el punto P(2, 1) y que en ese punto la
recta tangente es 4x -y —-1=0.

RESPUESTAS
_2 _1
1)a)y=§x8+c b)y:—%x 3 +c c)y=-2x 2-2x '+c
X 1.3 -1
dy=3e +c e)y=senx+c f)yzgx +2X—-X +C
2)b=5 3)y=%x2+2x+1 4)y:%x2+2
5)f(x):x3—%x2—6x+7

4.2 Métodos de integracion

El teorema fundamental del calculo proporciona una herramienta poderosa para
calcular integrales definidas, pero es necesario calcular primero una primitiva.
Desarrollaremos algunas técnicas que nos permiten ampliar el calculo de las
mismas.

Integracion por sustitucion

Para calcular las derivadas de funciones compuestas se utiliza la regla de la
cadena. La integracion por sustitucién proporciona un método que permite
reconocer cuando un integrando es el resultado de una derivada en la que se ha
utilizado la regla de la cadena.

2
Ejemplo. Halle j2xex dx .

2

Debemos encontrar una funcién F(x) para la cual F' (x) = 2xe*
Un indicio importante es que x2 es una antiderivada de 2x y x2 aparece como

2 2
exponente de e. Se observa que la derivada de F(x) = e’ esF' (x) =2xe” que
es el integrando, donde el factor 2x es la derivada del exponente X2,
En general, cuando una parte del integrando es la derivada de otra parte del
mismo se esta en presencia de una derivada que se resolvié aplicando regla de
la cadena.

2 2
Luegonxex dx = e* +c.

Desarrollaremos un procedimiento sencillo utilizando la idea del ejemplo.
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La base del método es reemplazar una integral relativamente complicada por
una mas sencilla. Esto se lleva a cabo pasando de la variable original x a una
nueva variable u que es funcién de x. En general este método se usa siempre

que tengamos una integral de la forma [f[g(x)]. o' (x) dx .
Si F' = f entonces .[F' [g(x)].g'(x)dx = F[g(x)] + ¢ porque la regla de la cadena
de la derivacion es di Flg)] = F' [gx)] . ¢' (x)

X

Si hacemos el “cambio de variable” o “la sustitucion” u = g(x), entonces,
tenemos:

[P latc)l-o'(x)cx = Flg + = F(u) + o= [F')e
O bien si se escribe F' =fse obtiene.[f[g(x)]. g'(x)dx = jf(u)du
Se probé lo siguiente:

Regla de sustitucion. Si u = g(x) es una funcién diferenciable cuyo conjunto de
imagenes es un intervalo | y f es continua en |, entonces:

[fla(x)lg' ) dx = [ F(u)du.

Ejemplo. Resuelva las siguientes integrales:

a) J-3xcos(x2)dx b)Je dx c) Ju3Mdu

a) Podemos observar que di(xz) = 2X , que es parte del integrando. Hacemos
X

la sustitucion u = x2, de modo que du = 2xdx. Entonces:

IGcos(xzj xdx =I§cos(u)du= chos(u)du= gsenu +C
a0 2 2 2
%,—/

cosu 7

Haciendo la sustitucién de u obtenemos que I3x cos(xzjdx =%sen(x2) +cC

b)Seau=3x=du=3dx= dx:d?u
3 e3x
J.e de:J- —:—I :—+c . Luego je dx = 5 *C
c)Seat= u4 + 2, diferenciando ambos miembros resulta:
dt—4u du = du_i
3
4u

Procediendo de manera similar a los ejemplos anteriores:
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3
1 —
2 2
IUBVU4 +2du= j\/u4 +2uldu =JA\/¥ﬂ = lJ‘tzdt = lt—+c
W oree A 4 4 43
Jt dt -
4 2
1 3
Entonces IUS\/u4 +2du = E(U4 +2)2 +C.

La técnica de sustitucion consiste en los pasos generales:

e Escoger una expresién para u.

e Calcular du.

e Reemplazar todos los términos en el integrando original con
expresiones que involucrenauy du.

e Calcular la integral resultante (en u). Si no se puede calcular, puede ser
necesario ensayar una eleccion diferente de u.

e Reemplazar todos los términos en u de la primitiva con la
correspondiente expresion en la variable original.

Integracion por sustitucion para integrales definidas

Para resolver una integral definida utilizando el método de sustitucién pueden

seguirse dos caminos.

e Uno es cambiando adecuadamente los limites de integracion cuando se
hace la sustitucion de la siguiente manera:

[ : flae0k' o dx = | ;(:))f(u)du

Con esta formula se hace la misma integraciéon que se haria para calcular la
integral indefinida. Después se integra respecto a u desde el valor que tiene u
en x = a hasta el valor que tiene en x =Db.

De esta manera, una vez que se ha realizado la sustitucién y se obtiene una
integral mas sencilla en la variable, la evaluacion numérica puede realizarse en
términos de u.

e Oftro es hallar la integral indefinida correspondiente por el método de
sustitucién y luego usar una de las antiderivadas resultantes para evaluar la
integral definida.

1.2 3 2 x
Ejemplo: Resuelva: a) I 3x“YxT +1dx b) J. —de
1 0 ( 2)
6+ X

Utilizando el primer método, elegimos u para transformar la integral vy
cambiamos los limites de integracion.

I 3 2
Sustituimos u=x" + 1 = du = 3x"dx
Para hallar los nuevos limites de integracién, observamos que cuando x = -1,
entonces u=0ycuandox=1,u=2.
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1 3|2 3 5
1 2 5 2 5 2.5 1.5
Porlotanto,j 3x2 x3+1dx:j udu==2u?| =£22-_224 1,8856
1 0 3 3 3
0
- 2 du
b) Sustituimos u =g(x) = 6 + X~ porlo que du =2x dxy " dx.
X
Entonces six =0, resultau=6ysix=2,u=10.
10
J-Zédx_.’-‘lod_u_,]u'] _i‘lo_ii_i
27 2 " 2-1 2z 20 12 30
0(6+x2) 6 2u 6 6

Ejemplo. Halle —dx
01+ x

Resolveremos la integral definida determinando primero una primitiva de

f(x) = y aplicando luego la segunda parte del teorema fundamental del
1+x

calculo.

. ‘y 2
dx, para ello sustituimos la expresion 1 + x™ por u.

Calculamos j
1+x

u=1+ x2 = du=2xdx= dx = g_u Reemplazando:
X

X xdu 1 fdu 1 1 2
dx = | =—=— —:—In|u|+c:—ln(x +1j+c
14 x2 u2x 2Ju 2 2

Estamos en condiciones de resolver:
1

—dx——ln(x +1) :lln2—lln1:lln2.
014 x2 2 0o 2 2 2
EJERCICIOS

1) Resuelva las siguientes integrales:

a) f(4x + 3)2 dx

b).[% )I8x—1

2 2
d) I4x3(x4 —3) dx e) .[x.asx dx f) J'
\/x +1
2) Calcule las siguientes integrales definidas:

a) j—3 9+ ox b) Iocos(Zx)dx
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RESPUESTAS
1
2 1
1)a)y_ (4x+3) b)y=— (2+6x) +c c)y:§In|8x—1|+c
3
4 2
(X —3) 3x
d)y=T+c e)y=2I +C f)y=4\/x3+1+c
na

2)a) %InB b)0

Integracion por partes

Toda regla de derivacién tiene una correspondiente de integracion. La regla de
sustitucion de la integracion corresponde a la regla de la cadena en la
derivacion. La regla que corresponde a la regla del producto de la derivacion se
llama regla de integracion por partes. La regla del producto expresa que sify g

son funciones diferenciables entonces —[f(x x)] = f(x)g ( ) + f'(x)g(x)

Integrando ambos miembros se obtiene:

I [ x)g(x]dx— _[f x)dx + Jf(x g(x)dx

La integral del primer miembro es simplemente f(x) . g(x), luego:
f(x) . g0) = [0’ () dx + [gOof' () dx.

Despejando la primera integral del segundo miembro resulta:
[ (x) dx =f(x) . g(x) - [ GE)F' (x) dx .

Esta es la férmula de integracion por partes.

Para que resulte mas facil de recordar es conveniente utilizar la siguiente
notacion: u =f(x) y v = g(x).

Entonces du = f' (x)dx y dv = g'(x)dx.

Sustituyendo resulta: fu.dv =uVv - Iv du.

El objetivo al aplicar la integraciéon por partes, es obtener una integral mas
sencilla que la inicial. Al decidir una seleccion para u y dv se trata de que u = f(x)

.7z . e . . ]
sea una funcion que se simplifique cuando se derive mientras que dv =g (x)dx
se pueda integrar facilmente para encontrar v.

Ejemplo. Resuelva las siguientes integrales
a) [ xcos x dx b) [Inx dx c)jx eXdx d)fezxcosxdx
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a) En primer lugar jxcosx dx no se puede resolver utilizando alguna de las

integrales bésicas o la regla de sustitucion. Para emplear la integracion por
partes debemos elegir u (una funcién para derivar) y dv (una funcién para
integrar).

Si se considera u = x y dv = cosx dx, entonces du = dx e integrando dv se tiene
v:_[cosxdx:sen X+c

Al desarrollar la integracién por partes se elimina esta constante de integracion.
Usualmente se escribe toda la informacién de la siguiente manera:

u=x = du=dx

dv = cosx dx = v =sen x

Por lo tanto .[xcosx dx = xsenx — Isenx dx =xsenx +cosx +cC

—
u dv

La eleccion de u y dv es muy importante. Resolveremos la integral invirtiendo la

eleccién de u y dv.

U = cosx = du = —senx dx

dv=xdx:>v=%x2

De aqui se obtiene:

1 2 1 2 1.2 1r.2
Ixcosxdx = COSX—X —I—x (-senx)dx= —x cosx+—Ix senx dx

2 2 2 2
La situacion es mas complicada con respecto a la integral original porque la
potencia de x en la nueva integral es mayor, por lo que la elecciéon no es
adecuada.

b) La integral jlnxdx parece sencilla pero no es una de las integrales basicas.

Para aplicar integracion por partes debemos elegir u (para derivar) y dv (para
integrar). No sirve elegir dv = Inx dx pues esto es lo mismo que debemos
integrar.

Seau=Inx=du= ldx
X

dv=dx = v=x
Aplicando la regla de integracién por partes resulta:

——

1
Ilnxdx:Inx.x—jx.—dx=x|nx—jdx:xlnx—x+c
X ux &Y

u dv u v \

—

du
¢) La integral pedida no puede resolverse en forma directa ni por el método de
sustitucion por lo que intentaremos aplicar integracion por partes. Elegimos:

u:x2 = du= 2xdx

X X
dv=e"dx = v=e

L : 2 2
Con esta eleccion la integral resulta: .[x eXdx = x
2.2 42

u dv

e —2Jxexdx
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Esta ultima integral no puede resolverse directamente, asi que volvemos a
integrar por partes. Ahora se elige:
u=x = du=dx

dv=e’dx = v=e”"
Aplicando integracion por partes a la ultima integral resulta:
2 _x

Ixzexdx =x‘e —2(xex —jexdx) = x2eX —2xe* +2e* + ¢
Nota. Cuando al aplicar el método de sustitucion por partes vuelve a quedar una
integral que se resuelve por partes, no podemos designar u= Ig(x)dx y

dv="f' (x) dx pues retrocederiamos al paso inicial.

d) La integraIJ‘eZX cosxdx no es posible resolverla directamente por tabla ni

utilizando el método de sustitucién. Se elige el método de integracion por partes,
tomando:

2x 2x
u= e" = du= 2e

dv=cosxdx = v=senx

Aplicando integracion por partes se obtiene:
2X 2X 2x 2X 2X
Ie cosxdx = e”" senx — IZe senxdx= e~ senx — ZIe senx dx =

La integral obtenida también debe resolverse por partes.

Se elige:

u= e = du= 2%

dv = senx dx = v = —COsX

Por lo tanto: Jezx cosxdx = e senx — 2 (ezx.(— COSX)— j(— Ccos X) 2e% dx)

2

J'er cosxdx = e Xsenx—Z(—ez

2
Xcosx+2J‘e X cos x dx)

2 2 2 2
Ie X cosxdx = esenx +2e Xcosx—4fe X cosx dx

La ultima integral es la misma que la que estamos intentando resolver.

Sumando 4Je2X cos x dx a ambos miembros de la igualdad se obtiene:

2 2 2
5fe X cosxdx=e“" senx + 2 e“* cosx

Dividiendo ambos miembros por 5 y sumando la constante de integracién
resulta:

2

1 2
Iezx cos xdx:ge X senx + gezx COSX + C.

. . 2x
Intente resolver la integral considerandou=cosx y dv=e .
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Al integrar por partes conviene tener presente las siguientes reglas basicas:

Cuando la integral a resolver es de la forma:
a) fp(x).f(x)dx, donde p es un polinomio y f es una funciéon no inversa,

conviene designar u=p(x) y dv=f(x)dx.

b) Jf x)dx, donde f ‘1(x) es una funcién inversa y g una funcion

cualquiera, conviene designar u —f (x) y dv=g(x)dx.

c) '[f(x x)dx, donde ninguna de ellas es un polinomio y ninguna de ellas es

una funcién inversa, se eligen u y dv utilizando un criterio personal.

d) j%dx se debe respetar la posicibn que cada funcion ocupa en la
X

. . . . 1
expresion algebraica, designando segun convenga: u=—— 0 dv=——.

a(x) g(x)

Integracion por partes para integrales definidas

Para resolver una integral definida utilizando integracién por partes pueden
seguirse dos caminos. Uno combina la férmula de integracion por partes con el
teorema fundamental del calculo. Evaluando ambos miembros de dicha férmula

. ' Ll . .
entre a y b, suponiendo que f y g son continuas, aplicamos el teorema

b,
fundamental y se obtiene: jaf(x)g (x)dx = x)| j (x)f' (x)dx

b
Utilizando la notacién: u = f(x) y v = g(x), resulta: I udv = u.v|2—f vdu .
a a

También es posible aplicar la integracion por partes a la integral indefinida
correspondiente y luego evaluar la primitiva resultante entre los limites de
integracion.

5
Ejemplo. Halle .[3 xcosx dx

Sea u=x = du =dx. Sea dv =cosx dx = v =sen X

5 5
5 5 5
XCOSX dX = xsenx| — | senxdx = xsenx| +cosx|
4 37 )3 3 3

5
J.3 xcosxdx=5sen5-3sen3 +cos 5 -cos 3~ —3,9443.

EJERCICIOS

1) Resuelva las siguientes integrales:

a)_[&logxdx b) Ix\/4+x dx
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2) Calcule

K 1 2
a) I04xsen(2x)dx b) j 1)(2e4xdx c) Ioﬁdx
- X +

RESPUESTAS

3 3
3 3 5 ]
1)a) y = 0,667.x2 logx -0,193.x2 +¢c b)y= %x(4+x)§ ——11_) (4+x)2 +c

ie4 _23_4

1
2)a) — b
))4 )32 32

2
C) —
)9

Integracion por descomposicion en fracciones simples

Introduciremos un método que nos permitira calcular la integral de una funcién
racional. El mismo se basa en un teorema del algebra mediante el cual cualquier
cociente de funciones polinomiales se puede escribir como una suma de
fracciones mas simples que podemos integrar con técnicas ya conocidas.

3x-3

x2—9

dx

Ejemplo. Encuentre J-

Observemos que si se suman las fracciones se obtiene:

x-3 y xX+3

1, 2 _x+3+2(x-3) x+3+2x-6 3x-3 _3x-3
x-3 x+3 (x-3)x+3)  (x-3)x+3) (x-3)x+3) 42_g
-3 _ 1, 2
x2_g9 Xx-3 x+3

Si invertimos el procedimiento resulta:
El segundo miembro se llama descomposicion en fracciones simples del primer
miembro.

Resolver J3)2(—_3dx es lo mismo que resolver:
X< -9

J.de+J‘ 2 dx:J. 1 dx+2j 1 dx
x-3 X+3 x—-3 X+3
Resolviendo cada integral por sustitucién resulta:

I L dx+2J. 1 dx=|n|x—3|+2|n|x+3|+c
x-—3 X+3

Toda funcion racional, es decir, cualquier cociente de dos funciones
polinomiales, puede descomponerse en una suma de funciones racionales mas
sencilla.

La integral de una funcién racional se puede transformar en la suma de
integrales de fracciones mas simples.

Para analizar el método consideremos J‘%dx .
q(x
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Es necesario tener en cuenta los grados de p(x) y q(x).

e Sigrp(x)<grq(x)se aplica el método de integracion por descomposicion
en fracciones simples que se analizara. Se presentan distintos casos, segun
la naturaleza de las raices del denominador. Desarrollaremos los que
corresponden a raices reales.

e Sigrp(x)=grq(x) se divide previamente y luego se aplica el método.

Factores lineales distintos en el denominador

La funcién polinomial q(x) se puede descomponer en factores lineales simples,
es decir, q(x):a(x—x1).(x—x2)....(x—xn) donde Xx4,X2,...,X, SON n raices
reales y distintas.

Ejemplo. Resuelva J‘Z)(;de .

X +x-2

El denominador se factoriza x2 +X-2=(X-1)(x+2).

X+8 X+8
x% 4 x-2 (x=1fx+2)"
Como el denominador tiene dos factores lineales distintos la descomposicién en
fracciones simples es

x+8 = A + B , donde A y B son numeros reales.

(x—1)(x+2) x-1 x+2
Multiplicando ambos miembros por (x — 1)(x + 2), resulta:
Xx+8=A(x+2)+B(x-1)
Esta expresién es una identidad que se verifica para todo nimero real.
Para encontrar los valores de A y B podemos reemplazar x por cualquier
numero. Conviene reemplazar x por el valor de las raices de q(x) porque de ese
modo se anulan, para cada valor de x, todos los términos excepto uno.
Six=1resulta9=A3 = A=3
Six=-2seobtiene6=-3B = B=-2

Luego:jx—wdx = J.[i— j j—dx ZJde:
X% 4 x -2 X=1 x+2 X+2

=3Injx-1-2Inx+2+c.

Por lo tanto

En general, para resolver jde se factoriza el denominador de la siguiente

forma:

P(x) o _ p(x) 1 p(x)
Iq(x)dx J.a(x—x1).(x—x2)...(x—xn .[x X1 Mx = x2 ).(x = x )dx
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P(x)
(x=xq x=x2 }..(x=x5)
fracciones simples en las que el denominador es uno de los n factores de q(x) y
el numerador es una constante a determinar.

Coues: P(x) _ M A2 An
Asi pues: Koxg X=X L —Xn)  X—%1  x-x3 " x—xy

Se dispone la expresién como una suma de n

n fracciones simples

Se multiplica ambos miembros de la igualdad por (x — x1). (X — X2)... (X = Xp),
obteniéndo dos polinomios iguales. La igualdad se verifica para cualquier
numero real. Dandole valores reales cualesquiera a x puede obtenerse el valor
de las constantes Aq, Aog,..., An. La integral de la funcion racional es igual a la

integral de la suma de fracciones simples que se resuelven teniendo en cuenta
las reglas de integracion.

Factores lineales repetidos en el denominador
La funcién polinomial q(x) se puede descomponer en factores lineales donde
alguno de ellos se repite, es decir, q(x)=a(x —x4)M(x—x5)...x—x,) donde

X1,X2,..,X, SON n raices reales con un orden de multiplicidad k:

k
X1 X200 Xic» Xt 100 Xpy» 0 5€8, G(X) = a(X = x4 ) (X = Xpeig b (X = X1, ).
Escribimos el cociente de funciones polinomiales de la forma:

g 1w,
a(x) ald (x = xq)(x = Xpuq (X = xp)

p(x)
(X_x1)k(x_xk+1)---(x_xn)
de n fracciones simples de las que se deberan determinar las n constantes del
numerador con los denominadores escritos segun las siguientes reglas:

e cada uno de los factores que tienen raices distintas son denominadores de
una unica fraccion.

e para un factor que tiene una raiz de orden de multiplicidad k, se tendran k
sumandos.

Trabajamos con

que escribiremos como una suma

A1 aY) Ak
+ +ot
(=xq ) (=g (x=x4)
. P(x)
Luego: =
¢ = x4 )< (¢ = Xpeut x = xq)
M, A2 Ak Akt , , _An
(x—x1)k (x—x1)k_1 (x—xq) X~ Xk+1 X=Xp

De aqui, se multiplica miembro a miembro por el denominador obteniéndose una
identidad. Reemplazando x por cualquier nimero real es posible obtener el valor
de las constantes A4, As,...,Ag ..., Ay .
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Luego se integra segun las reglas de integracion.

X+2

Ejemplo. Encuentre la solucién de la integral J.ﬁ dx .
x~ —3x

Factorizando el denominador se obtiene x3 - 3x2 = x2 (x — 3). Se observa que
tiene una raiz, x = 0, de orden de multiplicidad 2 y otra raiz simple, x = 3.

Se puede escribir: X+2 __X+2

x3 —3x2 x2(x—3)
Entonces, 3)(;22 = A—21+2+A—3
x~ —3x X x x-3

Multiplicando ambos miembros por x2.(x — 3) se obtiene:
X+2= A1(x—3)+A2x(x—3)+A3x2,

Esta es una identidad que se verifica para cualquier nimero real. Para

determinar el valor de A4, A, Az, sustituimos la variable por valores arbitrarios
(para que sea mas simple, dos de los valores pueden ser las raices del
denominador, el tercero cualquier otro numero real).

2
Para x=0 = A{(0-3)+A,.0+A3.0=2 = Ay =-3

Para x=3 = A4.0+A.0+9A3=5 = A3=g

Si consideramos x =1 nos queda: 1+2=A4.(1-3)+ A5.1.(1-3)+ A3.1

como Aq =—§yA3 =g entonces 3 =—§.(—2)+A2.(—2)+g , de donde se

obtiene A, =—§.
9
_2 5 5
Resolver I +2 dx es lo mismo que resolver I —3+—9+L dx
2 2 X x-3
X" —3x X
Aplicando propiedades y resolviendo se obtiene:
_2 S s
j%dxzj_gdx_jgdﬂj’idxz _2[dx 5 d_X+§I dx
x° — 3x X X x-3 3J42 9J x 9Jx-3

X+2 2 5 5
Imdx —§—§In|x|+§|n|x—3|+c.
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Fracciéon impropia

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador se
debe efectuar primero la division. Asi se obtiene un polinomio mas una fraccion
propia que podra escribirse como una suma de fracciones simples.

p() =c(x)+ x) donde c(x) es el cociente y r(x) es el resto.
a(x) a(x)
Luego: J.de = J-c(x)dx +Imdx donde gr r(x) < gr q(x)
a(x) a(x)
Para hallar %dx debemos aplicar lo estudiado en los casos anteriores.
q(x
3x% — x
Ejemplo. Halle la solucién de la integral J. 5 dx
X" -4
2 2
Sea p(x) =3x" —-xyq(x)=x" —4.
Como gr p(x) = gr q(x) debemos dividirlos:
2 2
3X" - X x-4 . p(x) 3x% - x -x+12
2 Luego: = =3+
3x -12 3 ax) x2_a4 2 _4
X+ 12
-X+12 -X+12 A4 A,

La fraccion m puede escribirse como (x N 2XX - 2) v + 5

Multiplicando ambos miembros por (x+2)(x-2) resulta: —x+12= Aq(x+2) + Ax(x-2)

Six=2=10=4A; = A1:g
: 7
Six=-2=14=-4A, = AZZ_E
3x2—x 5 7
Por lo tanto: : =3+ -
X2 _4 2(x-2) 2(x+2)
Luego:
2
ISX _de=I3dx+§j dx —ZI dx :3x+éln|x—2|—zln|x+2|+c
x2 _4 2 x-2 2J)x+2 2 2

Integracion por descomposicion en fracciones simples para
integrales definidas

Cuando se evalua una integral definida por descomposicion en fracciones
simples se debe encontrar primero una primitiva de la funcién y evaluar la
integral definida aplicando la segunda parte del teorema fundamental del
calculo.
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2 5,2 _
Ejemplo. Resuelva J de
-3 x-3

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador,

2x2 +x-18 3
realizamos la divisiéon obteniendo —~_3 =2Xx+7+ 3
X — X —

Entonces:

dx :x2+7x+3ln|x—3|.

J‘Z"de - 2dex+7jdx+3j L
X_

2 2x2 +x-18

2
dx = x® + 7x+3infx 3| =30-31ne.
-3 Xx-3 -3

Luego j

EJERCICIO

Resuelva las siguientes integrales:

X+5 4x +8
a)J.x+3)(x—1 b).[ X2 _1 d
)J‘ 2x+1 d)J‘ dx

x+1 x+3
RESPUESTAS
2
1 3 X 5 3
a)y:—EIn|x+3|+§In|x—1|+c b)y:7—4x+§ln|x—1|—zln|x+1|+c
3 1 3 5
C)y—z|nX—H—Z|n|X—2|—m+C

dy= %In|x+3|—£ln|x+1|— +C

4(x+1) 4(x + 1)2

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 LA INTEGRAL INDEFINIDA - 4.2
METODOS DE INTEGRACION

1) Halle una funcion y = f(x) que satisfaga las siguientes condiciones:
a)f" (x)=6 f'2)=7 f(1)=0
b) f" (x)=6x+1 f' (1)=2 f(0) =

2) Verifique las siguientes igualdades:

a) ‘[eaxdx = ; e
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dx=3 x2+1+c

3x
¥ J‘\/x2+1

c)je_x(x —5)dx =—(x-5) *—e *+c

d)J- &+ g x=Inx =1 +Inx+2+c
X2 4 x—2
3) Resuelva las siguientes integrales:
4
a) I(1+32)22dz b) I—2x3ex dx
2
c)jt 2 gt d)I—dx
2
t
2 2 2% 4 x —
e) fx (Inx)*dx f) J

9) j‘ﬁdx h)J‘ x+5

Integracion aproximada
Existen dos situaciones en las cuales es imposible hallar el valor exacto de una
integral definida.

b
e La primera proviene del hecho de que, para evaluar Ia f(x)dx aplicando la

segunda parte del teorema fundamental del calculo, se necesita conocer una
primitiva F. Sin embargo en muchos casos hallar una primitiva es dificil o

- : , : 3 2 :
practicamente imposible. Por ejemplo evaluar .[0 e dx o bien

Ib\/1+x3dx.
a

e La segunda situacién surge cuando la funcion se determina a partir de una
experiencia cientifica, por ejemplo en un laboratorio, a través de lecturas de
instrumentos o datos recogidos.

En los dos casos planteados se pueden calcular los valores aproximados de la
integral definida utilizando lo que se conoce como integracion numérica o
integracion aproximada.

Estos métodos emplean valores de f(x) en diversos puntos y son especialmente
apropiados para computadoras y calculadoras.

Un método para resolver estos casos ya lo conocemos dado que la integral
definida se define como un limite de sumas de Riemann de modo que se podria
utilizar cualquiera de estas sumas para aproximar la integral.

También es posible emplear la regla del punto medio, la regla trapezoidal o la
regla de Simpson.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) Se sabe que f '(x) =2x +5yf(2)=11. Entonces:

a) f(x) = x> + 5x b) f(x) = X° + 5x + 3
¢) f(x) = x° + 5x — 3 d) f(x) = x> + 5x + 11
2) Se sabe que g'(x) = 2e2x -4 y ¢g(0) =3. Entonces:
a)g(x)= e —4x+1 b) g(x) = €2 —4x+2
c)g(x):ezx—4x d) g(x):ezx—4x+3
3) Se sabe que f" (x) = 20x° + 462X f' (0)= 2 y f(0) = -2, entonces:
a)f(x) = x> +e>* -3 b) f(x) = x° + &2
¢) f(x) = 5" + 26 d) f(x) = 5x* + 26>~ 3
4) El resultado de Isen(Zx)dx es:
a) %cos(Zx) +C b) - %cos(Zx) +C
c) cos(2x) + ¢ d) —cos(2x) + ¢
5x
5) El resultado de Ie < dx es:
e
a) e b) %ezx +c c) %ezx d) e*+c

6) El resultado de I tox dx es:
sec X

a) cosx + c b) —cosx
C) —COsx + C d) cosx
dx
7) El resultado de es:
V1+2x
a) 2v1+2x +c¢ b) v1+2x +cC
c) v1+2x d) 241+ 2x
2
8) El resultado de I dx es:
4x" +1
a) %In‘4x3+1+c b) Inl4x> +1+c
X3 1 3
c) +c d) —In‘4x + 1‘
x? 4 x 12
9) El resultado de I2xex dx es:
a)x2eX+c b)xex—ex+c
c) 2xe* - 26" + ¢ d) 2xe* - "+ ¢
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10) Sea la funcion f ' (x) = 2x — 4, una de sus posibles primitivas es:

a) b)
Y )
=
¥ = i) ;
y = fix)
2 i
2 'y
1 ! "
LN
-4
c) d)
Y
s
7 y = fix]
-7 2
* ¥ = f(x)
-4

11) Se sabe que f ' (x) =2x + 1y que f(0) = -2, entonces f(x) es:

a) b)

y = fix)
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c) d)

y = 1)
¥ =f{x) 22
-2
12) La grafica corresponde a la funcion y = f ' (x).
l!||l.ll.
4

rs
r

2\ f

Se sabe que el punto (1, 8) pertenece a la grafica de y = f(x). Entonces f(x) es:

a) f(x) = —x° + 4x b) f(x) = X + 4x + 3
) f(x)=—x> +4x +5 d) f(x) = -2
X
13) El valor de j z—dx es:
X"+ 2x-3
1 1 3
a) —Injx- 1+ Injx+ 3|+ ¢ b) —Injx- 1+ >Injx+ 3+ ¢
4 4 4
1 3 1
c) —Injx- 1+ =In|x+ 3| d) —Injx- 1+ Injx+ 3|
4 4 4

AUTOEVALUACION

1) Resuelva las siguientes integrales:

3 2
a) sz x? + 7dx b)J x%e ™ dx c) J—X \/X_ 1 ax
X
2
d) JGx.cos(x2 + 3)dx e)J (;:1)22 dx f) J X - 4>;+ 1 dx
X_

4 3y 8
9) jO dy h) JS\/3X+ 1dx

2y2+1
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-2 si x<0
2) Calcule jjm(x)dx simx)= 13-x si 0<x<3.
x-3 si x>3
3) La velocidad de contaminacion de un lago estda dada por

2

3( 1
v(t) = %t 4/t +3| donde t esta medido en afios. Si ent = 0 el nivel de

contaminacion c(0) = 10 (en las unidades adecuadas), sa qué nivel llegara la
contaminacion luego de 5 afos?

4) Una pequefia empresa estima que los ahorros logrados con la compra de un

equipo se realizaran a una tasa m(x) ddlares por afio donde m(x) = 400.e_0’5X y

x denota el tiempo, medido en afios.
a) ¢ A qué tasa ahorrara al cabo de dos afios?
b) ¢ Cual sera el ahorro acumulado al cabo de cuatro afios?

EJERCICIOS DE REPASO

1) Calcule la ecuaciéon de la curva que pasa por el punto P(1, 5) y cuya
pendiente en cualquier punto es (3x2 + 5x — 2).

2) Halle la funcién que toma valor 10 para la abscisa 2 y cuya pendiente en todo
punto esta dada por la funcién y = x — 5.

3) La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) de una curva es
3x.Siel punto (9, 4) pertenece a la curva, obtenga su ecuacion.

4) Los puntos (-1, 3) y (0, 2) pertenecen a la funcién y = f(x) y en cualquier
punto (x, y) de la funcién f " (x) = 2 — 4x. Encuentre la funcion.

Calcule las siguientes integrales:

5)j(ex+senx—cosx)dx G)J.(l—x3+ 22 _eXde 7)J.In—xdx
X

cos” x X
8) [(a+1a-2)da 9) [(x-2)"dx 10) [ x® Inx ax
dx -2
11) 12) | x sen(3x)dx 13) | —dt
X2—9 '[ ( ) It3
_ 3 2
14)J‘2—3tdt 15)J-x2 e 2 dx 16)J-X—2dx
t 2
X —4)
2 x2 e
17) | cos” x senx dx 18)I—dx 19)J.—dx
I (x+2)(x+‘l)2 2 - 4e*
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20)IX\/x2+4 dx 21)_[ X+S 4« 22).[;2dx
-3x+2 (2-3x)
)J. Senx 24).[X +2X+3 25)jsen Ex dx
1+2cosx x> _x 2
3
26) [x” e > dx 27) [e* senx dx 28)jx(x2 1) dx
x3 +2x2
29)szxdx 30)Ix\/x+3 dx 31)J2—dx
—4
32) [ x? (ex —1) dx 33) [ x? senx dx
2 * X
35) [xe™ dx 36) [ (1- 2x)cosx dx 37) | ——dx
2
J (x-2)
2
X
x+2 X .(e +2x)
38) I 39) I X 4 40) [/ dx
V4 - 9x? .2
2x X .
41) [y sen(3y)dy 42) I € —® 4x 43) | XZ+2 dx
eX X +X
44)_[" + 3¢ 45) [2"e* dx 46)I x+4
x —2x

El Calculo Integral

47) Determine la funcion f que verifica: " (x)=6x, f' (1)=5y f(-1)=-
e +e™) g"©@=0y g0)-

49) Calcule las siguientes integrales definidas:

48) Halle la funcion g que verifica: g"(x) =

)| "2/ ax b) [ :(\/g—\/;)zdx
c)J-:(1+2\/;)2dx d)[ (2a+1)*da

e) Le x.Inx dx
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5. APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL

5.1 Calculo de areas.

5.2 Valor promedio de una funcion.

5.3 La integral definida como total.

5.4 Aplicaciones en la administracion, la economia.

5.5 Aplicaciones en la fisica.

“Comprender las cosas que nos rodean es la mejor
preparacién para comprender las cosas que hay mas
alla”.

Hipatia



El Calculo Integral

5.1 Calculo de areas

Antes hemos analizado que el area bajo una curva puede calcularse mediante
una integral definida. Ahora que se han aprendido algunas técnicas para
calcular integrales, se consideraran mas problemas que impliquen areas de
regiones planas.

Situacion 1. f(x)>0
Seay=f(x) >0 entodo el intervalo correspondiente al recinto que encierra el
T area a calcular. Nos interesa el area
/_\ determinada entre la curva mencionada, el
/ eje de abscisas y las rectas verticales x =a 'y
x = b. Cuando el valor de una funcién continua
A es positivo en el intervalo a < x < b (o sea que
y=fi¥) la grafica de f se encuentra por encima del eje
X), el area que esta acotada por f, el eje x,
X =ay X =b se determina resolviendo

) b
I g x A= f(x)dx

Ejemplo. Determine el area encerrada entre la curva f(x) = x2 —6x + 10, el eje de
abscisas y las rectas x =1y x=5.
La medida del area sombreada se
¥ 1 obtiene resolviendo la integral

5.2
10 y=t [, (x" ~6x+10)dx que resulta:

5

3
Area = [X?—BXZ +10x]

1

53 2 13 2
=|—-35"+10.5|-| —-3.1" +10.1|=
3 3

125 75.50-143-10-28.
3 3 3

w El areaes %

FY

Ejemplo. Calcule el area determinada entre la curva y = g(x) = 6x — x2, el eje de
abscisas y las rectas x =1y x=5.

2

5
El valor del area se determina resolviendo la integral L (6x —x7)dx.
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74 ¥ =g
3
2 X 5
:3 —_——_— =
A-75-12 3.1
3 3
4 —,
w=1 ¥=4

Ejemplo. Halle el area de la region sombreada.
Yo W= x+2
4

rFs

1. '
ﬁ;=—x2+ 4

b
L

X

La grafica muestra que la frontera superior cambia de f(x) =x + 2 para 0 < x < 1

a f(x) = —x2 + 4 para 1 < x < 2 mientras que la frontera inferior es la grafica de
g(x) = 0. Para calcular el area de la region sombreada la subdividimos en dos

subregiones Ay B.
llllldl.

Los limites de integracion de la region
A son a=0yb =1 mientras que los de
laregionBsona=1yb=2.

Se suman las areas de las subregiones A y B para encontrar el area total:

1 2 2
A:I(x+2—0)dx+J (-x? +4 - 0)dx =(X7+2Xj
0 1

ol
+
0

11

3
—X—+4XJ
3

2_
1
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A :%+2+(—%}+8—K_%)+4}:%5

Situacion 2. f(x) <0
Y4 Cuando el valor de una funcion continua f
es negativo en el intervalo a <x < b (o sea
» que la grafica de f se encuentra por debajo
b % del eje x), el area que esta acotada por f, el
eje X, X = a y x = b se determina

rFs

b
resolviendo A = —_[ f(x)dx .
a
¥ = i)

-

Ejemplo. Encuentre el area encerrada entre la curva h(x) = x2 —6x-1,elejexy
lasrectasx=1y x=25.

Graficamente resulta: _ _
4 Si realizamos los calculos:

=1 =14

\ / X A:—Ls(xz—6x—1jdx:—(§—3x2—x]

5

-1

1

3 3

{125 _45_ 13-
A= (3 75 5j+(3 3 1)

! 125 1 104
A=-125 g0, 1 _4_104
3 T9°73 3

3 3
=h
A ¥=htd A=—[5——3.52—5J+(1——3.12—1]

Situacion 3. Calculo de areas subdividiéndolas en sectores
Analicemos un nuevo planteo de area generalizando la situacion anterior
visualizada en la grafica siguiente:

'!I|'.u

f.allr
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El area sombreada surge de la suma de las areas de las regiones Aq y A:

b
o f(x) > 0 en el intervalo [a, b] resulta: Aq= I f(x)dx

a

C
¢ f(x) < 0 en el intervalo [b, c] resulta: Ay = —j f(x) dx
b

b c
En consecuencia el area esta dada por I f(x)dx —J' f(x)dx
a b

Ejemplo. Encuentre el &rea comprendida entre la gréfica de la funcion
f(x) = x3 + x2 — 2x con el eje de abscisas.

Graficamos la curva para obtener 2
graficamente el area:

Para hallar las intersecciones con el eje
de abscisas calculamos las raices, )
planteando f(x) = 0. - -1 O s /1
Obtenemos x4 =0, xp=-2,x3=1. _

-

-

Desde x = -2 hasta x = 0, la curva y = f(x) esta por encima del eje de abscisas,
0

luego A4 :I_z(XS +x2 —2x)dx

Desde x = 0 hasta x = 1, la curva y = f(x) esta por debajo del eje x.

! 1
Luego Ao = —I f(x)dx = J‘O—(x3 +x2 —2x)dx.
0

3

0 1
El area totales A= A+ Ay = f 2(x3 4+ x2 —2x)dx +j0(—x _x? +2x)dx=

4 3 0 4 3 1
X_+X__X2 + _X__X_+X2 :_(4_§_4j+ 1_1_1 :§+£:
43 5 |74 3 0 3 3 4) 3712

37 = 3,08.
12

Situacion 4. El area a calcular estd comprendida entre la grafica de dos
funciones.

Analicemos a continuacién una situacion nueva y veamos como trabajamos
teniendo en cuenta lo desarrollado en la situacion 1.

Ejemplo. Halle el area encerrada por las graficas de las funciones
fx)=x°—6x +10 y g(x)=6x— x>

Realizando la grafica resulta:
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i

1o = 560

v = T

1 5\;2

Observando las graficas de f y g en diferentes sistemas coordenados queda
reflejado que el area buscada es la diferencia de las areas calculadas en los
ejemplos anteriores.

vt v4 El area buscada
¥= a0 es igual al area
que determina g(x)
¥=16 con el eje x menos
el area que
determina f(x) con
el mismo eje
desde x = 1 hasta
x =5, es decir:
92 28 64

P g .
%=1 x:ﬁ\ =1 y=§ 3 3 3

Luego el &rea puede calcularse resolviendo la siguiente integral:

.5 5 5
A= g(x)dx—jf(x)dx =J'[g(x)—f(x)]dx
1 1 1

. 5

A= [(6x-x2)—(x2 —6x+10)]dx =J' (6x—x2 —x? +6x—10)dx
1 1

e 5 2 5

A= (—2x2+12x—10)dx:(——x3+6x2—10x)

J1 3 1

A= (-%.53 +6.52 —10.5j—(—§+6.12 —10.1)=@+E=ﬁ

3 3 3

Conocidos los puntos de interseccion entre las dos curvas el area de la region
que las curvas delimitan es la diferencia entre la funcidon que actia como
frontera superior o “techo” de la regién y la funcion que es la frontera inferior o
“piso” de la regiodn.
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Si a y b son las abscisas de los puntos de interseccién de las curvas resulta el
area total:

b
A= ja [frontera superior — frontera inferior] dx

Analicemos el caso general en el que el &rea a calcular esta comprendida entre
la gréfica de y = f(x) e y = g(x), ambas de ordenadas positivas en el intervalo de
extremos a y b determinados por la interseccion de las curvas.

1 = 1)

Realizamos las graficas de cada una de las funciones que delimitan la region de
la cual queremos calcular el area:

b Y4
= f{
Y= "
A
Az
+ a t.:l i{ * a- t-:l ¥
b b
A= Iaf(x) dx Ap= Iag(x) dx

Resulta: A=Ay -Ay = I:f(x) dx — J:g(x)dx = I:[f(x)— g(x)]dx

Area de una region entre dos curvas
Si f y g son dos funciones continuas en [a, b] y g(x) < f(x), V x € [a, b], entonces
el area de la region limitada por las graficas de fy g y las rectas verticales x = a

yXx=bes j: [f(x)— g(x)] dx .
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Demostracion. Subdividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos cada uno de

ancho Ax y dibujamos un rectangulo representativo de alto f(xj) — g(xj) donde x
esta en el i-ésimo intervalo.

Rectangulo representativo

Altura: foi)- g Area del rectangulo i = [f(x;) — g(x;)] Ax
v Ancho: Ax
Sumando las areas y considerando
L a2 gue el nimero de rectangulos tiende a
v = 000 infinito resulta que el érea total es:
n
lim >"[f(x;) - 9(x;)]ax
n—oo =1
y = i) Como f y g son continuas en el
intervalo, la funcion diferencia f — g
g - L__= también lo es y el limite existe.
|
1 a }&i b ¥

] , b
Por lo tanto: Area = lim Z[f(xi)—g(xi)]Ax = I [f(x)—g(x)]dx

n—oo i=1 a
Es importante tener en cuenta que la validez de la formula del area depende
sblo de que f y g sean continuas y de que g(x) < f(x). Las gréficas de fy g
pueden estar situadas de cualquier manera respecto del eje x.

\1"“

Rectangulo representativo 3 b
Altura: fix,) - 06 ) ' '
Ancho: Ax 4 | __

(0, o))

¥=00

/v= CIEVI PR Y

. N i =1x)
fe ) - i) ’
y=100 17 o
__________ Rectangulo representativa
(¥, 0D i:g[]aur_ff}i{)— o)

¢ Como encontrar el area entre dos curvas?
1) Graficar las curvas y calcular puntos de interseccion.
2) Dibujar un rectagulo representativo. Esto permite determinar cual de las
dos curvas es la frontera superior f(x) y cual es la frontera inferior g(x).
3) Hallar los limites de integracion ay b.
4) Integrar [f(x)-g(x)] desde a hasta b. EI numero obtenido es el area

buscada.
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Ejemplo. Grafique las curvas f(x) = x — x2 y g(x) =—x en un mismo sistema
de ejes y determine el area de la regién limitada por ellas.

o) ]
Graficando ambas curvas en un
mismo sistema de ejes y un
rectdngulo  vertical, podemos ' =
identificar la frontera superior

o

f(x) = x - x2 y la frontera inferior -1
g(x) = —x. Las coordenadas x de
los puntos de interseccién son los
limites de integracion.

Hallamos analiticamente la interseccion de las curvas resolwendo el sistema

[N ——

oy 2
{y =X g . Despejando la variable y de la segunda ecuacién e igualando
y+X=

resulta: x — x2 =—Xx entonces x1=0, X0 =2.
No es necesario trasladarla hacia el semiplano superior porque haciendo la
integral de la diferencia entre las dos funciones de la manera conveniente
encontramos el area buscada. El area de la regién encerrada entre dichas
curvas esta comprendida entre 0 y 2, resulta:

3

J.(f(x) g(x)) dx = J. [(X x? X)]dX_J. (2x — x2) dx —(x _X?

2 2% 4 4
2 3 —(0) = —. El area de la region delimitada por las curvas es —

Situacion 5. Si la formula de una curva que limita la regién cambia en uno o mas
puntos, debemos subdividir la regién teniendo en cuenta los puntos que
corresponden a los cambios de férmula. El area total es la suma de las areas de
las subregiones.

Ejemplo. Calcule el area de la regién sombreada:

El dibujo muestra que quedan determinadas
dos regiones.

Para 0 < x <1, la frontera superior es f(x) = e
y la frontera inferior g(x) =

Para 1 < x < 2 la frontera superior es

f(x) = e y la inferior g(x) =

El area buscada se puede expresar de la
siguiente forma:

A= j;(e—ex]dx+j12(ex —e)dx

Resolviendo cada integral se obtiene:

x1r
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A= (ex—ex);Jr(ex —ex)?: ez—2e+1z2,95

Generalicemos la
situacién del ejemplo
anterior, visualizada en
la grafica siguiente:

/.

- y= g

Queremos calcular el area comprendida entre f(x) y g(x).

Hallamos los puntos de interseccién de las funciones f y g. Esos puntos son a, b
y ¢y nos determinan una subdivisién del intervalo total en dos subintervalos

[a, b]y [b, c].

El area de cada subregion es:

Aq= Iﬁ‘(x)— g(x)] dx (Dado que f(x) > g(x) en el intervalo [a, b] )

C

Ao = _[ [9(x) - f(x)]dx (Dado que f(x) < g(x) en el intervalo [b, c])
b

El area sombreada es la suma de las anteriores:

b o}
A= j [fx) — g(x)]cx + j[g(x) ~ f(x)] dx
b

a

Observacion. Es importante destacar que, en todos los casos, para calcular el
area de la region limitada por las graficas defygylasrectasx=ayx=b se

b
debe resolver la A:I [f(x)—g(x)]dx teniendo en cuenta que f y g son
a

continuas en [a, b] y que ademas g(x) < f(x) para todo x del intervalo de trabajo.

A modo de resumen. Para calcular el area que queda determinada entre dos
curvas debemos:

1) Hallar las intersecciones de las curvas que delimitan el recinto del que se
desea calcular el area.

2) Dividir el intervalo total en subintervalos utilizando como extremos las
abscisas u ordenadas de las intersecciones halladas segun corresponda.

3) Integrar dentro de cada subintervalo para obtener cada subarea.

4) Sumar las subareas obtenidas para determinar el area total.

Situacion 6. Calculo de areas integrando respecto a la variable y
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En algunos casos las fronteras de la
region a la cual se debe calcular el
area no son funciones de x 0
funciones de y. Otras regiones se
trabajan mejor considerando x como
funcibn de y. En estos casos
conviene considerar los rectangulos
representativos para la aproximacion
horizontales en lugar de verticales.
De esta manera, si una region esta
limitada por las curvas de
ecuaciones x = f(y), x = g(y) y las
rectas horizontales y =cy ey = d,
donde f y g son continuas vy
f(y) > g(y) para c <y <d, entonces su

, d
arearesulta: A = jc [f(y)— g(y)]dy.

'!ll'.n

Rectaniguln representativo
Altura: Ly

Anchn:f(vi)-g(?.fi)

N

[

Ejemplo. Grafique y halle el area limitada por las curvas de ecuaciones: y2 = 2X,
y —x + 4 =0, integrando: a) respecto a x, b) respecto a y.

Resolviendo el sistema que forman las dos curvas se obtiene que los puntos de

interseccion son P (8, 4) y Q(2, -2).
Graficamente:

-2

-4

]

-

a) Para integrar con respecto a x se con-

sideran los rectangulos representativos
verticalmente. Despejando y de y2 =2x se

obtiene y = ++/2x ; donde y = v/2x esla
rama superior de la pardbola e y = —+/2x

es la rama inferior. La ecuacion de la
recta puede escribirse y = x — 4.
La frontera superior de la region es la

curva y = 4/2x . La frontera inferior es

y= ~+/2x desde x=0hastax=2e
y =X —4 desde x = 2 hasta x = 8.
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El area debe calcularse entonces como la suma de dos integrales:

A 20 e [0 - -
= 2]02@ dx + jf(\/ﬁ— x +4)dx =

1 1 3
- 2]02(2x)2dx+j28 (2x)° —x+4|dx = %(2x)2 +

0 2

b) Para integrar respecto de vy
consideramos los rectangulos
representativos  horizontalmente. La
frontera de la derecha es la curva

x =Yy + 4y la frontera de la izquierda es la

curva X = %yz. Dado que y varia desde

-2 hasta 4 resulta:

4 2
A:J‘ y+4—y— dy
P 2

2 3 4

=18

2 6 Luego, el area limitada por las

curvas es 18.

-2

Observacion. Al utilizar integrales para calcular areas se recomienda, si es
posible, trazar las graficas de las funciones que intervienen. Visualizando las
regiones cuyas areas se deben calcular resulta mas facil la identificacion de los
limites de integracién y se comprende mejor la metodologia a seguir para su
obtencién.

EJERCICIOS

1) Escriba la integral definida que proporciona el area de la region y calcule el
valor del area.

Y= SENY
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2) Halle el area limitada por la parabolay = x2 — X Yy larecta que une los puntos
P(1, 2) y Q(-3, -6). Grafique.

3) Determine, sin usar formulas, el area del triangulo limitado por las rectas
y-3x=0;x-3y=0y x+y=4.

4) Calcule el area de la zona limitada por la curva y = x3 - 3x2 —-x+3yelejede
abscisas.

RESPUESTAS
m 3)4
1)A= 3]0 senxdx A=6
W4 4)8
2) 2 )
2

rFs
-

5.2 Valor promedio de una funcién

Para hallar el promedio de un conjunto de numeros sélo debemos sumar todos
los valores y dividir el resultado por la cantidad de numeros, o sea, el promedio
Y1+Yo +Y3 +. +VYn

. .

¢,Coémo calculamos la temperatura promedio durante un dia si se pueden tener
numerosas lecturas de temperatura? ;Qué pasa si queremos hallar el promedio
de un numero infinito de valores? ;Como calculamos el valor promedio de la

de n valores €s Yprom =

funcién f(x) = x3 en el intervalo [1, 2]?
Se propone calcular el valor promedio de la funcién y = f(x), a < x < b. Dividimos

b-a

el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno con longitud Ax = . Si

ti es un punto cualquiera del i-ésimo subintervalo, entonces el promedio

aritmético o medio de los valores de la funcion, f(t4), f(t2), ...... f(tn),
es:a, _%[f(t1)+f(t2)+ .......... +f(ty)] = %Iif(ti)
Multiplicando y dividiendo por (b — a) result;\:
n:E::.%[f(t1)+f(t2)+ .......... +1(ty)]
an ﬁ[f(t1)+f(t2)+ .......... +f(tn)]bfa
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La expresion Zf(ti)Ax es una suma de Riemann para f en [a, b]. Podemos
i=1

asegurar que el promedio de los n valores es veces la suma de Riemann

de f en [a, b]. A medida que incrementamos la cantidad de subintervalos (n — oo,
Ax — 0) y teniendo en cuenta la definicién de integral definida, se obtiene:

n n
1 1 1 b
lim —— » f(t;))Ax= ——Ilim f(t;)Ax = f(x)dx .
Noso0 —ai;‘(') b —an—w i;‘(') b-a J‘a( )
b
El valor promedio de f sobre el intervalo [a, b] resulta fprom = bL af(x)dx .
-a

El concepto del valor promedio de una funcién en un intervalo es solamente uno
de los muchos usos practicos de las integrales definidas para representar
procesos de suma.

Interpretacion geomeétrica del valor promedio de una funcion

b
Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacion forom = bL ja f(x)dx por la
—-a

b
expresion b — a, se obtiene: (b - a) . fprom = _[a f(x)dx .

l!|" e
y = f{x) El promedio de una funcion positiva

en el intervalo [a, b] corresponde a la
1. altura del rectangulo cuya base es la
1 1 amplitud del intervalo. El area de
L+ furom  dicho rectangulo coincide con el area
J que hay bajo la grafica de f(x), desde

x=ahastax=>b.

Fs
-

Teorema del valor medio para integrales
Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], existe un ndmero ¢ en este

b
intervalo tal que f(c)(b — a) = If(x)dx .
a

Este teorema es importante porque asegura que una funcién continua en un
intervalo cerrado alcanza su valor promedio al menos en un punto.

Demostracion.
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Primer caso. Si f es constante en el intervalo [a, b] el resultado es trivial puesto
que c puede ser cualquier punto.

Segundo caso. Si f no es constante en [a, b] elegimos m y M como el menor y el
mayor valor que toma f en el intervalo. Dado que m < f(x) <M, V x € [a, b], por el

b b b
teorema de conservacion de desigualdades jmdx < If(x)dx < Ide.
a a a

Aplicando propiedades y resolviendo las integrales:

b b
m(b —a) sjf(x)dxs M(b —a) entonces m < b1 J.f(x)dxs M, por lo que
a —aJa

b
5 1 If(x)dx es un numero comprendido entre el menor y el mayor valor que
toma f en el intervalo.

Por el teorema del valor intermedio de las funciones continuas, existe al menos
un numero real ¢ perteneciente al intervalo (a, b), en el que la funcién alcanza el

1 b
valor J.f(x)dx .
b-alj

Queda demostrado que existe algun c del intervalo [a, b] tal que:

b
flc) = —] j f(x)dx .

b-ala

La interpretacion geométrica del teorema del valor medio para las funciones no
negativas en [a, b] es que existe un valor ¢ del intervalo tal que el rectdngulo de
base (b — a) y altura f(c) tiene la misma area que la region debajo de la grafica
de la funcién, desde a hasta b.

b
A= jf(x)dx =f(c)(b —a)

Vg ¥ oa
¥ =1l y =1l
fie) -
L Lﬂ:cj
U T e m,y J ,
+ d b X | L b X
rectangulo inscripto (area menor que rectangulo del valor medio (area
la de la region) igual que la de la region)
j abmdx =m(b —a) j :f(x)dx
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Y oa
y = fix)
1] rectangulo circunscripto (area
i y mayor que la de la regién)
L] b
A j _ Mdx=M(b-a)
) 1l 4 b x

El valor de ¢ no es necesariamente Unico. Este teorema no especifica como
determinar c. Solamente garantiza la existencia de algun numero c en el
intervalo.

Yo
El valor f(c) hallado segun el teorema ¥ =Tl
del valor medio para integrales

coincide con el valor promedio o fiti+-
medio de una funcién por eso a
1 b fic)

f(c)=——| f(x)dx se lo llama valor
b-a‘a

promedio de f en el intervalo [a, b]. + @ b X

rFs
-

Ejemplo. Halle el valor promedio de f(x) = 3x2 — 2x en el intervalo [1, 4] y
encuentre un punto en el cual la funcién toma como valor dicho promedio.
Interprete gréficamente

B 1.3 2\
Calculamos fyrom = —— aj f(x) _—j (3x2 — 2x)dx —g[x —x j‘ -

:% (64 -16-1+1)=16.

Si queremos encontrar para qué valor o valores de x se alcanza dicho promedio
2

debemos hacer 3x™ — 2x = 16.

Resolviendo la ecuacién resulta x = — 2 que no pertenece al intervalo dado y

X= 17 ~ 283.
6

Luego, el valor promedio de fen [1, 4] es 16 y se alcanza para x = % ~ 283.

Sabemos que el area de la region es igual al area del rectangulo cuya altura es
el valor promedio. Se puede observar graficamente.
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40 e
f)=3x2-2x
30
20
16
10 -
] [primedid = 16 |
L]
’_!__f,f"
| 2 17 3 4 %

|

Problema
Suponga que la poblacién mundial actual es de 5 mil millones y que la

poblacion dentro de t afios estd dada por la ley de crecimiento

0,023t
e

exponencial p(t) = . Encuentre la poblacién promedio mundial en

los préoximos 30 afios.

Es importante tener en cuenta este valor dado que permite hacer planes a largo
plazo de las necesidades de produccion y en la distribucién de bienes y
servicios.

Para resolver este problema debemos hallar el valor promedio de la poblacién
P(t) desde t = 0 hasta t = 30.

30
30
Valor promedio = LI 50023 gt A5 g0:023t
30-0-70 300,023 :

. 1 5 002330 5 1 5 0,69
Valor promedio =—| ——e ——|=—=.——e -1
30| 0,023 0,023 30 0,023

Valor promedio ~ 7,2.
Luego, la poblacion mundial promedio en los proximos 30 afios sera de 7,2 mil
millones.

Problema
Se inyecta una dosis de 2 miligramos de cierta droga en el torrente

sanguineo de una persona. La cantidad de droga que queda en la sangre

después de t horas esta dada por f(t) = 2e_0'32t. Halle la cantidad

promedio de la droga en el torrente sanguineo durante la segunda hora.
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Para responder este problema debemos encontrar el valor promedio de f(t) en el

intervalo desdet=1at=2.
2

, 1 2, -032t e 032
Valor promedio = —j 2 TTdt =2 ——
2-171 -0,32

1

Valor promedio ~ 1,24.
La cantidad promedio de la droga en el torrente sanguineo es de
aproximadamente 1,24 miligramos.

Investigue y busque otras situaciones donde resulta posible la aplicacion del
Teorema del Valor Medio.

EJERCICIO

Halle el valor promedio de la funcion g(x) = 2x — 1 en el intervalo [2, 6]. ¢ Para
qué valor o valores se alcanza este promedio?

RESPUESTA
El valor promedio es 7 y se alcanza en x = 4.

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.1 CALCULO DE AREAS - 5.2 VALOR
PROMEDIO DE UNA FUNCION

. 2 2 .
1) Halle el area encerrada por las curvasy =x" —4x e y=6x-—x . Grafique.
2) Dada la siguiente grafica encuentre:
a) las ecuaciones de las rectas

b) el area de las zonas A y B indicadas en el dibujo.
ty YV a

g

-7

T
3) a) Calcule Pﬂ senx dx .
2
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b) Halle el area de la regidon comprendida entre la curva y = sen x, el eje x y las
rectas x = -~ y X= T Grafique.
2 2

¢) Analice por qué no se obtiene el mismo resultado en a) y b).

2 .
X si x<2 desde 0 hasta 3.

4) Calcule el area bajo la curva f(x)=
6-Xx six>2

Interprete graficamente.
5) Determine el valor promedio de la funcion en el intervalo indicado y halle un
punto en el cual la funcién tome dicho valor promedio.
a) f(x) = 3x— X%, x e [-1, 1]
1

b) f(x)= x3, xe[0,8]
c)f(x)=3x—-2, x e [-2, 0]

5.3 La integral definida como total
Si f(x) > 0 en [a, b] y es la razén de cambio de la funcion F(x), entonces la

b
integral definida tiene la siguiente interpretacion: I f(x)dx = cambio total en F(x)
a

cuando x cambia de a a b.

Decir que f(x) es la razon de cambio de F(x) significa que f(x) es la derivada de
F(x) o equivalentemente que F(x) es una antiderivada de f(x). El cambio total en
F(x) cuando x cambia de a a b es la diferencia entre el valor de F en b y el valor
de F en a, es decir, F(b) — F(a).

b
Cambio total en F(x) = If(x)dx = F(b) - F(a).

Esta definicion o principio se puede aplicar a todas las razones de cambio en las
ciencias sociales y naturales. A modo de ejemplo podemos citar:
e Si v(t) es el volumen de agua de un deposito, en el instante t, entonces su

. ' . . o
derivada v (t) es la razén a la cual fluye el agua hacia el depésito en el

t
instante t. Asi It2 v'(t)dt = v(t2) — v(t1) es el cambio en la cantidad de agua
1

en el depdsito entre los instantes t1y ts.
e Si [c](t) es la concentracion del producto de una reaccién quimica en el

instante t entonces la velocidad de reaccién es la derivada [c]'(t). De esta

manera Ltz [c]'(t)dt = [c](t2) — [c](t1) es el cambio en la concentracién [c]
1

desde el instante t1 hasta el t5.
e Sila masa de una varilla, medida desde la izquierda hasta un punto x, es

m(x) entonces la densidad lineal es p(x) = m'(x). Podemos decir que la
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b
expresic')nj p(x)dx = m(b)-m(a) es la masa del segmento de la varilla entre
a

Xx=ayx=b.

t2
P 4

d
e Sila tasa de crecimiento de una poblacion es . entonces Jt at
1

dt

== p(t2) — p(t1) es el aumento de poblacién durante el periodo desde t1hasta
to.
e Sic(x) es el costo para producir x unidades de un articulo, entonces el costo

X

]
marginal es la derivada ¢' (t). Por consiguientej ¢ (t)dt = ¢(x2) — c(x1) es
X1

el incremento en el costo cuando la produccion aumenta desde x4 hasta x2
unidades.
e Siun objeto se mueve a lo largo de una recta con funcién de posicion s(t) ,

t2

entonces su velocidad es v(t) = s'(t) de modo que J tV(t)dt = s(to) — s(t1) es
1

el cambio de la posicidon, o desplazamiento, de la particula durante el

periodo desde tqhasta to.

e Dado que la aceleracion de un objeto es a(t) = v (t), podemos asegurar que

t2
la expresiénj a(t)dt = v(t2) — v(t1) es el cambio en la velocidad en el instante
t4

t1 hasta el to.
e | a potencia P(t) indica la razén de cambio de la energia E(t). Esto permite

t2

decir que P(t) = E'(t) y por lo tanto resulta JtP(t)dt = E(t2) — E(t1) indica la
1

energia utilizada en el tiempo entre t1y to.

Problema
La razon con la que se vendieron articulos para el hogar en cierto pais,
desde 1995 hasta 2000, se puede calcular de manera aproximada con

r(t) = t*— 8t> + 10t* + 100, expresada en miles de unidades al afio, siendo

t la cantidad de afios desde 1995 ( considerando t = O enero de 1995).
Calcule las ventas totales de 1995 a 2000.

Dado que r(t) representa la razén a la que se vendieron los articulos, las ventas
totales desde que comienza 1995 (t = 0) hasta que termina 2000 (t = 6) se
expresan por:

6
6 5 4 3
4 3 2 t t t

0 0
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=1555,20 — 2592 + 720 + 600 = 283,20
Se vendieron en total 283 200 unidades.

Problema
La tasa de aumento de empleos, en miles de personas al afio desde 1998
hasta 2005 en cierto pais, esta determinada aproximadamente por la ley

5
e(t) = 60t2 — 110t + 60 miles de personas al ano. Calcule J'ze(t)dt e

interprete el resultado.
5
5 2 t3 t2
jz(ﬁot —110t + 60)dt= 60— 110+ 60( 1425 601365

El cambio total en la cantidad de personas empleadas desde 2000 hasta 2003
es 1 365 000.

5.4 Aplicaciones en la administracion y la economia

Existen numerosas aplicaciones de la integral definida en diferentes disciplinas.
A modo de ejemplo, presentamos algunas de las mas importantes en la
administracion y la economia.

Entre las funciones que se utilizan en economia para hacer modelos de
situaciones de mercado se estudian las funciones de oferta y de demanda.

Funcion de oferta. Una empresa que fabrica y vende un determinado producto
utiliza esta funcién para relacionar la cantidad de productos que esta dispuesta a
ofrecer en el mercado con el precio unitario al que se puede vender esa
cantidad. Podemos decir que, en respuesta a distintos precios, existe una
cantidad correspondiente de productos que los fabricantes estan dispuestos a
ofrecer en el mercado en algun periodo especifico.

Cuanto mayor es el precio, mayor sera la cantidad de productos que la empresa
esta dispuesta a ofrecer. Al reducirse el precio, se reduce la cantidad ofrecida.
Esto nos permite asegurar que la funcion de oferta es una funcion creciente. Si p
representa el precio por unidad y q la cantidad ofrecida correspondiente
entonces la ley que relaciona p y q se la denomina funcién de oferta y su grafica
se la conoce como gréfica de oferta.

p + p.n

rFs
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A esta funcion la simbolizamos p =o0(q) donde sabemos que p es el precio
unitario y g la cantidad de productos que, a ese precio, se ofrece en el mercado.

Funcion de demanda. La empresa utiliza esta funcion para relacionar la
cantidad de productos demandada por los consumidores, con el precio unitario
al que se puede vender esa cantidad, de acuerdo con la demanda. En general,
si el precio aumenta, se produce una disminucién de la cantidad demandada del
articulo porque no todos los consumidores estan dispuestos a pagar un precio
mayor por adquirirlo, por eso esta es una funciéon decreciente como lo
observamos en los ejemplos graficos. Podemos asegurar entonces que para
cada precio de un producto existe una cantidad correspondiente de ese
producto que los consumidores demandan en determinado periodo. Si el precio
por unidad de un producto esta dado por p y la cantidad correspondiente en
unidades esta dada por q la ley que los relaciona se denomina funcién de
demanda. A su gréfica se la llama grafica de demanda.

1S Da

rFs
-

rs

q + =q

A esta funcién la simbolizamos p =d(q) donde sabemos que p es el precio
unitario y g la cantidad de productos que, a ese precio, se demanda en el
mercado.

Superavit de consumidores y productores

El mercado determina el precio al que un producto se vende. El punto de
interseccion de la curva de la demanda y de la curva de la oferta para un
producto da el precio de equilibrio. En el precio de equilibrio, los consumidores
compraran la misma cantidad del producto que los fabricantes quieren vender.
Sin embargo, algunos consumidores aceptaran gastar mas en un articulo que el
precio de equilibrio. El total de las diferencias entre el precio de equilibrio del
articulo y los mayores precios que todas esas personas aceptan pagar se
considera como un ahorro de esas personas y se llama superavit o ganancia de
los consumidores.

Se denota con pg Y qg al precio en el mercado y la demanda correspondiente. El
area bajo la curva de demanda desde q = 0 hasta q = qg es la cantidad total que
los consumidores estan dispuestos a pagar por qg articulos. El area sombreada
bajo la recta y = pg muestra la cantidad total que los consumidores realmente
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gastaran en el precio pgde equilibrio. El area entre la curva y la recta representa

el superavit de los consumidores.

Problema

La curva de demanda de un producto esta dada por d(x) = 50 — 0,06x2,
donde x son las unidades. Encuentre el superavit o ganancia de los
consumidores (en pesos) si el nivel de venta asciende a veinte unidades.

Para resolverlo tenemos en cuenta que, como la cantidad de unidades es 20,
su precio asciende a p = d(20) =50 - 0,06 202 = 26.
Resolviendo la integral, la ganancia de los consumidores resulta:

20 2
[ [50 ~006x2 - 26} dx =
20 2
-[ [24—0,06x }dx -

20
—(24x - 0,02x° )‘ — 320
0

l!"'dh.
50
ganancia de los
consumidoras
5 .
Tl 00 i

La ganancia de los consumidores asciende a $ 320 si el nivel de venta asciende

a veinte unidades.

De la misma manera si algunos fabricantes estuviesen dispuestos a

proporcionar un producto a un menor precio que el precio pg de equilibrio, el
total de las diferencias entre el precio de equilibrio y los precios mas bajos a los
que los fabricantes venderian el producto se considera como una entrada
adicional para los fabricantes y se llama superavit o ganancia de los

productores.

p.il.

p= s
1] cuUrva de
. L, oferta

superavit
de los
productores

bl ql:l L
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El area total bajo la curva de oferta

entre g =0y q = qg es la cantidad
minima total que los fabricantes
estan dispuestos a obtener por la

venta de qq articulos. El area total

bajo la recta p = pg es la cantidad
realmente obtenida. La diferencia
entre esas dos areas, el superavit
de los productores, también esta
dada por una integral definida.
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Si s(q) es una funcién de oferta con precio pg de equilibrio y oferta qg de
equilibrio, entonces:

superavit de los productores = I;O [po —s(a)]dq

Problema
Se conoce que la curva de la oferta para un producto es s(x) = §+7,

donde x son los articulos. Halle la ganancia (en pesos) de los productores
si la produccion asciende a diez articulos.

Si la produccion asciende a 10 articulos el precio es s(10) = % +7 =12 pesos.

La ganancia o superavit de los productores se calcula resolviendo:

10 X
| [12—(—+7de = ¥ 1
0 2 ¥= 50

12
10 10
[ {12—5—7}dx=f [5—5}dx
0 2 0 2
G = Ganancia de las productores
10 A
2
G=|5x->_| =25 ganancia de los
4 0 productores
La ganancia de los productores
asciende a $ 25 si la produccién es de  « »
diez articulos. b 10 %

Problema

Calcule el exceso de oferta y el exceso de demanda para las curvas de
demanda y oferta dadas.

Funcion de demanda: p1(q) = 1000 -0,4 q2.

Funciéon de oferta: po(q) =42q

El exceso de oferta y el de demanda estan representados por las areas
que muestra la gréfica:
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curva de oferta

excedente
de demanda

Po punto de equilibrio

excedente
de oferta

'y
*_
o]

]

La oferta coincide con la demanda en (qg, pg) , €s decir,:

p1(Q)=p2(q) = 1000-04q°=42q = —0,4g°—42q+1000=0 =

= qq=-125, q2=20

Como los valores de las abscisas corresponden a numeros de articulos
ofrecidos 0 demandados, la Unica solucién posible es qg =20 v, por lo tanto,
po = 840.

El excedente de demanda o superavit de los consumidores es la regién

comprendida entre pq (q) y larecta p =840, entre 0 y 20, o sea,:
20

3
20 20
[ [1000-0,4q2 —840)dq - [ (160-0,4q2jdq: {160q—0,4q?]

0
=2133,33

El excedente de demanda asciende a $ 2133,33.

El excedente de oferta es la regién comprendida entre las rectas p =840 y
p =42qentre 0y 20, o sea:

20

20
[ (840 -42q)dq = (840q _ 21q2)‘ — (840,20 — 21,20°) = 8400

0
El superavit de oferta alcanza $ 8400.

Analisis marginal

La derivada y, en consecuencia la integral, tienen aplicaciones en administracion
y economia en la construccion de las fasas marginales.

Es importante para los economistas el trabajo con el analisis marginal porque
permite calcular el punto de maximizacion de utilidades.

En el analisis marginal se examinan los efectos incrementales en la rentabilidad.
Si una firma esta produciendo determinado nimero de unidades al afo, el
analisis marginal se ocupa del efecto que se refleja en la utilidad si se produce y
se vende una unidad mas.
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Para que este método pueda aplicarse a la maximizacion de utilidades se deben

cumplir las siguientes condiciones:

e Debera ser posible identificar por separado las funciones de ingreso total y
de costo total.

e Las funciones de ingreso y costo deben formularse en términos del nivel de
produccion o del numero de unidades producidas y vendidas.

Damos algunas definiciones importantes para nuestro trabajo.

Costo marginal. Es el costo adicional que se obtiene al producir y vender una
unidad mas de un producto o servicio.

También se puede definir como el valor limite del costo promedio por articulo
extra cuando este numero de articulos extra tiende a cero.

Podemos pensar al costo marginal como el costo promedio por articulo extra
cuando se efectia un cambio muy pequefio en la cantidad producida.

Debemos tener en cuenta que si c(x) es la funcién costo, el costo promedio de
producir x articulos es el costo total dividido por el niumero de articulos
producidos.

Costo promedio por articulo = —C(X)
X
Costo marginal = lim ac _ lim c(x+ Ax) —c(x)

Ax—0 AX  Ax—0 AX
. dc
Costo marginal = c x)= —
dx
El costo marginal mide la tasa con que el costo aumenta con respecto al
incremento de la cantidad producida.

Ingreso marginal. El ingreso marginal es el ingreso adicional que se consigue
al vender una unidad mas de un producto o servicio. Para una funcién de

ingreso total r(x), la funcién r (x) representa la tasa instantanea de cambio en el
ingreso total con un cambio del niumero de unidades vendidas. Podemos decir
que el ingreso marginal representa las entradas adicionales de una empresa por
articulo adicional vendido cuando ocurre un incremento muy pequefio en el
numero de articulos vendidos. Representa la tasa con que crece el ingreso con
respecto al incremento del volumen de ventas.

Utilidad marginal. La utilidad marginal que obtiene una empresa esta dada por
la diferencia entre sus ingresos y sus costos. Si la funcion de ingreso es r(x)
cuando se venden x articulos y si la funcién de costo es c(x) al producirse esos
mismos articulos, entonces la utilidad p(x) obtenida por producir y vender x
articulos esta dada por p(x) = r(x) — ¢(x).

La funcion p' (x) se denomina utilidadgmarginal y representa la utilidad por
articulo si la produccién sufre un pequefio incremento.
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Problema

Durante los primeros cinco afios que un producto se puso a la venta en el
mercado, la funcion f(x) describe la razén de ventas cuando pasaron x
anos desde que el producto se presentd en el mercado por primera vez:

f(x) = 27004/x +900 si 0 < x < 5. Calcule las ventas totales durante los
primeros cuatro afos.

Debemos plantear: venta total = J.A(2700\/; + 900)dx
0

3 4
2700x 2 5400
Venta total = T"+900x - T42 +900.4 = 18000
2 0

Las ventas totales durante los primeros cuatro afios ascienden a 18000
unidades.

Problema

Se espera que la compra de una nueva maquina genere un ahorro en los
costos de operacién de modo que, cuando la maquina tenga x afios de
uso, la razén de ahorro sea de f(x) = 1000 + 5000x pesos al afio.

a) ¢Cuanto se ahorra en costos de operacion durante los primeros seis
afos?

b) Si la maquina se compré a $ 67500 ¢ cuanto tiempo tardara la maquina
en pagarse por si sola?

a) Para conseguir el ahorro durante los primeros seis afios calculamos
6
J.QOOO + 5000x)dx =H000x + 2500 x? ‘o = 96000
0

Al cabo de seis afios el ahorro asciende a $ 96000.
b) Dado que el precio de compra es de $ 67500, el nimero de afios de uso que
se requieren para que la maquina se pague sola es n, entonces:

n

n
j(1 000 + 5000x)dx = 67500 = [1000x +2500 xz} = 67500
0 0

1000n + 2500 n” = 67500=> 2500 n° + 1000n — 67500 = 0 = 5 n° + 2n — 135 =0
Hallamos los valores de n aplicando la resolvente y resulta n'=-54 (imposible

para nuestro problema) y n?~ 5
Se tardaran 5 afios para que la maquina se pague sola.

5.5 Aplicaciones en la fisica

Muchas leyes fisicas se descubrieron durante el mismo periodo histérico en el
que estaba siendo desarrollado el calculo. Durante los siglos XVIl y XVIII existia
poca diferencia entre ser un fisico o un matematico.
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Distancia recorrida en un movimiento rectilineo
Para un objeto con movimiento rectilineo la funcién posicion, s(t), y la funcién

velocidad, v(t), se relacionan por s(t) = Jv(t)dt.

De este hecho y del teorema fundamental del calculo se obtiene:

t
.[ t\2/(t)dt: s(t) EZ = s(tp) — s(tq).
)

La posicion del objeto en el instante t4 esta expresada por s(t1) y s(to) es la
posicidon en el instante ty, la diferencia s(to) — s(t4) es el cambio de posicién o
desplazamiento del objeto durante el intervalo de tiempo [t4, to].

Un desplazamiento positivo significa que el objeto esta mas a la derecha en el

instante to que en el instante t, y un desplazamiento negativo significa que el
objeto estd mas a la izquierda.

En el caso en que v(t) > 0 en todo el

intervalo de tiempo [t1, to], el objeto

se mueve en la direccién positiva _ _ _
solamente, de este modo el . distanciarecorrida
desplazamiento s(tp) —s(t1) es lo

mismo que la distancia recorrida por
el objeto.

sﬂ;} sﬂ;}

En el caso en que v(t) < 0 en todo el

intervalo de tiempo, el objeto se distancia recarida

mueve en la direccion negativa + b

solamente, or tanto, el ’ ;
P 5it,) sty

desplazamiento s(to) —s(tq) es el
negativo de la distancia recorrida por
el objeto.

En el caso en que v(t) asuma valores tanto positivos como negativos durante un

intervalo de tiempo [t1, t3], el objeto se mueve hacia la derecha y hacia la
izquierda y el desplazamiento es la distancia recorrida en la direccién positiva
menos la distancia recorrida en la direcciéon negativa. Si quiere encontrarse la
distancia total recorrida en este caso debe sumarse la distancia recorrida en la
direccion positiva y la distancia recorrida en la direccion negativa.
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e Desplazamiento en el intervalo de tiempo

t3
wit) [t1, t3]: A1 —Ax= J‘t:/(t)dt.

Distancia total recorrida durante el intervalo

FY

—
—_

—
b2

I=
b2

—_
[T5}

—

de tiempo [t1, t3]:

t2 t3
A+ A= :J. v(t)dt —J- v(t)dt.
t t2

Problema
Un objeto se mueve con movimiento rectilineo de modo tal que su
velocidad en el instante t es v(t) = t2 — 2t metros por segundo. Halle:

a) el desplazamiento del objeto durante los tres primeros segundos,
b) la distancia recorrida durante ese tiempo.

a) El desplazamiento del objeto luego de 3 segundos de recorrido es:

3 3 e, 3
s:J-v(t)dt: j (2 —2tydt=| ——t° | =0.
0 0 3
0
witi4
3_
2.
1.
"o 1 2 It

¢ Qué significa este resultado?

El objeto no se mueve en una direccion constante. Esto se puede comprobar
escribiendo la velocidad en forma factorizada v(t) =t (t — 2) de modo que v(t) >0
si2<t<3yv(t) <0si0<t<2 El objeto cambia de direccion en el instante
t=2.

El desplazamiento resulta igual a cero porque el objeto se encuentra en la
misma posicion en el instante t = 3 que en el instante t = 0.

b) La distancia recorrida para 2 <t < 3 viene dada por el valor de la
3

integraIJ. (t2 —2t)dt.
2

2
La distancia recorrida para 0 <t < 2 viene dada por el valor de — I (t2 —2t)dt.
0
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3 2

2 _otydt=4 —I t2 _2tydt = 4
( ) 3)’ ( ) 3

Resolviendo cada una se obtiene J'
0

2

Luego, la distancia recorrida por el objeto es % metros.

Trabajo

El concepto de trabajo es importante para los cientificos e ingenieros cuando
necesitan determinar la energia necesaria para realizar diferentes tareas fisicas.
Es util conocer la cantidad de trabajo realizado cuando una guia eleva una viga
de acero, cuando se comprime un muelle, cuando se lanza un cohete o cuando
un camién transporta una carga por una carretera. En el lenguaje cotidiano,
coloquial, el término trabajo se usa para indicar la cantidad total de esfuerzo
requerido para realizar una tarea. En fisica tiene un significado técnico que esta
en relacion con la idea de fuerza. Intuitivamente se puede pensar una fuerza
como el hecho de empujar un objeto o tirar de él. Decimos que se hizo un
trabajo cuando una fuerza mueve un objeto. Si la fuerza aplicada al objeto es
constante, tenemos la definicion siguiente de trabajo.

e Trabajo realizado por una fuerza constante

Si un objeto se mueve una distancia d en la direccion de una fuerza constante F
aplicada sobre él, entonces el trabajo w realizado por la fuerza se define como
w=F.d

Existen muchos tipos de fuerzas: centrifuga, gravitacional, etc. Una fuerza
cambia el estado de reposo o de movimiento de un cuerpo. Para las fuerzas
gravitacionales en la tierra se suelen utilizar unidades de medida
correspondientes al peso de un objeto.

Cuando la fuerza es constante todo parece sencillo pero cuando se aplica una
fuerza variable a un objeto se necesita el calculo para determinar el trabajo
realizado ya que la fuerza varia segun el objeto cambia de posicion.

e Trabajo realizado por una fuerza variable

Supongamos que un objeto se mueve a lo largo de una linea recta desde x =
a hasta x = b debido a una fuerza F(x) que varia continuamente. Consideramos
una particion que divide al intervalo [a, b] en n subintervalos determinados por

a=Xg £ X1 £ X2 £X3 < <Xn1 < Xp=b donde Ax;indica la amplitud o
longitud del i-ésimo subintervalo, es decir Ax; = X; —Xxj_1. Para cada i escogemos
cital que xj1 < ¢ < x;. En cjla fuerza esta dada por F(c;). Dado que F es
continua y suponiendo que n es grande, Ax; es pequefio. Los valores de f no
cambian demasiado en el intervalo [xj_1, X]] y podemos concluir que el trabajo
realizado wj al mover el objeto por el subintervalo i-ésimo (desde x;_1 hasta x;) es

aproximadamente el valor F(c;). Ax;
Sumando el trabajo realizado en cada subintervalo, podemos aproximar el
trabajo total realizado por el objeto al moverse desde a hasta b por:
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n n
wr > wi= D F(c)AX; .
i=1 i=1
Esta aproximacion mejora si aumentamos el valor de n. Tomando el limite de
d b
esta suma cuando n — w resulta w=lim ZF(ci)Axi = I F(x)dx
n—o0 ;2 a
Si un objeto se mueve a lo largo de una recta debido a la accion de una fuerza
que varia continuamente F(x), entonces el trabajo realizado por la fuerza
conforme el objeto se mueve desde x = a hasta x = b estda dado por

W= j: F(x)dx .

Presion y fuerza ejercidas por un fluido

e Presion de un fluido

Los nadadores saben que cuanto mas profundo se sumerge un objeto en un
fluido mayor es la presion sobre el objeto. Las compuertas de las represas se
construyen mas gruesas en la base que en la parte superior porque la presion
ejercida contra ellas se incrementa con la profundidad. Para calcular la presion
de un fluido se emplea una ley fisica importante que se conoce como el principio
de Pascal. Muchos de los trabajos de Pascal fueron intuitivos y carentes de rigor
matematico pero anticiparon muchos resultados importantes. El principio de
Pascal establece que la presion ejercida por un fluido a una profundidad h es la
misma en todas direcciones. La presién en cualquier punto depende Unicamente
de la profundidad a la que se halla el punto. En un fluido en reposo, la presion p
a una profundidad h es equivalente a la densidad w del fluido por la profundidad,
p = w . h. Definimos la presion como la fuerza que actua por unidad de area
sobre la superficie de un cuerpo.

e fFuerza ejercida por un fluido sobre una superficie con profundidad constante
Dado que la presion de un fluido aparece en términos de fuerza por unidad
de area, p = % la fuerza total que ejerce el fluido contra la base en un

recipiente con base plana horizontal se puede calcular multiplicando el area de
la base por la presion sobre ella F=p. A =presion . area . Teniendo en cuenta
la férmula para calcular la presion resulta el valor de la fuerza F= w. h. A

e fuerza ejercida por un fluido sobre una superficie con profundidad variable
Supongamos que una placa sumergida verticalmente en un fluido de densidad w
se desplaza desde y = a hasta y = b, sobre el eje y. La fuerza ejercida por el

b
fluido contra un lado de la placa es F = w .Ia h(y)L(y)dy donde h(y) es la

profundidad y L(y) es la longitud horizontal medida de izquierda a derecha sobre
la superficie de la placa al nivel y.

Se enuncian algunas de las muchas aplicaciones de la integral definida a la
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resolucion de problemas, sélo se pretende motivar para una indagacion e
investigacion mas profunda.

PROBLEMAS DE APLICACION
m

1) Se lanza una piedra hacia arriba con una aceleracién de —32 5 Sabiendo

seg
que la velocidad inicial es de 64i y la altura desde la que es lanzada es de
seg

96 m:

a) halle la expresion de la velocidad t segundos después.

b) determine la expresion que describe el espacio recorrido t segundos
después.

¢) ¢cuantos segundos tarda en alcanzar la altura maxima?, ¢;cual es
dicha altura?

d) ;en que momento toca el suelo?
2) Una epidemia de gripe ataca una poblacion. Sea P(t) el nUmero de personas
enfermas de gripe al tiempo t, donde t se mide en dias a partir del inicio de la
epidemia y P(0) = 100. Suponga que después de t dias la gripe se esta
extendiendo a razén de 120t — 3t2 personas por dia.

a) Encuentre la expresion para P(t).

b) ;Cuantas personas afectadas habria 4 dias después de haber
comenzado la epidemia?
3) Un movil se desplaza por un camino. Su aceleracion en el instante t es:

a(t) = t.(t - 100)k—r:. Si en el instante inicial t = 0 el moévil se encuentra a una
h

distancia de 50 km y parte con una velocidad de SOkTm, ¢cudl es la expresion

que describe la posicion s(t) para 0 <t < 1007?
4) Una pelota es lanzada hacia arriba desde una altura de 256 pies sobre el
nivel del suelo con una velocidad inicial de 96 pies por segundo. Por las leyes
fisicas se sabe que la velocidad al tiempo t es v(t) = 96 — 32t pies por segundo.
a) Encuentre s(t), es decir, la funcién que expresa la altura de la pelota al
tiempo t.
b) ; Cuanto tiempo tardara la pelota en llegar al piso?
5) La velocidad de un movil viene dada por v(t) = t2 + 4t + 2. Si se sabe que en
el instante inicial el mévil no ha realizado ningun recorrido.
a) Encuentre la funcién que describe la posicion del movil en el instante t.
b) ¢ Cual fue el espacio recorrido por el mévil entre t =1y t = 3 segundos?
6) Una particula cuya velocidad es v = f(t) (medida en metros por segundo), se
mueve en linea recta segun se indica en el grafico. Halle el recorrido durante su
desplazamiento en los primeros 6 segundos.
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(weloc.)

rFs

1
(tiempo)
7) El precio de un articulo es $ 700 y su valor disminuye segun la cantidad de

afios t posteriores a su compra. R =-500 (t + 1)_2 describe la razén de cambio

del precio P de dicho articulo con respecto a t. Determine el valor del articulo 3
afos después de su compra.

8) Durante los 10 primeros dias de diciembre, una célula vegetal crecid de
manera tal que a los t dias del r;es de diciembre, el volumen de la misma estuvo
)

creciendo a razon de (12 —t) ~ micras cubicas por dia. Si el 3 de diciembre el

. 3 , .
volumen de la célula era de 3 um™, calcule el volumen el dia 8 del mismo mes.

9) El volumen de un globo crece a razén de vt+1 +§t cm3 por segundo. Si a

los 3 segundos el volumen es 3 cm3, halle:

a) la expresion que describe el volumen V en funcion del tiempo t,

b) el volumen del globo a los 8 segundos.
10) La pendiente de la recta tangente a una curva en cualquier punto P(x, y) es
m = 10 — 4x. Determine la ecuacion de la curva sabiendo que el punto R(1, —1)
le pertenece.
11) La matricula de una escuela se ha incrementado a razén de

1

2
1000 (t+1) ~ alumnos por afio desde 1993. Si la matricula en 1996 fue de 10

000 alumnos, indique:

a) la cantidad de alumnos en 1993 y en el 2001,

b) la matricula esperada para el afio 2008, suponiendo que se seguira
incrementando a la misma tasa.
12) Una fabrica de cortadoras de césped ha incorporado una nueva linea de

100

montaje. Después de t semanas, la expresion 3000 1- >
(t+10)

} describe la
cantidad de maquinas por semana que se arman.

a) Halle la cantidad de maquinas producidas durante la primera semana.

b) Encuentre la cantidad de maquinas que se pueden producir desde
principios de la tercera semana hasta el final de la quinta.

¢) Si han transcurrido muchas semanas desde la implementacion de la
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linea de montaje, calcule la cantidad de maquinas por semana que se estaran
produciendo.
13) En una panaderia, al sacar el pan del horno con una temperatura de 909, se
lo coloca en un recinto hasta que adquiera la temperatura ambiental. La
temperatura del pan varia segun la expresién —7e_0’ t grados por minuto.
a) Obtenga la funcién que describe la temperatura T del pan en funcion
de los minutos posteriores a ser retirado del horno.
b) Calcule la temperatura del pan a los 10 minutos.
14) Una particula se mueve a lo largo de una recta y su velocidad (en cm por
segundo) a los t segundos de comenzar el desplazamiento, esta dada por la
expresion v(t) = 10cos(2nt). Se sabe que al inicio del movimiento la particula se
encuentra a 5 cm a la derecha del origen.
a) Determine la expresién que describe la posicién en cualquier instante t.
b) Calcule la posicién de la particula cuandot=0,3 seg.yt=1,4 seg.
15) La herida producida por una quemadura esta sanando de manera tal que t
dias después de haber iniciado la curacién, el &rea de la misma ha disminuido a

razon de -3.(t + 2)‘2 cm2 por dia. Al dia siguiente de iniciar el tratamiento, el

area de la herida era de 20m2.
a) Obtenga la funcion que describe el area afectada por la quemadura.
b)Calcule el area de la herida en el momento de producirse la quemadura
y el area prevista para 4 dias después de haber iniciado el tratamiento.
16) La variacion de la carga eléctrica (medida en coulombs) recibida por un
condensador a los t segundos, esta dada por la expresion 5.sen(60t).
a) Determine la funcidén q(t) que describe la carga eléctrica del

condensador en funcién del tiempo, sabiendo que q [% nJ =0.

b) Halle la mayor carga positiva posible del condensador y los segundos
que demora en alcanzarla.
17) El precio de una obra de arte aumenta respecto al tiempo de acuerdo a la
3

expresion 5t ? +10t+50, siendo t el numero de afos posteriores a su
adquisicién. Si la misma es adquirida por $ 1000, calcule el precio p estimado
para 4 afnos después.

18) El volumen de agua de un tanque es v m3 cuando la profundidad del agua

es de h metros. Si la tasa de variacién de v con respecto a h es n(4h2+12h+ 9),
determine el volumen de agua en el tanque cuando la profundidad es de tres
metros.

19) Una funcién de costo marginal esta definida por c' (x) = 3x2 +8x +4yel
costo fijo es de $ 6. Obtenga la funcién costo total correspondiente.

20) Para un articulo particular, la funcion de ingreso marginal es i (x) =15 — 4x,
donde x es la cantidad de unidades demandadas. Determine la funcién que
modela el ingreso total.
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450
21) Una curva de demanda esta dada por p(x) = X 8" Halle el superavit del
consumidor cuando el precio de venta es de $ 10.
1
22) Una curva de oferta esta dada por p(x) =5 + E\& . Calcule la ganancia del

productor cuando el precio de venta es de $ 10.
23) Una particula se mueve de modo que su velocidad en cualquier instante t se

2
da por v(t) = W , para t > 1. Determine la distancia que recorre para 1 <t <4.

24) Una colonia de bacterias crece a razén de 12et, t se mide en afios. ¢Cual es
la poblacién total para el periodo 0 <t <157
25) Un ciclista hace un viaje de seis horas y en cada instante t (en horas) su

velocidad (en kTm ) esta dada por v(t) = %ta' - 15t% + 36t.

a) Encuentre a qué distancia del punto de partida se encuentra el ciclista luego
de seis horas.
b) Halle la distancia total recorrida en esas seis horas.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) El valor del area sombreada en la gréfica es:
e

Fs
-

a)4 b) 8 c)1 d) 2
2) El valor del &rea sombreada en la grafica es:
¥a
L .
o >

Fe

a)9 b) 4,5 c) 18 d) 22,5
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3) El valor del area sombreada en la grafica es:
Vo

A

a) 4 b) 16 Y d) 0

4) El valor promedio de la funcién f(x) = x — 2 en el intervalo [1, 5] es:

1 x2

a)4 b)z c)7—2x d) 1

5) El valor promedio de la funcion f(x) =1 - 3x2 en el intervalo [3, 5] es:

a)2 b) —-48 c) 48 d) %
AUTOEVALUACION
1) Encuentre el drea de la regidon sombreada:
'!I|'JL
2l y="1+ 5en{2)

I X
2

2) Calcule el valor del area sombreada:

v+ ,

gy =2-x 5
fi¥i=x
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3) Calcule el valor del area sombreada:

Il
*

1 ‘\ X
4) Encuentre el area encerrada por la funcion p(x) = (x2 -1).(x-3) yelejex.

5) Determine el valor promedio de la funcién m(x) = x + 3 en el intervalo [-2, 0].
¢para qué valor se alcanza este valor promedio? Interprete graficamente.

EJERCICIOS DE REPASO

1) En los siguientes graficos determine la medida del area sombreada:

a) b)
'!I|'JL
o £y =1
Y =0
2. .....
) 10 1 2 3 % -
c) d)
¥ = gix)
Y = Tx)
2 0 1 2 3 4 X
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2) Grafique la region limitada por las siguientes curvas y calcule el area
determinada por ellas.

a)y= x2 conlarecta y=2x+ 3,
b) el eje de abscisas, larectay =x + 1y larectax =4,
c) el eje de abscisas, lacurvay = x2 -1 vy larectax =2,
d)y=x2+2x—1 conlarecta y=-x-1,
e) y2 =4x conlarecta y=2x -4,
f) y =1Inx, el eje de abscisas y las rectas x=2, x=10,
gy= x2 con larectay =3 -2x,
h) y=\/; con y=x2,
i)y=4—x2 conlarecta y=x+2.
3) Halle el area limitada por la parabola y = 6 + 4x — x2 y el segmento

determinado por los puntos A(-2, -6) y B(4, 6).
4) Determine el area sombreada en las siguientes graficas:

a) b)
W

¥t ¥ =00 2

i =Tix)

5) Dada la funcion f(x) =4 — x2 parax e [-2, 1]
a) halle el valor medio de f en ese intervalo,
b) estime un valor ¢ en el que f toma ese valor medio,
c) interprete graficamente.

6) Dada la funcion f(x) = Jx parax € [1, 4]
a) halle el valor medio de f en ese intervalo,

b) estime un valor ¢ en el que f toma ese promedio,
c) interprete graficamente.
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6. NOCIONES SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES

6.1 Introduccion a la teoria de modelos.
6.2 Referencias historicas.
6.3 Conceptos basicos.

6.4 Ecuaciones diferenciales de primer orden.

“El Célculo es asi una puerta abierta milagrosamente; y
aun las teorias fisicas mas complejas y profundas, llevan
un rastro de sus mas simples ecuaciones diferenciales y
una huella de su arquitectura global’.

David Berlinski
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En el mundo real, con frecuencia ocurren cambios y muchas veces se desea
predecir el comportamiento futuro de un proceso o fendmeno a partir de cdmo
cambian los valores actuales. Surgen asi ecuaciones que contienen una funcion
desconocida y una o algunas de sus derivadas. Este tipo de ecuaciones reciben
el nombre de ecuaciones diferenciales y son una de las aplicaciones mas
importantes del calculo integral. Su estudio constituye una de las ramas de la
Matematica que mas aplicaciones tiene. Muchos fendmenos fisicos y bioldgicos
pueden ser descriptos por una ecuacion diferencial. En diferentes situaciones de
distintas areas como la medicina, la ecologia o la economia, surgen
aplicaciones relacionadas con problemas de bacterias, insectos, mamiferos o
personas.
Otros problemas estan relacionados con:

¢ el movimiento de un proyectil, cohete, satélite o planeta,

e la carga o la corriente en un circuito eléctrico,

¢ la conduccion de calor en una barra o una plancha,

e las vibraciones de un alambre 0 una membrana,

¢ la posicion de una particula mévil conociendo su velocidad o aceleracion,

¢ larapidez de descomposicién de una sustancia radiactiva o la rapidez del

crecimiento de una poblacion,

e las curvas que tienen ciertas propiedades geométricas.
La formulacion matematica de estos problemas da lugar al planteo de
ecuaciones diferenciales.
Cuando una ecuacion diferencial se utiliza para describir un fenémeno fisico, se
dice que es un modelo matematico.

6.1 Introduccion a la teoria de modelos

Un modelo es la representacion de los aspectos relevantes de una situacion
desde el punto de vista del problema que se quiere resolver. Es una coleccion
de afirmaciones cuyas consecuencias se derivan de argumentos légicos que se
construye para estudiar algun fenédmeno o situacion en el mundo real.

Todo modelo que utiliza el lenguaje matematico es un modelo matematico. Los
modelos matematicos son muy importantes en las ciencias facticas y en
especial tienen un rol relevante en biologia donde resultan indispensables en la
busqueda de las leyes que explican los procesos biolégicos. Formular
problemas biolégicos en lenguaje matematico, resulta de fundamental
importancia ya que contribuye a aclarar las componentes del sistema en estudio
y a predecir su comportamiento.

A modo de ejemplo, se trataran algunos de ellos en los que la ecuacion
diferencial es la herramienta matematica empleada.

Modelo de crecimiento de poblaciones

Imaginemos una poblacién constituida enteramente por organismos idénticos
que se reproducen a una razon que es la misma para cada individuo y que no
varia con el tiempo.

Si suponemos que cada individuo vive para siempre, que ninglin organismo
interfiere con algun otro, que existe suficiente espacio y recursos para sostener
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a todos los individuos, estamos en lo que en términos de ecologia es un modelo
de crecimiento puro.

Con las hipotesis anteriores, la rapidez con que una poblacién crece, en un
instante cualquiera, es proporcional a la poblacién presente en dicho instante.
Este modelo se usd para estudiar por ejemplo: propagacion de nuevas ideas,
incremento del numero de cientificos, crecimiento celular, propagacion de
rumores, transferencia de calor, decaimiento radiactivo y muchos otros
fenémenos.

El modelo matematico para este proceso se expresa mediante la ecuacion:

%:bp. Es una ecuacion diferencial de primer orden porque contiene una

funciéon desconocida p y su derivada % En la ecuacién dada, p = p(t) es la

poblacion en el tiempo t y b es la constante de proporcionalidad que representa
la razén de crecimiento o disminucion de la poblacién, dependiendo si b es
positiva o negativa.

Consideremos el caso en que la constante es positiva. Si se descarta una

poblacion de cero, p(t) > 0 para todo t. La ecuacion indica que % es positiva

para todo t. Esto implica que la poblacién crece siempre.

Ademas, a medida que p(t) aumenta, p' (t) se hace mas grande. O sea que la
razén de crecimiento aumenta al aumentar la poblacién.

La solucion de la ecuacién % =bp es una funcién que debe verificar que su

derivada es un multiplo constante de ella. Las funciones exponenciales tienen
esta caracteristica.

Cualquier curva de la familia de funciones p(t) = ke bt Jonde k > 0 es solucién

de la ecuacion diferencial dado que Z—? = kebtb . Como kebt = p, resulta:
dp - . . dp .
e bp . En el grafico se muestra la familia de soluciones de e bp ( siendo b
positiva).

pit)

] tl’
Nota.
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a) Crecimiento exponencial. La poblacion crece en forma exponencial. En el
caso de que la constante b sea positiva, el modelo predice que la poblacion
crece constantemente y llegaria a ser infinitamente grande. Dado que el modelo
asegura que no existe limite en el nimero de individuos en esta poblacién, esto
no presenta un cuadro completamente realista.

b) Decaimiento exponencial. si el signo de la constante b es negativo, la funcién
p(t) es positiva para todo t pero decrece muy proxima a cero a medida que t
aumenta. Si la poblaciéon considerada consiste de individuos pertenecientes a
una especie en particular, el modelo indica que la especie se va a extinguir
cuando todos los individuos eventualmente estén muertos.

Modelo de poblacion logistica

La suposicion basica del modelo exponencial puro es que la razén del
incremento de la poblacion es proporcional al tamafio de la misma. La razén de
crecimiento es constante.

Ademas supone que hay disponibles suficientes recursos para obtener cualquier
nivel de poblacién, es decir, no hay interferencia entre los individuos de la
poblacion. Estas hipotesis no son muy realistas. Las especies en general
habitan ambientes restrictos, con una cantidad finita de espacio y un suministro
limitado de recursos. El medio ambiente tiene una capacidad limitada, un limite
superior referido al niumero de organismos individuales que pueden existir sobre
recursos disponibles. Cuando la medida de la poblaciéon se aproxima a ese
limite superior, la razén de crecimiento disminuye lentamente. Para tener en
cuenta esas restricciones, es apropiado un modelo que tenga en cuenta que la
poblacién comienza creciendo exponencialmente, pero se nivela a medida que
tienden a su capacidad maxima o decrece hacia ese valor maximo si llegara a
sobrepasarlo. Es decir que el modelo apropiado debe considerar:

dp . - L . - .
. i ~ bp, si p es pequena (al inicio la razén de crecimiento es proporcional a

la poblaciéon presente en el instante t).
. c:j—i) — 0, si la poblacién tiende a la capacidad de contencién (p — M) .
En este modelo se supone que la razén de crecimiento no es constante,
depende del tamafio de la poblacion y por lo tanto esta razén es funcion de la
poblacion, es decir: (cji_i) = f(p)
Consideremos una poblacién en condiciones de ambiente y suministro limitado
de alimentos de modo que no puede sobrepasar un tamafio maximo M. Si se
supone que la rapidez de crecimiento de la poblacién es proporcional al tamano
de la misma y a la diferencia entre la poblacién maxima y la poblacién existente,
se obtiene la ecuacién

Z—T =kp.(M - p), donde k es una constante.

Este es un modelo logistico y la ecuacion se llama ecuacion logistica diferencial
o ecuacion de Verhulst, en honor al bidlogo matematico holandés Verhulst quien
en 1837 la utilizdé para modelar el crecimiento demografico mundial.
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Observemos que las funciones constantes p(t) = 0 y p(t) = M son soluciones de
la ecuacién. Esto tiene sentido ya que si la poblacién es cero o se encuentra en
la capacidad de contencién, ahi permanece. Estas dos soluciones se llaman
soluciones de equilibrio.

Si la poblacién inicial pg se encuentra entre 0 y M, el segundo miembro de la

., - dp .,
ecuacion es positivo, por lo que E> 0 y la poblaciéon crece. Para valores
pequefios de t, la grafica es concava hacia arriba y practicamente exponencial.
Luego se hace concava hacia abajo y la poblacion limite tiende a M.

Si la poblacion inicial sobrepasa la capacidad de contencion (p > M) entonces
M — p es negativa por lo que % < 0y la poblacién decrece.

En cualquiera de los dos casos, la curva tiende a la horizontal y = M cuando p

se acerca a la capacidad maxima (p — M).
pityt pity

L .

gap, <M

Decaimiento radiactivo

Las sustancias decaen por la emisién espontanea de radiacion. Si q(t) es la

masa restante a partir de una masa inicial qo de sustancia después del tiempo t,

se ha demostrado experimentalmente que la rapidez relativa de decaimiento
1d d

__d_? es constante. Se deduce que d—?=rq, donde r es una constante
q

negativa.

O sea que las sustancias radiactivas decaen con una rapidez proporcional a la

masa restante. Se puede demostrar que la masa decae en forma exponencial

a(t) =dge".
Los fisicos expresan la rapidez de decaimiento en términos de la vida media, el
tiempo necesario para que decaiga la mitad de cualquier cantidad dada.

Problema
El isétopo radiactivo plutonio 241 se desintegra con una rapidez
proporcional a la cantidad presente del mismo. Si 50 mgrs. de este
material se reducen a 29,6 mgrs. en 10 afos, encuentre una expresion
para la cantidad presente en cualquier instante.

Sea q(t) la cantidad de plutonio 241 presente en cualquier instante t, en donde q
se mide en mgrs. y t en afios. La observacion fisica de que el plutonio 241 se
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desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad presente significa que la

razén de cambio % es proporcional a q. Por lo tanto, q satisface la ecuacion

diferencial Z—?=rq, donde la constante r < 0 se conoce como razdon de

decaimiento.

. - , rt .
Cualquier curva de la familia de funciones q(t) = qg e , qo > 0 es solucién de la
ecuacion diferencial.

Como la cantidad inicial es 50 mgrs. se obtiene la solucién particular q(t) = 50

rt
e .

Sabiendo que luego de 10 afos quedan 29,6 mgrs. de sustancia se verifica:

0 0

296=50e""" = 206:50=¢""0 = 0592=¢"

Aplicando logaritmo natural a ambos miembros: In 0,592 = 10r = -0,524 : 10

r = r~-0,0524

Utilizando este valor de r se obtiene q(t) = 50 e_o’0524t
qite

cuya grafica es:

@

10 t

rFs

-

Modelo para el movimiento de un resorte

Considerando un objeto con masa m en el extremo de un resorte vertical, la ley
de Hooke expresa que si se estira o comprime el resorte x unidades desde su
longitud natural, entonces ejerce una fuerza proporcional a su alargamiento.
Ademas, la segunda ley del movimiento de Newton afirma que la fuerza neta
que actua sobre el sistema en movimiento es igual a masa por aceleracion (F =

ma).
Por lo tanto, en ausencia de amortiguacion o de otras fuerzas exteriores (como
2
resistencia del aire), la ecuacion diferencial del movimiento es md—2x =-kx o
dt
d’x _ Kk
bien —= = _HX’ la cual expresa que la segunda derivada de x es proporcional
dt

a x pero con signos opuestos.
Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden porque aparecen segundas
derivadas.

152



El Calculo Integral

6.2 Referencias histoéricas

El estudio de las ecuaciones diferenciales se inici6 con Isaac Newton (1642—
1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) en el siglo XVII.

Newton trabajé relativamente poco las ecuaciones diferenciales en si, pero su
desarrollo del calculo y su aclaracion de los principios fundamentales de la
mecanica proporcionaron una base para una aplicacién de aquellas en el siglo
XVIIl, de modo mas notable por Euler.

Leibniz llegd a los resultados fundamentales del calculo de manera
independiente. Desarrolld algunos métodos para la resolucidon de ecuaciones
diferenciales.

Los hermanos Jacob (1654-1705) y Johann (1667—-1748) Bernoulli de Basilea,
encontraron métodos para resolverlas y ampliar el alcance de sus aplicaciones,
resolviendo varios problemas de la mecanica.

El matemético mas grande del siglo XVIII, Leonhard Euler (1707-1783), hizo
importantes contribuciones a los métodos de resolucion. Asi también Joseph
Lagrange (1736-1813) y Laplace (1749-1827).

A fines del siglo XVIIl se habian descubierto muchos métodos para resolver
ecuaciones diferenciales. En el siglo XIX el interés se dirigi6 mas hacia la
investigacion de cuestiones de existencia y unicidad y al desarrollo de métodos
menos elementales.

Las ecuaciones diferenciales que no podian ser resueltas por métodos
analiticos originaron la investigacion de métodos de aproximaciones numeéricas.
Los problemas que se pueden resolver por estos métodos se han ampliado
mucho gracias al desarrollo de computadoras cada vez mas poderosas.

En el siglo XX se han creado métodos geométricos o topoldgicos. Se han
descubierto fendmenos inesperados a los que se les ha dado el nombre de
caos, fractales, los cuales estan dando lugar a mas aplicaciones.

Aunque las ecuaciones diferenciales constituyen un tema muy antiguo, siguen
siendo una fuente de problemas que aun no se han resuelto.

6.3 Conceptos basicos
Definicion. Una ecuacién que establece una relacion entre la variable

independiente x, la funciéon y = f(x) y sus derivadas y', y", yn se llama
ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial se puede escribir simbdlicamente:

F(x,y, y', y", yn) =0

2 n
o bien: F x,y,d—y,d—;’,...,cI X -0
dx " gy dx

(iv)

Ejemplos. y" +xyy'? =0: y ™ +2y" —cosx; y" - 2y" +x = senx
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Nota. Si la funcion desconocida es de una sola variable independiente la
ecuacion se llama ordinaria.

El orden de la derivada de mayor orden que contiene una ecuacion diferencial
determina el orden de la ecuacion diferencial.

Ejemplos. y' +3xy —5=0 es de primer orden

y" + 2y' — 5y + senx =0 es de segundo orden

Solucidén de una ecuacion diferencial
Problema
El costo marginal de cierto articulo x esta dado por % =3x+10.
a) Encuentre la funcion de costo de dicho articulo.
b) Si los costos fijos de la empresa son de $1000, ;cudl es la funcion
costo?

a) El costo marginal esta dado por Z—S =3x+10. Como el miembro izquierdo de

la ecuacién es la derivada de C con respecto a x, es posible resolver la

ecuacion para C integrando ambos miembros: J‘(%jdx = j(3x + 10)dx :

La integral del primer miembro es C + ¢4 y la del segundo es
j(3x+10)dx = %xz +10x+¢cy .

Por lo tanto C + c1 :%x2 +10x+co, obien C :%x2 +10x+cCy —C1.

Reemplazando la diferencia de las constantes co — ¢4 por la constante Unica c
. o 2

se obtiene la funcién costo C(x):%x +10x+c, donde c es una constante

arbitraria.

Nota. De ahora en adelante se sumara soélo una constante, entendiendo que

ésta representa la diferencia entre las dos constantes obtenidas de las dos
integraciones.

b) Si los costos fijos de la empresa ascienden a $1000, esto significa que
C(0) = 1000 de donde se obtiene que c¢c = 1000 y por lo tanto

C(x):%xz +10x+1000 .
dc

La ecuacién o 3x+10 es un ejemplo sencillo de una ecuacion diferencial.
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La funcién C(x) = §x +10x + ¢ es la solucion de la ecuacion diferencial ya que

2
si se sustituye en la misma se obtiene una expresion verdadera. Se llama
solucién general de la ecuacion dada pues tiene una constante arbitraria.
Al reemplazar ¢ por 1000 se obtiene una solucién particular de la ecuacion.

Definicion. La funcion y = f(x) que introducida en una ecuacién diferencial la
transforma en una identidad se denomina solucion o integral de la ecuacion
diferencial.

Ejemplo. La funcién f definida para todo real x por f(x) = 2 senx + 3 cos X es una

. .7 . . L1
solucién de la ecuacion diferencial y +y=0, V x e R.

En efecto, calculando la derivada segunda de la funcién y reemplazando en la
ecuacion dada, se obtiene una identidad:

y' =f '(x) = 2cosx — 3 senx

y" =f "(x) = —2senx — 3 cosx
Por lo tanto:
?
—2senx — 3 cosx +2senx +3cosx = 0, VxeR
0=0v
Luego f(x) =2senx + 3cosx es una solucion de la ecuacion dada.

Ejemplo. Verifique que y = es solucion de la ecuacion diferencial

2+Inx
X
2 +
X y+xy=1,vxeR.
En efecto, calculando la derivada primera de la funcion resulta:
1
' Q‘X_(ZJF'”X) _1-2-Inx _ -1-Inx
y = 2 - 2 - 2
X X X

Reemplazando en la ecuacién dada, se obtiene una identidad:

X2{-1-|nxJ+x(2+|nxj:1
X2 X

(-1=Inx)+ (2 +Inx)=1
1=1v

Nota. Una ecuacion diferencial tiene en general un numero infinito de
soluciones.

Ejemplo. Resuelva la ecuacion diferencial y' = 3x2 -4,

La solucion de la ecuacion diferencial es una funcién y = f(x) cuya derivada
2 o .
debe ser 3x™ — 4. Por lo tanto, para resolver la ecuacion diferencial dada, se
. . 2
buscan todas las antiderivadas de 3x™ — 4.
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iy 3 o
La solucion general es y =X~ — 4x + ¢, donde ¢ es una constante arbitraria.

Dandole a c valores particulares, es posible generar infinitas soluciones de la
ecuacién dada. Algunas de ellas se encuentran representadas en el siguiente

gréfico:
i y=x3-dx +¢
//”“&\\ -
/\ c=1
N ﬂc=ﬂxk

'z
5

——

Al aplicar ecuaciones diferenciales en la resolucion de problemas, por lo
general nos interesa hallar la solucién general de la misma y a partir de ella
determinar la familia de soluciones que resultan de considerar valores
particulares de la constante c.

En muchos problemas se desea encontrar sélo una solucion particular que
satisfaga ciertas condiciones adicionales llamadas condiciones iniciales.

Estas condiciones iniciales especifican los valores de una solucion [y(Xg) = yol] ¥

de alguna de sus derivadas para un determinado valor de x (xg).

Ejemplo. Resuelva la ecuacion diferencial y' = 3x2 —4 con la condicién inicial
y(2) =5.

La ecuacién diferencial ya fue resuelta en el ejemplo anterior y se obtuvo la
solucién general y = x>~ 4x + C.

Se desea encontrar la solucién particular que satisfaga la condicién y(2) = 5.
Geométricamente, establecer una condicion inicial, significa seleccionar de las
infinitas curvas aquella que pasa por el punto (2, 5). Reemplazando en la
funcion, se obtiene:

5-2°_424+c = 5-8-84+c = c=5

Por lo tanto la solucién buscada es y = x3 —4x + 5.

Observacion. Resolver una ecuacién diferencial significa:

a) encontrar la solucién o integral general.

b) hallar la solucién particular de la ecuacién que satisfaga las condiciones
iniciales dadas (si éstas existen).
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Problema

Una particula P se mueve a lo largo del eje x de tal manera que su

aceleracion en cualquier instante t > 0, esta dado por a(t) = (16 — 24t)
m

seg
Encuentre la posicién x de la particula en cualquier momento t > 0 si en el
instante inicial (t = 0) esta ubicada a dos metros del origen y viajando a

una velocidad de 5i .
seg

La velocidad v es la primera derivada con respecto al tiempo de la funcion que
describe la posicion de la particula y la aceleracion es la derivada segunda.

d d
Es decir: v(t) = X a(t) = ax
dt dt?
4
Teniendo en cuenta el enunciado del problema resulta que —;= 16 — 24t esla
dt

ecuacion diferencial del problema.
En el momento inicial se encuentra a 2 metros y esta viajando a una velocidad

de SSr:—g, es decir x(0)=2 vy x'(O) = v(0) = 5. La formulaciéon matematica del

problema es una ecuacién diferencial de segundo orden con condiciones

2
d—zx =16 — 24t
dt
iniciales: <x(0)=2
x'(0)=5

Integrando ambos miembros de la ecuacion diferencial con respecto a t, se
obtiene la funcién que describe la velocidad en cualquier instante t:

2
d”"x
dt?

Como x'(0)=v(0)=5 = 16.0— 12.02 +c1=5 = ¢1=5

Por Io tanto: X'(t) = 16t — 12t + 5
Integrando nuevamente con respecto a t se obtiene la funcion que describe la
posicion:

dt :I(16—24t)dt —16t- 120 +cq = v(t)= c;—):=16t—12t2+c1

Ii—’fz-‘.(16t—12t2—5)dt = 8t2 —4t® +5trc, = x(t)= 82 —4t° +5t4c, .

Como x(0) = 2 entonces: 8.02 - 4.03 +50+cp=2 = cp=2.

Por lo tanto, x(t) = 8t2 - 4t3 + 5t + 2 es la funcién que describe la posicion de la
particula en cualquier instante t > 0.
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Problema
Una curva en el plano xy tiene la propiedad de que su pendiente en
cualquier punto (x, y) de ella es igual a 4x. Halle la ecuacion de la curva si
ésta pasa por el punto (2, 11).

La pendiente de la recta tangente a una curva y = f(x) en un punto (x, y) es la

derivada de la funcién en dicho punto, es decir: % =4x . La curva pasa por el

punto (2, 11), por lo que y(2) = 11.
De esta manera, la formulacion matematica del problema es una ecuacién

dy
diferencial de primer orden con condicion inicial: < gx ax
y(2) =11

Integrando ambos miembros de la ecuacién con respecto a x resulta y = 2x2 +cC.
La solucion general de la ecuacion dada es la familia de pardbolas con vértice
sobre el eje de ordenadas y coeficiente principal 2.

Usando la condicion inicial es posible determinar que ¢ = 3.

Ly . . ‘r 2
La solucion particular es la parabola de ecuacion y =2x™ + 3.

EJERCICIOS

1) Demuestre que cada una de las funciones dadas es solucién de la ecuacion
diferencial correspondiente.

a) f(x)=x + 3¢ ; g—i+y:x+1

b) f(x) = (x3 + c).e_?’x ; % +3y = 3x%e X
_2x? dy

c)f(x)=2+ce ; &+4xy=8x

2) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales

a) %:3x2+1 para y(1) = 4 b) j—i=(2><+1)4 para y(0) = 6

2
c) d_)2/ = 4e2x para y(0) = 3, y'(O) =5
dx
3) La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x, y) del plano esta
dada por (4-2x).
a) Establezca la ecuacion diferencial. Resuélvala.
b) Determine una ecuacidon para aquel miembro de la familia que pasa
por el origen.
c¢) Grafique varios miembros de la familia, incluyendo el hallado en (b).
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RESPUESTAS

2)a)y=x° +x+2 b)y:%(2X+1)5+% c)y = 2 + 3x +2
3)a)y=4x—x2+c,CGR b)y:4x—x2

c)

6.4 Ecuaciones diferenciales de primer orden
Una ecuacion diferencial de primer orden tiene la forma

F(x,y, y') =0 (forma implicita)

Es posible escribir también esta ecuacién despejando la derivada de mayor
orden y dando lugar a lo que se llama forma explicita de una ecuacioén
diferencial.

e . . . ]
Para el caso de una ecuacién diferencial de primer orden resulta: y = f(x, y).

Ecuacion diferencial de variables separables

Cuando una ecuacion diferencial se puede expresar como g(y)dy = f(x)dx
decimos que la ecuacion es separable.

La solucién de una ecuacion diferencial separable se obtiene integrando ambos
miembros de la ecuacion, después de separar las variables.

Ecuaciones diferenciales de este tipo son por ejemplo:

3
dy _2x" -5x  4onge f(x) = 2x° = Bx, g(y)=—-
dx 2 2

y y

j—y = e 2 (3x +2) donde f(x) = 3x + 2, g(y) = e
X

La principal caracteristica de este tipo de ecuaciones es que es posible separar
las variables, es decir, permite expresarla de manera tal que en un miembro de
la igualdad figure sélo la variable x y en el otro, sélo la variable y.

Ejemplo. Encuentre la solucion general de la ecuacion % = _—yx
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. d - . . -
La ecuacion d—i ==X es de variables separables ya que es posible escribirla

y

de la siguiente manera: ydy = —xdx
Integrando ambos miembros:

y2 x? y2 x? :
v[ydy:—jxdx = ?=——+c = 7+7:c es la solucién general de la

2
ecuacion dada.

Ejemplo. Resuelva la ecuacion diferencial: y' = 1:—)( .

Como y' = dy resulta: dy = 1+x que es una ecuacion diferencial de variables
dx dx Xy

1+xdx_

separables. La misma puede escribirse: y dy =

Integrando ambos miembros:

2
_[1+x I y _
jydy_J. < dx = J-ydy_J.(YJA)dx = T—In|x|+x+c
Expresando la solucién en forma explicita se obtiene: y = J_rJZiIn|x| Tx+c), es

decir: y= —,lZiIn|x|+x+ci 0 y= ,lZiIn|x|+x+ci

Ejemplo. Resuelva la ecuacion (1+ x)y dx + (1 —y)xdy =0

Para separar las variables, la ecuacion se escribe de la siguiente manera:

T+ X gy - Y1
x

(1+x)ydx=—(1-yxdy = 2 dy. Esta expresion puede escribirse
y

de la forma (l + 1) dx = [1 —lj dy . Luego, integrando ambos miembros resulta:
X y

J‘(%+1)dx:j(1—5de = In|+x+c=y-Iny| = y-Inly|-Inx|-x=c=

= y- In|x.y| —x=c es la solucién general de la ecuacion diferencial dada.
dy

Observacion. La ecuacion diferencial de primer orden d—Xzf(x) es la mas

simple. Es un caso particular de las ecuaciones de variables separables. Para
resolverla se escribe de la forma dy = f(x) dx y se integran ambos miembros. Su

solucion general es: y = If(x) dx
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Problema
El ingreso marginal de una compafiia por la manufactura y venta de cierto
producto es d—i:L, donde i es el ingreso por la venta de x

dx  SfM2x+12

unidades. Encuentre una expresién para el ingreso si la produccion y
venta de 17 articulos es $ 100.

La ecuacion diferencial a___12 €S una ecuacion que separando las

dx  3M2x+12

12

S2x +12
1

3
manera: di :12(12x+12) dx.

variables, resulta: di = dx . También puede expresarse de la siguiente

Integrando ambos miembros: jdi = 1ZI (12x + 12) dx

W=

La integral del primer miembro es i y la del segundo miembro se realiza
aplicando el método de sustitucion:
dt

t=12x+12 = dt=12dx = 12 dx . Reemplazando se obtiene:

WIN

_ 1 —3 1
i=1zjt ﬂ:»i:J.t?’dt:i:t tc = =
12 _1+1
3
El ingreso por 17 productos es $100, entonces (17, 100) pertenece a i(x):
2

(1217 +12)3
== 4c

W=

3(12x+212) ‘e

100=3 = 100=54+c = c=46.

WIN

(12x +12)

En consecuencia i(x) = 3 5

+ 46 expresa el ingreso por la produccion

y venta de x unidades.

Problema
La tasa de crecimiento de cierta tribu del Amazonas satisface la ecuacién

%: 0,0016.(50 - y), donde una unidad de y representa 100 personas y
t se mide en afios. Al inicio (t = 0) la poblacién ascendia a 200 personas.
a) Encuentre la forma general que expresa la poblaciéon en funcion del
tiempo.

b) A cuanto asciende la poblacion luego de 20 afios?
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a) Z_)t/: 0,0016 (50 — y) es una ecuacion diferencial de variables separables.

Como al inicio habia 200 personas, la formulacion matematica completa del
problema es:

{2—{ =0,0016 (50 - y)
y(0) =2
Separando variables e integrando ambos miembros:

dy dy J'
—= 16 dt — = 16 | dt -1 -yl = 16t +
,[50 y j0,00 6d :I y 00016|dt = —In|50-y| =0,0016t +c

Dadoqueent=0y=2,resulta: —In48=c.
Sustituyendo:

—In|50-y| =0,0016t—In 48 de donde In|50—y| =-0,0016t + In 48

Por definiciéon de logaritmo: |50 — y | = e_o’0016t +n 48

—-0,0016t e In48 —0,0016t

Aplicando propiedades |50 —y| =e |50 —y| = 48e
Como y(t) es una funcién continua, y(0) = 2 y el segundo miembro nunca es

cero, se deduce que 50 —y es siempre positiva, o sea que |50 — y | =50 - y.

Luego, 50 —y = 48e 00018ty _ 50 _ 48¢ ~0:0076

poblacion en funcion del tiempo.

En la grafica se observa la ¥
funcién y(t). Con el transcurso del
tiempo, y tiende a 50, pero como
cada unidad de y corresponde a
100 personas, puede decirse que
con el transcurso del tiempo la
poblacién se acerca a 5000.

b) La poblacion luego de veinte
afos es: ‘,,ﬂjn""""""'t

y(20) = 50 — 48¢ "0:0016-20 50y~ 3511684
Luego de 20 anos la poblacion asciende, aproximadamente, a 351 personas.

es la ley que expresa la

000

L

Problema

Si para vaciar el agua de un deposito cilindrico vertical se abre una
valvula instalada en la base del mismo, el agua fluye rapidamente cuando
el depésito esta lleno y mas despacio a medida que se vacia. La razén a
la cual desciende el nivel es proporcional a la raiz cuadrada de la
profundidad del agua, p. Suponiendo que el tiempo se mide en minutos y
la constante de proporcionalidad es k = 0,1,

a) encuentre la ley que expresa la profundidad del pozo en cualquier
instante.

b) ¢cuanto tardara en vaciarse el depdsito si el agua tiene inicialmente
nueve metros de profundidad?
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a) Si la profundidad del agua es p, la razén a la cual cambia a medida que

transcurre el tiempo es % Ya que el agua desciende proporcionalmente a la

raiz cuadrada de la profundidad, debe ser % = —k\/E, donde k es la constante

de proporcionalidad. Si reemplazamos k = 0,1, se obtiene (:i_? = —0,1\/5 que es

una ecuacion diferencial de variables separables.
1

Separando variables resulta: piEdp =-0,1dt

Integrando ambos miembros se obtiene:
_1 1
jp 2dp = —0,1.[dt = 2p2 =-0ft+c

Reemplazando por la condicién inicial p(0) = 9, resulta:
1

292 = _01.0+c = c=6.
1

1 2
Luego 2p2 =-0,1t+6, o sea, p(t):w.

4

b) Para encontrar el tiempo que el depdsito demora en vaciarse se debe
sustituir p por 0.

2
ozw — —01t+6=0 = t=60

Tardara 60 minutos, o sea, una hora, en vaciarse.

Problema

Se administré6 a una persona un farmaco con una dosis de 100
miligramos. La cantidad del medicamento contenida en la corriente
sanguinea disminuye con el tiempo, segun lo describe una funciéon de
decaimiento exponencial. Al cabo de 6 horas, una muestra de sangre
revela que la concentracion en el organismo es de 40 miligramos. Si V
denota la cantidad del farmaco en la corriente sanguinea después de t
horas y si 100 es la cantidad en la corriente sanguinea cuando t = 0, el
decaimiento se presenta a una tasa descripta por la funcién:

dV_ _100ke ™.

dt

a) Encuentre la funcién que describe la concentracion del medicamento
en la sangre luego de t horas.

b) Al cabo de 10 horas ¢cual es la concentracion del farmaco en el
organismo?

a) La ecuacion %:—100ke’kt es de variables separables. Teniendo en

cuenta que al comienzo (t = 0) se suministré una dosis de 100 miligramos y al
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cabo de 6 horas (t = 6) hay 40 miligramos, la formulacion matematica es:

4V _ _100ke ™

d
v(o): 100

Vv(6)=40

Separando variables resulta: dV = —100ke_kt dt
Integrando ambos miembros: Idv = —100kj et

Integrando ambos miembros resulta:
—kt kit
V= —100ke—k+c = V=100e = +c

Como V(0)=100 = 100 = 100e_k'0 +¢c = ¢=0
Ademas V(6) = 40, entonces:

40=100e % = 040-=¢™° = IN040=-6k = k= |n£),go

-0,152715 t

~0,152715

Por lo tanto, V(t) = 100e
en la sangre luego de t horas.

es la ley que expresa la cantidad de droga

b) Reemplazando t por 10 resulta: V(10) = 100e_0’152715'10 ~ 21,7153

Al cabo de 10 horas, la concentracion de farmaco en el organismo sera
aproximadamente de 21,7153 mgrs.

Problema

Una persona infectada de un virus regresa a su pueblo que tiene 5000
habitantes. La rapidez con que el virus se propaga es proporcional al
numero x de personas contagiadas y también, al nimero de personas no
contagiadas. Luego de 5 dias hay 10 personas enfermas.

a) Encuentre la ley que determina la cantidad de personas contagiadas
luego de t dias.

b) ; Cuantas personas contagiadas habra a los 7 dias?

a) Suponiendo que nadie sale del pueblo durante el transcurso de la
enfermedad, la formulacion matematica del problema es una ecuacion
diferencial.

Para plantearla se designa con p a la cantidad de personas contagiadas. Luego
las personas no contagiadas seran (5000 — p).

Si k es la constante de proporcionalidad se verifica que: z—f =kp(5000 —p)

En el momento inicial hay una persona enferma y luego de 5 dias el niumero de
contagiados asciende a 10 por lo que las condiciones iniciales del problema
son: p(0) =1y p(5) =10.

Para resolver la ecuacion se separan las variables: ﬁ = kdt
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Con el objetivo de facilitar su resoluciéon se multiplican ambos miembros por

T dp _
(-=1) y se obtiene: 5(p —5000) kdt

Integrando ambos miembros: J’L = I— kdt
p(p —5000)

La integral del primer miembro se resuelve por descomposicion en fracciones
simples.

—1 1
Teniendo en cuenta que p(p—15000) = 50p00 + p§05(())(())0 , resulta:
-1 1 | |
dp 5000 I 5000 -1, [p—5000
= d dp= In .
Jogom0y = 2920 [ 55056~ 5000 o |

Retomando la resolucion anterior:

dp —1 , |p—5000|
————— = | —kdt In =kt +c.
j p(p — 5000) ,[ ~ 5000 | p ¢
. " p — 5000 .
p(t) es siempre positiva y menor que 5000 por lo que ————— es negativa, es
decir que: lp-5000| _ p-5000 _5000-p ‘
| p | p p
-1 ,.5000-p
L : | =—kt + c.
uego 5000 n c
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene ¢ =-0,0017 y k =-0,00009.
Por lo que: —1—1n22%9=P _ ¢ 00000t - 0,0017 = 1220 =P _ 045t + 85
5000 p p
- 5002 -pP_ e—0,45t+8,5 - 5000 1o e—0,45tes,5 -
2000 _ 1, 4914867045 = _P___ 1 =
p 5000 1149148704
= p(t) = 5000 oast ©S la ley que expresa las personas infectadas luego
1+4914,8.e 704
de t dias.

b) Reemplazando t por 7 se obtiene p = 23,63 ~ 24
Luego de 7 dias habra 24 personas infectadas.

Aplicacion

En los problemas relacionados con mezclas una solucién de concentracién
dada entra a un tanque lleno con la solucion a una razon fija y la mezcla,
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totalmente agitada, sale a razon fija, la cual puede ser diferente a la de entrada.
Es decir, hay una sustancia cuya cantidad en el tanque cambia con el tiempo y
es necesario determinar la cantidad de la sustancia en cualquier momento t, por
lo que la descripcion matematica de esta situacion conduce muchas veces a
una ecuacion diferencial.
Las ecuaciones diferenciales que modelan estos problemas tienen la siguiente
forma:
Razén de cambiodela) (Razéncon quela Razoén con que la
[cantidad de sustancia ) B (sustancia entra ) - (sustancia sale )

Este razonamiento permite modelar otros fendmenos como reacciones
quimicas, inyeccidon de una droga en la sangre o descarga de productos
contaminantes en un lago.

Problema

Un tanque contiene 15 kg de sal disueltos en 4000 litros de agua. Se
bombea salmuera con 0,02 kg de sal por litro de agua al tanque a razén
de 20 litros por minuto. La solucidbn se mantiene adecuadamente
mezclada y se bombea fuera del tanque con la misma rapidez.

a) Determine la cantidad de sal que hay en el tanque en un instante
cualquiera.

b) ;Cuanta sal hay después de 20 minutos?

a) Sea y(t) la cantidad de sal (en kg) que hay en el tanque después de t minutos.
La razon neta con que y(t) cambia esta dada por la diferencia entre la razén a la
cual la sal entra al tanque y la razén a la que sale del mismo.

Z—{ = razdn de entrada — razdn de salida
La razoén con la que la sal entra al tanque es: 0,02k—g.20+ = 0,4k—9
I min min

Como el tanque siempre contiene 4000 litros de liquido, la concentracién en el

y(t)

instante t es ———
4000

kg por litro. Ademas la salmuera sale a razén de 20%,

por lo que:
razon de salida = ﬂk_g.zo# = ﬂk_g
4000 | min 200 min

dy _ (g4 YO ) kg
Huego gy = [0’4 200 | min
La formulacién matematica del problema es la ecuacion diferencial anterior, la

dy 80-y
| d o=
cual se puede expresar pm 200
. . : . dy [ 1

Separando variables e integrando ambos miembros: j80 mvie 200 t.
Integrando ambos miembros: - In|80 - y| = 510‘[ +C
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Como la condicion inicial es y(0) = 15 entonces ¢ = —In 65
. Y D P
Luego: —In80 - y| 500t —n65

1
o 1 N —Wt+ln65
Inj80 - y| = SogttN65 = BO-y|=¢
Como y(t) es continua, y(0) = 15 y el segundo miembro nunca es cero, se
verifica que |80 —y| =80 —y.
1 1

1
= [80-y| = 65¢ 200"

Por lo tanto 80-y = 65e_200 = y=80- 65e_200 expresa la cantidad de sal
que hay en el tanque en un instante cualquiera.

b) Reemplazando t por 20 en la expresion obtenida se obtiene y = 21,2. Por lo
tanto, luego de 20 minutos hay 21,2 kg de sal en el tanque.

EJERCICIOS

1) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy _ dy _ 2
a) ax cos(2x) b) ax (x +1)
) %:e“*zy d) dx — x* dy = 0

2) Resuelva la ecuacion diferencial dada sujeta a la condicion inicial que se
indica:

dy v
a) a+ty:y b) {(2+x)y_3y
y(1)=3 y(-3) = -1
c) Y'+%y =0 d) {y'+(2x -1y=0
y(2)=2 y(1) =2
RESPUESTAS
1)a)y:%sen(2x)+c b)y:%(x+1)3+c
c)y:—%ln(—%esx—20) d)y:—%+c
7% t7§ 3 4 x-x°
2)a)y=3e “e b)y=|2+x| c)y:; d)y=2e
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EJERCICIOS INTEGRADORES 6.3 CONCEPTOS BASICOS -
6.4 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

3
1) Verifique que y=2+e X" es una solucion de la ecuacién diferencial
y'+ 3x2y =6x° .
1
2)a) Encuentre la funcién y = f(t) tal que %{l - g2 sif(0)=1.

2
b) Halle la funcion y = g(x) tal que y': 3L2 .
y

3) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

y'= cos(2x) Vo2
a) 1), b) (x+ 1y = x

Yigl® y(0)= 4

X1 ﬂ: Xy + 3X

C){ye y =X d) dx X2+1

y(0)= 1 y(2)= 2

2

d—§’=25e5X

ax
e)iy (8)=4

y(0)= -2

4) Determine para qué valores de k la funcién y = e es solucion de la ecuacion

yu +y'—6y:0.

PROBLEMAS DE APLICACION

1) Una particula se mueve a lo largo del eje x de modo que su velocidad

instantanea (en% ) esta dada como una funcién del tiempo t por v(t) = 12-3t°,

Al instante t = 1, esta localizada en x = 5.
a) Establezca un problema con condiciones iniciales que describa la posicién
de la particula en cualquier instante t.
b) Resuelva el problema planteado.
¢) ¢Cual es la posicion de la particula a los dos segundos? ;Y a los tres
segundos?
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2) Una particula se mueve a lo largo del eje x de modo tal que su aceleracién

m2 ) esta dada por la funcion a(t) = 10 -1 2t2. En los instantes
seg

t=2yt=3, la particula esta localizada en x = 0 y x = —40, respectivamente.

a) Encuentre la posicién de la particula en cualquier instante t.

b) Determine la posicion de la particula luego de un segundo.

¢) Grafique la funcidn que describe la posicion en cualquier instante t.
3) Un grupo de bidlogos estudioé los efectos nutricionales observados en ratas a
las que se alimentd con una dieta que contenia el 10% de proteinas. La
proteina estaba formada por yema de huevo y harina de maiz. Durante cierto
tiempo el grupo descubrié que la tasa de cambio (aproximada) en el aumento
promedio en peso g (en gramos) de una rata con respecto al porcentaje p de

yema que contenia la mezcla de proteina es: % __P +2,0<p<100.Si

dp 25

instantanea (en

g(10) = 38, determine g(p).

4) Para un grupo urbano especifico, algunos socibélogos estudiaron los ingresos
anuales promedio en esos momentos y (en pesos) que una persona puede
esperar recibir con x afos de educacion antes de buscar empleo regular.
Estimaron que la tasa a la cual el ingreso cambia con respecto a la educacion

esta dada por:

3
% =10x? para 4 <x <16, en donde y = 5872 cuando x = 9. Determine y.
5) Se hizo un estudio acerca de la polilla de invierno. Las preninfas de la polilla
caen al suelo desprendiéndose de los arboles hospedantes. Se descubrié que
la tasa (aproximada) a la cual cambia la densidad y de las preninfas (nUmero de

preninfas por pie cuadrado de terreno) con respecto a la distancia x de la

base de los arboles hospedantes es: % =-15-x para1<x<9.Siy=573
cuando x = 1 determine y.
6) Si la temperatura es constante, entonces la razén de cambio de la presion
atmosférica p respecto a la altura h es proporcional a p. Suponiendo que p =
145 al nivel del mar y p = 140 a una altura de 300m.

a) Escriba una ecuacion diferencial que modele la situacién.

b) Determine la expresion que permite hallar p a cualquier altura h.

¢) Encuentre la presion a una altura de 1500 m.

7) Dado un depésito de salmuera se sabe que g (en kg) es la cantidad de sal

que hay en el mismo al cabo de t minutos y % =-1,5 + 0,03q es la velocidad

de variaciéon de dicha cantidad con el tiempo t, (suponga que -1,5 + 0,03q > 0).
Si en el instante inicial la cantidad de sal es de 100 kg, halle la cantidad de sal
gue contendra el depésito al cabo de 90 minutos.
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8) El volumen V de un globo cambia con el tiempo t y su razén de cambio esta

3
dada por dv %/T+%nr:— Encuentre la expresion del volumen en funcién de

dt in

t suponiendo que cuando t = 4 minutos el volumen es 20 m3.

9) La razdén de cambio de la temperatura T de una solucion esta dada por:
dar _1
dt 4
Celsius. Suponiendo que la temperatura es 5°C en t = 0 encuentre una
expresion para la temperatura (T) en funcién del tiempo (t).

10) Se supone que la tasa de crecimiento de una poblaciéon de ciertos conejos

esta dada por la formula: %:1000 cos(%nt) conejos por afio, donde N

t+10 donde t es el tiempo en minutos y T esta medida en grados

denota el tamafio de la poblacién al tiempo t (en afos) y t = 0 corresponde al
inicio del ciclo. Se estima que la poblacién a los 5 afos es de 3000 conejos.
Encuentre una féormula para N al tiempo t.
11) El peso en gramos P(t) después de t afios de cierta sustancia radiactiva
satisface la ecuacion P'(t) =-0,8 P(t).

a) Encuentre la formula para P(t) si P(0) = 30.

b) Determine el peso de la sustancia 10 afios después.
12) La ley de enfriamiento de Newton establece que la razén a la que un objeto
se enfria es proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la del
medio ambiente. Se saca del horno un objeto y se deja enfriar en un cuarto
donde la temperatura ambiente es 75°F.

a) Escriba la ecuacion diferencial que modeliza la situacion si T es la
temperatura después de t horas.

b) Resuélvala suponiendo que el objeto se saca del horno a 300°F y su
temperatura decae a 200°F en media hora.

¢) ¢ Cual sera su temperatura después de 3 hs?
13) Considere la diseminacion de una enfermedad que tiene la propiedad de
que una vez que un individuo se infecta permanece todo el tiempo infectado.
Mientras que una pequefa proporcion de la poblacién esté infectada con la
enfermedad, su diseminacién es proporcional al numero de individuos
infectados. Exprese y como funciéon de t (donde y es el nimero de individuos
infectados al tiempo t), suponiendo que en el instante t = 0 hay 587 individuos
infectados y en t = 1 afio hay 831 individuos infectados en la poblacién.
14) La capacidad limite de un rebafio en vida salvaje es de 900 individuos. El
ritmo de crecimiento del rebafio es proporcional a las oportunidades de
crecimiento todavia sin utilizar de acuerdo con la ecuacion %zk(QOO—L).
Encuentre la ley que exprese el tamafio de la poblaciéon en funcién del tiempo
(en afios) si se sabe que al inicio habia 200 ejemplares y tras dos afios ha
crecido hasta 300 animales.
15) Una poblacion de bacterias p crece a una razén proporcional a su magnitud.
Al principio la poblacién es de 10 individuos y después de 10 dias es de 24.
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a) Halle la expresion de la poblacién p en funcion del tiempo t.

b) ;Cual sera la poblacion después de 25 dias?
16) La ley de enfriamiento de Newton establece que la razén de cambio con
respecto al tiempo t de la temperatura T(t) de un objeto es proporcional a la
diferencia entre T y la temperatura A del medio ambiente que lo rodea. Si bien
esta ley se aplica en general a situaciones de enfriamiento, también permite
modelar fenémenos de calentamiento.
Si T > A, la velocidad a la que cambia la temperatura T del objeto es negativa, la
temperatura decrece y el objeto se esta enfriando.
Si T <A, la velocidad a la que cambia la temperatura T es positiva, entonces T
se esta incrementando. Escriba y resuelva la ecuacion diferencial que describe
la situacion y analice el signo que debe tener la constante de proporcionalidad.
17) En un bosque natural se crea basura, como las hojas y ramas que caen,
animales muertos, etc. Empleando A(t) para denotar la cantidad de basura

r
presente en el tiempo t, en donde A(t) se expresa en 9—2 y t en afios y
m

suponiendo que no existe basura en t = 0, la razén de cambio de la cantidad de

basura presente con respecto al tiempo esta dada por: %= 200- 0,5A .

Despeje A. Redondeando a unidades, calcule la cantidad de basura por m?
después de un afio.

18) Suponga que q es la cantidad de penicilina que se encuentra en el cuerpo en
el tiempo t y qo la cantidad cuando t = 0. Ademas, la tasa de cambio de q con
respecto a t es proporcional a q y q disminuye al aumentar t. Escriba y resuelva
la ecuacién diferencial que describe la situacion.

19) Se inyecta por via intravenosa una solucién de glucosa a una razén de C
unidades por minuto. El cuerpo elimina del flujo sanguineo la glucosa a un ritmo
proporcional a la cantidad presente. Si A es la cantidad de glucosa presente en
el instante t, entonces la razén de cambio de la cantidad de glucosa en la

sangre en el instante t esta dada por %: C- kA | donde k es constante.

Resuelva la ecuacién diferencial para la condicién inicial A(0) = Ao, suponiendo
que C — kA > 0. Analice qué sucede con la cantidad de glucosa cuando el tiempo
transcurre indefinidamente.

20) La poblaciéon de una colonia de levaduras satisface la ecuacién diferencial:

% = -0,0008P(P - 655) donde t se mide en horas y 655 es la capacidad limite
de la poblacion. Halle la ecuacion de la poblacién para la colonia.
21) Una poblacion de bacterias esta cambiando al ritmo %—T = % donde t
es el tiempo en dias. Suponiendo que la poblacién inicial es 100, halle:

a) la funcién que describe la poblacién en todo instante t.

b) la poblacién al cabo de tres dias.

22) Un tanque contiene 300 litros de un liquido en el cual se disuelven 40
gramos de sal. Una salmuera que contiene un gramo de sal por litro se bombea
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al tanque con una intensidad de 3 litros por minuto. La solucién adecuadamente
mezclada se bombea hacia fuera con la misma rapidez.

a) Escriba la ecuacion diferencial que describe la situacion.

b) Encuentre el niumero de gramos s(t) de sal que hay en el tanque en un
instante cualquiera.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE

1) La funcién y = 2x + e * es solucién de la ecuacion diferencial:

a)y+y =2x b)y-2y"=xe” c)y+y=2(x+1) d)y-y =2(x+1)
2) La funcién y = Cex2 es solucion de la ecuacion diferencial:

a)y'—y=0 b)y'+2xy=0 c)y'—2xy=y d)y'—2xy=0
3) Lafuncibny=5 — X% es solucion de la ecuacion diferencial

a) y'+2y'=—2-4x b)2y'+y=5-4x ¢) y'-y' =2 d)y+y" =x°
4) La solucién de la ecuacién diferencial dy — (2x-5)dx =0 es:

a)y:xz—x b)y:x2—5x+c c)y:x2—5x d)y:x2—5x+2
5) La solucion de la ecuacién diferencial con condicién inicial e . y' =1,
y(0) =4 es:

a)y=€e"+3 b)y=e‘+c c)y=¢e*-3 dy=¢e"+4
6) La solucién de la ecuacion diferencial con condicién inicial dy —e* ¥ dx =0,
y(0)=0es:

a)y=e " b)y=¢€" c)y=x d)y=x+2

X
.z .z . . . s e . ] —_—
7) La solucion de la ecuacion diferencial con condicion inicial 'y = y2 ,

y(0)=2es:

wla
Wl

% 3 5 3
a)y=[xz+ 8) b)y=[§x2+8) c)y=[§x +8] d)y=[§x2+8]
2 2

8) La solucion de la ecuacion diferencial con condicion inicial x y' =y, y(1)=2
es:
a)y=x+1 b) y = 2x c)y=2-x dy=x+2

AUTOEVALUACION

. . .z 2 .z . s . .
1) Determine si la funciéon y =x"—4x + 1 es soluciéon de la ecuacion diferencial

y' +y=x"-3.
2) La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x, y) del plano esta
dada por (2x — 1).
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a) Establezca la ecuacion diferencial y resuélvala.

b) Determine una ecuacién para aquel miembro de la familia que pasa por (2,
5).

c) Grafique tres miembros de la familia.

3) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales:

a ﬂ=e2X si y(0)=2 b)ﬂ+2x—4:0 siy(0)=0
dx dx
2
d-y . ' . 1
c) 72=4 siy (0)=1,y(1)=5 d)y=sen(2x)3|y(n):§
dx
e)y y=x+1si y(0)=2 f) y' ~3y=6siy(0)=0,3y+6>0.
4) La electricidad de un condensador fluye a una razén proporcional al voltaje V
a través de sus terminales y, si t se mide en segundos, % = —41—0V . Obtenga

la expresion de V(t) considerando Vg el voltaje inicial.

5) El valor de reventa de cierta maquina industrial decrece durante un periodo
de 10 anos a una razdén que depende de la edad de la maquina. Cuando la
magquina tiene x afos, la razén a la cual cambia su valor es 220.(x—10) dblares

al ano (es decir 3—\/: 220.(x—10)). Si la maquina costaba originalmente 12
X

000 délares, ¢ cuanto costara cuando tenga 10 afnos?

6) La poblacién de una ciudad satisface la ecuacion diferencial %:kx/ﬁ,

donde P es la poblacién y t es la cantidad de afios transcurridos desde 2000. Si
en ese ano la poblacién fue de 160 000 habitantes y en 2006 es de 184 900
habitantes, resuelva la ecuacion diferencial. ¢En qué afo la poblacion sera de
202 500 habitantes?

EJERCICIOS DE REPASO

1) Indique si las siguientes funciones son soluciones de las ecuaciones
diferenciales dadas.

2

a)y' +2xy=0 siendo y = ce b)y' =y senx siendo y = ce®®*

c)(1+x) y =4y siendo y-= c(1+x)4 d)y'=2x siendoy = 5x2 +C
2) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y':eX y2 b)%z—xex c) y'=2xy2 d) x2ydx+xy2dy:0
d

y xay _ U 1
f) e &—ZX g)y_—(2 )
X —4ly

X —

dy _
e) &—e
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3) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales:

y'-3y=0 dy oy dy_y
a) 1 b) ydx c)ydx  Jx
{y(o) 2 {ym) =4 y(0) =2
dy V2 X2 2
d)jax 7Y e) (¥ 4y xer =0 f){”:“"
y(1)=3 y(0)=-2 y(0)=-2
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Respuestas a:

Ejercicios Integradores
Problemas de Aplicacion
Pruebas de Opcion Multiple
Autoevaluaciones
Ejercicios de Repaso

CAPITULO 1: IDEAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO INTEGRAL

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.1 El problema del area — 1.2 El problema
de la distancia (pagina 39)

1) Rendimiento cardiaco = 6,78
litros/min. (en una persona en reposo
puede ser de 5 o 6 litros por minuto,
durante un ejercicio intenso puede
llegar a 30 litros por minuto, también
puede alterarse en personas con
ciertas enfermedades).

24681012141618202224{
2) Area ~ 26,25 metros.

3)a) velocidad b) distancia recorrida en el tiempo t

c¢) cantidad total de nacimientos en el tempot d) ingresos totales

e) costos totales f) nUmero de palabras memorizadas en el tiempo t.

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 41)

1)a) c(0) = 0,20 ddlares por minuto.

Si ese costo se mantiene constante el costo total seria C = 2 ddlares

b) El costo va disminuyendo a medida que el tiempo pasa, segun la ley de la
funcion. ¢) C = 1,84 dolares

d) Considerando intervalos de amplitud cada vez mas pequefa.

e)

+(costo por minuto) +teasta par minuta)
0.21—‘_\%1_ 02l—

o1 0.1

TTTEA S E T8 0minutos) ¢ 234 5 67 8 9 100mhutos)

f) Las graficas anteriores permiten visualizar por qué la suma de los costos para

periodos sucesivos equivale a sumar las areas de los rectangulos. El area del

. . . . costo : .

primer rectangulo es el costo del primer minuto (_—t. minuto = costo) y asi
minuto

sucesivamente.
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2) 442,5 metros
3)a) El area de cada rectdngulo marcado corresponde a la cantidad de oxigeno

. . ml .
consumido durante cada dia. Se expresa en h—.d|a.
ora

b) La suma de las areas de los dos primeros rectangulos corresponde a la
cantidad de oxigeno consumido desde t = 8 hasta t = 10, es decir durante los
dias 9y 10.

c¢) El area debajo de la curva corresponde al consumo total de oxigeno durante
todo el desarrollo embrionario del polluelo.

d) Para obtener un resultado mas exacto para el area debajo de la curva
podemos subdividir en intervalos mas pequefos.

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 42)

1)a) La distancia total recorrida fue 17 metros.
b) La distancia total recorrida fue de 24 metros.

2)a)7,5 b) 10,5 c) 6,75 d) 11,25
3) b*T‘/E)n ~1,8961
4)a) 48 b)Sin=6,A=54 Sin=12, A=51.

¢) Cuando se consideran doce intervalos, pues a mayor cantidad de intervalos
mayor exactitud.
5)Sin=4,A=9,84375. Sin=6,A=9,625.

CAPITULO 2: LA INTEGRAL DEFINIDA

EJERCICIOS INTEGRADORES: 2.1 La integral definida — 2.2 Propiedades
de la integral definida (pagina 61)

1)a) Para esta funcion, la integral coincide
¥4+ con el area de la regién sombreada.
T 1 X
b)
¥t Para esta funcién, la integral no
1 y = ) representa el &rea pues la region
/ sombreada se encuentra por debajo
il » del eje x. El valor de la integral es el
/1 * opuesto del valor del area de la region
/ sombreada.
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c)
'!I|'JL
= T . .
1 y=160 Para esta funcién la integral no
-1 . representa el area pues la regién
¥ 1 w sombreada se encuentra por arriba y

por debajo del eje x.

2)a) 4,8 ; b) -0,56

3)a) Iﬁg(S—xz}jx b) j;xzdx c) _[;2de+.|‘12(— x2 +4)dx
Y4 ¥ Y4
3

&
]

. L
IR T

4) a) jjf(x)dx:g; b) j:f(x)dx _18; c) I;f(x)dx: —%
5)a) j:f(x)dx; b) [ :f(x)dx 6) | ;2xdx+J14(x2 +2)dx 7)a) 5: b) 5

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 61)

1) Resolviendo la integral subdividiendo el intervalo en 5 subintervalos y
evaluando en el extremo izquierdo el cambio total de altura es de -7 metros. El
signo negativo (-) quiere decir que la pelota estd 7 metros mas abajo cuando
t =5 segundos de lo que estaba cuando t = 4 segundos.

2) Los empleados disminuyeron en 150000.

La suma de las areas de los rectangulos que estan por encima del eje x menos

la suma de las areas de los rectangulos que estan por debajo del eje x es —150.
Cifi4
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 62)
1)b; 2)c; 3)a; 4)c; 5)a; 6)a; 7)d; 8)b

AUTOEVALUACION (pagina 64)

1)a) negativa b) positiva c) positiva

2) S = 04f04) + 04.f08) + 04.f1,2) + 04.f(1,6) + 04)f(2)
=0,4.(f(0,4) + f(0,8) + f(1,2) + f(1,6) + f(2)) = 0,4.(1,16 + 1,64 + 2,44 + 3,56 + 5) =
= 5,52 Este valor representa la suma de las areas de los rectangulos
sombreados.

3)a)5 b)13 c)-9

4)a)6 b)8

'!II'JL
: /

4

3

04 08 1,2 16 2 x

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 64)
2 1 L3

1)a) [ (4 2x)dx; b) 2[ * senxax = 4] 2 senxdx
0 0

2 2 2 2 B 2 2

c)jox dx ; d)j_2(4-x )dx_2j0(4-x )dx

2
2) Llamando f(x) = 2x—1, resulta: J_2(2x - N)dx = [f(—1,5)+f(—1) + f(-0,5) + f(0) +
+f(0,5) + f(1) + f(1,5) + f(2)].0,5=-2
Como la funcién no es positiva, la integral no represente la suma de las areas de
los rectangulos. Sino que representa la suma de las areas de los rectangulos
que estan por encima del eje x menos la suma de las areas de los rectangulos
que estan por debajo del eje x.

7 4
3) %; 4) %+ 6; 5)a) J;‘(x)dx b) Jg(x)dx

6)a)4,6 b)10,8 ¢)21,9 d)11,95 e)345 f)7

CAPITULO 3: EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 La integral definida como funcion — 3.2
El teorema fundamental del calculo (pagina 77)
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3

1)a) 1 b)g; 2)F(x)=%—3x2,F(0)=o,F(1):—g,F(3)=—18; 3)m=4
: _q1g-1. _40 bYA= M. 128
4) A=16; §a=-1,a=_; 6)a) A=40;b) A= =i c) A=

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 79)
1)b; 2)c;3)a; 4)b; 5)c;6)d

AUTOEVALUACION (pagina 79)

1) ﬂ; Z)Q; 3)a=3; 4)a) 256 metros; b) 1 m
37 ° i 5 [ a
5) = 6) jo f(x)dx + LE—f(x))dx 6 Io f(x)dx + J.J(X)dx

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 80)

12
1)a)-2;b) —;c) =
)a) ) 3 )3

2) 2.6  3)b-3; o
In3 3

CAPITULO 4: LA INTEGRAL INDEFINIDA

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 La integral indefinida — 4.2 Métodos de
integracion (pagina 101)

2 3 X2
1)a) f(x) =3x" — 5x + 2; b) f(x) = x +7—2x+3;

3
4 _
3)a) %+%z4 +c ; b) —%ex +c;c)t—2t ! +c;d) -2 e

x

e) l(Inx)zx3 ~2 3 nx+ 23 4 f) x2 +7x+3Inx-3|+c
3 9 27
9) In|x+1|+L+c;h)—6|n|x|+i+6ln|x—1|+c
X+1 X

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 103)
1)c; 2)b; 3)a; 4)b; 5)b; 6)c; 7)b; 8)a; 9)c;10)b; 11)d; 12)c; 13) b;

AUTOEVALUACION (pagina 105)
3

1)a) %(x2+7)5+c b) xPe ¥ _oxe ¥ —2e ¥+ c
5 7 , 5 1
c) 7x2 —§x2+2x2+c d)3sen(x2+3)+c
e)In|x+1] - +c )X _3x-2In|x-1] +c
X+1 2
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9)3 mi%2, 22 g73es
9 2
4)a) 147,15 délares por afo. b) 692 ddlares.

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 106)

1)f(x):x3+§x2—2x+%; 2)f(x):%x2—5x+18
S 2 2
3) f(x) = 2x2 —50; 4)f(x):x2—§x3+ Sx+2
X X4 X
5)e” —cosx — senx +C; 6)In|x|—T+2tgx—e +C
2 3 2 )
7) In Xic; 8) 8 8 _gaic; 9) (x-2) +C
3 2 3
x4 x4 1 1
10) —Inx——+c; 11) —In|x-3|-=In|x+3|+¢
4 16 6 6
1 1 . -2 . -2 -1
12) —gxcos(Sx)+ §sen(3x)+c, 13)t " +c ;14)—t "+t +c
1 238 1 1 1 1
—— ; 16) — —— 2 - —lrlx -2
15) 5¢ +C; 6) 32 B X + | 2 =2) *3 nx-2+c
17) =L cos® x + c: 18) 4In| x+2| - 3In|x+1]-—— +¢
3 X+1
3
1 5 (x2+4j2
19) -¢ In|2-4e™*| +¢; 20) o+
2 1 1 : 1
21) - S5 -giix =1+ 2inx+ 2 +c; 22) 3E_a " °
23) —%Ir11+200$x|+c; 24) -3In| x| +In [x+1[+3In [x-1 | +c
25) —%cos@xj+c; 26)—%x2e_zx—%xe_2x—%e_zx+c
X
a7y & (enx—cosx) . 28) 1 (o + 1) 4 ¢
2 8
2* 2 2 > 4 >
29) x—— — +C; 30) Sx(x+3)2 ——(x+3)2 +c
In2 |n22 3 15
x2 2 X X X x3
31)?+2x+4ln|x—2| +C; 32) x“ e" - 2xe” + 2e -5 e
2 3 4
33) —x" cosx + 2xsenx + 2cosx + ¢;  34) — >~ +Inlx-2|+¢c
2x-2)F x-2
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2

35) 1 +C;
2

2

39) —%\/4—9x2 +c:

41) —%ycos?,y + %sen3y +C;

37)In|x-2|- +C;

43)2In|x|—|n|x+1| +c;

eX2*

1+In2

45)

+C;

47) f(x) = X + 2x;

2
29)a) 32 ;p)2 ;) 112
3° 6

;C)T;d)24’2;e)

36) senx — 2xsenx — 2cosx + C

X -1
38) 2In| |+ 2 _ 3 5 +C
X X=1 2(x-1)
1 2x X x. 2.3
40) —e " +2xe" —-2e +-X +cC
)4 X 3x

42)e* - x+c
X2
44) - 3x +2In | x-1|-In|x+1|+ ¢

46) -2In| x| +3In|x-2| +¢

48) g(x) = %(ex +e_x) :

e2+1

CAPITULO 5: APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.1 Calculo de areas — 5.2 Valor promedio de

una funcion (pagina 126)
1HA _125
3

2)a) R1 1y=3—%x; Ro:y=-x+8; R3 :y=%x+3

3)a)0 b)2

respecto del origen de coordenadas.
e

1

N

-3
=

¥4

D\/ 5 \x’

b)A=6 B=24

¢) No se puede calcular el area como la integral planteada en
(a) ya que da 0. Esto ocurre porque la funcién es impar y por lo tanto simétrica
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1
5)a) forom = - 3 se alcanza en x = -0,107

3 27
b) fprom = P se alcanza en x iy

¢) forom =5, se alcanza en x = -1

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 140)

1)a) v(t) = —32t + 64 b) e(t) = —16t> +64t + 96
c) t=2seg, e(2)=160m d) t=5,16 seg.
2)a) P(t) = 60t° — t> +100 b) 996 personas
3)st) = —t* - 2243, 30t+ 50

12 3
4)a) s(t) = —16t> + 96t + 256 b) t =8 seg
5)a) e(t) =%t3 2 2t% 4 2t b) 28,67 m

6)27m 7)$325 8)3,1um°
2 1.2 1
9a)V(t)= 5 (t+ 1% + —t2 - ?6 b)34cm®;  10)f(x)=-2x>+10x -9

11)a) 8000 alumnos en 1993, 12 000 en el 2001. b) 14 000 alumnos
12)a) 272 maquinas. b) 4000 maquinas ¢) 3000 maquinas.

13)a) T(t) = 70e ™" +20 b) T(10) = 45,8°C
14)a) e(t) - nésen (2nt)+ 5 b) e(0,3) = 6,51 cm; e(1,4)=5,94 cm

15)a) A(t) = uiz +1  b)A(0)=2,5cm?; Ad)=1,5cm?.

16)a) q(t) = - %cos (60t) + % b) g maxima = %coulombs alos 3 seg.

17) p(4) = $ 1344; 18) v(3) = 117t m>; 19) c(x) = x> + 4x° + 4x + 6
20) i(x) = 15x — 2x? 21) $ 407, 2494
22) $ 4 166, 66; 23) 4; 24) 39 228 196 bacterias aproximadamente.

25)a) 54 km. b) 74 km.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 143)
1)a; 2)b; 3)c;4)d;5)b

AUTOEVALUACION (pagina 144)
1) 2; 2) 0,55; 3) % 4)8

5) El valor promedio es 2 y se alcanza para x = —1.
g

3 /4”1(}{)

/2

o

1'3/ b
// -2 -1 0k

EJERCICIOS DE REPASO (pagina 145)

4 11 32 32 25 4 9
1)a) — b) — ¢) — d)10; 2)a) — b) — ¢) — d) — e)9 ) 13,64
))3)2)3) ))3)2)3)2))
32 17 ..9 8 9
— h) — i) —; 3)36; 4)a) — ;b) —;
g)3 )3 )2 ) ))3 )2
5)a) forom =3 b)c=-10c=1 c) ;
/fj_
1 1 x
G)a)fprom:%,b)cz2,42 | | |
""" ﬂ
2 3 4«

CAPITULO 6: NOCIONES SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES

EJERCICIOS INTEGRADORES 6.3 Conceptos basicos — 6.4 Ecuaciones
diferenciales de primer orden (pagina 168)
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—_

2) a) y:2e§—1 b) y=33(x3+cj

2
1 5 X
3)a) y = sen(2x)+ b)y=7—x+ln|x+1|+4
2 X 1 2
c)y =2.(x-1).e” +3 d)In|y+3|:§In(5x +5j

e) y:e5x +(4—Se40).x—3
4)k=2 6 k=-3

PROBLEMAS DE APLICACION (pagina 168)

x(1)=5
c) A los dos segundos esta a diez metros del punto de partida. A los tres
segundos esta a tres metros.

2)a) x(t) = 5 — t* — 4 b)0m

c)

T I T 12 ¢

dx 2
1)a){az12‘3t b) x(t) =12t - £*— 6

3) g- —%pz +2p+20:  4)y=4x>°+4900; 5)y=—15x—05x +59,3

-0,000117h

6) a) S—E =Kp b)p=145e c) La presion a los 1500m es 121,47

4 9
7) 793,64 kg.; 8) V:%t3 +%+13,24;9)T:0,125t2 +10t+5

10) N = msen(£t)+3000
T 5
-0,8t
11)a)P=30e % ; b) P=0,01006
12) a) % —k(T-75) b) T=75+225¢ "'

¢) Al cabo de tres horas la temperatura sera de 81,6°.
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13) y = 587(831) : 14) L(t) = 900 — 700e 078!
587
15) a) P(t) =10e*®™®  b) 89 bacterias

16)%=k(T—A) En cualquier caso, enfriamiento o calentamiento, si la

temperatura del ambiente A es constante, la constante k debe ser negativa.
kt+c . kt+c

SiT<A= T()—A— © SiT>A =T =" 4 A
17) A= 400 — 400 e 2, £ 157, 38 P 19 %:—kq, k>0: gq=go.e

19) A(t) = % + [Ao - %je_kt, Sit — o la cantidad de glucosa tiende a % .
20)P(t) - — e_oésgf%s% . 21)a) P(t) = 12000 In(1+0,25t) + 100 b) 6815
22)a) 98 ds 3?%63 b) s— 300—260e7ﬁt

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE (pagina 172)
1)c;2)d;3)a;4)b;5)a;6)c;7)d;8) b

AUTOEVALUACION (pégina 173)

1) No es solucion; 2)a)— 2x-1,y= x2—x+c b)y=x2—x+3
c)
c=13
c=10
1
1
£=-2
3)a)y= %2X+g b)y=—x2+4x c)y=2x2 +X+2
d)y=—% cos(2x)+1  e)y=x2+2x+4  fly=2e>_2

1y

4) V()= Vg.e 0 ; 5)1000ddlares

6) P(t) = (5t + 400)2. En 2010 la poblacion sera de 202 500 habitantes.
EJERCICIOS DE REPASO (pagina 174)

1)a) Es solucién  b) No es soluciéon ¢) Es solucion d) No es solucion
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2)a) y =- X1 b)y=e"-xe*+c c)y=- 21
e +c W2 e
2 2
d) y7=—x7+c e)y=Ine" +c) fyy=—2xe* —26 % +¢

1
g)y= (%|n|x —2| —%In|x + 2| +20)2

3)a)|y|=e3X_|n2 b)y=X2+3 c) |y|:eZ\/;+ln2
2
x=X 1in3-1 1
dlyj-e 2 2 ey--—p f)y:(6x2—8)3
26X 1 _023
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