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Préologo

“Consideramos como estan relacionados todos los sucesos. Cuando
vemos el relampago, escuchamos el trueno; cuando oimos el viento,
miramos las olas del mar; en el otorio frio caen las hojas. En todas par-
tes reina el orden; de manera que cuando observamos algunos feno-
menos podemos prever que otros se presentaran. El progreso de la
ciencia consiste en observar estas mutuas dependencias y en mostrar
con paciente ingeniosidad que los sucesos de este mundo que cam-
bian constantemente no son sino ejemplos de unas pocas dependen-
cias o relaciones generales llamadas leyes. Ver lo general en lo parti-
cular y lo constante en lo transitorio es la meta del pensamiento
cientifico.” (Alfred North Whitehead)

La influencia, importancia y el papel relevante de la matematica en nues-
tra sociedad fue en constante crecimiento en especial por el gran aumento de
sus aplicaciones. Podemos decir que la matematica esta presente en casi todas
las actividades humanas. Su presencia en la vida cotidiana de la mayoria de las
personas es constante. La universalidad de la matematica hace que hoy resulte
indispensable en las ciencias de la naturaleza, ciencias sociales y ciencias eco-
némicas. La comprension del mundo actual con sus avances tecnologicos y la
gran cantidad de informacion hace necesario familiarizarse con ciertas nociones
matematicas. La construccion del conocimiento matematico implica flexibilidad y
movilidad. El trabajo matematico es un proceso de descubrimiento continuo para
alcanzar a comprender la naturaleza de sistemas matematicos concretos. Sa-
bemos que es importante desarrollar una forma de conocimiento a través de la
cual se organice informacion, se resuelvan problemas, se interprete la realidad y
se tomen decisiones. Como docentes debemos ser reflexivos y analiticos en la
seleccion y aplicacion de contenidos y desarrollarlos desde distintos enfoques.

Las nuevas ideas y tendencias en Educacion Matematica estan centradas
en el desarrollo de una disciplina que permita a los alumnos apropiarse del co-
nocimiento matematico fomentando la autonomia de pensamiento, la capacidad
de aprender matematicamente, de razonar, elaborar conclusiones, generalizar,
demostrar, descartar y elaborar conclusiones.

Decidimos generar esta nueva obra como desprendimiento de nuestro
primer trabajo "Matematica Basica" después de compartir muchos afos de ex-
periencia aulica. Si bien la escribimos pensando en nuestros estudiantes, alum-
nos de Ingenieria Agronémica de la Facultad de Ciencias Agrarias de la Univer-
sidad Nacional del Litoral, consideramos que resulta un material también
interesante para docentes y estudiantes de los primeros niveles de las carreras
de grado y para docentes del polimodal. Nuestro objetivo no es hacer de ellos
expertos en matematica sino que buscamos que se sientan cémodos en un
ambiente donde cada vez se hace mas importante lograr trabajar con la mate-
matica de manera dinamica y valerse de sus contenidos y técnicas para resolver
los problemas que se presentan en el area de la especialidad. Pretendemos que
descubran el inmenso potencial de la matematica teniendo en cuenta sus pro-
pios valores y su caracter instrumental.



Presentamos los contenidos basicos de funciones con énfasis en su apli-
cacion en la resolucion de problemas del campo de la administracién, economia,
biologia y ciencias sociales. Los temas desarrollados corresponden a los con-
ceptos basicos de funciones, funciones escalares algebraicas, funciones escala-
res trascendentes, el estudio de sus principales caracteristicas y grafica y su rol
indispensable en la formulacion de modelos matematicos. Para la realizacién de
este trabajo tuvimos en cuenta que el estudiante no aprende matematica si sélo
maneja simbolos y técnicas de resolucién. Teniendo en cuenta la valoracion de
la matematica como disciplina para resolver problemas, se torna absolutamente
necesario que maneje con facilidad el lenguaje matematico. Para los futuros
profesionales es fundamental la resolucion de problemas durante su periodo de
formacién y, en especial, durante su educacién matematica a fin de contribuir en
el desarrollo de sus capacidades.

Comprometidas en ayudar a desarrollar un pensamiento matematico, es-
tamos convencidas de que este libro constituye en aporte para la educacion
matematica de nuestros jovenes. Respeta criterios pedagodgicos y didacticos
tendientes a una forma de aprendizaje amena y accesible con abundantes
ejemplos y busca dar respuestas a la problematica de la motivacién intentando
vencer el desafio de despertar el entusiasmo para estudiar matematica en
alumnos de carreras no matematicas.

CARACTERISTICAS DE LA OBRA
A lo largo de la misma se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos:

e Los nuevos conceptos se presentan por medio de ejemplos que generan la
necesidad de desarrollar nuevas técnicas.

e Un enfoque donde se desarrolla el concepto matematico para después re-
forzarlo con las aplicaciones.

e Un énfasis especial en la comunicacion verbal de los conceptos matemati-
cos mediante la traduccion del lenguaje coloquial al lenguaje matematico y
viceversa.

e Un cuidado especial en las explicaciones de los conceptos mas dificiles
teniendo en cuenta la necesidad de aplicar distintos caminos segun el grado
de dificultad. Se trata de guiar el proceso de pensamiento del alumno hacia
la meta propuesta, trabajar en forma intuitiva una idea para después forma-
lizarla tratando de salvar todos los obstaculos.

e Presentacion de la teoria con rigurosidad y precision. En muchos casos, a
fin de ganar en claridad, se presentan discusiones intuitivas informales.

e Motivacion del alumno a través de valorar la necesidad de saber matematica
para, mediante la resolucién de problemas, enfrentarse a la futura vida pro-
fesional.

e Una gran cantidad y amplia variedad de aplicaciones y problemas para que
los estudiantes asuman la utilizacién de todos los contenidos matematicos
que estan aprendiendo.

e Utilizacion de representaciones graficas convencidas de que quienes se
enfrentan por primera vez a grandes desafios matematicos tienen dificulta-



des y, sin embargo, el uso de los graficos logra un efecto muy importante en
la construccion del conocimiento.

e Uso del lenguaje grafico, numérico y algebraico de manera indistinta.

ORGANIZACION DE LA OBRA

En el desarrollo de los capitulos se incluyen las explicaciones tedricas con
abundantes ejemplos y desarrollo de aplicaciones en el campo de la fisica, in-
genieria, biologia, economia, ciencias sociales, ecologia, quimica, administra-
cion y ciencias naturales. Se presenta una gran cantidad de ejemplos y pro-
blemas resueltos a fin de que el alumno observe distintos detalles que aparecen
en los mismos y que constituyen su quehacer mateméatico. Estan considerados
de manera gradual, segun las dificultades. En primer lugar aparecen ejemplos
rutinarios para adquirir destrezas, principalmente desde el punto de vista de la
operatoria y, en un paso posterior, los de mayor dificultad.

En los mismos se presentan ademas:

e Ejercicios de aplicacion del nuevo concepto desarrollado. Aparecen todas
las respuestas de manera inmediata a fin de fijar los contenidos y poder
avanzar con el desarrollo del tema.

e Ejercicios integradores de un tema. Estan organizados segun los diferen-
tes temas que se presentan en cada capitulo. Se incluyen las respuestas de
todos al final del libro.

e Ejercicios de repaso de cada uno de los capitulos. Se incluyen guias que
rednen nuMerosos ejercicios cuyas respuestas figuran al final del libro.

¢ Problemas de aplicacion. Se incluyen problemas de aplicaciéon de los dife-
rentes contenidos. Los mismos estan organizados por temas y por capitulo.
Las respuestas se enuncian al final del libro.

e Autoevaluaciones y pruebas de opcion multiple para que, segun los
diferentes temas y capitulos el alumno compruebe como avanza en la ad-
quisicion de los conocimientos. Estan integradas por novedosos enunciados
y las respuestas se encuentran al final del libro.

e Guias de estudio referidas a funciones donde se hace hincapié en las re-
presentaciones graficas y en el uso de la computadora como herramienta
fundamental para la elaboracion de conclusiones.

Como reflexion final compartimos un parrafo que el Dr. Santal6 escribié en
1993 en su libro Matematica I. Iniciaciéon a la creatividad que dice "Como los
alumnos de hoy no son los mismos que los de ayer y las necesidades para po-
der actuar eficazmente en el mundo actual tampoco son las mismas, es natural
que la educacion matematica deba estar en continua evolucion y que los educa-
dores deban ir ajustando sin pausa la forma y el fondo de sus ensefianzas, para
mantener a la escuela acorde a la calle de manera que el alumno no encuentre
demasiada discontinuidad entre lo que oye en el aula y lo que encuentre y ve en
sucasay en lacalle.”

LAS AUTORAS
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Funciones

1. FUNCIONES

1.1 Funciones.
1.2 Funciones escalares.

1.3 Graficas de funciones segun distintas transformaciones.

Sera necesario haber olvidado completamente la historia de
la ciencias para no recordar que el deseo de entender la
naturaleza ha tenido sobre el desarrollo de la Matematica la
mas feliz y la mas importante de las influencias ...

Henri Poincaré



Funciones

1.1 Funciones

El concepto de funcién surge con fuerza en el campo de la ciencia y de la
aplicacion de la matematica al estudio y resolucion de problemas concretos en
biologia, administracion, economia y ciencias sociales. Su estudio constituye
uno de los sustentos de la matematica actual. Se relaciona con la necesidad de
considerar situaciones en las que distintas magnitudes variables estan
relacionadas entre si, sabiendo que los valores que toman algunas de ellas
dependen y estan ligados a los valores de las demas.

La nociéon de correspondencia y la necesidad de establecer relaciones y
dependencias, se presenta con frecuencia en nuestro quehacer diario:

e el costo del pasaje varia segun la cantidad de kilbmetros recorridos por
un colectivo;

e manteniendo el area de un tridngulo constante, la medida de la altura
depende de la medida de la base;

e el costo del envio postal varia segun al peso de la carta;

e el costo de un estacionamiento depende del tiempo que esta
estacionado el vehiculo;

e el aumento de peso de un animal depende de la racidon de comida
consumida;

e el numero de personas que contraen una enfermedad depende del
tiempo transcurrido desde que se detecto la epidemia;

¢ la demanda de un producto varia segun el precio al que se venda;

e al area de un cuadrado depende de la medida de la longitud de su lado;

¢ las tarifas de los impuestos en un municipio dependen del nivel de
gastos.

El estudio del movimiento fue un desafio que interesé a los cientificos del siglo
XVII, influidos por los descubrimientos de Kepler y de Galileo en relaciéon con los
cuerpos celestes. Gracias a todas las investigaciones en este campo, los
matematicos obtuvieron un concepto fundamental que fue central en casi todos
los trabajos de los dos siglos siguientes: el de funcién o relacion entre variables.
El concepto de funcién se encuentra a lo largo de “Dos nuevas ciencias”, el libro
en el que Galileo basé la mecanica moderna. El expresé los resultados de sus
investigaciones y obvervaciones en palabras y en el lenguaje de las
proporciones.

En aquellos tiempos la simbologia del algebra se estaba extendiendo y por eso
se comenzaron a utilizar las expresiones algebraicas en lugar de palabras.
Muchas funciones estudiadas en el siglo XVII primero fueron tomadas como
curvas en términos de movimientos.

René Descartes en 1637 introdujo la palabra funcién para indicar cualquier
potencia entera positiva de una variable x. Newton (1642-1727) fue uno de los
matematicos que mas contribuy6 al nacimiento y tratamiento de este concepto.
Utilizo el término fluyente para designar cualquier relacion entre variables.
Leibniz (1646-1716) utilizé la palabra funcion para indicar cantidades que
dependen de una variable (cantidad asociada con una curva asi como las
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Funciones

coordenadas de un punto sobre una curva). Fue él quien enfatizé el lado
geométrico de la matematica. A él se debe ademas la introduccién de los
términos constante, variable y parametro. Leonhard Euler (1707-1783) identificd
cualquier ecuacién o férmula expresada con variables y constantes con la
palabra funcion. A él se debe la idea utilizada en la actualidad de expresar una
funcion como f(x). Dirichlet (1805-1859) ampli6 el alcance del término funcion y
la describio como una regla de correspondencia entre dos conjuntos.

Existe una serie de funciones que, por su sencillez, su relevancia en matematica
y su aplicabilidad en otras ciencias resultan de gran importancia y se hace
necesario observar y analizar sus gréficas, describirlas, relacionarlas con sus
expresiones analiticas, indagar su comportamiento en puntos especiales y sacar
conclusiones respecto a transformaciones. ;Qué representacion se les puede
dar para tener una mejor idea de sus caracteristicas y de su significado? Las
funciones adecuadas son las que relacionan numeros reales.

¢ Para qué estudiamos funciones?

Con frecuencia, las funciones pueden utilizarse para modelizar problemas del
mundo real. Por ejemplo, un fabricante desea conocer la relacion entre la
ganancia de su compaiiia y su nivel de produccion, un bidlogo se interesa por el
cambio de tamafo de cierto cultivo de bacterias con el paso del tiempo y a un
quimico le interesa la relacion entre la velocidad inicial de una reaccién quimica
y la cantidad de sustrato utilizado. En cada uno de los ejemplos, la pregunta es:
¢,como depende una cantidad de otra?

A partir de conjeturas y ciertas suposiciones iniciales, un modelo matematico es
el resultado de la busqueda de regularidades presentes en una situacion no
necesariamente matematica. El modelo es el que le da forma matematica a la
situacion. Esto permite aplicar reglas y procedimientos matematicos y es donde
las funciones adquieren un rol muy importante.

Al desarrollar un modelo matematico como representacion de datos reales se
deben perseguir dos objetivos que parecen tener muy poco que ver entre ellos:
precision y sencillez. Esto significa lograr un modelo lo mas sencillo posible pero
que refleje la realidad de la mejor manera y produzca resultados significativos.

Los procedimientos dentro del modelo matematico proporcionan resultados que
permiten predecir lo que sucedera en esa situacion tomada de la realidad. Si las
predicciones no son precisas 0 si los resultados que se obtengan de la
experimentacion no se ajustan al modelo, éste necesitara ciertas
modificaciones.

15
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Problema del Modelo
mundo real A Interpretar 7 matemético
| resultados Abstraer |
Experimento Derivar T

resultados Modificar

! Vo

Datos Predecir

Cuadro extraido del libro Calculo para ciencias econdmicas—administrativas, Marvin
Bittiger, 72 ed., ed. Pearson Educacion, Colombia, 2002, (pagina 9)

Existe una gran cantidad de funciones que representan relaciones observadas
en la realidad. Muchas de ellas seran analizadas en este libro de manera
algebraica y grafica.

Definicion de funcion

Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamamos dominio y conjunto de
llegada respectivamente. Entendemos por funciéon de A en B a toda regla que
hace corresponder a cada elemento del dominio un uUnico elemento del
conjunto de llegada.

Se puede pensar que una funcidn es un dispositivo de entrada-salida. Se
proporciona un elemento (entrada) a una ley o regla matematica que la
transforma en una imagen (salida). Una funcion es un tipo especial de relaciéon
que expresa como una cantidad (la salida) depende de otra (la entrada).

Elemento ley Imagen
> o -
ENTRADA regla SALIDA
Elemento regla o Elemento
del - del
Dominio ley matematica Conjunto de llegada

Si tenemos en cuenta esto podemos definir:
Dominio: conjunto de todos los valores de entrada.
Conjunto de imagenes: conjunto de todos los valores de salida.

Notacion: En general los signos que denotan funciones son letras minusculas,
como por ejemplo: f, g, h. Para indicar que f es una funcién de A en B
escribimos:

f: A—> B vy selee"fes una funcion de A en B" o bien "f es una funcién con
dominio en A y conjunto de llegada en B".

16



Funciones

Definicion 1: f es una funcion de A en B si y sélo si f es una correspondencia
entre dos conjuntos A (dominio) y B (conjunto de llegada) tal que todo
elemento de A tiene un Unico correspondiente en B.

Decimos que y es la imagen de x por f y escribimos y = f(x)

ley

La variable que representa elementos de

entrada para la funcion se llama variable

independiente. La variable que representa

vanahle variahle elementos de salida recibe el nombre de

independiente  dependiente variable dependiente pues su valor depende
de la variable independiente.

aplique laley
H e fix)

Definicion 2: f es una funcion de A (dominio) en B (conjunto de llegada) si y
so6lo si la ley de correspondencia que relaciona elementos de A con los de B
satisface las siguientes condiciones:

&, B

lay
e existencia: Vxe A, dyeB/y=1()

e unicidad:y=f(x) A z=f(x) =>y=2

Cuando estamos en presencia de una funciéon de A en B todo elemento del
dominio tiene un correspondiente o "imagen" en el conjunto de llegada y
ademas esa imagen es Unica.

Si x esta en el dominio de una funcion f decimos que “f esta definida en x” o que
“f(x) existe”. Por otro lado si x no pertenece al dominio de f decimos que “f no
esta definida en x” o que “f(x) no existe”.

Ejemplo: Analice si los diagramas siguientes definen funciones.

A B A | B A I I B
Observemos que, en cada diagrama, se cumple que todos los elementos del
dominio tienen imagen y esa imagen es unica. Esto nos permite asegurar que

los tres ejemplos representan funciones.
Ejemplo: Analice si los diagramas siguientes definen funciones.
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a) b)
0

Estos diagramas no definen funciones. En el caso a) hay un elemento del
conjunto A que no tiene imagen (no se verifica la condicion de existencia para
la ley de definicion). En el caso b) existe un elemento del conjunto A que tiene
dos imagenes (no se cumple unicidad).

Una funcién queda definida entonces cuando se dan:
e el dominio,
e el conjunto de llegada,
e una ley de correspondencia que satisface las condiciones de
existencia y unicidad.

Todos los valores posibles de la variable independiente constituyen el dominio.
El dominio de una funcién es el conjunto determinado por el intervalo de
variacion de la variable independiente.

Podemos asegurar que una funcion es el conjunto de todos los pares ordenados
(x, y) para todos los valores x del dominio tales que x e y satisfacen la ley y =
f(x) y para los cuales no existen dos pares diferentes que tengan iguales las
primeras componentes. Esto garantiza la condicion de unicidad.

Si pensamos en tratar de definir funciones de reales en reales el dominio es el
conjunto maximo de numeros reales para el cual la expresion o regla que se le
aplica a x produce un valor real. El conjunto determinado por el intervalo de
variacion de la variable dependiente se llama conjunto imagen de la funcion.

¢, Como podemos expresar una funciéon?

Una funciéon puede expresarse de diferentes maneras:

e Coloquial: a través de un enunciado o texto, mediante una descripcién con
palabras.

e Numérica: utilizando una tabla de valores.

e Visual: realizando la representacion grafica.

e Algebraica: por medio de una ley o expresion matematica.

Una funcién se puede representar de las cuatro maneras descriptas y es
importante el pasaje de una forma a otra para interpretarla mejor.

Ejemplo: El area de un circulo depende del valor de su radio y se calcula a
través de la férmula a = = r*. Para cada nimero positivo r encontramos un valor
de a asociado. Decimos que a es funcion de r y se indica a =f(r). Exprese la
funcion segun las cuatro formas descriptas.
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“el area de un circulo es funcién del radio y se obtiene

Coloquial
oloquia - multiplicando ©t por el valor del radio elevado al cuadrado”.
r area
Numeérica 1 P
(el radio, r, puede 25 6.251
tomar cualquier : ’
valor real positivo) 3 on
4,02 16,1604n
area (a) +
a=fin

Visual

R radio {f)
Algebraica a=f(n=mn 2

Ejemplo: Se establece la funcién que a cada numero real le asigna la suma de
su cuadrado con su doble. Determine la ley de la funcién, dominio y conjunto de
llegada. Encuentre la imagen de 2.

Si llamamos x a cada numero real, la ley de la funciéon que a cada numero real

le asigna la suma de su cuadrado con su doble es f(x) = x2 + 2X.
El dominio de esta funcion es el conjunto de los niumeros reales.
Al darle a x cualquier valor real y realizar las operaciones expresadas en la ley
de la funcién se otienen ndmeros reales, por lo tanto el conjunto de llegada es
también el de los numeros reales.
Encontrar la imagen de 2 significa
_ reemplazar x por 2 en la ley de la
entrada /243 0 ley salida funcion. La imagen de 2 es 8.

=2 — Simbolicamente escribimos:

f2)=22+22-8

Ejemplo: Dadaf: R —» R/ f(x) = x2 — 3x, determine f(a+ 1)y f(a2).

Determinar f(a + 1) significa encontrar la imagen de a + 1. Para eso siempre que

aparece la variable x en la expresibn que define la funcibn debemos

reemplazarla por a + 1. Podemos pensar a x como un O y, visualmente
. 2

apareceria: f(O) = O - 30

Ahora, en lugar de cada O escribimos la expresién a + 1 y asi resulta:
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fla+1)=(a+1)2-3@a+1)=a’+2a+1-3a-3-a°-a—2
Resulta f(a + 1)=a2—a—2
De la misma forma calculamos f(a2) = (a2)2 -3 a2) = a4 - 3a2

¢,Como determinar el dominio y el conjunto de imagenes de una
funcion a partir de su ley?

Cuando una funcién esta definida por una ley es necesario utilizar esa ley y
diferentes procedimientos algebraicos para determinar su dominio y conjunto de
imagenes.

Ejemplo: Indique el dominio para que la ley r(x) = 3x — 6 defina una funcion.
Indique el conjunto de imagenes.

La ley que define a la funcion es un polinomio. Su dominio es el conjunto de
numeros reales ya que podemos sustituir x por cualquier niumero real y obtener
un valordey, osea D =R.

La ley establece que cada valor de x se multiplica por 3 y luego se restan
6 unidades al resultado. Como x puede tomar cualquier valor real, al
efectuar esas operaciones a cada valor de x se obtendran como imagen

todos los numeros reales. El conjunto de imagenes es Cl = R.

Ejemplo: Determine dominio y conjunto de imagenes de la funcion i(x) = x2 + 5.

Dado que se puede sustituir x por cualquier numero real y obtener un valor de vy,
el dominio es el conjunto de los niumeros reales, D =R.

Para obtener cada valor de y se eleva cada valor de x al cuadrado y al resultado
se le suman 5 unidades. Si se eleva al cuadrado un numero positivo o negativo
el resultado siempre resulta positivo. Si se eleva al cuadrado el cero, se obtiene
cero. Por lo tanto al elevar al cuadrado cualquier nimero real se obtiene un
numero mayor o igual que cero. Si a este nimero se le suma 5, el resultado es
mayor o igual que 5. El conjunto de imagenes son todos los reales mayores o
iguales que 5,0seaCl={y/y e RAy>5}.

Ejemplo: Halle el dominio y el conjunto de imagenes de la funcién f(x) = %
X —_

Si x =4 entonces no esta definida. Por este motivo, ese valor no

pertenece al dominio de la funcién. El dominio son todos los nimeros reales
exceptox=4,0seaD=R-{4} ={x/xe RAax =4}.

Como el numerador de no puede ser cero, entonces

tampoco

puede ser cero. El conjunto de imagenes son todos los reales excepto el cero.
Cl=R-{0} ={ylye RAay =0}
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Ejemplo: Halle el dominio y conjunto de imagenes de g(x) = ¥v5 - 2x .

La ley que define la funcion g(x) es una raiz de indice par, por lo tanto, su
radicando no puede ser negativo.
Por ello planteamos 5 —-2x >0 y encontramos los valores que puede tomar x.

5-2x >0 = -2x>-5 = x< - :>x£§.

-2 2
D= x/XER/\xsé = —oo,E
2 2

La raiz cuadrada de un numero es no negativa. Para toda x del dominio, se
cumple que +5-2x > 0. El conjunto de imagenes son todos los reales positivos

incluido el cero. Cl= R ={y/y € R,y >0}= [0, «)

EJERCICIOS

1) Determine si cada una de las siguientes leyes define una funcion de R — R.
En caso de no ser funcion, justifique.
a)sq1:x—>-2x+3 b)sz:x—>3—x1

X —
¢) s3: “a cada numero le asigna su cuadrado aumentado en dos unidades”
2) Establezca el dominio y conjunto de imagenes de cada una de las funciones
definidas a continuacion:

a) f(x) = 4x° - 2x° + x + 1 b) g(x) = 5

(x+1)

4

c) h(x) = Vx+2 d) m(x) =

Vx -1
RESPUESTAS
1)a) s es funcion b) s> no es funcion porque x = 1 no tiene imagen.
c) s3 es funcion
2)a)D=R CI=R b)D=R-{-1} cl=R"
c)D={x/xe RAx =-2}=[-2, ©) CI:RS
d)D={x/xe Rax >1}=(1, «) Cl=R"
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Representacion grafica de funciones

Las ideas, conceptos y métodos en matematica presentan una gran riqueza de
contenidos visuales, representables geométricamente que resultan de gran
utilidad.

Las funciones cuyos dominios y conjuntos de llegada son subconjuntos de
numeros reales, pueden representarse mediante una curva en un sistema de
coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio.

Al trabajar en el plano xy, el dominio se considera sobre el eje de las abscisas
(horizontal, eje x) y el conjunto de llegada, sobre el eje de las ordenadas
(vertical, eje y).

La grafica de la funcidn es la grafica de la curva y = f(x) en el plano cartesiano,
es el conjunto de todos los puntos (x, y) para todo x del dominio de la funcién y
tal que y = f(x). Cada punto de la curva es tal que su primera coordenada x es
un elemento del dominio y su segunda coordenada es la imagen
correspondiente de esa x bajo la funcion f.

Cada punto que pertenece a la grafica de una funcion tiene la forma (x, f(x))
para todo valor de x en el dominio de f. Como f asigna un solo valor f(x) a cada
valor de x en el dominio, podemos asegurar que en la grafica de f sélo debe
haber una imagen y = f(x) que corresponda a cada uno de esos valores de x.
Esta es la condicién de unicidad que se establece en la definicién de funcion.

La gréfica de una funcion nos permite una visualizacion rapida de su
comportamiento.
'-|I|'.n.
1.

Como la ordenada de cualquier
punto (x, y) de la gréafica es y = f(x)
podemos obtener el valor de f(x) a o
partir de la grafica.

rFs

Fl
¥

La grafica también nos permite tener
informacién acerca del dominio y
conjunto de imagenes sobre el eje x
(eje de abscisas) y el eje y (eje de
ordenadas) respectivamente.

daminia

Fe

conjunto delimagenes
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Los valores del dominio que tienen como imagen el cero se llaman ceros de la
funcién y graficamente son los puntos de interseccion de la curva con el eje de
abscisas.

Ejemplos: Represente graficamente cada una de las funciones definidas.

a)A={-2-1,0,1,2} f:A—>R talquey=f(x)=x>
X y ¥
-2 4 PR 3 B .
-1 1 : 3
0 0 2
1 1 el
2 4 +— : : '
2 EII 1 2 X
b)f:R—>R
X—>-x+1
) e
/1
o2l
c)f:Z2->27 :
X—>—X+1 't
) 3 4 0 12 3w
L SEETEEPEPPEPEPE L

Observamos que en a) y ¢) la grafica es un conjunto de puntos aislados pues el
dominio en cada caso es un conjunto de nimeros enteros.

En b) el trazo es continuo dado que el dominio es el conjunto de los nimeros
reales.

Ejemplo: Grafique la funcién f(x) = 2x considerando:
a)f:Ng > Np b) f:Z2>2Z ¢c)f:R—>R
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En a) y b) la grafica consiste en puntos aislados, o sea, en pares ordenados de

numeros naturales incluido el cero
numeros enteros en el caso b).

a)
vt
S SO :
i v
e '
4 - 1 25 3 ;
filg —= Ny

en el caso a) y en pares ordenados de

b)
vt
B g -mmmm e ’
T v
e
=T T2 3y
I —
f.7—7Z
U -4

En c) los puntos de la recta se unen, el trazo es continuo dado que el dominio
son todos los valores de x reales o sea todos los puntos ubicados sobre la recta

real.
e
Bif oo e ‘
gy v
2w
% 4 A 1 2 3 x
-------- L2
f:R—R
................ _4

¢ Como saber si una grafica corresponde

a la “grafica de una funcion”?

Ejemplo: Dadas las siguientes graficas analice cudles de ellas representan una
funcién segun el conjunto de partida indicado. Justifique.
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a) b)

2 2 3 x 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 45 3%

- N

_2 -2

-3

-4

,-"'d_r
1 .

g:R—>R m:R—->R

c) d)

..
) Lo =
N
-
+~
— ka3
-

-3 -2 -1 1 1 2 3 4 X -1 1 1 2 3 b
-2 2
-3 _
—4 _4]
f:R>R h: R§—>R

a) No es funcion pues los valores de x comprendidos entre —1 y 2 tienen varias
imagenes. No cumple con la condicion de unicidad.

b) No es funcién ya que los valores de x mayores a 4 no tienen imagen. No
cumple la condicion de existencia.

¢) Es funcién. Cumple las condiciones de existencia y unicidad.

d) No es funcién pues los valores de x pertenecientes al intervalo [0, 4] tienen
dos imagenes. No cumple la condicién de unicidad.

Forma practica para determinar si una grafica corresponde a la
“grafica de una funcién”

La grafica de una funcidon no puede presentar dos o mas puntos con la misma
abscisa “x”. Esto significa que, si para cada valor del dominio trazamos una
recta vertical, ésta debe cortar a la grafica en un solo punto.

Esta forma de analizar si una curva es la grafica de una funcién se conoce como
“la prueba de la recta vertical” y se puede enunciar “para que una grafica sea la
grafica de una funcién toda recta vertical, debe intersecar a la gréfica en un solo
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punto”, o bien, “una curva en el plano es la grafica de una funcion si y solo si
ninguna recta vertical la corta en mas de un punto”.

Graficamente observamos:

'-|I|'JL

/.;-'-‘_
b=ﬁ:a:|:5 (a, b

Si cada recta vertical x = a interseca a
la grafica una sola vez existe una sola
imagen para x = a definida por f(a) = b.
En este caso la gréafica corresponde a
una funcion.

I_IIII rS
=100

c=fia) {--

h="fia) ] (k)

4 X

Si una recta x = a corta a la grafica en
dos oportunidades (a, b) y (a, ¢) no
representa una funcién porque x = a
tendria dos imagenes b =f(a) y c = f(a)
distintas y no cumple con la condicién
de “unicidad”.

¢ Como determinar el dominio y el conjunto

de imagenes de una funcion a partir de su grafica?

El dominio de una funcion definida graficamente lo forman todos los valores del
eje horizontal para los que la recta vertical que pasa por ellos interseca a la

grafica en un solo punto.

El conjunto de imagenes esta constituido por los valores del eje vertical para los
que una recta horizontal que pasa por ellos interseca a la grafica.

Ejemplo: Dada la funciéon definida graficamente indique su dominio y su conjunto

de imagenes.

El dominio son los valores de x
comprendidos entre -2 (sin incluir) y 4
inclusive. El conjunto de imagenes son
todos los valores de y mayores que —3
y menores o iguales que 3.

De otra manera podemos escribir:
D={x/x e RA-2<x<4}=(-2,4]
Cl={yly e RA-3<y<3}=(-3, 3]
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Nota: Si el dominio de una funcién no esta dado consideramos como dominio al
maximo conjunto de nimeros reales para los cuales f(x) también es un nimero
real.

Funciones definidas por tramos

Todas las funciones que analizamos estan definidas a través de una sola ley.
Muchas veces, la regla que define una funcién esta dada por mas de una
expresion matematica. Cuando las funciones estan definidas por mas de una
ley, es decir, por distintas expresiones en distintas partes de su dominio,
decimos que es una funcion definida por tramos.

Problema

Una empresa textil ha considerado que si su producciéon no supera los
cien metros semanales su costo es (300 + 6x), donde x es la cantidad de
metros producidos. Si x es mayor que cien metros deben comprar mas
maquinas Yy refaccionar el lugar, el costo aumentara y estara dado por
(600 + 5x).

a) Escriba la funcion costo teniendo en cuenta que puede producir como
maximo quinientos metros.

b) ;Cual es el costo de fabricar cincuenta metros?, ;y doscientos
ochenta metros?

a) Sea x la cantidad de metros producidos por semana. Para toda x < 100 el
valor de la funcién f(x) es 300 + 6x. Para valores de x mayores que 100 la
funcion toma el valor 600 + 5x. Se debe tener en cuenta que la produccién no
puede superar los quinientos metros. Si 100 < x < 500 se define f(x) = 600 + 5x.

Definimos la funcion:
300 + 6x si x<100

c: [0, 500] > R/ ¢c(x) = { .
600 +5x si  100<x <500

b) Para hallar el costo de fabricacion de cincuenta metros debemos calcular

¢(50). Como 50 < 100 debemos considerar el primer tramo de la definicién de la

funcion, c(x) =300 + 6x.

Resulta ¢(50) =300 + 6 . 50 = 600

El costo de fabricar cincuenta metros asciende a $ 600.

De la misma manera para conocer el costo de produccién de doscientos
ochenta metros debemos hallar ¢(280). Como 280 > 100 consideramos el
segundo tramo de la definicién de la funcién, c(x) = 600 + 5x.

Resolvemos ¢(280) =600 + 5 . 280 = 2000

Fabricar doscientos ochenta metros cuestan $ 2000.
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¢ Como representamos graficamente una funciéon por tramos?

Represente graficamente f: R - R/ x — {

Para trazar la grafica hallamos las
imagenes correspondientes a algunos
valores del dominio teniendo en
cuenta que se calculan de diferente
manera segun elijamos valores de x
mayores o menores que 3.

La grafica resulta diferente a la
izquierda y a la derecha de x = 3.

Para x < 3 consideramos f(x) = 2x —1.
f1)=2.1-1=1

f2)=2.2-1=3

f(3)=2.3-1=5

Para x > 3 corresponde f(x) =4. La
imagen de todo numero real mayor
que 3 es 4.

2x—-1 si x<3
4 si x>3

-

-

El punto relleno (3, 5) indica que esta
incluido en la grafica. El punto abierto
(3, 4) indica que no pertenece a la
grafica.

Ejemplo: Dada la funcion por tramos definida graficamente indique su dominio y

su conjunto de imagenes. Calcule f(3).

Se trata de una funcion de dos tramos. El
dominio
pertenecen al intervalo cerrado [-1, 5].
El conjunto de imagenes es el intervalo
semiabierto a derecha [-2, 4).
Teniendo en cuenta la notacidon conjuntista:
» D={xxe RA-1<x<5}
¥ Cl=
Como el punto (3,2) es relleno, la imagen
de 3es 2,0seaf(3)=2.

son los valores de x que

{yly e RA-2<x<4}

EJERCICIOS

1) Represente graficamente las funciones dadas en cada caso y determine su

conjunto imagen.
a)A={x/x e ZA-3<x<3}
f1:A>R/x—>2x+4
fop:A>R/y=3
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b)g:R—>R/g(X) =x +1

-1 si x< -3
c)h:R—>R/h(x)=9x-2 si -3<x<1
x2 Si x>1

2) Dadas las siguientes graficas, diga si representan o no una funcién. En caso
de no serlo, explique por qué. Si resulta funcién, determine los ceros.

+
a) f:R->R b)m:R—>R

RESPUESTAS
1)a) fq fo
Yy
G- ¥
e
48 o e
. o -3-2-1‘|'n12 %
A L
Cl={ylye ZA-2<y<8} Cl={3}
b) c)
W4 v

-
Fs

Liny

Cl=R Cl={ylyeR,-5<y<-1vy>1}
2)a) Si es funcién; x = -2, x = 2 son los ceros de la funcion.
b) No es funcion, porque no cumple la condicion de existencia.
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Clasificacion de funciones

e Funcion inyectiva

La funcion f : A — B es inyectiva, univoca o uno a uno si elementos distintos
del dominio tienen distintas imagenes.

Definicion. La funcion f : A — B es inyectiva, univoca o uno a uno si x1 # xa
entonces f(x4) = f(xo) para todos los valores de x4 y x2 del conjunto A.
Una forma equivalente de escribir la condicion es f(x1) = f(x2) = X1 =x2 V X1 €

A,V xo € A
Observacion. La funcion f es inyectiva o uno a uno si no hay dos elementos del
dominio que tengan la misma imagen.

A r B f: A>B
Es funcion inyectiva ya que elementos
distintos de A tienen imagenes
distintas en B.

& g B

g:A—>B

La funcion no es inyectiva porque
elementos distintos de A tienen la
misma imagen.

Forma practica para determinar si una grafica corresponde a la grafica de
una funcién inyectiva

Existe un criterio geométrico sencillo para analizar si una gréfica representa una
funcién inyectiva conocido como “criterio de la recta horizontal”. Una funcion es
inyectiva si y so6lo si ninguna recta horizontal corta a la grafica en mas de un
punto. Dicho de otra manera, si alguna recta horizontal corta a la grafica de una
funcién mas de una vez entonces no es inyectiva.

l!lll e
¥4 ¥ = 1)

=10 %) =1 ¥3)

w0/ N

3
*

- it
E W = i)

-

r'
o
re
(o] M ———.—
—_

Las rectas horizontales trazadas | | 5 recta y = k corta a la grafica en dos puntos

por todos los valores de y = f(x) %1 k o K E I
, , k) . Esto significa que f(x1) =k
cortan a la grafica en un solo i k) y  (x2, k) g a (x1)

punto. Aplicamos el criterio de la | Y f(x2)=k y por lo tanto dos elementos
recta horizontal. La funcion es | distintos del dominio tienen la misma imagen.
inyectiva. La funcién no es inyectiva.
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Ejemplo: Analice si la funcion f(x) = —2x + 3 es inyectiva.

La funcién es inyectiva si dados dos elementos distintos del dominio se obtienen

dos imagenes distintas. Para analizar si la funcién cu
consideramos dos elementos xq # xo del dominio. Si

aplicamos la regla de la funcion resulta —2xq + 3 = —2xo
La funcién es inyectiva o uno a uno.

mple con esa condicion
a cada uno de ellos le
+3 = f(xq) = f(x2).

l!l'l.i

5

Y

4

Graficamente comprobamos que se 2
cumple el “criterio de la recta 1

horizontal”.

T2 o

-1

-2

-3

fil=-2+ 3

En la grafica observamos que existen
rectas horizontales que cortan a la

grafica de la funcion mas de una vez.

Si elegimos, por ejemplo, dos valores
X1 =1y Xxo =-1 sus imagenes son +

iguales f(1) = f(-1)=-3. O bien x3 =3

Yy X4 =-3 sus imagenes son iguales
f(3) =f(-3) = 5.

Elementos distintos del dominio tienen la misma imagen. La funcion no es

inyectiva.
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|!II|JI.
=
Observacion. si en el ejemplo
analizado restringimos el dominio vy
) . consideramos la funcién g : Rg —> R/
— - . ——
3 | / 3 8 g(x):x2—4, ésta es inyectiva.
| ;
A =wT -4
3// b=x

e Funcion sobreyectiva

Definicion: Si todo elemento del conjunto de llegada de una funcién es imagen
de algun elemento del dominio, la funcidon se llama sobreyectiva, suryectiva o
sobre.

g:A—>B

Es funcién es sobreyectiva pues todo
elemento de B es imagen de algun
elemento de A.

A r B f: A>B
La funcién no es sobre pues existe un
elemento de B que no es imagen de

ninguno de A.

Ejemplo: Analice si la funcion f(x) = —2x + 3 es sobreyectiva.

Dada la funcién f(x) = -2x + 3 siempre existe un elemento del conjunto de
llegada (reales) que es imagen de algun elemento del dominio, por eso la
funcioén es sobreyectiva.

Ejemplo: Analice si la funcién f(x) = x2 — 4 es sobreyectiva.

El conjunto de imagenes son todos los numeros reales mayores o iguales que
—4, es decir [- 4, ©). Teniendo en cuenta esto resulta que, si la funcién esta

definidaf: R > R/f(x) = x°—4 no es sobreyectiva mientras que, si esta definida
f: R —> [-4, ) la funcién es sobreyectiva.
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e Funcion biyectiva
Definicion: Cuando una funcién es inyectiva y sobreyectiva se llama biyectiva o
biunivoca.
A, h B
h:A—>B
Es funcion inyectiva y sobreyectiva v,
por lo tanto, es biyectiva.

Ejemplo: Teniendo en cuenta lo analizado, surge que la funcion f : R > R
definida por f(x) = —-2x + 3 es biyectiva porque es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplo: Sabiendo que la funcién f: R - R/ f(x) = x> —4 no es biyectiva,
determine qué conjunto se puede considerar como dominio y conjunto de
imagenes para que resulte biyectiva.

Ya concluimos que, para que sea inyectiva, podemos considerar como un
dominio posible al conjunto Rg. Para que sea sobreyectiva, con ese dominio, el

conjunto de llegada debe ser el intervalo [- 4, «). Si definimos f : Rg - [-4, x)
/f(x) = x2 — 4 resulta biyectiva.

De la misma manera podriamos considerar como dominio el conjunto R para

que la funcion sea inyectiva y, también en ese caso el conjunto de llegada, que
debe coincidir con el conjunto de imagenes para que resulte sobreyectiva deber

ser el intervalo [-4, «). Si consideramos g: Rg — [-4, o) /g(x) = x2 -4
resulta biyectiva.

y 1

54

4

2

2

Wi=x"-4

. ()

14

-

Observacion: muchas veces se pueden redefinir el dominio para que la misma
resulte inyectiva y el conjunto de llegada para obtener una funcion sobreyectiva.
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Ejemplo: Dada la funcion f : R —» R YE“
definida graficamente, analice si es 5
biyectiva. y="100

-
L

R AN R ! R R T T T

Para analizar si la funcion es biyectiva debemos ver si es inyectiva y
sobreyectiva.

Valores distintos del dominio tienen la
misma imagen.

2
1 sy 3%-3 pero f(3)=f(-3)=0
. , 121 pero f(1)=f(-1)=-2

-4 -3 14| 1 2.3 4 % Graficamente observamos que rectas

3 horizontales cortan a la grafica en dos
puntos.
= La funcién no es inyectiva

Tampoco es sobreyectiva pues hay valores del conjunto de llegada que no son
imagenes de ningun valor del dominio. Dichos valores son todos los
pertenecientes al intervalo (—w, —3).

El conjunto de imagen esta incluido en el conjunto de llegada. Cl =[-3, ) c R.

x> -1 si x<2
Ejemplo: Grafique y clasifique la funcion f: R > R/ 1 si 2<x<4
-x+3 si x>4

Realizamos una tabla de valores para cada tramo, teniendo en cuenta distintos
elementos de cada uno de los tramos:

Primer Tramo Segundo Tramo Tercer Tramo
X y=x2—1 X y=1 X y=-x+3
-2 3 2 1 4 —1
-1 0 2,5 1 5 -2
0 -1 3 1 6 -3
1 0 3,5 1 7 -4
2 3 4 8 -5
no se incluye no se incluye
en este tramo en este tramo
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Para clasificar la funcién debemos
tener en cuenta todos los tramos.
Para que sea inyectiva ylo
sobreyectiva debe serlo en todos.

En el primer tramo no es inyectiva
ya que valores distintos de x
(excepto el 0) tienen imagenes

+ iguales.

Lo mismo pasa en el segundo
tramo donde todos los valores de x
tienen como imagen el 1.

Si  bien para el tercer tramo la
inyectividad se cumple dado que si
los valores de x son diferentes los

valores que surgen al realizar (—x + 3) seran distintos, al no cumplirse en los dos
primeros podemos asegurar que la funciéon no cumple la inyectividad. Pero si es
sobreyectiva porque para todo valor de y encontramos un elemento en el

dominio tal que (x, y) pertenece a la funcion.

Dado que es sobreyectiva pero no inyectiva en todo su recorrido concluimos

que no es biyectiva.

EJERCICIOS

1) Dadas las funciones definidas graficamente, analice si son biyectivas.
a)h:R—>R b) g: R — (-, 4]
¥

y=hi3)

re

2) Analice si las funciones dadas son biyectivas.

a)f:R > [3,0)/f(x)=x> +3
b)g:R—> R/g(x)=x+5

RESPUESTAS

1)a) Es inyectiva pues valores distintos del dominio tienen distinta imagen, pero
no es sobreyectiva pues todos los numeros reales pertenecientes al intervalo
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[0,1) no son imagen de ningun valor del dominio. El conjunto de imagenes esta
incluido en el conjunto de llegada. Cl = (-, 0) U [1, ) < R.

b) No es inyectiva porque valores distintos del dominio tienen la misma imagen
(por ejemplo g(0) = g(2) = 1). La funcion es sobreyectiva porque todos los
elementos del intervalo (-, 4] son imagen de algin elemento del dominio. La
funcién g no es biyectiva.

2)a) No es inyectiva porque valores distintos del dominio tienen la misma imagen
(por ejemplo f(1) = f(—1) = 4). La funcién es sobreyectiva porque para todo
namero real se verifica que su cuadrado es mayor o igual que cero y si se le
suman tres unidades resulta X2 + 3 > 3. El conjunto de imagenes es el intervalo
[3, «) que coincide con el conjunto de llegada.

b) Dado que valores de x distintos del dominio tienen imégenes distintas, la
funcién es inyectiva. Como todo numero real es imagen de algin elemento del
dominio, la funcién es sobreyectiva. La funcion es biyectiva.

Funcion inversa
Una funcién f esta dada por una ley que se aplica a la variable x para obtener su
Unica imagen y = f(x). Podemos pensar que la funcién inversa de f, que se indica

f B deshace lo que f hace. Es decir, si tomamos la variable independiente x y le
aplicamos la funcion f obtenemos f(x) y si a

. . -1
f(x) le aplicamos la inversa f 'logramos la
variable x de la cual partimos.

Ejemplo: Compruebe que f(x) =3x y f_1 (x) =%x son inversas entre si.

En un diagrama se observa que si f(x) = 3x, su inversa es f_1 (x) =%x .

aplique f aplique f

X —— =3 — 0] =f " (3x)=%(3x)=x

. . oo 1 :
De la misma manera podemos decir que, dada la funcion f (x) :EX su inversa

es f(x) = 3x. En el diagrama se observa esta situacion:
aplique f ! aplique f

-1

x — (x):%x. ! !

(9] =1 (3%) =3

La inversa de una funcion ;es también una funciéon?
Consideremos las inversas de las funciones f definidas a la izquierda vy
analicemos si resultan o no funciones.
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f es funcidén

=
1

f es funcion inyectiva pero no es sobre.

A, i B

&
&

f es funcién sobreyectiva pero no es
inyectiva.
A f B

o
i<

f es funcién inyectiva y sobreyectiva vy,
por lo tanto, es biyectiva.

-1 .
¢f esfuncidn?

m
—y
sy

No es una funcién pues no cumple con
la condicién de existencia, un elemento
de B carece de imagen en A.

B -1

A,

=

No es una funcion pues no cumple con
la condicidon de unicidad, un elemento
de B tiene dos imagenes en A.

B -1 A

Es funcibn porque cumple las
condiciones de existencia y unicidad.

Observamos que la Unica inversa que resulta funcion es la que proviene de una

funcién biyectiva.

La funcion f: A — B admite inversa < f es biyectiva.

Conjurta de
imagenes de f

Darminio de f

Conjurto de imagenes de f_1 = Dominio de f

- -1 .
Dominio de f = Conjunto de imagenes de f

Definicion. Dada una funcién f: A — B biyectiva, su inversa f B — A es una

funcién biyectiva tal que f_1[f(x)] = X para toda x que pertenece al dominio de fy

f[f _1(x)] = x para todo elemento del dominio de f -
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Es importante reconocer dos aspectos con respecto a una funcion y su inversa.
.. . . L -1
El dominio de f coincide con el conjunto de imagenes de f .

El conjunto de imagenes de f coincide con el dominio de f _1.

Resulta util tener presente el siguiente esquema:

aplique f aplique f -
x  — fx) — £ ] = x

Podemos decir que “f - invierte la correspondencia dada por f".

aplique 7 aplique f
x — Tl —— i lwlox

Decimos que “f invierte la correspondencia dada por f_1”.

La grafica de una funcion y su inversa
Sea (a, b) un punto de la grafica de la funcién biyectiva y = f(x). Esto significa
que b = f(a). Se sabe ademas que (b, a) es un punto de la grafica de la funcién

inversaf . Esto significa que a = f _1(b).

En la grafica se observa que el segmento que une los puntos (a, b) y (b, a) es
perpendicular a la recta y = x y la recta divide al segmento en dos partes iguales
por la tanto es su bisectriz.

Esto ocurre para todos los puntos (x, f(x)) y (x, f_1(x)) de la funcion y su inversa.

y=Tx

-
3
L

w4

(a, b y=x (hyfap s, .

s
.

Fe

¢ Como se obtiene la inversa de una funcion?

Graficamente la inversa de una funcién se obtiene construyendo su grafica
simétrica respecto a la bisectriz del primer y tercer cuadrante, es decir, respecto
a la recta y = x. Esto significa que a cada punto (x, y) de f le corresponde el

punto que resulta de cambiar sus coordenadas (y, x) en f 71. Por este motivo,
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para obtener la expresion analitica de la funcién inversa fﬁ1 efectuamos ese
cambio en f y luego despejamos la variable y. Podemos resumir el trabajo de la
siguiente manera:

e Se intercambian las variables x e y entre si.

e Se despeja la variable y.

Ejemplo: Determine si la funcién g(x) = 2x — 3 definida en el conjunto de los
numeros reales admite inversa. En caso afirmativo, defina la funcién inversa.

Tanto el dominio de g(x) = 2x -3, VT

como el conjunto de imagenes son los ]

numeros reales. G0 = -3
Si consideramos dos valores distintos

del dominio, sus imagenes también . .
son distintas, o sea, es inyectiva. s
Ademas para todo valor y del eje de ]

ordenadas existe el valor x del eje de -3

abscisas.

Esto asegura que es sobreyectiva. En
consecuencia es biyectiva, por lo tanto
admite funcion inversa.

Para calcular la inversa seguimos los dos pasos descriptos:
e Intercambiamos los nombres de las variables, donde dice y colocamos x y
donde dice x escribimosy: y=2x-3 = x=2y-3

e Despejamos lavariabley: x+3=2y = y= X ; 3
'-|I|' F N
]
4 La funcion inversa esta definida

or
3 i 1 1 x+3
) g :R>R/g (x)=
69 = “;3 : 2

! Observemos como g - invierte

e 3 _'1 17 5 3 1 }{ el efecto de g. La funcion g es
-1 la ley "dada x multiplique por
-3 dos y reste tres unidades"

Y= ¥ g =2%-3 . -1 "

-3 mientras que g es "dada x
4 sume tres unidades y divida por
5 dos".

e e . -1 o
Las gréficas de la funcién g y la de su inversa g  resultan simétricas respecto a
la bisectriz del primer y tercer cuadrante, es decir, alarectay = x.
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x-3

2

a) Complete la definicion para que resulte una funcién que admita inversa.
b) Defina la funcion inversa.

Ejemplo: Sea la ley f(x) =

a) Para determinar el dominio buscamos el mayor conjunto de nimeros reales
para los cuales podemos encontrar su imagen. En este caso el radicando debe
ser positivo 0 nulo. Debemos considerar el conjunto de los numeros reales
mayores o iguales que 3, es decir todos los valores de x que pertenecen al
intervalo [3, +x). Dado que la imagen de cada x del dominio es el resultado
positivo de la raiz, el conjunto de imagenes es el de los numero reales positivos

con el cero (Ry). Si definimos f : [3, ) - R{/ f(x) = W/XEB la funcion es

biyectiva y admite inversa.

b) Para calcular analiticamente la inversa seguimos los pasos enunciados:
e Se intercambian las variables x e y entre si:

siy= X;3 resulta x = y_;3

e Se despeja la variable y:

Six:w/y—;3 = xzzy—;3 —  2%°-—y-3 = y=-2¢+3

La funcién inversa se define f - RE > [3,00)/f '(x) =2 +3.

Elf e
_1 2
o= 2n+3
Graficamente la inversa
resulta simétrica respecto
a la bisectriz del primer y
tercer cuadrante.
3
7 : b

La funcion inversa f - invierte el efecto de f. Mientras que la funcion f esta
definida por la ley "dada x reste tres unidades, divida por dos y halle la raiz

cuadrada positiva", la inversa f_1 se define por la ley "dada x eleve al cuadrado,
multiplique por dos y sume tres unidades".
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EJERCICIO

Determine si las siguientes funciones f : R — R admiten inversa vy justifique. En
caso afirmativo defina la funcién inversa.

f1:x—>x2—2 foix—>—-4x+1
f3:x—>4 f4:x—>i
3
RESPUESTA

f1 no es biyectiva (no es inyectiva ni sobreyectiva) y, por lo tanto, no admite
inversa.
1 1

fo es biyectiva y admite inversa. fo _1: y= _ZX +Z

f3 no es biyectiva (ni inyectiva ni sobre) y, por lo tanto, no admite inversa.

f4 es biyectiva y admite inversa. f4 - D y=-3x

Composicion de funciones

En numerosas situaciones una cantidad es funcién de una variable y esta a su
vez resulta ser funcion de otra variable. Al utilizar las funciones de manera
adecuada la cantidad original se puede expresar como funcion de la segunda
variable. Este proceso recibe el nombre de composicion de funciones porque la
nueva funcién “se compone” de las funciones dadas.

Analicemos las siguientes situaciones:

e un metal se dilata o se contrae al cambiar la temperatura y la temperatura
se modifica a medida que transcurre el tiempo. Podemos pensar entonces
que la longitud de una barra metalica varia con el transcurso del tiempo.
Dado que la longitud es funcion de la temperatura y la temperatura es
funcion del tiempo decimos que la longitud es funcién del tiempo.

e los ingresos totales (i) que consigue un establecimiento maderero depende
de la cantidad de unidades que se venden (q) y el numero de unidades
vendidas depende del nimero de empleados (n). En términos de funcién
podemos pensar que, si el ingreso depende de la cantidad de unidades y la
cantidad de unidades del nimero de empleados, decimos directamente que
el ingreso es funcion del numero de empleados.

Simbolicamente, este ultimo ejemplo resulta:

n: numero de empleados

g(n): cantidad de unidades que se venden

i(q): ingresos totales segun la cantidad de unidades vendidas
En un diagrama de entrada — salida resulta:
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aplique g aplique i

N ———— gin) ———— i[an)]

L T
aplique h

La funcién h(n) = i[q(n)] se puede plantear como:
e primero aplique la funcién q,
e luego aplique la funcién i.

Decimos que la funcion h resulta de componer las funciones q con i, o bien que
h se obtiene de la composicién de q e i 0 que h es g compuesta con i.

Debemos tener en cuenta que, bajo ciertas condiciones, es posible definir, a
partir de dos funciones f y g, una nueva funcion llamada compuesta de ellas.

En general dadas dos funciones f y g elegimos un valor x en el dominio de fy
determinamos su imagen. Si esta imagen pertenece al dominio de g estamos en
condiciones de calcular a través de g, la imagen de f(x) es decir, podemos
calcular g[f(x)]. La nueva imagen h(x) = g[f(x)] se obtiene de la composicion de f
y gy se simbolizagof.

En un diagrama de entrada — salida:

aplique aplinue o
r T v Offi)]

aplique h

Definicion: Dadas dos funciones g y f, la funcién compuesta g o f esta definida
por (g o f)(x) = g[f(x)].

El dominio de g o f es el conjunto de todas las x en el dominio de f tales que f(x)
esté en el dominio de g.

Podemos decir que (g o f)(x) esta definida siempre que f(x) y g[f(x)] estén
definidas.

El esquema muestra las relaciones entre f, gy gof.

Darminio de f Dominia de g Conjunto de llegada de g
a

chf
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Para x en el dominio de f, se determina y = f(x) (esta imagen debe estar en el
dominio de g) y luego se calcula g(y) = g[f(x)].

Tener en cuenta que para la funcidbn compuesta g o f se calcula primero f(x) y
luego g[f(x)].

Una funcién compuesta es una funcion de funcién, es decir, se aplica una
funcion a valores que resultan de otra funcion.

Nota: es importante tener en cuenta que la composicion de funciones no es
conmutativa y que (g o f)(x) no es igual a (f o g)(x). En muchos casos tampoco
es posible hallar, dadas f y g, las dos composiciones dado que no se cumplen
las condiciones exigidas para la composicion.

Ejemplo: Dadas las funciones f : R > R/ f(x) = x2 +1y g:R—>R/g(x)=2x+4
a) Encuentre (f o g)(x) y determine su dominio.

b) Halle (g o f)(x) y establezca su dominio.

¢) Calcule f[g(3)] por dos caminos distintos, es decir, utilizando las funciones por
separado y a través de la funcién compuesta.

a) Podemos pensar en el siguiente diagrama:

aplique g aplique f
X — | 2x+4 X — o+ 1
aplique g aplique f
x —— ——— | 2x+4 b b (2x+4)° +1

(fog)(x) = flg(x)] = f(2x+4) = (2x+4)2 +1= 4x2 +16x + 16 + 1
definicion definicion definicion
de fog deg def

fog:R—> R/(fog)(x):4x2+ 16x + 17

b) En el diagrama de entrada-salida resulta:

aplique f aplique g
— | 41 X —_— 2x+4
aplique f aplique g |
— S »| y 20l 1) +4
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@ofNX) = gifX)] = gix® +1) = 206+ 1) +4=2x" +2+4=2x" + 6
gof:R—>R/(gof)(x):2x2+6

c¢) Para calcular f[g(3)] teniendo en cuenta las funciones por separado
consideramos g(3) =2.3 + 4 =10y luego f(10) = 102 +1=101.

Si lo hacemos mediante la funcidén compuesta debemos tener en cuenta que:
(fog)(x) = 4x2 +16x + 17
Entonces: f[g(3)] = (fo g)(3) = 4.32 +16.3+17=36+48+17 =101

g f

U
fog

Nota: Como hemos visto en este ejemplo f[g(x)] = g[f(x)]. Por lo tantofog=go
f, es decir, la composicién de funciones no es conmutativa.

Nota: Se pueden componer mas de dos funciones siempre que las imagenes de
una se encuentren en el dominio de la otra.

fuguhur

Funcion inversa y funciéon compuesta
Dada una funcién f(x) que es biyectiva podemos, segun vimos, hallar su inversa

f_1 teniendo en cuenta que el dominio de f es el conjunto de imagenes de f - y
el conjunto de imagenes de f es el dominio de f - Sabemos que f _1[f(x)] =X
para toda x que pertenece al dominio de fy f[f _1(x)] = x para todo elemento del
dominio de f .

Sabemos que la expresion f_1[f (x)] significa "aplique f - a lo que obtuvo de
aplicar f " y, segun lo visto en funcién compuesta, podemos decir que es la

L, L. L. -1
composicién de la funcion f con la funcién f .
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La expresion f[f _1(x)] significa "aplique f a lo que obtuvo de aplicar f ~hn es decir

T L
el resultado de componer la funcién f  con la funcién f.

1

(Fof ) (x) =ff "(x)] =x

(ot (x) =[] =x

f'1

Ejemplo: Dada la funciéon f: R — R/ f(x) = 2x + 1, halle su inversa y verifique
que al componerla con la original resulta el mismo valor x, es decir:

fFof Y=xy ¢ Tof(x)=x

La funcidn f(x) admite inversa porque es biyectiva.
Para hallarla consideramos y = 2x + 1.
Intercambiamos las variables y despejamos y, resultando la expresion y = XT_1

Luego f:R > R/f(x)=2x+1 vy f_1:R—>R/f_1(x):X_

2
Verificamos: (fof _1) (x)=f[f - (x)] = f(%} = 2.XT_1+1 =X

¢ o= Fr=f " @x+1)= % —x
EJERCICIOS

1) Dada la funcién f(x) = vx+4 con dominio en el conjunto [-4, «) y la funcién
a(x) = x2, encuentre la ley correspondiente a (g o f)(x).
2) Dada la funcion definida por f: R >R / f(x) = ¥x —1. Halle su inversa y

verifique que (f o £ )(X) = x.
3) Dadas las funciones f: R > R/f(x)=2x+a y g:R — R/g(x)=bx, halle
los valores de a y b si se sabe que f corta al eje x en 2 y que (gof)(-1) = 3.

4) Dadas las funciones f : R - R/ f(x) = x2 -1;,9: R—> R /g(x)=x+ 3, calcule
(gof)2+a).

5) Sean las funciones f:R—>R / f(x)=2x+ay g:R>R / g(x)= Ix-b .
a) Defina (g o f) (x).

b) Calcule los valores de ay b sabiendo que f(4)=9y (gof)(12)=3.

RESPUESTAS
1) (gof)x)=x+4
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2) La funcién inversa se definef RR/f (x)=(x + 1)3

3)a——4,b- -
2

4)(gof)(2+a)=6+4a+a>

5)a)gof:R—>R/(gof)(x)=3Y2x+a-b b)a=1,b=-2

Muchos problemas de las ciencias sociales, ciencias naturales, la economia, la
medicina, y otros campos, pueden plantearse en términos de una relacion
funcional.

Un problema es toda situacion con un objetivo a lograr, que requiere para su
resolucion, una serie de acciones que obligan a interpretar contenidos,
invirtiendo tiempo, esfuerzo, ingenio, intuicién y creatividad.

¢ Como resolvemos un problema?

En el proceso de resolucion de problemas, es posible establecer algunas pautas
generales. Las que se presentan a continuacién son una adaptacién de las
establecidas por George Polya en el libro Cémo plantear y resolver problemas.
Se formulan también ciertas preguntas que ayudan a clarificar cada paso del
proceso.

¢ COMPRENDER EL PROBLEMA. Luego de leerlo y asegurarse de que
se ha comprendido, establecer las incégnitas, los datos, determinar las
condiciones dadas y si es posible, realizar un grafica en la que se
destaquen los datos y las incognitas.
¢ Qué esta tratando de encontrar? ;Cuales son los datos? ;Cual es la
condicién? Esta, ¢ es suficiente para determinar la incognita?

e CONCEBIR UN PLAN. Determinar una relacion entre la informacién
dada y las incognitas que permita, con los recursos disponibles,
encontrar la solucion al problema.
¢Ha resuelto alguna vez un problema parecido? ;Qué estrategias
podria utilizar para resolver el problema? ;Coémo llevar a cabo las
estrategias seleccionadas? ;Ha utilizado todos los datos? ¢Ha
empleado la condicién establecida?

e EJECUTAR EL PLAN. Al poner en practica su plan, comprobar cada
uno de los pasos.
¢, Son correctos los pasos realizados?

e EXAMINAR LA SOLUCION OBTENIDA.
¢Cual es la respuesta al problema? ;Puede verificar la solucion
obtenida? 4 Verifica el razonamiento?

e ELABORAR CONCLUSIONES. La solucion que se acepta o rechaza
permite llegar a una conclusion, la que resuelve el problema y determina
el comienzo de una nueva investigacion.
¢ Cual es la respuesta al problema? ; Es razonable la respuesta?
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Problema
Una persona compré un televisor. Por pagarlo en cuotas le hicieron un
recargo del 15 % sobre el precio original. Si pagé en total $ 460, ¢ cual era
el precio original del televisor?

COMPRENDER EL PROBLEMA

Identificacion de la variable: lo que debemos averiguar es el precio original del
televisor, lo representamos con x.

Identificacion de datos: el precio aumentd un 15% y se pagd en total (precio
original mas recargo) $ 460.

CONCEBIR Y EJECUTAR UN PLAN
Podemos traducir al lenguaje simbdlico el enunciado del problema.

precio original mas 15% del precio original es el nuevo precio
precio original mas 15 % del precio original es el nuevo precio
_ 1 T {

X + 0,15 . X = 460

Se obtiene la ecuaciéon x + 0,15x = 460
Resolviéndola 1,15 x = 460 = x=460:1,15 = x =400
La solucion de la ecuacion es x = 400.

EXAMINAR LA SOLUCION OBTENIDA Y ELABORAR CONCLUSIONES
Comprobando la solucién obtenida en el enunciado del problema calculamos el
15% de 400 y resulta 60, cantidad que representa el recargo sobre el precio
original en pesos. Al sumar esa cantidad a 400, resulta 460. Este valor
concuerda con los datos del problema, de modo que el precio original del
televisor era $ 400.

Problema

Un productor tiene una plantacién de una hectarea con 40 naranjos. Cada
uno de ellos produce 500 naranjas por afo. Desea conocer cual sera la
evolucién de su produccion si decide aumentar la cantidad de plantas en
esa parcela. Para ello, encarga el estudio a un agronomo. El profesional
concluye que por cada planta que se incorpore, la produccién de cada
naranjo disminuird en cinco unidades, dado que los nutrientes del suelo
tienen un potencial limitado. Determine la expresiéon que describe la
produccion total de la chacra en funcién de la cantidad de naranjos que
se agreguen.

Para resolver el problema podemos pensar en el siguiente esquema:

X . ley o regla y

i =7
cantidad de naranjos a agregar fx) = produccion total

Si x es la cantidad de naranjos a agregar en la parcela, entonces (40 + x) es la
cantidad total de naranjos.

[
e

47



Funciones

Si por cada planta que se agrega disminuye en cinco la cantidad de naranjas,
(500 — 5x) es la produccidon de naranjas por planta. La produccion total de
naranjas en la parcela es: p(x) = (40 + x).(500 — 5x) = —5x2 + 300x + 20 000.
Debemos tener en cuenta que x y 500 — 5x deben ser cero o enteros positivos
dado que representan cantidad de arboles y de naranjas respectivamente.

Es decir, se debe cumplir x > 0y 500 — 5x > 0 de donde x < 100.

La expresion p(x) = —5x2 + 300x + 20 000 describe la produccion total de la
chacra en funcién de la cantidad de naranjos que se agreguen en la parcela,
donde 0 <x<100.

Nota: Tener en cuenta que se siguieron todos los pasos descriptos para la
resolucion de problemas aunque no se hizo la descripcion formal de cada uno
de ellos.

Problema

La funcién y = f(x) = 3x + 60 expresa el salario semanal de un vendedor
de acuerdo al numero de unidades x vendidas cada semana. Ademas,
segun los resultados de un analisis, la cantidad vendida semanalmente
por un vendedor depende del precio del producto. Esta funcion esta dada
por la regla: x = g(p) = 120 — 1,5p donde p es el precio, expresado en
pesos.

a) Defina la regla que representa el sueldo semanal en funcion del precio
por unidad.

b) Si el precio por unidad es $ 20, jcuanto gana semanalmente?

c¢) ¢ Cual es el precio por unidad si gana $ 195 semanalmente?

a) El sueldo semanal depende del numero de unidades vendidas semanalmente
y éste depende a su vez del precio por unidad, el sueldo semanal puede
expresarse directamente en funcién del precio por unidad. Es decir: y = h(p)

Comoy=f(x) y x=g(p), entoncesy = h(p) =f(g(p)) = (f o g)(p)

¥ = fix)
galario
semanal

p Para definir esta funcion, se
sustituye x por (120 — 1,5p)

en la funcion f.

precia

y = hip) = (fag)ipl = figlpl)
Por lo tanto: y = h(p) =f(120 — 1,5p) = 3.(120 - 1,5p) + 60 = 360 — 4,5p + 60 =
y =h(p) =420 - 4,5p
b) Si el precio es $ 20, sustituyendo p por 20 resulta:
y=420-4,520 = y=330
Si el precio del producto por unidad es $ 20 gana semanalmente $ 330.
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c) Si gana semanalmente $ 195, sustituyendo la variable y por 195 y
despejando el precio p, se obtiene:

195=420-45p = 45p=420-195 = p=225:45= p=50

Si semanalmente gana $ 195, el precio del producto es de $ 50.

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.1 FUNCIONES

1) Sean los conjuntos A={1,23}y B={0,1,2,3,8} y la funciéon f:A - B
que le asigna a cada elemento del dominio su cuadrado disminuido en uno.
Escriba las imagenes de cada elemento, clasifique y represente graficamente la
funcion.
2) Dadas las siguientes graficas, indique si representan o no una funcién. En
caso afirmativo, clasifiquela.

a)g:R—->R b)h:R—>R
'_.I,un. ¥ T

e

1
1
=
F
-

[/ AT

3) Dada la funcion f: N —> N /y =2x.

a) Clasifiquela.

b) Analice si admite funcion inversa.

¢) Si no admite inversa, como habra que definir la funcion f para que
resulte biyectiva y asi admitir funcién inversa?
4) Dada la funcién f:R — R/f(x) = XTH , analice si admite funcion inversa y
en caso afirmativo, hallela y grafique ambas en un mismo sistema de
coordenadas.
5) Dados los conjuntos A={x/x eR A -2 < x <10} y B =R; grafique:

a) una funcion f : A —»B, inyectiva pero no sobreyectiva.

b) una funcién f : A —B, constante.
6) Defina graficamente una funcién f : A — R que sea inyectiva pero no sobre, si
se sabe que el conjunto A={x’xe RA3< x <5}
7) Dados los conjuntos C={x/x e RA-5< x <3} yD={Xx/Ixe RA-7< x <4}
y g:C — D. Defina graficamente una funcion:

a) inyectiva pero no sobreyectiva.

b) sobreyectiva pero no inyectiva.

c) biyectiva.
8) Dados las funcionesf: R > Ry g: R — R, halle gof y fog en cada caso:
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a)f(x) = Ix ; g(x)=2x+1

b)f(x)=x°—1 ; g(x)=3x
9) a)Sih(x)=x+m y g(x) = px2 —1 halle el valor de m y p sabiendo que
h(3)=1y (hog)(-1)=0

b) Seaf(x)=ax+1 y g(x) = bx2 ; determine el valorde ayb sif(1)=2

y (gof)(2)=18
10) Halle m tal que (f o g)(x) = (g o f)(x), siendo f(x) =2x +1 y g(x) =3x+m

PROBLEMAS DE APLICACION 1.1 FUNCIONES

1) Se cultivan bacterias en un cierto experimento. El tiempo t (en horas) que se
requiere para que se duplique el niumero de bacterias (tiempo de generacion) es
funcion de la temperatura T (en grados Celsius) del cultivo. Si esta funcién esta

%T+% si 30<T<36
dada por t=1(T) =
%T—% si 36<T<39

a) Determine el dominio de f.
b) Calcule f(30), f(36) y f(39).
2) El indice de contaminacion atmosférica ¢ en cierta ciudad varia durante el dia
de la siguiente manera:
2+4t si 0<t<2

6+2t si 2<t<4

c(t) = S_I donde t es el tiempo en horas.
14 si 4<t<12
50-3t si12<t<16

a) Represente graficamente la funcién dada.

b) Indique cuales son los niveles de contaminacion parat=2,t=4yt=
14
3) La Asociacion Cooperadora de un establecimiento educativo analiza la
posibilidad de adquirir un vehiculo que facilite el transporte de alumnos para
realizar actividades extra aulicas. El que le han ofrecido cuesta $ 18 000 y han
estimado que demandara un gasto adicional promedio de $ 0,40 por kildmetro
que recorra.

a) Determine la funcién matematica que represente el costo total C de
esta operacion en funcion de la cantidad x de kilbmetros que se recorran.

b) Calcule el costo total estimado para los primeros 5 afos si piensan
recorrerse 50 000 Km.

c¢) ¢ Cual sera el costo total si se recorren 100 000 Km.?
4) Un fabricante determina que el numero total de unidades de produccion al dia

40m —m?

4
Los ingresos totales, r (en dolares), que reciben por la venta de g unidades
estan dados por la funcién g, en donde r = g(q) = 40q.

g, es funcién del numero de empleados, m, en donde q=f(m)=
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a) Determine (g o f)(m). ¢ Qué es lo que describe esta funcidn obtenida?

b) ;Cual sera el ingreso que se obtenga si trabajan 12 empleados?

c) Si el fabricante desea que el ingreso total sea de 4000 ddlares,
¢cuantos empleados deben trabajar?
5) Se han realizado estudios acerca de las relaciones estadisticas entre la
posicion social, la educacion y los ingresos de las personas. Se utiliza S para

denotar un valor numérico para la posicion social con base en los ingresos

anuales | y se supone que para cierta poblacion S =f(l) = 0,45 (I — 1000)0’53.

Se considera, ademas, que los ingresos | de una persona son funcion del
numero de afios de escolaridad E, en donde | = g(E) = 7202 + 0,29 E>%8.

a) Obtenga (f o g)(E) e indicar qué es lo que esta funcién describe.

b) Determine cual es el indice correspondiente a la posicién social de una
persona que no ha concurrido nunca a un establecimiento educativo.
6) Una fabrica estima que el costo y (en pesos) para producir u ladrillos
semanales esta dado por y = 0,1u + 50. El nUmero de ladrillos producidos por
semana depende a su vez del numero de obreros x empleados en la
produccién, siendo u = 5000x — 4000.

a) Exprese el costo como funcion del numero de obreros.

b) Si la fabrica cuenta con 25 obreros, ¢ cuantos ladrillos se producen por
semana? ¢ja qué costo?
7) Después de t horas de operacién, una empresa ha ensamblado una cantidad

x de segadoras de pasto de motor, donde x = f(t) = 20t - %tz, siendo 0 <t <

100. Sea C el costo de fabricacion de esas x unidades (en délares), dado
por C(x) = 3000 + 80x.

a) Exprese el costo de fabricacion como funcion del numero de horas de
ensamble.

b) ¢ Cual es el costo de las primeras dos horas de operacion?

c¢) Si el costo de fabricacion es 3000 ddlares, ¢ cuantas horas le demanda
esa operacion?

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 1.1 FUNCIONES

1) Sea el conjunto A = {x/x eZAx-1< 1} y la funcién g : A —» R definida por

g(x) = x — 2. El conjunto imagen de g es:
a){-2,-1,0} b) {0, 1, 2}
c){-2,-1} d) ninguno de los anteriores
2) Si la funcion f(x) = x2 — 3, entonces f(3 + h) es igual a:
a)h’ +6 b) h® + 2h c)h’+6h+6  d)h’+3

3) Sea la funcién g(x) = 2—X1 Sine Z+, entonces g(lj es igual a:
X+ n
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a) 1 b) 2L ¢) 2 d) —2
n+1 1+n 14n2
4) EI dominio de la funcion f(x) = — mil
x? -4
ayR-{1,2,-2} b)R-{1} ¢)R d)R-{2,-2}
5) El conjunto de imagenes de la funcion y = m(x) dada graficamente es:
l!llldl.
o :
a)Cl=[-3,2)
W= M)
b) Cl=[-3,2]
2 }{ c) Cl=[-4, 6)
d) Cl =[-4, 6]
g _4

6) El dominio de la funcion y = h(x) dada graficamente es:

Yo
-3
— TR a) D = [-3, 0]
b) D = [-9, 0]
¥= hig
c) D = [0, -3]
S . d) D =[0, -9]

7) La funcion que a cada numero real le asigna su cuadrado aumentado en
cuatro unidades es:

a) (x + 4)2 b) x2 +4 c) x2 +16  d) ninguno de los anteriores
8) La funcién h(x) = x2 admite inversa si esta definida en los conjuntos:
a)R—>R b)R+—>R c)R3—>R3 d)R > R-{0}
9) Sea la funcién f: R —» R/ f(x) = 2x — 4. Su funcion inversa es:
a) flx)=2-2 b) f'(x)= X +4
) 700 =7 ) 700 =3
2 _ X
c) Fl(x) =22 d) Fix)=2+2
) f(x) 5 ) f(x) 5

10) Sean las funciones f : R - R/ f(x) = x2 +2yg:R—>R/gkx =2x El
resultado de (f o g)(x) es:

a) 42+ 4 b) 2x° + 4 C) 4x2 + 2 d) 25 + 2
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1.2 Funciones escalares

Ampliaremos el estudio de las funciones. Nos interesan aqui aquellas cuyo
dominio y conjunto de llegada son conjuntos de numeros reales. Estas
funciones se llaman "funciones reales de una variable real” o "funciones
escalares”.

f: A— Besunafuncion escalar & AcRABcR

Las funciones escalares se pueden clasificar segun el tipo de operaciones que
se realizan sobre la variable en "algebraicas y trascendentes".

Llamamos funciones algebraicas a aquellas en que la variable esta afectada a
las operaciones: suma, resta, producto, cociente, potencia y raiz. En cualquier
otro caso la funcidon recibe el nombre de trascendente. A las funciones
algebraicas las podemos clasificar en: racionales e irracionales. En las
racionales la variable esta afectada a todas las operaciones algebraicas con
excepcion de la radicacion. Si es irracional, sobre la variable se efectian toda
clase de operaciones algebraicas. Las funciones algebraicas racionales a su
vez se clasifican en enteras y fraccionarias. Las primeras son del tipo
polinomios y las segundas, cociente de polinomios.

Las funciones trascendentes se clasifican en: trigonométricas, exponenciales,
hiperbdlicas, logaritmicas, trigonométricas inversas, hiperbdlicas inversas.
Podemos resumir lo expresado en el siguiente cuadro:

Enteras

Racionales . .
Fraccionarias

Algebraicas
Irracionales

Funciones escalares Trigonométricas
Exponenciales

Logaritmicas

Hiperbdlicas
Trigonométricas inversas
Hiperbdlicas inversas

Trascendentes

Ejemplos: Clasifique las siguientes funciones de acuerdo a las operaciones que
afectan a la variable independiente:

a) f(x) = (2x — 1)

v
(2x—1)°
Como las operaciones que afectan a la variable son producto, resta y division,
se trata de una funcion escalar algebraica racional fraccionaria.

Al ser el exponente negativo, se invierte la base y resulta: f(x) =
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b) g = Sx—x*

Las operaciones que afectan a la variable son resta y potencia de exponente
natural, por lo tanto, g(x) es una funcion escalar algebraica racional entera.

¢) h(x) = logp (3x+4)

La variable esta afectada por un logaritmo. En consecuencia, h(x) es una

funcion escalar trascendente logaritmica.
1

2

d) m(x) = (x - 5)
En esta funcidn se presenta un exponente fraccionario, que es lo mismo que
plantear m(x) = ¥x—5 . La funcién m(x) resulta una funcion escalar algebraica
irracional.

2
e) r(x)=7%""1
La variable se encuentra en el exponente, se trata de una funciéon exponencial
de base 7. Corresponde a una funcion escalar trascendente exponencial.

f) t(x) = cos(3x —1)
La variable esta afectada por el coseno. Por lo tanto, la funcién t(x) es escalar
trascendente trigonométrica.

EJERCICIOS

1) Clasifique las siguientes funciones segun las operaciones que afectan a la
variable independiente.

a)y = sen(x — 3) b)y= X -3 C)y=x"—3x+8
d)y= 22 &)y = I+ 1) fy=(x—4) 2

2) Determine el dominio de las siguientes funciones.

V2x -1

a)y=x"+9 b) y =2
X —
1
C) y=+vx-3 dy= 5
X< -16
3) Complete la definicion para que resulte funcion:
o T —->R/x - 6
x? -4
RESPUESTAS

1) a) Funcién escalar trascendente trigonométrica; b) Funcion escalar
algebraica irracional; ¢) Funcién escalar algebraica racional entera; d) Funcion
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escalar algebraica racional fraccionaria; e) Funcion escalar trascendente
logaritmica; f) Funcion escalar algebraica racional fraccionaria
2)a)D=R

b) D = {x/xe R,xz%/\x¢2}

c)D={x/x e R,x>3}
d)D={x/x e RAx=+4}
3) D={x’xeRAx<-2 vx>2}

Las funciones describen fendmenos. Para representar adecuadamente un
fendmeno o una situacién, tenemos que elegir las variables que intervienen y
seleccionar adecuadamente las unidades en las que se expresan cada una de
ellas.

La grafica de una funcién permite observar qué valores toma una variable
respecto de la otra y seguir la evolucién del fenomeno en forma global. De ella
se obtiene mucha informacidon sobre su comportamiento. Resulta muy
importante entonces analizar las caracteristicas de las funciones que nos
permitan obtener sus graficas de manera mas facil como asi también se torna
totalmente necesario aprender a interpretarlas adecuadamente si se presentan
a través de sus graficas.

Funcioén par: es aquella que toma el mismo valor en el punto x y en el —x.
fes par < V x: f(x) = f(—x)
El grafico de una funcién par es simétrico respecto al eje de ordenadas.

Ya.
'-|||'4L

y = fix)

F'Y
-

-

-

Funcion impar: a valores opuestos de x corresponden valores opuestos de la
funcion.

fesimpar < V x: f(—x) = —f(x) obien V x: f(x) = —f(—x)

El grafico de una funcién impar es simétrico respecto al origen de coordenadas.
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y = fir)

y = fx)

Observacion: existen funciones que no son pares ni impares.

Nota: Para estudiar la paridad de la funciéon obtenemos la expresion para la
funcion evaluada en —x y la comparamos con la misma evaluada en x y con la
opuesta de ésta.

Ejemplo: Determine la paridad de las siguientes funciones definidas en el
conjunto de los reales.

a)gx)= x°- 3 1
g(—x) = (—x)2 -3= x2 -3

Observamos que:  g(—x) = g(x), es
decir, la funcion es par. alx) = w2 _ 13

La grafica es simétrica respecto al eje * 1 X
de ordenadas.

b) f(x) = 2x° — 2x v
f(=x) = 2.(=%)° = 2(=x) = 2.(=x°) + 2x = ,
—ox3 + 2y 1 ) = 2% - 2x

—f(x) = —(2x3 -2x) = —2x3 + 2x

Resulta: f(—x) = — f(x). 4 \/1 Y

Por lo tanto la funcion es impar.

La grafica es simétrica respecto al
origen de coordenadas.

¢) h(x) = x3 + x2
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h(=X) = (%) > + (%)% = =+ X2 1
3 2 3 2

—h(x)=-(x" +x7)=—x" —X hio = 53 4+ 2

Pero:

h(—x) = —h(x) y ademas h(—x) # h(x)

Podemos concluir que la funcion
3 2 . .
h(x) =x~ +x~ no es impar ni par.

EJERCICIO
Determine si cada una de las siguientes funciones es par o impar.
a) f(x) = —3x* — 5x b) h(x) = x- 6
¢) g(x) = x° — 3x d) i(x) = —3x°
RESPUESTA
a) No es par niimpar.  b) No es par niimpar.  ¢) Impar. d) Par.

Funcion periddica
En la naturaleza se presentan muchos fenémenos que se repiten de la misma
forma con el paso del tiempo, por ejemplo, la sucesion de los dias y las noches,
los ciclos lunares, las mareas, etc. Este tipo de fendmenos se llaman periddicos.
El electrocardiograma es un estudio que registra la actividad eléctrica del
corazoén en funcion del tiempo. En el electrocardiograma del grafico se observa
que una parte de él se repite con regularidad.

Cada cierta cantidad de |
cuadraditos se vuelve a
repetir la misma curva. Es un
ejemplo de una funcion -
aproximadamente periddica
que produce nuestro propio .
cuerpo.

También lo es el electroencefalograma que mide la actividad bioeléctrica del
cerebro, o también la funcién que registra la entrada y salida de aire de los
pulmones.

En un ecosistema de presa — depredador, el numero de depredadores y el
numero de presas tiende a variar periddicamente. En cierta region con zorros
como depredadores y conejos como presa, las poblaciones de conejos y de
zorros se modelan segun las funciones definidas graficamente. Cuando el
numero de conejos es grande, llegan al lugar zorros para alimentarse. Cuando
queda poco alimento, se van a otra comunidad, los conejos entonces se
reproducen y el fendmeno vuelve a repetirse.

57



Funciones

poblacian

WEJUS

Z0ros

W

tiempo
{en afios)

Definicion: f es periddica de periodo c si V x € Df f(x+c)=1f(x),c=0

Ejemplo: Dada la funcion f: R — R definida graficamente por:

N N

5 -4 -3 - -1 1234\6/61391?3\3/2}{'

a) Determine su conjunto de imagenes y su periodo.

b) Indique en forma genérica los puntos donde la funcion alcanza su valor
maximo, su valor minimo y sus ceros.

c) Sif(1) = 0,5, ¢en qué otros valores de x alcanza la misma imagen?

a) La funcién se extiende sobre el eje de ordenadas entre -1y 2, por lo tanto, el
conjunto de imagenes es Cl = [-1, 2]. Como la forma de la grafica se repite
exactamente cada 6 unidades, entonces el periodo es 6.

b) La funcion alcanza su valor maximo en, por ejemplo, x = 3. Como la funcion
es periddica alcanza de nuevo el valor maximo cuando le sumamos 6 (el
periodo). Podemos seguir obteniendo los valores de x donde se alcanza el
maximo sumando a x dos veces 6 (dos periodos), tres veces 6, etc. De igual
forma si queremos obtener los puntos a la izquierda de x = 3 donde se alcanza
el maximo restamos una vez 6, obteniendo x = -3, dos veces seis, tres veces 6,
etc.

A partir de x = 3 podemos escribir si avanzamos hacia la derecha:

x=3+6 = x=3+6.1 = x=9

x=3+6+6 = x=3+6.2 = x=15

x=3+6+6+6 = x=3+6.3 = x=21
Si nos corremos hacia la izquierda:

x=3-6 = x=3+6.(-1) = X=-3

x=3-6-6 = x= 3+6.(-2) = x=-9

x=3-6-6-6 = x= 3+6.(-3) = x=-15
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Observando la columna del medio, podemos concluir que la forma genérica de x
donde se alcanza el valor maximo es x =3 + 6k, k € Z.

El maximo valor de la funcion es 2.

De la misma manera podemos analizar dénde se alcanza el valor minimo. La
funcion alcanza una vez el valor minimo en x =5. A partir de ahi obtenemos
todos los puntos.

x=5+6 = x=5+6.1 = x=11
x=5+6+6 = x=5+6.2 = x=17
x=5+6+6+6 = x=5+6.3 = x=23
Xx=5-6 = x=5+6.(-1) = x=-1
x=5-6-6 = x=5+6.(-2) = x=-7

Los valores de x donde alcanza el valor minimo son x =5+ 6k, k € Z.

El valor minimo de la funcién es y = —1.

Haciendo el mismo analisis escribimos los ceros como x = 6k y x =4 + 6k
donde k € Z.

c) f(1) = 0,5 significa que la imagen de x = 1 es 0,5. En forma genérica todos los
valores de x cuya imagen es 0,5 se pueden escribircomox =1 + 6k, k € Z.

EJERCICIOS

1) La funcién f: R —» R, definida graficamente por:

a) ¢Es periddica? ;Cual es el
vt periodo de la funcién?
b) ¢ Cual es el conjunto imagen?
¢) ¢Cual es el valor minimo?
Escriba en forma genérica en
qué valores de x lo alcanza.
d) ;Cual es el valor maximo?
Escriba en forma genérica en
qué valores de x lo alcanza.

2) Observe la grafica de g(x) y conteste:

a) ¢ Cual es su periodo?

b) ;Cual es el valor maximo de la funcién? Indique en forma genérica en que
valores de x se alcanza.

c) ¢,Cual es el valor minimo de la
funcién? Indique en forma

genérica en que valores de X se  ——s 1 + 5 .

alcanza. ; ; ; ;

d) Calcule: 1) g(3) ii)g(2) . = . 1 5 —
¢ =1 é &

RESPUESTAS

1)a) f es una funcién periddica de periodo 6. b) Cl =[-2, 2].
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¢) El valor minimo es —2 y se alcanza en x = %+ 6k; ke Z

d) El valor maximoes 2y se alcanzaen x = %-ﬁ- 6k : k e Z.

2)a)p=2 b)y=1;2k<x<2k+1; ke Z c¢)y=-1;2k+t1<x<2k+2; ke Z
d)i) 1 ii) -1

Entre las funciones que se utilizan en economia para hacer modelos de
situaciones de mercado se estudian las funciones de oferta y de demanda.
Resultan ejemplos interesantes de una funcion creciente y una funcién
decreciente.

Funcién de oferta: una empresa que fabrica y vende un determinado producto
utiliza esta funcién para relacionar la cantidad de productos que esta dispuesta
a ofrecer en el mercado con el precio unitario al que se puede vender esa
cantidad. Podemos decir que, en respuesta a distintos precios, existe una
cantidad correspondiente de productos que los fabricantes estan dispuestos a
ofrecer en el mercado en algun periodo especifico. Cuanto mayor es el precio,
mayor sera la cantidad de productos que la empresa esta dispuesta a ofrecer. Al
reducirse el precio, se reduce la cantidad ofrecida. Esto nos permite asegurar
que la funcién de oferta es una funcion creciente. Si p representa el precio por
unidad y q la cantidad ofrecida correspondiente entonces a la ley que relaciona
p Yy g se la denomina funcién de oferta y a su grafica se la conoce como grafica
de oferta.

A esta funcion la simbolizamos p =o0(q) donde sabemos que p es el precio
unitario y q la cantidad de productos que, a ese precio, se ofrece en el mercado.

b Pt

Funcién de demanda: La empresa utiliza esta funcién para relacionar la
cantidad de productos demandada por los consumidores, con el precio unitario
al que se puede vender esa cantidad, de acuerdo con la demanda. En general,
si el precio aumenta, se produce una disminucién de la cantidad demandada del
articulo porque no todos los consumidores estan dispuestos a pagar un precio
mayor por adquirirlo. La demanda disminuye al aumentar el precio por eso esta
es una funcion decreciente como lo observamos en los ejemplos gréficos.
Podemos asegurar entonces que para cada precio de un producto existe una
cantidad correspondiente de ese producto que los consumidores demandan en

determinado periodo. Si el precio por unidad de un producto esta dado porp vy la
cantidad correspondiente en unidades esta dada por q la ley que los relaciona
se denomina funcion de demanda. A su grafica se la llama grafica de demanda.
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=q ) - ;q
A esta funcién la simbolizamos p =d(q) donde sabemos que p es el precio

unitario y q la cantidad de productos que, a ese precio, se demanda en el
mercado.

Nota: Resulta claro que, tanto la funcién oferta como la funcion demanda, no
deberian graficarse con trazo continuo dado que la cantidad de productos son
numeros enteros. Sin embargo, a los fines practicos, para poder realizar
mejores analisis de dichas funciones, es conveniente hacerlo teniendo presente
esta situacion al momento de la elaboracion de conclusiones. Esta tarea de
graficar con trazo continuo funciones que no lo son es una practica comun en
muchas aplicaciones.

Funcion creciente: una funcién f: A — B es creciente en un intervalo | incluido
enAsiysoblosi Vxq1el,Vxpelsixqg<xo =f(xq)< f(xo).

Funcion decreciente: una funcion f : A — B es decreciente en un intervalo |
incluidoen Asiysolosi Vxq1el, Vx2elsixqg<xy =f(xq)> f(x0).

Funcion constante: una funcion f : A — B es constante en un intervalo |
incluidoen Asiysolosi Vxqel, Vxoelsixq<xo =f(xq)= f(x2).

Graficamente:
v vt ;1
ftst)
) =tk e
g0 =10 |-
1 2 -
fieq)
}i1 }'{2 i ) 1 Ho X ) 1 Ha X
Funcion creciente Funcién decreciente Funcion constante

Ejemplos: Analice si las funciones dadas son crecientes o decrecientes:

a) f(x) = %x+1 b) g(x) = - x° ¢) h(x) = 3

Consideremos dos numeros reales del dominio, x4 y x2 que verifican x4 < xa.
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a) Aplicando propiedades de las T
desigualdades determinamos si
f(x1) <f(x2) 6 f(x1) > f(x2).

Multiplicando miembro a

miembro por % el sentido de la

desigualdad no varia:

1 1 "
— X1 < — X9.
5 X1 < 5% T

o . 1 1
Tampoco varia si sumamos 1 a ambos miembros: §X1 +1< EXZ +1

Observemos que el primer miembro de la desigualdad corresponde a f(x1)
mientras que el segundo a f(x2). Resulta f(x4q) < f(x2).
Dado que se cumplio que si x1 < X2 = f(x4) < f(x2), la funcion es creciente.

b) Sea x4 < x»o, elevando al cubo a T
ambos miembros de una desigualdad, ésta
mantiene su sentido: xf < xg .
Sin embargo cambia el sentido si se obty)
multiplican ambos miembros por un . o .
ndamero negativo, es decir —x? >—xg, ) %1 "
obteniendo g(x1) > g(x2). De esta manera, 5og)
si X1 < x2 = g(X1) > g(x2), la funcidon es
decreciente 1
Ythia =3

c) Si tomamos x4 < xo y calculamos sus 1 | T
imagenes a través de la funcion h resulta b3 Figse )
h(x1) = h(x2). La funcién es constante. ) - - .

o] 3 K

Ejemplo: Dada la funcion, cuya gréafica se muestra, responda:
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a) ¢ Es par? Justifique la respuesta.

b) ;Cuales son sus ceros?

c) ;Donde es positiva? ;Dénde es
negativa?

d) ;Para qué intervalo de x, la gréafica de la
funcién es creciente? ;Para qué intervalo
es decreciente?

a) Observamos que la grafica es simétrica respecto al eje de ordenadas, o sea
f(x) = f(—x) para todo valor del dominio, por lo tanto la funcién es par.

b) Sus ceros son x = -3, x = 0 y x = 3, pues son los puntos donde la grafica de la
funcion corta al eje x.

c) Como las imagenes de la funcién estan por debajo del eje x, la funcion es
negativa en (—,-3) U (3, ). Como las imagenes estan por encima del gje x, las
funcién es positiva en (-3, 0) U (0, 3).

d) Es creciente en (-», —2) U (0, 2) y es decreciente en (-2, 0) U (2, ).

EJERCICIO

Determine si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes en todo su
dominio.

a) f(x) = -6 + 2x b) g(x) = —x° -5
c) h(x) = 2x° + 2 d) i(x) = 6
RESPUESTA
a) Creciente b) Decreciente
c¢) Creciente d) Ni creciente ni decreciente

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 FUNCIONES ESCALARES

1) Determine el dominio de las siguientes funciones. Clasifiquelas segin las
operaciones que afectan a la variable independiente.
2x

a)y= b) y =In(2x - 6)
3x+1
c)y=Vx2-16 d)y= 2‘/;
X< +4
2) Analice si cada una de las siguientes funciones es par o impar.
a)f:R—>R/x— 3x° -2x2 b)f:R > R/ y=-2x%+3x?
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c)f:R—{0}> - R/f(x) = —

d)f:R-{0}— —>R/f(x):ﬁ

3) Analice si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.

a)y=-3x+1
c)y=-2+1

4) Dada la siguiente funcion f periddica:

-

b)y= x3— 4
d)y=5+2x

a) Indique su periodo.

b) ¢Cual es el valor maximo de la
funcién? Indique en forma genérica en
que valores de x se alcanza.

c) ¢Cual es el valor minimo de la
funcién? Indique en forma genérica en
que valores de x se alcanza.

d) Determine: i) f(gj ii) f(100)

5) Observe la grafica de la funcién periddica f y conteste:

1

i

‘-5-432-1P

a) ¢,Cual es su periodo?

b) ¢Cuél es su valor minimo? Escriba
en forma genérica para qué valores de
X se alcanza.

c) Si f[ljzl
2) 2

tienen la misma imagen? Escribalos en
forma genérica.

¢Qué otros valores

AUTOEVALUACION N° 1: FUNCIONES. FUNCIONES ESCALARES

1) Senale cual de las expresiones siguientes permite deducir que f no es

funcion. Justifique.

a) Existe algun elemento m tal que f(m) =
b) Existe algun elemento m tal que f(m

f(—m).
) = f(—m).

c) Existen algunos elementos m y n tal que f(m) = f(n) siendo m =n.

d) Existen algunos elementos m y n tal que f(m)

=f(n) siendo m =n.

3-x si x<-2
2) Sealafunciong:R—->R] /x— b-x? si —2<x<2.
X+a si x>2

a) Determine los valores de a 'y de b si g(-2) =

Oyg(3)=2.

b) Para los valores de a y de b hallados realice la grafica.
c) Indique si es inyectiva o sobreyectiva.
d) ¢ Qué funcion algebraica queda definida en cada tramo?
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x—-1 si x<3
3) Dada la funciéon f(x) = 42 si 3<x<5:
X+1 si x>5

a) Represéntela graficamente.

b) Defina su dominio y su conjunto de imagenes.

¢) ¢Admite inversa? Justifique la respuesta.

d) Halle f(3) ¢ Existe algun otro valor de x tal que su imagen coincida con
f(3)?

4) Dada la ley f(x) = 1 :
2

a) Indique el dominio para que sea funcion y su conjunto de imagenes.

b) ¢ Qué sucede cuando x crece indefinidamente? ; Qué sucede cuando x
tiende a cero?

c) El valor —4, ; pertenece al conjunto de imagenes? En caso afirmativo,
¢ de qué valor del dominio es imagen?

d) ;Admite inversa la funcion dada? Justifique.
5)a) Complete las graficas de f(x) y g(x) para—10 < x <10 si f(x) es par y g(x) es
impar.

4 v 4

10 x

[ o T S,
_"'.

o

-

|

—

o

~10

- -

b) Clasifique cada una de las funciones en:
e Inyectiva, suryectiva y biyectiva.
o Creciente, decreciente. Justifique las respuestas.
c) Calcule f(-5) y g(2).
6) Una empresa privada de transporte puede trabajar con bultos de 25 kg. como
maximo y se compromete a realizar entrega inmediata. Su tarifa es funcién de
los kilogramos recibidos segun se describe:

Tarifa Peso
$4 3 kg. 0 menos
$ 4,50 mas un adicional de $ 0,50 por kg. de 3 a 15 kg.
$ 7 mas un adicional de $ 0,30 por kg. mas de 15 kg.

a) Indique el dominio de la funcién.

b) Defina la funcion encontrando la expresion matematica en cada tramo.
¢) Grafique y establezca el conjunto de imagenes.

d) ;Es una funcion inyectiva? Justifique.
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7) Sea la funcion f : R > R/ f(x) = ¥x —1. Halle su inversa y verifique que
(fof 1)(x) = x.
8) El area s (en m2) de un globo inflado con aire caliente esta dado por

s(r) = 4rcr2 , donde r es el radio del globo expresado en metros. Si el radio r

3

decrece con el tiempo t (en segundos) segun la ley r(t) = %t , siendo t >0.

a) Determine el area s del globo como una funcién del tiempo t.
b) Calcule el area del globo inflado con aire caliente durante tres
segundos.
1024

¢) ¢Cuantos segundos deben transcurrir para que el area s sea T

m2?

9) Dada la funcién definida graficamente responda:
4

3 a) ¢ es par? Justifique la respuesta.
"""""""""""" b) ¢ cuales son sus ceros?

¢) ;donde es creciente y donde decre-
ciente?

d) ;donde es positiva y donde nega-
tiva?

4 -2 0 2 PR

10) Sean las funciones g(x) =ax+ 1 y h(x)= bv/x . Determine los valores de a
y b de modo que (hog)(4) =9 y h(1) =3.

1.3 Graficas de funciones segun distintas transformaciones
A partir de la grafica de la funcion f : R > R/ f(x) = x2 analizaremos las

caracteristicas de las graficas de las funciones g(x) = f(x) + 3 = x2 +3 vy de
h(x) = f(x) = 2 = x> — 2.

Calculemos como ejemplo, algunos valores particulares:

X f(x):x2 g(x):x2+3 h(x) =x" -2
-3 9 9+3=12 9-2=7
-2 4 4+3=7 4-2=2
-1 1 1+3=4 1-2=-1
0 0 0+3=3 0-2=-2
1 1 1+3=4 1-2=-1
2 4 4+3=17 4-2=2
3 9 9+3=12 9-2=7
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-2

-~

En general, dada la gréfica de la funcién y = f(x):

Para trazar la se debe trasladar la grafica de
grafica de: y = f(x)
y=f(x)-c ¢ unidades hacia abajo
y="f(x)+c c unidades hacia arriba siendoc >0

Esto se llama traslacion vertical de las graficas.

Ejemplo: Teniendo en cuenta la grafica
de la funcién p: R — R/ p(x) = x° — 4x,
obtenga las representaciones graficas
de q(x)=p(x)+2 y de r(x)=p(x)-3.

Para realizar la primera gréfica, se
determinan algunos puntos de p(x) y se
trasladan dos unidades hacia arriba.
Luego, uniéndolos de manera ordenada,
se obtiene la gréfica de q(x).

De la misma manera, los puntos
elegidos de p(x) se ftrasladan ftres
unidades hacia abajo para luego trazar
la grafica de r(x).

67

y=x?+3 Para obtener la grafica de g(x) = x2 + 3 se suma
tres unidades a la ordenada de cada uno de los
puntos de la grafica de y = 2. Esto equivale a
decir que la grafica de la funcion y = x2 se
traslada tres unidades hacia arriba.
De la misma manera, para obtener la grafica de
y=u?-2 h(x) = x2 — 2 se restan dos unidades a cada una
de las ordenadas de los puntos de la grafica

que se toma como base y por lo tanto la grafica
se encuentra desplazada dos unidades hacia

abajo respecto de la graficade y = x2.

L
-

[ut

= R el
—_
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EJERCICIO
Teniendo en cuenta la funciéon f(x) T
definida graficamente, relacione cada 3
ecuacion con las graficas que siguen: N fx)
a) f(x) + 3 1
b) f(x) — 2 .
c) f(x) + 1,5 ) =3
-1
-2
-3
i) ip Y1
” )
3
2 W
1
-2
¢

RESPUESTA
a) ii b) iii c)i

A partir de la grafica de la funcion f : R > R/ f(x) = x2 analizaremos las
caracteristicas de las graficas de las funciones g(x) = f(x + 2) = (x + 2)2 y de
h(x) = f(x — 1) = (x = 1)
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Para representarlas, calculemos algunos valores particulares:

X | fx=x" | g =(x+2)° ¥4 )

-3 9 K

-2 4 » 0 86 4

-1 1 v 1 3

0 0 v 4

1 1 v 9 2

2 4 16 1

3 9 25 ' " ' ; ; b
-3 -2 - 1 2 X

A partir de las graficas de f(x) y de g(x) puede observarse que:

f(a) = f(a—2+2) = g(a—2) es decir el punto de abscisa a sobre la grafica de f(x)
tiene la misma ordenada que aquel cuya abscisa es (a — 2) sobre la grafica de la
funcion g(x). Esto significa que se puede obtener la grafica de g(x) = (x + 2)2

trasladando la grafica de f(x) = x2 dos unidades hacia la izquierda.

x | f0=x% | heo = (x—1)°
-3 9 16 fis) ¥
-2 4 ) h{x)
1 1— | > 4 4
0 0— [ 1
1 1—[ >0 3
2 4— | > 1
3 9 >4 1
) o 1 2 3 x

De la misma manera se puede analizar la grafica de h(x) = (x — 1)2.

Como f(a) =f(a + 1 —1) = h(a + 1), el punto de abscisa a sobre la grafica de f(x)
tiene la misma ordenada que aquel cuya abscisa es (a + 1) sobre la grafica de la

funcién h(x). De aqui que se pueda obtener la grafica de h(x) = (x —1)2

trasladando la grafica de f(x) = x2 una unidad hacia la derecha.

Podemos pensar en traslaciones horizontales de las graficas y en general:

se debe trasladar la grafica de y = f(x)
¢ unidades a la derecha
c unidades a la izquierda

Para trazar la grafica de

y="f(x-c)
y=f(x+c)

siendoc >0
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Ejemplo: Teniendo en cuenta la grafica de la funcién p: R - R/ p(x) = X - 4x,
obtenga las representaciones graficas de m(x) =p(x — 1) y de t(x) = p(x + 1).

3
)3
)

—4(x-1)
—4(x+1)

m(x)=p(x-1) = mx)=(x-1
tx)=p(x+1) = txX)=x+1
A partir de la grafica de p(x) = x3 — 4x, la grafica de la funcién m(x) resulta de
trasladar una unidad hacia la derecha la grafica de p(x), mientras que la grafica

de la funcion t(x) resulta de trasladarla una unidad hacia la izquierda.

¥T

EJERCICIO
Dada g(x) definida graficamente, relacione cada una de las siguientes
ecuaciones con las graficas que siguen:

¥+ oy =gl a) g(x - 3)
5
b) g(x—Ej
2 c)g(x+1)
1
-1 1 2 "
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4 af e
3 3
2 2 2

1\ 1 1
‘[-1 1 2 12345}2‘1f2345£

RESPUESTA: a) iii b) ii c)i

ry

o

A partir de la graéfica de f : R > R / f(x) = x3 — 4x, analizaremos el
comportamiento de las gréaficas de las funciones g(x) = 2.f(x) = 2(x3 —4x) y de

h(x) = %f(x) - %(x3 _ 4x).

Para representarlas, calculemos algunos valores particulares:

0= ax | g0=207-40 g = 163 )

-2 0 0 0

-1 3 6 1

0 0 0 0

1 -3 -6 —1

2 0 0 0
Puede observarse que para graficar
g(x) = 20C — 4x), se multiplica por Y1 y= 19— 4y
dos el valor de cada una de las
ordenadas de f(x) = x3 — 4x. Esto 3
ocasiona un estiramiento vertical de 3,=1_|[}{3_4}{]|
la grafica de y = f(x). ) 1 3

Para representar h(x) = %(x3 —4x),

cada una de las ordenadas de f(x) se

multiplica por % Esto produce una -F

reduccién de la grafica de y = f(x).

Graficamente se observa que cambia lo que se llama la amplitud, dilatacion o
estiramiento de la curva.

Genéricamente se puede enunciar que para trazar la grafica de y = c.f(x) se
deben multiplicar por ¢ a cada una de las ordenadas de los puntos de y = f(x).
Sic > 1, la gréfica de y = f(x) se amplia en un factor c.
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Si0 <c <1, lagréfica de y = f(x) se reduce en un factor 1
c

Es importante destacar que con esta transformacion se mantienen los ceros de
la funcion.

Nota: La grafica de la funcion y = —f(x)

}f.n
y = fix) se obtiene multiplicando por -1 a las
/—\/ ordenadas de cada uno de los puntos
de y = f(x).

Fl
L]

¥ La grafica de y = —f(x) es una reflexion
o simetria de la grafica de y = f(x) con
y = ~f(x) respecto al eje x.

Si ¢ < -1, la grafica de y = c.f(x) es una reflexion ampliada en un factor lc| con
respecto al eje x de la grafica de y = f(x).

Si -1 <c <0, la grafica de y =c. f(x) es una reflexion reducida en un factor

(SN IE=N

con respecto al eje x de la gréfica de y = f(x).

EJERCICIO

Dada h(x) definida graficamente, relacione cada una de las siguientes
ecuaciones con las graficas que siguen:

}rdl
=h
! m, 13 a) 2h(x) b)% h(x)
AV
31 : ¢) -h(x) d) -3h(x)
i) ¥t ii) ¥t
' - -2 —:1 L1 X
Ay,
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F
-

RESPUESTA: a)i b) iv c) ii d) i

Teniendo como base la grafica de la funciéon f : R —» R / f(x) =x2 - 4,

analizaremos el comportamiento de las graficas de las funciones:

2 2 1 1.)? 1.2
gx) = f(2x)=(2x)" —4=4x"— 4 yde h(x):f(axj =(§xj _4_ZX -4

Para representarlas, calculamos algunos valores particulares:

2 2 1 2
X fx)=x"—4 gx)=(2x)" -4 h(x) :(Ex) -4
—4 12 60 0
-2 0 12 -3
-1 -3 0 -3,75
0 -4 -4 -4
1 -3 0 -3,75
2 0 12 -3
4 12 60 0
Y gl = f(2x)
4 fixl= w4-4
1
2 h TH]
AN A 4 Y
-4
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Observando las graficas de las funciones f(x) y g(x) resulta:

f(a) = f(%a.ij g(%aj .Es decir, todo punto de abscisa “a” sobre la grafica de

f(x) tiene la misma ordenada que aquel cuya abscisa es %a en la funcion g(x).

De la misma manera f(a) = f(Za.%) = h(2a). Por lo tanto, todo punto de abscisa

a sobre la grafica de f(x) tiene la misma ordenada que aquel cuya abscisa es 2a
en la funcion h(x).

En general, para trazar la grafica de y = f(k.x), se comprime horizontalmente la
grafica de y = f(x) en un factor k si k > 1, o se expande horizontalmente en un

factor%,si0<k<1.

Es importante destacar que con esta transformacién se mantiene la interseccién
de la funcion con el eje de las ordenadas.

Ejemplo: A partir de la grafica de la funcion f: R > R/ f(x) = x3 — 4x, represente:

r(x) = f(2x) y h(x) = f(% xj .

Para representar las funciones r(x) y h(x), se eligen algunos puntos particulares
de la funcion f(x), como por ejemplo las intersecciones con el eje de las
abscisas. Para el caso de r(x) se reducen a la mitad dichos puntos de
interseccion, mientras que para h(x) se triplican. También debe tenerse en
cuenta que para las tres funciones, el punto de interseccion con el eje de las
ordenadas es el mismo.

De acuerdo a lo analizado, las graficas resultan:

L
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EJERCICIO

Dada s(x) definida graficamente,
relacione cada una de las siguientes
expresiones con las graficas que
siguen:

-2 4\ ) a) s(2x) b)s(%XJ c) s(4x)

i) i) iii)
V4 vt ¥t
4]

£l

Al

- |
=
1
—
—
—_
e

RESPUESTAS:
a) ii b)i c) iii
RESUMIENDO
y=f{x] +c
vt
y = fix] y = flx+c) y="f) y=fx-c
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=m0 vt y=Tlk) v] y = k. ffx)
O=m=1
k=1
‘ L + "
y=m.f{x)
DT{rQT + y=f0)
y = fx]

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.3 GRAFICAS DE FUNCIONES SEGUN
DISTINTAS TRANSFORMACIONES

1) Grafique f(x — 2) y f(x) — 3, si la grafica de f(x) es:

2) Trace la grafica de y = x. A partir de la misma, grafique las siguientes
funciones utilizando transformaciones.

a) y = 4x b)y=4x-3 c)y=4(x+2)-3

AUTOEVALUACION N2 2: GRAFICAS DE FUNCIONES SEGUN DISTINTAS
TRANSFORMACIONES

1) Dada la grafica de la funcion y = f(x)
obtenga graficamente:
g(x) =5.f(x), h(x)=f(x+ 1), r(x) =f(x) + 1
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2) Dada la funcion definida graficamente por:

vt
¥ = fix)

7 Realice las graficas de:
g(x) = 2f(x);  h(x) =f(x +1) y
m(x) = f(x) + 1

5 R A

3) Sea la grafica de y = f(x) definidade A > R, A={x/x e RA-5<x<5}

y Grafique las funciones
gx)=2f(x) vy
h(x) = 2 — f(x)
2 ! ! usando transformaciones.
1 1
L
1I2 4 5 %

4) Dada la gréfica de la funcion y = f(x) escriba las leyes de h(x) y g(x) e indique
como se obtienen sus graficas teniendo en cuenta transformaciones sobre la
funcién f(x) (Escriba h(x) = .............. Y 9(X) = e )

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 1.2 FUNCIONES ESCALARES y 1.3
GRAFICAS DE FUNCIONES SEGUN DISTINTAS TRANSFORMACIONES

1) El dominio de la funcién f(x) = 3x es:
9-x2
a) {xix e RAx<-3vx>3} b) {x/x eRA -3 < x <3}
c) (x/x e R Alx| = 3] d) x’xeRA-3<x<3}
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2) La funcion f: R — R/ f(x) = 2x* - 3x° :

a) es par b) es impar €) no es par ni impar
3) Indique si en todo su dominio, la funcion f: R - R/ f(x) = —2(x3 -1):

a) es creciente  b) es decreciente  ¢€) no es creciente ni decreciente
4) Dada la funcion f(x) = ﬁ el dominio y conjunto de imagenes son:

X

a)Di=R;Cl=R b)Df=R-{0}; Cl= R” c)Df=R-{0};Clk=R

5) Sea la funcion f: R - R/ f(x) = x + 3, entonces, f(x + 3) es igual a:

a)x+3 b) 2x + 3 C)2x +6 d)x+6
6) Sif: R » R/f(x) = 2x — 4, entonces, f(2x) es igual a:

a)4x -4 b) 4x - 8 c)2x-8 d) 2x -2
7) Sif: R »> R/ f(x) = 2x — 4, entonces, 2f(x) es igual a:

a)4x -4 b) 4x -8 c)2x -8 d)2x -2
8) Sif: R > R/ f(x) = 2x — 4, entonces, f(x) + 2 es igual a:

a)4x -4 b) 4x - 8 c)2x-8 d) 2x -2

9) La grafica de f(x) = 2(x — 3)2 + 4 es congruente con f(x) = 2x2 pero esta:
a) desplazada 3 unidades a la izquierda y 4 unidades hacia abajo.
b) desplazada 3 unidades a la derecha y 4 unidades hacia abajo.
c) desplazada 3 unidades a la izquierda y 4 unidades hacia arriba.
d) desplazada 3 unidades a la derecha y 4 unidades hacia arriba.
10) Dada la funcion f(x) = (x + 2)3 -1, la grafica de g(x) = x3 — 1 se obtiene:
a) desplazando f(x) dos unidades hacia arriba.
b) desplazando f(x) dos unidades hacia la derecha.
c¢) desplazando f(x) dos unidades hacia abajo.
d) desplazando f(x) dos unidades hacia la izquierda.

GUIA DE ESTUDIO. CAPITULO 1. FUNCIONES

1) Para cada una de las graficas de funciones que figuran debajo, responda:

a) ¢ Es una funcion creciente o decreciente?

b) ¢ Crece o decrece en todo su dominio o por intervalos?

¢) Indique el dominio o los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

d) ;Es una funcion par?

e) Si la respuesta al item d) es afirmativa: ;cual es el eje de simetria?
¢cual es la expresion analitica de dicho eje?

f) ¢ Es una funcion impar?

g) Si no es una funcion par o impar, ses una funcién simétrica con
respecto a algun eje?

h) Si la respuesta al item g) es afirmativa: ;cual es el eje de simetria?
¢, Cual es la expresion analitica de dicho eje?
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2) Represente la funcién y = x. En el mismo sistema cartesiano, represente
cada una de las siguientes funciones y comparela con ella.

a)y=2x3 b) y=%x3 c)y=x3—1
d)y=x"+2 &)y=(x+2)° fy=(x-1°
9y=-x hy=(-17+2  i)y=-2x-1)>+2

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO

1) Sea el conjunto A = {x/xeZ [ <2}y la funciong: A — R definida por

g(x) = x2 + 1. Halle el conjunto imagen de g.
2) Represente en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales cada una

de las siguientes funciones:
a) A={xixeNAx<5};B={ylyeNay<10}
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fi:A>B/x—2x
b) A={xxeNA2<x<5};B={ylyeNay<10}

fo:A>B/xeA y=1
3) a) Represente en un sistema cartesiano:

2X Si X <-3
S:R>R/x—><{5 si -3<x<1
X Si X >1

b) Indique si es 0 no una funcién. Justifique.
4) Dada la ley matematica g(x) :%
a) ¢ Es g una funcion de R — R? Justifique.
b) En caso de que la respuesta sea negativa, redefinirla para que resulte
funcion.
5)a) Determine si cada una de las siguientes graficas define o no una funcion.
b) Las que sean funcidn, clasifiquelas.

i) i) iiii)
'_|||' F F
¥ i 1
. ///J.r. 1 };
. d
) %
+
R—Fy | R—R v R—R
iv) V) vi)
'_|I|' E '_IIII *+ l_'lll -
R“'\_\_\_

A/

N\ H,
VARVARS

+ R —FR + FR—R M H—>HE,

6) Clasifique las siguientes funciones y represéntelas en un sistema de
coordenadas cartesianas ortogonales.
2x-3 six<4

a) f:R—>R/f(x):{ ) airvea
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b)f:R—>R/f(x):{_X+1 six <
X six>-1
2x  si x<-1
¢) f:R>R/f(x)={-3 si-1<x<5
x+1 si x>5

3x-1six<0

d) f:R—>R/f(x):{ 1y sins0
> >

7) Dadas las funciones f: R > R y g: R — R, halle gof y fog siendo:
a)f:x—>3x ; g:x—> Jx
b) fix—>x+3 ; g:x—>2x-1
8) Sean las funcionesf:R—>R / f(x)= 2x-3y g:R—>R / g(x)=3x+ 2.
Halle:
a) f(1) , g(1) b) (fo g)(x) c) (gof)(x)
d) f(0) + g(2) e) (gof)(-1) +g(-4) f) (9o H(-2)
9) Sean las funcionesf: R > R/f(x)=x+b y g: R—>R/g(x):ax3
Halle los valores de a 'y b si se sabe que g(-1)=-3y (gof)(0) =24
X-b
2
Determine los valores de a y b de modo que (fo g)(0)=3 y (g o f)(2) =4.
11) Dada la funcion f:R > R/f(x)=x-2
a) Analice si admite funcion inversa.
b) En caso afirmativo, represente ambas en un mismo sistema de
coordenadas.
12) Sean las siguientes funciones definidas de R — R.

a) f(x) = x° b) f(x) =

10) Sean las funciones: f: R > R/f(x)=x+a yg: R—>R/g(x) =

X
2
c) f(x) = x* + 1 d) f(x) = x*
Para cada una de ellas determine su conjunto imagen y clasifiquela.
13) Sea la funcidn f(x) = 3x + 1 que tiene por dominio el conjunto
Di={x/xe RAO0<x<1}

a) Halle el conjunto imagen.

b) Indique si la funcion para ese dominio y conjunto imagen admite
funcion inversa.

¢) Si la funcion admite inversa, halle su expresion algebraica, su dominio,
su conjunto imagen y represente ambas en un mismo sistema de coordenadas.
14) i) Determine el dominio de cada una de las siguientes funciones.

ii) Clasifiquelas de acuerdo a las operaciones que afectan a la variable
independiente.
1 x-1

-2
2 4 b)y=X(X+2) c)y=(2x-3)

a)y=
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d)y=
x% -4

g)y =In(2x -1)

Funciones

X—2 3
&Y= f)y_|x|—1
h) y =+Vx* -9 i)y=%l

15) Determine si las siguientes funciones son pares o impares:

a) f(x) = 2x
c)f(x)=—x+3

b) f(x) = x* + 3x
d) f(x) = x> - 3x"

16) Determine si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes:

a) f(x) = 3x
C) f(X) = X + 2

b) f(x) =-2x + 4
d)fx) = + 5

17) Trace las graficas de las funciones que se dan a continuacion. Para cada
una, considere un numero de puntos suficientes para obtener una idea del
comportamiento de las mismas y responda las preguntas que se indican.

a) f(x)=—
X
1
b)g(x) = —
9=

chity=1t]|

¢ ; Qué pasa cuando x =07?

¢ ;Qué pasa cuando x es préximo a cero?

e ;Qué ocurre con f(x) cuando x toma valores muy
grandes?

e ;Cuales son las intersecciones con los ejes
coordenados?

o ; Esta definida g(x) para x = 07?

¢ ; Para qué valores esta definida g(x)?
e ; Para qué valores es negativa la funcion?

e ; Para qué valores de t la funcion es negativa?
¢ ; Qué ocurre cuando t es grande negativamente?
¢ ; Qué sucede cuando t es grande positivamente?

18) Observando el grafico de la funcién periédicag: R - R

-

a) ¢ Cual es su periodo?
b) ¢ Cual es su valor maximo? Escriba en forma genérica en qué valores

de x lo alcanza.
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¢) ¢En qué valores la grafica corta al eje de las abscisas? Escribalos en
forma genérica.

d) Si g(%) = % ¢ qué otros valores tienen la misma imagen? Escribalos
en forma genérica.

19) Observando el grafico de la funcién peridédicaf: R - R
'-III'JL

a) ¢ Cual es el periodo de la funcion?

b) ¢ Cual es el conjunto imagen?

¢) ¢ Cual es el valor minimo? Escriba en forma genérica en qué valores de
X lo alcanza.

d) ¢ Cual es el valor maximo? Escriba en forma genérica en qué valores
de x lo alcanza.
20) Analice el siguiente grafico y conteste las preguntas:
ay a) ;,Cual es el punto de interseccién de
la funcién con el eje x?
b) ¢Cual es el punto de interseccion
con el eje de ordenadas?
¢) x = 1, ¢pertenece al dominio de la
\\k_ funcion?

——————++ () x=-1, ; pertenece al dominio?

e) vy = 1, ¢ipertenece al conjunto
imagen?
f) ¢Cuadles son los valores de x para
los cuales la funcion es creciente?
dg) ¢Cual es el dominio? ;Cual es el
conjunto de imagenes?
21) Dada la siguiente funcion y = f(x) definida graficamente.

row

Ve a) Determine los valores de x para los
\ cuales f(x) < 0
2 ¥ =fix) b) Trace las graficas de las siguientes
expresiones:
¢ = 4
i) f1(x) =f(x) + 2 i) fo(x) = f(x + 6)

22) Si la siguiente grafica corresponde a f(x) = (x — h)3 + k:
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a) Determine los valores de h y k

b) Dibuje sin hacer tabla:
i) £4(x) = x> + k

i) f2(x) = (x — h)°

i) f3(x) = X°

23) Si la siguiente grafica corresponde a f(x) = —3x2 + k:

'-|I|'.l
2

—

e

\

a) Determine el valor de k

b) Grafique, sin confeccionar tabla:
i) £1(x) = 3x°

i) f2(x) = -2 + k

i) f3(x) = ~3(x — 1)°
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2. FUNCIONES ESCALARES ALGEBRAICAS

2.1 Funciones algebraicas especiales.
2.2 Funcioén de primer grado.

2.3 Funcion de segundo grado.

2.4 Funcién polinomial.

2.5 Funcion racional fraccionaria.

Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero existe
un poco de descubrimiento en la solucion de cualquier
problema. Su problema puede ser modesto; pero si reta a su
curiosidad y pone en juego sus facultades de inventiva y lo
resuelve por sus propios medios, puede experimentar la tension
y disfrutar el triunfo del descubrimiento.

George Polya
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2.1 Funciones algebraicas especiales
Para resolver problemas resultara util familiarizarse con las caracteristicas y
graficas de funciones que aparecen frecuentemente.

Funcidén constante

f es la funcion constante << V x € Dy, 3 k € R/ f(x) = k
f:R—>R/f(x)=k

FY
-

Funcion identidad
vt

f es la funcion identidad < V x e R: f(x) =x
1 f:R—> R/f(x)=x

Funcion valor absoluto

¥
X si x>0
f: R - R definida por: |x|:{ _
-x si x<0
donde | x| se lee valor absoluto de x. 9
+ y }{=

Funcion de proporcionalidad directa

Problema

Una empresa de productos lacteos fabrica quesos de todo tipo. La
siguiente tabla muestra algunos datos del costo de un queso fundido
segun la cantidad de unidades.

Cantidad de unidades 10 20 30 40
Costo ($) 15 30 | 45 | 60

¢ Qué relacion vincula a las dos variables? Encuentre la funcion y
represéntela graficamente.
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Podemos observar en la tabla que al duplicar la cantidad de unidades de queso
se duplica el costo, al triplicar la cantidad de unidades se ftriplica el costo, etc.
Las dos variables son directamente proporcionales.

Por lo tanto la razéon entre dos cantidades que se corresponden se mantiene

.15 _30 _45 _60

constante: 102030 40~

Este valor se llama constante de proporcionalidad y representa la variacion de y
por cada unidad de variacion de x. En este problema la constante es 1,5y

representa el costo por unidad de queso fundido.

Sabiendo que y_ 1,5 podemos obtener la expresion de la funcién: y = 1,5 x. Se
X

trata de una funcion de proporcionalidad directa.
La representacion grafica es:

v
GOp-==-==-====-=-=------ -
| Representamos solo los valores de la
1 .
50 ; tabla. La variable x puede tomar
o * ' cualquier valor entero y positivo,
! ! incluido el cero, pues representa
3--mmm e e . i i cantidad de quesos. Observamos que
- I | | los puntos quedan alineados. Si los
1 1 1 .z H
_____ - ! ! ! uniéramos obtendriamos una recta que
10 ' ' ' ' pasa por el origen de coordenadas.
1 1 1 1
) 0 10 20 30 40 X
Problema

Una locomotora marcha a una velocidad constante de 60 km/h. Complete
la siguiente tabla que muestra la distancia recorrida segun el tiempo
transcurrido.

Tiempo(h) % %

Distancia(km)

Encuentre la ley que relaciona a las variables. ;Es funcion de
proporcionalidad directa? Explique. Represente graficamente la funcion.
En este problema se pueden unir los puntos, ¢por qué? ;EI punto (0,0)
pertenece a la grafica de la funcion?

Si completamos la tabla teniendo en cuenta lo enunciado resulta:

Tiempo(h)

1

4

1

2

1

2

Distancia(km)

15

30

60

120
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Es funcion de proporcionalidad directa ya que el cociente Yy se mantiene
X

constante.

175 = % = ? = % =60. La constante es k = 60, que en este problema
4 2

representa la velocidad, es decir, la distancia recorrida por unidad de tiempo.

La ley es y = 60x.

Distanciatkm)T
Al representar graficamente la
funcion debemos tener en cuenta
que se pueden unir los puntos
porque la variable independiente
representa el tiempo transcurrido y
puede tomar cualquier valor real.

1204 === m oo

=L

El punto (0,0) pertenece a la gréfica
de la funcion y representa que al

30p------
; tiempo cero la distancia recorrida
2
2

20

1] A es cero.

.

iempaihs)

Toda funcién que relaciona dos variables directamente proporcionales se llama
funcién de proporcionalidad directa. Su formula es del tipoy =k.x, k e RA k=0
y su grafica es una recta que pasa por el origen de coordenadas. El valor k
recibe el nombre de constante de proporcionalidad. Podemos decir que la
constante k representa la variacion de y por cada unidad de variacion de x.

Las funciones de proporcionalidad directa se corresponden con las proporciones
y, por lo tanto, con la regla de tres directa.

A partir de aqui definimos la funcién de proporcionalidad directa de la siguiente
manera:

f de proporcionalidad directa < V x € Df: f(x) = kx siendoDf=R,k e RAk=0

Y1t = ke y T
k=0
T =k
k=0

Fs
-

Fs
-
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Problema

Segun la ley de Hooke, la fuerza F requerida para mantener estirado un
resorte que aumenta x unidades de su longitud natural es directamente
proporcional a x. Se necesita una fuerza de 24 kg para que cierto resorte
se estire 6 cm mas de su longitud natural.

a) Encuentre la ley que relaciona la fuerza F con el estiramiento x.

b) /A cuanto centimetros mas de su longitud natural lo estirara una
fuerza de 72 kg?

¢) Grafique.

a) Dado que F varia directamente proporcional a x resulta: F = k.x, k € R.
Sustituyendo los valores conocidos de F y x obtenemos:

24=k6 = k=246 = k=4

De donde la ley que relaciona la fuerza F con el estiramiento x es  F =4x.

b) Reemplazando la fuerza F por 72: 72=4x = x=72:4 —=x=18.
El resorte se alargard 18 cm mas de su largo natural cuando la fuerza sea de
72 kg.

¢) Graficamos la funcién de proporcionalidad Fa
directa considerando  Unicamente los
semiejes x y F positivos, para los cuales 12 F=dy
tiene sentido el problema.

Fy

Problema

Recordemos que la velocidad en el movimiento rectilineo uniforme es
constante. La expresion que relaciona la velocidad de un movil con el
espacio recorrido y el tiempo que demora en recorrerlo esta dada por

e . . .
V:T donde e es el espacio recorrido en el tiempo t. Encuentre la
expresion de la funcién que relaciona el espacio recorrido con el tiempo

empleado de un automovil que viaja a una velocidad constante de SOKTm.
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e] Si un automoévil viajé a una
. km

Y 21 velocidad constante de 80 —
podemos escribir:

L . | 80 =2 = e=80t
: 240 t

; ; El espacio recorrido queda directa—

R ' §1ED mente afectado por el tiempo,
: cuando t aumenta, e aumenta en la

; misma proporcion.

1‘ 2 3T j_Ae 80 160 240 _

At 1 2 3

80=v

La constante de proporcionalidad es la velocidad. La expresion e = 80t
representa una funcién de proporcionalidad directa y denota el espacio
recorrido por un movil que se desplaza a velocidad constante(SOk?m)

durante t horas.

Funcion de proporcionalidad inversa
Discutamos algunos problemas donde se establecen otras relaciones entre
variables.

Problema
Para llenar un depdsito con agua cuatro canillas demoraron seis horas.
Suponga que pueden abrirse diferentes cantidades de canillas, siendo
todas de igual tamano y forma. Arme una tabla de valores y encuentre la
ley que relaciona la variacion del tiempo que tarda en llenarse el depésito
con la cantidad de canillas que se abren. Represente graficamente.

Para completar la tabla de valores tenemos en cuenta que x puede tomar
cualquier valor entero positivo pues representa numero de canillas.

Sabiendo que 4 canillas o , Tiempo que
. N” de canillas
demoran 6 hs., una canilla demoran(en hs)

(la cuarta parte) demorara 1 24

24 hs. (el cuadruple). De 2 12

igual forma, 8 canillas (el 3 8
doble) demoraran 3 hs (la 4 6

mitad de tiempo). Podemos 5 4,8 (4hs. 48min.)
observar que entre las 6 4
variables existe 3

proporcionalidad inversa.
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Si efectuamos el producto de dos cantidades que se corresponden, x.y (n° de
canillas. tiempo que demoran), vemos que se mantiene constante:
1.24=212=38=46=548=64=83=24

Este valor que se mantiene constante se llama constante de proporcionalidad y
en este problema representa la capacidad del tanque.

La ley que relaciona la cantidad de canillas con el tiempo que demoran en llenar

el deposito es x . y =24 o bieny = ﬁ
X

Representamos graficamente la funcion:

e

24¢---- .

Problema

Dado un triangulo rectangulo de 6 cm2 de area. Consideremos la
variacion de uno de los catetos en funcion de la medida del otro.

a) ;Qué relacion hay entre los catetos de estos triangulos? Arme una
tabla de valores.

b) Represente graficamente dicha relacion. ;Tiene sentido unir los
puntos? ;Por qué?

a) Si llamamos x al cateto base e y al otro cateto, tenemos, sabiendo que el

area es 6: X;2y=6:x.y=12 o bien y=E
X

x(cm) 1 2 3 4 5 6
y(cm) 12 6 4 3 2,4 2

Observamos que entre las variables existe proporcionalidad inversa.
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b) En este caso tiene sentido unir los
puntos pues x puede tomar cualquier
valor real positivo, ya que es la medida 12[ -
de uno de los lados del triangulo. '

Las funciones analizadas en los problemas pertenecen a la familiay = % keR

y k # 0. Reciben el nombre de funciones de proporcionalidad inversa. La grafica
que resulta recibe el nombre de hipérbola y caracteriza a este tipo de funciones.
Esta curva nunca interseca a los ejes coordenados.

Teniendo en cuenta lo analizado definimos la funcion de proporcionalidad

inversa por f:R - {O}—>R/ x—>5 donde k e RAk=0.
X

Graficamente:

Y Y4

= =
W
o ==
=
1

rFe
-
F
b

k

Se observa que a medida que x tiende a cero la funcién f(x) = ” tiendeat ooy

k

que cuando x tiende a + « la funcion f(x) = " tiende a cero.

Problema
Segun la ley de Boyle, la presion P de un gas comprimido es

inversamente proporcional al volumen V. Supongamos que existe una
, k
presion de 20—92 cuando el volumen de un gas ocupa 300 cm’.
cm

92



Funciones

a) Encuentre la ley que relaciona la presion con el volumen del gas.
b) Encuentre la presion existente cuando el gas queda comprimido a 250

3
cm .

a) Dado que la presion P varia de manera inversamente proporcional al

volumen V resulta: P = % k e R.

Sustituyendo por los valores conocidos de P y V, obtenemos: 20 = % =

k = 6000. Asi resulta que P = 6000

es la ley que buscamos.

b) Reemplazando en la ley obtenida en el inciso anterior por 250 al volumen:

P= 6000 P=24.
250
La presion es de 24 k—92 cuando el volumen del gas comprimido es 250 cm3.
cm

Para graficar la funcion
empleamos Unicamente los
semiejes positivos, para los
cuales tiene sentido el
problema.

300

FY
-

10 Y

Trasformaciones de la grafica de la funcion f(x) = %

Ejemplo: Dada la funcién definida por f:R - {0} —-R/ x> 1 )
X

a) Represéntela graficamente
b) ¢ Qué sucede cuando graficamos g(x) =f(x —2) y h(x)=f(x+ 1) ?
c)¢,Qué sucede cuando graficamos g(x) = f(x) + 3 y h(x) = f(x) — 2?

a) La representacion grafica es:
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b) Analizamos la funcién g(x) = Lz = D=R -{2}
X —_
Si calculamos la imagen del 1 segun f(x) obtenemos f(1) = 1 que es el mismo

valor que g(3), lo mismo ocurre si hallamos f(4) = % que coincide con el valor

que toma g(6).
Si comparamos resulta g(3) =f(3-2) =f(1) y g(6) =f(6 — 2) =f(4)
h)= —— = D=R -{-1)
X+1
Si calculamos la imagen del 1 segun f(x) obtenemos f(1) = 1 que es el mismo
valor que h(0), lo mismo ocurre si hallamos f(4) = % que coincide con el valor

que toma h(3).

Si comparamos resulta h(0) =f(0 + 1) y h(3) =f(3 + 1)
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La grafica de la funcion g(x) se obtiene al trasladar hacia la derecha dos
unidades la grafica de f(x) mientras que la grafica de h(x) resulta de trasladar
hacia la izquierda una unidad la grafica de f(x). En el caso de la funcion f(x) la
recta x = 0 es una asintota vertical, mientras que en el caso de la funcion g(x) la
recta x =2 y en la funcién h(x) la recta x = —1 son asintotas verticales. En todas
las graficas la recta y = 0 es la asintota horizontal.

¢) En g(x) = 1 +3 y h(x)= 1. 2 debemos tener en cuenta que el dominio
X X

de ambas funciones son todos los numeros reales excepto el cero.

Si hallamos la imagen del 1 segun f(x) resulta f(1) = 1 y segun g(x) le
corresponde g(1) = 4. En cambio si calculamos la imagen del 1 segin h(x)
obtenemos h(1) = —1.

Si comparamos vemos que g(1) =f(1) + 3 y h(1) =f(1) — 2 y de la misma forma
ocurre para todo valor de x real excepto el 0.

rs

La grafica de la funcién g(x) consiste en trasladar hacia arriba tres unidades la
grafica de f(x) y mientras que la grafica de h(x) consiste en trasladar hacia
abajo dos unidades la grafica de f(x).

En la gréafica de f(x) la recta y = 0 es la asintota horizontal mientras que en g(x)
la asintota horizontal es y = 3 y en h(x) lo es la recta y = —2. En todas las
graficas la recta x = 0 es la asintota vertical.

Nota: También son hipérbolas las graficas de las funciones

f:R—{—g}—)R / x—>L+b siendoa,b,c,deR
c cx+d
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Ejemplos:

Importancia de la funcion de proporcionalidad inversa

Existen numerosos fendmenos que ligan dos variables cuya relacion es de
proporcionalidad inversa. Por ejemplo:
e la presiény el volumen de una masa de gas, a temperatura constante;
e el aumento producido por una lupa y la distancia al foco a que se coloca el
objeto;

la frecuencia de un sonido y su longitud de onda;

la altura alcanzada por un liquido de un tubo capilar y el diametro de éste;

la base y la altura de los rectdngulos de area constante.

En otros casos, una variable es inversamente proporcional al cuadrado de otra:

o la atraccion entre dos planetas es inversamente proporcional al
cuadrado de sus distancias;

. la repulsion entre dos cargas eléctricas del mismo signo es
inversamente proporcional al cuadrado de sus distancias;

. la intensidad de luz suministrada por un foco luminoso es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al foco;

. la intensidad de sonido que nos llega procedente de un foco sonoro es

inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a que estemos del
emisor.

EJERCICIO INTEGRADOR 2.1 FUNCIONES ALGEBRAICAS ESPECIALES

Dadas las siguientes funciones, determine dominio y conjunto de imagenes.
Grafique.
1
X-2

a)y= b)y=-3 c)y=x

1
X+4

d)y:|x+4| e)y= -1 f)y:|x|—3
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2.2 Funcion de primer grado

Problema
Por alquilar una moto, una empresa cobra $ 8 por dia mas un plus de $ 2
por cada 5 kildbmetros recorridos.
a) Halle la funcién de primer grado que representa el precio abonado por
dia.
b) ; Cuantos kilémetros hemos recorrido si abonamos $ 24?

a) Si por cada 5 km cobran $ 2, entonces por cada kildometro nos cobran % o]

sea, $ 0,40 (40 centavos). Construyamos una tabla de valores:

km recorridos Costo

0 8

1 8+040.1=840 La férmula sombreada

) 8+ 040_.2-880 representa a la funcién costo
T E— por cada x kilémetros recorridos.

5 8+0,40.5 =10 Es decir-

10 8+0,40.10=12 +

X 8+040 . x g:R0—>R/g(x):8+0,40x

Graficando la funcion resulta:

$n
121
1071

L

6t m:%: 0,40 = pendienta

4t )

La recta corta al eje v en el punto (0,8).
71 La ordenada al origenes h= 8

re

b) Si hemos pagado $ 24, para hallar los kildmetros recorridos reemplazamos
en la férmula g(x) por 24 y despejando x obtenemos:

24=8+040x = 24-8=040x = x=16:040 = x=40

Al abonar $ 24, hemos recorrido 40 km.
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Definicidn: la funcién de primer grado se definef: R - R
X—>mx+h

vt
La representacion grafica es una recta.

En la expresion f(x) = mx + h; my h
son constantes y se llaman:

h: ordenada al origen

m: pendiente de la recta

=

rFs
-

Si consideramos dos puntos pertenecientes
a la recta P1(x1,y1) ¥ P2(x2,y2) podemos
escribir:

y1=mXxq+h

y2=mxz +h

Restando estas dos expresiones miembro
a miembro resulta:

Fs
r

_Y2-y1 % 2
X2 — X1

y2-y1=m(x2-x1) = m
La pendiente m de la recta representa la tangente trigonométrica del angulo o.
Entonces, m=tga,0< a < =, donde o se llama angulo de inclinacion.

Ejemplo: Halle la pendiente de la recta que pasa por los puntos dados en cada
caso:

a) (0,-3) y (2,3) b) (-1,3) y(4,3)

c)(0,4) y (2,1) d)3,-1)y (3,4)

am =ﬂ:m=§=3. Como la pendiente es positiva, la funcion es
Ax 2-0 2

creciente (la recta “sube”)

Ay _ ﬁ = 9 =0 Sim=0, larecta es horizontal.

b) m= =
AXx 4-(-1) 5

Graficamente:
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a) b)

W= 3u-3

rs

Fs
-

_7 i ]

-

_Ay _1-4
Ax 2-0
Como la pendiente es negativa la funcion es decreciente (la recta “baja”).

3
c)m -—.
) 2

dym=2Y 4= _5 1/ esta definida.
Ax 3.3 0

Si la pendiente no esta definida, la recta es vertical. (Observacion: en este caso
no es funcion)

c) d)

F'y

v=—%x+4

Dibujando rectas en el plano
Ejemplo: Representar la recta que pasa por los puntos (-4, 2) y (2, 5).

1
2

Hallando su pendiente resulta: Ay = 5-2 = 3 =
Ax 2-(-4) 6
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Para calcular la pendiente de
una recta se puede tomar
cualquier par de puntos que
pertenecen a la misma.

Ejemplo: Represente la grafica de la funcionf: R > R/y =2x + 3.

La interseccion con el eje de ordenadas es h = 3.

Como la pendiente es 2, sabemos
que la recta sube dos unidades por L y=24+3
cada unidad que se mueve a la
derecha. T Hy=g
También podemos decir que sube 4
unidades cada dos unidades que se T Soy=2
mueve a la derecha.

. A
Es decirm= — =
AX

En este caso, como la pendiente es
positiva, la funcidn resulta creciente. — N

Ecuacion de la familia de rectas que pasan por un punto
La ecuacién de la familia de rectas que pasan por un punto (xq, y1) esta dada

pory —yq =m(x — x1) donde m es la pendiente y es distinta para cada una de
las rectas de la familia.
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Si ademas de pasar por P1(x1,y1) la

recta pasa por Pa(x2,y2), como la

pendiente esta dada por m = Y27 Y1
X2 — X4
resulta: y —yq = 2 Y1 (x _x,).
X2 = X4

La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos se puede escribir:

Y—VY1q

Y2 —V¥1q

_ X = X1

X2 —Xq

En el cuadro siguiente se resumen los distintos valores que puede tomar la
pendiente de una recta y su relacion con el angulo de inclinacion:

l!I'I Jl-/ l!l'ldl l!l'l“' '!I|'.n
. /é R \ -
) K| 4 I N y | ’
¥ ¥
la pendiente no
esta definida
m >0, a agudo m < 0; o obtuso m=0,a=0 .
o= —=
2
Funcion Funcién Funcién No es
creciente decreciente constante funcién

A continuacién resumimos las distintas formas en las que se puede dar la
ecuacion de una recta:

Forma explicita

Forma punto-
pendiente

Forma simétrica

Forma general
o implicita

Conocida la
pendiente y la

Conocida la pen-
diente y un punto

Conocidos dos
puntos que le

ordenada al origen. | que le pertenece. pertenecen.
YY1 X — X1
=mx+h —yi=m(X — = ax+by+c=0
y y-yr=mXx—-x1) |3 T 0 X, y
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Observaciones:

e Sila pendiente es nula (m = 0) se obtiene la funcién constante.

e La funcion identidad es un caso especial de la funciéon de primer grado
(m=1,h=0)

e Oftro caso particular de la funcion de primer grado es la funcién de
proporcionalidad directa, es decir, aquella donde las variables relacionadas
son directamente proporcionales. Recordemos que todas las funciones de
proporcionalidad directa tienen la forma y = kx, su grafica pasa por el

origen de coordenadas y la constante de proporcionalidad es k = Y La
X

constante de proporcionalidad k es la pendiente de la recta.

Ejemplo: Halle la funcién de primer grado cuya grafica es la recta que pasa por
los puntos (3, 1) y (-1, 2).

Utilizamos la forma punto—pendiente: y — yq = m(x — X1)

Ay 1-2 0 11
AX 3-(1) 3+1 4 4

Tomando el punto (3, 1) y reemplazando resulta: y —1= —%(x -3).

Aplicando propiedad distributiva y llevando a la forma explicita:
—1——lx+§ = ——lx+Z
y 4 4 Y 4 4

Se llega al mismo resultado si tomamos el punto (-1, 2).
1 1 1 1 7
Enefecto: y—-2=—-—(x+1) = y-2=——X—— = y=——X+—
Y 200 =y 2 77 TV,

Luego f:R—>R /x> —lx+% es la funcién buscada.

Problema

Las ballenas azules miden al nacer aproximadamente 2,25 m y pesan 3
toneladas. Estas ballenas jovenes son amamantadas durante 7 meses y
cuando se destetan miden 5 metros y pesan 23 toneladas.

a) Exprese el peso como funcién de primer grado de la edad. Grafique en
un sistema de ejes coordenados. ¢ Cual es el aumento diario de peso?
(considere un mes equivalente a 30 dias)

b) Exprese la longitud como funcion de primer grado de la edad. ¢ Cuanto
aumenta la longitud cada dia?

a) Debemos encontrar la funcion y = f(x) donde x representa la edad e y el peso,
por eso los puntos (0, 3) y (210, 23) pertenecen a la grafica de la funciéon
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buscada y = mx + h. La pendiente es m = 23-3 _ 2 y la ordenada al origen

210-0 21

es 3, entonces y = % x + 3. Graficamente:

pes0 4

a 4 e d'a d

El aumento diario de peso es de % = 0,095 toneladas.

b) Para determinar la funcién y = f(x) donde x representa la edad e y la longitud
resulta que los puntos (0; 2,25) y (210, 5) pertenecen a la grafica de la funcion
buscaday =mx + h.
Procediendo de manera similar que en a) obtenemos:
_ 52225 275 o013y h=225
210-0 210
Por lo tanto, la funcion es y = 0,013x + 2,25
El aumento diario de la longitud es de 0,013 metros.

Problema
Una empresa de correo de primera clase para entrega inmediata acepta,
como maximo, bultos de 20 kg. y su tarifa es la siguiente:

Peso Tarifa
2 kilos 0 menos $ 3 con adicional por seguro incluido
de 2 kg. a 10 kg. $ 5 y un adicional por seguro de 0,50 por kilo
mas de 10 kg. $ 9 y un adicional por seguro de 0,25 por kilo

Determine la ley de la funcién en cada tramo y trace la grafica.

Sea x el peso enviado en kilogramos; x debe ser positivo y menor que 20, que
es el maximo peso aceptado. El dominio de la funcion es el intervalo (0, 20].
Como los precios varian segun los pesos enviados, resulta una funcién por
tramos.

Para bultos cuyo peso es hasta 2 kg., la tarifaes $ 3, f(x) =3 para 0< x< 2.
En el primer tramo resulta una funcion constante.
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En el segundo tramo, si el peso varia entre 2 y 10 kg. inclusive, se cobra $ 5y un
adicional de $ 0,50 por kilo enviado.

En el tercer tramo, si el peso oscila entre 10 y 20 kg. inclusive, se cobra $ 9 y un
adicional de $ 0,25 por kilo enviado.

Podemos realizar tablas de valores para 2 <x <10y para 10 < x < 20.

Segundo Tramo Tercer Tramo
Peso Tarifa Peso Tarifa
2 5+ 050.2=6 10 9 + 0,25.10= 11,50
(no se incluye en este tramo) (no se incluye en este tramo)
3 5+ 0,50.3=6,5 11 9 + 0,25.11 = 11,75
4 5+ 050.4=7 14 9 + 0,25.14= 125
6 5+ 050.6=8 16 9+ 0,25.16= 13
85 |5 + 0,50.8,5=9,25 18 9 + 0,25.18 = 13,50
10 5+ 0,50.10=10 20 9 + 0,25.20= 14
X 5 + 0,50. x X 9 + 0,25. x

En consecuencia, la funcién queda definida de la siguiente manera:
3 s 0O<x<2
f:(0,200 > R/x— <5+0,50x s 2<x<10
9+0,25x s 10<x<20

Graficando en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales
donde x representa el peso del bulto en kilos e y la tarifa que debe
abonarse, obtenemos:

tarifa

ien B
14

121

0 2 4 F g 10 12 14 16 18 20
peso (en ki)
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Rectas paralelas y perpendiculares
Seary:y=mqx+hqy y rp:y=mox+ho

'!Iu'au '!I|'JL
r
r2 f
4
i /4 ':':2 . 4 ¥
M X

1

riflro &mqg=mop Mmirnoemi=-—omy.mo=-1
my

Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales.
Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si el producto de sus pendientes es
1.

Ejemplo: Sea la funcion f : R — R/ f(x) = —2x + 3. Halle la funcion cuya grafica es paralela
a la grafica de f(x) y que pasa por el punto P(-3, 5).

Debemos hallar una funcién g(x) cuya grafica, la recta s, sea paralela a la grafica de f(x),
la recta r. Las rectas r y s tienen la misma pendiente, o sea, m, = mg = —2. La funcion
g(x) tiene la forma g(x) = -2x + h.

Pero el punto P(-3,5) pertenece a la grafica de g(x) y por lo tanto reemplazando sus
coordenadas en g(x) debera verificarse la igualdad, o sea: 5 =-2.(-3) + h.

'!I|' F S
o) =-2x%-1 \
3 fi) =2+ 3 Despejando h resulta:
5=6+h = h=-1
‘ -1 1 }{ La funcion es g(x) = —2x -1
-1
¥
5

Ejemplo: Sea la funciéon h : R - R / h(x) = 3x — 4. Halle la funcién cuya grafica es
perpendicular a la grafica de h(x) pero que pase por el origen de coordenadas.

Debemos hallar una funcién t(x) cuya grafica, la recta s, sea perpendicular a la grafica de
h(x), la recta r.
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La pendiente de la recta s es el
opuesto del reciproco de la pendiente r

de la recta r. Es decir:

1 1 hi) = 3x- 4

mS == — = mS = —— s
my 3

La forma de la funcién t(x) es

1
t(x) = _§X + h. Pero sabemos que el
origen de coordenadas le pertenece,
entonces reemplazando resulta:

1
0=--.0+h h=0.
3 =

La funcién buscadaes t: R —> R/ t(x)= —%x

EJERCICIOS

1) Halle la pendiente de las rectas determinadas por los puntos:

a)(-2,0) , (-1,-3) b) (4,-2) , (3,5)
c)(2,3), (-1,3) d) (-4,5) , (-4, -3)
2) Calcule la pendiente de las siguientes rectas:
a) 3y + 4x=-1 b)x-2y+6=0
3) Determine la ecuacién de la recta de pendiente m y ordenada al origen h.
ayim=2;h=5 b)m=-3;h=-10 ¢c)m=1;h=-8

4) Halle la ecuacion de la recta dada la pendiente m y un punto que pertenece a
la misma.

ajm=5;(2,4) b) m=-3; (0, 0) c)m=—%;(—2,—5)
5) Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados.

2)(4.4):(2-8)  b)@1:(48) o (332 ]
6) Analice cudles de las siguientes rectas son paralelas:

a)2x+3y=-6 b)y:—%x—S c)y:—2—§x

d)-2x-3y=5 e)x—%y:% f)3x+2y-1=0

7) Halle la ecuacion de la recta que satisface las condiciones dadas. Grafique.
a) Paralela a 2x — 3y =4 y contiene a (-1, 2).
b) Paralela a x +y = 3 y contiene a (6, 4).
c) Paralela a x = -3 y contiene a (5, —1).
d) Paralela a y = 5y contiene a (-2, —4).
8) Indique cuales de las siguientes rectas son perpendiculares:

106



Funciones

a) 8 + 2y = 6x b)x+3y-1=0 c)y=-3x-2
d)y:%x+9 e) 2x + 6y = -3 fy3x-y+2=0

9) Halle la ecuacion de la recta que satisface las condiciones dadas. Grafique.
a) Perpendicularay = -3 y contiene a (-2, -1).

3

5

c¢) Perpendicular a 3x + 4y = 8 y contiene a (-7, 3).

b) Perpendicular a x == y contiene a (1, 2).

d) Perpendicular a y = -2x y contiene a (%, -1).

RESPUESTAS
1)a) -3 b) -7 c)0 d) No existe
2)a)—% b)% 3)a) y = 2x+5 b)y=-3x-10 ¢)y=x-8
1 11
4)a)y =5x -6 b) y = -3x )y=-3x-7
7 3. 33
5)a) y =-6x — 20 b)y=—x-6 c)y="x+22
Ja)y X )Yy % )y =X+ 70
6)aliclid ; blif
7)a)y=§X+§ b)y=-x+10  ¢)x=5 d)y=—4
8)a,flb,e; cld
4 37 1 5
9)a) x=-2 b)y=2 C)y=—X+— d y=—x-=
)a) )y ) y=gx+2 ) y=ox-

Inecuaciones algebraicas

En muchos problemas surgen relaciones de “menor o mayor que” que conducen
al planteo de inecuaciones.

Durante mucho tiempo el algebra se ocupé principalmente de la solucion de
ecuaciones. Ultimamente ha adquirido un nivel de importancia el estudio y
analisis de las desigualdades.

Definicion: Se llama inecuacion a la desigualdad que se verifica para
determinados valores de las incognitas.

Enunciamos dos leyes que se utilizan para obtener inecuaciones equivalentes.
1) Sumando a ambos miembros de una desigualdad entre numeros reales un
mismo numero real o una expresion algebraica racional entera de primer
grado, se obtiene otra desigualdad del mismo sentido que la dada.
Simbolicamente: sia,b,c € R
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a>b
c=cC
a+c>b+c

2) Multiplicando ambos miembros de una desigualdad entre niUmeros reales por
un mismo numero real, distinto de cero, se obtiene otra desigualdad del mismo
sentido que la dada si el numero real es positivo, y de sentido contrario, si el
numero real es negativo. Simbdlicamente: sia,b,c e R,c#0

a>b a>b
c=¢C c=c¢C
a.c>b.c si c>0 a.c<b.c sic<0

Inecuaciones de primer grado en una variable

Una inecuacién de primer grado en una variable puede escribirse de la forma
ax+b <0 (obien>0,<0,>0) donde ay b son constantes reales y a es
distinta de 0. Graficamente la solucidon de una inecuacion de primer grado en
una variable es un conjunto de puntos sobre la recta real que satisfacen la
desigualdad.

Ejemplos: Resuelva analitica y graficamente las siguientes inecuaciones

a)3x+1>x-5 b)3(y +3)<5y-3
C)9+Xx<7—(x-2) d) [3x-1]>8

a)3x+1>x-5 = 3x-x>-5-1 :>x2_—g:> X>-3

——+—— .
-4 -2 1 0 1 2 3 4

El conjunto solucién es A = {x / x € R A x > =3}. El conjunto soluciéon también se

puede escribir como el intervalo [-3, «).

b)3(y+3)<5y-3=> 3y+9<5y-3 = 3y-5y<-9-3 = -2y<-12 =
y>6

&
bl

1 1 1 1 1 1 i
o1 2 3 4 5 B 7 B 9
La solucion son todos los numeros del intervalo [6, «).

C)9+x<7-(x-2)= 9+x<7-x+2 = X+x<7+2-9 = 2x<0= x<
0

v
r

a
La solucion son todos los nimeros del intervalo (—oo, 0).

-

d) [3x-1]>8
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Aplicando las propiedades de valor absoluto, obtenemos que los valores
buscados de x deben verificar: 3x - 1>8 6 3x-1<-8.

Resolviendo las desigualdades resulta:

3x-1>8 = 3x>9 = x>3

3x—1<-8 = 3x<-8+1 = x<_§

. 7 .
Por lo tanto, x puede tomar cualquier valor menor que -3 6 cualquier valor

mayor que 3.

-3 -2 i 1 2 3 4 5
La solucion es la unién de dos intervalos, (— oo,——j U (3, o).

Problema
La relacion existente entre temperaturas medidas en las escalas Celsius y
Fahrenheit esta dada por F = 1,8C + 32. ;Entre qué valores varia la
temperatura en grados Celsius (C) si 68 <F < 867

Si la temperatura en grados Fahrenheit (F) varia entre 68 y 86, debemos hallar
entre qué valores lo hace medida en grados Celsius. Si partimos de 68 < F < 86
y reemplazamos F por 1,8C + 32, resulta 68 < 1,8C + 32 < 86.
Despejamos C restando 32 a cada miembro: 68 -32 < 1,8C < 86-32
Dividiendo por 1,8 la desigualdad no cambia de sentido ya que es positivo y
68-32 ~_86-32
1,8 1,8
La temperatura en grados Celsius varia entre 20 y 30 mientras que en grados
Fahrenheit lo hace entre 68 y 86.

obtenemos: y resolviendo se obtiene 20 < C < 30.

Problema

Una compania de transporte tiene una flota de camiones cuyo costo de
funcionamiento por cada camion se estima en ¢c(m) = 0,5m + 1400. Dicho
costo esta expresado en dodlares y m es la cantidad de kilémetros
recorridos. Si la compafia quiere que dicho costo por camién no supere
los 6000 dolares, ¢cual es el tope maximo de kilbmetros que puede
recorrer?

El costo no debe superar los 6000 dolares, es decir, debe ser menor o a lo
sumo igual que 6000 dolares. Por ello planteamos:

¢(m) < 6000 = 0,5m + 1400 < 6000 = 0,5m < 6000 — 1400 =

0,5m < 4600 > m<4600:0,5 = m<9200. Cada camion puede recorrer
hasta 9200 kildbmetros para que el costo no supere 6000 dolares.
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Problema
Ana desea comprar una cartera y un cinto. No puede gastar mas de $ 78.
Encuentra un cintoen $ 15.
Si lo compra, ¢cuanto es lo maximo que puede gastar en la cartera?

Para dar respuesta a este problema, modelizamos la situacion. Llamamos con
c al precio maximo de la cartera y como tenemos $ 78 para gastar debe ser:
c+15<78 = c<78-15 = c<63

Debemos buscar una cartera que, como maximo, cueste $ 63.

Problema
Marcelo necesita un televisor y un equipo de musica. Puede gastar, en
total, $ 950. El televisor que le interesa vale $ 450 mas el 12 % de
impuestos. ¢, Cual es el precio de lista maximo que puede tener el equipo
de musica sin exceder el dinero disponible? Tener en cuenta que en el
precio de lista no esta incluido el impuesto.

Si p es el precio de lista del equipo de musica podemos escribir:
450 +0,12.450 + p + 012p <950
— NS — | —
precioT.V.  impuesto  precioequipo  impuesto
450+ 0,12450+p +0,12p <950 = 450+54+1,12p<950 =
1,12p <446 = p<398,21.
El precio del equipo de musica no puede exceder los $ 398,21.

Problema
Un automovil se alquila por $ 12 diarios mas $ 0,20 por kilometro. Si
nuestro presupuesto diario es de $ 80, ¢hasta cuantos kildmetros
podemos recorrer para mantener el presupuesto?

Si llamamos con x a la cantidad de kildmetros diarios y teniendo en cuenta que
el costo fijo es de $ 12 diarios la expresion (12 + 0,20x) representa el gasto
diario. Como disponemos de $ 80, resulta la inecuacion:

12+0,20x<80 = 0,20x<80-12 = x<68:020 = x < 340
Para mantener el presupuesto se pueden recorrer hasta 340 kilbmetros diarios.

Problema

Un vendedor de seguros, por cada seguro de $ 90 vendido, gana el 12 %
de comision.

a) ¢ Cuantos seguros debe vender para ganar por lo menos $ 270 al mes
si trabaja por comision Unicamente? ¢ Si percibe $ 100 mensuales mas
la comisién?

b) Si le ofrecen elegir entre una comisién directa del 15 % de todas las
ventas 6 $ 126 mas el 10 % de todas las ventas, ¢, cuantos seguros deben
ser vendidos para que el plan de la comision directa sea la mejor
eleccion?
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a) Si llamamos con x a la cantidad de seguros vendidos al mes la expresion
0,12.90x = 10,8x representa la ganancia al vender x seguros de $ 90 cada uno.
Si dicha ganancia debe ser por lo menos $ 270 resulta la inecuacion:

10,8x >270 = x>270:10,8 = x>25.

Si trabaja uUnicamente por comisién, debe vender al mes, como minimo, 25
seguros.

Si percibe $ 100 mensuales mas la comisién, su ingreso mensual esta
representado por la expresion (100 + 10,8x). Si desea ganar por lo menos $
270 al mes resulta:

100 + 10,8x>270 = 10,8x>270-100 = x>170:10,8 = x> 15,74
Como se trata de cantidad de seguros vendidos mensualmente, debe vender
como minimo 16 seguros.

b) Si trabaja unicamente con comision directa del 15 % la expresién que
representa su ingreso mensual 0,15.90.x = 13,5x .

Si en cambio gana $ 126 mas el 10 % del total de las ventas su ingreso sera
126 + 0,10.90.x = 126 + 9x.Para que le convenga el plan de la comision directa
debe ser: 13,5x> 126 + 9x = 13,5x-9x>126 = 4,5x>126 = x>28
Debera vender mas de 28 seguros mensuales.

Problema
Una agencia de alquiler de automoviles ofrece dos planes: el plan A
cuesta $ 0,20 el kilometro y el plan B cuesta $ 7 mas $ 0,15 el kilémetro,
¢ hasta cuantos kilometros conviene el plan A?

Si llamamos con x a la cantidad de kilometros recorridos la expresion 0,20x
representa al plan Ay la expresion 7 + 0,15x representa el plan B.

Para que convenga el plan A debe ser 0,20x <7 + 0,15 x.

Resolviendo: 0,20x - 0,15x <7 = 0,05x <7 = x<7:0,05 = x<140

Para que convenga el plan A debe recorrer menos de 140 kilometros.

Problema

El peso esperado (en kilogramos) de una ballena adulta se relaciona
con su longitud (en cm), siempre que ésta varie entre 200 cm y 1000
cm, mediante la expresion de primer grado p(x) = 1,70x — 51.

a) Unos investigadores marinos encontraron una ballena de 9 metros,
¢cual es su peso?

b) ¢ Cual deberia ser su longitud para superar la tonelada de peso?

a) Para saber su peso sabiendo que su longitud es de 9 m, o sea, 900 cm,
reemplazamos x por 900 y resulta: p(900) = 1,70.900 - 51 = p(900) = 1479
Es decir, una ballena de 9 metros pesa 1479 kilos.

b) Para determinar la longitud que debe alcanzar para superar la tonelada
(1000 kilos) de peso planteamos:
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p(x) > 1000 = 1,70x-51-1000> 0
— 1,70x — 1051>0 peso (kg)
Es una inecuacion de primer grado en 100
una variable: 1,70x — 51 > 1000 =

= 1,70x> 1051 = x>618,24

Para que su peso sea mayor a una
tonelada, su longitud debe superar los
618,24 cm (6,1824 metros ) vy, por el .
dominio de definicion de la funcién, ser Sl 200 £00
menor o igual a 1000 cm (10 metros).

longitud {cm

EJERCICIO

Encuentre los numeros reales que verifican:

a)x-1<0 b)x-2<2x+4 c)x-1>2x+3
d)-4<x-5<14 e) x| <1 f)l6 —x-3)| <9
RESPUESTAS
a) (-, 1) b) [-6, ») ¢)(= o0, —4]
d) [1, 19] e) (-1, 1) f) [0, 18]

Inecuaciones de primer grado con dos variables

Una inecuacion de primer grado en las variables x e y es una desigualdad
que puede escribirse de la forma:

ax+by+c<0 ax+by+c<0

ax+by+c>0 ax+by+c>0,

donde a, b y c son constantes y a o b distintas de cero.

Despejando y en cada uno de los casos planteados surgen las siguientes desi-
gualdades:y>mx +h, y>mx + h, y <mx + h o bien y<mx + h.
Geométricamente, la solucion de una desigualdad de primer grado en x e y
consiste en todos los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la
desigualdad.

CASO 1: La grafica de la recta y = mx + h (no vertical) divide al plano en tres
partes distintas:
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a) la misma recta, que consiste en todos los puntos (x, y) cuyas coordenadas
satisfacen y = mx + h.

b) la regién que se
encuentra por encima de la
recta y que consiste en todos
los puntos (x, y) que
satisfacen

y>mx+ h.

¢) la region que se encuentra
por debajo de larectay que
consta de todos los puntos
(x, y) que satisfacen

y <mx + h.

CASO 2: Para una recta vertical (x = a) se consideran tres regiones: la misma
recta x = a, la que se encuentra a su derecha (x > a) y la que esta a su
izquierda (x < a).

CASO 3: Para una recta horizontal (y = a) se consideran tres regiones: la misma
recta, la que se encuentra arriba (y > a) y la que esta abajo (y < a).

CASO 2 CASO 3

Nota: Como convencion adoptamos que las rectas de trazo lleno se incluyen
en la solucién mientras que las punteadas no se incluyen.

Podemos enunciar y resumir en dos grandes pasos la forma para obtener la
solucion de desigualdades lineales.

Primer paso: Trazar la grafica de la recta y = mx + h, teniendo en cuenta que:

e ¢l trazo debe ser continuo si la desigualdad es < 6 >. Esto significa que los
pares de valores (X, y) que estan ubicados sobre la recta son parte de la
solucion.
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e el trazo sera discontinuo (linea de puntos) si la relacion es > 6 < para indicar
que los pares de valores (x, y) que pertenecen a la recta no son parte de la
solucion.

Segundo paso. Sombrear la region apropiada arriba o abajo de la recta, a
izquierda o derecha. La regién a sombrear se puede determinar sustituyendo los
valores de cualquier punto en la desigualdad. Debemos tener en cuenta que:

e si al sustituir el punto elegido en la desigualdad ésta resulta verdadera, se
debe sombrear el sector en el cual se encuentra el punto,

e si al sustituir el punto elegido en la inecuacion ésta resulta falsa se debe
sombrear la zona que no contiene al punto elegido.

Ejemplos:

a) Halle graficamente la solucion de x + 2y < 5.

b) Represente graficamente el conjunto x < 2 para todo valor de y real.
¢) Grafique el conjunto de puntos definido por y > 3x — 2

a) Escribimos la desigualdad de la

5-x

forma y < . Graficamos la recta

5-x

y = . El trazo de grafica de la

recta es discontinuo (linea punteada)
pues se trata de una relacion de
menor.

Podemos observar que, si elegimos por ejemplo el punto (0, 0) y reemplazamos
sus coordenadas en la inecuacion x + 2y < 5, resulta valida la desigualdad ya
que: 0+ 2.0 <5y por lo tanto el punto (0, 0) pertenece a la region solucion.
Mientras que, si elegimos por ejemplo el punto (6, 3), al reemplazar sus
coordenadas en la inecuacion dada, se obtiene: 6 + 2.3 = 12 que es mayor que
5 (no cumple la desigualdad planteada). Por lo tanto, el punto (6, 3) no
pertenece a la region solucion.

La solucion consiste en todos los puntos que se encuentran debajo de la recta.

b) Trazamos con linea punteada la
recta vertical x =2 y sombreamos el
semiplano a la izquierda pues todos
los puntos incluidos en él verifican
que su primer coordenada es menor
que dos.
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¢) Trazamos con linea continua la
recta y=3x-2.

Quedan determinados dos semiplanos.
Tomamos un punto cualquiera para
determinar si pertenece al conjunto
solucién, por ejemplo el

(0, 0).

Al reemplazar en la desigualdad
resulta verdadera 0 > 3. 0 — 2 por lo
tanto el semiplano solucién es el que
incluye al punto (0, 0).

Problema
En un auditorio se va a realizar proximamente un espectaculo musical.
Para este evento las entradas costaran $ 8 para ciertos lugares y $ 5
para los demas. La comision organizadora desea recaudar como maximo
$ 3000. Grafique la region del plano que corresponde a las posibles
estrategias de venta.

Llamamos con x a la cantidad de v1
entradas que se vendena $ 8 ycony a
las que se venden a $ 5. Como se
espera recaudar como maximo $ 3000
resulta la desigualdad 8x + 5y < 3000.

Despejando y obtenemos la expresion
y < 600 - %x. Como las variables
representan cantidad de entradas soélo
se consideran los valores enteros
mayores o iguales que cero. Los puntos
(x, y) de la regiébn sombreada donde,
tanto x como y son numeros naturales
incluido el cero, verifican la desigualdad.

500 GO0 x

EJERCICIO

Represente graficamente el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones:
a)2x+3y-6>0 b)y>-x-4 c)x+4<0 d)-y>6
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RESPUESTAS

GUIA DE ESTUDIO 2.2 FUNCION DE PRIMER GRADO
1) Dada la funcién de primer grado y = mx + h, complete con <0, >0 6 =0 para
los valores de m y h, segun las siguientes graficas:

Grafica m h
a)
y
/ ‘
b)
'!I|'JL
) W
c)
T
J X
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d)

) M
e)
'!I|' FY
) X
f)
'!I|' s
) %
9)
'5.' FY
) %
h)
'!I|' e
) M
i)
':I|' F'
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2) Dadas las ecuaciones y =mq x+hq ; y=myx+ hy, qué particularidad
tienen sus graficas en cada caso?

a)Simqy #my A hq #ho b)Simq #ma A hy =hp
¢)Simqy =my A hq #zhy d)Simq =m2 A hqy =hy
3) ¢ Cual es la ecuacion de la familia de rectas?
a) b)
'!Il' F

45°

rFs

o

Fy
-

-

4) Dada la ecuacién de larecta ax +by +c=0
a) Marque la respuesta correcta

':I|'JL
a1)a<0,b>0y c<0 /
ag)a>0,b<0yc<0 ‘ R
az)a>0,b>0y c>0 .

b) Marque la respuesta correcta

Y
bi)a<0,b>0y c=0 \{

bo)a>0,b>0y c=0 t l r

b3)a>0,b<0yc<0

c) Completecon<,> o =

Q
o
o
o
o
o
F Y
»

d) Complete con<,> o0 =
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d) Complete con<,> o0 =

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.2 FUNCION DE PRIMER GRADO

1) Halle la funciéon de primer grado que satisfaga las condiciones dadas y
grafique en cada caso:

a) interseca al eje de abscisas en 2 y al eje de ordenadas en —1.

b) es perpendicular a la gréafica de la funcién 2x + 4y + 3 =0 y pasa por el
punto (3, 2).
2) a) Calcule el valor de k para el cual la recta 4x + ky = 5 pasa por el punto
P(2,1).

b) Halle las intersecciones con los ejes coordenados. Grafique.

3) Sean las funciones de primer gradko f: R —» R/ x — %x+5 y

g R->R/ xa—%x, determine el valor de k para que sus graficas resulten

perpendiculares. Para dicho valor de k, grafique ambas en un mismo sistema de
coordenadas cartesianas.

4) Grafique la funcién e indique sus parametros: f:R > R/x —» -2x - 1.

5) Trace la grafica de y = 4x vy a partir de la misma grafique las siguientes
expresiones utilizando transformaciones.

a)y=x b)y=4x-3 ¢)y=4x + 5
6) Complete la definicion de funcion dada en cada caso para que la grafica sea:
a)f R>R/f(X)=.ccee.. b)fR>R/f(X)=ceieirerieenen.
EI'I - '_lll' FY
2

\}{

Fy
Fs

P

/_/L/E

- -

Indique de qué tipo de funcion se trata.

7) Dada la funcion f: R > R/ f(x) = — %x +2
a) Halle dos puntos que pertenezcan a su grafica. Grafique.
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b) Defina las funciones cuyas graficas son rectas perpendiculares a la
grafica del item a.

c) Determine si los puntos P(3, —1); Q(-3, 3) y R(6, —1) pertenecen a la
grafica de la funcion.
8) Sea f : R — R una funcién de primer grado. Se sabe ademas que f(0) =4y
f(2) = —1. Encuentre la ley que caracteriza a f(x) y grafique.
9) Dada la funcién de primer grado f: R - R/ x — —2x + p . Halle el valor de la
ordenada al origen para que el punto (1,3) pertenezca a la grafica de la funcién.
10) Dados los puntos P (t, 3t+ 1)y P> (1-2t, 1)

a) Halle el valor de t para que la pendiente de la recta determinada sea 4.

b) Para dicho valor de t defina la funcion de primer grado
correspondiente.

¢) Grafique.
11) La grafica de una funcién de primer grado contiene los puntos P(4, —6) y
R(t, 8). Halle:

a) el valor de t para que la pendiente sea -2.

b) la ecuacion de la funcién y determine la ordenada al origen.

¢) la ecuacion de la recta paralela a la grafica de la funcion dada y tal que
el origen de coordenadas le pertenezca.
12) Encuentre los valores de x sobre la recta real que verifican;

a) (x-2)° > x*—3x+1 b)3— (x+3)<5-x
2x+1 2-x
c) -
5 3
13) Resuelva

> 1 d) [2x-1| <5-x

a)3x+2y<18 b)x-y>-8 c)—x+y<3 d)2x+gy>20

14) La relaciéon entre el tiempo de funcionamiento t (en horas) de una bomba y
la cantidad de agua y (en hl) de un tanque conectado a dicha bomba esta dada
por la ley y =300t + 500. ¢ Cuanto tiempo debe funcionar la bomba para que en
el tanque haya mas de 1 100 hectolitros?

PROBLEMAS DE APLICACION 2.2 FUNCION DE PRIMER GRADO

1) En pruebas de dietas experimentales para gallinas, se determiné que el peso
promedio w (en gramos) de una gallina en pie era estadisticamente una funcion
de primer grado del niumero d de dias posteriores al inicio de una dieta, en
donde 0 < d < 50. Supdéngase que el peso promedio de una gallina al principio
de la dieta fue de 40 grs. y de 675 grs. a los 25 dias.

a) Determine la expresion matematica que describe esta funcion.

b) Calcule el peso promedio de una gallina a los 10 dias iniciada la dieta.
2) Un comerciante coloca al mercado 400 unidades de un producto cuando el
precio por unidad es $ 120 y 500 unidades si es de $ 80. Si el precio es funcién
de primer grado de la oferta,
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a) Escriba la funcién correspondiente.

b) Represéntela graficamente.

¢) Indique qué cantidad de producto se deberia ofrecer para que el precio por
unidad sea de $ 180.
3) La demanda semanal de un producto es de 100 unidades cuando el precio es de
$ 58 por unidad y de 200 unidades si el precio es de $ 51 por unidad. Si el precio es
funcién de primer grado de la demanda.

a) Escriba la funcidn correspondiente.

b) Represéntela graficamente.

c) ¢ Cual seria la demanda si el precio del producto es de $ 44?
4) Un comerciante colocaria en el mercado 50 unidades de un producto si el precio
es de $ 35 y 35 unidades si es de $ 30 por unidad. Si el precio es funcién de primer
grado de la oferta,

a) Escriba la funcién correspondiente.

b) Represéntela graficamente.

c) ¢/ Qué cantidad de producto se ofreceria para que el precio sea de $ 33 por
unidad?
5) Si los consumidores demandan 40 unidades de un producto cuando el precio es
de $ 12 por unidad y 25 unidades si el precio es de $ 18 y considerando que el
precio es una funcién de primer grado de la demanda,

a) Escriba la funciéon correspondiente.

b) Represéntela graficamente.

¢) ¢ Cual seria el precio por unidad si se demandan 30 unidades?
6) En pruebas de dietas experimentales para cerdos, se determind que el peso
promedio w (en Kg.) de un cerdo, es estadisticamente funcion de primer grado del
numero de dias d posteriores al inicio de la dieta, en donde 0 < d < 100. Si el peso
de un cerdo fue de 20 Kg. al comienzo de la dieta y luego aumenté 6,6 Kg. cada 10
dias, a) Determine la funcion correspondiente.

b) Obtenga el peso de un cerdo 50 dias después del inicio de la dieta.
7) Los bidlogos han descubierto que el numero de chirridos que los grillos de cierta
especie emiten por minuto esta relacionado con la temperatura. La relaciéon es casi
de primer grado. A 68 °F los grillos chirrian 124 veces por minuto aproximadamente,
mientras que a 80 °F, lo hacen mas o menos 172 veces por minuto. Obtenga la
funciéon que relaciona el numero de chirridos ¢ por minuto con la temperatura
Fahrenheit t.
8) En una experiencia realizada en invernaderos se determind que el porcentaje de
semillas germinadas depende de la temperatura ambiental. Para una variedad de
semillas de tomate el 40 % germina a 12 °C, mientras que a 15 °C germina el 70 %
de las mismas. Si el porcentaje de semillas germinadas p es funcién de primer
grado de la temperatura t.

a) Obtenga la expresidon matematica que relaciona p y t.

b) Calcule el porcentaje de germinacion a 10 °C.

c) Halle la temperatura necesaria para obtener un 90 % de semillas
germinadas.
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d) Represente todo graficamente.

9) El ritmo cardiaco r (en latidos por minutos) de un gato es funcién de primer grado
de su temperatura corporal t (expresada en grados Celsius). En condiciones de
laboratorio un gato con 37 °C tiene un ritmo cardiaco de 200 y su ritmo es 150 si la
temperatura es de 32 °C.

a) Halle la expresion matematica de la funcion.

b) ¢ A qué temperatura corporal su ritmo cardiaco es 1007

c) Represente todo graficamente.

10) El crecimiento en gramos por dia de un pollito varia con la cantidad de
antibidtico (en mg./dia) que se le da, segun una funcién de primer grado.

a) Encuentre la ecuacion que relacione la tasa de crecimiento r (g./dia) con la
cantidad de antibiético a (mg./dia) si un pollito que recibe 5 mg./dia de antibiético
tiene un crecimiento de 50 g./dia mientras que uno que recibe 10 mg./dia tiene un
crecimiento de 60 g/dia.

b) Encuentre la tasa de crecimiento para un pollito que no recibe antibiético.
11) Un departamento de policia estima que el numero de delitos graves que se
presentaran cada semana depende de la cantidad de oficiales de policia asignados
a la vigilancia preventiva. La funcién que los relaciona esta definida por
c(p) = 850 — 7,5p donde c es el nUmero de crimenes que se esperan por semana y
p representa el nUmero de oficiales asignados a la vigilancia.

a) Grafique la funcién en un sistema de coordenadas cartesianas.

b) Calcule las intersecciones con los ejes coordenados.

c) Interprete el significado de las intersecciones en términos del problema.

d) Determine la cantidad de policias que deben asignarse para que el nimero

de crimenes que se esperen por semana sea 100.
12) En 1960 se publicd que la longitud total x y la longitud de la cola de serpientes
hembras de la especie lampropeltis polyzona estan relacionadas por medio de una
funcion de primer grado. Si una serpiente mide 455 mm su cola mide 60 mm, vy si
mide 1050 mm, 140 mm su cola.

a) Si la longitud maxima de una serpiente de esta especie es 1400 mm, ¢ cual
es la longitud de su cola?

b) Si una serpiente tiene una longitud de cola de 100 mm, ;cual es su
longitud total?

13) La longitud de una varilla metalica es de 108,75 cm a 25 °C y de 109,08 cm

a 36 °C. Si esta situacion se describe adecuadamente por una funcién de primer
grado, encuentre la ley que define la longitud de la varilla en funcién de la
temperatura.

14) El peso aproximado de la masa muscular del ser humano es funcién de primer
grado del peso total.

a) Determine la ecuacion de la funcion sabiendo que una persona que pesa
90 kg. tiene aproximadamente 36 kg. de masa muscular (tener en cuenta que si el
peso total es 0 kg., el de la masa muscular es 0 kg.).

b) Obtenga el peso aproximado de masa muscular de una persona que pesa
70 kg.

c) Obtenga el peso de una persona cuya masa muscular es de 45 kg.
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15) La cantidad de calor h (en joules) que se necesita para convertir 1 g de agua en
vapor es funcion de primer grado de la temperatura t (en 0C) de la atmosfera.

A 10 °C, esta conversion necesita 2480 joules, y cada aumento de temperatura de
15 °C disminuye en 40 joules el calor necesario. Obtenga la funcion matematica que
describe esta situacion.

16) Los productos farmacéuticos deben especificar las dosis recomendadas para
adultos y nifos. Se tienen dos formulas para modificar la dosis de los adultos
cuando se trata de nifios. Son:

Regla de Cowling: y = %(t + 1)a y reglade Friend: y = %t a

donde a representa la dosis de adultos (en miligramos) y t la edad del nifio (en
afos).

a) Si a = 100, trace la grafica de las dos funciones en el mismo sistema
coordenado considerando 0 <t<12.

b) Halle para qué edad las dos formulas especifican la misma dosis.
17) Un productor agropecuario, a lo largo de distintos manejos de un rodeo de cria,
ha comprobado en el transcurso de 10 afios que la ganancia en peso por animal/dia
nunca alcanzé los 500 gramos y como minimo fue de 200 gramos por animal/dia.
¢ Como interpretaria analitica y graficamente el rango de variacion esperado para
dicho productor?
18) Una compaiia que construye y vende escritorios tiene gastos generales
semanales que incluyen salarios y costos de la planta de $ 3400. El costo de los
materiales para cada escritorio es $ 40 y se venden a $ 200 cada uno. ¢ Cuantos
escritorios deben construirse y venderse cada semana para garantizar que la
compania obtenga ganancia?
19) Una empresa agropecuaria va a decidir cual de dos modelos de tractores va a
comprar. El A cuesta $ 50 000 y requiere $ 4000 por afio en su conservacion. Las
cifras correspondientes al modelo B son $ 40 000 de costo inicial y $6000 por afo
en mantenimiento. ¢Por cuantos afios ha de usarse el modelo A antes de que
resulte mas econémico que el B?
20) Las entradas para ver un partido de basquet en la Liga Nacional tienen
diferentes valores. Las generales cuestan $ 10 mientras que para estudiantes y/o
jubilados $ 6. Se desea recaudar como minimo $ 600 000. ;Cuantas entradas de
cada tipo se deben vender para lograr este objetivo? Indique qué restricciones se
deben tener en cuenta para que este problema tenga sentido.
21) Dos tanques A y B, contienen cierta cantidad de agua y se estan llenando a
través de dos mangueras distintas. El tanque A tiene una cantidad inicial de 400
litros y recibe agua a razén de 20 litros por segundo, el tanque B tiene una cantidad
inicial de 120 litros y recibe a una razén de 90 litros por segundo.

a) Determine la funcién que representa la cantidad de agua de cada tanque
en el tiempo t.

b) ¢ En qué momento ambos tanques contienen la misma cantidad de agua?
¢ Cual es dicha cantidad?

¢) Interprete graficamente.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.2 FUNCION DE PRIMER GRADO

1) La pendiente y ordenada al origen de 3x + 4y — 8 = 0 son:
a) m:—g; h=-2 b) mz—g; h=2 «¢) m=§; h=2 d) m=§; h=-2
4 4 4 4
2) La ecuacion de la recta paralela al eje x, a la que pertenece el punto P(-2, 3) es:
a)x=2 b)y=-3 c)y=3 d)x=-2
3) La ecuacién de la recta de pendiente m = —1 que pasa por el punto R(1, —4) es:
a)x+y+3=0 b)x-y+3=0 c)—x+y-3=0 d—x+y+3=0
4) La ecuacion de la recta que pasa por el punto A(5, 3) y tiene un angulo de
inclinacion o = 45° es:
a)x+y+2=0 b)x—-y-2=0 c)x+y-2=0 dx-y+2=0
5) La forma explicita de la ecuacion de la recta a la que pertenecen los puntos
P(-1,-2) y Q(-3, 6) es:
a)y=-4x+6 b)y=4x-6¢c)y=4x+6 d)y=-4x-6
6) La recta perpendicular a 2x — 3y = 6 que pasa por el punto P(4, -3) es:

_3(x- - 2(x-
a)y+3—2(x 4) b) y+3 3(x 4)
c)y+3=—%(x—4) d)Y+3=§(X—4)

7) Una recta paralelaa y = %x — 3 tiene por ecuacion:

a)2y—-3x=4 b) 3x + 2y =4 c)3y—2x=4 d)2x+3y=4
8) La grafica de la recta 2y — 3x + 2 = 0 tiene:

a) pendiente positiva y ordenada al origen positiva

b) pendiente positiva y ordenada al origen negativa

c¢) pendiente negativa y ordenada al origen positiva

d) pendiente negativa y ordenada al origen negativa
9) Las coordenadas de un punto que pertenece a la grafica de la funcion

f(x) = —%x +1 son:

a) P1(1,0) b) P2(3, 1) c) P3(6, -3) d) P4(0, -1)
10) La ecuacion de la recta de abscisa al origen M(-3, 0) y ordenada al origen
N(0, 2) es:

a)2x + 3y =-6 b) 3x-2y=6 c)3x+2y=6 d) 2x -3y =-6

11) Si a ambos miembros de la desigualdad —g < —% se le suma un ndmero

n € R7, se obtiene:
a) una igualdad.
b) otra desigualdad del mismo sentido que el de la dada.
c) otra desigualdad de sentido contrario al de la dada.

12) Si los dos miembros de la desigualdad %<% se multiplican por un nimero
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m € R7, se obtiene:
a) una igualdad.
b) otra desigualdad del mismo sentido que el de la dada.
c¢) otra desigualdad de sentido contrario al de la dada.
13) Los valores que verifican la desigualdad —6 < 2x — 4 < 2 son:
a)-1<x<3 b) -5<x<3 c)0<x<3 d)1<x<5
14) Los valores que verifican la desigualdad |2x - 3| > 1 son:
a)x>2vx<-1 b)x>2vx<1 c)x>-2aAx<1 d)y1<x<2
X—-2

15) Si < 0, entonces x pertenece al intervalo:

a) (-, 1) b) (1, +0) C) (2, +) d) (-, 2)
16) La solucion de la desigualdad |x — 2| < 1 es:
a)-1<x<3 b) -3 <x<1
c)1<x<2 d) ninguna de las anteriores
17) La gréfica de la desigualdad 3x — 2y < 4 consiste en:
a) todos los puntos ubicados por debajo de la recta 3x — 2y =4

b) todos los puntos ubicados por encima de larecta y = %x -2

¢) todos los puntos de la recta 3x — 2y = 4 o por encima de ella
d) ninguna de las anteriores

AUTOEVALUACION Ne 3: FUNCIONES ALGEBRAICAS ESPECIALES. FUNCION
DE PRIMER GRADO

1) Dadas las siguientes funciones, indique su nombre, determine su dominio, su
conjunto de imagenes y grafique.
a)y:ﬁ—z b)y=Ix+2 -1 c)y=4

2) Represente graficamente el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones de
primer grado en dos variables:

a)x+3>0 b)y-2<0 c)x+2y-3>0
3) Una fabrica de heladeras tiene costos fijos diarios de $ 1300 y paga costos
directos (mano de obra y materiales) de $ 240 por cada heladera.

a) Escriba la ley f(x) que muestra el costo total de produccion de x heladeras
por dia.

b) ¢ Cual es el costo de fabricar 12 heladeras?

c¢) ¢ Cuantas heladeras se fabricaron si el costo fue de $ 29807

d) ;Cuantas heladeras podran fabricar si solo puede gastar entre $ 4000 y
$ 50007

4) Dadas las funciones de primer gradorq : 6x+ay+8=0y ro: vy +%x =0,

determine el valor de a de modo que sean perpendiculares.
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5) Sean los puntos P (c, ¢ + 1) y Q (-2, 3c). Halle el valor de ¢ de modo que la
pendiente de la recta que forman sea 3.

6) Las rectas de la siguiente grafica representan funciones que relacionan las
distancias (en metros) que Ana y Beatriz recorren en una carrera y el tiempo
empleado (en segundos).

d a4 Beatriz

1111 B L L EEE
a0

F0f === e mm e m e

34
20

10 t

S [

a) Halle la funcion que modeliza la distancia recorrida por cada mujer en
funcion del tiempo.

b) Halle la pendiente de la recta que modeliza la situacion de Beatriz y
explique su significado en el problema.

c) Explique el significado de la interseccién de la recta que modeliza la
situacion de Ana con el eje y.

d) Si la carrera fue de 100 m, ¢ quién gan6? Justifique la respuesta.
7) Un experimento quimico generd las siguientes temperaturas (medidas en grados
Fahrenheit) para una solucién respecto al tiempo t medido en minutos.

Tiempo Temperatura
15 30
25 130
33 210

a) Encuentre la funcion de primer grado que determinan estos valores.

b) Halle la temperatura de la solucion después de 18 minutos.

c¢) ¢ Cuanto tarda la solucién en alcanzar 80 °F?
8) El costo de alquiler de un automévil por un dia realizando un viaje de 100 km es
de $ 30y si el viaje es de 150 km el costo es de $ 37,50.

a) Halle la funcién de primer grado que corresponde a los datos dados.
Grafique.

b) Determine el costo de alquilar un auto por un dia para viajar 200 km.

c) Interprete la pendiente y la ordenada al origen de la funcién en términos
del problema.
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2.3 Funcion de segundo grado

Muchas aplicaciones requieren el conocimiento de funciones en las que la variable
independiente esta elevada al cuadrado. Analicemos el siguiente problema.

Problema
Cuando en una semilleria el precio de la soja era de $ 50 el quintal, se
vendieron, en promedio, 24 quintales semanales. Se observé que por cada
disminuciéon de $ 1 en el precio se vendian dos quintales mas por semana.
Obtenga la funcién que expresa el ingreso semanal en funcion de la
cantidad de veces que disminuye $ 1 el precio del quintal

Realicemos una tabla y veamos cdmo obtenemos una formula par hallar cual es el
ingreso semanal:

Precio del quintal Cantidad de quintales Ingreso total
50 24 24 .50
50 -1 24 +2A1 (50 -1).(24 + 2.1)
50-2 24 +22 (50 -2).(24 +2.2)
50-3 24+23 (50 — 3).(24 + 2.3)
50 -x 24 +2.x (50 — x).(24 + 2.x)

La formula sombreada corresponde a una funcién de segundo grado, en la cual x
es un numero natural menor o igual que 50 y representa la cantidad de veces que
disminuye $ 1 el precio del quintal.

g(x) = (50 — x).(24 + 2x) = g(x) = 1200 + 100x — 24x — 2x% =
— g(x) = —2x° + 76x + 1200
La funcién g : A > R/ g(x) = —2x2+ 76x + 1200 con A={x/x e Z A 0< x <50}

representa el ingreso semanal en funcién de la cantidad de veces que disminuye $
1 el precio del quintal.

Definicion: la funcién de segundo grado o cuadratica esta definida porf: R - R/

2 . .,
X —>ax +bx+c donde a, b, c son numeros realesy a = 0. La representacion
grafica de una funcion cuadratica recibe el nombre de parabola. Analicemos
distintos casos.

. 2
Primercaso:b=0 A ¢c=0 = y=ax".
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y Es una funcién par y por eso su grafica
a =0 es simétrica con respecto al eje de
ordenadas.

El punto (0,0) se denomina vértice de la
£ parabola.

Fs
-

2
Segundo caso: c#0,b=0 => y=ax" +c
Es una funcion par. Para cualquier x, los
2 :
valores de ax™ + c son iguales a los de ¥

2
ax~ salvo el valor constante ¢ que a =0
aparece sumado a todos ellos.

La grafica que representa a la funcion ¢ »
2 : 2
y =ax_ + ces la misma que la de y = ax

desplazada c¢ unidades hacia arriba o
hacia abajo segunseac>006c<0.

El punto (0,c) se denomina vértice de la
parabola.

2
Tercercaso: a,b,cnonulos =>y=ax"+bx+c
Vamos a analizar esta expresion y tratar de llevarla al segundo caso estudiado.

. b c
Como a # 0, sacamos factor comun a:y = a(x2 +—=X+—
a a

2
Completamos el trinomio cuadrado perfecto sumando y restando [ZLJ :

a

2 b (bjz (bf c

y=a|X“+—X+|—| -|—| +—| =
a 2a 2a a

| 2 2 2
= Yy=a X2+9X+(L) b +% :y:a[(x+£j =P +4aC]

2
I a 2a 452 2a 4a
yal|(xs b dac—b?
2a 432

distribuyendo a resulta:
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b )* 4ac-b? .
y= a x+2— +4— (I) como el cuadrado de cualquier numero real es
a a

2
siempre mayor o igual que cero tenemos que [x +2—j >0
a

2 2
Si X=—£:> x+£ =0 y si x¢—£: x+£ >0.
a 2a 2a 2a

K2
Sea a> 0. Para x¢—2£, el valorde y es la suma (ver (I)) entre 4ac—b”
a

, N 2 b )?
y el numero real positivo a x+2— . Como x+2— >0, resulta que para
a a

b  4ac-Db?
X=——;,y=———
2a 4a

_ K2
Luego {?bu} es el punto donde la funcién toma el minimo valor.
a

es el menor valor de la funcién .

4a

b 4ac —b?
Sea a<0.Para x= 28 el valor de y es la suma entre el valor a2 y el
a a

, . b )2 b 4ac b2
numero real negativo a x+2— . Para x= "2 ; Yy=——
a

es el mayor
a 4a

y ~b 4ac-b? g
valor de la funcién. Luego 2 e es el punto donde la funcién toma el
a a

maximo valor.

-b 4ac-b? - .
En ambos casos el punto 2 4 es el vértice de la parabola y la recta de
a a

., b . . ,
ecuacion x = “ o se llama eje de simetria.
a

FY

¥
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El analisis anterior también se hubiera podido realizar de la siguiente manera:

b)? 4ac-b?
La expresion y= a(x+—j +——— se puede escribir de la forma
2a 4a
h2
y=aX 24 4ac b que se obtiene reemplazando [x +2£j por X.
a
v T En el sistema de coordenadas (X, vy),
graficamente resulta una parabola de vértice
a=0 5
4ac-b . . .
en el punto {0—] abierta hacia arriba
a
* }{; o hacia abajo segun el signo de a. El eje de
simetria es la recta de ecuacion X = 0. Pero
2=l el valor X = 0 se obtiene cuando x = —2£ Y,
a
por lo tanto, si referimos la grafica al sistema
+ de
K2
coordenadas (x, y), el vértice se ubica en —L,M y el eje de
2a 4a
. , b
simetriaes x= ——.
2a

Ejemplo: Dada la funcién f : R > R/ f(x) = 2x2 — 3x — 5, encuentre las
coordenadas del vértice y el eje de simetria.

Para encontrar las coordenadas del vértice completamos cuadrados en la
. 2 :
expresion f(x) = 2x~ — 3x — 5. Para ello, seguimos los pasos planteados con

anterioridad. Sacamos factor comun 2:  f(x) =2 (xz - %x - gj

Sumamos y restamos dentro del paréntesis el coeficiente de la x dividido por 2 y

2 2
elevado al cuadrado: f(x) = 2| x2 —§x+ 37 (3] 23
2 4 4 2

Los tres primeros términos forman un trinomio cuadrado perfecto y lo podemos
factorizar:

2 2 2
f0) - 2[[x—£} —1—5} = 10 = 2[[x—§j —ﬂ} = t9=x-3) %
4 16 2 4 16 4 8
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El vértice es el punto (%—%) Como a = 2 > 0 la parabola se abre hacia

arriba y el vértice constituye el minimo, es decir, el menor valor que toma la

funcion es —% cuando x =%. El eje de simetria es la recta x =%.

2
b 4ac - b?
+——, reemplazamos a x por la

Nota: Si en la expresion y = a| x + —
2a 4a

abscisa del vértice, es decir por —21, la correspondiente ordenada de dicho
a

-, b 4ac-b? . ,
vértice es y =f ~oa = Por lo tanto, podemos concluir ademas que
a a

el vértice de la funcién cuadratica y = ax2 +bx+c es V (—23 f(— ZLD .
a a

2 2
bj +M, puede escribirse también de la

La expresion = a X+—
P y ( 2a 4a

. _ b 4ac-b%
siguiente manera: y = a|l x — ~%a +4—. Si en ella se reemplazan
a a

_b porh y M por Kk, se obtiene y=a (x - h)2 + Kk cuyo vértice es
2a 4a

V (h, k) y el eje de simetria, x = h.

Este método que permite escribir la funcién cuadratica y = ax2 + bx + c de la

forma y=a (x - h)2 + k, se conoce como el método de completar cuadrados.

Ejemplo: Dada la funcion f : R —» R/ f(x) = —3x2 + 6x + 1 obtenga las

coordenadas del vértice y el eje de simetria.

En este caso, como a = -3 < 0 la gréfica de la parabola se abre hacia abajo y
por lo tanto el vértice sera el maximo. Teniendo en cuenta que el vértice es

\% —L,f —L resulta —£=i=1 y f —i =f(1)=—3(1)2+6.1 +1=4.
2a 2a 2a -6 2a

El vértice corresponde al punto (1, 4), esto significa que el mayor valor que toma
la funcion es 4 cuando x = 1. El eje de simetria es x = 1.

Caracteristicas de la grafica de una funciéon de segundo grado
Sabemos que si a > 0 la parabola se abre hacia arriba y si a < 0, hacia abajo. En
el primer caso, tiene un punto minimo que se ubica en el vértice y en el
segundo, un punto maximo.

Esta funcién no tiene un unico comportamiento en todo su dominio respecto al
crecimiento o decrecimiento.
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Analicemos sus graficas:

1 a>0:

Dado x1 < xo se verifica f(x1) > f(x2)

La funcion es decreciente a la
izquierda del vértice.

f{x2)
fix3) Dado x3 < x4 se verifica f(x3) < f(x4)
La funcion es creciente a la derecha
. del vértice.
=
e
a<o:

Dado x4 < xo se verifica f(x1) < f(x2)
La funcion es creciente a la izquierda
del vértice.

Dado x3 < x4 se verifica f(x3) > f(x4)
La funcién es decreciente a la
derecha del vértice.

Problema

Teniendo en cuenta el problema planteado al comienzo: Cuando en una
semilleria el precio de la soja era de $ 50 el quintal, se vendieron, en
promedio, 24 quintales semanales. Se observé que por cada disminucién
de $ 1 en el precio se vendian dos quintales mas por semana. ;Qué
precio debe tener el quintal para obtener el ingreso semanal maximo? ;A
cuanto asciende dicho ingreso? Grafique la funcién obtenida.

Ya encontramos que el ingreso mensual esta dado por la funcion

g: A — R/ g(x) = -2x° +76x + 1200, donde A = {xIxeZA0<x<50}.

Como a = -2 < 0 la funcidn tiene un valor maximo. Para determinarlo debemos
encontrar las coordenadas del vértice. Completamos cuadrados:

y ——2x2 + 76x + 1200 = y=-2.[x* — 38x — 600] -

y=-2[x% —38x+19%°-19% —600] = y= —2[(x-19)°—361-600] =

y= —2[(x-19)2-961] = y=-2.(x-19)%+1922

El ingreso maximo semanal es de $ 1922 y se alcanza al disminuir $ 19 el
precio del quintal.

El dominio de la funcion g(x) son numeros enteros no negativos.

Sélo pertenecen a la grafica los puntos (x, y) donde x es un numero entero
comprendido entre 0 y 50.
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Problema

La funcién de demanda para un cierto producto de un fabricante esta
definida segun la ley p = f(q) = 1200 — 3q, donde p es el precio en pesos
por unidad cuando existe una demanda semanal de q unidades por parte
de los consumidores. Defina la funcion que describe el nivel de
produccion. Establezca el nivel de produccion que maximiza los ingresos
totales del fabricante y determine dichos ingresos.

El ingreso total se obtiene considerando el producto entre el precio y la cantidad
demandada.

ingreso total = precio . cantidad = ingreso=p.q = i(q)=(1200-3q) . q
La funcién i(q) = 1200q - 3q2 describe el ingreso total segun el nivel de
produccion.

El ingreso maximo correspondera a la ordenada del vértice de la parabola que
resulta al graficar la funcion. Para hallar el vértice completamos cuadrados:
i(@)=-3g°+1200q = i(q) = -3.(q° — 400 q) =

i(q) = ~3.[q° - 400q + (200) © - (200) 2]

i(q) = -3.(q — 200) 2 + 120 000

El ingreso maximo que el fabricante puede recibir sera de $ 120 000 cuando el
nivel de produccion ascienda a 200 unidades.

Intersecciones con los ejes

Una vez determinadas las coordenadas del vértice, el eje de simetria y el signo
de a, para bosquejar la grafica de la funcion cuadratica pueden determinarse
las intersecciones con los ejes coordenados. Para encontrar dénde corta al eje
de ordenadas debemos tener en cuenta que todo punto ubicado sobre el eje y
tiene abscisa 0. Buscamos los valores de y para los cuales x = 0.
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Siy = ax2 + bx + ¢, resulta y = a.O2 +b0+c = y=c. EIpuntode
interseccion con el eje de ordenadas es el punto (0, c). Se observa que la
segunda componente es el término independiente de la expresion de la funcién.
Las intersecciones con el eje de abscisas se llaman ceros de la funcién
cuadratica.

Ceros de una funcion cuadratica
Llamamos ceros de la funcién cuadratica a los valores del dominio que tienen
como imagen el cero, es decir, a aquellos valores para los cuales y = 0.
Graficamente, los ceros de la funcién cuadratica son los puntos de interseccion
de la parabola con el eje de abscisas.

Ejemplo: Encuentre los ceros de la funcion f: R > R/ f(x) = 2% + 4x — 6.

Para determinar los ceros debemos encontrar los valores de x para los cuales
f(x) = 0, es decir, para qué valores de x se verifica 2x2 +4x-6=0.

Para despejar x de la expresion dada, es conveniente escribirla de la forma
a(x — h)2 + k =0, es decir, completar cuadrados para después, mediante pasaje
de términos, encontrar él o los valores de x que anulan la funcion.

Completamos cuadrados siguiendo los pasos que corresponden:

e sacamos factor comun 2 entre los coeficientes de x° y de x:

202 +2x) -6 =0

e sumamos Yy restamos el coeficiente de la x dividido 2 y elevado al cuadrado:
202 +2x+1-1)-6=0

e reconstruimos el binomio al cuadrado: 2[(x + 1)2 -11-6=0

2 _2-6=0

e despejamos x y resulta: 2(x + 1)2:8 = (x+ 1)2:4 = X+1=1£2 =
x=1, x=-3

La parabola corta al eje de abscisas en dos puntos, P(1, 0) y Q(-3, 0).

e aplicamos la propiedad distributiva: 2(x + 1

, ., 2
Otra forma de obtener las raices es resolver la ecuacion 2x™ + 4x — 6 = 0 de la
siguiente manera:

e dividimos ambos miembros de 2x2 +4x-6=0 por 2: x2 +2x-3=0

e dejamos la variable x en el primer miembro: x2 +2x=3

e completamos cuadrados en el primer miembro: x2 +2x+1-1=3 =

x +1%-1=3 = (x+1)°=4> x+1=42 = x=1, x=-3

Veamos si podemos encontrar una férmula sencilla que nos permita hallar los
ceros de la funcion y = ax2 + bx + ¢ donde a # 0. Para ello debemos resolver la
ecuacion ax2+bx+c=0dondea, b,ce Ry a=0.

2

- . b c
Dividimos ambos miembros pora: x“+—x+—=0,
a

a
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. c b
restamos a ambos miembros —: X +—X=——
a a

Completamos cuadrados:

» b b (b ¢
XS+ —X+|—| -|—| =-
a 2a 2a a

( bjz b2 _ 4ac
= X4+ —| =— <~
2a 4a°

I
U
VD
x
+

Debemos despejar x, pero para esto debemos tener en cuenta que el nimero
b2 - 4ac

> tiene raiz cuadrada real si y sélo si es positivo.
4a

2

432

2 , 2 . .,
deber ser b~ > 4ac. El numero b™ — 4ac se llama discriminante de la ecuacion

Como 432 >0, el cociente es no negativo si y solo si b2 —4ac >0,

2 -
ax~ + bx + ¢ = 0 donde los coeficientes a,bycsonrealesy a=0.

2 p—
Si b2 — 4ac > 0, las dos raices cuadradas del numero serémijz—4aC
a
~vb? —4ac
2a '
) 2
Luego: 2 _ VbT —dac — w . P, Vb” -4ac
2a 2a 2a 2a
. —bi\/b2—4ac N « —b+Vb2—4ac « —b—\/b2—4ac
=TT on 1=————F—— , X2 =
2a 2a 2a

Obtuvimos asi una expresion llamada resolvente que permite hallar las raices
de cualquier ecuacion cuadratica.

L r . 2 . .
La ecuacién cuadratica ax™ + bx + ¢ =0, a, b, c € Ry a # 0 tiene las soluciones:

~b++b? —4ac ~b-+b? —4ac
e =T

Nota: si el discriminante (b~ — 4ac) es cero, las dos raices son iguales, es decir,

b . . . - .
X1 = Xp = —— y la pardbola interseca al eje x en un unico punto. Si el
2a

discriminante (b~ — 4ac) es negativo, la raiz cuadrada sera un numero complejo
y, por lo tanto, no habra interseccion de la grafica con el eje x.
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Discusion de las raices de una ecuacion de segundo grado
Seaf(x)=ax2+bx+c, aeR,beR, ceRya=x0

2 2 2
b™-4ac>0 b™-4ac=0 b -4ac < 0
Dos raices no reales
Naturaleza , . .
de las Dos raices reales y | Dos raices reales e (dos raices
. distintas iguales complejas y
raices

conjugadas)

¥ y‘

Grafica /

==
-

}(1 XQ Y

Observacion: La gréfica de la funcion f: R - R/ f(x) = ax2 + bx + ¢ también la

podemos realizar transformando su expresion a la forma f(x) = a(x - h)2 + Kk
aplicando el método de completar cuadrados.

Teniendo en cuenta las diferentes transformaciones de funciones que
estudiamos podemos decir que la grafica de y = a (x — h)2 + k se obtiene

- 2
utilizando como base la de y = ax™ pero:
e desplazada h unidades hacia la izquierda si h < 0 6 hacia la derecha si h > 0,

e desplazada k unidades hacia arriba si k > 0 6 hacia abajo si k < 0.
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El eje de simetria es la recta x = h y el vértice es el punto V(h, k) que es un
maximo si a < 0 y un minimo si a > 0.

Ejemplo: Bosqueje la grafica de la funcion f: R > R / f(x) = 3x2 - 9 - 12
teniendo en cuenta vértice, eje de simetria e intersecciones con los ejes.

Sea f(x) = 3x2 — 9x — 12. Encontramos las coordenadas del vértice
completando cuadrados. En primer lugar sacamos factor comun 3 que es el

coeficiente de x2 y es distinto de cero, entonces: f(x) = 3(x2 — 3x — 4). Para

2
completar el trinomio cuadrado perfecto sumamos y restamos (ZLJ .

a
—9)2 (-3) 9
Ennuestrocasoes: |— | =|—| =—
2.3 2
Podemos observar que este término que sumamos y restamos siempre es el
coeficiente de x, después de sacar factor comun 3, dividido por 2 y elevado al
cuadrado.

2
Resulta: f(x) =3 x2—3x+g—g—4 = f(x) =3 X_E _é
4 4 2 4
3 75
Aplicando la propiedad distributiva obtenemos: f(x) = 3[x —Ej 7 (1)
3 75 -— . . . ,
El punto 571 es el vértice de la parabola y el eje de simetria es la recta
3
X=—.
2

Utilizando la expresién (1) podemos hallar los ceros de la funcion. Teniendo en
cuenta que los ceros o raices son los valores de x para los cuales el valor de v,
o sea la imagen, debe ser cero, igualamos toda la expresion a 0.

2
3x—§ —E=o
2 4

2 2
; 3 75 3 75
D . - — —_— - = = —":
espejando x nos queda 3(x 2) 4 ( 2) y) 3 =
3 5 5 3
——=+—=X=—+—=X1=4
3 25 3 .5 2 2 2 2
X——=3/— = X-—=t— =
2 4 2 2 3 5
X——=—-—=2>X=—-—+—=—=>Xo =1
2 2 2

De la misma forma, si aplicamos la resolvente a la expresién original dada por
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[.2 [50E
—b+ — +
3x2 - 9x — 12 = 0 resulta: x=w = x=% y de aqui se
a
obtienen las dos soluciones:
9+15 9-15
X1="—= =4 -1
776 2776
Concluimos que los puntos (4, 0) y (-1, 0)
son las intersecciones de la grafica con el
eje de abscisas.
Six =0, resulta y =-12. El punto (0,-12)
representa la interseccién de la grafica de
la funcion con el eje y.
Teniendo en cuenta lo anterior podemos
bosquejar la grafica.

“Wertice

Ejemplo: Encuentre una funcién tal que la grafica resulte una parabola con
vértice en el punto (-2, 1) y corte al eje de las ordenadas en —1. Bosqueje la
grafica.

Si el vértice es (-2, 1), teniendo en cuenta la expresion y = a (x — h)2 + Kk,
resulta:  y=ax—(-2]% +1 = y-a(x+2)2 +1
Si corta al eje de ordenadas en -1, el punto (0, —1) debe satisfacer la igualdad

anterior —1=a(0+2)°+1 = —1-a4+1 = 2-a4d= a=—%

Reemplazando: y = —%(x +2) 24 1. ¥

También, podemos escribir la expresion
desarrollada

y= —%(x2+4x+4)+1

-

La definicion de la funcion resulta f:R>R/x—> —%xz -2x-1

Problema
La cantidad g de un producto agricola que sera demandada a un precio p
(en pesos) esta dada porq=20+ 5p — p2
a) ¢ A qué precio seran demandados 24 productos?.
b) ¢ Qué cantidad sera demandada si el precio es de $ 2,757
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a) Para averiguar el precio debemos resolver 24 = 20 + 5p — p2 =
5+425-16 5+3 - pq=4
2 2 po =1
Para que sean demandados 24 productos el precio debe ser $ 4 o biende $ 1.

b) La cantidad demandada sera q =20 + 5.2,75 — (2,75)2, o sea, q = 26,1875.
Si el precio es de $ 2,75 se demandaran aproximadamente 26 productos.

P -5p+4=0= pyy =

Problema

La grafica siguiente describe el vuelo de un proyectil disparado desde su
plataforma de lanzamiento situada a dos metros por debajo del nivel del
suelo. La gréfica indica la altura alcanzada en metros después de t
minutos:

altura
a) Defina la funcion que
describe la altura segun
el tiempo.

b) ,En qué momento el
proyectil alcanza la altura
maxima?

c) ¢(En qué momento
aproximadamente el
proyectil llega al nivel del
suelo?

16

Fs

-2

L

a) Podemos considerar la funcion f(t) = at2 + bt + ¢ que describe la situacién
planteada. Como la interseccion con el eje de ordenadas es -2, el valor de ¢
coincide con él.
La funcion resulta f(t) = at2 + bt — 2. Si consideramos otros dos puntos que le
pertenecen (3, 16) y (6, —2), reemplazando resulta:

16=2a.32 +b.3-2 9a+3b=18

~-2-26%+b6-2 36a+6b=0
Multiplicando por 2 a la primera ecuacion y restando miembro a miembro
resulta: 18a + 6b = 36

36a+6b=0
-18a =36 = a=-2

Sia=-2 = 9.(-2)+3b=18 = b=12
La funcién queda definida f : Ra - R/f(t) = 2 +12t-2

, es decir: {

También hubiésemos podido usar la expresion  f(t) = a(t — h) 2. k donde
sabemos que el punto (3, 16) es el vértice y el (0, —2) pertenece a la gréfica.
Reemplazando resulta: f(t) = a.(t - 3) 2, 16 =>-2=a.(0-3) 2, 16 = a=-2
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Luego, la funcién es f: Rj — R /f(t) = -2(t - 3) 2+ 16

f(t) = —2.(t° —6t + 9) + 16 = —2° + 12t — 18 + 16 = f(t)=-2t° + 12t — 2 es Ia
funcion que describe la altura del proyectii medida en metros después de
transcurridos t minutos.

b) El proyectil alcanza 16 metros de altura maxima después de 3 minutos.

¢) Para saber cuando alcanza el nivel del suelo la altura debe ser 0 metros.
Esdeci 0=20+12t-2 = 2 +6t-1=0 =
~6:y36-4 _-6:432 _ t;=01716

-2 -2 t, =5,8284
El nivel del suelo lo alcanza transcurridos aproximadamente 10 segundos o,
nuevamente, a los 5 minutos 50 segundos.

tio =

Problema

El ingreso i (en millones de dolares) que un gran negocio logra al vender
X concesiones esta dado por laley i(x) =—10 + 10x — x2.

a) ¢ Qué ingreso tiene si el negocio vende 8 concesiones?

b) ;Cuantas concesiones debe vender para que el ingreso ascienda a 14
millones de dolares?

c) ¢Cuantas concesiones deberan venderse para obtener el ingreso
maximo?

d) Grafique la funcion.

e) Explique qué significan las intersecciones con los ejes en relacion al
problema.

a) Como x representa la cantidad de concesiones vendidas, reemplazando x por

8, el ingreso se calcula resolviendo i(8) =—10 + 10.8 — 82 =-10+ 80 —-64 =6. Al
vender 8 concesiones el ingreso asciende a 6 millones de délares.

b) Reemplazando i por 14 resulta: 14 =-10 + 10x — x2 = x2 -10x+24=0
Aplicando la resolvente:

10+(-10)> ~4.1.24 102

2.1 2
Para que el ingreso ascienda a 14 millones de doélares, deben venderse 6 6 4
concesiones.

X12= de donde: x1 =6, xo =4.

c) Para obtener el valor maximo calculamos el vértice completando cuadrados:
. 2
i(x) =—10+ 10x — x
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Agrupando y sacando factor comun -1 resulta  i(x) = —1(x2 -10x) - 10
2
Sumamos y restamos (%) ~25 = i(X) =—1(x* = 10x + 25 — 25) — 10

= i(x) :(—1)[(x—5)2—25]—1o = i(X) =—(x=5)°+25-10 =

= i(x) =—(x-5)°+15

El vértice es el punto (5, 15). Para obtener el ingreso maximo, que asciende a
15 millones de ddélares, deben venderse 5 concesiones.

d) La grafica resulta:

-

|
16{= ===~z 160

7

-

FY

[ 0
=

e) Las intersecciones con el eje de abscisas representan los valores para los

cuales el ingreso es nulo. Igualando a cero el ingreso: 0 =—-10 + 10x — x2
Resolviendo obtenemos:

r o = —10i\/102 -4.(-1.(-10) -10++60 -10+775

12 = 2.(—1) i S

de donde x4 =1,13; xo = 8,87
La interseccién con el eje de ordenadas es el punto que representa cuando no
se vende ninguna concesion, es decir, cuando x = 0 y se obtiene i = -10.
Cuando no se vende ninguna concesion, hay una pérdida de 10 millones de
ddlares.

Propiedades de las raices de la ecuacion
Dada la ecuacion ax2 +bx + ¢ =0, sixqy X son sus raices, se cumple:

1)X1+X2=_?b

~b+ybZ-4ac _ -b-yb%?-4ac _-2b b

En efecto, xq + x2 = + = -
2a 2a 2a a

C
2)X1.Xp=—
a
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_-b+yb®-dac -b-yb®-dac _ (-bf° —(yb®-4ac )’ N

2a ’ 2a 432

X1 . X2

b2 -b2 +4ac ¢
X1.Xg= ————— = —
4a a
Estas propiedades resultan muy importantes para reconstruir ecuaciones de
segundo grado conocidas sus soluciones, o bien para generar funciones

cuadraticas que las tengan como ceros.

K2
Nota: El vértice es V —L,m o bien V —L,f _b . Segun vimos
2a 4a 2a 2a

una de las propiedades de los ceros asegura que X1+ Xp = —.
a

Si dividimos ambos miembros por 2 obtenemos %:;—b Esto nos
a

permite asegurar que la abscisa del vértice resulta igual a la semisuma de las
raices de la ecuacion.

Factorizacion del trinomio de segundo grado

Analicemos si podemos factorizar el segundo miembro de la funcién cuadratica,
es decir la expresién ax2 + bx + c. Para que la factorizacién sea siempre
posible, debemos considerar que x puede tomar valores en el conjunto de los
numeros reales y no reales (complejos). Sabemos que las raices de la ecuacion
ax2 + bx + ¢ = 0 verifican:

C
X1+ Xo=— X1 .X2=—
a a

: 2 ,
Entonces si y = ax™ + bx + ¢, sacando factor comun:

2 b C 2
y=a|x‘+—xX+— = y=a[x —(Xxq1+X2)X+Xxq.Xx2] =
a a
y=a(x2— X1.X — X2.X + X1 .X2) = y =a[X (X —x1) — X2 (X = X1)] =

y =a(x - Xx1)(x - X2)

Problema
Un arquitecto especializado en paisajismo quiere hacer un borde de
ancho uniforme con grava alrededor de una pequeina cabafa. La cabana
ocupa nueve metros por seis metros. Se cuenta con suficiente grava para
cubrir 34 m2. ¢ Qué ancho debe tener el borde si queremos utilizar toda la
grava disponible?
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Realizando una figura de andlisis de la cabafia con el borde, de x metros de
ancho, resulta:

[+ 29 m El ancho del rectangulo mayor

es de (6 + 2x) m y su longitud
es (9 + 2x) m. Plantearemos
una ecuacién que relacione
las areas y las dimensiones
dadas.
El area del rectangulo mayor
es (6 + 2x).(9 + 2x) y
podemos asegurar que el
area de la cabafa es 9.6 = 54.
El area del borde se halla restando el area de la cabafa del area del rectangulo
grande. Esta diferencia debe ser 34. Es decir: (6 + 2x).(9 + 2x) — 54 = 34

BE+2m

54 + 12x + 18x + 4x> — 54 — 34 =0 — 4% +30x-34=0
~30++/30%2 -4.4.(-34) —
Resolvemos x = 22 ( ) = 30; 38 = xq=1,x2=-8,5

Como x representa una medida, la respuesta al problema es que el borde
alrededor de la cabafa debe tener un metro de ancho.

Problema
El rendimiento (en porcentaje, %) de un generador de placas solares en
funcion de la temperatura esta descripto por un modelo matematico que
responde a una funcién cuadratica. El rendimiento es maximo (100 %)
para una temperatura de 50 °C y es nulo para 10 °C y 90 °C. Defina la
funcién que describe esta situacion.

Los valores donde el rendimiento es nulo son los ceros de la funcién cuadratica.
Luego f(x) = a(x — 10)(x — 90) y como en (50, 100) se encuentra el maximo, este
punto pertenece a la funcion y satisface la igualdad:

100 = a(50 —10)(50 — 90) = 100 = a.40(~40) => 100 =-1600a = a= —%.

La funcién queda definida por f(x) = —% (x =10) (x — 90).

También podemos resolver el problema utilizando el dato del vértice en la
ecuacion de laforma y=a (x—h )2 + k. Reemplazando por las coordenadas del

vértice (50, 100) resulta y =a (x — 50 )2 + 100. Como sabemos ademas que el
punto (10,0) pertenecen a la grafica de la funcion resulta posible encontrar el

vanrdea:O:a(10—50)2+100:>0:a1600+100:>a= —%.

La funcion queda definida por f(x) = —% (x =10) (x — 90).
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EJERCICIOS

1) Para cada una de las siguientes funciones cuadraticas determine las
coordenadas del vértice. Explique si dicho vértice es el valor maximo o minimo
de la funcion.

a) f(x) = —6x° b) f(x) = —x° + 4

c) f(x) = x° + 3x d) f(x) =3x° —4x+5
2) Calcule los ceros de las siguientes funciones y factorice.

a) f(x) = 9x° — 9x b) f(x) = 4x° + 1

c) f(x) =25 x° d) f(x) = 2x° — 20x + 50

3) Determine, sin hallarlas, la naturaleza de las raices de las siguientes
ecuaciones.

a)-2x° —16x+3=0 b)t>+2t+1=0

C)-9+8x-2x°=0 d)x2—8x+§=0

e)—2x2—6x—§:0 f)32—8s+13:0
RESPUESTAS

» » 3 9) .. 2 11

1)a) V(0, 0) maximo; b) V(0, 4) maximo; c) V(_E’_Zj minimo; d) V(E?)
minimo.
2)a) f(x) = 9x(x 1) b) f(x) — 4(x ) %ij{x _ %.)
¢) f(x) = —(x - 5)(x + 5) d) f(x) =2(x - 5)°

3)a) Dos raices reales distintas; b) Dos raices reales iguales; c¢) Dos raices
complejas; d) Dos raices complejas; e) Dos raices reales iguales; f) Dos raices
reales distintas.

Inecuaciones de segundo grado en una variable
Definicion: Una desigualdad o inecuacién de segundo grado en una variable
tiene la forma:

ax_ +bx+c<0

ax +bx+c<0

+bx+c>0

2
2
2
ax

2

ax +bx+c>0 dondea,b,ce RAana=0

Para resolver una inecuacion cuadratica introducimos dos nuevos conceptos: el
de numero o valor critico y el de valor de prueba.
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Definicién: llamamos ntmero o valor critico a cada una de las raices reales de la
.. 2
ecuacion ax” + bx + c=0.

Supongamos que X1 Y X2 son esos numeros o valores criticos y que x1 < Xa.
. . 2 . :
El polinomio ax™ + bx + ¢ cambia de signo a ambos lados de x1 y xo2. Por lo tanto

. " ; 2 .
el signo positivo o negativo de ax™ + bx + ¢ sera constante en cada uno de los
intervalos en los que queda subdividida la recta real:

X<Xq1, X1 <X<X2, X>X2

- . —
b—0
*1 i

Para determinar el signo de ax2 + bx + ¢ en cada intervalo se elige un valor
arbitrario en el intervalo. A este se lo denomina ndmero de prueba. Los
resultados obtenidos sirven para determinar el conjunto solucién de la
inecuacion.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos enunciar los siguientes pasos a seguir
para resolver una inecuacion cuadratica:

1) Hallar los valores criticos resolviendo la ecuacién ax2 +bx+c=0

2) Trazar los valores criticos sobre la recta numérica. Estos valores
criticos dividen a la recta en dos o tres intervalos segun la ecuacién tenga una o
dos raices reales.

3) Seleccionar los numeros de prueba, es decir, los numeros
representativos de cada intervalo y probar cada valor en la desigualdad para ver
si resulta un enunciado verdadero. Tener en cuenta para ello que la expresion
ax2 + bx + ¢ se puede escribir a(x — x1)(x — x2).

4) Las soluciones de la inecuacion son los intervalos que contienen los
valores identificados en el paso 3) como soluciones validas de la desigualdad
dada.

Ejemplo: Halle los valores de x que verifican: x2 -8 <2x

Haciendo pasaje de términos, resulta: x2 -2x-8<0

Para hallar los valores criticos resolvemos la ecuacién x2 -2x-8=0

Aplicando la resolvente obtenemos:
2++44+32 2+6

- 2 2

Los numeros criticos sonxo=-2 y xq=4.

De aqui podemos decir que la recta real queda dividida en tres intervalos: los
valores menores que —2, los valores reales entre —2 y 4 y los mayores que 4.

X1, 2 x1=4 , Xxp=-2
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%o =2 =4
S o' 2y o
r o
+ —i : : : t : *— —
o -2 4 +u

Para resolver la inecuacion podemos construir la siguiente tabla:

Ndmero de Signo de Signo de | Signo de x2—2x—8 =
Intervalo
Prueba (x+2) (x —4) (x +2)(x —4)
(-0, —2) -3 — - +
(-2, 4) 0 + - -
( 4, OO) 5 + + +

Como la inecuaciéon planteada es x2 - 2X — 8 < 0, la solucion son todos los
numeros reales entre —2 y 4. Es decir, todos los numeros reales pertenecientes
al intervalo (-2, 4).

Gréficamente:

Fy
-

Problema
El costo, en pesos, para enlatar x toneladas de tomates por dia esta dado
por la funciéon (5x2 — 15x + 8) y el ingreso percibido por la venta de x
toneladas de tomate por dia esta dado por la funcion (2x + 2). ; Cuantas
toneladas deben enlatarse y venderse diariamente para obtener
ganancia?

Para obtener ganancia el costo diario debe ser menor que el ingreso diario, es
decir:

5x? —15x+8<2x+2 = 5x°—15x+8-2x—2<0 = B5x°—17x+6<0
Para determinar los valores criticos resolvemos la ecuacién 5x2 -17x+6=0
Aplicando la resolvente resulta:

17+4(-17)? -456 1744169 17+13
2.5 10 10

Queda planteada la inecuacién 5(x — 0,4).(x — 3) < 0. Teniendo en cuenta los
valores criticos, la recta real queda dividida en tres intervalos: los valores
menores que 0,4; los valores entre 0,4 y 3 y los valores mayores que 3.

X12= , obtenemos x1 =3y xo =0,4.

-

4 ' e : : ™ ' '
-0 04 3 +00

Para el problema no tienen sentido los valores negativos y por eso
consideramos como primer intervalo el de los comprendidos entre 0 y 0,4.

Para resolver la inecuacion, construimos la tabla:
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Intervalo Numero de Signo de Signo de Signo de
prueba 5(x - 0,4) (x=3) 5(x - 0,4)(x - 3)
[0, 0,4) 0,2 - - +
(0,4, 3) 1 + - _
(3, ) 5 + + +

Como la inecuacion planteada es 5x2 —17x + 6 < 0, la solucién son todos los
numeros reales comprendidos entre 0,4 y 3, es decir los pertenecientes al
intervalo (0,4, 3). Para obtener ganancia deben enlatarse y venderse entre 0,4 y
3 toneladas diarias.

Problema

La funcién c(x) = x2 — 20x + 6000 describe el costo de produccion de
cierto producto, donde c esta expresado en pesos y x representa el
numero de articulos producidos. ¢Cuantos articulos deben producirse si
los costos de produccion deben mantenerse por debajo de los $ 18 0007?

Segun lo establecido en el enunciado debe ser x2 — 20x + 6000 < 18 000, es
decir x* — 20x — 12 000 < 0.
Hallamos las raices de la ecuacion x2 -20x-12000=0
_ 20+4/400+48000 _ 20 +220 _, x1=120
2 2 X5 =-100

Quedan definidos tres intervalos (-, —100), (=100, 120) y (120, «).
Como x representa el numero de articulos, sélo consideraremos los intervalos
[0, 120) y (120, +x) y la expresion cuya factorizacion es (x + 100) (x —120).

X12

Intervalo Numero de Signode | Signo de Signo de
prueba (x+100) | (x—120) | (x+100)(x — 120)
[0, 120) 10 " - -
(120, +oo) 150 + + "

Como debemos encontrar dénde X° — 20x — 12 000 < 0, resulta que el intervalo
buscado es [0, 120). Se deben fabricar menos de 120 articulos para que el
costo de produccién se mantenga por debajo de los $ 18 000.

Problema
Una empresa puede vender a un precio de $ 100 la unidad, todas las
piezas que pueda producir. Si x unidades es la produccion diaria, el
importe del costo total de la produccién diaria es 700 + 20x + X2, Halle la
funcion ganancia y grafiquela. ;Cuantas unidades deben producirse
diariamente para que la empresa obtenga ganancias?

Si el precio de venta de una unidad es de $ 100, el ingreso por la venta de las x
unidades diarias esta representada por la funcion i(x) = 100x.

El costo total diario es la funcién c(x) = 700 + 20x + x°.
La ganancia g(x) diaria es la diferencia entre el ingreso diario y el costo total,
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g(x) =i(x) — c(x) = g(x) =100x — (700 + 20x + x2) =

gx)=y = —x2 + 80x — 700

Debemos hallar la regidn del plano para la cual g(x) es positiva, g(x) > 0.

Para graficar la funcion cuadratica g(x) = —x2 + 80x — 700 hallamos su vértice
completando cuadrados y resulta:

2 2
y=(—1)(x2—80x+700) = y=(-1) sz—80x+(%j J+700—[%) ]

y:—((x-4o)2 —900) — y=(-1) (x-40)2+900 = y=- (x—40)2+900
El vértice de la parabola es el punto (40, 900). Como a < 0 la parabola abre
hacia abajo.

Para determinar las intersecciones con el eje de abscisas planteamos y = 0 y

obtenemos: (1) (x —40)° + 900 =0 = (x - 40)°=900 = x—40 =+ 30
De aqui concluimos que x1 =70 y x2 = 10 son las intersecciones con el eje x y

los valores donde la ganancia es nula.
Para hallar la interseccién con el eje de ordenadas reemplazamos x por 0y

resulta y = g(0) =—0° + 80.0 - 700 = y=-700

! Observando la grafica, podemos

concluir que solo es positiva, es
decir, se obtendran ganancias,
cuando se fabriquen mas de 10 y
menos de 70 unidades diarias.

- ; - ' ' : * Analiticamente podemos pensar
/1|:| TE\ ¥

en resolver una inecuacién en
una variable planteando:

S+ 80x-700>0 = (-1).x-10).(x-70)>0
Realizando el cuadro de signos:

Intervalo Signo de Signo de Signo de Signo de
(x=10) (x=70) (x=10)(x=70) | —1.(x-10)(x-70
)
[0, 10) - - + -
(10, 70) + - - +
(70, +0) + + + —

Deducimos que deberan producirse diariamente entre 10 y 70 articulos para
obtener ganancias.

EJERCICIO

Halle los valores que satisfacen las siguientes desigualdades:
a)—x+x2+3<5 b) —x2—x+6>0
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c) -2x° - %x+ <0 d) 26 + 21x + 3x° >-10

Alw

RESPUESTAS

a)(-1,2) b)(-3,2) c)[—oo,—ﬂU[ ,oo) d) (—0, -4] U [-3, =)

1
2

Inecuaciones de segundo grado en dos variables
Definicion: Una desigualdad o inecuaciéon de segundo grado en dos variables

tiene la forma:
2

y<ax +bx+c o]
2 .

y<ax +bx+c o]
2 .

y>ax +bx+c o]
2

y>ax +bx+c donde a, by c son constantes reales y a # 0.

Geomeétricamente la solucion de una inecuacién cuadratica en dos variables
consiste en todos los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la
desigualdad.

Para encontrar estos puntos debemos tener en cuenta que asi como cuando
estudiamos inecuaciones de primer grado en dos variables vimos que la grafica
de la recta separa al plano en tres conjuntos distintos (la recta misma, una
region por encima de ella y una region por debajo de ella) ahora es la parabola
la que cumple el mismo rol.

Es decir, la gréfica de la parabola y = ax2 + bx + c divide al plano en tres
sectores distintos:

a) la parabola que consiste en todos los puntos (x, y) cuyas coordenadas
satisfacen la ley y= ax2 + bx + c;

b) la regidn que se encuentra por
encima de la parabola y consiste
en todos los puntos (x, y) que

. 2
satisfaceny > ax™ + bx + ¢;

¢) la regién que se encuentra por
debajo de la parabola y consiste
en todos los puntos (X, y) que

satisfaceny <ax™ + bx + c.
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Ejemplo: Grafique el conjunto solucién de la inecuaciény < x2 —-4x-12
Graficamos la parabola y = x2 —4x-12
YAL
¥ = 12— dx- 12 Elegimos un punto cualquiera del
plano, por ejemplo, el (0,0).
Sustituyendo en la desigualdad

R resulta:
X 0< 0°-4.0-12 0sea 0<-12, lo
que es falso.

Esto significa que la solucién no es
el sector al que pertenece el punto
(0,0) sino el otro.

Graficamente la solucion de la inecuacion es:

y = we- 4y - 12 -

EJERCICIO

Determine graficamente el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones
a)(x-5)°<y  b)y>-2x°—4x+6 c)x°>y-4 d)y<x’+1

RESPUESTAS
a) b)
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EJERCICIOS INTEGRADORES 2.3 FUNCION DE SEGUNDO GRADO

1) Dada la funcién f: R — R,

a)y:2x2—4x b)y:—2x2—4x+6 c)y:3x2—9x+6
d)y=3x2—2x—1 e)y=3x—x2 f)y=—%x2+%

i) ldentifiquela.
ii) Complete cuadrados y determine coordenadas del vértice y eje de simetria.
iii) Halle las intersecciones con los ejes coordenados.
iv) Factorice.
v) Determine el valor maximo o minimo de la funcién.
vi) Represente graficamente.
2) Halle el valor de k para que la siguiente ecuacion tenga raices iguales.
x2 + (k—1)x + k2 =0 Verifique
3) a) Determine la funcidon cuadratica cuya grafica corta al eje x en los
puntos P(1,0) y Q(-2,0) y al eje y en R(0,2). Verifique.
b) Encuentre la funcién cuadratica cuya representacion grafica es:
Y+
a1-

rs

-

4) Halle el valor de m para que la suma de las raices sea igual al producto de
las mismas en la ecuacion:

2x%+(m+1)x+(3m-5)=0 Verifique.

5) Calcule el valor de m tal que x2 +(m-1)x + m2 =0 tenga una raiz igual a 1.
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6) Represente las siguientes funciones:

a) A={2-11,2}; FADR/X - X2 +2
b) f:R>R/X > x2+2

2x+3 si X <-2
7) Sea la funciéon f: R » R /f(x) = x2 -2 si —-2<x<3
3x-1 si x>3

a) Grafique.
b) Halle: f(-2), f(4), f(-3)y f(3)
8) Resuelva las siguientes inecuaciones y represente graficamente:

a) 4x° +8x <0 b) 3x° +18x < —27
9) Resuelva las siguientes inecuaciones
a)y+2> X b) y — (x +4)° < 1

PROBLEMAS DE APLICACION. 2.3 FUNCION DE SEGUNDO GRADO

1) Un grupo de bidlogos estudio los efectos nutricionales que se produjeron en
ratas que se alimentaron con una dieta que contenia 10 % de proteina. La
proteina estaba formada por yema de huevo y harina de maiz. Cambiando el
porcentaje P (expresado como decimal) de yema en la mezcla de proteina, el
grupo calculé que el promedio de aumento de peso g (en gramos) de una rata

en un cierto periodo estaba dado por g =-200 P2 +200P + 20

¢, Qué porcentaje de yema produjo un aumento promedio de peso de 70
gramos?

2) En un laboratorio se analizé el aumento promedio del peso de pollitos
alimentados con un alimento que contenia 15% de proteina. La proteina
consistid en yema de huevo y harina de maiz. Al variar el porcentaje P de harina
de maiz en la mezcla de proteinas, el grupo de investigadores estimé que el
aumento promedio en peso (en gramos) de un pollito durante un cierto periodo

fue de f(P) en donde f(P) = —5—10P2 +2P +20, siendo 0 < P < 100.

a) Halle el aumento maximo de peso.

b) Calcule qué porcentaje de harina de maiz produce dicho aumento
maximo.
3) La funcién de demanda para el producto de un fabricante es: p = 100 — 2q, en
donde p es el precio (en dolares) por unidad cuando existe una demanda
semanal q por parte de los consumidores.

a) Obtenga el nivel de produccion que maximiza los ingresos totales.

b) Determine dichos ingresos totales.
4) Una empresa estima que n meses después de colocar un producto nuevo en
el mercado, f(n) millones de hogares lo estaran utilizando.
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Surge que f(n) = %n(m—n) , 0<n<12.

a) Calcule el numero maximo de casas en las que se empleara dicho
producto.

b) Determine cuantos meses han transcurrido desde la introduccion del
producto para ese nimero maximo de casas.
5) Se disponen de 24 m de alambre para cercar un jardin rectangular.

a) Exprese el area del jardin en funcion de la longitud de la base x del
mismo.

b) Indique de qué tipo de funcion se trata.

¢) Represente graficamente la funcion area.

d) ;Cuales son las dimensiones del jardin que hacen que el area
abarcada sea maxima?
6) En una empresa se estima que el ingreso p (en dolares) es funcién del

numero de obreros n y se comporta segun la ley: p(n) = -0,20 n2 + 30n. El costo
de produccién ¢ se puede estimar también segun el nimero n de obreros segun
la ley: ¢(n) = 0,05n° + 50.

a) Halle la funcién que describe el beneficio o ganancia segun el numero
de obreros.

b); Cuantos obreros deben trabajar para obtener maxima ganancia? ;A
cuanto asciende dicha ganancia?
7) La altura s (medida en metros) de una pelota lanzada verticalmente hacia

arriba desde el suelo, estd dada por: s = —5t2 + 55t donde t es el tiempo
transcurrido en segundos.

a) ¢ De qué tipo de funcion se trata? ;Cual es su representacion grafica?

b) ¢Cuantos segundos han transcurrido cuando la pelota alcanza su
altura maxima?

¢) ¢ Cual es esa altura? ;Qué representa esto en la grafica de la funcién?

d) ;Cuantos son los segundos que demora en alcanzar una altura de
50 m?

e) ¢;Cuantos segundos han de transcurrir hasta que vuelva a tocar el
piso?

f) Represente todo graficamente.

8) Se desea cercar una superficie rectangular disponiéndose de 1200 m de
alambre para cercos.

¥
a) Exprese el perimetro en funcion de las dimensiones.
b) Encuentre el area en funcién de x. ¢ De qué tipo de funcién se trata?
¢) Indique cual sera el area maxima que se puede abarcar con esa
cantidad de alambre y cudles serian las medidas de la superficie.
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9) Los animales que saltan siguen al brincar trayectorias parabdlicas. La figura
muestra el salto de una rana superpuesto a un sistema coordenado. La longitud
del salto es de 9 pies y la altura maxima es de 3 pies. Halle una funcién
cuadratica f que especifica la trayectoria de la rana.

¥
a4 .
4 A .
4 . .
+ } + +
+ 4.5 e} H
10) Una sustancia se distribuye en forma continua. La concentracion viene dada

por la funcion: ¢(x) = 10x — x2 (c medida en E:n_rg y el tiempo en horas).

a) Grafique la funcioén.

b) ;Cuantas horas han de transcurrir para que la concentracién sea
maxima? Encuentre el valor maximo.
11) Se sabe que el costo de manufactura C en ddlares por hacer x mochilas en
un dia esta dado por C = x2 —12x + 50.

a) ¢ De qué tipo de funcion se trata? ;Cual es su representacion grafica?

b) Represente graficamente la funcion costo.

¢) ¢ Cual es el costo minimo y cuantas mochilas se producen al dia?

d) ;Cuesta mas hacer 4 mochilas o hacer 10?

e) ¢ Cuantas mochilas pueden hacerse por $ 50?
12) Una compafiia de television por cable, de acuerdo a un estudio de mercado,
sabe que cuando la tarifa es de x délares mensuales, el ingreso mensual viene
dado por la funcién r(x) = 500.(300 — x).x con 0 < x < 300.
¢, Cual debe ser la tarifa mensual para que el ingreso sea maximo?
13) La produccién de fruta de cada arbol de un huerto de manzanas decrece
cuando la densidad de los arboles plantados se incrementa. Cuando hay n
arboles por hectarea se sabe que el nUmero promedio de manzanas por arbol
es y =900 —-10n para una variedad particular de manzanas (si 30 < n < 60).
¢, Qué valor de n da la maxima produccién total de manzanas por hectareas?
14) Una rana al saltar alcanza una altura h (en pulgadas) luego del tiempo t (en
décimas de segundo) dada por: h(t) = —2t2 + 12t

a) ¢ En qué momento alcanza la rana su altura maxima?

b) ;Cual es la altura maxima?

¢) ¢ En qué momento esta la rana a una altura de 10 pulgadas?

d) ; Cuanto demora en volver a tocar el suelo?

e) Represente todo graficamente.
15) El ingreso r (en millones de doélares) de un gran negocio que recibe al

vender x articulos esta dado por: r(x) =-10 + 10x — x2.

a) ¢Qué ingreso se obtiene si no se vende ningun articulo? ;Si se venden
7?
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b) ; Cuantos articulos deben venderse para obtener el ingreso maximo?
¢, Cual es ese ingreso?

¢) ¢Cuantos articulos deben venderse si el negocio desea tener un
ingreso de 6 millones?

d) Represente todo graficamente.
16) Si una planta recibe una luz de intensidad x, la razén de fotosintesis y
medida en unidades adecuadas, se encontré experimentalmente que esta dada
por y = 150x — 25x2 para 0 <x<6.

a) Indique de qué tipo de funcién se trata.

b) ;Cual es su representacién grafica?

¢) Indique para qué intensidad se da la razén de fotosintesis maxima.

d) Represente graficamente.
17) El libro de los records de Guinness informa que los perros pastores
alemanes pueden efectuar saltos verticales de mas de 10 pies al escalar muros.

Si la distancia S en pies, a los t segundos es S = —16t2 + 24t + 1, determine

durante cuantos segundos esta el perro a mas de 9 pies del piso.
18) La distancia d de frenado, en metros (m), de un cierto auto que viaja a una

2
velocidad v es d=v+\£—0. Calcule la velocidad requerida que haga que la

distancia de frenado sea menor que 40 m.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.3 FUNCION DE SEGUNDO GRADO

1) La graficade y = -2(x — 4)2 + 3 tiene el vértice
a) en el primer cuadrante y se abre hacia arriba.
b) en el segundo cuadrante y se abre hacia abajo.
c) en el primer cuadrante y se abre hacia abajo.
d) en el segundo cuadrante y se abre hacia arriba.
2) Lagraficadey =-3(x — 2)2 + 1 es congruente conladey = —3x2, pero esta:
a) desplazada 2 unidades a la izquierda y 1 unidad hacia arriba.
b) desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia arriba.
c¢) desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo.
d) desplazada 2 unidades a la izquierda y 1 unidad hacia abajo.

3) El conjunto imagen de la funcién y = 2(x + 3)2 —1es

a) {yly R} b) {yly eRny>1}
c) {ylyeRAy<-3} d) {ylyeRay>-1}
4) La funcién y = —x2 + 4x + 1 alcanza un valor maximo
a)Senx=2 b)-3enx=2
c)-5enx=-2 d)-3enx=-2

5) Las coordenadas del vértice y la ecuacion del eje de simetria de la funcion
y:(x—3)2—230n:

a)V(-3,-2); x=-3 b) V(3, -2); x=-3

c) V@3, -2);x=3 d) V(-3,2); x=3
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6) La grafica de la funcién y = 5%+ 12x - 18 interseca al eje de abscisas en
a) dos puntos b) un punto ¢) ninguin punto

7) La interseccién de la funciony = (x — 2)2 — 5 con el eje de las ordenadas es:
a)(0,-1) b)(0,-5) ¢)(0,-9) d)ninguna de las anteriores

8) Una de las raices de la funcidén y = 2x2 +8x + 6 es x1 =-1. Laotraraiz es:

a)xo=3 b) xo = -4 C)xo=4 d) xp=-3

AUTOEVALUACION N2 4: FUNCION DE SEGUNDO GRADO

1) Halle él o los valores de k de modo que la grafica de la funcién de segundo
grado definida por f(x) = x2 + kx + 9 no corte al eje de abscisas.
2) Determine los valores de m, n y t en la funciéon definida por f: R -> R/

f(x) = m(x — n)2 + t para que su grafica se obtenga trasladando g unidades a
la izquierda y 3 unidades hacia abajo la grafica de la funcién g(x) = x2.
Tenga en cuenta ademas que el punto M[%,—Sj pertenece a la grafica de la

funcién f(x).

3) Dada la funcién f: R > R/ f(x) = 4x2 + 2kx + k — 1, determine el valor de k de
modo que su grafica presente un solo punto de interseccion con el eje de
abscisas. Para dicho valor de k obtenga el vértice de la parabola y el eje de
simetria completando cuadrados.

4) Un granjero desea construir una cerca rectangular préxima al rio con 120 m
de tirante. El lado que mira al rio no sera cercado. ;,Cual es el area de la region
mas grande que se puede cercar?

5) En una fabrica familiar se estima que el ingreso de produccion (i) en dolares

es funcion del numero de empleados (n) y sigue la ley i=30n —%nz. Se sabe
ademas que los costos de produccion (c) responden a un comportamiento
segun la funcion ¢ = %nz +50.

a) Halle la funcion que describe el beneficio que genera esta empresa.

b) Obtenga el beneficio maximo e indique cuantos obreros se necesitan
para alcanzarlo.

¢) ¢Cuantos obreros deben trabajar para que el beneficio no resulte
inferior a los $8147?
6) La distancia de frenado d (en metros) de un automovil que se desplaza a una

velocidad v (en metros por hora mph) esta dada por la ley: d = 0,06 v2 +1,1v
a) ¢ Cual es la distancia de frenado para una velocidad de 20 mph?
b) /A qué velocidad va el auto si tarda 100 m en detenerse?
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7) Un campeodn clavadista salta de la plataforma con una altura h determinada

por h(t) = 10 - 2t2 donde t es el tiempo transcurrido medido en segundos. La
altura se mide desde el nivel del agua en metros.
Encuentre cual es la altura desde la que salta y cuanto tardara el clavadista en
tocar el agua.
8) Resuelva las siguientes inecuaciones y represente graficamente:

a) x> +5x<6 b) -5x > X (2 - X)
9) Determine la inecuaciéon cuya solucion es la zona sombreada y obtenga
analiticamente los puntos de interseccion con los ejes coordenados.
Ya
A

Fe

2.4 Funcién Polinomial

En las aplicaciones de la matematica a las ciencias, economia u otras areas,
muchas situaciones se modelan utilizando funciones polinomiales. Por ejemplo,
el volumen de un silo de granos de altura constante, se describe como una
funcion polinomial de su radio.

Una de las ventajas de usar funciones polinomiales es que involucran
solamente operaciones de suma, resta y multiplicacion por lo que su evaluacion
se hace rapidamente.

Problema

El volumen de una caja de cartbn de base
cuadrada, es funcion de la medida de su arista (en 17—
centimetros). Encuentre la ley de la funcion para la
caja de la figura. ;De qué tipo de funcion se trata?
¢, Cual es el dominio de la funcién?

Como la caja tiene forma de prisma rectangular, la medida de su volumen se
calcula multiplicando la superficie de la base por la altura.
Por lo tanto el volumen es v(x) = x . X.(12 — x)
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Multiplicando se obtiene v(x) = 122 - x°

Se trata de una funcién polinomial ya que la ley es un polinomio de grado 3.
Debido a que tanto x como v representan cantidades positivas, longitud y
volumen, respectivamente, debe ser x > 0y 12 — x > 0. Luego el dominio de la
funcion esta formado por todos los nimeros reales mayores que cero y menores
que 12. Escrito como intervalo D = (0, 12).

LN

50 1

(F

Definicion: Una funcién polinomial es una funcion de la forma
n n-1 n-2
f:R>R/ x—>ax +aqx + aox + ..+ ap, donde ag a4, ag, a5 son

numeros reales, ag = 0 y n es un entero no negativo.
Una funcion es polinomial si su ley esta dada por un polinomio en una variable.
El grado de una funcién polinomial es el grado del polinomio en una variable.

Ejemplos:

a) La funcion constante f(x) = k, con k = 0, es una funcién polinomial de grado
cero.

b) La funcidn f(x) = mx + h, m = 0, es una funcién polinomial de primer grado.

¢) La funcion f(x) = ax2 + bx + ¢, a # 0, es una funcién polinomial de segundo
grado.

d) La funcion f(x) = 6x4 + 5x2 + 7x — 8, es una funcién polinomial de cuarto
grado.

Representacion grafica de la funcion polinomial

Las graficas de las funciones polinomiales de grado cero y uno son rectas, la
grafica de la funcién polinomial de grado dos es una parabola. A medida que
aumenta el grado, las graficas tienden a ser mas complejas. En el ejemplo que
sigue se observan las graficas de funciones polinomiales de grado tres, cuatro y
cinco.
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Estudiaremos las caracteristicas generales de la grafica de las funciones
polinomiales empezando por las mas simples, las que corresponden a funciones

delaformay = X"

Ejemplo: Represente graficamente las funciones polinomiales siguientes:
3 4 5 6
a)y=x b) y =x c)y=x dy=x

Realizando una tabla de valores para cada funcion se obtienen las siguientes
graficas:

¥ Y 4 — w5 Y4 —1
=y =i
y= w3 y=}(4 ¥ ¥

-
-
-

En general la grafica de y = x" tiene una forma parecidaaladey= x3 cuando n

es impar, y una forma parecida a la de y = x2 cuando n es par. Conforme el
grado n aumenta las graficas se hacen mas planas alrededor del origen y de
pendiente mas pronunciada en los demas puntos.

Se observa que cuando n es par, la funcion y = X" es par, es decir, f(—x) = f(x) y
su grafica es simétrica respecto al eje de ordenadas. Ademas, f(x) — +o cuando
X — *oo. Cuando n es impar, la funcién es impar, es decir, f(—x) = —f(x) y es
simétrica respecto al origen de coordenadas.

Cuando x — +o0, f(X) = +o0 y si X = —o0, f(X) — —o0.

Ejemplo: transformaciones de funciones polinomiales
Represente graficamente cada una de las siguientes funciones:

a)y=x3+1 b)y:(x+2)4 c)y:—2x5
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A partir de las graficas del ejemplo anterior y utilizando las técnicas de
transformacion estudiadas se obtiene:

a)

Vo e 3 .
~_.r=x3+1 La grafica de y = x~ + 1 tiene la

misma forma de la gréfica de y = x3
trasladada una unidad hacia arriba.

b)
Si se traslada la graficade y = x4, dos
unidades hacia la izquierda se

==
b
L

y = per2ft

obtiene la grafica de y = (x + 2)°.

—_

c)

yo-m5 V4 Partiendo de la representacion de

y= x° , al multiplicar por dos todas las
ordenadas, se alarga verticalmente la
grafica. El signo negativo refleja la
1 grafica respecto al eje x.

. . . n
Nota: Las funciones polinomiales de la forma f(x) = agx donde ag es un
numero real distinto de cero y n es un entero positivo, se llaman funciones
potencia de grado n.
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Ceros de una funcion polinomial

Un aspecto que resulta muy importante en el estudio de las funciones
polinomiales es encontrar sus ceros, es decir, aquellos valores del dominio que
tienen como imagen el cero. Encontrar los ceros de la funcién polinomial es
equivalente a encontrar los ceros del polinomio p(x), es decir, a encontrar las

raices de la ecuacion polindmica:

n n-1 n-2
f(x)=agx +aq1x +axx ~+..+ap=0
Para encontrar los ceros de una funcién polinomial o las raices de una ecuacién
polinomial resulta util factorizar polinomios. Para eso, debemos tener en cuenta
algunos teoremas que se enuncian a continuacion y que tienen mucha

importancia en la resolucion de ecuaciones polindmicas.

Teorema Fundamental del Algebra
Todo polinomio con coeficientes reales o complejos, de grado no menor que la
unidad tiene por lo menos un cero real o complejo.

Consecuencias del Teorema Fundamental
a) Todo polinomio con coeficientes reales o complejos de grado n > 1 tiene
exactamente n ceros reales o complejos.

b) Si x1, X2, ........ , Xn son ceros de p(x) entonces podemos escribir:

p(X) = ag.(X — X9).(X = X2).ec...ue (x = Xxp)
Nota: Todo polinomio tendra tantos ceros como lo indica su grado.

Puede ocurrir que dentro del conjunto de ceros de p(x) existan dos o mas
valores iguales. En ese caso estamos en presencia de ceros multiples donde el
orden de multiplicidad esta dado por la cantidad de veces que sea cero del
polinomio, o sea, la cantidad de veces que se repite ese numero como raiz de la
ecuacion.

Todo polinomio p(x) de grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene n
ceros (reales o complejos) contando cada uno de esos ceros tantas veces como
su orden de multiplicidad lo indique.

Si p(x) es un polinomio y ¢ es un ndmero tal que p(c) = 0, entonces las
siguientes expresiones son equivalentes:

e cesun cero de p(x)

e X =cC es unaraiz de la ecuacion p(x) =0

e p(x) es divisible porx — ¢

e x—c es un factor de p(x), es decir existe un polinomio q(x) tal que

p(x) = (x—c).q(x)

e Xx =c es lainterseccion de la grafica de p(x) con el eje x, siempre que ¢ sea
un numero real.

Ejemplo: Dado p(x) = x4 - 5x3 + 6x2 + 4x — 8, compruebe que x = 2 es un cero
de p(x) y encuentre las demas raices. Escriba la funcién en su forma
factorizada.
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Si x = 2 es un cero de la funcion, significa que x — 2 es un factor de p(x) y
ademas que el polinomio p(x) es divisible por x — 2. Es decir, al dividir p(x) por x
— 2, el resto de la division debe ser cero.

Para dividir un polinomio por otro de la forma x — ¢ se puede utilizar la divisién
sintética, aplicando la regla practica de Ruffini.

En esta forma de dividir se escriben, en una tabla como la que sigue, los
coeficientes del polinomio dividendo completo y ordenado en forma decreciente
y, en lugar de escribir x — 2, se escribe simplemente 2, o sea el posible cero de
la funcion.
1 -5 6 4 -8
2

Para dividir se baja el uno (el primer coeficiente), se multiplica 1.2 = 2 y se
escribe el resultado en el renglén del medio, a continuacion se suma.

1 _5\L+6 4 _8

2 2

1}
Este proceso de multiplicar y después sumar se repite hasta que se completa la
tabla.

1 -5 6 4 -8
2 2 -6 0 8

1 -3 0 4 0

Los numeros 1, —3, 0 y 4 son los coeficientes del cociente y el ultimo nimero, 0,
es el resto de la division. Como el cociente debe ser un polinomio de grado tres
ya que se dividié uno de grado cuatro por otro de grado uno, resulta:

c(x) = x3 — 3x2 + 4 y el resto r(x) = 0.
Como el resto es cero, x — 2 es factor de p(x), es decir:
x4—5x3+6x2+4x—8:(x—2).(x3—3x2+4)
Entonces x = 2 es cero de la funcién y para encontrar los demas podemos
determinar los ceros de x3 - 3x2 + 4. Es decir, cualquier solucién de x3 - 3x2 +
4 = 0 sera también cero de p(x).
Probamos nuevamente con x = 2 ya que puede ser un cero multiple.
1 -3 0 4
2 2 2 -4

\1 -1 =2 0

Luego x = 2 es cero nuevamente y:

x5+ 6x2 + ax— 8 = (x— 2).(x — 2).(x° —x = 2) = (x = 2)°.(x* = x — 2)

Como el ultimo factor es cuadratico, para determinar los ceros del polinomio se
puede aplicar la férmula resolvente a la ecuacion de segundo grado:
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2 1£412 -4.1(-2)

X —x—-2=0= x=
2.1

Resulta x = 2 un cero de orden de multiplicidad 3 y x = —1 un cero simple.
La factorizaciéon completa de la funcién es p(x) = (x — 2)3 (x+1)

=x=2,x=-1

Ejemplo: Compruebe que (x — 3) es un factor de q(x) = x3 - 3x2 +4x—-12.

Si x — 3 es factor de q(x) entonces la divisién de q(x) por x — 3 debe tener resto
cero, es decir el polinomio q(x) es divisible por x — 3. Una forma de determinarlo
es utilizando el teorema del resto.

Dicho teorema afirma: “el resto de la divisién de un polinomio por otro de la
forma (x — a), es el valor numérico del polinomio para x =a” .

En este ejemplo se debe calcular el valor numérico de q(x) para x = 3,

sustituyendo se observa que q(3) = 33 - 3.32 +4.3-12 =0, por lo que queda
comprobado lo pedido.

Ejemplo: Determine la funciéon polinomial de tercer grado cuya grafica es:
y..

Dado que la funciéon pedida es de

B grado 3, su forma factorizada es

p(x)=a.(x — X1).(X —x2).(x —Xx3).

Las intersecciones con el eje de

abscisas, o sea las raices de la

- A O ™2 /3 0 ecuacion o ceros del polinomio, son:
-2,1y3.

Luego p(x) = a.(x + 2).(x = 1).(x — 3).

Para calcular el valor de a, se utiliza el dato de que la ordenada al origen es 6,
o sea p(0) =6.

Reemplazando en la ley de la funcion resulta:

p(0)=a.(0+2).(0-1).(0-3)= 6 =a.2(-1).(-3) = 6=6a = a=1

La funcién buscada es:  p(x) = (x + 2).(x =1).(x — 3)

Resolviendo los productos resulta p(x) = x3 - 2x2 -5x+6

Podemos definir entonces la funcionp : R - R/ x — x> 2x? - 5x + 6

Problema

Un investigador tiene datos limitados acerca de la temperatura T (en °C)
durante un periodo de 24 horas.

La medianoche corresponde a la hora t = 0. Deduzca la funcién
polinomial de grado tres correspondiente a los datos de la tabla:

t (horas) 0 4 12 20
T (°C) 0 0 16 0
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Como la funcién polinomial es de grado tres su forma factorizada resulta:
p(t) = a(t — t4)(t — to)(t — t3). Segun la tabla vemos que 0, 4 y 20 son ceros de la
funcién pues sus imagenes son nulas, entonces: p(t) = a(t — 0)(t — 4)(t — 20).
Como a las 12 horas la temperatura asciende a 16°C, el punto (12, 16) le
pertenece y en consecuencia, verifica la ecuacion:
16 = a(12 - 0)(12 — 4)(12 - 20) = 16 = a.12.8.(-8) = 16 = -768a =
Se—

48
La funcion polinomial buscada es

p:A—>R/p(t)= —4—18t(t—4)(t—20)dondeA={t/teRA0st<24}

EJERCICIOS

1) Encuentre el valor de k para que:

a) la grafica de f(x) = 3x3 - kx2 + x — 5k, contenga al punto (-1,4).

b) x = 2 sea un cero de f(x) = x3 - 2x2 — 16x + 16k. Encuentre los otros
ceros.

2) Escriba la funcion polinomial que verifique las condiciones dadas en cada
caso.

a) Coeficiente principal ag= 2y ceros x1=2, xp = 3.

b) Coeficiente principal ag=-1 y ceros x1=1 (multiplicidad 3), xo = =.

N W

c) Grado 3, coeficiente principal ag= 3, dos de sus ceros son xq = %

X9 = —% y el punto (2%) le pertenece.

d) Grado 2, f(-3) = 0, f(0) = _g (1) = _g.

3) Halle la funcion polinomial de tercer grado cuya grafica es:

y 4
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RESPUESTAS

a) k= —3 b)k=2; x1=4, xp= 4
p(x) = —(x - 1)3 X _3

2)a) p(x) = 2(x - 2)(x - 3) b) 2

3 3 1 3
c) p(x) = 3[X—Ej[x+§j(x—1) d) p(x) = —E(x+3{x+zj

3) () = 3 (x + 2)(x - 2)(x - 5)

Propiedades de los ceros de un polinomio

Para encontrar los ceros de una funcién polinomial o las raices de una ecuaciéon
polinomial es importante tener en cuenta las siguientes propiedades.

a) Propiedad de los ceros racionales

n n—1 n-2 . . _
Sea p(x) = agx + aq X + asx + ...+ aj un polinomio de coeficientes

enteros. Si % (expresion irreducible y B = 0) es un cero racional de p(x) se

debe cumplir que a es divisor de ap, y B divisor de ag.

Consecuencia: si el coeficiente principal ag = 1, la ecuacién polinomial p(x) = 0
solamente puede presentar raices enteras.

Observacion: esta condicién es necesaria pero no suficiente, es decir para que
esos valores sean raices de la ecuacion ademas de cumplir la condicion
anterior, deben satisfacer la ecuacion.

Ejemplo: Encuentre los ceros de la funcion p: R — R definida segun la ley
polinomial p(x) = 12x3 - 10x2 —4x + 2.

Como la funcion es de grado 3 debe tener 3 ceros. Para obtener los posibles
ceros racionales, escribimos los divisores o del término independiente (ag =2) y
los divisores B del coeficiente del término de mayor grado (ag = 12) y

divisores de 2
divisoresde 12 °

2

efectuamos todos los cocientes posibles

1.1 1 1
=t =t =+ —.

4 6 3 12
Falta verificar realizando la divisiéon o aplicando el teorema del resto cuales de
ellos son verdaderamente ceros.

Aplicando Ruffini probamos que x = 1 es cero y generamos una ecuacion

cuadratica que podemos resolver a través de la resolvente.

. . 1
Luego, los posibles ceros racionales son +1, +2, + 2 +

12 10 4 2
1 12 2 2
12 2 2 0 P(X) = (x — 1) (12x° + 2x — 2)
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1
— 244/ _2+ X9=-7
Entonces 12x2+2x—2:0 = Xqo = 2+ 4+96: 2+10 = 2
' 24 24 ]
0 ==
3
. ; 1 1
El polinomio presenta tres ceros 1, ~3 y 3
Resulta el polinomio factorizado: p(x) = 12(x - 1{x + %)(x - %)
Ejemplo: Encuentre las soluciones de x4 - %x3 —%x2 + %x + 1. 0.

Las soluciones de la ecuacion polinomial son los ceros de la funcién polinomial

p(x) —x4 —éx3 —1—5x2 +§x +l. Para aplicar la propiedad de los ceros
4 8 8 4

racionales, el polinomio debe tener coeficientes enteros. Si es un polinomio con

coeficientes racionales basta multiplicar por un nimero que sea multiplo comuan

de todos los coeficientes para obtener un polinomio que tenga los mismos ceros

y todos sus coeficientes enteros.

4 5.3 15 5, 1

El polinomio p(x) = x _ZX 3 19,2 .9 8 X+Z tiene los mismos ceros que
q(x) = 8.(x4 —%XS 185 x2 + g X + lj — 8x* —10x° — 15x° + 5x + 2.
Sus posibles ceros racionales son +1, 2, + % J_r% J_r%

Aplicando Ruffini probamos que x = -1y x = 2 son ceros del polinomio.

8 -10 -15 5 2
—1 -8 18
8 -18 3 2
2 16
8 -2 —1 |

Aplicando resolvente a la ecuacién cuadratica 8x2 — 2x—1=0 se obtiene x = %

X = —% que son los otros dos ceros.
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Luego las soluciones de la ecuacién dada son x =—1,x=2, x =

Tyx=-1
5 YX==7-

Problema

Un fabricante produce un modelo de caja de 108 m3 de volumen con
piezas de cartén de 12 m de lado cortando cuadrados en cada esquina y
doblando los bordes hacia arriba, como se puede observar en el dibujo.
¢ Cual es la longitud de lado de cada uno de los cuadrados que se cortan
en las esquinas, teniendo en cuenta sélo valores naturales?

De acuerdo a la gréfica, la base de
la caja es cuadrada de lado (12-2x)
metros y la altura es x metros.

El volumen es el producto de la
superficie de la base por la altura, o
sea:

v(x) = (12 — 2x).(12 — 2x).x

v(x) = (12 - 20%.x

Como el volumen debe ser 108 m3,
se obtiene: (12 — 2x)°.x = 108

Despejando: (144 — 48x + 4x9)x — 108 =0 = 4x° — 48x° + 144x — 108 = 0.

Dividiendo ambos miembros por 4 resulta: x3 - 12x2 +36x - 27 =0.

Como el coeficiente principal es 1, las posibles raices racionales sélo son
enteras y divisores del término independiente: £1, £3, 9, £27. Aplicando la regla
de Ruffini obtenemos:

12.2%| 12

3 -27 27

|1 -9 9 0

. 2 ,
Resulta la ecuacién de segundo grado x~ — 9x + 9 = 0. Calculamos sus raices
con la resolvente:

L (-9)2-419 9445 9135
B 2.1 2 2
94345 9-3.5
> T T

‘ 1 -12 36 -27

Las soluciones son: x1 =3, xo =

Como el enunciado del problema pide valores naturales, la longitud de cada lado
de los cuadrados que se cortan en las esquinas debe ser de 3 m.

b) Propiedad de los ceros complejos: sea p(x) un polinomio de coeficientes
reales. Si un numero complejo es cero de p(x), su conjugado también lo es.
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Ejemplo. Defina un polinomio de grado 4 que tiene como coeficiente principal el

valor —% y dos de sus ceros son x4 =2 +i y xp=3i.

La forma factorizada del polinomio buscado es:
P(X) = a(x — X1)(X = X2)(X — X3)(X — X4).

El valor de a es —%, y, segun la propiedad enunciada, sixq =2 +iy xo2=3i son
dos de sus ceros los otros seran x3 =2 —iy x4=-3i.

El polinomio queda definido por p(x) = — %(x —2-i)x—2+i)x +3i)x - 3i).

Ejemplo. Resuelva la ecuacion x3 - x2 +4x-4=0.

Dado que el polinomio es de grado tres, la ecuacion presenta tres raices. Como
el coeficiente principal es uno, las posibles soluciones racionales son los
enteros +1, 2, +4 (divisores de —4).

Probamos la posible raiz 1 utilizando division sintética, aplicando la regla de
Ruffini:

1 - 4 4
1 1 0 4
| 1 0 4 0

Como el resto es 0 resulta que 1 esraizy x3 - x2 +4x—-4=(x— 1).(x2 +4)
Las soluciones restantes satisfacen la ecuacion x2 +4=0.

Despejando se obtiene x = + 2i.

Luego las soluciones de la ecuacién son x1 = 1, xo = 2i, x3=-2i.

EJERCICIOS

1) Aplicando las propiedades, determine los posibles ceros racionales de cada
una de las siguientes funciones polinomiales. Verifique cuales lo son aplicando
Ruffini o el Teorema del Resto.

a) f(x) :x3— 9x2 +23x - 15
b) f(x) = 2x° + 3x° — 8x + 3
c) f(x) = x4 - 1Ox2 +9
2) Resuelva las siguientes ecuaciones:
a)3x° — x>~ 27x+9=0
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b)x*—3x*—4-0

RESPUESTAS
1)a) Los posibles ceros son + 1, + 3, £ 5, £15. Los ceros son 1, 3y 5.

b) Los posibles cerosson+1,+3,+ —, £ % Los cerosson1,-3y %

1
2
¢) Los posibles ceros son+ 1, + 3, + 9. Los ceros son 1, -1, 3, -3.

2)a) % 3,-3 b) 2, -2, i, —i

Graficas de otras funciones polinomiales
La grafica de toda funcién polinomial es suave (sin esquinas o picos) y continua

(sin interrupciones o saltos).

Ya
Va

\/ ' ‘ / b
) %
pico

r

Gréfica una funcion polinomial Gréfica de una funcién no polinomial

Para construir la grafica de una funcion polinomial es importante tener en cuenta
varios aspectos. Uno de ellos es determinar los ceros de la funcion y analizar
los signos de la funcion en los intervalos que dichos ceros determinan.

En general, los ceros reales de una funcién polinomial corresponden a las
intersecciones con el eje x de su grafica. En esas intersecciones, la grafica debe
cruzar o tocar al eje x. Entre dos intersecciones consecutivas la grafica esta por
encima o por debajo del eje x.

Factorizar completamente una funcién polinomial permite resolver facilmente la
ecuacion f(x) = 0 y localizar las intersecciones con el eje x. Si x = xg €s un cero

de multiplicidad par, el signo de f(x) no cambia de un lado al otro de xg. La
grafica toca al eje x en ese punto.

Si x = xg es un cero de multiplicidad impar, el signo de f(x) cambia de un lado al

otro de xq. La grafica cruza al eje x en ese punto.

Entre cualesquiera dos ceros sucesivos, los valores de la funcién seran todos
positivos o negativos. Por lo tanto, entre dos ceros reales sucesivos la grafica se
encontrara en su totalidad por encima o por debajo del gje x.
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‘cruza el eje x

1

toca el gje x

— por artiba del eje x — + 0" debai

del je x — + par arriba del gje x —

Ejemplo: Dada la funcion p(x) = (x — 1)2(x + 2),
a) encuentre las intersecciones de la gréfica de la funcién con los ejes
coordenados,

b) determine los intervalos donde la grafica esta por encima del eje x y los
intervalos donde la gréafica esta por debajo,

¢) represente graficamente la funcién.

a) Para hallar la interseccion con el eje y, debemos hacer x = 0 obteniendo
y =2, por lo que el punto (0, 2) pertenece a la funcion.
Los puntos donde la grafica interseca al eje x son aquellos que satisfacen la

ecuacion (x — 1)2(x + 2) = 0, de la cual se obtiene x = -2, x = 1. Los puntos de
intersecciéon son (-2, 0) y (1, 0).

b) Las dos intersecciones con el eje x dividen al mismo en tres intervalos:
—0<X<—2 —2<x<1 1<X<w

Se observa que x = 1 es un cero de multiplicidad 2 y x = —2 es un cero simple,

por lo que la gréafica cruza al eje en x = -2 y lo toca en x = 1. Como no hay otros

puntos de interseccion, se deduce que la gréafica esta por arriba o por debajo del
eje x en los tres intervalos.

Para estudiar el signo de la funcién en cada uno de esos intervalos conviene

armar una tabla analizando el signo de cada factor de la expresion factorizada de
la funcion y utilizando un valor de prueba para cada intervalo.
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Intervalos Signo de (x — 1)2 Signo de (x + 2) Signo de p(x)
(=0, =2) + - -

(_2, 1) + + +

(1, ) + + +

¢) Uniendo los puntos (intersecciones con los ejes) con una curva suave y
continua, teniendo en cuenta los signos de la funcién en cada intervalo se
obtiene:

Otro aspecto importante para construir la grafica de una funcién polinomial es
analizar como se comporta la funcion para valores grandes, en valor absoluto,
de x.

Ejemplo: Analice el comportamiento de p(x) = x3 + x2 - 2xy q(x) = x3 para
valores grandes de x.

i Graficando ambas funciones en un mismo
sistema se observa que el comportamiento
para valores grandes de x es similar:

3 2
X +X —2X >0 cuando X —

3 2
X~ + X~ —2Xx - —oo cuando X —» —©

3
i) X — oo cuando X - o

i

3
X~ — —oo cuando X — —w©

-

Para analizar por qué las funciones p y q tienen el mismo comportamiento para
valores grandes de x, se factoriza la funcién p(x) como sigue:

p(x) = x3[1+%—%]

X
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Cuando el valor absoluto de x es grande, el segundo y tercer términos dentro
. . ~ 3 3
del paréntesis son muy pequenos por lo que p(x) = x™ (1+ 0—-0) =x" =q(x)

Todos los polinomios de grado n > 1 tienden a *+ « cuando x tiende a + «. Para
valores grandes en valor absoluto, de x, ya sean positivos 0 negativos, la grafica

de una funcién polinomial de grado n,

n n-1 n-2 e ‘s
f(x) = agx + a1 x + asX + ...+ ap, se parece a la grafica de la funcion

potencia f(x) = aoxn.

Resumen: Para graficar una funcion polinomial se debe tener en cuenta:

¢ En un cero de multiplicidad par, la grafica de f toca al eje x.

¢ En un cero de multiplicidad impar, la grafica de f cruza al eje x.

e Entre dos ceros consecutivos, la grafica de f esta por arriba o por debajo del
eje x.

e Para valores grandes de x, la grafica se comporta como la de g(x) = aoxn.

Ejemplo: Dada la funcion definida por p(x) = 2x* — 17x% = x> + 12 + 16x,

a) obtenga sus ceros y factorice la funcion,

b) analice los signos de la funcion en los intervalos que determinan dichos
ceros,

c) determine su comportamiento para valores grandes de x, positivos y
negativos,

d) halle la ordenada al origen,

e) bosqueje la grafica.

a) El polinomio debe tener 4 raices ya que es de grado 4. Como el término
independiente es 12 y el coeficiente del término principal es 2, las posibles
raices racionales son +1,+2,+3,+4,+6, +12, J_r%, J_r%.

Completando y ordenando en forma decreciente el polinomio se obtiene

p(x) = 2x* = x> - 175 + 16x + 12. Aplicamos la regla de Ruffini.
2 -1 -17 16 12
2 4 6 -22 -12
2 3 ~11 -6 0

2 4 14 6

2 7 3 0

Hasta aqui x = 2 es raiz de multiplicidad dos y, aplicando resolvente a lo

obtenido, resulta que las demas raices son -3 vy —% .

La expresion factorizada de la funcion es p(x) = 2.(x — 2)2.(x + 3). (x + %j
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b) Teniendo en cuenta H—«ﬁ\.ﬁ—”—‘-\\ﬁ—”——-\fﬁ——’

las raices indicamos los * ’ — ’ 3
intervalos determinados

Y 1

M|

por ellas sobre la recta real y estudiamos el signo de la funcién en cada uno de
ellos. Para ello calculamos el valor numérico de cada factor en algun punto del
intervalo.

Intervalos |, _ 52 | (x+3) (x + —j p(X) = 2(x — 2)2(x + 3) (x + %j

(-0, =3) + - - +

(2,0) + + + +

c¢) Para valores grandes de x, la grafica de p(x) = 2x4 - 17x2 - x3 +12 + 16x se
comporta igual que la grafica de q(x) = 2x4.
Luego: 2x4 -17x" -x +12+16x > cuandoXx —» * o

d) La interseccion con el eje de ordenadas es el punto que pertenece a la
funcion cuya segunda componente es cero. Luego debemos calcular la imagen
del cero.

p(0)=2.(0-2)% (0+3).(0+ %):12

La ordenada al origen es el punto de ¥e

abscisa cero y cuya ordenada ey
coincide con el término 17

independiente de la funcién. El punto //\

es (0,12). — g : »
Teniendo en cuenta las :

intersecciones con el eje x, el signo
de la funcion en los intervalos
determinados y el comportamiento
para valores grandes de x, podemos
bosquejar su grafica.

Observe que la grafica de p(x) cruza al eje x en x =-3 y X =—%, ceros de

multiplicidad uno, y toca al eje x en x = 2, cero de multiplicidad 2, ya que la
grafica esta por encima del eje x a ambos lados del punto (2,0).
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EJERCICIOS

1) Dada p(x) = x3 + 3x2 — 10x — 24 determine si o = -2 es cero de la funcion.
Factorice.

2) Halle la descomposicion factorial de p(x)= x3 - 3x2 +7x-5.
3) Para cada una de las siguientes funciones polinomiales:

a) calcule sus ceros y factorice,

b) analice los signos de la funcion en los intervalos determinados por los
ceros,

¢) determine su comportamiento en los extremos,

d) bosqueje la grafica

i) f(x) = %xs —%x"’ +§x3 +§X2 - X

i) f(x) = 26 — 11x2 + 2x + 15

RESPUESTAS
1) o =-2 es cero de la funcion, p(x) = (x + 2)(x — 3)(x + 4)
2) p(x) = (x — 1+2i)(x — 1-2i)(x — 1)

3)i)a)f(x) = %x(x —3)x =12 (x+1) ii)a)f(x) = 2[x - %J(x +1)x-5)
€) f(x)>+o0 si x>+00, f(X)>—00 8i X>—0 | ¢) f(x) >+ Si X—>+00, f(X)—>—00 §i X—>—00
d) d)
YT ¥4
15 \
T I N T ‘ = 743 X

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.4 FUNCION POLINOMIAL
1) Dada la funcion polinomial q(x) = (m — 1)x3 +(2m - 5)x2 - 2x
a) halle m sabiendo que q(1) = -2,
b) para dicho valor de m factorice la funcién.
2) Dada la funcién polinomial p(x) = ax3 - x2 + 2bx:
a) Indique su grado y el numero de raices.
b) Halle a y b sabiendo que x =2 es un cero y p(1) = -2.
c¢) Para los valores de a y b, escriba la funcién y halle las demas raices.
d) Factorice la funcion.
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3) Dada la funcion polinomial p(x) = x* + 13 x* = 2kx — k x° + k — 2:
a) Calcule k sabiendo que o = 1 es un cero de p(x).
b) Sin efectuar los calculos indique si —2 y 0,5 podrian ser ceros de p(x).
¢) ¢, Cuantos ceros tiene p(x)? ¢Por qué?
d) Halle los ceros e indique su orden de multiplicidad.
e) Factorice p(x).
4) Dada la grafica de p(x), conteste verdadero o falso, las expresiones que sean
falsas corregirlas:
a)p(0)=0 b) p(-2)=0 1

c)p(3)<0 d)p(-1)=4 /\4
e)p(2) <0 fp()=—1

710 1\\2/3 %

5) Sea la funcion p(x) = x° — 3x° + 4.
a) Calcule sus ceros y factorice.
b) Analice el signo de la funcion en los intervalos determinados por las
raices.
¢) Determine su comportamiento en los extremos.
d) Bosqueje la grafica de la funcion.
6) Dada la funcion q(x) = 3x2 + x3 -x=3.
a) Calcule sus ceros y factorice.
b) Analice el signo de la funcién en los intervalos determinados por las
raices.
¢) Determine su comportamiento en los extremos.
d) Bosqueje la grafica de la funcién.
7) Encuentre p(x) si su grafica es la
siguiente: A

N

T 1 T
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8) Si bosquejamos la grafica de p(x) resulta:
YJL

‘//—‘—\ R
NN
] - :

9) Halle la funcion polinomial de grado 4 que cumple que x =1 es un cero de
orden de multiplicidad 3, que p(3) =0y p(2) = 4.

10) Halle la funcidon polinomial p(x) de tercer grado que verifique p(-3) =0,
o =-1 es cero doble y p(0) = 12.

11) Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 2x° — 18x + 18 = 2x° b) —5x° + X° + 2x +8 =0

Encuentre p(x).

PROBLEMAS DE APLICACION 2.4 FUNCION POLINOMIAL
1) Se desea construir una habitaciéon de almacenamiento
cuya forma sea la de un cubo con techo en forma de _______
prisma triangular (como muestra la figura). Si la altura T

total de la estructura debe ser de 6 m,

a) encuentre la ley que expresa su volumen en funcién l

del lado de longitud x,
b) determine cual debe ser la medida del lado de la

g 3 I
habitacién para que el volumen sea de 80m™.

2) Se localizé un globo meteoroldgico a cierta altura. A partir de ese momento,
su altura sobre el nivel del mar se puede describir, en forma aproximada,
%(x3 ~10x2 +31x —30) + 7, donde x esta medido en
dias y h, en miles de metros.

a) ¢ A qué altura estaba el globo cuando fue localizado?

b) ; Alcanzé otra vez esa altura?

c¢) ¢Llegd en algun momento a una altura de 7000m?

d) Represente graficamente la altura en funcion del tiempo en un periodo de 7

mediante la ley: h(x) =

dias (esboce la grafica de g(x) = %(x3—10x2+31x—30) y luego, por
transformaciones la de h(x)).

3) La presion del aceite (k—gz) en un recipiente tiende a disminuir con el
cm

tiempo. Tomando lecturas de la presidbn en un recipiente particular, los
ingenieros petroleros han encontrado que el cambio de presion esta dado por
p(t) = £ 18t2 + 81t, donde t es el tiempo en afios desde la fecha de la primera
lectura.

176



Funciones

a) Halle la presion al comienzo de la lectura, a los cuatro meses, al afio, a los
tres afios y a los diez afios.

kg ,
cm

b) ;En qué momento la presion es de 28

c) Grafique p(t).

4) Un fabricante fabrica cajas sin tapa con piezas de cartéon de 10 m de lado
recortando cuadrados en cada esquina y doblando los bordes. Determine la ley
que expresa el volumen de cada caja y encuentre la longitud de cada lado de

los cuadrados que recorta, si desea que el volumen sea de 48m3.

5) Una compaiiia de television por cable cobra $ 20 mensuales por usuario y da
servicio actualmente a 5 000 usuarios. Un estudio de mercado indica que por
cada disminucion de $ 1 en la tarifa mensual, se suscribiran 500 nuevos
clientes. Sea R(x) el ingreso total si la tarifa se reduce x cantidad de veces $1
mensual.

a) Determine la funcién ingreso R.

b) Trace la grafica de R y encuentre el valor de x para el que resulta un ingreso
maximo mensual. ¢ Cual es dicho ingreso?

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.4: FUNCION POLINOMIAL

1) En la funcién polinomial p(x) = 2x® — 3x* — 11x + 6 se verifica que:

a)p(-2)<0 b) p(-2)>0 c)p(-2)=0
2) Dado el polinomio p(x) = x> + 4x* + x — 6, el resto que se obtiene al dividirlo
por gq(x)=x-—2es:

a)0 b) 20 c)-20 d)2
3) El polinomio p(x) = x> + 2x* — 5x — 6 es divisible por:
a)x-1 b)x-3 c)x-2 d)x+2

4) En la funcion polinomial p(x) = x® — 4x° + 5x* — 5x* + 4x — 1, a.= 1 es un cero
de multiplicidad:

a)1 b) 2 c)3 d)5

5) Dada la funcion polinomial p(x) = 3x> + 3x® — 36x, Sus ceros son:
a)os=-4,02=0,03=3 b) y=4,0,=0, 03 =3
c)ai=4,0,=0, az=-3 d)ai=—4,0,=0, a3 =—3

6) Los posibles ceros enteros de la funcion polinomial definida por la ley
p(x) = 2x* + 2x°> — 13x + 6 son:

a) +1, +2, £3, +6 b) +1, £3, +6 c)+1,+3 d) +1, £2, +3, £6, +12
7) Los posibles ceros fraccionarios de la funcioén p(x) = 2x% + 2x> - 13x + 6 son:

a)il,il,il,ig b) Z,J_rl c)il,iE d)iE

2 3 6 3 3 3 2 2 2

8) Dos ceros de un polinomio son a4= —2, a, = —3i. El menor grado que puede
tener la funcion dada es:

a)2 b) 3 c)5 d) 4

H+
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9) Uno de los ceros de la funcién polinomial p(x) = 3x3 + 12x - x2 -4 es
aq= —2i. Los otros ceros son:

a) ap =-2i, a3= b)a2=—2i,a3=_%

1

c)op =2i, 03 =- d)a2=2i,a3:§

W] W=

AUTOEVALUACION N2 5 FUNCION POLINOMIAL

1) Dada la funcion polinomial f: R = R/ f(x) = 2x° — 4x* — 10x + 12, escribala en
forma factorizada.

2) Halle el valor de k para que la gréfica de la funcion polinomial definida por
f:R>R/f(x)= 3x3 - kx2 + x — 5k pase por el punto (-1, 4).

3) Halle el valor de k para que el polinomio r(x) = 5x3 + k2 x2 + 2kx — 3 sea
divisible por el polinomio q(x) = x + 1. Verifique el resultado.

4) Dada la funcion f: R — R / f(x) = 2x° + 4x* — 2x° — 4x* . Indique de qué
funcion se trata y escriba su expresion factorizada.

5) Encuentre la ley de la funcion Tt

polinomial de tercer grado cuya grafica
es:

4

T2 1

6) Sea la funcion p(x) = —%x“ —4x+ 3%

a) calcule sus raices y factorice.

b) analice el signo del polinomio en los intervalos determinados por sus
raices.

¢) determine su comportamiento en los extremos.

d) bosqueje su gréfica.
7) Resuelva las siguientes ecuaciones y verifiquelas:

a) 2x* — 5x> + 5x2 — 20x 12 =0

b) 3x° + 17x° + 21x -9 =0
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2.5 Funcion racional fraccionaria

Problema
En una tienda de ropa, las ventas diarias (en pesos) después de x dias de
publicidad en los periddicos estan dadas por v(x) = M
X +

a) Complete la tabla determinando las ventas después de x dias de
publicidad y represente graficamente la funcion.

x |0]1|2]|3|4|5|6|10|20|30]|50]|100 |200
V(x)

b) Suponiendo que la publicidad se mantiene, jtenderan las ventas a
nivelarse? ¢ Cual es la cantidad minima de ventas esperada?

c) Si la publicidad cuesta $ 1000 diarios, ¢sen qué punto conviene
suspenderla? ¢ por qué?

a) Completamos la tabla de valores y representamos graficamente la funcion.

X v(x) 40036::

0 | 4000

1 | 2250

2 | 1667

3 | 1375

4 | 1200

5 | 1083

6 | 1000

10 | 818

20 | 667

30 | 613

50 | 569 SO0 -- - -eme o oo ST e
100 | 535 ) . . . . o
200 | 517 ) 20 %

b) A medida que x se hace cada vez mas grande las ventas se estabilizan. Las
ventas minimas esperadas son de $ 500.

c) Observamos en la tabla que las ventas luego del sexto dia de publicidad son
de $ 1000 y a partir de ahi, siguen descendiendo. Si la publicidad cuesta $ 1000
diarios conviene suspenderla luego de 6 dias pues las ventas que generan son
menores al costo de los anuncios.

Definicién: Una funcién racional fraccionaria es una funcion r(x) = P() donde
q

(x)

p(x) y q(x) son funciones polinomiales y q(x) no es el polinomio nulo.
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El dominio de una funcion racional fraccionaria es el conjunto de los numeros
reales excepto aquellos donde el denominador se hace cero.

De aqui en adelante las llamaremos simplemente funciones racionales.

Ejemplo: Determine el dominio de las siguientes funciones racionales:

2 2 _ay_
A0="2 Bg= T e =

a) El dominio de f(x) es el conjunto de los numeros reales excepto x = -3 pues
anula el denominador. Podemos definir el dominio Df= R — {-3}.

b) El dominio de g(x) es el conjunto de los niUmeros reales excepto x = 0 pues
anula el denominador. Definimos el dominio de g como Dg = R - {0}.

¢) El dominio de h(x) es el conjunto de los numeros reales, D = R.

Ejemplo: Dada la funcion f(x) = x+3
X -

, encuentre:

a) el dominio de la funcioén,

b) las intersecciones con el eje de abscisas y con el eje de ordenadas,

¢) ¢qué sucede con la funcion para valores de x muy cercanos a los ceros del
denominador?

d) estudie el comportamiento de la funcién cuando x toma valores muy grandes
en valor absoluto ya sean positivos o negativos,

e) esboce la grafica de la funcion.

a) El dominio de la funcién son todos los numeros reales excepto x = 2 pues
anula el denominador. Simbodlicamente Df=R —-{2}.

b) Para encontrar la o las intersecciones de la funcion con el eje de abscisas
debemos hacer f(x) = 0, eso ocurre cuando x + 3 = 0 es decir x = -3.
La interseccién con el eje de ordenadas se obtiene haciendo x = 0. Para esta

funcién obtenemos y = — %

La abscisa al origen es el punto (-3, 0) y la ordenada al origen es (O,—%) .

¢) En x = 2 la funcién no esta definida, veamos qué sucede cuando la variable
independiente toma valores cercanos a 2, a la derecha y a la izquierda.
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x 19 | 1,99 | 1,999 2 2,001 [2,01] 2.1
X+3 49 | 499 | 4,999 5 5,001 | 5,01 5.1
x—2 01 | 0,01 | —0,001 0 0,001 0,01| 0,1

x+3 | 49 | —499 | —4999 | Noesta | 5001 | 501 | 51

) =-— definida

Podemos observar en la tabla que cuado x se acerca a 2 por izquierda la
funcién toma valores cada vez mas grandes en valor absoluto y negativos;
cuando x se acerca a 2 por derecha la funcién toma valores cada vez mas
grandes en valor absoluto y positivos.

En simbolos se expresa: six -2, f(x) >—o y six—2", f(x)—> +oo

La recta vertical x = 2 se llama asintota vertical de la funcion.

d) Analicemos qué pasa cuando x toma valores cada vez mas grandes ya sean
positivos 0 negativos.

X —10000 | —-1000 -100 100 1000 10000

f(x) = X*Z 0,999 | 0,995 | 0951 | 1,051 | 1,005 | 1,0005
X p—

A medida que |x| se hace cada vez mas grande, f(x) se acerca cada vez mas a

1. En simbolos se expresa: si x—»> o, f(x) — 1. La recta horizontal y = 1 se

llama asintota horizontal de la funcién.

e) Teniendo en cuenta el vt
dominio, las intersecciones
con los ejes y el
comportamiento de la
funcién cerca de x = 2 y
para valores grandes de x
positivos o negativos, se +————==
puede esbozar la grafica de ?\—3
la funcion.

Las lineas punteadas
indican las asintotas de la
funcion.

U U

Asintotas

Definicion: Una asintota es una recta a la cual la funcién se acerca pero nunca
la toca. Cuando la grafica de una funcién tiene una asintota, quiere decir que la
distancia entre la curva y la asintota se hace muy pequefia, o sea tiende a cero.
Definicion: La recta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de una funcién
f(x), si f(x) > +w 0 f(x) > —oo, cuando x tiende a c, por la izquierda o por la
derecha.
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Fe
-

f(x) = +oo cuando x — ¢
g

b

Fe
L A

C

f(x) - —o cuando x — ¢

Definicion: La recta y = k es una asintota horizontal de la grafica de una funcion

W

Fe

-__‘_‘___‘_#}{

f(x) > +o0 cuando x — ¢’

5

.

Yo

&
*

-

f(x) — —oo cuando x — ¢’

si f(x) — k cuando x — +o0 0 cuando X — —oo.

Y

b

f(x) > k cuando x - +x

r

Si una asintota no es horizontal ni vertical,
'5!'1

b

FY

Y 4

f(x) > k cuando x —» —©

es una asintota oblicua.
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Como encontrar asintotas
Si un nimero ¢ hace cero al denominador pero no hace cero al numerador en la
expresion que define a la funcién racional, entonces la recta x = ¢ es una

asintota vertical de la grafica de la funcion.

n n-1
Sea f(x) = p(X) a@pXx +a4X +..+ap

q(x) box™ +byx™ 1+ 4 by,
Si el numerador de la funcion racional f(x) es de grado menor que el
denominador, entonces el eje x (la recta y = 0) es la asintota horizontal de la
funcion.

,ag #0Abg 0.

Si el numerador y el denominador tienen el mismo grado, la rectay = Z—g es la
asintota horizontal.

Si el grado del numerador es mayor al grado del denominador, no hay asintotas
horizontales.

Cuando el grado del numerador es uno mas que el grado del denominador, la
grafica tiene una asintota oblicua.

Sea f(x) = % donde el grado de p(x) es uno mas que el grado de q(x). Si se
q(x

efectia la division del numerador por el denominador resulta

r(x)

f(x) = ax + b+ ——=, donde ax + b es el cociente y r(x) es el resto.

a(x)
Como el grado de r(x) es menor que el grado de q(x), el cociente % -0
cuando X — o« y cuando X — —oo.
En consecuencia, f(x) — ax + b cuando x — o y cuando x — —o.

Luego, y = ax + b es una asintota oblicua de la funcién.

x2+2x

x2 -X=-2 ’

a) si es posible, factorice el numerador y el denominador,

b) determine el dominio de la funcién,

c) calcule la abscisa al origen y la ordenada al origen,

d) encuentre, si existen, la o las asintotas verticales de la funcién,
e) encuentre, si existe, la asintota horizontal de la funcién,

f) encuentre, si existe, la asintota oblicua de la funcién,

g) esboce la grafica de la funcion.

Ejemplo. Dada la funcion f(x) =

. . 2
a) Para factorizar el numerador sacamos factor comun x: x~ + 2x = x(x + 2)

Para el denominador, aplicamos resolvente: x2 -x=2=x+1)(x-2)

La funcidn en su forma factorizada es f(x) = —( X (;()(+ 2)2) .
X+ 1)x -
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b) El dominio de la funcion es el conjunto de los numeros reales excepto x = —1
y x = 2, valores que anulan el denominador. D =R - {-1, 2}.

c¢) Para encontrar la abscisa al origen hacemos f(x) = 0, obtenemos x = 0, x =
—2. Los puntos de interseccion con el eje x son (0, 0) y (-2, 0).
Para determinar la ordenada al origen, x debe ser cero, entonces:

f(0) = —g = 0. Obtenemos el punto (0,0).

d) Las rectas x = -1 y x = 2 son asintotas verticales de la funcion ya que ambos
valores son ceros del denominador y no son ceros del numerador.

e) Como el grado del numerador es igual al grado del denominador la funcion

tiene asintota horizontal y = % (razén entre el coeficiente principal del

numerador y del denominador). La recta horizontal y = 1 es la asintota
horizontal.

f) Como el grado del numerador es igual al denominador no existe asintota
oblicua.

1
g) Teniendo en cuenta el dominio, i !
las intersecciones con los ejes y [
las asintotas de la funcién :
podemos realizar un bosquejo de ' :
la funcion. . L
Las lineas punteadas indican las I
asintotas de la funcion. i
|
|
|

2
Ejemplo. Dada la funcion f(x) :X;—?’:H ,
a) si es posible, factorice el numerador y el denominador,
b) determine el dominio de la funcion,
c¢) calcule la abscisa al origen y la ordenada al origen,
d) encuentre, si existen, la o las asintotas verticales de la funcion.
e) encuentre, si existe, la asintota horizontal de la funcion.

f) encuentre, si existe, la asintota oblicua de la funcion.
g) esboce la grafica de la funcion.
3++5 3-45
2

a) Las raices del numerador son x4 = 5 y Xo = . La expresion
factorizada del numerador es x2 -3x+1= [x _3 +2\/§] [x _3 _Z\EJ .
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El denominador ya esta en su minima expresion, luego la funcion escrita en su
S s

2 2 ) (x-262)(x-038)
x—1 x -1

forma factorizada es f(x) =

b) El dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales excepto x =1 el
valor que anula el denominador. D =R - {1}.

¢) Para encontrar la abscisa al origen hacemos f(x) = 0, obtenemos x = 0,38 y
X = 2,62. Los puntos de interseccion con el eje x son (0,38; 0) y (2,62; 0).
Para determinar la ordenada al origen, x debe ser cero, entonces:

2
f(0) = % = _i1 =—1. Obtenemos el punto (0,—1).

d) La recta x = 1 es asintota vertical de la funcion ya este valor es cero del
denominador y no es cero del numerador.

e) Como el grado del numerador es mayor al grado del denominador la funcion
no tiene asintota horizontal.

f) Como el grado del numerador y el grado del denominador difieren
exactamente en 1, la funcioén tiene asintota oblicua. Para encontrarla dividimos

2 . , .
al numerador, X~ — 3x + 1, por el denominador, x—1, y asi podemos escribir a la

2 —
funcién de esta manera: f(x) XSl 2. 1 _x o1
x—1 x -1 x -1
Como A — 0 cuando x — « y cuando x — —o , entonces f(x) - x —2 cuando

X — o y cuando x — —oo. Podemos concluir que la recta y = x — 2 es asintota
oblicua de la funcion racional.

g) Teniendo en cuenta el dominio, ¥4
las intersecciones con los ejes y !
las asintotas de la funcion :
podemos realizar un bosquejo de !
la funcion. : 2
Las lineas punteadas indican las *
asintotas de la funcion.

Una asintota vertical, cuando existe, describe cierto comportamiento de la
funcion cuando x se aproxima a cierto valor.
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Al graficar, mientras mas se acerque la curva a una asintota vertical, mas
“‘inclinada” se vuelve.

Una asintota horizontal, cuando existe, describe cierto comportamiento de la
funcién cuando x tiende a +w 0 a —o. Mientras mayor se hace |x| mas se
acerca la curva a la asintota horizontal, la curva se “aplana”.

La grafica de una funcidon puede cortar a su asintota horizontal pero nunca
cortara a una asintota vertical.

Una funcién racional puede tener muchas asintotas verticales, pero a lo sumo
una asintota horizontal, porque si f(x) tiende a un valor finito cuando x tiende a
+o0, entonces se aproxima al mismo valor cuando x tiende a —o.

Algunas funciones racionales no tienen asintotas.

2 _— a—
Ejemplo: Trace la grafica de la funcion f(x) =X—2);3 )
X -
i ; (X - 3)(x + 1)
Al factorizar el numerador se obtiene f(x) =3 Como el numerador y

el denominador tienen factores comunes, se pueden simplificar y escribir la

fracciéon en su forma mas simple. f(x) =(XL)(§+1) =x+ 1 cuando x # 3.
X —

Esta forma simplificada indica que la funcién es la misma que y = x + 1, excepto
que x debe ser distinto de 3, pues no es posible realizar la division por cero.

1 Por lo tanto, la grafica de la funcion dada

coincide con la de la recta y = x + 1 pero
con un circulo abierto en (3, 4) que indica
que este punto no pertenece a dicha
grafica. La forma reducida, f(x) =x + 1,
x = 3, facilita ver que la grafica de la
funciéon no tiene asintotas. Esto no es
obvio en la forma original.

AN

\

EJERCICIO

Determine, si existen, las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de cada
una de las siguientes funciones.
2x? X x3
a) f(x) = -5 b) g(x) = ——— ¢) h(x) = —
X< +1 X< +3x X< -

RESPUESTAS

a) La funcion f(x) no tiene asintota vertical pues el denominador nunca se hace
cero. Como el grado del numerador es igual al grado del denominador la
asintota horizontal es larecta y = 2.
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b) La recta x = -3 es asintota vertical pues -3 es un cero del denominador y no
del numerador. Como el grado del numerador es menor al grado del
denominador la asintota horizontal es la recta y = 0.

c) Las rectas x = 2 y x = —2 son asintotas verticales de la funcién pues en esos
valores se anula su denominador. Como el grado del numerador es mayor al
grado del denominador exactamente en uno, la funcién no tiene asintota
horizontal y tiene asintota oblicua y = x.

La grafica de la funcién racional

Para trazar la grafica de una funcién racional conviene seguir los siguientes

pasos:

e Determinar el dominio de la funcion.

e Factorizar, si es posible, numerador y denominador.

e Simplificar factores comunes del numerador y denominador, si existen.

e Encontrar la abscisa y la ordenada al origen.

e Determinar, si es que existen, las asintotas verticales.

e Determinar, si es que existe, la asintota horizontal.

e Determinar, si es que existe, la asintota oblicua.

e Armar una tabla de signos de la funcién en los intervalos determinados por
los numeros para los cuales el numerador o el denominador son iguales a
cero, usando un valor especifico de prueba en cada intervalo.

e Graficar la curva, trazando primero las asintotas, las coordenadas al origen
y usando los signos para completarla.

4 —2x
x+1 "~
El dominio de la funcién es el conjunto de los numeros reales excepto x = -1,

Ejemplo: Grafique la funciéon m(x) =

que anula el denominador: Dy, = R —{-1}.
-2(x-2)
X+1
La abscisa al origen es aquel valor de x para el cual m(x) = 0, es decir:
4 —2x
X+ 1
El punto de interseccion con el eje de abscisas es (2, 0).

Sacando factor comun -2 en el numerador resulta: m(x) =

=0 = 4-2x=0 = x=2

La ordenada al origen es la imagen de x = 0, o sea: m(0) = % =
+
La interseccion con el eje de ordenadas es (0, 4).
El denominador se anula en x = -1 y dicho valor no es cero del numerador,
entonces la asintota vertical es x = -1.
Como el grado del numerador y del denominador son iguales la asintota
horizontal es el cociente de los coeficientes principales de cada polinomio:
y= _TZ = y=-2 es la asintota horizontal. La funcion no tiene asintota oblicua.
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Para analizar los signos de la funcién en todo su dominio conviene armar una
tabla donde se estudien los signos en los intervalos que determinan los ceros
del numerador y del denominador. Como los ceros son 2 y —1 respectivamente,
obtenemos los intervalos (-, —1); (-1, 2) y (2, «).

Intervalo | Signo de —2(x—2) | Signode (x+1) | Signo de—2X=2) ‘12)
X+
(—0, —1) + _ _
(_1, 2) + + +
(21 OO) - + _

De toda la informacion obtenida en los pasos anteriores bosquejamos la grafica

de la funcion:
Y

y=mix

EJERCICIO

Grafique las funciones dadas siguiendo los pasos sugeridos para graficar:

2
a)y - 28 b)y:X +5x+4 ¢)y=- 2X+6
X% + 4 X+1 X+ 2
RESPUESTAS
a) D = R; no hay asintotas v
verticales porque el
denominador es  siempre 2

distinto de cero. Larectay =0,

el eje x, es asintota horizontal
pues el grado del numerador l
es menor al grado del

denominador.

-
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b)D=R-{-1}.

Al factorizar la funcion resulta
B (x + 4)(x + 1) al

A W) R

simplificar se obtiene la recta y
=x+4, x=z-1.

¢c)D=R-{-2}.

La recta x = -2 es una asintota
vertical pues -2 anula el
denominador pero no el
numerador. El grado del
numerador es igual al grado
del denominador. La funcién
presenta asintota horizontal,

2
queesy:T.

La recta y = 2 es asintota
horizontal de la funcién.

Funciones

=¥

-y S S
p*

W

Inecuaciones racionales

Analizamos la resolucién de algunas inecuaciones.

Ejemplo: encuentre los valores reales que verifican la siguiente inecuacion

2x +1
>

>1.
X+3

Si a ambos miembros de una desigualdad se suma un mismo numero se
obtiene otra desigualdad del mismo sentido que la dada. En este caso sumamos

—1 y resulta:
2x +1
X+3

+(=1) =1+ (=)

Resolviendo la resta se obtiene

2x+1_120.

X+3

MZO yde aqui _220_
X+3 +3

Para que el cociente sea positivo el numerador y el denominador deben

tener el mismo signo.

La raiz del numerador es 2 y la del denominador es —3. Ubicandolas en la recta
real quedan determinados tres intervalos (-, —3), (-3, 2) y (2, ). El signo del
cociente se mantiene en cada uno de los intervalos.
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L=

—_—

o—

L

&
X

R —

0

12 3

Construimos una tabla que nos permite analizar los signos de la expresion dada
en intervalo. Para ello, tomamos un numero o valor de prueba de dicho
intervalo y reemplazamos:

Intervalo Signo de x — 2 Signode x + 3 Signo de i;i
(=0, =3) - - +
(-3,2) - + -
(2, oo) + + +

A partir de la tabla concluimos que el conjunto solucidon son todos los nimeros
reales tales que x<—-3 o0 cuando x > 2. Se incluye el punto extremo 2 porque
la desigualdad requiere que el cociente sea mayor o igual que 1, pero no se

incluye el -3 porque el cociente no esta definido para ese valor.
+ +
¢ —————t——+—— b
-4 -3 -2-1 01 2 3

El conjunto solucién de la inecuaciéon dada es (-« , —3) U [2, «).

Nota: Es importante verificar siempre los puntos extremos de los intervalos
solucion para determinar si satisfacen la desigualdad original.

Problema
Las funciones de oferta y demanda para cierto producto de una empresa
de productos lacteos son las siguientes:

q2

oferta: p= T+25’ demanda: p = % donde p es el precio en dolares
de q cientos de unidades del producto.

a) Encuentre los valores de g para los cuales la oferta excede a la
demanda.

b) Encuentre los intervalos de q para los cuales la demanda excede a la
oferta.

¢) Trace la grafica de ambas funciones sobre los mismos ejes, estime el
punto de equilibrio (punto donde la oferta es igual a la demanda) vy
compruebe lo determinado en los puntos ay b.

a) Para encontrar los valores para los cuales la oferta supera a la demanda

2
debemos plantear qT-i- 25> @

q
g° 500
Reordenando los términos obtenemos: _ g +25>0
q
3 3
Sacando comin denominador: 3 _2020 +100q >0 3+ 1qu_2000 >0.
q q
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Para resolver esta inecuacion debemos analizar los signos de la expresion
obtenida en los intervalos que determinan los ceros del numerador y del
denominador.

Para encontrar los ceros del numerador usamos la regla de Ruffini y obtenemos
que la Unica raiz real es q = 10.

Su expresion factorizada es (q —'IO).(q2 + 10q + 200). La raiz del denominador
esq=0.

Para armar el cuadro de signos con los valores encontrados, debemos tener en
cuenta que q > 0 pues representa cantidad de unidades del producto.

Signos a-10| ¢?10g+200| g (q-10)(q? +10q + 200)
Intervalos 49

(0, 10) - -

(10, =) + + + +

Como buscamos los valores de q para los cuales la expresion dada es mayor
que cero, el conjunto solucion es el intervalo (10, ). O sea que la oferta excede
a la demanda para q > 10.

b) La demanda excede a la oferta para 0 < q < 10.

c)
[

100 -
Ofe’}f Podemos observar en la gréafica
p=g+25 que el equilibrio se alcanza en

q=10.

= Ademas si q > 10 la oferta supera a

: Demands 1@ demanda y si 0 < g < 10 la
i p=200  demanda supera a la oferta.
10 | E
5 10 15 4
EJERCICIO

Resuelva las siguientes inecuaciones:

a1 by X3 4
2x-3 3 X—-2

c) X_4£0 d) 2x+222
3- x -1
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RESPUESTAS
a) (—oo, %)u(&oo) b) (—% 2) c) (-, 3) U4, ) d)(1,x)

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.5 FUNCION RACIONAL FRACCIONARIA

1) Determine el dominio y trace la grafica de cada una de las funciones dadas.
Escriba las ecuaciones de las asintotas, si es que existen.

2
a) f(x) = X F9x+6 b) g(x) = —
X+2 X< +1
2 gy X
c) h(X) = m d) |(X) = —X +1

2) Observando las graficas de las funciones racionales, encuentre los valores de
los coeficientes a y b.

X—a ax
a)fx) = - b) gx) = ~—
V1
| Ve
"""""""" :"1'“"_"_"'_';: :
! =) 7 A | 4 s == ==
37 T e
1 N 1] W

PROBLEMAS DE APLICACION 2.5 FUNCION RACIONAL FRACCIONARIA

1) Una empresa tiene un ingreso de $300 al dia resultante de vender x unidades
de cierto producto a un precio p (en pesos) por unidad del producto. Escriba la
funcion que describe el precio por unidad en funcién de las unidades vendidas.
¢, De qué tipo de funcion se trata? Represente graficamente la funcion.
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2) La funcion c(x) = 1zgx v 0 < x <100, describe el costo de un programa
terapéutico en funcion del porcentaje de la funcidbn recuperada por
fisioterapeutas en un proceso de rehabilitacién en un caso particular de
incapacidad. Se sabe que c se mide en miles de pesos y x es el porcentaje de la
funcionalidad recuperada.

a) Encuentre el costo para lograr una recuperacion del 10 %.

b) ¢ Cual es el costo de recuperar un 70 % de la funcionalidad?

¢) Grafique la funcién.
3) Para el tratamiento de la arritmia (latidos irregulares), se inyecta de forma
endovenosa un medicamento. La concentraciéon ¢ del farmaco luego de t horas

, 3,5t . - - .

esta dada por C =ﬁ mg/l. Si la concentracion terapéutica minima es 1,5
+

mg/l, determine cuando se sobrepasa dicha concentracion.

4) Para que un medicamento tenga efectos benéficos, su concentraciéon en la

sangre debe ser mayor que determinado valor que se llama concentracion

terapéutica minima. Si la concentracion ¢, en mg/l, de un cierto medicamento a

las t horas de haber sido ingerido oralmente es ¢ = . Si la concentracion

t2 1+ 4

minima es 4 mg/l, determine cuando se supera la misma.

5) La densidad de poblacion d (en personas por km2) en una gran ciudad, se
relaciona con la distancia x, en kildbmetros (km), al centro de la ciudad, mediante

d= M Obtenga en qué regiones de la ciudad la densidad de poblacion

x2 136
es mayor que 400 personas por km2.
6) El tamafno de una poblacion de bacterias en funcién del tiempo puede

aproximarse por la funcién: p(t) = 750+ﬂ, donde t estda medido en

100 + t2

horas.

a) Indique de qué tipo de funcidn se trata.

b) Halle la poblacién inicial.

¢) ¢ Cuantas bacterias habra al cabo de 10 hs?

d) ; Cuantas horas deben transcurrir para que haya 770 bacterias?
7) El costo promedio por unidad (en pesos) de producir x cartones esta
modelizado por: c(x) = 650

2x +40

a) Encuentre el costo promedio al producir 10 cartones.

b); Cuantos cartones se deben producir para que el costo supere los
$13?
8) Encuentre todos los valores de r tales que la pendiente de la recta a la que
pertenecen los puntos P(r, 4) y Q(1, 3 — 2r) sea menor que 5.
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.5 FUNCION RACIONAL FRACCIONARIA

1) El dominio de la funcion f(x) = 23X es:
x< -4
a)R-{2} b) (-2,2) ) (—»,-2)U (2 +0) d)R-{2, -2}
2) Una funcién cuyo dominioes D =R - {1} es:
3x 3x-3 3x-3 . x -1
a) f(x) = b)gx)= ——— ¢)h(x)= d)i(x)= —
X +1 X -1 x2 _1 X
x> + 4x2
3) La grafica de la funcion y = BTV tiene como asintota vertical a:
X+
a)larectax=-4 b) lasrectasx=0y x=-4
c)larectax=4 d) no tiene asintota vertical
4) La grafica de la funcion y = ;P’X tiene como asintota vertical a:
X< -4
a)larectax=2 b) lasrectas x=2y x=-2
c)larectax=0 d) no tiene asintota vertical
3
5) La grafica de la funcion y = 2)( tiene como asintota horizontal a:
x° -8
a)larectay=3 b)larectay=0
c)larectay=2 d) no tiene asintota horizontal
2 —
6) La grafica de la funcion y = X tiene como asintota horizontal a:
X° +2
a)larectay=1 b)lasrectasy=1Ay=-1
c)larectay=0 d) no tiene asintota horizontal
7) La grafica representada corresponde a la funcion racional:
T
i i
2x -2x ! !
a) y= b)y= ek
x2 -1 x2 —1 : |
)
2 s S "
x< -1 X 1 1
C = d = 1 1
)y o )y 2 | i
i i

8) La grafica representada corresponde a la funcién racional:

a)y = x2_9
2
2
X
b)y=
x2 -9
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1 l!"l“ 1
c)y= 2 i |
x? -9 | i
3 i i
X 1 1
dy=—5— T oo e SERRREE
x* -9 ) | ! L
N -2 ] K
| i
9) El conjunto solucién de la desigualdad 3—X1 <0 es:
X —
a)(0,1)  b) (-, 0)w (0, x) €) (-0, -1) U (0, ) d) (-1,0)
10) El conjunto solucién de la desigualdad X s 1 es:
x+4 3

a)(-4,2) b)(-o, -2)u(4,x) C) (-0, —4) U (2, x0) d) (-2, 4)

AUTOEVALUACION N2 6: FUNCION RACIONAL FRACCIONARIA

1) Determine el dominio de las siguientes funciones racionales:

x* 3x2% -12 1
x2 +3 o)y X+2 Y x2 - 16
2) Determine si las siguientes funciones racionales tienen asintotas
horizontales, oblicuas y/ o verticales y en caso afirmativo encuéntrelas.
X 3 x2 x-5
2 x2 -9 0y X% +1 Y x2 —1 Dy x2 —2x-15
3) Para determinada poblacién de salmones, la relacién entre el nimero s de
padres y el numero r de descendientes que sobreviven hasta la madurez es
[ 4500s
s +500
numero de padres?
4) El costo promedio (en pesos) por unidad de producir x unidades de cierto
450
3x+60 "
a) Encuentre el costo de hacer 10 productos, 50 productos y 100
productos.
b) Represente graficamente la funcion.
5) Las funciones de costo e ingreso (en pesos) para una empresa estan dadas
100x +100 OOX:‘: 00 y r(x) = %x, donde x se mide en cientos de unidades.

a) Represente ambas funciones en un mismo sistema de coordenadas.

a)y=

¢Bajo qué condiciones el numero de descendientes supera al

producto esta dado por ¢(x) =

por c(x) =
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b) El o los valores que hacen que los costos sean iguales a los ingresos
se llama punto de equilibrio. 4, Cual es el punto de equilibrio para esta empresa?

c) Escriba la ley y = p(x) que representa la ganancia. ¢p(1) representa
una ganancia o una pérdida? ;p(6) representa una ganancia o una pérdida?

GUIA DE ESTUDIO

Para el estudio de las transformaciones que sufre una funcién al cambiar uno o
mas parametros de la misma, resulta muy ventajosa la utilizacion de
graficadores matematicos ya que pueden representarse rapidamente varias
funciones en un mismo sistema. A partir de sus graficas pueden analizarse mas
facilmente las relaciones entre ellas y su expresion analitica.

Transformaciones de las FUNCIONES ESCALARES ALGEBRAICAS

Las siguientes actividades se resuelven utilizando FUNCIONES para Windows
version 2.7.61 que es un programa de tipo shareware que permite representar
graficamente funciones definidas en forma explicita.

Para optimizar su uso puede obtener mas informacion recurriendo al menu de
ayuda del programa presionando la tecla F1.

A continuacion, se muestra la pantalla de este menu referida a las normas de
sintaxis:

<% FUNCIOMES para Windows v:2.61 =] E3

Archivo  Edicidn Marcador  Opciones  Ayuda

Enntenidnlﬁusquedal Alras |1m|:urimir| €7 i ¥ i

Normas de sintaxis ﬂ

Para escribir las funciones se deben seguir unas normas de sintaxis
fque, en principio, son las usuales. Las describimos a continuacion:

La variable independiente |a representaremos mediante x.
Se permite v recamienda el uso de paréntesis.
Las operaciones admitidas son:

+ Suma

- Diferencia
Producto
Divisidn
Fotencia

El

> =

Actividad 1:
a) Represente graficamente la funcién f: R - R/f(x) = 2x3 - X —2x2
Para ello siga la siguiente secuencia:

e Respetando las normas de sintaxis, introduzca 2x3 - X —2x2 en el
cuadro correspondiente a la funcion F(x) (el software utiliza mayusculas
para la notacion de funciones).

e Considere los siguientes rangos y escalas para los ejes x e y.
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Origeneje X |35 Origeneje¥  |1n
Unidad eje X [4 Unidad eje ¥ |1
Final eje X |35 Final eje Y 10

e Haga “click” en Aceptar y podra visualizar la gréafica de la funcion.

i [=] 3

Archivo Opciones 1 fu 2 fu ¥

e Para volver a la pantalla anterior haga “click” en Archivo y luego en
Cambiar funciones o parametros.
Importante: De aqui en adelante, para simplificar, se denominara a la funcién
anterior simplemente f(x).

b) Represente graficamente las siguientes funciones en el mismo sistema
coordenado y en el orden dado:

b1) g(x) =f(x) + 3 b2) h(x) = f(x) + 1 b3) i(x) = f(x) - 2

bg) j(x) = f(x) - 5 bs) k(x) =f(x) + 5
Para ello introduzca las ecuaciones en los 5 campos siguientes al de f(x). Si no
quiere repetir la expresion 2x3 - X —2x2, puede ayudarse con los comandos
“copiar” (ctrl + ¢) y luego “pegar” (ctrl + v).
Por ejemplo, para graficar la funcion pedida en b4) “pinte” la expresion escrita
en el cuadro de F(x) arrastrando el mouse y luego presione las teclas “Control” y

“ 0

¢’ de manera simultanea (para copiar). Ubique el cursor en el cuadro

correspondiente a G(x) y presione simultdneamente las teclas “Control” y “v
(para pegar). Luego escriba “+3”.

FiX]) = 22352472
GX)= | 24*3x-2¢4"2+3

Il =
Observe las graficas y complete:
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e Se ha graficado siempre la misma funcién pero variando ........................
e Con respecto a la grafica de f(x):

e La grafica de la funcién g(x) se traslada ........... unidades hacia .............
e La grafica de la funcién h(x) se traslada ........... unidades hacia. .............
e La grafica de la funcién i(x) se traslada ........... unidades hacia .............
e La grafica de la funcién j(x) se traslada ........... unidades hacia .............
e La grafica de la funcién k(x) se traslada ........... unidades hacia .............

¢ Qué puede decir con respecto a las graficas de la funcion f(x) y f(x) + c,
siendo ¢ una constante real distinta de cero?

Actividad 2:
Siguiendo el mismo procedimiento represente graficamente:
x3 —2x%2 - 5x+6
3x-3
tomando como unidad sobre los dos ejes: 1, rango para la variable x: —4,5 a 4,5
y rango para la variable y: —10 a 10 .
Grafique en el mismo sistema cinco funciones que cambien con respecto a f(x)

unicamente en el término independiente.
¢ Puede observar lo mismo que en la actividad 1?

f:R-{1} > R/f(x) =

CONCLUSION:

Actividad 3:

, ., 2 o :
Grafique la funcién f: R - R/ x — —4x™ + 3 modificando los valores de los ejes
como se muestran a continuacion:

Origeneje X | g5 OngenejeY (4D

Unidad eje X [4 Unidad eje ¥ (4

Finaleje X |g5 Final eje Y 5
EXl= |-4x"2+3

Luego represente:
a) g(x) = f(x + 2) b) h(x) = f(x + 3,5) ¢) i(x) = f(x - 1,5)
d) j(x) = f(x — 4) e) k(x) = f(x — 5)

Para ello tenga en cuenta:
EXl= |-4x"2+3
GIXK] = | -4[x+2)"2+3

Observe las graficas y conteste:
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Al sumar 2 unidades a la variable x, la grafica de la funcién f(x) se traslada

.......... unidades hacia la ..................

e Al sumar 3,5 unidades a la variable x, la grafica de f(x) se traslada .........
unidades hacia la ....................

e Al restar 1,5 unidades a la variable x, la grafica de f(x) se traslada .........
unidades hacia la ...................

e Al restar 4 unidades a la variable x, la grafica de f(x) se traslada ...........
unidades hacia la ....................

e Al restar 5 unidades a la variable x, la grafica de f(x) se traslada ...........

unidades hacia la ....................

¢, Sufre alguna transformacion la forma de la grafica de la funcion? ...........

Actividad 4:
Grafique f: R > R/ f(x) = —2x5 + X. Luego, en el mismo sistema y en el orden
dado represente:
a) g(x) =f(x + 3) b) h(x) =f(x + 1) ¢)i(x) =f(x +0,5)
d)j(x)=f(x—-1) e) k(x) =f(x — 2,5)

Observe las graficas y compare los resultados con los de la actividad anterior.

Si, en general, se grafica f(x + c),  Cémo influye el parametro ¢ sobre la curva?
ST o O PRSI

Actividad 5:
Represente graficamente la funcion f(x) = 2 4x, cuyo dominioD ={....... Yy
luego, en el mismo sistema:

a)g(x)=2f(x) b)hXx)=—.fx) ¢)i(x)=-2f(x) d) j(x):—%.f(x)

1
5
Elija los rangos que resulten adecuados para las funciones a representar.

Complete la siguiente tabla:
X f(x) 9(x) h(x) i(x) ix)

e Para graficar g(x) = 2.f(x) se debe ..................... el valor de cada ordenada
de f(x) por ..............
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1

e Para graficar h(x) =E.f(x) se debe .................. el valor de cada ordenada

de f(x) por ...............
e Para graficar i(x) = —2.f(x) se debe .................... el valor de cada ordenada
de f(x) por ...............

e Para graficar j(x) = —%.f(x) se debe .................. el valor de cada ordenada
de f(x) por....ccc........
Actividad 6:

Represente graficamente en un mismo sistema las siguientes funciones,
eligiendo los rangos adecuados:

1 1 1
)= — o= AN =

. 1 . 1 1
d)|(x)=x—2+2 e)J(x)=X—2—1 f) k(x) = X+3)2+2

Exprese simbdlicamente las transformaciones que deben aplicarse sobre la
funcion f(x) para obtener las demas funciones y explique las modificaciones que
sufren las graficas.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO

1) Grafique las siguientes funciones de primer grado, indicando en cada caso
pendiente y ordenada al origen.

3 1
a) y—2x-1=0 b)) y=—"x-2 c)v=—
) y—2x )y 5 * )y 7%
dy-x=0 e)y=x+3 fly=—x+2

2) Halle y grafique la funcion de primer grado teniendo en cuenta que:
a) la pendiente es 3 y la ordenada al origen 2.

b) pasa por los puntos P4(-1,1) y P, (%4)
c¢) la pendiente es —1 y contiene al punto P4(1, —4).

d) el angulo de inclinacion es de 45° y contiene al punto (-2,1).
e) el angulo de inclinacion es 0° y contiene al punto (-3, 5).

f) contiene a los puntos P O,—l y Q Eﬂ )
5 25
3) Halle las expresiones algebraicas correspondientes a cada una de las
siguientes graficas e indique cuales representan una funcion.
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a) b)
'_III'JL '-|I|'JL
2 2
1 1
45°
-1 0 1 7y -1 1 bt
-1 -1
i
r S S
-1 0 1 2 R
A -1 1] 1 2'\\\_ i
e) f)
l_l"l b I-IIII -
g
2 b

-1

- -

4) Esboce la grafica de una recta de ecuacion y = mx + h que cumple con las
condiciones dadas en cada caso:
aam>0yh>0 b)m<0yh>0 c)m<0yh=0
dm>0yh<0 ey m<0yh<0 fym=0yh>0
5) Para cada una de las siguientes funciones y = mx, grafique
a)y=mx+3 yb)y=mx-2
'_|||'n -.I,- = l_'lll e

'_|||'=m}{

ry
r
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6) Dadas las siguientes funciones, indique cuales de ellas tienen como
representacion grafica rectas paralelas o perpendiculares.

a)y=%x—2 b)y+5x=8 c)y=1+%x
dy-5x=1 e)y=-5x+3 f)Sy-x-4=0
7) Complete la tabla teniendo en cuenta los datos de la figura:
Recta | Ecuacion | Ecuacién YT P
Explicita | General 5 Z M 1 2
r : e & Ty
) 3 3 . elex
r3 2 rﬂl r EJE ¥
ra 1

rs -2 1'3 1 2\3 4 \ ¥
3
I’q_ r1 \rﬁ

8) Dada la funcién g(x) = 3x +g

a) Halle tres puntos que satisfagan la ecuacion.
b) Dados los siguientes puntos, indique si pertenecen o no a la grafica de

7 1 1 7
la funcién: P41 | —,0 Py | —,2 P3| —=,1 Ps|0,—
1(5 j 2(5 j 3(7j 4( 5j

9) Sea f: R —» R una funcion de primer grado tal que f(1) =6y f(-2) =9

a) Halle su ecuacion.

b) Determine la ecuacion de la perpendicular a la que pertenece el punto
P(-1, 3).
10) Halle la forma simétrica de la funcién de primer grado cuya grafica corte al
eje x en el punto de abscisa 2 y pase por el punto de interseccion de las graficas

de ri:x+y=3 y r:y-2x-6=0
11) Complete la definicion f: R > R/ x —> ........... para que la grafica de la

funcioén sea una recta paralelaa: y = —%x +5 y pase por el punto (0,—4).

12) Sea la funcién de primer grado f: R > R /X e%—%x . Halle el valor
+

de k para que la grafica de la funcion pase por el punto (2,—1). Grafiquela.

13) Dada la funcién de primer grado ax + 6y + 1 = 0, determine el valor de a de
- ., 2 . .
manera tal que la grafica de la funcion y = _EX sea perpendicular a la misma.

14) Resuelva las siguientes inecuaciones de primer grado en dos variables:

a)y>2x+1 b)-y<2
c)2y-6x+8<0 d)x>3
e)y <x+2 f)-2x-5>0
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g)-3y-6x<0 h)y-4<0
15) Dadas las graficas, correspondientes a funciones cuadraticas, complete en
cada caso con menor, mayor o igual:

2 2
a)f(x)=a1x” y g(x)=azx

y vt
fitx) f{x)
ax)
bl F}'{ = i{
06 i
F- PR 0 - P 0
ag ... 0 ag .. 0
laql .....lagl laql ....... | agl
b) f(x) =X+ c1 y g(x) =X+ cp
'!II'JL
i)
Cl eveees 0
Co...... 0 06

¢) i) =(x—h1)> y g(x) =(x—hy)
'!I|'JL

0 hq....0

/ 1)

-

)2

K

d)f(x) = (x—hy)° + 1y g(x) = (x— hg)* + ¢
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hi.... 0
(o - 0
hy ...... 0
Co...... 0

16) Los siguientes graficos corresponden a funciones del tipo y = ax2 + bx + c.
Indique en cada caso los signos de a, b y c, justificando las respuestas.
a) b)

¥+ ¥t

KNG

17) Dada la funcion cuadratica y = —2x2 + ¢, encuentre para qué valores de c la
recta y = x interseca a la grafica de la funcion.
18) Para cada una de las siguientes funciones cuadraticas:

e Complete cuadrados.

e Halle las coordenadas del vértice y la ecuacién del eje de simetria.

e Halle los puntos de interseccién con el eje de abscisas.

e Determine el punto de interseccion con el eje de ordenadas.

e Determine el valor minimo o maximo de la funcion.

e Factorice el trinomio.

¢ Represente todo graficamente.

-
-

a))/=3X2—4X+1 b)y:—4x2+4x—1
c)y=2x2+%x d)y=x2+6x+5
e)y:x2+6x+10 f)y:2x2—8

19) Dada la funcién cuadratica y = X2+ x - p , halle el valor de p para que la
grafica de la funcion corte al eje x en un punto.

20) Dada la funcién cuadratica y = x2 + hx + 1, halle el valor de h para que su
grafica corte al eje x en dos puntos.

21) Determine el valor de k para que una de las raices de la ecuacién dada sea
el indicado en cada caso. Para dicho valor de k, halle el valor de la otra raiz.

a)x2—7x+k:0 x1=3
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b) x° +kx+6=0 xq =1
22) Dadas las siguientes ecuaciones determine el valor de k para que tenga
raices iguales. Para dicho valor de k, halle las raices.

a) X - 6x+k=0
b) (k + 4) x> + (2k + 2)x + (k —1)=0
23) Reconstruya la ecuacion de segundo grado cuyas raices son:

a)x1=4 ;x0=-3 b) xi=xp=5

c)x1=2+43 ;xp= 2-+3 d)xq=2+i ixp=2-i
24) Dadas las funciones f(x) = x2 -2x+1 y g(x) =x- 3. Calcule:

a) f(0) b) f(-1) ¢ 9(3) d) f(n°)

e) f(3x) f) f(x + 1) g) f(x — 3) h) g(a + b)

25) Grafique las siguientes funciones:
2x si x<-1
a) f:R>R/f(x)=¢-3 si-1<x<2
X+1si x>2

1-x2 si x<-1

b) m:Ro>R/m(x)=12x+1 si -1<x<2
5 Si X>2

26) Halle el o los valores de x que satisfacen las siguientes desigualdades de
segundo grado en una variable, escriba el conjunto solucion y represéntelo
graficamente.
a)8x—3>x+4 b)x’—x—-6<0
c) x> > 7x - 10 d) 105 + 11x > 6
27) Determine graficamente el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones
de segundo grado en dos variables:
a)y>x> -1 b) X + 2x — 2y > -3 )y <3(x*+2)
d)3(x—6)2£y e)y>2x—x2 f)x2>y+2
28) Observe las representaciones graficas y determine, cuando existan, los
ceros de las funciones polinomiales correspondientes:
a) b)
}.' * '_'|'I Fs
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c) d)
vt
vt
4
2
a kS
_7 | D | \2 }{

29) Dada la funcion polinomial p(x)

Y

Determine si son verdaderas o falsas las siguientes expresiones:

a)p(-2)=0 b) p(0) = 2
c)p(-4)>0 d) p(3)=0
e)p(5)=0 f)p4)<0

30) Halle el valor de a para que x =3 sea un cero de la funcién polinomial
p(x) = 2x2 —ax - 3.

31) Dada la funcién p(x) = 3x3 +%x2 +mx-3:

a) Calcule m para que x = -2 sea raiz de p(x)

b) Para dicho valor de m, factorice la funcién.
32) Obtenga la descomposicion factorial de las siguientes funciones
polinomiales:

a) p(xX) = — 1 — 2x + x> + 2x°

3 11 2 1 1
b) q(x) = —3x +Tx +EX_Z
c) r(x) = AT T+ 6 si a=1esraizdoble

d) s(x) = 6x° — 5x4 - 2'Ix2 - 33x3 +7x+6 si oq =-1esraizdobley

2 .
oo =—— es otraraiz.
3
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33) Dada la funcién polinomial p(x) = T+ 16x3 + 8x2 - 16x - 16 vy

sabiendo que o =-2 es raiz multiple de p(x):
a) Halle el orden de multiplicidad de ..
b) Calcule las restantes raices de p(x).
¢) Factorice la funcién.
34) Determine la funcion polinomial p(x) de grado 3 sabiendo que p(0) =4,
p(1)=2 y a =2 esraiz doble.
35) Si la unica raiz real de p(x) = x3 - ax2 +xa es 2, el valor de a es:
a)-2 b) 2 c)4 d) ninguna de las anteriores
36) Para cada una de las siguientes funciones polinomiales:
i) p(x) = X° + 4x° — x — 4
i) q(x) = 9x— x°
i) f(x) = x* — 4x° + 3x°
a) calcule sus cerosy factorice,
b) analice el signo de la funcién en los intervalos determinados por
los ceros,
¢) analice el comportamiento de la funcion en los extremos.
d) bosqueje la grafica.
37) Escriba un polinomio que verifique las condiciones dadas en cada caso:
a)gradon=2yraicesx1=1yxp=2
b) grado n = 5, cuya Unica raiz real no nula sea 2.
¢) grado n = 4, cuyas dos Unicas raices reales sean nulas.

38) Encuentre la funcién polinomial de tercer grado cuya grafica es:
I_IIII e

-

-

40) Resuelva las siguientes ecuaciones y verifiquelas:
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a) 2x* + 2x° —10x? +2x ~12=0
b) x? + 2x° —13x +6=0
€) -3x° — 9x° + 12x = 0

3 4 2
d)-9x" —-2x +11x-6x" +6=0

41) La funcién f(x) = %(5x3 —3x) aparece en la solucidon de problemas de

transferencia de calor en fisica e ingenieria. Trace la grafica de f después de
encontrar en dénde f(x) > 0 y f(x) < 0.

42) Encuentre el dominio, las ecuaciones de las asintotas y represente
graficamente las siguientes funciones racionales:

3x2
a)y= b)y=
)y 2x-4 )Y 4x2 +1
43) Observando la grafica, teniendo en cuenta S

las ecuaciones de las asintotas y los puntos
de interseccion con los ejes coordenados que

son P [o%) y Pz(—%, Oj, determine la

____________ b
ecuacion de la funcién, sabiendo ademas que 2' il »
- : W
es de la forma f(x) = ax+b . :
X+C :
44) Resuelva las siguientes inecuaciones:
2
a) 2x+1<1 b)x+3>g c) X +3X+4£0
X—2 X+2 3 X—2
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3. FUNCIONES ESCALARES TRASCENDENTES

3.1 Funcién exponencial.
3.2 Funcion logistica.
3.3 Funcioén logaritmica.

3.4 Funciones trigonométricas.

Cada problema resuelto se transforma en una regla que
después sirve para resolver otros problemas.

Descartes
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3.1 Funcion exponencial

Aplicacion. Crecimiento exponencial

Las amebas son seres unicelulares que se reproducen partiéndose en dos
(biparticiéon). Cuando el individuo adulto llega a cierto grado de madurez se
parte y da lugar a dos individuos jovenes. Transcurrido cierto tiempo, cada uno
de ellos repite el proceso.

Esto se realiza mas o menos rapidamente segun las condiciones de cultivo o
lugar donde se encuentren. Supongamos que las condiciones de cultivo son
tales que las amebas se duplican aproximadamente cada hora y que
inicialmente hay una ameba.

Si con los datos anteriores generamos una tabla resulta:

Tiempo 0 1 2 3 4 5 |.... t
Numero de amebas 1 2 4 8 16 32 |..... ?

El numero de células es una progresion geométrica de razén 2, es decir en cada
periodo la cantidad de células se multiplica por dos. Si graficamos la cantidad
de amebas que existen en funcion del tiempo transcurrido resulta:

Caggda?; Como el tamafio de la poblacion
_________________________________________ .

amebas ; crece siempre al ritmo de un
’ porcentaje fijo, el crecimiento es
exponencial.

La expresion que da la masa total
; de células al cabo de t horas, es
y= 2
Al modelar el crecimiento de
células trabajamos con funciones
: : de numeros reales, aunque
; estemos contando el nimero de
células que debe ser un numero
1 entero. Esto es una practica
1' 2 3 4 tiempE(hs) comun gug permite ana.llllzar las
+ caracteristicas de la funcion.
Considerar valores de t negativos permite tener en cuenta lo que ocurrié antes
del instante que se toma como inicial.

Fy

La funcidon que describe el crecimiento de
una poblacion de amebas cuyo numero se
duplica cada hora y que tiene como
poblacién inicial una ameba se define de la 3.f=2t
siguiente manera:

f:R >R F///

&
bl

t—>2t I ot

'-|I|'JL
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Aplicacion. Decrecimiento exponencial

Las sustancias radiactivas se desintegran con el paso del tiempo
transformandose en otras sustancias, y lo hacen con mayor o menor rapidez
segun de cual se trate. Supongamos que tenemos un kilogramo de una
sustancia radiactiva que se desintegra reduciéndose a la mitad cada afio. El
resto de la masa no desaparece sino que se transforma en otro componente
quimico distinto. Teniendo en cuenta estas condiciones resulta:

Tiempo ol 1| 2 3 4 5 | .. n
(afos)
kg de \N
. 1|05 |025]|0125]| 0,0625 | 0,03125 | ..... (7)
sustancia 2
¥ Considerando que tiene sentido para valores de
2 tiempo no enteros dado que la desintegracion es
continua y pensando que también es valida para
1 valores negativos de t si existe un paso anterior al
e . instante que tomamos como inicial (por ejemplo

N I:Il 1 7 4 t consideramos como afio inicial 1990 y queremos
saber qué ocurria en 1989) podemos representar
graficamente y resulta:

¥+ f:R >R
t
t - (lj
2
Nt
\ yz(Ej indica la cantidad de sustancia t

t afos después si la cantidad inicial es 1 kg.

rFs

-

Definicion: Se llama funcion exponencial a la dada por:
f:R>R

X
x—>a, a>0,a=1

X . .
Nota: a debe ser mayor que cero para que a” sea real, ya que si a es negativo y
X es una expresion fraccionaria de denominador par, estamos en presencia de
una raiz de indice par y radicando negativo que no tiene solucion en el conjunto

. : 1 . -
de los numeros reales. Por ejemplo (— 4)2 =+/-4 . Ademas a debe ser distinto
de 1 porque en ese caso resulta la funcién constante, ya estudiada.

Ejemplo: Analice las caracteristicas de las graficas de las funciones definidas en
. ’ X X
el conjunto de los numeros realesy=2"¢e y=10".
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X X

Construyendo una tabla de X y=2 y=10
valores para cada funcién vy 5 025 001
uniendo los puntos resulta: ’ ’
-1 0,5 0,1
0 1 1
1 2 10
2 4 100

En ambos casos la funciéon crece
rapidamente.

Cuanto mayor es el valor de a, mas
rapido es el crecimiento.

Las dos funciones pasan por el
punto (0,1).

Six—>—ow, f(x)>0

Six — +o0, f(X) > +o

El eje x es una asintota horizontal.

-

Ejemplo: Analice las caracteristicas de las gréficas de las funciones definidas

X X
en el conjunto de los nimeros realesy = (%) ey= (%) .
Armamos una tabla de valores para cada funcion y representamos

graficamente.

Las funciones decrecen rapidamente.
Cuanto menor es el valor de a, mas
rapido es el decrecimiento.

Pasan por el punto (0,1).

Six > —o, f(X) >+

Six— +wo, f(x)—> 0

FY

0 ¥ El eje x es una asintota horizontal.
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En general, la funcion exponencial presenta las siguientes caracteristicas:

e  Su dominio es (—o, ).
e Su conjunto imagen es (0, «).

e Su gréfica pasa por el punto 0<g<1

(0, 1).

e Su grafica es una curva suave,
sin esquinas ni saltos.

e Sia>1, lafuncion es creciente y
si 0 < a < 1, la funcion es
decreciente.

o El eje x es asintota horizontal de
la grafica de la funcion, por lo que no
tiene interseccién con el gje x.

y=a*

i

¥

e a es el factor por el que se multiplica la funcion en cada unidad de la

variable x.

EJERCICIO

. . ' . X
Determine la ecuacion de la funcién exponencial y = a~ que corresponde a la

siguiente tabla. Complétela.

a)
X 1 2 3 4 5
y | . 1,69 2197 | .. | ..
b)
x 1 2 3 4 5
y | . 4,41 9261 | ... | ..
RESPUESTAS
a)y=1,3"
X 1 2 3 4 5
y 13 1,69 2,197 2,8561 3,71293
b)y=2,1"
X 1 2 3 4 5
y 2,1 4,41 9,261 19,4481 | 40,84101

Aplicacion. Crecimiento exponencial
Analicemos qué ocurre si en el problema inicial hay tres amebas originalmente.

Tiempo ol 112131475 [.. t
Numero de amebas | 3 | 6 | 12 | 24 | 48 | 96 |.... 32
320 32" 327 32% 32% 32° 3.2"

213



Funciones

Si comparamos esta tabla con la del primer problema, observamos que cada
uno de los valores quedan multiplicados por 3. Graficamente:

vt =
L " r

12 e .
] — .
S
T 1 7 It t

- -

La funcion que describe la masa total de amebas al cabo de t horas

considerando que la poblacion inicial es 3 esta definida por:

f:R - R/f(t) = 3.2"

De la misma forma la expresion:
f:R >R
t k2!

describe el numero total de células existentes al cabo de t horas si al comienzo
existian k amebas.

Aplicacion. Decrecimiento exponencial
Analicemos qué ocurre en el problema de la desintegracion radiactiva si la
cantidad original es tres kilogramos. La tabla resulta:

Tiempo | 1 4 | 5 3 4 5 | n
(afos)
kg de 1\
. 311510,75| 0,375 |0,1875 | 0,09375 | ........ 3.[—}
sustancia 2
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F'y
-
FY
-

- -

t
La expresion y = 3(%) describe la cantidad de sustancia que va quedando al

pasar el tiempo t.

t
En general podemos decirque f:R > R/t > k(%) representa la cantidad
de sustancia que queda al cabo de t afos si originalmente habia k kilos y se
desintegra reduciéndose a la mitad cada afo.

. t . -

En general, la expresionf: R — R/t — k.a representa cualquier crecimiento
exponencial sia>1ysi0<a <1 se trata de un decrecimiento o decaimiento
exponencial.
T k es la cantidad inicial
¥=ka y=kat (parat=0)
D=a=<1 a=i
t es el tiempo transcurrido
(en la unidad que
convenga)

a es el factor por el que
se multiplica la funcion en
cada unidad de tiempo.

-
-

¢ Por qué aparece la funcidon exponencial y su uso es tan frecuente?
Cada vez que aparece un proceso que evoluciona de modo que el aumento (o
disminucion) en un pequeio intervalo de tiempo es proporcional a lo que habia
al comienzo del mismo, ese proceso se modela mediante una funcion
exponencial. Por ejemplo:

e crecimiento de bacterias,

e aumento de masa vegetal,

e crecimiento de poblaciones animales y vegetales,

e interés del dinero acumulado,

¢ desintegracion de sustancia radiactiva.
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Las funciones exponenciales tienen la caracteristica de que, a intervalos iguales
de X, se obtienen porcentajes iguales de crecimiento o decrecimiento en y. Por
ejemplo, si se sabe que un bosque crece de forma exponencial y ademas se
conoce que en 10 afnos su masa vegetal ha aumentado un 4%, podemos
asegurar que cada 10 afos tendra el mismo 4 % mas que al comenzar los
mismos, es decir, su masa se multiplicara por 1,04 cada 10 afos.

Si se sabe que ha duplicado su masa vegetal en los ultimos 150 afos, volvera a
duplicarse en los préximos 150 afios.

Esta propiedad es muy importante desde el punto de vista practico.

Problema
Una sustancia radiactiva pierde el 4% de su masa cada dia. Ocho dias
después de comenzada la observacién, hay 130 gramos de sustancia.
Encuentre la ley de la funcién que permite calcular la masa de la
sustancia en funcién del tiempo.

Como la masa disminuye un 4% cada dia, diariamente queda el 96% de lo que
habia el dia anterior, entonces la masa se multiplica por 0,96.

La funcién es de la forma m = k. 0,96t.

Para encontrar la masa que habia originalmente se puede usar el dato de que
luego de 8 dias quedan 130 gramos de sustancia. Reemplazando:

130 =k. 096° = k = —130_ _ | _180,2
0.96

La cantidad de masa que habia al comenzar la observacién era 180,2 gramos.
La funcién que describe la cantidad de sustancia en funcién del tiempo

transcurridoes m=180,2 . 0,96t

EJERCICIOS

1) Determine la ley de la funcién exponencial y = k.a* sabiendo que pasa por los
puntos (1, 1)y (2, 4).

2) Complete la definicion de la funcion
trascendente: f: R —> R/ X > vovvcvvvverernnn,
para que la grafica sea:

216



Funciones

3) Una poblacién de bacterias aumenta cada hora respecto de su poblacion
actual. Si la poblacion inicial era 1000 bacterias y luego de 3 horas hay 1728
bacterias, ¢cual es la tasa de crecimiento por hora? Escriba la ley de la funcion
exponencial que modela la situacion.

RESPUESTAS

1
1)y=—
)y )
3) La tasa de crecimiento por hora es 1,2 y la ley de la funcion y =1000 1,2t.

4X 2)f:R5>R'/x—>2.5"

La funcion exponencial de base e: la funcion exponencial natural
El nUmero e

n
. ) . 1
El numero e se define como el valor al que tiende (1+— cuando n se hace
n
muy grande. Para determinarlo resulta conveniente analizar qué ocurre con el
n

n
comportamiento de la expresion (1+1J donde n es un entero positivo y

aumenta sin limite, es decir, crece hacia «.

o1 . .
Cuando n se hace grande la expresion — se hace pequefia y tiende a cero:
n

n
1 — 0. Resulta que 1+l — 1. Evaluando la expresién (1+1J para distintos
n n n

valores naturales de n se observa lo siguiente:

n
n [1 + 1J
n
1 2
5 2,48832
10 2,59374246
100 2,704813829
500 2,715568521
1000 2,716923932
10 000 2,718145927
100 000 2,718268237
1 000 000 2,718280469
10 000 000 2,718281693
100 000 000 2,718281815

n
. o 1 .
A medida que n crece, los valores de la expresion (1+— aumentan y tienden
n
a acercarse al numero 2,71828.
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Con herramientas del calculo se puede demostrar que ese numero existe y, en
honor al matematico Leonhard Euler (1707 — 1783) que fue su descubridor, se
lo llamé e. Es un numero irracional y su representacion con algunos decimales
es e =2,7182818284590....

La base natural e tiene muchas aplicaciones ya que describe crecimiento o
decrecimiento continuo.

Funcién exponencial natural
Definicion: La funcion f: R - R/ f(x) = eX, es la funcion exponencial natural.

¥ y= 3% Como el numero e esta
y= g comprendido entre 2 y 3, la
y= 2% grafica de y = e” se encuentra

entre las graficas de y = 2 e

y:3x.

La funcién y = e’ es creciente,
pasa por los puntos (0,1) y (1,e).

|

-

FY

e S

Interés compuesto
La expresion que genera al numero e tiene una gran importancia en la
deduccion de la formula de calculo del interés compuesto.
Se sabe que una inversion logra interés compuesto cuando el interés ganado en
un periodo fijo se suma a la inversion inicial. A partir de aqui, el nuevo total
recibe interés en el siguiente periodo y asi sucesivamente en los siguientes. Si
realizamos una inversion de un cierto capital C, ésta gana intereses segun una
tasa anual de r por ciento y el interés se capitaliza o compone anualmente.
Para calcular el nuevo capital, pasado el primer afo, se debe sumar al capital
inicial el resultado de multiplicar la tasa de interés por el capital inicial, de la
siguiente manera: C+C.r=C.(1+r)
Cumplido el segundo afio, el capital acumulado resulta:
C(1+r)+[C.(1+nr)]r=C(1+n(1+r)=C(1+ r)2
De la misma manera, pasados tres anos el total es:
CA+n2+C(1+r)2r=C(A+n2(1+r=C.(1+r)
y transcurridos t afios resulta que el valor finalMes: M=C. (1 +r )t donde
C: inversion inicial.
r: tasa anual de interés (como fraccién decimal).
t: nUmero de afios de inversion.

3
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La formula de interés compuesto esta dada por M = C.(1 + r)t donde M es la
cantidad que acumulan C pesos en t afios si la tasa de interés anual es r.

En general, los periodos de capitalizacion del interés son menores que un afo.
En este caso, la tasa de interés por periodo resulta de dividir la tasa anual r

. , e, ~ T
entre la cantidad de periodos de capitalizacion por afio, n, es decir —.
n

n
Esto significa que, después de un afo, el total acumulado sera: M = C.[1 + Lj
n

S, . ~ r
si el interés se capitaliza o compone n veces por afio y la tasa anual es r (— es
n

la tasa por periodo).

2n
Finalizado el segundo afio sera: M = C. (1 + LJ .
n

nt
Asi hasta obtener la formula de interés compuesto M = C. (‘I +Lj donde M
n

es la cantidad que acumulan C pesos en t afos si la tasa de interés anual esry
se compone n veces al afio.

nt
La férmula para el interés compuesto es M = C. (1 +Lj donde
n

C: inversion inicial.

r: tasa anual de interés (como fracciéon decimal).
n: numero de periodos anuales de capitalizacion.
t: nimero de afos de inversion.

M: valor total acumulado transcurridos t afos.

Si dejamos crecer arbitrariamente la cantidad de periodos de capitalizacion, es
decir n se hace lo suficientemente grande (n — +), se origina la formula de

. . . rt .
interés compuesto continuo dada por M = C.e donde M es la cantidad que se
acumula si se invierten C pesos a una tasa de interés anual r durante t afos si
el interés se compone continuamente.

Si el interés es compuesto continuo resulta la féormula M = Cert donde
C: inversion inicial.
r: tasa anual de interés (como fracciéon decimal).
t: nimero de afios de inversion.
M: total acumulado después de t afos.
Tratamos de ver como se llega a esta formula. Segun vimos la expresion

n
1 . . .
1+—| tiende al numero e cuando n se hace cada vez mas grande:
n
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n
(1 +—j —>e cuando n — +oo,
n

nt
Se puede probar que (1+LJ - ert, si n —» +owo dado que la expresion
n

nt Ut
r
™ 1 1
(1+—j se puede escribir: 1+F = 1+F (multiplicando y
n
r
dividiendo por r el exponente).
n
"

.. n 1
Ademas - —» o cuandon —» +wo y porlotanto |[1+—| —e.
r n

r
n
—rt

1 rt
Resulta entonces 1+F —Se .

r

Reemplazando se llega a la férmula buscada M = Cert .

Esta expresidon establece el total M que se acumula después de invertir una
cierta cantidad C a una tasa anual r de interés (como fraccion decimal) durante
un numero t de anos.

Problema
Si $ 1000 se capitalizan continuamente durante 6 afios a una tasa de
interés nominal de 10% anual, ¢ cual es el total acumulado después de los
6 anos?

Sabemos que el monto acumulado sera: M = Cert. Si la inversion original
asciende a los $ 1000 a una tasa r = 0,10 durante 6 afios, obtendremos:

M = 1000 eo’m'6 = 1822,1188. El monto acumulado transcurrido el tiempo sera
de aproximadamente de $ 1822,12.

Problema
Una inversion de $ 100 se capitaliza continuamente durante 2 afios a una
tasa de interés nominal del 9% y luego por 5 afios mas a una tasa de
interés nominal del 11%. Calcule el valor de la inversion después del
periodo de 7 afnos.

Si la capitalizacion es continua, pasados los dos primeros afos resulta la

inversion: M:Cert.
M = 1002992 = 100.1,197217363 = 119,7217363 ~ 119,72
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Ahora, la cantidad de dinero a obtener después de invertir en los proximos 5
afos sera:

M= 119,72 e = 119,72 .1,733253018 = 207,5050513 ~ 207,51

Por lo tanto, la inversion acumulada después de 7 afios sera $ 207,51.

0,11.5

Problema
Una inversién se capitaliza continuamente a una tasa nominal del 8%
anual. ¢Cual es la inversion original si a los 9 afios el monto asciende a
$102 721,677

Sabemos que M = Ceﬂ. Si la tasa es del 8%, es decir, r = 0,08 la formula se

0,08t

expresa de la siguiente manera 102 721,67 = Ce . Debemos despejar C

teniendo en cuenta que t = 9. Reemplazando: 102 721,67 = C 089 _,

102 721,67 = C. 2,054433211 = C = 50 000.
Invirtiendo $ 50 000 se lograra un monto acumulado de $ 102 721,67 después
de nueve afios con una tasa nominal del 8% anual.

Crecimiento exponencial
La funcidn exponencial natural tiene muchas aplicaciones relacionadas con el
crecimiento o decrecimiento exponencial.
En general, la expresion N(t) = No.ert sirve para expresar el crecimiento
exponencial de una cierta poblacion de individuos siendo:

N(t) : cantidad de individuos de una determinada poblacion
después de un intervalo de tiempo t.

Ng : cantidad inicial de individuos de la poblacién (para t = 0).

r : tasa relativa de crecimiento de la poblaciéon (expresada como
una proporcion de la poblacion).

t : tiempo transcurrido.

Problema
,3t

El numero de bacterias en un cultivo esta dado por n(t) = 150.e0 ,
donde t se mide en horas.

a) ¢;Cual es la tasa relativa de crecimiento de esta poblacién de
bacterias? Exprese su respuesta como porcentaje.

b) ;Cual es la poblacion inicial del cultivo?

c) ¢,Cuantas bacterias contendra el cultivo al tiempo t = 5?

a) La tasa relativa de crecimiento es 0,3. Expresado como porcentaje, la tasa de
crecimiento es del 30%.

b) La poblacién al inicio es n(0) =150 bacterias.

c¢) Para calcular la cantidad de bacterias luego de 5 horas, debemos reemplazar
t por 5 en la férmula de la funcion.

n(5) = 150 . 2 ° = 672,253

La cantidad de bacterias luego de 5 horas sera 672.
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Decrecimiento exponencial: desintegracion radiactiva

Las sustancias radiactivas se desintegran emitiendo radiaciones de manera
espontanea. La tasa de desintegracion es proporcional a la masa de la
sustancia. Se demuestra que la masa m(t) que queda en el tiempo t esta dada

porm(t)=mg.e rt , donde:

m(t) es la masa en cualquier instante t,

mp es la masa inicial

r es la tasa de desintegracion expresada como una proporcion de la masa

Se define como vida media de una sustancia al tiempo necesario para que se
desintegre la mitad de la masa.

Esta es una propiedad de las sustancias radiactivas y cada sustancia tiene una
vida media determinada. Por ejemplo la vida media del potasio es de 12 horas,
la del estroncio es 28,8 aios y la del carbono 14, de 5730 afnos.

Problema
La ley que determina la masa de radio (en gramos) en funcién del tiempo

. . 4110
transcurrido (en afios) es r =rgy.e .

a) Compruebe que la vida media del radio es 1690 afos.

b) Siluego de 50 afos quedan 10 gramos de sustancia, ¢, qué cantidad
habia originalmente?

a) La vida media es la cantidad de afnos que deben transcurrir para que la masa
se reduzca a la mitad, luego debe ser r = %ro .

-4
. . -41.10 't
Reemplazando en la ley de la funcién se obtiene %ro =rp.e .

Si la vida media es de 1690 afos la igualdad anterior debe ser verdadera para
t=1690.

1 —4110* 1690
e

; 1
L - = , lviendo —+ =+ v
uego 5 resolviendo 5

N|—=

La vida media del radio es 1690 afios.
b) Si luego de 50 afos quedan 10 gramos de sustancia, se verifica:

-4
10 =rp.e~ 110750 — 40-1ry.0,9797 = rg ~ 10,21
La cantidad inicial era aproximadamente 10,21 gramos.

Nota. La féormula para el interés compuesto continuo es la misma que para el
crecimiento de una poblacién. En ambos casos, el crecimiento de una inversion
(o de una poblacién) por periodo es proporcional al tamafo de la inversion (o de
la poblacion).

En el caso de decaimiento exponencial (por ejemplo, desintegracion radiactiva)
el comportamiento es analogo, excepto que la cantidad original disminuye.
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Funciones exponenciales modificadas

Muchas aplicaciones incluyen funciones exponenciales de la forma

f:-R>R/x>1-e %

Si tenemos en cuenta las distintas modificaciones que sufren las graficas segun
los distintos parametros que modifican su forma original vemos que:

¥ ¥ ¥
y=e*  y=g" ¢ Eaas -
y=-8"
' L e
y T Se nota que la gréfica tiende a hacerse
_____________ 1 asintotica respecto a la recta y = 1.
) . Efectivamente, cuando x crece, la
* expresion e > = ix tiende a 0 y de
e

aqui (1 -e ) tiende a 1.

Numerosos modelos se describen siguiendo la expresion anterior pero
modificado por algunos parametros reales.

Lafuncionf:R - R/x—>k(1-e _mx), siendo m una constante positiva.

Fe

-
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y= k. (1-a )

Fs
-
rFs
-

.y —MmX ™.
Lafuncionf:R > R/x—>k(1-e ) , donde m es una constante positiva vy,
en la mayoria de los casos con el dominio restringido a los reales positivos
incluido el 0, sirve para describir modelos muy importantes como por ejemplo:

¥
e curvas de aprendizaje,
-, o velocidad terminal,
y=k(1-2 ) IR g : :
difusién de informacién por medios masivos de
comunicacion,
e cobranzas y recaudacion de fondos,
e infusion intravenosa de glucosa.

-

Problema

Un empleado de una fabrica que hace lanzaminas aprende a hacerlos

segun la curva de aprendizaje y = 200(1 — e 70’“) donde y es el nimero

de lanzaminas hechos por semana después de t semanas de
entrenamiento.

a) ¢ Cuantos lanzaminas por semana puede hacer un empleado nuevo
después de haber sido entrenado una semana?

b) ;Qué pasa después de 10 semanas de aprendizaje?

¢) ¢ Cuantas unidades puede hacer un trabajador muy experimentado?

a) Reemplazamos t por 1, y = 200(1 — e 70'“) = 19,03251639 . Luego de una

semana de instruccion sera capaz de fabricar 19 lanzaminas.

b) Igual que hicimos en el caso anterior reemplazamos el valor de t por 10 y

calculamos y = 200(1 — e -0,1. 10

lanzaminas.

) de donde resulta que podra fabricar 126

¢) Un trabajador muy experimentado no podra fabricar mas de 200 unidades
dado que al aumentar la cantidad de semanas de aprendizaje e 0.1t >0y

entonces la expresion 200(1 — e 70’“) se aproxima a 200.
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ndmero
de lanzaminas «

240 y=200(1-¢" 01ty

111 SRR
160
120
a0
40

20 0 20 40 B0 80 100 gemanas de
entrenamiento

Fe

Problema

Existe otro tipo de aprendizaje que tiene lugar cuando se aprende a

- - -0,1t .
eliminar errores. En este caso la funcion y=1+20.e describe la

cantidad de lanzaminas defectuosos que fabricara un trabajador después
de t semanas de aprendizaje.

a) ¢Cuantos lanzaminas defectuosos hara un trabajador que fue
entrenado durante una semana?

b) ¢ Qué ocurre luego de 10 semanas de entrenamiento?

¢) ¢Qué cantidad de unidades defectuosas seran hechas por un
trabajador muy experimentado ?

EIla?zaminas . a) Para responder esta
® ECt"'Dj?jSD pregunta reemplazamos t por 1.
y=1+20e""" _ 19,0067
a0 Obtendra aproximadamente 19
lanzaminas defectuosos.
B0
40

y=1+20¢0M

20&

S0 -1 O 10 20 30 semanas

b)Si t=10,y=1+20.e

-0.1.10 , Y ~ 8,36 representa la cantidad buscada es

decir, después de 10 semanas de entrenamiento fabricar aproximadamente
ocho lanzaminas defectuosos.

c¢) Si el trabajador es muy experimentado, significa que el numero de semanas

. Ly -0,1t
de entrenamiento es muy grande. En ese caso la expresion e que puede
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expresarse como %, tiende a cero yentonces,y=1+20.e

0.1t tiende a 1

cuando el numero de semanas t es muy grande.
Un trabajador, aunque sea muy experimentado, no puede hacer menos de un
lanzaminas defectuoso por semana.

3.2 Funcion logistica

La funcién exponencial, que resulta valida para describir crecimientos continuos
en los que las condiciones son siempre igualmente favorables (aumento de
capital depositado, desintegracion de sustancias, etc.) no es un modelo del todo
vélido cuando se trata de poblaciones animales o vegetales que se aproximan
a un nivel de saturaciéon y por lo tanto a la necesidad de competir unos
individuos con otros por la supervivencia.

En general, las poblaciones de seres vivos comienzan creciendo segun la curva
exponencial pero si no hay situaciones adversas (epidemias, incendios,
depredadores, etc.) llegan a invadir totalmente su espacio vital y su crecimiento
se va controlando y amortiguando. El modelo adecuado para describir esta
situacion es la funcion logistica definida de la siguiente manera:

f:R >R/t —M _

el donde M, k y a son constantes positivas.

1+ke
poblacion 4

!

] 5

*

tiempao

Fy

En la expresién
1+ke™

A se puede observar que cuando t se hace muy
grande e_at se hace muy pequefio, de modo que el denominador se acerca
cada vez mas a uno. Por lo tanto, el tamafio de la poblacién se acerca cada vez
mas a M a medida que t crece. En la grafica se observa como se estabiliza y se
aproxima a la recta y = M al tender t a infinito. Entonces M es la poblacion
maxima, lo que puede llamarse la poblacion limite, es decir, la cantidad de
individuos existentes cuando t tiende a hacerse grande.
M

1+ke™

Cuando t = 0, la poblacion resulta y(0) = es la poblacién

a0 11k

correspondiente al tiempo t = 0.
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Si el valor inicial es mucho mas pequefo que M, para pequefos valores de t, el
tamafio de la poblacidn crece de manera exponencial.
Graficamente, comparando las dos funciones

f:R >R f:R >R
t—>—M t—>—M eat:Ceat
1+ke 1+k

puede observarse que sus representaciones graficas son muy similares para
valores pequenos de t.

poblacionT

i

+

tiempn'

-

Aplicacion: modelo de crecimiento limitado

Pensemos en la siguiente situacion: se sueltan 1000 abejas en una isla en la

que no existe ninguna y en la que las condiciones son favorables como para

que vivan a lo sumo 1 000 000 de abejas. Cada dia, el numero de abejas se
L . 02 L. . . .

multiplica segun el factor e ”"". La poblacion de abejas, es decir, el numero de

abejas existentes al cabo de t dias esta dado por la funcién logistica:

1 000 000
f:R >R/ f(t) = — OO
1+ 999¢ 002t

Su representacion grafica es:
Mro de

ahejas ,

iogooopp—m ——————— — — — — — —— ————— — ===

200 00a
600 000
400000
200000

Pl 5
* L

A tiermpo
Para valores de t pequenos (inferiores a 100) y segun lo que se observa en la
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tabla siguiente, es muy parecida a la de la funcién exponencial definida por

f:R — R/f(t)= 1000 %%
. Logistica
T Exp°”e”C'oa,'ozt _ 1g 000 000
(dias) y=1000e 11999002t

0 1000 1000
5 1105 1105
10 1221 1221
50 2718 2714
100 7389 7342
200 54 598 51821
300 403 429 287 664
400 2 980 958 748 992

Si representamos las dos graficas en un mismo diagrama cartesiano resulta:

Mro de
abejaz

1000 000

300 000

GO0 000

400000

200000

Fe

Problema

La funcion w(t)

t semanas.

100
2

1+4e 3

tiempo

define el crecimiento de un ratén hembra

criado en laboratorio durante un periodo medido en semanas desde el
inicio de la experiencia. La funcion indica el peso en gramos transcurridas

a) ¢ De qué funcidn se trata? Bosqueje su grafica.

b) ¢ Cual es el peso aproximado del ratén hembra al nacer?

¢) ¢Cuanto pesara, como maximo, si sigue este comportamiento cuando
llegue a la madurez después de unas cuantas semanas en el laboratorio?

a) La funcion definida corresponde a una funcién logistica.

b) Para saber cual es el peso al nacer debemos tener en cuenta que el tiempo
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100

0" 20 . Al nacer, el raton
1+ 4e

transcurrido debe ser 0. Sit=0 = w(0) =

hembra pesara 20 gramos.
c) Hasta llegar a la madurez, P&=0T
el tiempo tiende a aumentary, 4
por lo tanto, la expresion
_24
e 3 0.
El peso maximo, al que tiende
a alcanzar y estabilizarse, es
de 100 gramos.

20

»
*

+ 2 4 5 g 10 =emanas

Fy

Aplicacion: Difusion de informacion
Supongamos que una noticia, un rumor o el conocimiento de un nuevo producto
acaba de ser lanzado al mercado. La proporciéon p de poblacion que esta
enterada de la informacién, es pequefa para valores pequefios de t y por lo
regular crece en forma exponencial. A medida que t se hace mas grande, p se
acerca cada vez mas a 1 cuando la informacion se difunde a través de la
poblacion entera. Usando la ecuacién logistica podemos modelar p segun la ley:
_ 1
1+ ket

Problema

Se ha desarrollado una nueva variedad de soja. Se ha descubierto que la
proporcién de agricultores dedicados a la soja que han cambiado a la
nueva variedad luego de t afios, esta dado por la ecuacion logistica

S E— Calcule qué proporcion de la poblacion cambié a la

1+ 49709
nueva variedad luego de 5 afios.

Reemplazando t por 5 en la ley resulta:
p=— 1 _06475

1+ 49¢ 7095
En consecuencia el 64,75% de la poblacion cambi6 a la nueva variedad luego
de 5 anos.
La caracteristica principal de la funcién logistica es que para valores pequefios
de t, es parecida a la funciéon exponencial, mientras que para valores grandes
de t se estabiliza, aproximandose a un valor limite. Esto es comun en muchos
fendbmenos y de ahi que la ecuacion logistica se utilice en variedad de
situaciones.
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EJERCICIO

Discuta cuales de las funciones siguientes corresponden a las graficas que se
muestran a continuaciéon. Suponga que k y ¢ son numeros reales positivos.

a)y=ce® b)y=ce™ ¢y=-c(l-e) d)yy-= °
1+e
i) i)
I-IIIIJL I-IIIIJL
‘ - ‘ "
i) iv)
l-llll‘L l!IIIJL
4 2 4 m

RESPUESTAS
1)a)ii)  b)iv) c) i) d) ii)

3.3 Funcion logaritmica

El modelo matematico que describe el crecimiento de una poblacién de amebas
cuyo numero se duplica cada hora y que tiene una ameba como cantidad inicial
es la funcion exponencial y = 2". Para distintos valores de t del dominio es
posible determinar la cantidad de amebas existentes en ese momento.
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Si se desea determinar cuantas horas han ¥t
transcurrido para que la poblacion sea por 574788
ejemplo de 524288 amebas, es preciso
hallar el valor de t del dominio cuya imagen
es 524288. Esto podria resolverse

facilmente si se conociera la inversa de la

funcion f: R — R/ f(t) = 2"

Recordemos que para que una funcion I
admita inversa, debe ser biyectiva. ¢

-

P Y Y

-

Restringiendo el conjunto de llegada, resulta que f : R — R" / f(t) = 2t es
biyectiva y por lo tanto admite inversa.
El razonamiento utilizado en este ejemplo seria el mismo si el modelo

X
matematico del problema corresponderia a una funcién del tipo y = (1) .

2

X
A partir de las gréficas de y = 2" yde y= (%) es posible obtener las graficas

de sus respectivas inversas teniendo en cuenta que ambas deben ser
simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

Fy

¥

funcian
inversa

»
L

-~ H - H

Fe

Esta nueva funcion recibe el nombre de funcién logaritmica.
., . +
Por lo tanto, dada la funcién exponencial f:R - R

X
x—>a; a>0ya=1
la funcion logaritmica, inversa de la exponencial, es:
+
f:R - R

X >loggx, a>0y a=1
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Nota: Puede observarse que la funcion logaritmica es creciente si la base es
mayor que 1y decreciente si la base esta comprendida entre Oy 1.

Definicion: y=logax < x= a’

Dada una funcioén logaritmica, hallar la imagen de un determinado valor de x del
dominio, significa encontrar el valor al cual se debe elevar la base a para que
resulte igual a x.

Ejemplo: Sea la funcién f(x) = logo x. Obtenga (1), f(8), f(%j .

Six=1= Iogg1=yc>2y=1 = y=0.Porlo tanto, logo 1=0
Six=8 = logp 8=y < 2'=8 = y=23. Porlo tanto, logy 8 = 3
1 1

Six:z = Iogz%:y = 2Y =2 y =-2. Por lo tanto, Iogz%:—z

Ejemplo: Sea la funcion f: R" SR/ f(x) = logy X, determine su funcidn inversa y
represente graficamente.

Intercambiando las variables resulta x = logg y.

Por definicién de logaritmo resulta que y = 4 es la funcién inversa buscada que
f e +

esta definidade RenR .
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Conociendo la gréfica de y = logy x, la ¥ y=4
grafica de su inversa se obtiene 4 Y =x
reflejando los puntos con respecto a la 3 \‘\\
rectay =x 5 Py
¥ =Iug4x

Propiedad: para todo numero real positivo a, donde a = 1 se verifica:
e a'°%X=yx paratodox e R".
e logy a’= X, para todo x € R.

Para demostrarlas, recordemos que la composicion de una funcién con su
inversa es la identidad.

Es decir, (f 'of)(x) = [f)]=x y (fof )(x) = flf ' (X)] = x

Con las restricciones necesarias sobre los dominios, las funciones exponencial
y logaritmica son inversas una de la otra.

Es decir, si f(x) = at , entonces f‘1(x) = logg X.
Por lo tanto, (fof )(x) = f[f (x)] = f(loga X) = a'°%*=x
Del mismo modo, (fof)(x) = f[f(x)] = (a¥) = loga a* = X

En los sistemas logaritmicos usuales, el valor de a se toma siempre mayor que
la unidad, siendo los mas utilizados el logaritmo decimal cuya base es 10 y el

logaritmo natural o neperiano cuya base es el numero irracional e = 2,71828... .
Se indican respectivamente, log x y In x. Sus graficas son:

Y 3"=1DK Y }r:Ex

y=lnx

¢ Ve N /1 X

- -

Se debe observar que:

e El dominio de la funcion logaritmica es R". Por lo tanto, sélo tienen
logaritmo los nimeros reales positivos.

e Sila base de la funcién logaritmica es mayor que 1, los niumeros reales
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comprendidos entre 0 y 1 tienen logaritmos negativos, mientras que los
logaritmos de numeros mayores que la unidad son positivos.
e Ellogaritmo de 1 en cualquier base es cero.

Ejemplo: Halle el dominio para que f(x) = log(2 — 4x) defina una funcién.
La funcién logaritmica sélo esta definida para valores positivos, por lo tanto el
dominio de f(x) estara formado por aquellos valores de x tales que:
2-4x>0 = -4x>-2 = x<(-2):i(-4) = x<05
Es decir: D ={x/x € R A x < 0,5} utilizando notacién conjuntista o bien
D = (~o;0,5) utilizando notacion de intervalos.

Aplicaciones

Nivel de ruido: cuando un objeto vibra, las particulas de aire a su alrededor se
ponen en movimiento y transmiten esa vibracion formando ondas sonoras.
Muchos sonidos, como los producidos por los instrumentos musicales, son
periddicos, es decir, se mantiene constante la forma de su onda. Otros sonidos
son aperiodicos y reciben el nombre de sonidos complejos, entre los que se
encuentra por ejemplo el producido por una persona al hablar.

La intensidad | del sonido es la potencia media que transporta la onda por cada
unidad de area. A partir de este concepto se estudia el nivel de ruido y sus
efectos sobre la salud.

El nivel de ruido N producido en funcién de su intensidad, esta definido

mediante la ley N = 10.log [IL) donde | es la intensidad del sonido e Ig es la
0

minima intensidad audible por el oido humano (llamado umbral auditivo). N se

mide en decibeles que es un numero que relaciona el | que se esta midiendo

con el sonido de referencia lg.

Problema
La intensidad del sonido de una maquina lavaplatos es 2 500 000 veces
el valor de la minima intensidad detectable por el oido humano. Encuentre
el volumen, en decibeles, del sonido de la maquina.

Sabemos que el volumen buscado es:

N = 10log (IL] , en este caso | =2 500 000 Iy entonces:
0
25000001q

N= 10Iog[
0

) =10 log 2500 000 = N =~ 64 decibeles
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El volumen del sonido de la maquina es de aproximadamente 64 decibeles.

Escala de Richter: la magnitud de un terremoto esta definida por m = log (Aj

Ao
en la escala de Richter donde A es la intensidad (amplitud de sus ondas de
choque o amplitud de la vibracion de un sismografo standard localizado a 100
kilbmetros del epicentro) y Ag es una constante que representa la amplitud de
un temblor de intensidad minima.

Problema
Encuentre, segun la escala de Richter la magnitud de un sismo cuya
intensidad es 100 veces la de un temblor de intensidad minima.

Teniendo en cuenta que la magnitud M esta dada por M = log (AAJ y que
0
ademas A = 100A, resulta M = Iog(mEAoj =log 100 =2.
0

Por lo tanto, la magnitud del sismo es 2 segun la escala de Richter.
EJERCICIOS
1) Indique el dominio de las siguientes funciones logaritmicas

a) y = log(~x - 10) b)y = log 1 5 ¢)y =log(x’ - 1)

2
d)y =In(x2+ 5) e)y=In(x - 2) f) y = logs X:1

X
2) Determine dominio y conjunto imagen para que la funcién y = (%) admita

inversa. Defina la funcion inversa y grafique ambas en un mismo sistema de

coordenadas.

3) Teniendo en cuenta la grafica

¥e a) Determine a qué funcion trascendente
I corresponde.

3 ey 5 b) Defina y grafique la funcién inversa.

1 !

_ﬁ'z""'a'a

-

4) Aplicando definicion y/o propiedades, calcule:

a) 10°9° b) log 10° c)

d) e"? e)lne> f)

Fe

x1r

2+In3
e
1+In5
e
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RESPUESTAS
1)a) (0, ~10) b) (0, ) ¢) (o, ~1) U (1,20)  d) (=<0, )
e) (2, ) f) (~o0, =1) U (0, ) "
+ 17" _
2)a) Di=R; Clk=R v=[§] Y= Iu:ug% %
b)]‘”1 : R+—>R/y: log 1 x
3

rs
L

3)a)f:R+—>R/y:Iogzx
b)f:R > R/y=2"

4)a)3 b)5 c)3e> d)2 e)-3 f)5e

Propiedades de los logaritmos
1) El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los
factores.

Paratodoa e R yb e R , se verifica: logc (a.b) =logca + logeb
Esta propiedad se puede demostrar de la siguiente manera:
Sean m=logca = a=c¢"

n=logcbh = b= c"

multiplicando miembro a miembro ab=c™"

Aplicando logaritmo en base c, resulta logc (a.b) =m +n

Reemplazando m y n se obtiene: logc (a.b) =logeca + logc b

. T . . .. . m-n
Si en lugar de multiplicar miembro a miembro, se divide, se obtiene: % =C

Aplicando logaritmo en base c resulta: IogC% =m — n y reemplazando se

obtiene IogC% = logca - log.b . Podemos enunciar una nueva propiedad:

2) El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia entre el logaritmo del
dividendo y el logaritmo del divisor.
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3) El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el

. n
logaritmo de la base. logpa =n.logp a
Se demuestra siguiendo el razonamiento anterior:

Seac=logpa = b’ =a.
Elevando a la potencia n ambos miembros resulta: a"=p"
Aplicando logaritmo en base b a ambos miembros se obtiene logy a" = logp b"¢

Por propiedad de logaritmos: logp, a" =n.c y reemplazando c: logp a"=n. logp a

Considerando la raiz como un caso particular de la potencia de exponente
1

; . n logy, a
fraccionario es: logy Na = log, a" = %.IogtJ a= 9o

4) El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el

logy, a
n

indice logy, Va = = %.Iogb a

Ejemplos. Aplique las propiedades de logaritmos para desarrollar las siguientes
expresiones
¥a

a) logy (5x°) b) logz - ¢) logy ~-
y
a) Aplicando la propiedad del logaritmo de un producto, resulta:
logo (5x3) =logs 5 + logs X
En el segundo término del segundo miembro, aplicando la propiedad del
logaritmo de una potencia, se obtiene: logs 5 + logo x3 =logo 5 + 3 logs x

Por lo tanto: logs (5x3) =logp 5 + 3 logs x

b) Aplicando las propiedades del logaritmo de un cociente y de una potencia, se
obtiene:

logs L4 =logs x —logs y4 =logs x—4logs y

y
¢) Aplicando las propiedades del logaritmo de un cociente y de una raiz, resulta:
1

3
Iog4%: logs %—Iog4 b= 3

logg a—logy b

Ejemplos. Utilice las propiedades de logaritmos para evaluar las siguientes
expresiones:

a) logg 2 + logy 32 b) logs 80 —logo 5 c) —%Iogz 8

a) Aplicando la propiedad del logaritmo de un producto, se obtiene:
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logg 2 +loggq 32 =log4 2.32 =log4 64 =3

b) Aplicando la propiedad del logaritmo de un cociente, resulta:

logz 80 — logs 5 = logs %: logy 16 =4

¢) Teniendo en cuenta la propiedad del logaritmo de una raiz, se obtiene:

1 1
1 3 133 1 1
—§I0928=I0928 =Iogz(§) :Iogz%:|og2§:_1

Cambio de base
En ciertas ocasiones resulta conveniente cambiar logaritmos en una cierta base
dada por logaritmos en otra base.

Sea la funcion y = logp x
Por definicion, b’ = x
Aplicando a ambos miembros logaritmo en base a, resulta:
loga bY = logg x
Teniendo en cuenta la propiedad del logaritmo de una potencia:

I
y . logg b =logg x de donde se obtiene y = 9a X .
log, b
log, X
Como y = logp X, reemplazando resulta:  log, x =
log, b

Ejemplo: Utilice la expresion de cambio de base para evaluar log, %

Dado que 4y % pueden expresarse como potencias de base 2, conviene elegir
como nueva base a =2 y resulta:

1
logs
1 2 _ -1
I —= =—=-05
©94 5 T log, 4~ 2
También puede elegirse para el cambio de base, el logaritmo decimal o el
logaritmo natural.
1
log—
1 2 -0,30103
I —_ = = = _0,5
943 “log4 ~ T0,60206
;NS ogests
I — = = 2 = _0,5
943 " ha T 138629
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EJERCICIOS

1) Aplique propiedades del logaritmo para desarrollar las siguientes
expresiones:

a) logy (x.z) b) log % c) logo ¥z

5 2 7 3
d) log, % e) Ing X f) log Az
X z y z X\/;

2) Sabiendo que log3z 8 ~ 1,9, calcule:

a) logs 24 b) logs 64 c) logs 2
RESPUESTAS
1) a) loggx +logs z b) logy — log x c) %Iogz z
d) 5loggy + 2loggw — 4 logg x — 3logg z e) %Inx —%Iny —%Inz

f) %Iogz —logx —%Iogy
2)a)2,9 b)38 c) 0,63

Ecuaciones exponenciales
. 3x+1 . ,
Una ecuacion tal como 27" ' = % en la que la variable figura en el exponente,
recibe el nombre de ecuacion exponencial.
Estas ecuaciones pueden resolverse de dos maneras diferentes:
a) Porigualacién de bases:

El segundo miembro de la igualdad puede expresarse como una potencia de

3X+1:2—2

Queda planteada la igualdad de dos expresiones exponenciales en las que las
bases son iguales. De aqui se deduce la igualdad de los exponentes:
X+1=-2 = 3x=-2-1 = 3x=-3 = x=(-3):83 = x=-1

base 2. Es decir: 2

b) Utilizando logaritmos:
Aplicando a ambos miembros de la igualdad logaritmo en una base
conveniente, la igualdad no varia. En el ejemplo, conviene elegir la base 2. De

esta manera se obtiene: logs o1 |092%.

Por propiedad del logaritmo de una potencia y por definicion de logaritmo
resulta:

(Bx+ Nlogp2=-2 = 33x+1=-2 = (Xx+1).1=-2 = x=-1
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Observacion: En ambos casos, luego de resolver la ecuacion, es importante

verificar la solucion obtenida en la ecuacion dada 23X L %
? ? ?

3(m+1 1 St 1 2_1 1_1

2 I = 2 I = 2 I = 1°7
—x2+4x—3

Ejemplo: Halle x para que 4 =1

—x2+4x—3 —x2+4x—3 0 2
4 =1 = 4 =4" = X" +4x-3=0

Resolviendo la ecuacién aplicando la formula resolvente se obtienen las
soluciones x1=1 y x0=3

2

-1 +4.1—33 _1+4_3_ 0

Verificacion: Six=1=>4 1= 4 4 =1V

3?4337 9+12-3_ 0

Si x=3=4 1= 4 4 =1V

Nota: La ecuacion dada también podria haberse resuelto aplicando logaritmo a
ambos miembros. Resuélvala eligiendo una base adecuada y verifique que
obtiene las mismas soluciones.

Problema

Poco después de consumir una dosis sustancial de whisky, el nivel de
alcohol en la sangre de una persona sube a 0,3%. De ahi en adelante,
este nivel decrece de acuerdo con la ley y = 0,3. 0,5t donde t es el tiempo
medido en horas a partir del instante en que se alcanza el nivel mas alto.
a) Indique de qué funcién se trata y determine su dominio y conjunto de
imagenes.

b) ¢ Por qué dice en el enunciado que es decreciente?

¢) ¢Cuanto tendra que esperar esa persona para poder conducir
legalmente su automavil si en su ciudad el limite permitido de alcohol en

sangre es de 0,08 m?

a) Se trata de una funcion exponencial, su dominio es [0, «) y su conjunto de
imagenes es (0; 0,3].

b) Es decreciente pues la base a = 0,5 es menor que uno.
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mg
ml
determinar el tiempo que una persona debe esperar para poder conducir, se

plantea la ecuacion 0,08 =0,3.0,5° = % ~05' = 05'-0,267

¢) Como el limite permitido de alcohol en sangre es de 0,08 , para

Aplicando logaritmo natural a ambos miembros:

In (0,5t) =In0,267 = tIn0,5=1In0,267 = t~1,9

La persona debera esperar aproximadamente 1 hora y 54 minutos para poder
conducir legalmente su automdvil.

Problema
Se adquiere una maquina por $ 10 000 y se devalia continuamente

desde la fecha de su adquisicion. El valor de la misma después de t afios

esta dado por la ley v(t) = 10 000 & 2.

a) ¢ De qué tipo de funcion se trata?

b) ¢ Es creciente o decreciente? ;Por qué?

¢) Calcule el valor de la maquina luego de 8 afios.

d) ;Cuando el valor de la misma sera la mitad del de la adquisicién?

e) Explique cémo graficar v(t) usando transformaciones sobre la funcion

y= et. Bosqueje la grafica para valores de t > 0.

a) Se trata de una funcidén exponencial.

. 0,2t —1\02t 02t .
b) Es decreciente pues ¢ 7 = (e ) =(E) . La base de la funcion

exponencial es % qgue es un numero comprendido entre 0 y 1.

0,2

¢) Reemplazando la variable t por 8 resulta: v(8) =10 000 e 8 _ 2018,96.

Luego de 8 afos la maquina valdra aproximadamente $ 2019.

d) Debemos calcular cuando la maquina valdra $ 5000, la mitad de su valor de
adquisicion:

2t 5000 _ 02t 05 g2tine — MOS_

-0,
5000 =10 000 e 10000 ~ = 02

t

= t%3,46
Transcurriran 3 afos, 5 meses y 17 dias, aproximadamente para que su valor
sea $ 5000.
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e) Tomando como base la grafica de la it} 4

funcion y = et hay una reflexion con 10000

respecto al eje de ordenadas (pues la
base es menor que 1), corta al eje de

ordenadas en 10 000 y decrece mas
-t

t

vity = 10000

lentamente que la funcién y = e

debido al factor 0,2 que multiplica a la
variable independiente. 1 ¥

rFs
-

Problema

Una cierta poblacion de bacterias crece a una tasa exponencial con una
constante de crecimiento k = 0,40. El cultivo de la bacteria tiene una
poblacion inicial dada por vg.

a) Determine la funcién de crecimiento exponencial f(t) donde t se da en
horas.

b) ¢/ En cuanto tiempo se triplica la poblacién inicial?

. : - 0,4t
a) Como el crecimiento es exponencial surge la funcion f(t) =vge ™ .

b) Nos interesa saber en cuanto tiempo la poblacion sera el triple de la inicial,

es decir f(t) = 3vg teniendo en cuenta que f(t) =vg e 4t. Reemplazando:

3vg = vo e 04t 1n3-04tine.
Como In e = 1, entonces: 1,098612289 = 0,4t = 1,098612289:0,4=t yde

aqui: t =~ 2,75 horas. Podemos decir que, aproximadamente transcurridas 2
horas y 45 minutos se triplicara la poblacion.

= 3=¢e

Problema
Una inversion se capitaliza continuamente a una tasa nominal del 8%
anual ¢ Cuanto tiempo tardara la inversion en duplicar su valor?

Si una inversion C se capitaliza continuamente, la formula que permite calcular
~ oo .
el total acumulado luego de t afios es M = Ce . Si se desea saber en cuanto

tiempo la inversion se duplicara, debemos preguntarnos cuando sera M = 2C a

una tasa del 8% anual, es decir, r = 0,08.

0,08t 0,08t

Reemplazando: 2C = Ce = 2=e = In2=0,08tIne
0,69314718 =0,08t = t =0,69314718:0,08 = t ~ 8,66

Aproximadamente tardara 8 afios y 8 meses en duplicar su valor la inversion
realizada.
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Nota: el carbono 14 (C14) es un is6topo radiactivo del carbono que esta
presente en la atmosfera de manera constante. La cantidad de C14 en los
tejidos de una planta o animal vivo es constante. Sin embargo, cuando un
organismo muere deja de absorber nuevas cantidades de C14 y la cantidad de
él en sus restos disminuye debido a la desintegracion natural de la sustancia
radiactiva. Como se sabe que la vida media del C14 es de 5730 afos, la edad
aproximada de una planta o de un animal fésil se puede establecer midiendo la
cantidad de carbono 14 presente en los restos.

Esta técnica permite determinar la edad de fésiles muy antiguos, por eso es
importante en investigaciones de arqueologia y paleontologia.

Problema
Se encontraron restos de un hombre prehistérico y utilizando la técnica
del C14 se determin6 que quedaba el 49% de la cantidad original
¢, Cuantos anos de antigliedad tienen los restos de dicho hombre?

Si C(0) es la cantidad original de C14, la cantidad C(t) presente a los t anos de
haber muerto el hombre se describe por la ley C(t) = C(0) ekt.

Dado que la vida media del C14 es de 5730 afios, resulta: %C(O) = C(0) ek 5730

Resolviendo:
1 k5730
e

— Ind—Kk5730Ine = k ~ In1=In2

2 2 5730

Por lo tanto, C(t) = C(0) o0:000121t
Como la cantidad de C14 encontrada en los restos es del 49% de la cantidad
original, resulta: 0,49 C(0) = C(0) o0:000121t

= k =-0,000121

Resolviendo, 0,49 = e 209121t 11049 = 0000121 t
In0.49 N
= ~0000121 — =989

El hombre prehistérico vivié hace aproximadamente 5895 afos.

EJERCICIO

Halle él o los valores de x que satisfacen las siguientes ecuaciones:
a)2*" -3 b) 64% =8 c)4x=%
d) (%jx -4 93 Ity (%jmz 27
9) 5x2—3x _ 625 h) ex2 _eTx 12

RESPUESTAS

a)x =4 b)x=% c)x=-2 d)x=%
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e)x=6;x=-1 f)x:—% g) x=4; x=-1 h)x=4;x=3

Ecuaciones logaritmicas
Ejemplo: Encuentre los valores de x que verifican las siguientes ecuaciones:

a) logo (x— 1) =3.

Aplicando la definicion de logaritmo: x — 1 = 23 = x=9

?
Verificacion: logz (9 -1) = 3 =1logz 8 =3 = logs 23 3=>3=3V
Por lo tanto, la solucién es x = 9.

b) logz x + logz (x + 2) = 1

Aplicando la propiedad del logaritmo de un producto, resulta logsz x.(x + 2) = 1.

Aplicando la definicién x.(x + 2) = 31 = x2 +2x-3=0 = x1=1, xo0= -3

Verificacion:

? ? ?
Six=1 = logza1+logz3(1+2) =1= logz1+logz33 =1 = 0+1=1>=
1=1 v

?

Six=-3 = logz(-3) +logz (-3 +2) =1
Por lo tanto, x = -3 no es solucién ya que el logaritmo soélo esta definido para
numeros positivos. Luego, la solucién es x = 1.

c) Halle los valores de x que verifican logz (x + 3) = 1 — logs (x + 5).

El término 1 del segundo miembro puede escribirse como logz 3 y resulta:

logs (x + 3) =log3 3 — logz (x + 5).
Aplicando la propiedad del logaritmo del cociente en el segundo miembro, se
: 3
bt o +3) =logz——.
obtiene: logz (x + 3) og3X+5
Dado que se plantea la igualdad de dos logaritmos de la misma base, debe
verificarse que:

3

+3=
X X+5

— (x+3).(x+5)=3=>x +5x+3x+15=3 = x> +8x+12=0

Resolviendo la ecuacion de segundo grado, se obtiene xq1 = -2, xp =—6.
Sustituyendo en la ecuacién dada para verificar si los valores obtenidos son

soluciones de la ecuacion:
? ? ?
Six=-2=log3(-2+3) =1-logz(-2+5)=1logz31 =1-1logz33=0=1-1

= 0=0V

244



Funciones

? ?
Six=-6 = log3z(-6+3) =1-log3(-6+5) = logz(-3) = 1-logs(-1)
Como no existe el logaritmo de numeros negativos, x =—6 no es solucion.
Por lo tanto, la solucién de la ecuacion dada es x = 2.

Nota: Como pudimos observar en los ejemplos, en este tipo de ecuaciones es
fundamental la verificacion para descartar raices extrafas.

Problema
La expresion In w =1In 2,4 + 1,84 h es una formula que relaciona la altura

h (en metros) con el peso promedio w (en kg) para nifios de 5 a 13 afos.
a) Exprese el peso en funcion de la altura h (sin que contenga logaritmo)
b) Estime el peso promedio de nifios de 8 afos de 1,50 m de estatura.

a) Despejando la variable w resulta:
Inw=In24+184h = Inw-In24=1,84h
Aplicando la propiedad del logaritmo del cociente: In% =184h

184h 1,84h

Por definicion de logaritmo: LA

24 = w= 24e

. . In2,4+1,84h
De otra forma, aplicando la definicion de logaritmo w =e :

Por propiedad de producto de potencias de igual base
_ eIn 2,4 e1 ,84 h 1,84h

w= 24e
b) Reemplazando en la funcién hallada h por 1,5 obtenemos:

18415 w=37.92

El peso promedio estimado de nifios de 8 afios y de 1,50m de estatura es de
37, 92 Kg.

w=24e

EJERCICIO

Halle el o los valores de x que satisfacen las siguientes ecuaciones y verifique:
a) IogX 32=5 b) Inx=3,7
c) logg x =2 d) logx 2=-0,5

2

e) log x = 1,8965 f) In x° = -2
9) e—lnx ~02 h) e2Inx -9
i)log(x+1)-log(x-2)-log2=0 )] Inx+|n(x+6)=;ln9
k) %Iogz(8+7x):2 1) 2log 5 (5-x)=4
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RESPUESTAS

a)x =2 b) x = 40,447 c)x:% d)x:%
e)x=78795  f)x=0368=¢ ' g)x=5 h)x=3
i)x=5 J) x=0,46 k) x=8 hx=2

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 FUNCIC')N EXPONENCIAL - 3.2 FUNCION
LOGISTICA - 3.3 FUNCION LOGARITMICA

X
1) Grafique en un mismo sistema coordenado yq = 2" e 7 =(%) .

a) Determine dominio y conjunto imagen de cada una.
b) Establezca semejanzas y/o diferencias entre las dos graficas.

X
2) Teniendo en cuenta la grafica de y :(%) , represente las funciones:

as-(i 2 ol {t analy)

-3t o3l ey ey

3) Dada la funcion f(x) = b.a" , determine los valores de los parametros a y b
para que su grafica pase por los puntos:
3 3
1,1 2,3 = -1, —

A1)y 29 (0.3 y (-1.3]
4) Defina la funcién inversa de la funciéon dada y grafique ambas en un mismo
sistema cartesiano.

a)y=4" b) g(x) = log 1 x

2
5) Teniendo en cuenta la grafica de y = log4 x, sin hacer una tabla de valores,
2

represente las siguientes funciones:

a) y=logq x+1 b) y =log 4 (x +1) c) y =log4 2x
2 2 2

d) y=log{+x e) y = 2.logq x f) y = tog 4 x
22 2 2 75

6) Silogoa=4 ylogsc :% , sin hallar los valores de a y c calcule log, Sa% y

logs 3£2.
c
7) Sabiendo que logo 5~ 2,32 y logs 3 ~ 1,58 halle:
a) logo 30 b) logs 10 c) logo 40
d) logo 75 e) logo 12 f) logp 2,7

8) Resuelva y verifique las siguientes ecuaciones:
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X+ 2 1 X2_1 2x2—5x X2
== =27
a) 5 (25) b) 3
1
2 2l X+
c)4* X =16 d) 21”‘:4[ ‘)
e) logs (x + 5) — logg (x — 1) = 1 f) Iog1(20x—4x2):—1+log1%
2 2
g) logx 2 + logy 6 = 2 + logy 3 h) 2 logys x — logas (25 — 4x) = %
i) logx=1+log (x + 1) j) (logs x)? = 3.logs x
9) Resuelva los sistemas:
log(x +1)+logy y =1 y=x2 -1
a b) 5
y=x+1 logzy” =2
M

10) La grafica corresponde a una funcién de la formay =

1+ke ™™
Sabiendo que a =1, determine los valores de M y k.
}Il' FY

121

PROBLEMAS DE APLICACION 3.1 FUNCION EXPONENCIAL - 3.2
FUNCION LOGISTICA - 3.3 FUNCION LOGARITMICA

1) Debido a una publicidad poco efectiva, una firma comercial encuentra que
sus ingresos anuales se han reducido en forma notable. Ademas, dichos
ingresos anuales r (expresados en miles de millones), al final de t afios de

. . L. -0,
negocios satisfacen la ecuacion: r = 200.3 .

a) Halle los ingresos anuales al final de 3 afios de negocios.

b) Calcule cuantos afios deben transcurrir para que sus ingresos anuales
sean 129 (miles de millones).
2) La poblacion proyectada p de una ciudad esta dada por p = 100 000 e
donde t es el numero de afios después de 1985. Pronostique la poblacion para
el afio 2005.
3) La poblacién en Estados Unidos en 1970 era de unos 203 millones de
personas y en 1989 de unos 247 millones.

0,05t
H
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a) Determine el valor de k en el modelo matematico que describe el

crecimiento de una poblacion, p = pg ekt , donde pg es el numero de personas
en el instante cero (afio 1970) y p el numero de personas en el instante t.
b) Utilizando dicho valor de k, estime la poblacion en el afio 2030.

4) Una sustancia inestable es tal que si ng es la cantidad original, pasados t dias

. Ly —0,023t . .
queda una cantidad n dada por la expresion n = ng e . Determine su vida
media, es decir, el tiempo que debe pasar para que se desintegre la mitad de la
cantidad original.

5) Un is6topo del uranio tiene una vida media de 73,6 anos. Si la ley de

desintegracion radiactiva es n = ng e_kt , con ng el nimero de atomos original y n
el numero de atomos existentes una vez pasados t anos, halle el valor de la
constante de desintegracion k.
6) Se sabe que en un cierto cultivo de bacterias su niumero se duplica cada
hora.

a) Si al comenzar el experimento hay 1000 bacterias, complete la
siguiente tabla de lectura que obtendra el cientifico.

t (tiempo en horas) 0 1 2 3 4 5
f(t) (numero de bacterias) | ....ccco. | coeeeeee | evvviieee | | e | e

b) Determine la funcion f(t) que describe el crecimiento bacteriano.

c¢) Calcule cuantas bacterias habra al cabo de 50 horas.

d) ;Qué tiempo se necesita para que la poblacion sea 30 000 bacterias?
7) Una persona en una linea de armado de un cierto producto, produce p
productos por dia, después de haber recibido t dias de entrenamiento para tal
fin, siguiendo la ley dada por la siguiente funcién: p = 400. (1 -¢e )

a) Complete la siguiente tabla:

t(tiempo en dias) 0 1 2 3 4 5

p(numero de productos) | ... | ceeeeiee | vveviie | v | i |

b) Una persona que no ha recibido entrenamiento, ¢ podria producir algun
producto?

¢) ¢ Cuantos dias de entrenamiento se requeririan para que una persona
pueda armar 400 productos por dia?

d) ;Cuantos dias de entrenamiento le tomara a una persona para ser
capaz de producir 300 productos por dia?
8) Un cultivo de la bacteria Eschirichia Coli esta creciendo en un medio que

. . . L. kt
consta de sales inorganicas y glucosa segun una funcién de la forma p =pg e

donde pg indica la poblaciéon cuando t = 0, p es la poblacién en el tiempo t (en
dias) y k es la constante de crecimiento.

a) Determine la funcién de crecimiento f(t) si k = 0,8.

b) Determine el periodo que se requiere para que la poblacion inicial
duplique su tamafio.
9) Una colonia de moscas de la fruta esta creciendo con la ley exponencial

p(t) = po ekt donde t se mide en dias y pg es el numero de moscas ent=0.

a) Si el tamano de la colonia se duplica en 12 dias, determine el valor de
la constante k de crecimiento.

b) Si el tamafio inicial de la colonia era 300, ¢en cuantos dias la colonia
tendra 1800 moscas de la fruta? (Use el valor de k obtenido en el item a))
10) Un cultivo de bacterias crece de acuerdo con la expresion y = 10 e0‘6x,
donde x es el tiempo expresado en dias.
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a) Calcule el numero de bacterias que habra después de una semana.

b) Calcule el numero de bacterias después de que ha proliferado durante
12 hs.

¢) ¢,Cuanto tiempo se necesita para que se triplique el cultivo de bacterias
obtenido en a)?

d) ;Cuanto tiempo hara falta para que el numero de bacterias llegue a
1000?
11) Una sustancia radioactiva esta desintegrandose de acuerdo con la ley

y= A.ekt donde t es el tiempo medido en afios. Se sabe que la cantidad inicial
era 10 gramos y luego de 5 afos quedan 8 gramos.

a) Encuentre el valor de k.

b) Calcule la cantidad de sustancia restante después de 10 afios
12) La masa de madera de un bosque aumenta en un 40% cada 100 afos. Si
tomamos como unidad de masa vegetal (biomasa) la que habia en el afio 1800,
que consideramos instante inicial, y como unidad de tiempo 100 afos, la funcion

m = 1,4t expresa la cantidad de masa vegetal, m, en un instante cualquiera t
(expresado en siglos a partir de 1800).
a) Calcular la cantidad de madera que hubo en 1900, 2000, 1600 y 1550.
b) Averiglie cuando habra el triple de masa de madera que en 1800 y
cuando hubo la tercera parte.
13) Para describir el primer mes de crecimiento de cultivos de soja, se utiliza la

funcién exponencial p(t) = pg ekt , con k > 0, donde p es el peso total en mg, pg
es el peso en el dia del brote o emergencia y t es el tiempo en dias. Si se sabe
que para una variedad de soja en experimentacion, la constante k vale 0,2 y que
alos 10 dias el peso era de 575 mg, estime el peso al emerger del suelo.

14) La magnitud m de un terremoto y su energia e estan relacionadas mediante

la ecuacion: 1,5m = Iogﬁ en términos de la escala de Richter de 1958
y e esta en ergios.

a) Calcule e.

b) Exprese el resultado en notacién cientifica.

c) Calcule el valor de la energia si la magnitud del terremoto es 2.
15) El modelo matematico que describe el crecimiento bacteriano esta dado por

p(t) = po ekt donde pg es el numero de bacterias en el instante 0 y k es una
constante positiva. Al iniciar la experiencia, habia 203 millones de bacterias y 19
dias después, 247 millones.

a) Con estos datos encuentre el valor de k.

b) Utilice ese valor de k para predecir la poblacién a los 60 dias del inicio
de la experiencia.
16) El modelo matematico que describe el decaimiento radioactivo esta dado

por n =ng e_kt donde ng es la cantidad de sustancia radiactiva en el instante 0 y
k una constante. La vida media del polonio 218 es de 3 minutos. Determine la
cantidad de polonio que habra luego de 30 minutos en una muestra de 410
gramos.

17) La férmula de interés compuesto continuamente esta dada por m = p ert,
donde p es el monto de dinero inicial, r la tasa de interés (expresada como
decimal), t el numero de afios durante los cuales p esta invertido y m el monto
total después de t afios.
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decimal), t el nimero de afos durante los cuales p esta invertido y m el monto
total después de t afios.
Se depositan $ 20 000 en una cuenta de un banco que paga un interés del 8%
anual compuesto continuamente.

a) Calcule el saldo de la cuenta luego de 5 afios.

b) Determine cuantos afios debera dejar ese capital si desea obtener un
monto de $ 25 000.
18) Si se invierten $ 1000 a una tasa anual de 9% de interés compuesto
continuamente, determine el tiempo que tardara en duplicarse la inversion.
19) Una inversion de $ 1000 gana intereses a una tasa anual del r% compuesto
continuamente. Si la inversiéon se duplica en 5 afos, determine r.
20) Una inversion p gana el 5% de interés anual compuesto continuamente.

Luego de 3 afios, el valor depositado es $ 5000. Obtenga la cantidad inicial p.

21) Un cultivo de bacterias crece de acuerdo con la formula y = 10 000 eo’6x,

siendo x el tiempo en dias.
a) Estime la cantidad de bacterias después de una semana.
b) ¢/ Cuantas bacterias habra cuando el cultivo crezca por sélo 12 horas?
c) ¢,Cuanto tarda el cultivo en triplicar su poblacién inicial?
22) El crecimiento de los arboles se representa con frecuencia mediante una
funciéon. La altura h en pies de un arbol de t anos de edad sigue la ley

h(t) = L—Ozt .

1+200e ™

a) Indique de qué tipo de funcién se trata.

b) Calcule la altura maxima que pueden alcanzar los arboles.

c) ¢, Cual es la altura del arbol a los 10 afios de edad?

d) ;A qué edad su altura es de 50 pies?

23) En un estudio sobre las plantas arraigadas en cierta region geogréfica se
determind que en los lotes de tamafio a (en metros cuadrados) el numero
promedio de especies que se presentaban era S. La expresion que las relaciona
esta dado por log s =log 12,4 + 0,26 log a. Halle s.

24) La ecuacién de oferta de un fabricante es p = Iog(10+g] donde q es el

numero de unidades ofrecidas a un precio p por unidad. ;A qué precio ofrecera

el fabricante 1980 unidades?

25) En la superficie de un portaobjeto de vidrio se encuentra una rejilla que

divide la superficie en 225 cuadrados iguales. Al aplicar una muestra de sangre,

que contiene n glébulos rojos, en el portaobjeto, las células se distribuyen en

forma aleatoria. En este caso, el nimero de cuadrados que no contienen
n

ninguna célula esta dado (en forma aproximada) por ¢ =225e 225 Sj 100 de
los cuadrados no contienen ningin hematocrito, estime el nimero de células
que contenia la muestra sanguinea.

26) Se llevé a cabo un experimento con un tipo especifico de animal pequefio.
Se determind, para diversos animales, la cantidad de oxigeno consumida por
hora y se encontré que: log y = log 5,934 + 0,885 log x, donde y es el nimero de
microlitros de oxigeno consumidos por hora, y x es el peso del animal (en
gramos). Despeje y.

27) La energia e (en ergios) liberada durante un terremoto de magnitud r esta
dada por la formula loge =1,4 +1,5r
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a) Despeje e en términos derr.
b) Calcule la energia liberada durante el famoso terremoto de Alaska de
1964, que registré una magnitud de 8,4 en la escala de Richter.

28) La ley de Fechner en psicologia acerca del estimulo s es s = sg.(1 + c)Ir

donde sg es un estimulo estandar, ¢ una constante y r una variable. Despeje r.
29) La intensidad (L) en decibeles de un sonido de intensidad | se define por

L= 10Iogll, donde Ig es la minima intensidad detectable por el oido humano.
0

Si un auto que tiene un sonido con una intensidad | de 3 100 000 veces lg,
calcule la intensidad en decibeles del mismo.
30) La técnica de datacion con carbono 14 se emplea para determinar la edad
de muestras arqueoldgicas y geoldgicas.
A veces se usa la formula t=-8310 Inx para estimar la edad t, en afos, de un
hueso fosil, donde x es el porcentaje (expresado como decimal) de carbono 14
todavia presente en el fosil.

a) Estime la edad de un hueso fosil que contiene 4% de carbono 14 que
se encuentra en una cantidad igual de carbono en un hueso en la actualidad.

b) Calcule el porcentaje de carbono 14 presente en un fésil de 10 000
afnos de antigliedad.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 3.1 FUNCION EXPONENCIAL - 3.3
FUNCION LOGARITMICA

1) La funcién y =logo X es la funcién inversa de:

a)y=x" b)y=2" c)y=logix  d)y=logy2
2
2) La funciony = 27" admite inversa, si esta definida de:
a)R >R’ b)R" >R c) R >Rg d) Ry >R
3) La grafica de la funcion y = a” es creciente si:
a)a<1 b)0O<a<1 c)a>1 d)a>0

. 2 C e .
4) La funcién y = Iogz(x - 4) no esta definida para los nUmeros reales x tales

que:
a) 2<x<2 b)0<x<2 ) x <2 d)x<-20x>2
2
5) La ecuacion 2" _1 se verifica para:
a)x1=0;x0=-3 b)x=-3 c)x=3 d) x4 =0;x0=3

6) La grafica de la funcién y = 2" — 2 se obtiene desplazando la gréficade y = 2"
a) 2 unidades hacia arriba.
b) 2 unidades hacia abajo.
¢) 2 unidades hacia la derecha.
d) 2 unidades hacia la izquierda.
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7) El punto P(—%;S) pertenece a la grafica de la funcion
1)* 1) X X

ay=|y, b)y=|{4 c)y=4 d)y=—4
8) La solucién de la ecuacioén log (3x2 +7)—log (3x—2)=1es:

a) X1 =-9; xo = -1 b) x=1

c)x1=9;x0=1 d) x4 =9; xp0 =1
9) Al calcular c en log4 4=c , se obtiene:

8
__3 -2 _3 _2
a)c_2 b) c 3 c)c 5 d) c 3

6-x
10) La solucién de la ecuacion (—) =4 es:

a)x=-4 b) x=4 c)x=6 d)x=8
11) La gréfica de y = logz(x — 3) se obtiene desplazando la grafica de y = logzx
a) 3 unidades hacia la derecha
b) 3 unidades hacia la izquierda
¢) 3 unidades hacia arriba
d) 3 unidades hacia abajo
12) La grafica de y = logz x — 3 se obtiene desplazando la grafica de y = logz x
a) 3 unidades hacia la derecha
b) 3 unidades hacia la izquierda
c) 3 unidades hacia arriba
d) 3 unidades hacia abajo

13) La expresioén (logs x)2 es igual a:

a) 2 logs x b) Ioggx2
c) logs 2x d) ninguna de las anteriores
14) Sabiendo que logp2 = a y logp3 = c, el valor de logy 2 es:
logp 9
2 a a
a)a-2c b)a-c C)E d)c—2
15) Sea la ecuacion ezlnx = 9. Su solucioén es:
a)x=9 b) x = 3 c)x1=3x0=-3 d)e’
16) La solucién de la ecuacion logg(x — 5) = % es:
a)x=6 b)x=8 c)x=9 d)x=13

AUTOEVALUACION N° 7: FUNCION EXPONENCIAL. FUNCION
LOGARITMICA. FUNCION LOGISTICA

1) La grafica de la funcion f: R > R/ f(x) = a‘esla siguiente:
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-

1_;_,_,,/"”

-

¢ Qué tipo de funcion es? ;Qué valores puede tomar a?. Segun la grafica
anterior represente g(x) = a™ y h(x) = ae.

2) Determine el dominio de la funcién f(x) = logo (x2 + Xx) — logo (x-3).

3)a) Complete la definicion f : R — R" fx) = .ooeenenn. para que la grafica
resulte:

b
L

Fl
x

o

b) ¢ Admite inversa?. En caso afirmativo, definala y grafiquela.

4) Sea la gréafica de la funcion de la forma g(x) = L determine los

valores de M, k y a.

300

18464

\

Fy
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5) Un modelo para el numero n de personas en una comunidad escolar que
escucho cierto rumor es n(t) = p (1 - e_o'm).

Se sabe que p es la poblacién total de la comunidad y t el numero de dias
transcurridos desde el inicio del rumor. Si esto ocurre en una comunidad de
1500 estudiantes.

a) ¢ cuantos de ellos habian escuchado el rumor después de 4 dias?.

b) ;cuando lo habian escuchado 852 estudiantes?.

6) Obtenga la solucién de la ecuacion: log1e X + l0g46 (X —4) = %

7) Una sustancia radiactiva decae segun la ley a(t) = ag ekt donde el tiempo t
esta expresado en anos. Se sabe que inicialmente existen 10 gramos de
sustancia y transcurridos 5 afilos quedan 8 grs.

a) Indique de qué tipo de funcion se trata.

b) Determine el valor de la constante k (en términos de logaritmo
neperiano)

c¢) Calcule la cantidad de sustancia después de 10 afios.

d) Encuentre su vida media.
8) La temperatura de una pieza de metal caliente al sumergirse en agua a 20 °C

es T(t) =20 + 6700. e ' al cabo de t minutos.
¢Al cabo de cuantos minutos la temperatura sera de 30 °C?
9) La poblacion de una colonia de células crece exponencialmente segun la ley

p(t) = poat. En un cultivo existen 300 células después de dos minutos y asciende
a 1400 pasados cinco minutos.

a) Defina la funcién que describe esta situacion.

b) Estime la poblacién después de 20 minutos.
10) Dos personas con gripe visitaron la universidad. El numero de dias t que
transcurrieron para que el virus de la gripe infectara a n personas esta dado por:
10000 —n

4998n

5000 personas?
11) La expresion In p =1,8 a + In 4 es una formula que relaciona la altura a (en
metros) con el peso promedio p (en kg.) de hombres entre 40 y 50 afios.

a) Exprese el peso p en funcién de la altura a (sin que contenga In)

b) Estime el peso promedio de una persona de 170 cm de altura.

t=-143 In( j ¢, Cuantos dias se requieren para que el virus infecte a

12) Colocamos 1000 moscas en una isla en la que no hay ninguna. La ley de
crecimiento diario ( t en dias) seguida por la poblacién esta dada por la funcion
600 000

1+599,e70.002t
a) Indique de qué funcidn se trata
b) ;/En cuantos dias la poblacion alcanzara 100 000 individuos?

n(t) =
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3.4 Funciones Trigonométricas

Analizaremos las razones trigonométricas seno, coseno Yy tangente
considerando sus graficas en un sistema de ejes cartesianos y las lineas
trigonométricas correspondientes en la circunferencia trigonométrica. Luego
realizaremos un analisis de cada una de estas graficas como funcion.

Los angulos seran los elementos del dominio de las funciones trigonométricas,
por lo tanto, se consideraran medidos en radianes.

El seno como funciéon. Construccion de la grafica

La grafica se traza teniendo en cuenta las lineas trigonométricas que definen la
razén seno en los distintos cuadrantes. Para cada cuadrante trasladamos sobre
cada valor de angulo su respectivo seno.

En el primer cuadrante observamos que, a medida que el angulo crece de 0 a

T .y
5’ los valores del seno crecen de 0 a 1. En este cuadrante la funcion es

. ™ ;. . T
creciente y sus valores son positivos. El maximo valor se obtiene para 5

¥

+ I

rFs
-

-

. . T
En el segundo cuadrante y a medida que el angulo crece de 5 a m, los valores

del seno varian de 1 a 0 y por lo tanto la funcién es decreciente pero sus valores
son positivos.

Fs

1235 4 6 12 H

-

. . 3
En el tercer cuadrante, mientras que el angulo crece entre n y En los valores
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del seno varian de 0 a —1. En este cuadrante la funcién es decreciente y sus

: . : 3
valores son negativos. El minimo valor se obtiene para En.

LS

F

I

II

IT1

nl

-

3
En a 2n y los valores del seno

varian entre —1 y 0. La grafica es creciente y los valores de la funcidén son
negativos.
'_|||' FY I

En el cuarto cuadrante, el angulo crece de

II 111 IV

1970 570 21T 117 2370

2

Fs
—
%]
(2%

-

- -

La informacion anterior nos facilita el camino para definir la funcién seno de la
siguiente manera: f: R > R /x — sen x

Todo el analisis anterior, se realizo en el intervalo [0, 2x] pero podriamos pensar
en angulos que no se encuentren en este intervalo y obtener los valores del
seno para ellos.

Como ya sabemos los angulos congruentes son aquellos que difieren en un

T nuamero exacto de giros. El angulo o y el
o+2n tienen el mismo lado terminal, por lo
tanto, las funciones son las mismas para
ambos. En general, si damos k vueltas, es
decir, describimos un angulo de o+2kn
radianes, las funciones de este angulo seran
las mismas que las del angulo o es decir:
sen (a+2kn) =sen a, k € Z.

iy
N

o+ 2l

re
-
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Podemos asegurar entonces que la funcion seno repite sus valores en
intervalos bien definidos. Estos intervalos tienen longitud 2r radianes y, por lo
tanto, la funcién seno es periddica, de periodo 2.

|!II|JL
4 AT ¥t AT 4 AT »
Grafica de la funciéon seno: f:R — R/ f(x) = sen x
vt
?
/\ 14----23 ;
—3 -T e I T 3 K
i 12 2 i
I |
-2

El coseno como funcion. Construccion de la grafica

De la misma forma que trabajamos con el seno lo hacemos con el coseno. La
grafica se obtiene teniendo en cuenta las lineas trigonométricas que definen la
razén coseno en los distintos cuadrantes.

. . . T
En el primer cuadrante a medida que el angulo crece de 0 a 5 los valores del

coseno decrecen de 1 a 0. En este cuadrante la funcién es decreciente pero sus
valores positivos.
Y o4 I

Fe

Y

-

En el segundo cuadrante los valores del coseno son negativos. A medida que el
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. T .
angulo crece de 5 a r, los valores del coseno varian de 0 a -1y, por lo tanto,

la funcion es decreciente. Ademas el valor minimo se obtiene para .
i I II

I 2L 37X 3L 11T

12 3 4 8 12|1

Fs

/ ‘-:C

—] zé [
-

. 3
En el tercer cuadrante, el angulo crece de n a 5 n y los valores del coseno

varian entre —1 y 0. La funcidn es creciente pero sus valores son negativos.
] I 11 II1

o
=
-]
=
(g
=
&
b
=
()
'\-‘|:=1

.

\‘ )

il ll g b
o

. 3
Para el cuarto cuadrante el angulo crece de 5 n a 2n y los valores del coseno

son positivos y varian entre 0 y 1. La funcién es creciente. El valor maximo se
obtiene para el valor 2x.
¥ T I 1I 111 IV

2n

19T ST 2T UL 23
1232 126 12

.
b

Pl
*

Con todo esto podemos definir la funcion coseno de la siguiente manera:
f:R—>R /x—cosx

De la misma manera que analizamos la funcién seno podemos hacerlo con la
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funcién coseno y observar que cada 2= radianes los valores se repiten. De esta
forma podemos asegurar que el periodo de la funcidon coseno es 2.

y 4

F

o

NS N NS

AT am 2T

-

Fe
-
re
L 3
Fe

Grafica de la funcion coseno: f: R - R /f(x) = cos x

rFs

La tangente como funcién. Construccion de la grafica

Si procedemos como en los casos anteriores y tenemos en cuenta la linea
trigonométrica que representa a la tangente podemos realizar la grafica en los
cuatro cuadrantes.

, . . o
En el primer cuadrante a medida que el angulo crece de 0 a 5 los valores de

la tangente crecen indefinidamente. La funcién es creciente y sus valores son
positivos.

. . T
En el segundo cuadrante a medida que el angulo aumenta de 5 am, los
valores crecen negativamente hacia 0. La funcién es creciente pero sus valores
negativos.

En el tercer cuadrante a medida que el angulo crece de = a %n, los valores

crecen indefinidamente y vuelven a ser los mismos que para los angulos del
primer cuadrante.

Mientras que en el cuarto cuadrante los valores de la tangente son los mismos
que en el segundo cuadrante y, por lo tanto, la funcién es creciente y sus
valores son negativos.
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I II | III
L T | I I I, I, Iv

) f A g /’ ‘
K X \ I Py’ 4 E— x

Observamos que no presenta valores maximos ni minimos. Teniendo en cuenta
lo anterior y pensando que la tangente no esta definida para los valores de

o= (2K + 1)% keZ, podemos definirla como funcion de la siguiente manera:

f:R—{(2k+1)g/keZ} - R/ x—>tgx

Observamos que la funcién tangente repite los valores cada intervalo de =
radianes, por lo tanto, su periodo es .
'_IIIIJL

2w

-
=
-
'
=
-
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Grafica de la funcién tangente

Si definimos f : R — {(2k+1)g/k e Z} — R/ f(x) = tg X, su representacion

grafica resulta:

I
b

F'y

e ¥ R I
=
|
]
£

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
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I
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I
I
I
I
I

e X

Funciones trigonométricas inversas
Analizaremos la existencia de las funciones inversas de las funciones
trigonométricas.

Supongamos que sen o =%. Esto significa que a representa cualquier angulo

cuyo seno vale % . Es decir, a puede tomar los valores 30°, 150°, 390°, 510°,
etc. Teniendo en cuenta la notacion matematica podemos escribir:

-1(1 -1(1
30° = = 150° = =
sen (2) sen (2)

-1 . . .
En general y = sen x es la inversa de y = sen x. Si consideramos la
circunferencia trigonométrica observamos que a todo angulo medido en
radianes le corresponde un Unico arco de circunferencia.

Geométricamente:
¥ .
0 es el angulo cuyo seno vale y
A (arco) . _
A es el arco de circunferencia cuyo
) . seno vale y, es decir, A=arc seny
‘ — m

seng =y  Pero, por la medida en radianes, 6 = A
yde aqui 6=arcseny.

-

. —1 —1 .
De la misma manera y =cos X; y =1tg X son las inversas de y = cos x e
y = tg x respectivamente.
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Como todas las funciones son periodicas y ninguna es inyectiva, sus inversas
no son funciones. Haciendo restricciones en sus dominios y conjuntos de
llegada se logra que las inversas también resulten funciones.

Funcién seno
Definicion: f: R - R
X — sen X
Sus caracteristicas son:
e es periodica de periodo 2x ya que sen x = sen (x + 2kn), k € Z,
e esimpar sen (x) = —sen (—x). Su grafica es simétrica con respecto al origen,
e no es inyectiva,
e no es sobreyectiva pues el conjunto de imagenes es: {x/x e RA-1< x <1}.
La funcién asi definida no es biyectiva y por lo tanto no admite inversa. Para que

lo sea, se debe redefinir haciendo una restriccion del dominio y conjunto de
llegada.
Si consideramos: f : {—gg} - [— 1,1] / x — sen x es una funcion biyectiva vy,

por lo tanto, admite inversa que se conoce como /a funcion arco seno.

Funcidn arco seno

.. g T T
Definicién: g : [- 11] - {—E,E} / g: x—> arcsen x
Se lee: laimagen de la funcién es un angulo (arco) medido en radianes.
':If Fs
. Wo=arc sen x
]
L1 P 4 Lo ¥ =SE8h X
) 0 i N
_I -1 1 I ¥
2 ! <
T R A -1
_______________ I
2

Funcién coseno
Definicion: f: R - R
X —> COS X
Sus caracteristicas son:
e es periodica de periodo 2r ya que cosx = cos (x + 2kn), k € Z,
e espar cos (x) = cos (-x). Su grafica es simétrica con respecto al eje y,
e no es inyectiva,
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e no es sobreyectiva pues el conjunto de imagenes es: {x/xeRA-1<x<1}.

La funcién asi definida no es biyectiva. Para que lo sea, se debe redefinir
haciendo una restriccién del dominio y conjunto de llegada.

Si consideramos: f: [0; n]—> [-1, 1]/ x — cos X, la funcién coseno es biyectiva
y, por lo tanto, admite inversa y es /a funcidon arco coseno.

Funcion arco coseno
Definicion. g : [-1, 11 > [0; =] / g : X — arc cos X

Se lee: la imagen de la funcion es un angulo (arco) medido en radianes.
Y .

¥=4arc cos x |------- T

-

-1 'y=cnsx

Funcion tangente
Definicién. f : R—{%(2k+1)/k € Z} —->R/f:x—>tgx

Sus caracteristicas son:

e es periodica de periodo t ya que tgx=tg (x + kn), k € Z,

e esimpar tg (x) = —tg (—x). Su grafica es simétrica con respecto al origen,
e no es inyectiva,

e es sobreyectiva pues el conjunto de imagenes es el conjunto de los
numeros reales.

La funcion asi definida no es biyectiva. Para que lo sea, se debe redefinir
haciendo una restriccion del dominio.

Si consideramos: f :(—%,gjeR/ X — tg x es biyectiva y admite como

inversa la funcion arco tangente.

263



Funciones

Funcién arco tangente
Definicion: g : R —» (—ggj / g:x— arctg x

Se lee: laimagen de la funcién es un angulo (arco) medido en radianes.

¥o=arctg x

....................................

Transformaciones de las funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas y sus respectivas graficas presentan algunas
modificaciones si la variable independiente o la funciéon se multiplican por algun
numero real, o a la variable independiente o a la funciéon se le suma algun
numero real. Por ejemplo podemos pensar en la funciéon y = a sen (bx + c).
Analizaremos algunos aspectos relacionados con dichas modificaciones.

a) Amplitud
Consideremos la funcion f definida por f : R > R/ f(x) = 2sen x y comparémosla
con la funcion f(x) = sen x

Observamos que la nueva funcion 1
considerada f(x) = 2.sen x tiene la : y=2senx
misma forma sinusoidal, y el mismo
periodo 2r que la funcién f(x) = sen x;
lo Unico que cambia es la longitud de T T 3 T x
las ordenadas, es decir, el valor de 2

la funcidén f(x) = 2 sen x se duplica
con respecto a f(x) = sen x.

¥ = SEN

rFs

Si consideramos las funciones f(x) = 4sen x, f(x) =% sen x y f(x) =-2 sen x, los

valores de la funcién f(x) = sen x se multiplican por 4 en el primer caso; se
reducen a la mitad en el segundo caso, y la curva se invierte multiplicada por
dos en el tercero.
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4
4
3 y=4 5enx
2
=5BN X
1! in e
— 2 y= = SENX
M 1 -]'I: = Ld
"3 5 21 X
-1 2 y=-2 SEN
-2
-3
_417
En general, si consideramos la funcién: f(x) = a sen x, con a € R, podemos
concluir que:

e Sia>1las ordenadas se amplian.
e Si0<a<1las ordenadas se reducen.
e Sia<0lacurva se invierte.

Amplitud de una funcion trigonométrica, es el valor absoluto del coeficiente de la

funcion. lal= amplitud
Graficamente:
Y ¥ o4
a ¥=a3 S5enx || ¥=a3 S5enx
/\ / a=0 /\ a=0
| E\/M ;{ | \/ﬂ: T, }E
b) Periodo
Sea f una funcion definida f : R » R/ f(x) = sen (2x)
l-|I|IJL
1 ¥ = SEn(2)
Y= SEny
+ 1 g ¥
i:|1: % 2 3 3 £ m oy

-1

-

Observamos que la funcion considerada f(x) = sen (2x), tiene forma sinusoidal y
la misma amplitud que la funcion f(x) = sen x; pero el periodo se ha reducido a
n. En efecto, mientras x, en la funciéon f(x) = sen (2x), toma valores
comprendidos entre 0 y =, la variable (2x) toma todos los valores entre 0 y 27;
por lo tanto, la funcién f(x)= sen (2x) repite sus valores cada = unidades; es
decir, su periodo es .
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Consideremos ahora la funcion f(x)= sen (% x). La variable (% x) debe recorrer

todos los valores comprendidos entre 0 y 2z, por lo cual x debe tomar valores

entre Oy 4n.

l-|llldl.

1 La funcion
: : ¥=SRnX 1
%&n%}{] f(x) = sen [Exj

) In : T repite sus valores

cada 4n unidades.
- Su periodo es 4.

En general, si consideramos la funcion f(x) = sen(bx), con b € R podemos

concluir que el periodo P de la funcion f esta dado por P = T?T .

e Sif(x) =sen (bx) y b es un numero positivo mayor que uno, el periodo %n es

pequefo y las senoides (u ondas del seno) estan cercanas. Se puede observar
que hay b ondas de seno en el intervalo [0, 2x].

. . - , 2n
e Si b es un numero positivo pero menor que uno, el penodoF es grande y

las ondas estan alejadas unas de otras. En el intervalo [0,2x] entran b ondas de
seno.
e Sib <0 podemos usar el hecho de que sen (-x) = — sen x.

c) Fase
Investigamos ahora la familia de funciones definida de la siguiente forma:
f: R - R/ f(x) = sen (x — c¢), donde ¢ es un numero real.

Consideremos dos funciones: f (x) = sen (x —%) y f(x) =sen (x + %) y tracemos

sus graficas.

1 y=senx 1 y=sen [x+3]

A= sen [x- %] / ﬁ(
T an W %n . * 2 En Jon }{
y=senx

Fe

+ \
Ll
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La grafica de f(x)=sen (x _%j esta desplazada % unidades hacia la derecha

respecto de la gréfica de la funcion f(x) = senx.

La grafica de f(x)=sen (x +§j esta desplazada g unidades a la izquierda en

relacion con la gréafica de la funcion f(x) = senx.

En general, la funcién f(x) = sen(x — c), tiene una grafica desplazada ¢ unidades
hacia la derecha sic > 0, y a laizquierda si ¢ < 0.

La fase de una funcién trigonométrica es la constante |c|. La curva estd
desfasada c unidades a la derecha si ¢ > 0 y c unidades a la izquierda si ¢ < 0.

Ejemplo: Consideremos la grafica de la funcionf: R —> R /x — 3 sen (ZX +gj .

La expresion f(x) = 3sen (Zx +%j se puede il
escribir f(x) = 3sen2 (x+§j. Observamos n \ f |:I /\
o &
que la amplitud de la onda es 3, el valor de
b es 2 por lo que el periodo es 2—; =T yen
el intervalo [0,2x] entran 2 ondas de seno. y=21 sen 2}{ +—

-

La grafica de la funcion estd desfasada % unidades hacia la izquierda con

respecto a la grafica de y = sen x.
Para obtener la onda senoidal despejamos x de:
T

0O<ox+l<on = —Feoxcomn-® o Toox<3n o Toxs
2 2 2 2 2 4

T

Nw

. . I
Esto muestra que el corrimiento de fase o desfasamiento de la onda es 2

unidades hacia la izquierda.

Si analizamos la grafica de la funcion f(x) = a sen b(x — ¢), podemos concluir
que:

e Jlaamplitudes|a|.

e Lafasees|c|

e se obtiene una onda senoidal si: 0 <b(x - c) <2n

0<x-c <2* (b>0)

27:
c< X <c+—
b
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Esto significa que un intervalo apropiado sobre el cual graficar un periodo

2n
completoes | c, C+F .

, 21
e el periodoes —.
b
Un analisis similar se puede realizar para b < 0.

Nota: De la misma manera que analizamos las diferentes modificaciones para la
funcién seno, lo podemos hacer para la funcién coseno.

Ejemplo: Teniendo en cuenta la grafica de la funcion y = cos x indique el

periodo, la amplitud y el desfasamiento de la funcién y = 3 cos(%x+%) y

represéntela graficamente.

Escribiremos la ecuacion de la funcién que debemos analizar de la forma

y = a cos b(x — c). Para ello sacamos factor comun % del argumento de la

funcién y obtenemos y = 3 cos %(x + gj .

Sabemos que:

e el periodo esta dado por 2n , por lo tanto para esta funcion es 2TTE =4m. En

[

:
el intervalo [0, 2x] entra % onda de seno.
e la amplitud es lal] = 3. Esto quiere decir que los valores de la funcién

1 T . .,
y=3 cosE X + £} se triplican con respecto a la funcién y = cos x.

e el desfasamiento es de g unidades hacia la izquierda.

Para obtener la onda cosenoidal despejamos x de la expresion:

Os%x+%s2n = —%s%xsZn—% = —%SXS%TE.

, - . T
Esto confirma que el corrimiento de fase o desfasamiento de la onda es )

unidades hacia la izquierda.

La grafica es:
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y=3 CT%[}H%]

Y= COSK

Ejemplo: Determine una posible funcién cuya representacién grafica es:
'y'n
g

La grafica se puede ver como una funcion seno o una funcién coseno.
Consideremos una funcién de la forma y = a sen b(x — c).
Podemos observar en la grafica que

e |a amplitud de la onda es lal = |5]| =5,
e el periodo es © del cual podemos obtener el valor de b.
2n

2 _n o =22
b G

. L T .
o ¢l desfasamiento con respecto a la funciéon y = senx es 2 unidades

hacia la derecha, por lo tanto ¢ = %

Reemplazando los parametros encontrados en la funciéon obtenemos:
y=>5 sen2(x_%] oseay=5 sen(Zx—%j .

Si tomamos como base la funcidén cuya expresion esy =a cos b(x —c), la
amplitud y el valor de b no varian con respecto al analisis anterior y observamos

que la grafica estd desfasada con respecto a y = cosx, g unidades hacia la

izquierda, por lo tanto c = —g, resultando la ecuacion y = 5 cos2 [x+gj o]

y =5 cos(2x + m).
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EJERCICIOS
1) Teniendo en cuenta la grafica de la funcion y = cos x, represente las
siguientes funciones:

a)y=2cosx b) y =-2 cos x c)y:%cosx

2) Teniendo en cuenta la grafica de la funciébn y = cos X, represente las
siguientes funciones:

a) y = cos (2x) b) y = cos (%x] c) y = cos (3x)

3) Teniendo en cuenta la grafica de la funcion y = tg x, represente las siguientes
funciones:

a)y=tg (x + ) b)y=tg [x—gj

4) Para las siguientes graficas determine:
a) la amplitud y el periodo;
b) una ecuacion para la grafica en la forma y = a sen b(x — c);
c) el desfasamiento.

-1

RESPUESTAS
1) 2)

¥
J Y=COS%
) L a 1 =COSY
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3)
y 4)i)a) Amplitud 2; periodo 4r
b)

y=tgx iy 1 X T
=2sen—(x—T) = 2sen — - —
. y = 2sen ) (x-m) = 25er| 2 -7
¢) 7 unidades hacia la derecha
ii)a) Amplitud 1; periodo nt
< o T ¥ 2
2 2 b)
1 T 1
y =—sen2 X+ — | = —sen(2x + )
2 2 2

+ c) g unidades hacia la izquierda

Fy
-

Vimos que las funciones trigonométricas seno, coseno y las que se obtienen a
partir de ellas, tienen un comportamiento ciclico y, por lo tanto, son funciones
periddicas.

En la naturaleza existen muchos fendmenos que se repiten ciclicamente: el dia
y la noche, las fases lunares, los momentos de marea alta y baja, las
estaciones, el pulso de una persona, las ondas sonoras de un instrumento
musical, los latidos del corazén, el movimiento de una molécula de agua en las
olas del mar, el voltaje de una corriente alterna.

Problema

La accion de bombeo del corazén consiste en la fase sistdlica o sistole en
la que la sangre pasa del ventriculo izquierdo a la aorta y la fase
diastdlica o diastole durante la cual se relaja el musculo cardiaco. Para
modelar un ciclo completo de este proceso se usa la grafica siguiente:

ﬂu-il:l e
(Vimin) y = a.sen (bt

sistole diastole

rFs

b
*

025 tiernpo (seq.)

-

Para un individuo la fase sistélica dura % de segundo y corresponde a

una intensidad maxima de 8 litros por minuto (I/min). Encuentre a y b.
Como la intensidad maxima es 8 deducimos que el valor de a, es decir la

amplitud es 8, y = 8 sen (bt).
¢,Coémo se puede hallar el valor de b?
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Para calcular b tenemos que tener en cuenta el periodo de la funcién seno

representada graficamente. El perl’odo%E sera 1 = 2 = 1 = b=4n.

2 b 2
Luego y = 8 sen(4nt) describe la funcidén durante la fase sistélica.

Problema

En un ecosistema de presa - depredador, el nimero de depredadores vy el
nuamero de presas tiende a variar periodicamente. En cierta regiéon con
zorros como depredadores y conejos como presa, la poblaciéon de
conejos ¢ varia segun la ley ¢ = 1000 + 150 sen(2t) , donde t esta medido
en afos después del 1 de enero de 1960.

El nimero de zorros z satisface la expresiéon z =200 + 50 sen (2t - 0,7).
a) Indique cual es la maxima poblacion de conejos y de zorros.

b) ;Cuando alcanzaron por primera vez ambas poblaciones estas
cantidades maximas?

¢) ¢ Cuales fueron las poblaciones el 1 de enero de 1964 ?

a) Teniendo en cuenta la expresion ¢ = 1000 + 150 sen(2t) y dado que |sen(2t)|
se mantiene menor o igual a uno, el valor maximo de sen(2t) es 1. De aqui,
150.sen(2t) alcanzara como maximo el valor 150 y sumadas las 1000 unidades
queda establecida como poblacién maxima 1150 conejos.

Siguiendo el mismo razonamiento con la expresién z = 200 + 50 sen(2t — 0,7)
resulta que la poblacion de zorros alcanzara un maximo de 250.

b) Si la poblacién de conejos asciende a 1150 resulta: 1150 = 1000+150 sen(2t)

y despejando t resulta:

1150 — 1000
150

287 dias.

Para los zorros resulta: 250 = 200 + 50 sen (2t — 0,7) y despejando

=sen(2t) = sen(2t)=1 = 2t= = t= — afos ~ 0,78 afios =

r
4

N3

%:sen(m—oi) = sen(2t-0,7)=1 = 2t—0,7=g =
Ly 4

= t= 2 = ™ 40,35~ 414 dias.
2 4

Por lo tanto, a los 287 dias la poblacién de conejos alcanzara su valor maximo
mientras que la de zorros lo hara a los 414 dias a partir del 1 de enero de 1960.

¢) Los valores de las poblaciones al 1 de enero de 1964 se obtienen parat=4

¢ =1000+150. sen (2.4) = 1148 z=200+50sen (2.4 - 0,7) ~ 242
La poblacion de conejos ascendera aproximadamente a 1148 individuos y la de
Zorros a 242.

Si representamos la variacion de las poblaciones a lo largo de los afos en un
mismo sistema cartesiano resulta:

272



Funciones

poblacion

Z0rrons

w

tiempo
[en afios)

Problema
En el proceso de la respiracion se alterna por periodos de inhalacién y

exhalacién, que se pueden describir por la funcién f(t) = 0,75 sen [gtj

siendo t el tiempo medido en segundos y f(t) el caudal de aire en el
tiempo t, medido en litros por segundo.

a) Halle el tiempo en el que se completa un ciclo, una exhalacion y una
inhalacion.

b) Realice el grafico de la funcidn para dos ciclos.

c) Determine los lapsos en que es positivo y negativo para los dos ciclos.
d) Determine los instantes en que el caudal de aire es nulo, maximo y
minimo durante dos ciclos.

a) El periodo es %T:ﬁﬂ. Entonces un ciclo completo se completa en 4
T
2

segundos, una exhalacién en dos segundos y una inhalacién en dos segundos.

b) La grafica para dos ciclos completos 1
es: 0.7

-0,75

¢) El caudal de aire es positivo entre los dos primeros segundos y entre los 4 y
los 6 segundos, es decir en los intervalos (0, 2) y (4, 6).

El caudal de aire es negativo entre los dos y cuatro segundos y entre los seis y
los ocho6 segundos, es decir en los intervalos: (2, 4) y (6, 8).

d) El caudal de aire es nulo a los 0, 2, 4, 6 y 8 segundos.
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El caudal de aire es maximo al segundo y a los cinco segundos.
El caudal de aire es minimo a los tres segundos y a los siete segundos.

Problema
El voltaje v de un contacto eléctrico doméstico se expresa en funcion del

tiempo t (en segundos) como v = vg cos (120~ t).
a) ¢ Cual es el periodo de la oscilacién?

b) ¢ Qué representa vg?
¢) Trace una grafica de v.

a) El periodo se determina resolviendo E Como en este caso b = 120x resulta

o
, S 21 1

que el periodo de oscilacion es =—.
120 60

b) vo representa el voltaje maximo alcanzado por un contacto eléctrico
doméstico.
¢c) Como t representa el v+

tiempo, la grafica la ¥y

realizamos en el intervalo

0.2) / /
't

FY

Las funciones trigonométricas son muy importantes en el conjunto de las
funciones periddicas. Cualquier fenédmeno ciclico que pueda representarse por
medio de una funcién periodica admite su expresion como combinacion lineal de
las funciones seno y coseno. Lo que se debe hacer es encontrar una funcion
trigonométrica que tenga un comportamiento aproximadamente igual al de la
funcion periddica que se quiere estudiar.

El matematico Joseph Fourier (1758 —1830) hizo un gran aporte a la matematica
contemporanea demostrando que cualquier funcién periddica podria ser
aproximada mediante sumas de funciones trigonométricas. Este aporte posibilitd
un gran avance tecnoldgico contribuyendo al desarrollo de la radio, la television,
el radar y numerosos instrumentos que permiten estudiar el cuerpo humano, el
espacio, el sonido, los fendmenos meteorologicos, etc.
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Ecuaciones trigonométricas
En muchos casos interesa resolver ecuaciones donde aparecen las relaciones
trigonométricas.

Ejemplo: Encuentre los valores de x que verifican la ecuacion trigonométrica

sen (6x) = % .

Despejamos el argumento aplicando la inversa correspondiente:
1
6x = arc sen (E .

Con la calculadora obtenemos siempre una solucién, pero debemos buscar para
qué otros angulos se verifica la igualdad.

Por ejemplo en este caso obtendremos arc sen [%j = 30°. Debemos recordar

que el seno es positivo también en el segundo cuadrante, por lo tanto tomara el
mismo valor en 180° — 30° = 150°.

i -

140

1

1
2| a0 : 20

l !

Ademas debemos tener en cuenta que el seno toma el mismo valor en todos los
angulos congruentes a los obtenidos.
6x =30°+ 360°%,k € Z obien 6x=150°+ 360%,k e Z

[o] (o] o [o]
Despejando x resulta  x = w k € Z obien x= w keZ

x=5°+60%,ke Z o bien x=25°+60% ke Z

o
e b=

= r“-"l_.L

Verificamos sustituyendo en la ecuacion original dandole, a modo de ejemplo,
cualquier valor a k, en este caso k = 0.

?1 ? 1

Six=5° = sen(6.5°) = 5 = sen(30°) = 3

? ?

= sen (150°) =

N|—
G N

=

Six= 25° = sen(6. 25°) = v

=

N =

1
2

N =

Ejemplo: Encuentre los valores de a que verifican la ecuacion
2
2cos" a—7cosa+3=0

Es una ecuacién cuadratica donde la variable es la funcion trigonométrica
. . 2
coseno de un angulo. Podemos sustituir cosa=z yresulta:2z"-7z+3=0
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Aplicando la férmula resolvente obtenemos dos soluciones: z1 = 3, zo =%

Teniendo en cuenta que z = cos o entonces:
e cosa=3 noesposible pues-1<cosa<1,

e cosa= l:> o= arc cos 1 .
2 2

Si calculamos el arc cos (%) obtenemos 60° y

como el coseno es positivo en el primer y en el .

(=3
rl- =
W

cuarto cuadrante podemos escribir: o1 = 60° 6
o = 360° — 60° = 300°

-

Las soluciones de la ecuacion trigonométrica planteada son los angulos de 60°
y 300° y sus congruentes, o sea:

oq = 60°+360°% 6 ap=2300°+360%, k €Z
Para verificar sustituimos dos valores hallados en la ecuacion original:

2 ? 12 1.2
Siaq= 60° = 2cos” 60°-7cos60°+3 =0 = 2(5) —7.5 +3-0

1 7 ?
= 2.———+3=-0 = 0=0Vv
4 2

? 2 ?
Si ap=300° = 2cos2 300° — 7cos 300°+3 - 0 = 2(%] —7.%+3 -0

1 7 ?
= 2—-—+3-0 => 0=0v
4 2

EJERCICIO

Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a)senx:—% b) sen x = —cos x
c) tg(3x) =1 d) 2.sen(3x) = 1
RESPUESTAS

a) x =210° + n.360°
b) x = 135° + n.360°
c) x=15°+n.120°
d) x=10° + n.120°

x=330°+n.360°, neZ
x=315°+n.360°, ne ”Z
x=75°+n.120°,n e Z
x=50°+n.120°,ne ”Z

o O O O
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EJERCICIOS INTEGRADORES 3.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1) Teniendo en cuenta la grafica de y = sen x represente las siguientes
funciones.

a) y=3senx b)y:%senx c)y:—%senx
d) y = sen(3x) e) y = sen (-3x) fy= sen(%x)
g)y=sen(x+§j h)y=sen(x—gj+3

2) Represente graficamente las siguientes funciones teniendo en cuenta la
grafica de y = cos x

a) y = 4cos X b)yz%cosx c)yz—%cosx
d) y = cos (% xj e) y = cos(4x) f) y = cos(—4x)
g) y = cos (2x —gj h) y = cos(2x) + 3

3) Usando transformaciones de la funcion y = tg x, represente graficamente:

a)y-tg2) by =tg(-2x) c)yztg[x—gj @)y Liox

4) Diga qué figura corresponde a la grafica de y = h + a sen c(x — k) si:

a)0<a<1,h<0,k=0,c=1
b)O<a<1,h=0,k=0,c<1
c)a<-1,h=0,k<0,c=1
d)a>1,h>0,k>0,c=1

i) ii)
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ii) iv)

oo 2

5) Siendo f(x) = a cos ¢ (x — k) + h, esboce la grafica correspondiente para los
valores dados de a, h, ¢, k :

a)0<a<1,c>1,h=1,k>0

b)a>1,0<c<1,h>0,k<0

c)a=1,¢c>1,h<0,k>0

6) Grafigue una onda completa de la funcién y = 3 + 2003(%xj. Indique

periodo, amplitud y fase.
7) a)Escriba la ley para que resulte la grafica de la funcion.

Ya
3

IARYAN

b) Determine amplitud, periodo y fa;e.
8) Defina la ley cuya grafica se da a continuacion e indique periodo, fase y

amplitud.
<+ ~__

=

mw K
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PROBLEMAS DE APLICACION 3.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1) Los cientificos han descubierto un planeta en el cual las temperaturas se
repiten ciclicamente y aproximaron la temperatura en funcién de los meses
transcurridos por la ley f(x) =5 + 10 sen x.

a) ¢ Cual es la temperatura maxima del planeta?

b) ;Cual es la temperatura minima del planeta?

¢) ¢ Cada cuanto tiempo se repiten esas temperaturas?

d) ;Cuéando la temperatura llega a los 527
2) La funcion que da la variacion de temperatura diaria en grados centigrados en

cierta region esta dada por la ley f(t) =22+ 5sen % (t - 6), donde t es el tiempo

en horas.

a) ¢ Qué tipo de funcion es?

b) Encuentre la temperatura a las 6, 12 y 18 horas.

¢) ¢ Cual es la temperatura maxima diaria que se registra?

d) ;Cual es la temperatura minima diaria que se registra?

e) ¢ Cada cuantas horas se repite la onda sinusoidal?
3) El proceso ritmico de respiracién consiste en periodos alternos de aspiracion
y espiracion. Normalmente un ciclo completo dura 5 segundos. Si f(t) representa
el flujo de aire en el momento t (en litros por segundo) y el flujo maximo de aire
es de 0,6 I/seg, establezca una férmula que tenga la forma f(t) = a sen (bt) y
ajuste a esta informacién.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 3.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
1) El periodo de la funcién y = sen x es:

ar b) 2n c) g d) ninguno de los anteriores
2) Para que la funcion y = cos x admita inversa, debe considerarse definida de:
a) (0, ) > (-1, 1) b) (0, m) - [-1, 1]
¢) [0, ] —> (-1, 1) d) [0, n] - [-1, 1]
3) La amplitud de la funcién y = -3sen x es:
a)3 b) -3 c)6 d) -6
4) El periodo de la funcién y = sen(%x) es:
a) = b) 2n c) 6n d) 2x
3 3

5) La gréfica de la funcién y = sen(2x — «) esta desfasada:
a) = unidades hacia la derecha con respecto a la gréfica de y = sen x.

b) © unidades hacia la izquierda con respecto a la grafica de y = sen x.

c) g unidades hacia la derecha con respecto a la grafica de y = sen x.
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d) g unidades hacia la izquierda con respecto a la grafica de y = sen x.
6) La grafica de la funcion y = 2005(3x + gj tiene:

a) amplitud de onda 2, periodo %n y esta desfasada g unidades hacia
la izquierda con respecto a la grafica de y = cos x.

b) amplitud de onda 2, periodo %n y esta desfasada % unidades hacia
la izquierda con respecto a la grafica de y = cos x.

¢) amplitud de onda 2, periodo %n y esta desfasada %unidades hacia la
derecha con respecto a la grafica de y = cos x.

d) amplitud de onda 6, periodo %n y esta desfasada g unidades hacia

la izquierda con respecto a la grafica de y = cos x.
7) La gréfica de la funciéon y = tg x + 1 se obtiene desplazando la funcién y =
tgx

a) 1 unidad hacia arriba.

b) 1 unidad hacia abajo.

c) 1 unidad hacia la derecha.

d) 1 unidad hacia la izquierda.

AUTOEVALUACION N°8 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1) Dada la grafica de la funcién y = cos x grafique e indique la amplitud, el

periodo y la fase de la funcién g(x) = -2 cos(x + g]

2) Represente graficamente la funcién f(x) = 2 + 3sen(x + n) tomando como
base la funcién y = sen x. Determine el periodo, la amplitud y el desfasamiento.

3) La funcion g(t) =20 + 7 sen%(t — 6) indica la variacion de la temperatura

diaria (en grados centigrados) en una determinada regién, donde t es el tiempo
(en horas)

a) ¢Qué tipo de funcién es?

b) Encuentre la temperatura a las 12 y a las 18 horas.

c) ¢Cual es la temperatura maxima durante el dia?

d) ¢ Cual es el desfasamiento de la funcion?

4) Considerando como base la funcién y = sen x, escriba la ley que

corresponde a la grafica de la funcioén:
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‘/dﬂ -o7 —ﬁ\/n PR 3&

Determine la amplitud, el periodo y el desfasamiento.
5) La corriente e (en amperios) que fluye a través de un circuito de corriente
alterna en el instante t (t en segundos) es e = 220.sen 60nt, donde t > 0 esta
expresado en segundos.
a) Reallice la grafica para dos periodos consecutivos.
b) Determine el periodo, la amplitud y la fase.

GUIA DE ESTUDIO Transformaciones de las FUNCIONES ESCALARES
TRASCENDENTES

Las siguientes actividades se resuelven utilizando FUNCIONES para Windows
version 2.7.61.

A continuacién, se muestra la pantalla del menu de ayuda referida a las normas
de sintaxis para las funciones trascendentes:

22 FUNCIONES para Windows v:2.51 M= E3
Archivo  Edicion  Marcador Opciones  Aypuda

Qontenidolﬁusquedal Alrag |1mprimil| << | ps |

Mermas de sintaxis ﬂ
Para escrbir las funciones se deben sequir unas normas de sintaxis
Las describimos a continuacidn:

SEN() : Seno radianes.
COS(): Coseno '
TAN( ) : Tangente " Plo P 3141593
LOG() : Logaritmo en base 10 NE : 2.718282
LN{} : Logaritmo Meperianao
EXP() : Expanencial e ABS( ) : Walor absoluto s
FUNCION EXPONENCIAL
Actividad 1:
Grafique en un mismo sistema cartesiano los pares de funciones:
a)i) f(x)=3" b)i) g(x) = 2* c)i) h(x) = &*
: 1) : 1) 1)
i) i(x) = (5) i) j(x) = (Ej i) k(x) = (E)

Nota. Para representar graficamente la funcion del inciso ¢) se debe escribir en
el recuadro correspondiente a la funcion H(x): exp(x) y para el inciso c)ii) se
debe escribir 1/ exp(x)

Observe las graficas anteriores y conteste:

Dominio D={........ } Conjunto Imagen Cl={.......... }
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Paraa>1

* La grafica es una funcién: 2 creciente 2 decreciente
(tache lo que no corresponde)

* La ordenada al origenesy = ...............

ParaO<a<1

* La grafica es una funcion: 9 creciente < decreciente
(tache lo que no corresponde)

* Laordenada al origenesy = ................

Compare las graficas de dos funciones donde los respectivos valores de a son
reciprocos y obtenga CoNCIUSIONES ........c..ueiiiiiiiiiie e

Actividad 2:

. . . . . . X
Represente en un mismo sistema las siguientes funciones del tipo y = k.a" para
los valores dados en cada caso

1) 1) 1)
a)f(x)=|— b) g(x)=2.| — c) h(x)=-3.| —
- (5] yaw-2(7]  en--a(}]
11\ 1(1)* 1(1)*
d)ix)=—=|— e)jx)=-—=|— f)k(x)=—=| —
) i(x) 2(4j ) j(x) 2(4j ) k(x) 3(4j
Complete:
Dominio D={......... } Conjunto Imagen Cl={......... }
¢ Como influye el parametro k sobre la curva?
LS T IS O PP PPOUPR
LS G PRSPPI
@ STK @S NEJALIVO ...eiiiiiiiiie e
Actividad 3:
Represente en un mismo sistema las siguientes funciones:
1\ 1\ 1\
a) f(x) = (5) b) g(x) = (5) +2 ¢) h(x) = (§ +1,5

d) i(x) = (%jx 2 e) j(x) = ij _3 f) k(x) = ij ~0,5

Complete:
Dominio D={......... } Conjunto Imagen Cl={......... }

. X P . .
Si en general, se representa cony = a  + h ;Coémo influye el parametro h en la
. X
funcion con respectoay=a"?
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LTI o 1 O PSSR
LTI 1R O SRR
Actividad 4:
Represente graficamente:
1 X 1 x+3 1 X+5
f = | = b == h = —_
a) f(x) (3) ) 9(x) (?J ¢) h(x) (3j
1 x-3 1 x-5 1 x-1
d)ix)=|—= e)jx)=|— f)k(x)=| =
) i(x) [3] ) i(x) (3} ) k(x) (3)
Complete:
Dominio D={.......... } Conjunto Imagen Cl={......... }

. . . ;e X
e Sialavariable x se le suman k unidades, la grafica de y = a” se traslada .....
unidades hacia la ...........ccc........

. . . I X
e Siala variable x se le restan k unidades, la grafica de y = a" se traslada ....
unidades hacia la ...........ccco........

FUNCION LOGARITMICA
Actividad 1:

Represente la funcion f(x) = logs x, y, en un mismo sistema g(x) = log4 x

3
Actividad 2:
Represente la funcion f(x) = log4 x, y, en un mismo sistema g(x) = log 4 x
4

Nota: Para graficar cualquier funcién logaritmica cuya base no sea 10 o el

. . . Inx logx
numero e, se debe usar la formula de cambio de base: logy x = o "] gb .
n og

Por ejemplo, para graficar logsz x, introduzca en el cuadro correspondiente a
F(x): In(x)/In(3) o bien F(x): log(x)/log(3)

Complete:

Al representar la funciony =logg x,a>0ya= 1
Si0O<a<1

e Lafuncién es : 2 creciente 2 decreciente

(tache lo que no corresponde)
e Laabscisaalorigenes X =.....ccccccoriiiiniiineennnnn.

Sia>1

e Lafuncién es : 2 creciente 2 decreciente
(tache lo que no corresponde)

e Laabscisaalorigenes X =.....cccccooiiiiiniineennnnn.
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Compare las graficas de dos funciones donde los respectivos valores de a sean
reciprocos y obtenga conclusiones.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Actividad 1:
Considere como dominio al conjunto D = [0, 2n] y conjunto imagen [-1, 1] y
grafique las siguientes funciones:
a) f(x) = cos x b) g(x) = cos(2x) ¢) h(x) = cos(3x)

i(x) = cos| ix) = cos| - _cos[ -1
d) i(x) = cos (2 xj e)j(x)= cos( > XJ f) k(x) cos( 3 XJ
En general, al graficar y = cos (cx)

e Describa como influye el parametro c en la curva

Actividad 2:
Elija el dominio y conjunto imagen adecuado y grafique en un mismo sistema las
funciones del tipo y = a cosx

a) f(x) = cos x b) g(x) = 2cos x ¢) h(x) = 3cos x

d)i(x) = %cos X e)j(x)= —%cos X f) k(x) = —%cos X

Compare la grafica de la funcidn representada en a) con las de los otros incisos
y extraiga conclusiones.
e Sia>0

Actividad 3:
Grafique las funciones en un mismo sistema cartesiano:

a) f(x) = sen x b) g(x) =sen ( x — «) ¢) h(x) =sen ( x — 2n)
d)i(x) =sen (x + ) e) j(x) =sen ( x + 2n)

Extraiga conclusiones

4) Con funciones de la forma y = senx + h realice un trabajo parecido al ejercicio
3 y extraiga conclusiones.
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5) Elija una funcion y = a sen[c(x — k)] + h, con el dominio y conjunto de
imagenes adecuado, y analice la influencia de los parametros.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPIiTULO

1) a) Utilizando un mismo sistema de ejes coordenados cartesianos, trace
las graficas de las siguientes funciones definidas en el conjunto de los
nameros reales

y1=3" o= (1)
1 2 3

b) Obtenga, observando las graficas, las caracteristicas principales de
cada una de las funciones anteriores (semejanzas y/o diferencias).

c) Determine dominio y conjunto de imagenes.

d) Indique si las funciones definidas en a) admiten o no inversa. Justifique
Su respuesta.
2) Utilizando la grafica dada, trace una grafica aproximada de las siguientes
funciones:

Y.
a)y:ex+1 b)y:eXJr‘I y= et
c)y=-€" dy=e"
e)y=-e " f)y:eIXI
gy=-e*"" hy=3-¢"" 1

3) Para cada uno de los siguientes graficos, calcule el valor de a en la funcion
definida por
f:R>R /f(x)=a";a>0y az1
a) b)
¥+ W4

. i — —] . .
1 7 ] N 1 %

- -

Fe

. .z .z . X
4) Determine la ecuacion de la funcién exponencial y = a” que corresponde a
cada una de las siguientes tablas. Complételas.
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a)
X 1 2 3 5 10
Y oo e 1,728 2,48833 | ...
b)
X 1 2 3 4 5
y 0,09 0,027 | ... | ..
5) Determine el dominio de las siguientes funciones:
a) f( =42 b) g0 = —2 &) h(x) =—
3% -1 4" +3

6) Represente en un mismo sistema de coordenadas:
a)y=2 X y su funcion inversa.
b) y = log 1 x y su funcion inversa.
2

7) Dada la grafica de y = In x, trace (sin confeccionar tablas) las gréaficas de las
funciones:

vt
a)y=-Inx 0 y = Inx
7 :
)y =In(x-2) + 1 /
8) Resuelva sin usar calculadora:
a) log 4 1 b) logq 4
1 o7 il
3 2
I 1 I
c) 0998 d) 09279
log !
5——
125 1
e) Iog93 f) |Og—1 +logosg 5 Iog\/g 25
°5
g) log 8 h) log, 22 + logo 8
4 72
9) Calcule:
a) logz 5 b)Ine c¢) logs 3
d)In8 e)In 15,2 f) logg %

10) ;Existe x ¢ R tal que logzx=0, a € R y a # 1? En caso afirmativo,

hallelo.

11) Si la base del logaritmo es mayor que 1, jcuales son los numeros cuyos

logaritmos son negativos?. De un ejemplo y justifique.
12) Silogg x =y ; 0 <a <1, indique para qué valores de x es:
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a)y>0 b)y<0 c)y=0
13) Aplique logaritmo y sus propiedades.

’ 2
a)XZSab b)y:3£ C)X:ﬁ
c a“vbc

2
d) x= 5 e)y:asb2 f)x:\/g—b
b -a 3 lcz
14) Sabiendo que logz 10=2,1 y logs 2 = 0,63, calcule:
a) logsz 20 b) log3 5 c) log3z2,5
d) log3 6 e)logz 0,4 f) logz 100

15) Aplicando propiedades de los logaritmos, simplifique las siguientes
expresiones:

a)ln e2 b) In(e73In e) c)logm —;Iog a—loga

In 1,37

d)e e) 3log a + %Iog b f) %(Iogx ~3logy)

16) Teniendo en cuenta la definicion de logaritmo, calcule el valor de x en las
siguientes expresiones:

a) x = logs 0,04 b) logz x=2 c) logy x = %
d) logg 27 = x e)logsx=0 f) logq x=3
2
. 4
g)Inx= 0,75 h) Inx=-2 i) logy 256 = 5
17) Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales:
R > 64 b) (2X )X+1 64
a — = =
2
X
x2 _3x 3
c) (0.5) -4 d) e3 =148
2
2-x
-1 2
e) 3% T g4 f) 234 _ lj
2
2
g) e ¥ =0.231 h) 4X° X _ 16
2 - 1 —(x+2)
s 10X 5X:10 6 A 93X:(_)
i) ) 57
2
k) xX ~7x+12 _4 1) 5% =26
18) Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) Iog4(x -2)- Iog4(2x -8)=0 b) log(x + 1) — log(x — 2) = log 2
c) IogS(Zx -1+ Iogs(x +2)=2 d) 2 +log(x + 1) = Iog(4x2 - 500)
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e) Ioge(x +3) +logg(x —2) =1 f) 2 log(x-2) - log (x —%) =log 4

g) 1+ logy(x — 3) — loga(x +1) = 2 h) (log, x)? —5log, x =0
i) (Iog x)2 =log x2 j) log(3 + x)=log X*

k) log(2x — 1) + log x = log(2x> - 3)
19) Resuelva los siguientes sistemas:

a) 2logs x+logz y =3 b) I$g(b—1) ; -loga

log3(6 —x)+logs(y+1)=3
X+y+1=0
20) Para cada uno de los siguientes graficos, correspondientes a una funcion

exponencial f(t) = c.ekt, determine el valor de las constantes c y k.
a) b)
Y4 Vi

It

5t o s

21) Teniendo en cuenta la grafica de la funcidn y = sen X, represente las
siguientes funciones:

a) y = 3 senx b) y = sen(-3x) c)y=3senx-1

d) y = -3 senx e)y=%senx f)y=3senx+2

g) y = sen(3x) h) y =sen lx i)y= lsen x— =
y y 3 y 3 5

22) Teniendo en cuenta la grafica de la funcién y = cosx, represente las
siguientes funciones:

a) y = 3 cosx b)y=—% COSX c)y:cos(%x}
1 1
d) y = cos(3x) e)y= 3 Cosx +1 f) y = cos (—ng
g) —1cosx h)y=cos3 x+ X i)y=2cos3 x+ X
y 3 y 7 y 4

23) Teniendo en cuenta la grafica de la funcion y = tg x, represente las
siguientes funciones:
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a)y=tg (X +%) b) y =tg(-x)

C)Y=tg[%xj d) y =2 tgx

24) Determine cual es la grafica que corresponde a cada una de las funciones
que se detallan a continuacion:

i) a) y:ZCos(t—gj b) y=2cos t c) y=ZCos(t+gj
'_||l' rs
* — 1)
+~— gt}
Tn Tt
+~— hit)
-3t
ii) a) y = sen (2t) b) y= sen(%) c)y=2sent
':Ide
2 ~— i)
1
\ gl
) t
s — hit
~1
-2

25) Para cada una de las siguientes graficas indique:

a) la amplitud y el periodo,

b) una ley para la funcion teniendo en cuenta transformaciones de la
funcién y = sen x.

c) el desfasamiento.

i) ii)

s /\ = /\_/
VA VANV
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PROBLEMAS INTEGRADORES DE FUNCIONES

1) Para un gas a presién constante su volumen es funcion de primer grado de la
temperatura absoluta. Si a una temperatura de 180° el gas ocupa 100 m3 y a

135° ocupa 75 m3:

a) Encuentre la funcion.

b) ¢ Cual es el volumen del gas a una temperatura de 150°?
2) La bidloga de una empresa agropecuaria produce dietas para animales
experimentales que necesitan 20% de proteinas y 5% de grasa por kilo ingerido.
El costo diario de producir un kilo de esta dieta esta representado por la funcién
c(x) = x2 + 12y el precio de venta de dicho kilo por: v(x) = x(3x + 10).

a) Halle y represente graficamente la funcién beneficio.

b) ; Cuantos kilos de la dieta debera producir para obtener beneficio?

c¢) ¢ Cuantos kilos debera vender para ganar $ 156?
3) Un meteordlogo hallé que la temperatura T (en °F) en un cierto dia frio de
invierno estaba dado por: T = 0,05t(t — 12)(t — 24) en la que t es el tiempo (en
horas) y t = 0 corresponde a la hora cero.

a) jAqué horaeraT>0yaquéhoraeraT <07?.

b) Trace la grafica de T.
4) El carbono 14, representado mediante C14, es un is6topo radioactivo de
dicho elemento que tiene una vida media de alrededor de 5730 afos.
Encontrando qué cantidad de C14 contienen los restos de lo que fue un
organismo vivo, es posible determinar qué porcentaje representa de la cantidad
original de C14, en el momento de la muerte. Una vez que se tiene esta
informacioén, la férmula que permite calcular la antigiiedad de los restos esta
dada pory=A ekt.

a) Determine el valor de k.

b) Se encuentra que el esqueleto de un animal contiene la cuarta parte de
la cantidad original de C14. ; Qué antigliedad tiene el esqueleto?
5) Las estrellas se clasifican en categorias de brillo lamadas magnitudes. A las
estrellas mas débiles (con flujo luminoso lg) se les asigna magnitud 6. A las
estrellas mas brillantes se les asigna magnitud conforme a la férmula

m=6-2,5log (L) en la que | es el flujo luminoso de la estrella.

lo
a) Determine msi 1=2,5.1g

b) Resuelva la formula para evaluar | en términos de my de Ig.
6) El costo en dolares por enlatar x toneladas de esparragos en un dia esta

dado por c(x) = 5x2 — 15x + 8; y el ingreso de estos esparragos esta dado por la
ley r(x) = 2x + 2.

a) ;Cuantos esparragos deben producirse para que la compafia no
pierda ni gane?

b) Suponga que se producen 4 toneladas de esparragos al dia, ¢ obtiene
la compafia una pérdida o una ganancia?

¢) ¢ Cual es la variacidn de toneladas a enlatar que produce ganancia?
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d) Grafique ambas funciones en un mismo sistema de ejes.
7) Los agronomos calculan que se necesitan 1000 m2 de tierra para proveer de

alimentos a una persona. Por otro lado se calcula que hay 40x1012 m2 de tierra
laborable en el mundo y por lo tanto se puede sostener a una poblacion maxima
de 40 000 millones de personas, si no hay ninguna otra fuente de alimentos. De
acuerdo a estos supuestos la poblacion del mundo (en miles de millones), t afos
después de 1960, ha sido descripta de acuerdo a un modelo logistico, tomando
como tasa efectiva de crecimiento 0,02.

a) Sabiendo que la poblacién en 1980 era de 4500 millones de habitantes,
determine la funcidén que cumple las condiciones dadas.

b) Calcule la poblacion para el afio 2000.

¢) ¢ Cuando la poblacién sera de 10 000 millones?
8) La grafica describe la evolucién del IAF (indice de Area Foliar) de un cultivo
de una especie determinada de una variedad A dada y de otra variedad B.

FY

I&F

0z
0.6
0,5
04

0.3
02
0.1

T 30 50 70 40 10 130 180 ﬁjiag
a) Indique en qué dia el valor de IAF es el mismo en las dos variedades.
b) ¢ Para qué valores el IAF de la variedad B es cero?
¢) ¢ Para qué valor el IAF de la variedad A alcanza el maximo?

9) Una sustancia radioactiva esta desintegrandose de acuerdo al modelo

descripto por f(t) = c. e_o’045 t. La cantidad inicial es 10 gramos.

a) Escriba la ecuacién de la funcién.

b) Calcule la cantidad restante después de 5 afos.
10) Las siguientes ecuaciones describen un mercado competitivo en economia
agricola: qg = 6p2 -5p-5 ; g = 20 + 5p — p2 , donde p es el precio en
ddlares, qg es la cantidad ofrecida y qq la cantidad demandada.

a) Grafiqgue ambas funciones en un mismo sistema de ejes.

b) Halle el precio de mercado de equilibrio, o sea, la cantidad ofrecida es
igual a la cantidad demandada.

c) Si el precio es $ 4, jcual cantidad serda mayor, la ofrecida o la
demandada?
11) El porcentaje de arboles en una plantacion frutal que ha sido infectada por

cierta plaga esta dado por p(t):& donde t es el tiempo en dias,

1+ 50e O
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medido a partir del dia cuando se confirmé la infeccidon. Determine el porcentaje
de arboles infectados parat=0,t=20y t=40.
12) Los milimetros que se estira un resorte estan dados en funciéon de primer
grado del peso que se le agregue al mismo. Un peso de 300 gramos lo alargara
22 mm, mientras que un peso de 200 gramos lo alargara 16 mm.

a) Defina la funcién que describe matematicamente esta situacion.

b) Indique qué tipo de grafica representa esta funcion.

¢) ¢ Cuanto se alargara el resorte con un peso de 150 gramos?

d) Si el resorte se alarga 28 mm, ¢,qué peso esta unido al mismo?
13) La dosis de un fertilizante M(kg/ha) en un medio edafico tiene sus efectos

sobre el rendimiento del trigo (g/ha), segun el polinomio: p(x) = —x2 +6x + 8.

a) Grafique la funcién.

b) ¢;Cual es el rendimiento maximo?, jpara qué dosis de fertilizante se
obtiene?

¢) ¢ Para qué dosis de fertilizante el rendimiento es nulo?
14) En una isla pequefa se introdujo una poblacion de 100 venados. Al
principio, la manada empezé a crecer rapidamente, pero, después de un tiempo,
los recursos de la isla empezaron a escasear y la poblacién decrecié. Suponga

que el numero de venados n(t) a los t afios esta dado por n(t) = —t4 + 21t2 +100
a) Determine los valores positivos de t para los cuales n(t) > 0. ;Se
extingue la poblacion? Si es asi, ¢, cuando ocurre eso?
b) Trace la grafica de n para t > 0.
¢) Puede demostrarse que la rapidez r a la que crece (o decrece) la

poblacion de venados en el tiempo t esta dada por: r = —4t3 + 42t (venados
por ano). ¢ Cuando deja de crecer la poblacion? Calcule los valores positivos de
t para los cuales r > 0.

15) Cuando las organizaciones adquieren equipo, vehiculos, edificios y otras
clases de “bienes de capital’, los contadores acostumbran asignar el costo del
objeto a lo largo del periodo en que se usa. Se usa el nombre de depreciacion al
costo asignado a un periodo determinado y se llama valor actual de un bien a la

diferencia entre el costo de compra y la depreciacidon asignada. El valor actual

de un equipo industrial se representa por la funcion v = 300 000 ( 2,5)70’“,

donde el valor actual esta dado en dolares y t es el tiempo en afios transcurrido
desde la adquisicion del equipo.

a) ¢ De qué tipo de funcion se trata?

b) ¢ Cual era el valor del equipo cuando se compro6?

c) ¢ Cual sera el valor al cabo de 5 afos?

d) ;Cuanto tiempo debe transcurrir para que el valor del equipo se
reduzca a la mitad?
16) La siguiente grafica describe el efecto de la edad de la hoja en el
movimiento del fésforo (P) hacia adentro y afuera de la hoja.
eje x = edad de la hoja

eje y+ = exportacion de fosforo ; ejey = importacion de fosforo
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0,307

10 18 75 30 x(dias)

-0,307

a) Especifique para que dia no ocurre importacion ni exportacion de la
hoja.

b) Indique cual es el valor de P importado o exportado para una hoja de
25 dias.
17) Las ganancias de una pequefia empresa estan representadas por la funcion

a(x) = —x2 + 160x — 4800 donde x representa el nimero de unidades fabricadas.
Determine el numero de unidades que se deben fabricar para que la ganancia
sea de $ 1200.

18) Cierta poblacion de bacterias crece a una tasa proporcional a su tamafo

siguiendo un modelo exponencial N(t) = Ng ert, siendo la tasa efectiva de
crecimiento 0,6. Pasadas 5 horas en la poblacién existen 400 000 bacterias.

a) Determine la funcién que expresa el tamafio de la poblacién con
respecto al tiempo, medido en horas.

b) ;Cual es el tamafo de la poblacion inicialmente?
19) El denominador de una fraccién es 3 unidades mayor que el numerador. Si
se suma 5 unidades al numerador y se resta 4 al denominador, se obtiene 2.
Calcule la fraccién original.
20) El crecimiento de dos poblaciones, A y B, responde a las siguientes

funciones polinomiales: pa () = gt +30y pg()= t3 - 12t2 + 44t — 8, donde t

es el tiempo de conteo expresado en semanas. Si ambas poblaciones coinciden
en la cuarta semana.

a) ¢ Tienen en algun otro momento el mismo nimero de individuos?

b) Grafigue ambas funciones polinomiales en el mismo sistema.

¢) Indique los lapsos en los cuales la poblacion de A es mayor que la
poblacion de B y cuando la poblacién A es menor que la poblacién B.
21) Un aeroplano vuela 1200 km con el viento a favor. En el mismo tiempo
puede volar 1040 km con el viento en contra. La velocidad del aeroplano cuando

no sopla el viento es de 280kTm . Determine la velocidad del viento.

22) La empresa SuperStar Cablevision comenzé recientemente a dar servicio a
una ciudad. Con base en experiencias pasadas, se estimé que el nimero n(x)
240

X+6

de suscriptores (en miles) al final de x meses es n(x) =
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a) Halle el numero de suscriptores al final de los 6 meses, 18 meses y 2
afos.

b) Trace la grafica.

¢)¢,Cual es la asintota horizontal de la grafica? ;Qué sugiere esto acerca
del numero posible de suscriptores que tendran?
23) Una institucion dedicada a obras de caridad esta planeando una campafa
para recaudar fondos para la instalacién de un comedor escolar. Por experiencia
en afos anteriores sabe que los aportes totales estan dados en funcion de la
duracién de la campana. En una ciudad del interior del pais se determind una
funcion de respuesta que indica la proporcién p de la poblacién que realiza
donaciones en término del numero de dias t que dura la campana. Dicha funcion
esp(t)=0,7(1 - efo’ost).
a) ¢Que porcentaje de la poblacion hara donaciones después de los 10 dias?
&Y pasados los 20 dias?
b) ;Que porcentaje maximo de poblacién hara donaciones?
24) En un mercado de libre competencia, el volumen de ventas de un producto
depende de la cantidad gastada en la publicidad del mismo. Si se gastan x
ddlares al mes promocionando un producto determinado, se encuentra que para
ese producto el volumen de ventas v al mes (en dolares) esta dado por la

expresion v =10 000(1- 670,001x).
a) Calcule el volumen de ventas cuando se gastan 1000 dolares en publicidad.

b) Si lo gastado en publicidad decrece de 500 a 100 délares al mes. ¢ Cual es el
porcentaje decreciente resultante en las ventas?
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Respuestas a:

Ejercicios Integradores
Problemas de Aplicacion
Pruebas de Opcion Multiple
Autoevaluaciones
Ejercicios de Repaso

CAPITULO 1: FUNCIONES

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.1 Funciones (pag. 49)
1)f(1)=0; f(2)= 3;f(3)= 8

Es inyectiva, no sobreyectiva.

2)a) Si, no inyectiva, no sobreyectiva

b) Si, biyectiva.

3)a) Inyectiva, no sobreyectiva.

b) No admite inversa.

c) f (x) =2x, x € N, y natural par

4) f admite inversa:

f"Ro>R/FT(X)=2x—1

8)a)(g 0 ()= 23/x +1,
(fog)(x)=2x +1

b) (gof)(x) = 3x°- 3,
(fog)(x) = 9x*— 1

9)a) p=3;m=-2;b)a=1;b=2
10)m=2

PROBLEMAS DE APLICACION 1.1 Funciones (pag. 50)
1)a)D={T/Te RA30<T <39}
17 33

b) f(30) = 4; f(36) = —; f(39) = —

) (30) (36) 7 (39) 1
2)b) c(2) =10; c(4) = 14;c(14) =8
3)a) C(x) = 0,40x + 18 000;
b) $ 38 000; c) $ 58 000
4) a) (gof)(m) = 400m — 10m?.
Describe los ingresos totales en funcion del numero de empleados.
b) 3360 ddlares; ¢) 20 empleados.
5)a)
(fog)(E)=0,45(6202+0,29E>%%)*%3
Describe la posicion social en funcién de los afios de escolaridad; b) 46
6)a) y = 500x — 350
b) 121 000 ladrillos a $ 12 150
7)a) C(t) = 3000 + 1600t — 40t;
b) 6040 délares;
c) t1=0 horas; t> = 40 horas

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 1.1 Funciones (pag. 51)
1)a;2)c; 3)c;4)d; 5)c; 6)a; 7) b; 8) c;9)d; 10) c

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 Funciones Escalares (pag. 63)
1)a) Funcion algebraica racional
fraccionaria; D=R — {— %}
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b) Funcion trascendente;

D={x/x eRAx>3},

¢) Funcion algebraica irracional;
D={x/ixeR,x>4vx<-4}

d) Funcién irracional; D = R

2)a) No es par ni impar; b) Par;

¢) Impar; d) Par; 3)a) Decreciente; b) Creciente
c) Decreciente; d) Creciente.
4)a)p=1;b)y=1;x=0,5+k ; keZ
c)y=0;x=k, ke Zd)i1;ii)0
5)a)p=1;b)y=0,x=k;keZ

C)X:l+ k,keZ
2

AUTOEVALUACION Ne 1: Funciones. Funciones escalares (pag. 64)

1)c)
2)a)a=-1,b=4

25 2 x

c¢) Es sobreyectiva pero no inyectiva.

d) Es una funcion escalar algebraica entera. En el primer y tercer tramo es de
primer grado y en el segundo tramo de segundo grado.

3)a)

B

b) D =R,

Cl={y/lye RAy<2vy>6}

¢) No admite inversa porque no es inyectiva. No es biyectiva.

d) f(3) = 2. Hay otros valores, son todos los valores de x entre 3 y 5.
4)a)D=R-{0},CI=R "

b) Cuando x crece indefinidamente,

f(x) - 0. Cuando x tiende a cero, f(x) decrece indefinidamente.

c¢) Pertenece al conjunto de imagenes. Es imagen del % y del —%.

d) No admite inversa pues no es inyectiva, y por lo tanto, no es biyectiva.
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5)a)

b) y = f(x): no es inyectiva pues hay valores distintos del dominio que tienen la
misma imagen.
No es sobreyectiva, para los valores de ordenadas pertenecientes a los
intervalos (-, 0) y (3, +©) no existe x tal que y = f(x). En consecuencia, no es
biyectiva.
Es creciente en (-10, —5) U (0, 5) y decreciente (-5, 0) U (5, 10).
y = g(x): no es inyectiva pues hay valores distintos del dominio que tienen la
misma imagen.
No es sobreyectiva, para valores de ordenadas pertenecientes a los intervalos
(-0, =3) y (3, +0) no existe x tal que y = f(x). En consecuencia, no es biyectiva.
Es creciente en (-2, 2) y decreciente en (-10, —2)U(2, 10).
c) f(-5)=3; g(2) = 3.
6)a) D = (0, 25]

4 si 0<x<3
b) f(x) = <45+05x si 3<x<15

7 +0,3x si15<x<25
c)

¥

16
14

3 6 9 12 1% 18 il 24;5 x
Cl={4} U (6; 14,5]
d) No es inyectiva, pues y = 4, existe x (0, 3] tal que f(x) = 4.

70 = (x + 1)° 8)a) s(t) = %nte b) 12967 m> ) 2 segundos.

9)a) Es par pues Vx € D : f(x) = f(—x)

b) Sus ceros son -4, 0 y 4.

¢) Es creciente en (-, —2) U (0, 2). Es decreciente en (-2, 0) U (2, +x).
d) Es positiva en (-4, 0) U (0, 4) y es negativa en (-, —4) U (4, +»)
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10)a=2b=3

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.3 Graficas de funciones segun distintas transfor-
maciones (pag. 76)

1)

1x)-3

2)

c a ‘h

AUTOEVALIJACI()N N2 2: Graficas de funciones segun distintas transformaciones
1) (pag. 76)

¥ og
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2)

[(NE

i
m
b

4) h(x) = f(x) + 2 (Se trasladé dos un unidades hacia arriba)
g(x) = f(x + 3) (Se traslado tres unidades a la izquierda)

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 1.2 Funciones escalares y 1.3 Graficas de
funciones segun distintas transformaciones (pag. 77)
1)d; 2) c;3) b; 4) b; 5) d; 6) a; 7) b; 8) d; 9) d; 10) b

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pag. 79)
1) Clg = {1,2,5}
2)a)
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3) Es funcién, cumple existencia y unicidad.

vt
—5
_Eg 1 ¥

/ ........ 5

4)a) No es fdhcién porque el 0 no tiene imagen.
b)g:R-{0} > R/y .
X

5)i) Funcién no inyectiva, sobreyectiva; ii) Funcion biyectiva; iii) No es funcion; iv) Fun-
cion no inyectiva, no sobreyectiva; v) No es funcion;
vi) Funcion no inyectiva, sobreyectiva.
6)a) Funcion no inyectiva, no sobreyectiva.
vt .

7

V4
\ 2

y.. /
[
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d) Funcién inyectiva, no sobreyectiva.
vt

7)a) (gof)(x) = ¥/3x ; (fog)(x) = 3v'x

b) (gof)(x) = 2x+5; (fog)(x) = 2x+2

8)a) f(1) = —1; g(1) = 5; b) (fog)(x) = 6x+1 c) (gof)(x) = 6x-7 ;
d)5;e)-23;f)-19

9Ya=3; b=2

10)a=0;b=-6

11)a) Si, admite funcion inversa.

b)

¥ = x+2

A

12)a) Cl = R. Funcion biyectiva

b) Cl = R. Funcion biyectiva
c)Cl={y/yeRAy>1}

Funcién no inyectiva, no sobreyectiva.

d) Cl = Rg . Funcién no inyectiva, no sobreyectiva.

13)a) Cli={y/yeRA1<y<4}, b)Si c¢)y= %x—%

Di1=(X/ xeR A 1<x<4}
Clii={y/yeRA0<y<1}
vt

14)a) Funcion escalar algebraica racional fraccionaria. D =R
b) Funcién escalar algebraica racional fraccionaria.
D=R-{-2, 0}

3

c) Funcion escalar algebraica racional fraccionaria. D=R — {E}

d) Funcién escalar algebraica racional fraccionaria.
D=R-{-2,2}
e) Funcion escalar algebraica racional fraccionaria.
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-

f) Funcion escalar algebraica racional fraccionaria. D =R —{1,-1}
g) Funcion escalar trascendente.

D={X/X€R/\X>%}

h) Funcién escalar algebraica irracional.

D={xxe RAx<-3vx23}

i) Funcion escalar algebraica racional fraccionaria. D =R — {0}

15)a) Funcién impar; b) Funcién no par, ni impar; ¢) Funcion no par, ni impar;

d) Funcion par.

16)a) Funcion creciente; b) Funcion decreciente; ¢) Funcion creciente;

d) Funcién decreciente.

17)a) No existe f(x) en x = 0.

Crece o decrece rapidamente (tiende a +o 0 —x).

f(x) tiende a cero. No existen intersecciones con el gje x;

b) No. D = R — {0}. Para ningun valor es negativo; ¢) Para ningun valor es negativo. h(t)
es positiva y grande en valor absoluto cuando t es grande positiva y negativamente.
18)a) Periodo: 2; b) El valor maximo es 1 en x = 2k+1, k € Z;

c)x=2k, ke Z;d)x= %+2k,kez
19)a) Periodo: 3

1 1
b) Cl=<y/ RA-—=<y<—
) {y YyERA > y 2}

c) El valor minimo es —% en
1

x=—+3K, ke Z;
2

d)EIvanrmé1ximoes1 en x:%+3k o) x:g+3k, keZ

2
20)a) Ninguno; b) P(0,1); ¢) Si;
d) No; e)Si; ) Ninguno;
g)D=R - {1}, CI=R-{0}
21)a)f(x) <0 si x>6
b)

=

.

5~

=2

22)a) h=2;k=—1
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b)

23)a) k = 2

00

CAPITULO 2: FUNCIONES ESCALARES ALGEBRAICAS
EJERCICIOS INTEGRADORES 2.1 Funciones algebraicas especiales (pag. 96)

a) D =R -{2}, Cl=R - {0}
YJL

b) D=F;, CI:I{—S}

e

3
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c)D=R,CI=R d)D=R,Cl=R]
Yo
Yo
1-
i
-4 X>
e)D=R—{-4},Cl=R—-{-1} f)D=R, Cl={ylyc RAy>-3}
Y
:K Vo
i—4 *

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.2 Funcién de primer grado (pag. 119)

1)a)y:%X—1; b)y=2x-4
2) a) k =-3; b) P E,O ,Q 0,—g
4 3
1
3)k=—
) 2
it
y=0ix)
y="{x)

4) Pendiente m = -2.
Ordenada al origen h = -1
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1
6)a) y = EX —1. Funcién de primer grado;

b) f(x) = —x + 2. Funcion de primer grado.

7)a) Podrian ser: P4(0, 2); P5(3, 1)

b)y=3x+h,heR
c)Pgf,Qef, Rgf

5

8) y=—-x+4

)y >

9)p=5

10)a)tfl' b) 74x+l
=5 y= >

c)

b=

1)a)t=-3; b)y=—2x+2;
c)y=-2x

12) a) (-0, 3]; b) (=0, +o0);
€) (2, +o);

d) (-4, 2)

13)a)
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b)

14) Debe funcionar mas de dos horas.
PROBLEMAS DE APLICACION 2.2 Funcién de primer grado (pag. 120)

1)a) w = 25,4d + 40;

b) w=294¢g
2)a) y = -0,4x + 280;
b)

v
280

¢) 250 unidades
3)a) f(x) =—0,07x + 65 ;
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¢) 300 unidades

4)a) f(x) = %x+ ?;

b)

55/

¢) x = 44 unidades
5)a) f(x) = —%x + 28;

b)
/

\\28

T

"

c)$16
6)a) w = 0,66d + 20; b) 53 kg
7) c =f(t) = 4t — 148
8)a) p = 10t — 80; b) p = 20%;
c)t=17°C
d)

C

g

X 1'

9)a) r = 10t — 170; b) t = 27°C;

Funciones
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17 N

/o

10) a) r = 2a + 40; b) r =40 g/dia

11)a) b) P4(0, 850) ; P»(113,3; 0); c) Pq: si
Ca .

a0 no hay oficiales, se esperan 850

crimenes por semana. P>: no habria
crimenes si  se asignarian 113
oficiales; d) 100 oficiales.

= EEEN:]
12)a)y = 186,98 mm; b) x =752,79 mm
13) y=0,03x + 108

14)a) y = %x ; b) y = 28 kg de masa muscular; ¢) x =112,5 kg

15) h— -8y, 7520
3 3

16)a) b) t=1 afio

17) x € [200, 500) 19) El modelo A ha de usarse 5 afos

18) Por lo menos 22 escritorios. antes que resulte mas econémico que

B.
20) S = {(x, y) € NoxNg / 10x + By > 600 000}
¥,

100 000

+
04

21) a) ypo =400 + 20t, yg =120 + 90t
b) A los 4 segundos contienen la misma cantidad, que es 480 litros.
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c)

1 i r

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.2 Funcién de primer grado (pag. 124)

1) b; 2) ¢; 3) a; 4) b; 5) d; 6) c; 7) a; 8) b; 9) c; 10) d; 11) b; 12) ¢; 13) a; 14) b; 15) d; 16)
d;17) b

AUTOEVALUACION N2 3: Funciones algebraicas especiales. Funciéon de primer
grado (pag. 125)

1)a) Func;c’)n de proporcionalidad inversa. D =R - {1}, Cl =R - {-2}

b) Funcién valor absoluto. D = R,
Cl=[-1, + )
v e

¢) Funcion constante.
D =R, Cl={4}
¥

4
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2)a)

3)a) f(x) = 240x + 1300

b) $ 4180

¢) 7 heladeras

d) Se podran fabricar desde 12 hasta 15 heladeras.

4)a=-3

5)c=-1

6)a) Ana: y=5x + 35

Beatriz: y = 10x

b) La pendiente es 10 y significa que por cada segundo que pasa Beatriz avanza 10
metros.

c) La interseccién con el eje y es 35 e indica que cuando Beatriz comenzo la carrera, Ana
estaba a 35 metros de la largada.

d) Gano Beatriz pues demor6 tres segundos menos que Ana.

7)a) y =10x -120

b) 60 °F

¢) 20 minutos
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8)a)y=0,15x + 15
Y4

37 50
30

100 150 %

b) § 45

¢) La ordenada al origen representa el costo de alquilar el auto por un dia y no
viajar es de $ 15.

La pendiente representa el costo adicional por cada kildmetro recorrido.

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.3 Funcién de segundo grado (pag. 151)
1)i)Funcién de segundo grado.

a)y = 2(x-1)* = 2; V(1, -2);

eje de simetria: x =1;

P1(0, 0); P2(2, 0);

y = 2X(x=2); y =—2 (minimo).

b) y = —2(x+1)"+ 8; V(-1,8);

eje de simetria x = —1;

P1(=3,0); P2(1,0); P3(0,6);

y = —=2(x+3)(x—1); y = 8 (maximo).

c)y:3(x—%)2 - %;v (%,—%);

eje de simetria x = % ;
P1(2,0); P2(1,0); P3(0,6);
y=3(x=2)(x=1); y= —% (minimo).

1% 4. (1 4)
9 y*{*‘ﬂ _E'V(?_Ej’

eje de simetria x = %;
P1[—%,0];P2(1, 0); P3(0, —1);

y = 3(x+%j(x—‘l);

4 -
—-— (minimo
3(II )

y
2
e)y=—X—g +2;V§,g;

2) 4 \2'4
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eje de simetria x :%;
P4(0, 0); P2(3, 0); y = —x(x=3);
y = g (maximo);

2 ;

1 0 1 1
fly=—=x“+—=;V|0,— |
W=y ( 2)

eje de simetria x = 0;

P1(1,0); P2(-1,0); P:{o, %j

y:—%(x+1)(x—1)

1 s
=— (maximo
y 2( ximo)

2)|<=—1c'>k=1
3
3)a)y=—x2 -X+2; b)y=—%x2+%x+§
4)m=1
5)mi=006my=—1
6)a)
¥
ooy
oy
- —
b)
b
Dl *
7)b) f(-2) = 2; f(4) =11; f(-3) =-3;
f(3) = 7

8)a) (— o, 0) U (2, +x); b) No tiene solucion.
9)a)
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PROBLEMAS DE APLICACION 2.3 Funcién de segundo grado (pag. 152)

1) 50 % de yema
2)a) 70 grs. ; b) 50 %
3)a) 25 unidades; b) $ 1250 de ingreso.
4)a) 40 millones de casas.
b) 6 meses.
5) a) A = x(12—x);
b) funcion de segundo grado
c)
A

‘0{1 2% %
d) x = 6. El jardin debe medir 6 m de largo y 6 m de ancho.
6)a) y = —0,25n” + 30n — 50;
b) 60 obreros, ganancia maxima $ 850.
7)a) Funcién de segundo grado, su grafica es una parabola; b) 5,5 seg.;
c) 151,25 m. Representa el vértice de la parabola; d) 1 seg.; e) 11 seg.

f)

131,25

o1 55 ™

8)a) Perimetro 2x + 2y = 1200;

b) Area = 600x — xz, funcién de segundo grado;

c) Area maxima = 90 000m?;

medidas: 300m x 300m

9) f(x) = —0,148x%> + 1,332x

10)a)
¥
25

T : o
mg

b) La maxima concentracion se alcanza a las 5 horas y es 25 —.
cm

11)a) Funcién de segundo grado.
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7 & ?
c¢) Costo minimo $ 14 para 6 mochilas; d) Cuesta mas hacer 10 mochilas
($ 30); e) 0 0 12 mochilas
12) La tarifa mensual debe ser de 150 dodlares.
13) n =45 arboles
14)a) t=0,3 seg; b) h=18 pulg;
c) t1=0,1 seg, t2 = 0,5 seg;
d)t=0,6 seg
e)

3 BT

15)a) r(0) = —10 millones (pérdida);
r(7) = 11 millones; b) 5 articulos,
15 millones; ¢) 2 u 8 articulos.

16)a) Funcién de segundo grado;
b) Parabola; ¢) x =3
d)

¥

:U¢ 5}:
17) 0,5<t<1
18) 0 <v <20

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.3 Funcion de segundo grado (pag. 155)
1)c;2)b;3)d;4)a;5)c; 6) b; 7) a; 8) d.
AUTOEVALUACION Ne24: Funcion de segundo grado
1)-6<k<6
5

2)m-= —i,nz -—,t=-3
18 2

3) k=2, Vértice: V[— % Oj , Eje de simetria: x = —%

314



Funciones

4) Area: 1800 m?
1
5)a) b(x) = — an +30n — 50 b) El beneficio maximo es de 850 dolares y se alcanza

con 60 obreros. c)48<n<72.

6)a) 46 metros b) 32,67 mph

7) El clavadista salta desde los 10 metros y tardara 2,24 segundos en tocar el agua.
8)a) 6<x<1

) -6 1

b)x<0 6 x>7

i] 7
9)y < 3x° -12x + 9
P1(3, 0); P2(1, 0); P3(0, 9).

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.4 Funcioén polinomial (pag. 174)

1)a) m = 2; b) p(x) = x(x — 2)(x + 1)

2)a) grado 3; tres raices;

b)a=1; b:—1;c)x3—x2—2x;xz:0,X3:—1;
d) p(x) =x(x —2)(x + 1)

3)a) k=6;

b) —2 si, porque es divisor del término independiente; 0,5 no, porque el término principal
es 1, no tiene raices racionales;

c) tiene 4 raices, su grado es cuatro;

d) x4 = 1 (multiplicidad 2), xo = 2 (multiplicidad 2);
&) p(x) = (x — 1)*(x - 2)°

4)a) F, p(0)=3; b) V; ¢) F, p(3) = 0;
d)Vie)V;f)F,p(1)=0

5)a) x1 =—1, xp = 2 (multiplicidad 2)

p(x) = (x - 2)(x + 1

b) x+1) | x=2) | (x+ 1)x=2)°
(o -N]| = + -
(-1,2) + + +
(2, +x) + + +

c) p(X)—>+w si Xx—>+0w0, p(X)—> —oo Si

X—> —o0

d)

gl p()

f ) %
6)3)X1=:3,X2:—1,X3:1 gx)=(x+3)(x+ 1)(x—-1)
b) x+3[x+ 1] x~1 a(x)
(o3 - [ - [ - -

=SB + [ -] = +
1,1 ]| + + - -
(1, +0) | + + + +
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) q(x)—>+oo si x>+, q(X)—>—00 Si X—> —0

AVIE.
YT

-3

T

7)) = o () x-1)(4)

8) p(x) = —%x(x—zxx—s)

9) p(x) = —4 (x~1)(x-3)
10) p(x) = 4 (x+3)(x+1)°
11)a) xq = 3; xo=-3; x3=1
b)x1=4;x0=-1;x3=2

PROBLEMAS DE APLICACI()N 24 Funcién polinomial (pag. 176)

1)a) V(x) = x° +—x (6 x) = %x3 +3x°b) Para que el volumen sea de 80m>
la medida del Iado de la habitacion debe ser de 4 m.

2)a) Cuando fue localizado el globo se encontraba a una altura de 4000m;

b) No vuelve a alcanzar esa altura;

¢) A los dos dias, a los 3 dias y a los cinco dias.

3)a) 0 9. 2504 K9 .54 K9 . 105 K9 .19 K9

cm cm cm2 cm cm?
b) A los 0,39 afios (cuatro meses y 20 dias), a los siete afos y a los10,63 afios
(10 afios, 7 meses y 17 dias).
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c)

5

- 9 X

4) V(x) = (10 — 2x)°x = 4x° — 40x? + 100x. La medida de los lados que recorta pueden ser
0,63 mo 3m.

5)a) R(x) = (20 — x) (5000 + 500x)

b)

Y

L. =10 L20

1

Para x = 5 el ingreso mensual es maximo. El ingreso maximo es $ 112 500.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.4 Funcién polinomial (pag. 177)
1)c;2)b;3)c;4)d; 5)a; 6)a; 7)c; 8) b;9)d

AUTOEVALUACION N° 5: Funcién polinomial (pag. 178)
1) f(x) =2(x — 1)(x — 3)(x + 2)

4
2)k=——
) 3
3)k=4,k=-2

4) Funcién polinomial de quinto grado. f(x) = 2 X x+2)x+1)(x-1)
5) q(x) = -2x(x + 1)(x — 2)
6)a) —4, 0 y 2 (raiz doble)

p(x) = — %x(x +4)(x -2y

b) Es positivo en (-4, 0) y negativo en (-, —4) U (0, 2) U (2, +x)
) p(x)—>—o si Xx— + o,

d)
va

Ty
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7)a)x=3,x= —%,X:Zi,x:—2i

b) x = -3 (raiz doble), x = %

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.5 Funcion racional fraccionaria (pag. 192)
1)a) D =R - { -2}, no tiene
asintotas

o

-2 ¥

b) D = R, no tiene asintota vertical.
y = 0 asintota horizontal .

Yn
1 /r—'---.,_____‘_____
;}(
-
c)D=R-{3}
x = 3 asintota vertical, y = 0 asintota horizontal
\.' 1

I
I
|
|
I
|
I
I
|
|
I
+
=] a
I
|
1
|
|
1
I
I
|
|

d) D =R - {-1}, x=—1 asintota vertical, y = 1 asintota horizontal

2)a)a=2,b=1 :b)a=2b=4
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PROBLEMAS DE APLICACION 2.5 Funcién racional fraccionaria (pag. 192)

300 . . . .
1) p =——, es una funcion racional fraccionaria.
X

40
0

20

) 0 50 100 140 200 250 300 >}(

- 2)a) El costo de la terapia para lograr una recu-
peracion del 10 % es de 0,454 miles de pesos.
b) El costo de recuperar un 70 % de la funcionalidad es de 7 miles de pesos (7000 pe-
s0s).
c)
+(en miles de pesos)

-

+—

[0 10 20 30 40 40 B0 r0 80 90100 #(En %)

3) Luego de 45 minutos.

4)1<t<4 5)45<x<8

6)a) funcion escalar algebraica racional fraccionaria; b) 750 bacterias
¢) 775 bacterias d) 20 hs., 5 hs.

7)a) $ 10,83

b) Debe producir menos de cinco cartones.

8)r<1or>2

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 2.5 Funcién racional fraccionaria (pag. 194)
1)d;2) b;3)d; 4)b;5)a;6)c; 7)b; 8)c;9) a; 10) c

AUTOEVALUACION N2 6: Funcion racional fraccionaria (pag. 195)

1)a)D=R b)D=R-{-2}

c)D=R-{4,4}

2)a) y = 0 asintota horizontal, x = 3 y x = -3 asintotas verticales.

b) y = 0 asintota horizontal, no tiene asintotas verticales.

c) y=1 asintota horizontal, x =1y x = —1 asintotas verticales.

d) y = 0 asintota horizontal, x = -3 asintota vertical.

3) El nimero de descendientes supera al nimero de padres cuando hay entre 0 y 4000
individuos padres.

4)a) El costo de producir 10 productos es de $ 5, el de producir 50 productos es aproxi-
madamente $ 2,14 y el de producir 100 productos, $ 1,25.
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b)

}l’an

g

7

1

1o a0 ] 70 a0 ki
5)a)

3-".

T
c )
25
1 2 3 4 5 x

b) El punto de equilibrio es en x = 4, cuando la empresa produce 400 unidades.
125x2 — 300x — 800
8(x+4)
p(1) representa una pérdida y p(6) representa una ganancia.

¢) p(x) =

320



Funciones

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pag. 200)
1)a)m=2,h=1; b)m:—%,h:—Z c)m:%,h:O; dm=1,h=0

eym=1,h=3; fim=-1,h=2
vt

/"
1

Y Pl O

-3 w
(e)
(d)

¥
0 /

2

2)a)y=3x—-2;b)y=2x+3;
c)y=—x-3;d)y=x+3;e)y=5;
Hy=2x-1
3 5
yt

i)

3a)r:y=x-1;bym:y=-1;
1 3
Yy=—X+—;d)t:y=2-
c)s:y 5 5 Ytoy X

3
e)g: X=—;fb:y==
)9 5 )bry=—x
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4)

5)a)
it
3] A
/ ¥ = mx
_2 ’,/’(Ej/l *
/
b)
vt
IN@
-2 3\}{
-2 ¥ = mx
(]

6) Paralelas: a,cyf;bye

Perpendiculares: ayb; byc;cye;aye;byfieyf

7)ri: 3x+2y —6 = 0; ro: 2x-3y+9=0;r3: 2y +3=0;rs:x—3=0;
rs: 3x+2y—19 =0

8)a) Por ejemplo:

p(12}q-2,1}R(0, .
5 55 5
b) Pertenecen P, y P4

9)a)y=—x+7;b)y=x+4
10) x=2_y 6 x+1_y-4

-3 4 3 -4
1
M)y=——x-4
)Y 2X
12) k=3
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13)a=-9
14)a)
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f) s))

15)a)a; >0,a2 <0, |ay| = |azl; a;>0,a2>0, |as| > |az]

b)ci>0,c0<0; ¢)hi>0,ho <0 d)hy{>0,c1<0,ha<0,co>0

16)a) a > 0 (la parabola se abre hacia arriba), b < 0 (la abscisa del vértice es positiva
y a>0), c >0 (lainterseccién de la parabola con el eje de ordenadas es positiva)

b) a < 0 (la pardbola se abre hacia abajo), b < 0 (la abscisa del vértice es negativa
y a<0), c<0 (lainterseccién de la parabola con el eje de ordenadas es negativa)

17)Cz—l,ceR
8

2
18)a)y:3[x—§j —%;V(%,—%} eje de simetria X =§;
P l 0|; P2 (1,0); P3 (0,1); ——l (minimo); =3 X—1 (x=1);
1 3’ ; P2(1,0); P3 (0,1)] y 3 Y 3 ;
102 (1 1 1
b)y =—4(x—§j ;V(E,Oj;eje de simetria x =§; P; =P2[§,OJ ; P3(0, —1);

1 2
y = _4()( —E] ;¥ =0 (maximo) ;

2
c)y=2 X+l —l;V—l,—i, eje de simetria x:—l;
8 32 8 32 8

P, (0, 0); Pz(—%,OJ . P3(0, 0);

324



Funciones

y= —31—2 (minimo); y = 2x (X +%j

d) y = (x + 3)%— 4; V(=3, —4); eje de simetria x =—3; P1(=1, 0), P2 (=5, 0), P3(0, 5);
y =—4 (minimo);
y=(x+1)(x+5)
e)y=(x+ 3)2 + 1; V(=3, 1); eje de simetria x = —3; No existe interseccion con el eje x;
P3(0, 10); y =1 (minimo); y=(x— (=3 +i)).(x — (=3 —1i))
fly= 2x° — 8; V(0,-8); eje de simetria; x = 0; P1(2, 0), P2(-2, 0), P3(0, -8);
y =—-8 (minimo); y = 2(x — 2)(x + 2)
!l"n

m

1 2 X
if
1
19)p=——
)p 2
200h>20h<-2
21)a) k = 12; xp = 4; b)k=-7;x,=6
22)a) k=9; x1=%x2=3; b) k=5;x1=x2= —%
23)a) x*~x—12 = 0; b) x*~10x+25 = 0 ¢) X’—4x+1 = 0; d) *-4x+5=0
24)a) 1; b) 4; c)0;
d) n*=2n*+1 = (n*=1)%  e) (3x—1)%
f) X% @) (x—4)%; h) a+b-3
25)a)
3o /
—1; i} 2 %
S
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b)

26)a) 1<x<7
"A012346678%8
b) 2<x<3

32101 2 3 4

c)x<26x>5

- "

o1 2 3 4568 7

d) XS—% o] xz%
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28)a) x=0; b) No presenta ceros c) No presenta ceros d)x1=-2,x2=2

29)a) Vv, b)V; c)F, d)F, e)V; f)V
30)a=5;

31)a) m = —% ; b) p(x) = 3(x+2)(x —1)(X + %)

1 1 1
32)a) p(x) = 2(x — 1)(x + 1)(x +Ej b) q(x) = —3(x — 1) [x +§j (x —ZJ

c) r(x) = (x =1)%(x — 3)(x — 2)

60 x4 2 ) ey [x - 1
d)s(x)=6(x+1) (X + 3) (x=3) (X 2)

33)a) 4; b)xs=1;  ¢)p(x)=(x +2)*(x-1)

34) p(x) = (x - 2)°(x + 1);

35)c

36)i)a) p(x) = (x + 4)(x + 1)(x— 1) b) En (—o, —4) U (-1, 1) es negativo.

En (-4, —1) U (1, +x), positivo. €) p(x) = +o0 Si X >+, p(X) > —00 Si X >—
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v
R
-4 {/1 :&’
-4
d) +
ii)a) q(x) = x(x+3)(x=3) b) En (w0, =3) U (0, 3) es positivo. En (=3, 0) U (3, +wx),
negativo. €) g(X) > —o0 Si X —>+00, q(X) —> +00 Si X >— 0
d)

[eley]

3 7 i Y

iii)a) f(x) = xzv(x—1)(x—3) b) En (—xo, 0) U (0,1) U (3, +x) es positivo. En (1, 3), negativo.
c) f(x) > +oo six 5>+,  f(X) > +0 Si X >— 0
d)

vt

()

—

37)a) p(x) = (x—1) (x—2), la solucién no es Unica.
b) q(x) = 6x* (x—2) o bien q(x) =ap (x — 2)5, la solucion no es Unica.
c) r(x) = —9x2(x+i) (x—i) o bien r(x) = ap X x— 4i) (x + 4i) ), la solucién no es unica.

38) p(x) :% X(x+1)(x=3)

39) p(x) = —% (x=1)(x=3)(x+2)
40)3) X1= 2, X2 = —3, X3= —i, Xq4= i

1
b) X1:§,X2:—3, X3=2;¢)X1=0, x2=—1, X3=1, Xa = 2i, X5 = —2i

yX3=1, Xqg=-2

N| =

d) X1=—3, Xo=—

41) f(x) > 0 si—,|— <x<00x>\/§
f(x) <0 six<- E oO<x<\/§
5 5

o]
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1
42)a)D=R-{2},y = 2 asintota horizontal, x = 2 asintota vertical.

s

2

-

3
b)D=R,y= Z asintota horizontal.

43) f(x) = 2x+3
X+2
44)a) (-3, 2) b) (—w0, —5) U (=2, +o) c) [-1, +2) U [4, +o)

CAPITULO 3: FUNCIONES ESCALARES TRASCENDENTES

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 Funcién exponencial - 3.2 FUNCION LOGISTICA -
3.3 Funcion logaritmica (pag. 246)

1)a)D=R, Cl= R (para ambas)
b) y; es creciente en todo punto, y, es decreciente. Las dos funciones pasan por (0, 1).
Para yq: Si x - —0, y — 0; si X —> +00, y — +o0.
Para yo: Si x >+, y — 0;
si X - —0, y — +o0. Ambas son simétricas con respecto al eje de ordenadas.
Y

¥
¥ y=2
¥ (2)
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2)

=1y 3 =y
W (2) Y_(E)

y=(" ¥
]
y:(%fx 4
y:—l%)x y:3.(1§)x
3)a) 3;b L
aja=95,0=—;
3
3
b)a=5b=—
2
4)a)f " R"> R/y=log, x
Y =i
4 R
\,f=|c-g4><
W
+ ; 4 :}{

rFy
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5)
ya
o
7 .
y=loglx +1
z
y=log]x
y:logl(x+1j I
z
‘51";
7 ’x
yelog, (14
¥
\,-'=Iog1><
Iz
y=log, (25)
53
71 2
6)_1 A
10 3
7)a) 4,9; b) 3,32; c) 5,32; d) 6,22; e) 3,58; )1,42
8)a)x:0c')x=—%; b)x=16x=3; C)x=26x=-1,; d) x=0;
e)x=4; f)X—1 (')X—g' g)x=2; h) x = 5;
; 5 5’ ; ;
i) no existe solucion; )x=1,x=125
9)a)(1,2); b)(2,3)6(-2,3)
10)M =12, k=2

PROBLEMAS DE APLICACION 3.1 Funcién exponencial — 3.2 Funcién logistica -
3.3 Funcion logaritmica (pag. 247)

1)a) r = 103,5 miles de millones; b) t=1,99 afios.

2) p=271828

3)a) k ~ 0,0103; b) p ~ 376 millones.

4) t ~ 30 dias

5)k=9,37.10"°

6)a

t 0 1 2 3 4 5

f] 1 | 2 | 4 | 8 |16000 32000
000 | 000 | 000 | 000

b) f(t) = 1000.2";
c) f(50) = 1,126.10"® bacterias;
d) t=4,9 horas
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7)a)

t|1 0 1 2 3 4 5

P| 0| 252 | 345 | 380 | 392 | 397

b) no; ¢) no tiene solucién; d) 1,38 dias

8)a) p = po e* b) 0,87 ~ 1 dia

9)a) k = 0,058; b) t = 31 dias

10)a) 667 bacterias; b) 13 bacterias; ¢) 8,83 ~ 9 dias; d) 7,67 ~ 8 dias

11)a) k=-0,045; b) y=6,38 g

12)a) En 1900: m = 1,4 ; en 2000: m = 1,96 ; en 1600: m = 0,51; en 1550: m = 0,43
b) 2100 y 1500, aproximadamente

13) po = 77,82 mgrs.

14)a) e =2,510"110"°™ o bien e = 1015m+og25.10"" ;
b) e=25 101,5m+11 :
c)e= 2,5.1014 ergios.
15)a) k = 0.0103; b) 376 millones
16) 0,4 g
17)a) m = $ 29 836,49; b) t =2 afios, 9 meses y 14 dias.
18) t=7 afos, 8 meses y 12 dias
19) r=13,86% 20) p=$4303,5
21)a) 666 863 bacterias; b) 13 498 bacterias; c) 1,83 dias
22)a) Funcion logistica; b) h max =120 pies; c¢)h ~4,27 pies; d)t~ 25 afios
23)s = 12,4 a>°
24)p=3
25) n = 182 células
26) y = 5,934 x>
27)a) e = 1015 : p) e = 10" ergios
logs —logsg
log(1+c)

29) 64,9 decibeles
30)a) 26 749 afios; b) 30 %

28) r =

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 3.1 Funcién exponencial. 3.3 Funcién logaritmica

(pag 251)
1) b; 2) a; 3) c; 4) a; 5) d; 6) b; 7) a; 8) c; 9) b; 10)d; 11)a; 12) d;13) d; 14) c; 15) b; 16) c

AUTOE)/ALUAQI(')N N° 7: FUNCION EXPONENCIAL. FUNCION LOGARITMICA.
FUNCION LOGISTICA (pag 252)

1) Se trata de una funcion exponencial cona > 1, a € R.
!l'n.

el )

hi)

2) D = (3, +)
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1\* . _ X
3)a) f(x) = S(Ej b) Admite inversa, f':R" > R/f 1(x): log 1 3
2
vt
f
-1

3

0 3 X
4)M=300,k=4,a=2
5)a) escucharon el rumor aproximadamente 571 estudiantes b) a los 7 dias
6)x=8

- . In0,8 -
7)a) Funcién exponencial. b) k = 5 c) 6,37 gramos d) 15,4 afios.

8) 1,3 minutos

9)a) y =107 . 1,67° b) 3 045 882 células
10) 12 dias

11)a) p = 4.e"5? b) 85,3 kg.
12)a) Funcion logistica b) 2392 dias

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.4 Funciones trigonométricas (pag. 277)
1)
Vo i
3 3

am

' e am
0 P ¥ T d
W W

-1

-3

llllldl

11 £
bl |:| ;{
y f
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NV VAN

VANV FANN

/

R NVVEIRNVZEENE

ANAN

i

2w

3)

%ﬂ

[

a
+
S
b
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Y=t
| Jj
z T *

4)a) iv; b)ii; c)iii; d)i

5)

o=

(h)

" in am FER

periodo p =4n, amplitud a=2,fasec=0
7) y = =3cos(2x) amplitud a = 3, periodo p ==, fase c=0
8) y =1 + 2sen(2x) amplitud a = 2, periodo p =&, fase c=0

PROBLEMAS DE APLICACION 3.4 Funciones trigonométricas (pagina 279)
1)a) La temperatura maxima es de 15°; b) La temperatura minima es de -5°;
c) 6,28 meses; d) Al inicio y cada 3,14 meses
2)a) funcion trigonométrica; b) f(6) = f(18) = 22°C; f(12) = 27°C
c) La temperatura diaria maxima es de 27°C d) La temperatura diaria minima es de
17°C; e) cada 24 horas.
2
3) f(t) = 0,6 sen Ty
5
PRUEBA DE OPCION MULTIPLE 3.4 Funciones trigonométricas (pagina 279)
1) b;2)d;3)a;4)c;5)c;6)b;7)a
AUTOEVALUACION N° 8 Funciones trigonométricas (pagina 280)

1) Amplitud: 2  Periodo: 2r Fase: % unidades hacia la izquierda
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A0 A
NS

2) Amplitud: 3
Periodo: 2n
Fase: © unidades hacia la izquierda

¥

¥ = fiud

-2n - T 27

-1 y = senx

3)a) Funcién trigonométrica

b) Alas 12 hs es de 27 °C. A las 18 hs es de 20 °C.
¢) La temperatura maxima es 27°C

d) Desfasamiento: 6 hs

1 T
4)y=2sen| —x - —
)y sen(z 2]

Amplitud: 2
Periodo: 4n
Fase: n unidades hacia la derecha

5) a)

3
20

[N
VARV,

b) amplitud: 220, periodo: % , fase: 0

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pag. 285)
1)a)
¥ ¥t
1
2 _[5] = 3"

X

b) y4 es creciente para todo valor de x, y, es decreciente.
Parays: Six —> -0,y >0
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Six > +0, y — +oo
Para y, : Six — —0, y — oo
Six—> +0,y >0
¢)D=R, CI=R"
d) Para el dominio y el conjunto de imagenes definidos en (c) ambas funciones admiten
inversa.

2)
¥1
it X
] y=e"
(a) /
+ e +
T ¥
\C:I
/ o
f__,.._— H
X
(h
1o
3)a)a= L b)a=4
5
4)a)y = 1,2"
1 2 3 5 10
y | 1,2 (1,44|1,72]2,48833|6,191736
8 4
b) y=0,3"
x| 1 2 3 4 5
y 10,3 [0,09]| 0,027 |0,0081] 0,00243

55a)D=R b)D=R-{0} ¢c)D=R
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6)a)
¥
y=2"
T
1 /y = log,x
/1 X
b)
vt
_[A*
¥ ‘[2] L
'}{
¥ = logq x
z
7)
}l’a;
(c
! (b
1 3 #
i)

2 1 3 3 43
8)a) 3;b)-2;¢c)2;d) —:;e) —;f) ——:;9) = ; h) —
)a) 3; b) -2; €) )3 ® 2 ) 2 9 2 )10

1
9)a) 1,4650; b) 1; c) 0,6826; d) 2,0794; e) 2,7213; ) — >
10) Si, x=1
11) Los logaritmos son negativos para los valores de x comprendidos entre 0 y 1

12)a) y > 0 para los valores de x comprendidos entre 0 y 1;
b) y < 0 para los valores de x mayores que 1; ¢)y =0 para x = 1.

1
13)a)logx=Ilog5+loga+logb b)logy= g(loga+2log b —log c)

c)logx=-2loga-— %Iog b-3logc d)logx=log 3+ loga-—log (b*—a)
1
2
14)a) 2,73; b) 1,47; c) 0,84; d) 1,63; e) -0,83; f) 4,2

2
e)logy=3loga+2logh f)logx= Ioga+2logb—§Iogc

338



Funciones

3 1
15)a) 2; b) 73; ¢) logm.a 2 ; d) 1,37; e)log a’.b3 ; f) log ’%
y

16)a) —2; b) 9; ¢) 3/16 : d) %;e)tf) ;; g) 2,117; h) 0,1353; i) 64

17)a) x=—1;b)x=-3 6 x=2;¢)x=206x=1; d) x=8,0839;
e)x=-306x=2;f)x=26x=1;9)x=0,3663; h) x=2 06 x=-1;

i)x=3 0 x=2;j)x=2; k) x=46x=3;1)x=2,0244

18)a) x =6; b) x = 5;¢) x =3; d) x =30; e) x=3; f) x =7; g) No tiene solucion;
h)x=16x=32; i)x=16x=100; ) x=2306x=-1,3; k) x=3

19)a) x=9, y:% ;b)a=1,b=2; ¢)x=-3,y=2

20)a) ¢ = 4, k = —0,416;

b) c=0,67, k =0,402
21)

vt
5 i
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24)i)a) y = h(t); b) y =f(t); c) y = g(t)
i)a) y = g(t); b) y = h(t); ) y =f(t)
25)i)a) Amplitud: 4, Periodo: 2 b) y=4sen(x + n) ¢) Desfasamiento: &t

ii)a) Amplitud: 3, Periodo: n; b)y= 33en(2x+g); c) Desfasamiento:%
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PROBLEMAS INTEGRADORES Funciones (pag. 290)
5

1)a =—X

Ja) y 9

o =

b) 83,33 m®
2)a) b(x) = 2x* + 10x — 12

—

\ T

| \Jf ’
b) mas de un kilo; €) 7 kg.
3)a) T>0 si0<t<12;T<0si12<t<24
b)
T‘/\
+ 12\_/24>t
4)a) k =—0,00012; b)t=11552 afios

6-m

5)a)ym=5; b)l=1l. 10 25
12-2m
I=1p. 10 5

6)a) 0,4 tn y 3 tn; b) obtiene una pérdida; ¢) entre 0,4 tny 3 tn
d)

ooty s

SRV,
X
7)a) p(t) = . N
1412¢7002t"
8)a) 110; b) x =50; ¢) x =85

9)a) y= 10.e70:049t . by 5o
10)a)

-

b) 6258 millones; ¢) en el afio 2030
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i ¥
|
Wi %"

b) $2,73; c) la ofrecida.

11) p(0) = 1,96; p(20) = 12,86; p(40)=52,15
12)a) y = 0,06x + 4; b) recta; ¢) 13 mm; d) 400 grs.
13)a)

71 "\ kata
q kg.

b) El rendimiento maximo sera 17 ha para una dosis de 3h— ;
a a

¢) el rendimiento sera nulo para una dosis de 7,12 k_g .

14)a) t < 5. La poblacion se extingue para t = 5.
b)

nitit

c)r:OSit:W/g;
2

r>0para0<t< %

15)a) funcién exponencial;

b) 300 000 ddlares

c) 189 736,66 dolares; d) 7,56 afos.

16)a) x = 10; x = 20; x = 30;

b) p = 0,30 (exportado)

17) Para que la ganancia sea de $ 1200 debera fabricar 60 unidades.
18)a) y = 19 915.6%°1: b)19 915 : 19) %

20a) Si, ala semana y media y a las seis semanas y media, aproximadamente.
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Tofoz 1 2 4 B 7 i

c) La poblacion A es mayor que la poblacion B hasta la semana y media y entre las
cuatro semanas y las seis semanas y media, aproximadamente. Es menor entre la
semana y media y las cuatro semanas y luego de las seis semanas y media.

21) 20 k_m

h
22)a) 20 000, 10 000 y 8000 suscriptores.
b)

40

nix

i s
c) La asintota horizontal es y = 0. Con el transcurso de los meses el nimero de
suscriptores tendera a ser nulo.

23)a) La proporcion de la poblacion que hara donaciones después de 10 dias de iniciada
la campania es de 0,275428538 es decir el 27,54 % de la poblacion. Después de 20 dias
ascendera al 44,25 % aproximadamente.

b) Concluimos que como maximo el 70 % de la poblacion realizara donaciones a medida
que transcurran los dias de iniciada la campafa.

24)a) El volumen de ventas sera aproximadamente 6321,21 ddlares al mes.

b) Las ventas descendieron de 3934,70 ddlares a 951,63 dolares es decir 2983,07

ddlares menos. Podemos decir entonces que las ventas decrecieron practicamente en un
75,81 %.
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