Operadores Maximales en Espacios de Orlicz

Universidad Nacional del Litoral
Facultad de Ingenieria Quimica
Departamento de Matemaética

Tesis Presentada para obtener el titulo de
Doctor en Matematica
Especialidad: Analisis

Bruno Bongioanni

Director: Eleonor Harboure
Co-Director: Liliana Forzani

Defendida ante el jurado compuesto por: Dr. Hugo Aimar

Dr. Carlos Segovia
Dr. Felipe Zo

Febrero 2004






Agradezco enormemente a mis directoras, por su constante dedi-
cacion y apoyo, tanto en lo académico como en lo personal, du-
rante estos cuatro anos. También a CONICET y UNL por brindar
el soporte economico para la realizacion de este trabajo.






Resumen

Sea (€2, ;1) un espacio de medida finita, L?(Q) y LY (Q) espacios de
Orlicz asociados a las funciones de crecimiento ®(t) = fot a(s)dsy

U(t) = fot b(s)ds, donde a y b son positivas y continuas definidas
en [0,00). Uno de los propdsitos principales de este trabajo es
determinar la relacién entre las funciones a y b para afirmar que
un operador 7', sublineal, homogéneo positivo, de tipo débil res-
tringido (p, p) y de tipo fuerte (0o, o0), mapee LY(Q) en L?(Q),
estudiando desigualdades modulares. Si los espacios de Orlicz que
intervienen son provistos con la norma de Luxemburg, los re-
sultados implican acotaciéon en dicha norma. La relaciéon que se
encuentra en a y b es ajustada, ya que se prueba que es necesaria
para la acotacion de los operadores maximales laterales de pro-
medios Cesaro. Se realiza el mismo analisis para operadores de
tipo débil (condicién maés fuerte que la de débil restringido) don-
de el operador modelo es la maximal de promedios p. También se
tratan desigualdades alrevés, que son usadas para determinar el
espacio de Orlicz al que pertenece una funcién cuando se tiene in-
formacién sobre alguna maximal. Las técnicas empleadas sirven
al estudio de otras maximales menos conocidas de tipo Cesaro
fraccionarias (maximales laterales Cesaro y maximales laterales
fraccionarias aparecen como casos particulares), para las que se
obtienen desigualdades en norma. Ademas, se obtienen resulta-
dos para composiciéon de operadores y operadores que se sabe son
acotados en espacios de Lorentz con indice intermedio entre 1 e
00.
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Introduccion

Las técnicas de interpolacién real, constituyen hoy en dia una herramienta esencial
para obtener propiedades de acotacion de operadores. Hasta en los casos mas basicos del
analisis armoénico, como la funcién maximal de Hardy-Littlewood y la trasformada de
Hilbert, el Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz aparece en todos los textos como
respuesta para tratar el comportamiento sobre los espacios de Lebesgue. Sin embargo, cabe
destacar que el primer resultado de Riesz en 1925 sobre la acotacion de la trasformada de
Hilbert en LP, para 1 < p < oo usaba métodos complejos y el Teorema de Interpolacion
de Riesz (un tratamiento de este tipo puede verse en [5]).

En 1939 aparece el Teorema de Interpolaciéon de Marcinkiewicz, con una técnica de
variable real que da una prueba mucho mas simple y extensible a una amplia clase de
operadores, totalmente diferente de las ahora viejas técnicas de Riesz y teoria analitica
de funciones complejas.

Una versién simple y muy 1til de este resultado, dice que si un operador sublineal
es acotado en L* y satisface una desigualdad mas débil que ser acotado en LP, con
p > 1, entonces es acotado en todos los L? intermedios (p < ¢ < o). La desigualdad
débil mencionada, que llamamos tipo débil (ver definicién 1.16), es satisfecha por muchos
operadores, no asi la acotaciéon fuerte.

Posteriormente en [10], R.A. Hunt, debilita atin més las hipdtesis sobre el operador,
requiriendo lo que llamamos tipo débil restringido (ver definicién 1.17), y obtiene las
mismas conclusiones de acotacién en L4 que en el caso anterior. Sin embargo, es razonable
suponer que de alguna manera se deberia notar la diferencia entre un operador que es
solamente de tipo débil restringido y no de tipo débil con otro que si sea de tipo débil.
El problema yace en que la escala de los espacios de Lebesgue, no es suficientemente
rica para este fin, ya que cualquier espacio intermedio L? con ¢ > p, en algin sentido
se encuentra demasiado lejos del LP como para apreciar la diferencia que presentan los
dos tipos de operadores. Resulta entonces natural, ampliar la escala de espacios para los
que se obtengan resultados de interpolacién considerando, por ejemplo, la familia de los
espacios de Orlicz y estudiar el comportamiento de los distintos operadores sobre estos
nuevos espacios.

Esta idea, quizas solo una curiosidad al principio, cobré impulso cuando en el trans-
curso de un seminario dictado por F. Martin Reyes nos enfrentamos con un operador
util en problemas de diferenciacion, el maximal de promedios Cesaro-a, con 0 < a < 1,
que tiene exactamente estas propiedades: es acotado en L>°, es de tipo débil restringido
(1/a,1/a), y ademads, no es de tipo débil (1/a,1/a).

Este problema inicial, que tratamos en el Capitulo 2, dio lugar a una serie de interro-
gantes y nuevas situaciones, tratando otros operadores con diferentes propiedades en los
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v Introduccion

extremos y estudiando su comportamiento con toda precision sobre los espacios de Orlicz.

Todas las situaciones para las que extendemos las técnicas de Marcinkiewicz a espacios
de Orlicz, estan basadas y guiadas por ejemplos concretos, que a su vez muestran que los
resultados obtenidos a través de las interpolacién son optimos.

En este trabajo, resolvemos el problema de hallar condiciones necesarias y suficientes
para que ciertos operadores satisfagan desigualdades que permiten acotaciones entre es-
pacios de Orlicz, suponiendo conocido el comportamiento del operador en dos extremos.
En los Capitulos 2 y 3 tratamos y comparamos operadores con propiedades de tipo débil
(p,p) y débil restringido (p, p), para p > 1, y acotado en L. Nuestros modelos seran la
maximal de promedios p, y la de promedios Cesaro 1/p, definidos el intervalo [0, 1] con la
medida de Lebesgue, o con un peso en alguna de las clases de pesos més conocidas.

En el capitulo 4 tratamos el problema de operadores que mejoran, esto es, que aplican
espacios de Lebesgue LP en L9 con q > p, y que son de tipo débil restringido en un extremo
y fuerte en el otro. Nuestro modelo aqui es una maximal fraccionaria asociada con los
promedios Cesaro.

En el Capitulo 5 presentamos resultados de acotacion para un operador que es compo-
sicion de operadores que satisfacen cierta desigualdad que implica el tipo débil restringido
y acotacion en L juntos, como por ejemplo, la maximal de los promedios Cesaro oy
probamos que el resultado es éptimo. También tratamos un caso de maximal fuerte rela-
cionada con los promedios Cesaro en R™ que, por su forma, puede resolverse por medio
del caso unidimensional.

En el Capitulo 6 damos un teorema de interpolacion que permite englobar los resul-
tados expuestos en el Capitulo 2. Ademads, se trata el caso de operadores que combinan
tipo restringido y tipo débil en los extremos. Aplicamos las conclusiones a un operador
que surge en el estudio del operador maximal del calor correspondiente a expansiones en
series de funciones de Laguerre en R*, como ha sido mostrado por R. Macias, C. Segovia
y J.L. Torrea. También, dedicamos una secciéon al problema en que el espacio no es ne-
cesariamente de medida finita, y reunimos las versiones correspondientes de los teoremas
desarrollados en capitulos precedentes.

En casi todos los casos que tratamos hemos elegido trabajar con operadores que actian
sobre funciones definidas sobre un intervalo finito de la recta real. La eleccién del caso
unidimensional se ha hecho para facilitar las cuentas cuando queremos probar que las
condiciones encontradas son éptimas. De hecho, todos los resultados, permanecen inva-
riantes para el caso n-dimensional. Por otra parte, nos decidimos a considerar espacios de
medida finita ya que, por un lado en este caso los espacios de Orlicz estan ordenados por
la inclusién dependiendo de la forma en la que las funciones de crecimiento se comportan
en el infinito. Por otra parte, el tipo de resultado que buscamos tienen como arquetipo el
resultado de Stein sobre la funcién maximal de Hardy-Littlewood, en el que se afirma que
si f tiene soporte en una intervalo I de R y pertenece al espacio Llog(2 + L)(I) enton-
ces M f es integrable en I. Este es un resultado esencialmente de medida finita sobre el
comportamiento local de la maximal para una funcién con soporte en una intervalo. La
diferencia con el caso de medida finita que planteamos es que cuando tomamos M f para
x en I, consideramos promedios sobre cualquier intervalo en la recta y no necesariamente
contenido en /. Sin embargo, sabemos que para una funcién con soporte compacto, las
dos maximales resultan equivalentes. Esto también sucede para todos los operadores ma-
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ximales que consideraremos en este trabajo. De aqui que, resultados locales como los de
Stein, se pueden deducir de los que damos para medida finita.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo inicial daremos un breve vistazo a los conceptos basicos requeridos
para la lectura de esta tesis. Muchos de los resultados son conocidos por aquel lector que
ha estudiado un poco de Analisis Real. Resultaria muy extenso si incluyéramos todas las
demostraciones. El lector interesado podra consultar la bibliografia citada. Sin embargo,
para mayor claridad, e incluso para una mayor comprension de las técnicas a desarrollar en
capitulos posteriores, incluimos algunas pruebas, en particular, las de aquellos resultados
que no suelen encontrarse en la bibliografia tal como los necesitaremos.

1.1. Distribucion y reordenada de una funcién

Sea (€2, 1) un espacio de medida, denotamos por M(2) al conjunto de todas las fun-
ciones medibles con dominio €2 y valores en R. Si f es una funcién en 9M(2), llamamos
funcion de distribucion, a la funcién gy : [0, 00) +— [0, 00| definida por

pp(t) = p({zr € Q: [f(z)] > t}) , para t > 0.
También definimos la funcion reordenada de f, por
[ (s) =if{t >0: ps(t) > s}, para s> 0.

La funcién distribucion y la funcién reordenada tienen las siguientes propiedades (ver
[23] pag. 189, y [1] pag. 37,41 y 44).

Proposicién 1.1. Para toda [ y g en IM(R2), tenemos
(1) pry f* son no-decrecientes y continuas por derecha.
(1) ps(f*(t)) <t para todo t > 0.
(1) f oy f* tienen la misma distribucion.
(1v) Si f < g, entonces puy < pg y f* < g*.
() Jolf gl < 7 £(5) g*(s)ds.
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1.2. Espacios de Lebesgue: los L”.

Si0<p< oo, el espacio de Lebesque LP, se define como

(@) = {fem@): [ I <o}
en el caso de que p sea finito, y
L) = {f € M(Q) : existe un nimero M > 0 tal que pus(M) = 0}.

Denotamos simplemente L” cuando el conjunto €2 esté sobreentendido.
Para p > 1, podemos definir una norma en LP, la norma p,

rwf{émﬂw, (1)

[flloe = Mf{M >0 pp(M) = 0},

en el caso p = 0o. Con esta norma, el I” es un espacio de Banach. Cuando 0 < p < 1, la
cantidad (1.1) anterior no es una norma en L. Sin embargo, [, |f|? es una distancia que
hace del LP un espacio de Frechet.

Si €2 tiene medida finita, los espacios de Lebesgue estan ordenados por la inclusion, ya
que si 0 < p < ¢, entonces LP C LA.

sip<oo,y

1.3. Espacios de Orlicz
Llamaremos funcion de crecimiento, a una funcién ¥ : [0, 00) +— [0, 00| no decreciente,

tal que lim;_,o U(¢) = ¥(0) = 0 y lim;_,o V(t) = 00. El espacio de Orlicz asociado a una
funcién de crecimiento W, es el conjunto definido por

LY(Q) = {f e M(Q) : /Q\If(e|f\)du < 00 para algtin € > 0 }.

Escribimos simplemente LY cuando el espacio de medida subyacente esta sobreentendido.
En LY, definimos el siguiente funcional

Hf||\lf=1'11f{5>0:/ﬂ <|f|)d <1} (1.2)

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [6].

Proposicién 1.2. Sea ¥ una funcién de crecimiento y f perteneciente a LY.

£l <1 siysdosi [ w(shdust (1.3)
Q
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Sea v un ntmero real, decimos que una funcién de crecimiento ¥ tiene un tipo inferior
en el infinito! v, si existen constantes to > 0y C > 0, tales que

U(st) < Cs"¥(t) paratodo 0 < s <1y todo st > t. (1.4)

Por otro lado, decimos que V¥ tiene un tipo superior en el infinito v si existen constantes
to >0y C >0, tales que

U(st) < Cs"W¥(t) paratodo s> 1y todo t > . (1.5)

Si la funcién ¥ tiene un tipo inferior positivo en el infinito, el funcional (1.2) define
una casinorma en LY, como lo indica la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3. Sea ¥ una funcion de crecimiento.
) |[flle =0 si, y sdlo si, f =0 en casi todo punto.
@) X flle = |\l | f|lw, para todo N € R y f € LY.

(1) Si pu() < oo y U tiene un tipo inferior positivo en el infinito, entonces existe una
constante C' tal que

1f +glle < C(fle + llgllw),
para toda f y g en LY.

(1v) Si U es conveza, entonces

1f +glle < [ fllw + llglle,

para toda f y g en LY.

Demostracion. La propiedad (1) se deduce de la continuidad de W en 0 y del teorema de
la convergencia dominada. La propiedad (11) es una simple consecuencia de la definicién
de infimo. Para probar (1v), observando que si f y g pertenecen al espacio LY,

/|l 91w
[ flle +Nglle  [1flle +llglle

=1. (1.6)

La hipoétesis de convexidad de W nos permite obtener

/\I,( |f + 4] > J
o \Ilfllw+llglle
menor o igual que

||f||w1f ( |f| ) ||9||\11 < |9| >
_— \\ d _ s d
1£1lw + 9lle / 17w ) T + ol / lglle )

!Estas definiciones de tipo inferior en el infinito y tipo superior en el infinito se deben a que se exigen
la desigualdades correspondientes para valores grandes de ¢, y se da la definicidn tipo inferior global y
tipo superior global cuado exigimos las desigualdades para todo ¢ > 0.
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y por la Proposicién 1.2, esta expresion es menor o igual que 1.
Dado que (1.6) es menor o igual que 1, por la definicién (1.2) obtenemos

1F+glle < [fllw + llglle-

Para probar la propiedad (111), dado que ¥ es no decreciente, si f y g pertenecen a

LY, tenemos para C' > 0,
f +9| )
L d 1.7
| (et ) D
menor o igual que

QVI) (2m|>
v d Vo ) de 1.8
‘Am>ﬂ} (C”ﬂW M%iAﬂ<m} Clgls) (18)

Como V¥ tiene un tipo inferior positivo en el infinito, existen constantes v, D y t, tales
que, si C > 2,
2
/W( VI)d
o \Clflle
resulta menor o igual que

\11 (%P) 4(Q) + D (%)7 /{Um} ¥ (H‘fiﬂz) . (1.9)

I lw

Por la proposicion 1.2,

VI) (VI)
v g . o

y como Y es continua en 0, podemos elegir C' suficientemente grande para que la expresién
(1.9) resulte menor o igual que 5. Observemos que C' depende de £(£2), ¥ y las constantes
de la desigualdad que da el tipo inferior en el infinito, pero no de f. El mismo razonamiento
puede ser aplicado al segundo miembro de (1.8), para obtener que (1.8) sea menor que 1.
Finalmente, como (1.7) es menor o igual que 1, por la definicién 1.2, resulta

If 4+ glle < CULflle + [lgllw)-

]

Como lo indica la proposicion anterior, cuando la funcién ¥ es convexa, el funcional
(1.2) es una norma en el espacio de Orlicz LY. A esta norma se la llama usualmente
norma de Luzemburg . En el caso en que U sea una potencia, WU(t) = t¥ con p > 0,
tenemos LY = LP, y si p > 1, la norma de Luxemburg coincide con la norma p dada por
(1.1).

Una funcién ¥, es equivalente a otra funcion Wy, v lo denotaremos Wy ~ Ws, si existen
constantes no negativas ty, ¢; v ¢ tales que

61\111(61 t) < \I/2<t> < CQ\Ijl(CQ t) Vit> to.

Si 2 tiene medida finita, es inmediato que, si ¥; es equivalente a Wy, entonces LY (Q) =
L¥2(Q). El reciproco también es cierto cuando la medida p tiene cierta continuidad, como
lo indica la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.4. Sea (Q, ) un espacio de medida, con () < oo, tal que para todo
conjunto E C Q y cualquier nimero § < u(E), siempre podemos encontrar un conjunto
medible F C E tal que u(F) = 6. Sean ¥ y ® funciones de crecimiento. Si LY es un
subconjunto de L®, entonces existen constantes C y t, tales que

B(t) <CU(CH) V>t (1.10)

Demostracion. Supongamos que (1.10) no sea cierto. Entonces, podemos elegir una suce-
sién creciente de nimeros {s,}°; tales que

D(s,) > 2" V(2" s,) (1.11)

Dado que VU es una funcién de crecimiento, podemos tomar s; tal que W(2s7) > 1.
Por las propiedades de p, podemos elegir una coleccién de conjuntos medibles { £, }22
disjuntos, tales que
1(92)

E)=—->--—_—
H(ER) (2 s,,)
para todo n > 1.

Consideremos la funcion

fla) = {271\11(2" sp) siz e B,

0 six & U Ey,.

Esta funcién esta en LY, ya que

/Qwﬁzifnw)

p(En) W (2" s0)

|
(]

Por otro lado, f no pertenece a L®; en efecto, sea 0 < € < 1, entonces, existe un entero
positivo n, tal que €2" > 1. Por consiguiente
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La siguiente proposicién serd de gran utilidad en las técnicas de demostracién de los
capitulos que siguen.

Proposicién 1.5. Sea b : [0,00) — [0,00) y

Si (Q, 1) es un espacio de medida o-finito (ver [7]) y [ € M(Q), entonces

[ wts@ine = [ sensts)as (1.12)

Demostracién. Por la definicién de W, el miembro derecho de (1.12) es igual a

/Q ( /0f<x>b(s)d8> du(z)
= /Q (/000 X{r:r<|f(x)|}(8>b($)d8) du(x)
= [ (] xecsnntsias ) duta.

y por el teorema de Fubini-Tonelli (pdg. 65 [7]), tenemos que lo anterior es igual a

/0°° (/Q X{y:s<|f(y>|}(ﬂf)b(s)du(g;)) ds
- /000 ( /Q X{y:s<|f<y>}(ﬂf)du(x)b(s)) ds

N /Omu({y s < |f(y)]}) b(s)ds,

que es el miembro izquierdo de (1.12). O

Consideremos el espacio [0,1] con la medida de Lebesgue y la funcién en 9t([0, 1])
definida por
X(0,1/2)(7)
flz) = (0,1/ 2) _
xlog®(x)
La funcién f es un ejemplo de una funcién que pertenece a L', pero no pertenece a ningtin
espacio de Lebesgue LP con p > 1.
Cuando ampliamos nuestra gama de espacios, y miramos los espacios de Orlicz, obte-
nemos que toda funcién de L! estd en algin espacio de Orlicz estrictamente contenido el
L', como lo muestra la siguiente proposicién.

Teorema 1.1. Sea p(Q) < oo y f una funcién en LY(Q)). Entonces, existe una funcién
U de la forma
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con b creciente a infinito y continua, tal que

JRITITEES

Demostracion. Sea G, ={x € Q : n—1<|f(x)] <n}, paran=1,2,.... Ya que

o0

S n(G) = S0 = 1) u(Gr) + ()

n=1
< / | Fldi + 1(Q) < oo,

existe una sucesion {w, }2° | creciente a 0o, con «,, < 11, tal que

Z a,nu(G,) < oo.
n=1

Counsideremos la funcién

2001 t para 0 <t < 1/2
b(s) =< ay, paran—%§t<n,conn21,

2(ay, —ap_1)(t—n)+a,1 paran<t<n-+ %, conn > 1.

Sea U(t) = f(f b(s)ds. Dado que ¥(n) < a,, n, tenemos

/Q U= /G (| ))du

1.4. Espacios de Lorentz

Sean p > 0y ¢ > 0. Si f es una funcién en 9(2) definimos los siguientes funcionales

> g dt 1/q
Il {q/ [Wf(t)l/p] 7} si py ¢ son finitos,
P — 0

(1.13)
sup s (t)'/? si ¢ = o0.
>0
También podemos escribir las cantidades (1.13) en términos de la reordenada:
o0 1/q
q / [ 1/p gx q dt . .
= t/Pf (t)] — si p y ¢ son finitos,
1 llp.q = {p 0 t (1.14)

sup tV/7 f*(t) si g = oo.
>0
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Una demostracién de este hecho se encuentra en [23].
El espacio de Lorentz se define como

L) = {f € M(Q) = || fllp.q < 00}

De la misma manera que los espacios de Lebesgue los denotaremos simplemente LP?. El
funcional || f||,,, define una casinorma en el espacio LP? (Ver [23]). Notemos que cuando
p = q, por la férmula (1.13) y la Proposicién 1.5, tenemos LP? = LP.

Sip>1y1<q<r, entonces L7 estd estrictamente contenido en LP". La demos-
tracién puede encontrarse en [23].

1.5. Operadores

Si (Qq, 1) v (22, p2) son espacios de medida, llamamos operador, a una aplicacién
T:9 — M(Qs), donde el dominio ® es un subconjunto de M(€2). Por simplicidad en la
notacién, trabajaremos con (€, u1) igual a (€9, 112), ya que no existe ninguna dificultad,
en adaptar la demostraciones de los resultados de esta tesis, al caso de espacios distintos.

De ahora en adelante, trabajaremos siempre con un operador 7' : © — 9t(£2), donde
® es un subespacio vectorial de 9t(€2) con la propiedad de contener a todas las funciones
caracteristicas de conjuntos de medida finita y, siempre que f € ® y ¢t > 0, entonces toda

truncacion
) flx) st f(z) <t
9() = {t si f(x) > t,

también pertenezca a ®.

Sean ®; y D, subespacios de M(2), con normas (o casinormas) || - ||lo, ¥ | - ||,
respectivamente. Diremos que T : ®; — %, es acotado de D en D, si existe una
constante C' tal que

ITfllo, < Cllfllo,  para toda f € D

Cuando ®; = 95, diremos simplemente que 1" es acotado en .
Un operador T es casisubaditivo si existe una constante C' tal que para toda f y g en
su dominio, se satisface

T(f+9)l <CUTN + T (9)])-
Si la desigualdad anterior se satisface con C' = 1, decimos que T' es subaditivo.
Un operador T es homogéneo positivo, si para toda f en su dominio y todo nimero
A > 0, se tiene
T(Af) = AT(f)
Cuando T es subaditivo y homogéneo positivo, decimos que T es sublineal.
Un operador T conserva el orden, si para toda f y g en su dominio,

|f| < g, implica Tf <Tg.

Otras propiedades un poco menos bésicas, pero muy importantes en las Teorias de
Interpolacién, son los tipos de un operador. Sean 1 < p < ooy 1 < q < oo, T es de tipo
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fuerte (p,q), si T es acotado de LP en L7 con sus respectivas normas p y ¢, esto es, existe
una constante A tal que para toda f en 2 se tiene que

ITFllq < Al - (1.15)

Una nocién mas débil que la acotacion es, como su nombre lo indica, el tipo débil
(p,q), cuando existe una constante A tal que para toda f en D se tiene que

1T fllg0 < Allfllp - (1.16)
Notemos que la desigaldad (1.15) implica la desigualdad (1.16) ya que

1T fllgoo < ITflg -

También existe una nociéon aun mas débil que la anterior. Decimos que T es de tipo
débil restringido (p,q), si existe una constante A tal que para toda f en D se tiene que

||Tf q,00 < A HprJ : (1-17)

Notemos también que como
11l < [1f1lp

la desigualdad (1.16) implica la desigualdad (1.17).

A veces, si un operador satisface la desigualdad de tipo débil (p,q) para todas las
funciones caracteristicas de conjuntos de medida finita entonces, se puede probar que el
operador es de tipo débil restringido (p, ¢), como lo indica la siguiente proposicién.

Proposicién 1.6. Sea T' un operador sublineal. Si existe C' tal que

ITXElg00 < C pui(E)YY? | para todo conjunto p-medible E C €, (1.18)

entonces, T es de tipo débil restringido (p,q).?

En [23] puede encontrarse una demostracion de este resultado, para el caso en que T'
es lineal. Sin embargo, es véalida la misma demostracién cuando 7' es sublineal.

1.6. Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz

En 1939, J. Marcinkiewicz presentaba por primera vez en [15], un teorema de inter-
polacién que llevaria su nombre. Hoy en dia, existen varias versiones mejoradas de aquel
resultado. Algunas de ellas se exhiben a continuaciéon, y recomendamos al lector interesado
leer las demostraciones en [23] o [4].

Teorema 1.2. Sean 1 < py < p; < 0o y T un operador sublineal de tipo débil (p;, p;),
para i = 0,1. Entonces, T es de tipo fuerte (p,p) para todo py < p < p.

Otra version muestra que, en el teorema anterior, se pueden debilitar las hipdtesis en
los extremos.

2 Algunos autores toman (1.18) como definicién de tipo débil restringido.
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Teorema 1.3. Sean 1 < pg < p; < 0o y T un operador sublineal de tipo débil restringido
(pi, pi), para i = 0,1. Entonces, T es de tipo fuerte (p,p) para todo po < p < p;.

La siguiente versién mas general, publicada por Zygmund en 1956 (ver [25]), permite
obtener resultados de acotacién para operadores que mejoran, esto es, operadores que
aplican espacios LP en espacios L%, con q > p.

Teorema 1.4. Sea T un operador sublineal de tipo débil (p;,q;), donde 1 < p; < ¢; < 00,
parai=0,1;po <p1 yq # q- S10<6 <1,

1 6 1-40 1 6 1-4

—=—+ y —=—+ )

P Do Y4l q qo q1

entonces, T es de tipo fuerte (p,q) con constante dependiente de 6.

También tenemos una version mas fuerte del teorema anterior, que es una adaptacién
de [10] presentada por Stein y Weiss en [23].

Teorema 1.5. Sea T un operador sublineal de tipo débil restringido (p;,q;) parai=0,1;
conl<po<pr<ooyq #q.50<0<1,

1 6 1-6 1 6 1-6

)

P Do b1 qa qo il
y 1 <r < oo, entonces, existe una constante C dependiente de 6, tal que

1T fllpr < C N fllgr

para toda f en el dominio de T.

En particular, el teorema anterior nos permite obtener que 7" es de tipo fuerte (p,q)
para p y ¢ con la forma dada, cuando p < q.
Podemos ilustrar con un ejemplo, por qué es necesario en el Teorema 1.4 pedir que
pi < q;. Sea © = [0, 1] con la medida de Lebesgue. Consideremos el operador
x
Tf (33) = {;(1 /2)
Es facil ver que este operador lineal es de tipo débil (2, 1) y tipo débil (00,2). Sea 0 < 6 < 1.
Si el resultado fuera cierto en este caso, entonces T' deberia ser acotado de Li en LO%,
ya que

«9+(1—0)_9 9+(1—0)_9+1
> T 2 Y 1T T T T
Sin embargo, el operador 7' no aplica L7 en LG%, porque si consideramos la funcion
f(x) _ X(0,1/2) (JJ)

25 log() [0

1 ) 1/2 dff
P de
/of(x” ’ / 2l Tog ()] < °

1 2y
/ Tf(:z:)eilda::/ —xezoo.
0 o x|log(x)|

entonces

y por otro lado,



Capitulo 2

Interpolacién modular

Los teoremas de interpolacion 1.2 y 1.3 aseguran que si empezamos con un operador de
tipo débil (p, p) o de tipo débil restringido (p,p) en una punta, y tipo (0o, 00) en la otra,
el resultado de acotacion es el mismo para los espacios intermedios L?, con p < ¢ < 0.

Uno de los principales objetivos de este capitulo, es estudiar interpolacién cuando los
LP son reemplazados por una clase mas general, los espacios de Orlicz.

Los resultados siguientes muestran que si p > 1, las propiedades de acotacion difieren,
segtin empecemos con un operador de tipo débil (p, p), o con uno de tipo débil restringido
(p,p). Observemos que si p = 1, tipo débil restringido (1,1) es lo mismo que tipo débil
(1,1).

Los operadores que modelaran las dos situaciones, seran el operador de promedios p
y otro relacionado con promedios Cesaro.

Las conclusiones en cada caso aparecen en las secciones 2.3 y 2.4. Los resultados
obtenidos para el operador de promedios p, podrian ser obtenidos del caso p = 1, que es
la Maximal de Hardy-Littlewood, estudiado en [12]. Incluimos la demostracién, ya que
por un lado nos servird de guia para el caso Cesaro, y por otro, aportamos un método
mas sencillo para una de las implicaciones.

Finalmente, en la Seccién 2.5, tratamos el problema de las desigualdades al revés,
esto es, cuando T aparece en el miembro derecho. Estas desigualdades, son 1tiles para
deducir propiedades del tamano de una funcién f a partir del comportamiento de T'f.
Analizaremos estas desigualdades para los dos tipos de operadores.

2.1. Desigualdades modulares

Sea (€2, 1) un espacio de medida, con pu(2) < oo, ¥y ® funciones de cecimiento. Dire-
mos que un operador 7" satisface la desigualdad modular (¥, ®) , si existe una constante
C tal que

/Q STy du < C +C / W(C|f1) dp. (2.1)

para toda f € ©.
Este tipo de desigualdades son conocidas en la literatura como desigualdades modulares

11
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y su nombre se debe a que el funcional

o(f) = / U(|f)du  para toda f € M(Q),

es un modular® en el espacio vectorial ().

En este capitulo encontraremos condiciones sobre las funciones ¥ y ® para obener
desigualdades modulares para operadores de tipo (00, c0), que no son de tipo fuerte (p, p)
pero con tipo débil o tipo débil restringido, para p > 1. De ahora en adelante, las funciones
U y & seran siempre funciones de crecimiento con la forma,

@(t):/ota(s)ds y \If(t):/otb(s)ds

para todot > 0, donde a y b son funciones medibles no negativas, definidas en la semirrecta
[0, 00).

2.2. La funcién maximal de Hardy-Littlewood.

Sea Iy un intervalo acotado de R y consideremos el espacio (Iy, dx). Para una funcién
localmente integrable f € 9([y), definimos la funcién maximal de Hardy-Littlewood
como

1
M (@) = sup o / .

zel

donde el supremo se toma sobre todos lo intervalos I C Iy que contienen al punto x.

Es facil ver que esta maximal asi definida, coincide para todo = € I, con su anélogo
que toma promedios sobre cualquier intervalo acotado cuando es aplicada a funciones con
soporte? en 1.

Se comprueba facilmente que M es sublineal. Es bien conocido que M es de tipo débil
(1,1) y tipo (oo, 00) (ver, por ejemplo [4]), luego, por el Teorema de Interpolacién de
Marcinkiewicz 1.2, podemos obtener que M es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1, esto
es, que existe C' tal que

I M £y < Cll fll (10

para toda f € LP(ly). En particular, la desiguadad anterior nos permite obtener desigua-
dades modulares (¢, ") para M, ya que

(MfP <P [ |fP, (2.2)
]0 IO
para toda f € M(1y).

La desigualdad (2.2) da una idea de la integrabilidad p de la Maximal en un intervalo
acotado. Es posible llevar esta situacién al limite p = 1. Un conocido resultado se Stein,

1Una definicién de modular puede encontrarse en [14].
2El soporte de una funcién es el conjunto donde f es distinta de cero.



2.3. MAXIMAL DE PROMEDIOS P 13

dice cémo es la integrabilidad local del operador M a través de desiguadades modulares.
Afirma que si I es cualquier intervalo acotado, entonces existe C' tal que

Ml < |l +C [ 17110750, 3
Iy Iy

para toda f con soporte en .

En [12], se estudia el operador maximal de Hardy-Littlewood en el toro T definida de
manera analoga a su version en R. Bajo ciertas hipotesis en las funciones a y b, se prueba
que existe una constante C' tal que

[otuman<cro [wisan (24
T T
para toda f € ® si, y solo si, existe C' tal que
“a(s)
Tds < Cb(Ct) para todo ¢t > 1. (2.5)
1

Las propiedades del operador M que se usan para demostrar que la propiedad (2.5)
implica la desigualdad (2.4), son solamente el tipo débil (1,1) y el tipo fuerte (oo, 00).
Como veremos a continuacién, es facil extender este resultado a operadores de tipo débil
(p,p), con p > 1, y tipo fuerte (00, c0).

2.3. Maximal de promedios p

Para el desarrollo de ciertas técnicas de interpolacién, es necesario tener un control
del tamano de la distribucién de T'f en términos de la distribuciéon de f. Comenzamos
esta seccién con en siguiente lema.

Lema 2.1. Sea T un operador sublineal de tipo débil (p,p), p > 1, y tipo fuerte (00, 0),
con constantes A y B respectivamente. Entonces, para toda f en D,

2A) [
pre(t) < u m ) //23 P s (s)ds para todo t > 0.
¢

Demostracion. Sea f € ® dada. Para t > 0, definamos

filw) = { f@) silf@) <t/2B

t/2B  en otro caso

yff=f—f

Como T es subaditivo,

p{ITf1>t}) < p{IT S > t/2}) + n{IT fil > t/2}).

Dado que T es acotado en L, tenemos |T'f;(x)| < t/2 para casi todo z € €, lo que
implica que u({|Tf:| > t/2}) = 0.
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Por otro lado, si usamos el tipo débil (p, p) de T', obtenemos

1> o2 < (2ir,)

Como psi(s) = ps(s +t/2B) para todo s > 0, por medio de un cambio de variables
tenemos

1F0E = p / L (s)ds
—p [ (s t/2B7 (o)

t/2B

y esto completa la demostracion. O

El siguiente resultado de interpolacion que generaliza el Teorema 1.2 a los espacios de
Orlicz con medida finita.

Teorema 2.2. Sea T' un operador sublineal de tipo débil (p,p) con p > 1, y tipo fuerte
(00, 00). Si para cierta constante C, las funciones a y b satisfacen la condicion

"a(s)
tpl/ —=ds < Cb(Ct) para todo t > 1, (2.6)
1

sp

entonces, T satisface la desigualdad modular (U, ®), esto es, existe C' tal que

/@(]Tf|)du§0+0/\lf((]|f|)du para toda f € D.
Q Q

Demostracion. Sea f una funcién en ®. Por la Proposicion 1.5,

/Q &(|Tf|)dp = / "l (t)dt

() et

<p(@0(1)+ [ a0 (o)

1

Por Lema 2.1 y el Teorema de Fubini-Tonelli, obtenemos

ey e /t; gle)ds )
—pear [ gt (w0 [ ) s
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Si ahora, aplicamos la desigualdad (2.6), la integral anterior resulta menor o igual a

(2A)p/ b(2BC's) pus(s)ds < (A)p2BC /OO b(2BC's) ps(s)d
s s)ds <p(—= s s)ds
(QB)p Y Jiem H B 0 o
A
—p(5) [ weBCIdn
Q
y con esto completamos la prueba. O

Aplicaremos el resultado anterior al operador mazimal de promedios p, definido, para

f e Mm([0,1]) como
Mys@ = s (1 f10)" 7

donde el supremo se toma sobre todos los intervalos contenidos en el [0, 1] que contienen
al punto x.

El operador M,, satisface las hipétesis del Teorema 2.2, ya que es sublineal y ademads,
es de los tipos requeridos como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. Si 1 < p < oo, el operador M, es de tipo débil (p,p) y tipo fuerte
(00, 00).

Demostracién. Ya que M, f = [M(|f[P)]'/? para toda f y la maximal M es de tipo débil
(1,1), para toda f una funcién medible y ¢ > 0, tenemos

{IMpf >t} = [{[M([f7)] > ¢}

< ¢ |fIP
t* Jo]
C

_ p

= tpllfllp-

Es decir, M, es de tipo débil (p, p). El tipo (00, 00) se deduce facilmente, ya que

IMpflloo = LA = IMAFPIIEE = MLAPIL = 11F oo
O

El siguiente resultado para el operador M, afirma que, en particular, que la condicién
(2.6) es lo mejor que podemos decir sobre la desigualdad modular (2.1), si sélo sabemos,
acerca del operador T, el tipo débil (p,p) y tipo (00, 00).

Teorema 2.3. Sea p > 1 y b mondtona. Existe una constante C' tal que

LAﬂWJ@Mw&%OA@@WMM% (2.8)

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, se satisface (2.6).
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Demostracion. Como el operador M, es simultdneamente de tipo débil (p,p) y de tipo
fuerte (00, 00), por el Teorema 2.2 la condicién (2.6) implica la desigualdad modular (2.8).
Para ver la otra implicacién, supongamos que se satisface (2.8). Fijemos ¢ > 1 y sea

ft = tX[071/tp) en f)ﬁ([o, 1]),

Mo 2 [2 [inwra]”

tp X l/p
= {;/0 X[O,l/tp)dy}

{t six € [0,1/tP)

v

L size(1/t7,1).

zl/p

Entonces, para 1 < s < t,

prmy g (8) = {z : My fi(w) > s}

> {z e (0,117 it > shU{z e (1/t7,1]: —— > s}|

q;l/p

0,1/ Ufz € (1)@, 1] 2 < S—lp}|
1(0,1/s7]|
1

y, consecuentemente,

Por otra parte, sea

Si este limite es cero, es facil ver que existe una funcién f en LY, tal que M,f = oo
en todas partes en [0, 1]. Primero observemos que como b es mondtona, si b no decrece,
entonces

U(t) = /0 t b(s) ds < th(t),

por lo tanto L = 0 implica

U
i inf L)

5—00 sp

= 0. (2.10)
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Si, en caso contrario, b decrece, existe D tal que b(s) < D, para todo s > sg. Entonces, si
t > max{so, 1},

U(t) = /Otb(s) ds < U(sg)+ Dt < (¥(so) + D)t,

y también tenemos (2.10).
Por lo tanto, podemos elegir una sucesion creciente de numeros t,, n > 1, tales que

Wt 1
ip") < 5 Resulta entonces, que la funcién
n

t, >2"y

f = ZtnXIna con [n = [
n=1

tiene las propiedades buscadas, ya que

y sin embargo,

My f(z) > ( / 1 f”) " (nf;unuz) s (i 1) T

Debido a esto, sélo nos interesard considerar las funciones b para las cuales

lim inf @ > 0,
s—oo gb—1

y como b es mondtona, entonces debe ser no-decreciente en la semirrecta [1, 00).

1/tp si0<s<t
lj’ft(s):{ ’

Dado que

0 sis>t

tenemos

/01 V(A = /OOO b(C"s )y, (5)ds

/ t
= % b(C's)ds
v Jo (2.11)

04 t

< CO'U(1) + —/ b(C's)ds
P J)q

C'bv(C't)

<C(1)+—
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b(s b(s
Ahora, como lim infﬁ = L > 0, existe un sy tal que M < (—) para s > sy, con
S§—00 Sp_l Sp_l

M=1siL=ocoy M = 5 cuando L es finito. Entonces, de (2.9) y (2.11),

[ s < [Cat,h

1
<o+ 0’/ W)
0

12 !
<o+ cmuq + CUCD

_ O+ CPU(M) b(sot) | CP(CY)
- Msyt o Za

< CHPb(CH).

O+ C?U(1
con C' = max {C', s, C™ + +—p_1<)
M sy,

se sigue (2.6). O

} y como esta constante es independiente de ¢,

2.4. Maximales Cesaro

Para p > 1, existen operadores que son de tipo débil restringido (p, p), pero no de tipo
débil (p,p). Un ejemplo, son los operadores maximales laterales de promedios Cesaro de
orden «, con 0 < a < 1, definidos para f € 9([0,1]) y = € [0, 1] por

MEfa) = sp = [l =9 s 212

r<c<l

que toma promedios hacia la derecha, y

My @) = s = [ 1)l = o s (2.13)

0<c<z

que los toma hacia la izquierda.

Existen versiones en toda la recta de estos operadores, donde los promedios se toman
sin estar restringidos al intervalo [0, 1]. Como en el caso de la maximal, coinciden en el
0, 1] para funciones soportadas en este intervalo.

Proposicion 2.2. Para 0 < o < 1, los operadores M}, M son de tipo débil restringido

o «

(1/a, 1)) y tipo fuerte (00, 0), y ademds, no son de tipo débil (1/a,1/a).
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Demostracion. Sea E C [0,1]. Tomemos 0 < x < ¢ <1,
(& « [e.e]
———— | xe(s)(c—s)*tds < —/ X0, Enfe.o (8)s% ds
)a /x (C _ x)oé 0 [ ‘ ﬂ[ )”

(c—=z
|[EN[z,c)]
< L/ s ds
(c—x)> Jo

_|Enfz,c)]*
(c =)
(]
(c—x)
< [M(xe)(@)]",
donde M es la maximal de Hardy-Littlewood en el [0, 1]. La primera desigualdad se debe

al hecho de que la integral del producto es menor o igual que la integral del producto de
las reordenadascomo lo indica la Proposicién 1.1. Como x y ¢ son arbitrarios,

M} (xg)(z) < [M(xp)(x)]* VreR.

Sabemos que M es de tipo débil (1, 1), entonces

{MI(xp) >t} < {M(xp) >t}
C
< WHXEHL

Probaremos ahora que M es de tipo débil (0o, 00). Sea f medible y 0 < 2 < ¢ < 1,
entonces

o [ e tas < 2V [en geias
= [I£llee-
Luego,
1M flloo < 11 f1loo-

Las mismas conclusiones son vélidas para el operador M . Ahora, veamos que M. no
es de tipo débil (p,p), mas atn, si ¢ > 1 entonces, M} no aplica Ly /qq en L1 /3,0

Sea .
f(z) = gy poE Y log(l/x)x(o’lm(x) para todo x en [0, 1].
Tenemos que la reordenada de f es
1
) = ——— t todo t .

Esta funcién pertenece a L'/®9 para ¢ > 1, de hecho,
1180 =0 [ (20
0

= —— <
q“/o tog?(1/8) = °°

Jdt
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Sinembargo, para 0 < z < 1/2,
_ a [* o
M @)= 5 [ s
= Jo
a [* 1

ZL‘O‘/O slog(1/s) >

Y con esto, vemos que M f no puede pertenecer a ningun espacio en donde exijamos que

las funciones no sean infinito en un conjunto de medida positiva, en particular, cualquier
espacio de Lorentz. O

Es inmediato adaptar la demostracién anterior para los operadores M} y M. en sus
versiones en todo R.

Para la demostracion del préximo resultado de interpolacién, necesitamos un anélogo
del Lema 2.1.

Lema 2.4. Sea T' un operador sublineal de tipo débil restringido (p, p) y tipo fuerte (0o, 00)
con constantes A y B respectivamente. Luego, para cada funcion f en el dominio de T,

24 [ e |
pre(t) < - pr(s) /Pds para todo t > 0
t/2B

Demostracion. Sea f € ® y t > 0. Definamos f'y f; como en la demostracién del Lema
2.1. Como T es subaditivo,

p{ITf1 > t}) < p{ITf] > t/2}) + p({ITfi] > t/2}).

y de la misma manera que en el Lema 2.1, obtenemos p({|7'f;| > t/2}) = 0.
Por otra parte, como T es de tipo débil restringido (p,p) y por la forma de la distri-
bucién de f*,

1> 2y < |22 [ uptsynas)

2A [e’s) p
<[22 uptsas]
t Ji2m

y esto completa la demostracion. O

El siguiente resultado generaliza el Teorema de interpolacién 1.3 cuando el conjunto
Q) tiene medida finita.

Teorema 2.5. Sea T un operador sublineal de tipo débil restringido (p,p) con 1 < p < oo,
y tipo fuerte (00, 00). Sea p' = z%‘ Si existe una constante C, tal que a y b satisfacen

ta(s) 1/p o0 / 1/p'
sup (/ — ds) (/ b(C's) PP ds) < 00 (2.14)
1 \J1 s t

entonces, T satisface la desigualdad modular (¥, ®), esto es, existe C tal que

/ STy du < C +C / W(C|f]) du,
Q Q

para toda f € 2.
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Demostracion. Llamemos D al supremo en la expresion (2.14), entonces, para todo t > 1,

(/j %ds) " (/too b((]s)—p’/pds) " < D. (2.15)

Sea f una funcién en el dominio de 7T'. Del Lema 2.4,

[ @i = [ atoury(s)as

<(f )t

< B(D)(Q) + A7 / a(s) F / T (t)l/pdt]pds

1 /2B

— B(1)p(Q) + (%)p/loo a(s) E /:O uf(t/QB)l/pdt]pds.

0o 1/pp

Ahora, si llamamos h(t) = [/ b((]r)_p//pdr} y g(t) = us(t/2B)"?, tenemos, por la
t

desigualdad de Holder y el Teorema de Fubini,

/100 a(s) E /Soog(t)dtrds
_ /1 " als) E / N g(t)h(t)b(Ct)l/detrds |
< /1 h “ﬁj) [ / Oo(g(t)h(t))pb(ct)dt] [ / h b(cr)—P’/ph(r)—p’dr]p/p ds

- /1 oo[g(t)h(t)]pb((}’t) { /1 t% { / N b(Cr)p//ph(r)p'dr} " ds}dt.

Integrando por partes obtenemos

1/p’

/:O b(Cr) P Ph(r) P dr = pf [/:o b(CT)_p//”dr}
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Si usamos la desigualdad (2.15) dos veces,

[ oo { [ [T wenyrimmeyra)” ds} y
— [ lgtomtyrecn { [ [ wenrmal] ™ ds} i
<@y o [Tlannmen { [ ] o ds} d

<ol D [lgonorucy { / t ﬁd] "

> oo —1/p'
< p(p/)p/p’])p/1 [g(t)h(1)]Pb(CH) [/t b(Or)‘p'/pdr} dt
< p(p')""' D" /1 N g(t)Pb(Ct)dt

\p/p' Dp
< HOVTD" | wascispan

y esto completa la demostracion. O]

Para probar que las condiciones del teorema anterior son 6ptimas, introduciremos un
operador lineal muy relacionado con el operador M . Sea 1 < p < oo, para f € M([0, 1]),
definimos el operador

Hyf(2) =

1/p/ f(s)s¥?~tds  para todo z € [0,1]. (2.16)
px

Para p = 1 este es el operador de Hardy en el intervalos.

Observacion 1. Notemos que si f es una funcién decreciente, entonces H, f también lo es;

en efecto, si 0 < z < y, entonces
1 ’ 1/p—1
I_/p . f(S)S ds

:.CC
1 /y z [z \""
=— [ f(>t <—t> Zdt
a7 Jy TGO y
— 5 | IC0e
> 1/p/ fttl/p_ldt
_’pr

También podemos notar de la desigualdad anterior, que si f es estrictamente decre-
ciente, también H, f serd estrictamente decreciente.
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Proposicién 2.3. Sea 1 < p < 0o. El operador H,, es de tipo débil restringido (p,p) y de
tipo (00, 00).

Demostracion. Sea f una funcién medible de [0, 1]. Si z > 0, el promedio H,, f(z) es menor
o igual que el supremo Ml_/pf(x) Por lo tanto H, f(x) < Ml_/pf(x) para todo 0 < x <1
y entonces [y fllpoo < [Mi/pfllpec- Dado que M7, es de tipo débil restringido (p,p) y
tipo (00, 00) (ver Proposicién 2.2), tenemos que H,, también lo es. O

El siguiente teorema nos dice que, como en el caso del tipo débil, la condicién (2.14)
para a y b es éptima.

Teorema 2.6. Sea p > 1 y b mondtona. Existe una constante C' tal que

/0 B(H, f(2)) de < 0+0/0 W(C|f(@))) dz | (2.17)

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, se verifica la condicion (2.14).

Demostracion del Teorema 2.6. Como el operador H, es simultdneamente de tipo débil
restringido (p,p) y de tipo fuerte (0o, 00) en [0, 1], el Teorema 2.5 nos dice que (2.14)
implica (2.17).

Para probar la otra implicacién, supongamos que (2.17) se satisface. Supondremos
primero, que b tiene la propiedad

/ b(s) P /Pds < 0. (2.18)
1
Fijemos t > 1. Para s > 0, sea
1 /
hi(s) = —b(Cs)™?,

donde A; = tb(Ct)#/P+ [ b(Cs)P/Pds y C > méx{(C")% 1} es tal que [, b(C's)7'/P <
(C")=P'/P. Observemos que en este caso, el hecho de que b sea mondtona y la condicién
(2.18), implican que b es no-decreciente y lim b(s) = oo. Entonces, h; es no creciente,

im0 hi(s) = 0y h;'(s) estd bien definida para s > 0. Consideremos la funcién f, €
M([0, 1]) definida por

fr = BT Xm0 (2.19)
Observemos que

1
=
—p'Jp 1P
= ltu(Ct)y | T =
y por lo tanto, h(t) es un punto del [0, 1]. La distribucién de f; es
pp(s) =z €(0,1] : fi(z) > s}

= {z € (0,1]: h;'(z) > s and x < hy(t)}|
= |{x € (0,1] : = < hy(s) and = < hy(t)}]
= min{h(s), hi(1)},

ha(t)

bCH) P < [wr

Ay
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para todo s > 0.
Como b es no-decreciente, tenemos

o [Cw@in@har = [
<C [ht(t) /0 tb(C’s)ds+ /t OOb(C’s)ht(s)ds]
<C {tb(C’t)ht(t) + /t N b(Cs)ht(s)ds]
< CF {tb(Ot) /Py /t h b(cs)—p’/pds}
<C [tb((]t)"’//p + /t h b(cs)—P/P’ds] o

00 ) —p/p
<C {/ b(Cr)™? /pdrl :
t

Entonces, por la eleccion de C', tenemos

1 00 —p/p’
C'+ C”/ U(C| fe(z)]) de < 2C {/ b(C’r)_p//pdr} : (2.20)
0 t
Por otra parte, veremos que
1
P, g, (8) > —  paratodo s € (1,1), (2.21)
S
y entonces
1 00
| arn@nar = [ ot
0 0 (2.22)
> / als

Por consiguiente, de (2.22) y (2.20) obtenemos
¢ 1
[ s < [ arn i
1 S 0
1
<C'+ C'// U(C'| fi(x)|) dx
0

<20 { /t N b((]r)_p//pdr}

Como C no depende de ¢, se satisface (2.14).
Resta probar la desigualdad (2.21). Como

—p/p’

lim h:(s) =0,

§—00
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tenemos
HH(l) ft('x) = 00,
y luego, dado que H, f; > fi, resulta
lfII(l) H, fi(x) = 0.

Ademas, H, f; es continua y no creciente en (0, 1] (Ver la Observacién 1); por lo tanto, la
imagen de la funcién H, f; es la semirrecta [H,f:(1), 00). Para H, f;(1) < s < t, tenemos

() = [ 2 Hyhile) > s} =,

donde z; € (0, 1], es tal que

1 s _
s =H,fi(xs) = 7 fo(x)z /P dx.
xs 0
Por consiguiente,
1 - 1/p—1 !
s — d
s = [ i fi(z)x x

Como H,f; > fir y s <t,
20 = i1 () = 1, (5) = g, () = B,

Luego, como f; es no negativa,

Ts ht(t)
/ ft(x)wl/p_ldIBZ/ folx)zt /P~ da
0 0
ht(t)
:/ hy ()2t /P .
0

Si aplicamos un cambio de variables, la integral anterior es igual a

(ha(t))/P 00
[ m ey =)+ [ )
0 t

— Ai {tb(Ct)p//er / b(cr)p’/pdr]
t

t
=1,

1
y entonces z; > —, en el caso en que H,f:(1) < s <t
s

1
Si, en cambio, 1 < s < H, f¢(1), es obvio que py,f,(s) = 1 > —» ¥ entonces tenemos
s

(2.21).
Para finalizar la prueba de este teorema, sélo queda considerar el caso en que la funcion
b no tiene la propiedad (2.18), es decir,

/OO b(s)P/Pds = 0. (2.23)
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Veremos que, en esta situacion, el operador H,, no puede aplicar el espacio L¥([0,1]) en
el espacio L*([0, 1]).

Como b es mondtona, podemos suponer que b es creciente. Si no lo fuera, podriamos
tomar otra funcién b creciente, tal que b < by que satisfaga (2.23), y es suficiente realizar
la siguiente construccién con la funcién b en lugar de la b, porque LY C LY.

Consideremos la funcién

f= h_IX[o,u

en M([0, 1]), donde

Kb(s)™”
h(s) = () 5, para todo s > 1,

(f18/2 b—P'/p(r)dr)

donde K es tal que h(1) = 1. Notemos que h es decreciente, y entonces f estd bien
definida. Primero, veamos que f estd en LY([0,1]). Como [{"b77/P = oo y b7P/? es
continua y decreciente en [1,00), existe una sucesién de nimeros {z,}°°, con z, > 1,
tales que ff” b=P'/P = n y lim,, o 7, = co. Entonces, como ji;(s) = h(s) para s > 1,

00 00 —p'/
%/ b(s)h(s)ds:/ %ds
1 1 <f1/2 b—p /p)
AT ey [
< ———ds + T p s
I (o) 8 Ty
1 o ff”“ p—r'/p _ ff" p—r'/p
=77 T —
(fll/Qb—p’/p>p ; (fl b p/p)P

o0

1 1
-ty — <o
<f11/2 b_p//p>p ; n

Para probar que H,f no estd en L*([0,1]), veremos que H,f(z) = oo para todo



2.4. MAXIMALES CESARO 27

x € [0,1]. Como H, f es decreciente en [0, 1], es suficiente ver que H,, f(1) = oo. En efecto,

1 ! 1 1
- /p—1
Kl/p Pf( ) Kl/p\/o h (T)T dr
1 o0
2 Kl/p/ h(r)l/l)dr
/ p/p
f1/2 b—r /p
Tn+l |(g)~P'/P
_ Z / Lds
— Tn fl/2 b_p /p

n=0
00

Tni1 b<8)fp’/p
ZZ/ fn“b p/pds

n=0 1/2
f””nﬂb p/p_f%b p'/p

Zf1/2b p/p_f_fx"“b P'/p

o0

1
:Zl_/

n=0 fl/Qb p/p+1+n

y de esta manera hemos completado la demostracion. O]

Debemos mencionar que un resultado similar al Teorema 2.6 fue obtenido en [3]. A
diferencia de tal trabajo, en el que se obtienen desigualdades en norma, obtenemos de-
sigualdades modulares con hipdtesis mas débiles sobre las funciones ® y ¥ que definen los
espacios donde se obtiene la acotacién. Ademads, para probar la necesidad de la condicion
2.14 usamos un procedimiento constructivo.

Como consecuencia del Teorema 2.6, podemos inferir el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Sea 0 < a < 1 y b mondtona. Eziste una constante C' tal que

/0®(|Maf(:c)\)dx§0+0/0 W(C|f (@) dx (2.24)

para toda f € IM([0,1]) si, y sdlo si, existe C tal que

sy (/j foj ds)a </too b(C ) T ds)l_a < oo. (2.25)

El mismo resultado es vdlido para el operador M} .

Demostracion. El operador M, es de tipo débil restringido (1/c,1/«) y de tipo fuerte
(00,00), y dado que la expresion (2.25) es la condicién (2.14) con p = 1/« se sigue del
Teorema 2.5 que (2.25) es suficiente. Para ver que es necesaria, basta observar el hecho
de que para f € M([0,1]) tenemos M f(x) > Hijof(x), para casi todo = € [0, 1], y por
lo tanto, el resultado es consecuencia del Teorema 2.6. Para M}, podemos deducirlo de
que M f(x) = M, g(—x), con g(z) = f(1/2 — z), para todo x € [0,1], ya que estas dos
funciones tienen la misma funcién de distribucion. O
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Observacion 2. Los teoremas anteriores indican que la condicién (2.14) implica la (2.6),
porque la condicién (2.14) implica la desigualdad modular (¥, ®) para M,, por ser de
tipo débil, y en particular de tipo débil restringido, y la desigualdad modular (¥, ®) para
M,, implica la condicién (2.6). Pero también podemos verlo directamente, si ponemos la
condicién (2.6) en la forma: existe C' tal que

sP tp—1

t
/ @ ds < C b(C't) para todo t > 1,
1

y la (2.14), como: existe C tal que

“a(s) o0 , P/
/ o ds < (C [/ b(Cs)™? /pds} para todo ¢t > 1,
1 ¢

ya que si b es una funcion creciente,

00 ) —p/p’ 2t ) —p/p’
[/ b(Cs)7? /pdsl < [/ b(Cs)7? /pds}
¢ t

’ - /l
< [tb(O%)‘p /p] o
= t'7Pp(201).

Por otra parte, (2.6) no implica (2.14), ya que el par
a(t) =t*"1 vy b(t) =t"tlog(t + 1),

satisface (2.6), pero no (2.14), en efecto,

¢ b gp—l P~ log(t + 1 b(t
/@ds:/ S s = log(t) < L os(t+ D) b (2.26)
1 sP 1 sP

tr—1 tp=1’

para todo t > 1, que es (2.6).
Sin embargo, si p > 2,

00 y —p/p’ &) ds —p/p’
—p'/p _ _
([ o) " = ([ cmcerm)

para cualquier ¢ > 1, es decir, no se satisface (2.14).
En el caso 1 < p < 2, tenemos

° ds -p/p 1 )
< — 1 —p
(/t Cslog(Cs + 1)p//p) =0 og(Ct)™7,

1
2p-1

y por lo tanto (2.14) no se satisface para valores de ¢ mayores a C'y

Es decir, que (2.14) es estrictamente mas fuerte que (2.6).
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Ahora presentamos algunos ejemplos de pares de espacios LY y L*® que ilustran los
teoremas anteriores. Los ejemplos mas interesantes, son aquellos en que las funciones a y b
satisfacen las condiciones tales que le miembro derecho con el izquierdo sean equivalentes,
ya que dada a, la b que satisfaga tal equivalencia serd la que corresponda al espacio LY
més grande que 7" aplicard en L%,

Ejemplo 1. Sea q > p y a(t) = t97! para todo t > 1. Si calculamos el lado izquierdo de

(2.6),
=1 /t als) g = Ly
1 sP q—p
y por lo tanto podemos tomar b(t) = a(t).
Este par satisface tanto (2.6) como (2.14) y por los teoremas 2.2 y 2.5, todo operador
sublineal de tipo fuerte (0o, 00) y tipo débil (p, p) o débil restringido (p, p) satisface,

/]Tf|p§C—|-C'/|f|p para toda f € M(Q),
Q Q

y esta desiguadad implica que si || f||, = 1, entonces ||Tf||, < (2C)¥?, y T resulta acotado
en LP, recuperando de esta manera los resultados clasicos de los teoremas 1.2 y 1.3 cuando
p(f2) < oo.

Ejemplo 2. Sea f una funcién con soporte en un intervalo I y M, el operador como en
(2.7) pero que toma promedios en todo R. No es dificil darse cuenta que x;M,f es un
operador que estd en las hipétesis del Teorema 2.2. Entonces, si a(t) = tP~!, observamos
la desigualdad (2.26), podemos tomar b(t) ~ t?~!log(1 + ¢) y por el Teorema 2.2, resulta
que el operador M, satisface para cierta constante C,

Jimusr<crc [,

para toda f con soporte en I, donde W(t) = t?log(1 + t). Ademds, si observamos la
demotracién de tal teorema, podemos notar que existe una constante C' que depende sélo
del las constantes A, B de los tipos del operador y de p, tal que,

[musr <ci+e [ws.

para toda f con soporte en I. Los resultados en la Seccion 2.5, nos daran una especie de
reciproco de este caso, y veremos que siempre que M, f pertenezca a LP(I), la funcién f
deberd ser de LY(I), obteniendo de esta manera un resultado analogo al de Stein para la
maximal de Hardy-Littlewood.

Ejemplo 3. Sea b(t) ~ t*~11log”(1 +t), con v > p — 1, entonces

([ ocsmas) T logtop,

por lo tanto, podemos tomar a(t) ~ t*~!log” ?(1 + t), ya que

0.~ pogte -+
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Por el Teorema 2.7 el operador M satisface la desigualdad modular (2.24) y por lo tanto
aplica LY([0,1]) en L*([0,1]), donde W(t) ~ t*log”(1 +t) y ®(t) ~ t*log” P(1 +t). En
el caso especial cuando v = p, tenemos que el operador Mf/p aplica LY en LP, donde
U(t) ~ tPlogP(1+1) y este es el mejor espacio posible. Observemos que el nimero v puede
ser mas chico que p, v en este caso el espacio L® es méas grande que el L?!

2.5. Desigualdades al revés

Esta seccion estd dedicada a desigualdades al revés y encontraremos algunas respuestas

a la siguientes preguntas: Si tenemos una funcién f tal que M, f estd en L*, jqué podemos
decir acerca de f? Y la misma pregunta para M;;p.
Sabemos que si tenemos una funcién f cuya maximal M f se encuentra en L'(T),
podemos asegurar que la misma f se encuentra en L log™ L(T). Este hecho es generalizado
n [11], donde el autor encuentra que, bajo apropiadas condiciones sobre las funciones a

y b, existen constantes c; y ¢y tales que

[l care [oom (2.27)

T

para toda f con || f||z1(r) = 1 si, y sélo si, existe una constante cs tal que

t
b(est)es < / @ ds  para todo t > 1.
1
En esta seccién, analizaremos desigualdades de este tipo, para los operadores M, y
Ml_/p. Trataremos primero al operador M,,. Las conclusiones en este caso podrian dedu-
cirse de los resultados de [11] para p = 1. Sin embargo, inculimos una prueba detallada,
con dos propdsitos. Por un lado, para probar que la condicién en las funciones a y b es
necesaria, usamos un argumento constructivo, que simplifica considerablemente la prueba
dada en [11]. Por otra parte, la demostracién de que las condicién en a y b es suficiente
sigue la técnica basada en estimaciones de la distribucion. Como veremos, si bien po-
demos obtener una estimacion de la distribucién del operador M, en este caso no son

validas desigualdades modulares al revés. Comenzamos con el siguiente lema que da una
estimacién de la distribucién del operador M,,.

Lema 2.8. Sip>1,
1 > _
5 pr(s)s? Lds < pm, s () para todo t > || f|r(jo,1)) -

¢

Demostracion. Para p = 1, el resultado se prueba en [24], p.93. Si p > 1, sea f en

1/p
LP([0,1]) y t > | fllzeqoa)) = (f[o 1 |f|p) . Ya que la afirmacién es cierta para la maximal
M = M, tenemos
1 o 1 oo
- p—lge — —
o | st tas = o [Tty as
< pargr(t7)
= hmy £ (t)-
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[
Teorema 2.9. Ezriste una constante C' tal que
[ wim oo [ e (2.28)
[0,1] [0,1]
para toda f € M([0,1]) con || f||roy = 1 si, y sdlo si, para alguna constante C,
ct
b(t) < Ctp_l/ @ ds para todo t > 1. (2.29)
.S

Demostracion. Supongamos que la desigualdad (2.29) es cierta. Sea f una funcién en
M([0,1]) tal que [, f* =1,

Y = Oob d
/[0 R / (t)pay (1)

([ + o

<v)+ [ bt de

De la desigualdad (2.29), el teorema de Fubini y el Lema 2.8, obtenemos

[ womwasc [7 (t”l / "elo) ds) (1) dt
<C’/ o (/S 1,uf(t)dt> ds

<2 / a(s)iany7(5/C) ds

(0,1]

y con esto probamos que (2.29) implica (2.28).
Veremos ahora que (2.29) es una consecuencia de (2.28). Para t > 1, sea f; = tx(0,1/w),
entonces

donde usamos que b es una funcion creciente.



32 CAPITULO 2. INTERPOLACION MODULAR

Por otra parte, usando el tipo débil (p, p) del operador M,,

/[071] My fi) = /0°° a(s) pm,r,(s) ds

< d(1) —i—/l a(s) pa, g, (s) ds

S‘I)(l)—i-A/t&j)ds.

s
"a(s)
Dado que / —,~ ds es creciente con ¢, resulta (2.29). O
s
Consideremos M,, como en el ejemplo 2. Si a(t) = !, podemos tomar b(t) ~

tP~1log(1 +t) y por el Teorema 2.9, resulta que para cierta constante C,

[ean<cre [y,

para toda f con soporte en I, tal que [,[f[’ = 1, donde W(t) = t”log(1 4 ¢). Y no es
dificil ver que entonces, existe C' tal que

Juamn<en(fir)«c [imar

para toda f con soporte en [.

Notemos que si sumamos esta desigualdad a la del Ejemplo 2 recuperamos el resultado
de Stein, que para todo intervalo I, M, f pertenece a LP(I) si, y sélo si, f se encuentra
en LY(I), con U(t) = t*log(1 + ¢).

Para los operadores M} y M, con a = 1/p, la situacién es diferente. Estamos intere-
sados en saber qué ocurre si a y b satisfacen la desigualdad opuesta a la (2.14), esto es,
que para alguna constante C,

o0 , —p/p’ Ct a(s)
(/ b(s)7P'/P ds) <C / ds  par todot > 1. (2.30)
t 1

sp

Si f es creciente, M, f = f, y por lo tanto un resultado analogo al Teorema 2.9 no es
posible. De hecho, el par a(s) = s y b(s) = sP"!log?(s) satisface (2.30), pero podemos
encontrar una funcién creciente f en el [0, 1] tal que f[O,l] U(|f]) <ooy f[O,l] O(c|f|) = o0
para todo ¢ > 0 (tomar, por ejemplo f(z) = h™'(1 — x)x[o,1(x), con h(t) = m)

La naturaleza lateral de M implica que el operador no agranda funciones crecientes.
Sin embargo, para todas las funciones decrecientes, tenemos un analogo al Lema 2.8.

Lema 2.10. Sea f positiva y decreciente en el [0, 1]. Luego,

[pit /{f>t} fla)eP e | < | My, f(x) >t}

para todo t > || fllp1 = I fl|zrao.1)-
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Demostracion. Dado que f es decreciente,

1 1
[ £llp1 = —/ f(x)z' 7" de,
P Jo

y por la misma razén, M, f(x) = H,f(z) es decreciente y continua (ver la Observacién
1), entonces

{o: My, f(z)>1}=(0,2),
con z; en el [0,1]. Para t > || f|l,1 = My, f(1),

1

1
pl’t/p

_ i Tt 1/p_1d:|p
i [pt/o f)y yl .

Ademds, f(z) < M, f(z) para todo z, entonces

t =

/O F)yM T dy

y por lo tanto

1 v 1 '
{—/ f(:v)xl/p_ldx} < —/ f(z)z/P L dx
pt Sy Pt o, 1>t

1 o 1/p—1 ?
= Lo_t/() f(x):c/ da;]
=z = [{z: My, f(z)>1t}]

]

Luego de probar el Lema 2.10, podriamos esperar que fuera cierto un resultado analogo
al Teorema 2.9, para funciones decrecientes, esto es, que la desigualdad (2.30) implicara
que

/ W(|f)<C+C / (M f). (2.31)
[0,1]

[0,1]

para toda funcién f decreciente en el [0, 1] tal que || f|l,1 = 1. Sin embargo, esto no es
cierto, como nos muestra el siguiente ejemplo.
Consideremos las funciones generadoras

d(t) =tV vy W(t) =t [log(1 + t)]*/.

Paran > 1, sea f, = nxjy 1/n1/o- Tenemos

1
1 fallr /e = O‘/ fal@)a® Hdr =1,
0

para todo n > 1.
Veremos que la desigualdad (2.31) no puede ser cierta para todas las f,.
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Siz €0, 1/n1/0‘) tenemos M f,(x) = n; de hecho, si 0 < ¢ < z,

_Ca ldy_ an /(y—c)a_ldy

(@ — o)
O{ r—cC _1
= a1y
(@ — o) / v
="nN.

1
Six € [1/n/*, 1) tenemos M, f,(z) = —. Para ver esto, sea 0 < ¢ < z. Si 1/n'/* <
’Ia

c<ux, entonces

an Lt/
- _ a 1 dy = / _ \a—1 d
T—on /f o) dy = w—oe /. (y—c)* dy

1/nt/e—c
__an / oL dy
(=) Jo

/ fuly)(y —c)* tdy = 0. Si c < 1/n'/* entonces

/e _ .\«
_ n(1/n c) < 1
(x —c) 7 @
y x
o _
— | fulyy*tdy =
x® J x

Por lo tanto,

_ n if x € (0,1/n'/?]
M= f.(x) =
o ful®) {% if x € (1/n'/ 1]

y su funcion distribucion es

0 iftt>n
a5, () =S mm ifl<t<n
1 if 0 <t <1,

mientras que la distribucion de f,,, estd dada por

0 ift>n
pr(t) =< 1/nte ifl<t<n
1 ifo<t<l.

Ahora,
/{0 1] W(£) = ) — (log(1 + )"

y, por otra parte,
/ S(CM, f,)=C / a(C s)py-; (8)ds
(0,1] 0

"1
=d(C) + C’a_l/ B ds = ®(C) + C* 'log(n).
1
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Por lo tanto, si n es suficientemente grande, vemos que no es posible la existencia de
una constante C, que no dependa de n, tal que

/ U(f,) <C+C o(C M, f,) paratodon > 1.
[0,1]

(0,1]

2.6. Desigualdades en norma

Terminamos el capitulo con la siguiente proposicion que nos muestra que las desigual-
dades modulares implican desigualdades en norma. Y por lo tanto, los resultados de este
capitulo nos permiten obtener acotacién entre espacios de Orlicz cuando estemos consi-
derando norma de Luxemburg o cualquier otra equivalente.

Proposicion 2.4. SeaT' un operador homogéneo positivo y supongamos que ¥ y ® tienen
un tipo inferior positivo en el infinito. Si T satisface la desigualdad modular

/Q<I>(|Tf|) di<CiC /ch £ dp.

para toda f € M(Q) entonces, existe una constante C' tal que

ITflle <Cliflw  para toda f € L¥(Q).

Demostracion. Sea f tal que ||f|lg < &. Por la Proposicién 1.2 y la propiedad 11 del
funcional || - ||¢ en la Proposicién 1.3, resulta Jo Y(C|f])dp < 1. Por consiguiente,
/ O(|Tf])du < 2C.
Q

Como @ tiene un tipo inferior positivo en el infinito, existe v > 0, D y t, tal que, si A > 1,

ITf\> <|Tf|>
o (2L au < + 2 (T f|)d
/ﬂ ( X)) /{ITfISto} X )TN i (771w

<o (%) @)+ 52 [ ST 1) do

<1,

para A suficientemente grande, ya que ® es continua en 0. De (2.6) y la definicién de la
norma de Luxemburg, resulta

1T flle < A

Finalmente, si f es una funciéon cualquiera en ®, como T es homogéneo positivo,
tenemos

irsle |7 (&)l PR
ACTfw — A '

>~
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Podemos presentar entonces las versiones en norma de los teoremas de interpolacion.

Teorema 2.11. Sea T' un operador sublineal de tipo débil (p,p) con p > 1, y tipo fuerte
(00, 0) y supongamos que VU y & tienen un tipo inferior positivo en el infinito. Si para
cierta constante C, las funciones a y b satisfacen la condicion

t
tp_l/ als) ds < CbH(Ct) para todo t > 1,
1

spP
entonces, T' es acotado de LY () en L*(QQ), esto es, existe C tal que
ITflle <Cllflle  para toda f € LY ().

La condicién sobre las funciones a y b de este teorema es 6ptima, ya que considerando
el operador M, en el [0, 1], se puede probar que es necesaria.

Teorema 2.12. Sea T un operador sublineal de tipo débil restringido (p,p) con 1 <p <
00, y tipo fuerte (00, 00). Sea p' = }%. Si existe una constante C, tal que a y b satisfacen

t 1/p 0o 1/p
sup (/ als) ds) (/ b(C s)7P/P ds) < 00
=1 \J1 s t

entonces, T es acotado de LY(Q) en L*(Q), esto es, exite C tal que
ITflle <Cllflle  para toda f € LY ().

Volveremos sobre desigualdades en norma en el Capitulo 4 donde estudiaremos opera-
dores fraccionarios, y veremos que la condicion sobre a y b del Teorema 2.12 son 6ptimas.



Capitulo 3

Mas sobre M, y M,

Los Teoremas 2.3 y 2.7 son tutiles para estudiar el comportamiento de los operadores
M,y Ml_/p, con p > 1, cerca del espacio LP, que es el extremo donde no hay acotacién
fuerte, logrando de esta manera, mas informacion de la que se obtendria con los teoremas
de interpolacion 1.2 y 1.3. En la Seccion 3.1 estudiamos aspectos del comportamiento de
cada operador.

En la secciones 3.2 y 3.3 tratamos desigualdades modulares con pesos para los operado-
res de promedios p y promedios Cesaro. Encontramos que las condiciones en las funciones
de crecimiento son las mismas que en el caso de la medida de Lebesgue.

Todos los resultados obtenidos en este capitulo para M, también son vélidos para

M, con los cambios correspondientes.

3.1. Comparacion

El Teroema 1.2, nos permite asegurar que M,, es acotado de L? en LY para todo ¢ > p,
por lo tanto, tenemos desigualdades modulares (¥, W) para W(t) = t?. De acuerdo con el
Teorema 2.3 podemos estudiar desiguldades modulares (¥, ®) verificando las condicién
(2.6). Encontramos entonces, que desiguadades modulares (W, ¥) no son ciertas cuando
estamos en dominios demasiado cercanos a LP. Por ejemplo, podemos tomar W(t) =
[tlog(t)]P. Para el operador M 1/p tenemos la misma situacion.

Los operadores M, y Ml_/p no tienen el mismo comportamiento cerca del LP. Por
ejemplo, si ¥(t) = t?log(t) y ®(t) = t*, el operador M, satisface la desigualdad modular
(U, @), sin embargo, el operador Ml_/p no.

De esta manera, surgen naturalmente algunas preguntas:

(a) Para ¢ > p, sabemos que M, aplica L? en L?. ;Cudles son todas las funciones cre-
cientes b tales que M, aplica L¥ en si{ mismo?

(b) (Cuéles son las funciones crecientes b tales que My, aplica LY en sf mismo?

(¢) Ya que las condiciones (2.6) y (2.14) no son equivalentes, para cudles b, los operadores
Myy M p aplican LY en el mismo L®? Esto es, cuando los operadores tienen el mismo
comportamiento?

37
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A continuacién, presentaremos algunos hechos sobre funciones reales que nos seran de
gran ayuda para dar respuesta a estos interrogantes (ver [13], p.6, y [17], p.131).

Lema 3.1. Sea b una funcidn no-negativa y no-decreciente definida en el [0,00). Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Eziste una constante C' tal que

/ b < C b /P(t) (3.1)

t

para todo t > 1.
(11) Existe una constante C' tal que
/j @ ds < Ct7Pb(t) (3.2)
para todo t > 1.
(111) exiten constantes C' y vy > 1 tales que
b—p’/p(s t) < Os”b‘p//p(t),
para todo s > 1 yt > 1.
(1v) Existen constantes C' yn > p — 1 tales que
b(st) < Cs"b(t) (3.3)
para todo 0 < s <1 y st > 1, es decir, b tiene un tipo inferior en el infinito.

Demostracion del Lema 3.1. La equivalencia entre (111) y (IV) es trivial. Para ver que (111)
implica (1), sea t > 1, entonces

/ b’p//p(s) ds = t/ b’p//p(tr) dr
t

1
< CthP/P(t) / 7 dr
1

C :
= ——tbP/P(¢)
I+~
Probemos que (1) implica (111). Sea t > 1y s > 1. Si llamamos h = b*/?, por la
condicién (1), tenemos

Ar) 1

[h = Cr
para todo r > 1. Primero, supongamos s > 2. Integrando entre t y st/2,

og ( fi"h) _ log(s/2)

fsC:/)Q h ¢
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y tomando la exponencial en ambos lados de la desigualdad, obtenemos

/ hz@mWC/ h
t st/2

Teniendo en cuenta que h es no-creciente, y las desigualdades (3.1) y (3.1),

[e.9]

ts' /O n(st) < 231/0/ h

st/2

ST“m/mh
t

< 2VCCth(t).

Entonces, para s > 2,
h(st) < 21HV/CC s~ YO by,

Si en cambio, 1 < s < 2, como h es no-creciente,
h(st) < h(t) < 21FY/Cs= /) by,

Ahora, probaremos la equivalencia entre (11) y (Iv).
Supongamos que vale (1v). Sea t > 1, como n > p — 1,

t t s
1 sP 1 sP

39

C

= ———b(t)t' "

n+l—p
Finalmente, supongamos (11) y sea 0 < s < 1y st > 1. De la desigualdad (3.2),
obtenemos

p

b(u)/u < 1

N %d‘g S o

y, de la misma manera que en la prueba de que (1) implica (111), tenemos para 0 < s < 1/2,

integrando entre 2ts y t,

log ff%du S log(1/2s)
f123t bl(;) du - C )

luego, tomando la exponencial en los dos lados de la desigualdad,

2st t
/ &:)dugf/csl/c/ Malu
1

U 1w
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y por lo tanto, usando (3.2) nuevamente,

bst) = S(?p: 55 s ) / ts %du

by [,

T =D =21) Jy e
< 2% p—1 gp—1+1/C /t —b(u) du
T (p-DA-2P) o
1/C
< OP ey,
T (-1 -2
Si 1/2 < s <1, dado que b es creciente,
b(st) < 2P~ 1Y/ Cp—1H1/C p(4)
y con esto, completamos la demostracion. O

Los siguientes corolarios 3.2 y 3.3 dan respuestas a las preguntas (a), (b). Son conse-
cuencia directa de los Teoremas 2.3 y 2.7, y del Lema 3.1.

Corolario 3.2. FEuxiste una constante C' tal que

| v <crc [weis@par,

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, ¥ tiene un tipo inferior en el infinito mayor que p.

Corolario 3.3. Existe una constante C' tal que

/0 (M, f(2)) dr < C + C / W(C | f(x)]) de

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, VU tiene un tipo inferior en el infinito mayor que p.
Para contestar la pregunta (c), establecemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4. Sea ¥ una funcién de crecimiento tal que tP~'b(t) es creciente en t > 1.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Para toda ®, M, satisface la desigualdad modular (2.8) si, y sdlo si, My, satisface
la desiguadad modular (2.24).

(1) W tiene un tipo inferior en el infinito mayor que p.

Demostracion. Para probar que (1) implica (11), fijemos ¥ y supongamos que para toda @,
si M, satisface la desigualdad modular (¥, ®), entonces Mf/p también. Podemos suponer,
sin perder generalidad, que b existe (si b no es diferenciable, siempre podemos encontrar
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una funcién equivalente que sf lo sea). Como ¢t!7Pb(t) es creciente tiene derivada positiva

igual a /
o) _ (- )bi—;)

-1

para todo t > 1 y por lo tanto la funcién,

(t) = [b'(1) = (p— 1)b(1)]t para 0 <t <1,
T t'(t) — (p— 1)b(t) para t > 1,

es positiva, continua y

sp

/ fals) ds = t""P b(t) — b(1). (3.4)

Entonces, como t17Pb(t) — b(1) < t7Pb(t), tenemos que a y b satisfacen la condicién
(2.6). Por el Teorema 2.3 tenemos que M, satisface la desigualdad modular (¥, ®), y por
hipotesis, M 1/p también. Entonces, el Teorema 2.7 nos dice que vale (2.14), esto es, existe
una constante C' tal que para todo ¢ > 1

/1 t % ds < ( /t h b(C s)P/P ds) o : (3.5)

Nuevamente, por ser tlfpb(t) creciente, tenemos que existe una constante C'; tal que para
todo ¢t > (]
P b(t) > 2b(1),

Por consiguiente, de (3.4) y (3.5) tenemos

b(t) p/p’ > —p'/p o
SYEs <C /t b(s) ds

/C

para todo t > C}. Esto implica que si tomamos Cy = max{C, C}}, entonces se satisface
(3.1) con b(Cst) en lugar de b(t). Finalmente, por el Lema 3.1 resulta que CoW(Cyt) tiene
un tipo inferior en el infinito mayor que p y por lo tanto, también W.

Por otra parte, si suponemos que ¥ tiene un tipo inferior en el infinito mayor que p,
por el Lema 3.1, tenemos que vale (3.1), y por lo tanto, la desigualdad (2.6) implica (2.14)
y luego, una desiguadad modular (¥, ®) para M, implica la misma para Mf/p. Dado
que la desigualdad (2.14) es mas fuerte que la desigualdad (2.6), usando los Teoremas 2.3
y 2.7, una desigualdad modular (¥, ®) para Ml_/p siempre implica la misma desiguadad
para M,,. O

3.2. Desigualdades con pesos

Los resultados obtenidos para los operadores M,, y M en el capitulo anterior pueden
ser generalizados cuando consideramos una medida inducida por un peso. Para no difi-
cultar la notacién, trabajaremos en el intervalo [0, 1], pero no hay dificultad en extender
los resultados a un intervalo cualquiera I de la recta.
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Llamaremos peso en €2 a toda funcion medible y no negativa w : €2 — R. Dado un peso
w en 2 y una funciéon de crecimiento ¥, podemos introducir la siguiente generalizacion
de espacio de Orlicz: el Espacio de Orlicz pesado, definido como

LY(Q,w) = {f € M) : / U(e|f])wdp < oo para algin € > 0}.
Q

Un peso w definido en el intervalo [0, 1] con la medida de Lebesgue, se dice que esta en
A;([0,1]) si existe una constante C' tal que para todo intervalo I C [0, 1]

1
—/wSC’infw.
11l J; 1

Se sabe que A;([0, 1]) son los pesos que caracterizan el tipo (1,1) de la maximal M en
el [0,1] (Ver por ejemplo [22]), y como M, f = (M| f|P)'/?, vemos que A;([0, 1]) también
caracteriza el tipo débil (p, p) de M,,. El siguiente teorema establece cudles son los posibles
pares a y b, para los cuales el operador M, satisface la desigualdad modular (¥, ®). De
hecho, resulta que la condicién sobre a y b es la misma que para el caso w = 1.

Teorema 3.5. Sea w un peso en Ay([0,1]). Existe una constante C' tal que

| oM@ e@ar<crver [Twe @) ue da (3.6)

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, se satisface (2.6).
Del teorema anterior y el Teorema 2.3 se desprende el siguiente corolario.

Corolario 3.6. Si M, satisface (3.6) con w =1, entonces satisface (3.6) para todo w en
A

Demostracion del Teorema 3.5. Supongamos que se satisface (2.6). Como w estd en A, ([0, 1]),
el operador M,, es de tipo débil (p, p), y estamos dentro de las hipétesis del Teorema 2.2.
Por lo tanto, existe una constante C' tal que la desigualdad (3.6) se satisface.

Veamos ahora que (2.6) es consecuencia de (3.6). Usaremos la notacién w(E) =
il W para cualquier conjunto medible E. Sin perder generalidad, podemos suponer que

w([0,1]) = 1, y que el 0 es un punto de Lebesgue de w con w(0) > 0. Sea t > 1 fijo,
1
ye € [0,1] tal que w((0,5)) = 7y

ft - tX[O,It)i

1
con x; = max{y, t_p} Como

sis>t
([0,2¢)) si0<s<t

w({lfil > 1) = {SU
tenemos

/0 (| () () de = / T hs)w({Ifi] > 5} ds < w((0,2,)) tb(r).
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Si Tt = Ut,

wl(0,2) = wl(0,0)) =

1
y en el caso x; = pet podemos usar que w estd en A;([0,1]) y entonces

w(0)
P

w([0,3,)) < tipwqo, tlp])tp < tlp {0 <z <1/ w)}<

Por otra parte, dado que

t six € [0,
Myfia) = pair
iy ST E (x4, 1],

la distribuciéon de M, f; con respecto a w estd dada por

0 sit<s
_ P, o, 1/p
w({M,fe > s}) = ¢ w([0, —p]) site,V <s<t
s
1 if0 < s < tz/?,

y luego,

/0 WM () () i = /0 T (M, > s})ds
> [atspuio.
carfocacy WA ),

> [ atsyulo, S5t ds
L)yds

Como consecuecia del hecho de que 0 es un punto de Lebesgue de w y w(0) > 0, existe un

nimero ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que si z € [0,6), tenemos M > w(0)/2.
x

Por lo tanto,

nf {M 0<az< 1} > mf{w(0)/2, w(]0,d])} > 0

y esto completa la demostracion. O

En [16] los autores caracterizan los pesos para el tipo débil restringido (é, é) de los

operadores M, y M. Para M, esta clase de pesos llamada A7 ([0, 1]), esté definida por
los pesos w tales que

1
b—a

b
/wSCw(a) VO<a<b<l. (3.7)

Para el operador M, la clase A ([0, 1]) se define de manera analoga (ver [16]).



44 CAPITULO 3. MAS SOBRE Mp Y M

Teorema 3.7. Sea w un peso en Ay ([0,1]), luego, para alguna constante C’

/0 (M f(2)) w(z)dr < C' + C' / U(C|f(2)]) wla) da (3.8)

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, la condicion (2.14) se satisface con p =1/c.

Demostracion. Como w esta en Ay ([0, 1]), el operador M, es simultdneamente de tipo
débil restringido (1/a,1/a) v de tipo fuerte (0o, 00) (ver [16]), del Teorema 2.5 tenemos
que (2.14) implica (3.8).

Por otro lado, supongamos que vale (3.8). Supongamos que 0 es un punto de Lebesgue
de w y que w(0) > 0. Por la desigualdad (3.7), si para algin x, w(z) = 0, entonces w(y) = 0
para y > x. Luego, podemos suponer w(z) > 0 en casi todo punto. Sea g : [0,1] — [0, 1]
definida por

9(x) = w([0, z]). (3.9)

Como w(xz) > 0 en casi todo punto, tenemos que g es estrictamente creciente y por lo
~1

tanto ¢! es una funcién bien definida con dominio e imagen iguales al intervalo [0, 1].
Ademas, por la desigualdad (3.7), tenemos
g(z) = w([0,z]) < w(0)x (3.10)
y
) > — (3.11)
g Z (0)" .

Supongamos primero que b tiene la propiedad
/ b(s) /P ds < 0. (3.12)
1

Sea t > 1 fijo, y definimos para s > 0,
ht(S) = At b(O S)_p

con

e -p
Ay = w(0) [t b(C't)P /P +/ b(C's)P/P ds} :
t
y C > (C")? tal que [,°b(C s)7#"/P < (C")7#'/P. Observemos que b es creciente, lfm,_o, b(s)
o0, hy es decreciente y lim,_,o hy(s) = 0; luego, h; *(r) es una funcién bien definida para
r > 0.
Consideremos ahora f; € M([0,1]) definida por

ft(x) = ht_l(g(x))X(O,yt)(x)v
con y; = min{g~*(h(t)),1}. La distribucién de f; es, para s > 0,

w{[fe] > s}) =w({z € (0,1} : ( ) > s})
=w({z € (0,1]: h;'(g(z)) > s and x < y,})
(0,1]:
)

)

Y

1
1
=w({z € (0,1 ( ) < hi(s) and z < y})
= min{hy(s), hy(t), 1}.
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De la igualdad anterior, y del hecho de que b es creciente, tenemos
o [ e nwhut = [T ue il > s
<C {ht(t) /Ot b(C's)ds + /OO b(C s)h(s) ds]
t
<C {t b(C't)h(t) + /OO b(C s)hi(s) ds}
t

= CA, [tb(Ct)p'/p+ / b(cs)’p/Pds]
t

0o , -p/p
< Cw(0) [/ b(cs)—p/pds]
t
Luego, por la eleccion de C,
1 00 , —p/p’
C'+C’ / U (C"|fi(z))w(x)dz < (1 +w(0))C {/ b(C’r)_p/pdr} : (3.13)
0 t
Por otra parte, veremos que
w({M_ fr > s}) > C—g para todo s € (1,1), (3.14)
5

para cierta constante ¢y dependiente sélo de w. Por lo tanto,

A@Wmﬁmmmwm=[fM@mmgﬁ>@m$

t
ZCO/ @ds.
1 SP

Luego, de las desigualdades (3.15) y (3.13), obtenemos

co [ s < [ oMz At da

S

(3.15)

ga+alwwwmwwwm

—p/p’

< (1 +w(0))C MOO b(C )PP dr]

Como C'y ¢y no dependen de ¢, esto es (2.14).

Queda probar la desigualdad (3.14). Consideremos el operador H,, con p > 1 definido
en (2.16).

Como H,f(z) < M f(z) para toda f en 9([0,1]) y todo = en el [0, 1], basta probar
(3.14) par ‘H,, en lugar de M. Dado que lim,_. h¢(s) = 0, tenemos lim,_.¢ fi(z) = oo, y
entonces lim, o H, f:(x) = oo (para cualquier funcién decreciente h, H,h > h). Ademads,
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H, fi es continua y decreciente en el (0, 1]. Consecuentemente, la imagen de la H, f; es la
semirrecta [H, f;(1),00). Para los nimeros s tales que H, fi(1) < s < ¢, tenemos

w({z: Hpfi(r) > s}) = w([0, ),

donde z; es un punto del (0, 1] tal que

s =Hpfe(zs) = 1/p/ fe(@)z P~ da.
bTs

Por lo tanto, x, = —/ fi(z /P 1dx]

Dado que H,f: > f;, la funcién f; es decreciente, el nimero ¢ > s y se satisface la
desigualdad (3.11), entonces

v > f () = g7 (ha(t) >
Por la definicién de ¢ en la férmula (3.10) y como h; ' es una funcién decreciente,

f@) = by H(g(x)) = by (w(0)).

Entonces,

1 (he(t))/P »
= (0)1/p/ ht (yp> dy

— g [+ [y ar

= (w‘?é))l/p {tb(Ct)p'/p - /t N b(Cr)P/r dr]
1.

o

Si H,fi(1) < s < t, tenemos x; > . Por lo tanto,

(ps)p

fol/(pS)” w 1 e
0, 1/@s7] sy~ )’

w((0,z,)) = w((0,1/(ps)’]) =

w(|0,x , .. .
donde ¢; = Inf {O <z<l1: M} es un numero positivo (de la misma manera que
x

vimos en la demostracién del Teorema 3.5). Si, en cambio, 1 < s < H, f;(1), es obvio que

w{Hyf, > s}) = 1> Sip
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Consecuentemente,
w({H,fr > s}) > —

con ¢g = min{1, ¢ }.
Para finalizar la prueba del este teorema, resta ver el caso en que

/ b(s) /P ds = oo
1

En esta situacion, el operador H,, no puede satisfacer la desigualdad modular (3.8). Con-
sideremos la funcién

f(@) =h" (g(x))xpy(x) para todo x en [0,1],
donde g es la funcién definida en (3.9) y
Kb(t)™P
<f1t/2 b=v'/p ds)

con K tal que h(1) = 1. Notemos que h es decreciente, y entonces f es una funcién bien
definida, perteneciente a ([0, 1]).
Primero, veamos que f estd LY([0,1]). Como foo bP'/P = oo y la funcién bP/? es

h(t) = 5, parat>1,

/ /
decreciente, existe una sucesién de nimeros {x,, }2°, tal que f bP/P = py limy, oo Ty =
00. Si tomamos xg = 1, obtenemos

1 [ oo —p'/p
—/ b(s) h(s)ds / —b(s) 5 ds
K Ji 1 (fls/Q b—p’/p>

Tp41 b(S)fp’/p

S / p
n <f1/2 b—Pp /p)
z1 b( ) —p'/p /$n+1 b(s)—p’/p
S / ds + T I NP ds.
1 <f1/2b P/P) Z f b_p/p>p

El primer término de la tdltima expersion esta acotado por
1

<f11/2 b—p’/p>p

ds

I
M8
T

< 00

y el segundo por
%Hb p/p_fmnb v'/p o

1
Zf (lz”bp/p Zn_

Como para s > 1, w({|f| > s}) = h(s), resulta que
[ vtr@h e de = [ edis > shas
< /1 b(s)ds + /00 b(s) h(s)ds < oco.
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Veamos ahora que H, f no estd en L®([0, 1],v), mds atin, mostraremos que H, f () = oo
para todo z € [0, 1]. Como H,f es decreciente, es suficiente probar que H,f(1) = co. De
hecho,

1 I _
ol 0 =~z [ g ar

- | e
> |l men) ar

y de la desigualdad (3.11),

E%@Awquﬂﬁrmd >ER$%T—/mh(f”W

p/p
1/p/ f1/2b p/p

Finalmente, resulta

p/p Tni1 p/p

ds
/ f1/2bp/p Z/ f1/25p/p
b(s) —p'/p

Tn+1
ano/ fx"“b p/pds

f“”“rlb p/p_f”*’"b P'/p

Zf1/2b p/erfZ"“b ?'/p
> 1

:Z 1 o = o0
n=0 f1/2

b=?/P+1+n

3.3. Desigualdades al revés con pesos

Podemos obtener el mismo resultado que en la secciéon 2.5, pero con un peso en una
clase conveniente.
Un peso w estd en A’_(]0,1]) si existe una constante C' tal que

w(2I)

supw < o=
1]

para todo intervalo I del [0, 1].
Para la demostracién del siguiente resultado ver [18].
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/
oo’

! / flw < Cw({Mf > 1))
{If1>t}

Lema 3.8. w pertenece a A’_, si y solo si, existe una constante C' tal que

t

para toda f 1y todo t > f[o g fw.
Por la definicién de M, para p > 1, el siguiente resultado es una consecuencia inme-
diata del lema anterior.

/

', entonces existe una constante C' tal que

Lema 3.9. Si w pertenece a A

L e < coliMyf > o)

P Jyrsn

1/p
para toda f y todo t > (f[o 1 1P w) )

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema 2.9.

Teorema 3.10. Sea w un peso en AL_. Existe una constante C' tal que, para toda f con
f[o I fPw=1,

/ml]\lf(\fl)w <C+C [ (M,fw (3.16)

[0,1]
si, y solo si, a y b satisfacen (2.29).
Demostracion. Supongamos que la desigualdad (2.29) se cumple. Sea f una funcién en

M([0,1]) tal que f[O,l] fPw = 1. Dado que w pertenece a la clase A, tenemos que existe
C independiente de f tal que

1
Cw({M th > — P
WM >z g [ g

1 [
—u{lf1 >+ [ el > s ds
t
1 oo
> — [ sTw({|f] > s}) ds.
tP /.
Usando esta desigualdad, de manera andloga al Teorema 2.9, llegamos a

[0 W < (1) 420 / D(C M,f)w,

[0,1]

y con esto probamos que (2.29) implica (3.16).
Veamos ahora, que (3.16) implica (2.29). Sin perder generalidad, como en la demostra-
cién del Teorema 3.5, podemos suponer que 0 es un punto de Lebesgue de w y w(0) > 1.

Sea t > 1, entonces existe y; € [0, 1] tal que w([0,y:)) = » Consideremos la funcion

Jt = tX(0,20)
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1
con x; = min{y, t_p} Como

sis>t

0 >
w{|fe] > s}) = {w([O,It)) si0<s<t,

4 /
y w esta en A,

#?w([0,2)) > min{1, w([0,1/t"))}

>min{l, sup w(x)}
z€[0,1/2tP)

> min{1,w(0)}
> 1.

Por lo tanto, tenemos

Por otra parte, si tenemos en cuenta que

0 sit<s
tpl't 1/p
w{M,f; > s}) = § w([0, —p]) sitr,’ <s<t
S
1 if0 < s < ta)'?,
como tP x; <1, para 1 < s < t,
tPx
w({Myfo > 5}) < w(lo, )
1
w((0, )
< sup w() -
< sup w(xr)—.
z€[0,1] sP

Por lo tanto,

/01 V(M (o

/ WM, f, > s}) ds
(I)

Ssu wl\x t® S
< B(1)u((0, 11>+$6[013” <>/1 ©y
g@(1)w<[0,1])+w([o,1])/1 %ds

y esto completa la demostracion. O]



Capitulo 4

Interpolaciéon en norma

Hasta ahora consideramos siempre operadores 1" que conservan los espacios de Lebes-
gue, esto es, aplican el espacio L” en si mismo, dentro de su rango de acotacion fuerte.
Muchos operadores en analisis, como la maximal fraccionaria y la integral fraccionaria,
tienen propiedades de acotacién mejores que las anteriores, ya que, en su rango de acota-
ciéon fuerte, resultan acotados de LP en espacios L? con ¢ > p. Cuando estamos en medida
finita, L? esta contenido en LP, por lo tanto, tiene sentido decir que mejoran la integra-
bilidad. Ya que desigualdades modulares del tipo 2.1 no son validas en este contexto nos
concentraremos en estudiar desigualdades en norma de Luxemburg.

Nuestro objetivo es obtener acotacion en espacios de Orlicz de ciertos operadores que
mejoran, llamados maximales Cesaro fraccionarios, que presentaremos en la Seccion 4.1.
Para ello, en la Seccion 4.2, obtendremos un teorema de interpolacion que da desigual-
dades en en normas de Luxemburg. Casos especiales de este operador son las maximales
laterales Cesaro y las maximales laterales fraccionarias. En [9], los autores tratan la ma-
ximal fraccionaria de orden entre cero y uno, definida en un conjunto acotado €2 de R",
obteniendo resultados de acotacién en norma para este operador. En [2], el autor presenta
un teorema de interpolacion en espacios de Orlicz y obtiene desigualdades en normas de
Luxemburg. La hipdtesis sobre el operador es que sea de tipo débil restringido en ambos
extremos. Si bien estos resultados pueden ser aplicados al operador maximal Cesaro frac-
cionario que consideraremos, no son optimos ya que este operador es de tipo fuerte en
uno de sus extremos.

4.1. Operadores Cesaro fraccionarios

Sean 0 < # < a < 1. Definamos los operadores maximales laterales Cesaro fracciona-
rios, para f € M([0, 1]), como

M yf(a) = sup — E /; (c|f(;))1|_ad57

z<e<1 (C — T

Mo ,f(@) = sup o ; /m( 1f(s)] ds,

o<e<z (T — ¢ s—c)l—@

para todo x en el [0, 1].

o1
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De la misma manera que los operadores definidos en el Capitulo 2, existen las versiones
en R de estos operadores.

Observemos cuando a = (3 recuperamos los operadores Cesaro de orden « del Capitulo
2.5ia=1y0< @ <1 el operador M (j 5 es la version lateral de la maximal fraccionaria.

Proposiciéon 4.1. Para 0 < 0 < a < 1, M;B y M, 5 son de tipo débil restringido
(1/a,1/B) y tipo (15,00).

Demostracion. Sea E un conjunto de medida finita. Tomemos 0 < x < ¢ < 1, entonces

—O[ ‘ a—1 a > a—1
- ds < ——— d
(c— )P /I xE(s)(c—s) s < (c— 1) /0 X[O,|Em[:c,c)\}(3)5 S

EN[z,c
_ o / ol
~(e—x)7

_ BNz o)
(c— )
:[ Jy xe ]a

(¢ — x)B/e
< [M_stew)(@)]”

Aqui, /\;ll_ s es la maximal fraccionaria de orden 1 — g La primera desigualdad se

debe al hecho de que la integral del producto es menor o igual que la integral del producto
de las reordenadas (ver Proposicién 1.1. Como z y ¢ son arbitrarios,

M y(xe)(@) < [M_s(un)(@)] Ve

La maximal fraccionaria de orden M, s, por estar acotada por la integral fraccionaria

@

del mismo orden, es de tipo débil (1, %) (ver por ejemplo [21]), entonces

(M7 5(xe) > tH < [{M_a (xe) > ¢}

C
< WHXE”a/ﬁ

1/a
o (lazke)

Para ver que M:{ﬁ es de tipo débil (a—iﬂ., o0), sea f > 0 localmente integrable. Sea
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x € [0,1] y ¢ > z. Si aplicamos la desigualdad de Hélder obtenemos

PEE /|f (e —s)*"tds
< L/’!f ] _ﬂ{//%c——aﬂ fwm}l‘a+ﬁ
o c—x 1—a+8
- =7/ ”W] [ o ]

B

—1'

[

< .
<alfll s,

Luego,
1M s fllse < allfIl 2.

De la misma manera se obtienen las estimaciones para M, 4

53

]

En términos de los espacios de Lorentz, podemos decir que M, ; es acotado de Ly /a1

en Ly . Veamos que M, 5 no puede aplicar ningtn espacio de Lorentz mds grande que
Lija,1. Esto es, si g > 1 entonces, M a,p 1O aplica Ly/q,4 en Ly . En particular, M a,p 1O

es de tipo débil (1/a,1/0).

Sea
1

7 Tog (1) KO-/ (z).

flz) =
Esta funcién pertenece a L'/®9 para ¢ > 1, de hecho,

o d
1o =00 [ @1 S

1/2 dt
:Wﬂ fog'(1/1) ~ >

Sin embargo, para 0 < x < 1/2,

Mot = 5 [l as

« / 1 gt
= — _— = 0
28 J, slog(1/s)

Y con esto vemos que M 4 f no puede pertenecer a ningin espacio en donde exijamos
que la funcién no sea infinita en un conjunto de medida positiva, en particular cualquier

espacio de Lorentz. La misma conclusién es vélida para M 5
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4.2. Acotacién en LY

El siguiente Teorema de Interpolacién nos permitird obtener acotaciones en norma en
espacios de Orlicz de los operadores Cesaro fraccionarios.

Teorema 4.1. Sea 0 < < a<1yT:D — M, un operador de tipo débil restringindo
(1/a, 1/3) y de tipo (a—iﬁ, 00). Supongamos que ¥ y ® tienen un tipo inferior positivo en

el infinito, y que las funciones b(t) y zi;)% son crecientes. Si para alguna constante C',
a y b satisfacen

7t17a+ﬁ ( ) 6 11—«

b(CcLt)e=B als & a—1
sup / ' st (/ b(Cys) = ds) < 00 (4.1)
>1 1 t

luego, existe una constante Cy, tal que
ITflle <Collflle  para toda f € D.

Demostracion. Como el operador T  es de tipo fuerte (=1, 00), existe B tal que

Pt
ITfll < BIF| o, para toda f € D.
Supongamos que vale (4.1), entonces, si tomamos C' mayor que 2B, C} y el supremo
de (4.1), como la funcién b es creciente, tenemos que para todo ¢t > 1,

lmath ( ) A 11—
bctye—B ql s >
/1 mds (/t b(Cs)*s ds) <C (4.2)

Sea f una funcién en el dominio de T tal que || f|ls < &. Por hitpétesis,
t17a+ﬁ
b(t)—?

es creciente, y entonces la funcion
t17a+ﬁ

b(C't)o—p

también lo es, luego, tiene una inversa que llamaremos .

Sea fs = min{\(s),|f|}, v f* = f — fs, entonces
[ @i = [ ator(s)as
Q

< () e

< SRR + [ als) fury-(52) + pr, (5/2)] ds

1
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Para s > 0, la distribucion de la f; es

) if0<t < A(s)
i) = {0 it 1> A(s)

luego,

ITfull < BIfl 2.

r o) 1 L a—f3
:B!/thMMWﬂ
LJO

_ A(s) 1 1 a—0
:Bl/ £ (1) dt
0

Esto implica que pry,(s/2) = 0, para todo s > 0, y entonces

/ ST < B(L)u(Q) + / " a(s)pary, (s/2)ds
Q 1

Como el operador T es de tipo débil restringido (1/a,1/3), tenemos que existe una
constante A tal que, para todo s > 0,

1 [ 1/8
prps(s) < A [g/ Nf}é] ),
0

() = 0 if 0 <t < A(s)
o pp(t+A(s) i £ A(s)

ademas,

entonces,

[ etomertsas<a [T [2 [T s

= 21/’614/ a(s) [—/ Mf(t)o‘dt] ds.
1 S Ja(s)

Ahora, si llamamos
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g(t) = ug(t)h(1)/*0(Ct)
por la desigualdad de Holder,

/1 h als) E /A :) u?(t)dt} 1/8 .

:/100a(s) E /:) %dt} " s

Si usamos integracién por partes y la desigualdad (4.2),

> fe 1 1 &0 [e] 1=a
/ b(Cr) Tah(r) Tadr = - (/ b(Cr)_l—adr)
A(s) @ \JAs)

C *a(r) -5
= 1—a (/1 rl/ﬁdr)

y por lo tanto, la expresion (4.3) puede ser acotada por

0o (l(S) 0 % s a(r) —(1-a)
C

1—a
con C3 = (E) 7y la desigualdad integral de Minkowski, nos dice que la tultima

expresion es menor o igual a

es menor o igual a

-1 —(1— B/ /B
oo A1) CL(S) s CL(’/’) (1-a)
Cs /1 g(t) [/1 17 (/1 rl/ﬁdr) ds dt :

que integrando por partes la integral interior y usando nuevamente la desigualdad (4.2),
resulta menor o igual a

o/

04{/100 g(t) [/too b(or)—li“adr] e dt} ,

, v de la definicion de g, lo anterior es igual a

C [/100 Mf(t)b(Ct)dt} " <c, {/Q‘I’(Cf)du} o/p

< Cy.

Ce/B
con 04 = 03

(07
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Hemos probado que si f es tal que ||Cf|ly < 1, entonces

/ S(T ) < p(Q)B(1) +2/°AC,.

Finalmente, como ® tiene un tipo inferior 7, esto es, existe una constante D, tal que
O(st) < DsTD(t)

para todot > 1y 0 < s < 1, usamos que T es homogéneo positivo, para obtener que si
f € @ entonces, tomando C5 = max{[D(V(1)u(Q) + 2V AC)V7, O, 1},

aim) v = L2 (7 (aim)])
/f’(cznfn@ m=a L\ L)

< %(\D(l)u(Q) +2Y8¢y)

<1
y esto completa la demostracién con Cy = CZ. n

Nuestro préximo paso sera aplicar este teorema al caso de las maximales Cesaro frac-
cionarias, y probaremos ademas que para desigualdades en norma, las conclusiones del
teorema anterior son O6ptimas. En consecuencia, en lo que sigue trabajaremos con funciones
U y & convexas. Comenzamos enunciando y demostrando algunos lemas previos.

Si ¥ es una funcién de crecimiento con derivada continua y creciente, definimos la
conjugada de ¥ por

T(t) = sup{ts — ¥(s)}

5>0
para todo ¢t > 0.

Lema 4.2. Supongamos que a y b son funciones crecientes y continuas. Si el operador
M, 5 es acotado de LY en L® con constante C, entonces

st7eth < CFY(s)G7Y(s)  para todo s > 0, (4.4)
con 1 T (b( ) 1
L VR s G
F(T) - ﬁ’r /0 S Sl/ﬁds
y ~
1 1 A 1
G(r) = ——rTa (5) —ds.
1—« , S gia

Demostracion. Sea f con || f|lg <1y t>0.Dado que C > C|f|lg > 1M, flls ¥y
1 x

s = |5 [ irelseas

X [ st

_ X(t,;Oﬁ)(x)/O ]f(s)]saflds

v
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entonces,

t a—1 X(r(t),oo)(‘r)
o= ([ irelsas) H—ﬁ )
> (/0 If(S)IX(o,w(S)Sa_ldS) HX(%O;)(%)

Esto es cierto para toda f con || f|le < 1, por lo tanto (Ver [20])

Luego de un cambio de variables, por la forma de F' tenemos

:fnf{)\: / @(Lﬁ)dxgl}
® . AT

) 1 x5 D(s)
_mf{)\. /\1/6/0 S%HdSSl

B
:inf{/\: %

_ inf{A ; % < F—l(l/t)}

P

X (t,00) (:13)
e

X(0,t) (z)
Ia—l

<C.

P

v

X (t,00) ("E)
B

t
B 1
CPFEN(1/t)
De manera similar obtenemos
Xon@)| _ 1
rlime || treGTY(1/t)]
y si llamamos s = 1/t tenemos el resultado deseado. ]

Lema 4.3. Sea 1 < p < co. Supongamos que

>
/ (S)ds < 00,
1

gp+1

donde V(t) = fg b, con b creciente y continua. Entonces, la funcion

D(s) = s” /OO wds (4.5)

spt+1

tiene derivada creciente. En particular, satisface la desiguladad

D(s)

< D'(s)

para todo s > 0.
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Demostracion. La derivada de D es

D'(s) Zpsp_l/w%dt—@

Si usamos
/°° L]
b s tr+1 s
tenemos
(1) T B
! _ p—1 o p—1
D'(s) = ps /8 pre ds — ps /S oy 1dt\I!(s)

_ > U(t) < 1 .
:psp 1 (/s pres] ds —\/S stw(8)>

0= D) = po— 1> [ T ar - pr 2

tpt+1 gpt+1 s s2

Queremos ver que

esto es lo mismo que

o [ s 2. 80

trtl 52 S

que es lo mismo que

p(p—1)s? /00 () dt > (p—1)¥(s) 4+ s¥'(s)

tp+1 —

Lema 4.4. Sea 1 < p < 00. Supongamos que
il
/ (S>ds < 00,
1 S

donde V(t) = fot b, con b creciente y continua. Entonces, la conjugada de la funcion dada
por 4.5, satisface

1

worsor ([ (i) o)

para cierta constante C.

2 1%
! . La funcién M es creciente, ya que ()
~ U—1(r)

U~1(r) < M(r). Entonces, si M~'(s) = inf{r : M(r) < s}, resulta M~'(s) < U~1(s).
Calculando la integral

o \I/(t) 1 o s 177!
dt > — d 4.6
/u tprl T p2p [111(M1(u)) {‘I’(S)} ’ (4.6)

Demostracion. Sea M(r) =

crece y
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) \I] ~
Sea H(u) = / sl’(fl) ds. De la definicién de funcién conjugada, tenemos W1 (s)¥~1(s) <

2s para todo s >u0, y entonces

\11(2 ‘i’(u))
— L > 4.
——_ (47)
para todo u > 0. Como D y W son funciones con derivada creciente,
¥
0< D'(u)=pu’"H(u) — ()
u
y es creciente en s, resulta de (4.7) y de la definicién de M,
U (2pul~ H (u)) .
= MV (2puP~" H
< TP = M(veme Hw))
para todo u > 0.
Dado que H es decreciente,
1< H{v)
— H(M(¥(2pur~'H(u))))
para todo u > 0,
H (u)
u<u
H(M(¥(2pur~'H(u)))) (4.8)
= [u?™ H (u)]" " [H(M (¥ (2pu? ™ H (u))))] 77
Por el Lema 4.3,
D
u
y entonces uP " H(u) < D'(u) para todo u > 0, que a su vez implica
(D) H(w) < [s"TH(s) Y, (4.9)

para todo u. Reemplazando u por (D’)7'(u) en la desigualdad (4.8), y dado que cada
factor del producto es una funcién creciente, la desigualdad (4.9) implica

(D))" Hu) < uP T H(M(W(2pu)))] ' para todo u > 0.
Dado que D' = (D')"'y

%[“p/ [H (M (¥ (u)))]'""] = u?[H(M(¥(w)))]' " para todo u > 0,

obtenemos

D(u) < (2p)"w” [H(M (¥ (2pu)))]' ¥

~ 1-p
/ / o0 m t
come ([ B0,
M(w(2pu)) TP

o (Ll %)
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donde en la dltima desigualdad usamos (4.6). O

Teorema 4.5. Sea 0 < 3 < a <1 y supongamos que las funciones a y b son crecientes
Yy continuas.
Existe una constante A tal que

Mg sflle < Allflle  para toda f € L¥([0,1]),

si, y solo si, a y b satisfacen (4.1). El mismo resultado es cierto para M;ﬁ.

Demostracion. Para el caso en que § < «, por la Proposicién 4.1 y del Teorema 4.1,
tenemos que (4.1) implica la acotacién de M wp Bl caso o = (3, es consecuencia del
Teorema 2.12 del Capitulo 2.

Para la otra implicacién supongamos que M, 5 es acotada de LY en L®, entonces, por
el Lema 4.2 tenemos

cs' TP < PT(s)GT(s)

para todo s > 0, donde ¢ denota una constante positiva. Del hecho que

G ()G (s) < 25,

tenemos )
cs ot < Q}f (s)
G1(s)
ysi s =G(1),
FY(G(1)

cGt)™*H <2 .

Como F' es una funcién creciente, si C' = 2/¢, resulta
oo ars -
F 5G(t) < G(t),

y dado que W(t) < G(t), tenemos G(t) < W(t), y como también

es creciente
t1/8 ’

B
F (W) Cro ()" < G(t)°,

si multiplicamos por 1/t y usamos el Lema 4.4 con p = 1/a, existe C tal que

1

(F (C,\I/(tt)a—ﬁ) (C/q/(tt)aﬁ)ﬁ>ﬁ < (é(t)t‘i>a
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y por la definicion de la funcion F,

t (I)( ) B 0o _a —(1-o)
()= S S I—a
——d <Cc® d
(/ STH/p ) =¢ (/c (5) )

y dado que a y b son crecientes,

B B
_pios = (e
7 a—p &
/c b(t) afS) ds <20 (/ b(s)_l—adS) )
0 S /B Ct

que puede ser reducida a 4.1. O

Ya habiamos visto en el Capitulo 2 que las desigualdaes modulares implicaban las
desigualdades en norma. Para el caso de la maximal lateral Cesaro «, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.6. Sea 0 < a < 1 y supongamos que las funciones a y b son crecientes. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Eziste una constante C' tal que

| otz swna<cre [ e,

para toda f € 9M([0, 1]).

(11) Eziste C' tal que

t @ % -«
sup (/ %ds) (/ b(C's) T ds) < 0.
t>1 1S t

(111) Eziste una constante C' tal que

1M flle < Cllflle  para toda f € MM([0,1]).

El resultado anterior también es valido para M.



Capitulo 5

Composicion de operadores

En [19], Neuguebauer estudia desigualdades modulares para el operador que consis-
te en componer un numero finito de veces de la maximal de Hardy-Littlewood consigo
misma. Este operador composicién ya no es de tipo débil (1,1) y los resultados de inter-
polacién de los Capitulos anteriores no se aplican. Resultados andlogos son validos para
la maximal M, y de hecho pueden ser demostrados a partir de los de la maximal de
Hardy-Littlewood.

En este capitulo encontraremos las propiedades de acotacién en espacios de Orlicz del
operador M7, con 0 < o < 1, compuesto j veces. En particular, cerca del extremo L'/,
veremos cémo su comportamiento empeora al incrementar j.

Daremos respuesta a este problema al estudiar desigualdades modulares para un ope-
rador que sea composiciéon de operadores no necesariamente iguales pero con las mismas
propiedades de acotacién en los extremos. Este enfoque, nos permitira también, tratar
el caso de una maximal fuerte que considera promedios Cesaro sobre una familia de
rectangulos.

5.1. Estimacion de la distribucion

Sean Ty, Ty, ... y T}, j operadores definidos en 9(€2), todos ellos de tipo débil restrin-
gido (p,p), para algin p > 1 y tipo (0o, 00). En este capitulo estudiaremos desigualdades
modulares para el operador composicién

TloTQO...Oj-jj. (51)
Por simplicidad y mayor claridad en la notacion, trabajaremos en el caso en que los T; son
todos iguales, esto es T; =T para 1 = 1,2, ..., j. No existe dificultad alguna en modificar
la notacion en los teoremas y lemas que siguen para obtener las mismas conclusiones para
el operador (5.1) cuando los T; no son necesariamente iguales.
J veces
; /_H . . . . e,

Sea TU) =T o...oT el operdor T compuesto j veces, la siguiente proposicién nos da

una estimacién su distribucion.

63
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Lema 5.1. Si T es un operador que satisface para cierta constante C,

C 00 p
pre(t) < (7/ ,uf(s)l/pds) para todo t > 1, (5.2)
t/C
entonces, TG) satisface
1 o0 : . P
pro () < {m / 115 (s/CHYP Nlog (s /)] ds (5.3)
. t

para todo t > 1.

Demostracion. Procederemos por induccién. Para j = 1, la desigualdad (5.3), es la de-
sigualdad (5.2), que vale por hipétesis. Supongamos que (5.3) se satisface para algin
4 > 1. Si lamamos g = TV f,

W{ITU | > 1)) = u({ Tl > 1))
¢ [~ 1/psp
shﬁ%w@ 4

y como vale para 7, el ultimo término es, menor o igual a

p

que usando el teorema de Fubini-Tonelli, resulta igual a

C /oo - r 1 G-1) p
i [t [ gt/ Y dsar
(=D t/C d t/c S
y calculando la integral interior en la ultima expresion, obtenemos

[ wsteren e oscrsyan]

It Jye

que resulta igual al segundo miembro de (5.3), a través de un cambio de variables. O]

5.2. Desigualdades modulares para la composicion

Teorema 5.2. Sea T un operador que satisface la desigualdad (5.2) con constante Cy. Si
para alguna constante Cy, a y b satisfacen la condicion

/

sup ( /1 t % log” =V (t/s) ds) v < /t h b(Cys) PP ds) " < 00 (5.4)

t>1

entonces, existe C' tal que

L@WmﬂWMSC+CLWWUDW7 (5.5)

para toda f € 2.
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Demostracion. Sea C una constante mas grande que C{, C5 y el supremo de la condicién
(5.4). Sea f una funcién en el dominio de 7). Por el Lema 5.1, acotamos la distribucién
de TY f. y obtenemos

/Q TV fl)dps = / " () (s)ds

([ [ Jromaion

[ty i) ai]as

menor o igual a

a(s)

D(1)u(Q) + / )

sp

Ahora, si llamamos

00 . 1/pp’
h<t>=[ / b<0r>-p/pdr} v g(t) = st/ OO,

tenemos, gracias a la desigualdad de Holder, que

/100 o [/Oo py(t/C)MP 1Og(j1)(t/8)dtrds

sp

A log“‘”@/s)h(t)Wdtr s

es menor o igual que

/100 aij) { / ) [g(t) log¥=(t/s) h(t)rdt} { / b b(Cr)p//ph(’r)pldr} p/p/ds,

y si aplicamos el Teorema de Fubini-Tonelli, la tltima expresién es igual a

p/p’

/100[9(15) h(t)]P /1t &j) log?0=(t/s) {/:O b(CT)p//ph<7")pld7":| ds dt.

S

Como la integracién por partes da

1/p'

/S N o(Cr) P Ph(r) P dr = pf [ / N b(cr)—p’/pdr]
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si usamos la desigualdad (5.4) dos veces, obtenemos para ¢t > 1,

tCL(S) : & / / p/p/
/ o logPU =Y (t/s) [/ b(Cr) P /Ph(r)7P dr] ds
1 s
, ta(s) ) 00 , P/(I")2
= (p/)p/p / g_p logp(]—l)(t/s) {/ b(CT)_p /pdr} ds
1 s

o [ a(s) » *a(r) - R
< (p")P/P'cvlr / . 1ng(y—1)<t/8) {/ 10gp(y—1)(s/r) dr] ds
S 1

1 TP

/ ’ ¢ CL(T) . 1/p
< p(p’)p/p Cr/p {/ ; logp(Jfl)(t/r) dr}
1T

-1/

< p(p/)p/p’cfp [/ b(C’r)_p,/pdr}
t
= p(p/)"/" CPh(t)".

Por lo tanto,
[ @9 D < @)+ 06y [ t/Crpicon

< B()u(Q) + (PP ! / W(C? f)dp,

y esto completa la demostracion. O

Ahora veremos que la condicién (5.3) es necesaria si consideramos al operador H,,.
Antes de probar este resultado, veremos el siguiente lema.

Lema 5.3. Sea j > 1 un entero. Sea [ una funcion medible. Entonces,

(4) - 1/p—1 j—1
HO 1) = s [ ) o )y (5:6)
para todo x en [0, 1].

Demostracion. Procedemos por induccién. Para j = 1, (5.6) es la definicién de H,,. Supon-

gamos que vale para un j > 1. Entonces, por el Teorema de Fubini-Tonelli, si x pertenece
a [0, 1],

HY f(x) = /0 HY fy) y" Pt dy

- pxl/p
_ 1 L 1/p=1 15g7—1 dr d
- (] — 1)!pj+1l'1/p o ; o f(?”)?" og (y/?”) ray
1 ! 1/p—1 /w 1 i—1
= . —log’ dy d
e [, [0 [ e ) yar

1 v _ i
= j—‘pj“xl/p/ ()P logi™ (z/7) dr.
- 0
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Teorema 5.4. Sea p > 1 y supongamos que b es monontona. Si la j-ésima iteracion del
operador 'H,, satisface para cierta constante C,

[ o snar<cve [Twclha, (5.7)

para toda f € M([0,1]), entonces las funciones a y b satisfacen la condicion (5.3).

Demostracion. Supongamos j > 2y que HI(,j) satisface la desigualdad modular 5.7, esto
es, existe una constante C' tal que

[ e s e [weranar 68)

Trataremos primero el caso en que b tiene la propiedad de que existe una constante
C1 tal que

S /v
log(t)V =Y (/ b(C’s)_p//pds) < (. (5.9)
t
Fijemos t > 1. Para s > 0, sea

1 /
hi(s) = —b(Cs)™?
) = - (C)
donde 4; = tb(Ct)P/P + [ b(Cs)7#/Pds. Observemos que en este caso, el hecho de
que b sea mondtona y la finitud de la integral en la expresién (5.9), implican que b es
no decreciente y lim b(s) = oo. Entonces, h; es no creciente, lim, o hi(s) = 0y h; *(s)

§—00

estd bien definida para s > 0.
Ahora, consideremos la funcién f; € 9M([0, 1]) definida por

Ji= ht_1X(0,ht(t))- (5.10)

Observemos que, si (5.8) se satisface con la constante C', entonces también se satisface
para cualquier constante mas grande que C, y entonces podemos suponer b(C') > 1, luego

<1

y por lo tanto, h(t) es un punto del [0, 1].
La distribucién de f; es

pr(s) =Rz e (0,1]: filz) > s}
=|{z €(0,1]: h;'(x) > sy ademds x < h;(t)}]
=[{x € (0,1]: = < h(s)y ademds x < h(t)}|
) h(t) paraO0<s<t
| he(s) paras >t

para todo s > 0.
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Por la Proposicién (1.5), la forma de jiy, y del hecho de que b es no decreciente, tenemos
1 1 00
& [ vCln@har = [ uesus)ds
C Jo 0
t 00
< () / b(C's)ds + / b(C's)ha(s)ds
0 t

< th(Ct)he(t) + /Oo b(C's)hi(s)ds

< i {tb(Ct)‘p'/er / b(cs)—p’/pds}
At t
<1

Entonces,

c+C U(C|f]) < C+C (5.11)

[0,1]
Por otro lado,

| o s = [ amg, c)as

5.12
t CL(S) ( )
e R UACL
Ahora veremos que existe una constante Cs tal que, para 1 < s < t,
1 1ng(j71)(t/8) 0 i p/p
MHz()j)ft(S) > G /t b(C's) ds . (5.13)

Sea Hz(yj ) fi(1) < s < t, con el mismo argumento de decrecimiento estricto de Héj ) I
que en la demostracién del Teorema 2.5, resulta

donde x4 es un punto del [0, 1] tal que, por el Lema (5.3)

| 1 2 -
§= Hl()])ft(xs) = (G — Dlpi z,1/» /0 f() y'/r! log’ ! (z4/y) dy.

Entonces,
p

. (ﬁ [ sy o dy)

Si llamamos x; = Hag) g, (t), como s < t,
P
Ts Z Ty,
y como f(z) < HY f,(z) para todo z en el [0, 1],

20 2> ug(t) = ha(t),
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y por lo tanto, teniendo en cuenta que log’~'(x,/y) decrece con y,

p

log Yz, /x ha(t) _
T > (#/0 fly)y' "y |

Dada que HI(,j ) fi(1) < t, resulta también que

vy _ (Lo f)y" P log! " (w/y) dy s (E)p
s fo' Fly)yr logh N /y)dy ) T '

Por consiguiente, de (5.14) resulta

Ts > (M /ht(t) ft(Z/) yl/pfl dy) )
0

entonces

Ty

(7 —Dlpi-ts
Por la definicién de f;,

1 ht(t) o
13/ fily)y " dy = the(6)7 + / ha(r) 17 dr
0 t

1 : 1>
= tbP/P(Ct) + / bP/P(Cr)dr
ap Oy ), VO

— AP

t

00 ) 1/p
> (/ b? /p(C’r)dr) )
¢

1 P logp(jfl)(t/s) o p/p
> -p'/p )
o= (Gme) ([ o)

Sil<s< HI(,j)ft(l), tenemos

Por lo tanto,

#Héj)ft(s) =1
1 , S p/p
> —plogp(Jfl)(t) / b—P /p(Cr)dr
Ci ¢

p(j—1) o) p/p’
> i—log (t/s) (/ b_p//p(Cr)dr) )
t

- Y sP

/

1 1 1
Resulta entonces, si — = — +

Gt G se satisface (5.13).
1 .
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De (5.8), (5.11), (5.12) y (5.13) llegamos a

a(s) /P

t o0
/ —2 log?V(t/s) ds (/ b(Cys) PP ds) <0, (C+C?)
1 ¢

sp

y con esto, probamos que se satisface (5.4) en el caso en que b tenga la propiedad (5.9).

Para finalizar la prueba de este teorema, sélo queda considerar el caso en que la funcién
b no tenga la propiedad (5.9). Si
/ P/ — 0,
1

entonces, procedemos como en la demostraciéon del Teorema 2.5, para probar que existe
una funcién f en LY tal que H,f(z) = oo para todo z del intervalo [0,1] y por lo tanto,

H](Jj)f(x) = oo para todo j > 1.
Si en cambio,

/ b PP < 0, (5.15)
1

entonces existe una sucesion creciente de ntimeros t,,, n = 1, 2, ... tales que

oo 1/p'
log(t,)V—Y (/ b(s)_p//pds) >n. (5.16)
tn

y ademads, como b es mondtona y cumple (5.15), resulta b no decreciente, y podemos tomar
t1 >1yb(t) > 1
Veremos que el operador Hg ) no puede satisfacer la desigualdad (5.8) para ninguna ®
creciente.
Paran =1,2,... sea
b(s)™"

hn(s) = — bara todo s > 0,

donde A, = t, b(t,)*'/? + j;io b(s)~P'/Pds, y consideremos la funcién
fa(x) = B (2) X0 1)) (), Para todo @ en el intervalo [0, 1].
Como b(t1) > 1,

b(t,)? 1 1
hn(tn) = < < — 5.17
() == tab(ty) ~ tn (5.17)
y dado que t; > 1y t, > t1, h,(t,) es un punto del [0, 1].

De manera analoga a lo anterior, por la forma de la distribucién de f,,

/01 (| fu()])dz = /OOO b(s)pay, (5)ds




5.3. LA MAXIMAL CESARO FUERTE EN RY 71

Por otra parte, dado que h,(t,) < 1/t,,
(- D HY L1 /f‘ )y 7 logi ™ (1/y) dy

| alt)

zby%m/ )y dy
0

— 1ol (t,) ALY

' oo , 1/p
> 1oy 0) ([0 )
tn

> n.

y como HY f, es decreciente, HY fa(2) = 71y para todo x del intervalo [0, 1].

Por lo tanto, si Hp satisfaciera (5.8) para cierta constante C, como H](gj ) es lineal,
resultaria

v (oot ) < [ 20 Gaw/ends

para todo entero positivo n, y esto es absurdo porque ® no es acotada por ser una funcién
de crecimiento.

]

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores, terminamos la seccion con el si-
guiente resultado para iteraciones del operador Cesaro.

Teorema 5.5. Fuxiste una constante C, tal que

A®M%WWMwaWCAWWWMMx

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si,

([ o) ([ )

5.3. La Maximal Cesaro Fuerte en R"”

Para f localmente integrable y x € R" se define el operador maximal de Hardy-
Littlewood sobre cubos, como

= d .
M 2&@/” I dy (5.18)
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donde el supremo se toma sobre todos los cubos () con lados paralelos a los ejes cartesianos,
que contienen al punto z. También podemos tomar rectangulos en lugar de cubos, este
operador se conoce con el nombre de Mazimal Fuerte y se define como

M @) = sup [ 1] dy (5.19)
T€ER ’R|
donde el supremo se toma sobre todos los rectdngulos R, con lados paralelos a los ejes
cartesianos, que contienen al punto x.
La podemos escribir como

bi fbo
MY f(r)= sup —=—rr— / / / y)| dyy, ... dy; (5.20)
a; <x;<b;

para todo = = (x1, Za, ..., x,) € R".

Se sabe que este operador es de tipo fuerte (p, p) para p > 1, sin embargo este operador
no es de ningun tipo en el extremo p = 1. En [§8] se estudian los espacios de Orlicz cercanos
al L' que aplica este operador, por medio de desigualdades modulares.

Cuando se quiere estudiar continuidad Cesaro-a en R" se define para f € M(R") y
x € R", el operador Maximal Cesaro de orden o en R™, como

M, f(x )_Supw/ |f(y)|d(y, Q)" dy. (5.21)

donde d(y, Q) denota la distancia del punto y al complemento del cubo @, el supremo
se toma sobre todos los cubos ) que contienen al punto x y con lados paralelos a los ejes
cartesianos.

Cuando n =1, para f € M(R) y z € R, la expresion anterior se puede escribir como

M, f(x) = iugd / |f(s) ( 125 d_—c c]) ds, (5.22)

que es una version bilatera de las maximales laterales introducidas en el Capitulo 2.
Para f € M(R™) y x € R", definimos la mazimal Cesaro fuerte de orden o como

» a r1+7r1 T2+T2
M f(x) = (—) su / /
(0% f( ) 2 T1>l?) 1 Tl v v

1—T1 2—Tr2

In+Tn ﬂfi _ yl| a—1
- |f(v)] H 1- o dyy,...dys dy,
r i=1 ¢

n—T"n

(5.23)

para todo = = (x1, Za, ..., x,) € R".

Antes de tratar la Maximal Cesaro Fuerte, queremos mencionar que para la maximal
Cesaro en R"™ sobre cubos, se obtienen los mismos resultados que para el caso lateral
unidimensional contenidos en el Teorema 2.7. Este operador sublineal, también es de tipo
débil restringido (1/a,1/a) y tipo fuerte (0o0,00). De hecho, los argumentos dados en
la Proposicién 2.2 se pueden adaptar facilmente, estimando la reordenada de la funcién
d(xz,Q°) para un cubo @ contenido en R"™. Por lo tanto, que la condicién (2.25) sobre
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a y b es suficiente, es una aplicacién del Teorema 2.5. Por otra parte, se prueba que
la condicién (2.25) es necesaria, considerando una funcién que dependa de una de las
variables y reduciendo el problema al caso unidimensional.

En lo que resta de la seccién, aplicaremos el Teorema 5.2 para obtener desigualdades
modulares para el operador maximal Cesaro fuerte.

Teorema 5.6. Sea 0 < a < 1, Q un conjunto acotado de R™ y supongamos que las
funciones a y b satisfacen

am<[¢§2kg%%u@daa(lwwaﬁrﬁaw)ka<u% (5.24)

t>1

entonces existe una constante C, tal que

A¢mgﬂ@mmgc+céwwu@m@, (5.25)

para toda f con soporte en €.
Demostracion. Para f en M(R™), e i = 1,...,n, consideremos el operador
Tif(x) = Mao(f(z1, ..y @iz, s Tig1, -, Tn))(x;) , para todo z en R,

entonces,
ME<TioTyo..o0T,.

Para i = 1,...,n, veamos que el operador T; satisface la desigualdad (5.2). Por simpli-
cidad en la notacién, supongamos i = 1. Sea ' = (z3, ..., x,), entonces x = (x1, z’). Dado
que M, satisface la desigualdad (5.2), si t > 0,

pryp(t) = / X{yeRn: Ty f(y)>1} (T) dx
R’!’L

:/ /X{UER: (Mo f (-2 () >t} (1) dz1da’
Rn-1 JR

C ) 1/a
< / (—/ Hzy e R: f(zy,2") > s}\ads) da’,
r-t \t Jyc

y por la desigualdad integral de Minkowski, la tltima integral es menor o igual que

C [ ) / a 1/
{7/15/0 (/RTH'{IIGR‘ f(xl7x)>5}|d$> ds]

C 0o 1/«
= {?/ uf(s)o‘ds} .
t/C

Tenemos entonces, que el operador M estd acotado por una composicién de opera-
dores que satifacen las hipétesis del Teorema 5.2, y asi, obtenemos que la condicién (5.24)
implica la desigualdad modular (5.25). O]
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Capitulo 6

Casos especiales y extensiones

En este capitulo veremos generalizaciones de los teoremas de interpolacién antes estu-
diados para obtener desigualdades modulares. FEn la seccion 6.1, presentamos una version
que abarca los teoremas 2.2 y 2.5 del Capitulo 2. La Seccién 6.2 trata el problema de
interpolacién cuando el operador es de tipo fuerte (r,r) para p < r < ¢ < 0o, y tipo débil
restringido (p,p) y tipo débil (g, q) en los extremos. Este resultado serd aplicado al ope-
rador Sg, que presentamos en las Seccién 6.3 para un estudio del comportamiento local.
Este operador surge en el andlisis de las propiedades de acotacion del operador Maximal
del Calor asociado al sistema de funciones de Laguerre ortogonales en [0, co] para valores
negativos del pardmetro. La reduccion de este problema al estudio de Sz nos fue comuni-
cada personalmente por el Dr. Carlos Segovia, y forma parte de un trabajo en conjunto
con R. Macias y J.L. Torrea. En esta seccién, también probamos que las condiciones del
Teorema presentado en la Seccién 6.2 son las mejores posibles.

En las dos secciones restantes tratamos el problema de interpolacién en espacios que
no son necesariamente de medida finita. En la Seccion 6.4 presentamos un resumen de los
resultados de interpolacion y desigualdades modulares en medida infinita para algunos de
los operadores tratados a lo largo del texto. Aplicamos estos resultados al operador Sz en
la Seccion 6.5 y damos algunos ejemplos.

6.1. Mas que débil restringido, menos que débil

Si T es un operador de tipo fuerte (00, 00) y p > 1, los Teoremas 2.2 y 2.5 nos muestran
la diferencia que existe entre operadores que son de tipo débil, esto es acotados de LP*>°
en LP, y los que son tipo débil restringindo, esto es acotados de LPt en LP®. Sil < g < p
tenemos, que el estacio LP? estd contenido en LP y contiene a LP!, ya que

[Flly < [1fllp.q < 11 fllp

para toda f, sin importar si el espacio es, o no, de medida finita. Por lo tanto, nos pregun-
tamos como son las propiedades de acotacion de T, si tenemos una hipdtesis intermedia
entre el tipo débil y el débil restringido, esto es, que T' es acotado de LP? en LP°.

Para obtener el resultado de interpolacion, usaremos el siguiente lema.

75
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Lema 6.1. Sea 1 < ¢ < p y T un operador de tipo fuerte (co,00) y acotado de LP? en
LP>°, Entonces, existe una constante C' tal que

o p/a
/ ,uf(s)‘I/psq_lds} (6.1)
¢

0=t
Hr s

f " P
para todo t > 0 y para toda f en el dominio de T

Demostracién. Sea f € ©,t >0y fy =max{f,t/2B}y f* = f— f;, donde B la constante
que aparece en la desigualad del tipo fuerte (0o, 00). Entonces,

p{ITf1>t}) < p{IT S > t/2}) + p({IT fil > t/2}).

De la misma manera que en el Lema 2.1 del Capitulo 2, tenemos p({|Tf;| > t/2}) = 0.
Como para cierta constante A, el operador T satisface la desigualdad

1Tgllp.00 < Allgllpa; (6.2)

para toda g € @, por la definicién (1.13), resulta

W({ITF] > 1/2}) < (”‘)p {q | snatse” d—}/

t 5

y ya que pgi(s) = pus(s + t/2B) para todo s > 0, y py es decreciete, la tltimas expresion

es
24\ P ) ds P/
() o, bmtermr 4
t/2B S
y esto es (6.1) con C' = max{2B(2A)P ¢*/7}. O

Teorema 6.2. Sea T un operador acotado de LP? en LP>°, con 1 < q < p, y de tipo
fuerte (00, 00). Supongamos que b es creciente. Si a y b satisfacen la desigualdad

t 1/q 0o L, p—q
sup (/ @ds> (/ b(s) 7asr ds> < 0o (6.3)
t>1 \J1 ¥ Ct

para 1 < q < p, o bien la condicion (2.6),

¢
tpl/ @ ds < Cb(Ct) para todo t > 1,
1

sp

en el caso ¢ = p, entonces existe una constante C’, tal que

/(I>(|Tf|)d,uSC"—{—C'/\I/(C'f)dp para toda f € D.
0 Q
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Demostracion. Los casos p = ¢ y p = 1 ya los hemos tratado en los Teoremas 2.2 y
2.5. Supongamos entonces que 1 < ¢ < p. Si a y b satisfacen (6.3), entonces existe una
constante C tal que

t o0 —p %
/ als) 4 ( / b(Chs) 7aspa ds) < Ch. (6.4)
1 sP t

Sea f en el dominio de T'. Por el Lema 6.1, existe una costante C5, idependiente de f, tal

que
[e§) p/q
/ ,uf(s)‘I/psq_lds} :

t/Ca

pry(t) < f; {

Sea C' = max{C}, Cy}. Por la Proposicién 1.5 y la desigualdad anterior,

[ @rsidn = [ attys ey

([ [

oo C 00 p/q
+/ — [/ uf(s)Q/psq_lds} dt
1 P L Jye

W@+ [ av’
ooa o) p/q
< o)) + /1 E—pﬂu uf(s/C)Q/psq‘lds} d.

IN

o

Si llamamos

tenemos,

/100 % MOO Mf(S/C)q/psq‘lds} e dt

_ /1 h % [ /t g (s/C) B(Cs)]77 (s) ﬁ;h(s)d% "

y aplicando la desiguadad de Holder con el exponente § > 1, resulta menor o igual a

P—gq

*a > P o 7’% /
/1 % /t 11 (5/C) b(Cis) h(s)’ ds [ /t TRRE TIRE dr] d.

Usando el teorema de Fubini, la iltima expresién es igual a

p(g—1)

/1 h 115(s/C) b(C's) h(s)a /1 ’ % [ /too b(cr;iz;(r)pfq dr] dtds.  (6.5)
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Por la definicion de h,

[rgfp b(Cr)} o

00 p(q:ql) 0o
/ b(]rqh ”dr:/ 7
¢ WO Rl t <froo [ug_p b(C'u)} o du)p
que integrando por partes resulta igual a
P [/ [7‘5_7’ b(OT)}_H dr} ’
P—qlJs
y si usamos la desigualdad (6.4), es menor o igual que
t -
P o (/ a(s)ds> :
pP—q 1 s
Por lo tanto,
s (t) ) P(q:l) %
/ = / - —dr| ot
1 | Je b(Cr)ea h(r)ra
es menor o igual que
Ca(t) ([fals) N
TN U] ( / Qd5> i
pP—q P 1 sP
y un calculo de intergracién por partes similar al anterior da
e t -4 S alt 2
[0 "o ()
P 1 sP g\J1
y, usando nuevamente (6.4), es menor o igual a
Pei (/ [ﬁ*p b(cr)} e dr) T = Loins) i,
q s q

por consiguiente, (6.5) es menor o igual que

p2 e [
mC p/1 pr(s/C)b(Cs)ds. (6.6)
Finalmente, ya que
| wstsioresyas < e [ wiers), (6.7
O]

la demostracién esta completa.
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Notemos que el Teorma anterior engloba los Teoremas 2.2 y 2.5 del Capitulo 2. También
podemos obtener desigualdades en norma por medio de la Proposicion 2.4, si las funciones
U y ® tienen tipo inferior positivo en el infinito.

A continuacién probaremos que la condiciones dadas para las funciones a y b en el
teorema anterior son 6ptimas. Si p = ¢, como vimos en el Capitulo 2, la desigualdad mo-
dular (¥, @) para el operador M,, implica la condicién (2.6), por lo tanto consideraremos
el caso 1 < ¢q < p.

Teorema 6.3. Sea 1 < g < p. Para f € M([0,1]), definamos el operador

I 0y 1M
Tf(x)= 7 {/o |f(s)]? splds] para todo x € [0, 1].

Supongamos que la funcion b es mondtona. Existe una constante C' tal que

/ S(Tf) < C+C / w(Cf) (6.8)
[0,1]

[0,1]
para toda f medible si, y sélo si, las funciones a y b satisfacen (6.3).

Demostracion. Siguiendo las lineas de la demostracién del la Porposiciéon 2.3, no es dificil
ver, que este operador sublineal es acotado de LP? en LP* y de tipo fuerte (0o, 00). Por
el Teorema 6.2 tenemos que la condicién (6.3) implica la desigualdad modular (6.8).

Supongamos ahora, que el operador T satisface la desiguadad modular 6.8. Ya que
§ > 1, si consideramos el operador H§ definido en (2.16), tenemos que

Tf = (He|f|D)".

Consecuentememte,

/ O (|Tf|) < C"+C’/ U, (Cf|) para toda f medible,
[0,1]

[0,1]
donde
/e 1 [t )
Oy (t) = B(t/7) = / a(s)ds = —/ a(rt?y ratdr
0 q4Jo
y
ti/a 1 t )
Uy(t) = Ut = / b(s)ds = —/ b(rt/ ) rat dr.
0 qJo
Observando que el conjugado de r = § es 1’ = p%q, el Teorema 2.6 afirma que existe

una constante C' tal que

b0 l/gyoiol a/p S _ L
sup (/ % ds) (/ [STI b(C s)} o ds) < 00
>1 \J1 s t

y esto es equivalente a (6.3) por medio de un cambio de variables. ]
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6.2. Débil en el extremo derecho

Siempre que buscamos desigualdades modulares tratamos operadores que fueran de
tipo fuerte (0o, 00). En esta secciéon obtendremos resultados para operadores que tienen
tipo débil restringido (p,p) con p > 1 en un extremo, y tipo débil (g, q) para p < ¢ < o
en el otro.

Teorema 6.4. Sea T un operador sublineal de tipo débil restringido (p,p) y tipo débil
(q,q), donde 1 < p < q < o0. Si existe una constante C' tal que a y b satisfacen las

condiciones
t a(s) 1/p 00 / 1/p'
sup (/ — ds) (/ b(C's)7P/P ds) < 00 (6.9)
t>1 \J1 SP ¢

sup ( /t h “ij) d3> bt(q;) <0 (6.10)

entonces, existe una constante C' tal que

/ S(TS]) dp< €'+ C’ / W(C'|f]) dp,
Q Q

para toda f € 2.

Demostracion. Sea f en el dominio de T'. Por la Proposicién 1.5, tenemos

[ atrsan= [ty yar

<([+ ) atomrston

<u@) + [ althurs(t)dr
1
Consideremos f; = min{|f|,t} v f* = f — fi. Como T es subaditivo,

p{ITf1 > t}) < p{ITf] > t/2}) + n({ITf| > t/2})

para todo ¢t > 0. Entonces,

o0

[ attmrivar < [ aturpteics [ aut/ar

Dado que T es de tipo débil restringido (p, p), existe una constante C; tal que el primer
término de la ultima expresion esta acotado por

Cy /100 % (/OOO uft(s)l/f)ds)pdt

y usando la forma de la distribucién de f* resulta igual a

o [ ( | w(s)”ﬁds)pdt,
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y de manera similar a la prueba del Teorema 2.5, como a y b satisfacen (6.9), podemos
aseguar que existe una constante Cy tal que esta ultima expresion esta acotada por

Cy /Q W(Cy | ) dp.

Por otro lado, dado que T es de tipo débil (p, p), existe una constante Cj tal que

[ atumsear < e [THD [ s asan

Por la forma de la ps, v el Teorema de Fubini, la dltima integral resulta igual a

[e%s) t o) 0
Cy / @/ pr(s) s17 s dt = Cy / pr(s) sq_l/ @dt ds,
1 P o 1 s P

y si usamos la desigualdad (6.10), es menor o igual que

Ci [ nsuesis < G [ weisan

para cierta constante Cy.
Finalmente, si tomamos

Cg, = méX{C, CQ, CQ + C4/C, M(Q)W(l)},

tenemos que T satisface la desigualdad modular

[etrianscs+cs [ @i,
Q Q

y con esto completamos la demostracion. O]

6.3. El operador Sj
Sea my el operador definido para funciones de 9(]0, 1]) por

mj(f)(x) = L0)

y Sp=mgo /\715 omyg, donde J\;lﬁ es la maximal fraccionaria en [0, 1]. Veremos que Sg es
de tipo débil restringido (ﬁ, ﬁ) y tipo débil (%, %) Para esto, estudiaremos primero

algunas propiedades de los operadores mg y Mg, presentadas en la siguiente proposicion.

Proposicion 6.1. En la siguiente enumeracion, todas las aplicaciones se satisfacen con
acotacion entre los espacios.

2
a) mg: L7 — L1,

b) mg: L™+ L%, para todos s y r tales que * = % +

S

[STEeN
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c) mg: L™ — L5
d) Mg: L' L5
e) Mg: L5 1 L.

Demostracion. Veamos a). Si usamos que la integral de la reordenada del producto es
menor o igual que la integral del producto de las reordenadas, tenemos que para cualquier

oo * 2 —
fma(Hlh = | (fy> i< [ EDa =220

y con esto probamos a.
Para probar b), sean r y s tales que + = 1 + g, fen L"®([0,1]), t > || flr00, ¥ s€2
k > 0 tal que

LA llre
ST Sy ? (6.11)

Si llamamos v = B , entonces

Mm@(f) Z H 2]-1—1’ 2]) : fi’f>
1 1 ;
< Z Hz € (ﬁ’ 2—]) o f(x) 27 >t}
=0
< Hll'ﬂ{g,#f(t/Qw)}a
=0

que por la definicién (1.13), y usando la desiguladad (6.11) resulta menor o igual que

S ik 11 1 - N T

nfoi [ 2/ 1Ireo i -
EO min{2’, ( " } < EO m1n{2j, 2T(kﬂj)}
= =

< Y gt X
- ork—ryj 21
0<i< 555 7> 1

27\ (L)
< —
(w1 (=)

2" [N
g e AL
(=) (%)

Si en cambio, t < || f|lr.00, dado que fimg,(s)(t) < ([0, 1]) = 1, es inmediato que

t fans (D' < 1 f oo

y por lo tanto tenemos b).
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Para mostrar c¢), consideremos f en L>([0,1]) y ¢ > 0. Si t > || f]|o,

jmip8) = o € 0.1 £

<lee s s - (M=)

Si0<t<|fl], es inmediato que

ttms () (0 < | fllo

La propiedad d) es el tipo débil (1, = ﬁ) de la maximal fraccionaria (ver Proposmlon

>t}

4.1). Finalmente, para la propiedad e), es suficiente observar que si f estéd en L& ([0, 1]),
0<h<lyO<ux<1, tenemos

1 1 Il s 1
s [T < [ o< s [ = Pl

Con las propiedades anteriores podemos ver los tipos del operador Sg.

Proposicién 6.2. El operador Sg es de tipo débil restringido (ﬁ, ﬁ) y tipo débil (% %)
1

Demostracion. De las propiedades a), d) y la propiedad b) con s = ﬁ yr = —,

1
2 2
tenemos que S es acotado de L7=7"" en LZ=5"| y esto coincide con la deﬁmclon de ti

débil restringido (3 2ﬁ, o ﬂ) Finalmente, por la propiedad b) con r = ﬁ yr = %, a

propiedades e) y ¢), resulta Sg acotado de L™ en sf mismo, y dado que L5 c L™ , en
particular, de tipo débil (%, %) ]

El siguiente resultado que obtiene desigualdades modulares para el operador S3, nos
dice en particular, que las condiciones (6.9) y (6.10) en el Teorama 6.4 son Gptimas.
También implica que el operador Sz no tiene tipos mejores que la proposicién anterior.

Teorema 6.5. Sea 0 < ( < 1, y supongamos que b es no-decreciente. FExiste C' tal que
el operador Sg satisface la desigualdad modular

/0 (1S5 f (z)]) dz < 0’+c’/{01]qf(c'f(:c)) iz (6.12)

para toda f € M([0,1]) si, y sdlo si, para cierta constante C, las funciones a y b satisfacen
las condiciones

sup (/j :(_53 ds)2 (/toob(cs)"’f ds> <0 (6.13)

“al(s) t2/5-1
Stglf (/t 2/ ds) bCh < 0. (6.14)

[Sley




84 CAPITULO 6. CASOS ESPECIALES Y EXTENSIONES

Demostracion. Si a y b satisfacen las condiciones (6.13) y (6.14), por la Proposicién 6.2
y el Teorema 6.4 podemos asegurar que Sz satisface la desigualdad modular (6.12).

Para ver la otra implicacién, observemos que si f pertenece a 9([0,1]) y = pertenece
al intervalo [0, 1], entonces

1 1 v 2 —
$00) 2 s | D=5 flo)

Por lo tanto, si Sz satisface la desigualdad modular (6.12), también lo hace H I

por el Teorema 2.6, resulta entonces que a y b deben satisfacer la condicién (6.13).
Para ver que a y b también satisfacen la condicién (6.14), sea t > 1 y consideremos la
funcion
Ji = tX[o,1-

Entonces, para 0 < x < 1, tenemos

t [t 2t t
Spfi(x) ZW/O Wdyz 5_ 3 20 > TR

Podemos entonces estimar la distribucién de Sgf; para s > ¢,
t
nspr(s) = {w € [0,1] 0 —5 > s}

2/B
~leeb: (1) >al .15

o8

Por la Proposicién 1.5, y la estimacién (6.15),
1 00
| et dn = [ als) nss)ds
0 0

2/8 > a(s)
>t /t 278 ds.

Dado que para todo ¢ > 1, existe C' tal que Ss satisface la desigualdad

1

1
[ etsshan=csc [Cweia,
0 0

entonces

[e's) 1
tW/ %dss(ﬁrc/ U(C|fe])du=C+¥(Ct) <2¥(Cht),
t 0

donde C es tal que U(Cy) > C. Finalmente, ya que b es no-decreciente
2U(Cht) < 2C1tb(Cht).

Con esto probamos que se satisface (6.14). O
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6.4. Medida infinita

Hasta el momento, siempre hemos trabajado sobre un espacio {2 con medida finita.
En esta seccion obtendremos resultados de interpolacion sin suponer que el espacio tiene
medida finita. Dadas U y ®, la desiguald modular que nos interesa en este contexto es
que exista una constante C' tal que

/ S(TS])du < C / W(C|f]) du. (6.16)
Q Q

para toda f € ®. Notemos la diferencia con la desigualdad 2.1 en la que aparece la
constante C' sumando en el miembro derecho.

Cada demostracion de los siguientes resultados, puede realizarse siguiendo las lineas de
la demostracién de su andlogo en medida finita. El lector no encontrard ninguna dificultad
en adaptar las pruebas, ya que las modificacines necesarias, en muchos casos simplifican
cada demostracion.

Teorema 6.6. Sea T' de tipo débil (p,p) con p > 1, y tipo fuerte (co0,00). Si para cierta
constante C', las funciones a y b satisfacen la condicion

"a(s)
tp1/ —=ds < Cb(Ct), para todo t > 0, (6.17)
0

sp
entonces, extiste una constante C' tal que
[erianzc [ v,
Q Q

para toda f € 2.

Teorema 6.7. Sea p > 1 y b mondtona. Existe una constante C' tal que

| eims@hi<c [ weswhs.

para toda f € M(R™) si, y sdlo si, se satisface (6.17).

Teorema 6.8. Sea T un operador de tipo débil restringido (p,p) con 1 < p < oo, y de
tipo fuerte (00, 00). Sea p' = %. Si existe una constante C, tal que a y b satisfacen

t CL(S) 1/p ) ) 1/p
sup </ —2 ds) (/ b(C's)P/P ds) < 00 (6.18)
t>0 o SP t

entonces, extiste una constante C' tal que

/Q S(TS|) dp < C’ / W(C|f]) dp,

para toda f € 2.
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Teorema 6.9. Sea p > 1 y b mondtona. Fxiste una constante C' tal que

A@qummso/wwuwmm

R
para toda f € M(R) si, y solo si, se satisface (6.18).

Teorema 6.10. Sea 0 < o < 1 y b mondtona. Existe una constante C' tal que

4MMH@WMSQ/Wﬂﬂ@WL

R

para toda f € M(R) si, y sélo si, se satisface (6.18) con p = 1/a. El mismo resultado es
vdlido para M} .

Teorema 6.11. Sea T un operador que satisface la desigualdad (5.2). Si para alguna
constante C', a y b satisfacen la condicion

sup tﬁlogf)(j*)(t/s)ds " Oob(cs)—p’/pds 1/pl<oo (6.19)
(L5 ) )

t>0 S

entonces, existe C' tal que

/@WMﬂmMsd/ﬁ«ﬂﬂmm
Q Q

para toda f € 2.

Teorema 6.12. Sea 0 < o < 1 y b mondtona. Existe una constante C' tal que la j-ésima
iteracion del operador M satisface la desigualdad

[ et <c [

R R

para toda f € M(R) si, y sdlo si, las funciones a y b satisfacen la condicion (6.19) con
p=1/a.

Teorema 6.13. Sea 0 < a < 1. Si a y b satisfacen la condicion (6.19) con p = 1/«
entonces existe una constante C' tal que

Ay@@ﬁscéwwm>

para toda f € M(R).

Teorema 6.14. Sea T' un operador acotado de L,, en L, , con 1 < g < p, y de tipo
fuerte (00, 00). Supongamos que b es creciente. Si a y b satisfacen la desigualdad

t 1/q 00 p—q
a(s _a_ pa-
sup (/ (—)ds) (/ b(s) ra sppq—fds> < 00
>0 \Jo S Ct
para 1 < q < p, o bien la condicion (6.17) en el caso q = p, entonces existe una constante

C’, tal que
/CID(|Tf|)d,u < C'/ U(C'f)dp  para toda f €D.
0 Q
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Teorema 6.15. Sea 1 < p < q < oo y T un operador de tipo débil restringido (p,p) y
tipo débil (q,q), donde 1 < p < g < c0. Si existe una constante C' tal que a y b satisfacen

las condiciones
t 1/p 00 1/p
sup (/ als) ds) </ b(C's) PP ds) < 00 (6.20)
t>0 \Jo SP t

sup ( /t h aij) ds) bt(:,;) < 00 (6.21)

entonces, existe C' tal que

/ S(Tf])du < C / W(C |f]) du,
Q Q

para toda f € D.

Teorema 6.16. Sea 0 < B < a<1yT:D — IM, un operador de tipo débil restringido
(1/a,1/5) y de tipo (ﬁ, 00). Supongamos que b(t) y Zt_);:tf? son funciones crecientes. Si
para alguna constante C, a y b satisfacen

1—a+g B

oo afs) > o \'7°
sup /0 mds </t b(C's) = ds) < 00 (6.22)

t>0

luego, existe una constante C', tal que

ITflle <C'||flle  para toda f € D.

6.5. Sz en la semirrecta

En la Seccién 6.3 hemos definido el operador Sg en el intervalo [0, 1]. Ahora, lo con-
sideramos definido de manera similar en la semirrecta R{, esto es, para f € M(RY) vy

x >0,
uf(0) = g (1),

T2 T

donde M es la maximal fraccionaria en R{.
De la misma manera que en la Seccién 6.3, se prueba que S, es de tipo débil restringido
2 2 . il (22
(25 7-5) ¥ tipo débil (5, 5). o ‘ N
A continuacién presentamos el siguiente resultado, que nos dice que las condiciones
para las funciones a y b en el Teorama 6.15 son éptimas.

Teorema 6.17. Sea 0 < 3 < 1, y supongamos que b es no-decreciente. Existe C' tal que
el operador Sg satisface la desigualdad modular

[ esurh s < ¢ [T we ) a (6.23)
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para toda f € M(RY) si, y sdlo si, para cierta constante C, las funciones a y b satisfacen
las condinciones

sup (/Ot Z“’Z ds)Qﬂ (/toob(cs)—? ds) " < oo (6.24)

* a(s) t2/5-1
—_— 2
P (/t 270 ds) bcn = (6.25)

Demostracion. La demostracion se realiza de manera similar a su versién en medida finita.
Primero, notemos que si f pertenece a M(Ry) y = > 0, entonces

2
Spf(x) = -5 H_> f(z).

Por lo tanto, si Ss satisface la desigualdad (6.23), también H ;20 ¥ por el Teorema 6.9

tenemos que a y b deben satisfacer la condicién (6.24).
Para ver que a y b satisfacen la condicién (6.24), sea t > 0 y consideremos la funcién

Je =1txp,1)-
Tenemos, para 0 <z <1,
Safl@) 2 7
Podemos entonces estimar la distribucién de Sgf; para s > ¢,
psp(s) = {o =02 Spfi(z) > s}

t
>H{0<zx<1: — > s}

2872
Y
-(5) -

Por un lado, como b es no decreciente, tenemos

(6.26)

/ W(C |fi(x)]) dz = W(CE) < CEH(CH).
0
Por otro lado, por la Proposicién 1.5, y la estimacién (6.26),
| oCIsa@ds = [ ats) ns,s(5)ds
0 0
> /0 /OO als) ds.
t

52/P

Por lo tanto, dado que para todo ¢t > 0, Ss satisface la desigualdad

/0 " B(Safu()) de < C / “ (O fia)) dr,

y entonces, tenemos (6.21).
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Si ¥ tienen un tipo inferior mayor que ﬁ y un tipo superior menor que %, entonces,
tanto en 6.13 como en 6.14, los miembros derecho e izquierdo son equivalentes, y por lo
tanto el operador Ss satisface la desigualdad modular

Amwwmestcﬁmwwu@mdx

para toda f € M(RY), con C independiente de f, y consecuentemente, también desigu-
ladades en norma p cuando ﬁ <p< %

Si I es un intervalo de la semirrecta R{, los resultados de la Seccién 6.3, nos permiten
obtener cudl es la mejor integrabilidad local de Ss(f) para las funciones del espacio LY (1),
cuando ¥ es una funcién que esté cerca de los extremos. Por ejemplo, si ®(t) = ¢2-7,
podemos tomar la funcién

U(t) = [tlog(l +¢)]77.

El par ¥ y ¢ satisface ambas desigualdades (6.13) y (6.14), entonces podemos ver que
existe C' tal que

[wwuw%mscm+o[wwumnm

para toda f € (). Para este par, los miembros derecho e izquierdo de (6.13) son
equivalentes, y por lo tanto la funcién ¥ es 6ptima.
En el otro extremo, si tomamos W(t) = t*/8 entonces por la desiguadad 6.14, la funcién

a debe satisfacer,
* a(s)
/t SQW dS < 0

para todo ¢t > 0, y esto el equivalente a decir que exista C’ tal que

/00 ﬁds < 00, (6.27)

, s2/B

por lo tanto, todas las ® que satisfagan 6.27, también satisfacen que existe C' tal que

@

/@wmu»mscm+0[uun>m

1

para toda f € 9(]). Esto nos dice que en este caso no existe una ¢ éptima .
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