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Resumen

En la investigacién asociada a este trabajo de tesis hemos abordado dos problemas
naturales del andlisis de soluciones de fendmenos de transporte anémalo y hemos obtenido
resultados que consideramos relevantes en cada uno de ellos. El primero es el de existencia
de soluciones para un problema de Cauchy asociado a CTRW (Continuous Time Random
Walks) (Caminos Aleatorios a Tiempo Continuo) y la convergencia de soluciones para
reescalamientos parabdlicos de dicho problema a soluciones del problema de Cauchy aso-
ciado a la ecuacion del calor. El segundo problema que afrontaremos sera el de la mejora
de regularidad en la escala de espacios de Besov para soluciones de (—A)*f = 0 sobre
un dominio D de R"™. Los hilos conductores entre los dos problemas son: la anomalia de
los transportes considerados y las férmulas de valor medio. En la primera parte de la
tesis expondremos los resultados obtenidos en relacién con los limites de reescalamientos
parabdlicos de CTRW. Esto incluye la prueba de existencia para los CTRW a través
de estrategias de punto fijo, la convergencia débil de reescalamientos parabdlicos hacia
la ecuacién del calor y, para CTRW generados por nicleos de valor medio parabdlico,
la convergencia uniforme hacia temperaturas. Los resultados principales contenidos en
la primera parte, que al momento de escribir esta monografia han sido aceptados para
publicacién en Journal d’Analyse Mathématique [1], son los Teoremas 2.2.1, 3.1.2 y 4.1.1.

En la segunda parte de la tesis la anomalia de los procesos en consideracion, en
vez de estar dada por ntcleos con soporte compacto en el espacio-tiempo, como los
considerados en la primera parte, tienen colas pesadas en el infinito. Son procesos de Lévy.
El propésito de esta segunda parte en este contexto anémalo es investigar si el caracter
eliptico de las potencias fraccionarias del Laplaciano, es suficiente para garantizar la
mejora de regularidad Besov de soluciones en dominios no regulares del espacio euclideo.
La respuesta es afirmativa. La herramienta mas importante es notablemente otra férmula
de valor medio. Ahora no local. Promedios en los que aportan los valores de la solucién en

todo el espacio. Los resultados més importantes son esa férmula de valor medio no local



II Resumen

y su uso para probar las estimaciones en norma de gradientes de soluciones en dominios
y por consiguiente la mejora de regularidad en la escala de Besov. Estos resultados estan
contenidos en los Teoremas 6.2.1, 7.2.2 y 8.4.1 y han sido publicados en Constructive

Approximation [3].
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Introducciéon General

Comenzaremos la introduccion a los problemas resueltos en esta tesis comentando los
dos conceptos que constituyen al titulo de esta monografia: férmulas de valor medio y
transporte anémalo. Luego comentaremos cuales son las aplicaciones a las que el titulo
refiere.

Hay muchos aspectos desde los cuales puede vislumbrarse una profunda relacién entre
Ecuaciones en Derivadas Parciales y Geometria. Si entendemos a la geometria en un sen-
tido amplio podemos decir que esta determinada por relaciones entre distancia y volumen
0, para ser mas precisos, entre métrica y medida. Sea (X, d, u) un espacio métrico con
medida de Borel u tal que las bolas B(x,r) = {y : d(z,y) < r}, r > 0, tienen p-medida
positiva y finita. Si u es una funcién a valores positivos definida en X tal que satisface
una férmula de valor medio del tipo

) = s / )

y si p satisface la propiedad de duplicacién: pu(B(z,2r)) < Au(B(z,r)) para todo z € X
y todo r > 0, entonces si 21 y 25 son dos puntos de B(z,r), como B(zs,2r) C B(z,4r) C

B(z,6r) y u > 0 se tiene que

1
ulz2) = B o) /B oy )
p(B(z2,6r)) 1
B3 GG e, M0

< Adu(z).

B
B

Por consiguiente u satisface una desigualdad de Harnack

sup u < A% inf w.
B(z,r) B(z,r)
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Como es usual, de aqui puede deducirse la regularidad Holder o de u para algin a > 0
con respecto a la métrica en el espacio X.

Clasicamente las formulas de valor medio valen para difusiones y sus estados esta-
cionarios: temperaturas y funciones armoénicas. Si D es un dominio en R™ en el cual la

funcién u es arménica (Au = 0 en D), entonces

1
“”:|mamm@@ﬂ“”@

para todo = € D y todo 0 < r < d(z,0D). Més todavia, esta formula de valor medio
es equivalente al caracter armoénico de wu. Esta version de la férmula de valor medio
para funciones arménicas es s6lo una de las muchas maneras de promediar alrededor del
punto x. Todos los promedios que preserven el caracter radial, y que por lo tanto sean
invariantes por rotaciones, proveen formulas de valor medio para funciones armonicas. A
veces es mejor tener versiones diferenciables. Si ¢ es una funcién C2° radial y de integral

uno, soportada en la bola unitaria de R™, entonces u es armonica en D si y sélo si

ul@) = (o, * ) ()

si0<r<d(zdD), zeDyp(y)=r¢(Y).

.

Para la ecuacién del calor la situacién es algo mas compleja aunque sigue el mismo
principio de dilataciéon de un objeto inicial, una de las diferencias es que estas dilataciones
son parabdlicas. Dado un A > 0, denotamos con p, a la dilatacion parabdlica de razon

||

A actuando en R ast: py(z,t) = (Az, A*). Sea ®(x,t) = (47t)"2e 4 parat >0y
®(z,t) = 0 para t < 0, la solucién fundamental de la ecuacién del calor %_1; = Au. La
forma geométrica basica para la férmula de valor medio parabdlico es un conjunto de
nivel de ® que, por su definicion, tiene soporte solo para tiempos positivos. El conjunto
E ={(y,s) € R" : s >0y ®(y,s) > 1} define la forma bdsica y sus traslaciones y
dilataciones parabdlicas la adaptan a dominios. Sea D un dominio de R™, sea T" > 0 y

Q=D x(0,T). Si (x,t) € Q, y sires tan chico como para que el soporte de la funcién

de (y,s), Xg (x*y t‘f) esté contenido en €2, entonces también el soporte de la funcién

r ’r

U (2w s (R
kr<$—y,t—s):4rn+2XE r ) r2 r t—g
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1 v (T t—s lz—y|\?
A t—s

estd contenido en 2. Entonces si v es una solucién de la ecuacién del calor en 2 se tiene

que
u(z,t) = (k, xu) (x,t)

donde ahora la convolucién estd tomada en R™"! si pensamos que por ejemplo u se
extiende por cero fuera de €.

En las ciencias experimentales y algunas ingenierias, los fenémenos de transporte
constituyen modelizaciones importantes de una amplia gama de procesos que tratan de
describir evolucién y conservacion de alguna cantidad fisica como masa o energia en alguna
region del espacio. Las difusiones clésicas, asociadas a movimientos brownianos o procesos
de Wiener, se modelizan adecuadamente con derivaciones enteras. El punto crucial en
estos modelos son las leyes de conservacion basadas en el Teorema de la divergencia de
Gauss y en ecuaciones constitutivas de tipo Fourier o Darcy que dependen del gradiente
de las magnitudes potenciales que caracterizan al transporte. Asi, por ejemplo, la ecuacién
cldsica del calor en el espacio R? se basa en la conservacién de la energia térmica y en la

ley de Fourier
F— _Kwu,

donde u es la temperatura, K > 0 la conductividad térmica y ? el flujo térmico. Por
otra parte en un dominio D del espacio la cantidad de energia térmica que sale desde o

entra a D estd controlada por el flujo a través de la pared, 0D, de D. Asi
)= | Fat) fdo(x)
oD
= / div ?dm
D
= —/ div KVudz.
D

Como también la energfa térmica estd dada por [, cdu(x,t)dz, donde c es el calor es-

pecifico del material en D y d es su densidad, tenemos que, si ¢, d y K son constantes, la
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tasa de entrada de energia térmica a D en el instante ¢ estd dada por

d ou
E/Dcdu(:c,zt)d:c:/Dcdg(xﬂt)dflﬁ:—f(t)

:K/ Audzx.
D

Como el dominio puede tomarse arbitrariamente chico, diferenciando, se tiene la ecuacion

del calor

% = rkAu,

ot

donde k = % es la difusividad del medio.

Esta ecuacién que resume un principio de conservacion y una ley constitutiva es
el modelo mas clasico de lo que entendemos como un proceso de difusién. Tal vez la
mejor manera de describir las difusiones clasicas en contraste con las llamadas difusiones
anémalas es el enfoque probabilistico que se obtiene usando procesos estocasticos. Para
ver esto empecemos considerando el proceso de Wiener que estd naturalmente asociado
a las difusiones clédsicas. Imaginemos que una particula se mueve en el espacio R™ de
modo que su posicién Y(t) en el instante ¢ es una variable aleatoria. Supongamos que
sabemos que en el instante ty = 0 la particula estd (con probabilidad uno) en el origen
de R" (?(O) = 6>) El proceso de Wiener requiere independencia y normalidad de los
incrementos. En otras palabras las variables aleatorias ?(t) - ?(s) son independientes

y estan distribuidas por la normal N(0,t — s) cuya densidad es la gaussiana

2|2
(4m)"3e” Tl

|3

(t—s)

La independencia de los incrementos estd asociada a la convolucién de las distribuciones.
La funcién caracteristica (transformada de Fourier) tiene a la Gaussiana por punto fijo y,
por consiguiente, la funcién caracteristica asociada a la variable aleatoria ?(t) esta dada

por e, Esta funcién es también la transformada de Fourier de la solucién de

ou __
a—AU,

u(zx,0) = dy;

donde 9y denota la delta de Dirac en el origen de R™.
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El “limite central” que es la Gaussiana convierte también en central al operador de
Laplace. La transformada de Fourier de una funcién provee una descripcion profunda
de la dualidad entre suavidad y decaimiento. El tamano en el infinito de una funcién se
refleja en la regularidad local de su transformada. Asi, aunque las funciones e €l y e~1¢I**
para 0 < s < 1 lucen muy similares, la segunda no tiene la regularidad de la primera.
Vistas como funciones caracteristicas de distribuciones de variables aleatorias, e~ 1€ alu-
de a normalidad (colas livianas), en cambio e ¥ 0 < s <1, a procesos de Lévy (colas
pesadas). El caso mas clésico es s = 1/2 que corresponde a la distribucién de Cauchy que
en analisis arménico es el niicleo de Poisson (1+|z]2)~ "% . Los procesos aditivos tales que
los incrementos se distribuyen de acuerdo a estas leyes son los procesos de Lévy. La inter-
pretacion en términos de una particula que se mueve en el espacio sugiere movimientos
continuos y no diferenciables (Brownianos) cuando s = 1 y “vuelos” discontinuos para
valores de s < 1. Los correspondientes operadores diferenciales son ahora no locales y, en
términos de la transformada de Fourier corresponden a multiplicadores potenciales del

tipo

Dsf(€) = €[> f(€),

que también pueden expresarse con ntucleos no localmente integrables en la forma de valor
principal

flx) = f(y)

Dif(z) =w.
f< ) p Rn |x_y|n+25

dy.

Las difusiones anémalas asociadas a los vuelos de Lévy son soluciones de

% = D*u.
ot

Otras veces la anomalia de la difusiéon no proviene de la singularidad del nicleo ni

del cardcter global del mismo. Un caso tipico es el de los CTRW (caminatas al azar de

tiempo continuo) que procedemos a exponer brevemente. Pensemos en describir, como en

mecanica cuantica, la posicién de una particula en cada instante en el espacio en términos

probabilisticos. Sea u(x,t) la densidad de probabilidad de encontrar a la particula en una

region del espacio en el instante t. Mas precisamente, si F es un subconjunto de Borel de
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R", [, u(x,t)dx es la probabilidad de encontrar a la particula dentro de E en el instante ¢.
El problema es, conocidos alguna dindamica del sistema y algin estado inicial f, encontrar
u(z,t) definida en R, Un CTRW est4 dado por una densidad espacio temporal J(z,t)
definida en R™™!. En este modelo la densidad de arribo a z en el instante ¢, u(x,t), estd

dada por la convolucién de la misma u con el ntcleo J

u(a,t) = //R (e =yt = S)uly, s)dyds.

Puesto que el proceso es difusivo, se espera que la densidad de arribos a x en el instante
t dependa sélo de la densidad de arribos a cualquier otro punto y del espacio pero en
instantes s anteriores a t (s < t). Esto se traduce en que el soporte de J esté contenido
en @ = {(x,t) : t > 0}. El soporte de J puede también ser compacto. En este modelo
de difusién no esta explicita una derivada temporal.

Expuestos brevemente las formulas de valor medio y las difusiones anémalas comen-
tamos las aplicaciones a las que hace alusion el titulo de esta tesis. Uno de los principales
resultados de toda la tesis es la férmula de valor medio para soluciones de potencias
fraccionarias del Laplaciano (difusiones de Lévy). Notablemente, la anulacién de (—A)* f
en un dominio D de R™ todavia produce férmulas de valor medio de f que necesitan
de los valores de f en todo el espacio. Si bien se conocen férmulas de valor medio en la
literatura, ver por ejemplo [29] y [33], nuestra técnica se basa en el teorema de exten-
sion de Caffarelli y Silvestre y permite obtener férmulas diferenciables y explicitas. Este
resultado se usa para extender el método de Dahlke y DeVore de mejora de regularidad
Besov de soluciones en dominios angulosos peores ain que los de clase Lipschitz. Carac-
terizacion con wavelets de espacios de Besov, maximal sharp de Calderén, desigualdades
de Poincaré son las herramientas basicas de la técnica que cooperan con la férmula de
valor medio para probar la mejora del indice de regularidad de Besov en un dominio en
el que (—A)* se anula.

Con respecto a los procesos CTRW probaremos un teorema de existencia, un teorema
de aproximacion débil por reescalamientos parabdlicos a ecuaciones de difusion clasicas y
un teorema de convergencia de las soluciones de manera uniforme, precisamente cuando

los nucleos J(x,t) son los de valor medio parabdlicos.
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La exposicién se plantea en dos partes, la primera explora la relaciéon entre difusio-
nes clasicas y operadores no locales del tipo CTRW. La segunda estudia la mejora de la
regularidad Besov de soluciones en dominios con frontera poco regular de potencias frac-
cionarias de —/\. La Parte I estd compuesta por una introduccién y cuatro capitulos. El
primero de estos capitulos estd destinado a repasar definiciones y resultados de la trans-
formada de Fourier e integral de Bochner, formulas de valor medio eliptico y parabdlico y
aplicaciones del teorema de punto fijo de Banach a ciertas ecuaciones integrales, también
se repasaran conceptos generales de espacios de Besov. En el segundo capitulo estudiamos
la convergencia débil de operadores no locales de tipo CTRW a ecuaciones de difusién.
El tercer capitulo plantea y resuelve el problema de CTRW con dato inicial en LP(R™),
en los contextos p = 0oy 1 < p < co. En el Capitulo 4 se aborda el problema, mas dificil,
de la convergencia uniforme de soluciones de CTRW parabdlicamente reescalados a tem-
peraturas cuando el ntucleo es el de valor medio parabdlico. La Parte II estda compuesta
de una introduccién y cuatro capitulos. El primero de esta parte es el Capitulo 5 que
incluye preliminares sobre espacios de Sobolev con pesos. Ademads se repasa la teoria de
Fabes, Kenig y Serapioni sobre la desigualdad de Harnack para soluciones positivas de
operadores elipticos degenerados. Este capitulo contiene uno de los resultados principales
de esta tesis, una férmula de valor medio para soluciones débiles de div(|y|*grad v) = 0.
El sexto capitulo expone diferentes versiones del operador (—A)®, en particular la de Ca-
ffarelli y Silvestre como un operador Dirichlet to Neumann. Ademés probamos, usando el
resultado principal del Capitulo 5 y la técnica de reflexion de Caffarelli y Silvestre, una
férmula de valor medio para soluciones de (—A)* f = 0. El séptimo capitulo estd dedicado
a aplicar la férmula de valor medio del Capitulo 6 para obtener estimaciones del gradiente
de soluciones de (—A)®f = 0 por maximales de Calderén. El dltimo capitulo contiene la
prueba de la mejora de regularidad Besov para soluciones de la ecuacién (—A)*f =0 en

dominios de R".






Parte 1

Transporte anémalo, operadores no locales

y difusiones






Introduccion de la Parte I

Para introducir el modelo probabilistico basico para difusiones anémalas comenzare-
mos considerando el movimiento de una particula (“la particula”) en R™ con dindmica
especificada en términos de distribuciones de probabilidad.

Introducimos primero las caminatas al azar en tiempo continuo, CTRW por sus siglas
en inglés (Continuous Time Random Walks) y desde ellas aprovecharemos para inducir
otros procesos difusivos anémalos y clasicos como casos limites de adecuados reescala-
mientos.

Sea J : R"xR — RTU{0} una funcién con integral igual a uno y tal que sopJ C @
Supondremos que J es continua para esta introduccion.

Dados h y 7 dos ntimeros positivos discretizamos el espacio en la malla AZ™ y el
tiempo en la malla 77 tomando como unidades a h para el espacio (centimetros) y 7 para
el tiempo (segundos). Sea Ju,(z,t) = %, donde oy = Yy cpn ez J (M, 7). Es claro
que para h y 7 suficientemente chicos o, > 0y que h"1oy, = Zkezn,lez J(hk, Tl)h"T
tiende a [[ J =1 cuando h y 7 tienden a cero.

Para h y 7 fijos consideraremos la particula describiendo una caminata al azar en
hZ" de manera que el tiempo de espera en cada nodo no es (necesariamente) fijo, sino
que el mismo es aleatorio y que la dindmica de ambas aleatoreidades esta descrita feha-
cientemente por el nicleo Jy,.. En el siguiente sentido, la probabilidad u(z,t) de que la

particula se encuentre en el nodo z € hZ" en el instante t € 7Z estd dada por la suma
> Jne(hk,hu(z — hk,t — 71)
keZn I€T.
de las probabilidades ponderadas por Jp,, de que la particula estuviera en tiempos an-
teriores t — 7l (recordar que Jy, tiene soporte para tiempos positivos) en cualquier otro
punto x — hk de la red espacial. Por consiguiente, puesto que > y7n e, Jnr(2,1) = 1,

Z Ipr(hk, Tl) [u(x — hk,t — T1) — u(z,t)] =0

kezn leZ
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para todo (z,t) € (hZ™) x (7Z). O, lo que es lo mismo

> Jne(hk, 7l [u(z — bkt — 71) — u(z, t)] k" = 0.

keZm e

Tomando limite para h y 7 tendiendo a cero y suponiendo continuidad de u, tenemos

(0.0.1) // J(y,s) [u(z —y,t —s) —u(z,t)] dydt = 0.

Rn+1
Observemos primero que, como la integral de J es uno, la ecuacién (0.0.1) se reescribe
(0.0.2) (J = 0(0,0)) *u =0,

donde d(o,0) es la delta de Dirac en R™1.

Dos aspectos geométricos contenidos en (0.0.2) son fundamentales para distinguir
este modelo de uno eliptico: el soporte de J esta sesgado hacia los tiempos positivos, la
masa puntual d ) estd concentrada en el “piso” del soporte de .J. Como veremos en el
Capitulo 2 estos aspectos geométricos junto con la homogeneidad parabdlica contenida
en las dilataciones no isotropas producen como limites difusiones clasicas. También los
operadores locales en el tiempo y no locales en el espacio, como los considerados en [14],
[13] v [8] pueden verse como situaciones limites de (0.0.2).

Esta primera parte de la tesis se compone de cuatro capitulos. El primero contiene
algunos resultados preliminares que son centrales en la formulacién de los resultados y que,
aun siendo basicos, pueden no formar parte del bagaje tradicional en el area. El segundo
capitulo explora la forma mas rudimentaria en la que los reescalamientos parabdlicos
de CTRWs convergen a difusiones: la convergencia débil. El tercer capitulo aborda, con
las herramientas usadas en [8], una teorfa de existencia de soluciones a un problema de
CTRW con dato inicial prescrito de un modo compatible con el enfoque probabilistico
subyacente que se plantea y discute en ese mismo capitulo. El cuarto capitulo contiene
los resultados de convergencia de soluciones de problemas reescalados a temperaturas

clasicas en distintas normas y con distintas condiciones en la densidad de transicion J.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene cinco secciones: un repaso de enunciados y resultados de la
transformada de Fourier, de la integral de Bochner, el Teorema de Punto Fijo de Banach
con una aplicaciéon a una ecuaciéon de Fredholm, los enunciados de las férmulas clasicas
de valor medio eliptica y parabdlica, y los rudimentos de la teoria de espacios de Besov

y una de sus caracterizaciones.

1.1. Transformada de Fourier

En esta seccién listaremos propiedades basicas de la transformada de Fourier sobre
los espacios L'(R"), L*(R™), S(R™) y en el sentido de las distribuciones definidas sobre
S(R™).

Empezaremos dando las definiciones de la trasformada de Fourier en los tres espacios
mencionados anteriormente

Para f € LY(R") 6 S(R"), se define su transformada de Fourier, f o F(f), como

f) = [ e piayan

De modo andlogo se define la antitransformada de Fourier, f o F ~1(f), como

for = [ e

La definicién de la transformada de Fourier en L?*(R") se define a partir de la densidad
de S(R™) en dicho espacio. Sea f € L*(R™), {©m tmen C S(R™) tal que ¢, — f en L*(R")

cuando m — oo, entonces la transformada de Fourier de f, f o F(f), se define como

F(f) = lim F(pm),

m—o0

donde el limite es calculado en L?(R™). Se puede ver que dicho limite siempre existe y es

independiente de la sucesién que converja a f. Del mismo modo, se puede definir F~1(f).
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Para una distribucién 7' € S'(R"™) su transformada de Fourier es definida como

(F(T), ) = (T, F(p))

donde ¢ € S(R™).
A continuacion expondremos algunas de las propiedades de la transformada de Fou-

rier, las cuales usaremos a lo largo de esta monografia.

» Sea f € L'(R"), entonces f es una funcién continua que cumple que lim f (x) =0

|x|—o0
e, = e
» Si f,g € L'(R") entonces

F(f*g)=F(f)F(9),

el mismo resultado vale para F 1.

» Parah e R"y k € R, k # 0, se tiene que

FLC+R)](©) = ™ F(f)(€)

en casi todo punto xz € R".
= Los operadores F y F~! son isomorfismos continuos de S(R") en s{ mismo. M4s

aun, para toda funcién ¢ € S(R™) se tiene que

_ . . ’ , .
= Los operadores F y F ! son isomorfismos continuos de S (R") en si mismo.

Ademads

para toda T € S'(R™).
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» Si f € LY(R") y tiene derivadas integrables y continuas hasta el orden k > 1,

entonces para todo v € Nj, |v| < k se tiene que

F(DVf)E) = (=2mi€) F(f)(E),

analogamente

FUDT£)(€) = (2mi&) F(f)(€).

= Si fy |z[Ff son integrables para algtin k > 1. Entonces f y f tienen derivadas

continuas hasta el orden k. Mds ain, para todo v € N, |y| < k, se tiene que

DYf(&) = F((2miz)"f) (€)

DVf(&) = FH ((=2miz)" f) (€)-
» Sipe SR yT e S'(R") entonces T x ¢ estd bien definida y es una funcién
infinitamente diferenciable.

» Si f es una funcién en L'(R") 6 L?*(R"), entonces

F(Ty) = T}.

donde Ty y T denotan la distribuciones inducidas por las funciones f y f respec-
tivamente.

» (Identidad de Plancherel) Sea f € L*(R"), entonces

A I 1 P

L2(R")
Para consultar estos resultados y ampliar conocimientos sobre la transformada de

Fourier se puede consultar [7] y [38].

1.2. Integral de Bochner

En esta seccion enunciaremos algunas definiciones y resultados relacionados con la

integral de Bochner que usaremos a lo largo de esta primera parte de la tesis.
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Sea (€2, %, 1) un espacio de medida completa, y sea (X, ||-||y) un espacio de Banach.
Una funcién S : Q@ — X se denomina simple si S(t) = S | 2,Xp,(t) donde z; € X
y E; € ¥ para todo ¢ = 1,2.... Una funcién f : @ — X se dice p-medible si existe
una sucesiéon de funciones simples {S;,}men y un conjunto N € ¥ tal que u(N) =0y
Al_r)réo 1Sm () — f(t)||x = 0 para todo t € Q\ N.

Para una funcién simple S(t) = S°F | ;X (t) su integral de Bochner se define como

k
/E p=S"wu(E; 0 E)

i=1
Se puede ver que la definicion de la integral es independiente de la representacion de S.
Ademés es facil probar que || f;, Sdpul| . < [, |1S| x dp. Notar que [, S(t)dt es un elemento
de X.

Una funcién f : Q@ — X, p-medible, es integrable Bochner si existe una sucesién

{Sm }men de funciones simples tal que
(1.2.1) lim . [Sm(t) = f(E)]l x du(t) = 0.

Luego, para cada E € 3, la sucesién {fE S tmen es de Cauchy, y dado que X es un

espacio de Banach se puede definir la integral de Bochner para f como

/fdu = lim Smdft.
E E

m—o0

Se puede probar que esta definicién es independiente de la sucesién {S,, }men que cumple
(1.2.1).
A continuaciéon enunciaremos un resultado que relaciona la integral de Bochner con

la integral de Lebesgue.

TEOREMA 1.2.1. Sea f : Q — X p-medible. Entonces, f es integrable Bochner si y

solo si || f||x es integrable Lebesgue.

En la siguiente proposiciéon mostraremos algunas propiedades de la integral de Bochner

que seran de utilidad en esta tesis.

PROPOSICION 1.2.2. Sea f : Q — X integrable Bochner. Entonces
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i) Si'Y es un espacio de Banach y T : X — Y es lineal y continua, entonces T'(f)

es integrable Bochner y

T( / fdu> - [ T(pn

i) Para cada v* € X* x*f € L'(u) y ademds

" (/Efdu) Z/E:E*(f)du-
| s < [ 18l

w) Si E =2, E; y la union es disjunta, entonces

/Efduzi/&fdu-

Las definiciones y propiedades expuestas en esta seccién asi como también otros re-

iii) Para todo E € ¥

sultados acerca de la integral de Bochner se pueden encontrar en [20] y [32].

1.3. Teorema del punto fijo de Banach. Aplicacién a una ecuacion integral

DEFINICION 1.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una transformacion T : X — X

es una contraccion si existe un numero real 0 < 7 < 1 tal que
d(T'(x), T(y)) < 7d(z,y).
Diremos que T es la constante de la contraccion.
DEFINICION 1.3.2. Un punto x* € X se llama punto fijo de T : X — X si T(z*) = z*.

Para k € N, denotaremos por T* a la composicién de T consigo misma k veces.

TEOREMA 1.3.3 (Punto Fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico completo, y
T : X — X una contraccion, entonces
1) existe un tunico x* € X tal que T'(x*) = x*;

2) para todo xg € X, {T*(x0) bren converge a x* y

d(Tk(l'()),ZL'Q) S d(T(Io),I‘O)

-7

para todo k € N y donde T es la constante de la contraccion.
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A continuacién repasaremos una aplicacién clésica del teorema de punto fijo de Banach
para demostrar la existencia y unicidad de ciertas ecuaciones integrales de Fredholm. El
espacio en el que trabajaremos para encontrar la solucién sera C([a,b], L*(R™)), el cual
resulta ser un espacio de Banach dotado con la norma

lalll = s a6l -
El resultado de existencia y unicidad contenido en el Teorema 1.3.4 sera ttil en la teoria
L? de existencia del Capitulo 3.
Sean a, b y A\ nimeros reales, K € L>([a,b] x [a,b], L°(R")) v f : [a,b] — L*(R).

Formalmente la ecuacion integral dada por

b
(1.3.1) Au(t) —/ K(t,s)u(s)ds = f(t)

se denomina ecuacién integral de Fredholm.

TEOREMA 1.3.4. Sea f € C([a,b], L*(R™)). Si [\ > sup  [[K (L, 5)]| poo gny (D—0)
(t,s)€[a,b] X [a,b]
entonces la ecuacion integral de Fredholm (1.3.1) tiene una unica solucion u en el espacio

C([a, b], L*(R™)).

DEMOSTRACION. Consideremos el operador Tj : C([a, b, L*(R")) — C([a, b], L*(R™))

definido por

Thu(t) := )\1/ K(t,s)u(s)ds+ f(t),

donde la integral se entiende en el sentido de Bochner. Luego, para u; y us funciones en
C(la,b], L*(R™)) y t € [a, b], por el ftem iii) de la Proposicién 1.2.2 tenemos que
b
-1
[Taur(t) = Taua(t)]] p2@ny < | \(t i K (t, S)HLoomn)/ [ur(s) — ua(s)|| p2(en) ds
,$)€|a,b| X |a, a

<P sup () ey (0 ) s — ]
(t,s)€[a,b] X [a,b]

Como la desigualdad anterior se cumple para todo t € [a,b] obtenemos que

[ Thur — Toual[] < |A7Y sup K (E,8)]| ooy (b= @) |Jus — |,
(t,8)€[a,b] x[a,b]
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y como por hipétesis [\']  sup  [[K(t, )| poe(mny (b — @) < 1, entonces Ty es una

(t,s)€a,b]x[a,b]
contraccion. Luego, por el Teorema de punto fijo de Banach, tenemos que existe una tnica

funcién u € C([a, b], L*(R")) tal que Thu = u, y que por lo tanto resuelve (1.3.1). O

1.4. Férmulas de valor medio

Una féormula de valor medio para una funcién es una férmula de convolucién que
permite calcular el valor de dicha funcién en un punto, promediando los valores de ésta
en un entorno del mismo. Notablemente, ciertas formulas particulares de valor medio son

caracterizaciones propias de funciones armonicas y de temperaturas.

1.4.1. Foérmula de valor medio para funciones armoénicas. Una funcion arméni-
ca es una solucion de Au = 0 en algin abierto D del espacio R". El operador de Laplace
Au = Y1, g%ﬁ también puede verse como la iteracion de los operadores gradiente y
divergencia, Au = V - Vu. La invariancia por rotaciones del operador de Laplace, que
puede verse desde la transformada de Fourier —|£[* de A\, impone simetrias centrales de

las formulas de valor medio eliptico. En lo que sigue D es un abierto de R™ y u es una

funcién armonica en D.

a) Férmula de valor medio sobre cdscaras de bolas. Sea x € Dy r > 0 tal
que B(z,r) C D, entonces

- 1
|8B<'I7T)| OB(z,r)

b) Férmula de valor medio sobre bolas. Seaz € D y r > 0 tal que B(x,r) C D,

u(x) u(y)do(y).

entonces

1
)= B "

¢) Férmula de valor medio con nicleo radial y suave. Sea z € D y ¢ una
funcién radial con soporte en la bola unitaria de R y tal que [ ¢(z)dx = 1, si

B(z,r) C D entonces

ulz) = / o0z — y)uly)dy,

donde ¢, (z) =17"p (£).

T

Las tres formulas anteriores son equivalentes. Ver [22].
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La férmula c), al ser una convolucién con un nicleo suave, permite estimar los gra-
dientes de la solucién u. En [15] estas estimaciones son usadas para lograr mejora de
regularidad en la escala de Besov para funciones armoénicas en dominios con frontera

Lipschitz.

1.4.2. Foérmula de valor medio para temperaturas. Una temperatura en €2 =
D x(0,T) con D un dominio de R™ es una solucion en €2 de la ecuacion del calor = Au.
En [23] se muestran férmulas de valor medio para soluciones de ecuaciones parabohcas
mas generales que la ecuacién del calor y se puede ver cémo las curvas de nivel de las
soluciones fundamentales de estas ecuaciones parabdlicas se relacionan con la geometria
de las férmulas de valor medio. En el caso particular de la ecuacién del calor una de-
mostracién elegante puede hallarse en [22], ver también [39]. En este caso la solucién

fundamental es el nucleo de Weierstrass

1 _lal?
Wt($) = WG 4

parat > 0y x € R™. Si tomamos (z,t) € Rﬁ“ y r > 0, podemos construir a partir del

ntucleo de Weierstrass, las “bolas caléricas”

TTL

(1.4.1) E((z,t);r) = {(y, s)ER"™ s <t W, (v —y) > i} :

Sea u una temperatura en Q = D x (0,7). Si E((x,t);r) esta contenido en €2 entonces

(14.2) u(x,t):i// u(y, )Y s
Ar™ JJ B((at)r) (t—s)?

La prueba del resultado anterior se puede encontrar en [22].

Por otro lado, formulas de valor medio suaves para temperaturas también han sido
probadas en [6], a continuacién enunciaremos este resultado.

Sea D un abierto de R", 0 < T < oo y w una temperatura en D X (0,7). Sea
n € C*°(R) no negativa, con soporte en [0, 1] y tal que n [ n(p)p"'dp = 1. Sea K, (z,t) =
T,}HK (T, r2) y K(z,t)=n ((47rt)756 a > l=f® | parat > 0y n =0 parat < 0. Entonces

(1.4.3) u(zx,t) // u(y, s)K.(x —y,t — s)dyds,
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siempre que d,((x,t), d(Dx(0,T"))) < r donde d, denota la distancia parabdlica d,((x, t), d(Dx
(07 T))) = (y sl/)ré% de((l'7 t)u (y7 S)), donde dp((‘ra t)a (y7 S)) = méux{|x—y|, Vi — S} y apQ =
(D x {0}) U (0D x [0,T]) es la frontera parabélica de €.

Notemos que de (1.4.3) puede obtenerse la férmula (1.4.2) como caso limite.

1.5. Espacios de Besov

La literatura sobre espacios de Besov es muy abundante y, desde su introduccién a
principios de los anos setenta por Besov [9] y Taibleson [35] [36] [37], estos espacios
aparecen frecuentemente en muchos problemas de analisis armoénico y ecuaciones en deri-
vadas parciales. Pero mucho mas recientemente se ha detectado el rol central que este tipo
de regularidad juega en el andlisis de la velocidad de convergencia de métodos numéricos
adaptivos no lineales. Este sera también el papel mas importante para su uso en la Parte
IT de esta Tesis. En la Parte I, en cambio, se usard como una condicién suficiente de
regularidad en el dato inicial en el teorema de convergencia de soluciones de problemas
reescalados a soluciones de la ecuacion del calor.

Sea f € LP(R") 1 <p<ooyt>0,lafuncién médulo de continuidad de f se define
como

wp(f, 1) = sup 1f (@ +h) = (@)l Loy -

Un resultado bien conocido es que cuando 1 < p < oo entonces
(1.5.1) }lLli%wp(f, h) = 0.

Veremos ahora como los espacios de Besov se definen a partir de la velocidad con la
que el médulo de continuidad de una funcién tiende a cero. Sea f € LP(R"), y 0 < A < 1,

se define la seminorma de Besov para f como

Uooo (tiAwp(fa t))q %]Uq 1<g<o0

sup t~w,(f, ) q = oo.
>0

|f|31§,q(Rn) -
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Si dicha seminorma es finita para f, entonces se dice que esta funcién estd en el espacio

A n
de Besov By (R"). La norma de f se define como

||f||B;7q(Rn) = ||f||LP(]R”) + |f|BZ);’q(IR”) :

Es fécil probar que si f,g € By (R") y ¢ € R entonces f+cg € By (R"), ysi £ € C°(R")
entonces £f € B;;\,q(R”). En el caso p = ¢, para abreviar, escribiremos B;"p = B;‘.

En el siguiente teorema enunciamos una caracterizacion de los espacios de Besov.

TEOREMA 1.5.1. Sea f € LP(R™), 1 < p < oo, y 0 < A < 1, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) la seminorma de Besov |f|pyrn) €s finita;
p

[

es finita. Ademds se cumple que

(@) = S0P
g = Wl + [ [ iy

Los espacios de Besov pueden definirse también para subconjuntos D abiertos de R".

ii) la integral

Se dice que f € By(D) si f es la traza que deja en D una funcién de B)(R"). Més
precisamente, si existe una funcion fv € B;‘(R”) tal que ]7| p = f. Se define ademés
lfll zrpy := inf Hﬂ) , donde el fnfimo se toma sobre todas las funciones f cuya

restriccion a D es igual a f.



Capitulo 2

La ecuacion del calor como limite de operadores no locales

En este capitulo consideraremos CTRWs dados por un niucleo de transiciéon J con
el modelo descrito en la introduccién general. Un niticleo de transicién J es una funciéon
con valores reales definida en R"™ = {(x,¢) : z € R" y t € R}. En cada problema que
consideremos en esta primera mitad de la tesis se requeriran diferentes hipdtesis sobre J

que procedemos a identificar para simplificar los enunciados de los capitulos 2, 3 y 4.

(J1) J > 0 (positividad);

(J2) sopJ C @ ={(z,t) : x € R", t > 0} (causalidad);

(J3) J es de soporte compacto (localizacion);

(J4) J € LY(R™) y [[onis J(z,t)dedt = 1 (densidad);

(J5) para cada t fijo J(x,t) es radial como funcién de x (invariancia por rotaciones

espaciales).

Para J que cumple (J4), definimos

(2.0.1) a = sup {’y ; //K J(z,t)dzdt < 1} :

Observemos que si ademds J satisface (J3) entonces « es finito.

Como ejemplos de nticleos que satisfagan las propiedades enunciadas arriba podemos
citar el nucleo de la férmula de valor medio para soluciones de la ecuacion del calor
H(z,t) = }LXE((07O);1)(:E,25)E—£2, nicleos de la forma J(z,t) = %X[07a](t)méf3(o,b)(x),
con a y b numeros reales positivos, o nucleos a variables separadas mas generales que
el anterior J(x,t) = ®(¢)¥(z), donde ® y ¥ son no negativas de soporte compacto, P
tiene soporte contenido en el conjunto [0,00), ¥ es una funcién radial, y fR t)dt =
Jgn ¥(x)dx = 1.

Para funciones ¢ € S(R™) el operador A : S(R") — S(R™) cumple que

£p(0) = Clim [ (¢le) — ¢(0)) do

r—07r
B(O,r)
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Mi4s generalmente, si .J es radial, con soporte en la bola unitaria, [ J(z)dx =1y o,J(z) =

Tin J (%) entonces

Luego, tenemos que

Aby = C(J) lim 22 =20

r—0 ’["2 ’

y el limite es en el sentido de las distribuciones de S'(R™). Si ahora definimos los opera-

dores T, : S(R™) — S(R™), (Tr¢)(z) = L ((0,J — &) * @) () tenemos que para todo

2

o € R™ se cumple que

Ap(x9) = Hn(l)(TrSD)(fo)-

r—

Estos operadores T son no-locales, puesto que, para conocer el valor de T}.¢ en un punto
xo, necesitamos conocer el valor de ¢ en todo un entorno de xj, mas precisamente en
el conjunto xg + sopT,, conjunto “irreducible” en el sentido de que no podemos dejar
de considerar valores de ¢ en ningin subconjunto de medida positiva de éste. Esto, a
diferencia de un operador local, como lo es el Laplaciano, en el que si bien necesitamos
saber el valor de ¢ en un entorno de o para poder calcular Ap(xg), este entorno es
arbitrariamente chico.

Como se puede observar en las igualdades anteriores, los nicleos o,.J, con los que se
construyen los operadores T,., son los que sirven para obtener férmulas de valor medio
para funciones armonicas. En este capitulo consideraremos el caso analogo del operador
del calor aproximado por reescalamientos parabdlicos de niicleos CTRW. En este sentido
podemos decir que el proceso de Wiener que resuelve la ecuacién del calor clasica puede
verse como limite de reescalados de caminos al azar con tiempo aleatorio (CTRW).

En términos de limites de operadores, los resultados de esta seccién nos dicen que

8 , 7T,,«J — 5(0’0)
(ﬂa * ”A) do0) =l =5

donde m,J(z,t) = =45 J (£, %) es una dilatacién parabélica de un nicleo CTRW J, py v

ror2

son constantes asociadas a J y el limite es en el sentido de las distribuciones de S'(R™*1).
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2.1. El operador no local inducido por el niicleo de valor medio parabdlico

Veremos en esta seccién que el operador del calor se puede obtener como limite
de operadores no locales inducidos por el nicleo de valor medio parabdlico H(x,t) =
iXE((070);1)(x,t)f—2|2, con E£((0,0);1) como en (1.4.1). En la demostracién usaremos ma-
yormente las propiedades (J1) a (J5) de H, la forma explicita de H sélo la utilizaremos

para obtener la ecuacién del calor normalizada con difusién unitaria.

PROPOSICION 2.1.1. Sea H el niicleo del valor medio para temperaturas y m. H(x,t) =
S H (2, 5) . Seak tal que k™' =271a (5" )n” " (n+2) Tl (%44). Entonces la

2

familia de distribuciones 5 (WTH — (5(0,0) converge débilmente, cuando r tiende a cero,
a la distribucion de S'(R™') dada por (—L + A) 800). Mds ain, si o € S(R™) y

(z,t) € R™™ entonces

(2.1.1) ( %f + Agp) (x,t) = /'ih_I}(l) :2 ((mH — 0(0,0)) * ) (2, 1).

DEMOSTRACION. Para denotar los operadores diferenciales en espacio tiempo usa-
remos D para el gradiente y D? para la matriz Hessiana. Sea ¢ € S(R™™!). Tomemos

0 < r < 1, usando el teorema de Taylor para ¢ alrededor del punto (0,0) tenemos que

<7T7'H - 5(0,0) ) <P>

|y\2
ya dde - 90(070)
E((0,0):7)
- // (ol0:) = 910,0) -y
4r™ J] B0.0)r) ’ ’ s?

// oo <Ds00 0)(y, s) + ( s)D?%p (0,0)(y,s)t—|—R(y75)) |z_|22dyds

=1+1T+ 11T+ 1IV+V+VI+VII,

donde

I =

Iyl2
“—dyd
<47‘” // (00 S y 5 ’
2
11 = ( // ]y| dyds) ,
4rn (0,0);
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- Iyl2
11T = 2 dyds )
Z 8x 8% (87"" // E((0,0);r y i

1j=1,1#]

— 9% !yl2
1V = — “—dyd
; 8x12( (Srn // E((0,0);r Y S) 7
V= i —d ds |,
Z ax at <8Tn //Evv((oo Yis 52 Y S)
P 2l
VI = “—dyd
8t2 <8T //E((OO s ves )
2
VII = ( // |—dyds> :
4rn (0,0);

Los términos I, I11 y V son iguales a cero ya que las secciones {s = cte} () E((0,0);r)

son, respecto de la variable y € R", bolas centradas en 0 € R" para todo r > 0 y las

\yl

funciones y; "7z~ son impares en dichos conjuntos.

Haciendo ahora el cambio de variables (yi,s1) = (ry,r?s) tenemos que

Oy 2 (1 // ’y|2 )
11 =—(0,0)r"( - —dyds |,

Gt( ) 4 E((0,0);1) S

n 2 2
IV:Z:a 2 ( // Y2 2 1Yl dyds)

— Ox ((0,0);1)

007 (5 ] 700
VI = y|“dyds | ,

8752 (0,0); 1)| ’

<O (\/ 7 022) L ya
< C(y) ry|? + (r2s)? ) —-dyds.
E((0,0);1) s

Claramente I 5 0 cuando 7 — 0. Por otra parte, como para 0 < r < 1 se cumple que
\VII|<Cr? tamblen tenemos que Y5 — 0 cuando r — 0.

Calculemos las integrales en I y I'V. Para la primera

2 0 2
// Mdyds = / / ) Mdyds
B((0,0:1) S - B(O,(2nsln(47r(—s)))§) S
0 q (2nsIn(4r(—s))) 2
:/ —/ p”“/ dodpds
_ﬁ S 0 Snfl
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_ ‘szT";) /_01 é (2nsIn(4r(—s)))"F ds
— (ff_: 21))/ %(%u(—ln(u}))nﬁdu
_ (SRt [ ey e

T (nt22% ”f/o S

O'(Sn_1> L"'Q 9 9" /oo w "T“d
— poy poy poy (& w w
(n_|_2)2 +2 +2 (n+2) (n+2)%2 0

20(S" )"z . <n+4>

(n + 2) n+6 n+2 2

= —4x L.

Para cada una de las integrales sumadas en IV observamos que por simetria deben ser

todas iguales, por lo tanto, cada una de ellas serd la n-ésima parte de [[ B((0.0); h;‘; dyds.

Calculemos estas tltimas

s
n E((0,0);1)

ly|*
82

4
Y gyds = / / 1 v YL dyds
—i= ,(2nsIn(4mw(—s) )7)
1 0 1 2nsln(47r(fs)))7
= —/ —2/ ,0’”3/ dodpds
n _ﬁ S 0 Sn—1

= (n+4) L (2nsIn(4m(—s))) 2 ds
o(S™ Y n'rar 11
nid g | — (u(=1n(w))) * du
S lp 274 nt2) n
A C i L ng () 5 gy
(n+4)27z2 7z Jo
(S”—l)n"“zm 2 2" ©
- n+4 n+4 n+4 (& w 2 dw
T 2T 2 (nr2)

 8o(Smhn F<n+6>
(n+D(n+2)Tr"s 2

=8k L.
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La dltima igualdad sale del hecho que %F (%) =T (%) para todo z complejo. Luego,

= _%—‘f(x,t)/-@_l y & = Ap(z,t)k™". Resumiendo,
1 B Op
(212) T_2<7TTH - 5(0,0)7 (10> — K 1(_5 + AQD)(O, 0)

cuando r tiende a cero. O equivalentemente

K 0
ﬁ <7T7~H — 5(070)) — (—a + A) 5(0’0)
cuando r tiende a 0 en el sentido de las distribuciones de &'(R™™1).

La igualdad (2.1.1) se obtiene reemplazando ¢ por ¢(x — -, t — ) en (2.1.2). O

2.2. Convergencia de operadores de CTRW generales al operador del calor

En la Proposicion 2.1.1 el conocimiento preciso del nticleo H solo se uso para obtener
el valor exacto de la constante . En realidad para ntcleos J radiales en el espacio para
tiempo fijo, de soporte compacto y de integral unitaria, es decir si J cumple (J3), (J4)
y (J5), el limite débil sigue siendo valido con constantes que dependen de los momentos
de primer orden en el tiempo y de segundo orden en el espacio del nicleo J. El resultado

estd contenido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 2.2.1. Sea J que cumple (J3), (J4)y (J5) y m.J(x,t) = T,}HJ (%, T%) Sean
= [[J(y,s)sdyds yv =3 [[ J(y, s)yidyds. Entonces las distribuciones % (m.J — 6(0,0))
convergen débilmente, cuando r tiende a cero, a la distribucion de S'(R™™') dada por

(—M% + VA) d(0,0).- Mds atin, si p € SR y (z,t) € R™ entonces

r—0 7‘2

(2.2.1) (—,uaa—f - VAQD) (z,t) = lim S ((mrd = b0,0)) * ) (, 1)

donde el limite es uniforme en (z,t) € R™™.

DEMOSTRACION. Demostraremos primero la igualdad (2.2.1). La convergencia en el
sentido de las distribuciones sera una consecuencia de ésta. De hecho si ¢ € S(R"!) y

aplicamos (2.2.1) a ¢(y, s) = ¢(—y, —s) tomando (z,t) = (0,0) tenemos que

r—0 71

o) .1
(~1520.0) +v59(0,0)) =i (7.7 - ) ).
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y como la igualdad anterior se cumple para toda ¢ € S(R"™!) vale al convergencia débil
del enunciado de la proposicién.

Probemos entonces (2.2.1). Sea (z,t) € R"" p € S(R™™) y 0 < r < 1 entonces

// md (@ =yt — 8)p(y, s)dyds — o, 1)

— [ i@ =t = s)eta.s) — el )y

_ //m(m oyt — ) Do, )y — 3,5 — B)dyds
+ //m(a: oyt s)%(y s — ) D%p(w 1) (y — 3, 5 — 1)\ dyds
+ //W,J@ oy t— )Ry — 7,5 — t)dyds

— [+ [T+ I+ IV+V +VI+VII,

donde

Iz; 52 ([ = emate -t - saas),

Hzi—fm,w (//<s—t>w<a:—y,t—s>dyds),

2 (3 st )
IV:Z-_ <// ) —y,t—S)dde),
vim (& ffo- <>)

VI = (‘%2 ( // s —t)?m.J(x —y,t — s)dyds> :

VII = // Ry —z,s —t)mJ(x — y,t — s)dyds.

Como m,J(-,t) es radial para todo t € R entonces [[(y; — z;)mJ(x — y,t — s)dyds = 0
para todo ¢ = 1,...,n. Luego, aplicando Fubini, [ = Il =V = 0.
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|H~

(55 5

7= aa—f(x,t)TQ < // —wJ(z,w)dzdw) |
Jvzi82 ( //Uzwdzdw)

1

V.f:éét2 (//szwdzdw),

VII = // rz, —rw)J (2, w)dzdw

<ce) [ (VIEP+GPuR) . s)duds

Como ¢ € S(R™™) tenemos que %if estd acotada uniformemente en (z,t), y lo mismo

Haciendo ahora el cambio de variables (z,w) = ) tenemos que

sucede para C(p) (pues esta constante estd acotada por la norma infinito de las derivadas
terceras de ¢). Luego I 0y Y VI I (0 cuando r — 0, y la convergencia es uniforme en
(x,t).

Por otro lado £ = —pupy (2, ). Y por la radialidad del niicleo J, v = L [ J(y, s)yidyds =
5 [ J(y, s)yidyds paratodoi = 1,...,n (notemos ademds que v = 5~ [[ J(y, s)|y|*dyds).
Asi L TQ =V O (T, 1).

Luego, tenemos que

lim = (1] — S00)) * @) (1) = (—ppe + vAP) (. )

r—0 7"2

y el limite es uniforme en (z,t) € R O



Capitulo 3

Existencia de soluciones para CTRW con dato inicial prescripto

En este capitulo veremos cémo plantear un problema de Cauchy asociado a la ecuacién

(3.0.1) //Rn+1 J(y,s) [u(z —y,t —s) — u(z,t)] dydt =0

teniendo en cuenta el fenémeno fisico que ésta modela, el cual describimos en la intro-
duccion general y la introduccién de la primera parte.

La funcion de densidad en R™ definida como

)\(x):/RJ(x,t)dt

es llamada funcion densidad de probabilidad de longitud del salto. Andlogamente la funcion

densidad de probabilidad de tiempo de espera se define como

(t) = / J(a,t)de.

Notemos que si J satisface la propiedad (J4) enunciada en la introduccién del Capitulo

2, entonces (3.0.1) es equivalente a
(3.0.2) u(z,t) = // J(x —y,t — s)u(y, s)dyds.

Por otra parte si J satisface (J2) y a = sup {’y : fftg7 J(z,t)dzdt < 1} es la altura del
soporte esencial de J, entonces para calcular u(x,0) con la féormula (3.0.2) serd preciso
conocer u para tiempos negativos (al pasado) hasta —«. En particular si tenemos la
informacién de que en el pasado (t < 0) la particula se encontraba con certeza en el
origen 0 de R™, u(y,s) = do(y) para s < 0, tendremos que en el instante inicial del
proceso la distribucién de probabilidad de que la misma se encuentre en el instante cero

en una regién del espacio estd dada por la densidad u(z,0) que podemos calcular asi

u(z,0) = //]RH1 J(x —y,—s)uly, s)dyds
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Jx—%—@<%®@)w

[
/ (/ J(z =y, —3)d0(y )dy)ds
/ I,

—S

En otras palabras, la situacién deterministica “la particula esta en el origen para
t < 0” produce “inmediatamente” a tiempo ¢ = 0 una situacion aleatoria modelada por
la funcién densidad de probabilidad de longitud de salto A\(z) asociada a la densidad J.

Mas generalmente, si la posicion de la particula a tiempo ¢ < 0 estd distribuida
de acuerdo a una densidad de probabilidad f(z), entonces u(z,0) = (A * f)(z). Para
plantear el problema de valores iniciales de tipo Cauchy que resolveremos conviene, con
las observaciones anteriores, tomar el punto de vista de considerar dado, y por lo tanto
dato, el pasado ¢t < 0 y no a t = 0 como es usual en difusiones clésicas, y dejar que la
dindmica del sistema determinada por J conduzca el devenir (¢ > 0) del sistema.

Dada g(z,t) parat < 0y z € R™ definimos el operador e sobre funciones v(z,t) para

t > 0 por

g(x,t); t<0

(3.0.3) e(v)(z,t) =
v(x,t); t>0.

Con esta notacién el problema con valores iniciales natural es el siguiente: sean J(z,t) y

f(z) dados, encontrar una funcién u(x,t) definida en R"™ x [0, 00) tal que

u(z,t) = (Jxe(uw)(z,t), z€eR"t>0
P(J. f) B f(z), t<0
o)) = u(z,t), t>0.

Cuando necesitemos destacar la dinamica dada por J o el “dato inicial” dado por f
de manera precisa diremos que u resuelve el problema P(J, f). A las soluciones de este

problema las denotaremos como u(.J, f).
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Notemos que si sopJ C [0, ] entonces para t > « las soluciones de P(J, f) cumplen

que

(e, t) = // I -yt — s)uly, s)dyds.

El problema P(J, f) se puede pensar también con una condicién inicial g(z,t) : R™ x
(—00,0) — R que dependa de las n variables espaciales y la variable temporal ¢. En este

caso también denotaremos sus soluciones de la forma u(.J, g).

3.1. Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en L

En el resultado principal de esta seccion demostraremos que bajo las hipdtesis de que
f € L>*(R") y que J cumple las propiedades de (J1) a (J4) el problema P(J, f) tiene
tnica solucion en el espacio de funciones (C N L*)(R™ x [0, 00)).

En lo que sigue, por simplicidad usaremos la notacion de convolucién para funciones
que no estdn definidas en todo R"*! pero que, dado que el soporte de una de ellas es
compacto y estd contenido en el conjunto {(x,t) : ¢ > 0}, las integrales estaran bien
definidas en el dominio en consideracién. Con esta observacion en mente resolveremos

primero un problema de la forma

u(z,t) = (Jxe(a, b, g;u))(z,t), xe€R"tela,b

(3.1.1) o(a.b, gou) (z.1) g(z,1), t<a
u(z,t), tela,b].

donde a y b son niimeros reales tales que b — a < «a, a = sup {’y : fftS’Y J(x, t)dzdt < 1},
y el dato inicial g(z,t) € L*(R" x (a — a, a)).

Notemos que en (3.1.1), a diferencia de P(J, f), el dato g(z,t) también depende de
teR.

Siguiendo las ideas de [8], [13] y [14] resolveremos (3.1.1) utilizando el Teorema de
punto fijo de Banach.

LEMA 3.1.1. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J4). Sea g(x,t) € L®(R™ x

(a — a,a)). Entonces existe una tinica solucion u de (3.1.1) en (CN L*®)(R"™ x [a,b]). La
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aplicacion que al dato inicial g le asigna la solucidn u es lineal, continua (no expansiva)

y preserva la masa. Mds precisamente;

a) St g1 y g2 € L°(R" X (a —a,a)), c € R y siuy yuy resuelven (3.1.1) con g1 y go
como los datos iniciales respectivos, resulta que uy + cug resuelve (3.1.1) con dato
wmnictal g1 + cgs.

b) ull oo g sfap)y < 1191l Lo @ x(a—asa))-
¢) Si [g(x,t)dr =7y [ |g(x,t)|dx < g paratodot € (a—a,a) entonces [ u(x,t)dr =
g para todo t € [a,b] y ademds [ |u(z,t)|dx <7.

DEMOSTRACION. Notemos que de las propiedades (J2) y (J3) de J, se deduce que
a = sup{y : fft@ J(z,t)dxdt < 1} es positivo y finito. El espacio (C N L*®)(R™ x [a, b])
con la norma L* es un espacio de Banach.

Dada v € (C N L*>®)(R™ x [a,b]) la funcién e(a,b, g;u) = gXi<q + vX<i<p €8 acotada
en R" x (a — a,b] y como J € L'(R™1), la integral

Gl t) = // e ) o s

es absolutamente convergente para (z,t) € R" x [a, b]. Probemos ahora que G pertenece

al espacio (C N L*>)(R™ x [a,b]). De la definicién de G vemos que

Gl )] < ( /I deds) le(ab,g: )]l

< sup{|lgll. . vl }-

Veamos que G es continua. Para h € R" y k € R tal que (z + h,t + k) € R" X [a, b],

tenemos que
Gz + h,t + k) — G(z,1)]

< 17—yt k=9 = I = gt = 9o la.bugiv) (v.5)| dyds

<y (x/ I +k2) le (@, b, g3 V).

donde w; es el modulo de continuidad en L' de J. Como w;(s) — 0 cuando s tiende a
cero tenemos la continuidad de G.

Definamos T': (C N L*>®)(R"™ x [a, b]) — (C N L®)(R™ X [a,b]) por Tv = G.
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Probemos que 7" es una contraccién en (CNL*)(R™ x [a, b]). Sean v y w dos funciones

en (CN L*®)(R™ x [a,b]). Sea (x,t) € R™ x [a, b]. Entonces, como

1), t<
e(abgw) @t =4 I ‘
w(z,t), tE€la,b,

tenemos que
TU($7 t) - T?,U(ZE, t) = // J($ -y, t— S)(e (a7 bv 9; U) (yv S) —€ (a’ bv 9g; ’LU) (y7 S))dyds
s<b

- @t S0y, 9) iy )y

Entonces,

(z,t)ER™ x[a,b

De la definicién de «, las propiedades (J1)y (J2) del niicleo J y dado que b —a < «

// J(x —y,t —s)dyds = // J(z,0)dzdo
a<s<b t—b<o<t—a
= // J(z,0)dzdo
0<o<t—a

< // J(z,0)dzdo =: T < 1.
0<o<b—a

Luego, || Tv — Tw| poo(mnsapy) < T I10 — Wl poo(mnxjap- Entonces T' es una contraccién en

(C N L*>®)(R™ x [a,b]). Por lo tanto existe un tnico punto fijo u € (C N L®)(R™ x [a, b])

tenemos que

para T'; Tu = u. En otras palabras

u(z,t) = // J(x —y,t—s)e(a,b,g;u) (y,s)dyds

paraz € R"ya <t <hbh.
Demostraremos ahora las propiedades a) b) y ¢) del enunciado.
Veamos primero que vale a). La linealidad de las soluciones respecto del dato inicial

sale de la definiciéon misma de lo que significa ser solucién de (3.1.1). De hecho si u; y us
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resuelven (3.1.1) con dato inicial g; y go respectivamente, ¢ es un nimero real, y

g1 t+cg t<a
e(a, b, g1 + cgo;ur + cup) =
uy +cug t € [a,b]

entonces para todo (z,t) € R™ x [a, b] se tiene que

// J(x —y,t —s)e(a, b, g1 + cga;uy + cus) dyds

- //s<a J(x =y, t = s)(g1(y, s) + cga(y, s))dyds
//KM J(@ =y, t = s)(u(y, s) + cua(y, s))dyds

// J(x—y,t—9)gi(y,s dyds+// J(x —y,t — s)uy(y, s)dyds
a<s<b
+c (// J(x —y,t —8)g2(y, s)dyds + // J(x —y,t — s)us(y, s)dyds)
s<a a<s<b

= // J(x —y,t — s)e(a,b, g1;ur)(y, s)dyds + c// J(z —y,t — s)e(a, b, g2; u2)(y, s)dyds
= uy(z,t) + cus(z, t).

Luego, u; + cug resuelve (3.1.1) con dato inicial g; + cgs.

Probemos ahora el item b). Observemos que como u puede ser obtenida por la iteracién
de T empezando con cualquier funcién v en (CNL>*)(R™ x [a, b]), podemos tomar v como
la funcién constante M, donde s(g) = supg y i(g) = infg. Luego e(a,b,g;v) =
X (t<ay + VX (a<i<ry, v asii(g) < e(a,b,g;v) < s(g). Por las propiedades (J1)y (J4) de J
también tenemos que i(g) < Tv < s(g) en R™ X [a, b]. Con el mismo argumento podemos
probar que para toda iteracion T™v de Tv tenemos que i(g) < T™v < s(g). Ya que u es

el limite uniforme 7™v obtenemos que

en R" x [a, b]. Luego, vale b).
Demostremos por tltimo el item ¢). Es decir que [, u(z,t)de =gy [ |u(z,t)|de < g
para todo a <t < b . Ya que u puede ser obtenida como limite de sucesivas iteraciones

de T aplicada a cualquier funcién v € (C N L*®)(R" x [a,b]), podemos tomar v(z,t) =
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©(x) como punto de partida, donde ¢(x) es una funcién continua, acotada y tal que
Je@)de =7y [lp(x)|de <7

Veremos primero que [T™p(z,t)dr = g para todo m € Ny ¢t € [a,b]. Luego pro-
baremos que la sucesién 7™ converge a u en el espacio C ([a,b]; L'(R™)) con la norma
[[v[l] = sup [[v(-,?)|| 1 (gn)- De estos dos hechos tendremos como consecuencia la conser-
vacion dteE[;Lﬁbz]Jusa para u.

Observemos primero que [ T™¢(z,t)dz = g para todo m € Ny t € [a,b]. Veamos en

principio que la integral en la variable x de |T™y(z, t)| es menor o igual que g. De hecho,

de (J4), vemos que

[ et niar= [ ] [ 96—t = 91e 0. ) (. 51|

t [ (]t = syasas) Lot ay
t [ (]t = syasas) Lot a
< [[_se=5 ([ 1ot - 9)lde) dyas
[ (= vt optss) el dy

<g.

dx

dx

Inductivamente, asumiendo que [ [T™¢(z,t)|dz < g tenemos
[t o) de = [ iT@m )0 ds

:/ //J(x —y,t —s)e(a,b,g;T"p) (y, s)dyds| dx

= / // J(y,t —s)e(a,b,q;T™ ) (x — vy, s)dyds| dx

_ / //S<QJ(y,t—S)9($—y>3)dde
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+ // J(y,t —s)T™p(x — vy, s)dyds| dx

// y,t—S/lgfv—y, )| dxdyds
// Jy,t—s/‘Tk ol —y,s ‘dxdyds

<g

Luego, las funciones T™(x,t) son integrables, como funcién de z, para todo m € Ny
t € [a, b]. Razonando de modo andlogo a como lo hicimos para probar la integrabilidad de
T™p(z,t) respecto de la variable z veremos que [T™¢(x,t)dx = g para todo t € [a, b].

Probemos primero el caso m = 1. Sea t € [a, b] entonces

[ rotwtias= I 1w -yt = e @b 0) (0. 5)dydsda
w [ (] =t = syanas) iy
_ / / [Tt =)o~y s)dydsda
w [ ([ 0=t = optods) wtopay
_ / Tyt —s) ( / oz —y, s)dx) dyds
(=) o
(// J(yt—s dyds+// (2,0 — s dxds)

I
<l

Anélogamente, podemos probar que

/TmJrl xtd:c—// J(y,t — s) (/gx—y, )dyds
/ J(y,t —s) (/ olx—y,s )da:)dyds
<s
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parat € [a,b]. Si asumimos que [ T™¢(x,t) =g, podemos probar que [T p(z,t) =7.
Luego, por induccién vemos que [ T™¢(x,t) =g para todo m € Ny t € [a, b].
Observemos ahora que 7™ tiende a u en C([a,b], L*(R™)) con la norma |||v]|| =

tSF%] [v(+; )] 1 (gn)- De hecho, si probamos que
€la,

(3.1.2) T o =Tl < 7T — |||

entonces T™¢ es una sucesion de Cauchy en C([a,b], L'(R™)), el cual es un espacio de

Banach con la norma ||| - |||, y, ya que T™¢ converge uniformemente a u, la convergencia
también se da en el espacio C([a,b], L'(R™)) con la norma ||| - [||. Probemos entonces
(3.1.2).

Veamos primero que 7™ es continua como funcion de ¢ € [a, b] con valores en L!(R™)

para todo m. Tomemos t y t + h dos puntos en [a, b]. Luego
[ 17 stat) 17w+ ] ds
= / ‘ // J(x —y,t = s)e (a,b,g;T" ") (y,s)dyds

— // J(@—y,t+h—s)e(abgT" ") (y,s)dyds|dz

:/‘//[J(z,t—s)—J(z,t+h—5)]e(a,b,g;Tm_1g0) (x — z,8)dzds| dx

g/ |J(z,t—s)—J(z,t+h—s)y(/\e(a,b,g;Tm1¢) (ac—z,s)|dx) dzds
gg//u(z,t—s)—J(Z,t+h—s)|dzds,

y el dltimo término de la cadena de desigualdades tiende a cero cuando h — 0 porque
J e LYR").
Del mismo modo, con cuentas similares, podemos ver que vale (3.1.2). De hecho, para

t € [a, b] tenemos que
/ T p(z,t) — T™p(x,t)| da

- / ‘//J(l" —y,t—s)(e(a,b,g;T7p) (y,5) —e(a,b,g; T ") (y,5)) dyds| dx
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2
-/ ' / =t =) (T78) = T ply. ) dyds

< // J(z,t —s) (/ T p(z — 2,5) = T™ "oz — 2, 5)| d:v) dzds
a<s<t

- // J(z,t —s) (/ T p(z,s) — T™ o(x, s)’ dx) dzds
a<s<t

< // J(z,t — s)dzds ( sup / T p(x,s) — T p(, 5)| dx)
a<s<b s€la,b]

[ sGepsiofire -
t—b<o<t—a

< // J(z, 5)deds||| T — T™ o) |
0<s<b—a

dx

= 7/||T™p — T ol|],
entonces
[T o — T™ ||| < 7]||T™p — T™ ol||.

[terando obtenemos (3.1.2).

Veamos ahora que [ u(x,t)dz = g para todo ¢ € [a,b]. Como T™p converge a u en
C([a,b]; L*(R™)) tenemos que Agr;omego(x,t) = [u(z,t)dx para todo ¢ € [a,b]. Como
ademds [ T™p(z,t) = g para todo m € Ny todo ¢ € [a,b] tenemos que [u(x,t)dz =7
para todo ¢ € [a,b]. Notemos ademds que [ |u(z,t)|dz < § uniformemente en t. Sea

t € [a,b], luego
/ e, £)|de < / (e, £) — Tl £)|d + / T (1) da

< / (e, t) — T, £)|dz + 3.

Como T™¢ converge a u en C ([a, b]; L*(R™)) entonces, tomando limite cuando m tiende

a infinito, tenemos que [ |u(x,t)|dz < 3. O

Ahora probaremos la existencia y unicidad de la soluciones al problema P(.J, f) y
algunas propiedades de la misma como la linealidad y continuidad del operador que asigna
al dato inicial a la correspondiente solucion, y la conservacion de masa. El resultado serd

una consecuencia del Lema 3.1.1 aplicado de modo inductivo en las bandas de la forma
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R™ x [(j —1)§,75], donde j € N. Aunque la idea es sencilla, la notacién que usamos
en el lema anterior para las distintas franjas temporales necesita una adecuacién para
que la escritura resulte mas simple. Puesto que usaremos como extremos los nimeros
a=(j—1)5yb=j§ conje€ N, la funcién e ((] — 1)%,]’%,9;1}) denotard la aplicacién

que asigna a v la funcién gX,

t<(j—1)%+UX

[G-15.55]"

dependera de la franja temporal en que estemos aplicando el Lema 3.1.1, serd una funcion

Como también la “condicién inicial” g

g; que definiremos precisamente en la prueba del teorema, por brevedad e;(v) denotard

e((j—1)%,5%,955v).

TEOREMA 3.1.2. Sea J que satisface las propiedades de (J1) a (J4) y f(x) € L>®(R™).
Sea o = sup {7 : fj;fgv J(x, t)dzdt < 1}. Entonces existe una unica funcion u en el con-
gunto B = (C N L®)(R"™ x [0,00)) que resuelve P(J, f). La aplicacion que al dato inicial
f le asigna la solucion u es lineal, continua (no erpansiva) y preserva la masa. Mas

precisamente,

a) Si f1 y fo € L®(R™), c € R y si uy yus resuelven P(J, f1) y P(J, fa) respectiva-
mente, entonces uy + cus resuelve P(J, fi + cfs).

b) Null oo rnxo.00)) < I Il oo (reny-
c¢) Si [ es integrable entonces [u(x,t)dz = [ f(x)dz para todo t € [0, 00).

DEMOSTRACION. Para demostrar este resultado procederemos inductivamentte cu-
briendo R{ con intervalos I; = [(j — 1)%,j%] con j € N. Probaremos que sobre cada
banda R" x [(j — 1)%,7$] existe una tnica solucién u; de un problema del tipo (3.1.1)
con dato inicial g; = fX;<o + ch;ll up X I, = [(j —1)5,7%), veremos que las funciones
u; se pegan continuamente en los extremos de dichas bandas, luego u = Ej; u; X,

R”xfj
sera la solucion de P(J, f).

Q

El primer paso, cuando j = 1, ya esta hecho y es el Lema 3.1.1 tomando a = 0, b =

v g(z,t) = f(x). En este caso el operador T" definido en el Lema 3.1.1 tiene la siguiente

forma

To(z,t) = // J(z —y,t — s)er(v)(y, s)dyds,

Para v en el espacio %, = (C N L*)(R" x [0,5]) vy (z,t) € R* x [0, §]. Este operador es

una contraccion en 4, con la métrica inducida por la norma L*°. Luego, existe una tinica
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funcién u, € %, tal que

uy(z,t) = // J(x —y,t — s)er(ur)(y, s)dyds

para todo (z,t) € R" x [0, §]. Ademads

HulHLoo(RnX[o,%]) < HfHLOO(R")’

y si f € L*(R™) tenemos que

(3.1.3) /ul(x,t)dx—/f(:v)d:v

para todo ¢ € [0, §]. Ademés la funcién u; cumple que [ |ui(z,t)|dz < [ |f(x)|dz unifor-
memente en ¢.
Supongamos que u; € %; = (C N L®°)(R" x [(i —1)5,i5]) para i = 1,...,j ha sido

construida de modo tal que

s, 1) = // T — gt — s)er (us) (3, )dyds

para todo (z,t) € R" x I;. Més atin, supongamos que ||t jocgnyr) < [ fllzoe@ny: ¥ 81

[ € L'(R") entonces [g, u;(z, t)de = [ f(z)dz y [5. |ui(z,t)|de < [|f(x)|de para todo

t € I;. Ademas supongamos que u;(z, (i — 1)§) = u—1(x, (1 — 1)5) para todo x € R".
Definamos %;,1 := (CNL>)(R" x [j5, (j+1)5]) con la métrica inducida por la norma

L*>. Para v € %;1, definamos

Tjv(z,t) = // J(z = y,t — s)eji1 (v) (y, 8)dyds.

Como en el Lema 3.1.1, es facil verificar que Tj11v € %;4,. Por lo tanto T4y : B —
HBj+1. Del mismo modo podemos ver que 7)1 es una contraccién en %, y la constante

de la contraccién es 7 = ffogsgg J(y, s)dyds. Luego, existe una tnica funcién u;; tal que

Ujy1 = // J(x —y,t = s)ejr1(ujr1)(y, s)dyds.

Por la hipétesis inductiva asumida sobre las funciones u;, ¢ = 1,..., 7, respecto a
la acotacién de su norma L* por la norma L de f ([[till oo gnrry < [[fllpocqny) ¥ 12

construccion de g;41 tenemos que || g;41 ||L00(Rnx(_oo’j%]) < I/l 2 (gn)- Luego, con el mismo
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argumento que en el Lema 3.1.1 podemos probar que

letjsall oo n sty 1) S Wil oo ne (oo, 2) < NFll ooy -
Si ahora tenemos ademds que f € L'(R™), como por hipdtesis inductiva [ u;(z, t)dx =
[ f@)de y [|ui(z,t)] < [|f(z)|de para t € I;, y para i = 1,...,7, tenemos que
[ sz = [ f@)do y [ lgzar(et)lde < [ 1f()|de para todo ¢ € (—o0, j2), luego

por el Lema 3.1.1, tenemos que para todo t € ;4
(3.1.4) / ujy1(x,t)de = /f(x)dx

Y Jen lji|(z, t)de < [ f(2)|dz.
Con el fin de comprobar que w;;1(z,75) = u;(z,j§) observemos que para j§ <t <

(j +1)%, la ecuacién de punto fijo estd dada por

wiea(et) = [ @ =t = Sleger (wyen) (v, )y

Para t = j§, la propiedad (J2) nos garantiza que en la integral de arriba sélo estan

involucrados valores de s que estan acotados por j§. Entonces, para aquellos valores de

s, €j41 (uj1) (v, 8) = e; (u;) (y, s). Luego
w1 (7,75) = // J(x—y,55 — s)e; (u;) (y, s)dyds = u;(x,j5),

que es lo que queriamos ver.

Notemos que la funcién u(z, t) definida en R" x [0, 00) como u(z,t) = > 7% | u;(z, )5 (t)

es continua y acotada. Mas atin, [|u[| e gny(o.00)) < /] oo (@n)- Esto prueba que u € B =
€ N L= R,
Veamos que u resuelve P(J, f). Sea (x,t) € R" x [0, 00), sea jo tal que t € fjo' Luego,

W, t) = ujy(w,t) = // J(@ —y,t — s)ejo(ujo)(y, s)dyds
= ] 7= 0= 9) (0009 1)) w3090, (5)) ds

= // J(x —y,t—s) (f(y)Xs<g(s) + Z u;(y, s)X;j(s)) dyds.



36 Existencia de soluciones para CTRW

Como J satisface (J2) entonces J(z —y,t — s) tiene soporte en {(y,s) : s <t} C {(y,s) :

5 < jo5}, luego

o) = [[ I =it =9 (f<y>xs<o<s> +Zuj<y,s>x;j<s>> dyds

+ //J(a: —y,t—5) ( i Uj(%s))(fj(s)) dyds

Jj=jo+1

= ] 7= 0= 9) ) Xecal) + ) Xusal) s
= // J(z —y,t — s)e(u)(y, s)dyds.

La unicidad de u sale del Lema 3.1.1 observando que esta es tinica en la banda R™ x

o

[0, 5], nuevamente usando el Lema 3.1.1 tenemos que u es tnica en R™ x [§,a], y asi

'9
sucesivamente tenemos que u es tinica en cada banda de la forma R" x [(j —1)%, j§] con
jeN.

Si ademas f € L'(R") de (3.1.3) y (3.1.4) tenemos que

(3.1.5) /u(az,t)dx:/f(:c)d:c

para todo t € [0, 00).
La linealidad de las soluciones respecto de los datos iniciales sale de la definicién de
ser solucién de P(J, f), la prueba es idéntica a la hecha en el Lema 3.1.1 y por lo tanto

la omitiremos. O

3.2. Existencia de soluciones de CTRW con dato inicial en L2. El método

de Fourier

En esta seccion el problema P(J, f) tendra el mismo aspecto pero lo interpretaremos
en el sentido de la integracion de funciones con valores en espacios de Banach. Dada
una funcién ¢ € LY(R™), por la desigualdad de Young, la convolucién contra ¢ define
un operador acotado en L?(R™). Sea J : R — L'(R") una funcién continua de soporte
compacto contenido en un intervalo [0, ] con o > 0. Estamos usando x para denotar
la convolucién en R"*!. Usaremos + para denotar la convolucién en R™. El problema
P(J, f) se plantea en este contexto de la siguiente forma, dada f € L?(R"™) buscamos

U :[0,00) — L*(R"), si es posible continua, que satisfaga
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= [ J(t—s)*xe(U)(s)ds, te0,00)
P(Jvf) f s<0
U(s) s>0,

donde la integral se entiende en el sentido de Bochner en el espacio L*(R"). Puesto que
la integral de Bochner en P(J, f) converge en L*(R™) es posible transformar Fourier en

la variable espacial las igualdades anteriores y obtener el problema

fR (t — s)e(U)(s)ds, te[0,00)
f 5 <0
U(s) s>0.

PED o -

Si definimos g(t ff J(t —s)dsy K(t,s) = J(t — s), el problema P(J, f) puede

ser reescrito como un problema de Fredholm

(3.2.1) V() = g(t) + /0 T Kt )V (s)ds

Esta observacién nos permite ver que si queremos encontrar una solucion al problema
P(J, f) nos basta con resolver (3.2.1). Para obtener una solucién a este dltimo problema,
utilizaremos los resultados de la Seccion 1.3.

Antes de probar la existencia y unicidad de soluciones al problema (3.2.1) enunciare-
mos un lema con propiedades de las funciones ¢(t) y K(t, s) definidas arriba, y que serdan

de uso recurrente en la prueba del resultado final.

LEMA 3.2.1. Sea J : R — L*(R™) continua y con soporte compacto. Sea f € L*(R").
Sean 0 < a <b < ooy W(s) € C([a,b]; L*(R™)). Entonces,
i) g: R — L*(R") dada por g(t) = ffi)oo J(t — s)ds es continua en R.
i) Si K(t,s) = J(t —s) entonces la funcion fabK(t, s)W(s)ds es continua como

funcion de t a valores en L?(R").

DEMOSTRACION. Probemos primero i). Sean t; y t, nimeros reales, entonces

nmm—gwwf{V[;ﬂn—@@—f[;ﬂw—gw
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([ 0o [ 0o

2

f2 :Oj(tl—s)dS—/_ioj(tg—s)ds .
0 A A
=1l | [ (=) = Jea =) s

ds

o

<t [ et —s) = dta— 9
[

0
< 1£1, / 1I(t — ) — J(ts — 5)]], ds.

—0o0

Como J € LY(R™!) tenemos que la tltima integral es igual a

111, // Tty — 8) — Tty — )| dads
Rn+1

que tiende a cero cuando t, tiende a t; pues J € L*(R™™). Por lo tanto g es continua.

Veamos ahora que vale ii). Sean t; y t3 en R, luego

/abK(tl,s)W(S)ds — /abK(tQ, )W (s)ds

(K(tl, s) — K(tg,s)) W(s)ds

2

/ 1K (11, 5) — K (t, ) W(s)] ds
/ 1K (0, 8) — K (2, ) W (s)]], ds
< / 17(ts — 8) = J(t2 — )], W (3)]], ds

< mix [W(s)l, // Tty — ) — Iy, ta — 5)| dyds
Rrt1

s€(a,b]

como ||[W(s)]|, estd acotada en [a,b] y J € L'(R™) el dltimo término de la cadena de

desigualdades tiende a cero cuando t; tiende a t5. Y asi i) queda demostrado. O

Ahora probaremos la existencia y unicidad de soluciones al problema P(J, f) con dato

inicial f € L*(R").
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TEOREMA 3.2.2. Sea J : R — L*(R™) continua con soporte contenido en [0