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Resumen

Entre los objetos de estudio del andlisis real de los ultimos 30 anos podemos decir que
los espacios de Lebesgue con exponente variable LP() han cautivado la atencién de muchos
investigadores. Gran parte de este interés estda enfocado en el estudio de operadores,
conectados con las propiedades de regularidad de soluciones de problemas asociados a
elasticidad, dinamica de fluidos y restauracién de imagenes.

En estos estudios, en particular, para dominios acotados {2 C R", es comun imponer
una condicién, introducida por Diening en [§], de continuidad de tipo log—Hélder local a

la funcién exponente p(-). Mas precisamente, que exista una constante cq tal que

Co
S 1 )
log(e + )

lz—yl
Para el caso de dominios no acotados, ademas de la hipétesis anterior, se agrega una

Ip(z) — p(y)| Va,ye .

condicién de decaimiento de tipo log—Holder en el infinito. Mas precisamente, que existan

constantes po, v ¢ tales que

&1

— Ve,
log(e + []) !

[P() = Poo| <

El principal objetivo de este trabajo de tesis es estudiar el comportamiento del ope-
rador Integral Fraccionaria I, actuando sobre espacios de exponente variable e inclusive
espacios mas generales. Sobre estos 1ltimos y en la parte final del trabajo, ademas, ana-
lizamos el comportamiento de las Transformadas de Riesz. Para comenzar, en el primer
capitulo, hacemos una revisién por las definiciones y herramientas fundamentales de los
espacios de exponente variable.

En el segundo capitulo, introducimos los espacios £, p(.), una extension de los espacios

Lipschitz cldsicos. Luego estudiamos la acotacién desde LPO) en Lap() bajo condiciones
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VIII Resumen

necesarias y suficientes sobre la funcién exponente. Por otro lado, definimos los espacios
L0 -débiles y probamos la acotacién respectiva para estos espacios bajo condiciones
suficientes sobre p(-).

Abordando un camino mas general, en el tercer capitulo presentamos los espacios
bmo,, 4, introducidos por E. Nakai en [32], los cuales tienen como casos particulares a los
Lo p(y- Allf damos condiciones sobre la funcién w bajo las cuales bmo,,; = bmo,,, para
cualquier 1 < ¢ < oco. Luego, exhibimos una caracterizacién puntual para las funciones en
estos espacios bajo propiedades adecuadas de la funcion w. Como aplicacion, analizaremos
la caracterizacién puntual que resulta para las funciones en £,,.) y estudiamos cémo
algunas condiciones sobre p(-) pueden relajarse. Terminamos este capitulo analizando la
continuidad de las funciones del espacio en términos de las propiedades de w.

Finalmente, en el cuarto y ultimo capitulo de este trabajo, con el objetivo de ge-
neralizar los resultados contenidos en [20], analizamos el comportamiento de la Integral
Fraccionaria sobre los espacios generales definidos anteriormente, logrando acotacion entre
espacios bmo,, , adecuados. Aqui también se prueban acotaciones para las Transformadas
de Riesz, para lograr entonces una generalizacion, a estos espacios, aunque sin pesos, de
los resultados contenidos en [28].

Creemos que los resultados obtenidos en este trabajo, aportaran una herramienta
de suma importancia en el tratamiento de los problemas generales mencionados en los

primeros parrafos.



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

Introduccion

En los tltimos anos ha habido un interés creciente en los espacios de Lebesgue con
exponente variable, casos particulares de los espacios de Musielak-Orlicz, cuya aparicién
data de 1983 (ver [30]). Esto se debe a su conexién con problemas asociados a elasticidad,
dindmica de fluidos y restauracion de imagenes. (ver, por ejemplo, [37], [I] y [3]).

Estos problemas estan, a su vez, asociados a ecuaciones diferenciales con crecimiento
no estandar. Es alli donde hacen su aparicion estos espacios y, ademas, los espacios de
Sobolev definidos a partir de ellos.

La investigacion derivada puede dividirse en dos areas: la relacionada con las ecuacio-
nes diferenciales propiamente dicha y la relacionada con el estudio de operadores conec-
tados con el estudio de regularidad de las soluciones a dichos problemas. Aqui, también
se ven las propiedades de los espacios en si mismos. En esta tltima direccion los estudios
pueden remontarse a 1979 en [40]. En este tema ha habido una gran cantidad de trabajos
entre los que se pueden citar [6], [26], [35] vy [22] sobre operadores maximales, [12] sobre
operadores de tipo potencial, [I3] sobre espacios de Sobolev con exponente variable y [24]
sobre conmutadores de integrales singulares, entre otros.

En cuanto a los espacios de exponente variable, basicamente, para un dominio €2, el

espacio LP()(Q) es el conjunto de las funciones f para las cuales la integral

/ (@) P de
Q

es finita. Aqui [27], trabajo realizado por Kovacik y Rékosnik en el ano 1991, es una de
las referencias mas citadas.

En el ano 2000, Diening en [8] resolvi6 la acotacién del operador maximal de Hardy—
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Littlewood para dominios acotados, bajo una condicién suficiente sobre la funcién p(-).
La misma plantea la existencia de una constante positiva cq tal que

Co

<9 yiyeq.
log(e + 1)

Ip(z) — p(y)|

Diremos entonces que p(-) satisface una condicién de continuidad de tipo log—Hoélder local.
Adn no estaba claro que se pudiera extender el resultado a todo R™ (ver [35]).

En 2004, Cruz-Uribe, Fiorenza y Neugebauer ([6], Teorema 1.5) prueban el resultado
para el caso de un dominio abierto no necesariamente acotado. Ademaés de las hipotesis
pedidas, encontraron una condicion suficiente extra para hacerlo. Esta nueva condicion

plantea la existencia de constantes p,, > 1 y ¢; > 0 tales que

C1
| — VzeQ.
Ip(2) = poc| < og(e + 2 T €

En este caso, diremos que la funcién p(-) satisface una condicién de decaimiento de tipo
log-Holder en el infinito. Independientemente y con una condicién mas débil, Nekvinda
([33], Teorema 2.14) prueba el mismo resultado.

Varios autores, por su parte, han trabajado en el operador Maximal Fraccionaria en
este contexto, podemos citar [4], [I1], [19] entre otros. Ellos hacen uso de propiedades de
acotacién analogas al caso cldsico junto con las propiedades log—Hélder antes vistas.

Si nos referimos ahora al estudio de propiedades de acotacién del potencial de Riesz, es
muy conocido que en el contexto de los espacios LP clésicos son innumerables los trabajos.

Recordemos que dado un numero real 0 < a < n, el operador Integral Fraccionaria I,

Lfe) = [ S,

n o —ylre

estd definido por

siempre que la integral sea finita, por ejemplo para funciones acotadas con soporte com-
pacto.

Uno de los primeros resultados puede consultarse en el trabajo de Hardy y Littlewood
[21]. Ellos trabajaron con espacios clasicos de Lebesgue y espacios Lipschitz en R y

probaron que I, : [P — Liparal <p <>y - — % = =. Ademds probaron que para

1
p
f > 0 se tiene que I, : Lip () — Lip (8 + «).
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En 1974, Muckenhoupt y Wheeden en [29] obtuvieron una caracterizacién de pesos
que hacen al operador acotado desde L? en L? pesados para el mismo rango de valores de
p- El caso p =  también fue abordado en este articulo, obteniéndose versiones pesadas del

BMO como rango del operador, extendiendo asi el resultado conocido I, : L < BMO.

Inspirados en resultados anteriores de Gatto y Vagi sin pesos (ver [I7]), Harboure,
Salinas y Viviani en 1997 (ver [20]) han estudiado el rango de valores de p superiores a .
En particular, ellos caracterizaron a los pesos para los cuales una extension del operador
Integral Fraccionaria resulta acotado desde los LP débiles pesados en espacios Lipschitz
adecuados. En este trabajo también se prueba una acotacién de este operador actuando

entre adecuados espacios Lipschitz.

En el contexto variable, los primeros resultados sobre las propiedades de I, fueron
sobre conjuntos acotados. Samko en [39] demostré la acotacién desde LPO) () en LI0)(Q),
donde ¢(-) es una funcién que puntualmente esté definida como antes, p(-) satisfaciendo la
condicién de continuidad log-Holder local y el operador maximal acotado (mas tarde se
probé que la primera hipétesis implica la segunda sobre estos conjuntos). Diening, en [10],
lo demostré para dominios no acotados con una hipdtesis mas fuerte que la continuidad
log-Holder en el infinito: que sea constante fuera de una bola suficientemente grande.
Kokilashvili y Samko [25] demostraron en R™ con L) reemplazado por un cierto espacio
L? variable pesado. Consideraron ademas un operador mas general I,(.y donde la constante

a en la definicién del operador se sustituye por una funcién a(-).

Observando estos resultados, en este trabajo daremos una continuacién al estudio del
comportamiento del operador Integral Fraccionaria actuando sobre espacios de exponente
variable e inclusive sobre espacios més generales, en la direccién planteada por [17], [20] y
[28]. Mé&s precisamente, para comenzar estudiaremos el rango de dicho operador cuando
actia sobre funciones de LP() y veremos condiciones necesarias y suficientes sobre la
funcién exponente (con valores superiores a ) de manera tal que el mismo este acotado.
Queremos destacar que la determinacién de condiciones necesarias y suficientes para la

acotacién de operadores en el contexto variable es no usual. El objetivo de este trabajo
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es extener resultados logrados en [20] pero sin pesos.

En el primer capitulo daremos una revision de las definiciones y herramientas fun-
damentales de los espacios de exponente variable. Ademas extenderemos la desigualdad
de Minkowski en este contexto, lo cual nos resultara de utilidad en los resultados subsi-
guientes.

En el segundo capitulo, definiremos a los espacios £, p(.) como extensiones de los es-
pacios Lipschitz cldsicos. Puede consultarse el articulo de Peetre [34] como antecedentes
de los mismos para el caso p constante. Luego veremos la acotacién desde LP0) en £, ()
bajo condiciones necesarias y suficientes sobre las funciones exponentes. Como corola-
rio, resulta la acotacién entre espacios Lipschitz adecuados. Por otro lado, definiremos
a los espacios LP()-débil y probaremos la acotacién respectiva para este espacio bajo
condiciones sélo suficientes sobre p(-).

Abordando un camino mas general, en el tercer capitulo presentaremos a los espacios
bmo,, 4, introducidos por E. Nakai [31], de los cuales, como veremos, los £, () son casos
particulares. Daremos condiciones sobre la funcién w bajo las cuales bmo,,; = bmo,,,
para cualquier 1 < ¢ < oo. Luego, exhibiremos una caracterizacion puntual para las
funciones en estos espacios bajo propiedades adecuadas de la funcién w. Como aplicacion,
analizaremos la caracterizaciéon puntual que resulta para las funciones en £, () y veremos
cémo algunas condiciones sobre la funcién p(-) pueden relajarse. Luego, analizaremos la
continuidad de las funciones del espacio en términos de las propiedades de w.

Finalmente, en el cuarto y tdltimo capitulo de este trabajo, se analizara el comporta-
miento de la Integral Fraccionaria sobre los espacios generales definidos anteriormente.
Aqui, también incluimos un estudio de propiedades de acotacién de las Transformadas
de Riesz sobre estos espacios, obteniendo de esta manera una extensiéon no pesada de
resultados contenidos en [2§].

Creemos que con los resultados obtenidos en este trabajo, se aportard una herramienta
de suma importancia en el tratamiento de los problemas generales mencionados en los

primeros parrafos.
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Capitulo 1

Espacios con exponente variable

En este primer capitulo daremos una resena de la evoluciéon de la teoria de los espacios
de Lebesgue con exponente variable. Comenzaremos con su definicién y luego seguiremos
con algunos resultados importantes, unos extraidos de la bibliografia y otros propios, que

seran necesarios para nuestro trabajo.

1.1. El espacio L")

Sea () un conjunto abierto y medible de R" y p : Q© — [1,00) una funcién medible
que llamaremos funcién exponente. Denotaremos con LP¢)(€) al espacio de las funciones

medibles sobre () tales que

op0 (f) = / |f(x)]p(m) dr < oco.
Q
La expresion g,.).q (f) se denomina funcién modular y tiene las siguientes propiedades

L. 0p(y,0 (f) > 0 para toda funcién f,

N

opy,0 (f) = 0siysélosi f(z) =0 en casi todo punto = € €,

3. op().0 (—=f) = 0py,0 (f) para toda funcién f,

-

0p(),0 (f) es una funcién convexa; es decir gy (af+ (1 —a)g) < agpyo(f) +

(1 —a) op(y,0 (9) para todo 0 < a < 1y cualquier par de funciones medibles f y g,
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2 Espacios con exponente variable

5. si 0p(),0 (f) < 00, entonces para toda funcién g tal que |g(z)| < |f(z)| c.t.p. z € Q

se tiene que 0,).0(9) < 0p).0 (f),

6. si 0 < 0p(),0 (f) < oo entonces la aplicacion A — g,y (f/A) es continua y decre-

ciente en el intervalo [1, 00),
7. 81 0py,0 (f) < 00, entonces gy 0 (f/A) = 0 cuando A = oo

Las propiedades [1} 2, 3] v 5] se siguen inmediatamente de la definicién de la funcién
modular. Para probar [4] basta observar que la funcién ¢t — t? es convexa para todo ¢ > 1.

Maés precisamente, para 0 < a < 1y f y ¢ funciones medibles arbitrarias

pra(af +(1=a)g) = [ laf@)+(1-ag@)Pds
< /Q [a|f(2)P®) + (1 - a) |g(z)P™)] dx

= agpya(f)+1—a)oy)alg) -

Notar que la funcién del inciso [6] es trivialmente decreciente por la definicién. Por otro
lado, la continuidad y (7| son consecuencias del Teorema de la Convergencia Dominada.

Estas propiedades permiten afirmar que el funcional.

1Fllpey0 = W {A >0/ g0 (F/A) <1} (1.1.1)

es una norma para el espacio Lp(')(Q). Esta norma es anédloga a la definida para espacios

de Orlicz conocida como norma de Luxemburgo. Para un conjunto A C €2 se define

p+(A) = supp(x), p—(A) == inf p(z),
T€EA €A
y en el caso A = ()
Pt = p+(9), p-=p_(Q).

Los nimeros p; y p_ se conocen como las caracteristicas de la funcién exponente.
Observemos que si p(x) = p es una funcién constante, entonces este espacio coincide

con el espacio de Lebesgue LP clasico. Es claro que si f € LPU) () entonces [ fllpy.0 < 00
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Ademsds, para f # 0, si tomamos una sucesion v, \ ||f||p(.)Q, por el Lema de Fatou

tenemos
p(z)
Op()e | lim inf A N tm inf | L) da
7 n—o0 Vn [¢) n—oo ’Yn
p(z)
< lim inf/ f(@) dx
n—oo Q Tn

; . ]
— <
= hnlll lllfg_)p(.)@ (7 1 s

n

donde la tltima desigualdad vale por la propiedad [5} Esto nos dice que

f
: —— 1. 1.1.2
w0 <||f||p(.>,ﬂ> : 2

Por otro lado, si p. < oo, entonces

tore | T ) =1
N[

Para ver esto veamos que suponer la desigualdad estricta en ((1.1.2) conduce a una con-

tradiccion. En efecto, dado que para todo 0 < A < || f|,) o vale

p(z) P+ p(z)
z): @1 Moo \™ (1 le @\
Q”“’”(A /Q<||f||p(.),ﬂ x =T / lpre)

existe un g tal que g,()q (/\io> < 1 lo que contradice la definiciéon de la norma.

Recordemos que en el caso p constante existe una relaciéon entre la funcién modular y
la norma dada por ||f|, = (Jo, I f (@) dx)l/p. En el contexto variable esto no ocurre, sin
embargo podemos establecer la siguiente relacion

1 1 1

min {Qp(-),ﬂ (F)*=, 0p().0 (f)’i*} < fllpy,0 < méx {Qp(-),ﬂ ()= o). (f)p*} - (1.1.3)

Es trivial ver que esta relacién se convierte en igualdad en el caso p constante. Para
mayores detalles se puede consultar el trabajo hecho por Kovécik y Rakosnik ([27]) en
el ano 1991. Este es una de las referencias mas notables en el estudio de los espacios
de Lebesgue con exponente variable. Ellos probaron, entre otras cosas, que si 1 < p_ <
p+ < oo entonces (LPO(Q), || (1.0 ) es un espacio de Banach reflexivo, extendiendo asf el

concepto de dualidad. Ademés probaron que si p € L>(£2), entonces resulta ser un espacio
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separable. Posterior e independientemente, Fan and Zhao en [I5] trabajaron sobre este
tema.

Por ultimo es interesante resaltar que estos espacios surgen como caso particular de
espacios mas generales llamados de Muzielac-Orlicz. Estos tltimos estan definidos a través
de una funcién medible M : Q2 xR — [0, oo] tal que para todo = € 2, la funcién M (z, -) es
semicontinua inferiormente, convexa, par y satisface lim, 0 M (z,u) = M(x,0) = 0. Asi,
el espacio de Musielak-Orlicz LM (€2) consiste en todas las funciones f definidas sobre {2
tales que

/ M(z,\f(z))dx < o0,
Q
para algin A > 0 (ver [30]). En particular, si M(x,u) = uP®, donde la funcién p(-) es
finita c.t.p. x € Q entonces LPU)(Q) = LM(Q).

En forma andloga, en la definiciéon del modular podriamos tomar medidas diferentes
a la medida de Lebesgue y obtener versiones analogas para la norma dada en .
Ademas, puede generalizarse el espacio R™ a espacios métricos (ver [22]).

Los siguientes son algunos resultados adaptados de [27] que escribiremos por su im-

portancia en las demostraciones de este trabajo de tesis.

Teorema 1.1.1 (Desigualdad de Holder generalizada). Sea p(-) una funcion exponente

tal que 1 < p_ < py < oo. Entonces la desigualdad

/|f D dz < C 1 flLera 9l

vale para toda f € LPO(Q) y g € LPO(Q), donde p'(+) es tal que zﬁ + p,lx) =1yla

constante C' es igual a 1+ 1/p_ — 1/p,.

Demostracidn. Trivialmente podemos suponer | f[l, 1o # 0¥ [lgll,yq # 0. Dado que

p'(z)

|f(z)] < ooy |g(z)| < oo para casi todo = € 2, por la desigualdad de Young tenemos que
p(z)
(@) .

1f@) o) 1 1
d _ d
Kﬂmmﬂwmm)xg AMM|NW@ x*ﬁym

zep p(l ) Op(-).Q (f/ 11509, ) +SUP p/(l ) p'(: (g/ gl )

1+1/p- —1/ps.

9(z)
||9||p/(.),Q

IA

IN



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

1.1 El espacio L) 5

O

Teorema 1.1.2 (Sobre normas equivalentes). El espacio de Lebesque generalizado LP©) ()

coincide con el conjunto

{f N pye = sup /f(x)g(:v) dx < oo} .
g:gp/(4)’Q(g)§1 Q

Ademds, para cada funcion f € LPY)(Q) vale la desigualdad

110 < Mo < € 100 (1.1.4)
donde C'=1+1/p_ —1/p,.

Demostracion. Dado que op(.)0 (9) < 1 implica que Hng/(.),Q < 1, por el Teorema m

es facil ver que la desigualdad de la derecha es valida. En efecto,

Wfllboe = sup /Q(f<x>g<x>ctv

9:0p(),0(9)<1

< C sup Hf”p(.),n Hng/(.)n

g:0p().a(9)<1
< Clflpeoa -
Por otro lado, para ver la desigualdad de la izquierda, si ||| f||[,.),o = oo nada hay que
probar. Si ||| f]||p().e = 0, veamos que f(z) = 0, c.t.p. z € Q con lo cual se tendra que
1fll,)o = 0. Por el absurdo, suponiendo que f es positiva sobre una bola B C (2.

Entonces, definiendo
XB\Z
g(x) = _XBLE)
||XBpr(.),Q
es claro que |||,y o =1y por lo tanto

> 0,

1
oo > T—r— [ fw)de>0,
XBlly()a /B

lo cual es una contradiccién.
Finalmente, si 0 < ||| f]||p(),0 < oo, tomemos, para f tal que Hpr(‘)’Q < o0 (puesto

que si es infinito la desigualdad que queremos demostrar es trivial), la funcién g(x) =

’ f@) [P

1
TR sig(f(z)). Entonces, como

_p(®)
oy (9) = / lg(x)| @1 dx :/
Q Q

p(z)

(z) dr =1

@)
11,0
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tenemos que

p(z)

du = ||f||p(.),Q )

Wl 2 | 10 90e)de = 1y | ‘ Mo

lo que prueba el Teorema.

]

Por 1ltimo, presentaremos otra expresién para la norma ||-|| ., o. Recordemos que en

el caso constante 1 < p < oo vale que

[FA—— /\f(:z:)\pdx = / p#’l/ dzxdt |
Q 0 (f1>t}

Un razonamiento analogo puede hacerse en el caso variable. Por el Teorema de Tonelli

podemos escribir para A > 0

L= (]

_ /0 h /Q PN 1 () dde.

Luego es claro que la norma puede calcularse como

[f ()]
A

p(x)tr@ -1 dt) dx

1£1lp0y.0 = inf {A >0 /0°° /Qp(x)tp<x>—1x{|£>t}(a:) dz dt < 1} . (1.1.5)

Cuando no se especifique el dominio de las funciones entenderemos que es R" y escri-
biremos L) y || f]] o( Para el espacio y su norma respectivamente. En nuestro trabajo
generalmente trabajaremos con 2 = R"™.

Como hemos visto, algunas de las propiedades de los espacios cldsicos de Lebesgue
realmente siguen valiendo en LP()(€). También se mantiene, por ejemplo, la densidad de
funciones suaves ([§], [38]). Sin embargo, otras como por ejemplo la continuidad de las
traslaciones falla ([27]) y como consecuencia de ello, la convolucién de f con una funcién
g € L'(Q) en general no es continua.

El siguiente resultado es un resultado propio y en él extendemos otra de las desigual-

dades clasicas. Este teorema sera 1til en los préximos capitulos.



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

1.1 El espacio L) 7

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de Minkowski para integrales). Sea p(-) una funcion expo-

nente. Sea f una funcion a valores reales definida en R™ x R™ medible.

1. Si f(-,y) € LPY) para casi todo y € R™ y la aplicacion y — | f(, Yl estd en L',

‘ p(*)
donde C' sdlo depende de las caracteristicas de p.

entonces

R

<C [ Gl dy

2. Ademds, si 1 < q < p_ entonces

H( [ |f(-7y)lqdy>; <c ([ 1oy, dy);

Demostracion. El resultado de dualidad visto en [1.1.2| nos permite escribir

(")

< cow [ ([ swna) lot)as

fCy)dy
R’n

p()
donde el supremo se toma sobre todas las funciones g tal que [ | g(x)|P@dr < 1, luego,
aplicando el teorema de Tonelli y la desigualdad de Holder generalizada (Teorema [1.1.1])

podemos escribir

fndy| < C sup / £, 9)lg(x)| da dy
Rn n JRn

p(+)
< ¢ s / LGl N9l dy

< [ 1Dl v

’% es una funcion

Para probar @ observamos que por la hipodtesis sobre ¢, la funcion

exponente. Ademsés, (%) > 1y que para toda f € LP0) se tiene que

11150y = £l -
En efecto
11y = (inf{)\ >0: / @ " e < 1})q
_ inf{)\q>0:/Rn %p(”dmg 1}
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q p(x)
_ inf{)\q>0:/ f(;;) quél}
g p@
_ inf{y>0:/ /(@) qugl}
nl v

= 5w
q

q

De esto y la primera parte podemos escribir
()

"(/Lan«,yMQdy); - |

SO/Mﬂme@
Rn q
:cénmww%@,

JRER

p(*)

que es nuestra segunda afirmacion. O

1.2. Algunas relaciones de interés

Exhibiremos en esta seccién una serie de lemas. Los primeros tres son consecuencia de
las condiciones de continuidad de la funcién exponente. Como vimos en la introduccion,
algunas hipdtesis fueron necesarias para lograr acotaciones de operadores maximales en
el contexto variable. Recordemos que p(-) satisface la condiciéon log-Hélder local si

Jep>0  talque  |p(z) — p(y)| < “ Va,yeQ, (1.2.1)

= 1
log(e 4+ m)
Por otro lado, p(+) satisface la condicion de decaimiento log-Holder en el infinito si

1

- Ve 1.2.2
Tog(e + 2] . (1.22)

AP, 1 >0 tal que 1p(2) — Poo| <

Cuando la funcién exponente p(-) satisfaga (1.2.1) y (1.2.2) y 1 < p_ < p; < oo diremos

que p(-) pertenece a la clase P'°8(Q) y escribiremos p € P%(€2). No obstante, en el caso
en que 2 = R" escribiremos simplemente p € P 8.

Diening en [8] se dio cuenta que la importancia de la condicién log-Hélder local
radica en tener un control sobre las potencias negativas de |B| para bolas B pequenas.

El resultado se resume en el siguiente
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Lema 1.2.1. Dada una funcion exponente p(-), las siguientes proposiciones son equiva-

lentes.

1. p(+) satisface la condicion log—Hélder local dada por (1.2.1)).

2. Para una bola B, de centro zy y radio v > 0, vale | B, |P~(Br)=p+(B) < O,

Demostracion. Veamos que . implica . Dada una bola B(xg,r), observemos primero
que existe 0 < 7 < %, que depende soélo de la dimension, que verifica

In(|B,])
In(2r)

< 2n, para todo 0 < r < T,

basta tomar 7 = min {1, W,/ 2}, donde w,, es la medida de la bola unitaria en R".

Luego, si r > 7 la desigualdad es trivial. Si no, sean z* y x, puntos en B, tales que

p+(Br) = p(x*) y p-(B;) = p(z.). Luego

|Br|p7(3r)—p+(3r) — |Br|p($*)—p(z*)
% __C _ %
< ( 1 )log(fi«rw*ix*) < ( 1 )IOg(x*ix*) < ( 1 )log(er)
B — \IB] - \UB|
= |B7" | bgcﬁ = GCO hiig(g:)‘) = 62n00 : C
Por otro lado, para puntos x e y distintos en R", definimos xq = xTer yr=|r—y

Entonces, por hipétesis para la bola B = B(x,r) vale
(B peB0) < o
tomando logaritmo tenemos

(p—(By) — p+(By)) logr <

(0+(B.) ~p-(B))log - < C.

Si r > 1 la desigualdad es trivial. Si no, como =,y € B, por la definiciéon de r es claro

que p(-) satisface (|1.2.1]). O

Para mds detalles se puede consultar el trabajo de Diening [§]. Por otro lado, Cruz
Uribe, Fiorenza y Neugebauer en [4] observaron que para bolas grandes relativamente

lejos del origen, la condicién log—Holder en el infinito asegura el siguiente
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Lema 1.2.2. Sea p(-) una funcion exponente que satisface (1.2.2)). Sean v,r € R, con
0<vy<ruyxye R tal que |xo] > (1 + %)r Eziste una constante C = C(n,Cy,7y) tal
que

|Br|p+(3r)—p7(3r) <C, para todo r > .

donde B, es la bola de centro xqy y radio r.

Demostracion. Observemos que todo = € B, cumple que |z| > |xo| — |z — zo| > (1 +

%)r —r =12 >1. Luego, si tomamos z* y z tales que p(B;) = p(z”) y p—(B;) = p(z.),

entonces

|Br|p+(Br)—p7(Br) — |Br|p(m*)—p(m*) < |BT|\p(w*)—poo||BT|Ip(a¢*)—poo\’

donde p., es la constante de la ecuacién ((1.2.2)). Luego, por esta hipitesis tenemos

Coo Coo
|Br|p+(BT)_p’(B’") — |Br|10g(e+|x*\) |Br|log(e+\m*\)
2Coo
< (war) =D
r 2nCoo
log(e+ L
< 2o 42000 (_) g+ 2)
Y
log(e+ZL)
2nCloo —r—a
S wiCoo 727’1000 e 10g(e+§)
— (wn,ynen>20w = C 7
lo que prueba el lema. O

Observemos que, en el lema anterior podemos elegir un v tan chico como queramos a
condicion de alejar suficientemente el centro de la bola.

Daremos ahora una serie de lemas técnicos que establecen relaciones entre la medida de
Lebesgue de un conjunto acotado A y su norma en los espacios de Lebesgue de exponente

variable. Generalmente usaremos este resultado para bolas.

Lema 1.2.3 (Estimaciones para conjuntos de medida pequena). Para todo conjunto

acotado A cuya medida de Lebesque sea menor que 1, se verifica

1 1
A= < Ixall,y < A+ (1.2.3)
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Demostracion. Observemos que

|A‘ 1 / [ [ p+l(A) ] P /
l=7+=[ —dx > — dr =
Al JalA A <!A\> En

1
con lo cual tomando A = |A|»+™ se tiene la desigualdad de la derecha de (1.2.3). Un

(z)
xa(z) | i
aF@]

razonamiento analogo permite probar que

_1_qp(x)
=G e

1
con lo cual tomando A = |A|?-™ se tiene la desigualdad que querfamos. n

(z)
Xal®) (z) ! dz
A

Lema 1.2.4 (Relaciones para conjuntos de medida grande). Para todo conjunto acotado

A cuya medida de Lebesque sea mayor que 1, se verifica
1 1
[ AP+ < lxallpy < JA[-®

Demostracion. La demostracion es analoga a la aplicada en la demostracion del lema

anterior con las modificaciones correspondientes. [

. . ; 1 L [ 1
Introducimos ahora, para cada bola B, el nimero pg definido como o5 = 18] f B 5 dy.
Esta denificién aparece en la bibliografia en [9]. Los siguientes lemas mostrardn algunas

relaciones interesantes.
1
Lema 1.2.5. Para toda bola B de radio r <1 se tiene ||x5|,, =~ |B|"=.

Demostracion. Dado que 1/p(B) < 1/p(y) < 1/p_(B) para todo y € B, se tiene que
p—(B) < pg < pi(B). Por el lema[1.2.3]y la condicién log-Hélder local

_1 _1 _1 _1 1
[BI?5 < |B|=® < CB=® <C |xsly, < C |BF® < C |B=® < C|BJs,

con lo que queda probado el lema. [

Lema 1.2.6. Sea p(:) una funcion exponente tal que 1 < p_ < p, < oo y satisface la
condicion log—Hélder en el infinito dada por la ecuacion (1.2.2)). Luego, para toda bola B

1
de centro xy y radio r > 1/8 se tiene que |B|rs ~ |B|p%-o
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Demostracion. Dada B = B(x,r), queremos ver que existen constantes c; y ¢ tales que
B 1 B
¢1|Blrs < |Blr= < o B|7s.

Es claro que si piB — pi < 0, la desigualdad de la izquierda es inmediata. Por otra parte,

oS}

si L — p—; < 0, lo es la desigualdad de la derecha. Asi que para que el resultado quede

Poo

completamente probado basta ver que
Bl =l < o

Para ello, observemos el exponente. Por la continuidad log—Hélder de p(-) tenemos

1 1 ‘ 1 J 1 1 d’

— | = |15 — @Y — 157 —ay

P P | B Bp() 1Bl /B poo
_ poo—p(y)d‘

)
< 1p(y) — pool dy
|B|/

1
By g
|B("E077ﬂ)| B(zo,r) 10g(€ + |y|)
1

By
|B(07T)| B(0,r) log(e + |y‘)

Si n > 1, haciendo el cambio de variables y — 7z, con z € B(0,1) tenemos

1 1 1
—_— | < C / ——dz
PB P B(0,1) log(e + 7z
1 n—ll
¢ / " logletr) 4o (1.2.4)
log(e+71) J, log(e+rs)
C
< —_—
~ log(e+r)

donde la integral en (|1.2.4)) estd acotada por 1 puesto que el integrando es una funcién
positiva creciente que toma el valor 1 en el extremo. En efecto

d (s”_l log(e + 7’)) _ s"% log(e+ )
ds \ logle+rs) ) log’(e+rs)

e+rs

((n—l)log(e+rs)— o ) >0,

pues
ST

— 1)1 > | >1> .
(n )log(e + 1s) > log(e + rs) > P~
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Si n = 1 en cambio, para 1/8 < r < e la estimacion resulta sencilla dado que

1 _ 1 1 dy
bB Poo N |B(O’ T)| B(0,r) 10g<6 + |y|)
_ 1 / T dy
- 2r ), log(e+ Jy])
-1 < log(e + €°) _ C .
- —  log(e+r) log(e + r)

Por otro lado, si r > e, dado que

Toodt (logt)?  (logt)? "
— P~ log(logt) + logt .
/ log(e + 1) oglog?) +logt + o+ o+

(logr)? N (logr)®
2.9] 3.3l

e

< log(logr) + logr +

= H(r),

podemos acotar

/ L:z/ Y +2/ _ Wt e H).
B0, log(e + |y[) o log(e+1) e log(e + 1)

Para este rango de valores de r, es claro que e +r < 2r < 72, luego % < 2, por lo
tanto si probamos que
H C
) . ¢ (1.2.5)
r log r
tenemos
RN <CH(T)< c ._¢
PB Poo| r ~ logr ~ log(e+r)
O, equivalentemente
1 1 ‘;_L‘
logle+7r) | ———|<C & (e+r)m vl <(C,
PB Poo

con lo cual
Bl =l < ¢ )l < ¢ {(e +T)"°§9_”i°q <C.

que es lo que queremos probar. Asi, sélo nos resta ver (|1.2.5)). Ahora bien:

logr H(r) (logr)3 N (logr)* L )

r

1
= - (logr log(log ) + (log 7’)2 + 291 3.3!
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C (logr)? 3 (logr)® 4 (logr)*
< ?<log7’ log(logr) + log r + 2 o +§ i 34 4.
C logr
< = (logr log(logr) +2¢"")
,
_ (logr log(log r) +2f>
r r
_ logr log(logr) ‘c < cC
r

) es decreciente para

-y . . logr log(l
donde la tltima acotacién vale pues la funcién ¢(r) = w

r > e°. En efecto, veamos que ¢'(r) = log(logr)ﬂ_:ggr log(%e™) () para dichos valores. Sea

m = logr, entonces para m > e tenemos

1
1 <1
g < g7 <l<logm,

luego

<logm = 1<logm (m—1)

m—1
= logm+1—m logm <0

= log(logr) 4+ 1 —logr log(logr) <0
= ¢'(r) <0 para todo r > e°.

]

Necesitaremos ahora del concepto de particion ordenada. Esta fue presentada por

Peter Hésto en [23].

Definicién 1.2.7. Sea {Q;}, una particién de R" en cubos de igual tamaio. Diremos
que es una particion ordenada de cubos si los cubos @); tienen el siguiente orden: i > j

siempre que dist(0, ;) > dist(0, Q;).

Para una funcién exponente p € P'°¢ y una particién ordenada, se define la siguiente

norma sobre LP() mediante la expresién
1

Poo

e (Z ”f”§?7’>,caj> : (1.2.6)
=1

Notar que || f||, 1o,; = IIf]l, en el caso p constante. Exhibiremos ahora un resultado muy

1150y 0, = H”pr(-),Qj

importante para nuestro trabajo.
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Teorema 1.2.8 (Theorem 2.4 en [23]). Sip € P8, entonces 1fllpy,10,1 2 [1f ]y, donde

{Qj}; son una particion ordenada de cubos.

Para finalizar expondremos un lema que serd de gran utilidad en las demostraciones

del siguiente capitulo.
Lema 1.2.9. Sea p € P¢, y B una bola de radio r > 1/8, entonces
1
||XBHp(.) ~ |B|r=.

Demostracion. Para 1/8 < r < 1, el resultado es una simple observacién de los lemas

1
1.2.5)y [1.2.6) puesto que |[x5| ., = |B|"z ~ |B|p%-o

Consideremos {@Q;}; la particién ordenada de cubos de tamatio 1/2 y centros en coorde-
nadas (3, %), con n y m enteros. Sea B una bola de radio r > 1, entonces B = |J;(BNQ;),
consideremos los conjuntos E; = B N 2(Q); siempre que BN Q; # 0y E; = () en caso
contrario, donde 2Q); es un cubo del mismo centro que @); y lado el doble. Como los con-
juntos E; no son bolas, por construccion es posible encontrar bolas B} y B;f de radios
r_=1/8yry =+/n/2 tales que B CE; C B;r. Como la medida de Lebesgue duplica

podemos escribir

L ~ _ g I
| B 7= ~ HXBJ,HP(.) < HXEJ'”p(J = HXBf o) | B 7= < C'|Bj |7 .

Luego

Ixslzs = > sne i < €3 e |10
=1 i=1

<C Y IBI<C Y B <C Y B <C|B,

con lo cual ||ysl|,, < C|B|7=.
Por otro lado, la familia {2Q); }j no es una particion ordenada, sin embargo es posible
. . 1. 1 2 k ’
extraer una cantidad finita de subfamilias {QQ]- }j , {QQj }j ey {QQ]- }j que si lo son,

donde la cantidad k depende de la dimension. Esto es posible porque tienen solapamiento

acotado, entonces por el teorema tenemos

BI< ) IBNQI <) IBfI<C Y lIxslly,
j=1 j=1 =t
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koo
<C ZZHXBOQQZ -

<C ZHXBHP“’ < C xsllpd -

]

Independientemente y con otra técnica, Cruz-Uribe, Fiorenza y Neugebauer prueban

el lema anterior en el contexto pesado (ver [7]).



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

Capitulo 2

Integral Fraccionaria en espacios

LP0) v P() débil

Como primera instancia definiremos a los espacios £, ,(.) que para el caso p constante,
en cierto rango resultan los espacios Lipschitz clasicos. Veremos luego que, bajo condi-
ciones necesarias y suficientes sobre las funciones exponentes p(-), el operador Integral
Fraccionaria resulta acotado desde LP() en Lap()-

Luego, definiremos el espacio de Lebesgue generalizado LP()-débil y probaremos la
acotacion respectiva para este espacio bajo condiciones sélo suficientes sobre p(-). En este

punto se utiliza una condicién més fuerte que en el resultado anterior.

2.1. Definiciones y resultados previos

Definicién 2.1.1. Sea 0 < a < n, p(-) una funcién exponente tal que 1 < p(z) < oc.

1

e Dara las cuales

Definimos el espacio £, ;) como el conjunto de las funciones f € L

existe una constante C' tal que

;/ f(2) = mpflde < C, (2.1.1)
BT ol Jo

para toda bola B C R", donde mpf es el promedio de f sobre B. Denotaremos con

1 flle 0 al infimo de las constantes que cumplen ([2.1.1]).
a,p(-
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Dado que Hf”%,p(.) = 0 no implica que f =0, ||f||£a’p(') no es una norma, aunque si lo
es sobre el conjunto de las funciones médulo las constantes. Por otro lado, observemos
que en el caso constante, si p = =, entonces £, ) = BMO, el espacio de las funciones de
oscilacion media acotada. Si p < 2 entonces tenemos un espacio de Morrey y en el caso
en que p > 2 tenemos un espacio Lipschitz integral. Es interesante consultar [34] para
tener una visién unificadora de los espacios de Morrey y Lipschitz clésicos.

Por otra parte, los espacios £,,) guardan una sutil relaciéon con los espacios de
Campanato de exponente variable introducidos en [14].

Definicién 2.1.2 (Definicién 4.1 de [I4]). Sea p : © — [1,00] y A : @ — [0,00) dos
funciones medibles tales que p, A\ € P2, Una definicién del espacio de Campanato de

exponente variable es

L1020 = {f e LV(Q): sup p A /( )If(x) — fowop|"™ dz < +<>O}-
Zo,pP

zo€82,p>0

donde Q(zg, p) = QNQ(xg, p) y Q(z0, p) denota un cubo de R™ con centro en zy y longitud

de sus lados 2p.

Dado que para bolas de tamafio acotado se cumple que |B|P-(8) ~ | B|P®) ~ |B[P+(5)
para cada © € B siempre que p(-) satisfaga , entonces restringiendo la defini-
cién de nuestros espacios £, () a tales dominios acotados 2 los mismos coinciden con
EL&M/p’(m)(Q)‘

Volviendo ahora a nuestra definicién de los espacios £, ) notemos que para una

[ 1#@) = maslds - ‘B’/f )iy d

< |B|//|f Dldyds

< 2 [ 1f@) = maflds.

funcién f localmente integrable se verifica que

Por lo tanto tenemos una versiéon equivalente para el espacio £, () como el conjunto de

las funciones tales que

Bl ||><B|| //'f y)ldyde < C. (2.1.2)
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La siguiente proposicién sera de gran utilidad en la demostracién del Teorema prin-

cipal de este capitulo.

Proposicién 2.1.3. Dados 0 < a < n, p(-) una funcién exponente y f una funcion en

Lap(), entonces

1
Pl € swp il / f@) —aldz < 7],

bkn ack |BI7 HXBH )

a,p(-)

Demostracion. Para cada bola B definimos

1
Ro(f) = —5—— — mpf|dz,

entonces, por definicién tenemos

||f||2w( = nf{C > 0 : cumplen 2.1.1)} = sup Rx(f).

BCR"?

Asi, bastara probar que para toda bola

1 1
s < et / f@)—dlde < Rslf).
2 a€R [B|n [|xBll ) /B

La desigualdad de la derecha es trivial. Por otro lado, por tratarse de un infimo, para

cada € > 0, existe un nimero ag € R tal que

o
= [ |f(%) —ap|dz < inf /|f —alder + €.
| B~ ||XB||pf(.) B ack |B|" ||XB||p()

Puesto que
x)dx—/agdx §/|f(x)—a3|dx,
B B

- d — d — d
/Blf(:v) mpfldr < /Bmx) as x+/B|me ap| o

2/B|f(x)—aB]dx.

/|me—aB|dx:
B

se tiene

IN

Asi es claro que

Rp(f) <2 nf —f——— /|f —aldr + 2e.
acC | B| ||XB||

Como ¢ es arbitrario queda probada la primera desigualdad y con ello la proposicién. [J
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Definicién 2.1.4. Dado 0 < a < n, diremos que una funcién exponente p(-) pertenece

a la clase P,, si existe una constante positiva C' tal que

XR"—B
|x0__+n—a+1

<C|B

(")

a_1_

para toda bola B C R", donde x( denota el centro de B. En tal caso, escribiremos p € P,.

Definicién 2.1.5. Diremos que una funcién exponente p(-) satisface la condiciéon D, si

existe una constante positiva C' tal que
Ixsteanlley <€ Ixsenlle
para todo x € R" y todo r > 0. Es tal caso, escribiremos p € D.

Proposicién 2.1.6. Sip € P, entonces p' € D.

Demostracion. Sea B = B(xg, ) C R™, por la hipétesis sobre p(-) tenemos que

1_a X2B
X2l = 1Bl WTH
)
1_a XR"™
< C|B[» ! 1 a1
(1Bl + o — )" M|,
1 a4, XR"—B Loy XB
< C|fﬂ" n n—a+1 + (j‘B’n " 1 n—a+1
G$0— D () GBP1+W$0_'D P()
1_a XB
< Clxsllye + 1Bl |BlE e+
()
< Clxslye -
Luego, p' € D. ]

Observacion 2.1.7. Dado que para una funcién p(-)

() (=) 5
o () = (5) -
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al considerar p/(+) en lugar de p(-), para un conjunto acotado A cuya medida de Lebesgue

es menor que 1, por el lema podemos concluir que
1——1 1——1
ar|Al" 7 < xally) < aaf Al 7=
Por otro lado, para un conjunto A de medida mayor que 1, por el lema
1——1L1 1——1
bilAl" 7= < [xallyy < bof Al 7+
La siguiente proposiciéon muestra que la clase de funciones exponente P, es no vacia.

Proposicién 2.1.8. Consideremos en R™, n > 2, el conjunto E = |J E; donde E; son
bolas de radio 1/4 y centradas en x; = (3,0,...,0),5 € Z y una funcion continua p(-) no

constante sobre cada B; y p(x) = p_ para todo x € R* — E. Si ademds
1. p(+) satisface la condicion log-Hdélder local dado por (1.2.1)),
2. % < p_ <p+<ﬁpam0<a<ny

3 oL <pn_1.
- py —

entonces p € P,.

Demostracion. Es claro que la funcién p(-) asi definida es una funcién exponente. Ahora,

dada una bola B = B(xg,r) en R" debemos ver que

XR»—B

a_1_4
|z — - [nmett <C B[ HXBHp'()

(")

donde C' es independiente de la bola B. Consideremos para k = 1,2,..., las coronas

crecientes ), = {y € R" : 28710 <|zg — y| < 27}, y los conjuntos

es decir, los subconjuntos de cada corona en donde la funcién p(-) es variable y en donde
es constante. Con esta notacién escribiremos By = B U (UZ e ) Entonces

[e.o]

3

XR"»—B
’950 . ’nfaJrl

Xﬂk
’xO_ ’n a+1

() P()
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< Z(zk_lr)a_n_l HXQka/(.)

k=1
a_1_ = a—n—
< CIBIFE Y g
k=1
a_1_ a—n—
< OB Y@ (Il + Il ) (214)
k=1

Estimemos ahora las tultimas normas. Para ello, distinguimos dos casos segun el tamano

de la bola original B(zg,r)

» |B| > 1.
Para estas bolas, es claro que |F;| > 0 para todo k. Por otro lado, como p(z) = p_
para todo z € R™ — E, tenemos que p_(B) = p_, luego para el primer sumando

estimamos

1—-L y En(l— 1), 51— —1= kn(1—-1)
IXEly ) = 1Bl 7= < Bl 7= =27 B 7=® < 027 7 Ixall )

donde en la tltima desigualdad usamos la observacion [2.1.7. Por otro lado, para

estimar |[xv, ||, distinguimos

e |Vi| < 1. Dado que V}, C By para todo k, |Bx| > 1y B C By tenemos

—— 1
”XVka/() § C |Vk‘1 p— (V) S C H/;c’l p_(By)
< CIB[ T < OBl
_ 1 _ 1 n _ 1
< c2™EEpTEE < 02" g,

e |Vi| > 1. Por construccién observamos que la mayor cantidad de bolas E; que
la corona € puede intersecar es 4 2Fr. Luego, es claro que |V, < C 2%r, con

lo cual por

_ 1 e
||XV/€Hp/(.) < C ’Vk|1 p+(Vg) < C (ri>1 P
_n I
S C (2kr)n p_ _ C ’Bk|1 )
kn(1—-L
S C 2 ( P+) ||XBHp/() .
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» Bl <1
Nuevamente, estimemos primero ||x Fka,(,). En este caso, dado que B puede estar
contenida en F, no necesariamente p_(B) = p_. Entonces, si F}, = & la desigualdad

es trivial. Si F), # @ entonces p_(Fy) = p— = p_(Bx)

1— L 1--L
HXFka’(') - |Fk| - < |Bk| .
= |Bk|1_17+(13k>|Bk|P+(1Bk)_P7(1Bk)
2
I} (e (yBk,p_(Bk)fm(Bk)) s
kn(1—-1)
< 0P g,

donde en la ultima desigualdad se obtiene mediante la condicién de continuidad
local (|1.2.1)) y nuevamente la observacién [2.1.7}

Por otro lado, para estimar ||xv, ||,/

e |Vi| < 1. Como B C Vj, para cada k tenemos que p_(By) < p_(V}), por lo

tanto

__ 1 -1 -1
vl < C Vi 7= < C V| =0 < OByl 0w

En el caso que |By| < 1 hacemos

1/p3 kn(

1——1 _ 1—-L
||XVka/(.) < O |By| B0 (|Bk|p7(Bk) p+(Bk)) <(C?2 ) ||XB||p’(~) '

Por otro lado, si |By| > 1

1 I n(l—-L R
iy < C 1B < O B0 < 0 2" BT E®

kn(l— L), 1——L1 _(B)—p4+(B) /vt kn(1-5)
<(C?2 P+ B @ (|B|p b ) <C2 o HXBHp’(-) :

e |Vi| > 1. En este caso, trivialmente |By| > 1. Por otro lado, aplicando el mismo
razonamiento que antes, tenemos una estimacién para |V|. Luego, por 3|y la

observacién tenemos

1 1 1

xvillye) = Vil T <o (28
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C @) < OB TE®

IA

kn(l—-L
< 02" sl

Volviendo a ([2.1.4)), puesto que p; < e de todas las estimaciones anteriores se tiene

XR"—B 7—7—1 = kya—n—1
o | > (il + I, )
(") k=1
< C|B|a! sl S50 2h)" -
k=1
a_1_
< CIBIFF sl
que es lo que querifamos demostrar. O

2.2. Acotacién en L*U)

Con las definiciones que hasta aqui se han dado, enunciaremos uno de los resultados
principales de este capitulo: la acotaciéon del operador Integral Fraccionaria bajo una

condicién necesaria y suficiente de la funcién exponente.

Teorema 2.2.1. Dado 0 < o < n, si p(-) es una funcion exponente tal que 1 < p_ <

Py < 00, luego las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. El operador 1, puede ser extendido a un operador lineal acotado I, desde LP) en

Lap() mediante la expresion

Liw) = [ ( L— 1_"3(?’”(3“’)) 1(y) dy.

|z — y|n—e |y |

2. La funcion exponente p(-) estd en la clase P,.

Demostracidn. Veamos que[q implica []] Para o € R" y r > 0, tomemos B = B(zo,7) y

B = B(xg, 2r). Definimos, para cada funcién f localmente integrable, el niimero

0y — /Rn ( 1-—xpy) 1 _XB(O,l)(y>> f) dy.

|zo —y|" @ [yl
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y la funcién

Ta) = [ (i — i) .

o =yl fag -yl
Dado que formalmente 1, f(z) = ap + Tg(x), para probar la buena definicién del opera-
dor, probaremos que |ag| < oo y que |T(z)| < 0o c.t.p. z € B(xg, 7). Hecho esto, para
una sucesion creciente de bolas By con centro en el origen y radio 7, tenemos asociados
conjuntos T, de medida cero sobre los cuales el operador no esta definido. Denotando
ahora T' = UT}, el operador fa f(x) resulta finito para todo x € R™ — T, o equivalente-
mente, puesto que |T'| = 0, en casi todo punto & € R™. Por otro lado, observemos que la
definicion de fa f(z) no depende de la bola elegida, esto es, para By y By bolas arbitrarias
si [T, (x)] < 0o, entonces también |Tg,(z)| < oo y ademas,

[af(m) =ap, + TBI (:L‘) =ap, + TBQ (%) :

Veamos entonces primero que |ag| < co. Para ello, tomemos p = max {|zo|, 2r} y escri-
bimos

lan| < lap| +|ajp|,

donde dividimos el dominio de la integral en B(0,2p) y su complemento. Entonces, por

la desigualdad de Holder generalizada se tiene

ah| < /

B(0,2p)

|f(v)] |f(y)]
/ oy WY / gl

ly|<2p ly|<2p
|zo—y|>2r ly|>1

< ¢ o / F)ldy+C /|f(y)|dy

lyl<2p lyl<2p
< Cr [ fly X B0.20)

7o —y|" [yl

L-xply) 1 _XB(O,l)(y)' £ dy

IN

< 0.

p'()
Por otro lado, via el Teorema del valor medio, nuevamente la desigualdad de Holder

generalizada y la hipétesis [ podemos decir que

< f

R"—B(0,2p)

1-=x5(») 1-x80nW) ()| dy

|z — y|n— |y|n—
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/()]
< Cp / YLy,
e — y|rmot!
R™—B(0,2p)

|f(y)]
< Cp / ey

To — y‘nfa%»l

R™—B(0,2p)
XR™—B(0,2p)
< Ol || 7 = ot < oo,
0 ()

donde z¢ es un punto del segmento que une x, con el origen de coordenadas. Dado que
w0 — Y| < [wo — el + |we — yl < |wo| + [we —y[ < p+ |we — y| < 2]ze —yl,

podemos cambiar z¢ por zp en la tltima estimacién. Veamos ahora que T(z) es finito

en casi todo punto de B(z, 7). Por definicién podemos estimar

1 1
— dy| .
L. (\x—y\"a %o —y\w) 1) y‘

Luego, integrando sobre B la desigualdad anterior basta con estimar cada sumando por

To()] < \/%dy‘ n

separado. Para el primero, por el Teorema de Tonelli y la desigualdad de Holder, tenemos

/B/B,_Ljfdy\ i < [ ([ o) irwla

< [ (] =)l

< Crllxeslly Il < oo

Para el segundo, nuevamente por el Teorema del valor medio y la hipdtesis [4 tenemos

/ 1 1 |/ (y)]

1
- folay < cipit [ L
R P o=y

R*»—B R"—B

< ¢ B} / |f(y) dy
‘ ’ ‘xo_y|n—a+1
1 XR"—B
< OB |2 flL
|x0_.|n—0t+1 o0) p(-)
< CBI" M ixsllyo Il < oo,

como queriamos demostrar.

Por lo tanto hemos probado que

Taf(x)‘ < oo para casi todo z € R". Para probar la
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acotacion del operador, tomemos f € LP(). Dada B C R™ una bola de centro z, y radio
r > 0, consideremos la funcién Tg(x) y las acotaciones antes hechas sobre esta. Podemos

afirmar entonces que

[ Tt =aslds = [ Ta(o)]ds

Lt ] a
<

1 1
/ ~( — = n_a) f() dy’ dx
Rn—B ’1’ - y! |5’30 - y!

< Cr® ”XBHp/(~) Hpr(.) :

IN

Con lo cual

1 _
a—/ |I.f(x) —ap|de < C,
B sl Jo

donde la constante no depende de la bola B ni de la funcién. Luego, tomando infimo sobre
todas las constantes en el integrando, por la proposicion tenemos la acotacion, y

con ello lo que queriamos demostrar.

Veamos ahora que la condicién es necesaria, es decir [1} implica [§ Para una bola

B = B(zg,r) tomamos el punto Zp = x¢ — #ﬁ(l, ..., 1) y los conjuntos

K = {xo+h:heR"|h|>rh; >0,i=1,...,n};
r
NG
Gy = Bn{zo+h:heR" h;<0,i=1,...,n}.

Gl = B(I’(], )ﬂ{axﬁ—hheR”,thO,z:l,,n},

como se muestra en la siguiente figura
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Observemos que |zg — Zp| = #ﬂ(l, ..., 1)| = 3. Por otra parte, dado que |B| = w,r",
tenemos
r

1
= Z|B(20, —=)| = Cur™ = C, | B .
|G1] 2n| (IO’G\/H)’ C,r" =C,|B]

Por otra parte como B(Zy, %T) C B se sigue que
1,2 :
|Go| > 2—n|B(x07§7")\ =C,r"=C,|B|.

La tltima inclusién es valida puesto que si y € B(To, 3r) entonces |y — zo| < |y — Zo| +
|To — xo| < %r + %r =r, con lo cual y € B. Ademds, para cada u € G5 y cada v € G se

tiene que

1 1
lu—v| > |u—xo| — |0 —v| > z1 —

3" 6

Ahora bien, dada cualquier funcién f en LP(), por hipStesis Ta f € £a,(), entonces, para

r:Cnr:Cn]B\%.

dos puntos z e y en B para los cuales el operador esté definido, por (2.1.2)) tenemos

o > [ [t - Lol dyds
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- //ﬁ/{m_ana_l_éiﬁﬂd]ﬂ”dz

R

‘y_zlnfa —

B
J,
:t//aé{u—ywﬂ ) S e

Para estimar la diferencia en el integrando utilizamos el teorema del valor medio y escri-

bimos

’x_y’nfoz ’Z_y|nfa
—_—

cos(w — y,x — z)

= (-n+a) w — y[retl

|$—Z|,

donde w es un punto del segmento que une x con z y (u,v) denota el dngulo entre los
vectores u y v. Luego, para cualquier punto y € K, x € G1 y z € Gy existe 0 € (5, )
dependiendo sélo de la dimensién tal que — cos(w — g,z — z) > —cos(#) > 0. Por otro

lado |w —y| < |w — xo| + |z0 — y| < 2|zo — y|, por lo tanto podemos afirmar

1
1 1 S0 |z — 2| - | B|»

ER e e e e P

Ahora, para una funcién f no negativa tal que g, (f) < 1, tomando f,, = fxx,., con

K,, = K N B(xg,m), tenemos

1 ~ ~
) Z a—/erfm(x) - mB[afm|dx
Lan() | B~ HXBHp/(.) o

1
> sl ///{ _ Fuly) dy| dz da
|B| TRIS+1 () y|n a |Z_y|n—oz
Gi1 Gs | K
_%4_14_% fm(y)
> B ol [ e dy
Km

Asi, dado que

‘ £

< C N fmllyy C Ay »

a,p(-)
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tenemos

fm(g) a_1_4
[EpT——] <CB[» 7 xsll,,

m

y tomando m — oo, por el teorema de la convergencia mondtona, resulta

f(y) a1
[t <CIBE T -

|£L’0 _ y‘nfoﬂrl

Repitiendo el razonamiento en los 2" cuadrantes podemos concluir que

f(y) a_1_4
/ o= yrort = € 1Bl sl

para toda f tal que p,(f) < 1. En particular vale para el supremo de tales cantidades, es
decir

XR"—B(y) a_1_4q
sup ——————f(y)dy < C |B|» =" |IxBll,) -
Fiop(N<1) 2o — y[rmott P'()

Luego, por el Teorema [1.1.2] concluimos que

XR”—B(') a_1_4
gzl < C BT lxslly
|ZE0 — .|n—a+1 o0) (")
con lo cual p € P, y el teorema queda demostrado. O

2.3. LP0) débiles

En esta seccion introduciremos a los espacios de Lebesgue de exponente variable débi-
les extendiendo el caso p constante. También probaremos que es un espacio vectorial casi

normado.

Definicién 2.3.1. Sea p(-) una funcién exponente tal que 1 < p_ < p; < oo. Diremos
que una funcién localmente integrable pertenece al espacio de Lebesgue generalizado LP()

débil, si la integral
/ X 50 (@) do < 00
Rn

para todo ¢t > 0. Denotaremos a este espacio LP()>>°,
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.)700

Lema 2.3.2. Para una funcion exponente p(-) tal que py < oo, el espacio LP( es un

espacio casi-normado, donde la casinorma viene dada por la expresion

) t p(z)
oy, 00 = 1nf{)\ >0 : sup/ (X) Xqf>4 (7) dr < 1} . (2.3.1)

t>0

Demostracion. Probaremos que para cada f,g € LP()>° y o € R se verifican las siguientes

propiedades:

1. af € LPO>° m4s ain [ f],0),00 = 1 [F]p, 00 -

p4+1

2. f+ge€ LV més ain [f + g]p(~),oo <27 ([f]p(.),oo + [g]p(.),oo)

3. f=0ct.p.siy solosi[f] =0.

p(+), 00

La afirmacién [T} es inmediata dado que

) t
[aflp)c0 = mf{)\ >0 : sup (X) X{lafl>t (2) dz < 1}

t>0

p(z)
= inf{/\ >0 : sup ( > X{lf|>t) () do < 1}
>0

Mo
, t
= inf < |a]A>0: sup - X{\f|>t}(l‘) de <1
£>0 A
[/]

= ol [f]p0), 00 -

En cuanto a la condicion [2| teniendo en cuenta que para cada t > 0
{z eR":|f(z)+g(z)| >t} C{z e R": |f(z)| >t/2} U{x € R": |g(x)| > t/2},

se sigue que
X{If+g1>t} < X{IfI>t/200{1£1>t/2) = X{IfI>t/2) T X{IF>t/2} -

Asi, tenemos

J
<.

( ) X{|f+g/>t}(T) dz

p(x) ¢ p(x)
() X{If|>t/2) (¥) dv + /(;) X{jg|>t/2} () dx

=

=
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t p(z) t p(z)
< 27 /(X) Xqssn (@) de -+ /(X) X{lgl>t(2) dz | .
pytl

py+1
1

Tomando a A = 2 »— ([f]p(_)’Oo + [g]p(.)joo) y observando que (§> "" < 1, podemos

escribir

£\ P®) P+ t p(z)
/]R” <X> X{ls+gl>ty(x) dz < op++1 (/n ([f]p( ) Xq- (@) de

.)700

' /" ([g]p(t.),oo>p(x)x’£9l>t}($) dw)

P+

o+l

= 1.

Al tomar supremo para t > 0 por definicién obtenemos [2}

Por ultimo si f = 0 c.t.p., entonces {|f| > t} tiene medida de Lebesgue nula para todo

t, por lo tanto es claro que [f]p(,)’oo = 0. Por otro lado, supongamos que [f]p(_)’oO = 0.
Luego para cada k € N existe A\ < % tal que vale la desigualdad:
1> SUP/ (A_) X{|f1>6 () d > Sup/ (k)" xqip50y () dz > k= Cy{|f] > t}],
t>0 n k t>0 n

para cada t, donde

s 0<t<1;

Ct -

tP— si t>1.

En cualquier caso tenemos que
tH < L 0 d k
{|f] > }’_Ctk:p*—> cuando — 00,

con lo cual queda probado |3 vy con ello la Proposicion [2.3.2] O

.)700

La relacién entre los espacios LP() y LP()> es la que se espera y la presentamos en el

siguiente lema.

Lema 2.3.3. Sea p(-) una funcion exponente, con 1 < p_ < p, < oo. Luego LP() —

L0 mds aiin [f],0 0 < £l
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Demostracion. Sea f € LPY), para cada t > 0y cada x € {x € R" : |f(z)| > t} tenemos

p(x)
que 1 < @ < (\f(t_w)l) . Luego, para A = Hpr(.) tenemos

p() (@)
! t |l
>t d - e >t d
/n (Hf”,,(.)) X (@) dr < /n <||f||p(.) t) Xqs>6 () do
p(x)
|f]
< de = 1.
: /Rn<uf||,,(.)> v

Tomando ahora supremo sobre t > 0 queda demostrado el lema.

]

Lema 2.3.4. Sean py, p1 nimeros reales tales que 1 < pg < p; < oo. Sea p: R" — [1,00)

una funcion exponente tal que pg < p_ < py < p1. St f € LPo>® N [P0
f c Lp(~),00.

Demostracion. Dado A > 0 fijo, para 0 < t < X tenemos

/Rn (;)p(m) X{f>0 (@) do < (%)p_ HIf| >t}

1
4D

< ot HIf > 1]
1

< Sl

Por otro lado, para t > A

[ () ot < (5) 100

1
< >
1

Con lo cual resulta inmediato que

st%)/n (;)p(x) Xqi1>0(2) do < 2méx { (%)m, (%)pl} <00,

lo que muestra que f € Lp()oo,

entonces

Lema 2.3.5. Sip(-) = p constante, entonces esta expresion (2.3.1)) coincide con la defi-

nicion cldsica de casi-norma en LP-débil. Esto es [f],.) . = [f]pc0-
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Demostracion. Basta observar la siguiente cadena de igualdades.

; t p(z)
[f]p(_)’oo = 1nf{)\ >0 : stlig/n (X) Xqf1>0 (2) dr < 1}

tP

= inf{)\ >0 : sup (%) |X{|f|>t}(l’)‘ < 1}
t>0
1
- inf{)\ >0 :supt | xqpsn(2)]” < /\}
t>0
= supt|xqs0(@)]” = [flpe
t>0

]

Es necesario mencionar que en [4], Capone, Cruz-Uribe y Fiorenza prueban una de-
sigualdad de tipo débil para el operador maximal de Hardy-Littlewood. Si bien no expli-

citan la definicién de un espacio LP() débil, el mismo podria ser definido como sigue:

Definicién 2.3.6 ([4]). Sea p(-) una funcién exponente tal que 1 < p_ < p; < 0.

Diremos que una funcion f localmente integrable pertenece al espacio LPO) débil si
Denotaremos a este espacio por L),

Nos preguntamos qué relacion existe entre la definicion anterior y la dada en [2.3.1] El

siguiente lema prueba que son equivalentes.

Lema 2.3.7. LP():oo ~ [p().00

*

Demostracién. Probemos primero que [f],y < [f150). oo+ Para esto, sea A = oy ¥

p(z)
t
SHP/ | Xqssn(r)de < 1

En efecto, para cada t > 0 vale que [f];(.)joo >t ||x{|f‘>t}(-

vealnos que

)Hp(.). Luego

A xssa@  \"
Tr >t dr < L dz = 1.
/ " <[f]p<->,oo) Kol e /R (HX{fl>t}<'>Hp<.>> '
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*

De donde tomando supremo en ¢t > 0 se tiene el resultado. Probemos ahora que [f] p(), 00 S

[f]p(-),oo' Dado que para cada ty > 0 resulta

t p(z) tO p(z)
A>0: igg/n </\> x>t (@)de <15 CqA>0: /n <)\> X{|f|>to} (@) dr < 15,

tomando infimo, por definiciéon tenemos que

/ " p(x)
inf {)\ >0 :/ (XO) X{If|>to} (T) dr < 1} < lp)o0 -

Mediante el cambio de variable A/tg — A se tiene

(@)
, X (#1510} () \
to [[xqs>t1 ()|l ) = fo inf {A >0: / (%) dr < 1} < fpey,o0 -

Finalmente tomando supremo en ¢ty > 0 se tiene el resultado. [

2.4. Lemas técnicos

En la definicién de la seccién 2.0, hemos establecido la condicién P, sobre el
exponente p(-), la cual resulto ser necesaria y suficiente para que una adecuada extensién
del operador I, resulte acotado desde LP() en Lo p(- Sin embargo no hemos sido capaces
de probar, al igual que ocurre en el caso p constante, que la misma sirve para la acotacion
sobre los espacios LP():>°. Es por esto que debemos considerar una condicién ligeramente
mas fuerte, la cual presentamos ahora en el siguiente lema. Posteriormente, una serie de

lemas ayudaran a entender esta nueva condicion.

Lema 2.4.1. Sea p(-) una funcién exponente tal que p; < ﬁ y p € P8, entonces

existe una constante positiva C' tal que

 |[XB@otly dt o
/ et S C BT Xt

() (2'4'1)

para toda bola B en R™ de centro xy y radio .

Demostracion. Sea r < 1 y una bola B de centro xy y radio r. Luego

> HXB(xo,t)Hp/(,) dt 1 HXB(:CO,t) P () dt o0 HXB(&C(),t) P () dt
/r tn_—m7=/r tn_—aH7+/1 T
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Por hipétesis v — =55 — 1 < 0, entonces del lema y la observacion tenemos

(@0:t) |y () dt /‘X’ 7R dt am—m 1 a1
0 B o - ¢ <o mm <o |BE T xsll,
/1 tn—a+l t 1 tn—a+l ¢ P'()

> Dy dt o ("I ey
- N <K - _C’ Poo
[ tnfaJrl t - [ tnfaJrl t 1

= C

< O m !

a_1_
< OBl 1HXBHp/()

Por otro lado, dado que B(xo,7) C B(xo,t) si r < t < 1, aplicamos el lema y

nuevamente la observacion y tenemos

[ S
1 HXB(xo,t) (") dt < C ’B 530, p_ (B(xzq,t)) dt
tn——a—i-l7 - tn a+1 ?
r

1
(B(zqg,r))
_ |13 xQ, t T py (Blzg.r |13($0’t)|p+(33mmrn-—p,(3%mo¢» @f

tn a+1 t
I S
|B(wo, )] P+ 0D (Blrot)-ps (Blrot) ) o7 Ot
S / tn a+1 (|B(330, t)|p o P+ zo ) Py 7 .

Ahora bien, por el lema el término entre paréntesis estd acotado, luego

! HXB (zost d ! a n 1 dt n 1 1
’ T piBlor) T p1(Blzor) it
/T tn—aﬂy <C / A 1 P e < OBl [ X B

Consideremos ahora r > 1. Como p’ € P8 siempre que p(-) lo haga, por el lema m

[l i e
r tn—otl t , tn—a+1 t

_ C / Oc———l dt

= Cro " 1#“@

tenemos

- c rB|%-%-1rB|i

a 1
< C|B]»= 1||>(2B||p/()

con lo cual queda probado el lema. O

Mpr() -
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Para cada z fijo la funcién que a cada t en el intervalo (0, c0) le asigna el nimero real

||X Ba) ||,y €5 una funcion positiva y no decreciente. Si p(-) satisface (2.4.1)) entonces la
funcion % es casi-decreciente. En efecto si 0 < ¢ < ty
2
boelye sz, el s / el
tg o (2t2)nfa+2 4 gn—a+2
> |XB T, /(. XB x,t /(.
< 2n—a+2/ H @) llpr () ds < C 2n—a+2H ( 1)117() '
4 Sn—a+2 tTll*Oé+

como funcién de t es de tipo superior n — o + 1 — . En el proxi-

Ademss, |50 |,

mo capitulo (Definicién [3.1.6)) daremos mas detalle, por el momento, resumiremos estos

resultados en el siguiente lema.

Lema 2.4.2. Sea p(-) una funcion exponente como en el Lema [2.4.1. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. La funcidon p(-) satisface la desigualdad (2.4.1)).

2. Existe a > 1 tal que

1 —a
() < §an i HXB(:L’,t)

HXB(:c,at) 4Ok

para todo t > 0 y para todo x € R™.

3. FExiste C' >0, € > 0 tales que

) <C groetie ”XB(W?)

||XB(x,9t) o) (2.4.2)

p/
para todo 0 > 1, todo t > 0 y todo v € R".

Un esquema de la prueba puede verse en el trabajo hecho por Harboure, Salinas y

Viviani en [20]. Podemos aclarar que la constante a > 1 depende sélo de la dimensién n,

de a y de la constante de la condicién (2.4.1). Enunciaremos ahora la relacién que tiene

esta condicién con la condicién P, dada en el Capitulo [T}

Lema 2.4.3. Si una funcion p(-) es tal que satisface (2.4.1)), entonces p € P,.



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

38 Integral Fraccionaria en espacios LPC) y LP() débil

Demostracion. Bastara probar que

- c /oo ||XB(;v0,t) () ﬂ
- n—a+1
P oot t

En efecto, para una bola B de centro zy y radio r > 0 y para k > 0 denotemos B =

XR"—B
|$0 . |n—a+1

2B = B(xy, 2Fr), y escribimos

XR»—B

XUpZo Br+1\Bx
— 1
|CL’0 _ |n o+

|l’0 _ ,|n—a+1

C

Z

k=

HXBIH»I\Bk p/(.)
¢ 3 249
k=0
2k+1

HXBk+1 20 dt
< C Z/ @yt ¢

2 |[XBanan |l dt

- (20.26) || (.
C ) 2
2_3/2 et

k=0

* ”XB(xoﬂf) p() dt
< C /7, W—O‘H7 (244)

P'() P'()

_ XBg41\Bi
|.T0 |n a+1

IN

(")

IN

Donde se prueba observando que si 2 € By \ By entonces 2% < |zg — 2| < 2FF 1y

para cada k. Luego, se tiene que

o P'(2)
/ XBj41\Bk (QkT)n i dz
R |-TO - Z|n—a+1 Hka+l\Bk ()

< / < 2kr )n_a—H XBy11\Bx p()dz
 Jre \ Mzo — 2| X By i\ B v
P'(2)
< / ( XBui1\ B > dz = 1.
R HXBk+1\Bk V()

Basta entonces tomar a A\ = (2fr)=nte-! ||XBk+1\Bk

y por la proposicion [2.1.6[se tiene

(")
(12.4.4). O]

Observacion 2.4.4. Por los lemas y [2.1.6] si p(-) satisface (2.4.1)) entonces p’ € D,

es decir HXB(:L",%) ,

()’
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Lema 2.4.5. Para 0 < v < o < n, si una funcion exponente p(-) satisface (2.4.1) para

a entonces también lo hace para 7.

Demostracion. Dado que aw — v > 0, para r < t vale

1 1
< .
ta=7 = ro—y

Luego, por la hipotesis

/oo HXB(J:(),t) P () @ _ /oo HXB(J:O,t) P () 1 ﬁ

tn—+1 t tn—a+l ta=v ¢
< e o HXB(IUJ){ 40 dt
=T ., {n—a+l ?

= C B[+ %|B[* %  ||XB(zoon

()
= C B | xB@om

P’

con lo cual queda probado el lema. O

2.5. Acotacién en L") débil

Luego de definir a los espacios débiles variables, en esta seccién extenderemos el ope-
rador Integral Fraccionaria a un operador acotado fa de manera analoga a la realizada
en [20] y probaremos un teorema de acotacién para el mismo. Asi, el propdsito sera recu-
perar resultados andlogos a los realizados por Gatto y Vagi en [I7] para espacios de tipo

homogéneo. Més concretamente, probaremos el siguiente

Teorema 2.5.1. Sea 0 < o < n, p(-) una funcidn exponente tal que 1 < p_ < p; < ﬁ

yp € P8, Si, ademds, p(z) < poo fuera de una bola centrada en el origen de radio ro > 1
entonces existe una extension lineal del operador I, dado por la expresion

L) = [ (oo - W) ) ay.

’x _ y’nfa ’y‘nfa

para toda funcion f € L) Mds ain, este operador es acotado desde LP()> en Lap()-

Para esto, enunciaremos algunos resultados necesarios para la prueba del mismo.
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Lema 2.5.2. Sea B una bola en R™ y A C B un conjunto medible. Entonces, para una

funcion exponente q(-) vale que

J 1r@lde <€ 1B oo gy 25.1)

donde ||| pac) gn ey €8 la norma variable con la medida & 5

Demostracion. Para A un conjunto medible contenido en una bola B, el resultado se

sigue de la desigualdad de Hélder generalizada (Teorema (1.1.1]). En efecto,

|[f(2)]dz = If(fv)xA(w)ldx = |B] If z)Xxalz IB
A | B

< C 1Bl [[fxall at) e, i ||XAHLq< ) (Rm, 42

/151
< C Bl [[fxallpacy o, oy »

|B]

donde la ultima desigualdad es inmediata del hecho que

/P(f)> :g_Uﬂ/ :g

Proposicién 2.5.3. Sea p(-) una funcion exponente con 1 < p_ < p, < oo tal que

]

p € P8, Supongamos ademds que p(x) < ps fuera de una bola de radio ro > 1, entonces

para toda f € LPY)-> existe una constante C > 0 (independiente de f) tal que

JU@lds < € el o (25.2)
para toda bola B de R™.

Demostracion. Sea B = B(xg,r) una bola de centro zy € R" y radio r > 0. Por la homo-
geneidad de la desigualdad es claro que basta suponer [f] p()00 = L. Por la desigualdad

de Holder generalizada observamos que

Bl = [ de <€ Ixally, Il - (25.3)

Puesto que p_ > 1, sea ¢ fijo tal que 0 < ¢ < p_ — 1. Definimos entonces la funcién

exponente ¢(z) = p(x) — e. Por el Lema [2.5.2) con By ¢(z) tenemos

[ 1#@dz < C 1B xall e )
B
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Luego, teniendo en cuenta ([2.5.3)), para obtener (2.5.2)) bastara probar que

1
Ix ndey <O
|| BHLQ() R \B\ ”XBH

Para ello, haremos uso de la relacién (1.1.5). En la integral que aparece alli, hacemos el

cambio de variables u = A\t y luego tomamos A\™! = IXBll,()- Asf resulta

> dx
q(x)—1
/0 / A X om0 1 0
0 1) %) dx
- a(z)=1 [ Z - d
/0 /n g(x)u (A> Xtlpxsu (%) T du

|tI(fE

-1 l1xBl
- // pd@—-1 127 1p0) B X{\fxB|>u}(x)dxdu' (2.5.4)

Luego, es claro que basta probar que la integral en (2.5.4) estd acotada independiente-
Ixsl2)
| Bl

mente de f y de B. La idea es acotar el término por un factor que llamaremos

M que dependera del tamano de la bola. Hecho esto, entonces para un ntmero real a a

elegir, y dado que f € LP()>° tenemos que

/ /n )7 (1 g sy (2) d du
= /B(/ q(x )uq 1du) dx+/ / uq(z p(z)— (x)X{|fXB|>u}(l‘) d du
- / ()der/ U_H/ WO X px sy () dz du

B " -

/aq(x) dx—i—/ v ldu = /aq(’”) d + a |

B " ; -

1
EZINE

1 (z)+e 1 ()
[ () e [ () e 255)
B ||XBHp(.) B HXBHp(.)

Asi, la integral (2.5.4) nos queda

IA

Se puede ver que para a = se tiene que f B a®) dx < a~¢. Esto se sigue del hecho

que

@ sl ]
/ / T B Py g (@) dedu < C M sl . (2.5.6)

Veamos ahora la cota para M. Para ello, consideremos tres tipos de bolas.
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1. Bolas de radio r < 2rq. Para cada x € B = B(x,r), por los lemas y

tenemos

HXBHq(x) |B|Pq+(<a%> a—(B)—ay(B) a4 (B)
B g =¢Bl |B|+®

<C
|B|

<C (|B‘p7(3)—p+(3))p% |B’ﬁ(53) <C ’B|ﬁ(68> ]

Luego, en este caso M = | B|?+® _ con lo cual, nuevamente por el lema|l.2.3|tenemos

que (2.5.6)) esta acotada por

M lxsly, < O 1B B <

Es decir, por una constante independiente de f y B como queriamos.

. Bolas de radio r > 2rg y centro xy tal que |zo| > 2r; es decir, bolas grandes de

centro relativamente lejos del origen. Si € B = B(zg,r), por los lemas y

1.2.2] tenemos

q(x)
||XB||p(.) <C

Bl ~ |B|

q(x)
’B‘ p_(B) a4 (B)—q_(B) q—(B)

<C|B| »-® |Br-® "

<C (|B|p+(B)—p7(B))p% ’B|p:7<gs> <C |B|p:7<53y

—€
Luego, en este segundo caso, tenemos que M = |B|?-, y asi logramos la acotacién

de (2.5.6) como
M Ixgll,. < C |Bl>- [B]»- < C.

. Bolas de radio r > 2rg y centro zq tal que |xo| < 2r. Serd suficiente probar la

acotacién para xg = 0.
Supongamos que esto ocurre, entonces si xg # 0, tomando 7 = 3r observamos que

B = B(zo,7) C B(0,7) = Br. Por lo tanto, por el lema[1.2.9]
-+ n—-" -
IxB: 0, < C |Brl7 < C 375 Bl <€ lxplyg, -
y asi

d d C A, C , )
[l [ 1@ < C sy Uy < C ol Ul
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Tomemos entonces B una bola centrada en el origen de radio r» > 2ry. Sea By la bola
centrada en el origen y radio ry. Entonces, aplicando el caso [I} al primer sumando

tenemos

Jir@iae = [ y@ldes [ i)

< C lalyo Wyt [ 17@]ds.

B$NB
Bastaria demostrar la acotacién para el segundo sumando. Por el lema [2.5.2] con

A= BN Byq(), tenemos

| eagmao]de < B xgnll g et -

El
Luego, si probamos como antes que
17 X508 ) < C 1
1Bl ||XB||p(.)

Analicemos entonces la expresion

> q(z)—1 HXBH?’EQC))
) A e g (2) do du
)

> q(z)—1 HXBHZE)
=, BQ(33>U Wx{lfmbu}(l’) dz du.
8(']

Por el lema y la hipdtesis sobre el comportamiento de p(-) fuera de By, tenemos,
para todo x € BjN B

IesllZ sl = B | s L

- <o BT B
B B B B]

—& . .2
Luego, en este tercer caso M = |B|r~. Por lo tanto, con una estimacién como la

que nos llevé a (2.5.4) tenemos que

q(z)

> sl
/0 /chB q(z)ut™ 1‘Tﬁ)X{\fXB|>u}(x) dx du
0

<M |Ixsli. < C |Blw= |Bli= < C.

que es lo que queriamos demostrar.
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Con este caso queda probada la ecuacién y con ella la proposicion. O
Proposicién 2.5.4. Sea p(-) una funcion exponente con 1 < p_ < py < CES)E — tal que

p € P8 Supongamos ademds que p(x) < po fuera de una bola de radio vy > 1, entonces

existe una constante positiva C' tal que

1f(y)] a_1_
/IRL y’n—a—i-l dy S ¢ ’B‘n n! HXBHP/() [f]p(),oo . (257)

n_p |To —

para toda bola B de centro xy y radio v y toda f en LP()>°

Demostracion. Sea B una bola de centro xy y radio r y tomemos, para k = 0,1,2,...,

las bolas By, = B(zg, 2"r). Por la proposicién tenemos

/()] S / £ ()]
T dy = P ——— 1]
/R"B |zo — y|rmot! Z Bri1—By, [To — y[rott

k=0
< ¢y @yt / F)ldy
k=0 Byy1— By
< C|fﬂ——1EZCfr*%—{/’ £l dy
k=0 Br+1
< C ‘3’77771 Z(Qk)ainil ||XBk+1 0 [f]p(-),oo :

k=0
Ahora, por la desigualdad (2.4.2) del lema concluimos que
|f(y)| a_ L1 9 - Exa—n—1/0k\n—a+1—
—————dy < C|Bl""» " |xBll,y[fl) o ghyon—l(gkyn—atl=e
| B Iy Ul 212

= C B+ ”XB||p/(~) [f]p(.),oo
O

Con estas proposiciones estamos en condiciones de probar el teorema principal de esta

seccion.

Demostracion del teorema [2.5.1. Para probar la extensién del operador observemos que
para funciones f € LP()> de soporte compacto, por la Proposicién se tiene que

|I,f(z)| < oo para casi todo x € R". En efecto, tomemos la bola B,, centrada en el
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origen, de radio m y consideremos Bgr una bola de radio R suficientemente grande tal

que contiene al soporte de f. Si denotamos con S a dicho soporte, entonces

f s toes
¢ /S(/Bm !f(y)ldy) |z —y[* " du

< CRYxBully) Flpy,00 < 00

/ L f(z) dz

m

IA

Con lo cual |1, f(x)| < oo para casi todo & € B,,. Ahora, tomando una sucesion {B,, }~_,
de bolas crecientes tenemos asociado una sucecién de conjuntos {7,,,}-_, de medida nula
en los cuales el operador no estd definido. Luego, es claro que |1, f(x)| < oo, para todo
r€R" =T, donde T'= U;°_,T,,.

Ahora, hacemos una extensién como en el Teorema [2.2.1] esto es

L) = [ (o 1‘“”’“”) P dy.

|z —y|" e [yl

Veamos que estd bien definido para toda funcién f € LP() . Para esto, procederemos de
manera analoga a lo realizado en la demostracion de la existencia en el Teorema [2.2.1]
Esto es, para una funcién f € LP()->° y una bola B(x,r), consideremos el ntimero

- /R ( 1—xply) 1 —XB<071>(y)) ) dy.

|[zo —y|" [yl

donde B = 2B , v la funcién

to0) = [ (o - 22 ) s,

o=y Joo =yl
Recordemos que formalmente

I.f(z) =ap + Tp(x),
si ambos sumandos son finitos. Como se vié en la demostracién del Teorema [2.2.1] ap es
finito para toda bola B. Bastara probar entonces que Ts(z) es finito en casi todo punto
z € R™. Entonces, en particular tomando la bola B(0,m) tenemos que |I,f(z)| < oo

para casi todo x € B(0,m). Tomando una sucesién de bolas crecientes centradas en
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el origen tenemos una sucesién de conjuntos de medida nula en los cuales el operador
no estd definido. Uniendo estos conjuntos concluimos que |/, f(x)| < oo para casi todo
xr e R

Ahora bien, para Tg(z) tenemos

Ad ‘ ( 1 B 1 ) y
/]§ |{L"—y|n—a Y + /Rné |x_y|n—a ‘xo _y|nfa f(y) Y

para el primer sumando, por el Teorema de Tonelli y la proposiciones tenemos que

Lt e < [ (] 5wl

< C|B|~ ||XB||p/(.) [f]p(.)po :
Para el segundo sumando para cada x € B, nuevamente por el Teorema del valor medio

Tp(x)] <

b

IN

y la proposicion [2.5.4
1 1 /()]

_ f)ldy < C|BJ» / _ WL
/ N —ga g W Bl | T ypen

Rn—B Rn_B
< O[B! X8l [flpe), 00 -

dy

Asf resulta |I,f(z)| < oo. Mds atn, combinando estos resultados tenemos que I,f €

Lo p()- En efecto

/B Tuf(x) — ap|de < / To(o)  dz < C [BI% xsle) Fly oo

y en virtud de la proposicion queda probado el teorema. O
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Capitulo 3

Generalizacion de los espacios

Lipschitz integrales

En este capitulo presentaremos a los espacios bmo,, , y veremos que son una generali-
zacion de los espacios £, p(.) definidos anteriormente. Haremos un estudio de los mismos
dando condiciones bajo las cuales bmo,,; = bmo,, , para cualquier 1 < ¢ < oo.

Luego, daremos una caracterizacion puntual para las funciones en estos espacios bajo
propiedades adecuadas de la funcién w, siguiendo una técnica desarrollada en [20]. Mostra-
remos que para dominios acotados se recuperan resultados de la bibliografia. Finalmente,
haremos algunas observaciones sobre la influencia de la funciéon w en la continuidad de

las funciones del espacio.

3.1. Introducciéon

Para 1l < ¢ < ooy w: R* x Ry — R, una funcién medible, se define el espacio

bmo,, ,(R™) de las funciones localmente integrables f sobre R para las cuales

w(i, 5 <|71|/I|f(x) _mff\qdf>q (3.1.1)

es finita para todo cubo I = I(a, s) de centro a y lados de longitud s paralelos a los ejes

coordenados, es decir I(a,s) = {x € R" : [2; —a;| < 5} y mf es el promedio de f sobre
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I, es decir m;f = ﬁ [, f(y)dy.

La expresion )
1 1 . q
1 1lg :Sl}p{w(a’ 3 (m/llf(:r) —myf] d:r> } (3.1.2)

es una seminorma para este espacio. Estos espacios fueron definidos en [32] por Nakai y

Yabuta, quienes caracterizaron al conjunto de multiplicadores puntuales para los mismos,
es decir, al conjunto de las funciones g, definidas en R", para las cuales f g € bmo,, ,(R")
siempre que f € bmo,, ,(R™). Usualmente son denotados como BMO,, ,. En este trabajo,
nos referiremos a bmo,, , como el espacio de las funciones médulo las constantes, man-
teniendo la notacién vista en [32], el cual equipado con la expresién resulta un
espacio de Banach. Sin embargo, es necesario aclarar que Nakai y Yabuta trabajaron con
el espacio cocientado por las funciones que tienen promedio nulo.

Asi, en el desarrollo de este trabajo, cuando consideremos una funcién en el espacio,
trabajaremos con una representante de la clase. Ademads, en lo sucesivo usaremos bmo,, ,
para indicar el espacio bmo,, ,(R") para ¢ > 1y sélo bmo,, para el caso ¢ = 1.

Algunas de las propiedades de la funcién w con las que trabajaron son las siguientes:
3.1.a) Casi creciente en la segunda variable, es decir

w(z,ty) < C w(zx,ts), VeeR" Vit <ty.

3.1.b) Duplicacién en la segunda variable, es decir

w(zx,2t) < C w(z,t), Ve eR", Vt>0.

3.1.c) Comparabilidad en la primer variable, es decir

lr—yl <t = wxt) <Cwyt), Vz,yecR", Vt>0.

Observacion 3.1.1. Una consecuencia de la tltima propiedad es que la funciéon w evaluada

en el par (z,t) es esencialmente como el promedio sobre toda bola B de centro x y radio

t. En efecto, por [3.1.b)|
1

1
- = <C — < C? ,
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Antes de continuar, es importante observar que podemos definir un espacio analogo
tomando bolas en lugar de cubos y definir bmo,, ,(R™) como el conjunto de las funciones

localmente integrables f sobre R™ para las cuales la expresién

@ (%/Bu(m) —me|qu)q (3.13)
es finita para toda bola B = B(a,r) con centro en a y radio r donde ahora mpf es el
promedio de f sobre B. De la misma manera, si ¢ > 1 denotaremos bmo,, , indicando el
espacio bmo,, ,(R™) y sélo bmo,, en el caso ¢ = 1. Asimismo, consideraremos al igual que
antes al espacio de las funciones modulo las constantes y en consecuencia denotaremos
1f1I5,,, & la norma definida de manera andloga. A continuacién mostraremos que estas

definiciones son equivalentes. Para ello, veamos primero el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Sean f € L] (R™), w:R" xR, — R, una funcién medible y q¢ un nimero

loc

real tal que 1 < g < o0.

a) Supongamos que eziste una constante A > 0 tal que para todo cubo I = I(x,s)

1 1 ‘ 1/‘1 A
sup—— | — —C < .
P ) (m J15 el > .

Entonces f € bmoy,g y || fll,, < 27A.

exriste ¢y que verifica

b) Supongamos que existe una constante A > 0 tal que para toda bola B = B(x,r)

1 1 1/q
— —eplt) <A
S%pw<x,r)<|3|/3'f CB') =4

Entonces f € bmoyq y |fl5,., < 29A.

w,q —

existe cg que verifica

Demostracion. Para ver [a), tomemos un cubo I = I(x, s). Por la desigualdad de Holder

tenemos

|f —mrf|T < 29 f —cf|" 4+ 2Ymyf — e

\}_!/z(f_cl)

q

IN

29| f — ¢f|7 + 21
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1
< vl -l I -l
y

Promediando sobre I, elevando a la 1/q y finalmente dividiendo por w(x, s) tenemos

1 1 Vo o1 1 1/
w(z, s) (m/z|f_mff|q) =2 +qw(x,s) (m/f|f_q|q) '

Por lo tanto, tomando supremo sobre todos los cubos tenemos [ f[,,, < 274, que es lo
que querfamos demostrar. Para probar . el razonamiento es andlogo tomando una bola

B = B(z,r). En efecto, se ve que

1 1 N 1 1 A
ater G - mere) <2 (g o)

con lo cual tomando supremo sobre todas las bolas || f|,,, < 27A. O

Q=

Proposicién 3.1.3 (Equivalencia de espacios). Siw(z,t) es una funcion tal que duplica y
es cast creciente en la sequnda variable, entonces bmo,, , = bmo,, , para todo 1 < g < oo.

FEquivalentemente, existen constantes ¢ y C' que dependen de n y de q tales que

N fllg < N lg < C IS

w?q :

Demostracion. Sea f € bmo,,, e I = I(x,s) un cubo. Tomemos B; = B(x, ‘/755) que es

la bola més pequena que contiene a I. Para c; = mp, f se verifica la siguiente desigualdad

|Br| 1 w,n™? 1

1)
_ el < L _— — = - —m q
’[| I‘f I‘ = |]‘ |BI| Bl‘f I‘ on |BI‘ B, ’f B]f‘

Elevando a la 1/q y dividiendo por w(z, \/TES) tenemos que

1 1 1/q
— (- ) <CIflL,
T (7 f1r e 1715,

Ahora, tomando el menor entero k no negativo tal que k > log, v/n, por las hipdtesis

sobre w tenemos

w(x, gs) < C w(z,2%s) < C w(x,s),

1 1 1/q
— — e < *
U)(.%‘,S) (|[| /I|f CI‘ ) <C Hf”w,q !

y asi
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con lo cual por|a). del Lema f € bmoy, 4. Més atin |||, . < C [Ifl, .
La demostracién de la otra desigualdad es similar. Sea f € bmo,, y B = B(z,r)
una bola. Tomemos Ip = I(x,2r) que es el cubo més pequeno que contiene a B. Para

cg =my, [ se verifica

1 2"
g = esl < S [ 1r =g

n|] | Ip

Con lo cual, por las propiedades de w

1 1 AN
o (i 1= ealt) <€ Al

por lo tanto por [b)| del Lema“ 3.1.20 f € bioy, y ademés || f]l;, . < C || fll,, O

En lo que sigue trabajaremos con los espacios bmo,, , definidos sobre bolas. Recor-
demos que, en el contexto de los espacios de Lebesgue variable, en el capitulo anterior,
definimos el espacio £, ,(.) como el conjunto de todas las funciones localmente integrables

tales que
1
—/ F(x) - mpfldz < C. (3.1.4)
| B~ ||XB||p()

Por lo tanto, si observamos el promedio de las oscilaciones y consideramos la funcion

w(x,t) = t*" entonces el espacio £, () resulta un bmo,, particular. Re-

ey

cordemos que el infimo de las constantes C' que satisfacen la desigualdad anterior fue
denotado por || f1| 4 - Denotaremos ahora con L7 ) al espacio bmo,, 4 correspondiente,
o,p( D

que consiste en funciones localmente integrables tales que

1/q

De igual manera llamaremos || f||s«  al infimo de las constantes de la ecuacién anterior.
a,p(+)

Para finalizar la seccién veremos algunas definiciones y propiedades que involucran
funciones de una sola variable. Las mismas seran herramientas importantes para las sec-

ciones siguientes.
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Definicién 3.1.4. Sea h : Rt — R*, diremos que h duplica si existe una constante

positiva C' tal que para todo t > 0 se verifica que
h(2t) < C h(t).

Lema 3.1.5. Sea h : Rf — R una funcidn casi creciente. Entonces h(at) < Ah(t) para

todo t > 0 y para algun par de constantes a > 1 y A > 0 si y solo si h duplica.

Demostracion. Si a > 2 entonces h(2t) < C h(at) < C Ah(t). Si a < 2 basta tomar el
menor k natural tal que k > log, 2 para concluir que h(2t) < C h(a*t) < C A* h(t). Por

otro lado, para a > 1 fijo, basta tomar el menor k entero tal que a < 2* para concluir

que h(at) < h(2Ft) < C* h(t), para todo t > 0. O

Definicién 3.1.6 (tipo superior). Sea h : Rf — R, si existen constantes positivas 3 y

c tales que para todo s > 1y todot >0
h(st) < cs°h(t),
diremos que h es de tipo superior 5.

Definicién 3.1.7 (tipo inferior). Sea h como en la definicién anterior. Si existen cons-

tantes positivas v y c tales que para todo s <1y todot >0
h(st) < cs”h(t),
diremos que h es de tipo inferior ~.

Lema 3.1.8. Sea h(t) una funcion de tipo superior 5 con 0 < 3 < 1 entonces h duplica

h(t , .
Y % es casi-decreciente.

Demostracion. Sabemos que existen una constante A positiva y un nimero real positivo
B <1 tal que h(st) < As”h(t) para todo s > 1, para todo t > 0, entonces en particular

tomando s = 2 la duplicacion es trivial puesto que

h(2t) < A2°h(t) Vt>0.
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Por otro lado para t; > t,, existe s > 1 tal que t; = sto, luego

hty) _ hist) _ y gahlts) ) Bit) |
tl Stg tQ 752
lo que concluye la demostracion. [

Lema 3.1.9. Sea 0 < 5 <1 y h(t) una funcion tal que % es casi-decreciente, entonces

la funcion h(t) es de tipo superior 8. En particular, h duplica.

Demostracion. Sea t > 0y s > 1, entonces

_ h(st), s h(t), s 5
h(st) = )7 (st)’ <C t_ﬁ(St) < C s7h(t).
Ademas, tomando s = 2, h duplica. [

3.2. Sobre los espacios bmo,,

En esta seccion estudiaremos condiciones suficientes sobre la funcion w de manera
tal que los espacios bmo, , sean equivalentes. Luego, aplicaremos este resultado a los
espacios variables vistos en la seccién anterior.

Utilizaremos un corolario extraido del trabajo de Franchii, Pérez y Wheeden, el cual
reescribimos en las siguientes lineas para mayor claridad adaptandolo a nuestra notacion

y cuya demostracién puede verse en [16].

Definicién 3.2.1. Sea 1 <t < oo, diremos que la funcién w satisface la condicion Dy si
existe una constante finita ¢ tal que para toda bola B = B(xz,r) y toda familia {B;} de

bolas contenidas en B y disjuntas dos a dos se cumple que
Z w(zg,r) rl < w(x,r) ™, (3.2.1)
donde z; y r; son el centro y el radio de la bola B;. Denotaremos con [|w|| al infimo de

las constantes ¢ para las cuales vale ((3.2.1]).
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Teorema 3.2.2 (Theorem 2.3, [16]). Sea By una bola. Supongamos que una funcién w
satisface la condicion D, para algin 1 <t < oco. Sea [ definida al menos sobre la bola

178y tal que para toda bola B tal que B C 178y,

ﬁ/B!ﬂy) — feldy < C || f]l,, w(z,r). (3.2.2)

Entonces, existe una constante ¢ independiente de [ y de By tal que

1 = 3ol pros gy < € Ml [ fllyy0 w(z, 177) . (3.2.3)

Corolario 3.2.3. Sea 1 < t < co. En las mismas hipdtesis que en el Teorema[3.2.3. Si

q satisface 1 < q < t, entonces existe una constante ¢ independiente de f y de By tal que

1 1/q
(@[glf(y)—fglqdy) < C w1 ], wlz,177). (3.2.4)

Con estos resultados, observamos que si tenemos condiciones suficientes sobre w de
manera tal que la condicién D; se satisfaga para algtn ¢, entonces garantizamos igualdad

de los espacios bmo,, , para todo 1 < ¢ <t. La siguiente proposicién refleja este hecho.

Proposicion 3.2.4. Sea w una funcion medible, casi creciente y que duplica en la sequnda

variable y tiene la propiedad de comparabilidad en la primer variable. Esto es, satisface

las condiciones [3.1.a), |3.1.0) y |3.1.c) antes mencionadas. Luego, los espacios bmoy,,

coinciden para todo 1 < q < 0.

Demostracion. Laidea es probar que para todo 1 < ¢ < 0o tenemos que bmo,, = bmo,, 4.
Por la desigualdad de Holder es trivial que bmo,, , C bmo,,. En efecto para toda bola B

de centro a y radio r tenemos

1/s
B [ 17w) = mafl < (ﬁ / If(y)—melsdy> < C wla,r).

Por otro lado, si f € bmo,,, por el corolario bastaria ver que w satisface la condicion
D, para todo g. En efecto, sea B una bola y {B;} una familia de subbolas de B disjuntas

dos a dos. Entonces

Zw(:ci,ri)qrf < C Zw(mi,r)qr?
i i
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< C Y w(z,r)r}
C w(x,r)* > |Bjl

<
< Cuw(x,r)B] = Cuw(x,r)ir".
Luego, puesto que w duplica en la segunda variable tenemos el resultado. O]

En la seccién anterior, vimos que la funcién w(zx,t) = t*~" H XB(@.t) || da lugar a

p/

los espacios Lipschitz variables £7 o() Para 1 < g < 00. Recordemos que dichos espacios

fueron definidos mediante las desigualdades (3.1.4) y (3.1.5) para ¢ =1y 1 < ¢ <

respectivamente.
Recordemos ademas del capitulo 1 que una funcién exponente cumple con las condi-

ciones de continuidad Log—Holder local y en el infinito si

Co
Jeg >0 p(x) —ply)| < ————— Va,ye R", 3.2.5
: [ bl (325
C1
IPoo,c1 >0 — Poo| L ————— VreR". 3.2.6

También recordemos que la notacién p € P indica que la funcién exponente p(-) sa-

tisface (3.2.5) y (3.2.6)). Los siguientes lemas muestran algunas consecuencias de estas

propiedades, las cuales seran necesarias antes de continuar con los demaés corolarios.

Lema 3.2.5. Sea p(-) una funcion exponente tal que 1 < p_ < p, < oo. Si p € P8

entonces existe C' > 0 tal que

HXB(IJ) ¢ <C HXB(y,t)

}p’ p() 7

para todo |x —y| <t y todo t > 0.

Demostracién. Notemos que si p € P°8 entonces p' € P8, Ademds (# =1- %.O Si

Poo)’ P
t > 1, por el lema tenemos

[y C 1B, 0)['77= = C [Bly, )] "7 = C ||x5

p/

x5 e
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Por otro lado, observemos que si | — y| < t entonces B(y,t) C B(x,2t), con lo cual para

t <1, por la observacién y por el lema |1.2.1| se tiene

1—— 1
HXB(ac,t) 0 < O |B(a,t)| B0
= ‘B(z’t)yl_p+(131(yqt)) ‘B(m’t)’p+(131(yqt))_p_(5(zyt))
< OBy, 1) =wEa (| B(x,t)|p7(B(x72t))—p+(B(w,2t)))Vp%
< C HXB(y»t) p()
con lo cual queda demostrado el lema. O
Lema 3.2.6. Sea p(-) una funcion exponente tal que p_ > 2. Sip € Plos  entonces

es casi creciente.

w(z,t) =" HXB(LEJ) ()

Demostracion. Debemos probar que existe una constante C' > 0 independiente de z, tal

que para todo t < s se verifique

tafn

IxBeoll, < C s [XBes (3.2.7)

()
Dividimos la prueba en tres casos.

a) Supongamos que 1 < ¢t < s. Por la acotacién de la funcién exponente y por el Lema

[[.2.9] la acotacién es inmediata. En efecto

’U)(.I',t) = tOl*n HXB(:B,t) ()
< Ot " he = C % e
< Cs% e = Cs* "5 b
< C s ||XBas) o = C w(z,s).

b) Supongamos que t < s < 1. Por la observacién y nuevamente por la acotacién

de p_ tenemos

W(Z‘,t) = Zfa_nHXB(z,t) ()
< Ctvr tnip—(;(z’t” = Ct

n

O o (B@)
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< (O s rmBED = (Y PrB@Ee)) gpyB@s)  p_(B@D)

Dado que B(z,t) C B(x,s) tenemos que p_(B(x,t)) > p_(B(x,s)). Luego, por el

Lema [1.2.1] y nuevamente por la observacién tenemos

1

w(z,t) < C s FEED (|B(x, s)[p-BEa)-p Bl
= (O s T EED

< C s> HXB(r,s) = Cuw(x,s).

(")

¢) Supongamos finalmente que t < 1 < s. El resultado es inmediato después de obser-

var las siguientes estimaciones.

w(x,t) =t*" HXB(J;J) o0) <C ta_L<Bn(mat>> <C.
C S C Saip%” S C s HXB(x,s) }p/(l) =C UJ(.CE, S) .
Con esto queda probado el Lema. [

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente

Corolario 3.2.7. Sea 0 < o < n y p(-) una funcién exponente tal que p_ > 2 y tal que

p' € D. Si ademds p € P8, entonces L, () = Qi,p(-) para todo 1 < g < oco.

Demostracion. El resultado es consecuencia de observar que por los lemas v 13.2.6],

la funcién w(x,t) =t*" HX B(x.t) satisface las hipotesis de la proposicién |3.2.4 [

(")

Este resultado contiene al caso constante conocido p = n/a en donde £, » = BMO.
En efecto, la desigualdad (3.2.1)) de la definicién se satisface trivialmente para este

caso.

Es importante destacar la importancia de las propiedades de la funcion w. Conside-

remos en R x Rt para 8 > 1, la funcién

1
log' ™" (3.2.8)

1
t) = — |1 1-6 .

la+t|

En el siguiente lema veremos que el espacio bmo,, 1 (R) es no trivial.
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Lema 3.2.8. Sea § € N tal que f > 1. La funcion
g(x) =
es localmente integrable en R. Mds aun, pertenece a bmo,, donde w es como en (3.2.8|).

Ademds g € L para ningin 1 < ¢ < oco.

loc

Demostracion. Dado que cualquier compacto esta incluido en una bola, basta tomar una

bola B centrada en el origen y de radio R > 0 y ver que

[ la@lds < oo

En efecto, sea B una tal bola, entonces

0 du R dx
/B|9(97)!d$ = (5—1)/_Rm+(5_1)/0 2/ log” (1)

] x|
R dz
=00 [
- 2(6_1)/1 dug

ulog” u
> d
log%U

donde se han hecho dos cambios de variables dados por u = 1/z y v = log(u). Por otro
lado, dado cualquier nimero 1 < ¢ < 0o, y R > 1/2 se tiene
1/2 dx
o)|9de > 2(6—1 _—
e = 260 [ ot

= 2(5—1)/ u P qy = oo,
1

og 2

q
loc

donde hemos hecho el cambio de variables u = log(i). Esto prueba que g ¢ Li _para
ningtin 1 < ¢ < oo.

Veamos ahora que g € bmo,,; dado que

r_}| Jls@) —ailae < ﬁ Js@l+la) o = 20l < Cuat). (329

basta probar que g; estd acotado por un miltiplo de w(a,t), para todo intervalo I =

I(a,t), con lo cual lograremos el resultado. Para ello, supongamos primero que I C R*.
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Entonces, si 0 < § < €, un cédlculo andlogo al que hicimos anteriormente nos permite

escribir

/5 dr /—log5 dv 1 1_B‘log6
_— = _— = v
5 xlogﬁ (L) “loge Vb 1— ﬁ —loge

- b () ()

Por otro lado, si I C R7, esto es 0 < € < 0, haciendo los cambios de variables

adecuados y observando que

0 <e<O = 0<—e< =0 = 0< —= < ——,

tenemos

Finalmente, si 0 < 0 < ¢, dado que

1 N\
lfm (1og1—ﬂ (—)) - (h’m <1og —>> ~ 0,
t—0+ t t—0+ t

tenemos
¢ dx i -t dx , ¢ dx
———— = lim ———— | + lim _
5 xlog5< ) 20" s zlog? <i> 20" e zlog? (ﬁ)
1 1 1
= —|log"™? (=) —log" P (—= )| .
5“1[0g <€> o 0

Haciendo, en todos los casos anteriores 6 = a —t y € = a + t tenemos

a+t
29| = 1 (x)dx = 1 log' " 1 — log'# 1 = w(a,t)
g1 g L S I S 1)

t Jat
Por lo tanto, volviendo a (3.2.9) tenemos que g € bmo,,. O]

Observemos que bmo,, , C L{ . En efecto, si B es una bola cualquiera entonces

/Blf(:c)l"dx < /B(If(:c)—f3|+|f3|)q i
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IN

2q/ (1f(x) = f8)* dz + |f5]" | B]
B
< C2%w(a,r)" Bl +[fp]"|B] < oo.

Luego, por el lema anterior concluimos que g ¢ bmo,, , para ningin 1 < ¢ < 0.

3.3. Caracterizacion puntual de funciones en bmo,, ,

Estudiaremos en esta seccién las condiciones sobre la funcién w : R* x R, — R, bajo
las cuales tenemos una representacion puntual para las funciones en bmo,, ;. Inversamente,
estudiaremos cudndo una tal representacién, implica que dichas funciones pertenecen al

espacio. Las siguientes dos proposiciones establecen esta caracterizacion.

Proposicién 3.3.1 (Condicién Puntual). Sea w(x,t) una funcion medible tal que existen
constantes 0 < A y 0 < B < 1 de manera que w(x,st) < As?w(x,t) para todo s > 1,

r € R" yt>0. Para toda funcion f en bmoy 4, para algin q € [1,00), se tiene que

2e=vl(x, 1) + w(y, t)
t

@) — FW) < C |fl. / i (3.3.1)

para cast todos x,y € R™.

Demostracion. Para probar (3.3.1)) tomemos una funcién f € bmo,, y puntos de Le-
besgue = e y en R" de f, con x # y. Considerando las bolas B = B(x,|x — y|) v

B' = B(y, |z — y|), tenemos

1f(x) — f()| < |f(x) —mpf|+|f(y) — mp f| + |mpf —mp f| < T+ 11+ 111,

Estimemos cada término por separado. Definamos, para ¢ = 0,1,..., las bolas B; =

B(z,2 "z — y|) de manera de expresar a B como unién de coronas disjuntas, esto es:

B =J;2y(B;\Bi+1). Luego

|[f(@) =mpf] < lim (If(éﬁ)—mBmeZ!mBmf—mBif!)

m—r -
=0

(o]
= Z ‘mBiJrlf - mBzf‘
=0
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< o> (1B [ 156 - mafra)
1=0 g

< C Hf||qu (2,27 |z —yl)

“tz—y| 271' T—y
c Hf||wq2/ v g

i=Ha—yl

IN

Es claro que para cada t tal que 27 Yo —y| <t < 27z — y|, existe s € [1,2] tal que

st = 27|z — y|. Luego
w(z, 27z —y|) = w(x, st) < AsPw(x,t) < A2Pw(z,t) = C w(x,t).

Con lo cual

eyl w( )

f@)—maf] < C |rf||wq2 / L (332

‘x vl x,t
< CIfl, / %dt-

Andlogamente se estima I obteniendo

=l w(y, t)
t

dt .

) = msl < € lflg [

Por tltimo, observemos que por el lema la funcién w duplica, entonces denotando

2B = B(x,2|x —y|), es claro que B’ C 2B. Luego

mpf —mp f| < |mpf—mopf|+|mpf—mopf]

B [ 1) = mapflaz+ 1817 [ 17() = manfld:

IN

< 2”|QB|‘1/B|f(z)—m23f|dz+2”|2B|‘1/ F(2) — map fld=
2

2B
20e=yl 4, z,t
<, [ M

t

Con esto queda probada la estimacion para 1] y con ello la desigualdad (3.3.1)). O

Observacion 3.3.2. Si suponemos que la funcién w duplica y es casi creciente en la segunda

variable, propiedades enunciadas en la seccién anterior en [3.1.a) y [3.1.b), también es
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posible obtener una estimacién puntual para funciones en bmo,, como en (3.3.1). En
efecto, en la desigualdad (3.3.2), para t € (27" !z — y|,27/|z — y|) tenemos

w(z, 27"z —y)) < Cw(@, 27 o —y|) < C w(a,t),

con lo cual es posible armar la integral del lado derecho de la expresion puntual.

La siguiente proposicion establece en algiin sentido un resultado reciproco al anterior.

Proposicién 3.3.3. Sea w(x,t) una funcidn medible que duplica en la sequnda variable,

sequn|3.1.b). Supongamos que para algin 1 < q¢ < oo la funcion

B "w(z,u) I
wq(l’ﬂ“) _/B(a;,r) (/0 Tdu> dza

es finita para x € R™ yr > 0. Si f es una funcion medible que satisface una desigualdad

puntual del tipo

2y=2l 4y w(z
fly) - fz)| <C / (1) +w(z 1) dt (3.3.3)

0 t
para casi todos y,z € R™, entonces f € bmog, o(R"), donde

i)

rn

(o) = (
Mas ain, si existe una constante C independiente de x y de r tal que
Yoz, r) < C r"w(x,r)?, (3.3.4)

entonces f € bmoy, 4.

Demostracion. Observemos que la finitud de 1,(z, ) implica que fOT @ dt < oo para

casi todo y € R™. Luego, si f satisface (3.3.3]) entonces es localmente integrable. En efecto,

para R > 0y casi todo y € B(0, R)

/ |f<z>|dzs/ F@)ldz + / ) — F(2)]dz
B(0,R) B(0,R) B(0,R)

2y—=| w(y,t) +w(z,t)
< f()] B, B) +C / o / el g g

< 0.
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Ahora veamos que f € bmoy, 4. Para ello probaremos que para una bola B = B(z,r)

1 . (%/BU‘(@/) —me|"dy)é <C, (3.3.5)

donde C' es una constante independiente de B y f. En efecto

/B ) — maf| dy

< G o - 2| dz>qy q
Iy s
C/W(/WW/WW 0w
Ny D
o (L5200 o)
([ 0y ([ 25000)),

Aplicando la desigualdad de Holder en el segundo sumando podemos afirmar que

dt

IN

IN

/ () — mpf|" dy
B

4r q 4r q
e (L[ ) v ([ ) )
B 0 4 B 0 t
4r q 4r
c(/(/ —w<’t>dt) dy+/(/ (Zt)dt> dz).
B 0 t B 0 t
Ambos sumandos son idénticos, luego por la hipdtesis sobre w tenemos
4r q
/\f(y)—me\qdy < C/(/ w(z’t)dt) dz
B B 0 t
r q
C / (/ w(z, 4u) du) dz
B \Jo u
T q
C / (/ —Aw(z,u) du) dz
B \Jo U
r q
< C/ (/ Mdu) dz
B(z,r) 0 U

= C y(z,r).

IA
<

IN

IN
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De aqui es clara la desigualdad (3.3.5)). Si ademads se satisface (3.3.4)) entonces la desigual-

dad anterior permite afirmar que

[ 1@ = mafltdn < € o) <t

B(w,r)

de donde f € bmo,,, como querfamos demostrar. O
Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.3.4. Sea w una funcion medible casi creciente y que duplica en la sequnda
variable. Si para algin q € [1,00) se satisface la desigualdad (3.3.4), entonces bmo,, =

bmoy, s para todo 1 < s < q.

Demostracion. Es claro, por la desigualdad de Holder, que bmo,, ; C bmo,,. Por otro lado,
si f € bmo,, por la proposicién [3.3.1] y la observacién [3.3.2], f satisface una desigualdad
puntual dada por (3.3.3)), en la cual el lado derecho es finito c.t.p. puesto que w satisface
. Ademas, esta ultima nos permite probar, aplicando la desigualdad de Holder, que

dada una bola B de centro a y radio r, tenemos

=) o= (L] 20 ) ()"

C w(a,r)*|Bl+|B|'"s

IN

IN

< Cw(a,r)®r".
Por lo tanto, por la proposicién f € bmo,, s que es lo que querfamos demostrar. [

De acuerdo al teorema anterior, para una funcién w con las propiedades mencionadas,
si se verifica la desigualdad , tenemos una caracterizacién puntual para los espacios
bmo,, ,. Mas atin, todos ellos coinciden. Observemos que este resultado se obtuvo en forma
general y con otra técnica en la proposicion [3.2.4]

El siguiente lema brinda condiciones suficientes para garantizar la desigualdad ((3.3.4)).

Lema 3.3.5. Sea w: R" x Ry — R, una funcion tal que

a) w(z,sr) < Cs"w(x,r), para algin v > 0 y para todo s < 1;



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

3.3 Caracterizacion puntual de funciones en bmo,, 4 65

b) w(z,r) < C w(y,r), siempre que |v —y| <,
entonces w satisface la condicion (3.3.4) para cualquier 1 < q < oo.

Demostracion. Sea B = B(x,r), entonces

AVE D /BE

IA
Q
SR
/~

IN

I
ST
g

&

2
YQ

3

Esto demuestra ((3.3.4)). O

Bajo las hipétesis mencionadas, las proposiciones y en conjunto establecen
una caracterizacion puntual para los espacios bmo,, 4.

Si w = 1 el espacio bmo,, es el BMO usual. Tal funcién satisface trivialmente las
hipétesis de la proposicion [3.3.1] pero el lado derecho de la desigualdad puntual no es
finito. Esto concuerda con el hecho conocido de que el espacio BMO no tiene una repre-
sentacién puntual.

Como vimos en la seccién anterior, la funcién w(z,t) = t*" H XB(:r,t)Hp/ () genera a
los espacios Siﬁp(.) para 1 < g < oo. En lo que sigue enunciaremos las proposiciones
anteriores para este caso y analizaremos condiciones suficientes sobre p(-) para obtener

representacién puntual.

Proposicién 3.3.6. Sea 0 < a <n y p(-) una funcion exponente tal que p' € D (defini-
cion m) Sip € P8 entonces para 1 < ¢ < 0o y toda funcién f € Sgé,p(.), eriste una

constante C' tal que

2l [[xs@olly + sl d
@ =51 <C Wl [ 0 o f o 5a
»PL 0

tTL—Ol
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para cast todos x,y € R™.

Demostracion. Dado que p' € D

w(x,2t) = (2t)* HXB:czt) , <o

—Cw(:c t).

Por otro lado, por el lema 3.2.6, w(z,t) = ¢*7" ||xpl|, ., es casi creciente para cada x y
por la observacién se obtiene la estimacién puntual ((3.3.6)). O

Lema 3.3.7. Sea p(-) una funcion exponente tal quep_ > %. Sip € Plo8 entonces existe

una constante C' > 0 tal que

/0 —tm d? C—HXB;Z’?JPI(')7 (3.3.7)

para todo r > 0 y para todo x € R™.

| /\

Demostracidn. Supongamos primero r < 1. Por la observacién 2.1.7, para todo z € R

fijo se tiene

/T HXB(CCJ) p() dt < / |B(z t)| (B(z 1)) dt

m
o "|B(x,t)] P+ |B(z t)|p+(31(z,t)>7p—(31(zvt)) @
tTL (0% ’ t

IN

1
|B(z,t)| P+ BEm dt
< p—(B(z;t))—p+(B(w,t)) -
= / t" a <‘B(x 2l ) ¢

Por el lema el factor del pentultimo renglén siguiente esté acotado. Entonces

/—dt < C / T REEm gy
0 e t 0

T
< C / AT mE L gy
0

= O r* P BED (Tp+<s<m>>‘p,<3<w)>)

C HXB(CE,T) () '

rnfa

Donde nuevamente, hemos usado la observacién [2.1.7] Por otro lado, si 7 > 1 dividimos

la integral en dos partes

" Dl dt Dl dt " Dl dt
/ ol de _ / My at /—‘ @Ol @ (338)
0 tn—a t 0 tn—a t 1 tn—a t
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Para el primer sumando, por la estimacién anterior, se verifica

! HXB(M) p() dt
n—a n MHipey = C.
ot t P
Ademas, si mostramos que r"~* < (' ||XB(W) o) entonces
( ; ) /(. dt s /(.
/ AL A0 R < C Rabida. A0 (3.3.9)

En efecto, puesto que ap_ —n >0y (p_) = (p')+ (ver observacién [2.1.7)), resulta

| < gern _ leemB )i / pla=me-) gy
B(z,r)

/ ’ T P (y)
= C/ rle=m )+ gy < C/ PP W) gy = C/ <Xg3(;))> dy,
B(z,r) B(z,r) n \ T\

lo que significa que 7"~ es una cota inferior para HX B(zr)

()’
Para el segundo sumando, teniendo en cuenta el lema la estimacion es inmediata

" Dy dt B(z =
/ Ixseolly dt < / 1Bz, )7~ (3.3.10)
L fn—a t tn a t
< / e Nt
1
< O ra—i ‘ ) p/(')
- - pn—o ’
Asi, de (3.3.8)), (3.3.9) v (3.3.10) se sigue (3.3.7)). O

Proposicién 3.3.8. Sea p(-) una funcion tal que p— > 2 yp' € D. Supongamos ademds
que p € P8, Entonces, toda funcion f medible que satisfaga una desigualdad puntual del

tipo

) pl(') dt

22l | XB,
If(y)—f(Z)ISC/O Peswnlly

tn—a+1

para casi todos y,z € R", pertenece a £ o() Para cualquier 1 < q < oo.

Demostracion. El lema asegura que

/H | dt
——<oo
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para todo x. Por otro lado, para 1 < ¢ < oo fijo, nuevamente por los lemas y

q q
" NIXB(zu) ||,y d XB(z,7) ||/

/ /”n—a“)—“ | ol .
B(z,r) 0 u u B(z,r) r /

< C (T‘ain HXB(z,'r) () >q Tn7

con lo cual se verifica la desigualdad (3.3.4). Luego, por la proposicién se tiene que

tenemos

fegl? () due es lo que queriamos demostrar. O

Corolario 3.3.9. En las mismas hipdtesis del corolario anterior, £, ) = L7

ap(") para

todo 1 < q < o0.

Demostracion. Seguiremos el esquema del teorema W En efecto, es trivial que £7 o) C
Laop(y- Por otro lado, si f € £, ), por la proposiciéon satisface una desigualdad
puntual como en (3.3.6). Finalmente, por la proposicién se tiene el resultado. [

Como dijimos, estas condiciones son suficientes pero no necesarias para garantizar
igualdad de espacios. Utilizando la teoria de funciones a valores vectoriales podemos rela-
jar las hipdtesis de continuidad obteniendo una coleccién menor de espacios equivalentes.

Esto se ve reflejado en la siguiente

Proposicién 3.3.10. Sea 0 < a < n y p(-) una funcion exponente tal que p_ > %.
Supongamos ademds que p' € D. Entonces, si f es una funcion medible, las siguientes

condiciones son equivalentes

a) f < Sa’p(.).

b) f satisface una desigualdad puntual del tipo

o X5

2=yl || X B(a.t) (o dt
@) - swl<c [ )P0 &

t

para casi todos x,y € R".
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Demostracion. Que @ implica @ se sigue de la proposicién [3.3.6, Supongamos ahora que
@ se cumple para una funcién medible f. Sea r > 0 y ¢ un punto de R™. Consideremos

la bola B = B(xg,r). Probaremos que

[ 1£@) = mafldz < |BIF xal ., (33.11)
B

para una constante C' independiente de B. Para ello, observemos que por las hipétesis

sobre f y p(-) resulta que

[ 1#@) = maslda

< |f(x y)| dy dx
=/, [
B (@) [l () Dllpry dt
< C — P — | dyd
- \B!/B/ (/ tn—a ;| v
4r 4r XB i dt

< C// C'// H (y Ly
< C// dt

0 B

) p/(~) dl‘ W :

Luego, para un ¢ > 1 finito a elegir, por la desigualdad de Holder tenemos

L7 ¢ dt

[ 1@ = meflar < c s [ )"
B 0 B tn—a+1

1 " o dt

< C|B|7 / (/ X0 (@) e[ @)

0 R™

tnfa+1
1 (7 T dt
¢ ’Bw/o (/R IPesteon (@xse0 Ol dx)qt”—antl'

Entonces, con notacién de espacios de funciones a valores vectoriales, podemos escribir

IA

dt

W, (3312)

[ 1) = maflde <€ 1B [ xnenn @xeenl)

' ()

donde la variable x corresponde al espacio L9 y la variable z, al L”’(). Dado que el dual

topoldgico de L‘ép,(_ es LY 1o, Se verifica
HXB(xo,r) (x)XB(x,t)(Z)HLq = sup / / XB(xo,r) (‘T)XB(z,t)(Z)gt(xv z)drdz.
P’ () Hgt(m,z)Hqu <1 JR™ JR™

()
Observemos que para 0 < ¢t < 7 fijo y « € B(x,7), si XB@o(r) = 1 entonces

XB(zo,2r)(2) = 1 para todo z € B(x,t). Ademas, xp@(2) = XBen(x). Con lo cual,
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usando nuevamente la desigualdad de Holder en el contexto clasico con ¢ y el hecho que

p' € D, tenemos

eson@xpen (Gl < sup / XB(a0n)(2) / Nb(e) (@) e, 2)] dr 2
¥/ () lge (@) o <1JRr R"
p()
<c s [ et
lge(@2)l oy <1JB(wo,2r)
p()
< Ctr s xseoan | oz 2l
lge (@2 o <1 Ld
p()
< CtEHXB(IOJ“) 20 sup ”gt(LZ)HLP(-I)-
lge(.2)1, o L4
p()

Elegimos ahora ¢ tal que 2 < ¢’ < p_. Por esta cota superior para ¢’ y por el Teorema
(Desigualdad de Minkowski para integrales) podemos acotar el dltimo factor de la

desigualdad anterior y concluir que

|’XB($O,T)<$)XB($7t)(Z)HL‘I o < Cte HXB(OCO,T) () sup ||gt(x,z)||Lq/ o
LP Hgt(x,z)lqupr(‘) Lp
< Ot [xBeon|l g - (3.3.13)

Ahora, dado que ¢ > % s y s6lo sf 0 < % —n + «, volviendo a la desigualdad (3.3.12)) y

denotando ahora con B a la bola B(xg,r), tenemos

1 [T dt
/ |f(x) =mpflde < C|B|7 / ||XB(zo,7")<$>XB(x7t)(z)HLq s
B 0 r' ()

F Ny
< C Il 1B [ £
0
L a2
= C Il 1BI7r
= C Il 1B

Luego, f € £, () como querfamos demostrar. O]

La proposicién anterior nos afirma que si la funcién exponente no tiene las propiedades
de continuidad, atin es posible obtener una representacién puntual para £, p(.). Al relajar
las hip6tesis sobre p(-) es de esperar que los espacios Ei’p(') no coincidan para todos los
valores de ¢; sin embargo, esto si ocurre para un determinado rango. El siguiente corolario

refleja esto con mas detalle.
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Corolario 3.3.11. Sea 0 < a < n y p(-) una funcion exponente tal que p_ > %. Si

p' € D entonces los espacios Sz’p(,) coinciden para todo 1 < s < —*—.

Demostracion. El resultado se logra aplicando un razonamiento analogo al visto en el

corolario [3.3.9] pero con la funcién w(z,t) = t*" HXB(z,t)

o) Sélo bastaria probar que

se verifica la desigualdad (3.3.4) para 1 < s < —*—. Utilizando la estimacién (3.3.13)) de

la proposicién anterior para la norma de funciones a valores vectoriales, observamos que,

n

para una bola B = B(z¢,7) y 1 < s < -, aplicando la desigualdad de Minskowski

integral en el contexto clasico y luego el Teorema [1.1.3, tenemos

ta—n—l XB(z , dt) dm
L[ e ool
1 s
< (/O (/B t(a*nfl)SHXB(m,t) 70 dx) dt)
— (/ pa—n—1 HXB(xo,T)(l’)XB(z,t)(Z)‘ Lo dt>
" p' ()
< C (/ ta_n_lt% . dt)
0 p
s r a7n71+% s
() </0 t dt)

(a—n)srn

X B(zo,r)

= C HXB(JC(),'I’)

(") "

= C (HXBHp’(-) T(a_n)> .

= O HXB(I(),T‘)

Por lo tanto, los espacios £° | coinciden para todo 1 < s < -~ como queriamos
a,p(*) n—o

demostrar. n

Es importante destacar que las funciones en £, ) poseen un cierto grado de suavi-
dad local dependiente del comportamiento de p(-) relacionada, en algin sentido, con las

condiciones Lipschitz usuales, como veremos en el siguiente lema.

Lema 3.3.12. Sea 0 < o < n y p(-) una funcién exponente tal que p,. > 2. Sea Q2 el
mayor conjunto tal que p_(Q) >~ y B = {B(x,t) : B(x,2t) C Q}. Sip’ € D para toda

bola B € B, entonces existe una constante C' tal que

F@) = I < C Ifll,,, l2— ol 70,
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para toda funcion f € L,p) y casi todos x,y € B con B € B y |B] < 1, donde
C=C(p(-),n,a).

Demostracion. Sea f € £4 (). Sea B € B una bola de centro x y radio r tal que |B| < 1.

Tomemos x e y puntos de Lebesgue de f en B. Por el corolario [3.3.6) sabemos que

p() T X

20291 || X Byt vy dt
)= 11 <€ Wl ., | ) e &

t Y

para casi todos x e y en B. Usando el cambio de variables ¢t = 4u y luego la condicién D

sobre p’ tenemos

zle—yl HXB( 4u) + HXB(
2 x,4u) ||/, yduw) ||y du
B < C P () ()
[f(@) = [yl < C IS, /0 (du)—o o
sle=yl || X B(a,u) + || XB(y,u) d
2 T, u /(. U /(.
< C|fl | () e H”” a (3.3.14)
Sayp(» 0 un—a u

Observamos que para todo z,y € B(zg,7) y para todo 0 < ¢t < 3|z — y| < r se tiene
B(xz,t) C B(xo,2r) =2B y B(y,t) C B(x,2r) =28,

en efecto, si z € B(z,t) y w € B(y,t) entonces

|z —xo| < |z — x|+ |z — 20| < t+7 <21, |lw—x0| < |w—y|+ |y —x0] <t+7r <2r.

Ademas, como |B(z,t)| < 2"|B(xg,r)| < 2" y andlogamente |B(y,t)| < 2", por la obser-

vacion [2.1.7| sabemos que

< C|B(x t)|1*7p_<31<z,t>> < OB — O PGB
o S ’ = ’

X80

y de la misma forma

||XB(y,t) () < Ctn_ﬁ )

Retomando ahora la desigualdad (3.3.14)) concluimos

l‘x—y| HXB( t) + HXB(

2 x, /(. yvt)

f(x) = fly)] < C ||sta,p(.)/ p(infa
0

3lz—yl t”*p_&B) + t"*p_?zB) dt

< C
< e, | st :

p'() @
t
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sle=yl
= C Hsta,p(A)/O 2 mEm T gy

= Cfle

que es lo que queriamos probar. [

En el lema anterior la hipdtesis p’ € D permite tener un exponente mas ajustado en
la condicion Lipschitz. Sin embargo y como veremos a continuacién, si p’ € D, siguiendo

los mismos pasos de la demostracién de la proposicién [3.3.1] tenemos

dt
|f(x) =mpf] < C ||f||ga,p(,)/ t"—a ;
0
Por lo tanto
)+ lIxseanlly dt

2=yl ||XBaan||
@) = F@)I < C ], . T -
VORI t t
Luego, para 0 < ¢t < 2|x — y| < 4r tenemos que B(x,4t) C B(x,16r) C B(xq,17r), con
lo cual

F@) ~ F@I <C fle, Jo -yl 70,

para casi todos z,y € B. Es decir, el exponente Lipschitz empeora y el conjunto de bolas

para las cuales vale la estimacion es menor.

Con respecto a la suavidad local, debemos mencionar que muchos trabajos se concen-
tran en el estudio de los espacios de funciones con suavidad local variable. Una de las
primeras generalizaciones de los espacios Holder H?, con 0 < A < 1, data de 1995 y es
[36], de Ross y Samko. Aqui, los autores definen para un intervalo 2 = [a,b] C R, con
—00 < a < b< ooy Az) una funcién tal que 0 < A(x) < 1, el espacio H*®) () como el

conjunto de las funciones tales que
|f(x+h) = f(2)| <C WM, 2,2+heq.

Luego, estos espacios han sido definidos sobre dominios acotados de R™ y con distintas
métricas (ver por ejemplo [14], [2],[3]).
En particular, a continuacion presentamos una interesante conexion de nuestro trabajo

con resultados de [I3]. Para ello, en primer lugar, introducimos la siguiente
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Definicién 3.3.13 (Definicién 2.4 en [14]). Sea © C R™ un conjunto acotado y ~(-) :
Q — [0,00) una funcién. El espacio Holder de exponente variable C%7)(Q) es definido
por

CO70(Q) = {u € COQ): [ul, = sup LD ZUO +oo} ,

z,y€Q,x#y ’l‘ - ylw(ac)

con la norma |[ul| core) = ulco@) + [u]y().a-

Es facil ver que para todo z,y € ) se tiene que
u(z) —u(y)| < C |lullgoqo e =y, vy Ju@) —u(y)| < C Jullgoao &=y

Es importante observar que como corolario de nuestro lema |3.3.12] podemos lograr
resultados de suavidad local similares a los contenidos en el Teorema 5.4 en [13], como

vemos en el siguiente

Corolario 3.3.14. Sea Q2 un conjunto acotado de R™. Sea p(-) una funcion exponente
que satisface la condicion de continuidad local (3.2.5)), con p(x) > n para todo x € Q. Sea
feLPO(Q)NCYR) con |[Vf| € LPO(Q), entonces existe una constante C tal que

1—_n_
|f(@) = FWI < C IVl le =yl 7,

para todos x,y € B, tal que 2B C Q, |B| < 1.

Demostracion. Notemos que por el lema [3.3.12] y el lema |1.2.1] tenemos

£(@) = S < C 1fll,,, foe— o] 75

Entonces, sélo necesitamos probar que || f|¢, o S C [[IVfI|,q- Para esto, usando una

conocida desigualdad puntual

o) - pal <0 [ L

(ver [1§], lema 7.16), tenemos que

[ -pslar < o [ [ O q
<o e[, )

1
< C B+ [V Ixsly

donde hemos usado la desigualdad de Holder generalizada. O]
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3.4. Algunas observaciones

Es innegable que una acotacién puntual del tipo de la que acabamos de probar, esto

es, para alguna funcién 7 : R® x R™ — R*

£(@) = FWl < C (na |z = yl) +n(y.le = y)).

adquiere mayor importancia cuando el lado derecho garantiza continuidad de las funciones
del espacio. Esto puede darse de varias maneras, por ejemplo en el caso de funciones n(x, t)
que sean continuas en la primer variable, con n(z,0) = 0 para todo = y que satisfagan que
la aplicacién t — n(z,t) sea continua a derecha en cero para cada x. Para la generalizacién

de los espacios Lipschitz integrales, la funciéon que consideramos es

) = [ 8 g,

u

y para garantizar la continuidad sera suficiente suponer por ejemplo, para una familia
{E;}32, de bolas, cubrimiento de R™ con solapamiento acotado (esto es: ) xpg;(7) < m
para todo z y algin m € N), la existencia de funciones g; : [0,1] — R™, tales que

w(z,-) < C g;(), para todo x € E;, con
1
i(t
/ gJT()dt<oo. (3.4.1)
0

En efecto, por la proposicién [3.3.1] el conjunto de puntos que verifica la desigualdad
puntual es denso; por lo tanto para y € R” fijo, existe una sucesién {y,}>2; en
dicho conjunto que converge a y. Entonces, si consideramos k y [ suficientemente grandes
se tiene que |yr — y;| es suficientemente pequeno, y asi el valor de la integral en (3.4.1)
es arbitrariamente pequeno. En estas condiciones es claro que existe un jy tal que y e y;

pertenecen a una bola F; , con lo cual

Jo?

2lyk—yil 4, W
1fu) = fw)| < C/O (y’“’t);r wt) 4

. /2|yk—yz| w(yk,t) dt /2|yk—yz| w(yl,t) ”
B 0 13 0 13

2lye—wil .
= C/ gjO(t)dt < €.
0 t
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o0
n—

Por lo tanto, la sucesién {f(y;)} _, es de Cauchy y converge, digamos a un valor f(y).
Ademas, si {y},}>°, es otra sucesién de Cauchy que converge a y, entonces |y, — y,| < €

con tal de tomar n suficientemente grande. Con lo cual
lm | f(y;,) = f(y)] < Mm [f(y,) = f(ya)| + Mm |f(yn) = fy)| = 0.
Jj—o0 j—o0 j—o0

Luego, es claro que la funcién coincide en casi todo punto con una funciéon continua.

con p_ > 2, podemos con-

Observacidn 3.4.1. En el caso w(z,t) = " ||xp(. ()
siderar la bola B; = B(zj,2n), donde z; € {i,i€Z}" y definir g;(t) = A
para 0 < t < 1. Luego, para cada x elegimos z; tal que dist(z,z;) sea minima. Asi,
dist(z,z;) < v/n/2, y B(z,t) C B; para todo 0 < ¢t < 1. Por la observacién [2.1.7]

tenemos que

w(z,t) =t ||XBs .

0 <C ta—”{“m
< C " TIE = O 0TI = € gy(t),
Por otro lado, el rango de la funcién p(-) asegura (3.4.1]), con lo cual sabemos, de (i3.3.6)

que toda funcién f € £, ) posee una representante continua.

Volviendo a la condicién puntual dada en (3.3.1)), veremos ahora que la hipétesis de
la finitud c.t.p. del lado derecho no es suficiente para garantizar la continuidad de las
funciones del espacio. Mas precisamente, si tan solo existe un punto, digamos zg, para el

cual

t

1
t
/Mdt:m,
0

entonces es posible definir una funcién que pertenece al espacio y no es continua. Mas

aun, las funciones en estos espacios no admiten acotacién puntual del tipo

£(@) = F)] < € (n(a.le =y +nly. e = o))

para ninguna funcién 7. Las siguientes proposiciones daran maés claridad a lo antes men-

cionado.

Proposicién 3.4.2. Sea w(x,t) una funcidn no negativa, que duplica y es casi-creciente

en la sequnda variable, que satisface w(x,t) < C w(y,t), siempre que |x — y| < t y tal
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w(z,t)
t

es casi-decreciente para todo x € R™, entonces para cualquier punto xoy de R",

! dt
oo () :/ </ w(z1) dz> o
0 le—wo| \JB(zo,t) tntl

estd en bmo,,. Mds aun, veremos que existen dos constantes positivas C7 y Cs tales que

que

la funcion

1

O, < - hae (1) — Msamhae | dy < Cy | 3.4.2
1_53]15111(%70)7’”/3(;5,7«)' o(¥) = Miarhao| dy ’ ( )

para todo r > 0.

Demostracion. Observemos primero que h,,(x) < oo para todo punto = # xq. En efecto,

dado z, para un entero m tal que 27 < |z — x|, tenemos

! dt ! t
B () :/ (/ w(z,t) dz) — <C w(zo,t) dt
|z—xol B(zo,t) tr |z—zo| t

w(wo, t)

1
<C dt < C m sup w(zo,t) =C mw(xy,1) < co.
9-m 0<t<1

Probaremos entonces que h,, es localmente integrable. Para ello, veremos que si x # x

y 7 > 0 tenemos

1
T /B( )/B( ()~ ha ()] =y < o0, (3.4.3)
con lo cual
/( )|hx0(y)—hx0(z)|dz<oo ct.p.y € B(z,r),
B(x,r

y asi

EL(JMMwMySL%)MW@W—MJ@M%HBQWNWWQN<ML

Por otro lado, si © = x, tomando cualquier punto de B(xg,r) distinto de o, digamos s

[ hawlays [ <o
B(zo,r)

B(s,2r)

Probemos entonces ([3.4.3). Consideremos x # xy, r > 0 fijos y la bola B(z,r). Sea

T—x0
|lx—x0|’

a=x+r esto es, el punto més alejado de la bola respecto de xy. Dado que xg, x

y a estan alineados se tiene

la — x| =la—x 4+ —20| =|a— 2|+ |x — 20| =7 + | — 0] .
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Luego

)
. My () — Ty (2)] dz dy (3.4.4)
’B(.T,T>| B(z,r) J B(z,r) ’ ’
< 9 / g () — g ()] ly
B(z,r)

! dt ! dt

< 2/ (/ w(z,t) dz) — —/ (/ w(z,t) dz) —| dy
ly—zol \JB(ao,t) ¢ ja—zo| \J B(ao.t) t
|x—x0|+7 dt

= w(z,t) dz> —dy

/ x r /y xo‘ (/B(xo,t) 14 1
< 2 w(z,t Yy —, 3.4.5
0 B(zo,t) trtl

B(zo,t)NB(z,r)
donde hemos utilizado el Teorema de Tonelli para intercambiar el orden de integraciéon de

las variables. Basta entonces acotar la iltima integral. Para ello consideramos dos casos.

I: | —xo| <2r.

Debido a que las variables de integracién verifican
0<t<|z—mxo+r<3r ly — zo| < t, ly —z| <r,
entonces, para todo z € B(zg,1), tenemos
|z —z| < |z —xo| + |0 — x| <t +2r <br.
Por las propiedades de w se tiene
w(z,t) < C w(z,5r) < C w(x,br) <C w(x,r).

Luego, de los cdlculos anteriores, voviendo a la desigualdad ((3.4.5))

1 o
- |hao (Y) — hay(2)] dz dy
’B(i[), 70)| B(z,r) J B(z,r) ’ ’
lz—a0|+r dt
2/ </ w(z,t dz) dy —
0 B(xo,t) ( ) g

xo t)ﬂB

dt
<o fTuen ([, )
B(zo,t)NB(z,r) t
< > dt
B(zo,t)

IN
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3r
< C’w(;v,r)/ t"tdt = C r"w(z,r) < 0.
0

IT: |z — x| > 2r.
Observemos que si t < |z — x| — 7 entonces la interseccién B(xg,t) N B(x,r) = 0.

En efecto, si existiera y en la interseccion entonces
v — x| < |z —yl+|ly—x0| <TH+t<|Tr—20| =7+ 7 =|T — 20/,

lo que es absurdo. Asi tenemos

[ M) = ha(@)ldy
B(z,r)
|lx—zo|+T dt
< z,t)dz | dy
/ /B(:po,t)ﬂB:pr (/(:vo,t) w(z1) ) e

|z—z0|+r dt
_ / ( / w(z, 1) dz) dy—rr  (346)
|x—x0|—T B(zo,t)NB(z,r) B(zo,t)

Ahora bien, para |x — x| — r <t < |z — xo| + 7 se sigue

v — x| 1
t>|x—x0|—r>|93—:U0|—T:§|$—x0|,

|v — x| 3
t<|z—xzo|+7r <l|r—ux0| + 5 :§|x—:c0|,

con lo cual t ~ |z — zo|. Ademds observemos que para todo z € B(zg,t) y t €

(|z = zo| — 7, |x — xo| 4+ 1) se verifica
3
|z —z| <|z—xo| + |z — o] <tH+ |z — 20| < §|x—:170|+|x—x0| < A|x — x|,
con lo cual, por las propiedades de w,

w(z,t) < Cw(z,4lx —xo]) < C w(z,4x — x0|) < C w(z, %|m —zo|) < C w(x,t).

Finalmente, de (3.4.6]), como w(zx,t)/t es casi decreciente

|x—xo|+T "
[ o) = hafalldy < / / vt g i
B(z,r) |e—zo|—r J B(zo,t)NB(z,r) t

\

x—xo|+r l’ 7”

dy dt

IA

|x—x0|—7 (z,r)
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|x—z0|+r
o ([ ) e
|z—z0|—7 r

= Crw(z,r) < oo.

Con lo cual

1
W/m )/B( >|hz°(y)_hx°(z)|d2dy < Cr'w(z,r) < oo,

De las estimaciones en [[ ]y [[T ]y de la desigualdad

1
o (4) — ey oo dy < —/ / oo () — by (2)] d= dy
/B(m,r) ’ () o |B(£IZ,T’)| B(z,r) J B(z,r) ’ ’

tenemos que

1
B fo Vi) = oty < C, (3.47)

donde C' no depende de r, de x ni de xy3. Tomando supremo sobre z € R” se tiene la cota
superior en (3.4.2)). Asi, es claro que h,, estd en bmo,. Para probar la otra desigualdad

observamos que para una funcién arbitraria f y una bola B en R”

//!f y)| dy dx
< //|f —mpfldyds+ [ [ mnf = )] dyds

— 2B| [ |f(e) = mafldo.

Entonces
sup ! i / |hwo (y) — MpB(z,r) hmo| dy
zern W(T,7) " J (g0 ’
UJ((L’(], T) T B(zo,r) ’ o ’
>

1 1 / /
hao(Y) — hey(u)| dudy
7”) rrrnt B(zo,r) B(xo,r)‘ ’ ) ’ )
1

|h$0 (y) - hﬂﬁo (u)| du dy .

ly—zol<} v §<|u—=zo|<r



Ramseyer, Mauricio Javier -2013 -

3.4 Algunas observaciones 81

Ahora, para el integrando, dado que |y — z9| < § < § < |u — 29|, podemos hacer la

1 1
/ (/ w(z,t) dz) gﬁl —/ </ w(z,t) dz> jfl‘
ly—z0| \J B(xo,) t lu—ao| \J B(zo,t) t
|[u—zo| dt
= / (/ w(z,t) dz) —
ly—z0|  \J B(zo.t) t

dt

> ’ w(z,t)dz :
- / (/B(mo,t) (1) )t"H

4

siguiente estimacion

Dado que |z — zp| < t tenemos
w(z,t) > C w(xg,t) > C w(xg, =) > C w(xg, 7).

Asi podemos escribir

Luego, la estimacion final nos queda

1 1

- hx - x,r hx d
xsélnglw(:c,r)r”/g(x, oY) =M heo| dy

T)
C 1 / /
> ¢ 1 o (y) — o ()] dudy
UJ(-Toa 7’) Tt ly—wzol<y v §<|lu—zo|<r ’ ’

C
> — / / du dy
rer ly—zo|<f / §<|Ju—zo|<r
2 CYl )
que es lo que queriamos probar. [

El resultado probado indica que h,, es, de alguna manera, la funcién “tipica” de este
espacio. Observemos que una de las hipdtesis sobre w para tener acotaciéon puntual de

las funciones en bmo,, , es que

/ w(@,?) dt < oo,
0

t
c.t.p. z € R" y r > 0. Sin embargo, y como veremos, esta condicién no garantiza conti-

nuidad de las mismas. En la siguiente proposicion se vera esto con mas detalle.
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Proposiciéon 3.4.3. Sea w como en la Proposicion |3.4.9. Supongamos que existe un

punto xog para el cual

1
/ M dt = oo, (3.4.8)
0

entonces existen funciones en bmo, que no son continuas.

Demostracion. Tomando el punto xy de la hipdtesis, consideremos la funcién

L dt
hyo () :/ </ w(z,t) dz) —
lz—zo| \J B(zo,t) trtl

Por la Proposicién B.4.2] hy, estd en bmo, y por las propiedades de w, para = # g

podemos acotar

! dt 1 ¢
hxo(x) = / </ U)(Z,t) dZ) Tl > C / Mdt’
|z—xo| B(zo,t) tr |z—ao| t

con lo cual claramente cuando x — zg tenemos que h,,(z) — oo. Es méds puede verse
que sobre coronas de la forma {z : 27! < |z| < 27} la funcién es finita y toma valores
tan grandes como uno quiera. Por lo tanto, no puede ser continua en zy y mas ain, no

puede tener una representante continua. O]
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Capitulo 4

Acotacion de operadores entre

espacios bmoy, 4(R")

4.1. Introduccion

En este capitulo presentaremos extensiones para los operadores Integral Fraccionaria
y Transformada de Riesz y probaremos que estos operadores son acotados cuando actian
entre espacios bmo,, , bajo ciertas condiciones sobre la funcién w.

Recordemos entonces, que para 1 < g < ooy w: R*" xR, — R, una funciéon medible
f localmente integrable pertenece al espacio bmo, ,(R™) si existe una constante C' tal

que

(o [0 - masia) <, (111)

w(a,r)

para toda bola B de centro a y radio r, donde mpg f es el promedio de f sobre B. Hemos

trabajado en general con tres propiedades sobre w, las cuales fueron enunciadas en|3.1.a)|

13.1.b)| y [3.1.c); o sea

= Casi creciente en la segunda variable, es decir

w(z,ty) < C w(zx,ts), VreR", Vi <ts.
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= Duplicacién en la segunda variable, es decir

w(zx,2t) < C w(z,t), Ve eR", Vt>0.

= Comparabilidad en la primer variable, es decir

lr—y| <t = w(zt) <Cwyt), Ve,y e R", Vit>0.

Introduciremos ahora una clase de funciones que tiene conexién con las acotaciones

que vamos a estudiar mas adelante.

Definicién 4.1.1. Sea w una funcion medible. Diremos que w € W, si existe una

constante C' tal que

/ wia,t) de_ o, wiw,r) (4.1.2)
- t t T

para todo x € R" y todo r > 0.

lo hemos estu-

Observacion 4.1.2. El caso particular en que w(zx,t) = t*" ||XB @],
diado en el capitulo 2 de este trabajo. Concretamente, si la funcion exponente p € Plsy

satisface que py < Z57, entonces por el lema sabemos que

y dt X5 /()
[ tn—aﬂ TS0 — =

para todo r > 0 y z € R". Esto dltimo equivale a decir que t*~"

) € Weo-
Recordemos ademas, que por el lema [2.4.2] paraz € R, t >0y s> 1, existe 0 <e <1

tal que

< C Snfa%»lfs
() —

Mipr(y -

Con lo cual

w(zx,st) = (St)a_nHXB(:c,st) ) (4.1.3)

— Safn tafn ‘

‘XB(x,st) ()

C Safn Snfoz+175 tafn

IN

(")
C Sl—ata—n

IN

Mp ()
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< C s fw(,t).

Esto prueba la desigualdad ([3.3.6)), puesto que valen las hipdtesis de la proposicién |3.3.1]
Por lo tanto para tales funciones exponentes, también tenemos una representacion puntual

para las funciones del espacio.

A continuacién presentaremos un ejemplo de una funcion exponente que satisface las

hipotesis pedidas hasta el momento.

Ejemplo 4.1.3. Sea 0 < a < n y consideremos nimeros po, > 2 y b € R tal que

n
— <b+pe <
(0

(@ —1)*"

Definimos la funcién

t o
log(e + [z])
La funcién anterior satisface la ecuacién (3.3.7). Para verificarla, basta ver que p(x)

satisface las hipdtesis del lema [3.3.7] En efecto, observemos que

lim p(z) = poo ,

|z| =00
y que min{p(0), poo } < p(x) < max{p(0), po}, para todo x € R", con lo cual es claro que
2<po<pp < ﬁ Por otro lado, trivialmente p(z) cumple con (3.2.6)). Sélo resta
ver que satisface la condicién de continuidad log-Holder local. Para ello, por el Teorema

del valor medio se tiene que

p(z) —p(y)| < |Vp(r)] |z —y| < r—y| <Clr—y| < ———5—,
Ip(z) — p(y)| < [Vp(7)] e+|T|! | | ! log(e + L)

donde 7 es un punto intermedio en el segmento que une = con y. Luego p(-) satisface

(1.2.1)) como queriamos mostrar.

4.2. Integral Fraccionaria sobre espacios bmo,,

En esta seccion obtendremos acotaciones de una extension del operador Integral Frac-
cionaria, desde espacios bmo,, , en ciertos espacios bmo,- 4, donde la funcién w* queda

determinada por w. Para ello, antes veremos el siguiente lema técnico.
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Lema 4.2.1. Sea 0 < a < n y w(x,t) una funcion que duplica y es casi-creciente en la

sequnda variable. Entonces para toda f € bmo,, con 1 < g < oo tenemos que

|f<y)_m,Bf| dy < C|fl, /det’ (4.2.1)
|z =y oot

donde C' es independiente de la bola B = B(x,r).
Demostracion. Sea B una bola cualquiera de centro « y radio r, denotemos By, = 27%*B =
B(x,27%r), k € Ny. Luego

‘f(y)—me’dy o Z / ’f(y)—mBﬂdy

|z — y[n—e |z — y[ne
k=0 B —Bgt1
< oy 2o [ i) - maf] dy
k=0 Brp—Bry1
= CBFY 2t (2 / @) — mpf| dy
k=0 B—B
k k+1

< CIBEY. 2B 1/|f — maf| dy.

k=0
Ahora, sumando y restando los promedios intermedios mp, f para j = 1,...,k dentro del

modulo del integrando podemos ver que

Bl 1/|f —mpf| dy

— B 1/!f g f M f — ... —mpf +mpf —mpf| dy

< 1B [ 15w~ s f dy+Z|Bk| 1 / lm, o f — s, | dy
By,

< 1B [ 15w~ s f |dy+Z!B+1| 1 / |F(5) — m, f| dy

— 1807 [ 176) — s | dy+Zzan| 1/|f i f] dy

< o2 [ -l
Jj=0 B;
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Luego, teniendo en cuenta que f € bmo,,, y las hipétesis sobre w, tenemos

. k
—m o —ko -

T —tellay < cipy 2 S B [ |5w) = ma s dy

a |x_y| k=0 Jj=0 B;

1

oo k 1
< CBEY 2 Y (15,7 [ 170 -l )’
k=0 Jj=0 B;j

[e'S) k
< C Mg 1BIF DS 275 3 w(a, 2771)
k=0 =0
= C Ul D2 (D0 27 Jula 27
7=0 " k=j
= C Ul Do 27wz, 277)
=0

SN L dt
CMflogd [ 2t w2 g
j=0 72T

IN

iR dt
< Clfl,Y [ e
_]ZO 2—i—1p
" t*w(x,t)
< C Wl [ S at,
0
que es lo que queriamos demostrar. [

Enunciamos ahora el resultado principal de esta seccién.

Teorema 4.2.2. Sea 0 < a < 1 y w(x,t) una funcion no negativa que duplica y es casi-
creciente en la sequnda variable. Supongamos que, ademds satisface w(x,t) < C w(y,t),
siempre que |x — y| < t. Consideremos w*(x,t) = t*w(x,t). Si w* € Wy entonces el

operador Integral Fraccionaria I, puede extenderse sobre funciones de bmo,,, como

Lt = [ (=i~ s ) 0, (422)

Mds ain, es un operador lineal y acotado desde bmoy, 4 en bmoy.. q, con 1 < g < oo.

Demostracion. Primeramente, veremos que el operador definido como en (4.2.2)) esta bien

definido para funciones en bmo,, 4, es decir, |I.f(z)| < oo para casi todo x € R™.
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Para ello, tomemos una funcién f en bmo,, 4, + € R™ y r > |z|. Puesto que la expresién

entre paréntesis de (4.2.2)) tiene integral nula sobre R", podemos escribir

L) = [ (i - s ) ()= maf) d

z =yl fafree

:/ +/ = I,(z) + Ly(z),

2B R"—2B
donde 2B = B(0,2r). Haremos una estimacién para cada término por separado. Para [

consideremos la bola B = B(x, 4r), entonces

|Il($)| S /|f TZ2§f| /|f |nTZQBf|

/|f —masf] /\f(y)—m_gf\ ao [Imemf =mstl
ly [ o=y
B

e o =y

= [+I1+1I1I.

Para II1 tenemos que

1 < ¢ (é /| If(Z)—m§f|dZ> ( / |a:—y|a—"dy)
c (é/ﬁ‘( me\de> (/Smd" /M - 1dp)

< O | fll,wledr) < (4.2.3)

IN

Por el lema los sumandos I y I tienen la siguiente acotacién

-m (0, t
/\f o a23f| By < C “f”w,q/o t*w(0,t)

t
"t w(0,t
< Ol [ 5
0
< C |fllyqw(0r)r® < oo, (4.2.4)
—mg T w(w,
|z —y|r " Jo t

A t
< C | fl, /0 %dt < oo, (425)
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donde hemos aplicado las propiedades de w. Observemos que I resulta acotado por un
término que es independiente de .

Para estimar I5(x), recordamos que x € B = B(0, ), aplicando el Teorema del Valor
Intermedio podemos escribir

1

) e

C|B\3L/ |f(y)—me|dy

|ze, —y|rmott
R”»—-2B

C |B|* / Md%

|y|n—a+1

[a(2)] <

f(y) —mpf| dy (4.2.6)

IA

IN

R™

donde en la dltima desigualdad podemos cambiar |ze, — y| por |y| puesto que si z, z,, €

B(0,7) e y € R" — 2B se tiene
w0 =z, | < <lze, —yl = |yl <lze,| + |z, —yl <2z, —l,

y asi
1
—qy| > =yl
lze, =yl > 5yl

Ahora, considerando bolas crecientes By, = 2*B = B(0,2*r), k € N podemos escribir

o0

1 fly) —mpf
L) < C1BEY / %dy (4.2.7)
k:13k+1*3k
< C|BFY (2t et /\f "
k=1 B
< C B+ 22’““|B+1| 1 / ) — muf| dy
Bt
k+1 1
< Bl +*Zz’““ (1B, 1/{f ) s, f]" dy)’
< C || flly, 1Bl 22’” b Z w(0,27r)
j=1
< C |flly |1BIFTS Zwal (0,27r)
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< Cfllugr Z(Qj )"~ w(0,2r)
2i+1,
w(0,27r) dt
< C Hwaq?"Z/ Wt

27 +1

" tw ) dt
C 1l Z [

tow(0,t) dt
< cnfuw,qr/ M—.

IN

t t
Luego, dado que w € W, se concluye que

L@ < C (], r 20

= C lfll,, rw(zo, 7). (4.2.8)

De esta manera, por las estimaciones hechas en (4.2.3), (4.2.4)), (4.2.5)) v (4.2.8) tenemos

que |I.f(z)| < oo para todo z € R".
Veamos ahora la acotacion de este operador. Por las propiedades de w, para x € R",

r>0y1<qg< oo, tenemos que

foon (L 8 0 = [ e ([[ e

< C’w(az,r)q/ r*tdz
B(z,r)

< C (r*w(z,r)? ™.

Luego, w*(z,t) = t*w(x,t) satisface de la proposicion . Si probamos que INQf
tiene una acotacién puntual como con w* en lugar de w, tendremos probado el
teorema.

Tomemos una funcién f € bmo,, y dos puntos z1,z2 € R". Consideremos la bola

B = B(z1, 2|z — x2|), luego

Tuf () — Tuf(a)| < / ! L fy) = mafldy

J ffer=ob= " T =yl

B n—B
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Para el primer sumando consideramos B = (xg, 4|71 —x2|) v actuamos de manera anéloga
a lo hecho anteriormente. Esto es

’f(y)—me’d + |f<y)—me|d

‘351 _y’nfa ) ‘$2—y|n7a

B
|f(y) — mpf| dy |f(y) —mp/f] dy+ \me—mgf\d

[z1 =yl [ ey =y | [z =yl
B B

I

= [I+I1+1I1I.

Para los dos primeros sumandos razonamos como en la demostracion de la finitud del

operador. De esta manera

WO =mell 4 < ¢ gy, 1B S (fl 2) w(er,27|e — )

B |1 —ylne oo \hsy

IA

S C ||f||w7q |B|% Z 2_jaw(x172_j|w1 - :L‘2|)
7=0

< O flly 3@ — o) w(mn, 27y — o)
=0
2|x1—z2| e t
< c Il Pole,t) 4
U),q O t

En la misma forma,

_ 2|z1—w2| par
P=molly, < g, [ 50
0

5 lw -yl t

Por ultimo, para el tercer sumando, dado que f € bmo,,, se tiene
maf ~mfl < |BI [ |f) = mafldy
B
< (1B [ 1) - mpstdy)”
B

< C ||f||w,qw($274|$1 —I2|)

8lx1—x2| dt
< C Uflugulen =) [ 07
4|x1—x2
8lz1—x2| ¢
< c wlrt) g,
”UJ,q t
4|z1—x2|
con lo cual
mpf —mzf 1
| = | dy = |me—m§f’/ e Y
[ s =y [ |za —
B B
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Ble1—z2| w(wg, t)
< C Wl lon =l [ g
4|z1—x2|
Aer=eal oy ()t
S ¢ Hf”w,q/ %dtv
0

donde la ultima desigualdad se obtiene gracias a un cambio de variables y la duplicacién.
Asi queda probado el resultado para I11.
Por otro lado, para I, dado que z1,25 € B e y € R" — B se verifica que |r; — y| =~

|z — y|, con lo cual razonando como en (4.2.6) y en (4.2.7) y aplicando las propiedades

de w tenemos

1 1
I < / — | 1f () — msf| dy
21—y |29 — Y|
R"—B
1 f(y —mpf
< C|B|» / %dy 7
|$1—?/’
o t*w(xq,t) dt
< Ol -l [ ERO
2|z1—x2|
T1 — To|"w(xy, 2|11 — X9
< O fllyy fon — p) =200 2l = )
7 |21 — 2o
S O ||f||w,q |$1_I2|aw([[‘172|$1—1‘2|>
Az1—a2| t%w(xy,t
< cll, [ EDa
0

Entonces hemos demostrado que

~ ~ 4|z —x2| tw(x ,t + tow(x t
Lo f(z1) = Lof(z2)| < C ||fllys /O (21 )t (w2, ) .,

o=zl oy (1) 1) 4 t%w(xy, t)
< Clfls [ ; "

donde con un cambio de variables y la condicién de duplicaciéon una vez mas queda

probado (3.3.3) y con esto el Teorema [4.2.2] O

Para evitar confusién en las variables, en el siguiente corolario denotaremos para un

nimero o la funcién w, = w,(x,t) = tw(z, t).

Corolario 4.2.3. Sea o, f € RT tales que 0 < a+5 < 1 yw(x,t) una funcion que duplica

y es casi-creciente en la sequnda variable. Supongamos ademds que w(x,t) < C w(y,t),
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siempre que |x —y| < t. Si waip € Wa entonces el operador Integral Fraccionaria I,

puede extenderse sobre funciones de bmoy, , como

L) = [ (s~ ) 100

Mds aiin, es un operador lineal y acotado desde bmoy, 4 en bmoy, 44, para 1 < q < 0o,

Demostracion. Para 0 < s <ty z,y € R", la funcién wg satisface
a) tPw(z,t) < O tPw(z,s) < C sPw(z, s),
b) (2t)Pw(z,2t) < 2°C tPw(x,t) = C thw(x,t),
c) tPw(z,t) < C tPw(y,t).
Luego, basta aplicar el teorema con la funcién weg. [

Observacion 4.2.4. Notar que w identicamente 1 satisface trivialmente las propiedades
mencionadas, asi el teorema incluye el caso clésico I, : BMO — Lip(«) y para 5 > 0

tal que 0 < a + 3 < 1, por el corolario anterior se tiene I, : Lip(8) — Lip(a + ).

4.3. Transformada de Riesz

Consideremos para una funcion medible f en R™ y para 1 < j < n, el operador

, Tj—Yj y;T(y)
R; = lim T d 4.3.1
T—yY|>€E

donde Y(y) es la funcién caracteristica del conjunto |y| > 1, siempre que el limite exista
en casi todo punto . Para 1 < j < n denotaremos con R;f a la Transformada de Riesz

usual dada por

, o Ti —Yj
R]f('r) - Eligl_‘_ |x - y|n+1 f(y) dy .
lz—y[>e

Si suponemos que ambos operadores existen en casi todo punto para una determinada

funcién f entonces es facil ver que estos valores difieren en una constante. Esto ocurre,
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por ejemplo, si f pertenece a algin espacio L” con p > 1 constante. En efecto, por el

Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos que

) y; T () / Yi
1 p— —
lim PR f(y)dy PR f(y)dy.,

|z—y|>e ly|>1

Luego, por la desigualdad de Holder clésica

.,
| St < il < .

ly|>1
donde C' es independiente de x. Esto sumado al resultado ya bien conocido de acotacion
en LP con p constante refleja lo que queriamos ver. Enunciamos ahora el resultado de esta

seccion.

Teorema 4.3.1. Sea 1 < g < o0, w una funcion que duplica y es casi creciente en la
sequnda variable. Ademds w(z,t) < C w(y,t), siempre que |x —y| < t. Si w € Wy,
entonces R, f(x) estd bien definida en casi todo punto x € R", para funciones f en

bmoy 4. Mds atn, existe una constante C' tal que

1

w(a,r)

1
1 q
(E /B IRif (@) = mB(RJf”qdf’f) <C [ fllug - (4.3.2)
para toda bola B de centro x¢ y radio r. Esto es, el operador es acotado en bmo,, .

Demostracion. Por la proposicion bastard probar el resultado para 1 < ¢ < co. En

efecto, si logramos esto, tendremos

IR flly < C AR fllg < C M fll

w,q —

<C Al

q —

lo que afirma que el teorema vale para ¢ = 1.

Sea entonces 1 < ¢ < oo. La idea para probar la buena definicion del operador es
ver que R;1 = 0. Luego, por la linealidad del mismo probar que |R;f(z)| = |R;(f —
mpf)(z)| < oo para casi todo x.

Comenzaremos entonces, probando que para cada x € R"

) v -y yY(y)

] i J dy=0.

S0 (Iﬂc—yl"+1 " Iy!”“) Y
le—y|>e
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Para ello, tomemos 0 < € < r y consideremos las funciones

-y, YT
gs,r(y) = (|l’ J_ y|nj+l + |?y|n+1 ) X{a<|m—y|<r}(y) .

Trivialmente, cuando r — oo tenemos que

-y YY)
gs,’l‘<y) — gé‘(y) = (|fE J_ y|nj+1 + |Jy|n+1 ) X{€<|I*y|}<y) .

Si probamos que g. € L' para cada z, entonces por el Teorema de la convergencia domi-
nada

i (y)dy = lim 1 -r(y)dy . 4.3.3
ELI(I){'_ 9 (y) y z—:irtr)ﬂ' rirgo Ye. (y) Y ( )
R™ R™

Ahora bien, observando la definicion del integrando escribimos

-y YY)
0:(9) dy = / it T
/ne 2 2 —y[rt [yt
r—y|>E
lz; — yj / T — Y, Y;
< 1% =Y g+ dy = T+1I.
| /lv |$_y|n+l l | |$_y|n+l |y|n+l
z—y|>e T—y|>e
ly|<1 ly|>1

Para I, dado que |z —y| < |z| + |y| < |z| + 1, tenemos

IS/LS/CZ_@
|z —y| |z —y[

le—y|>e e<|z—y|<|z|+1
lyl<1
du lz| + 1
= = ¢, 1n <
|ul" €
e<lu|<|z]+1

Por otro lado, para acotar II observemos que para cada y fijo, por el Teorema del valor

medio, la funcién F(x) = % verifica
Lj —Yj Yj Lj—Yj —Y

|z —y[rtl T Jy|ntd = |VF(&) - x| < |VF(&)||x|, (4.3.4)

|z — [t |yt
donde &, es un punto del segmento que une = con el origen de coordenadas. Ahora bien,
dado que

—(n+1)(z;—y;) (Tr—Yk) k7

|lz—y|+3 ’

lz—y|?—(n+1)(z;—y;)?
[z —y|n+3 )

k=7,
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el primer factor del miembro derecho de (4.3.4) puede estimarse teniendo en cuenta que

1/2
VE@E) = (VF(&) VF(E)"
1/2
2
(el = (it D&, —99)*)" 3 (n 4+ 1)*(&a; — 45)*(Gar — vr)?
&0 — y‘Q(n+3) = &0 — y|2(n+3)
1/2
C C
< +>
— |2(n+1) — 4|2(n+1)
&2 — vl oy €2 —
B C
& —y| T
Luego, dividimos el dominio adecuadamente y estimamos
Tj —Yj ~Y; z =yl |yl
I = J J _ J d + / J J + J d
/ @ — g ] Y o — g Ty Y
|lz—y|>e e<|z—y|<3|z|
lyl>1, ly|>2|z| 1<|y|<2z|
dy dy dy
< C x| / —_— + / — + / —
& =yl |z =y ly["
|lx—y|>e e<|z—y|<3|z| e<|z—y|<3|z|
lyl>1 . ly[>2|z| 1<|y|<2z| 1<ly|<2||
d d d
§C’]3:\/Ty+1+ / —yn—i- / —yn<oo,
] |z —y| ||
ly|>2|z| e<|z—y|<3|z| 1<|y|<2lz|

donde en el primera integral podemos poner |y| en el denominador puesto que

1 1
r > — Sz| > - = = 3 .
& =yl > y| = |&| > |y 2|y| 2|y|

Bastard entonces ahora ver que el limite doble en (4.3.3)) tiende a cero, esto es

N =y L %YW\
i, / (|aj—y|”+1 Ty ) =0

e<|z—y|<r

Observamos cada sumando por separado. En el primero, por ser la integral de una

funcién impar sobre un dominio simétrico, es nulo. En efecto

Lj —Yj _ Uj _

e<lz—y|<r e<|ul<r

Para el segundo, recordando la definicién de Y (y), observamos que

y; Y (y) / Y; / Y;
dy = dy — dy .
/ Y et Y et Y

e<|z—y|<r le—y|<r |lz—y|<e
ly[>1 ly|>1
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En la segunda integral, si |z| > 1, entonces B(z,e) C {y:|y| > 1} para € su-
ficientemente chico. Luego, por el Teorema de la convergencia dominada converge a
cero. Por otro lado, cuando |z| < 1, tomando e suficientemente chico tenemos que
B(z,e)N{y:|y| > 1} = 0 y en este caso nada hay que probar.

Veamos ahora la primera integral. Tomemos r > max {1,2|z|} y z € B(0,r — |z|).
Como |z — x| < |z| + |z] < r —|z|+ |z| = r, entonces z € B(x,r), con lo cual podemos
dividir la integral en

Yj _ Yj Yj
[ e = [ gimw s [ g

lz—y|<r 1<|y|<r—|z| lz—y|<r
ly[>1 ly|>r—|=|

Ahora, el primer sumando es nulo por la misma razén que en (4.3.5)). Para el segundo,
usando coordenadas polares generalizadas, denotemos por (r,0) = (r,6y,...,0,-1) al
vector de las variables, de esta manera (yi,...,y,) = (rh1(0),...,7h,(8)), donde h;(6),
con 7 = 1,...,n es la funcién del cambio de variables que solo depende de la parte
angular. De esta manera, el jacobiano es r"~!J(#), donde nuevamente J(f) es la funcién

que depende sélo de la parte angular. Entonces

9(6)
/ TG T/j“ dy = / / Shjf?)s"’lJ(G)dst
yn 87’1

lz—y|<r Sn=1 p—|g]
jyl>r—z]
g(0) p
- /h](Q)J(Q) / “
Sn—1 r—|z|
_ , 9(0)
_ /hJ(Q)J(9)1n<T_|x|>d9 0,
Snfl

cuando r — 0o. En efecto, por la continuidad del logaritmo y dado que g(6) satisface que

L <r—|z| <g(@) <r+|z|, tenemos

0§1n< 9(0) )Sln(L’x‘> — 0,

r— || r—|z|

cuando r — oo. Por lo tanto, por el Teorema del emparedado tenemos
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que es lo que querfamos demostrar.

Ahora probaremos la buena definicién del operador. Para esto, sea f una funcién del
espacio bmo,, , y veamos que R;f(x) es finito para casi todo punto z de la bola centrada
en el origen y radio r fijo y arbitrario. Como R; es un operador lineal que se anula en las

constantes bastara ver que
IRif (@) = [R;(f —mpf)(x)] <oo,  ctp. zeB0r).

Para esto, partimos la integral de la definicion en

s T
T =t [ [ () - ) .

) -y YTy
|z—y[>e

ly|>2r

y veremos su finitud en casi todo punto de la bola B(0,r).

Para T, separamos el integrando y estimamos

, Tj —Yj , Yj
T <1 St - — d 1 / . - — dy| .
@l <t [ ) -maf)dy|+| i
r—yY|>€ r—yY|>€
ly|<2r 1<|y|<2r

Como f € bmo,,, tenemos que (f(y) — mpf)x2p € L?, en efecto

/QBIf(y)—melqdy < C|fle, w(0,20)71B] < oo.

Luego, por la acotacién de la Transformada de Riesz en L?, el primer sumando es finito
c.t.p. x € B(0,r). Para el segundo sumando, puesto que el integrando es independiente

de z, es claro que

lim —2—(f(y) — mpf)X{jo—y>ein{i<lyl<2r}(Y) = ’yTJ,fH (f(y) —mBf)X<pyl<2y(Y) -

e—0t ‘y|n+1

Adems3s

Yj fly) —mpf|

|
= (f(Y) = mB )X (a—yi>ernfi<iyi<2rn (Y)| < ———X{1<ly|<2r} ()
|| ||
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y
f(y) —mgpf
{1<]yl<2r} {lyl<2r}

< owwﬁﬁéU@—mmv@y < oo,

donde la finitud estd garantizada por la pertenencia de f al espacio bmo,, 4. Con lo cual,

por el Teorema de la convergencia dominada

) Y . |fly) —msf]
fim / W(f(y)_me) dy| < / (aligi TX{\x—yba}(y) dy < o0,
lz—y|>e 1<|y|<2r
1<|y|<2r

por (4.3.6). Para Ty, tomando ¢ suficientemente chico tal que B(x,e) C B(0, 2r) entonces
la integral no depende de ¢ y el limite es trivial. En efecto, si € < r entonces |y| <

|z| + |x —y| < r+¢e < 2r. Por otro lado, como |y| > 2r, un razonamiento andlogo al

hecho en (|4.3.4)) permite estimar

ITo(o)] < /

B IO ) fldy

’$ _ y’n+1 |y‘n+1
ly|>2r
= 2 — y[nH Yy
ly|>2r

Ahora, tomando la sucesién de bolas crecientes de la forma B, = B(0,2%r) para k =
1,2, ..., escibimos

T < cry) %e@

k=1

(4.3.7)

2kr<Jy|<2ktiy

S |f(y) —mpf]
< Cr Z / MT dy
k=1 2kp<|y|<2k+1y

o0

< cry et [ 1w - marldy

k=1 ly|<2k+1r

[eS) 1 -
= O Y Bl [ 11— mafldy
k=1

k+1
k+1

C Y5 SB[ 1) = s, fldy
k=1 j=1 i

IN
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oo k+1 %
< 0350 (18 ) 1500 )
k=1 j=1 B;
oo k+1
< O, T .2
k= 1j 1
= C |l ,QZZ—wO 2r)
J=1 k=j
=1 I gt
= O Iy 350027 nfof
20+
dt
< | \fl!qurwow / 2
9i+1, t
< Ol flyy v Z -/,
w(0,t) dt
< Ol / “

t t
< C|fll,, wO.r) < oo
donde la ultima desigualdad es en virtud de la pertenencia de w a la clase W,.

Esto asegura que R, f(z) es finito c.t.p. x € B(0,r). Ahora, si tomamos una sucesién
creciente {r,,} de nimeros naturales, existe una colecciéon {7,,} de conjuntos crecientes
de medida nula sobre los cuales el operador es infinito. Luego, por el Teorema de la
convergencia mondtona, tenemos que R; f(x) es finito c.t.p. x € R".

Hasta aca hemos probado la buena definicién del operador en casi todo punto, ac-
tuando sobre funciones en bmo,, 4, con 1 < ¢ < co. Veamos ahora la acotacién.

Dado que R;1 =0y R; es lineal, para una bola B de centro x, y radio r tenemos

/B R (@) — (R, )t da

-,

- / Ri(f — msf)(x) — mp(Ry(f — mp))|* da

q

dz

R f@) = Ry(mnf) = i [ (Ros(w) = Rs(mo) iy

Asi basta probar que R;(f —mpf) € bmo,,. Para esto, si hacemos g = f — mpf,

g1 = gX2B Y 92 = g — g1, bastard ver que

Rjgl = Rj |:(f - me)XQB} € bmow,q ; (438)
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Rjgg = Rj [(f — me>X]Rn_QBj| c bl’IlOw’q . (439)
En efecto, si esto ocurre tenemos
| Rof@) = ma(Rsf)rde = [ [Rygla) = ma(Ryg) da
B B
< 2q/ Rjg1(x) — mp(R;g1)|* dx
B

+ QQ/IRjgg(a:)—mB(Rjgg)\qda:
B

S C ||f||§]u7q |B|w(x0,r)q,

y con esto la demostracion del Teorema. Para (4.3.8)) haremos uso de la integrabilidad
local de f para afirmar que g; € L9, luego por la acotacién de la Transformada de Riesz

tenemos que

| Rion(a) = a0 da
- / Ry01(x) — mas(Ryg)|7 da
< IR;jg1(x)|? dx
Rn
< / (@) de
< / () = mpf]? de

< c/ F(2) — map f|"dz + C |B||mpf — mapf|°

IN

c / (@) — mapflde + C B / (@) — manfl7 de | B
2B 2B

IN

C/ |f(x) — mopf|?da
2B
< C I, wiwo,2r)1| B

Luego, por las propiedades de w

1 1 !
— |\ 757 ; — . q < '
w(zo, 1) (’B‘/B’Rjgl(x) mp(R;g1)| dx) <C Nl

Para , consideremos primero la acotacion

1
/!Rjgz<x>—mB(Rjgz)|qu < —//\Rjgh( R;ig2(2)|7 dz dz .
B |B‘ BJB
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Observando el integrando, dado que g, esta soportada en R™ — 2B, para x y z en
la bola y nuevamente € < r, el limite es trivial. Luego, por el Teorema del valor medio,

podemos escribir

Riga(7) = Rjga(2)| =

, =y YL (y)
hm/ { 2 ]gz(y)dy
€20 Jiz—y|>e |£B - y|n+1 |y|n+1

5 =Y, yﬂ(?/)] () dy‘

lim {
et Jiomypse Lz —ylmt o Jyn

Tj —Yj 2 — Yj }
T fy) —mgpf dy‘
/Rn_gB |:’l’—y’”+1 |Z— ‘n+1 ( ( ) B )

T —Y;
< — f mpf|dy
foaal e g ) =
rro2p  |To — Y|
Considerando la sucesién de bolas By = B(xg,2*r), con k = 1,2,..., de manera
similar a (4.3.7) estimamos
|f(y) —mzf]
Rige(z) — Rjiga(2)] < C’r/ ————dy
| J 2( ) J 2( )| —_— |$0—y|n+1
oo k+1 %
coyyd (uajw [, 100 v
k=1 j=1 B
S C ||f||wq ZZ $0,2]
J=1 k=j
* w(xg, t) dt
< il [ Hld

< ¢ Hwa,q w(l’o,r> < 00,

donde la ultima desigualdad es consecuencia de la hipotesis sobre w. Por lo tanto, por la

desigualdad de Holder tenemos

1
/ Rin(r) ~ms(Ryg)'de < / / Ryg2(x) — Rygn(2)|" dz da
B

< e, |B,// vy, 1) dz da

= C Ifl%g |Blw(wo, ).

y con esto queda demostrado el teorema. O]
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En esta tesis hemos obtenido importantes resultados de acotaciones del operador
Integral Fraccionaria en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable
siguiendo la linea de investigacién tomada de [I7] y [20]. Ademé&s, hemos trabajado en
un contexto mas amplio estudiando espacios mas generales y obteniendo las acotaciones
correspondientes. Hemos podido seguir la direccién de [28] acotando las Transformadas
de Riesz.

En el capitulo 1 expusimos la definicién de los espacios LP(), fijamos la notacién
usualmente utilizada y estudiamos las propiedades desprendidas de las condiciones de
continuidad impuestas a la funcién exponente. Ademas extendimos a este contexto la
desigualdad de Minkowski, la cual no se concocia previamente y fue necesaria en la
demostracion de una de las proposiciones.

En el capitulo 2, definimos a los espacios £qp(), con 0 < o < n y p(-) una funcién
exponente. Probamos que la condicién P, sobre p(-) es necesaria y suficiente para la aco-
tacién desde LP) en £, () de una adecuada extensién del operador Integral Fraccionaria
I,,. Por otro lado, definimos a los espacios LP()~débil y pudimos probar la acotacién res-
pectiva para funciones en estos espacios pero esta vez bajo condiciones sélo suficientes
sobre p(-).

En un contexto mas general, en el capitulo 3 presentamos a los espacios bmo,, 4, donde
w:R* xRy - R, y1<¢q< oo. Estudiamos condiciones suficientes sobre la funcién w
bajo las cuales bmo,,; = bmo, , para cualquier 1 < ¢ < 0o. Luego, con el objetivo de
probar acotacién de I, entre adecuados espacios bmo,, 4, obtenemos una caracterizacion

puntual para las funciones en estos espacios. Luego, observamos que £, ) es un caso
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particular y estudiamos las aplicaciones correspondientes. La restriccion de estos iltimos a
dominios acotados nos permitié recuperar resultados conocidos de inmersién para espacios
de Sobolev con exponente variable relativos a suavidad. También, dado que estamos en
un caso particular, estudiamos mas en detalle las condiciones sobre la funcién exponente
y pudimos probar que algunas de ellas pueden relajarse. En la ultima seccion, analizamos
la continuidad de las funciones en bmo, , en términos de las propiedades de w y las
respectivas hipdtesis sobre p(-) en el caso de los espacios £, p(.)-

Finalmente, en el capitulo 4 de esta tesis analizamos el comportamiento de la Integral
Fraccionaria sobre los espacios bmo,, ,, extendiendo a este contexto, aunque sin pesos,
resultados contenidos en [20]. Ademés, probamos extensiones no pesadas de resultados
contenidos en [2§] en lo que hace a las Transformadas de Riesz actuando sobre bmo,, ,.

En vista de los resultados obtenidos en esta tesis, han surgido nuevos interrogantes
que seran motivo de un futuro estudio. Tal es asi la obtencién de versiones pesadas de las
acotaciones aqui expuestas, asi como también las correspondientes aplicaciones a espacios
de Sobolev con pesos. En un contexto mas general, podrian estudiarse estas propiedades
de acotaciones de operadores sobre espacios de exponente variable definidos sobre espacios
métricos.

Esperamos que los resultados expuestos en esta tesis, aporten una herramienta de
suma importancia en el tratamiento de los problemas generales mencionados en los pri-
meros parrafos y exprese, de alguna manera, la infinita necesidad de descubrir nuevas

técnicas matematicas del andlisis moderno.
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