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tiempo para poder estudiar el doctorado.

Agradezco a los miembros del jurado por haber aceptado leer y comentar este trabajo.
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Índice general

Resumen VII

Introducción IX

1. Espacios con exponente variable 1

1.1. El espacio Lp(·) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Algunas relaciones de interés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Integral Fraccionaria en espacios Lp(·) y Lp(·) débil 17
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Resumen

Entre los objetos de estudio del análisis real de los últimos 30 años podemos decir que

los espacios de Lebesgue con exponente variable Lp(·) han cautivado la atención de muchos

investigadores. Gran parte de este interés está enfocado en el estudio de operadores,

conectados con las propiedades de regularidad de soluciones de problemas asociados a

elasticidad, dinámica de fluidos y restauración de imágenes.

En estos estudios, en particular, para dominios acotados Ω ⊂ Rn, es común imponer

una condición, introducida por Diening en [8], de continuidad de tipo log–Hölder local a

la función exponente p(·). Más precisamente, que exista una constante c0 tal que

|p(x)− p(y)| ≤ c0

log(e+ 1
|x−y|)

, ∀x, y ∈ Ω .

Para el caso de dominios no acotados, además de la hipótesis anterior, se agrega una

condición de decaimiento de tipo log–Hölder en el infinito. Más precisamente, que existan

constantes p∞ y c1 tales que

|p(x)− p∞| ≤
c1

log(e+ |x|)
, ∀x ∈ Ω .

El principal objetivo de este trabajo de tesis es estudiar el comportamiento del ope-

rador Integral Fraccionaria Iα actuando sobre espacios de exponente variable e inclusive

espacios más generales. Sobre estos últimos y en la parte final del trabajo, además, ana-

lizamos el comportamiento de las Transformadas de Riesz. Para comenzar, en el primer

caṕıtulo, hacemos una revisión por las definiciones y herramientas fundamentales de los

espacios de exponente variable.

En el segundo caṕıtulo, introducimos los espacios Lα,p(·), una extensión de los espacios

Lipschitz clásicos. Luego estudiamos la acotación desde Lp(·) en Lα,p(·) bajo condiciones
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viii Resumen

necesarias y suficientes sobre la función exponente. Por otro lado, definimos los espacios

Lp(·)–débiles y probamos la acotación respectiva para estos espacios bajo condiciones

suficientes sobre p(·).

Abordando un camino más general, en el tercer caṕıtulo presentamos los espacios

bmow,q, introducidos por E. Nakai en [32], los cuales tienen como casos particulares a los

Lα,p(·). Alĺı damos condiciones sobre la función w bajo las cuales bmow,1 = bmow,q para

cualquier 1 < q <∞. Luego, exhibimos una caracterización puntual para las funciones en

estos espacios bajo propiedades adecuadas de la función w. Como aplicación, analizaremos

la caracterización puntual que resulta para las funciones en Lα,p(·) y estudiamos cómo

algunas condiciones sobre p(·) pueden relajarse. Terminamos este caṕıtulo analizando la

continuidad de las funciones del espacio en términos de las propiedades de w.

Finalmente, en el cuarto y último caṕıtulo de este trabajo, con el objetivo de ge-

neralizar los resultados contenidos en [20], analizamos el comportamiento de la Integral

Fraccionaria sobre los espacios generales definidos anteriormente, logrando acotación entre

espacios bmow,q adecuados. Aqúı también se prueban acotaciones para las Transformadas

de Riesz, para lograr entonces una generalización, a estos espacios, aunque sin pesos, de

los resultados contenidos en [28].

Creemos que los resultados obtenidos en este trabajo, aportarán una herramienta

de suma importancia en el tratamiento de los problemas generales mencionados en los

primeros párrafos.
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Introducción

En los últimos años ha habido un interés creciente en los espacios de Lebesgue con

exponente variable, casos particulares de los espacios de Musielak-Orlicz, cuya aparición

data de 1983 (ver [30]). Esto se debe a su conexión con problemas asociados a elasticidad,

dinámica de flúıdos y restauración de imágenes. (ver, por ejemplo, [37], [1] y [5]).

Estos problemas están, a su vez, asociados a ecuaciones diferenciales con crecimiento

no estándar. Es alĺı donde hacen su aparición estos espacios y, además, los espacios de

Sobolev definidos a partir de ellos.

La investigación derivada puede dividirse en dos áreas: la relacionada con las ecuacio-

nes diferenciales propiamente dicha y la relacionada con el estudio de operadores conec-

tados con el estudio de regularidad de las soluciones a dichos problemas. Aqúı, también

se ven las propiedades de los espacios en śı mismos. En esta última dirección los estudios

pueden remontarse a 1979 en [40]. En este tema ha habido una gran cantidad de trabajos

entre los que se pueden citar [6], [26], [35] y [22] sobre operadores maximales, [12] sobre

operadores de tipo potencial, [13] sobre espacios de Sobolev con exponente variable y [24]

sobre conmutadores de integrales singulares, entre otros.

En cuanto a los espacios de exponente variable, básicamente, para un dominio Ω, el

espacio Lp(·)(Ω) es el conjunto de las funciones f para las cuales la integral∫
Ω

|f(x)|p(x)dx

es finita. Aqúı [27], trabajo realizado por Kováčik y Rákosńık en el año 1991, es una de

las referencias más citadas.

En el año 2000, Diening en [8] resolvió la acotación del operador maximal de Hardy–
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x Introducción

Littlewood para dominios acotados, bajo una condición suficiente sobre la función p(·).

La misma plantea la existencia de una constante positiva c0 tal que

|p(x)− p(y)| ≤ c0

log(e+ 1
|x−y|)

, ∀x, y ∈ Ω .

Diremos entonces que p(·) satisface una condición de continuidad de tipo log–Hölder local.

Aún no estaba claro que se pudiera extender el resultado a todo Rn (ver [35]).

En 2004, Cruz-Uribe, Fiorenza y Neugebauer ([6], Teorema 1.5) prueban el resultado

para el caso de un dominio abierto no necesariamente acotado. Además de las hipótesis

pedidas, encontraron una condición suficiente extra para hacerlo. Esta nueva condición

plantea la existencia de constantes p∞ > 1 y c1 > 0 tales que

|p(x)− p∞| ≤
c1

log(e+ |x|)
, ∀x ∈ Ω .

En este caso, diremos que la función p(·) satisface una condición de decaimiento de tipo

log-Hölder en el infinito. Independientemente y con una condición más débil, Nekvinda

([33], Teorema 2.14) prueba el mismo resultado.

Varios autores, por su parte, han trabajado en el operador Maximal Fraccionaria en

este contexto, podemos citar [4], [11], [19] entre otros. Ellos hacen uso de propiedades de

acotación análogas al caso clásico junto con las propiedades log–Hölder antes vistas.

Si nos referimos ahora al estudio de propiedades de acotación del potencial de Riesz, es

muy conocido que en el contexto de los espacios Lp clásicos son innumerables los trabajos.

Recordemos que dado un número real 0 < α < n, el operador Integral Fraccionaria Iα

está definido por

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy ,

siempre que la integral sea finita, por ejemplo para funciones acotadas con soporte com-

pacto.

Uno de los primeros resultados puede consultarse en el trabajo de Hardy y Littlewood

[21]. Ellos trabajaron con espacios clásicos de Lebesgue y espacios Lipschitz en R y

probaron que Iα : Lp ↪→ Lq para 1 < p < n
α

y 1
p
− 1

q
= α

n
. Además probaron que para

β ≥ 0 se tiene que Iα : Lip (β) ↪→ Lip (β + α).
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Introducción xi

En 1974, Muckenhoupt y Wheeden en [29] obtuvieron una caracterización de pesos

que hacen al operador acotado desde Lp en Lq pesados para el mismo rango de valores de

p. El caso p = n
α

también fue abordado en este art́ıculo, obteniéndose versiones pesadas del

BMO como rango del operador, extendiendo aśı el resultado conocido Iα : Ln/α ↪→ BMO.

Inspirados en resultados anteriores de Gatto y Vagi sin pesos (ver [17]), Harboure,

Salinas y Viviani en 1997 (ver [20]) han estudiado el rango de valores de p superiores a n
α

.

En particular, ellos caracterizaron a los pesos para los cuales una extensión del operador

Integral Fraccionaria resulta acotado desde los Lp débiles pesados en espacios Lipschitz

adecuados. En este trabajo también se prueba una acotación de este operador actuando

entre adecuados espacios Lipschitz.

En el contexto variable, los primeros resultados sobre las propiedades de Iα fueron

sobre conjuntos acotados. Samko en [39] demostró la acotación desde Lp(·)(Ω) en Lq(·)(Ω),

donde q(·) es una función que puntualmente está definida como antes, p(·) satisfaciendo la

condición de continuidad log–Hölder local y el operador maximal acotado (más tarde se

probó que la primera hipótesis implica la segunda sobre estos conjuntos). Diening, en [10],

lo demostró para dominios no acotados con una hipótesis más fuerte que la continuidad

log–Hölder en el infinito: que sea constante fuera de una bola suficientemente grande.

Kokilashvili y Samko [25] demostraron en Rn con Lq(·) reemplazado por un cierto espacio

Lp variable pesado. Consideraron además un operador más general Iα(·) donde la constante

α en la definición del operador se sustituye por una función α(·).

Observando estos resultados, en este trabajo daremos una continuación al estudio del

comportamiento del operador Integral Fraccionaria actuando sobre espacios de exponente

variable e inclusive sobre espacios más generales, en la dirección planteada por [17], [20] y

[28]. Más precisamente, para comenzar estudiaremos el rango de dicho operador cuando

actúa sobre funciones de Lp(·) y veremos condiciones necesarias y suficientes sobre la

función exponente (con valores superiores a n
α

) de manera tal que el mismo este acotado.

Queremos destacar que la determinación de condiciones necesarias y suficientes para la

acotación de operadores en el contexto variable es no usual. El objetivo de este trabajo
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xii Introducción

es extener resultados logrados en [20] pero sin pesos.

En el primer caṕıtulo daremos una revisión de las definiciones y herramientas fun-

damentales de los espacios de exponente variable. Además extenderemos la desigualdad

de Minkowski en este contexto, lo cual nos resultará de utilidad en los resultados subsi-

guientes.

En el segundo caṕıtulo, definiremos a los espacios Lα,p(·) como extensiones de los es-

pacios Lipschitz clásicos. Puede consultarse el art́ıculo de Peetre [34] como antecedentes

de los mismos para el caso p constante. Luego veremos la acotación desde Lp(·) en Lα,p(·)

bajo condiciones necesarias y suficientes sobre las funciones exponentes. Como corola-

rio, resulta la acotación entre espacios Lipschitz adecuados. Por otro lado, definiremos

a los espacios Lp(·)–débil y probaremos la acotación respectiva para este espacio bajo

condiciones sólo suficientes sobre p(·).

Abordando un camino más general, en el tercer caṕıtulo presentaremos a los espacios

bmow,q, introducidos por E. Nakai [31], de los cuales, como veremos, los Lα,p(·) son casos

particulares. Daremos condiciones sobre la función w bajo las cuales bmow,1 = bmow,q

para cualquier 1 < q < ∞. Luego, exhibiremos una caracterización puntual para las

funciones en estos espacios bajo propiedades adecuadas de la función w. Como aplicación,

analizaremos la caracterización puntual que resulta para las funciones en Lα,p(·) y veremos

cómo algunas condiciones sobre la función p(·) pueden relajarse. Luego, analizaremos la

continuidad de las funciones del espacio en términos de las propiedades de w.

Finalmente, en el cuarto y último caṕıtulo de este trabajo, se analizará el comporta-

miento de la Integral Fraccionaria sobre los espacios generales definidos anteriormente.

Aqúı, también incluimos un estudio de propiedades de acotación de las Transformadas

de Riesz sobre estos espacios, obteniendo de esta manera una extensión no pesada de

resultados contenidos en [28].

Creemos que con los resultados obtenidos en este trabajo, se aportará una herramienta

de suma importancia en el tratamiento de los problemas generales mencionados en los

primeros párrafos.
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Caṕıtulo 1

Espacios con exponente variable

En este primer caṕıtulo daremos una reseña de la evolución de la teoŕıa de los espacios

de Lebesgue con exponente variable. Comenzaremos con su definición y luego seguiremos

con algunos resultados importantes, unos extráıdos de la bibliograf́ıa y otros propios, que

serán necesarios para nuestro trabajo.

1.1. El espacio Lp(·)

Sea Ω un conjunto abierto y medible de Rn y p : Ω → [1,∞) una función medible

que llamaremos función exponente. Denotaremos con Lp(·)(Ω) al espacio de las funciones

medibles sobre Ω tales que

%p(·),Ω (f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x) dx < ∞ .

La expresión %p(·),Ω (f) se denomina función modular y tiene las siguientes propiedades

1. %p(·),Ω (f) ≥ 0 para toda función f ,

2. %p(·),Ω (f) = 0 si y sólo si f(x) = 0 en casi todo punto x ∈ Ω,

3. %p(·),Ω (−f) = %p(·),Ω (f) para toda función f ,

4. %p(·),Ω (f) es una función convexa; es decir %p(·),Ω (a f + (1− a) g) ≤ a %p(·),Ω (f) +

(1− a) %p(·),Ω (g) para todo 0 ≤ a ≤ 1 y cualquier par de funciones medibles f y g,
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2 Espacios con exponente variable

5. si %p(·),Ω (f) <∞, entonces para toda función g tal que |g(x)| ≤ |f(x)| c.t.p. x ∈ Ω

se tiene que %p(·),Ω (g) ≤ %p(·),Ω (f),

6. si 0 < %p(·),Ω (f) < ∞ entonces la aplicación λ → %p(·),Ω (f/λ) es continua y decre-

ciente en el intervalo [1,∞),

7. si %p(·),Ω (f) <∞, entonces %p(·),Ω (f/λ)→ 0 cuando λ→∞ .

Las propiedades 1, 2, 3 y 5 se siguen inmediatamente de la definición de la función

modular. Para probar 4 basta observar que la función t→ tq es convexa para todo q ≥ 1.

Más precisamente, para 0 ≤ a ≤ 1 y f y g funciones medibles arbitrarias

%p(·),Ω (a f + (1− a) g) =

∫
Ω

|a f(x) + (1− a) g(x)|p(x) dx

≤
∫

Ω

[
a |f(x)|p(x) + (1− a) |g(x)|p(x)

]
dx

= a %p(·),Ω (f) + (1− a) %p(·),Ω (g) .

Notar que la función del inciso 6 es trivialmente decreciente por la definición. Por otro

lado, la continuidad y 7 son consecuencias del Teorema de la Convergencia Dominada.

Estas propiedades permiten afirmar que el funcional.

‖f‖p(·),Ω := ı́nf
{
λ > 0 / %p(·),Ω (f/λ) ≤ 1

}
, (1.1.1)

es una norma para el espacio Lp(·)(Ω). Esta norma es análoga a la definida para espacios

de Orlicz conocida como norma de Luxemburgo. Para un conjunto A ⊂ Ω se define

p+(A) := sup
x∈A

p(x), p−(A) := ı́nf
x∈A

p(x),

y en el caso A = Ω

p+ := p+(Ω), p− := p−(Ω).

Los números p+ y p− se conocen como las caracteŕısticas de la función exponente.

Observemos que si p(x) = p es una función constante, entonces este espacio coincide

con el espacio de Lebesgue Lp clásico. Es claro que si f ∈ Lp(·)(Ω) entonces ‖f‖p(·),Ω <∞.
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1.1 El espacio Lp(·) 3

Además, para f 6≡ 0, si tomamos una sucesión γn ↘ ‖f‖p(·),Ω, por el Lema de Fatou

tenemos

%p(·),Ω

(
ĺım inf
n→∞

∣∣∣∣f(x)

γn

∣∣∣∣) =

∫
Ω

(
ĺım inf
n→∞

∣∣∣∣f(x)

γn

∣∣∣∣)p(x)

dx

≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

γn

∣∣∣∣p(x)

dx

= ĺım inf
n→∞

%p(·),Ω

(
f

γn

)
≤ 1 ,

donde la última desigualdad vale por la propiedad 5. Esto nos dice que

%p(·),Ω

(
f

‖f‖p(·),Ω

)
≤ 1 . (1.1.2)

Por otro lado, si p+ <∞, entonces

%p(·),Ω

(
f

‖f‖p(·),Ω

)
= 1 .

Para ver esto veamos que suponer la desigualdad estricta en (1.1.2) conduce a una con-

tradicción. En efecto, dado que para todo 0 < λ < ‖f‖p(·),Ω vale

%p(·),Ω

(
f

λ

)
=

∫
Ω

(
|f(x)|
‖f‖p(·),Ω

‖f‖p(·),Ω
λ

)p(x)

dx ≤

(
‖f‖p(·),Ω

λ

)p+ ∫
Ω

(
|f(x)|
‖f‖p(·),Ω

)p(x)

dx

existe un λ0 tal que %p(·),Ω

(
f
λ0

)
≤ 1 lo que contradice la definición de la norma.

Recordemos que en el caso p constante existe una relación entre la función modular y

la norma dada por ‖f‖p =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

)1/p
. En el contexto variable esto no ocurre, sin

embargo podemos establecer la siguiente relación

mı́n

{
%p(·),Ω (f)

1
p− , %p(·),Ω (f)

1
p+

}
≤ ‖f‖p(·),Ω ≤ máx

{
%p(·),Ω (f)

1
p− , %p(·),Ω (f)

1
p+

}
. (1.1.3)

Es trivial ver que esta relación se convierte en igualdad en el caso p constante. Para

mayores detalles se puede consultar el trabajo hecho por Kováčik y Rákosńık ([27]) en

el año 1991. Este es una de las referencias más notables en el estudio de los espacios

de Lebesgue con exponente variable. Ellos probaron, entre otras cosas, que si 1 < p− ≤

p+ <∞ entonces
(
Lp(·)(Ω), ‖·‖p(·),Ω

)
es un espacio de Banach reflexivo, extendiendo aśı el

concepto de dualidad. Además probaron que si p ∈ L∞(Ω), entonces resulta ser un espacio
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4 Espacios con exponente variable

separable. Posterior e independientemente, Fan and Zhao en [15] trabajaron sobre este

tema.

Por último es interesante resaltar que estos espacios surgen como caso particular de

espacios más generales llamados de Muzielac–Orlicz. Estos últimos están definidos a través

de una función medible M : Ω×R→ [0,∞] tal que para todo x ∈ Ω, la función M(x, ·) es

semicontinua inferiormente, convexa, par y satisface ĺımu→0M(x, u) = M(x, 0) = 0. Aśı,

el espacio de Musielak-Orlicz LM(Ω) consiste en todas las funciones f definidas sobre Ω

tales que ∫
Ω

M(x, λf(x)) dx <∞ ,

para algún λ > 0 (ver [30]). En particular, si M(x, u) = up(x), donde la función p(·) es

finita c.t.p. x ∈ Ω entonces Lp(·)(Ω) = LM(Ω).

En forma análoga, en la definición del modular podŕıamos tomar medidas diferentes

a la medida de Lebesgue y obtener versiones análogas para la norma dada en (1.1.1).

Además, puede generalizarse el espacio Rn a espacios métricos (ver [22]).

Los siguientes son algunos resultados adaptados de [27] que escribiremos por su im-

portancia en las demostraciones de este trabajo de tesis.

Teorema 1.1.1 (Desigualdad de Hölder generalizada). Sea p(·) una función exponente

tal que 1 < p− ≤ p+ <∞. Entonces la desigualdad∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ C ‖f‖p(·),Ω ‖g‖p′(·),Ω ,

vale para toda f ∈ Lp(·)(Ω) y g ∈ Lp
′(·)(Ω), donde p′(·) es tal que 1

p(x)
+ 1

p′(x)
= 1 y la

constante C es igual a 1 + 1/p− − 1/p+.

Demostración. Trivialmente podemos suponer ‖f‖p(·),Ω 6= 0 y ‖g‖p′(·),Ω 6= 0. Dado que

|f(x)| <∞ y |g(x)| <∞ para casi todo x ∈ Ω, por la desigualdad de Young tenemos que

∫
Ω

|f(x)|
‖f‖p(·),Ω

|g(x)|
‖g‖p′(·),Ω

dx ≤
∫

Ω

1

p(x)

∣∣∣∣∣ f(x)

‖f‖p(·),Ω

∣∣∣∣∣
p(x)

dx+

∫
Ω

1

p′(x)

∣∣∣∣∣ g(x)

‖g‖p′(·),Ω

∣∣∣∣∣
p′(x)

dx

≤ sup
x∈Ω

1

p(x)
%p(·),Ω

(
f/ ‖f‖p(·),Ω

)
+ sup
x∈Ω

1

p′(x)
%p′(·),Ω

(
g/ ‖g‖p′(·),Ω

)
≤ 1 + 1/p− − 1/p+.
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1.1 El espacio Lp(·) 5

Teorema 1.1.2 (Sobre normas equivalentes). El espacio de Lebesgue generalizado Lp(·)(Ω)

coincide con el conjunto{
f : |||f |||p(·),Ω := sup

g:%p′(·),Ω(g)≤1

∫
Ω

f(x)g(x) dx <∞

}
.

Además, para cada función f ∈ Lp(·)(Ω) vale la desigualdad

‖f‖p(·),Ω ≤ |||f |||p(·),Ω ≤ C ‖f‖p(·),Ω (1.1.4)

donde C = 1 + 1/p− − 1/p+.

Demostración. Dado que %p′(·),Ω (g) ≤ 1 implica que ‖g‖p′(·),Ω ≤ 1, por el Teorema 1.1.1

es fácil ver que la desigualdad de la derecha es válida. En efecto,

|||f |||p(·),Ω = sup
g:%p′(·),Ω(g)≤1

∫
Ω

f(x)g(x) dx

≤ C sup
g:%p′(·),Ω(g)≤1

‖f‖p(·),Ω ‖g‖p′(·),Ω

≤ C ‖f‖p(·),Ω .

Por otro lado, para ver la desigualdad de la izquierda, si |||f |||p(·),Ω = ∞ nada hay que

probar. Si |||f |||p(·),Ω = 0, veamos que f(x) = 0, c.t.p. x ∈ Ω con lo cual se tendrá que

‖f‖p(·),Ω = 0. Por el absurdo, suponiendo que f es positiva sobre una bola B ⊂ Ω.

Entonces, definiendo

g(x) =
χB(x)

‖χB‖p′(·),Ω
> 0,

es claro que ‖g‖p′(·),Ω = 1 y por lo tanto

|||f |||p(·),Ω ≥
1

‖χB‖p′(·),Ω

∫
B

f(x) dx > 0 ,

lo cual es una contradicción.

Finalmente, si 0 < |||f |||p(·),Ω < ∞, tomemos, para f tal que ‖f‖p(·),Ω < ∞ (puesto

que si es infinito la desigualdad que queremos demostrar es trivial), la función g(x) =∣∣∣ f(x)
‖f‖p(·),Ω

∣∣∣p(x)−1

sig(f(x)). Entonces, como

%p′(·),Ω (g) =

∫
Ω

|g(x)|
p(x)
p(x)−1 dx =

∫
Ω

∣∣∣∣∣ f(x)

‖f‖p(·),Ω

∣∣∣∣∣
p(x)

dx = 1 ,
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6 Espacios con exponente variable

tenemos que

|||f |||p(·),Ω ≥
∫

Ω

f(x) g(x) dx = ‖f‖p(·),Ω
∫

Ω

∣∣∣∣∣ f(x)

‖f‖p(·),Ω

∣∣∣∣∣
p(x)

dx = ‖f‖p(·),Ω ,

lo que prueba el Teorema.

Por último, presentaremos otra expresión para la norma ‖·‖p(·),Ω. Recordemos que en

el caso constante 1 ≤ p <∞ vale que

‖f‖pp =

∫
Ω

|f(x)|p dx =

∫ ∞
0

ptp−1

∫
{|f |>t}

dx dt .

Un razonamiento análogo puede hacerse en el caso variable. Por el Teorema de Tonelli

podemos escribir para λ > 0∫
Ω

(
|f(x)|
λ

)p(x)

dx =

∫
Ω

(∫ |f(x)|
λ

0

p(x)tp(x)−1 dt

)
dx

=

∫ ∞
0

∫
Ω

p(x)tp(x)−1χ{ |f |λ >t}(x) dx dt .

Luego es claro que la norma puede calcularse como

‖f‖p(·),Ω = ı́nf

{
λ > 0 :

∫ ∞
0

∫
Ω

p(x)tp(x)−1χ{ |f |λ >t}(x) dx dt ≤ 1

}
. (1.1.5)

Cuando no se especifique el dominio de las funciones entenderemos que es Rn y escri-

biremos Lp(·) y ‖f‖p(·) para el espacio y su norma respectivamente. En nuestro trabajo

generalmente trabajaremos con Ω = Rn.

Como hemos visto, algunas de las propiedades de los espacios clásicos de Lebesgue

realmente siguen valiendo en Lp(·)(Ω). También se mantiene, por ejemplo, la densidad de

funciones suaves ([8], [38]). Sin embargo, otras como por ejemplo la continuidad de las

traslaciones falla ([27]) y como consecuencia de ello, la convolución de f con una función

g ∈ L1(Ω) en general no es continua.

El siguiente resultado es un resultado propio y en él extendemos otra de las desigual-

dades clásicas. Este teorema será útil en los próximos caṕıtulos.
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1.1 El espacio Lp(·) 7

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de Minkowski para integrales). Sea p(·) una función expo-

nente. Sea f una función a valores reales definida en Rn × Rn medible.

1. Si f(·, y) ∈ Lp(·) para casi todo y ∈ Rn y la aplicación y −→ ‖f(·, y)‖p(·) está en L1,

entonces ∥∥∥∥∫
Rn
f(·, y) dy

∥∥∥∥
p(·)
≤ C

∫
Rn
‖f(·, y)‖p(·) dy

donde C sólo depende de las caracteŕısticas de p.

2. Además, si 1 < q < p− entonces∥∥∥∥∥
(∫

Rn
|f(·, y)|q dy

) 1
q

∥∥∥∥∥
p(·)

≤ C

(∫
Rn
‖f(·, y)‖qp(·) dy

) 1
q

.

Demostración. El resultado de dualidad visto en 1.1.2 nos permite escribir∥∥∥∥∫
Rn
f(·, y) dy

∥∥∥∥
p(·)
≤ C sup

∫
Rn

(∫
Rn
f(x, y) dy

)
|g(x)| dx ,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g tal que
∫
|g(x)|p′(x)dx ≤ 1, luego,

aplicando el teorema de Tonelli y la desigualdad de Hölder generalizada (Teorema 1.1.1)

podemos escribir∥∥∥∥∫
Rn
f(·, y) dy

∥∥∥∥
p(·)
≤ C sup

∫
Rn

∫
Rn
f(x, y)|g(x)| dx dy

≤ C sup

∫
Rn
‖f(·, y)‖p(·) ‖g‖p′(·) dy

≤ C

∫
Rn
‖f(·, y)‖p(·) dy .

Para probar 2. observamos que por la hipótesis sobre q, la función p(·)
q

es una función

exponente. Además,
(
p(·)
q

)
−
> 1 y que para toda f ∈ Lp(·) se tiene que

‖f‖qp(·) = ‖f q‖ p(·)
q

.

En efecto

‖f‖qp(·) =

(
ı́nf

{
λ > 0 :

∫
Rn

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

})q
= ı́nf

{
λq > 0 :

∫
Rn

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

}

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



8 Espacios con exponente variable

= ı́nf

{
λq > 0 :

∫
Rn

∣∣∣f(x)q

λq

∣∣∣ p(x)
q
dx ≤ 1

}

= ı́nf

{
ν > 0 :

∫
Rn

∣∣∣f(x)q

ν

∣∣∣ p(x)
q
dx ≤ 1

}
= ‖f q‖ p(·)

q

De esto y la primera parte podemos escribir∥∥∥∥∥
(∫

Rn
|f(·, y)|q dy

) 1
q

∥∥∥∥∥
q

p(·)

=

∥∥∥∥∫
Rn
|f(·, y)|q dy

∥∥∥∥
p(·)
q

≤ C

∫
Rn
‖ |f(·, y)|q ‖ p(·)

q

dy

= C

∫
Rn
‖ |f(·, y)| ‖qp(·) dy ,

que es nuestra segunda afirmación.

1.2. Algunas relaciones de interés

Exhibiremos en esta sección una serie de lemas. Los primeros tres son consecuencia de

las condiciones de continuidad de la función exponente. Como vimos en la introducción,

algunas hipótesis fueron necesarias para lograr acotaciones de operadores maximales en

el contexto variable. Recordemos que p(·) satisface la condición log–Hölder local si

∃ c0 > 0 tal que |p(x)− p(y)| ≤ c0

log(e+ 1
|x−y|)

∀x, y ∈ Ω, (1.2.1)

Por otro lado, p(·) satisface la condicion de decaimiento log-Hölder en el infinito si

∃ p∞, c1 > 0 tal que |p(x)− p∞| ≤
c1

log(e+ |x|)
∀x ∈ Ω. (1.2.2)

Cuando la función exponente p(·) satisfaga (1.2.1) y (1.2.2) y 1 ≤ p− ≤ p+ <∞ diremos

que p(·) pertenece a la clase P log(Ω) y escribiremos p ∈ P log(Ω). No obstante, en el caso

en que Ω = Rn escribiremos simplemente p ∈ P log.

Diening en [8] se dio cuenta que la importancia de la condición log–Hölder local

radica en tener un control sobre las potencias negativas de |B| para bolas B pequeñas.

El resultado se resume en el siguiente

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



1.2 Algunas relaciones de interés 9

Lema 1.2.1. Dada una función exponente p(·), las siguientes proposiciones son equiva-

lentes.

1. p(·) satisface la condición log–Hölder local dada por (1.2.1).

2. Para una bola Br de centro x0 y radio r > 0, vale |Br|p−(Br)−p+(Br) ≤ C.

Demostración. Veamos que 1. implica 2. Dada una bola B(x0, r), observemos primero

que existe 0 < r̃ < 1
2
, que depende sólo de la dimensión, que verifica

ln(|Br|)
ln(2r)

≤ 2n, para todo 0 < r < r̃;

basta tomar r̃ = mı́n
{

1, n
√
wn/2

}
, donde wn es la medida de la bola unitaria en Rn.

Luego, si r ≥ r̃ la desigualdad es trivial. Si no, sean x∗ y x∗ puntos en Br tales que

p+(Br) = p(x∗) y p−(Br) = p(x∗). Luego

|Br|p−(Br)−p+(Br) = |Br|p(x∗)−p(x
∗)

≤
(

1

|Br|

) C0

log(e+ 1
|x∗−x∗|) ≤

(
1

|Br|

) C0

log( 1
|x∗−x∗|) ≤

(
1

|Br|

) C0
log( 1

2r )

= |Br|
C0

log(2r) = eC0
log(|Br |)
log(2r) = e2nC0 =̇ C.

Por otro lado, para puntos x e y distintos en Rn, definimos x0 = x+y
2

y r = |x − y|.

Entonces, por hipótesis para la bola B = B(x0, r) vale

rn
(
p−(Br)−p+(Br)

)
≤ C ,

tomando logaritmo tenemos(
p−(Br)− p+(Br)

)
log r ≤ C(

p+(Br)− p−(Br)
)

log
1

r
≤ C .

Si r ≥ 1 la desigualdad es trivial. Si no, como x, y ∈ B, por la definición de r es claro

que p(·) satisface (1.2.1).

Para más detalles se puede consultar el trabajo de Diening [8]. Por otro lado, Cruz

Uribe, Fiorenza y Neugebauer en [4] observaron que para bolas grandes relativamente

lejos del origen, la condición log–Hölder en el infinito asegura el siguiente
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10 Espacios con exponente variable

Lema 1.2.2. Sea p(·) una función exponente que satisface (1.2.2). Sean γ, r ∈ R, con

0 < γ < r y x0 ∈ Rn tal que |x0| > (1 + 1
γ
)r. Existe una constante C = C(n,C∞, γ) tal

que

|Br|p+(Br)−p−(Br) ≤ C, para todo r > γ .

donde Br es la bola de centro x0 y radio r.

Demostración. Observemos que todo x ∈ Br cumple que |x| ≥ |x0| − |x − x0| > (1 +

1
γ
)r − r = r

γ
> 1. Luego, si tomamos x∗ y x∗ tales que p+(Br) = p(x∗) y p−(Br) = p(x∗),

entonces

|Br|p+(Br)−p−(Br) = |Br|p(x
∗)−p(x∗) ≤ |Br||p(x

∗)−p∞| |Br||p(x∗)−p∞| ,

donde p∞ es la constante de la ecuación (1.2.2). Luego, por esta hipótesis tenemos

|Br|p+(Br)−p−(Br) = |Br|
C∞

log(e+|x∗|) |Br|
C∞

log(e+|x∗|)

≤ (wnr
n)

2C∞
log(e+ r

γ )

≤ w2C∞
n γ2nC∞

( r
γ

) 2nC∞
log(e+ r

γ )

≤ w2C∞
n γ2nC∞ e

2nC∞
log(e+ r

γ )

log(e+ r
γ )

= (wnγ
nen)2C∞ =̇ C ,

lo que prueba el lema.

Observemos que, en el lema anterior podemos elegir un γ tan chico como queramos a

condición de alejar suficientemente el centro de la bola.

Daremos ahora una serie de lemas técnicos que establecen relaciones entre la medida de

Lebesgue de un conjunto acotado A y su norma en los espacios de Lebesgue de exponente

variable. Generalmente usaremos este resultado para bolas.

Lema 1.2.3 (Estimaciones para conjuntos de medida pequeña). Para todo conjunto

acotado A cuya medida de Lebesgue sea menor que 1, se verifica

|A|
1

p−(A) ≤ ‖χA‖p(·) ≤ |A|
1

p+(A) . (1.2.3)
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1.2 Algunas relaciones de interés 11

Demostración. Observemos que

1 =
|A|
|A|

=

∫
A

1

|A|
dx ≥

∫
A

[( l

|A|

) 1
p+(A)

]p(x)

dx =

∫
Rn

[
χA(x)

|A|
1

p+(A)

]p(x)

dx ,

con lo cual tomando λ = |A|
1

p+(A) se tiene la desigualdad de la derecha de (1.2.3). Un

razonamiento análogo permite probar que

1 ≤
∫
A

[( 1

|A|

) 1
p−(A)

]p(x)

dx =

∫
Rn

[
χA(x)

|A|
1

p−(A)

]p(x)

dx ,

con lo cual tomando λ = |A|
1

p−(A) se tiene la desigualdad que queŕıamos.

Lema 1.2.4 (Relaciones para conjuntos de medida grande). Para todo conjunto acotado

A cuya medida de Lebesgue sea mayor que 1, se verifica

|A|
1

p+(A) ≤ ‖χA‖p(·) ≤ |A|
1

p−(A) .

Demostración. La demostración es análoga a la aplicada en la demostración del lema

anterior con las modificaciones correspondientes.

Introducimos ahora, para cada bola B, el número pB definido como 1
pB

= 1
|B|

∫
B

1
p(y)

dy.

Esta denifición aparece en la bibliograf́ıa en [9]. Los siguientes lemas mostrarán algunas

relaciones interesantes.

Lema 1.2.5. Para toda bola B de radio r < 1 se tiene ‖χB‖p(·) ≈ |B|
1
pB .

Demostración. Dado que 1/p+(B) ≤ 1/p(y) ≤ 1/p−(B) para todo y ∈ B, se tiene que

p−(B) ≤ pB ≤ p+(B). Por el lema 1.2.3 y la condición log–Hölder local

|B|
1
pB ≤ |B|

1
p+(B) ≤ C |B|

1
p−(B) ≤ C ‖χB‖p(·) ≤ C |B|

1
p+(B) ≤ C |B|

1
p−(B) ≤ C |B|

1
pB ,

con lo que queda probado el lema.

Lema 1.2.6. Sea p(·) una función exponente tal que 1 < p− ≤ p+ < ∞ y satisface la

condición log–Hölder en el infinito dada por la ecuación (1.2.2). Luego, para toda bola B

de centro x0 y radio r > 1/8 se tiene que |B|
1
pB ≈ |B|

1
p∞ .
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12 Espacios con exponente variable

Demostración. Dada B = B(x0, r), queremos ver que existen constantes c1 y c2 tales que

c1|B|
1
pB ≤ |B|

1
p∞ ≤ c2|B|

1
pB .

Es claro que si 1
pB
− 1

p∞
≤ 0, la desigualdad de la izquierda es inmediata. Por otra parte,

si 1
p∞
− 1

pB
≤ 0, lo es la desigualdad de la derecha. Aśı que para que el resultado quede

completamente probado basta ver que

|B|
∣∣∣ 1
pB
− 1
p∞

∣∣∣ ≤ C .

Para ello, observemos el exponente. Por la continuidad log–Hölder de p(·) tenemos∣∣∣∣ 1

pB
− 1

p∞

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

|B|

∫
B

1

p(y)
dy − 1

|B|

∫
B

1

p∞
dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

|B|

∫
B

p∞ − p(y)

p(y)p∞
dy

∣∣∣∣
≤ C

1

|B|

∫
B

|p(y)− p∞| dy

≤ C
1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

1

log(e+ |y|)
dy

≤ C
1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

1

log(e+ |y|)
dy

Si n > 1, haciendo el cambio de variables y → rz, con z ∈ B(0, 1) tenemos∣∣∣∣ 1

pB
− 1

p∞

∣∣∣∣ ≤ C

∫
B(0,1)

1

log(e+ r|z|)
dz

≤ C

log(e+ r)

∫ 1

0

sn−1 log(e+ r)

log(e+ rs)
ds. (1.2.4)

≤ C

log(e+ r)
.

donde la integral en (1.2.4) está acotada por 1 puesto que el integrando es una función

positiva creciente que toma el valor 1 en el extremo. En efecto

d

ds

(
sn−1 log(e+ r)

log(e+ rs)

)
=
sn−2 log(e+ r)

log2(e+ rs)

(
(n− 1) log(e+ rs)− sr

e+ rs

)
> 0 ,

pues

(n− 1) log(e+ rs) ≥ log(e+ rs) ≥ 1 >
sr

e+ rs
.
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Si n = 1 en cambio, para 1/8 < r ≤ ee la estimación resulta sencilla dado que∣∣∣∣ 1

pB
− 1

p∞

∣∣∣∣ ≤ 1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

dy

log(e+ |y|)

=
1

2r

∫ r

−r

dy

log(e+ |y|)

≤ 1 ≤ log(e+ ee)

log(e+ r)
=

C

log(e+ r)
.

Por otro lado, si r > ee, dado que∫ r

ee

dt

log(e+ t)
= log(log t) + log t+

(log t)2

2.2!
+

(log t)3

3.3!
+ . . .

∣∣∣∣r
ee

≤ log(log r) + log r +
(log r)2

2.2!
+

(log r)3

3.3!
+ . . .

= H(r),

podemos acotar∫
B(0,r)

dy

log(e+ |y|)
= 2

∫ r

0

dt

log(e+ t)
≤ 2C + 2

∫ r

ee

dt

log(e+ t)
≤ 2C H(r) .

Para este rango de valores de r, es claro que e + r ≤ 2r ≤ r2, luego log(e+r)
log r

≤ 2, por lo

tanto si probamos que

H(r)

r
≤ C

log r
, (1.2.5)

tenemos ∣∣∣∣ 1

pB
− 1

p∞

∣∣∣∣ ≤ C
H(r)

r
≤ C

log r
≤ C

log(e+ r)
.

O, equivalentemente

log(e+ r)

∣∣∣∣ 1

pB
− 1

p∞

∣∣∣∣ ≤ C ⇔ (e+ r)

∣∣∣ 1
pB
− 1
p∞

∣∣∣ ≤ C ,

con lo cual

|B|
∣∣∣ 1
pB
− 1
p∞

∣∣∣ ≤ C (rn)

∣∣∣ 1
pB
− 1
p∞

∣∣∣ ≤ C

[
(e+ r)

∣∣∣ 1
pB
− 1
p∞

∣∣∣]n ≤ C .

que es lo que queremos probar. Aśı, sólo nos resta ver (1.2.5). Ahora bien:

log r H(r)

r
=

1

r

(
log r log(log r) + (log r)2 +

(log r)3

2.2!
+

(log r)4

3.3!
+ . . .

)
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14 Espacios con exponente variable

≤ C

r

(
log r log(log r) + log r + 2

(log r)2

2!
+

3

2

(log r)3

3!
+

4

3

(log r)4

4!
+ . . .

)
≤ C

r

(
log r log(log r) + 2 elog r

)
= C

(
log r log(log r)

r
+ 2

r

r

)
= C

log r log(log r)

r
+ C ≤ C.

donde la última acotación vale pues la función φ(r) = log r log(log r)
r

es decreciente para

r > ee. En efecto, veamos que φ′(r) = log(log r)+1−log r log(log r)
r2 < 0 para dichos valores. Sea

m = log r, entonces para m > e tenemos

1

m− 1
<

1

e− 1
< 1 < logm,

luego

1

m− 1
< logm ⇒ 1 < logm (m− 1)

⇒ logm+ 1−m logm < 0

⇒ log(log r) + 1− log r log(log r) < 0

⇒ φ′(r) < 0 para todo r > ee.

Necesitaremos ahora del concepto de partición ordenada. Esta fue presentada por

Peter Hästo en [23].

Definición 1.2.7. Sea {Qj}j una partición de Rn en cubos de igual tamaño. Diremos

que es una partición ordenada de cubos si los cubos Qj tienen el siguiente orden: i > j

siempre que dist(0, Qi) > dist(0, Qj).

Para una función exponente p ∈ P log y una partición ordenada, se define la siguiente

norma sobre Lp(·) mediante la expresión

‖f‖p(·),{Qj} =
∥∥∥‖f‖p(·),Qj∥∥∥lp∞ =

(
∞∑
j=1

‖f‖p∞p(·),Qj

) 1
p∞

. (1.2.6)

Notar que ‖f‖p,{Qj} = ‖f‖p en el caso p constante. Exhibiremos ahora un resultado muy

importante para nuestro trabajo.
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1.2 Algunas relaciones de interés 15

Teorema 1.2.8 (Theorem 2.4 en [23]). Si p ∈ P log, entonces ‖f‖p(·),{Qj} ≈ ‖f‖p(·), donde

{Qj}j son una partición ordenada de cubos.

Para finalizar expondremos un lema que será de gran utilidad en las demostraciones

del siguiente caṕıtulo.

Lema 1.2.9. Sea p ∈ P log, y B una bola de radio r > 1/8, entonces

‖χB‖p(·) ≈ |B|
1
p∞ .

Demostración. Para 1/8 < r < 1, el resultado es una simple observación de los lemas

1.2.5 y 1.2.6 puesto que ‖χB‖p(·) ≈ |B|
1
pB ≈ |B|

1
p∞ .

Consideremos {Qj}j la partición ordenada de cubos de tamaño 1/2 y centros en coorde-

nadas (n
2
, m

2
), con n y m enteros. Sea B una bola de radio r > 1, entonces B =

⋃
j(B∩Qj),

consideremos los conjuntos Ej = B ∩ 2Qj siempre que B ∩ Qj 6= ∅ y Ej = ∅ en caso

contrario, donde 2Qj es un cubo del mismo centro que Qj y lado el doble. Como los con-

juntos Ej no son bolas, por construcción es posible encontrar bolas B−j y B+
j de radios

r− = 1/8 y r+ =
√
n/2 tales que B−j ⊂ Ej ⊂ B+

j . Como la medida de Lebesgue duplica

podemos escribir

|B−j |
1
p∞ ≈

∥∥∥χB−j ∥∥∥p(·) ≤ ∥∥χEj∥∥p(·) ≤ ∥∥∥χB+
j

∥∥∥
p(·)
≈ |B+

j |
1
p∞ ≤ C |B−j |

1
p∞ .

Luego

‖χB‖p∞p(·) ≈
∞∑
j=1

∥∥χB∩Qj∥∥p∞p(·) ≤ C
∞∑
j=1

∥∥χEj∥∥p∞p(·)
≤ C

∞∑
j=1

|B−j | ≤ C
∞∑
j=1

|Bj| ≤ C
∞∑
j=1

|B+
j | ≤ C |B| ,

con lo cual ‖χB‖p(·) ≤ C|B|
1
p∞ .

Por otro lado, la familia {2Qj}j no es una partición ordenada, sin embargo es posible

extraer una cantidad finita de subfamilias
{

2Q1
j

}
j
,
{

2Q2
j

}
j
, . . . ,

{
2Qk

j

}
j

que śı lo son,

donde la cantidad k depende de la dimensión. Esto es posible porque tienen solapamiento

acotado, entonces por el teorema 1.2.8 tenemos

|B| ≤
∞∑
j=1

|B ∩Qj| ≤
∞∑
j=1

|B+
j | ≤ C

∞∑
j=1

∥∥χEj∥∥p∞p(·)
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16 Espacios con exponente variable

≤ C

k∑
i=1

∞∑
j=1

∥∥∥χB∩2Qij

∥∥∥p∞
p(·)
≤ C

k∑
i=1

‖χB‖p∞p(·) ≤ C ‖χB‖p∞p(·) .

Independientemente y con otra técnica, Cruz-Uribe, Fiorenza y Neugebauer prueban

el lema anterior en el contexto pesado (ver [7]).
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Caṕıtulo 2

Integral Fraccionaria en espacios

Lp(·) y Lp(·) débil

Como primera instancia definiremos a los espacios Lα,p(·) que para el caso p constante,

en cierto rango resultan los espacios Lipschitz clásicos. Veremos luego que, bajo condi-

ciones necesarias y suficientes sobre las funciones exponentes p(·), el operador Integral

Fraccionaria resulta acotado desde Lp(·) en Lα,p(·).

Luego, definiremos el espacio de Lebesgue generalizado Lp(·)–débil y probaremos la

acotación respectiva para este espacio bajo condiciones sólo suficientes sobre p(·). En este

punto se utiliza una condición más fuerte que en el resultado anterior.

2.1. Definiciones y resultados previos

Definición 2.1.1. Sea 0 < α < n, p(·) una función exponente tal que 1 < p(x) < ∞.

Definimos el espacio Lα,p(·) como el conjunto de las funciones f ∈ L1
loc para las cuales

existe una constante C tal que

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤ C , (2.1.1)

para toda bola B ⊂ Rn, donde mBf es el promedio de f sobre B. Denotaremos con

‖f‖Lα,p(·) al ı́nfimo de las constantes que cumplen (2.1.1).
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18 Integral Fraccionaria en espacios Lp(·) y Lp(·) débil

Dado que ‖f‖Lα,p(·) = 0 no implica que f ≡ 0, ‖f‖Lα,p(·) no es una norma, aunque śı lo

es sobre el conjunto de las funciones módulo las constantes. Por otro lado, observemos

que en el caso constante, si p = n
α

, entonces Lα,p(·) = BMO, el espacio de las funciones de

oscilación media acotada. Si p < n
α

entonces tenemos un espacio de Morrey y en el caso

en que p > n
α

tenemos un espacio Lipschitz integral. Es interesante consultar [34] para

tener una visión unificadora de los espacios de Morrey y Lipschitz clásicos.

Por otra parte, los espacios Lα,p(·) guardan una sútil relación con los espacios de

Campanato de exponente variable introducidos en [14].

Definición 2.1.2 (Definición 4.1 de [14]). Sea p : Ω → [1,∞] y λ : Ω → [0,∞) dos

funciones medibles tales que p, λ ∈ P log. Una definición del espacio de Campanato de

exponente variable es

Lq(·),λ(·)(Ω) =

{
f ∈ Lq(·)(Ω) : sup

x0∈Ω,ρ>0
ρ−λ(x0)

∫
Ω(x0,ρ)

|f(x)− fΩ(x0,ρ)|q(x) dx < +∞

}
.

donde Ω(x0, ρ) = Ω∩Q(x0, ρ) y Q(x0, ρ) denota un cubo de Rn con centro en x0 y longitud

de sus lados 2ρ.

Dado que para bolas de tamaño acotado se cumple que |B|p−(B) ≈ |B|p(x) ≈ |B|p+(B)

para cada x ∈ B siempre que p(·) satisfaga (3.2.6), entonces restringiendo la defini-

ción de nuestros espacios Lα,p(·) a tales dominios acotados Ω los mismos coinciden con

L1,α+n/p′(x)(Ω).

Volviendo ahora a nuestra definición de los espacios Lα,p(·) notemos que para una

función f localmente integrable se verifica que∫
B

|f(x)−mBf | dx =

∫
B

∣∣∣∣f(x)− 1

|B|

∫
B

f(y) dy

∣∣∣∣ dx
≤ 1

|B|

∫
B

∫
B

|f(x)− f(y)| dy dx

≤ 2

∫
B

|f(x)−mBf | dx .

Por lo tanto tenemos una versión equivalente para el espacio Lα,p(·) como el conjunto de

las funciones tales que

1

|B|αn−1 ‖χB‖p′(·)

∫
B

∫
B

|f(x)− f(y)| dy dx ≤ C . (2.1.2)
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2.1 Definiciones y resultados previos 19

La siguiente proposición será de gran utilidad en la demostración del Teorema prin-

cipal de este caṕıtulo.

Proposición 2.1.3. Dados 0 < α < n, p(·) una función exponente y f una función en

Lα,p(·), entonces

1

2
‖f‖Lα,p(·) ≤ sup

B⊂Rn
ı́nf
a∈R

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)− a| dx ≤ ‖f‖Lα,p(·) .

Demostración. Para cada bola B definimos

RB(f) =
1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)−mBf | dx ,

entonces, por definición tenemos

‖f‖Lα,p(·) = ı́nf{C > 0 : cumplen (2.1.1)} = sup
B⊂Rn

RB(f) .

Aśı, bastará probar que para toda bola

1

2
RB(f) ≤ ı́nf

a∈R

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)− a| dx ≤ RB(f) .

La desigualdad de la derecha es trivial. Por otro lado, por tratarse de un ı́nfimo, para

cada ε > 0, existe un número aB ∈ R tal que

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)− aB| dx ≤ ı́nf
a∈R

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)− a| dx + ε .

Puesto que∫
B

|mBf − aB| dx =

∣∣∣∣∫
B

f(x) dx−
∫
B

aB dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
B

|f(x)− aB| dx ,

se tiene ∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤
∫
B

|f(x)− aB| dx+

∫
B

|mBf − aB| dx

≤ 2

∫
B

|f(x)− aB| dx .

Aśı es claro que

RB(f) ≤ 2 ı́nf
a∈C

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)− a| dx + 2ε .

Como ε es arbitrario queda probada la primera desigualdad y con ello la proposición.
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20 Integral Fraccionaria en espacios Lp(·) y Lp(·) débil

Definición 2.1.4. Dado 0 < α < n, diremos que una función exponente p(·) pertenece

a la clase Pα, si existe una constante positiva C tal que∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) , (2.1.3)

para toda bola B ⊂ Rn, donde x0 denota el centro de B. En tal caso, escribiremos p ∈ Pα.

Definición 2.1.5. Diremos que una función exponente p(·) satisface la condición D, si

existe una constante positiva C tal que

∥∥χB(x,2r)

∥∥
p(·) ≤ C

∥∥χB(x,r)

∥∥
p(·) ,

para todo x ∈ Rn y todo r > 0. Es tal caso, escribiremos p ∈ D.

Proposición 2.1.6. Si p ∈ Pα entonces p′ ∈ D.

Demostración. Sea B = B(x0, r) ⊂ Rn, por la hipótesis sobre p(·) tenemos que

‖χ2B‖p′(·) = |B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥ χ2B

|B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥
p′(·)

≤ C |B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥ χRn(
|B|

1
n + |x0 − ·|

)n−α+1

∥∥∥∥∥
p′(·)

≤ C |B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥ χRn−B(
|x0 − ·|

)n−α+1

∥∥∥∥∥
p′(·)

+ C |B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥ χB(
|B|

1
n + |x0 − ·|

)n−α+1

∥∥∥∥∥
p′(·)

≤ C ‖χB‖p′(·) + |B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥ χB

|B|
1
n
−α
n

+1

∥∥∥∥∥
p′(·)

≤ C ‖χB‖p′(·) .

Luego, p′ ∈ D.

Observación 2.1.7. Dado que para una función p(·)

1

(p′)+

=

(
1

p′

)
−

=

(
1− 1

p

)
−

= 1− 1

p−
,

1

(p′)−
=

(
1

p′

)
+

=

(
1− 1

p

)
+

= 1− 1

p+

,
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2.1 Definiciones y resultados previos 21

al considerar p′(·) en lugar de p(·), para un conjunto acotado A cuya medida de Lebesgue

es menor que 1, por el lema 1.2.3 podemos concluir que

a1|A|
1− 1

p+(A) ≤ ‖χA‖p′(·) ≤ a2|A|
1− 1

p−(A) .

Por otro lado, para un conjunto A de medida mayor que 1, por el lema 1.2.4

b1|A|
1− 1

p−(A) ≤ ‖χA‖p′(·) ≤ b2|A|
1− 1

p+(A) .

La siguiente proposición muestra que la clase de funciones exponente Pα es no vaćıa.

Proposición 2.1.8. Consideremos en Rn, n ≥ 2, el conjunto E =
⋃
Ej donde Ej son

bolas de radio 1/4 y centradas en xj = (j, 0, . . . , 0), j ∈ Z y una función continua p(·) no

constante sobre cada Bj y p(x) = p− para todo x ∈ Rn − E. Si además

1. p(·) satisface la condición log-Hölder local dado por (1.2.1),

2. n
α
< p− < p+ < n

(α−1)+ para 0 < α < n y

3. n
p−
− 1

p+
≤ n− 1.

entonces p ∈ Pα.

Demostración. Es claro que la función p(·) aśı definida es una función exponente. Ahora,

dada una bola B = B(x0, r) en Rn debemos ver que∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) ,

donde C es independiente de la bola B. Consideremos para k = 1, 2, . . ., las coronas

crecientes Ωk =
{
y ∈ Rn : 2k−1r ≤ |x0 − y| < 2kr

}
, y los conjuntos

Vk = Ωk ∩ E, Fk = Ωk ∩ Ec, k = 1, 2, . . . ;

es decir, los subconjuntos de cada corona en donde la función p(·) es variable y en donde

es constante. Con esta notación escribiremos Bk = B ∪
(⋃k

i=1 Ωi

)
. Entonces∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

≤
∞∑
k=1

∥∥∥∥ χΩk

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)
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22 Integral Fraccionaria en espacios Lp(·) y Lp(·) débil

≤
∞∑
k=1

(2k−1r)α−n−1 ‖χΩk‖p′(·)

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1

∞∑
k=1

(2k)α−n−1 ‖χΩk‖p′(·)

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1

∞∑
k=1

(2k)α−n−1
(
‖χFk‖p′(·) + ‖χVk‖p′(·)

)
.(2.1.4)

Estimemos ahora las últimas normas. Para ello, distinguimos dos casos según el tamaño

de la bola original B(x0, r)

|B| > 1.

Para estas bolas, es claro que |Fk| > 0 para todo k. Por otro lado, como p(x) = p−

para todo x ∈ Rn − E, tenemos que p−(B) = p−, luego para el primer sumando

estimamos

‖χFk‖p′(·) = |Fk|
1− 1

p− ≤ |Bk|
1− 1

p− = 2
kn(1− 1

p−
)|B|1−

1
p−(B) ≤ C 2

kn(1− 1
p+

) ‖χB‖p′(·) ,

donde en la última desigualdad usamos la observación 2.1.7. Por otro lado, para

estimar ‖χVk‖p′(·) distinguimos

� |Vk| < 1. Dado que Vk ⊂ Bk para todo k, |Bk| > 1 y B ⊂ Bk tenemos

‖χVk‖p′(·) ≤ C |Vk|
1− 1

p−(Vk) ≤ C |Vk|
1− 1

p−(Bk)

≤ C |Bk|
1− 1

p−(Bk) ≤ C |Bk|
1− 1

p−(B)

≤ C 2
kn(1− 1

p−(B)
)|B|1−

1
p−(B) ≤ C 2

kn(1− 1
p+

) ‖χB‖p′(·) .

� |Vk| > 1. Por construcción observamos que la mayor cantidad de bolas Ej que

la corona Ωk puede intersecar es 4 2kr. Luego, es claro que |Vk| ≤ C 2kr, con

lo cual por 3

‖χVk‖p′(·) ≤ C |Vk|
1− 1

p+(Vk) ≤ C (2kr)
1− 1

p+

≤ C (2kr)
n− n

p− = C |Bk|
1− 1

p−(B)

≤ C 2
kn(1− 1

p+
) ‖χB‖p′(·) .

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



2.1 Definiciones y resultados previos 23

|B| < 1

Nuevamente, estimemos primero ‖χFk‖p′(·). En este caso, dado que B puede estar

contenida en E, no necesariamente p−(B) = p−. Entonces, si Fk = ∅ la desigualdad

es trivial. Si Fk 6= ∅ entonces p−(Fk) = p− = p−(Bk)

‖χFk‖p′(·) = |Fk|
1− 1

p− ≤ |Bk|
1− 1

p−

= |Bk|
1− 1

p+(Bk) |Bk|
1

p+(Bk)
− 1
p−(Bk)

= 2
kn(1− 1

p+
)|B|1−

1
p+(B)

(
|Bk|p−(Bk)−p+(Bk)

)1/p2
−

≤ C 2
kn(1− 1

p+
) ‖χB‖p′(·) .

donde en la última desigualdad se obtiene mediante la condición de continuidad

local (1.2.1) y nuevamente la observación 2.1.7.

Por otro lado, para estimar ‖χVk‖p′(·)

� |Vk| < 1. Como Bk ⊂ Vk, para cada k tenemos que p−(Bk) ≤ p−(Vk), por lo

tanto

‖χVk‖p′(·) ≤ C |Vk|
1− 1

p−(Vk) ≤ C |Vk|
1− 1

p−(Bk) ≤ C |Bk|
1− 1

p−(Bk) .

En el caso que |Bk| ≤ 1 hacemos

‖χVk‖p′(·) ≤ C |Bk|
1− 1

p+(Bk)

(
|Bk|p−(Bk)−p+(Bk)

)1/p2
− ≤ C 2

kn(1− 1
p+

) ‖χB‖p′(·) .

Por otro lado, si |Bk| > 1

‖χVk‖p′(·) ≤ C |Bk|
1− 1

p−(Bk) ≤ C |Bk|
1− 1

p−(B) ≤ C 2
kn(1− 1

p+
)|B|1−

1
p−(B)

≤ C 2
kn(1− 1

p+
)|B|1−

1
p+(B)

(
|B|p−(B)−p+(B)

)1/p2
− ≤ C 2

kn(1− 1
p+

) ‖χB‖p′(·) .

� |Vk| > 1. En este caso, trivialmente |Bk| > 1. Por otro lado, aplicando el mismo

razonamiento que antes, tenemos una estimación para |Vk|. Luego, por 3 y la

observación 2.1.7 tenemos

‖χVk‖p′(·) ≤ |Vk|
1− 1

p+(Vk) ≤ C (2kr)
1− 1

p+
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≤ C (2kr)
n− n

p− ≤ C |Bk|
1− 1

p+(B)

≤ C 2
kn(1− 1

p+
) ‖χB‖p′(·) .

Volviendo a (2.1.4), puesto que p+ < n
(α−1)+ , de todas las estimaciones anteriores se tiene∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1

∞∑
k=1

(2k)α−n−1
(
‖χVk‖p′(·) + ‖χFk‖p′(·)

)
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·)

∞∑
k=1

(2k)α−n−1(2k)
n− n

p+

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) .

que es lo que queŕıamos demostrar.

2.2. Acotación en Lp(·)

Con las definiciones que hasta aqúı se han dado, enunciaremos uno de los resultados

principales de este caṕıtulo: la acotación del operador Integral Fraccionaria bajo una

condición necesaria y suficiente de la función exponente.

Teorema 2.2.1. Dado 0 < α < n, si p(·) es una función exponente tal que 1 < p− ≤

p+ <∞, luego las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. El operador Iα puede ser extendido a un operador lineal acotado Ĩα desde Lp(·) en

Lα,p(·) mediante la expresión

Ĩαf(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

)
f(y) dy .

2. La función exponente p(·) está en la clase Pα.

Demostración. Veamos que 2. implica 1. Para x0 ∈ Rn y r > 0, tomemos B = B(x0, r) y

B̃ = B(x0, 2r). Definimos, para cada función f localmente integrable, el número

aB =

∫
Rn

(
1− χB̃(y)

|x0 − y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

)
f(y) dy ,
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y la función

TB(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
−

1− χB̃(y)

|x0 − y|n−α

)
f(y) dy .

Dado que formalmente Ĩαf(x) = aB + TB(x), para probar la buena definición del opera-

dor, probaremos que |aB| < ∞ y que |TB(x)| < ∞ c.t.p. x ∈ B(x0, r). Hecho esto, para

una sucesión creciente de bolas Bk con centro en el origen y radio rk, tenemos asociados

conjuntos Tk de medida cero sobre los cuales el operador no está definido. Denotando

ahora T = ∪Tk, el operador Ĩαf(x) resulta finito para todo x ∈ Rn − T , o equivalente-

mente, puesto que |T | = 0, en casi todo punto x ∈ Rn. Por otro lado, observemos que la

definición de Ĩαf(x) no depende de la bola elegida, esto es, para B1 y B2 bolas arbitrarias

si |TB1(x)| <∞, entonces también |TB2(x)| <∞ y además,

Ĩαf(x) = aB1 + TB1(x) = aB2 + TB2(x) .

Veamos entonces primero que |aB| < ∞. Para ello, tomemos ρ = máx {|x0|, 2r} y escri-

bimos

|aB| ≤ |a1
B|+ |a2

B| ,

donde dividimos el dominio de la integral en B(0, 2ρ) y su complemento. Entonces, por

la desigualdad de Hölder generalizada se tiene

|a1
B| ≤

∫
B(0,2ρ)

∣∣∣∣ 1− χB̃(y)

|x0 − y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)| dy

≤
∫
|y|<2ρ

|x0−y|>2r

|f(y)|
|x0 − y|n−α

dy +

∫
|y|<2ρ

|y|>1

|f(y)|
|y|n−α

dy

≤ C rα−n
∫
|y|<2ρ

|f(y)| dy + C

∫
|y|<2ρ

|f(y)| dy

≤ C rα−n ‖f‖p(·)
∥∥χB(0,2ρ)

∥∥
p′(·) < ∞ .

Por otro lado, v́ıa el Teorema del valor medio, nuevamente la desigualdad de Hölder

generalizada y la hipótesis 2. podemos decir que

|a2
B| ≤

∫
Rn−B(0,2ρ)

∣∣∣∣ 1− χB̃(y)

|x0 − y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)| dy
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≤ C ρ

∫
Rn−B(0,2ρ)

|f(y)|
|xξ − y|n−α+1

dy

≤ C ρ

∫
Rn−B(0,2ρ)

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy

≤ C ‖f‖p(·)

∥∥∥∥ χRn−B(0,2ρ)

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

< ∞ ,

donde xξ es un punto del segmento que une x0 con el origen de coordenadas. Dado que

|x0 − y| ≤ |x0 − xξ|+ |xξ − y| ≤ |x0|+ |xξ − y| ≤ ρ+ |xξ − y| ≤ 2|xξ − y| ,

podemos cambiar xξ por x0 en la última estimación. Veamos ahora que TB(x) es finito

en casi todo punto de B(x0, r). Por definición podemos estimar

|TB(x)| ≤
∣∣∣∣∫
B̃

f(y)

|x− y|n−α
dy

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Rn−B̃

(
1

|x− y|n−α
− 1

|x0 − y|n−α

)
f(y) dy

∣∣∣∣ .
Luego, integrando sobre B la desigualdad anterior basta con estimar cada sumando por

separado. Para el primero, por el Teorema de Tonelli y la desigualdad de Hölder, tenemos∫
B

∣∣∣∣∫
B̃

f(y)

|x− y|n−α
dy

∣∣∣∣ dx ≤ ∫
B̃

(∫
B

dx

|x− y|n−α
)
|f(y)| dy

≤
∫
B̃

(∫
B

dx

|x|n−α
)
|f(y)| dy

≤ C rα ‖χ2B‖p′(·) ‖f‖p(·) < ∞ .

Para el segundo, nuevamente por el Teorema del valor medio y la hipótesis 2. tenemos∫
Rn−B̃

∣∣∣∣ 1

|x− y|n−α
− 1

|x0 − y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)| dy ≤ C |B|
1
n

∫
Rn−B̃

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy

≤ C |B|
1
n

∫
Rn−B

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy

≤ C |B|
1
n

∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)
‖f‖p(·)

≤ C |B|
α
n
−1 ‖χB‖p′(·) ‖f‖p(·) < ∞ ,

como queŕıamos demostrar.

Por lo tanto hemos probado que
∣∣∣Ĩαf(x)

∣∣∣ < ∞ para casi todo x ∈ Rn. Para probar la
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acotación del operador, tomemos f ∈ Lp(·). Dada B ⊂ Rn una bola de centro x0 y radio

r > 0, consideremos la función TB(x) y las acotaciones antes hechas sobre esta. Podemos

afirmar entonces que

∫
B

|Ĩαf(x)− aB| dx =

∫
B

|TB(x)| dx

≤
∫
B

∣∣∣∣∫
B̃

f(y)

|x− y|n−α
dy

∣∣∣∣ dx
+

∫
B

∣∣∣∣∫
Rn−B̃

(
1

|x− y|n−α
− 1

|x0 − y|n−α

)
f(y) dy

∣∣∣∣ dx
≤ C rα ‖χB‖p′(·) ‖f‖p(·) .

Con lo cual

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|Ĩαf(x)− aB| dx ≤ C ,

donde la constante no depende de la bola B ni de la función. Luego, tomando ı́nfimo sobre

todas las constantes en el integrando, por la proposición 2.1.3 tenemos la acotación, y

con ello lo que queŕıamos demostrar.

Veamos ahora que la condición es necesaria, es decir 1. implica 2. Para una bola

B = B(x0, r) tomamos el punto x̂0 = x0 − r
3
√
n
(1, . . . , 1) y los conjuntos

K = {x0 + h : h ∈ Rn, |h| > r, hi ≥ 0, i = 1, . . . , n} ;

G1 = B(x0,
r

6
√
n

) ∩ {x0 + h : h ∈ Rn, hi ≤ 0, i = 1, . . . , n} ;

G2 = B ∩ {x̂0 + h : h ∈ Rn, hi ≤ 0, i = 1, . . . , n} .

como se muestra en la siguiente figura
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G2

G1

K

B

x0

x̂0

Observemos que |x0 − x̂0| = r
3
√
n
|(1, . . . , 1)| = 1

3
r. Por otra parte, dado que |B| = wnr

n,

tenemos

|G1| =
1

2n
|B(x0,

r

6
√
n

)| = Cn r
n = Cn |B| .

Por otra parte como B(x̂0,
2
3
r) ⊂ B se sigue que

|G2| ≥
1

2n
|B(x̂0,

2

3
r)| = Cn r

n = Cn |B| .

La última inclusión es válida puesto que si y ∈ B(x̂0,
2
3
r) entonces |y − x0| ≤ |y − x̂0| +

|x̂0 − x0| < 2
3
r + 1

3
r = r, con lo cual y ∈ B. Además, para cada u ∈ G2 y cada v ∈ G1 se

tiene que

|u− v| ≥ |u− x0| − |x0 − v| ≥
1

3
r − 1

6
√
n
r = Cn r = Cn |B|

1
n .

Ahora bien, dada cualquier función f en Lp(·), por hipótesis Ĩαf ∈ Lα,p(·), entonces, para

dos puntos x e y en B para los cuales el operador esté definido, por (2.1.2) tenemos

∞ >

∫
B

∫
B

|Ĩαf(x)− Ĩαf(y)| dy dx
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=

∫
B

∫
B

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

[
1

|x− z|n−α
−

1− χB(0,1)(z)

|z|n−α

]
f(z) dz

−
∫
Rn

[
1

|y − z|n−α
−

1− χB(0,1)(z)

|z|n−α

]
f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ dy dx
=

∫
B

∫
B

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

[
1

|x− y|n−α
− 1

|z − y|n−α

]
f(y) dy

∣∣∣∣∣∣ dz dx
Para estimar la diferencia en el integrando utilizamos el teorema del valor medio y escri-

bimos

1

|x− y|n−α
− 1

|z − y|n−α
= < ∇(| · −y|α−n)(w), x− z >

= (−n+ α)
cos( ̂w − y, x− z)

|w − y|n−α+1
|x− z| ,

donde w es un punto del segmento que une x con z y (û, v) denota el ángulo entre los

vectores u y v. Luego, para cualquier punto y ∈ K, x ∈ G1 y z ∈ G2 existe θ ∈ (π
2
, π)

dependiendo sólo de la dimensión tal que − cos( ̂w − y, x− z) ≥ − cos(θ) > 0. Por otro

lado |w − y| ≤ |w − x0|+ |x0 − y| ≤ 2|x0 − y|, por lo tanto podemos afirmar

1

|x− y|n−α
− 1

|z − y|n−α
≥ C

|x− z|
|w − y|n−α+1

≥ C
|B| 1n

|x0 − y|n−α+1
.

Ahora, para una función f no negativa tal que %p(·) (f) ≤ 1, tomando fm = fχKm , con

Km = K ∩B(x0,m), tenemos

∥∥∥Ĩαfm∥∥∥
Lα,p(·)

≥ 1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|Ĩαfm(x)−mB Ĩαfm|dx

≥ 1

|B|αn+1
‖χB‖p′(·)

∫
G1

∫
G2

∣∣∣∣∣∣
∫
K

[
1

|x− y|n−α
− 1

|z − y|n−α

]
fm(y) dy

∣∣∣∣∣∣ dz dx
≥ |B|−

α
n

+1+ 1
n ‖χB‖p′(·)

∫
Km

fm(y)

|x0 − y|n−α+1
dy .

Aśı, dado que ∥∥∥Ĩαfm∥∥∥
Lα,p(·)

≤ C ‖fm‖p(·) ≤ C ‖f‖p(·) ,
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tenemos ∫
Km

fm(y)

|x0 − y|n−α+1
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) ,

y tomando m→∞, por el teorema de la convergencia monótona, resulta∫
K

f(y)

|x0 − y|n−α+1
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) .

Repitiendo el razonamiento en los 2n cuadrantes podemos concluir que∫
Rn−B

f(y)

|x0 − y|n−α+1
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) ,

para toda f tal que ρp(f) ≤ 1. En particular vale para el supremo de tales cantidades, es

decir

sup
f :ρp(f)≤1

∫
Rn

χRn−B(y)

|x0 − y|n−α+1
f(y) dy ≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) .

Luego, por el Teorema 1.1.2, concluimos que∥∥∥∥ χRn−B(·)
|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) ,

con lo cual p ∈ Pα y el teorema queda demostrado.

2.3. Lp(·) débiles

En esta sección introduciremos a los espacios de Lebesgue de exponente variable débi-

les extendiendo el caso p constante. También probaremos que es un espacio vectorial casi

normado.

Definición 2.3.1. Sea p(·) una función exponente tal que 1 ≤ p− ≤ p+ < ∞. Diremos

que una función localmente integrable pertenece al espacio de Lebesgue generalizado Lp(·)

débil, si la integral ∫
Rn
tp(x)χ{|f |>t}(x) dx <∞

para todo t > 0. Denotaremos a este espacio Lp(·),∞.
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Lema 2.3.2. Para una función exponente p(·) tal que p+ < ∞, el espacio Lp(·),∞ es un

espacio casi-normado, donde la casinorma viene dada por la expresión

[f ]p(·),∞ = ı́nf

{
λ > 0 : sup

t>0

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 1

}
. (2.3.1)

Demostración. Probaremos que para cada f, g ∈ Lp(·),∞ y α ∈ R se verifican las siguientes

propiedades:

1. αf ∈ Lp(·),∞, más aún [αf ]p(·),∞ = |α| [f ]p(·),∞ .

2. f + g ∈ Lp(·),∞, más aún [f + g]p(·),∞ ≤ 2
p++1

p−

(
[f ]p(·),∞ + [g]p(·),∞

)
.

3. f = 0 c.t.p. si y sólo si [f ]p(·),∞ = 0 .

La afirmación 1. es inmediata dado que

[αf ]p(·),∞ = ı́nf

{
λ > 0 : sup

t>0

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|αf |>t}(x) dx ≤ 1

}

= ı́nf

{
λ > 0 : sup

t>0

∫
Rn

(
t

λ/|α|

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 1

}

= ı́nf

{
|α|λ > 0 : sup

t>0

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 1

}
= |α| [f ]p(·),∞ .

En cuanto a la condición 2, teniendo en cuenta que para cada t > 0

{x ∈ Rn : |f(x) + g(x)| > t} ⊂ {x ∈ Rn : |f(x)| > t/2} ∪ {x ∈ Rn : |g(x)| > t/2} ,

se sigue que

χ{|f+g|>t} ≤ χ{|f |>t/2}∪{|f |>t/2} ≤ χ{|f |>t/2} + χ{|f |>t/2} .

Aśı, tenemos ∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f+g|>t}(x) dx

≤
∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t/2}(x) dx +

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|g|>t/2}(x) dx
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≤ 2p+

(∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx +

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|g|>t}(x) dx

)
.

Tomando a λ = 2
p++1

p−

(
[f ]p(·),∞ + [g]p(·),∞

)
y observando que

(
1
2

) p++1

p− < 1, podemos

escribir∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f+g|>t}(x) dx ≤ 2p+

2p++1

(∫
Rn

( t

[f ]p(·),∞

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx

+

∫
Rn

( t

[g]p(·),∞

)p(x)

χ{|g|>t}(x) dx

)
≤ 2p+

2p++1
· 2 = 1 .

Al tomar supremo para t > 0 por definición obtenemos 2.

Por último si f = 0 c.t.p., entonces {|f | > t} tiene medida de Lebesgue nula para todo

t, por lo tanto es claro que [f ]p(·),∞ = 0. Por otro lado, supongamos que [f ]p(·),∞ = 0.

Luego para cada k ∈ N, existe λk <
1
k

tal que vale la desigualdad:

1 ≥ sup
t>0

∫
Rn

(
t

λk

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≥ sup
t>0

∫
Rn

(kt)p(x) χ{|f |>t}(x) dx ≥ kp− Ct|{|f | > t}|,

para cada t, donde

Ct =

 tp+ si 0 < t ≤ 1;

tp− si t > 1.

En cualquier caso tenemos que

|{|f | > t}| ≤ 1

Ct kp−
−→ 0 cuando k →∞ ,

con lo cual queda probado 3. y con ello la Proposición 2.3.2.

La relación entre los espacios Lp(·) y Lp(·),∞ es la que se espera y la presentamos en el

siguiente lema.

Lema 2.3.3. Sea p(·) una función exponente, con 1 ≤ p− ≤ p+ < ∞. Luego Lp(·) ↪→

Lp(·),∞; más aún [f ]p(·),∞ ≤ ‖f‖p(·).
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Demostración. Sea f ∈ Lp(·), para cada t > 0 y cada x ∈ {x ∈ Rn : |f(x)| > t} tenemos

que 1 < |f(x)|
t
≤
(
|f(x)|
t

)p(x)

. Luego, para λ = ‖f‖p(·) tenemos

∫
Rn

(
t

‖f‖p(·)

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤
∫
Rn

(
t

‖f‖p(·)
|f |
t

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx

≤
∫
Rn

(
|f |
‖f‖p(·)

)p(x)

dx = 1 .

Tomando ahora supremo sobre t > 0 queda demostrado el lema.

Lema 2.3.4. Sean p0, p1 números reales tales que 1 < p0 ≤ p1 <∞. Sea p : Rn → [1,∞)

una función exponente tal que p0 ≤ p− ≤ p+ ≤ p1. Si f ∈ Lp0,∞ ∩ Lp1,∞, entonces

f ∈ Lp(·),∞.

Demostración. Dado λ > 0 fijo, para 0 < t ≤ λ tenemos∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤
(
t

λ

)p−
|{|f | > t}|

≤ 1

λp0
tp0|{|f | > t}|

≤ 1

λp0
[f ]p0

p0
.

Por otro lado, para t > λ∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤
(
t

λ

)p+

|{|f | > t}|

≤ 1

λp1
tp1|{|f | > t}|

≤ 1

λp1
[f ]p1

p1
.

Con lo cual resulta inmediato que

sup
t>0

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 2 máx

{(
[f ]p0

λ

)p0

,

(
[f ]p1

λ

)p1
}
<∞ ,

lo que muestra que f ∈ Lp(·),∞.

Lema 2.3.5. Si p(·) = p constante, entonces esta expresión (2.3.1) coincide con la defi-

nición clásica de casi-norma en Lp-débil. Esto es [f ]p(·),∞ = [f ]p,∞.
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Demostración. Basta observar la siguiente cadena de igualdades.

[f ]p(·),∞ = ı́nf

{
λ > 0 : sup

t>0

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 1

}

= ı́nf

{
λ > 0 : sup

t>0

(
tp

λp

) ∣∣χ{|f |>t}(x)
∣∣ ≤ 1

}
= ı́nf

{
λ > 0 : sup

t>0
t
∣∣χ{|f |>t}(x)

∣∣ 1
p ≤ λ

}
= sup

t>0
t
∣∣χ{|f |>t}(x)

∣∣ 1
p = [f ]p,∞.

Es necesario mencionar que en [4], Capone, Cruz-Uribe y Fiorenza prueban una de-

sigualdad de tipo débil para el operador maximal de Hardy-Littlewood. Si bien no expli-

citan la definición de un espacio Lp(·) débil, el mismo podŕıa ser definido como sigue:

Definición 2.3.6 ([4]). Sea p(·) una función exponente tal que 1 ≤ p− ≤ p+ < ∞.

Diremos que una función f localmente integrable pertenece al espacio L̃p(·) débil si

[f ]∗p(·),∞ = sup
t>0

t
∥∥χ{|f |>t}(·)∥∥p(·) <∞ .

Denotaremos a este espacio por L̃p(·),∞.

Nos preguntamos qué relación existe entre la definición anterior y la dada en 2.3.1. El

siguiente lema prueba que son equivalentes.

Lema 2.3.7. L̃p(·),∞ ∼ Lp(·),∞.

Demostración. Probemos primero que [f ]p(·),∞ ≤ [f ]∗p(·),∞. Para esto, sea λ = [f ]∗p(·),∞ y

veamos que

sup
t>0

∫
Rn

(
t

[f ]∗p(·),∞

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 1.

En efecto, para cada t > 0 vale que [f ]∗p(·),∞ ≥ t
∥∥χ{|f |>t}(·)∥∥p(·). Luego

∫
Rn

(
t

[f ]∗p(·),∞

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤
∫
Rn

(
χ{|f |>t}(x)∥∥χ{|f |>t}(·)∥∥p(·)

)p(x)

dx = 1.

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



2.4 Lemas técnicos 35

De donde tomando supremo en t > 0 se tiene el resultado. Probemos ahora que [f ]∗p(·),∞ ≤

[f ]p(·),∞. Dado que para cada t0 > 0 resulta{
λ > 0 : sup

t>0

∫
Rn

(
t

λ

)p(x)

χ{|f |>t}(x) dx ≤ 1

}
⊂

{
λ > 0 :

∫
Rn

(
t0
λ

)p(x)

χ{|f |>t0}(x) dx ≤ 1

}
,

tomando ı́nfimo, por definición tenemos que

ı́nf

{
λ > 0 :

∫
Rn

(
t0
λ

)p(x)

χ{|f |>t0}(x) dx ≤ 1

}
≤ [f ]p(·),∞ .

Mediante el cambio de variable λ/t0 → λ se tiene

t0
∥∥χ{|f |>t0}(·)∥∥p(·) = t0 ı́nf

{
λ > 0 :

∫
Rn

(
χ{|f |>t0}(x)

λ

)p(x)

dx ≤ 1

}
≤ [f ]p(·),∞ .

Finalmente tomando supremo en t0 > 0 se tiene el resultado.

2.4. Lemas técnicos

En la definición 2.1.4 de la sección 2.1, hemos establecido la condición Pα sobre el

exponente p(·), la cual resultó ser necesaria y suficiente para que una adecuada extensión

del operador Iα resulte acotado desde Lp(·) en Lα,p(·). Sin embargo no hemos sido capaces

de probar, al igual que ocurre en el caso p constante, que la misma sirve para la acotación

sobre los espacios Lp(·),∞. Es por esto que debemos considerar una condición ligeramente

más fuerte, la cual presentamos ahora en el siguiente lema. Posteriormente, una serie de

lemas ayudarán a entender esta nueva condición.

Lema 2.4.1. Sea p(·) una función exponente tal que p+ < n
(α−1)+ y p ∈ P log, entonces

existe una constante positiva C tal que∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤ C |B|

α
n
− 1
n
−1
∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) , (2.4.1)

para toda bola B en Rn de centro x0 y radio r.

Demostración. Sea r < 1 y una bola B de centro x0 y radio r. Luego∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
=

∫ 1

r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
+

∫ ∞
1

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
,
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Por hipótesis α− n
p+(B)

− 1 < 0, entonces del lema 1.2.4 y la observacion 2.1.7 tenemos

∫ ∞
1

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤
∫ ∞

1

t
n− n

p+

tn−α+1

dt

t
= C ≤ C r

α− n
p+(B)

−1 ≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) .

∫ ∞
1

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤

∫ ∞
1

t
n− n

p+(B(x0,r))

tn−α+1

dt

t
C
α− n

p∞
−1

1

= C

≤ C r
α− n

p+(B)
−1

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) .

Por otro lado, dado que B(x0, r) ⊂ B(x0, t) si r ≤ t ≤ 1, aplicamos el lema 1.2.3 y

nuevamente la observación 2.1.7 y tenemos

∫ 1

r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤ C

∫ 1

r

|B(x0, t)|
1− 1

p−(B(x0,t))

tn−α+1

dt

t

= C

∫ 1

r

|B(x0, t)|
1− 1

p+(B(x0,r))

tn−α+1
|B(x0, t)|

1
p+(B(x0,r))

− 1
p−(B(x0,t))

dt

t

≤ C

∫ 1

r

|B(x0, t)|
1− 1

p+(B(x0,r))

tn−α+1

(
|B(x0, t)|p−(B(x0,t))−p+(B(x0,t))

) 1

p2+
dt

t
.

Ahora bien, por el lema 1.2.1 el término entre paréntesis está acotado, luego∫ 1

r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤ C

∫ 1

r

t
α− n

p+(B(x0,r))
−1 dt

t
≤ C r

α− n
p+(B(x0,r))

−1 ≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1
∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) .

Consideremos ahora r > 1. Como p′ ∈ P log siempre que p(·) lo haga, por el lema 1.2.9

tenemos ∫ ∞
r

∥∥χB(x0,2t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤ C

∫ ∞
r

tn−
n
p∞

tn−α+1

dt

t

= C

∫ ∞
r

tα−
n
p∞
−1 dt

t

= C rα−n−1rn−
n
p∞

= C |B|
α
n
− 1
n
−1|B|

1
p′∞

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χ2B‖p′(·) .

con lo cual queda probado el lema.
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Para cada x fijo la función que a cada t en el intervalo (0,∞) le asigna el número real∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) es una función positiva y no decreciente. Si p(·) satisface (2.4.1) entonces la

función
‖χB(x,t)‖p′(·)

tn−α−1 es casi-decreciente. En efecto si 0 < t1 ≤ t2∥∥χB(x,t2)

∥∥
p′(·)

tn−α+1
2

= 2n−α+2t2

∥∥χB(x,t2)

∥∥
p′(·)

(2t2)n−α+2
≤ 2n−α+2

∫ 2t2

t2

∥∥χB(x,s)

∥∥
p′(·)

sn−α+2
ds

≤ 2n−α+2

∫ ∞
t1

∥∥χB(x,s)

∥∥
p′(·)

sn−α+2
ds ≤ C 2n−α+2

∥∥χB(x,t1)

∥∥
p′(·)

tn−α+1
1

.

Además,
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) como función de t es de tipo superior n − α + 1 − ε. En el próxi-

mo caṕıtulo (Definición 3.1.6) daremos más detalle, por el momento, resumiremos estos

resultados en el siguiente lema.

Lema 2.4.2. Sea p(·) una función exponente como en el Lema 2.4.1. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. La función p(·) satisface la desigualdad (2.4.1).

2. Existe a > 1 tal que

∥∥χB(x,at)

∥∥
p′(·) ≤

1

2
an−α+1

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ,

para todo t > 0 y para todo x ∈ Rn.

3. Existe C > 0, ε > 0 tales que

∥∥χB(x,θt)

∥∥
p′(·) ≤ C θn−α+1−ε ∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) (2.4.2)

para todo θ ≥ 1, todo t > 0 y todo x ∈ Rn.

Un esquema de la prueba puede verse en el trabajo hecho por Harboure, Salinas y

Viviani en [20]. Podemos aclarar que la constante a > 1 depende sólo de la dimensión n,

de α y de la constante de la condición (2.4.1). Enunciaremos ahora la relación que tiene

esta condición con la condición Pα dada en el Caṕıtulo 1.

Lema 2.4.3. Si una función p(·) es tal que satisface (2.4.1), entonces p ∈ Pα.
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Demostración. Bastará probar que∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

≤ C

∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
.

En efecto, para una bola B de centro x0 y radio r > 0 y para k ≥ 0 denotemos Bk =

2kB = B(x0, 2
kr), y escribimos∥∥∥∥ χRn−B

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

≤ C

∥∥∥∥χ⋃∞k=0Bk+1\Bk

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥ χBk+1\Bk

|x0 − ·|n−α+1

∥∥∥∥
p′(·)

≤ C

∞∑
k=0

∥∥χBk+1\Bk
∥∥
p′(·)

(2kr)n−α+1
(2.4.3)

≤ C
∞∑
k=0

∫ 2k+1r

2kr

∥∥χBk+1

∥∥
p′(·)

(2k+1r)n−α+1

dt

t

≤ C
∞∑
k=0

∫ 2k+1r

2kr

∥∥χB(x0,2t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t

≤ C

∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
. (2.4.4)

Donde (2.4.3) se prueba observando que si z ∈ Bk+1 \Bk entonces 2kr ≤ |x0− z| < 2k+1r

para cada k. Luego, se tiene que

∫
Rn

(
χBk+1\Bk

|x0 − z|n−α+1

(2kr)n−α+1∥∥χBk+1\Bk
∥∥
p′(·)

)p′(z)

dz

≤
∫
Rn

(( 2kr

|x0 − z|

)n−α+1 χBk+1\Bk∥∥χBk+1\Bk
∥∥
p′(·)

)p′(z)

dz

≤
∫
Rn

(
χBk+1\Bk∥∥χBk+1\Bk

∥∥
p′(·)

)p′(z)

dz = 1 .

Basta entonces tomar a λ = (2kr)−n+α−1
∥∥χBk+1\Bk

∥∥
p′(·) y por la proposición 2.1.6 se tiene

(2.4.4).

Observación 2.4.4. Por los lemas 2.4.3 y 2.1.6, si p(·) satisface (2.4.1) entonces p′ ∈ D,

es decir
∥∥χB(x,2t)

∥∥
p′(·) ≤ C

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·).
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Lema 2.4.5. Para 0 < γ < α < n, si una función exponente p(·) satisface (2.4.1) para

α entonces también lo hace para γ.

Demostración. Dado que α− γ > 0, para r ≤ t vale

1

tα−γ
≤ 1

rα−γ
.

Luego, por la hipótesis∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−γ+1

dt

t
=

∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

1

tα−γ
dt

t

≤ rγ−α
∫ ∞
r

∥∥χB(x0,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t

= C |B|
γ
n
−α
n |B|

α
n
− 1
n
−1
∥∥χB(x0,2r)

∥∥
p′(·)

= C |B|
γ
n
− 1
n
−1
∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) ,

con lo cual queda probado el lema.

2.5. Acotación en Lp(·) débil

Luego de definir a los espacios débiles variables, en esta sección extenderemos el ope-

rador Integral Fraccionaria a un operador acotado Ĩα de manera análoga a la realizada

en [20] y probaremos un teorema de acotación para el mismo. Aśı, el propósito será recu-

perar resultados análogos a los realizados por Gatto y Vagi en [17] para espacios de tipo

homogéneo. Más concretamente, probaremos el siguiente

Teorema 2.5.1. Sea 0 < α < n, p(·) una función exponente tal que 1 < p− ≤ p+ < n
(α−1)+

y p ∈ P log. Si, además, p(x) ≤ p∞ fuera de una bola centrada en el origen de radio r0 ≥ 1

entonces existe una extensión lineal del operador Iα dado por la expresión

Ĩαf(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

)
f(y) dy .

para toda función f ∈ Lp(·),∞. Más aún, este operador es acotado desde Lp(·),∞ en Lα,p(·).

Para esto, enunciaremos algunos resultados necesarios para la prueba del mismo.
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Lema 2.5.2. Sea B una bola en Rn y A ⊂ B un conjunto medible. Entonces, para una

función exponente q(·) vale que∫
A

|f(x)| dx ≤ C |B| ‖fχA‖Lq(·)(Rn, dx|B| ) , (2.5.1)

donde ‖·‖Lq(·)(Rn, dx|B| ) es la norma variable con la medida dx
|B| .

Demostración. Para A un conjunto medible contenido en una bola B, el resultado se

sigue de la desigualdad de Hölder generalizada (Teorema 1.1.1). En efecto,∫
A

|f(x)| dx =

∫
A

|f(x)χA(x)| dx = |B|
∫
A

|f(x)χA(x)| dx
|B|

≤ C |B| ‖fχA‖Lq(·)(Rn, dx|B| ) ‖χA‖Lq′(·)(Rn, dx|B| )

≤ C |B| ‖fχA‖Lq(·)(Rn, dx|B| ) ,

donde la última desigualdad es inmediata del hecho que∫
Rn

(
χA(x)

1

)q′(x)
dx

|B|
=

1

|B|

∫
A

dx =
|A|
|B|
≤ 1 .

Proposición 2.5.3. Sea p(·) una función exponente con 1 < p− ≤ p+ < ∞ tal que

p ∈ P log. Supongamos además que p(x) ≤ p∞ fuera de una bola de radio r0 ≥ 1, entonces

para toda f ∈ Lp(·),∞, existe una constante C > 0 (independiente de f) tal que∫
B

|f(x)| dx ≤ C ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ , (2.5.2)

para toda bola B de Rn.

Demostración. Sea B = B(x0, r) una bola de centro x0 ∈ Rn y radio r > 0. Por la homo-

geneidad de la desigualdad es claro que basta suponer [f ]p(·),∞ = 1. Por la desigualdad

de Hölder generalizada observamos que

|B| =
∫
B

dx ≤ C ‖χB‖p(·) ‖χB‖p′(·) . (2.5.3)

Puesto que p− > 1, sea ε fijo tal que 0 < ε < p− − 1. Definimos entonces la función

exponente q(x) = p(x)− ε. Por el Lema 2.5.2, con B y q(x) tenemos∫
B

|f(x)| dx ≤ C |B| ‖fχB‖Lq(·)(Rn, dx|B| ) .
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Luego, teniendo en cuenta (2.5.3), para obtener (2.5.2) bastará probar que

‖fχB‖Lq(·)(Rn, dx|B| ) ≤ C
1

‖χB‖p(·)
.

Para ello, haremos uso de la relación (1.1.5). En la integral que aparece alĺı, hacemos el

cambio de variables u = λt y luego tomamos λ−1 = ‖χB‖p(·). Aśı resulta∫ ∞
0

∫
Rn
q(x)tq(x)−1χ{ |fχB |

λ
>t}(x)

dx

|B|
dt

=

∫ ∞
0

∫
Rn
q(x)uq(x)−1

(
1

λ

)q(x)

χ{|fχB |>u}(x)
dx

|B|
du

=

∫ ∞
0

∫
Rn
q(x)uq(x)−1

‖χB‖q(x)
p(·)

|B|
χ{|fχB |>u}(x) dx du . (2.5.4)

Luego, es claro que basta probar que la integral en (2.5.4) está acotada independiente-

mente de f y de B. La idea es acotar el término
‖χB‖

q(x)
p(·)

|B| por un factor que llamaremos

M que dependerá del tamaño de la bola. Hecho esto, entonces para un número real a a

elegir, y dado que f ∈ Lp(·),∞, tenemos que∫ ∞
0

∫
Rn
q(x)uq(x)−1χ{|fχB |>u}(x) dx du

≤
∫
B

(∫ a

0

q(x)uq(x)−1 du

)
dx+

∫ ∞
a

∫
Rn
q(x)uq(x)−p(x)−1 up(x)χ{|fχB |>u}(x) dx du

≤
∫
B

aq(x) dx+

∫ ∞
a

u−ε−1

∫
Rn
up(x)χ{|fχB |>u}(x) dx du

≤
∫
B

aq(x) dx+

∫ ∞
a

u−ε−1 du =

∫
B

aq(x) dx+
a−ε

ε
.

Se puede ver que para a = 1
‖χB‖p(·)

se tiene que
∫
B
aq(x) dx ≤ a−ε. Esto se sigue del hecho

que ∫
B

( 1

‖χB‖p(·)

)q(x)+ε

dx =

∫
B

( 1

‖χB‖p(·)

)p(x)

dx = 1 . (2.5.5)

Aśı, la integral (2.5.4) nos queda

∫ ∞
0

∫
Rn
q(x)uq(x)−1

‖χB‖q(x)
p(·)

|B|
χ{|fχB |>u}(x) dx du ≤ C M ‖χB‖εp(·) . (2.5.6)

Veamos ahora la cota para M . Para ello, consideremos tres tipos de bolas.
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1. Bolas de radio r ≤ 2r0. Para cada x ∈ B = B(x0, r), por los lemas 1.2.3 y 1.2.1

tenemos
‖χB‖q(x)

p(·)

|B|
≤ C

|B|
q(x)
p+(B)

|B|
≤ C |B|

q−(B)−q+(B)

p+(B) |B|
q+(B)

p+(B)
−1

≤ C
(
|B|p−(B)−p+(B)

) 1
p− |B|

−ε
p+(B) ≤ C |B|

−ε
p+(B) .

Luego, en este caso M = |B|
−ε

p+(B) , con lo cual, nuevamente por el lema 1.2.3 tenemos

que (2.5.6) está acotada por

M ‖χB‖εp(·) ≤ C |B|
−ε

p+(B) |B|
ε

p+(B) ≤ C .

Es decir, por una constante independiente de f y B como queŕıamos.

2. Bolas de radio r > 2r0 y centro x0 tal que |x0| ≥ 2r; es decir, bolas grandes de

centro relativamente lejos del origen. Si x ∈ B = B(x0, r), por los lemas 1.2.4 y

1.2.2 tenemos

‖χB‖q(x)
p(·)

|B|
≤ C

|B|
q(x)
p−(B)

|B|
≤ C |B|

q+(B)−q−(B)

p−(B) |B|
q−(B)

p−(B)
−1

≤ C
(
|B|p+(B)−p−(B)

) 1
p− |B|

−ε
p−(B) ≤ C |B|

−ε
p−(B) .

Luego, en este segundo caso, tenemos que M = |B|
−ε
p− , y aśı logramos la acotación

de (2.5.6) como

M ‖χB‖εp(·) ≤ C |B|
−ε
p− |B|

ε
p− ≤ C .

3. Bolas de radio r > 2r0 y centro x0 tal que |x0| < 2r. Será suficiente probar la

acotación para x0 = 0.

Supongamos que esto ocurre, entonces si x0 6= 0, tomando r̃ = 3r observamos que

B = B(x0, r) ⊂ B(0, r̃) = Br̃. Por lo tanto, por el lema 1.2.9

‖χBr̃‖p′(·) ≤ C |Br̃|
1
p′∞ ≤ C 3n−

n
p∞ |B|

1
p′∞ ≤ C ‖χB‖p′(·) ,

y aśı∫
B

|f(x)| dx ≤
∫
Br̃

|f(x)| dx ≤ C ‖χBr̃‖p′(·) [f ]p(·),∞ ≤ C ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ .
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Tomemos entonces B una bola centrada en el origen de radio r > 2r0. Sea B0 la bola

centrada en el origen y radio r0. Entonces, aplicando el caso 1. al primer sumando

tenemos ∫
B

|f(x)| dx =

∫
B0

|f(x)| dx+

∫
Bc0∩B

|f(x)| dx

≤ C ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ +

∫
Bc0∩B

|f(x)| dx .

Bastaŕıa demostrar la acotación para el segundo sumando. Por el lema 2.5.2 con

A = Bc
0 ∩B y q(·), tenemos∫

Rn
|f(x)χBc0∩B(x)| dx ≤ C |B|

∥∥f χBc0∩B∥∥Lq(·)(Rn, dx|B| ) .
Luego, si probamos como antes que

∥∥f χBc0∩B∥∥Lq(·)(Rn, dx|B| ) ≤ C
1

‖χB‖p(·)
.

Analicemos entonces la expresión∫ ∞
0

∫
Rn
q(x)uq(x)−1

‖χB‖q(x)
p(·)

|B|
χ{|fχBc0∩B |>u}

(x) dx du

=

∫ ∞
0

∫
Bc0∩B

q(x)uq(x)−1
‖χB‖q(x)

p(·)

|B|
χ{|fχB |>u}(x) dx du .

Por el lema 1.2.9 y la hipótesis sobre el comportamiento de p(·) fuera de B0, tenemos,

para todo x ∈ Bc
0 ∩B

‖χB‖q(x)
p(·)

|B|
=
‖χB‖p(x)−ε

p(·)

|B|
≤ C

|B|(p(x)−ε)/p∞

|B|
≤ C

|B|(p∞−ε)/p∞
|B|

= C |B|
−ε
p∞ .

Luego, en este tercer caso M = |B|
−ε
p∞ . Por lo tanto, con una estimación como la

que nos llevó a (2.5.4) tenemos que∫ ∞
0

∫
Bc0∩B

q(x)uq(x)−1
‖χB‖q(x)

p(·)

|B|
χ{|fχB |>u}(x) dx du

≤M ‖χB‖εp(·) ≤ C |B|
−ε
p∞ |B|

ε
p∞ ≤ C .

que es lo que queŕıamos demostrar.
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Con este caso queda probada la ecuación (2.5.2) y con ella la proposición.

Proposición 2.5.4. Sea p(·) una función exponente con 1 < p− ≤ p+ < n
(α−1)+ tal que

p ∈ P log. Supongamos además que p(x) ≤ p∞ fuera de una bola de radio r0 ≥ 1, entonces

existe una constante positiva C tal que∫
Rn−B

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy ≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ . (2.5.7)

para toda bola B de centro x0 y radio r y toda f en Lp(·),∞.

Demostración. Sea B una bola de centro x0 y radio r y tomemos, para k = 0, 1, 2, . . .,

las bolas Bk = B(x0, 2
kr). Por la proposición 2.5.3 tenemos∫

Rn−B

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy =
∞∑
k=0

∫
Bk+1−Bk

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy

≤ C
∞∑
k=0

(2kr)α−n−1

∫
Bk+1−Bk

|f(y)| dy

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1

∞∑
k=0

(2k)α−n−1

∫
Bk+1

|f(y)| dy

≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1

∞∑
k=0

(2k)α−n−1
∥∥χBk+1

∥∥
p′(·) [f ]p(·),∞ .

Ahora, por la desigualdad (2.4.2) del lema 2.4.2 concluimos que∫
Rn−B

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy ≤ C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞

∞∑
k=0

(2k)α−n−1(2k)n−α+1−ε

= C |B|
α
n
− 1
n
−1 ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ .

Con estas proposiciones estamos en condiciones de probar el teorema principal de esta

sección.

Demostración del teorema 2.5.1. Para probar la extensión del operador observemos que

para funciones f ∈ Lp(·),∞ de soporte compacto, por la Proposición 2.5.3 se tiene que

|Iαf(x)| < ∞ para casi todo x ∈ Rn. En efecto, tomemos la bola Bm centrada en el
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origen, de radio m y consideremos BR una bola de radio R suficientemente grande tal

que contiene al soporte de f . Si denotamos con S a dicho soporte, entonces∣∣∣∣∫
Bm

Iαf(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Bm

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy dx

∣∣∣∣
≤ C

∫
S

(∫
Bm

|f(y)| dy
)
|x− y|α−n dx

≤ C Rα ‖χBm‖p′(·) [f ]p(·),∞ < ∞ .

Con lo cual |Iαf(x)| <∞ para casi todo x ∈ Bm. Ahora, tomando una sucesión {Bm}∞m=1

de bolas crecientes tenemos asociado una suceción de conjuntos {Tm}∞m=1 de medida nula

en los cuales el operador no está definido. Luego, es claro que |Iαf(x)| < ∞, para todo

x ∈ Rn − T , donde T = ∪∞m=1Tm.

Ahora, hacemos una extensión como en el Teorema 2.2.1, esto es

Ĩαf(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

)
f(y) dy .

Veamos que está bien definido para toda función f ∈ Lp(·),∞. Para esto, procederemos de

manera análoga a lo realizado en la demostración de la existencia en el Teorema 2.2.1.

Esto es, para una función f ∈ Lp(·),∞ y una bola B(x0, r), consideremos el número

aB =

∫
Rn

(
1− χB̃(y)

|x0 − y|n−α
−

1− χB(0,1)(y)

|y|n−α

)
f(y) dy ,

donde B̃ = 2B, y la función

TB(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
−

1− χB̃(y)

|x0 − y|n−α

)
f(y) dy .

Recordemos que formalmente

Ĩαf(x) = aB + TB(x) ,

si ambos sumandos son finitos. Como se vió en la demostración del Teorema 2.2.1, aB es

finito para toda bola B. Bastará probar entonces que TB(x) es finito en casi todo punto

x ∈ Rn. Entonces, en particular tomando la bola B(0,m) tenemos que |Ĩαf(x)| < ∞

para casi todo x ∈ B(0,m). Tomando una sucesión de bolas crecientes centradas en
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el origen tenemos una sucesión de conjuntos de medida nula en los cuales el operador

no está definido. Uniendo estos conjuntos concluimos que |Ĩαf(x)| < ∞ para casi todo

x ∈ Rn.

Ahora bien, para TB(x) tenemos

|TB(x)| ≤
∣∣∣∣∫
B̃

f(y)

|x− y|n−α
dy

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Rn−B̃

(
1

|x− y|n−α
− 1

|x0 − y|n−α

)
f(y) dy

∣∣∣∣ ,
para el primer sumando, por el Teorema de Tonelli y la proposiciones 2.5.3 tenemos que∫

B

∣∣∣∣∫
B̃

f(y)

|x− y|n−α
dy

∣∣∣∣ dx ≤ ∫
B̃

(∫
B

dx

|x− y|n−α
)
|f(y)| dy

≤ C |B|
α
n ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ .

Para el segundo sumando para cada x ∈ B, nuevamente por el Teorema del valor medio

y la proposición 2.5.4∫
Rn−B̃

∣∣∣∣ 1

|x0 − y|n−α
− 1

|y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)| dy ≤ C |B|
1
n

∫
Rn−B̃

|f(y)|
|x0 − y|n−α+1

dy

< C |B|
α
n
−1 ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ .

Aśı resulta |Ĩαf(x)| < ∞. Más aún, combinando estos resultados tenemos que Ĩαf ∈

Lα,p(·). En efecto∫
B

|Ĩαf(x)− aB| dx ≤
∫
B

|TB(x)| dx ≤ C |B|
α
n ‖χB‖p′(·) [f ]p(·),∞ ,

y en virtud de la proposición 2.1.3 queda probado el teorema.
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Caṕıtulo 3

Generalización de los espacios

Lipschitz integrales

En este caṕıtulo presentaremos a los espacios bmow,q y veremos que son una generali-

zación de los espacios Lα,p(·) definidos anteriormente. Haremos un estudio de los mismos

dando condiciones bajo las cuales bmow,1 = bmow,q para cualquier 1 < q <∞.

Luego, daremos una caracterización puntual para las funciones en estos espacios bajo

propiedades adecuadas de la función w, siguiendo una técnica desarrollada en [20]. Mostra-

remos que para dominios acotados se recuperan resultados de la bibliograf́ıa. Finalmente,

haremos algunas observaciones sobre la influencia de la función w en la continuidad de

las funciones del espacio.

3.1. Introducción

Para 1 ≤ q < ∞ y w : Rn × R+ → R+ una función medible, se define el espacio

bmow,q(Rn) de las funciones localmente integrables f sobre Rn para las cuales

1

w(a, s)

(
1

|I|

∫
I

|f(x)−mIf |q dx
) 1

q

(3.1.1)

es finita para todo cubo I = I(a, s) de centro a y lados de longitud s paralelos a los ejes

coordenados, es decir I(a, s) = {x ∈ Rn : |xi − ai| < s
2
} y mIf es el promedio de f sobre
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I, es decir mIf = 1
|I|

∫
I
f(y)dy.

La expresión

‖f‖w,q = sup
I

{
1

w(a, s)

(
1

|I|

∫
I

|f(x)−mIf |q dx
) 1

q

}
(3.1.2)

es una seminorma para este espacio. Estos espacios fueron definidos en [32] por Nakai y

Yabuta, quienes caracterizaron al conjunto de multiplicadores puntuales para los mismos,

es decir, al conjunto de las funciones g, definidas en Rn, para las cuales f g ∈ bmow,q(Rn)

siempre que f ∈ bmow,q(Rn). Usualmente son denotados como BMOw,q. En este trabajo,

nos referiremos a bmow,q como el espacio de las funciones módulo las constantes, man-

teniendo la notación vista en [32], el cual equipado con la expresión (3.1.2) resulta un

espacio de Banach. Sin embargo, es necesario aclarar que Nakai y Yabuta trabajaron con

el espacio cocientado por las funciones que tienen promedio nulo.

Aśı, en el desarrollo de este trabajo, cuando consideremos una función en el espacio,

trabajaremos con una representante de la clase. Además, en lo sucesivo usaremos bmow,q

para indicar el espacio bmow,q(Rn) para q > 1 y sólo bmow para el caso q = 1.

Algunas de las propiedades de la función w con las que trabajaron son las siguientes:

3.1.a) Casi creciente en la segunda variable, es decir

w(x, t1) ≤ C w(x, t2), ∀x ∈ Rn, ∀ t1 < t2 .

3.1.b) Duplicación en la segunda variable, es decir

w(x, 2t) ≤ C w(x, t), ∀x ∈ Rn, ∀ t > 0 .

3.1.c) Comparabilidad en la primer variable, es decir

|x− y| < t ⇒ w(x, t) ≤ C w(y, t), ∀x, y ∈ Rn, ∀ t > 0 .

Observación 3.1.1. Una consecuencia de la última propiedad es que la función w evaluada

en el par (x, t) es esencialmente como el promedio sobre toda bola B de centro x y radio

t. En efecto, por 3.1.b)

w(x, t) =
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

w(x, t) dy ≤ C
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

w(y, t) dy ≤ C2 w(x, t) .
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Antes de continuar, es importante observar que podemos definir un espacio análogo

tomando bolas en lugar de cubos y definir bm̃ow,q(Rn) como el conjunto de las funciones

localmente integrables f sobre Rn para las cuales la expresión

1

w(a, r)

(
1

|B|

∫
B

|f(x)−mBf |q dx
) 1

q

(3.1.3)

es finita para toda bola B = B(a, r) con centro en a y radio r donde ahora mBf es el

promedio de f sobre B. De la misma manera, si q > 1 denotaremos bm̃ow,q indicando el

espacio bm̃ow,q(Rn) y sólo bm̃ow en el caso q = 1. Asimismo, consideraremos al igual que

antes al espacio de las funciones módulo las constantes y en consecuencia denotaremos

‖f‖∗w,q a la norma definida de manera análoga. A continuación mostraremos que estas

definiciones son equivalentes. Para ello, veamos primero el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Sean f ∈ L1
loc(Rn), w : Rn×R+ → R+ una función medible y q un número

real tal que 1 ≤ q <∞.

a) Supongamos que existe una constante A > 0 tal que para todo cubo I = I(x, s)

existe cI que verifica

sup
I

1

w(x, s)

(
1

|I|

∫
I

|f − cI |q
)1/q

≤ A .

Entonces f ∈ bmow,q y ‖f‖w,q ≤ 2qA.

b) Supongamos que existe una constante A > 0 tal que para toda bola B = B(x, r)

existe cB que verifica

sup
B

1

w(x, r)

(
1

|B|

∫
B

|f − cB|q
)1/q

≤ A .

Entonces f ∈ bm̃ow,q y ‖f‖∗w,q ≤ 2qA.

Demostración. Para ver a). tomemos un cubo I = I(x, s). Por la desigualdad de Hölder

tenemos

|f −mIf |q ≤ 2q|f − cI |q + 2q|mIf − cI |q

≤ 2q|f − cI |q + 2q
∣∣∣ 1

|I|

∫
I

(f − cI)
∣∣∣q
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≤ 2q|f − cI |q + 2q
1

|I|

∫
I

|f − cI |q .

Promediando sobre I, elevando a la 1/q y finalmente dividiendo por w(x, s) tenemos

1

w(x, s)

(
1

|I|

∫
I

|f −mIf |q
)1/q

≤ 21+ 1
q

1

w(x, s)

(
1

|I|

∫
I

|f − cI |q
)1/q

.

Por lo tanto, tomando supremo sobre todos los cubos tenemos ‖f‖w,q ≤ 2qA, que es lo

que queŕıamos demostrar. Para probar b). el razonamiento es análogo tomando una bola

B = B(x, r). En efecto, se ve que

1

w(x, r)

(
1

|B|

∫
B

|f −mBf |q
)1/q

≤ 21+ 1
q

1

w(x, r)

(
1

|B|

∫
B

|f − cB|q
)1/q

,

con lo cual tomando supremo sobre todas las bolas ‖f‖∗w,q ≤ 2qA.

Proposición 3.1.3 (Equivalencia de espacios). Si w(x, t) es una función tal que duplica y

es casi creciente en la segunda variable, entonces bmow,q = bm̃ow,q para todo 1 ≤ q <∞.

Equivalentemente, existen constantes c y C que dependen de n y de q tales que

c ‖f‖w,q ≤ ‖f‖
∗
w,q ≤ C ‖f‖w,q .

Demostración. Sea f ∈ bm̃ow,q e I = I(x, s) un cubo. Tomemos BI = B(x,
√
n

2
s) que es

la bola más pequeña que contiene a I. Para cI = mBIf se verifica la siguiente desigualdad

1

|I|

∫
I

|f − cI |q ≤
|BI |
|I|

1

|BI |

∫
BI

|f − cI |q =
ωnn

n/2

2n
1

|BI |

∫
BI

|f −mBIf |q .

Elevando a la 1/q y dividiendo por w(x,
√
n

2
s) tenemos que

1

w(x,
√
n

2
s)

(
1

|I|

∫
I

|f − cI |q
)1/q

≤ C ‖f‖∗w,q .

Ahora, tomando el menor entero k no negativo tal que k ≥ log2

√
n, por las hipótesis

sobre w tenemos

w(x,

√
n

2
s) ≤ C w(x, 2ks) ≤ C w(x, s) ,

y aśı

1

w(x, s)

(
1

|I|

∫
I

|f − cI |q
)1/q

≤ C ‖f‖∗w,q ,
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con lo cual por a). del Lema 3.1.2, f ∈ bmow,q. Más aún ‖f‖w,q ≤ C ‖f‖∗w,q.

La demostración de la otra desigualdad es similar. Sea f ∈ bmow,q y B = B(x, r)

una bola. Tomemos IB = I(x, 2r) que es el cubo más pequeño que contiene a B. Para

cB = mIBf se verifica

1

|B|

∫
B

|f − cB|q ≤
2n

ωn

1

|IB|

∫
IB

|f −mIBf |q .

Con lo cual, por las propiedades de w

1

w(x, r)

(
1

|B|

∫
B

|f − cB|q
)1/q

≤ C ‖f‖w,q ,

por lo tanto por b) del Lema 3.1.2, f ∈ bm̃ow,q y además ‖f‖∗w,q ≤ C ‖f‖w,q.

En lo que sigue trabajaremos con los espacios bmow,q definidos sobre bolas. Recor-

demos que, en el contexto de los espacios de Lebesgue variable, en el caṕıtulo anterior,

definimos el espacio Lα,p(·) como el conjunto de todas las funciones localmente integrables

tales que

1

|B|αn ‖χB‖p′(·)

∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤ C . (3.1.4)

Por lo tanto, si observamos el promedio de las oscilaciones y consideramos la función

w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·), entonces el espacio Lα,p(·) resulta un bmow particular. Re-

cordemos que el ı́nfimo de las constantes C que satisfacen la desigualdad anterior fue

denotado por ‖f‖Lα,p(·) . Denotaremos ahora con Lqα,p(·) al espacio bmow,q correspondiente,

que consiste en funciones localmente integrables tales que

1

|B|αn−1 ‖χB‖p′(·)

(
1

|B|

∫
B

|f(x)−mBf |q dx
)1/q

≤ C . (3.1.5)

De igual manera llamaremos ‖f‖Lq
α,p(·)

al ı́nfimo de las constantes de la ecuación anterior.

Para finalizar la sección veremos algunas definiciones y propiedades que involucran

funciones de una sola variable. Las mismas serán herramientas importantes para las sec-

ciones siguientes.
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Definición 3.1.4. Sea h : R+ → R+, diremos que h duplica si existe una constante

positiva C tal que para todo t > 0 se verifica que

h(2t) ≤ C h(t) .

Lema 3.1.5. Sea h : R+
0 → R+

0 una función casi creciente. Entonces h(at) ≤ Ah(t) para

todo t > 0 y para algún par de constantes a > 1 y A > 0 si y sólo si h duplica.

Demostración. Si a ≥ 2 entonces h(2t) ≤ C h(at) ≤ C Ah(t). Si a < 2 basta tomar el

menor k natural tal que k ≥ loga 2 para concluir que h(2t) ≤ C h(akt) ≤ C Ak h(t). Por

otro lado, para a > 1 fijo, basta tomar el menor k entero tal que a < 2k para concluir

que h(at) ≤ h(2kt) ≤ Ck h(t), para todo t > 0.

Definición 3.1.6 (tipo superior). Sea h : R+
0 → R+

0 , si existen constantes positivas β y

c tales que para todo s ≥ 1 y todo t > 0

h(st) ≤ c sβh(t) ,

diremos que h es de tipo superior β.

Definición 3.1.7 (tipo inferior). Sea h como en la definición anterior. Si existen cons-

tantes positivas γ y c tales que para todo s ≤ 1 y todo t > 0

h(st) ≤ c sγh(t) ,

diremos que h es de tipo inferior γ.

Lema 3.1.8. Sea h(t) una función de tipo superior β con 0 < β ≤ 1 entonces h duplica

y h(t)
t

es casi-decreciente.

Demostración. Sabemos que existen una constante A positiva y un número real positivo

β ≤ 1 tal que h(st) ≤ Asβh(t) para todo s ≥ 1, para todo t > 0, entonces en particular

tomando s = 2 la duplicación es trivial puesto que

h(2t) ≤ A 2β h(t) ∀ t > 0 .
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Por otro lado para t1 > t2, existe s > 1 tal que t1 = st2, luego

h(t1)

t1
=
h(st2)

st2
= Asβ−1h(t2)

t2
≤ A

h(t2)

t2
,

lo que concluye la demostración.

Lema 3.1.9. Sea 0 < β ≤ 1 y h(t) una función tal que h(t)
tβ

es casi-decreciente, entonces

la función h(t) es de tipo superior β. En particular, h duplica.

Demostración. Sea t > 0 y s ≥ 1, entonces

h(st) =
h(st)

(st)β
(st)β ≤ C

h(t)

tβ
(st)β ≤ C sβh(t) .

Además, tomando s = 2, h duplica.

3.2. Sobre los espacios bmow,q

En esta sección estudiaremos condiciones suficientes sobre la función w de manera

tal que los espacios bmow,q sean equivalentes. Luego, aplicaremos este resultado a los

espacios variables vistos en la sección anterior.

Utilizaremos un corolario extráıdo del trabajo de Franchii, Pérez y Wheeden, el cual

reescribimos en las siguientes ĺıneas para mayor claridad adaptándolo a nuestra notación

y cuya demostración puede verse en [16].

Definición 3.2.1. Sea 1 ≤ t <∞, diremos que la función w satisface la condición Dt si

existe una constante finita c tal que para toda bola B = B(x, r) y toda familia {Bi} de

bolas contenidas en B y disjuntas dos a dos se cumple que

∑
i

w(xi, ri)
t rni ≤ ct w(x, r)t rn , (3.2.1)

donde xi y ri son el centro y el radio de la bola Bi. Denotaremos con ‖w‖ al ı́nfimo de

las constantes c para las cuales vale (3.2.1).
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Teorema 3.2.2 (Theorem 2.3, [16]). Sea B0 una bola. Supongamos que una función w

satisface la condición Dt para algún 1 ≤ t < ∞. Sea f definida al menos sobre la bola

17B0 tal que para toda bola B tal que B ⊂ 17B0,

1

|B|

∫
B

|f(y)− fB| dy ≤ C ‖f‖w,1w(x, r) . (3.2.2)

Entonces, existe una constante c independiente de f y de B0 tal que

‖f − fB0‖Lr,∞(B0) ≤ C ‖w‖ ‖f‖w,1w(x, 17r) . (3.2.3)

Corolario 3.2.3. Sea 1 < t < ∞. En las mismas hipótesis que en el Teorema 3.2.2. Si

q satisface 1 < q < t, entonces existe una constante c independiente de f y de B0 tal que(
1

|B|

∫
B

|f(y)− fB|q dy
)1/q

≤ C ‖w‖ ‖f‖w,1w(x, 17r) . (3.2.4)

Con estos resultados, observamos que si tenemos condiciones suficientes sobre w de

manera tal que la condición Dt se satisfaga para algún t, entonces garantizamos igualdad

de los espacios bmow,q para todo 1 ≤ q ≤ t. La siguiente proposición refleja este hecho.

Proposición 3.2.4. Sea w una función medible, casi creciente y que duplica en la segunda

variable y tiene la propiedad de comparabilidad en la primer variable. Esto es, satisface

las condiciones 3.1.a), 3.1.b) y 3.1.c) antes mencionadas. Luego, los espacios bmow,q

coinciden para todo 1 ≤ q <∞.

Demostración. La idea es probar que para todo 1 < q <∞ tenemos que bmow = bmow,q.

Por la desigualdad de Hölder es trivial que bmow,q ⊂ bmow. En efecto para toda bola B

de centro a y radio r tenemos

1

|B|

∫
B

|f(y)−mBf | dy ≤
(

1

|B|

∫
B

|f(y)−mBf |s dy
)1/s

≤ C w(a, r) .

Por otro lado, si f ∈ bmow, por el corolario 3.2.3 bastaŕıa ver que w satisface la condición

Dq para todo q. En efecto, sea B una bola y {Bi} una familia de subbolas de B disjuntas

dos a dos. Entonces∑
i

w(xi, ri)
q rni ≤ C

∑
i

w(xi, r)
q rni
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≤ C
∑
i

w(x, r)q rni

≤ C w(x, r)q
∑
i

|Bi|

≤ C w(x, r)q|B| = C w(x, r)q rn .

Luego, puesto que w duplica en la segunda variable tenemos el resultado.

En la sección anterior, vimos que la función w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) da lugar a

los espacios Lipschitz variables Lqα,p(·) para 1 ≤ q < ∞. Recordemos que dichos espacios

fueron definidos mediante las desigualdades (3.1.4) y (3.1.5) para q = 1 y 1 < q < ∞

respectivamente.

Recordemos además del caṕıtulo 1 que una función exponente cumple con las condi-

ciones de continuidad Log–Hölder local y en el infinito si

∃ c0 > 0 / |p(x)− p(y)| ≤ c0

log(e+ 1
|x−y|)

∀x, y ∈ Rn , (3.2.5)

∃ p∞, c1 > 0 / |p(x)− p∞| ≤
c1

log(e+ |x|)
∀x ∈ Rn . (3.2.6)

También recordemos que la notación p ∈ P log indica que la función exponente p(·) sa-

tisface (3.2.5) y (3.2.6). Los siguientes lemas muestran algunas consecuencias de estas

propiedades, las cuales serán necesarias antes de continuar con los demás corolarios.

Lema 3.2.5. Sea p(·) una función exponente tal que 1 < p− ≤ p+ < ∞. Si p ∈ P log

entonces existe C > 0 tal que

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≤ C

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·) ,

para todo |x− y| < t y todo t > 0.

Demostración. Notemos que si p ∈ P log entonces p′ ∈ P log. Además 1
(p∞)′

= 1 − 1
p∞

. Si

t > 1, por el lema 1.2.9 tenemos

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≈ C |B(x, t)|1−

1
p∞ = C |B(y, t)|1−

1
p∞ ≈ C

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·) .
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Por otro lado, observemos que si |x− y| < t entonces B(y, t) ⊂ B(x, 2t), con lo cual para

t ≤ 1, por la observación 2.1.7 y por el lema 1.2.1 se tiene

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≤ C |B(x, t)|1−

1
p−(B(x,t))

= C |B(x, t)|1−
1

p+(B(y,t)) |B(x, t)|
1

p+(B(y,t))
− 1
p−(B(x,t))

≤ C |B(y, t)|1−
1

p+(B(y,t))
(
|B(x, t)|p−(B(x,2t))−p+(B(x,2t))

)1/p2
−

≤ C
∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·) ,

con lo cual queda demostrado el lema.

Lema 3.2.6. Sea p(·) una función exponente tal que p− ≥ n
α

. Si p ∈ P log, entonces

w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) es casi creciente.

Demostración. Debemos probar que existe una constante C > 0 independiente de x, tal

que para todo t < s se verifique

tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≤ C sα−n

∥∥χB(x,s)

∥∥
p′(·) . (3.2.7)

Dividimos la prueba en tres casos.

a) Supongamos que 1 < t < s. Por la acotación de la función exponente y por el Lema

1.2.9 la acotación es inmediata. En efecto

w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

≤ C tα−n tn−
n
p∞ = C tα−

n
p∞

≤ C sα−
n
p∞ = C sα−n sn−

n
p∞

≤ C sα−n
∥∥χB(x,s)

∥∥
p′(·) = C w(x, s) .

b) Supongamos que t < s < 1. Por la observación 2.1.7 y nuevamente por la acotación

de p− tenemos

w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

≤ C tα−n t
n− n

p−(B(x,t)) = C t
α− n

p−(B(x,t))
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≤ C s
α− n

p−(B(x,t)) = C s
α− n

p+(B(x,s)) s
n

p+(B(x,s))
− n
p−(B(x,t))

Dado que B(x, t) ⊂ B(x, s) tenemos que p−(B(x, t)) ≥ p−(B(x, s)). Luego, por el

Lema 1.2.1 y nuevamente por la observación 2.1.7 tenemos

w(x, t) ≤ C s
α− n

p+(B(x,s))
(
|B(x, s)|p−(B(x,s))−p+(B(x,s))

) 1

p2−

= C sα−n s
n− n

p+(B(x,s))

≤ C sα−n
∥∥χB(x,s)

∥∥
p′(·) = C w(x, s) .

c) Supongamos finalmente que t < 1 < s. El resultado es inmediato después de obser-

var las siguientes estimaciones.

w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≤ C t

α− n
p−(B(x,t)) ≤ C .

C ≤ C sα−
n
p∞ ≤ C sα−n

∥∥χB(x,s)

∥∥
p′(·) = C w(x, s) .

Con esto queda probado el Lema.

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente

Corolario 3.2.7. Sea 0 < α < n y p(·) una función exponente tal que p− ≥ n
α

y tal que

p′ ∈ D. Si además p ∈ P log, entonces Lα,p(·) = Lqα,p(·) para todo 1 ≤ q <∞.

Demostración. El resultado es consecuencia de observar que por los lemas 3.2.5 y 3.2.6,

la función w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) satisface las hipótesis de la proposición 3.2.4.

Este resultado contiene al caso constante conocido p = n/α en donde Lα,n
α

= BMO.

En efecto, la desigualdad (3.2.1) de la definición 3.2.1 se satisface trivialmente para este

caso.

Es importante destacar la importancia de las propiedades de la función w. Conside-

remos en R× R+, para β > 1, la función

w(a, t) =
1

t

∣∣∣∣log1−β 1

|a+ t|
− log1−β 1

|a− t|

∣∣∣∣ . (3.2.8)

En el siguiente lema veremos que el espacio bmow,1(R) es no trivial.
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Lema 3.2.8. Sea β ∈ N tal que β > 1. La función

g(x) =
(β − 1)

x logβ
(

1
|x|

) ,
es localmente integrable en R. Más aún, pertenece a bmow, donde w es como en (3.2.8).

Además g 6∈ Lqloc para ningún 1 < q <∞.

Demostración. Dado que cualquier compacto está incluido en una bola, basta tomar una

bola B centrada en el origen y de radio R > 0 y ver que∫
B

|g(x)| dx < ∞ .

En efecto, sea B una tal bola, entonces∫
B

|g(x)| dx = (β − 1)

∫ 0

−R

dx

|x| logβ
(

1
|x|

) + (β − 1)

∫ R

0

dx

|x| logβ
(

1
|x|

)
= 2(β − 1)

∫ R

0

dx

x logβ
(

1
x

)
= 2(β − 1)

∫ ∞
1
R

du

u logβ u

= 2(β − 1)

∫ ∞
log 1

R

dv

vβ
< ∞ ,

donde se han hecho dos cambios de variables dados por u = 1/x y v = log(u). Por otro

lado, dado cualquier número 1 < q <∞, y R > 1/2 se tiene∫
B

|g(x)|q dx ≥ 2(β − 1)

∫ 1/2

0

dx

xq logβq
(

1
x

)
= 2(β − 1)

∫ ∞
log 2

u−βq eu(q−1) du = ∞ ,

donde hemos hecho el cambio de variables u = log( 1
x
). Esto prueba que g 6∈ Lqloc para

ningún 1 < q <∞.

Veamos ahora que g ∈ bmow; dado que

1

|I|

∫
I

|g(x)− gI | dx ≤ 1

|I|

∫
I

(|g(x)|+ |gI |) dx = 2 |gI | ≤ C w(a, t) , (3.2.9)

basta probar que gI está acotado por un múltiplo de w(a, t), para todo intervalo I =

I(a, t), con lo cual lograremos el resultado. Para ello, supongamos primero que I ⊂ R+.
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Entonces, si 0 < δ < ε, un cálculo análogo al que hicimos anteriormente nos permite

escribir ∫ ε

δ

dx

x logβ
(

1
|x|

) =

∫ − log δ

− log ε

dv

vβ
=

1

1− β
v1−β

∣∣∣− log δ

− log ε

=
1

β − 1

[
log1−β

(
1

ε

)
− log1−β

(
1

δ

)]
.

Por otro lado, si I ⊂ R−, esto es δ < ε < 0, haciendo los cambios de variables

adecuados y observando que

δ < ε < 0 ⇒ 0 < −ε < −δ ⇒ 0 < −1

δ
< −1

ε
,

tenemos ∫ ε

δ

dx

x logβ
(

1
|x|

) =

∫ − 1
ε

− 1
δ

du

u logβ (u)
= −

∫ log(− 1
ε )

log(− 1
δ )

dv

vβ

=
1

β − 1

[
log1−β

(
−1

ε

)
− log1−β

(
−1

δ

)]
.

Finalmente, si δ < 0 < ε, dado que

ĺım
t→0+

(
log1−β

(1

t

))
=

(
ĺım
t→0+

(
log

1

t

))1−β

= 0 ,

tenemos∫ ε

δ

dx

x logβ
(

1
|x|

) = ĺım
t→0+

∫ −t
δ

dx

x logβ
(

1
|x|

)
+ ĺım

t→0+

∫ ε

t

dx

x logβ
(

1
|x|

)


=
1

β − 1

[
log1−β

(
1

ε

)
− log1−β

(
−1

δ

)]
.

Haciendo, en todos los casos anteriores δ = a− t y ε = a+ t tenemos

2 |gI | =
1

t

∫ a+t

a−t
g(x) dx =

1

t

∣∣∣∣log1−β
(

1

|a+ t|

)
− log1−β

(
1

|a− t|

)∣∣∣∣ = w(a, t) .

Por lo tanto, volviendo a (3.2.9) tenemos que g ∈ bmow.

Observemos que bmow,q ⊂ Lqloc. En efecto, si B es una bola cualquiera entonces∫
B

|f(x)|q dx ≤
∫
B

(|f(x)− fB|+ |fB|)q dx
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≤ 2q
∫
B

(|f(x)− fB|)q dx+ |fB|q |B|

≤ C 2qw(x, r)q |B|+ |fB|q |B| < ∞ .

Luego, por el lema anterior concluimos que g 6∈ bmow,q para ningún 1 < q <∞.

3.3. Caracterización puntual de funciones en bmow,q

Estudiaremos en esta sección las condiciones sobre la función w : Rn×R+ → R+ bajo

las cuales tenemos una representación puntual para las funciones en bmow,q. Inversamente,

estudiaremos cuándo una tal representación, implica que dichas funciones pertenecen al

espacio. Las siguientes dos proposiciones establecen esta caracterización.

Proposición 3.3.1 (Condición Puntual). Sea w(x, t) una función medible tal que existen

constantes 0 < A y 0 ≤ β < 1 de manera que w(x, st) ≤ Asβ w(x, t) para todo s ≥ 1,

x ∈ Rn y t > 0. Para toda función f en bmow,q, para algún q ∈ [1,∞), se tiene que

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖w,q
∫ 2|x−y|

0

w(x, t) + w(y, t)

t
dt , (3.3.1)

para casi todos x, y ∈ Rn.

Demostración. Para probar (3.3.1) tomemos una función f ∈ bmow,q y puntos de Le-

besgue x e y en Rn de f , con x 6= y. Considerando las bolas B = B(x, |x − y|) y

B′ = B(y, |x− y|), tenemos

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)−mBf |+ |f(y)−mB′f |+ |mBf −mB′f | ≤ I + II + III .

Estimemos cada término por separado. Definamos, para i = 0, 1, . . ., las bolas Bi =

B(x, 2−i|x − y|) de manera de expresar a B como unión de coronas disjuntas, esto es:

B =
⋃∞
i=0(Bi\Bi+1). Luego

|f(x)−mBf | ≤ ĺım
m→∞

(
|f(x)−mBmf |+

m−1∑
i=0

|mBi+1
f −mBif |

)

=
∞∑
i=0

|mBi+1
f −mBif |
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≤ C

∞∑
i=0

(
|Bi|−1

∫
Bi

|f(z)−mBif |q dz
) 1

q

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
i=0

w(x, 2−i|x− y|)

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
i=0

∫ 2−i|x−y|

2−i−1|x−y|

w(x, 2−i|x− y|)
t

dt .

Es claro que para cada t tal que 2−i−1|x − y| ≤ t ≤ 2−i|x − y|, existe s ∈ [1, 2] tal que

st = 2−i|x− y|. Luego

w(x, 2−i|x− y|) = w(x, st) ≤ Asβw(x, t) ≤ A 2βw(x, t) = C w(x, t) .

Con lo cual

|f(x)−mBf | ≤ C ‖f‖w,q
∞∑
i=0

∫ 2−i|x−y|

2−i−1|x−y|

w(x, t)

t
dt (3.3.2)

≤ C ‖f‖w,q
∫ |x−y|

0

w(x, t)

t
dt .

Análogamente se estima II obteniendo

|f(y)−mB′f | ≤ C ‖f‖w,q
∫ |x−y|

0

w(y, t)

t
dt .

Por último, observemos que por el lema 3.1.8 la función w duplica, entonces denotando

2B = B(x, 2|x− y|), es claro que B′ ⊂ 2B. Luego

|mBf −mB′f | ≤ |mBf −m2Bf |+ |mB′f −m2Bf |

≤ |B|−1

∫
B

|f(z)−m2Bf |dz + |B′|−1

∫
B′
|f(z)−m2Bf |dz

≤ 2n|2B|−1

∫
2B

|f(z)−m2Bf |dz + 2n|2B|−1

∫
2B

|f(z)−m2Bf |dz

≤ C ‖f‖w,q
∫ 2|x−y|

0

w(x, t)

t
dt .

Con esto queda probada la estimación para III y con ello la desigualdad (3.3.1).

Observación 3.3.2. Si suponemos que la función w duplica y es casi creciente en la segunda

variable, propiedades enunciadas en la sección anterior en 3.1.a) y 3.1.b), también es
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posible obtener una estimación puntual para funciones en bmow,q como en (3.3.1). En

efecto, en la desigualdad (3.3.2), para t ∈ (2−i−1|x− y|, 2−i|x− y|) tenemos

w(x, 2−i|x− y|) ≤ C w(x, 2−i−1|x− y|) ≤ C w(x, t) ,

con lo cual es posible armar la integral del lado derecho de la expresión puntual.

La siguiente proposición establece en algún sentido un resultado rećıproco al anterior.

Proposición 3.3.3. Sea w(x, t) una función medible que duplica en la segunda variable,

según 3.1.b). Supongamos que para algún 1 ≤ q <∞ la función

ψq(x, r) =

∫
B(x,r)

(∫ r

0

w(z, u)

u
du

)q
dz ,

es finita para x ∈ Rn y r > 0. Si f es una función medible que satisface una desigualdad

puntual del tipo

|f(y)− f(z)| ≤ C

∫ 2|y−z|

0

w(y, t) + w(z, t)

t
dt , (3.3.3)

para casi todos y, z ∈ Rn, entonces f ∈ bmoΨq ,q(Rn), donde

Ψq(x, r) =

(
ψq(x, r)

rn

)1/q

.

Más aún, si existe una constante C independiente de x y de r tal que

ψq(x, r) ≤ C rnw(x, r)q , (3.3.4)

entonces f ∈ bmow,q.

Demostración. Observemos que la finitud de ψq(x, r) implica que
∫ r

0
w(y,t)
t

dt < ∞ para

casi todo y ∈ Rn. Luego, si f satisface (3.3.3) entonces es localmente integrable. En efecto,

para R > 0 y casi todo y ∈ B(0, R)∫
B(0,R)

|f(z)| dz ≤
∫
B(0,R)

|f(y)| dz +

∫
B(0,R)

|f(y)− f(z)| dz

≤ |f(y)| |B(0, R)|+ C

∫
B(0,R)

∫ 2|y−z|

0

w(y, t) + w(z, t)

t
dt dy

< ∞ .

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



3.3 Caracterización puntual de funciones en bmow,q 63

Ahora veamos que f ∈ bmoΨq ,q. Para ello probaremos que para una bola B = B(x, r)

1

Ψq(x, r)

(
1

|B|

∫
B

|f(y)−mBf |q dy
) 1

q

≤ C , (3.3.5)

donde C es una constante independiente de B y f . En efecto∫
B

|f(y)−mBf |q dy

≤
∫
B

(
1

|B|

∫
B

|f(y)− f(z)| dz
)q

dy

≤ C

∫
B

(
1

|B|

∫
B

∣∣∣∣∣
∫ 2|y−z|

0

w(y, t) + w(z, t)

t
dt

∣∣∣∣∣ dz
)q

dy

≤ C

∫
B

(
1

|B|

∫
B

(∫ 4r

0

w(y, t)

t
dt+

∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt

)
dz

)q
dy

≤ C

∫
B

(∫ 4r

0

w(y, t)

t
dt+

1

|B|

∫
B

∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt dz

)q
dy

≤ C

(∫
B

(∫ 4r

0

w(y, t)

t
dt

)q
dy +

1

|B|q

∫
B

(∫
B

∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt dz

)q
dy

)
≤ C

(∫
B

(∫ 4r

0

w(y, t)

t
dt

)q
dy + |B|1−q

(∫
B

∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt dz

)q)
.

Aplicando la desigualdad de Hölder en el segundo sumando podemos afirmar que∫
B

|f(y)−mBf |q dy

≤ C

(∫
B

(∫ 4r

0

w(y, t)

t
dt

)q
dy + |B|1−q |B|

q
q′

∫
B

(∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt

)q
dz

)
≤ C

(∫
B

(∫ 4r

0

w(y, t)

t
dt

)q
dy +

∫
B

(∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt

)q
dz

)
.

Ambos sumandos son idénticos, luego por la hipótesis sobre w tenemos∫
B

|f(y)−mBf |q dy ≤ C

∫
B

(∫ 4r

0

w(z, t)

t
dt

)q
dz

≤ C

∫
B

(∫ r

0

w(z, 4u)

u
du

)q
dz

≤ C

∫
B

(∫ r

0

Aw(z, u)

u
du

)q
dz

≤ C

∫
B(x,r)

(∫ r

0

w(z, u)

u
du

)q
dz

= C ψq(x, r) .
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De aqúı es clara la desigualdad (3.3.5). Si además se satisface (3.3.4) entonces la desigual-

dad anterior permite afirmar que∫
B(x,r)

|f(x)−mBf |q dx ≤ C ψq(x, r) ≤ C rnw(x, r)q ,

de donde f ∈ bmow,q como queŕıamos demostrar.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.3.4. Sea w una función medible casi creciente y que duplica en la segunda

variable. Si para algún q ∈ [1,∞) se satisface la desigualdad (3.3.4), entonces bmow =

bmow,s para todo 1 ≤ s ≤ q.

Demostración. Es claro, por la desigualdad de Hölder, que bmow,s ⊂ bmow. Por otro lado,

si f ∈ bmow, por la proposición 3.3.1 y la observación 3.3.2, f satisface una desigualdad

puntual dada por (3.3.3), en la cual el lado derecho es finito c.t.p. puesto que w satisface

(3.3.4). Además, esta última nos permite probar, aplicando la desigualdad de Hölder, que

dada una bola B de centro a y radio r, tenemos∫
B

(∫ r

0

w(x, u)

u
du

)s
dx ≤

(∫
B

(∫ r

0

w(x, u)

u
du

)q
dx

) s
q
(∫

B

dx

)1− s
q

≤ C w(a, r)s |B|
s
q |B|1−

s
q

≤ C w(a, r)s rn .

Por lo tanto, por la proposición 3.3.3, f ∈ bmow,s que es lo que queŕıamos demostrar.

De acuerdo al teorema anterior, para una función w con las propiedades mencionadas,

si se verifica la desigualdad (3.3.4), tenemos una caracterización puntual para los espacios

bmow,q. Más aún, todos ellos coinciden. Observemos que este resultado se obtuvo en forma

general y con otra técnica en la proposición 3.2.4.

El siguiente lema brinda condiciones suficientes para garantizar la desigualdad (3.3.4).

Lema 3.3.5. Sea w : Rn × R+ → R+ una función tal que

a) w(x, sr) ≤ Csγw(x, r), para algún γ > 0 y para todo s ≤ 1;
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b) w(x, r) ≤ C w(y, r), siempre que |x− y| < r,

entonces w satisface la condición (3.3.4) para cualquier 1 ≤ q <∞.

Demostración. Sea B = B(x, r), entonces∫
B

(∫ r

0

w(z, u)

u
du

)q
dz =

∫
B

(∫ r

0

w(z, r u/r)

u
du

)q
dz

=

∫
B

(∫ 1

0

w(z, rt)

t
dt

)q
dz

≤ C

∫
B

(∫ 1

0

tγw(z, r)

t
dt

)q
dz

≤ C

∫
B

(∫ 1

0

tγ−1 dt

)q
w(z, r)q dz

≤ C

∫
B

w(x, r)q dz

≤ C w(x, r)q rn .

Esto demuestra (3.3.4).

Bajo las hipótesis mencionadas, las proposiciones 3.3.1 y 3.3.3 en conjunto establecen

una caracterización puntual para los espacios bmow,q.

Si w ≡ 1 el espacio bmow es el BMO usual. Tal función satisface trivialmente las

hipótesis de la proposición 3.3.1, pero el lado derecho de la desigualdad puntual no es

finito. Esto concuerda con el hecho conocido de que el espacio BMO no tiene una repre-

sentación puntual.

Como vimos en la sección anterior, la función w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) genera a

los espacios Lqα,p(·) para 1 ≤ q < ∞. En lo que sigue enunciaremos las proposiciones

anteriores para este caso y analizaremos condiciones suficientes sobre p(·) para obtener

representación puntual.

Proposición 3.3.6. Sea 0 < α < n y p(·) una función exponente tal que p′ ∈ D (defini-

ción 2.1.5). Si p ∈ P log, entonces para 1 ≤ q < ∞ y toda función f ∈ Lqα,p(·), existe una

constante C tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lq
α,p(·)

∫ 2|x−y|

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
, (3.3.6)
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para casi todos x, y ∈ Rn.

Demostración. Dado que p′ ∈ D

w(x, 2t) = (2t)α−n
∥∥χB(x,2t)

∥∥
p′(·) ≤ C tα−n

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) = C w(x, t) .

Por otro lado, por el lema 3.2.6, w(x, t) = tα−n ‖χB‖p′(·) es casi creciente para cada x y

por la observación 3.3.2 se obtiene la estimación puntual (3.3.6).

Lema 3.3.7. Sea p(·) una función exponente tal que p− >
n
α

. Si p ∈ P log, entonces existe

una constante C > 0 tal que∫ r

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
≤ C

∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·)

rn−α
, (3.3.7)

para todo r > 0 y para todo x ∈ Rn.

Demostración. Supongamos primero r ≤ 1. Por la observación 2.1.7, para todo x ∈ Rn

fijo se tiene∫ r

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
≤ C

∫ r

0

|B(x, t)|1−
1

p−(B(x,t))

tn−α
dt

t

≤ C

∫ r

0

|B(x, t)|1−
1

p+(B(x,t))

tn−α
|B(x, t)|

1
p+(B(x,t))

− 1
p−(B(x,t))

dt

t

≤ C

∫ r

0

|B(x, t)|1−
1

p+(B(x,t))

tn−α

(
|B(x, t)|p−(B(x,t))−p+(B(x,t))

) 1

p2−
dt

t
.

Por el lema 1.2.1, el factor del penúltimo renglón siguiente está acotado. Entonces∫ r

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
≤ C

∫ r

0

t
α− n

p+(B(x,t))
−1
dt

≤ C

∫ r

0

t
α− n

p−(B(x,r))
−1
dt

= C r
α− n

p+(B(x,r))

(
r

n
p+(B(x,r))

− n
p−(B(x,r))

)
≤ C

∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·)

rn−α
.

Donde nuevamente, hemos usado la observación 2.1.7. Por otro lado, si r > 1 dividimos

la integral en dos partes∫ r

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
=

∫ 1

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
+

∫ r

1

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
. (3.3.8)
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Para el primer sumando, por la estimación anterior, se verifica∫ 1

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
≤ C

∥∥χB(x,1)

∥∥
p′(·) = C .

Además, si mostramos que rn−α ≤ C
∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·), entonces

∫ 1

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
≤ C

∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·)

rn−α
. (3.3.9)

En efecto, puesto que αp− − n > 0 y (p−)′ = (p′)+ (ver observación 2.1.7), resulta

1 < rαp−−n = r(α−n)(p−)′+n = C

∫
B(x,r)

r(α−n)(p−)′ dy

= C

∫
B(x,r)

r(α−n)(p′)+ dy < C

∫
B(x,r)

r(α−n)p′(y) dy = C

∫
Rn

(χB(x,r)

r(n−α)

)p′(y)

dy ,

lo que significa que r(n−α) es una cota inferior para
∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·).

Para el segundo sumando, teniendo en cuenta el lema 1.2.9 la estimación es inmediata∫ r

1

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
≤ C

∫ r

1

|B(x, t)|1−
1
p∞

tn−α
dt

t
(3.3.10)

≤ C

∫ r

1

tα−
n
p∞
−1 dt

≤ C rα−
n
p∞ ≤ C

∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·)

rn−α
.

Aśı, de (3.3.8), (3.3.9) y (3.3.10) se sigue (3.3.7).

Proposición 3.3.8. Sea p(·) una función tal que p− >
n
α

y p′ ∈ D. Supongamos además

que p ∈ P log. Entonces, toda función f medible que satisfaga una desigualdad puntual del

tipo

|f(y)− f(z)| ≤ C

∫ 2|y−z|

0

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(z,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1
dt ,

para casi todos y, z ∈ Rn, pertenece a Lqα,p(·) para cualquier 1 ≤ q <∞.

Demostración. El lema 3.3.7 asegura que∫ r

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
<∞ ,

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



68 Generalización de los espacios Lipschitz integrales

para todo x. Por otro lado, para 1 ≤ q <∞ fijo, nuevamente por los lemas 3.3.7 y 3.2.5

tenemos ∫
B(x,r)

(∫ r

0

∥∥χB(z,u)

∥∥
p′(·)

un−α
du

u

)q

dz ≤ C

∫
B(x,r)

∥∥χB(z,r)

∥∥q
p′(·)

r(n−α)q
dz

≤ C
(
rα−n

∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·)

)q
rn ,

con lo cual se verifica la desigualdad (3.3.4). Luego, por la proposición 3.3.3 se tiene que

f ∈ Lqα,p(·), que es lo que queŕıamos demostrar.

Corolario 3.3.9. En las mismas hipótesis del corolario anterior, Lα,p(·) = Lqα,p(·) para

todo 1 ≤ q <∞.

Demostración. Seguiremos el esquema del teorema 3.3.4. En efecto, es trivial que Lqα,p(·) ⊂

Lα,p(·). Por otro lado, si f ∈ Lα,p(·), por la proposición 3.3.6 satisface una desigualdad

puntual como en (3.3.6). Finalmente, por la proposición 3.3.8 se tiene el resultado.

Como dijimos, estas condiciones son suficientes pero no necesarias para garantizar

igualdad de espacios. Utilizando la teoŕıa de funciones a valores vectoriales podemos rela-

jar las hipótesis de continuidad obteniendo una colección menor de espacios equivalentes.

Esto se ve reflejado en la siguiente

Proposición 3.3.10. Sea 0 < α < n y p(·) una función exponente tal que p− > n
α

.

Supongamos además que p′ ∈ D. Entonces, si f es una función medible, las siguientes

condiciones son equivalentes

a) f ∈ Lα,p(·).

b) f satisface una desigualdad puntual del tipo

|f(x)− f(y)| ≤ C

∫ 2|x−y|

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
,

para casi todos x, y ∈ Rn.
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Demostración. Que a) implica b) se sigue de la proposición 3.3.6. Supongamos ahora que

b) se cumple para una función medible f . Sea r > 0 y x0 un punto de Rn. Consideremos

la bola B = B(x0, r). Probaremos que∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤ C |B|
α
n ‖χB‖p′(·) , (3.3.11)

para una constante C independiente de B. Para ello, observemos que por las hipótesis

sobre f y p(·) resulta que∫
B

|f(x)−mBf | dx

≤ 1

|B|

∫
B

∫
B

|f(x)− f(y)| dy dx

≤ C
1

|B|

∫
B

∫
B

(∫ 2|x−y|

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t

)
dy dx

≤ C

∫
B

∫ 4r

0

∥∥χB(x,2t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
dx+ C

∫
B

∫ 4r

0

∥∥χB(y,2t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
dy

≤ C

∫ r

0

∫
B

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) dx

dt

tn−α+1
.

Luego, para un q > 1 finito a elegir, por la desigualdad de Hölder tenemos∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤ C |B|
1
q′

∫ r

0

(∫
B

∥∥χB(x,t)

∥∥q
p′(·) dx

) 1
q dt

tn−α+1

≤ C |B|
1
q′

∫ r

0

(∫
Rn
χB(x0,r)(x)

∥∥χB(x,t)

∥∥q
p′(·) dx

) 1
q dt

tn−α+1

≤ C |B|
1
q′

∫ r

0

(∫
Rn

∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(·)
∥∥q
p′(·) dx

) 1
q dt

tn−α+1
.

Entonces, con notación de espacios de funciones a valores vectoriales, podemos escribir∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤ C |B|
1
q′

∫ r

0

∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)
∥∥
Lq
Lp
′(·)

dt

tn−α+1
, (3.3.12)

donde la variable x corresponde al espacio Lq y la variable z, al Lp
′(·). Dado que el dual

topológico de Lq
Lp
′(·) es Lq

′

Lp(·)
, se verifica

∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)
∥∥
Lq
Lp
′(·)

= sup
‖gt(x,z)‖

L
q′

Lp(·)
≤1

∫
Rn

∫
Rn
χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)gt(x, z) dx dz .

Observemos que para 0 < t < r fijo y x ∈ B(x0, r), si χB(x0,r)(x) = 1 entonces

χB(x0,2r)(z) = 1 para todo z ∈ B(x, t). Además, χB(x,t)(z) = χB(z,t)(x). Con lo cual,
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usando nuevamente la desigualdad de Hölder en el contexto clásico con q y el hecho que

p′ ∈ D, tenemos∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)
∥∥
Lq
Lp
′(·)
≤ sup

‖gt(x,z)‖
L
q′

Lp(·)
≤1

∫
Rn
χB(x0,2r)(z)

∫
Rn
χB(z,t)(x)|gt(x, z)| dx dz

≤ C sup
‖gt(x,z)‖

L
q′

Lp(·)
≤1

∫
B(x0,2r)

‖gt(·, z)‖q′ t
n
q dz

≤ C t
n
q sup
‖gt(x,z)‖

L
q′

Lp(·)
≤1

∥∥χB(x0,2r)

∥∥
p′(·) ‖gt(x, z)‖Lp(·)

Lq
′

≤ C t
n
q

∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) sup

‖gt(x,z)‖
L
q′

Lp(·)
≤1

‖gt(x, z)‖Lp(·)
Lq
′
.

Elegimos ahora q tal que n
α
< q′ < p−. Por esta cota superior para q′ y por el Teorema

1.1.3 (Desigualdad de Minkowski para integrales) podemos acotar el último factor de la

desigualdad anterior y concluir que∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)
∥∥
Lq
Lp
′(·)
≤ C t

n
q

∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) sup

‖gt(x,z)‖
L
q′

Lp(·)
≤1

‖gt(x, z)‖Lq′
Lp(·)

≤ C t
n
q

∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) . (3.3.13)

Ahora, dado que q′ > n
α

śı y sólo śı 0 < n
q
− n+ α, volviendo a la desigualdad (3.3.12) y

denotando ahora con B a la bola B(x0, r), tenemos∫
B

|f(x)−mBf | dx ≤ C |B|
1
q′

∫ r

0

∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)
∥∥
Lq
Lp
′(·)

dt

tn−α+1

≤ C ‖χB‖p′(·) |B|
1
q′

∫ r

0

t
n
q
−n+α−1 dt

= C ‖χB‖p′(·) |B|
1
q′ r

α− n
q′

= C ‖χB‖p′(·) |B|
α
n .

Luego, f ∈ Lα,p(·) como queŕıamos demostrar.

La proposición anterior nos afirma que si la función exponente no tiene las propiedades

de continuidad, aún es posible obtener una representación puntual para Lα,p(·). Al relajar

las hipótesis sobre p(·) es de esperar que los espacios Lqα,p(·) no coincidan para todos los

valores de q; sin embargo, esto śı ocurre para un determinado rango. El siguiente corolario

refleja esto con más detalle.
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Corolario 3.3.11. Sea 0 < α < n y p(·) una función exponente tal que p− > n
α

. Si

p′ ∈ D entonces los espacios Lsα,p(·) coinciden para todo 1 ≤ s < n
n−α .

Demostración. El resultado se logra aplicando un razonamiento análogo al visto en el

corolario 3.3.9, pero con la función w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·). Sólo bastaŕıa probar que

se verifica la desigualdad (3.3.4) para 1 ≤ s < n
n−α . Utilizando la estimación (3.3.13) de

la proposición anterior para la norma de funciones a valores vectoriales, observamos que,

para una bola B = B(x0, r) y 1 < s < n
n−α , aplicando la desigualdad de Minskowski

integral en el contexto clásico y luego el Teorema 1.1.3, tenemos∫
B

(∫ r

0

tα−n−1
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) dt

)s
dx

≤

(∫ r

0

(∫
B

t(α−n−1)s
∥∥χB(x,t)

∥∥s
p′(·) dx

) 1
s

dt

)s

=

(∫ r

0

tα−n−1
∥∥χB(x0,r)(x)χB(x,t)(z)

∥∥
Ls
Lp
′(·)

dt

)s
≤ C

(∫ r

0

tα−n−1t
n
s

∥∥χB(x0,r)

∥∥
p′(·) dt

)s
= C

∥∥χB(x0,r)

∥∥s
p′(·)

(∫ r

0

tα−n−1+n
s dt

)s
= C

∥∥χB(x0,r)

∥∥s
p′(·) r

(α−n)srn

= C
(
‖χB‖p′(·) r

(α−n)
)s
rn .

Por lo tanto, los espacios Lsα,p(·) coinciden para todo 1 ≤ s < n
n−α como queŕıamos

demostrar.

Es importante destacar que las funciones en Lα,p(·) poseen un cierto grado de suavi-

dad local dependiente del comportamiento de p(·) relacionada, en algún sentido, con las

condiciones Lipschitz usuales, como veremos en el siguiente lema.

Lema 3.3.12. Sea 0 < α < n y p(·) una función exponente tal que p+ > n
α

. Sea Ω el

mayor conjunto tal que p−(Ω) > n
α

y B = {B(x, t) : B(x, 2t) ⊂ Ω}. Si p′ ∈ D para toda

bola B ∈ B, entonces existe una constante C tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lα,p(·) |x− y|
α− n

p−(2B) ,
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para toda función f ∈ Lα,p(·) y casi todos x, y ∈ B con B ∈ B y |B| ≤ 1, donde

C = C(p(·), n, α).

Demostración. Sea f ∈ Lα,p(·). Sea B ∈ B una bola de centro x0 y radio r tal que |B| ≤ 1.

Tomemos x e y puntos de Lebesgue de f en B. Por el corolario 3.3.6 sabemos que

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 2|x−y|

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
,

para casi todos x e y en B. Usando el cambio de variables t = 4u y luego la condición D

sobre p′ tenemos

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 1
2
|x−y|

0

∥∥χB(x,4u)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,4u)

∥∥
p′(·)

(4u)n−α
du

u

≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 1
2
|x−y|

0

∥∥χB(x,u)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,u)

∥∥
p′(·)

un−α
du

u
(3.3.14)

Observamos que para todo x, y ∈ B(x0, r) y para todo 0 < t < 1
2
|x− y| < r se tiene

B(x, t) ⊂ B(x0, 2r) = 2B y B(y, t) ⊂ B(x0, 2r) = 2B ,

en efecto, si z ∈ B(x, t) y w ∈ B(y, t) entonces

|z − x0| < |z − x|+ |x− x0| < t+ r < 2r, |w− x0| < |w− y|+ |y − x0| < t+ r < 2r .

Además, como |B(x, t)| ≤ 2n|B(x0, r)| ≤ 2n y análogamente |B(y, t)| ≤ 2n, por la obser-

vación 2.1.7 sabemos que

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≤ C |B(x, t)|1−

1
p−(B(x,t)) ≤ C t

n− n
p−(B(x0,2r)) = C t

n− n
p−(2B) ,

y de la misma forma ∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·) ≤ C t

n− n
p−(2B) .

Retomando ahora la desigualdad (3.3.14) concluimos

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 1
2
|x−y|

0

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t

≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 1
2
|x−y|

0

t
n− n

p−(2B) + t
n− n

p−(2B)

tn−α
dt

t
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= C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 1
2
|x−y|

0

t
α− n

p−(2B)
−1
dt

= C ‖f‖Lα,p(·) |x− y|
α− n

p−(2B) ,

que es lo que queŕıamos probar.

En el lema anterior la hipótesis p′ ∈ D permite tener un exponente más ajustado en

la condición Lipschitz. Sin embargo y como veremos a continuación, si p′ 6∈ D, siguiendo

los mismos pasos de la demostración de la proposición 3.3.1 tenemos

|f(x)−mBf | ≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ |x−y|
0

∥∥χB(x,4t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
.

Por lo tanto

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lα,p(·)

∫ 2|x−y|

0

∥∥χB(x,4t)

∥∥
p′(·) +

∥∥χB(y,4t)

∥∥
p′(·)

tn−α
dt

t
.

Luego, para 0 < t < 2|x − y| < 4r tenemos que B(x, 4t) ⊂ B(x, 16r) ⊂ B(x0, 17r), con

lo cual

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖Lα,p(·) |x− y|
α− n

p−(17B) ,

para casi todos x, y ∈ B. Es decir, el exponente Lipschitz empeora y el conjunto de bolas

para las cuales vale la estimación es menor.

Con respecto a la suavidad local, debemos mencionar que muchos trabajos se concen-

tran en el estudio de los espacios de funciones con suavidad local variable. Una de las

primeras generalizaciones de los espacios Hölder Hλ, con 0 < λ ≤ 1, data de 1995 y es

[36], de Ross y Samko. Aqúı, los autores definen para un intervalo Ω = [a, b] ⊂ R, con

−∞ < a < b <∞ y λ(x) una función tal que 0 < λ(x) ≤ 1, el espacio Hλ(x)(Ω) como el

conjunto de las funciones tales que

|f(x+ h)− f(x)| ≤ C |h|λ(x), x, x+ h ∈ Ω .

Luego, estos espacios han sido definidos sobre dominios acotados de Rn y con distintas

métricas (ver por ejemplo [14], [2],[3]).

En particular, a continuación presentamos una interesante conexión de nuestro trabajo

con resultados de [13]. Para ello, en primer lugar, introducimos la siguiente
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Definición 3.3.13 (Definición 2.4 en [14]). Sea Ω ⊂ Rn un conjunto acotado y γ(·) :

Ω̄ → [0,∞) una función. El espacio Hölder de exponente variable C0,γ(·)(Ω̄) es definido

por

C0,γ(·)(Ω̄) =

{
u ∈ C0(Ω̄) : [u]γ(·),Ω̄ := sup

x,y∈Ω̄,x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|γ(x)

< +∞

}
,

con la norma ‖u‖C0,γ(·) = |u|C0(Ω̄) + [u]γ(·),Ω̄.

Es fácil ver que para todo x, y ∈ Ω̄ se tiene que

|u(x)− u(y)| ≤ C ‖u‖C0,γ(·) |x− y|γ(x), y |u(x)− u(y)| ≤ C ‖u‖C0,γ(·) |x− y|γ(y) .

Es importante observar que como corolario de nuestro lema 3.3.12 podemos lograr

resultados de suavidad local similares a los contenidos en el Teorema 5.4 en [13], como

vemos en el siguiente

Corolario 3.3.14. Sea Ω un conjunto acotado de Rn. Sea p(·) una función exponente

que satisface la condición de continuidad local (3.2.5), con p(x) > n para todo x ∈ Ω. Sea

f ∈ Lp(·)(Ω) ∩ C1(Ω) con |∇f | ∈ Lp(·)(Ω), entonces existe una constante C tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖ |∇f | ‖p(·) |x− y|
1− n

p(x) ,

para todos x, y ∈ B, tal que 2B ⊂ Ω, |B| ≤ 1.

Demostración. Notemos que por el lema 3.3.12 y el lema 1.2.1, tenemos

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖f‖L1,p(·)
|x− y|1−

n
p(x) .

Entonces, sólo necesitamos probar que ‖f‖L1,p(·)
≤ C ‖ |∇f | ‖p,Ω. Para esto, usando una

conocida desigualdad puntual

|f(x)− fB| ≤ C

∫
B

|∇f(z)|
|x− z|n−1

dz ,

(ver [18], lema 7.16), tenemos que∫
B

|f(x)− fB| dx ≤ C

∫
B

∫
B

|∇f(z)|
|x− z|n−1

dz dx

≤ C

∫
B

|∇f(z)|
(∫
|x−z|<2r

dx

|x− z|n−1

)
dz

≤ C |B|
1
n ‖ |∇f | ‖p(·) ‖χB‖p′(·)

donde hemos usado la desigualdad de Hölder generalizada.
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3.4. Algunas observaciones

Es innegable que una acotación puntual del tipo de la que acabamos de probar, esto

es, para alguna función η : Rn × R+ → R+

|f(x)− f(y)| ≤ C
(
η(x, |x− y|) + η(y, |x− y|)

)
,

adquiere mayor importancia cuando el lado derecho garantiza continuidad de las funciones

del espacio. Esto puede darse de varias maneras, por ejemplo en el caso de funciones η(x, t)

que sean continuas en la primer variable, con η(x, 0) = 0 para todo x y que satisfagan que

la aplicación t→ η(x, t) sea continua a derecha en cero para cada x. Para la generalización

de los espacios Lipschitz integrales, la función que consideramos es

η(x, t) =

∫ t

0

w(x, u)

u
du ,

y para garantizar la continuidad será suficiente suponer por ejemplo, para una familia

{Ej}∞j=1 de bolas, cubrimiento de Rn con solapamiento acotado (esto es:
∑
χEj(x) ≤ m

para todo x y algún m ∈ N), la existencia de funciones gj : [0, 1] → R+, tales que

w(x, ·) ≤ C gj(·), para todo x ∈ Ej, con∫ 1

0

gj(t)

t
dt <∞ . (3.4.1)

En efecto, por la proposición 3.3.1 el conjunto de puntos que verifica la desigualdad

puntual (3.3.1) es denso; por lo tanto para y ∈ Rn fijo, existe una sucesión {yn}∞n=1 en

dicho conjunto que converge a y. Entonces, si consideramos k y l suficientemente grandes

se tiene que |yk − yl| es suficientemente pequeño, y aśı el valor de la integral en (3.4.1)

es arbitrariamente pequeño. En estas condiciones es claro que existe un j0 tal que yk e yl

pertenecen a una bola Ej0 , con lo cual

|f(yk)− f(yl)| ≤ C

∫ 2|yk−yl|

0

w(yk, t) + w(yl, t)

t
dt

= C

∫ 2|yk−yl|

0

w(yk, t)

t
dt+

∫ 2|yk−yl|

0

w(yl, t)

t
dt

= C

∫ 2|yk−yl|

0

gj0(t)

t
dt < ε .
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Por lo tanto, la sucesión {f(yj)}∞n=1 es de Cauchy y converge, digamos a un valor f(y).

Además, si {y′n}∞n=1 es otra sucesión de Cauchy que converge a y, entonces |y′n − yn| < ε

con tal de tomar n suficientemente grande. Con lo cual

ĺım
j→∞
|f(y′n)− f(y)| ≤ ĺım

j→∞
|f(y′n)− f(yn)|+ ĺım

j→∞
|f(yn)− f(y)| = 0 .

Luego, es claro que la función coincide en casi todo punto con una función continua.

Observación 3.4.1. En el caso w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·), con p− > n

α
, podemos con-

siderar la bola Bj = B(zj, 2n), donde zj ∈
{
i
2
, i ∈ Z

}n
y definir gj(t) = t

α− n
p−(Bj)

para 0 < t < 1. Luego, para cada x elegimos zj tal que dist(x, zj) sea mı́nima. Aśı,

dist(x, zj) ≤
√
n/2, y B(x, t) ⊂ Bj para todo 0 < t < 1. Por la observación 2.1.7,

tenemos que

w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ≤ C tα−nt

n− n
p−(B(x,t))

≤ C tα−nt
n− n

p−(Bj) = C t
α− n

p−(Bj) = C gj(t) ,

Por otro lado, el rango de la función p(·) asegura (3.4.1), con lo cual sabemos, de (3.3.6)

que toda función f ∈ Lα,p(·) posee una representante continua.

Volviendo a la condición puntual dada en (3.3.1), veremos ahora que la hipótesis de

la finitud c.t.p. del lado derecho no es suficiente para garantizar la continuidad de las

funciones del espacio. Más precisamente, si tan solo existe un punto, digamos x0, para el

cual ∫ 1

0

w(x0, t)

t
dt =∞ ,

entonces es posible definir una función que pertenece al espacio y no es continua. Más

aún, las funciones en estos espacios no admiten acotación puntual del tipo

|f(x)− f(y)| ≤ C
(
η(x, |x− y|) + η(y, |x− y|)

)
,

para ninguna función η. Las siguientes proposiciones daran más claridad a lo antes men-

cionado.

Proposición 3.4.2. Sea w(x, t) una función no negativa, que duplica y es casi-creciente

en la segunda variable, que satisface w(x, t) ≤ C w(y, t), siempre que |x − y| < t y tal
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que w(x,t)
t

es casi-decreciente para todo x ∈ Rn, entonces para cualquier punto x0 de Rn,

la función

hx0(x) =

∫ 1

|x−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
,

está en bmow. Más aún, veremos que existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que

C1 ≤ sup
x∈Rn

1

w(x, r)

1

rn

∫
B(x,r)

|hx0(y)−mB(x,r)hx0| dy ≤ C2 , (3.4.2)

para todo r > 0.

Demostración. Observemos primero que hx0(x) <∞ para todo punto x 6= x0. En efecto,

dado x, para un entero m tal que 2−m ≤ |x− x0|, tenemos

hx0(x) =

∫ 1

|x−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
≤ C

∫ 1

|x−x0|

w(x0, t)

t
dt

≤ C

∫ 1

2−m

w(x0, t)

t
dt ≤ C m sup

0≤t≤1
w(x0, t) = C mw(x0, 1) <∞ .

Probaremos entonces que hx0 es localmente integrable. Para ello, veremos que si x 6= x0

y r > 0 tenemos

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz dy <∞ , (3.4.3)

con lo cual ∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz <∞ c.t.p. y ∈ B(x, r) ,

y aśı ∫
B(x,r)

|hx0(y)| dy ≤
∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz + |B(x, r)| |hx0(z)| <∞ .

Por otro lado, si x = x0, tomando cualquier punto de B(x0, r) distinto de x0, digamos s∫
B(x0,r)

|hx0(y)| dy ≤
∫
B(s,2r)

|hx0(y)| dy <∞ .

Probemos entonces (3.4.3). Consideremos x 6= x0, r > 0 fijos y la bola B(x, r). Sea

a = x + r x−x0

|x−x0| , esto es, el punto más alejado de la bola respecto de x0. Dado que x0, x

y a están alineados se tiene

|a− x0| = |a− x+ x− x0| = |a− x|+ |x− x0| = r + |x− x0| .
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Luego

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz dy (3.4.4)

≤ 2

∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(a)| dy

≤ 2

∫
B(x,r)

∣∣∣∣∫ 1

|y−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
−
∫ 1

|a−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1

∣∣∣∣ dy
= 2

∫
B(x,r)

∫ |x−x0|+r

|y−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
dy

≤ 2

∫ |x−x0|+r

0

∫
B(x0,t)∩B(x,r)

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dy

dt

tn+1
, (3.4.5)

donde hemos utilizado el Teorema de Tonelli para intercambiar el orden de integración de

las variables. Basta entonces acotar la última integral. Para ello consideramos dos casos.

I : |x− x0| ≤ 2r.

Debido a que las variables de integración verifican

0 < t < |x− x0|+ r < 3r, |y − x0| < t, |y − x| < r ,

entonces, para todo z ∈ B(x0, t), tenemos

|z − x| ≤ |z − x0|+ |x0 − x| ≤ t+ 2r < 5r .

Por las propiedades de w se tiene

w(z, t) ≤ C w(z, 5r) ≤ C w(x, 5r) ≤ C w(x, r) .

Luego, de los cálculos anteriores, voviendo a la desigualdad (3.4.5)

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz dy

≤ 2

∫ |x−x0|+r

0

∫
B(x0,t)∩B(x,r)

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dy

dt

tn+1

≤ C

∫ 3r

0

w(x, r)

(∫
B(x0,t)∩B(x,r)

dy

)
dt

t

≤ C

∫ 3r

0

w(x, r)

(∫
B(x0,t)

dy

)
dt

t
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≤ C w(x, r)

∫ 3r

0

tn−1 dt = C rnw(x, r) < ∞ .

II : |x− x0| > 2r.

Observemos que si t < |x− x0| − r entonces la intersección B(x0, t) ∩ B(x, r) = ∅.

En efecto, si existiera y en la intersección entonces

|x− x0| ≤ |x− y|+ |y − x0| < r + t < |x− x0| − r + r = |x− x0| ,

lo que es absurdo. Aśı tenemos∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(a)| dy

≤
∫ |x−x0|+r

0

∫
B(x0,t)∩B(x,r)

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dy

dt

tn+1

=

∫ |x−x0|+r

|x−x0|−r

∫
B(x0,t)∩B(x,r)

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dy

dt

tn+1
, (3.4.6)

Ahora bien, para |x− x0| − r ≤ t ≤ |x− x0|+ r se sigue

t > |x− x0| − r > |x− x0| −
|x− x0|

2
=

1

2
|x− x0| ,

t < |x− x0|+ r < |x− x0|+
|x− x0|

2
=

3

2
|x− x0| ,

con lo cual t ≈ |x − x0|. Además observemos que para todo z ∈ B(x0, t) y t ∈

(|x− x0| − r, |x− x0|+ r) se verifica

|z − x| ≤ |z − x0|+ |x− x0| ≤ t+ |x− x0| <
3

2
|x− x0|+ |x− x0| < 4|x− x0|,

con lo cual, por las propiedades de w,

w(z, t) ≤ C w(z, 4|x− x0|) ≤ C w(x, 4|x− x0|) ≤ C w(x,
1

2
|x− x0|) ≤ C w(x, t) .

Finalmente, de (3.4.6), como w(x, t)/t es casi decreciente∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(a)| dy ≤ C

∫ |x−x0|+r

|x−x0|−r

∫
B(x0,t)∩B(x,r)

w(x, t)

t
dy dt

≤ C

∫ |x−x0|+r

|x−x0|−r

∫
B(x,r)

w(x, r)

r
dy dt
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= C

(∫ |x−x0|+r

|x−x0|−r
dt

)
rn
w(x, r)

r

= C rnw(x, r) < ∞ .

Con lo cual

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz dy ≤ C rnw(x, r) < ∞ .

De las estimaciones en I : y II : y de la desigualdad∫
B(x,r)

|hx0(y)−mB(x,r)hx0| dy ≤
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∫
B(x,r)

|hx0(y)− hx0(z)| dz dy ,

tenemos que

1

w(x, r)

1

|B|

∫
B(x,r)

|hx0(y)−mB(x,r)hx0| dy ≤ C , (3.4.7)

donde C no depende de r, de x ni de x0. Tomando supremo sobre x ∈ Rn se tiene la cota

superior en (3.4.2). Aśı, es claro que hx0 está en bmow. Para probar la otra desigualdad

observamos que para una función arbitraria f y una bola B en Rn

∫
B

∫
B

|f(x)− f(y)| dy dx

≤
∫
B

∫
B

|f(x)−mBf | dy dx+

∫
B

∫
B

|mBf − f(y)| dy dx

= 2|B|
∫
B

|f(x)−mBf | dx .

Entonces

sup
x∈Rn

1

w(x, r)

1

rn

∫
B(x,r)

|hx0(y)−mB(x,r)hx0| dy

≥ 1

w(x0, r)

1

rn

∫
B(x0,r)

|hx0(y)−mB(x0,r)hx0| dy

≥ C
1

w(x0, r)

1

rn rn

∫
B(x0,r)

∫
B(x0,r)

|hx0(y)− hx0(u)| du dy

≥ C
1

w(x0, r)

1

rn rn

∫
|y−x0|< r

4

∫
r
2
<|u−x0|<r

|hx0(y)− hx0(u)| du dy .
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Ahora, para el integrando, dado que |y − x0| < r
4
< r

2
< |u − x0|, podemos hacer la

siguiente estimación

|hx0(y)− hx0(u)| =

∣∣∣∣∫ 1

|y−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
−
∫ 1

|u−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1

∣∣∣∣
=

∫ |u−x0|

|y−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1

≥
∫ r

2

r
4

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
.

Dado que |z − x0| < t tenemos

w(z, t) ≥ C w(x0, t) ≥ C w(x0,
r

4
) ≥ C w(x0, r) .

Aśı podemos escribir

|hx0(y)− hx0(u)| ≥ C w(x0, r)

∫ r
2

r
4

(∫
B(x0,t)

dz

)
dt

tn+1

= C w(x0, r)

∫ r
2

r
4

dt

t
= C w(x0, r) .

Luego, la estimación final nos queda

sup
x∈Rn

1

w(x, r)

1

rn

∫
B(x,r)

|hx0(y)−mB(x,r)hx0| dy

≥ C

w(x0, r)

1

rn rn

∫
|y−x0|< r

4

∫
r
2
<|u−x0|<r

|hx0(y)− hx0(u)| du dy

≥ C

rn rn

∫
|y−x0|< r

4

∫
r
2
<|u−x0|<r

du dy

≥ C1 ,

que es lo que queŕıamos probar.

El resultado probado indica que hx0 es, de alguna manera, la función “t́ıpica” de este

espacio. Observemos que una de las hipótesis sobre w para tener acotación puntual de

las funciones en bmow,q es que ∫ r

0

w(x, t)

t
dt <∞ ,

c.t.p. x ∈ Rn y r > 0. Sin embargo, y como veremos, esta condición no garantiza conti-

nuidad de las mismas. En la siguiente proposición se verá esto con más detalle.

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



82 Generalización de los espacios Lipschitz integrales

Proposición 3.4.3. Sea w como en la Proposición 3.4.2. Supongamos que existe un

punto x0 para el cual ∫ 1

0

w(x0, t)

t
dt =∞ , (3.4.8)

entonces existen funciones en bmow que no son continuas.

Demostración. Tomando el punto x0 de la hipótesis, consideremos la función

hx0(x) =

∫ 1

|x−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
.

Por la Proposición 3.4.2, hx0 está en bmow y por las propiedades de w, para x 6= x0

podemos acotar

hx0(x) =

∫ 1

|x−x0|

(∫
B(x0,t)

w(z, t) dz

)
dt

tn+1
≥ C

∫ 1

|x−x0|

w(x0, t)

t
dt ,

con lo cual claramente cuando x → x0 tenemos que hx0(x) → ∞. Es más puede verse

que sobre coronas de la forma {x : 2−i+1 < |x| < 2−i} la función es finita y toma valores

tan grandes como uno quiera. Por lo tanto, no puede ser continua en x0 y más aún, no

puede tener una representante continua.
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Caṕıtulo 4

Acotación de operadores entre

espacios bmow,q(Rn)

4.1. Introducción

En este caṕıtulo presentaremos extensiones para los operadores Integral Fraccionaria

y Transformada de Riesz y probaremos que estos operadores son acotados cuando actúan

entre espacios bmow,q bajo ciertas condiciones sobre la función w.

Recordemos entonces, que para 1 ≤ q <∞ y w : Rn×R+ → R+, una función medible

f localmente integrable pertenece al espacio bmow,q(Rn) si existe una constante C tal

que

1

w(a, r)

(
1

|B|

∫
B

|f(x)−mBf |q dx
) 1

q

≤ C , (4.1.1)

para toda bola B de centro a y radio r, donde mBf es el promedio de f sobre B. Hemos

trabajado en general con tres propiedades sobre w, las cuales fueron enunciadas en 3.1.a),

3.1.b) y 3.1.c); o sea

Casi creciente en la segunda variable, es decir

w(x, t1) ≤ C w(x, t2), ∀x ∈ Rn, ∀ t1 < t2 .
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Duplicación en la segunda variable, es decir

w(x, 2t) ≤ C w(x, t), ∀x ∈ Rn, ∀ t > 0 .

Comparabilidad en la primer variable, es decir

|x− y| < t ⇒ w(x, t) ≤ C w(y, t), ∀x, y ∈ Rn, ∀ t > 0 .

Introduciremos ahora una clase de funciones que tiene conexión con las acotaciones

que vamos a estudiar más adelante.

Definición 4.1.1. Sea w una función medible. Diremos que w ∈ W∞ si existe una

constante C tal que ∫ ∞
r

w(x, t)

t

dt

t
≤ C

w(x, r)

r
, (4.1.2)

para todo x ∈ Rn y todo r > 0.

Observación 4.1.2. El caso particular en que w(x, t) = tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) lo hemos estu-

diado en el caṕıtulo 2 de este trabajo. Concretamente, si la función exponente p ∈ P log y

satisface que p+ < n
(α−1)+ , entonces por el lema 2.4.1 sabemos que

∫ ∞
r

∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

tn−α+1

dt

t
≤ C

∥∥χB(x,r)

∥∥
p′(·)

rn−α+1
,

para todo r > 0 y x ∈ Rn. Esto último equivale a decir que tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) ∈ W∞.

Recordemos además, que por el lema 2.4.2, para x ∈ Rn, t > 0 y s ≥ 1, existe 0 < ε < 1

tal que ∥∥χB(x,st)

∥∥
p′(·) ≤ C sn−α+1−ε ∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·) .

Con lo cual

w(x, st) = (st)α−n
∥∥χB(x,st)

∥∥
p′(·) (4.1.3)

= sα−n tα−n
∥∥χB(x,st)

∥∥
p′(·)

≤ C sα−n sn−α+1−ε tα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)

≤ C s1−εtα−n
∥∥χB(x,t)

∥∥
p′(·)
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4.2 Integral Fraccionaria sobre espacios bmow,q 85

≤ C s1−εw(x, t) .

Esto prueba la desigualdad (3.3.6), puesto que valen las hipótesis de la proposición 3.3.1.

Por lo tanto para tales funciones exponentes, también tenemos una representación puntual

para las funciones del espacio.

A continuación presentaremos un ejemplo de una función exponente que satisface las

hipótesis pedidas hasta el momento.

Ejemplo 4.1.3. Sea 0 < α < n y consideremos números p∞ > n
α

y b ∈ R tal que

n

α
< b+ p∞ <

n

(α− 1)+
.

Definimos la función

p(x) = p∞ +
b

log(e+ |x|)
, x ∈ Rn.

La función anterior satisface la ecuación (3.3.7). Para verificarla, basta ver que p(x)

satisface las hipótesis del lema 3.3.7. En efecto, observemos que

ĺım
|x|→∞

p(x) = p∞ ,

y que mı́n{p(0), p∞} ≤ p(x) ≤ máx{p(0), p∞}, para todo x ∈ Rn, con lo cual es claro que

n
α
< p− ≤ p+ < n

(α−1)+ . Por otro lado, trivialmente p(x) cumple con (3.2.6). Sólo resta

ver que satisface la condición de continuidad log-Hölder local. Para ello, por el Teorema

del valor medio se tiene que

|p(x)− p(y)| ≤ |∇p(τ)| |x− y| ≤ b

e+ |τ |
|x− y| ≤ C |x− y| ≤ C

log(e+ 1
|x−y|)

,

donde τ es un punto intermedio en el segmento que une x con y. Luego p(·) satisface

(1.2.1) como queŕıamos mostrar.

4.2. Integral Fraccionaria sobre espacios bmow,q

En esta sección obtendremos acotaciones de una extensión del operador Integral Frac-

cionaria, desde espacios bmow,q en ciertos espacios bmow∗,q, donde la función w∗ queda

determinada por w. Para ello, antes veremos el siguiente lema técnico.
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Lema 4.2.1. Sea 0 < α < n y w(x, t) una función que duplica y es casi-creciente en la

segunda variable. Entonces para toda f ∈ bmow,q con 1 ≤ q <∞ tenemos que∫
B

|f(y)−mBf |
|x− y|n−α

dy ≤ C ‖f‖w,q
∫ r

0

tαw(x, t)

t
dt , (4.2.1)

donde C es independiente de la bola B = B(x, r).

Demostración. Sea B una bola cualquiera de centro x y radio r, denotemos Bk = 2−kB =

B(x, 2−kr), k ∈ N0. Luego∫
B

|f(y)−mBf |
|x− y|n−α

dy =
∞∑
k=0

∫
Bk−Bk+1

|f(y)−mBf |
|x− y|n−α

dy

≤ C

∞∑
k=0

2k(n−α) rα−n
∫

Bk−Bk+1

|f(y)−mBf | dy

= C |B|
α
n

∞∑
k=0

2−kα (2−kr)−n
∫

Bk−Bk+1

|f(y)−mBf | dy

≤ C |B|
α
n

∞∑
k=0

2−kα |Bk|−1

∫
Bk

|f(y)−mBf | dy .

Ahora, sumando y restando los promedios intermedios mBjf para j = 1, . . . , k dentro del

módulo del integrando podemos ver que

|Bk|−1

∫
Bk

|f(y)−mBf | dy

= |Bk|−1

∫
Bk

|f(y)−mBkf +mBkf − . . .−mB1f +mB1f −mBf | dy

≤ |Bk|−1

∫
Bk

|f(y)−mBkf | dy +
k−1∑
j=0

|Bk|−1

∫
Bk

∣∣mBj+1
f −mBjf

∣∣ dy
≤ |Bk|−1

∫
Bk

|f(y)−mBkf | dy +
k−1∑
j=0

|Bj+1|−1

∫
Bj+1

∣∣f(y)−mBjf
∣∣ dy

= |Bk|−1

∫
Bk

|f(y)−mBkf | dy +
k−1∑
j=0

2n|Bj|−1

∫
Bj

∣∣f(y)−mBjf
∣∣ dy

≤ C
k∑
j=0

2n|Bj|−1

∫
Bj

∣∣f(y)−mBjf
∣∣ dy .
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Luego, teniendo en cuenta que f ∈ bmow,q y las hipótesis sobre w, tenemos

∫
B

|f(y)−mBf |
|x− y|n−α

dy ≤ C |B|
α
n

∞∑
k=0

2−kα
k∑
j=0

|Bj|−1

∫
Bj

∣∣f(y)−mBjf
∣∣ dy

≤ C |B|
α
n

∞∑
k=0

2−kα
k∑
j=0

(
|Bj|−1

∫
Bj

∣∣f(y)−mBjf
∣∣q dy) 1

q

≤ C ‖f‖w,q |B|
α
n

∞∑
k=0

2−kα
k∑
j=0

w(x, 2−jr)

= C ‖f‖w,q r
α

∞∑
j=0

( ∞∑
k=j

2−kα
)
w(x, 2−jr)

= C ‖f‖w,q
∞∑
j=0

(2−jr)αw(x, 2−jr)

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
j=0

∫ 2−jr

2−j−1r

2αtαw(x, 2−j−1r)
dt

t

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
j=0

∫ 2−jr

2−j−1r

tαw(x, t)
dt

t

≤ C ‖f‖w,q
∫ r

0

tαw(x, t)

t
dt ,

que es lo que queŕıamos demostrar.

Enunciamos ahora el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.2.2. Sea 0 < α < 1 y w(x, t) una función no negativa que duplica y es casi-

creciente en la segunda variable. Supongamos que, además satisface w(x, t) ≤ C w(y, t),

siempre que |x − y| < t. Consideremos w∗(x, t) = tαw(x, t). Si w∗ ∈ W∞ entonces el

operador Integral Fraccionaria Iα puede extenderse sobre funciones de bmow,q como

Ĩαf(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
− 1

|y|n−α

)
f(y) dy . (4.2.2)

Más aún, es un operador lineal y acotado desde bmow,q en bmow∗,q, con 1 ≤ q <∞.

Demostración. Primeramente, veremos que el operador definido como en (4.2.2) está bien

definido para funciones en bmow,q, es decir, |Ĩαf(x)| <∞ para casi todo x ∈ Rn.
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Para ello, tomemos una función f en bmow,q, x ∈ Rn y r > |x|. Puesto que la expresión

entre paréntesis de (4.2.2) tiene integral nula sobre Rn, podemos escribir

Ĩαf(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
− 1

|x|n−α

)
(f(y)−mBf) dy

=

∫
2B

+

∫
Rn−2B

= I1(x) + I2(x) ,

donde 2B = B(0, 2r). Haremos una estimación para cada término por separado. Para I1

consideremos la bola B̃ = B(x, 4r), entonces

|I1(x)| ≤
∫
2B

|f(y)−m2Bf |
|x− y|n−α

dy +

∫
2B

|f(y)−m2Bf |
|y|n−α

dy

≤
∫
2B

|f(y)−m2Bf |
|y|n−α

dy +

∫
B̃

∣∣f(y)−mB̃f
∣∣

|x− y|n−α
dy +

∫
B̃

∣∣m2Bf −mB̃f
∣∣

|x− y|n−α
dy

= I + II + III .

Para III tenemos que

III ≤ C

(
1

|B̃|

∫
B̃

|f(z)−mB̃f | dz

)(∫
B̃

|x− y|α−n dy
)

≤ C

(
1

|B̃|

∫
B̃

|f(z)−mB̃f |
q dz

) 1
q (∫

Sn−1

dσ

∫ 4r

0

ρα−1 dρ

)
≤ C ‖f‖w,q w(x, 4r) rα < ∞ . (4.2.3)

Por el lema 4.2.1, los sumandos I y II tienen la siguiente acotación

I =

∫
2B

|f(y)−m2Bf |
|y|n−α

dy ≤ C ‖f‖w,q
∫ 2r

0

tαw(0, t)

t
dt

≤ C ‖f‖w,q
∫ r

0

tαw(0, t)

t
dt

≤ C ‖f‖w,q w(0, r) rα < ∞ , (4.2.4)

II =

∫
B̃

∣∣f(y)−mB̃f
∣∣

|x− y|n−α
dy ≤ C ‖f‖w,q

∫ 4r

0

tαw(x, t)

t
dt

≤ C ‖f‖w,q
∫ r

0

tαw(x, t)

t
dt < ∞ , (4.2.5)
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donde hemos aplicado las propiedades de w. Observemos que I resulta acotado por un

término que es independiente de x.

Para estimar I2(x), recordamos que x ∈ B = B(0, r), aplicando el Teorema del Valor

Intermedio podemos escribir

|I2(x)| ≤
∫

Rn−2B

∣∣∣∣ 1

|y|n−α
− 1

|x− y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)−mBf | dy (4.2.6)

≤ C |B|
1
n

∫
Rn−2B

|f(y)−mBf |
|xξx − y|n−α+1

dy

≤ C |B|
1
n

∫
Rn−B

|f(y)−mBf |
|y|n−α+1

dy ,

donde en la última desigualdad podemos cambiar |xξx − y| por |y| puesto que si x, xξx ∈

B(0, r) e y ∈ Rn − 2B se tiene

|x0 − xξx| < r < |xξx − y| =⇒ |y| < |xξx|+ |xξx − y| < 2|xξx − y| ,

y aśı

|xξx − y| >
1

2
|y| .

Ahora, considerando bolas crecientes Bk = 2kB = B(0, 2kr), k ∈ N podemos escribir

|I2(x)| ≤ C |B|
1
n

∞∑
k=1

∫
Bk+1−Bk

|f(y)−mBf |
|y|n−α+1

dy (4.2.7)

≤ C |B|
1
n

∞∑
k=1

(2kr)−n+α−1

∫
Bk+1

|f(y)−mBf | dy

≤ C |B|
1
n

+α−1
n

∞∑
k=1

2k(α−1)|Bk+1|−1

∫
Bk+1

|f(y)−mBf | dy

≤ C |B|
1
n

+α−1
n

∞∑
k=1

2k(α−1)

k+1∑
j=1

(
|Bj|−1

∫
Bj

∣∣f(y)−mBjf
∣∣q dy) 1

q

≤ C ‖f‖w,q |B|
1
n

+α−1
n

∞∑
k=1

2k(α−1)

k+1∑
j=1

w(0, 2jr)

≤ C ‖f‖w,q |B|
1
n

+α−1
n

∞∑
j=1

2j(α−1)w(0, 2jr)
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≤ C ‖f‖w,q r
∞∑
j=1

(2jr)α−1w(0, 2jr)

≤ C ‖f‖w,q r
∞∑
j=1

∫ 2j+1r

2jr

(2jr)α
w(0, 2jr)

2k+1r

dt

t

≤ C ‖f‖w,q r
∞∑
j=1

∫ 2j+1r

2jr

tαw(0, t)

t

dt

t

≤ C ‖f‖w,q r
∫ ∞
r

tαw(0, t)

t

dt

t
.

Luego, dado que w ∈ W∞ se concluye que

|I2(x)| ≤ C ‖f‖w,q r
rαw(0, r)

r

= C ‖f‖w,q r
αw(x0, r) . (4.2.8)

De esta manera, por las estimaciones hechas en (4.2.3), (4.2.4), (4.2.5) y (4.2.8) tenemos

que |Ĩαf(x)| <∞ para todo x ∈ Rn.

Veamos ahora la acotación de este operador. Por las propiedades de w, para x ∈ Rn,

r > 0 y 1 ≤ q <∞, tenemos que∫
B(x,r)

(∫ r

0

tαw(z, t)

t
dt
)q
dz ≤

∫
B(x,r)

w(z, r)q
(∫ r

0

tα−1 dt
)q
dz

≤ C w(x, r)q
∫
B(x,r)

rα q dz

≤ C
(
rαw(x, r)

)q
rn .

Luego, w∗(x, t) = tαw(x, t) satisface (3.3.4) de la proposición 3.3.3. Si probamos que Ĩαf

tiene una acotación puntual como (3.3.1) con w∗ en lugar de w, tendremos probado el

teorema.

Tomemos una función f ∈ bmow,q y dos puntos x1, x2 ∈ Rn. Consideremos la bola

B = B(x1, 2|x1 − x2|), luego

|Ĩαf(x1)− Ĩαf(x2)| ≤
∫
Rn

∣∣∣∣ 1

|x1 − y|n−α
− 1

|x2 − y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)−mBf | dy

=

∫
B

+

∫
Rn−B

= I1 + I2 .
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Para el primer sumando consideramos B̃ = (x2, 4|x1−x2|) y actuamos de manera análoga

a lo hecho anteriormente. Esto es

I1 ≤
∫
B

|f(y)−mBf |
|x1 − y|n−α

dy +

∫
B

|f(y)−mBf |
|x2 − y|n−α

dy

≤
∫
B

|f(y)−mBf |
|x1 − y|n−α

dy +

∫
B̃

∣∣f(y)−mB̃f
∣∣

|x2 − y|n−α
dy +

∫
B̃

∣∣mBf −mB̃f
∣∣

|x2 − y|n−α
dy

= I + II + III .

Para los dos primeros sumandos razonamos como en la demostración de la finitud del

operador. De esta manera∫
B

|f(y)−mBf |
|x1 − y|n−α

dy ≤ C ‖f‖w,q |B|
α
n

∞∑
j=0

(
∞∑
k=j

2−kα

)
w(x1, 2

−j|x1 − x2|)

≤ C ‖f‖w,q |B|
α
n

∞∑
j=0

2−jαw(x1, 2
−j|x1 − x2|)

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
j=0

(2−j|x1 − x2|)αw(x1, 2
−j|x1 − x2|)

≤ C ‖f‖w,q
∫ 2|x1−x2|

0

tαw(x1, t)

t
dt .

En la misma forma,∫
B̃

|f(y)−mBf |
|x2 − y|n−α

dy ≤ C ‖f‖w,q
∫ 2|x1−x2|

0

tαw(x2, t)

t
dt .

Por último, para el tercer sumando, dado que f ∈ bmow,q se tiene

|mBf −mB̃f | ≤ |B|−1

∫
B

|f(y)−mB̃f | dy

≤
(
|B̃|−1

∫
B̃

|f(y)−mB̃f |
q dy
) 1
q

≤ C ‖f‖w,q w(x2, 4|x1 − x2|)

≤ C ‖f‖w,q w(x2, 4|x1 − x2|)
∫ 8|x1−x2|

4|x1−x2|

dt

t

≤ C ‖f‖w,q
∫ 8|x1−x2|

4|x1−x2|

w(x2, t)

t
dt ,

con lo cual ∫
B̃

∣∣mBf −mB̃f
∣∣

|x2 − y|n−α
dy =

∣∣mBf −mB̃f
∣∣ ∫
B̃

1

|x2 − y|n−α
dy
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≤ C ‖f‖w,q |x1 − x2|α
∫ 8|x1−x2|

4|x1−x2|

w(x2, t)

t
dt

≤ C ‖f‖w,q
∫ 4|x1−x2|

0

tαw(x2, t)

t
dt ,

donde la última desigualdad se obtiene gracias a un cambio de variables y la duplicación.

Aśı queda probado el resultado para III.

Por otro lado, para I2, dado que x1, x2 ∈ B e y ∈ Rn − B se verifica que |x1 − y| ≈

|x2 − y|, con lo cual razonando como en (4.2.6) y en (4.2.7) y aplicando las propiedades

de w tenemos

I2 ≤
∫

Rn−B

∣∣∣∣ 1

|x1 − y|n−α
− 1

|x2 − y|n−α

∣∣∣∣ |f(y)−mBf | dy

≤ C |B|
1
n

∫
Rn−B

|f(y)−mBf |
|x1 − y|n−α+1

dy ,

≤ C ‖f‖w,q |x1 − x2|
∫ ∞

2|x1−x2|

tαw(x1, t)

t

dt

t

≤ C ‖f‖w,q |x1 − x2|
|x1 − x2|αw(x1, 2|x1 − x2|)

|x1 − x2|
≤ C ‖f‖w,q |x1 − x2|αw(x1, 2|x1 − x2|)

≤ C ‖f‖w,q
∫ 4|x1−x2|

0

tαw(x1, t)

t
dt .

Entonces hemos demostrado que

|Ĩαf(x1)− Ĩαf(x2)| ≤ C ‖f‖w,1
∫ 4|x1−x2|

0

tαw(x1, t) + tαw(x2, t)

t
dt

≤ C ‖f‖w,1
∫ 2|x1−x2|

0

tαw(x1, t) + tαw(x2, t)

t
dt .

donde con un cambio de variables y la condición de duplicación una vez más queda

probado (3.3.3) y con esto el Teorema 4.2.2.

Para evitar confusión en las variables, en el siguiente corolario denotaremos para un

número σ la función wσ = wσ(x, t) = tσw(x, t).

Corolario 4.2.3. Sea α, β ∈ R+ tales que 0 < α+β < 1 y w(x, t) una función que duplica

y es casi-creciente en la segunda variable. Supongamos además que w(x, t) ≤ C w(y, t),
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siempre que |x − y| < t. Si wα+β ∈ W∞ entonces el operador Integral Fraccionaria Iα

puede extenderse sobre funciones de bmowβ ,q como

Ĩαf(x) =

∫
Rn

(
1

|x− y|n−α
− 1

|y|n−α

)
f(y) dy .

Más aún, es un operador lineal y acotado desde bmowβ ,q en bmowα+β ,q, para 1 ≤ q <∞.

Demostración. Para 0 < s < t y x, y ∈ Rn, la función wβ satisface

a) tβw(x, t) ≤ C tβw(x, s) ≤ C sβw(x, s),

b) (2t)βw(x, 2t) ≤ 2βC tβw(x, t) = C tβw(x, t),

c) tβw(x, t) ≤ C tβw(y, t).

Luego, basta aplicar el teorema 4.2.2 con la función wβ.

Observación 4.2.4. Notar que w identicamente 1 satisface trivialmente las propiedades

mencionadas, aśı el teorema 4.2.2 incluye el caso clásico Iα : BMO→ Lip(α) y para β > 0

tal que 0 < α + β < 1, por el corolario anterior se tiene Iα : Lip(β)→ Lip(α + β).

4.3. Transformada de Riesz

Consideremos para una función medible f en Rn y para 1 ≤ j ≤ n, el operador

Rjf(x) = ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

[
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

]
f(y) dy , (4.3.1)

donde Υ(y) es la función caracteŕıstica del conjunto |y| > 1, siempre que el ĺımite exista

en casi todo punto x. Para 1 ≤ j ≤ n denotaremos con Rjf a la Transformada de Riesz

usual dada por

Rjf(x) = ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

xj − yj
|x− y|n+1

f(y) dy .

Si suponemos que ambos operadores existen en casi todo punto para una determinada

función f entonces es fácil ver que estos valores difieren en una constante. Esto ocurre,
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por ejemplo, si f pertenece a algún espacio Lp con p > 1 constante. En efecto, por el

Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos que

ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

yjΥ(y)

|y|n+1
f(y) dy =

∫
|y|>1

yj
|y|n+1

f(y) dy ,

Luego, por la desigualdad de Hölder clásica∫
|y|>1

yj
|y|n+1

f(y) dy ≤ C ‖f‖p < ∞ ,

donde C es independiente de x. Esto sumado al resultado ya bien conocido de acotación

en Lp con p constante refleja lo que queŕıamos ver. Enunciamos ahora el resultado de esta

sección.

Teorema 4.3.1. Sea 1 ≤ q < ∞, w una función que duplica y es casi creciente en la

segunda variable. Además w(x, t) ≤ C w(y, t), siempre que |x − y| < t. Si w ∈ W∞,

entonces Rjf(x) está bien definida en casi todo punto x ∈ Rn, para funciones f en

bmow,q. Más aún, existe una constante C tal que

1

w(a, r)

(
1

|B|

∫
B

|Rjf(x)−mB(Rjf)|q dx
) 1

q

≤ C ‖f‖w,q . (4.3.2)

para toda bola B de centro x0 y radio r. Esto es, el operador es acotado en bmow,q.

Demostración. Por la proposición 3.2.4, bastará probar el resultado para 1 < q <∞. En

efecto, si logramos esto, tendremos

‖Rjf‖w ≤ C ‖Rjf‖w,q ≤ C ‖f‖w,q ≤ C ‖f‖w ,

lo que afirma que el teorema vale para q = 1.

Sea entonces 1 < q < ∞. La idea para probar la buena definición del operador es

ver que Rj1 = 0. Luego, por la linealidad del mismo probar que |Rjf(x)| = |Rj(f −

mBf)(x)| <∞ para casi todo x.

Comenzaremos entonces, probando que para cada x ∈ Rn

ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

(
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

)
dy = 0 .

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



4.3 Transformada de Riesz 95

Para ello, tomemos 0 < ε < r y consideremos las funciones

gε,r(y) =

(
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

)
χ{ε<|x−y|<r}(y) .

Trivialmente, cuando r →∞ tenemos que

gε,r(y) −→ gε(y) =

(
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

)
χ{ε<|x−y|}(y) .

Si probamos que gε ∈ L1 para cada x, entonces por el Teorema de la convergencia domi-

nada

ĺım
ε→0+

∫
Rn

gε(y) dy = ĺım
ε→0+

ĺım
r→∞

∫
Rn

gε,r(y) dy . (4.3.3)

Ahora bien, observando la definición del integrando escribimos∫
Rn
|gε(y)| dy =

∫
|x−y|>ε

∣∣∣∣ xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

∣∣∣∣ dy
≤

∫
|x−y|>ε
|y|<1

|xj − yj|
|x− y|n+1

dy +

∫
|x−y|>ε
|y|>1

∣∣∣∣ xj − yj
|x− y|n+1

+
yj
|y|n+1

∣∣∣∣ dy = I + II .

Para I, dado que |x− y| ≤ |x|+ |y| ≤ |x|+ 1, tenemos

I ≤
∫

|x−y|>ε
|y|<1

dy

|x− y|n
≤

∫
ε<|x−y|<|x|+1

dy

|x− y|n

=

∫
ε<|u|<|x|+1

du

|u|n
= cn ln

(
|x|+ 1

ε

)
< ∞ .

Por otro lado, para acotar II observemos que para cada y fijo, por el Teorema del valor

medio, la función F (x) =
xj−yj
|x−y|n+1 verifica∣∣∣∣ xj − yj

|x− y|n+1
+

yj
|y|n+1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ xj − yj
|x− y|n+1

− −yj
|y|n+1

∣∣∣∣ = |∇F (ξx) · x| ≤ |∇F (ξx)||x| , (4.3.4)

donde ξx es un punto del segmento que une x con el origen de coordenadas. Ahora bien,

dado que

∂F

∂xk
(x) =


−(n+1)(xj−yj)(xk−yk)

|x−y|n+3 , k 6= j ;

|x−y|2−(n+1)(xj−yj)2

|x−y|n+3 , k = j ,
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el primer factor del miembro derecho de (4.3.4) puede estimarse teniendo en cuenta que

|∇F (ξx)| =
(
∇F (ξx) · ∇F (ξx)

)1/2
=

(|ξx − y|2 − (n+ 1)(ξxj − yj)2
)2

|ξx − y|2(n+3)
+
∑
k 6=j

(n+ 1)2(ξxj − yj)2(ξxk − yk)2

|ξx − y|2(n+3)

1/2

≤

 C

|ξx − y|2(n+1)
+
∑
k 6=j

C

|ξx − y|2(n+1)

1/2

=
C

|ξx − y|n+1
.

Luego, dividimos el dominio adecuadamente y estimamos

II =

∫
|x−y|>ε

|y|>1 , |y|>2|x|

∣∣∣∣ xj − yj
|x− y|n+1

− −yj
|y|n+1

∣∣∣∣ dy +

∫
ε<|x−y|<3|x|

1<|y|<2|x|

∣∣∣∣ |xj − yj||x− y|n+1
+
|yj|
|y|n+1

∣∣∣∣ dy
≤ C |x|

∫
|x−y|>ε

|y|>1 , |y|>2|x|

dy

|ξx − y|n+1
+

∫
ε<|x−y|<3|x|

1<|y|<2|x|

dy

|x− y|n
+

∫
ε<|x−y|<3|x|

1<|y|<2|x|

dy

|y|n

≤ C |x|
∫

|y|>2|x|

dy

|y|n+1
+

∫
ε<|x−y|<3|x|

dy

|x− y|n
+

∫
1<|y|<2|x|

dy

|y|n
< ∞ ,

donde en el primera integral podemos poner |y| en el denominador puesto que

|ξx − y| > |y| − |ξx| > |y| −
1

2
|y| = 1

2
|y| .

Bastará entonces ahora ver que el ĺımite doble en (4.3.3) tiende a cero, esto es

ĺım
ε→0+

ĺım
r→∞

∫
ε<|x−y|<r

(
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

)
dy = 0 .

Observamos cada sumando por separado. En el primero, por ser la integral de una

función impar sobre un dominio simétrico, es nulo. En efecto∫
ε<|x−y|<r

xj − yj
|x− y|n+1

dy =

∫
ε<|u|<r

uj
|u|n+1

du = 0 . (4.3.5)

Para el segundo, recordando la definición de Υ(y), observamos que∫
ε<|x−y|<r

yjΥ(y)

|y|n+1
dy =

∫
|x−y|<r
|y|>1

yj
|y|n+1

dy −
∫

|x−y|<ε
|y|>1

yj
|y|n+1

dy .

Ramseyer, Mauricio Javier   - 2013 -



4.3 Transformada de Riesz 97

En la segunda integral, si |x| > 1, entonces B(x, ε) ⊂ {y : |y| > 1} para ε su-

ficientemente chico. Luego, por el Teorema de la convergencia dominada converge a

cero. Por otro lado, cuando |x| < 1, tomando ε suficientemente chico tenemos que

B(x, ε) ∩ {y : |y| > 1} = ∅ y en este caso nada hay que probar.

Veamos ahora la primera integral. Tomemos r > máx {1, 2|x|} y z ∈ B(0, r − |x|).

Como |z − x| ≤ |z| + |x| < r − |x| + |x| = r, entonces z ∈ B(x, r), con lo cual podemos

dividir la integral en∫
|x−y|<r
|y|>1

yj
|y|n+1

dy =

∫
1<|y|<r−|x|

yj
|y|n+1

dy +

∫
|x−y|<r
|y|>r−|x|

yj
|y|n+1

dy .

Ahora, el primer sumando es nulo por la misma razón que en (4.3.5). Para el segundo,

usando coordenadas polares generalizadas, denotemos por (r, θ) = (r, θ1, . . . , θn−1) al

vector de las variables, de esta manera (y1, . . . , yn) = (rh1(θ), . . . , rhn(θ)), donde hj(θ),

con j = 1, . . . , n es la función del cambio de variables que sólo depende de la parte

angular. De esta manera, el jacobiano es rn−1J(θ), donde nuevamente J(θ) es la función

que depende sólo de la parte angular. Entonces∫
|x−y|<r
|y|>r−|x|

yj
|y|n+1

dy =

∫
Sn−1

g(θ)∫
r−|x|

s hj(θ)

sn+1
sn−1J(θ) ds dθ

=

∫
Sn−1

hj(θ) J(θ)

g(θ)∫
r−|x|

ds

s
dθ

=

∫
Sn−1

hj(θ) J(θ) ln
( g(θ)

r − |x|

)
dθ −→ 0 ,

cuando r →∞. En efecto, por la continuidad del logaritmo y dado que g(θ) satisface que

1 < r − |x| ≤ g(θ) ≤ r + |x|, tenemos

0 ≤ ln
( g(θ)

r − |x|

)
≤ ln

(r + |x|
r − |x|

)
−→ 0 ,

cuando r →∞. Por lo tanto, por el Teorema del emparedado tenemos∫
|x−y|<r
|y|>1

yj
|y|n+1

dy −→ 0 ,
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que es lo que queŕıamos demostrar.

Ahora probaremos la buena definición del operador. Para esto, sea f una función del

espacio bmow,q y veamos que Rjf(x) es finito para casi todo punto x de la bola centrada

en el origen y radio r fijo y arbitrario. Como Rj es un operador lineal que se anula en las

constantes bastará ver que

|Rjf(x)| = |Rj(f −mBf)(x)| <∞, c.t.p. x ∈ B(0, r) .

Para esto, partimos la integral de la definición en

T1(x) = ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε
|y|<2r

[
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

]
(f(y)−mBf) dy ,

T2(x) = ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε
|y|>2r

[
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

]
(f(y)−mBf) dy ,

y veremos su finitud en casi todo punto de la bola B(0, r).

Para T1 separamos el integrando y estimamos

|T1(x)| ≤

∣∣∣∣∣ ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε
|y|<2r

xj − yj
|x− y|n+1

(f(y)−mBf) dy

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε
1<|y|<2r

yj
|y|n+1

(f(y)−mBf) dy

∣∣∣∣∣ .
Como f ∈ bmow,q tenemos que (f(y)−mBf)χ2B ∈ Lq, en efecto∫

2B

|f(y)−mBf |q dy ≤ C ‖f‖qw,q w(0, 2r)q |B| < ∞ .

Luego, por la acotación de la Transformada de Riesz en Lq, el primer sumando es finito

c.t.p. x ∈ B(0, r). Para el segundo sumando, puesto que el integrando es independiente

de x, es claro que

ĺım
ε→0+

yj
|y|n+1

(f(y)−mBf)χ{|x−y|>ε}∩{1<|y|<2r}(y) =
yj
|y|n+1

(f(y)−mBf)χ{1<|y|<2r}(y) .

Además∣∣∣∣ yj
|y|n+1

(f(y)−mBf)χ{|x−y|>ε}∩{1<|y|<2r}(y)

∣∣∣∣ ≤ |f(y)−mBf |
|y|n

χ{1<|y|<2r}(y)
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y ∫
{1<|y|<2r}

|f(y)−mBf |
|y|n

dy ≤
∫

{|y|<2r}

|f(y)−mBf | dy (4.3.6)

≤ C |B|
(

1

|B|

∫
B

|f(y)−mBf |q dy
) 1

q

< ∞ ,

donde la finitud está garantizada por la pertenencia de f al espacio bmow,q. Con lo cual,

por el Teorema de la convergencia dominada∣∣∣∣∣ ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε
1<|y|<2r

yj
|y|n+1

(f(y)−mBf) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫

1<|y|<2r

(
ĺım
ε→0+

|f(y)−mBf |
|y|n

χ{|x−y|>ε}(y)

)
dy <∞ ,

por (4.3.6). Para T2, tomando ε suficientemente chico tal que B(x, ε) ⊂ B(0, 2r) entonces

la integral no depende de ε y el ĺımite es trivial. En efecto, si ε < r entonces |y| ≤

|x| + |x − y| < r + ε < 2r. Por otro lado, como |y| > 2r, un razonamiento análogo al

hecho en (4.3.4) permite estimar

|T2(x)| ≤
∫
|y|>2r

∣∣∣∣ xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

∣∣∣∣ |f(y)−mBf | dy

≤ C r

∫
|y|>2r

|f(y)−mBf |
|x− y|n+1

dy .

Ahora, tomando la sucesión de bolas crecientes de la forma Bk = B(0, 2kr) para k =

1, 2, . . ., escibimos

|T2(x)| ≤ C r

∞∑
k=1

∫
2kr<|y|<2k+1r

|f(y)−mBf |
|x− y|n+1

dy (4.3.7)

≤ C r

∞∑
k=1

∫
2kr<|y|<2k+1r

|f(y)−mBf |
|y|n+1

dy

≤ C r
∞∑
k=1

(2kr)−n−1

∫
|y|<2k+1r

|f(y)−mBf | dy

= C

∞∑
k=1

1

2k
|Bk+1|−1

∫
Bk+1

|f(y)−mBf | dy

≤ C

∞∑
k=1

1

2k

k+1∑
j=1

|Bj|−1

∫
Bj

|f(y)−mBjf | dy
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≤ C

∞∑
k=1

k+1∑
j=1

1

2k

(
|Bj|−1

∫
Bj

|f(y)−mBjf |q dy

) 1
q

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
k=1

k+1∑
j=1

1

2k
w(0, 2jr)

= C ‖f‖w,q
∞∑
j=1

∞∑
k=j

1

2k
w(0, 2jr)

= C ‖f‖w,q
∞∑
j=1

1

2j
w(0, 2jr)

∫ 2j+1r

2jr

dt

t

≤ C ‖f‖w,q
∞∑
j=1

r w(0, 2jr)

∫ 2j+1r

2jr

dt

t2

≤ C ‖f‖w,q r
∞∑
j=1

∫ 2j+1r

2jr

w(0, t)

t

dt

t

≤ C ‖f‖w,q r
∫ ∞
r

w(0, t)

t

dt

t

≤ C ‖f‖w,q w(0, r) < ∞ ,

donde la última desigualdad es en virtud de la pertenencia de w a la clase W∞.

Esto asegura que Rjf(x) es finito c.t.p. x ∈ B(0, r). Ahora, si tomamos una sucesión

creciente {rm} de números naturales, existe una colección {Tm} de conjuntos crecientes

de medida nula sobre los cuales el operador es infinito. Luego, por el Teorema de la

convergencia monótona, tenemos que Rjf(x) es finito c.t.p. x ∈ Rn.

Hasta acá hemos probado la buena definición del operador en casi todo punto, ac-

tuando sobre funciones en bmow,q con 1 < q <∞. Veamos ahora la acotación.

Dado que Rj1 = 0 y Rj es lineal, para una bola B de centro x0 y radio r tenemos∫
B

|Rjf(x)−mB(Rjf)|q dx

=

∫
B

∣∣∣∣Rjf(x)−Rj(mBf)− 1

|B|

∫
B

(
Rjf(y)−Rj(mBf)

)
dy

∣∣∣∣q dx
=

∫
B

∣∣Rj(f −mBf)(x)−mB

(
Rj(f −mBf)

)∣∣q dx .
Aśı basta probar que Rj(f −mBf) ∈ bmow,q. Para esto, si hacemos g = f −mBf ,

g1 = gχ2B y g2 = g − g1, bastará ver que

Rjg1 = Rj

[
(f −mBf)χ2B

]
∈ bmow,q , (4.3.8)
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Rjg2 = Rj

[
(f −mBf)χRn−2B

]
∈ bmow,q . (4.3.9)

En efecto, si esto ocurre tenemos∫
B

|Rjf(x)−mB(Rjf)|q dx =

∫
B

|Rjg(x)−mB(Rjg)|q dx

≤ 2q
∫
B

|Rjg1(x)−mB(Rjg1)|q dx

+ 2q
∫
B

|Rjg2(x)−mB(Rjg2)|q dx

≤ C ‖f‖qw,q |B|w(x0, r)
q ,

y con esto la demostración del Teorema. Para (4.3.8) haremos uso de la integrabilidad

local de f para afirmar que g1 ∈ Lq, luego por la acotación de la Transformada de Riesz

tenemos que∫
B

|Rjg1(x)−mB(Rjg1)|q dx

=

∫
B

|Rjg1(x)−mB(Rjg1)|q dx

≤
∫
Rn
|Rjg1(x)|q dx

≤ C

∫
Rn
|g1(x)|q dx

≤ C

∫
2B

|f(x)−mBf |q dx

≤ C

∫
2B

|f(x)−m2Bf |q dx+ C |B| |mBf −m2Bf |q

≤ C

∫
2B

|f(x)−m2Bf |q dx+ C |B|1−p
∫

2B

|f(x)−m2Bf |q dx |B|
p
p′

≤ C

∫
2B

|f(x)−m2Bf |q dx

≤ C ‖f‖qw,q w(x0, 2r)
q|B| .

Luego, por las propiedades de w

1

w(x0, r)

(
1

|B|

∫
B

|Rjg1(x)−mB(Rjg1)|q dx
) 1

q

≤ C ‖f‖w,q .

Para (4.3.9), consideremos primero la acotación∫
B

|Rjg2(x)−mB(Rjg2)|q dx ≤ 1

|B|

∫
B

∫
B

|Rjg2(x)−Rjg2(z)|q dz dx .
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Observando el integrando, dado que g2 está soportada en Rn − 2B, para x y z en

la bola y nuevamente ε < r, el ĺımite es trivial. Luego, por el Teorema del valor medio,

podemos escribir

|Rjg2(x)−Rjg2(z)| =

∣∣∣∣ ĺım
ε→0+

∫
|x−y|>ε

[
xj − yj
|x− y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

]
g2(y) dy

− ĺım
ε→0+

∫
|z−y|>ε

[
zj − yj
|z − y|n+1

+
yjΥ(y)

|y|n+1

]
g2(y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn−2B

[
xj − yj
|x− y|n+1

+
zj − yj
|z − y|n+1

]
(f(y)−mBf) dy

∣∣∣∣
≤

∫
Rn−2B

∣∣∣∣ xj − yj
|x− y|n+1

+
zj − yj
|z − y|n+1

∣∣∣∣ |f(y)−mBf | dy

≤ C r

∫
Rn−2B

|f(y)−mBf |
|x0 − y|n+1

dy .

Considerando la sucesión de bolas Bk = B(x0, 2
kr), con k = 1, 2, . . ., de manera

similar a (4.3.7) estimamos

|Rjg2(x)−Rjg2(z)| ≤ C r

∫
Rn−2B

|f(y)−mBf |
|x0 − y|n+1

dy

≤ C
∞∑
k=1

k+1∑
j=1

1

2k

(
|Bj|−1

∫
Bj

|f(y)−mBjf |q dy

) 1
q

≤ C ‖f‖w,q r
∞∑
j=1

∞∑
k=j

1

2k
w(x0, 2

jr)

≤ C ‖f‖w,q r
∫ ∞
r

w(x0, t)

t

dt

t

≤ C ‖f‖w,q w(x0, r) < ∞ ,

donde la última desigualdad es consecuencia de la hipótesis sobre w. Por lo tanto, por la

desigualdad de Hölder tenemos∫
B

|Rjg2(x)−mB(Rjg2)|q dx ≤ 1

|B|

∫
B

∫
B

|Rjg2(x)−Rjg2(z)|q dz dx

≤ C ‖f‖qw,q
1

|B|

∫
B

∫
B

w(x0, r)
q dz dx

= C ‖f‖qw,q |B|w(x0, r)
q .

y con esto queda demostrado el teorema.
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Conclusiones

En esta tesis hemos obtenido importantes resultados de acotaciones del operador

Integral Fraccionaria en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable

siguiendo la ĺınea de investigación tomada de [17] y [20]. Además, hemos trabajado en

un contexto más amplio estudiando espacios más generales y obteniendo las acotaciones

correspondientes. Hemos podido seguir la dirección de [28] acotando las Transformadas

de Riesz.

En el caṕıtulo 1 expusimos la definición de los espacios Lp(·), fijamos la notación

usualmente utilizada y estudiamos las propiedades desprendidas de las condiciones de

continuidad impuestas a la función exponente. Además extendimos a este contexto la

desigualdad de Minkowski, la cual no se concoćıa previamente y fue necesaria en la

demostración de una de las proposiciones.

En el caṕıtulo 2, definimos a los espacios Lα,p(·), con 0 < α < n y p(·) una función

exponente. Probamos que la condición Pα sobre p(·) es necesaria y suficiente para la aco-

tación desde Lp(·) en Lα,p(·) de una adecuada extensión del operador Integral Fraccionaria

Iα. Por otro lado, definimos a los espacios Lp(·)–débil y pudimos probar la acotación res-

pectiva para funciones en estos espacios pero esta vez bajo condiciones sólo suficientes

sobre p(·).

En un contexto más general, en el caṕıtulo 3 presentamos a los espacios bmow,q, donde

w : Rn × R+ → R+ y 1 ≤ q <∞. Estudiamos condiciones suficientes sobre la función w

bajo las cuales bmow,1 = bmow,q para cualquier 1 < q < ∞. Luego, con el objetivo de

probar acotación de Iα entre adecuados espacios bmow,q, obtenemos una caracterización

puntual para las funciones en estos espacios. Luego, observamos que Lα,p(·) es un caso
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particular y estudiamos las aplicaciones correspondientes. La restricción de estos últimos a

dominios acotados nos permitió recuperar resultados conocidos de inmersión para espacios

de Sobolev con exponente variable relativos a suavidad. También, dado que estamos en

un caso particular, estudiamos más en detalle las condiciones sobre la función exponente

y pudimos probar que algunas de ellas pueden relajarse. En la última sección, analizamos

la continuidad de las funciones en bmow,q en términos de las propiedades de w y las

respectivas hipótesis sobre p(·) en el caso de los espacios Lα,p(·).

Finalmente, en el caṕıtulo 4 de esta tesis analizamos el comportamiento de la Integral

Fraccionaria sobre los espacios bmow,q, extendiendo a este contexto, aunque sin pesos,

resultados contenidos en [20]. Además, probamos extensiones no pesadas de resultados

contenidos en [28] en lo que hace a las Transformadas de Riesz actuando sobre bmow,q.

En vista de los resultados obtenidos en esta tesis, han surgido nuevos interrogantes

que serán motivo de un futuro estudio. Tal es aśı la obtención de versiones pesadas de las

acotaciones aqúı expuestas, aśı como también las correspondientes aplicaciones a espacios

de Sobolev con pesos. En un contexto más general, podŕıan estudiarse estas propiedades

de acotaciones de operadores sobre espacios de exponente variable definidos sobre espacios

métricos.

Esperamos que los resultados expuestos en esta tesis, aporten una herramienta de

suma importancia en el tratamiento de los problemas generales mencionados en los pri-

meros párrafos y exprese, de alguna manera, la infinita necesidad de descubrir nuevas

técnicas matemáticas del análisis moderno.
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[22] Petteri Harjulehto, Peter Hästö, and Mikko Pere, Variable exponent Lebesgue spaces

on metric spaces: the Hardy-Littlewood maximal operator, Real Anal. Exchange 30

(2004/05), no. 1, 87–103. MR 2126796 (2005k:42039)
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[33] Aleš Nekvinda, Hardy-Littlewood maximal operator on Lp(x)(R), Math. Inequal.

Appl. 7 (2004), no. 2, 255–265. MR 2057644 (2005f:42045)

[34] Jaak Peetre, On the theory of Lp, λ spaces, J. Functional Analysis 4 (1969), 71–87.

MR 0241965 (39 #3300)
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