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Resumen

El trabajo de tesis se centra en obtener resultados sobre incondicionalidad en diversos

espacios funcionales de sistemas de wavelets de tipo Haar definidos sobre espacios de tipo

homogéneo, caracterización de tales espacios via los coeficientes de Haar, democracia y

equivalencia de tales sistemas.

En el contexto eucĺıdeo, problemas relacionados con tales tópicos son considerados

en la bibliograf́ıa, donde la estructura algebraica del espacio eucĺıdeo es la herramienta

básica para trabajar en ese marco. La carencia de estructura algebraica sobre un espacio

de tipo homogéneo induce a realizar un trabajo geométrico más fino.

En esta teoŕıa se prueba que, para nuestro contexto general, los sistemas de Haar son

bases incondicionales para espacios de Lebesgue pesados y para los espacios de Lorentz

Lp,q(X,µ) con 1 < p, q < ∞. Para el caso de espacios de Lorentz fue necesario primero

probar una caracterización de dichos espacios en términos de los coeficientes de Haar.

Tal caracterización la obtuvimos por medio de la técnica de extrapolación de Rubio de

Francia a partir de la caracterización via coeficientes de Haar de los espacios de Lebesgue

pesados Lpw(X,µ) con w en la clase de pesos diádicos de Muckenhoupt AD
p .

Para los espacios de Hardy diádicos HD
1 (X,µ) obtuvimos también la incondicional-

idad del sistema de Haar. La incondicionalidad de sistemas de Haar en HD
1 (X,µ) nos

permitió dar, via interpolación, otra prueba de la incondicionalidad de dichos sistemas

en los espacios de Lebesgue Lp(X,µ), 1 < p <∞.

Con respecto a espacios con regularidad adicional, obtuvimos una caracterización via

coeficientes de Haar de espacios de tipo Lipschitz sobre espacios de tipo homogéneo.

Tal caracterización nos permitió obtener una demostración diferente de la de Maćıas y

Segovia de que las clases de Campanato y las clásicas clases de Lipschitz coinciden.

Dada la generalidad de la definición de sistemas de Haar que adoptamos, es natu-

ral preguntarse cuándo sistemas de Haar definidos sobre distintas familias diádicas son

equivalentes en el sentido de equivalencia de bases de Schauder. En tal sentido hemos

obtenido condiciones geométricas sobre tales familias para tener la equivalencia de dichos

sistemas en los espacios de Lebesgue pesados Lpw(X,µ) con w ∈ Ap y 1 < p < ∞. El

mismo resultado de equivalencia para el caso de los espacios Lpw(X,µ) con w ∈ AD
p , pesos
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viii RESUMEN

diádicos de Muckenhouopt, y 1 < p < ∞ requiere condiciones geométricas más ŕıgidas

sobre las familias diádicas.

Por último, abordamos el estudio de la democracia de sistemas de Haar en espacios de

Lebesgue pesados Lpw(X,µ) con 1 < p <∞ y w ∈ AD
p y en espacios de Lorentz Lp,q(X,µ)

con 1 < p, q < ∞. Probamos que todo sistema de Haar es democrático en Lpw(X,µ) y

analizamos la democracia de los sistemas de Haar en espacios de Lorentz Lp,q(X,µ) con

1 < p, q <∞.



Introducción

Hacer análisis. Ese es el objetivo general de la presente tesis. Entendemos aqúı la

expresión hacer análisis en un sentido amplio que incluye, entre otros, el estudio de

espacios de funciones y las normas que los definen en relación con la acotación de oper-

adores actuando entre tales espacios. En particular, nos interesamos en estudiar sistemas

de wavelets en espacios métricos y probar resultados sobre incondicionalidad de tales

sistemas como bases de diversos espacios funcionales, caracterización de esos espacios

via coeficientes de wavelets, como aśı también estudiar la equivalencia, la democracia y

propiedad greedy de las wavelets sobre dichos espacios.

En la recta real R, una wavelet ortonormal es una función ψ ∈ L2(R) tal que el sistema

Ψ = {ψj,k : j, k ∈ Z} es una base ortonormal de L2(R), con ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k) para

todo j, k ∈ Z. Esto es, el sistema Ψ es generado a partir de una función, ψ, por medio

de traslaciones enteras y dilataciones diádicas que involucran las estructuras algebraicas

usuales de R y R+. Tomando ψ = χ
(0,1/2]

− χ
(1/2,1]

, obtenemos el sistema de Haar en

la recta real, el cual es el primer ejemplo de sistema de wavelets. En 1989 Mallat [40]

introduce un esquema para la construcción de wavelets en Rn via la noción de análisis

multirresolución (AMR). Un AMR es una sucesión de subespacios cerrados Vj, j ∈ Z de

L2(Rn) tal que

1. Vj ⊆ Vj+1 para todo j ∈ Z;

2. f ∈ Vj si y sólo si f(2(.)) ∈ Vj+1 para todo j ∈ Z;

3.
⋂

j∈Z
Vj = {0};

4.
⋃

j∈Z
Vj es denso en L2(Rn);

5. existe una función ϕ ∈ V0, llamada función de escala, tal que el sistema {ϕ(.−k) :

k ∈ Z} es una base ortonormal para V0.

Si para cada j ∈ Z tomamos el complemento ortogonal Wj de Vj en Vj+1, entonces puede

probarse que L2(Rn) =
⊕+∞

j=−∞Wj. Para el caso particular en que Vj sea el espacio

de todas las funciones de L2(Rn) que sean constantes sobra cada cubo diádico usual

Qj
~k

=
∏n

i=1 I
j
ki

, con ~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn y j ∈ Z donde Ijk = (k2−j, (k+1)2−j], obtenemos

que (Vj : j ∈ Z) es una AMR con función de escala ϕ = χ
(0,1]n

y los espacios Wj están

generados por las funciones de Haar de Rn. En general, los sistemas de wavelets en Rn

resultan ser buenas bases para diferentes espacios funcionales. En efecto, por ejemplo para

ix



x INTRODUCCIÓN

el caso del sistema de Haar se tiene una base incondicional de los espacios de Lebesgue

Lp(Rn) para 1 < p < ∞. Más aún, los coeficientes de Haar de una función f definidos

como < f, h >=
∫

Rn f(x)h(x)dx para cada función de Haar h caracterizan tales espacios

en el sentido que el tamaño de estos coeficientes garantiza la pertenencia o no de una

función f al espacio Lp(Rn). Más precisamente, si denotamos con Hn al sistema de Haar

usual de Rn, tenemos que las desigualdades

(0.1) C1 ‖f‖Lp(Rn) ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈Hn

| < f, h > |2|h|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp(Rn)

≤ C2 ‖f‖Lp(Rn) ,

valen para dos constantes positivas C1 y C2 y cada función f ∈ Lp(Rn). El mismo resul-

tado puede obtenerse para otros sistemas de wavelets con ciertas condiciones de suavidad

para una amplia familia de espacios de funciones que incluyen entre otros a los espacios

de Lebesgue con pesos, espacios de Hardy y de Lorentz.

Pretendemos en este trabajo hacer análisis via wavelets en contextos más generales

que el caso usual de Rn. Focalizamos nuestro estudio en el contexto general de espacios

métricos (X, d) equipados con una medida de Borel sobre X que satisface las siguientes

desigualdades

0 < µ(B(x, 2r)) ≤ Aµ(B(x, r)) <∞,

para todo punto x en X, todo r > 0 y alguna constante A que no depende de x ni de

r. Toda medida que satisfaga las desigualdades anteriores se dice que es una medida que

duplica y que la terna (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo. La noción de espacio de

tipo homogéneo es en principio más general porque la estructura métrica puede sustitúırse

por una casi-métrica. Esto significa que la desigualdad triangular puede asumir una forma

más débil: existe k tal que d(x, y) ≤ k(d(x, z) + d(z, y)) para todo x, y, z ∈ X. Pero

un resultado de Maćıas y Segovia (ver [43]) nos permite reducir la situación al caso

métrico. Por otro lado, y con el fin de tener a disposición el Teorema de diferenciación de

Lebesgue, asumiremos adicionalmente que la medida µ es regular. Tal contexto general

incluye al caso eucĺıdeo entre varios otros. En [21] se presentan otros ejemplos de espacios

de tipo homogéneo. En particular trabajaremos con sistemas de wavelets de tipo Haar

definidas sobre espacios de tipo homogéneo. Como hemos señalado, en el caso eucĺıdeo

existen otros sistemas de wavelets que poseen propiedades adicionales de suavidad. Sin

embargo, sobre un espacio métrico abstracto no se tiene mejor suavidad que la continuidad

Lipschitz. Las funciones de tipo Haar son el primer prototipo de sistema de wavelets que

puede extenderse a contextos generales. Uno de los desaf́ıos que propone tal contexto

es la carencia, en principio, de estructura algebraica sobre el espacio subyacente donde

están definidas las funciones. Con tal restricción, la geometŕıa métrica de los espacios de
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tipo homogéneo juega ahora un papel central y, sorprendentemente, muchos argumentos

tipicamente algebraicos se reconstruyen desde estas geometŕıas.

Las bases de lo que podŕıamos llamar teoŕıa de wavelets sobre espacios de tipo ho-

mogéneo fueron dadas por M. Christ, H. Aimar, A. Bernardis, O. Gorosito y B. Iaffei. El

aporte de Christ en [20] fue el de dotar a cualquier espacio de tipo homogéneo de una des-

composición de tipo diádica, que esencialmente posee las mismas propiedades centrales de

los cubos diádicos usuales de Rn. El primer paso para tal descomposición es la introduc-

ción de una estructura de árbol sobre un conjunto de ı́ndices A que está estrechamente

relacionada con la estructura métrica del espacio X. Es decir, M.Christ define un or-

den parcial satisfaciendo algunas propiedades de árbol controladas por la distancia. El

segundo paso es dado por el uso de la mencionada estructura de árbol para definir los

denominados cubos diádicos. Más precisamente, si (X, d, µ) es un espacio de tipo ho-

mogéneo, Christ prueba que existe un número real 0 < δ < 1 y una familia D =
⋃

j∈Z
Dj

donde cada Dj es una familia de subconjuntos abiertos Q de X, llamados cubos diádicos

de D, tal que

(d.1) para todo j ∈ Z los cubos en Dj son disjuntos dos a dos;

(d.2) para todo j ∈ Z la famila Dj cubre casi todo X en el sentido que la medida del

conjunto (X −⋃Q∈DjQ) es cero;

(d.3) si Q ∈ Dj y i < j, entonces existe un único Q̃ ∈ Di tal que Q ⊆ Q̃;

(d.4) si Q ∈ Dj y Q̃ ∈ Di con i ≤ j, entonces o bien Q ⊆ Q̃ o Q ∩ Q̃ = ∅;
(d.5) existen dos constantes positivas y finitas a1 y a2 tal que para cada j ∈ Z y cada

Q ∈ Dj se tiene que B(xj, a1δ
j) ⊆ Q ⊆ B(xj, a2δ

j), para algún punto xj ∈ Q.

Familias de subconjuntos en espacios métricos o casi-métricos con medida que satisfa-

gan (d.1) a (d.4) pueden ser constrúıdas por un simple proceso de disjunción de bolas.

Cuando sólo las propiedades de cubrimiento y encaje de los conjuntos diádicos son rele-

vantes tal proceso es adecuado. Más aún, familias de subconjuntos que satisfagan (d.1)

a (d.4) pueden ser utilizadas para construir bases ortonormales para el espacio L2(X,µ)

(ver [31]) y para ello la estructura métrica del espacio no es relevante. Sin embargo, el

control métrico sobre los conjuntos diádicos dado en (d.5) permite el uso de resultados

anaĺıticos tales como las conocidas desigualdades de Fefferman-Stein para el operador

maximal de Hardy-Littlewood a valores vectoriales.

La construccón en [20] es la clave para definir luego sistemas de tipo Haar soportados

sobre los elementos de la descomposición de Christ. Precisamente en [1] se muestra una

manera de definir sistemas de funciones de tipo Haar, esto es, funciones simples definidas

sobre los elementos de la descomposición de Christ que tienen integral nula y forman

una base ortonormal para el espacio L2(X,µ) con µ una medida definida sobre X. Más
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precisamente, dada una descomposición de Christ D, en [1] se da un algoritmo para con-

struir sistemas de funciones H definidas sobre X tal que, si para cada entero j denotamos

con D̃j la subfamilia de Dj formada por todos aquellos cubos en Dj que contengan más

de un cubo de la familia Dj+1, se cumplen las siguientes propiedades

(h.1) Para cada h ∈ H existe un único j ∈ Z y un cubo Q = Q(h) ∈ D̃j tal que

{x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊆ Q, y esta propiedad no vale para ningún cubo en Dj+1.

Más aún, cada función h es una función simple sobre cubos diádicos.

(h.2) Para todo Q ∈ D̃ =
⋃

j∈Z
D̃j existen exactamente MQ = #(O(Q)) − 1 ≥ 1

funciones h ∈ H tal que (h.1) vale, donde O(Q) = {Q′ ∈ Dj+1 : Q
′ ⊆ Q} para

cada Q ∈ Dj con j ∈ Z. Escribiremos HQ para denotar el conjunto de todas estas

funciones h.

(h.3) Para cada h ∈ H se tiene que
∫

X
hdµ = 0.

(h.4) Para cada Q ∈ D̃ sea VQ el espacio vectorial de todas las funciones definidas sobre

Q que son constantes sobre cada Q
′ ∈ L(Q). Entonces el sitema { χ

Q

(µ(Q))1/2 } ⋃HQ

es una base ortonormal para VQ.

Es importante destacar aqúı que en todo espacio de tipo homogeneo existe un entero

positivo N tal que MQ ≤ N para todo cubo Q donde MQ es la constante dada en (h.2).

Más recientemente, Aimar, Bernardis y Iaffei prueban en [2] que los sistemas de Haar

definidos en [1] resultan ser bases incondicionales para los espacios de Lebesgue pesados

con pesos diádicos en la clase de Muckenhoupt diádica Adyp definidos sobre los cubos de

Christ en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Más aún, en [2] se obtiene además

una caracterización de los espacios de Lebesgue pesados Lpw(X,µ) con w ∈ Adyp para

1 < p <∞ como la dada en (0.1) con Lpw(X,µ) en lugar de Lp(Rn).

La construcción de Christ sirve para probar la existencia de sistemas diádicos en

espacios de tipo homogéneo generales. Pero la teoŕıa que desarrollaremos es igualmente

aplicable a cualquier sistema diádico independientemente del algoritmo de construcción.

Lo mismo vale para los sistemas de Haar asociados. Por ejemplo, en el caso Eucĺıdeo,

el sistema de Haar ortonormal en L2(R) dado por hjk(x) = 2j/2h(2jx − k), con j ∈ Z y

k ∈ Z, donde h(x) = χ
(0,1/2]

(x)− χ
(1/2,1]

(x) es sólo el más conocido de una amplia familia

de bases de tipo Haar en una dimensión. En este caso, la familia de los intervalos diádicos

Ijk = (k2−j, (k + 1)2−j], con j ∈ Z y k ∈ Z es la familia diádica natural para tal sistema

en el sentido que Ijk es el conjunto donde hjk no se anula. Más aún, cada hjk es constante

sobre los dos subintervalos Ij+1
2k y Ij+1

2k+1 de Ijk. Cualquier sistema de funciones de la forma

{ϕjk = αjkh
j
k : j ∈ Z, k ∈ Z} con αjk = ±1 es una base ortonormal en L2(R), cada función

ϕjk tiene a Ijk como su soporte esencial y es constante sobre cada subintervalo diádico

Ij+1
2k y Ij+1

2k+1 de Ijk. Es decir, las funciones ϕjk, con j ∈ Z y k ∈ Z, forman otro sistema
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de funciones de tipo Haar. Por otro lado, en Rn, la descomposición de Christ resulta

en general diferente a la descomposición diádica usual, que claramente satisface (d.1) a

(d.5). Además, aplicando el método de Aimar a los cubos diádicos usuales de Rn no se

obtiene el sistema de Haar ususal. En efecto, los sistemas de Haar constrúıdos siguiendo

el algoritmo en [1] dan funciones h que pueden anularse en algún subcubo Q
′
del cubo

soporte de h. Con el fin de desarrollar una teoŕıa general que abarque las posibles distintas

descomposiciones del espacio y los posibles distintos sistemas de Haar, tomamos como

punto de partida las definiciones axiomáticas de familias diádicas y sistemas de tipo Haar

dadas en los caṕıtulos 2 y 4 respectivamente. Los axiomas de tales definiciones están

esencialmente dados por (d.1) a (d.5) y (h.1) a (h.4).

Dada la generalidad de nuestras definiciones de familia diádica y sistema de Haar, re-

sulta natural preguntarse si diferentes sistemas de Haar sobre una misma familia diádica,

o más generalmente sobre diferentes familias diádicas, son equivalentes en algún sen-

tido. La referencia básica para la equivalencia de sistemas de funciones es el libro de

Young [56] donde se define la equivalencia de bases de Schauder para espacios de Ba-

nach. Precisamente, si B1 y B2 son dos espacios de Banach con bases B1 = (fn : n ∈ N) y

B2 = (gn : n ∈ N) respectivamente, decimos que las bases B1 y B2 son equivalentes si sa-

tisfacen que cada sucesión de escalares (αn) que hace converger en B1 la serie
∑

n∈N
αnfn,

también hace converger la serie
∑

n∈N
αngn en B2; y rećıprocamente. Uno de los proble-

mas abordados en la tesis es el de buscar condiciones sobre dos familias diádicas D1 y D2

para que los sistemas de Haar definidos sobre ellos resulten equivalentes sobre los espacios

de Lebesgue Lpw(X,µ) con w ∈ Ap y 1 < p < ∞. Notemos que por ejemplo en el caso

eucĺıdeo, es fácil construir simples perturbaciones de intervalos diádicos en R, o de cubos

diádicos en Rn, como imágenes de los intervalos diádicos usuales a través de funciones

bi-Lipschitz. Precisamente, si F es un mapeo uno a uno de Rn sobre Rn, y Qj
~k

=
∏n

i=1 I
j
ki

,

con ~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn y j ∈ Z, la familia {F (Qj
~k
) : j ∈ Z, ~k ∈ Zn} satisface las

propiedades básicas de los cubos diádicos usuales. Más aún, si F es bi-Lipschitz; esto es ,

existen dos constantes positivas c1 y c2 tal que c1|x− y| ≤ |F (x)−F (y)| ≤ c2|x− y| para

todo x, y en Rn, entonces los nuevos “cubos” F (Qj
~k
) satisfacen (d.1) a (d.5). Es de alguna

manera natural esperar que bajo ciertas condiciones adicionales sobre F , un sistema de

Haar en L2(Rn) soportado por la familia {F (Qj
~k
) : j ∈ Z, ~k ∈ Zn} sea equivalente a otro

sistema de Haar soportado por la familia {Qj
~k

: j ∈ Z, ~k ∈ Zn} en Lpw(Rn). Un contexto

más general es proporcionado por la construcción de Christ dada en [20] y los sistemas

de Haar definidos sobre ellos. En efecto, la construcción de Christ antes mencionada esta
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basada, cómo veremos en el Caṕıtulo 5, en diversos procesos de selección de descenden-

cia entre puntos que, para ciertas familias fijas de puntos denominadas redes, pueden

producir diferentes descomposiciones diádicas.

Para probar de equivalencia en Lpw(X,µ) (w ∈ Ap, 1 < p < ∞) de sistemas de Haar

asociados a diferentes familias diádicas, usamos la desigualdad de Fefferman-Stein para

el operador maximal de Hardy-Littlewood

(0.2)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

|Mfk|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp
w(X,µ)

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

|fk|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp
w(X,µ)

,

que vale para todo peso w ∈ Ap con 1 < p < ∞, toda sucesión (fk : k ∈ N) y alguna

constante C que depende de w, donde

Mf(x) = sup
r>0

1

µ(B(x, r))

∫

B(x,r)

|f |dµ.

Con el propósito de refinar el resultado de equivalencia de bases de Haar para espacios

Lpw(X,µ) con w ∈ AD
p y 1 < p < ∞, nos encontramos con la necesidad de probar la

desigualdad (0.2) para el operador maximal diádico MD en lugar del operador maximal

M , donde MD se define como M tomando cubos diádicos en lugar de bolas y con pesos

w de AD
p .

La caracterización de espacios de funciones via coeficientes de wavelets y la incondi-

cionalidad de tales bases para estos espacios son dos de las propiedades más importantes

de wavelets en el contexto eucĺıdeo. La naturaleza de los espacios de funciones y las

propiedades particulares de las wavelets pueden ser muy variadas. Sin embargo, dada la

discontinuidad de las funciones de Haar, estos sistemas pueden sólo ser bases de Schaud-

er de espacios de funciones sin regularidad en el sentido clásico. Este es el caso de los

espacios de Lebesgue. La misma prueba sobre la incondicionalidad y caracterización de

espacios de Lebesgue pesados dada en [2] para sistemas de tipo Haar constrúıdos sobre

los cubos dados por la descomposición de Christ vale para sistemas de Haar sobre fa-

milias diádicas generales como las que definimos en el Caṕıtulo 4. Para avanzar en esta

dirección, consideraremos el problema de la incondicionalidad del sistema de Haar en los

espacios de Lorentz y de Hardy diádico definidos en el contexto general de espacio de

tipo homogéneo. El caso de los espacios de Lorentz en tal contexto es particularmente

interesante ya que son admitidos espacios de medida que posean átomos. Por lo tanto

los espacios de Lorentz resultan tener propiedades diferentes a la de los usualmente con-

siderados en la bibliograf́ıa. La incondicionalidad de los sistemas de Haar en espacios de

Lorentz como la cracterización de estos espacios via coeficientes de Haar las obtenemos
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por medio de la técnica de extrapolación de Rubio de Francia como está generalizada en

[22].

Los espacios de Hardy diádicos considerados aqúı son los construidos via átomos

diádicos. La teoŕıa de espacios de Hardy sobre contextos no isotrópicos y sobre espacios

no eucĺıdeos no es nueva. Calderón y Torchinsky [16] iniciaron el estudio de espacios

de Hardy sobre Rn con dilataciones anisotropicas y Maćıas y Segovia obtienen en [44]

la descomposición atómica de los espacios de Hardy en el contexto general de espacio

de tipo homogéneo. En 1980 L. Carleson estudia la existencia de bases incondicionales

sobre el espacio de Hardy H1(Rn), [19]. Más precisamente, da expĺıcitamente una base de

wavelets que es incondicional en H1(Rn). En la prueba dada en [19] la regularidad de las

funciones básicas es crucial. En [34] y [55] se dan condiciones sobre las wavelets para la

incondicionalidad en H1(Rn). Estas condiciones están dadas en términos de regularidad

de las funciones que forman la base de wavelet y por lo tanto la misma prueba no vale en

el contexto diádico para wavelets de Haar. Probamos en este trabajo que los sistemas de

Haar son bases incondicionales del espacio de Hardy diádico HD
1 en el contexto general de

espacio de tipo homogéneo. El estudio de éstos espacios de Hardy diádicos sobre espacios

de tipo homogéneo requiere considerar el espacio BMOD de las funciones de oscilación

media acotada sobre cubos diádicos y estudiar algunas de sus propiedades.

Por otro lado, como es sabido, la prueba de la incondicionalidad de bases de wavelets

W sobre espacios de funciones tales como los espacios de Lebesgue, involucra el estudio

de la acotación uniforme de los operadores

TF (f) =
∑

h∈F
< f, h > h =

∑

h∈F

(∫

fhdµ

)

h,

con F variando sobre subconjuntos finitos de W . Un conocido resultado de interpolación

para el caso de Rn permite obtener acotaciones sobre espacios de Lebesgue Lp, 1 < p < 2 a

partir de acotaciones en el espacio de Hardy usual H1(R
n) y en L2(Rn). Bajo la condición

de regularidad de la medida µ en un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) puede probarse

que el espacio de todas las combinaciones lineales finitas de funciones caracteŕısticas

de cubos diádicos es denso en cada espacio de Lebesgue Lp(X,µ) cuando p < ∞. Es

decir, las funciones simples sobre cubos diádicos son suficientes para definir los espacios

de Lebesgue clásicos y resulta entonces natural que por interpolación puedan obtenerse

acotaciones sobre espacios de Lebesgue a partir de acotaciones sobre el espacio de Hardy

diádico como se hace en [55] para el contexto clásico. Esto provee una prueba alternativa

a la dada en [2] de la incondicionalidad de las bases de Haar sobre espacios de Lebesgue

Lp(X,µ) con 1 < p <∞.
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El hecho de que las funciones de Haar son discontinuas excluye la posibilidad de

que tales sistemas sean bases de los espacios de tipo Lipschitz definidos en el contexto

de espacio de tipo homogéneo. Sin embargo, en el caso eucĺıdeo, puede darse una car-

acterización de tales espacios via coeficientes de Haar (ver [35] y [23]). La clave para

obtener tal caracterización es el uso de operadores de traslación y de dilatación definidos

en Rn. Abordar el problema de la caracterización de funciones Lipschitz requiere susti-

tuir estructura algebraica por consideraciones geométricas. Consideraremos tres tipos, en

principio diferentes, de regularidad α de funciones reales definidas sobre un espacio de

tipo homogéneo (X, d, µ). El parámetro de regularidad α será siempre positivo. En [43],

Maćıas y Segovia introducen, en el contexto de espacio de tipo homogéneo, las clases de

funciones de tipo Campanato dadas en [18] para el caso eucĺıdeo. Ellos prueban que bajo

la condición de normalidad sobre el espacio homogéneo, estas clases son exactamente los

clásicos espacios Lipschitz. El espacio Lipschitz de orden α, Lip(α), es el espacio de las

funciones f definidas sobre X tal que existe una constante C > 0 tal que

|f(x) − f(y)| ≤ Cd(x, y)α

para todo par de puntos x, y ∈ X. Denotaremos por ‖f‖Lip(α) el ı́nfimo de de todas las

posibles constantes C.

Para 1 ≤ q < ∞, se dice que una función real f en Lqloc(X,µ) pertenece al espacio

Lip(α, q) si existe una constante positiva C tal que la desigualdad

(0.3)

(

1

µ(B)

∫

B

|f(x) −mB(f)|qdµ(x)

)1/q

≤ Cr(B)α

vale para toda bola B en X, donde r(B) es el radio de B y mB(f) = 1
µ(B)

∫

B
fdµ. Con

‖f‖Lip(α,q) denotamos el ı́nfimo de aquellas constantes C.

Destacamos aqúı que nuestra definición de Lip(α, q) coincide con la clase Lip(α, q)

en [43] sólo cuando (X, d, µ) es normal en el sentido que la medida de cualquier bola

es comparable a su radio. Es fácil ver que Lip(α) implica Lip(α, q). En verdad, uno

de los principales resultados en [43] es la rećıproca. Mostraremos en este trabajo que

ambos, Lip(α) y Lip(α, q) tienen la misma descripción en términos de wavelets de Haar

constrúıdas sobre alguna clase amplia de familias diádicas. El primer resultado en esta

dirección establece que si (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo y f ∈ Lip(α, 2).

Entonces la desigualdad

|< f, h >| =

∣

∣

∣

∣

∫

X

fhdµ

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖Lip(α,2) r(B)α µ(B)1/2,

vale para toda función h y toda bola B = B(z, r(B)) tal que

(i)
∫

X
hdµ = 0;
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(ii)
∫

X
|h|2dµ = 1 y

(iii) {x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊆ B.

Notemos que en el contexto eucĺıdeo, cualquier wavelet de soporte compacto satisface

las propiedades (i) a (iii). Este es también el caso para los sistemas de Haar con los

que trabajamos en la presente tesis. Nuestro interés radica en un rećıproco del resultado

previo en términos de funciones de tipo Haar. Notemos que, para x ∈ Rn, una traslación

Dx = {Q : (Q−x) ∈ D} de la familia diádica D usual de Rn tiene las mismas propiedades

relevantes que D. Además, la familia {Dx : x ∈ Rn} tiene una importante propiedad que

llamaremos separadora. En efecto, es fácil ver que dados dos puntos diferentes x e y en Rn,

existen z ∈ Rn, j ∈ Z y ~k ∈ Zn tal que ambos, x e y pertenecen a dos subcubos diferentes

z + Qj+1
~l

y z + Qj+1
~m de z + Qj

~k
y 2−j es comparable con |x − y|. La definición precisa

de clases separadoras se da en el Caṕıtulo 7 donde probaremos también su existencia en

nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo. Tal definición viene a sustituir la

idea de traslación que se necesita para obtener la caracterización de los espacios Lipschitz

via coeficientes de Haar.

Sea S una clase de familias diádicas D. Escribimos H para denotar el conjunto de

todas las funciones de Haar h que pertenecen a algún sistema de Haar HD asociado a algún

D ∈S. Definimos ahora nuestra tercer clase de funciones tipo Lipschitz que está dada en

términos de coeficientes de Haar. Una función f ∈ L1
loc(X, d, µ) se dice que pertenece a

la clase de Carleson C(α, S) si existe una constante positiva C tal que la desigualdad

(0.4) |< f, h >| ≤ C diam(Qh)
α µ(Qh)

1/2,

vale para toda h ∈H , donde Qh es el menor cubo diádico que contiene al conjunto

{x ∈ X : h(x) 6= 0} y diam(E) = sup{d(x, y) : x ∈ E, y ∈ E}. El principal resultado

con respecto a la caracterización de espacios Lipschitz sobre (X, d, µ) es la igualdad de

los espacios

Lip(α) = Lip(α, q) = C(α,S)

para todo 1 ≤ q < ∞, α > 0 y toda clase separadora S. Aqúı la igualdad de espacios es

entendida en el sentido de clases de Lebesgue de funciones. Casi con las mismas pruebas,

el anterior resultado pueden extenderse a modulos de continuidad ϕ(t) más generales que

tα.

En la teoŕıa de aproximación no lineal en el contexto de espacios de Banach surge el

concepto de democracia (ver [38]). Tal concepto es de importancia para abordar prob-

lemas de aproximación ya que aquellas bases que son incondicionales y democráticas

resultan ser bases eficientes en un sentido preciso. Dado un espacio de Banach (B, ‖.‖B),

un conjunto numerable B de la esfera unitaria de B se dice democrático en B si para
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alguna constante positiva D la desigualdad

(0.5)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

h

∥

∥

∥

∥

∥

B

≤ D

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

h

∥

∥

∥

∥

∥

B

,

vale para toda elección de subconjuntos finitos F1 y F2 de B con |F1| = |F2|. Aqúı es-

cribimos |F | para denotar el número de elementos en F .

El ejemplo más clásico de sistema democrático es provisto por cualquier sucesión

ortonormal en un espacio de Hilbert. En efecto, en tal caso (0.5) es una identidad con

D = 1.

Como Temlyakov mostró en [51], la democracia en espacios de Lebesgue Lp, 1 <

p <∞, sobre espacios eucĺıdeos, es una propiedad común de todas las bases de wavelets

que son equivalentes a la base de Haar. En este trabajo exploramos la democracia de

los sistemas de tipo Haar en espacios de Banach de funciones definidos sobre espacios

métricos con medida. En particular para espacios de Lebesgue pesados y en espacios de

Lorentz. Más precisamente, para el caso de los espacios Lpw(X,µ) probamos el siguiente

resultado.

Teorema 0.1. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de tipo

Haar asociado a una familia diádica D. Entonces el sistema H̃ = { h
‖h‖p,w

: h ∈ H} es una

base democrática para Lpw(X,µ) con 1 < p <∞ y w ∈ AD
p . Más aún

(0.6)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖p,w

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≈ |F |1/p,

para cada subconjunto finito F de H.

Y para el caso de espacios de Lorentz Lp,q(X,µ) con 1 < p, q < ∞ obtenemos condi-

ciones geométricas suficientes sobre familias diádicas bajo las cuales la propiedad de

democracia de un sistema de Haar en Lp,q(X,µ) con 1 < p, q <∞ implica que p = q.

La presente tesis está organizada como sigue. En el Caṕıtulo 1 damos las nociones y

resultados previos que se necesitan para el desarrollo del trabajo. El Caṕıtulo 2 contiene

la definición de familia diádica y se desarrollan varios conceptos asociados a tal definición.

El Caṕıtulo 3 contiene las herramientas básicas para el análisis diádico en el contexto de

espacio de tipo homogéneo que incluye desigualdades con pesos para el operador maximal

diádicoMD. En el caṕıtulo siguiente introducimos lo que entendemos a lo largo del trabajo

por sistema de tipo Haar y damos sus propiedades básicas. El problema de la equivalencia

de sistemas de Haar en espacios de Lebesgue pesados es abordado en el Caṕıtulo 5. En el

Caṕıtulo 6 probamos la incondicionalidad de los sistemas de Haar en espacios de Hardy

diádicos y damos una prueba alternativa, via interpolación, de la incondicionalidad de
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tales sistemas en espacios de Lebesgue. La caracterización de los espacios Lipschitz via

coeficientes de Haar es considerada en el Caṕıtulo 7. El Caṕıtulo 8 está dedicado a estudiar

la incondicionalidad de los sistemas de Haar en espacios de Lorentz y la caracterización de

tales espacios via dichos sistemas. El Caṕıtulo 9 trata sobre la democracia de los sistemas

de Haar en espacios de Lebesgue pesados y en espacios de Lorentz.





CAPÍTULO 1

Preliminares

En este primer caṕıtulo enunciamos las nociones y resultados básicos que son nece-

sarios para el desarrollo posterior del trabajo. No incluimos aqúı demostraciones de tales

resultados. Sin embargo, hay suficiente bibliograf́ıia disponible donde sus pruebas pueden

encontrarse. Para la primer sección, que es dedicada a presentar la estructura geométri-

ca de los espacios de tipo homogéneo e incluye las herramientas básicas del análisis en

espacios métricos con medida, pueden verse [21] y [29]. Los resultados de la segunda

sección son también clásicos y se refieren a bases sobre espacios de Banach. Damos un

breve repaso de la teoŕıa general de bases siguiendo la ĺınea de [34] y [55].

Cada una de las dos secciones que conforman el presente caṕıtulo está dividida en

breves subsecciones para hacer más simple la lectura y las futuras referencias.

1.1. Geometŕıa básica y análisis clásico en espacios de tipo homogeneo

Sea (X,A, µ) un espacio de medida donde X es un conjunto, A es una σ-álgebra de

subconjuntos de X y µ una medida no negativa sobre X para la cual los elementos de

A son conjuntos medibles. La coexistencia de tal estructura con una distancia definida

sobre X permite obtener resultados anaĺıticos donde intervienen espacios de funciones,

normas sobre tales espacios y acotacion de operadores entre otros objetos matemáticos.

En esta sección repasamos brevemente las ideas básicas de la teoŕıa de espacios de tipo

homogéneo en dos subsecciones. En la primera de ellas se introduce la noción de espa-

cio de tipo homogéneo y se enuncian algunas de sus propiedades más importantes. En

la segunda subsección incluimos desigualdades que involucran al operador maximal de

Hardy-Littlewood y pesos de la clase de Muckenhoupt.

1.1.1. Espacios de tipo homogéneo.

Definición 1.1. Una casi-métrica sobre un conjunto X es una función ρ definida

sobre X ×X a valores reales no negativos satisfaciendo las tres condiciones siguientes

1. Confiabilidad: ρ(x, y) = 0 si y sólo si x = y;

2. Simetŕıa: ρ(x, y) = ρ(y, x) para todo x, y en X;

3. Desigualdad Λ-triangular: ρ(x, y) ≤ Λ(ρ(x, z) + ρ(z, y)), para alguna constante

finita Λ ≥ 1 y para todo x, y, z en X.

1
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Diremos que (X, ρ) es un espacio casi-métrico si ρ es una casi-métrica sobre X. En

el caso particular en que Λ = 1 decimos que ρ es una métrica y que (X, ρ) es un espacio

métrico.

Una relación fundamental entre espacios métricos y casi-métricos probada por Maciás

y Segovia ([43]) es el siguiente resultado.

Teorema 1.2. Dado un espacio casi-métrico (X, ρ), existen una métrica d sobre X

y constantes positivas y finitas c1, c2 y ξ ≥ 1 tal que para todo x, y en X vale la siguiente

cadena de desigualdades

c1ρ(x, y) ≤ (d(x, y))ξ ≤ c2ρ(x, y).

De ahora en adelante este teorema justificará que trabajemos en espacios métricos.

La bola abierta, con respecto a la métrica ρ sobre X, centrada en el punto x y de radio

r es el conjunto

Bρ(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r}.
Un concepto central para nuestros propósitos es el de dimensión métrica finita que

pasamos a describir a continuación. Dado un subconjunto E de X, diremos que es ǫ-

disperso para ǫ > 0 si ρ(x, y) ≥ ǫ para todo x, y en E con x 6= y. Se dice que el

espacio métrico (X, ρ) tiene dimensión métrica finita o la propiedad de homogeneidad

con constante N si para cada punto x en X y cada número real positivo ǫ la bola

B(x, 2ǫ) contiene a lo sumo N puntos de cualquier conjunto E que sea ǫ-disperso en X.

El siguiente resultado probado por Coifman y Weiss (ver [21]) da una de las propiedades

más importantes que se derivan de la dimensión métrica finita.

Teorema 1.3. Sea (X, ρ) un espacio métrico que tiene dimensión métrica finita con

constante N . Si E es cualquier subconjunto ǫ-disperso en X, entonces para todo punto x

en X, todo ǫ > 0 y cada número natural m se tiene que

#(E ∩B(x, 2mǫ)) ≤ Nm,

donde con #(F ) denotamos el número de elementos del conjunto F .

Dado un espacio métrico (X, ρ) y µ una medida de Borel sobre X, decimos que µ

satisface la propiedad de duplicación con respecto a ρ si existe una constante C ≥ 1 tal

que valen las desigualdades

0 < µ(Bρ(x, 2r)) ≤ Cµ(Bρ(x, r)) <∞,

para todo punto x en X y todo r > 0. En tal caso diremos que (X, ρ, µ) es un espacio

de tipo homogéneo si µ es una medida regular. Si bien la definición general de espacio

de tipo homogéneo que usualmente aparece en la bibliograf́ıa no pide tal condición de
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regularidad sobre la medida, en este trabajo la incluimos con el objetivo de tener a

disposición el Teorema de diferenciación de Lebesgue.

1.1.2. Maximales y pesos.

Dado un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) y una función f que sea integrable sobre

cada d−bola, definimos la función maximal de Hardy-Littlewood de f como

Mf(x) = sup
B

1

µ(B)

∫

B

|f(y)|dµ(y),

donde el supremo se toma sobre la familia de todas las d−bolas en X que contienen

al punto x. La función Mf es medible para cada f localmente integrable y se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 1.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Entonces el operador M

que asocia a cada función localmente integrable f la función maximal de Hardy-Littlewood

Mf es de tipo débil (1,1), esto es, existe una constante positiva y finita C tal que la

desigualdad

µ({x ∈ X : Mf(x) > λ}) ≤ C

λ

∫

X

|f(x)|dµ(x)

vale para toda función integrable f y todo λ > 0.

Para 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio de Lebesgue Lp(X,µ) es, como es usual, el espacio de

las funciones medibles f sobre X a valores reales tales que ‖f‖p = (
∫

X
|f |pdµ)1/p <∞ si

p < ∞ y ‖f‖∞ = sup |f | < ∞ si p = ∞, donde el supremo es tomado en el sentido del

supremo esencial. Dado que se tiene la acotación trivial ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞, por el teorema

de interpolación de Marcinkiewicz se obtiene la acotacion del operador M en los espacios

de Lebesgue Lp(X,µ) con 1 < p <∞.

Teorema 1.5. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Si 1 < p ≤ ∞ entonces

el operador M es de tipo fuerte (p,p), esto es, existe una constante positiva y finita C tal

que la desigualdad

‖Mf‖p ≤ C‖f‖p
vale para toda función f medible.

Ahora introducimos las clases de Muckenhoupt y enunciamos algunas de sus propiedades

más importantes. Una función medible, no negativa y localmente integrable w definida

sobre el espacio de tipo homogéneo (X, d, µ), se dice que es un peso de Muckenhoupt de

la clase Ap, 1 < p <∞ si la desigualdad

(1.1)

(

1

µ(B)

∫

B

w(x)dµ(x)

)(

1

µ(B)

∫

B

w(x)
−1
p−1dµ(x)

)p−1

≤ C,
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vale para alguna constante C y toda bola B.

Para p = 1 decimos que w ∈ A1 si existe una constante C tal que la desigualdad

(1.2)
w(B)

µ(B)
≤ Cw(x)

vale para casi todo punto x ∈ B (respecto de µ) y para toda bola B. La clase A∞ se

define como

(1.3) A∞ =
⋃

p≥1

Ap.

El siguiente resultado contiene las principales propiedades de pesos en las clases de

Muckenhoupt Ap, 1 ≤ p ≤ ∞ sobre espacios de tipo homogéneo.

Teorema 1.6. Sean 1 < p < ∞ y p′ tales que 1/p + 1/p′ = 1. Entonces valen las

siguientes afirmaciones:

(a) si w ∈ Ap entonces w(x) > 0 para casi todo punto x,

(b) si w ∈ Ap entonces wdµ satisface la condición de duplicación,

(c) si w ∈ Ap entonces w ∈ Aq para todo q > p,

(d) w ∈ Ap si y sólo si w1−p′ ∈ Ap′,

(e) si w ∈ Ap entonces w ∈ Aq para algún q < p.

(f) w ∈ Ap es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo fuerte (p, p) para el

operador M con respecto a la medida wdµ,

(g) w ∈ A1 es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo débil (1, 1) para el

operador M con respecto a la medida wdµ.

La demostración del Teorema 1.6 se obtiene como en el clásico caso eucĺıdeo.

Finalizamos esta sección con las desigualdades de Fefferman-Stein a valores vectoriales

para el operador maximal. Tales desigualdades constituyen herramientas importantes en

analisis armónico. En lo que sigue, para una sucesión dada f = (fn : n ∈ N) de funciones

definidas sobre X escribiremos ||f(x)||ℓr = (
∑

n |fn(x)|r)
1/r, para 1 < r <∞ y x ∈ X. Si

T es un operador que actúa sobre funciones escalares es posible extenderlo a un operador

a valores vectoriales definiendo T f = (Tfn : n ∈ N). La siguiente extensión del resultado

de Fefferman-Stein al contexto general de espacio de tipo homogéneo puede hallarse en

[29].

Teorema 1.7. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea 1 < r <∞. Entonces

(a) si 1 ≤ p <∞, entonces existe una constante positiva C tal que

w({x ∈ X : ||M f(x)||ℓr > λ}) ≤ C
1

λp

∫

X

||f(x)||pℓr w(x)dµ(x)

para toda sucesión de funciones medibles f y todo λ > 0, si y sólo si w ∈ Ap;
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(b) si 1 < p <∞, entonces existe una constante positiva C tal que
∫

X

||M f(x)||pℓr w(x)dµ(x) ≤ C

∫

X

||f(x)||pℓr w(x)dµ(x)

para toda sucesión de funciones medibles f , si y sólo si w ∈ Ap.

1.2. Bases de espacios de Banach

Dado un espacio vectorial V, la estructura algebraica induce la noción de base de

Hamel donde los elemenos del espacio son generados por las combinaciones lineales finitas

de los elementos de la base. Sin embargo, cuando tal espacio vectorial está equipado

además con una topoloǵıa, se puede introducir una noción anaĺıtica de base donde los

elementos del espacio son generados por un proceso de limite con combinaciones lineales

de los elementos de la base. En esta sección nos dedicamos a dar un breve repaso sobre

bases en este último sentido.

1.2.1. Normas y espacios de Banach.

Un espacio vectorial V se dice un espacio normado si existe una aplicación ‖.‖ que a

cada elemento f ∈ V le asigna un número real no negativo ‖f‖ que satisface las siguientes

condiciones.

1. ‖f‖ = 0 si y sólo si f = 0;

2. ‖αf‖ = |α|‖f‖ si f ∈ V y α es un escalar real;

3. ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖ para todo f y g en V.

Decimos que la aplicación ‖.‖ es una norma para V. Todo espacio normado puede ser

considerado un espacio métrico con la métrica d definida como d(f, g) = ‖f − g‖ y

aśı las nociones topológicas usuales adquieren sentido. Más aún, las operaciones de suma

y multiplicación por escalares que definen el espacio vectorial V son continuas con respecto

a la topoloǵıa inducida por la métrica dada por la norma. Diremos que un espacio normado

es un espacio de Banach si es completo con respecto a la métrica definida por medio de

su norma; esto significa que toda sucesión de Cauchy es convergente. En lo que sigue,

escribiremos (B, ‖.‖B) para denotar un espacio de Banach B con norma ‖.‖B.

1.2.2. Bases de Schauder.

Sea B = (B, ‖.‖B) un espacio de Banach. Consideraremos siempre tales espacios sobre

el cuerpo de los números reales R. Una sucesión B = (fn : n ∈ N) de elementos fn en B
se dice que es una base de Schauder de B, o brevemente una base de B, si y sólo si para
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cada elemento f ∈ B existe una única sucesión de escalares reales (αn : n ∈ N) tal que

(1.4) f =
∑

n∈N

αnfn,

donde la convergencia de la serie es en el sentido de la norma de B; esto es

ĺım
n→∞

‖f −
n
∑

j=1

αjfj‖B = 0.

Debido a la unicidad en la representación (1.4), se deduce fácilmente que los fn son

linealmente independientes y por lo tanto no nulos. Más aún, puede probarse (ver por

ejemplo [34]) que los funcionales f ∗
n : B −→ R definidos por f ∗

n(f) = αn pertenecen al

espacio dual B∗ de B. Esto es, cada f ∗
n es lineal y continuo.

Es fácil ver que cualquier sistema ortonormal completo en un espacio de Hilbert

separable H es una base de Schauder de H. En particular el sistema {eikx : k ∈ Z}
es una base para el espacio de las funciones 1−periodicas definidas sobre R tal que

‖f‖2
L2([0,1)) =

∫ 1

0
|f(x)|2dx <∞.

Otro ejemplo clásico de base de Schauder para los espacios Lp([0, 1]) con 1 < p < ∞
es el sistema de Haar en el intervalo [0, 1] definido como {hj,k : j ∈ N0, k = 0, ..., 2j − 1}
donde hj,k(x) = 2j/2h(2jx−k), h(x) = χ

[0,1/2)
(x)−χ

[1/2,1)
(x) y N0 = N∪{0}. Tal sistema de

Haar es el primer ejemplo de base de wavelets en el contexto eucĺıdeo. Una generalización

de tales sistemas sobre espacios de tipo homogéneo, que daremos en el Caṕıtulo 4, serán

nuestros objetos básicos y el punto de partida para estudiar luego diferentes espacios

funcionales.

1.2.3. Bases incondicionales.

La definición de base involucra la convergencia de una serie. En general cuando se suma

una familia de vectores el orden de la sumación es muy importante. Por lo tanto que la

suma no dependa del orden en el cual sumamos es una caracteŕıstica de importancia. Las

bases incondicionales sirven de ejemplo de tal situacion. Dada una sucesión (fn : n ∈ A)

de vectores en un epacio de Banach B, decimos que la serie
∑

n∈A fn es incondicionalmente

convergente si para cada mapeo biyectivo σ : N −→ A resulta que la serie
∑∞

k=0 fσ(k) es

convergente.

Decimos que una base B en un espacio de Banach B es una base incondicional si la

convergencia de la serie (1.4) que da la única representacion para cada elemento f de

B es incondicional. Una formulación equivalente de base incondicional está dada por el

siguiente resultado (ver [34] y [55]).
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Teorema 1.8. Sea B un espacio de Banach y B = (bn : n ∈ N) una sucesión de

elementos de B. Entonces B es una base incondicional de B si y sólo si se cumplen las

siguientes tres condiciones

(i1) Las combinaciones lineales finitas de elementos de B son densas en B.

(i2) Existe una suceión (b∗n : n ∈ N) ⊆ B∗, el dual de B, tal que b∗n(bm) = 1 si n = m

y cero en otro caso.

(i3) Existe una constante positiva C tal que
∥

∥

∥

∥

∥

∑

n∈F
b∗n(f)bn

∥

∥

∥

∥

∥

B

≤ C ‖f‖
B
,

para todo subconjunto finito F de N y todo elemento f ∈ B.

1.2.4. Equivalencia de bases.

En general, dos objetos matemáticos se dicen que estan cerca si ellos comparten

propiedades en común. En particular cuando estamos en presencia de bases de Schauder

para espacios de Banach una noción de cercańıa es la equivalencia (ver [56]).

Definición 1.9. Sean B1 y B2 dos espacios de Banach con bases B1 = (fn : n ∈ N)

y B2 = (gn : n ∈ N) respectivamente. Decimos que las bases B1 y B2 son equivalentes si

satisfacen que
∑

n∈N

αnfn converge ⇐⇒
∑

n∈N

αngn converge

El siguiente resultado será de utilidad en los caṕıtulos siguientes (ver [56] o [38]).

Teorema 1.10. Sean B1 y B2 dos espacios de Banach con bases B1 = (fn : n ∈ N) y

B2 = (gn : n ∈ N) respectivamente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. B1 y B2 son bases equivalentes.

2. Existe un operador lineal T : B1 −→ B2 invertible y acotado tal que T (fn) = gn

para cada n ∈ N.

3. Existen dos constantes positivas y finitas C1 y C2 tal que

C1

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n∈F
αngn

∥

∥

∥

∥

∥

B2

≤
∥

∥

∥

∥

∥

∑

n∈F
αnfn

∥

∥

∥

∥

∥

B1

≤ C2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n∈F
αngn

∥

∥

∥

∥

∥

B2

,

para toda sucesión de escalares (αn : n ∈ N) y todo conjunto finito F ⊆ N.
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1.2.5. Bases voraces y democráticas.

Una base normalizada B = {fi}i∈N en un espacio de Banach B se dice greedy (voraz)

si existe una constante C > 0 tal que para cualquier elemento f ∈ B con f =
∑

n∈N

αnfn,

cualquier entero positivo m, todo conjunto G1 ⊆ N de cardinalidad m tal que

min
n∈G1

|αn| ≥ max
n∈N\G1

|αn|,

todo conjunto G2 ⊆ N también de cardinalidad m y toda sucesión de escalares βn se tiene

que
∥

∥

∥

∥

∥

f −
∑

n∈G1

αnfn

∥

∥

∥

∥

∥

B

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

f −
∑

n∈G2

βnfn

∥

∥

∥

∥

∥

B

.

Una cuestión central en teoŕıa de aproximación es la construcción de algoritmos efi-

cientes para producir aproximaciónes por N-términos en un espacio de Banach B con una

base incondicional numerable B = {fn}n∈N. Para f ∈ B, el error de aproximación por

N-términos con respecto a la base B es definido por

σN(f) = inf{‖f − g‖B : g ∈ Σn},

donde Σn denota el conjunto de todos los elementos g ∈ B con a lo sumo N coeficientes

no nulos en la representación g =
∑

n∈N

αnfn. Las bases greedy producen algoritmos que

son casi óptimos para aproximación por N-términos (ver [38]).

Konyagin y Temlyakov [38] dieron una caracterización de bases greedy en términos de

algunas nociones básicas. Más presisamente, ellos probaron que tener una base greedy es

equivalente a que la base sea incondicional y democrática. El concepto de democracia es

relativamente nuevo y fue definido en el contexto general de espacios de Banach en [38].

Sea (B, ‖.‖B) un espacio de Banach. Un conjunto numerable B de la esfera unitaria de B

se dice democrática en B si para alguna constante positiva D la desigualdad

(1.5)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

h

∥

∥

∥

∥

∥

B

≤ D

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

h

∥

∥

∥

∥

∥

B

,

vale para toda elección de subconjuntos finitos F1 y F2 de B con |F1| = |F2|. Aqúı, como

es usual, escribimos |F | para denotar el número de elementos en F .

El ejemplo más clásico de sistema democrático es provisto por cualquier sucesión

ortonormal en un espacio de Hilbert. En efecto, en tal caso (1.5) es una identidad con

D = 1.



CAPÍTULO 2

Familias diádicas en espacios de tipo homogéneo

El presente caṕıtulo está dedicado a introducir y estudiar lo que denominaremos cu-

bos diádicos y familias diádicas. Estos objetos, junto con los sistemas de tipo Haar que

introduciremos en el Caṕıtulo 4, serán los elementos básicos sobre los cuales vamos a

desarrollar luego en los caṕıtulos siguientes el análisis diádico en espacios de tipo ho-

mogéneo. El punto de partida es la definición de una clase de familias diádicas D(δ).

Las caracteŕısticas geométricas de las familias diádicas que vamos a definir, en particu-

lar la condición de control métrico sobre los objetos que llamaremos cubos diádicos, nos

permitirán deducir y demostrar propiedades anaĺılicas sobre espacios funcionales en los

caṕıtulos siguientes. La definición de la clase D(δ) será dada en la primer sección donde

además daremos varios ejemplos representativos de distintas situaciones posibles en el

contexto de espacio de tipo homogéneo. Veremos luego, en la Sección 2, como a partir de

este control métrico podemos deducir importantes propiedades geométricas de las familias

en D(δ) que serán usadas frecuentemente a lo largo del trabajo. Particular importancia

tendrá para lo que sigue la denominada subfamilia de cubos diádicos con descendencia

no trivial que introduciremos en la Sección 3. En la Sección 4 introducimos la noción de

cuadrante y estudiamos sus propiedades que serán útiles luego cuando definamos espacios

de Hardy y BMO diádicos. Por último, la Sección 5 está dedicada a demostrar que la

clase D(δ) que definimos es no vaćıa. Tal demostración es dada por la construcción de

M. Christ ([20]).

2.1. Definición y ejemplos

Dedicaremos la primer parte de esta sección a dar la definición de una clase de famil-

ias diádicas D(δ) junto con algunos ejemplos. Como es sabido, en el contexto eucĺıdeo

usual, la clásica descomposición diádica se puede obtener por medio de traslaciones y

dilataciones del cubo unitario Q0 = [0, 1)n = {(x1, ..., xn) : xi ∈ R, 0 ≤ xi < 1, i =

1, ..., n}. En efecto, para cada j en el conjunto de los números enteros Z y cada n-upla

~k = (k1, ..., kn) en Zn, el cubo diádico usual de nivel j y posición ~k se puede definir

como Qj,~k = 2−j(Q0 + ~k) = {2−j(x1 + k1, ..., xn + kn) : (x1, ...xn) ∈ Q0}. Estos conjuntos

aśı definidos son de utilidad para abordar diversos problema en análisis y tienen muchas

propiedades importantes entre las cuales nos interesa destacar las dos siguientes:

9
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(i) las familias {Qj,~k : ~k ∈ Zn} con j ∈ Z están encajadas y cubren todo el espacio

Rn;

(ii) existen dos constantes positivas y finitas a y b tales que para cada j ∈ Z y

cada ~k ∈ Zn se tiene que B(x, a(1/2)j) ⊆ Qj,~k ⊆ B(x, b(1/2)j) para algún punto

x ∈ Qj,~k.

La propiedad (ii) vale en particular para nuestro caso tomando, para cada j ∈ Z y cada

~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn, el punto x = 2−j(k1 + 1/2, ..., kn + 1/2) y las constantes a = 2−1 y

b =
√
n
2

.

Nuestro propósito en el presente caṕıtulo es introducir una clase de familias diádicas

sobre espacios de tipo homogéneo tal que la familia dada anteriormente sea un caso

particular. Dado que nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo carece en

principio de estructura algebraica, lo relevante para la definición de esta clase de familias

diádicas serán las propiedades geométricas de los objetos que forman tal familia y no la

manera de construirlas.

Definición 2.1. Dado un conjunto abierto y acotado E en el espacio métrico (X, d)

definimos el radio interior de E, ri(E), y el radio exterior de E, re(E), como ri(E) =

sup{r : Bd(x, r) ⊆ E para algún x ∈ E} y re(E) = inf{r : E ⊆ Bd(x, r) para algún x ∈
X}.

Notemos que puede ocurrir que re(E) < ri(E). En efecto, consideremos el espacio

X = Z de los enteros con la métrica eucĺıdea. Es claro que el conjunto E = {−1} es un

conjunto abierto en X y que ri(E) = 1 y re(E) = 0. El conjunto E contiene un único

punto que es un punto aislado en el espacio. En general, vale el siguiente resultado que

caracteriza aquellos conjuntos abiertos E tales que re(E) = 0.

Lema 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico y E un conjunto abierto y acotado en X.

Entonces re(E) = 0 si y sólo si el conjunto E consiste de un único punto aislado.

Demostración. Supongamos que E = {x}. Luego, E ⊆ Bd(x, 1/n), para cada

entero positivo n. De la definición de radio exterior tenemos entonces que re(E) ≤ 1/n

para cada entero positivo n, y esto implica que re(E) = 0.

Para probar la rećıproca debemos mostrar que E tiene un único punto, y que ese punto

es aislado en X. Veamos la unicidad. Sean x e y dos puntos en E. Puesto que re(E) = 0,

de la definición de radio exterior tenemos que para cada entero positivo n existe un punto

zn en X tal que E ⊆ Bd(zn, 1/n). Entonces d(x, y) ≤ d(x, zn)+ d(zn, y) ≤ 2/n, para cada

n. Esto implica que d(x, y) = 0 y como d es una métrica resulta x = y. Por lo tanto el

conjunto E tiene un único punto. Como E es abierto, ese punto es aislado. �
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Introducimos ahora lo que entenderemos en este trabajo por familia diádica.

Definición 2.3. Familias diádicas. Sea (X, d, µ) un espacio métrico de tipo ho-

mogéneo. Decimos que D =
⋃

j∈Z
Dj es una familia diádica sobre X con parámetro

δ ∈ (0, 1), brevemente que D pertenece a D(δ), si cada Dj es una familia de subcon-

juntos abiertos Q de X, que llamaremos cubos diádicos de D, tal que

(d.1) para todo j ∈ Z los cubos en Dj son disjuntos dos a dos;

(d.2) para todo j ∈ Z la familia Dj cubre casi todo X en el sentido que µ(X −
⋃

Q∈DjQ) = 0;

(d.3) si Q ∈ Dj y i < j, entonces existe un único Q̃ ∈ Di tal que Q ⊆ Q̃;

(d.4) si Q ∈ Dj y Q̃ ∈ Di con i ≤ j, entonces o bien Q ⊆ Q̃ o Q ∩ Q̃ = ∅;
(d.5) existen dos constantes positivas y finitas a1 y a2 tales que para cada j ∈ Z y cada

Q ∈ Dj se tiene que a1δ
j ≤ ri(Q) y re(Q) ≤ a2δ

j.

Familias de subconjuntos en espacios métricos o casi-métricos con medida que satisfa-

gan (d.1) a (d.4) pueden ser construidas por un simple proceso de disjunción de bolas (ver

por ejemplo [9]). Cuando sólo las propiedades de cubrimiento y encaje de los conjuntos

diádicos son relevantes tal proceso es adecuado. Más aún, familias de subconjuntos que

satisfagan (d.1) a (d.4) pueden ser utilizadas para construir bases ortonormales para el

espacio L2(X,µ) (ver [31]) y para ello la estructura métrica del espacio no es relevante.

Sin embargo, el control métrico sobre los conjuntos diádicos dado en (d.5) será cen-

tral para nuestro propósito de deducir propiedades sobre espacios funcionales a partir de

propiedades geométricas de familias diádicas. Esta condición es equivalente a la propiedad

(ii) que satisfacen los cubos diádicos usuales de Rn.

Una construcción de subconjuntos abiertos sobre un espacio de tipo homogéneo que

satisface la Definición 2.3 fue dada por M. Christ en [20]. Lo importante de tal construc-

ción es que demuestra la existencia de familias diádicas en la clase D(δ) sobre cualquier

espacio de tipo homogéneo. En la última sección de este caṕıtulo vamos a describir tal

construcción y estudiaremos en particular algunas de sus propiedades más importantes.

Consideramos ahora varios ejemplos que ayudarán a entender la definición de la clase

D(δ).

Ejemplo 2.4. Sean X = Rn, d la métrica usual y µ la medida de Lebesgue n-

dimensional. Para cada número entero j y cada ~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn definimos Qj,~k como

Qj,~k =
∏n

i=1 I
j
ki

, con Ijk = (k2−j, (k + 1)2−j), k ∈ Z. De esta manera los conjuntos Qj,~k,

~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn cubren X para cada j ∈ Z en el sentido de (d.2). Claramente la

familia de todos los Qj,~k satisface (d.1), (d.3) y (d.4). Además, tomando xj,~k = 2−j(k1 +

1/2, ..., kn + 1/2), j ∈ Z y ~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn tenemos que Bd(xj,~k, 2
−j−1) ⊆ Qj,~k ⊆
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Bd(xj,~k,
√
n
2

2−j). Luego, con a1 = 1/2 y a2 =
√
n
2

se cumple también la condición (d.5) y

por lo tanto la familia de los conjuntos Qj,~k con j ∈ Z y k ∈ Zn, pertenece a la clase

D(1/2).

Ejemplo 2.5. Como un ejemplo elemental de familia diádica en un espacio acotado,

tomemos X = [0, 1]2, el cuadrado unitario en R2 equipado con d, la métrica usual en R2

restringida a X y µ la medida de Lebesgue bi-dimensional restringida a X. Consideramos

para j ≤ 0 la familia Dj = {X}. Para j ≥ 1 y cada ~k = (k1, k2) ∈ Z2 definimos el

conjunto Uj,~k = Qj,~k ∩ X, donde Qj,~k es el cubo bi-dimensional diádico del Ejemplo

2.4. Consideramos entonces para estos valores de j la familia Dj = {Uj,~k : Uj,~k 6= ∅}.
Claramente D =

⋃

j∈Z

Dj pertenece a la clase D(1/2).

Ejemplo 2.6. Sea X = Z, el conjunto de todos los enteros, d la distancia usual y µ la

medida de contar puntos. Definimos para cada entero j ≥ 0 la familia Dj = {{x} : x ∈ Z}.
Para j < 0 y k ∈ Z definimos el conjunto Sj,k = {z ∈ Z : k2−j ≤ z < (k+1)2−j}. Notemos

que cada Sj,k es la intersección del espacio Z con el cubo diádico usual Qj,k definido en

la introducción de la presente sección para el caso unidimensional. Es fácil ver que la

familia D =
⋃

j∈Z

Dj satisface las propiedades (d.1) a (d.4). Más aún, vale una condición

más fuerte que (d.2). En efecto, X =
⋃

Q∈Dj

Q para cada j ∈ Z. Veamos que D satisface la

condición (d.5) con δ = 1/2. Como para j ≥ 0 cada cubo diádico en Dj es un conjunto

con un único punto, la propiedad (d.5) vale para estos casos con cualquier valor de a1 y

a2. Por otro lado, para cada entero j < 0 se tiene que 2−j(1/2) ∈ Z. Entonces para cada

k ∈ Z y cada entero negativo j tenemos que el punto xj,k = 2−j(k + 1/2) pertenece al

conjunto Sj,k. Tomando luego a1 = 1/2 y a2 = 1 concluimos que D es una familia diádica

en D(1/2).

Ejemplo 2.7. Sea X = Z ∪ [0, 1/2) equipado con la distancia usual y la medida de

contar puntos sobre Z\{0} y la que es dos veces la longitud sobre el intervalo [0,1/2). Más

presisamente, si E es un conjunto de Borel enX, µ(E) = #(E∩(Z\{0}))+2m(E∩[0, 1/2))

donde # es el cardinal y m es la medida de Lebesgue unidimensional. Los conjuntos

diádicos en X los definimos como la intersección de los intervalos diádicos usuales en R

con X. Esto es, si Ijk = ( k
2j ,

k+1
2j ), entonces los cubos diádicos en X son los conjuntos

Qj
k = Ijk ∩X, j ∈ Z, k ∈ Z. Si definimos Dj como la familia {Qj

k : k ∈ Z}, entonces es fácil

ver que tales conjuntos Qj
k forman una familia diádica en la clase D(1/2). En esta caso

se tiene que D0 = D1 y Dj 6= Dj+1 para todo j 6= 0. Además, algunas regiones del espacio

tienen resolución ilimitada mientras otras regiones se reducen a puntos para valores de j

suficientemente grandes.
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Ejemplo 2.8. Para dar un ejemplo de familia diádica en el contexto de los fractales,

consideremos X = T una región triangular equilátera de lado unidad en el plano R2

equipado con la métrica usual d en R2 restringida a X y µ la medida de Lebesgue bi-

dimensional restringida a T . Si ti, i ∈ {1, 2, 3} son los puntos medios de los lados de T ,

podemos obtener una subdivisión de T en 4 regiones triangulares congruentes. Llamando

T1 a la región triangular que se forma al unir dos a dos los puntos ti, i ∈ {1, 2, 3}, el

conjunto T \ T1 es unión de tres regiones triangulares Ti, i ∈ {2, 3, 4} congruentes a T1.

Siguiendo este algoritmo construimos una familia diádica sobreX. Para todo entero j ≤ 0

consideramos Dj = {X}. Luego definimos D1 como la familia de los subconjuntos T1,i,

i = 1, 2, 3, 4, donde cada T1,i es el interior con respecto a R2 de la región triangular Ti que

se obtiene por el algoritmo anterior a partir de T = X. En general, para j ≥ 2 definimos

Dj como la familia {Tj,i : i = 1, ..., 4j} de los interiores de todos los triángulos obtenidos

al aplicar el algoritmo anterior a cada triángulo en Dj−1. Entonces la familia D =
⋃

j∈Z

Dj

pertenece a la clase D(1/2). En efecto, de la propia construcción de las familias Dj se

tiene que (d.1) a (d.4) valen. Por otro lado, no es dificil mostrar que cada uno de los

triángulos de la familia diádica contiene una bola centrada en el baricentro de radio 1
5

1
2j y

está contenido en otra bola concentrica de radio 5
3

1
2j . Notemos por último que la familia

D ∩ T es también una familia diádica para el espacio de tipo homogéneo dado por el

triangulo de Sierpinsky T como es considerado en [42].

Ejemplo 2.9. Sean X = R2, d la métrica usual y µ la medida de Lebesgue bi-

dimensional. Consideremos el conjunto V = {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1}
y la matriz

A =

(

2 0

0 4

)

.

Para cada entero j y cada ~k ∈ Z2 definimos los conjuntos Vj,~k = A−j(V + ~k) = {y ∈
R2 : y = A−j(x + ~k), x ∈ V }. Notemos que para j = 0 cada conjunto V0,~k coincide

con el conjunto Q0,~k del Ejemplo 2.4 para n = 2 y que esto no pasa para ningún otro

j 6= 0. Es fácil ver que la familia D de todos conjuntos Vj,~k, j ∈ Z, ~k ∈ Z2 satisface las

propiedades (d.1) a (d.4). Sin embargo, para cada 0 < δ < 1 se tiene que D no pertenece

a la clase D(δ). En efecto, la condición (d.5) no se cumple para ningún δ con la distancia

eucĺıdea. Para mostrar tal afirmación, notemos que cada conjunto Vj,~k con j ∈ Z y ~k ∈ Z2

es un rectángulo en el plano R2 con base de longitud 2−j y altura 4−j. Por lo tanto el

cociente entre re(Vj,~k) y ri(Vj,~k) no puede estar acotado si usamos bolas eucĺıdeas. La

real deficiencia de tal familia se debe a que la métrica subyacente en el espacio no es

compatible con la dilatación utilizada dada por la matriz A. Aqúı se pone de manifiesto
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la importancia de la estructura métrica en la Definición 2.3. En efecto, cada Vj,~k es una

bola de radio 2−j−1 con la métrica parabólica

dp(x, y) = dp((x1, x2), (y1, y2)) = max{|x1 − y1|,
√

|x2 − y2|}.

Por consiguiente, los conjuntos Vj,~k con j ∈ Z y ~k ∈ Z2 forman una familia diádica en la

clase D(1/2) para el espacio (R2, dp, µ)

Ejemplo 2.10. Para el presente ejemplo necesitaremos de la siguiente definición.

Diremos que una función F : R −→ R es bi-lipchitz si existen dos constantes positivas y

finitas c1 yc2 tales que c1|x− y| ≤ |F (x) − F (y)| ≤ c2|x− y|, para todo x e y en R.

Es claro de la desigualdad derecha de la propia definición, que toda función bi-lipchitz

F es continua. Por otro lado, de la desigualdad izquierda se tiene que F es inyectiva. En

efecto, si F (x) = F (y) entonces c1|x − y| ≤ |F (x) − F (y)| = 0 y por lo tanto x = y. De

estas dos propiedades, inyectividad y continuidad, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.11. Si F : R −→ R es una función bi-lipchitz, entonces F es estrictamente

monótona; esto es, F (x) < F (y) para todo x, y en R con x < y o F (x) > F (y) para todo

x, y en R con x < y.

Demostración. Sea n un entero positivo y consideremos el intervalo real cerrado

Jn = [−n, n]. Como F es inyectiva tenemos que F (−n) 6= F (n); esto es, F (−n) < F (n) o

F (n) < F (−n). Supongamos primero el caso F (−n) < F (n). Valen entonces las siguientes

dos propiedades.

(i) F (−n) < F (z) < F (n), para todo número real z tal que −n < z < n.

(ii) F (x) < F (y), para todo par de números reales x e y tal que −n < x < y < n.

En efecto, supongamos que existe z ∈ (−n, n) tal que F (−n) > F (z) o F (z) > F (n).

Entonces, de la continuidad de F y una simple aplicación del teorema de Bolzano, existen

puntos xi, i = 1, 2, 3, 4 en el intervalo (−n, n) con x1 6= x2 y x3 6= x4 tales que F (x1) =

F (x2) y F (x3) = F (x4), contradiciendo la inyectividad de F . Por lo tanto, la propiedad

(i) vale. La prueba de la propiedad (ii) es ahora una consecuencia de (i). En efecto, usando

la propiedad (i) para el intervalo [x, n] tenemos que F (x) < F (y) < F (n). Esto es, F es

monótona creciente en el intervalo [−n, n]. Puesto que n es arbitrario, F es monótona

creciente en R. De forma análoga, si F (n) < F (−n), se cumplen entonces las siguientes

propiedades.

(iii) F (−n) > F (z) > F (n), para todo número real z tal que −n < z < n,

(iv) F (x) > F (y), para todo par de números reales x e y tal que −n < x < y < n,

y resulta que F es monótona decreciente en R �
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Veamos ahora una manera de construir familias diádicas a partir de funciones bi-

Lipschitz.

Sean X = R, d y µ la métrica y la medida usual respectivamente. Sea F un mapeo

sobreyectivo de R en R que es bi-Lipschitz. Consideremos para cada j ∈ Z la familia

Dj = {F (Ij,k) : j ∈ Z, k ∈ Z}, donde Ij,k representa el intervalo diádico (k2−j, (k+1)2−j).

Veamos que D =
⋃

j∈Z

Dj satisface la Definición 2.3. Para ello debemos probar que (d.1) a

(d.5) valen. Esto será una consecuencia de que la familia de todos los intervalos diádicos

Ij,k con j ∈ Z y k ∈ Z pertenece a la clase D(δ) y de que toda función bi-Lipschitz

es inyectiva. Comencemos probando (d.1). Fijemos los enteros j, k1 y k2 con k1 6= k2.

Luego, dado que los intervalos diádicos satisfacen (d.1), tenemos que Ij,k1 ∩ Ij,k2 = ∅.
Por la inyectividad de F obtenemos entonces que F (Ij,k1) ∩ F (Ij,k2) = ∅ y (d.1) queda

demostrado.

Notemos por otra parte que para cada entero j, dada la definición de los intervalos

diádicos Ij,k, tenemos que R \ ⋃
k∈Z

Ij,k = {k2−j : k ∈ Z} es un conjunto numerable. Como

F es inyectiva, resulta que R \ ⋃
k∈Z

F (Ij,k) = {F (k2−j) : k ∈ Z} también es numerable con

lo cual µ(R \ ⋃
k∈Z

F (Ij,k)) = 0 y (d.2) vale.

Para probar (d.3) tomemos un cubo diádico Q ∈ Dj y un entero i < j. De la definición de

Dj tenemos que Q = F (Ij,k) para algún entero k. Luego, puesto que los intervalos diádicos

satisfacen (d.3), existe un único intervalo Ii,k1 tal que Ij,k ⊆ Ii,k1 . Sea Q̃ = F (Ii,k1) ∈ Di.

Entonces Q ⊆ Q̃. En efecto, sea y ∈ Q, y = F (x) para x ∈ Ij,k ⊆ Ii,k1 . De la definición

de Q̃ tenemos que y = F (x) ∈ Q̃. La unicidad de Q̃ es una simple consecuencia de (d.1)

para la familia Di.

Probamos ahora (d.4). Sean Q ∈ Dj y Q̃ ∈ Di con i ≤ j. Supongamos que Q∩Q̃ 6= ∅, esto

es, existe un punto x ∈ Q∩ Q̃. De la definición de las familias Di y Dj, existen los puntos

y1 ∈ Ij,k para algún k ∈ Z e y2 ∈ Ii,k′ para algún k
′ ∈ Z tales que F (y1) = x = F (y2).

Como F es inyectiva, entonces y1 = y2, es decir, Ij,k ∩ Ii,k′ 6= ∅. Puesto que la familia

de intervalos diádicos satisface (d.4), entonces Ij,k ⊆ Ii,k′ . De la definición de imágen de

un conjunto via una función obtenemos entonces que F (Ij,k) ⊆ F (Ii,k′ ) y (d.4) queda

demostrado.

Finalmente probamos (d.5). La validéz de tal condición será una consecuencia de la

propiedad de monotońıa de la función F . En efecto, por la monotońıa de F tenemos

que F (Ij,k) = {x ∈ R : F (k2−j) < x < F ((k + 1)2−j)} ó F (Ij,k) = {x ∈ R : F ((k +

1)2−j) < x < F (k2−j)}, cualesquiera sean j y k en Z. Luego, para j y k en Z, usando

que F es bi-lipchitz obtenemos que c1
2
2−j ≤ |F ((k+1)2−j)−F (k2−j)|

2
≤ c2

2
2−j y por lo tanto
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ri(F (Ij,k)) ≥ c1
2
2−j y re(F (Ij,k)) ≤ c2

2
2−j. Por lo tanto (d.5) se satisface con δ = 1/2

tomando a1 = c1
2

y a2 = c2
2
. Por lo tanto D pertenece a la clase D(1/2).

2.2. Propiedades de las familias diádicas

En la presente sección nos abocaremos a deducir propiedades de las familias diádicas

en la clase D(δ) a partir de su definición. Estas propiedades serán de utilidad para lo que

sigue del trabajo y el análisis de las mismas nos ayudará a entender más la Definición

2.3. Comenzamos por explorar la condición (d.5). Como ya hemos mencionado, esta

propiedad será de suma importancia para nuestro propósito de hacer análisis a partir de

la geometŕıa de las familias diádicas en espacios de tipo homogéneo. El aporte central

que (d.5) le otorga a los cubos diádicos es el de dotarlos a todos de cierta regularidad en

su forma. Para precisar esta idea introducimos primero la siguiente definición.

Definición 2.12. Dado un conjunto abierto y acotado E en el espacio métrico (X, d)

definimos su excentricidad como ε(E) = re(E)
ri(E)

, donde ri(E) y re(E) son los radios interior

y exterior respectivamente del conjunto E. Notemos que como E es abierto, ri(E) > 0.

Proposición 2.13. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádi-

ca en la clase D(δ). Entonces

(a) para cada cubo diádico Q en D se tiene que ε(Q) ≤ a2

a1
, donde a1 y a2 son las

constantes en (d.5);

(b) para cada cubo diádico Q en D existe un punto x ∈ Q tal que Bd(x,
a1

2
δj) ⊆ Q ⊆

Bd(x, 2a2δ
j).

Demostración. Primero notemos que (a) sigue directamente de (d.5). Para probar

(b) notemos que de (d.5), existen un punto x enQ y un punto y enX tal que Bd(x,
a1

2
δj) ⊆

Q ⊆ Bd(y, a2δ
j). Por lo tanto Bd(x,

a1

2
δj) ⊆ Q ⊆ Bd(y, a2δ

j) ⊆ Bd(x, 2a2δ
j). �

Destaquemos que el punto x ∈ Q dado en (b) en la proposición anterior puede no

ser único. Será importante en algunas ocasiones identificar uno de éstos puntos centrales

para cada cubo diádico de la familia D. Para tal fin damos la siguiente definición.

Definición 2.14. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica

en la clase D(δ). Para cada j ∈ Z definimos una función Pj, que llamaremos función

punto central de nivel j, como Pj : Dj −→ X dada por Pj(Q) = xQ ∈ Q tal que xQ

satisface que Bd(xQ,
a1

2
δj) ⊆ Q ⊆ Bd(xQ, 2a2δ

j).

Se sigue de la misma condición (d.5) que para cada entero j la función punto central de

nivel j, Pj, está bien definida. El siguiente resultado contiene las principales propiedades

de esta función punto central de nivel j.
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Proposición 2.15. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, D una familia diádi-

ca en la clase D(δ) y {Pj : j ∈ Z} una familia de funciones punto central. Entonces

(1) el conjunto Pj(Dj) es a1

2
δj-disperso, para cada j ∈ Z;

(2) el conjunto P =
⋃

j∈Z
Pj(Dj) es denso en X.

Demostración. Primero probamos (1). Sean j ∈ Z y x e y dos puntos dados en

Pj(Dj), con x 6= y. Sean Q1 = (Pj)−1(x) y Q2 = (Pj)−1(y). Notemos que Q1 y Q2

pertenecen a Dj y que Pj es uno a uno. Luego, de (d.1), Q1 ∩Q2 = ∅. Supongamos que

d(x, y) < a1

2
δj. Entonces y ∈ B(x, a1

2
δj) y por lo tanto y ∈ Q1, que es una contradicción.

Por lo tanto d(x, y) ≥ a1

2
δj y Pj(Dj) es a1

2
δj-disperso.

Para probar (2), tomemos x ∈ X y ε > 0. Fijemos j ∈ Z tal que 2a2δ
j < ε/2.

Supongamos primero que x ∈ ⋃Q∈Dj Q y tomemos Q, el único cubo diádico en Dj tal

que x ∈ Q. Entonces, de (d.5), tenemos que x ∈ B(Pj(Q), 2a2δ
j) y por lo tanto, de la

elección del entero j, tenemos que d(x,Pj(Q)) < ε. Por otro lado, si x ∈ X \ ⋃Q∈Dj Q

entonces x ∈ ∂(Q) para algún Q en Dj. Puesto que las bolas miden positivo, de (d.2)

se sigue que Bd(x, ε/2) ∩ Q
′ 6= ∅ para algún Q

′ ∈ Dj tal que Q ∩ Q′ 6= ∅. Esto es,

existe y ∈ Q
′

tal que d(x, y) < ε/2. Luego, de (d.5) y la elección de j obtenemos que

d(x,Pj(Q
′
)) ≤ d(x, y) + d(y,Pj(Q

′
)) ≤ ε/2 + ε/2. �

Finalizamos esta sección enunciando y demostrando las propiedades más importantes

sobre familias diádicas en D(δ) que serán usadas en lo que sigue del trabajo. Como

veremos en su demostración, la condición (d.5) vuelve a ser una propiedad fundamental.

Proposición 2.16. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádi-

ca en D(δ). Entonces

(d.6) existe un entero positivo N que depende sólo de la constante de duplicación tal

que para todo j ∈ Z y todo Q ∈ Dj las desigualdades 1 ≤ #({Q′ ∈ Dj+1 : Q
′ ⊆

Q}) ≤ N valen;

(d.7) para todo cubo diádico Q en D se tiene que µ(∂Q) = 0, donde ∂Q es el borde de

Q;

(d.8) existe una constante positiva y finita C tal que para cada j ∈ Z y todo cubo diádico

Q en Dj se tiene que µ(Q) ≤ Cµ(Q
′
) para todo Q

′
en Dj+1 con Q

′ ⊆ Q;

(d.9) X es acotado si y sólo si existe Q en D tal que X = Q;

(d.10) para todo cubo diádico Q en D se tiene que E = Q \ ⋃

Q
′∈D

∂(Q
′
) es denso en Q;

(d.11) existe una constante positiva y finita C̃ tal que para todo cubo diádico Q en D se

tiene que (Q, dQ, µQ) es un espacio de tipo homogéneo con constante de duplicación

C̃ , donde dQ y µQ son las restricciones de d y µ a Q respectivamente.
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Demostración. Comenzamos probando (d.6). Sean j ∈ Z y Q ∈ Dj. Fijemos dos

funciones punto central Pj : Dj −→ X y Pj+1 : Dj+1 −→ X. Denotemos con xQ la

imágen del cubo diádico Q via la función Pj y escribamos xQ′ = Pj+1(Q
′
) para cada

Q
′ ∈ Dj+1. De la Proposición 2.15 tenemos que el conjunto E = {Pj+1(Q

′
) : Q

′ ⊆ Q} es

a1δ
j+1-disperso. Sean Ñ la constante de homogeneidad de X y m el primer entero positivo

tal que 2a2δ
j ≤ 2ma1δ

j+1. Luego, del inciso (b) en el Proposición 2.13, la elección para

m y el Teorema 1.3 obtenemos que

#(E) = #(E ∩B(xQ, 2a2δ
j))

= #(E ∩B(xQ, 2
ma1δ

j+1)) ≤ Ñm.

Puesto que Pj+1 : Dj+1 −→ Pj+1(Dj+1) es una biyección, tomando N = Ñm tenemos

probado (d.6).

Para probar (d.7) notemos primero que para todo cubo diádico Q en D se tiene que

∂(Q) = Q \
o

Q = Q \ Q y por lo tanto ∂(Q) es medible. Por otro lado, por (d.2), para

cada j ∈ Z y cada Q ∈ Dj obtenemos que ∂(Q) ⊆ X \ (
⋃

Q′∈Dj

Q
′
) y, nuevamente por (d.2)

tenemos (d.7).

Probamos ahora (d.8). Sean j ∈ Z, Q en Dj y Q
′
en Dj+1 tal que Q

′ ⊆ Q. Fijemos dos

funciones punto central Pj y Pj+1 y escribamos xQ = Pj(Q) y xQ′ = Pj+1(Q
′
) para

cada Q
′ ∈ Dj+1. Elijamos m como el primer entero positivo tal que 4a2

a1δ
≤ 2m. Entonces

B(xQ, 2a2δ
j) ⊆ B(xQ′ , 2ma1δ

j+1). En efecto, si z ∈ B(xQ, 2a2δ
j) tenemos que

d(z, xQ′ ) ≤ d(z, xQ) + d(xQ, xQ′ )

≤ 4a2δ

≤ 2ma1δ
j+1.

Luego, aplicando m veces la condición de duplicación para la medida µ tenemos que

µ(Q) ≤ µ(B(xQ, 2a2δ
j))

≤ µ(B(xQ′ , 2ma1δ
j+1))

≤ Cmµ(B(xQ′ , a1δ
j+1))

≤ Cmµ(Q
′

).

Para la prueba de (d.9) notemos que, por la definición de acotación, la definición de

función punto central, el hecho de ser δ < 1 y (d.5), tenemos que cada una de las

siguientes afirmaciones implica la que sigue

(a) X es acotado;

(b) existe un punto x en X y un número positivo r tal que X = B(x, r);
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(c) existen j ∈ Z, una función punto central Pj : Dj −→ X y un cubo diádico Q en

Dj tal que X = B(x, r) ⊆ B(Pj(Q), a1δ
j) ⊆ Q, donde a1 es la constante en (d.5);

(d) X = Q ∈ Dj.

Además, por (d.5), tenemos que (d) implica (a) y (d.9) queda demostrada.

Para probar (d.10) supongamos por el absurdo que E no es denso en Q. Luego, existen

un punto x ∈ Q y un número positivo r tal que Bd(x, r) ∩ E = ∅. Esto implica que

(2.1) Bd(x, r) ∩Q ⊆ Q \ E = Q ∩
⋃

Q′∈D

∂(Q
′

).

Como Q es abierto, existe un úmero positivo r0 < r tal que Bd(x, r0) ⊆ Bd(x, r) ∩ Q y

puesto que las bolas miden positivo tenemos que µ(Bd(x, r0)) > 0. Por otro lado, por ser D
una familia numerable y (d.7), obtenemos de (2.1) que µ(Bd(x, r0)) ≤ µ(Q∩ ⋃

Q′∈D
∂(Q

′
)) =

0, lo cual es un absurdo. Por lo tanto E es denso en Q.

Finalmente probamos (d.11). Sean j ∈ Z y Q en Dj. Dado que dQ es la restricción de

una métrica, resulta ser dQ misma una métrica. Como las bolas son abiertas y acotadas,

tenemos que 0 < µ(BdQ
(x, r)) < ∞, para todo x en Q y r positivo. Sólo nos resta ver

que µQ satisface la condición de duplicación. Probemos primero dicho condición sobre

bolas centradas en puntos del conjunto E = Q \ ⋃

Q′∈D
∂(Q

′
). El caso general lo obten-

dremos luego por (d.10). Sean entonces x ∈ E y r > 0. Si r ≥ 4a2δ
j, donde a2 es la

constante dada en (d.5), entonces BdQ
(x, r) = BdQ

(x, 2r) = Q y la condición de dupli-

cación vale trivialmente. Supongamos entonces que 0 < r < 4a2δ
j. Tomemos j0 ≥ j tal

que 4a2δ
j0+1 ≤ r < 4a2δ

j0 y fijemos una función punto central Pj0+1 : Dj0+1 −→ X. Sea

Q
′ ∈ Dj0+1 el único cubo diádico tal que x ∈ Q

′ ⊆ Q y escribamos xQ′ = Pj0+1(Q
′
).

Entonces, de la definición de Pj0+1, el inciso (b) en la Proposición 2.13 para el cubo Q
′
,

la elección de j0 y (d.5) tenemos que

(2.2) Bd(xQ′ , a1δ
j0+1) ⊆ Q

′ ⊆ BdQ
(x, r),

donde a1 es la constante en (d.5). Por otro lado, usado la cota superior para r y la elección

de j0, tenemos que si z ∈ BdQ
(x, 2r) entonces

d(z, xQ′ ) ≤ d(z, x) + d(x, xQ′ )

≤ 2r + 2a2δ
j0+1

≤ 8a2δ
j0 + 2a2δ

j0+1

= (
8

δ
+ 2)

a2

a1

a1δ
j0+1.
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Es decir,

BdQ
(x, 2r) ⊆ B(xQ′ , (

8

δ
+ 2)

a2

a1

a1δ
j0+1).

Sea m el primer entero positivo tal que (8
δ

+ 2)a2

a1
≤ 2m. Notar que m no depende de

Q. Luego de la última inclusión, de (2.2) y la condición de duplicación para bolas con

respecto a la métrica d obtenemos que

µ(BdQ
(x, 2r)) ≤ µ(B(xQ′ , 2ma1δ

j0+1))

≤ Cmµ(B(xQ′ , a1δ
j0+1))

≤ Cmµ(BdQ
(x, r)),

donde C es la constante de duplicación para (X, d, µ). Veamos ahora que la condición de

duplicación vale en general para cualquier bola BdQ
(y, r) con y ∈ Q y r > 0. Puesto que,

por (d.10), E es denso en Q podemos tomar x ∈ E ∩ BdQ
(x, r) tal que d(x, y) < r/2.

Entonces tenemos que

BdQ
(x, r/2) ⊆ BdQ

(y, r) y BdQ
(y, 2r) ⊆ BdQ

(x, 5r/2).

Luego, de estas últimas inclusiones y la condición de duplicación sobre las bolas centradas

en puntos de E tenemos que

µ(BdQ
(y, 2r)) ≤ µ(BdQ

(x, 5r/2))

≤ C3µ(BdQ
(x, r/2))

≤ C3µ(BdQ
(y, r)).

Por lo tanto, (Q, dQ, µQ) es un espacio de tipo homogéneo con constante de duplicación

C̃ = max{C3, Cm}. �

2.3. La subfamilia diádica con descendencia no trivial

El Ejemplo 2.7 dado en la sección anterior muestra que pueden darse familias diádicas

D tales que en algunas regiones o en algunas escalas el espacio pueda ser dividido en piezas

cada vez más y más pequeñas y tal que en algunas regiones refinar escalas no implique un

real refinamiento del espacio. Para nuestro propósito de estudiar propiedades de espacios

funcionales via wavelets de tipo Haar será necesaria la identificación de aquellas escalas

y lugares de la partición donde el refinamiento de escala implique el refinamiento del

espacio. Esto induce a la definición de la subfamilia de D que contenga todos aquellos

cubos diádicos en D con descendencia no trivial.

Definición 2.17. La subfamilia D̃ con descendencia no trivial. Para D en D(δ)

y para cada j ∈ Z consideramos las familias D̃j = {Q ∈ Dj : #({Q′ ∈ Dj+1 : Q
′ ⊆ Q}) >
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1}. Definimos la subfamilia D̃ de todos aquellos cubos diádicos en D con descendencia

no trivial como D̃ =
⋃

j∈Z
D̃j.

De la definición de la subfamilia D̃ de D es claro que ésta identifica las regiones donde

el espacio es refinado. Esto es, Q ∈ D̃ si y sólo si #({Q′ ∈ Dj+1 : Q
′ ⊆ Q}) ≥ 2. El

siguiente resultado muestra que también identifica las escalas donde el refinamiento del

espacio es dado.

Proposición 2.18. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea D en D(δ)

dado. Entonces

(d.12) las familias D̃j, j ∈ Z son disjuntas dos a dos;

(d.13) la función J : D̃ −→ Z dada por Q 7→ J (Q) si Q ∈ D̃J (Q) está bien definida.

Demostración. Notemos que como (d.13) es una inmediata consecuencia de (d.12)

sólo tenemos que probar (d.12).

Sean j e i dos números en el conjunto de los enteros Z con j 6= i. Si supongamos que

j < i, es claro por la definición de D̃i, que si Q ∈ D̃i entonces Q 6∈ D̃j. Por otro lado,

para todo cubo diádico Q ∈ D̃j, de (d.1) tenemos que Q /∈ Dj+1. Más aún, Q /∈ Dj+n

para cualquier entero positivo n y por lo tanto Q /∈ D̃j+n. Dado que existe un entero

positivo n tal que j + n = i obtenemos que Q /∈ Di si Q ∈ Dj, con lo cual conclúımos la

prueba. �

Nos disponemos ahora a dar una propiedad importante de la subfamilia D̃. Recorde-

mos que un punto x en el espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) es un átomo en X si

µ({x}) > 0. Un conocido resultado de Maćıas y Segovia (ver [43]) da una caracterización

de átomos en términos de la métrica d en un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ). Más

precisamente ellos prueban que el punto x es un átomo en X si y sólo si existe una con-

stante positiva y finita r tal que B(x, r) ∩X = {x}. Usaremos esta caracterización para

probar que la subfamilia con descendencia no trivial D̃ de la familia diádica D identifica

átomos. En efecto, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.19. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia

diádica en D(δ). Sea D̃ la subfamilia con descendencia no trivial de D. Entonces

D = D̃
⋃

{{x} : µ(x) > 0} ,

donde la unión es disjunta.

Demostración. Veamos primero que D ⊆ D̃⋃ {{x} : µ(x) > 0}. Sea Q un cubo

diádico en D. Si Q pertenece a D̃ no hay nada que probar. Supongamos entonces que

Q no pertenece a D̃. Sea j un entero tal que Q ∈ Dj. Por la definición de D̃ y puesto
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que Q /∈ D̃ tenemos que Q ∈ Dj+n para todo número natural n. Esto implica que para

todo entero positivo n y todo cubo diádico Q
′ ∈ Dj+n con Q

′ ⊆ Q se tiene que Q
′
= Q.

Fijemos, para cada entero positivo n una función punto central Pj+n : Dj+n −→ X.

Escribamos xn = Pj+n(Q) y consideremos la bola Bn = Bd(xn, 2a2δ
j+n), donde a2 es

la constante dada en (d.5) para el cubo Q. Entonces, del inciso (b) de la Proposición

2.13 tenemos que Q ⊆ Bn para cada n. Luego, re(Q) ≤ re(Bn) ≤ 2a2δ
j+n para cada

entero positivo n, donde re(Q) y re(Bn) denotan los radios exteriores notables de Q y

Bn respectivamente. Como 0 < δ < 1, obtenemos entonces que re(Q) = 0. Aplicando

el Lema 2.2 concluimos que el cubo Q tiene un único punto, un punto aislado. De la

caracterización de Maćıas y Segovia se sigue que Q = {x}, donde x es un átomo en X.

Probemos ahora que D̃⋃ {{x} : µ(x) > 0} ⊆ D. Por ser D̃ una subfamilia de D, sólo

tenemos que probar que si x es un átomo entonces {x} ∈ D. Recordemos que, por (d.7),

µ(∂Q) = 0 para todo cubo diádico Q en D y esto implica que para cada entero j existe

un cubo diádico Qj ∈ Dj tal que x ∈ Qj. Fijemos para cada entero j una función punto

central Pj : Dj −→ X. Por la caracterización de Maćıas y Segovia tenemos que x es un

punto aislado y por lo tanto existe ε > 0 tal que

(2.3) Bd(x, ε) ∩X = {x}.

Por otro lado, de la Proposición 2.15 inciso (2), tenemos que el conjunto
⋃

j∈Z
Pj(Dj) es

denso en X y podemos tomar j0 ∈ Z y un cubo diádico Q ∈ Dj0 tal que d(x,Pj0(Q)) <

ε/2 y 2a2δ
j0 < ε/2, donde a2 es la constante en (d.5) para el cubo Q. Por lo tanto

Q = Qj0 = {x}. En efecto, si y ∈ Qj0 , del inciso (b) en la Proposición 2.13 y la elección

de j0 tenemos que

d(x, y) ≤ d(x,Pj0(Q)) + d(Pj0(Q), y)

≤ ε/2 + 2a2δ
j0

< ε.

Esto es, y ∈ Bd(x, ε), lo cual implica, por (2.3) que x = y. �

2.4. La noción de cuadrante

En la presente sección seguiremos estudiando la geomet́ıa básica de espacios de tipo

homogéneo via familias diádicas. En particular introducimos la noción de cuadrante y

damos sus propiedades más importantes. Esta definición será de gran utilidad en par-

ticular en el caṕıtulo 6 cuando tratemos con espacios de Hardy y BMO diádicos. Cabe

destacar que esta sección es una extensión a familias diádicas generales D en D(δ) de

resultados obtenidos en [2] para el caso particular de los cubos de Christ.
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Definición 2.20. Cuadrantes en una familia D en D(δ). Dados un espacio de

tipo homogéneo (X, d, µ) y una familia diádica D en D(δ) definimos, para cada cubo

diádico Q en D, el cuadrante de X que contiene al cubo Q, C(Q), como

C(Q) =
⋃

{Q′∈D:Q⊆Q′}

Q
′

.

Notemos que la anterior definición de cuadrante coincide con la nocion geométrica

usual de cuadrante cuando consideramos los cubos diádicos usuales de Rn. La siguiente

proposición contiene las propiedades centrales en relación a los cuadrantes para un espacio

de tipo homogéneo.

Proposición 2.21. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea D una familia

diádica en D(δ). Entonces

(c1) dos cuadrantes que se intersectan coinciden;

(c2) existe una constante geométrica M tal que
⋃

Q∈D
Q =

⋃

i=1,...,M

C(Qi), donde Q1, ..., QM

son cubos diádicos en D y C(Qi) ∩ C(Qj) = ∅ para i 6= j, i, j ∈ {1, ...,M};
(c3) si el espacio X tiene medida total finita, estos es, si µ(X) < ∞, entonces existe

un único cuadrante que coincide con un cubo Q en D y con todo X;

(c4) si el espacio X tiene medida total infinita, esto es, si µ(X) = ∞, entonces todo

cuadrante tiene medida infinita;

(c5) para cada cubo diádico Q en D se tiene que (C(Q), dC(Q), µC(Q)) es un espacio

de tipo homogéneo, donde dC(Q) y µC(Q) son las restricciones de d y µ a C(Q)

respectivamente.

Demostración. Comenzamos probando (c1). Sean Q1 y Q2 dos cubos diádicos en

D y x un punto en X tal que x ∈ C(Q1) ∩ C(Q2). De la propia definición de cuadrante

resulta que cada C(Qi), i = 1, 2, es una unión no decreciente de cubos diádicos. Entonces

para cada i = 1, 2, existen cubos diádicos Q̃i en D tal que x ∈ Q̃1 ∩ Q̃2 y Qi ⊆ Q̃i.

Esto implica, por (d.4), que Q̃1 ⊆ Q̃2 o Q̃2 ⊆ Q̃1. Cualquiera sea el caso obtenemos,

nuevamente por la definición de cuadrante, que C(Q1) = C(Q̃1) = C(Q̃2) = C(Q2), y (1)

queda demostrado.

La prueba de (c2) es una consecuencia de la siguiente afirmación: existe una constante

geomértica M̃ tal que

(2.4) #({C(Q) : C(Q) ∩B(x, r), Q ∈ D}) ≤ M̃,

para cada punto x ∈ X y todo r > 0. En efecto, supongamos que (2.4) vale. Como

B(x, r) ր X cuando r tiende a infinito, entonces #(CD) ≤ M̃ , donde CD = {C(Q) :

Q ∈ D}. Sean M = #(CD) y Q1, ..., QM cubos diádicos en D tal que C(Qi) ∩ C(Qj) = ∅
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para i 6= j, i, j ∈ {1, ...,M}. Veamos que
⋃

Q∈D
Q =

⋃

i=1,...,M

C(Qi). De la propia definición

de cuadrante obtenemos que C(Qi) ⊆ ⋃

Q∈D
Q para cada i = 1, ...,M . Por otro lado, sean

x ∈ ⋃

Q∈D
Q y Q ∈ D un cubo diádico que contiene al punto x. Puesto que M = #(CD),

entonces C(Q) ∩
(

⋃

i=1,...,M C(Qi)
)

6= ∅. Luego, existe un ı́ndice i ∈ {1, ...,M} tal que

C(Q)∩C(Qi) 6= ∅. De la propiedad (c1) se tiene entonces que C(Q) = C(Qi) y por lo tanto

x ∈ ⋃i=1,...,M C(Qi).

Probemos ahora (2.4). Sean x en X, r > 0 y j ∈ Z tal que a1δ
j+1 ≤ r < a1δ

j. Fijemos

una función punto central Pj : Dj −→ X. Consideremos la familia F j(x, r) = {Q ∈ Dj :

Q∩B(x, r) 6= ∅} y escribamos xQ para denotar la imágen del cubo diádico Q ∈ Dj v́ıa la

función punto central Pj; esto es, xQ = Pj(Q). De la definición de F j(x, r) y el inciso (b)

de la Proposición 2.13 podemos tomar, para cada cubo diádico Q ∈ F j(x, r), un punto

zQ ∈ B(xQ, 2a2δ
j) ∩ B(x, r), donde a2 es la constante en (d.5). Sea m el primer entero

positivo tal que 2a2δ
j ≤ 2ma1δ

j. Entonces {xQ : Q ∈ F j(x, r)} ⊆ B(x, 2m+1a1δ
j). En

efecto, si Q ∈ F j(x, r) entonces de la elección de j tenemos que

d(xQ, x) ≤ d(xQ, zQ) + d(zQ, x)

≤ 2a2δ
j + r

≤ 2ma1δ
j + a1δ

j

≤ 2m+1a1δ
j.

Luego, si N es la constante de homogeneidad de (X, d, µ) podemos aplicar el Teorema

1.3 para obtener #({xQ : Q ∈ F j(x, r)}) = #({xQ : Q ∈ F j(x, r)} ∩ B(x, 2m+1a1δ
j)) ≤

Nm+1. Como Pj : F j(x, r) −→ {xQ : Q ∈ F j(x, r)} es una biyección y #({C(Q) :

C(Q) ∩ B(x, r), Q ∈ D}) ≤ #(F j(x, r)), tomando M̃ = Nm+1 concluimos la prueba de

(2.4).

Para probar (c3), notemos que la condición µ(X) <∞ es equivalente a queX sea acotado.

Luego, por (d.9) y la definición de cuadrante obtenemos (c3).

Supongamos para probar (c4) que µ(x) = ∞. Sean j ∈ Z, Q ∈ Dj y Pj : Dj −→ X

una función punto central. Consideremos la sucesión no decreciente de cubos diádicos

(Qn : n ∈ Z+) definida a partir de (d.3) de la siguiente manera: Q1 es el único cubo

diádico en Dj−1 tal que Q ⊆ Q1 y en general para cada entero positivo n, Qn es el

único cubo diádico en Dj−n tal que Qn−1 ⊆ Qn. De la definición de cuadrante tenemos

que C(Q) =
⋃

n∈Z+

Qn. Fijemos ahora, para cada entero positivo n, una función punto

central Pj−n : Dj−n −→ X. Entonces para cada n se tiene que B(Pj(Q), a1δ
j−n) ⊆

B(Pj−n(Qn), (1 + a2

a1
)a1δ

j−n), donde a1 y a2 son las constantes en (d.5) para la familia
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D. En efecto, si x ∈ B(Pj(Q), a1δ
j−n) entonces del inciso (b) en la Proposición 2.13 y

puesto que Q ⊆ Qn, obtenemos que

d(x,Pj−n(Qn)) ≤ d(x,Pj(Q)) + d(Pj(Q),Pj−n(Qn))

≤ a1δ
j−n + 2a2δ

j−n = (1 +
2a2

a1

)a1δ
j−n.

Sea m el primer entero positivo tal que 1 + 2a2

a1
≤ 2m. De la propiedad de duplicación

para µ y (d.5) obtenemos que

µ(B(Pj(Q), a1δ
j−n)) ≤ µ(B(Pj−n(Qn), 2

ma1δ
j−n))

≤ Cmµ(B(Pj−n(Qn), a1δ
j−n))

≤ Cmµ(Qn).

Luego, µ(C(Q) = lim
n→∞

µ(Qn) ≥ 1
Cm lim

n→∞
µ(B(Pj(Q), a1δ

j−n)) = 1
Cmµ(X) = ∞.

Finalmente probamos (c5). Sea Q un cubo diádico en D. Puesto que dC(Q) es la restricción

de una métrica, resulta ser dC(Q) misma una métrica sobre C(Q). Además, como en la

prueba de (d.11), tenemos que para cada x en C(Q) y cada r > 0 se cumple que 0 <

µC(Q)(BdC(Q)
(x, r)) <∞. Nos resta ver entonces la condición de duplicación que será una

consecuencia de que en (d.11) la constante de duplicación es uniforme sobre todo cubo

diádico en D. Supongamos primero que X es acotado, es decir µ(X) < ∞. De (c3)

obtenemos que C(Q) = Q
′
para algún cubo diádico Q

′ ∈ D. Entonces de (d.11) tenemos

que (C(Q), dC(Q), µC(Q)) es un espacio de tipo homogéneo. Supongamos ahora que X no

es acotado. Sean x en C(Q) y r > 0. Pueden pasar los dos siguientes casos:

(a) existe un entero j y un cubo diádico Q̃ en Dj tal queQ ⊆ Q̃ y B(x, 2r)∩C(Q) ⊆ Q̃,

ó

(b) para cada entero j y cada cubo diádico Q̃ en Dj tal que Q ⊆ Q̃, existe un punto

z ∈ (B(x, 2r) ∩ C(Q)) \ Q̃.

Notemos que en ambos casos, puesto que Q ⊆ Q̃, tenemos que µQ̃(G) ≤ µC(Q)(G) para

todo conjunto µ-medible G. Luego en el caso en que ocurra (a) podemos usar (d.11) para

aplicar la condición de duplicación en (Q̃, dQ̃, µQ̃) y esta última observación para obtener

µC(Q)(B(x, 2r) ∩ C(Q)) = µC(Q)(B(x, 2r) ∩ Q̃)

= µQ̃(B(x, 2r) ∩ Q̃)

≤ CµQ̃(B(x, r) ∩ Q̃)

≤ CµC(Q)(B(x, r) ∩ Q̃)

≤ CµC(Q)(B(x, r) ∩ C(Q)).
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Supongamos por otro lado, que ocurre (b). Usaremos en este caso que la constante de

duplicación en cada cubo diádico, considerado éste como espacio de tipo homogéneo como

en (d.11), es la misma para todos los cubos. Para ello, fijemos un entero j tal que Q ∈ Dj

y consideremos una sucesión no decreciente de cubos diádicos (Qn : n ∈ Z+) definida

como en la prueba de (c4); esto es, Q ⊆ Q1 ⊆ Q2 ⊆ ... y cada Qn pertenece a Dj−n.

Luego, dado que C(Q) =
⋃

n∈Z+ Qn tenemos que BdC(Q)
(x, 2r) = Bd(x, 2r) ∩ C(Q) =

⋃

n∈Z+ Bd(x, 2r) ∩ Qn para todo x ∈ C(Q) y r > 0. Llamando C̃ a la constante de

duplicación dada en (d.11) para cada cubo diádico Qn obtenemos que

µ(BdC(Q)
(x, 2r)) = lim

n→∞
µ(Bd(x, 2r) ∩ C(Q))

≤ lim sup
n→∞

µ(Bd(x, 2r) ∩ C(Q))

≤ C̃ lim sup
n→∞

µ(Bd(x, r) ∩ C(Q))

= C̃ µ(Bd(x, 2r) ∩ C(Q)),

para todo x ∈ C(Q) y r > 0. �

El siguiente ejemplo muestra como se puede usar la proposición anterior para deter-

minar que una familia de subconjuntos no está en la clase D(δ).

Ejemplo 2.22. Consideremos el espacio X = {x ∈ R : −1 < x <∞} equipado con la

métrica usual y la medida de Lebesgue unidimensional. Para cada entero j y cada k ≥ −1

definamos Vj,k = (k2−j, (k+1)2−j)∩X. Puede demostrarse que la familia D =
⋃

j∈Z

Dj, con

Dj = {Vj,k : k ≥ −1} no verifica la condición (d.5) para ningún 0 < δ < 1, y por lo tanto

no pertenece a la clase D(δ). Otra forma de ver que la familia D no es una familia diádica

es a partir de la propiedad (c4) de la proposición anterior. En efecto, C(V1,−1) = (−1, 0)

que tiene medida de Lebesgue uno mientras la medida del espacio total es infinita.

2.5. La construcción de Christ: existencia de familias diádicas

La definición de familia diádica en la clase D(δ) es el punto de partida para el desarrol-

lo de muchos de los resultados de este trabajo. Aún cuando hemos dado muchos ejemplos

diversos de familias diádicas para una importante variedad de situaciones que representan

espacios de tipo homogéneo, es natural la siguiente pregunta: ¿existen familias diádicas

en cualquier espacio de tipo homogéneo?. La respuesta, en forma positiva, es dada por M.

Christ en [20]. El objetivo de la presente sección es mostrar la construcción de Christ.

El primer paso en tal construcción es la introducción de una estructura de árbol sobre

un conjunto de ı́ndices A que está estrechamente relacionada con la estructura métrica

del espacio X. Es decir, M.Christ define un orden parcial sobre A satisfaciendo algunas
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propiedades de árbol controladas por la distancia. El segundo paso es dado por el uso

de la mencionada estructura de árbol para definir los denominados cubos diádicos. Los

motivos de dedicar una sección a recordar tal construcción responden a dos objetivos.

Por un lado, como hemos señalado, la definición de familia diádica es nuestro punto de

partida para la presente tesis y es entonces importante asegurar la existencia de tales

familias para espacios de tipo homogéneos arbitrarios. Por otro lado, como veremos, la

construcción de Christ está basada entre otras cosas en un proceso de selección de puntos

que puede producir diferentes selecciones posibles aún cuando se fijen ciertas familias de

puntos del espacio que llamaremos redes. Estas distintas selecciones producen diferentes

familias diádicas y motivan el estudio de la equivalencia de bases de tipo Haar que abor-

daremos en el Caṕıtulo 5. El resultado de M. Christ puede enunciarse en nuestro contexto

del siguiente modo.

Teorema 2.23. Dado un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) existe una constante

positiva y finita δ0 tal que para todo δ ≤ δ0 existen familias diádicas D en D(δ).

Para la prueba del Teorema 2.23, introducimos la siguiente definición.

Definición 2.24. ε-Red. Dados un espacio métrico (X, d) y ε > 0, decimos que Nε

es una ε-red en (X, d) si Nε es un subconjunto de X ε-disperso maximal de X. Esto es,

d(x, x′) ≥ ε para todo x, x′ ∈ Nε con x 6= x′ y si E es cualquier otro subconjunto de X

conteniendo estrictamente a Nε entonces existen y, y′ ∈ E con y 6= y′ tal que d(y, y′) < ε.

De la propiedad de homogeneidad y el Teorema 1.3 obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.25. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Entonces todo sub-

conjunto E que sea ε-disperso en X es a lo sumo numerable. Más aún, si Nε es una ε-red

en X entonces Nε es finita si y sólo si X es acotado.

Demostración. La demostración es un consecuencia del Teorema 1.3. Fijemos un

punto x en X. Para cada número natural m denotamos con Bm la bola con centro en x y

radio 2mε, es decir, Bm = Bd(x, 2
mε). Por Teorema 1.3 tenemos que #(Bm ∩ E) ≤ Nm,

donde N es la homogeneidad del espacio (ver definicion en cap ETH). Luego podemos

escribir B1 ∩E = {x1, ..., x#(B1∩E)} y en general para cada número natural m escribimos

(Bm ∩E) \ (Bm−1 ∩E) = {x#(Bm−1∩E)+1, ..., x#(Bm∩E)} con lo cual E es finito si existe m

tal que X = Bm, es decir si X es acotado, y numerable en otro caso.

Supongamos ahora que Nε es una ε-red finita. Fijemos un punto z en Nε. Por la maxi-

malidad de Nε en el sentido de la dispersión tenemos que para todo x en X existe yx en

Nε tal que d(x, yx) < ε. Definamos M = sup{d(y, y′
) : y, y

′ ∈ Nε}. Como #(Nε) < ∞,

tenemos que M = max{d(y, y′
) : y, y

′ ∈ Nε} < ∞. Luego, para cada x en X tenemos
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que d(x, z) ≤ (x, yx) + (yx, z) ≤ ε + M ; es decir, X = Bd(z,M + ε) y entonces X es

acotado. �

Prueba del Teorema 2.23. En lo que sigue vamos a usar la notación Nε = {xk :

k ∈ K(ε)} para denotar los elementos de la ε-red Nε, donde K(ε) es un intervalo inicial

de los enteros positivos, que puede ser todo el conjunto Z+ de enteros positivos. De

la anterior proposición tenemos que K(ε) = Z+ si y sólo si X es no acotado. Para

un δ fijo y positivo, las anteriores consideraciones con ε = δj, j ∈ Z, da lugar a una

sucesión de δj-redes Nj = {xjk : k ∈ Kj}, donde Kj = K(δj). El conjunto de ı́ndices

A = {(j, k) : j ∈ Z and k ∈ Kj} juega un rol central en la construcción de Christ. Es

importante remarcar aqúı que la construcción de Christ no necesita de ninguna propiedad

de encaje de la familia de δj-redes Nj. De las propiedades de dispersión y maximalidad de

cada red Nj las dos siguientes afirmaciones son fáciles de checkear para cada (j, k) ∈ A.

(α) Existe a lo sumo un l0 ∈ Kj−1 tal que d(xjk, x
j−1
l0

) < δj−1

2
; y

(β) existe al menos un l ∈ Kj−1 tal que d(xjk, x
j−1
l ) < δj−1.

Estas propiedades permiten definir ordenes parciales � sobre A, inducidos por la

métrica d y la sucesión dada de δj−redes siguiendo el siguiente algoritmo que denom-

inaremos algoritmo de Christ :

I) tomamos (j, k) ∈ A
(a) si existe l0 ∈ Kj−1 tal que d(xjk, x

j−1
l0

) < δj−1

2
entonces decretamos que (j, k) �

(j − 1, l0),

(b) si no existe un tal l0 ∈ Kj−1, entonces seleccionamos cualquier l ∈ Kj−1 para

el cual d(xjk, x
j−1
l ) < δj−1, y decretamos que (j, k) � (j − 1, l),

II) decretamos que (j, k) no está relacionado con ningún otro (j − 1, s), s ∈ Kj−1,

III) extendemos � por transitividad.

Es fácil ver que todo orden parcial � definido con el algoritmo anterior satisface las

siguientes propiedades de árbol sobre A
(a1) si (j, k) � (i, l) entonces i ≤ j;

(a2) para cada (j, k) ∈ A e i ≤ j, existe un único l tal que (j, k) � (i, l);

(a3) if d(xjk, x
j−1
l ) < δj−1

2
then (j, k) � (j − 1, l);

(a4) if (j, k) � (j − 1, l), then d(xjk, x
j−1
l ) < δj−1.

Para una sucesión de δj-redes, Nj, δ > 0, diremos que un orden parcial � sobre A definido

por el algoritmo de Christ pertenece a la clase Oδ, brevemente, � ∈ Oδ.
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Para un orden �∈ Oδ dado, el cubo diádico de Christ al nivel j localizado en k ∈ Kj

es definido como

(2.5) Qj
k =

⋃

(i,l)�(j,k)

B(xil, aδ
i),

los cuales para pequeños valores de las constantes positivas a y δ < 1/2 satisfacen (d.1)

a (d.5) (ver [20]) con lo cual se prueba el Teorema 2.23. �

En lo que sigue, el conjuntoQj
k será llamado el cubo diádico asociado al punto xjk ∈ Nj.

La familia D� de todos aquellos Qj
k será llamada los cubos de Christ asociados a la familia

de redes {Nj : j ∈ Z} y al orden parcial �. Es importante notar que la selección en el

caso (b) de la construcción del órden parcial � no es única y por lo tanto hay una

gran diversidad de posibles órdenes parciales siguiendo el algoritmo de Christ sobre las

mismas redes fijas. Estos diferentes ordenes inducen diferentes formas para los conjuntos

Qj
k correspondientes a los parámetros de nivel-posición (j, k) ∈ A. En el Caṕıtulo 5

retomaremos este punto y estudiaremos la equivalencia de tales familias diádicas en un

sentido que explicitaremos más adelante.





CAPÍTULO 3

Herramientas básicas para el análisis diádico

En el caṕıtulo anterior hemos desarrollado con algún detalle la geometŕıa de las fa-

milias diádicas en la clase D(δ). Con el propósito de hacer análisis via familias diádicas

en espacios de tipo homogéneo, dedicamos este caṕıtulo a introducir, como el t́ıtulo lo

indica, las herramientas básicas del análisis diádico. Ellas son, una descomposición de

tipo Calderón-Zygmund asociada a familias D en la clase D(δ), operadores maximales de

Hardy-Litllewood diádicos asociados a estas familias D y sus correspondientes clases de

Muckenhoupt diádicas. En la última sección abordaremos el problema de extender al con-

texto diádico las clásicas desigualdades de tipo Fefferman-Stein para maximales a valores

vectoriales. Los resultados de dicha sección, contenidos en [8], han sido aceptados para

su publicación en la revista The Royal Society of Edinburg Proceedings, Section Mathe-

matics. Varios de los resultados de las dos primeras secciones son extensiones a nuestro

contexto general de familias diádicas en la clase D(δ), de ciertos teoremas clásicos. In-

cluiremos en esos casos sólo aquellas pruebas en las que el contexto geométrico adquiera

relevancia y daremos referencias bibliográficas donde pueden hallarse las demostraciones

que no incluimos. La sección 3 está dedicada a probar desigualdades de tipo Fefferman-

Stein diádicas en nuestro contexto que serán usadas en el caṕıtulo 5.

3.1. Descomposición de Calderón-Zygmund

La clásica descomposición de Calderón-Zygmund en el contexto eucĺıdeo es una herra-

mienta central para el análisis real y el estudio de operadores sobre espacios funcionales.

Extendemos aqúı esta descomposición asociada a familias diádicas D en la clase D(δ)

en el contexto general de espacio de tipo homogéneo. Para una función f µ-integrable

sobre X escribimos mQ(f) para denotar la media de f sobre el cubo diádico Q, esto es,

mQ(f) = 1
µ(Q)

∫

Q
fdµ. Definimos ademásmX(f) comomX(f) = 1

µ(X)

∫

X
fdµ si µ(X) <∞

y mX(f) = 0 si µ(X) = ∞.

Teorema 3.1. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica

en D(δ). Sean además f una función no negativa µ-integrable sobre X y λ una constante

positiva y finita tal que λ ≥ mX(f). Entonces existe una subfamilia F ⊆ D tal que

(CZ1) los cubos diádicos en F son disjuntos dos a dos;

(CZ2) mQ(f) > λ, para todo cubo Q en F ;

31
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(CZ3) mQ̃(f) ≤ λ para todo Q̃ en D tal que Q ( Q̃ para algún Q en F ;

(CZ4) mQ′ (f) ≤ λ para todo Q
′
en D tal que Q

′ ∩ (
⋃

Q∈F Q) = ∅;
(CZ5) la desigualdad mQ(f) ≤ Cλ vale para todo cubo diádico Q en F , donde C es la

constante dada en (d.8);

(CZ6) la medida total del conjunto cubierto por la familia F puede ser estimada en

términos de la norma L1 de f y λ,

µ(
⋃

Q∈F
Q) ≤ 1

λ

∫

X

fdµ;

(CZ7) para casi todo punto x, con respecto a la medida µ, que no pertenezca a
⋃

Q∈F
Q se

cumple que f(x) ≤ λ.

Demostración. Consideremos la siguiente subfamilia F de cubos diádicos

F = {Q ∈ D : mQ(f) > λ y mQ̃(f) ≤ λ para todo Q̃ ∈ D con Q ⊆ Q̃}.

Si F = ∅, las condiciones (CZ1 ), (CZ2 ), (CZ3 ), (CZ5 ) y (CZ6 ) se cumplen trivialmente.

Además, en el caso que F = ∅, (CZ4 ) es equivalente a

(3.1) mQ(f) ≤ λ, para todo cubo diádico Q ∈ D.

Por lo tanto, si F = ∅ probaremos (CZ4 ) probando que (3.1) vale. Para tal fin, supong-

amos que existe Q
′ ∈ D tal que mQ

′ (f) > λ. Entonces la familia

(3.2) FQ′ = {Q ∈ D : mQ(f) > λ,Q
′ ⊆ Q},

ordenada por la relación de inclusión de conjuntos, es acotada superiormente. Tal afir-

mación es una consecuencia inmediata de (d.9) para el caso en el que X es acotado. Para

el caso en que X no es acotado tomamos un j ∈ Z tal que Q
′ ∈ Dj. Escribimos Z+

0 para

denotar el conjunto de los enteros no negativos y consideramos la sucesión creciente de

cubos diádicos (Qn : n ∈ Z+
0 ) definida de la siguiente manera a partir de (d.3): Q0 = Q

′
;

Q1 ∈ Dj−1 tal que Q
′ ⊆ Q1; y en general, para un entero positivo n, Qn ∈ Dj−n tal

que Qn−1 ⊆ Qn. Notemos que, de (d.5), para cada entero no negativo n existe un punto

xn ∈ Qn tal que Bd(xn, a1δ
j−n) ⊆ Qn, donde a1 es la constante en (d.5). Entonces

mQn(f) =
1

µ(Qn)

∫

Qn

fdµ

≤ 1

µ(Qn)
‖f‖1

≤ 1

µ(Bd(xn, a1δj−n))
‖f‖1.

Como 0 < δ < 1, µ(Bd(xn, a1δ
j−n)) ր µ(X) = ∞ cuando n tiende a infinito. Luego, por

ser f una función de L1(X,µ), tenemos que mQn(f) tiende a cero si n tiende a infinito.
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Esto es, existe un entero no negativo n0 tal que mQn(f) ≤ λ para todo n ≥ n0. Ya

que la media sobre Q0 = Q
′
de la función f es acotada superiormente por λ, tomamos

n1 = max{0, ..., n0−1} tal que mQn1
(f) > λ. Con este n1 tenemos que FQ

′ ⊆ Qn1 , es

decir, hemos probado que FQ
′ es acotada superiormente si X es no acotado. Luego, por

el lema de Zorn, existe un elemento maximal en FQ
′ . Esto es, existe Q ∈ FQ

′ tal que

Q
′ ⊆ Q, lo cual contradice que F = ∅. Por lo tanto (3.1) vale.

Por otro lado, si F = ∅, obtenemos (CZ7 ) por una aplicación del Teorema de Diferen-

ciación de Lebesgue de la siguiente manera. Sea x ∈ X. Como F = ∅ entonces (3.1)

vale. Tomamos ahora, de (d.2), j ∈ Z y Q ∈ Dj tal que x ∈ Q. Nuevamente por (d.2),

tomamos una sucesión decreciente de cubos diádicos en D, (Q
′

n : n ∈ Z+), de la siguiente

manera: Q
′

1 = Q; para n = 2 tomamos un cubo diádico Q
′

2 ∈ Dj+2 tal que x ∈ Q
′

2, y en

general, para cada entero positivo n tomamos un cubo diádico Q
′

n ∈ Dj+n tal que x ∈ Q′

n.

Luego, por ser 0 < δ < 1 y (d.5) tenemos que Q′

n ց {x}. Del Teorema de Diferenciación

de Lebesgue y (3.1) tenemos probado (CZ7 ) si F = ∅.
Supongamos ahora que F 6= ∅. De la propia definición de F se obtienen (CZ2 ) y (CZ3 ).

Además, si Q y Q
′
son dos cubos diádicos en F con Q 6= Q

′
, de (d.4) y la definición de

F tenemos que Q ∩Q′
= ∅, lo cual prueba (CZ1 ).

Para probar (CZ4 ), sea Q
′
en D tal que Q

′ ∩ (
⋃

Q∈F Q) = ∅. Entonces

(3.3) Q
′ ∩Q = ∅ para todo cubo diádico Q ∈ F .

Supongamos que mQ
′ (f) > λ. Entonces, puesto que la familia FQ

′ definida en (3.2)

es acotada superiormente, aplicando el lema de Zorn tenemos que existe un elemento

maximal en FQ
′ . Esto es, existe Q ∈ FQ

′ tal que Q
′ ⊆ Q, lo cual contradice (3.3). Luego

mQ
′ (f) ≤ λ y esto concluye la prueba de (CZ4 ).

Para probar (CZ5 ) notemos primero que si Q es un cubo diádico en F , entonces existe un

cubo diádico en D que contiene estrictamente a Q. En efecto, si para todo cubo diádico Q̂

que contenga a Q se tuviera que Q̂ = Q, entonces de la definición de cuadrante asociado

al cubo diádico Q, C(Q), se tendŕıa que C(Q) = Q. Luego, por el contrarrećıproco de

la propiedad (5) en la Proposición 2.21 tendŕıamos que µ(X) < ∞, con lo cual de la

propiedad (4) en la Proposición 2.21 obtendŕıamos que Q = X. Esto implicaŕıa, por la

hipótesis sobre λ, que mQ(f) = mX(f) ≤ λ, contradiciendo el hecho de ser Q un elemento

de la familia F . Sea entonces Q̂ el menor cubo diádico, en el sentido de la inclusión, que

contiene estrictamente al cubo diádico Q. Notemos que Q̂ ∈ D̃J (Q̂) y Q ∈ DJ (Q̂)+1, donde

J es la función definida en (d.13) y D̃J (Q̂) es la subfamilia de DJ (Q̂) formada por los

cubos con descendencia no trivial. Como Q ∈ F , entonces Q̂ /∈ F . De este hecho, por ser
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Q un subconjunto de Q̂ y por (d.8) obtenemos que

λ ≥ 1

µ(Q̂)

∫

Q̂

fdµ

≥ 1

µ(Q̂)

∫

Q

fdµ

=
µ(Q)

µ(Q̂)

1

µ(Q)

∫

Q

fdµ

≥ 1

C
mQ(f),

donde C es la constante en (d.8). Luego, mQ(f) ≤ Cλ y (CZ5 ) queda probado.

Por otro lado, de la definición de F , de (d.7) junto con el hecho de ser F una familia de

cubos disjuntos dos a dos y por ser
⋃

Q∈F
Q un subconjunto de X tenemos que

µ(
⋃

Q∈F
Q) ≤

∑

Q∈F
µ(Q)

≤
∑

Q∈F

1

λ

∫

Q

fdµ

=
1

λ

∫

⋃

Q∈F
Q

fdµ

≤ 1

λ

∫

X

fdµ,

(3.4)

lo que prueba (CZ6 ).

Finalmente probamos (CZ7 ). Notemos que de la propia definición de F se tiene que si

x /∈ ⋃

Q∈F
Q, entonces existen un entero j y un cubo diádico Q ∈ D \ F tal que x ∈ Q.

Luego, (7) queda demostrado siguiendo la misma prueba que para el caso F = ∅. �

3.2. Maximales diádicas y clases de Muckenhoupt asociadas

En esta sección introducimos el operador maximal de Hardy-Litllewood diádico MD

y sus clases de pesos diádicos asociados ApD para una familia D en la clase D(δ) en el

contexto de espacio de tipo homogéneo y enunciamos sus propiedades más importantes.

Comenzamos con la definición del operador maximal de Hardy-Litllewood diádico. Dada

una familia diádica D en la clase D(δ) definimos el operador maximal diádico MD como

(3.5) MDf(x) = sup
Q

1

µ(Q)

∫

Q

|f(y)|dµ(y),
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donde el supremo es tomado sobre la familia de todos los cubos diádicos Q en D que

contienen al punto x. Puesto que, de (d.7), E =
⋃

Q∈D ∂(Q) tiene medida cero, es natural

definir MDf(x) = 0 cuando x ∈ E.

De la propia definición del operador maximal se obtiene fácilmente la acotación en el espa-

cio de Lebesgue L∞(X,µ). Más aún, ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞ para toda función f en L∞(X,µ).

Siguiendo la ĺınea de la demostración dada en [3] para el caso particular en que D sea

una familia de cubos diádicos de Christ obtenemos para nuestro contexto general los dos

siguiente resultados. El primero de ellos establece una relación entre la descomposición de

tipo Calderón-Zygmunhd diádica dada en el Teorema 3.1 y el operador MD. El segundo

de ellos, una consecuencia del primero, establece la acotación de tipo débil (1,1) para MD.

Lema 3.2. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica en

la clase D(δ). Sea F la familia de subconjuntos diádicos en D dada por el Teorema 3.1

para la función integrable f y el número real positivo λ. Entonces {x ∈ X : MDf(x) >

λ} =
⋃

Q∈F
Q.

Teorema 3.3. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica

en la clase D(δ). Existe una constante positiva y finita C tal que para cada función

medible f definida sobre X y para todo λ > 0 se tiene que

(3.6) µ ({x ∈ X : MDf(x) > λ}) ≤ C

λ

∫

X

|f(y)|dµ(y).

Luego, la acotación en Lp(X,µ) para 1 < p < ∞ del operador maximal MD sigue a

partir de una aplicación del teorema de interpolación de Marcinkiewicz.

El siguiente resultado será de utilidad en la última sección del presente caṕıtulo cuando

tratemos con desigualdades de tipo Fefferman-Stein del operador maximal de Hardy-

Litllewood a valores vectoriales. Dada una medida positiva de Borel ν sobre X diremos

que ν es D-doblante si existe una constante positiva C tal que ν(Q̃) ≤ Cν(Q) para todo

cubo diádico Q ∈ D, donde Q̃ es el primer ancestro de Q; esto es, Q ⊆ Q̃ y Q̃ ∈ Dj−1 si

Q ∈ Dj.

Proposición 3.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica

en la clase D(δ). Si w es una función no negativa y localmente integrable tal que wdµ es

D-doblante, entonces

(a) existe C > 0 tal que la desigualdad

w({x ∈ X : MDf(x) > λ}) ≤ C

λ

∫

X

|f(x)|MDw(x)dµ(x)

vale para toda función medible f y todo λ > 0;
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(b) dado 1 < p <∞, existe una constante positiva Cp tal que la desigualdad

∫

X

(MDf(x))pw(x)dµ(x) ≤ Cp

∫

X

|f(x)|pMDw(x)dµ(x)

vale para toda función medible f .

Demostración. Notemos primero que el resultado es trivial si w ≡ 0. En otro caso,

de (d.7), tenemos que E =
⋃

Q∈D ∂(Q) tiene medida cero y por lo tanto de la definición

de MD tenemos que MDw es positiva en casi todo punto de X. Entonces ‖MDf‖∞,w ≤
‖f‖∞,MDw. Por lo tanto, usando el Teorema de interpolación de Marcinkiewicz, sólo ten-

emos que demostrar (a).

Fijemos un λ > 0. Asumamos primero que λ ≥ mX(f). Entonces aplicamos el Teorema

3.1 para f al nivel λ y el Lema 3.2 y obtenemos una sucesión F = {Qi}i∈I de cubos

diádicos disjuntos en D tal que mQi
(f) > λ para todo i ∈ I y Ωλ =

⋃

i∈I Qi = {x ∈ X :

MDf(x) > λ}. Luego, existe una constante positiva C tal que para cada Qi ∈ F

(3.7)

∫

Q̃i

w(x)dµ(x) ≤ C

λ

∫

Qi

|f(y)|MDw(y)dµ(y),

donde Q̃i es el primer ancestro de Qi, esto es Qi ⊆ Q̃i y Q̃i ∈ Dj−1 si Qi ∈ Dj. En efecto,

dado que w es D-doblante, para cada Qi ∈ F obtenemos que

∫

Q̃i

wdµ ≤ C

λ

∫

Qi

|f |
(

1

µ(Q̃i)

∫

Q̃i

wdµ

)

dµ ≤ C

λ

∫

Qi

|f |MDwdµ.

Por lo tanto

w(Ωλ) ≤
∑

i∈I
w(Q̃i) ≤

∑

i∈I

C

λ

∫

Qi

|f |MDwdµ ≤ C

λ

∫

X

|f |MDwdµ.

Asumamos ahora que 0 < λ < mX(f). Luego µ(X) < ∞ y entonces, de la propiedad

(c3) de cuadrantes, X mismo es un cubo diádico en D. Aśı, como en la prueba de (3.7)

concluimos que
∫

X
wdµ ≤ 1

λ

∫

X
|f |MDwdµ. Por lo tanto

w({x ∈ X : MDf(x) > λ}) ≤
∫

X

w(x)dµ ≤ 1

λ

∫

X

|f |MDwdµ.

�

Finalizamos esta sección introduciendo las clases de Muckenhoupt y dando algunas de

sus propiedades más importantes en nuestro contexto diádico. Primero definimos, como

es usual, las clases de funciones de tipo Muckenhoupt asociadas a una familia diádica D
en la clase D(δ). Se dice que una función medible, no negativa y localmente integrable w
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definida sobre el espacio de tipo homogéneo (X, d, µ), es un peso diádico de Muckenhoupt

de la clase AD
p , 1 < p <∞ si la desigualdad

(3.8)

(

1

µ(Q)

∫

Q

w(x)dµ(x)

)(

1

µ(Q)

∫

Q

w(x)
−1
p−1dµ(x)

)p−1

≤ C,

vale para alguna constante C y todo cubo diádico Q ∈ D.

Para p = 1 decimos que w ∈ AD
1 si existe una constante C tal que la desigualdad

(3.9)
w(Q)

µ(Q)
≤ Cw(x)

vale para casi todo punto x ∈ Q y para todo cubo diádico Q ∈ D. La clase AD
∞ es definida

como

(3.10) AD
∞ =

⋃

p≥1

AD
p .

En general, dada una familia B de conjuntos abiertos B en X y 1 ≤ p ≤ ∞, definimos

las clases AB
p como en (3.8), (3.9) y (3.10) tomando conjuntos B ∈ B en lugar de Q ∈ D.

El siguiente resultado contiene las principales propiedades de los pesos diádicos en las

clases de Muckenhoupt AD
p , 1 ≤ p ≤ ∞ sobre espacios de tipo homogéneo.

Teorema 3.5. Sean 1 < p < ∞ y p′ tales que 1/p + 1/p′ = 1. Entonces valen las

siguientes afirmaciones:

(a) si w ∈ AD
p entonces w(x) > 0 para casi todo punto x,

(b) si w ∈ AD
p entonces wdµ es D−doblante,

(c) si w ∈ AD
p entonces w ∈ AD

q para todo q > p,

(d) w ∈ AD
p si y sólo si w1−p′ ∈ AD

p′,

(e) si w ∈ AD
p entonces w ∈ AD

q para algún q < p.

(f) w ∈ AD
p es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo fuerte (p, p) para el

operador MD con respecto a la medida wdµ,

(g) w ∈ AD
1 es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo débil (1, 1) para el

operador MD con respecto a la medida wdµ.

La demostración del Teorema 3.5 se obtiene como en el caso clásico eucĺıdeo para

pesos de Muckenhoupt siguiendo la prueba dada en [3] y en [2] para los pesos diádicos

de Muckenhoupt asociados a los cubos de Christ.

3.3. Desigualdades de tipo Fefferman-Stein diádicas

Las desigualdades de Fefferman-Stein para el operador maximal a valores vectoriales

dadas en [24] para el contexto eucĺıdeo son herramientas importantes en análisis armónico.

En lo que sigue, para una sucesión dada f = (fn : n ∈ N) de funciones definidas sobre
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X escribiremos ||f(x)||ℓr = (
∑

n |fn(x)|r)
1/r, para 1 < r < ∞. Si T es un operador

sobre funciones con valores escalares es posible extenderlo a un operador sobre funciones

con valores vectoriales definiendo T f = (Tfn : n ∈ N). Una extensión del resultado

de Fefferman-Stein al contexto general de espacio de tipo homogéneo es el Teorema 3.6

probado en [29]. Aqúı nosotros extendemos tal resultado al caso de un operador maximal

diádico MD. Más precisamente, probaremos el siguiente enunciado.

Teorema 3.6. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Sea D una familia diádica

dada en D(δ) y sea 1 < r <∞. Entonces

(a) si 1 ≤ p <∞, entonces existe una constante positiva C tal que

w({x ∈ X : ||MDf(x)||ℓr > λ}) ≤ C
1

λp

∫

X

||f(x)||pℓr w(x)dµ(x)

para toda sucesión de funciones medibles f y todo λ > 0, si y sólo si w ∈ AD
p ;

(b) si 1 < p <∞, entonces existe una constante positiva C tal que
∫

X

||MDf(x)||pℓr w(x)dµ(x) ≤ C

∫

X

||f(x)||pℓr w(x)dµ(x)

para toda sucesión de funciones medibles f , si y sólo si w ∈ AD
p .

Para demostrar el Teorema 3.6 usaremos dos herramientas clásicas. La primera de

ellas es la descomposición de Calderón-Zygmund asociada a una familia diádica D para

funciones integrables dada en el Teorema 3.1. La segunda herramienta esta compuesta por

los dos siguientes resultados de interpolación. Es importante destacar que la naturaleza

del dominio de las funciones es irrelevante para estos resultados de interpolación y por

lo tanto omitimos aqúı su demostración. Para una prueba pueden verse [11], [12] y [17],

donde los autores introducen el contexto básico de operadores valuados vectorialmente y

los espacios de Lebesgue con normas mixtas. El espacio mixto L
p
(ℓr) es el espacio de todas

las sucesiones f = (fn : n ∈ N) para las cuales
∫

X
||f(x)||pℓrdµ(x) < ∞, y decimos que

f pertenece a L
p

w(ℓr) cuando
∫

X
||f(x)||pℓrw(x)dµ(x) < ∞ para w no negativa y medible

sobre X.

Diremos que una función con valores escalares es simple si pertenece al espacio gener-

ado por las funciones caracteŕısticas de conjuntos medibles acotados. Con S denotamos

la clase de todas las sucesiones f tal que cada fn es una función simple y fn ≡ 0 para

n suficientemente grande. En [12] los autores probaron que S es denso en cada L
p

w(ℓr)

(1 ≤ p, r <∞) cuando w es una función no negativa localmente integrable.

Lema 3.7. Sean w(x) ≥ 0 una función localmente integrable definida sobre X, 1 <

r <∞, 1 ≤ pi <∞, i = 0, 1, y supongamos que T es un operador sublineal definido sobre
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S que satisface

w ({x ∈ X : ||T f(x)‖ℓr > α}) ≤ Npi

i

αpi

∫

X

||f(x)||pi

ℓrw(x)dµ(x)

para i = 0, 1 y f ∈ S con N0 y N1 constantes. Entonces T se extiende de manera única

a un operador sublineal sobre Lpw(lr) y existe una constante Nθ tal que

(∫

X

||T f(x)‖pℓrw(x)dµ(x)

)1/p

≤ Nθ

(∫

X

||f(x)||pℓrw(x)dµ(x)

)1/p

donde 1
p

= (1 − θ) 1
p0

+ θ 1
p1

, 0 ≤ θ ≤ 1.

Lema 3.8. Sean w(x) ≥ 0 una función localmente integrable definida sobre X, 1 <

p <∞, 1 ≤ ri <∞, i = 0, 1 y supongamos que T es un operador sublineal definido sobre

S que satisface

(∫

X

||T f(x)‖pℓriw(x)dµ(x)

)1/p

≤ Ni

(∫

X

||f(x)‖pℓriw(x)dµ(x)

)1/p

para algún Ni, con i = 0, 1 y f ∈ S. Entonces T se extiende de manera única a un

operador sublineal sobre Lpw(ℓr) tal que

(∫

X

||T f(x)‖pℓrw(x)dµ(x)

)1/p

≤ Nθ

(∫

X

||f(x)‖pℓrw(x)dµ(x)

)1/p

donde 1
r

= (1 − θ) 1
r0

+ θ 1
r1

, 0 ≤ θ ≤ 1.

Demostración del Teorema 3.6 Si f = (f1, 0, 0, ...) entonces ‖f(x)‖r = |f1(x)| y

‖MDf(x)‖r = MDf1(x). Por consiguiente si vale (a) se tiene el tipo débil (p, p) para MD

con peso w. Esto implica que w ∈ AD
p . Por lo tanto sólo debemos probar la suficiencia

de la pertenencia a la clase AD
p para (a) y (b). Observemos primero que (b) para el caso

p = r se obtiene fácilmente del Teorema de Beppo-Levi y la acotación en Lpw(X, dµ) para

MDf .

Comenzamos probando (a) para 1 ≤ p < r. Sea w ∈ AD
p y supongamos primero que

f ∈ S. El caso general se obtiene por densidad siguiendo argumentos usuales.

Tomemos λ > 0 y escribamos ψ(x) = ||f(x)||ℓr . Puesto que fn ≡ 0 para n grande y

ya que cada fn es una función simple con soporte acotado, es claro que ψ pertenece a

cada L
p

w(X, dµ). Como λ > 0, si el espacio total X es no acotado, o equivalentemente de

medida µ infinita, entonces tenemos que λ > mX(ψ).

Puesto que µ(X) = ∞ no es la situación general para espacios de tipo homogéneo, en

este punto de la prueba hay que tener especial cuidado en el caso en que X es acotado.

Asumamos entonces que 0 < λ < mX(ψ). Supongamos primero que p > 1. Puesto que
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w ∈ AD
p y X mismo es un cubo diádico, de la desigualdad de Hölder tenemos que

∫

X

ψdµ ≤
(∫

X

ψpwdµ

)1/p(∫

X

w− p′

p dµ

)
p−1

p

≤ C

(∫

X

ψpwdµ

)1/p
µ(X)

w(X)1/p
.

Con lo cual

w(X) ≤ Cp

λp

∫

X

ψpwdµ.

Si p = 1,

w(X) <
1

λ

∫

X

ψ(y)
w(X)

µ(X)
dµ(y) ≤ 1

λ

∫

X

ψ(y)w(y)dµ(y),

donde en la última desigualdad hemos usado que w ∈ AD
1 y que X es un cubo diádico.

Por lo tanto, puesto que {x ∈ X : ||MDf(x)||ℓr > λ} ⊆ X, la desigualdad en (a) queda

probada si 0 < λ < mX(ψ).

Sólo nos queda ver el caso λ ≥ mX(ψ). Sea F = {Qi : i ∈ I} la familia de cubos

diádicos dada por el Theorem 3.1 aplicado a la función ψ y a λ. Sea Ω = Ωλ =
⋃

i∈IQi.

Escribimos cada fn como fn = fn,1 + fn,2, donde fn,1 = fnχX\Ω
y fn,2 = fnχΩ

. Luego,

f = f1 + f2, donde f1 = (fn,1 : n ∈ N). De la sublinealidad del operador maximal de

Hardy-Litllewood diádico y la desigualdad de Minkowski obtenemos que

||MDf(x)||ℓr ≤ ||MDf1(x)||ℓr + ||MDf2(x)||ℓr = I1(x) + I2(x).

Empecemos por demostrar la desigualdad de tipo débil para I1(x). Puesto que, del Teo-

rema 3.1, es ψ(x) = ||f(x)||ℓr ≤ Cλ para casi todo x 6∈ Ω, tenemos que para tales puntos

x vale la siguiente desigualdad

||f1(x)||rℓr = ||f1(x)||r−pℓr ||f1(x)||pℓr ≤ Cλr−p||f1(x)||pℓr .

Luego, por el Teorema 3.5 (f), tenemos que

w({x ∈ X : ||MDf1(x)||ℓr > λ/2}) ≤ 2r

λr

∫

X

||MDf1(x)||rℓrw(x)dµ(x)

≤ Cr2
r

λr

∫

X

||f1(x)||rℓrw(x)dµ(x)

≤ Cr2
r

λp

∫

X

||f(x)||pℓrw(x)dµ(x).

Con el fin de obtener el resultado para I2(x), definimos, para cada n ∈ N, la función

f̃n(x) =

{

1
µ(Qi)

∫

Qi
|fn(y)|dµ(y) si x ∈ Qi,

0 si x 6∈ Ω

Entonces tenemos que

(3.11) MDfn,2(x) ≤ CMDf̃n(x),
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para todo n ∈ N y todo x 6∈ Ω. En efecto, sean x 6∈ Ω y Q ∈ D un cubo diádico que

contenga al punto x. Escribimos J = {j : Qj ∈ F and Qj

⋂

Q 6= ∅}. Notemos que, si

j ∈ J , puesto que Qj y Q son cubos diádicos, entonces Qj ⊆ Q y de la definición de fn,2

obtenemos que

1

µ(Q)

∫

Q

|fn,2|dµ =
1

µ(Q)

∑

j∈J

∫

Qj∩Q
|fn,2|dµ =

1

µ(Q)

∑

j∈J

∫

Qj

|fn,2|dµ.

Luego,

1

µ(Q)

∫

Q

|fn,2(y)|dµ(y) =
1

µ(Q)

∑

j∈J

∫

Qj

|fn(y)|dµ(y)

=
1

µ(Q)

∑

j∈J

∫

Qj

[

1

µ(Qj)

∫

Qj

|fn(y)|dµ(y)

]

dµ(z)

=
1

µ(Q)

∑

j∈J

∫

Qj

|f̃n(z)|dµ(z)

≤ C
1

µ(Q)

∫

Q

|f̃n(y)|dµ(y) ≤ CMDf̃n(x),

lo cual prueba (3.11).

Ahora escribimos

w({x ∈ X : I2(x) > λ/2}) ≤ w(Ω) + w({x ∈ X \ Ω : I2(x) > λ/2}) = I + II.

Para estimar I comenzamos estimando w(Qj). Vamos a asumir primero que p > 1. De la

desigualdad de Hölder’s y puesto que w ∈ AD
p tenemos que

λ <
1

µ(Qj)

∫

Qj

||f(x)||ℓr dµ(x)

≤ 1

µ(Qj)

(

∫

Qj

||f(x)||pℓrw(x) dµ(x)

)1/p(
∫

Qj

w(x)−p
′/p dµ(x)

)1/p′

≤ C

(

∫

Qj

||f(x)||pℓrw(x) dµ(x)

)1/p(
∫

Qj

w(x) dµ(x)

)−1/p

.

Entonces

w(Qj) ≤ C
1

λp

∫

Qj

||f(x)||pℓrw(x) dµ(x).

En el caso p = 1 usando la condición AD
1 obtenemos que

w(Qj) <
1

λ

∫

Qj

||f(x)||ℓr
w(Qj)

µ(Qj)
dµ(x) ≤ 1

λ

∫

Qj

||f(x)||ℓrw(x) dµ(x).
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Por lo tanto

I =
∑

j∈I
w(Qj) ≤

∑

j∈I

C

λp

∫

Qj

||f(x)||pℓrw(x) dµ(x) ≤ C

λp

∫

X

||f(x)||pℓrw(x) dµ(x).

La desigualdad en (a) para p ≤ r será una consecuencia de la desigualdad II ≤ cw(Ω).

En lo que sigue vamos a escribir f̃ para denotar la sucesión f̃ = (f̃n : n ∈ N). Notemos

que del Teorema 3.5 (f) tenemos que

II ≤ w({x ∈ X : ||MD f̃(x)||ℓr > λ/2C}).

≤ 2C

λr

∫

X

||MD f̃(x)||rℓrw(x)dµ(x).

≤ C

λr

∫

X

||̃f(x)||rℓrw(x)dµ(x)

=
C

λr

∫

Ω

||̃f(x)||rℓrw(x)dµ(x).

Denotando con Q̃j el primer ancestro del cubo Qj ∈ F obtenemos, de la desigualdad de

Minkowski’s, que para cada x ∈ Ω vale que

||̃f(x)||ℓr =

(

∑

n∈N

[

1

µ(Qj)

∫

Qj

|fn(y)|dµ(y)

]r)1/r

≤ 1

µ(Qj)

∫

Qj

||f(y)||ℓrdµ(y)

≤ C

µ(Q̃j)

∫

Q̃j

||f(y)||ℓrdµ(y) ≤ Cλ.

Entonces

II ≤ C

λr

∫

Ω

λrw(x)dµ(x) = Cw(Ω),

como deseábamos.

Empecemos probando (b) para 1 < p < r. Si w ∈ AD
p entonces, del Teorema 3.5 (c)

y (e), existen p1 y p2 con 1 ≤ p1 < p < p2 < r tales que w ∈ AD
p1

y w ∈ AD
p2

. Por lo

tanto (a) vale para p1 y p2. Entonces del Lemma 3.7 obtenemos (b) para todo p tal que

p1 < p < p2, y por lo tanto (b) vale para 1 < p < r.

La prueba de (b) en el caso p > r se obtiene por un argumento de dualidad si r es

pequeño y por el Lemma 3.8 si r es grande. Primero notemos que como w ∈ AD
p con

p > r, por el Teorema 3.5 (e), w ∈ AD
p
r0

para algún 1 < r0 < p. Si r0 < r < p, como (b)

vale para r = p, sólo tenemos que probar (b) para r0 y aplicar el Lema 3.8. Con lo cual

sólo necesitamos probar (b) para 1 < r ≤ r0.

Puesto que w ∈ AD
p
r0

, del Teorema 3.5 (c), w ∈ AD
q para todo q ≥ p

r0
y del Teorema

3.5 (d) y (a), obtenemos que w1−q′ ∈ AD
q′ y w(x) > 0 en casi todo punto. Sea ϕ ≥ 0
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tal que ϕ ∈ Lq
′

w(X,µ) con ||ϕ||q′,w ≤ 1. De la desigualdad con pesos diádicos para MD

obtenemos que
∫

X

|MD(ϕw)|q′w(x)1−q′dµ(x) ≤ C

∫

X

|ϕw|q′w(x)1−q′dµ(x) ≤ C.

Luego, de la Proposición 3.4 y la desigualdad de Hölder con q y q′
∫

X

||MDf(x)||rℓrϕ(x)w(x)dµ(x) ≤ C

∫

X

||f(x)||rℓrMD(ϕw)(x)dµ(x)

≤ CD

(∫

X

||f(x)||rqℓrw(x)dµ(x)

)1/q

,

con

D =

(

∫

X

(

MD(ϕw)(x)

w(x)

)q′

w(x)dµ(x)

)1/q′

=

(∫

X

(MD(ϕw)(x))q
′

w(x)1−q′dµ(x)

)1/q′

≤ C,

para todo q ≥ p
r0

y toda ϕ ≥ 0 tal que ||ϕ||q′,w ≤ 1. Entonces, tomando supremo sobre

tales ϕ tenemos que
(∫

X

||MDf(x)||rqℓrw(x)dµ(x)

)1/q

≤ C

(∫

X

||f(x)||rqℓrw(x)dµ(x)

)1/q

,

para todo q ≥ p
r0

. Por otro lado, puesto que 1 < r ≤ r0, la anterior desigualdad vale con

q = p/r ≥ p/r0, que es la desigualdad deseada (b). �





CAPÍTULO 4

Sistemas de Haar asociados a familias diádicas

El sistema de Haar ortonormal en L2(R) dado por hjk(x) = 2j/2h(2jx− k), con j ∈ Z

y k ∈ Z, donde h(x) = χ
(0,1/2]

(x) − χ
(1/2,1]

(x) es sólo el más conocido de una amplia

familia de bases de tipo Haar en una dimensión. En este caso, la familia de los intervalos

diádicos Ijk = (k2−j, (k + 1)2−j], con j ∈ Z y k ∈ Z es la familia diádica natural para

tal sistema en el sentido que Ijk es el conjunto donde hjk no se anula. Más aún, cada hjk
es constante sobre los dos subintervalos Ij+1

2k y Ij+1
2k+1 de Ijk. Es claro que la familia de los

intervalos diádicos Ijk, con j ∈ Z y k ∈ Z forman una familia diádica en la clase D(1/2)

en el sentido de la Definición 2.3. Más aún, cualquier sistema de funciones de la forma

{ϕjk = αjkh
j
k : j ∈ Z, k ∈ Z} con αjk = ±1 es una base ortonormal en L2(R), cada función

ϕjk tiene a Ijk como su soporte esencial y es constante sobre cada subintervalo diádico Ij+1
2k

y Ij+1
2k+1 de Ijk. Es decir, las funciones ϕjk, con j ∈ Z y k ∈ Z, forman otro sistema de tipo

Haar.

El presente caṕıtulo está dedicado a definir, demostrar la existencia y dar las propiedades

básicas de lo que denominaremos sistema de Haar asociado a una familia diádica en la

clase D(δ) para nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo. Los objetos que

forman tales sistemas son los elementos básicos con los cuales nos dispondremos en los

caṕıtulos siguientes a hacer análisis sobre espacios de funciones definidas sobre espacios

métricos con medida. Comenzamos en la primer sección dando la definición precisa de

sistema de Haar y demostrando algunas propiedades básicas de tales sistemas. En la

segunda sección mostramos que toda familia diádica induce una estructura de tipo análi-

sis multirresolución. Para tal fin son claves algunos resultados de densidad que también

probamos. La sección siguiente muestra que sobre toda familia diádica pueden constru-

irse siempre sistemas de Haar. Para tal fin seguimos la construcción dada por Aimar (ver

tambien [2] o [9]) para el caso de los cubos de Christ. La última sección está dedicada a

enunciar un resultado de caracterización de espacios de Lebesgue pesados con pesos en

las clases AD
p , 1 < p < ∞. Es importante destacar que todos los resultados de las tres

útimas secciones del presente caṕıtulo son generalizaciones de resultados dados en [2].

Más aún, las demostraciones de los enunciados de tales secciones se siguen como en [2]

ya que la definición de sistema de Haar que damos en la Sección 1 fue inspirada en los

cubos de Christ.

45
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4.1. Los sistemas H

Comencemos dando la definición de sistema de Haar que adoptaremos a partir de

aqúı y que usaremos a lo largo del presente trabajo.

Definición 4.1. Sistema de Haar asociado a D ∈ D(δ). Sea D una familia

diádica en D(δ) sobre (X, d, µ). Un sitema H de funciones reales simples medibles y

borelianas h definidas sobre X es un sistema de Haar asociado a D si satisface

(h.1) Para cada h ∈ H existe un único j ∈ Z y un cubo Q = Q(h) ∈ D̃j tal que

{x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊆ Q, y esta propiedad no vale para ningún cubo en Dj+1.

(h.2) Para todo Q ∈ D̃ =
⋃

j∈Z
D̃j existen exactamente MQ = #(O(Q)) − 1 ≥ 1

funciones h ∈ H tales que (h.1) vale, donde O(Q) = {Q′ ∈ Dj+1 : Q
′ ⊆ Q} si

Q ∈ D̃j. Escribiremos HQ para denotar el conjunto de todas estas funciones h.

(h.3) Para cada h ∈ H se tiene que
∫

X
hdµ = 0.

(h.4) Para cada Q ∈ D̃ sea VQ el espacio vectorial de todas las funciones definidas sobre

Q que son constantes sobre cada Q
′ ∈ O(Q). Entonces el sitema { χ

Q

(µ(Q))1/2 } ⋃HQ

es una base ortonormal para VQ.

Es importante destacar que de (h.1) y (h.4) se tiene que las funciones h ∈ H son

constantes sobre cada cubo diádico Q
′ ∈ O(Q(h)), donde Q(h) es el cubo dado en (h.1).

Más precisamente, cada h ∈ H es de la forma

(4.1) h =
∑

i∈I
aiχQi

,

para algún conjunto de ı́ndices I que es un intervalo inicial de los naturales y donde

Qi ∈ O(Q(h)). Además, valen las siguientes dos propiedades adicionales. Como es usual,

para una función medible f escribimos ‖f‖∞ = ‖f‖L∞ = sup ess|f |.
(h.5) Existen dos constantes positivas c1 y c2 tales que las desigualdades

c1µ(Q
′

)−1/2 ≤ ‖h‖∞ ≤ c2µ(Q(h))−1/2,

valen para cada función h ∈ H y cada Q
′ ∈ O(Q(h)).

(h.6) Para cada h ∈ H tenemos que

‖h‖∞χ
Q
′
h

(x) ≤ |h(x)| ≤ ‖h‖∞χQ(h)
(x),

para todo punto x ∈ X y algún cubo diádico Q
′

h ∈ O(Q(h)).

En efecto. Sea h =
∑

i∈I aiχQi
como en (4.1). Como los Qi son disjuntos dos a dos,

de (h.4) obtenemos que

a2
i0
µ(Qi0) ≤

∑

i∈I
a2
iµ(Qi) = ‖h‖2

L2(X,µ) = 1,
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para cada i0 ∈ I. Entonces,

ai ≤ (µ(Qi))
−1/2,

para cada i ∈ I. Aśı, de (d.8), ai ≤ C(µ(Q(h)))−1/2 para todo i ∈ I y alguna constante

positiva C, lo que prueba la desigualdad derecha de (h.5).

Para probar la desigualdad izquierda de (h.5), notemos primero que a partir de (d.8)

tenemos que

(4.2)
1

C
≤ µ(Qi)

µ(Qj)
≤ C,

para todo i, j ∈ I y C la constante de (d.8). En efecto, por (d.8) tenemos que µ(Qi) ≤
µ(Q(h)) ≤ Cµ(Qi). Por otro lado, si para cada i ∈ I se tuviera que |ai| < (Nµ(Qi))

−1/2,

entonces de (h.4) tendriamos que

1 =
∑

i∈I
a2
iµ(Qi) < 1,

que es un absurdo. Por lo tanto, existe al menos un i0 ∈ I tal que |ai0| ≥ (Nµ(Qi0))
−1/2.

Luego, puesto que ‖h‖∞ ≥ |ai0|, de (4.2) obtenemos la desigualdad izquierda de (h.5)

con c1 = mı́n{(N)−1/2, (CN)−1/2}.
La prueba de (h.6) es inmediata de (4.1). En efecto, sea i0 ∈ I tal que ‖h‖∞ = ai0 .

Entonces tenemos (h.6) tomando Q
′

h = Qi0 .

4.2. Estructura de multirresolución

Veremos en la presente sección que todo familia diádica induce una estructura de tipo

análisis multirresolución sobre un espacio de tipo homogéneo. Comencemos con la prueba

del siguiente lema.

Lema 4.2. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica en la

clase D(δ). Entonces, para cada conjunto abierto y acotado G de X, existe una subfamilia

G de cubos diádicos de D, disjuntos dos a dos, tal que

µ

(

G \
⋃

Q∈G
Q

)

= 0.

Demostración. Para definir la familia G, fijamos un punto x ∈ G
⋂

(

⋃

Q∈D

)

y

tomamos r > 0 tal queB(x, r) ⊆ G. Sea j ∈ Z suficientemente grande tal que 2a2δ
j < r/2,

donde a2 es la constante dada en (d.5). Entonces existe un único Qx ∈ Dj tal que x ∈ Qx.

Más aún, Qx ⊆ B(x, r) ⊆ G. En efecto, de nuestra elección para j tenemos que si y ∈ Qx
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y Pj(Qx) es la imágen del cubo Qx via la función punto central Pj definida en el Caṕıtulo

2, entonces

d(x, y) ≤ d(y,Pj(Qx)) + d(Pj(Qx), x)

≤ 2a2δ
j + 2a2δ

j < r.

Consideremos ahora la familia Dx(G) = {Q ∈ D : x ∈ Q ⊆ G}. Puesto que Qx ∈ Dx(G)

y G es acotado, resulta ser Dx(G) acotado superiormente con respecto a la inclusión de

conjuntos. Luego, para cada x ∈ G
⋂

(

⋃

Q∈D

)

denotamos con Q(x) el elemento maximal

de Dx(G). Definiendo entonces la familia G como

G =

{

Q(x) : x ∈ G
⋂

(

⋃

Q∈D

)}

,

concluimos la prueba del lema. �

El siguiente resultado establece que las funciones simples sobre cubos diádicos son

suficientes para definir los espacios de Lebesgue clásicos sobre espacios de tipo homogéneo

con medida regular.

Proposición 4.3. Sean µ una medida regular, (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo

y D una familia diádica. Entonces el espacio de todas las combinaciones lineales finitas de

funciones caracteŕısticas de cubos diádicos Q ∈ D es denso en cada espacio de Lebesgue

Lp(X,µ) cuando p <∞.

Demostración. Sean p < ∞ y f ∈ Lp(X,µ) una función no negativa. Dado ε > 0,

tomamos x0 ∈ X y R > 0 tal que ‖fχ
X\B(x0,R)

‖pLp < ε. Sea fR = fχ
B(x0,R)

. Puesto que

fR puede ser aproximada de manera creciente por funciones simples de subconjuntos

disjuntos de Borel acotados, existe una función

g =
N
∑

n=1

βnχEn
,

con En subconjuntos acotados de Borel de X tal que ‖h − g‖pLp < ε. Puesto que µ

es una medida regular, para cada n = 1, ..., N existe un conjunto abierto y acotado

Gn tal que En ⊆ Gn y µ(Gn \ En) < ε. Para cada n = 1, ..., N denotamos con Gn la

subfamilia de D dada por el lema anterior para el conjunto abierto Gn. Asumamos que

Gn = {Qn,l ∈ D : l ∈ L(n)} donde L(n) es un intervalo inicial de enteros positivos que en

general coincide con Z+. Luego, para cada j ∈ Z definimos la función

Ψj(x) =
N
∑

n=1

βn
∑

l∈L(n):l≤j
χ

Qn,l
(x),
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que resulta ser una combinación lineal finita de caracteŕısticas de cubos diádicos y que

para j suficientemente grande se tiene que

‖g − Ψj‖pLp < ε

(

N
∑

n=1

βn

)p

.

Por lo tanto, las combinaciones lineales de funciones caracteŕısticas sobre cubos diádicos

son densas en lada espacio de Lebesgue Lp(X,µ). �

Veamos ahora cómo las familias diádicas inducen cierta estructura de análisis mul-

tirresolución. Fijemos D una familia diádica en la clase D(δ) sobre un espacio de tipo

homogéneo (X, d, µ) dado. Para cada entero j definimos Vj como el subespacio cerrado

de L2(X,µ) de todas las funciones f que son constantes, salvo en conjuntos de medida

nula, sobre cada cubo diádico Q ∈ Dj.

Teorema 4.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica.

La sucesión (Vj : j ∈ Z) satisface las siguientes propiedades de análisis multirresolución.

(a) Para todo entero j se tiene que Vj ⊆ Vj+1.

(b) La unión de los espacios Vj con j ∈ Z es denso en L2(X,µ).

(c) La intersección de todos los espacios Vj con j ∈ Z es el espacio unidimensional

de todas las funciones constantes sobre X si µ(X) <∞.

(d) La intersección de todos los espacios Vj con j ∈ Z se reduce a la función nula si

µ(X) = ∞.

Demostración. La propiedad (a) es inmediata. Para demostrar (b), tomemos f ∈
L2(X,µ) y ε > 0. De la proposición anterior existe un entero positivo N y una función

ψ =
∑N

n=1 βnχQn
con Qn ∈ D tal que ‖ψ − f‖2 < ε. Por otro lado, cada cubo diádico

Qn puede ser descompuesto (salvo un conjunto de medida nula) como una unión finita

disjunta de cubos diádicos de Dj donde j = max{i ∈ Z : Qn ∈ Di, n = 1, ..., N}. Entonces

claramente ψ ∈ Vj. Ahora probamos (c). Como la medida del espacio total X es finita, de

(d.10) se sigue que X = Q ∈ Dj0 para algún j0 ∈ Z. Entonces Vj0 es el espacio de todas

las funciones constantes sobre X. Por lo tanto, Vj = V vj0 para cada j ≤ j0. Además,

de (a), tenemos que Vj0 ⊆ Vj para cada j ≥ j0. Esto es,
⋂

j∈Z
Vj = Vj0 . Finalmente

probamos (d). Sea f una función que pertenece a cada espacio Vj con j ∈ Z. Puesto que

f ∈ V0, entonces f es constante sobre cada cubo diádico Q ∈ D0. Si alguna de estas

constantes fuera diferente de cero, necesariamente debeŕıamos tener que f toma el mismo

valor constante sobre todo el cuadrante que contenga a Q. Pero esto no puede ocurrir

para una función de L2(X,µ) si µ(X) = ∞ ya que por (c3) cada cuadrante tiene medida

infinita. Por lo tanto f es la función nula. �
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4.3. La construcción de Aimar

La Definición 4.1 es axiomática y cabe entonces preguntarse si existen sistemas de tipo

Haar para cualquier familia diádica dada. Dedicamos esta sección a tratar tal cuestión.

Para tal fin, aplicamos la misma construcción de wavelets de tipo Haar que H. Aimar

hace en [1] sobre los cubos de Christ (ver tambien [9] y [2]) a nuestro contexto general

de familia diádica. Sea D una familia diádica en la clase D(δ). Para cada cubo diádico

Q ∈ D̃ consideremos el espacio VQ de todas las funciones sobre Q que son constantes

sobre cada cubo Q
′ ∈ O(Q). Entonces el conjunto {χ

Q
, χ

Q
′ : Q

′ ∈ Õ(Q)} donde Õ(Q) =

O(Q)\{Q′

0} con Q
′

0 cualquier cubo diádico fijo en O(Q), es una base para VQ. Aplicando

el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt a partir de la función caracteŕıstica

del cubo Q, χ
Q
(x) = 1 si x ∈ Q y χ

Q
(x) = 0 si x 6∈ Q, obtenemos una base ortonormal

BQ = {(µ(Q))−1/2χ
Q
}⋃{hQ,l : l = 1, ...,#(Õ(Q))} del espacio VQ. Luego, el sistema

H = {hQ,l : Q ∈ D̃j, l = 1, ...,#(Õ(Q)), j ∈ Z} es un sistema de Haar en el sentido

de la Definición 4.1. Más aún, si para cada j ∈ Z definimos Wj como la clausura en

L2(X,µ) de las combinaciones lineales finitas de elementos del conjunto {hQ,l : Q ∈
D̃j, l = 1, ...,#(Õ(Q))} y Wj = {0} si D̃j = ∅, entonces Vj+1 = Vj ⊕Wj con Vj como en

la sección anterior.

4.4. H como base incondicional de espacios de Lebesgue con pesos

En esta última sección enunciamos el resultado de caracterización via coeficientes de

Haar de los clásicos espacios de Lebesgue pesados Lpw(X,µ), con w ∈ AD
p y 1 < p < ∞,

en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Además de tal caracterización, el resultado

aqúı expuesto muestra que los sistemas de Haar introducidos en la Definición 4.1 resultan

ser base incondicional para dichos espacios. La demostración de estos resultados siguen

de las pruebas de los Teoremas 7.1 y 9.1 en [2].

En lo que sigue denotaremos con Lpw al espacio Lpw = {f : (
∫

X
|f |pdµ)1/p < ∞} si

µ(X) = ∞ y al espacio de aquellas funciones en Lpw(X,µ) con integral nula si µ(X) <∞.

Además, usaremos la siguiente notación,

TF (f) =
∑

h∈F
< f, h > h =

∑

h∈F

(∫

X

fh dµ

)

h,

donde F es un subconjunto finito de H y

S(f)(x) =

(

∑

h∈H
| < f, h > |2|h(x)|2

)1/2

.

Teorema 4.5. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema de

Haar asociado a la familia diádica D ∈ D(δ). Si 1 < p <∞ y w ∈ AD
p , entonces
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(1) Existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que para toda f ∈ Lpw(X,µ) tenemos

que

C1‖f‖Lp
w

≤ ‖S(f)‖Lp
w

≤ C2‖f‖Lp
w
;

(2) H es una base incondicional para Lpw(X,µ) en el sentido que

(2.1) Los operadores TF están uniformemente acotados sobre Lpw con F variando

sobre subconjuntos finitos de H,

(2.2) para cada h ∈ H los funcionales < f, h >=
∫

X
fh dµ, son lineales y continuos

para f ∈ Lpw,

(2.3) las combinaciones lineales de elementos de H son densas en Lpw.

Notemos que, como la condición Ap usual sobre bolas implica la condición AD
p para

cualquier familia diádica D ∈ D(δ), se tiene que el teorema anterior vale para pesos de

Muckenhoupt usuales en el espacio de tipo homogéneo (X, d, µ).





CAPÍTULO 5

Equivalencia de bases de Haar en espacios de Lebesgue

En este caṕıtulo estudiamos la equivalencia, en el sentido de equivalencia de bases

de Schauder en el sentido definido en [56] (o en [38]), de bases de tipo Haar constru-

idas sobre diferentes familias diádicas en espacios de tipo homogéneo. Un contexto muy

general de sistemas de Haar definidos sobre diferentes familias diádicas es proporcionado

por la construcción de Christ dada en [20] y los sistemas de Haar definidos sobre ellos.

En efecto, el algoritmo de construcción de los cubos de Christ que brevemente hemos

bosquejado en el Caṕıtulo 2, Teorema 2.23, se basa en procesos de selección de puntos

sobre una familia fija de redes. Tal selección, si bien está condicionada por la métrica

subyacente en el espacio, no es única y por lo tanto se pueden construir en general difer-

entes descomposiciones del espacio en cubos de Christ.

Abordaremos en este caṕıtulo el problema de determinar condiciones sobre sistemas diádi-

cos para que los sistemas de Haar definidos sobre ellos sean equivalentes en los espacios

de Lebesgue pesados. En general, buscamos condiciones geométricas sobre dos familias

D1 y D2 en D(δ) para algún δ fijo, tales que sistemas de tipo Haar H1 y H2 asociados

a las familias D1 y D2 respectivamente sean equivalentes sobre los espacios de Lebesgue

pesados Lpw(X,µ), 1 < p <∞. Cuando el peso w pertenece a la clase de pesos de Mucken-

houpt Ap, damos condiciones geométricas simples sobre las familias D1 y D2 para obtener

la equivalencia de los sistemas H1 y H2 en tales espacios. Una herramienta central en

este caso es la desigualdad de Fefferman-Stein (ver Teorema 1.7). Para el caso de pesos

w ∈ AD1
p o w ∈ AD2

p obtenemos condiciones geométricas más restrictivas sobre las familias

D1 y D2 que implican la equivalencia en Lpw(X,µ) de los sistemas de Haar asociados a

D1 y D2. Aqúı nuevamente la herramienta central es una desigualdad de Fefferman-Stein,

pero en este caso tal desigualdad es la dada en el Teorema 3.6 que involucra maximales

diádicas.

Algunos de los principales resultados del presente caṕıtulo están contenidos en [5] y en

[8] y han sido aceptados para su publicación en Journal of Geometric Analysis y en los

Proceeding de la Royal Society de Edinburgo, respectivamente. El caṕıtulo está orga-

nizado como sigue. En la primer sección definimos equivalencia de familias diádicas y

demostramos algunas de las propiedades básicas. Las secciones 2 y 3 están dedicadas a

53
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estudiar la equivalencia de sistemas de Haar en Lpw(X,µ) con w ∈ Ap y w ∈ AD
p , re-

spectivamente. Por último, probamos la equivalencia de sistemas de Haar definidos sobre

diferentes familias diádicas de Christ construidas sobre una familia fija de redes de puntos

del espacio subyacente.

5.1. Equivalencia de familias diádicas

Abordaremos en esta sección el problema de identificar aquellas familias diádicas

que son similares desde un punto de vista geométrico. Esto nos conducirá a diferentes

definiciones de equivalencia de familias diádicas. La idea de similitud que precisaremos

en las definiciones se centra en identificar aquellas familias diádicas en la clase D(δ) (δ

fijo) que tengan casi el mismo comportamiento tanto en escalas como en posiciones en el

espacio.

En lo que sigue vamos a suponer dados δ y dos familias diádicas D1 =
⋃

j∈Z
Dj

1 y

D2 =
⋃

j∈Z
Dj

2 en la clase D(δ) sobre un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ). Denotaremos

con Q a los elementos de la familia diádica D1, con R aquellos cubos diádicos en la familia

D2, y con Ji la función en (d.13) para Di, i = 1, 2. Escribiremos además D̃i, i = 1, 2 para

denotar la clase con descendencia no trivial de Di. La Proposición 2.19 muestra que las

familias D̃ y D, con D en la clase D(δ), son casi las mismas. En efecto, difieren sólo en

cubos que son átomos. Para nuestro propósito bastará entonces dar las definiciones de

equivalencia de familias diádicas en términos de las subfamilias diádicas con descendencia

no trivial. Comenzamos con la primer definición de equivalencia de familias diádicas.

Definición 5.1. Equivalencia de familias diádicas. Decimos que dos familias

diádicas D1 y D2 en la clase D(δ) para un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) son

equivalentes, brevemente D1 ∼ D2, si existe una constante positiva y finita C y una

relación R ⊆ D̃1 × D̃2 tales que

(e1) para cada cubo diádico Q ∈ D̃1 existe un cubo diádico R ∈ D̃2 tal que (Q,R) ∈
R;

(e2) para cada cubo diádico R ∈ D̃2 existe un cubo diádico Q ∈ D̃1 tal que (Q,R) ∈
R;

(e3) |J1(Q) − J2(R)| ≤ C, para todo (Q,R) ∈ R y

(e4) d(Q,R) = inf{d(x, y) : x ∈ Q, y ∈ R} ≤ CδJ1(Q) para todo (Q,R) ∈ R.

Las condiciones (e1) y (e2) en la definición anterior indican que el dominio y la

imagen de la relación R es todo D̃1 y D̃2 respectivamente. Las condiciones (e3) y (e4)

establecen que las familias diádicas D1 y D2 describen al espacio X de manera similar en

los parámetros de escala y posición. En efecto, (e3) indica que cubos relacionados están
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en escalas cercanas y (e4) nos dice que cubos relacionados ocupan regiones cercanas en

el espacio.

Notemos que la condición (e4) luce no simétrica ya que interviene sólo J1(Q) y ningún

rol aparenta tener J2(R). Sin embargo, podemos obtener el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D(δ) la clase de familias

diádicas en X para δ fijo. Entonces la relación ∼ definida en la Definición 5.1 sobre la

clase D(δ) es una relación de equivalencia.

Demostración. Para la prueba del teorema debemos mostrar las siguientes tres

propiedades: reflexividad, simetŕıa y transitividad que caracterizan a una relación de

equivalencia. La prueba de la propiedad reflexiva es muy simple. En efecto, tomemos

C = 0 y la relación R ⊆ D̃×D̃ como la relación identidad, esto es, (Q,Q
′
) ∈ R si y sólo

si Q = Q
′
. Luego inmediatamente se tiene que D ∼ D.

Para probar la simetŕıa tomemos dos familias diádicas D1 y D2 en la clase D(δ) tal que

D1 ∼ D2. Sean C0 una constante positiva y R una relación contenida en D̃1×D̃2 tales que

las condiciones (e1) a (e4) valen. Es claro que la relación inversa de R, R−1, satisface

las condiciones (e1) a (e3) con la misma constante C0. Veamos que (e4) también vale

para R−1 con constante C0δ
−C0 . De la condición (e3) para la relación R−1 tenemos que

−C0 ≤ J1(Q) − J2(R) ≤ C0 para todo par (R,Q) ∈ R−1. Entonces por (e4) para la

relación R y por ser 0 < δC0 < 1 obtenemos que

d(R,Q) = d(Q,R)

≤ C0δ
J1(Q)

≤ C0δ
J2(R)−C0

≤ C0δ
−C0δJ2(R),

para todo par (R,Q) ∈ R−1. Por lo tanto D2 ∼ D1 y la simetŕıa queda probada.

Por último probamos la transitividad. Sean D1, D2 y D3 tres familias diádicas en la clase

D(δ) tales que D1 ∼ D2 y D2 ∼ D3. Denotemos con S a los cubos diádicos en D3 y con

J3 la función en (d.13) para la familia D3. Sean Ri, i = 1, 2 relaciones contenidas en

D̃i× D̃i+1 y Ci constantes tales que las condiciones (e1) a (e4) valen para la equivalencia

entre Di y Di+1. Veamos que la relación R ⊆ D̃1 × D̃3 dada por la composición de las

relaciones R2 y R1, esto es, R = R2 o R1, satisface las condiciones (e1) a (e4) con

constante C = (1+ δ−C1)(C1 +C2). En efecto, a partir de las condiciones (e1) y (e2) para

las relaciones R2 y R1 se cumplen tambén éstas para la relación R. Para ver (e3) y (e4)

fijemos, para cada par (Q,S) ∈ R, un cubo diádico RQ,S en la familia diádica D2 tal que
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(Q,RQ,S) ∈ R1 y (RQ,S, S) ∈ R2. Luego, si (Q,S) ∈ R tenemos que

|J1(Q) − J3(S)| ≤ |J1(Q) − J2(RQ,S)| + |J2(RQ,S) − J3(S)|
≤ C1 + C2 ≤ (1 + δ−C1)(C1 + C2)

y

d(Q,S) ≤ d(Q,RQ,S) + d(RQ,S, S)

≤ C1δ
J1(Q) + C2δ

J2(RQ,S)

≤ (C1 + C2)(1 + δ−C1)δJ1(Q),

donde en la última cadena de desigualdades hemos usado la condición (e4) para las

relaciones R1 y R2 y la condición (e3) para R2. Por lo tanto la transitividad queda

demostrada y esto concluye la prueba del teorema. �

El resultado enunciado a continuación del siguiente lema muestra que toda relación

dada por la Definición 5.1 es casi una función invertible.

Lema 5.3. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D1 y D2 dos familias diádi-

cas en la clase D(δ) para algún 0 < δ < 1. Si un subconjunto R ⊆ D̃1 × D̃2 satisface las

condiciones (e3) y (e4) con constante C, entonces existe una constante positiva y finita

C̃ tal que para cada par (Q,R) ∈ R se tiene que las inclusiones

(a) R ⊆ Bd(PJ1(Q)
1 (Q), C̃δJ1(Q)) y

(b) Q ⊆ Bd(PJ2(R)
2 (R), C̃δJ2(R)),

valen para cualquier par de funciones punto central PJ1(Q)
1 y PJ2(R)

2

Demostración. Debido a la simetŕıa entre las inclusiones (a) y (b), basta con pro-

bar una de ellas. Probamos (a). Sea (Q,R) ∈ R y fijemos PJ1(Q)
1 , una función punto

central. Denotemos con xQ la imágen del cubo diádico Q via la función PJ1(Q)
1 , esto es,

xQ = PJ1(Q)
1 (Q). Notemos que como Q y R, las clausuras de los cubos diádicos Q y R re-

spectivamente, son conjuntos cerrados y acotados, entonces de (e4) existen puntos x ∈ Q

y y ∈ R tales que d(x, y) = d(Q,R) ≤ CδJ1(Q). Por otro lado, de (e3) y por ser 0 < δ < 1

tenemos que δJ1(R) ≤ δJ1(Q)−C . De las últimas dos desigualdades y (d.5) obtenemos la

inclusión en (a). En efecto, si z ∈ R, entonces

d(z, xQ) ≤ d(z, y) + d(y, x) + d(x, xQ)

≤ (4a2δ
−C + C + 2a2)δ

J1(Q),

donde a2 es la constante en la cota para el radio exterior de los cubos diádicos dada en

(d.5). �
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Proposición 5.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo con D1 y D2 dos famil-

ias diádicas en la clase D(δ). Sea R ⊆ D̃1×D̃2 una relación tal que las condiciones (e3) y

(e4) valen para alguna constante positiva y finita C. Entonces, existe otra constante positi-

va y finita C1 tal que #({R ∈ D̃2 : (Q,R) ∈ R}) ≤ C1 y #({Q ∈ D̃1 : (Q,R) ∈ R}) ≤ C1,

para todo cubo diádico Q ∈ D̃1 y todo cubo diádico R ∈ D̃2 respectivamente.

Demostración. Probemos la primer estimación. Sea Q un cubo diádico en la fa-

milia D̃1. Definimos, para cada entero j, el conjunto V(Q, j) = {R ∈ D̃2 : (Q,R) ∈
R y J2(R) = j}. Notemos que {R ∈ D̃2 : (Q,R) ∈ R} =

⋃

j∈Z
V(Q, j). Más aún,

de la condición (e3) tenemos que si |j − J1(Q)| > C entonces V(Q, j) = ∅. Por lo

tanto bastará con probar que existe una constante Ĉ, independiente de Q y j, tal

que si |j − J1(Q)| ≤ C entonces #(V(Q, j)) ≤ Ĉ. Para tal fin, fijemos una función

punto central PJ2(R)
2 : D2 −→ X. De la Proposición 2.15 tenemos que el conjunto

E = {PJ2(R)
2 (R

′
) : (Q,R

′
) ∈ R} es a1δ

J2(R)-disperso. Como 0 < δ < 1, de (e3) ten-

emos que δJ2(R) ≥ δCδJ1(Q) y entonces E es a1δ
CδJ1(Q)-disperso. Del lema anterior se

sigue que E ⊆ Bd(PJ1(Q)
1 (Q), Ĉa1δ

CδJ1(Q)), donde Ĉ = C̃/a1δ
C y C̃ como en dicho lema.

Sea Ñ la constante de homogeneidad del espacio (X, d, µ) y m el primer entero positivo

tal que Ĉ ≤ 2m. De la definición de Ĉ, la elección de m y el Teorema 1.3 obtenemos

que #(E) = #(E ∩ Bd(PJ1(Q)
1 (Q), 2ma1δ

CδJ1(Q))) ≤ Ñm. Puesto que la preimagen del

conjunto E via la función PJ2(R)
2 ,

(

PJ2(R)
2

)−1

(E), es V(Q, j) y toda función punto central

es inyectiva, tenemos que #(V(Q, j)) ≤ Ñm. La demostración de la otra estimación se

obtiene de manera análoga fijando un cubo diádico R ∈ D̃2 y estimando, igual que antes,

#(V(R, j)). �

En diversas ocasiones la condición (e4) deberá cambiarse por una condición más re-

strictiva con respecto a la distancia. Tal condición está contenida en la siguiente definición.

Definición 5.5. Familias diádicas ŕıgidamente equivalentes. Decimos que dos

familias diádicas D1 y D2 en la clase D(δ) en un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ)

son ŕıgidamente equivalentes, brevemente D1 ≈ D2, si existe un entero positivo n y una

relación R ⊆ D̃1 × D̃2 tal que

(ẽ1) para cada cubo diádico Q ∈ D̃1 existe un cubo diádico R ∈ D̃2 tal que (Q,R) ∈
R;

(ẽ2) para cada cubo diádico R ∈ D̃2 existe un cubo diádico Q ∈ D̃1 tal que (Q,R) ∈
R;

(ẽ3) |J1(Q) − J2(R)| ≤ n, para todo (Q,R) ∈ R;

(ẽ4) para todo (Q,R) ∈ R existen dos cubos diádicos Q
′ ∈ DJ1(Q)+n

1 y R
′ ∈ DJ2(R)+n

2

tales que Q
′ ∪R′ ⊆ Q ∩R.
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La denominación ŕıgidamente equivalentes viene sugerida por el inciso (b) en el sigu-

iente resultado.

Proposición 5.6. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D1 y D2 dos familias

diádicas en la clase D(δ). Sea además R ⊆ D̃1 × D̃2 una relación que satisface (ẽ1) a

(ẽ4) con constante n. Entonces

(a) D1 ∼ D2;

(b) para todo par (Q,R) ∈ R se tiene que C(Q) ∩ C(R) 6= ∅, donde C(Q) y C(R) son

los cuadrantes asociados a Q y R respectivamente;

(c) existen dos constantes positivas y finitas c1 y c2 tales que c1µ(Q) ≤ µ(Q ∩ R) ≤
c2µ(Q), para todo par (Q,R) ∈ R;

(d) existen dos constantes positivas y finitas c3 y c4 tales que c3µ(R) ≤ µ(Q ∩ R) ≤
c4µ(R), para todo par (Q,R) ∈ R.

Demostración. Para probar (a) notemos que (ẽi) implica (ei), i = 1, 2, 3, 4. Por otro

lado, si (Q,R) ∈ R, de (ẽ4) y la definición de cuadrante tenemos que Q
′ ∪ R′ ⊆ C(Q) y

Q
′ ∪ R′ ⊆ C(R), lo cual demuestra (b). Dada la simetŕıa entre las propiedades (c) y (d)

sólo tenemos que probar una de ellas. Probamos (c). Sea (Q,R) ∈ R y sea Q
′ ∈ DJ1(Q)+n

el cubo diádico dado por (ẽ4). Aplicando n veces la propiedad (d.8) obtenemos que

µ(Q) ≤ Cnµ(Q
′
), donde C es la constante en (d.8). De ésta última desigualdad y dado

que Q
′ ⊆ Q ∩R ⊆ Q concluimos la prueba de (c) con c1 = C−n y c2 = 1. �

5.2. Equivalencia en Lpw con w ∈ Ap, 1 < p <∞

En esta sección probaremos que sistemas de tipo Haar asociados a dos familias diádicas

D1 y D2, equivalentes en el sentido de la Definición 5.1, son equivalentes. La equivalencia

de tales sistemas será abordada en el contexto de espacios de Lebesgue pesados Lpw con

w ∈ Ap y 1 < p <∞.

En lo que sigue vamos a suponer dadas dos familias diádicas D1 =
⋃

j∈Z
Dj

1 y D2 =
⋃

j∈Z
Dj

2 en D(δ) sobre X. Denotaremos con Q los elementos de D1, con R aquellos en

D2, y con Ji la función en (d.8) para Di, i = 1, 2.

Introducimos ahora algo más de notación. Sean H1 = {h} y H2 = {ψ} dos sistemas

de Haar asociados D1 y D2 respectivamente, con D1 ∼ D2. Sean Q(h) y R(ψ) los cubos

diádicos en (h.1) (ver Caṕıtulo 4) para h ∈ H1 y ψ ∈ H2 respectivamente. Diremos que

Ψ es una función selección en H2 asociada a R si Ψ : H1 −→ H2 y para toda h ∈ H1 se

tiene que (Q(h), R(Ψ(h))) ∈ R. Aqúı R denota la relación dada por la equivalencia de las

familias diádicas D1 y D2. Notemos que de las propiedades de R todas estas funciones

selección están conectando wavelets de un sistema con el otro de manera que tengan
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soportes similares en escala y localización. Denotaremos con S1,2 el conjunto de todas tales

funciones selección. Diremos además que h ∈ H1 y ψ ∈ H2 están S1,2-relacionadas si existe

Ψ ∈ S1,2 tal que Ψ(h) = ψ. Simétricamente decimos que una función h : H2 −→ H1 es

una función selección en H1 asociada a R−1 si (Q(h(ψ)), R(ψ)) ∈ R. Con S2,1 denotamos

el conjunto de todas tales funciones selección.

El siguiente teorema es un resultado para espacios de Lebesgue Lp(X,µ), 1 < p < ∞
que será una consecuencia inmediata del Teorema 5.9 que probaremos luego.

Teorema 5.7. Sean D1 y D2 dos familias diádicas sobre (X, d, µ) tales que D1 ∼ D2.

Sean H1 y H2 dos sistemas de Haar asociados a D1 y D2 respectivamente. Entonces, para

cada R ⊆ D̃1 ×D̃2 como en la Definición 5.1, existe una constante positiva C tal que las

desigualdades

(5.1)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhΨ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p

y

(5.2)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ψ∈G
νψψ

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ψ∈G
νψh(ψ)

∥

∥

∥

∥

∥

p

valen para todo par de subconjuntos finitos F de H1 y G de H2, toda elección de sucesiones

(λh : h ∈ H1) y (νψ : ψ ∈ H2) de números reales y todo par de funciones selección Ψ ∈ S1,2

y h ∈ S2,1 asociadas a R.

Notemos que si existe Ψ ∈ S1,2 tal que Ψ es uno a uno y sobre, usando (5.2) con

h = Ψ−1 obtenemos el resultado contenido en el siguiente enunciado.

Corolario 5.8. Sean H1 y H2 dados como en el Teorema 5.7. Asumamos que en S1,2

existe una función selección Ψ que es uno a uno y sobre. Entonces existen dos constantes

positivas C1 y C2 tal que las desigualdades

C1

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤
∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhΨ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤ C2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p

valen para todo subconjunto finito F de H1 y toda suceción (λh : h ∈ H1) de números

reales.

La situación dada en el corolario anterior se aplica para el caso de diferentes sistemas

de Haar construidos sobre los cubos diádicos usuales en espacios eucĺıdeos. Más aún, como

veremos luego, esto vale para dos sistemas de Haar constrúıdos sobre dos diferentes, pero

equivalentes, familias diádicas de Christ sobre las mismas δj−redes.
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Describimos ahora el resultado contenido en el Corolario 5.8 en términos de la noción

usual de equivalencia de vectores en un espacio de Banach. Sea B1 cualquier sucesión

conteniendo una vez cada elemento de H1, en otras palabras, B1 = (hk : k ∈ Z+)

con hk 6= hj si k 6= j y H1 = {hk : k ∈ Z+}. Una vez elegida la suceción B1, con

B2 = (ψk = Ψ(hk) : k ∈ Z+), tenemos que H2 = {ψk : k ∈ Z+}, que ψk 6= ψj si k 6= j y

que B1 y B2 son equivalentes en el sentido de [38]. En otras palabras

C1

∥

∥

∥

∥

∥

∑

k∈F
λkhk

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤
∥

∥

∥

∥

∥

∑

k∈F
λkψk

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤ C2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

k∈F
λkhk

∥

∥

∥

∥

∥

p

para todo subconjunto finito F de Z+ y cualquier sucesión de escalares (λk : k ∈ Z+).

El rol que juegan las propiedades (e3) y (e4) es crucial. En efecto, es bien conocido

(ver [38]) que una particular permutación del sistema de Haar no es equivalente al sistema

de Haar mismo.

Por otro lado, puesto que nuestra herramienta básica, la desigualdad vectorial de

Fefferman-Stein para el operador maximal de Hardy-Littlewood, es válida sobre espacios

de Lebesgue pesados y puesto que también se tiene la caracterización de tales espacios

con pesos de Muckenhoupt, podemos obtener la siguiente extensión pesada del Teorema

5.7.

Teorema 5.9. Sean D1 y D2 dos familias diádicas sobre (X, d, µ) tales que D1 ∼ D2.

Sean H1 y H2 dos sistemas de Haar asociados a D1 y D2 respectivamente. Sea w un peso

en la clase de Muckenhoupt Ap, 1 < p <∞. Entonces, para cada R ⊆ D̃1 × D̃2 como en

la Definición 5.1, existe una constante positiva C tal que las desigualdades

(5.3)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhΨ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

y

(5.4)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ψ∈G
νψψ

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ψ∈G
νψh(ψ)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

valen para todo par de subconjuntos finitos F de H1 y G de H2, toda elección de sucesiones

(λh : h ∈ H1) y (νψ : ψ ∈ H2) de números reales y todo par de funciones selección Ψ ∈ S1,2

y h ∈ S2,1 asociadas R.

Notemos que ahora el Teorema 5.7 sigue del Teorema 5.9 con w ≡ 1.

Para probar el Teorema 5.9 usaremos los siguientes dos lemas técnicos. El primero de

ellos da una comparación de los valores máximos de dos funciones de Haar. El segundo

contiene una consecuencia geométrica elemental de la propiedad de duplicación escrita

en términos del operador maximal de Hardy-Litllewood.
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Lema 5.10. Sean D1 y D2 dos familias diádicas sobre (X, d, µ) tales que D1 ∼ D2.

Sean H1 y H2 dos sistemas de Haar asociados a D1 y D2 respectivamente. Entonces, para

cada R ⊆ D̃1×D̃2 como en la Definición 5.1, existen dos constantes positivas c y C tales

que

(5.5) c ≤ ‖h‖∞
‖ψ‖∞

≤ C,

para toda función h ∈ H1 y toda ψ ∈ H2 con (Q(h), R(ψ)) ∈ R.

Lema 5.11. Para toda elección de constantes positivas α1, α2, α3 con α1 ≤ α2, existe

otra constante β ≥ 1, que depende sólo de αi, i = 1, 2, 3 y las constantes geométricas tal

que la desigualdad

χ
B(y,r)

(x) ≤ β M(χ
B(z,R)

)(x)

vale para todo x ∈ X, todo par de radios r y R con α1 ≤ R
r
≤ α2 y todo y, z ∈ X con

d(y, z) < α3r.

Usaremos los lemas anteriores para la demostración del Teorema 5.9 y luego daremos

la prueba de los mismos. Notemos antes que para los elementos h en cualquier sistema

de tipo Haar H se tiene la siguiente propiedad

(h.6
′
) Para cada h ∈ H existen dos bolas B∗(h) ⊆ B∗(h) con radios comparables tales

que ‖h‖∞χB∗(h)
(x) ≤ |h(x)| ≤ ‖h‖∞χB∗(h)

(x) para todo punto x ∈ X.

En efecto, de (h.6) (ver Caṕıtulo 4) tenemos que

‖h‖∞χ
Q
′ (x) ≤ |h(x)| ≤ ‖h‖∞χQ(h)

(x)

para todo punto x ∈ X y algún cubo diádico Q
′ ∈ O(Q(h)), donde Q(h) es el cubo dado

en la condición (h.1) de la definición de sistema de Haar para la función h ∈ H. Luego,

de la Proposición 2.13 inciso (b), existen dos constantes positivas c y C tales que

B(y, cδj) ⊆ Q
′ ⊆ Q(h) ⊆ B(y, Cδj),

para algún y ∈ X y cierto j ∈ Z. Aśı, (h.6
′
) vale tomando B∗(h) = B(y, cδj) y B∗(h) =

B(y, Cδj).

Demostración del Teorema 5.9. Observemos que es suficiente probar una de las

desigualdades deseadas. Probaremos (5.7). Primero notemos que, como ambas familias

diádicas D1 y D2 pertenecen a D(δ) y (e3) y (e4) valen, la propiedad (h.6
′
) para las dos

funciones de Haar h y Ψ(h) correspondientes a H1 y H2 respectivamente con Ψ ∈ S1,2,

involucra bolas que están todas en las condiciones del Lema 5.11. En otras palabras, las

cuatro bolas B∗(h), B
∗(h), B∗(Ψ(h))yB∗(Ψ(h)) tienen radios comparables y la distancia
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de un centro a otro está acotada por una constante veces cualquiera de los radios de la

bolas.

Sean F ⊂ H finito, Ψ ∈ S1,2 y (λh) una sucesión de escalares. Para evitar inter-

rumpir en la siguiente cadena de siete desigualdades involucradas en la prueba de (5.7),

describimos ahora los argumentos usados en cada una de ellas. En la primera aplicamos

el Teorema 4.5 con f =
∑

h∈Fλhh. En la segunda usamos la cota superior en (h.6
′
).

La tercera proviene de la cota superior para la desigualdad en el Lema 5.10. La cuarta

está basada en el Lema 5.11 y la homogeneidad positiva del operador maximal de Hardy-

Littlewood. La quinta no es más que la desigualdad de Fefferman-Stein con r = 2. La

sexta es la cota inferior en (h.6
′
). La última es nuevamente una aplicación del Teorema

4.5 para f =
∑

h∈F
λhΨ(h).

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λh h

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
λ2
h |h|2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
λ2
h ‖h‖2

∞χB∗(h)

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
λ2
h ‖Ψ(h)‖2

∞χB∗(h)

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F

[

M
(

λh ‖Ψ(h)‖∞χB∗(Ψ(h))

)] 2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
λ2
h ‖Ψ(h)‖2

∞χB∗(Ψ(h))

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
λ2
h |Ψ(h)|2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λk Ψ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

.

Las constantes en las desigualdades anteriores pueden diferir de una linea a otra. �

Ahora probamos los Lemas 5.10 y 5.11.
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Demostración del Lema 5.10. De (h.5) (ver Caṕıtulo 4) aplicado al sistema H1

tenemos que la norma L∞ de la función de Haar h es equivalente a µ(Q(h))−1/2. Para

H2 en cambio, ‖ψ‖∞ es del orden de µ(R(ψ))−1/2. Puesto que todas las constantes en

estas equivalencias dependen sólo de las constantes geométricas y las dos familias D1 y

D2 están relacionadas por R, obtenemos la equivalencia deseada de ‖h‖∞ y ‖ψ‖∞ cuando

(Q(h), R(ψ)) ∈ R, con constantes independientes de h y ψ. �

Demostración del Lema 5.11. Notemos primero que no tenemos nada que probar

cuando x 6∈ B(y, r) puesto que en tal caso el lado izquierdo de la desigualdad deseada se

anula. Asumiendo que x ∈ B(y, r), tenemos que B(z, R) ⊆ B(x, γr) con γ = α2 +α3 + 1.

En efecto, si u ∈ B(z, R) entonces

d(u, x) ≤ d(u, z) + d(z, y) + d(y, x)

≤ R + α3r + r ≤ γr.

Por lo tanto

M(χ
B(z,R)

)(x) ≥ µ(B(x, γr) ∩B(z, R))

µ(B(x, γr))
=

µ(B(z, R))

µ(B(x, γr))
.

Puesto que B(x, γr) ⊆ B(z, 2γ
α1
R), de la propiedad de duplicación para µ finalizamos

la prueba del Lema. �

5.3. Equivalencia en Lpw con w ∈ AD
p , 1 < p <∞

En esta sección estudiaremos la equivalencia en Lpw de ciertos sistemas de tipo Haar

asociados a familias diádicas que sean equivalentes en el sentido de la Definición 5.5 con

w ∈ AD
p , 1 < p < ∞. Dado un sistema diádico D, recordemos que O(Q) = {Q′ ∈ Dj+1 :

Q
′ ⊆ Q} para Q ∈ D̃j y j ∈ Z. Diremos que el cubo Q ∈ D̃ es el primer ancestro de Q

′

si Q
′ ∈ O(Q).

Centraremos nuestra atención sobre una clase particular de sistemas de tipo Haar

que pasamos a definir a continuación. Sea D una familia diádica sobre (X, d, µ), D ∈
D(δ). En la presente sección consideraremos sistemas de tipo Haar H de funciones reales

simples de Borel h sobre X satisfaciendo las siguientes condiciones.

(h̃.1) Para cada h ∈ H existe un único j ∈ Z y un cubo Q = Q(h) ∈ D̃j tal que

{x ∈ X : h(x) 6= 0} =
⋃

Q
′∈O(Q)Q

′
, y esta propiedad no vale para cualquier otro

cubo en Dj+1. Más aún, cada función h es constante en cada cubo Q
′ ∈ O(Q(h)).

(h̃.2) Para todo Q ∈ D̃ existen exactamente MQ = #(O(Q)) − 1 ≥ 1 funciones h ∈ H
tales que (h̃.1) vale. Escribiremos HQ para denotar el conjunto de todas estas

funciones h.
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(h̃.3) Para cada h ∈ H tenemos que
∫

X
hdµ = 0.

(h̃.4) Para cada Q ∈ D̃ escribamos VQ para denotar el espacio de todas las fun-

ciones sobre Q que son constantes sobre cada Q
′ ∈ O(Q). Entonces el sistema

{ χ
Q

(µ(Q))1/2 } ⋃HQ es una base ortonormal para VQ.

(h̃.5) Existe una constante positiva y finita C tal que la desigualdad |h(x)| ≤ C|h(y)|
vale para casi todo par de puntos x e y en Q(h) y toda función h ∈ H.

Notemos primero que tales sistemas asociados a D tienen condiciones más restrictivas

que las consideradas en el Caṕıtulo 4. En efecto, aquellas wavelets de Haar pueden anu-

larse en uno o varios de los cubos hijos de su soporte esencial. Ahora, la propiedad (h̃.5)

induce una situación que luce más similar al caso clásico eucĺıdeo donde el valor absoluto

de las funciones básicas es uno. No es dif́ıcil ver que la mayoŕıa de las bases ortonormales

de VQ que contienen a la función
χ

Q

(µ(Q))1/2 satisfacen (h̃.5) en el sentido que (h̃.5) es una

propiedad genérica de los sistemas de tipo Haar.

El siguiente resultado será crucial para la demostración del principal resultado de la

presente sección

Lema 5.12. Sea H un sistema de tipo Haar asociado a D que satisface (h̃.1) a (h̃.5).

Entonces existen dos constantes positivas y finitas c1 y c2 tales que las desigualdades

c1
√

µ(Q(h))
≤ |h(x)| ≤ c2

√

µ(Q(h))
,

valen para toda función h ∈ H y para casi todo x ∈ Q(h).

Demostración. Sea h una función en H como en el enunciado del lema. De (h̃.4) y

(h̃.1) obtenemos que existe una familia finita de escalares {aQ′ : Q
′ ∈ O(Q(h))} tal que

h(x) =
∑

Q′∈O(Q(h))

aQ′χ
Q
′ y

(5.6) ‖h‖2
L2(X,µ) =

∑

Q′∈O(Q(h))

|aQ′ |2µ(Q
′

) = 1.

Luego, puesto que |aQ̃|2µ(Q̃) ≤ ∑

Q
′∈O(Q(h))

|aQ′ |2µ(Q
′
) para todo Q̃ ∈ O(Q(h)), obtenemos,

de la propiedad de duplicación, la cota superior.

Sea Q̃ ∈ O(Q(h)) fijo. De (h̃.5), tenemos que |aQ′ | ≤ C|aQ̃| para todo Q
′ ∈ O(Q(h)).

Entonces, de (5.6) obtenemos que

1 ≤ C2µ(Q(h))|aQ̃|2,

donde C es la constante dada por (h̃.5). Por lo tanto, la cota inferior vale con c1 =
1

C
√
µ(Q(h)))

. �
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Para lo que sigue sean H1 = {h} y H2 = {ψ} dos sistemas de tipo Haar que satisfacen

(h̃.1) a (h̃.5), asociados a las familias diádicas D1 y D2 respectivamente. Supongamos que

D1 ≈ D2. Esto es, D1 y D2 son equivalentes en el sentido de la Definición 5.5. Sean Q(h)

y R(ψ) los cubos diádicos en (h̃.1) para h ∈ H1 y ψ ∈ H2 respectivamente. Diremos

que Ψ es una función selección en H2 asociada a la relación R dada por la equivalencia

D1 ≈ D2 si Ψ : H1 −→ H2 y para toda h ∈ H1 tenemos que (Q(h), R(Ψ(h))) ∈ R.

Notemos que de las propiedades de R, todas estas funciones selección están conectando

wavelets de un sistema a otro que tienen soportes similares en escala y los soportes espa-

ciales se intersectan. Denotaremos por S1,2 al conjunto de todas estas funciones seleción.

Simétricamente diremos que una función h : H2 −→ H1 es una función selección en H1

asociada a R−1 si (Q(h(ψ)), R(ψ)) ∈ R. Con S2,1 denotamos el conjunto de todas tales

funciones selección.

El principal resultado de la presente sección está contenido en el siguiente enunciado.

Teorema 5.13. Sean D1 y D2 dos familias diádicas sobre (X, d, µ) tales que D1 ≈
D2. Sean H1 y H2 dos sistemas de tipo Haar asociados a D1 y D2 respectivamente que

satisfacen (h̃.1) a (h̃.5). Entonces, para cada relación R ⊆ D̃1×D̃2 como en la Definición

5.5 y para cada elección de pesos wi ∈ ADi
p , i = 1, 2, existen dos constantes positivas

Ci, i = 1, 2, dependiendo de las constantes ADi
p del peso wi tales que para todo par de

subconjuntos finitos F de H1 y G de H2, toda elección de suseciones (λh : h ∈ H1) y

(νψ : ψ ∈ H2) de números reales y toda dupla de funciones selección Ψ ∈ S1,2 y h ∈ S2,1

asociadas a R tenemos las desigualdades

(5.7)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p,w1

≤ C1

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhΨ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w1

y

(5.8)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ψ∈G
νψψ

∥

∥

∥

∥

∥

p,w2

≤ C2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ψ∈G
νψh(ψ)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w2

.

Notemos que si existe Ψ ∈ S1,2 que sea uno a uno y sobreyectiva, usando (5.8) con

h = Ψ−1 obtenemos el resultado contenido en el siguiente enunciado.

Corolario 5.14. Sean D1, D2, H1 y H2 como en el Teorema 5.13. Asumamos que

en S1,2 existe una función selección Ψ que es uno a uno y sobre. Entonces, para cada

w ∈ AD1
p ∩ AD2

p , 1 < p <∞, existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que

(5.9) C1

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤
∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhΨ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λhh

∥

∥

∥

∥

∥

p,w
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valen para todo subconjunto finito F de H1 y toda sucesión (λh : h ∈ H1) de números

reales.

Notemos que, puesto que la condición de Muckenhoupt Ap sobre la familia de las

d-bolas en X es más fuerte que cualquier condición AD
p , entonces AD1

p ∩ AD2
p ⊇ Ap. Por

lo tanto AD1
p ∩ AD2

p es no trivial y las desigualdades (5.9) valen para los pesos Ap. Por

otro lado, puesto que diferentes sistemas de tipo Haar satisfaciendo (h̃.1) a (h̃.5) pueden

ser construidos sobre una misma estructura diádica subyacente D, las desigualdades (5.9)

valen para tales sistemas de Haar con w ∈ AD
p , el cual es usualmente mayor que Ap.

Por último, puede ocurrir que dos sistemas diádicos diferentes generen los mismos pesos

diádicos. En otras palabras, es posible producir dos sistemas diádicos D1 y D2 en R con

D1 6= D2 pero AD1
p = AD2

p 6= Ap. En efecto, aún en el contexto general, sólo necesitamos

la siguiente propiedad: existe una constante positiva C tal que

(a) para todo cubo Q ∈ D1 existe un cubo R ∈ D2 tal que Q ⊆ R y µ(Q) ≤ Cµ(R);

(b) para todo cubo R ∈ D2 existe un cubo Q ∈ D1 tal que R ⊆ Q and µ(R) ≤ Cµ(Q).

Para demostrar el Teorema 5.13 utilizaremos la caracterización de los espacios de

Lebesgue pesados (con pesos diádicos) via los coeficientes de Haar, la versión diádica de

la desigualdad de Fefferman-Stein dada en el Caṕıtulo 3 y el siguiente resultado:

Teorema 5.15. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y Di, i = 1, 2 dos

familias diádicas en la clase D(δ) tal que D1 ≈ D2. Entonces existe una constante positiva

C tal que para todo par (Q,R) ∈ R vale que

(a) χ
Q
(x) ≤ CMD1(χR

)(x) y

(b) χ
R
(x) ≤ CMD2(χQ

)(x),

para todo x ∈ X, donde R es la relación dada en la Definición 5.5 para las familias Di,

i = 1, 2.

Demostración. Por simetŕıa, basta probar una de las dos estimaciones. Probamos

(a). Dado que (Q,R) ∈ R, de la condición (ẽ4) en la Definición 5.5 para las familias

Di, i = 1, 2, existe un cubo diádico Q
′ ∈ DJ1(Q)+n

1 tal que Q
′ ⊆ Q ∩ R. Luego, de la

condición (d.8) para D1 tenemos que µ(Q
′
) ≤ µ(Q) ≤ Cµ(Q

′
), para alguna constante C

independiente de los cubos Q y Q
′
. Por lo tanto, para todo x ∈ Q se tiene que

MD1(χR)(x) = sup
Q̃∈D1,x∈Q̃

1

µ(Q̃)

∫

Q̃

χRdµ

≥ µ(Q ∩R)

µ(Q)
≥ µ(Q

′
)

µ(Q)
≥ C.

�
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Demostración del Teorema 5.13. Las cadenas de desigualdades para obtener

(5.7) y (5.8) son esencialmente las mismas que las de la prueba del Teorema 5.9. La prin-

cipal diferencia radica en el uso del Lema 5.12 y en el hecho que los operadores maximales

involucrados son MD1 para (5.7) y MD2 para (5.8). Damos una breve descripción de la

prueba de (5.7).

Primero notemos que de la Definición 5.5, existen dos constantes positivas c y C tales

que

(5.10) cµ(R(ψ)) ≤ µ(Q(h)) ≤ Cµ(R(ψ)),

para toda h ∈ H1 y toda ψ ∈ H2 con (Q(h), R(ψ)) ∈ R.

Sean F un subconjunto finito de H1, Ψ ∈ S1,2 y sea (λh : h ∈ H1) una sucesión de

escalares. De (5.10) y el Lema 5.12 tenemos que las desigualdades

∑

h∈F
λ2
h|h(x)|2 ≤

∑

h∈F
λ2
h

c22
µ(Q(h))

χ
Q(h)

(x)(5.11)

≤ c22
c

∑

h∈F
λ2
h

1

µ(R(Ψ(h)))
χ

Q(h)
(x)

y

∑

h∈F
λ2
h

c21
µ(R(Ψ(h)))

χ
R(Ψ(h))

(x) ≤
∑

h∈F
λ2
h|Ψ(h)(x)|2,(5.12)

valen para casi todo punto x ∈ X. Aplicando la caracterización via coeficientes de Haar de

los espacios de Lebesgue pesados con pesos diádicos para el sistema H1, las desigualdades

(5.11), el Teorema 5.15, la desigualdad de Fefferman-Stein diádica, la desigualdad (5.12)

y nuevamente la caracterización via coeficientes de Haar de los espacios de Lebesgue

pesados con pesos diádicos para el sistema H2, tenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λh h

∥

∥

∥

∥

∥

p,w1

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
λ2
h |h|2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w1

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥





∑

h∈F

[

MD1

(

λh
1

√

µ(R(Ψ(h)))
χ

R(Ψ(h))

)]2




1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w1

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F
λh Ψ(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w1

,

donde la constante C puede variar de una linea a otra pero independientemente de la

función h en F . �
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5.4. Estabilidad de los cubos de Christ

Finalizamos el caṕıtulo estudiando la estabilidad de la construcción de Christ. Como

ya hemos mencionado, el mismo algoritmo de construcción de Christ sobre una sucesión

fija de δj-redes produce en general diferentes familias diádicas. En efecto, usando la

notación del Teorema 2.25 en el Caṕıtulo 2, podemos ver que el ı́ndice l ∈ Kj−1 provisto

por (β) puede no ser la única selección para l0 en el caso (b) del algoritmo de construcción

del orden parcial �. Esto permite una gran diversidad de órdenes parciales en Oδ que

se traduce en una gran diversidad de familias diádicas sobre las mismas redes fijas. Nos

proponemos demostrar que tales familias diádicas son ŕıgidamente equivalentes en el

sentido de la Definición 5.5. Para ello, notemos que el caso (a) en I) está dando la única

rigidez del orden parcial � que es reflejado en la siguiente propiedad de la familia Oδ.

(γ) Para cada (j, k) ∈ A existe al menos un u ∈ Kj+1 tal que (j + 1, u) � (j, k) para

todo orden parcial � ∈ Oδ.

En efecto, puesto que δ < 1/2, de la maximalidad de la δj+1-red Nj+1, para cada

(j, k) ∈ A existe un xj+1
u ∈ Nj+1 tal que d(xj+1

u , xjk) < δj+1 < δj

2
. Del algoritmo de

construcción del orden parcial � obtenemos que (j + 1, u) � (j, k) para todo orden

parcial �. Puesto que el ı́ndice u ∈ Kj+1 en (γ) puede no ser único, seleccionamos uno de

ellos, digamos u = b(j, k). Diremos que xj+1
b(j,k) es el primogénito de xjk. En lo que sigue,

dados Di = D�i
, donde �i ∈ Oδ, denotaremos con D̃i la familia con descendencia no

trivial para Di, con Q los elementos Qj
k de la familia D1, con R aquellos cubos diádicos

Rj
k en la familia D2 y con Ji la función dada en (d.13) para Di.

El siguiente lema será una herramienta central para demostrar que la construcción de

Christ induce familias diádicas rigidamente equivalentes sobre redes fijas de puntos. Para

j ∈ Z, usaremos la notación Qj
u ≃ Rj

k si existe un punto z ∈ X tal que B(z, aδj+1) ⊆
Qj
u ∩Rj

k, donde a es la constante en (2.5) para la construcción de los cubos de Christ.

Lema 5.16. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y Di = D�i
, i = 1, 2 dos

familias diádicas inducidas por los órdenes parciales �i en Oδ con 0 < δ < 1/2. Entones

(1) para todo Qj
k ∈ D̃1 existe Rj

u ∈ D̃2 tal que Rj
u ≃ Qj

k;

(2) para todo Rj
k ∈ D̃2 existe Qj

u ∈ D̃1 tal que Qj
u ≃ Rj

k.

Demostración. Sea Qj
k ∈ D̃1. Para el ı́ndice (j, k) ∈ A pueden ocurrir los dos

siguientes casos.

(i) Rj
k ∈ D̃2;

(ii) Rj
k /∈ D̃2.

Supongamos primero que ocurre (i). De la definición de cubo de Christ (2.5) para los

órdenes �i, i = 1, 2 y de (γ) tenemos que existe (j + 1, s) ∈ A tal que (j + 1, s) �i
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(j, k), i = 1, 2. Por lo tanto Qj+1
s ⊆ Qj

k y Rj+1
s ⊆ Rj

k. Por otro lado, de la definición

de cubo de Christ (2.5) para los parámetros de nivel posición (j + 1, s) tenemos que

B(xj+1
s , aδj+1) ⊆ Qj+1

s ∩ Rj+1
s ⊆ Qj

k ∩ Rj
k, donde a es la constante en (2.5). Luego,

tomando u = k tenemos (1) para el caso (i).

Supongamos ahora que ocurre el caso (ii). Consideremos los conjuntos Vi(j, k), i = 1, 2

de los puntos en X que son descendientes inmediatos de xjk en los ordenes �i. Esto

es, Vi(j, k) = {xj+1
l ∈ Nj+1 : (j + 1, l) �i (j, k)}. Es claro de (2.5) y del hecho de que

Rj
k /∈ D̃2, que #(V1)(j, k) > 1 and #(V2(j, k)) = 1. Por lo tanto, V1(j, k)\V2(j, k) 6= ∅. En

efecto, si V1(j, k) \ V2(j, k) = ∅, entonces 1 = #(V2(j, k)) ≥ #(V1(j, k)) > 1. Denotemos

con xj+1
s cualquier elemento en V1(j, k) \ V2(j, k). Como (A,�2) es un árbol, de (a2)

en la construcción de Christ en el caṕıtulo 2 tenemos que existe (j, u) ∈ A tal que

(j + 1, s) �2 (j, u). Sea xj+1
b(j,u) el primogénito asociado a (j, u) ∈ A. De (γ) y por ser

(j + 1, s) �1 (j, k) obtenemos que xj+1
s 6= xj+1

b(j,u). Por lo tanto #(V2(j, u)) > 1 y esto

implica que Rj
u ∈ D̃2. Luego, como (j + 1, s) �i (j, k), i = 1, 2, de la definición de cubos

de Christ (2.5) tenemos que B(xj+1
s , aδj+1) ⊆ Qj+1

s ∩ Rj+1
s ⊆ Qj

k ∩ Rj
u, donde a es la

constante en (2.5). Esto concluye la prueba de (1). De manera análoga, intercambiando

los roles entre �1 y �2 se obtiene (2). �

Del lema anterior podemos probar la estabilidad en la construcción de Christ en el

sentido que indica el siguiente resultado.

Teorema 5.17. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sean �1 y �2 dos

órdenes parciales en Oδ con 0 < δ < 1/2. Entonces D1 y D2 son ŕıgidamente equivalentes,

donde Di = D�i
, i = 1, 2. Esto es, D1 ≈ D2.

Demostración. La demostración es una consecuencia inmediata de (1) y (2) en el

lema anterior. En efecto, consideremos R el subconjunto de D̃1 × D̃2 definido como

R =





⋃

Qj
k∈D̃1

⋃

Rj
u:Rj

u≃Qj
k

(Qj
k, R

j
u)





⋃





⋃

Rj
k∈D̃2

⋃

Qj
u:Qj

u≃Rj
k

(Qj
u, R

j
k)



 .

Claramente R satisface (ẽ1) y (ẽ2) en la Definición 5.5.

Mostramos ahora que (ẽ4) también vale. Sean (Qj
k, R

j
u) ∈ R y (j + 1, s) ∈ A tal que

B(xj+1
s , aδj+1) ⊆ Qj

k ∩ Rj
u. De la Proposición 2.15 sabemos que el conjunto {xml :

m ∈ Z, l ∈ Km} es denso en X. Luego, existen dos enteros positivos l0 y n tales

que d(xj+1+n
l0

, xj+1
s ) < a2δ

j+1+n < aδj+1

2
, donde a2 es la constante en (d.5) para D1

y D2. Entonces Qj+1+n
l0

∪ Rj+1+n
l0

⊆ B(xj+1
s , aδj+1) ⊆ Qj

k ∩ Rj
u. En efecto, para cada

z ∈ Qj+1+n
l0

∪Rj+1+n
l0

tenemos que

d(z, xj+1
s ) ≤ d(z, xj+1+n

l0
) + d(xj+1+n

l0
, xj+1

s )



70 5. EQUIVALENCIA DE BASES DE HAAR EN ESPACIOS DE LEBESGUE

≤ 2a2δ
j+1+n < aδj+1.

Por lo tanto (ẽ4) en la Definición 5.5 vale con constante n. Es claro que este mismo valor

n sirve para que (ẽ3) valga. Luego, D1 ≈ D2. �



CAPÍTULO 6

Incondicionalidad del sistema de Haar en Espacios de Hardy

diádicos

La teoŕıa de espacios de Hardy sobre contextos no isotrópicos y sobre espacios no

eucĺıdeos no es nueva. Calderón y Torchinsky [16] iniciaron el estudio de espacios de

Hardy sobre Rn con dilataciones anisotrópicas. Maćıas y Segovia en [44] y Coifmann y

Weiss en [21] estudian los espacios de Hardy en el contexto general de espacio de tipo

homogéneo. En 1980 L. Carleson estudia la existencia de bases incondicionales sobre

el espacio de Hardy H1(Rn), [19]. Más precisamente, da expĺıcitamente una base de

wavelets que es incondicional en H1(Rn). En la prueba dada en [19] la regularidad de

las funciones básicas es crucial. En los libros [34] y [55] se dan condiciones sobre las

wavelets para la incondicionalidad en H1(Rn). Estas condiciones están dadas en términos

de la regularidad de las funciones que forman la base de wavelet y por lo tanto la misma

prueba no vale en el contexto diádico para wavelets de Haar en Rn. En este caṕıtulo

probaremos que los sistemas de tipo Haar H son bases incondicionales para el espacio de

Hardy diádico atómico HD
1 , en el contexto general de espacios de tipo homogéneo. Cómo

una consecuencia, obtendremos una nueva tácnica para la prueba de la incondicionalidad

de los sistemas de Haar en los espacios de Lebesgue. Los resultados principales de este

caṕıtulo, contenidos en [7], han sido aceptados para publicar en Rocky Mountain Journal

of Mathematics. Es importante destacar aqúı que en [25] los autores prueban que la base

usual de Haar en el contexto eucĺıdeo es una base incondicional en el espacio de Hardy

diádico pesado Hp
dy(w) para todo 0 < p ≤ 1 y todo peso w ∈ Ady∞ usando un enfoque

maximal para la definición de espacio de Hardy. Nuestra prueba parte de un enfoque

atómico para la definición de espacio de Hardy y por lo tanto, para el caso particular

de Rn y w = 1, obtenemos una nueva prueba del resultado en [25]. Para un estudio

detallado de los espacios de Hardy y Hardy diádicos en el contexto eucĺıdeo puede verse

[41]. El presente caṕıtulo está organizado como sigue. En la Sección 1 introducimos los

espacios de Hardy diádicos en nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo.

Para tal fin seguimos [21] (ver también [55] para el caso eucĺıdeo). En la misma sección

definimos los espacios BMOD
p para 1 ≤ p < ∞, denominados espacios de oscilación p-

media acotada sobre X, y damos la dualidad BMOD−HD como en [21] para el contexto

71
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general de espacio de tipo homogéneo. La Sección 2 está dedicada a abordar el problema

de la incondicionalidad de los sistemas de tipo Haar sobre HD
1 .

6.1. Espacios de Hardy y BMO diádicos

Introducimos primero los espacios de Hardy diádicos HD
1 sobre espacios de tipo ho-

mogéneo (X, d, µ) siguiendo las ĺıneas en [21] (ver [55] para el caso eucĺıdeo) para los

espacios de Hardy H1 sobre espacios métricos con medida. Comenzamos dando la defini-

ción de átomo diádico asociado a una familia diádica D en la clase D(δ).

Definición 6.1. Sea D una familia diádica en la clase D(δ). Para 1 < q ≤ ∞ diremos

que una función a definida sobre X es un q-átomo diádico asociado a D, brevemente que

a ∈ Aq,D, si existe un cubo diádico Q en D tal que

(a1) sop (a(x)) ⊆ Q.

(a2)
∫

X
a(x)dµ(x) = 0.

(a3) ‖a‖Lq(X,µ) ≤ (µ(Q))
1
q
−1 si q <∞ y ‖a‖L∞(X,µ) ≤ µ(Q))−1 si q = ∞.

Los espacios Hq,D
1 sobre (X, d, µ) se definen como sigue.

Definición 6.2. Sea D una familia diádica en la clase D(δ). Para 1 < q ≤ ∞
definimos el espacio Hq,D

1 como el espacio vectorial de todas las funciones f sobre X,

identificando aquellas que son iguales en casi todo punto con respecto a µ, que pueden

ser escritas como

(6.1) f =
∑

n∈Z+

λn an con
∑

n∈Z+

|λn| <∞,

donde an ∈ Aq,D para cada n y la convergencia es en la norma L1(X,µ).

Para cada función f en Hq,D
1 definimos el número

|||f |||1,q,D = inf

{

∑

n∈Z+

|λn| <∞ : f =
∑

n∈Z+

λn an, an ∈ Aq,D

}

.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la Definición 6.1.

Proposición 6.3. Sea D una familia diádica en la clase D(δ).

1. Si 1 < q1 < q2 ≤ ∞, entonces Aq2,D ⊆ Aq1,D. Más aún, si 1 < q ≤ ∞ y a = a(x)

es un q-átomo diádico, entonces ‖a‖L1(X,µ) ≤ 1.

2. Para cada 1 < q1 < q2 ≤ ∞ tenemos que Hq2,D
1 (X, d, µ) ⊆ Hq1,D

1 (X, d, µ) y

‖f‖L1(X,µ) ≤ |||f |||1,q1,D ≤ |||f |||1,q2,D.
3. |||.|||1,q,D es una norma y

(

Hq,D
1 , |||.|||1,q,D

)

es un espacio de Banach, para cada

1 < q ≤ ∞.
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Para lo que sigue, necesitamos la definición de una cadena de espacios en dualidad

con los espacios Hq,D
1 . El espacio BMOD

p de todas las funciones f de oscilación p-media

acotada, 1 ≤ p <∞, se define como BMOD
p = {f : ‖f‖∗,p <∞}, donde

‖f‖∗,p = sup
Q∈D

(

1

µ(Q)

∫

Q

|f(x) − fQ|pdµ(x)

)1/p

y fQ = 1
µ(Q)

∫

Q
fdµ. Puesto que cada cubo diádicoQ en D es un espacio de tipo homogéneo

con constante de duplicación uniforme, siguiendo las ĺıneas de la prueba del Teorema 6.16

en [55] podemos probar la siguiente versión diádica de la desigualdad de John-Nirenberg

para nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo.

Teorema 6.4. Sea D una familia diádica en la clase D(δ). Entonces existen dos

constantes positivas C1 y C2 tales que para toda función f ∈ BMOD
1 , todo cubo diádico

Q ∈ D y todo t ≥ 0 tenemos la siguiente desigualdad

µ ({x ∈ Q : |f(x) − fQ| > t}) ≤ C1µ(Q)e
− C2t

‖f‖∗,1 .

Corolario 6.5. Sean D una familia diádica en la clase D(δ) y 1 ≤ p <∞. Entonces

existe una constante positiva C tal que para cada función f ∈ BMOD
p tenemos que

‖f‖∗,1 ≤ ‖f‖∗,p ≤ C‖f‖∗,1.

Cualquiera de las normas equivalentes ‖.‖∗,p será denotada por ‖.‖BMOD . La prueba

de la dualidad entre los espacios de Hardy y BMO dada en [21] puede ser adaptada muy

fácilmente a nuestro contexto diádico sobre espacio de tipo homogéneo, considerando

cubos diádicos en lugar de bolas, para obtener el siguiente resultado.

Teorema 6.6. Sea D una familia diádica en la clase D(δ). Para 1 < q ≤ ∞ los

espacios Hq,D
1 coinciden y las normas |||.|||1,q,D son todas equivalentes. Este único espacio

será denotado por HD
1 y cualquiera de las normas |||.|||1,q,D será denotada por |||.|||1,D.

También vale que (HD
1 )∗, el espacio dual de HD

1 , es BMOD en el sentido que para cada

funcional lineal y continuo ϕ sobre HD
1 existe una única (salvo por funciones que son

constantes sobre cada cuadrante) función b ∈ BMOD tal que si f es cualquier suma

finita de átomos tenemos que ϕ(f) =
∫

X
bfdµ y que la norma BMOD de b y la del

funcional ϕ son equivalentes.

6.2. Incondicionalidad de los sistemas de Haar en HD
1

El principal resultado en este caṕıtulo está contenido en el siguiente enunciado.

Teorema 6.7. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema de

Haar asociado a la familia diádica D en la clase D(δ). Entonces el sistema H es una

base incondicional de HD
1 .
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Notemos que, con el Teorema 6.7, la teoŕıa L2 para cualquier sistema H, interpo-

lación y dualidad, obtenemos otra técnica para la prueba de la incondicionalidad de H
en Lp(X,µ), 1 < p <∞. En efecto, como en la prueba del Teorema 6.23 en [55] podemos

obtener un teorema de interpolación desde los espacios de Hardy diádicos en espacios de

tipo homogéneo. Luego, para cada 1 < p < 2 y cada conjunto finito F ⊆ H tenemos, del

Teorema 6.7 y por interpolación que la siguiente desigualdad

||
∑

h∈F
< f, h > h||Lp(X,µ) ≤ C ||f ||Lp(X,µ),

vale para toda función f ∈ Lp(X,µ), donde < f, h >=
∫

fhdµ.

Para la prueba del Teorema 6.7, debemos mostrar los siguientes tres hechos básicos

para H.

(i1) Los operadores
∑

h∈F < f, h > h están uniformemente acotados sobre HD
1 con F

variando sobre los conjuntos finitos de H.

(i2) Cada h ∈ H define, por medio de h∗(f) =< f, h >, un funcional lineal y continuo

sobre HD
1 y para cada h y h̃ en H vale que h∗(h̃) = 0 si h 6= h̃ y h∗(h̃) = 1 si

h = h̃.

(i3) Las combinaciones lineales de los elementos de H son densas en HD
1 .

Comenzamos probando (i1) para átomos diádicos.

Proposición 6.8. Sea H un sistema de tipo Haar asociado a una familia diádica

D en la clase D(δ). Entonces para cada ∞-átomo diádico a y para cada conjunto finito

F ⊆ H tenemos que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F
< a, h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D

≤ 1.

Demostración. Sea F un subconjunto finito de H y sea a un ∞-átomo diádico.

Escribiremos Qa para denotar el cubo diádico en la Definición 6.1 para el átomo diádico

a. Sea j0 ∈ Z tal que Qa ∈ Dj0 . Sean F1 = {h ∈ F : Q(h) ∈ D̃j, j ≤ j0} y F2 =

{h ∈ F : Q(h) ∈ D̃j, j > j0}, donde Q(h) es el cubo en D̃ dado en (h.1). Comenzamos

considerando h ∈ F1. Puesto que Qa y Q(h) son cubos diádicos en la familia diádica D,

de (d.4) y la definición de F1 obtenemos que Qa ⊆ Q(h) o Qa

⋂

Q(h) = ∅. Claramente,

si Qa

⋂

Q(h) = ∅ entonces < a, h >= 0. Si Qa ⊆ Q(h) entonces, de (h.4), tenemos que h

es constante, c, en el cubo diádico Qa. Luego, de (a2), obtenemos que

< a, h > =

∫

Qa

a(x)h(x)dµ(x)
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= c

∫

Qa

a(x)dµ(x)

= c

∫

X

a(x)dµ(x) = 0.

Por lo tanto
∑

h∈F1

< a, h > h = 0.

Estimamos ahora
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F2
< a, h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D . Sea f(x) =
∑

h∈F2
< a, h > h(x). De (h.3)

tenemos que

(6.2)

∫

X

f(x)dµ(x) =
∑

h∈F2

< a, h >

∫

X

h(x)dµ(x) = 0.

Por otro lado, de la Proposición 6.3, a es un 2-átomo diádico. Probaremos que f es también

un 2-átomo diádico. En efecto, por ser H una base ortonormal de L2(X,µ), la identidad

de Parseval, la desigualdad de Bessel y la definición de 2-átomo diádico obtenemos que

‖f‖2
L2(X,µ) =

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

< a, h > h

∥

∥

∥

∥

∥

2

L2(X,µ)

(6.3)

=
∑

h∈F2

| < a, h > |2

≤ ‖a‖2
L2(X,µ) ≤

1

µ(Qa)
.

(6.4)

Notemos que, de (d.4) y la definición de F2 tenemos que Q(h) ⊆ Qa o Qa

⋂

Q(h) = ∅,
para cualquier h ∈ F2. Como antes, si Q(h)

⋂

Qa = ∅ tenemos que < a, h >= 0. Si

Q(h) ⊆ Qa entonces de (h.1) obtenemos que h(x) = 0 para todo punto x 6∈ Qa. Luego,

(6.5) sop(f) ⊆ Qa.

Por lo tanto, de (6.2), (6.3) y (6.5) obtenemos que f es un 2-átomo diádico y entonces

||| f |||1,D ≤ 1. Aśı
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F
< a, h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D

≤ 1.

�

Es bien conocido (ver [14] y [45]) que en general no basta con verificar que un operador

es acotado sobre átomos para concluir que se extiende acotadamente a todo el espacio de

Hardy. Sin embargo, como el siguiente resultado muestra, esta es la situación en nuestro

caso.
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Teorema 6.9. Sea H un sistema de Haar asociado a la familia diádica D en la clase

D(δ). Entonces existe una constante positiva C tal que para cada conjunto finito F ⊆ H
se tiene que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F
< f, h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D

≤ C |||f |||1,D ,

para toda función f ∈ HD
1 .

Demostración. Notemos primero que sif ∈ HD
1 entonces< f, h > está bien definido

para toda funcuón h ∈ H. En efecto, f ∈ L1(X,µ) y h ∈ L∞(X,µ) para cada h ∈
H. Luego, el resultado es una consecuencia de la Proposición 6.8 y los dos siguientes

enunciados.

(1) Si (an : n ∈ Z+) ⊆ A∞,D y (λn : n ∈ Z+) ⊆ R son tales que
∑

n∈Z+ |λn| < ∞,

entonces

<
∑

n∈Z+

λnan, h >=
∑

n∈Z+

< λnan, h >,

para toda función h ∈ H.

(2) Para toda función f ∈ HD
1 con f =

∑

n∈Z+ λnan y cada subconjunto finito F de

H tenemos que

∑

n∈Z+

λn

(

∑

h∈F
< an, h >

)

h =
∑

h∈F

(

∑

n∈Z+

λn < an, h >

)

h,

donde consideramos la convergencia en el sentido de la norma L1(X,µ).

Tomemos f ∈ HD
1 , y supongamos que (1) y (2) valen. Para cada ε > 0, de la definición

de HD
1 , tenemos que f =

∑

n∈Z+ λn(ε)an(ε), donde (an(ε) : n ∈ Z+) ⊆ A∞,D, (λn(ε) :

n ∈ Z+) ⊆ R con
∑

n∈Z+ |λn(ε)| <∞ y ‖|f‖|1,D + ε ≥∑n∈Z+ |λn(ε)|.
Sea F un subconjunto finito de H. De (1) y (2) tenemos que

∑

h∈F
< f, h > h =

∑

h∈F

∑

n∈Z+

< λn(ε)an(ε), h > h

=
∑

n∈Z+

∑

h∈F
< λn(ε)an(ε), h > h,

en el sentido de la norma L1(X,µ). Luego, de la Proposición 6.8 obtenemos que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F
< f, h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n∈Z+

∑

h∈F
< λn(ε)an(ε), h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D

≤
∑

n∈Z+

|λn(ε)|
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F
< an(ε), h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D
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≤ C
∑

n∈Z+

|λn(ε)|

≤ C |||f |||1,D + Cε,

para cada ε > 0. Por lo tanto
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

h∈F
< f, h > h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1,D

≤ C |||f |||1,D .

Demostremos ahora (1). Sea f ∈ HD
1 , f =

∑

n∈Z+

λnan donde an ∈ A∞,D para cada n. Sea

SN =
∑N

n=1 λnan. Entonces ‖f − SN‖L1(X,µ) −→ 0 cuando n −→ ∞. Luego,
∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

n=1

< λnan, h > − <
∑

n∈Z+

λnan, h >

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

<
∑

n>N

λnan, h >

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫

X

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n>N

λnan

∣

∣

∣

∣

∣

|h|dµ

≤ ‖f − SN‖L1(X,µ)‖h‖L∞(X,dµ).

Por lo tanto, puesto que h ∈ L∞(X, dµ) para cada h ∈ H, (1) vale. Para la prueba

de (2), tomamos f ∈ HD
1 , f =

∑

n∈Z+

λnan donde an ∈ A∞,D para cada n. Sean ZN =

∑N
n=0 λn

(
∑

h∈F < an, h >
)

h y SN =
∑N

n=0 λnan. Mostraremos que si N tiende e a ∞
entonces ZN −→∑

h∈F < f, h > h en el sentido de la norma L1(X,µ). En efecto,
∫

X

|ZN −
∑

h∈F
< f, h > h|dµ ≤

∑

h∈F

∫

X

|< SN − f, h >| |h|dµ

≤
∑

h∈F
‖h‖∞ µ(Q(h)) |< SN − f, h >|

≤ ‖SN − f‖L1(X,µ)

∑

h∈F
‖h‖2

∞ µ(Q(h)).

�

Ahora probaremos (i2). Fijemos h ∈ H y f =
∑

n∈Z+ λnan ∈ HD
1 , con an ∈ A∞,D

para cada n. La linealidad de h∗ es una consecuencia trivial de linealidad de la integral.

Puesto que
∫

X
|an|dµ ≤ 1 para todo n y puesto que h ∈ L∞(X,µ) para cada h ∈ H,

obtenemos que

| < f, h > | =

∣

∣

∣

∣

∣

∫

X

h

(

∑

n∈Z+

λnan

)

dµ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖h‖∞
∑

n∈Z+

∫

X

|λn||an|dµ
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≤ ‖h‖∞
∑

n∈Z+

|λn|.

Por lo tanto | < f, h > | ≤ ‖h‖∞|‖f |‖1,D. Por otro lado, por ser H base ortonormal de

L2(X,µ) tenemos que h∗(h̃) = 0 si h 6= h̃ y h∗(h̃) = 1 si h = h̃.

Para probar (i3) usaremos el siguiente resultado. En lo que sigue diremos que una

función es un átomo diádico si es un q-átomo diádico para algún 1 < q ≤ ∞ y denotaremos

con V al conjunto de todas aquellas funciones g en HD
1 que son combinación lineal finita

de átomos diádicos.

Lema 6.10. Sea D una familia diádica en la clase D(δ). Entonces

(a) g −∑h∈F < g, h > h pertenece a V para todo conjunto finito F ⊆ H y toda

función g ∈ V;

(b) V es denso en HD
1 .

Demostración. Sólo tenemos que probar (a) ya que el enunciado (b) es una fácil

consecuencia de la definción de HD
1 . Sean F un subconjunto finito de H y g ∈ V. Es decir,

g =
∑

n∈I λnan con #(I) < ∞ y an átomo diádico para cada n ∈ I. De la linealidad de

la integral se tiene que

g − SF (g) =
∑

n∈I

(

λnan −
∑

h∈F
< λnan, h > h

)

.

Por otro lado, notemos que si h ∈ H, entonces la función ϕ = h

µ(Q(h))
1
2

es un 2-átomo

diádico. En efecto, de (h.1) tenemos que sop(ϕ) = sop(h) ⊆ Q(h), de (h.3) la integral

sobre el espacio X de la función ϕ es nula y de (h.4) tenemos

‖ϕ‖2 =

∥

∥

∥

∥

∥

h

µ(Q(h))
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

2

=
1

µ(Q(h))
1
2

.

Por lo tanto ϕ ∈ A2,D. Luego, para cada n ∈ I se tiene que

∑

h∈F
< λnan, h > h =

∑

h∈F
< λnan, hµ(Q(h))

1
2 >

h

µ(Q(h))
1
2

.

Es decir,
∑

h∈F < λnan, h > h es una combinación lineal finita de 2-átomos con lo cual

g − SF (g) ∈ V. �

Usaremos también el bien conocido hecho que la norma de un elemento f en un espacio

de Banach B puede ser calculada como la menor cota superior de las evaluaciones ϕ(f)

para ϕ ∈ B∗ con ‖ϕ‖ = 1.

Ahora probaremos (i3), es decir, la densidad de las combinaciones lineales de los

elementos de H en HD
1 . Para cada entero positivo M definimos la familia FM = {F ⊆

H : #(F ) = M} y los operadores actuando sobre HD
1 como SF (f) =

∑

h∈F < f, h > h
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para F ∈ FM y M ∈ Z+. Mostraremos que para cada f ∈ HD
1 y cada ε > 0 existe un

entero positivoMε y un conjunto Fε ∈ FMε tal que |‖f−SFε(f)|‖1,D < ε. Del Teorema 6.9,

obtenemos que |‖SF (f)|‖1,D ≤ C|‖f |‖1,D para alguna constante positiva C independiente

de F ∈ FM y de M ∈ Z+. Sea C̃ = sup{‖SF‖ : F ∈ FM ,M ∈ Z+}. Sean f una función

en HD
1 y ε > 0 dados. De (b) en el Lema 6.10 existe una función g ∈ V tal que

(6.6) |||f − g|||1,D ≤ ε

C̃ + 3
.

Además, existen un entero positivo Mε,g y un conjunto Fε,g ∈ FMε,g tal que

(6.7) |‖g − SFε,g(g)|‖1,D <
2ε

C̃ + 3
.

En efecto, de (a) en el Lema 6.10 obtenemos que g − SF (g) pertenece a V para cada

conjunto finito F ⊆ H. Luego, de la observación anterior sobre la norma de un elemento

en un espacio de Banach via dualidad y el Teorema 6.6 tenemos que para cada F ∈ FM

y M ∈ Z+ existe una función ϕ
g,F

∈ BMOD tal que ‖ϕ
g,F

‖BMOD = 1 y

(6.8) ‖|g − SF (g)|‖1,D ≤
∣

∣

∣

∣

∫

X

(g − SF (g))ϕ
g,F
dµ

∣

∣

∣

∣

+
ε

C̃ + 3
.

Puesto que g − SF (g) pertenece a V y supp(h) ⊆ Q(h), donde Q(h) es la clausura de

Q(h), es claro que existen un conjunto de ı́ndices finito I ⊆ Z+ y una familia {Qn : n ∈ I}
de cubos diádicos disjuntos en D tales que

(6.9)

∣

∣

∣

∣

∫

X

(g − SF (g))ϕ
g,F
dµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

X

(g − SF (g))φ
g,F
dµ

∣

∣

∣

∣

,

donde φ
g,F

= (χ
∪

n∈I
Qn

)ϕ
g,F

. Notemos que puesto que ϕ
g,F

∈ BMOD, entonces para alguna

constante Cn con n ∈ I obtenemos que

‖φ
g,F

‖L2(X,µ) =
∑

n∈I

(∫

Qn

|ϕ
g,F

|2dµ
)1/2

≤
∑

n∈I

(

(∫

Qn

|ϕ
g,F

− Cn|2dµ
)1/2

+

(∫

Qn

|Cn|2dµ
)1/2

)

=
∑

n∈I

(

µ(Qn)
1/2

(

1

µ(Qn)

∫

Qn

|ϕ
g,F

− Cn|2dµ
)1/2

+ Cnµ(Qn)
1/2

)

≤
∑

n∈I

(

‖ϕ
g,F

‖BMOD + Cn
)

µ(Qn)
1/2 <∞.

Por lo tanto φ
g,F

∈ L2(X,µ). Luego, puesto que
∫

X
Sf (g)φg,F

dµ =
∫

X
gSf (φg,F

)dµ, de la

desigualdad de Schwartz tenemos que
∣

∣

∣

∣

∫

X

(g − SF (g))φ
g,F
dµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

X

g(φ
g,F

− SF (φ
g,F

)dµ

∣

∣

∣

∣
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≤ ‖g‖L2(X,µ)‖φg,F
− SF (φ

g,F
‖L2(X,µ),

para cada F ∈ FM y cada M ∈ Z+. Aśı, puesto que H es una base ortonormal de

L2(X,µ), existen un entero positivo Mε,g y un conjunto Fε,g ∈ FMε,g tales que

‖φ
g,F

− SFε,g(φg,F
)‖L2(X,µ) ≤

ε

‖g‖L2(X,µ)(C̃ + 3)
,

lo cual prueba que (6.7) vale. Luego, de (6.6) y (6.7) obtenemos que

|||f − SFε,g(f)|||1,D ≤ |||f − g|||1,D + |||g − SFε,g(g)|||1,D + |||SFε,g(g − f)|||1,D

≤ 3ε

C̃ + 3
+ |||SFε,g(g − f)|||1,D

≤ 3ε

C̃ + 3
+ ‖SFε,g‖ |||g − f |||1,D ≤ ε.

Esto prueba que las combinaciones lineales de elementos de H son densas en HD
1 lo cual

concluye la prueba del Teorema 6.7.



CAPÍTULO 7

Caracterizaciones de espacios de tipo Lipschitz

A lo largo de este caṕıtulo trataremos con tres tipos, en principio diferentes, de regu-

laridad α de funciones reales definidas sobre un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ). El

parámetro de regularidad α será siempre positivo. Los resultados del presente caṕıtulo

estan contenidos en [6].

En [43], Maćıas y Segovia introducen, en el contexto de espacio de tipo homogéneo,

las clases de funciones de tipo Campanato definidas en [18] para el caso eucĺıdeo. Ellos

prueban que bajo la condición de normalidad sobre el espacio, estas clases son exacta-

mente los clásicos espacios Lipschitz. Introducimos ahora estas dos clases de funciones

Lipschitz.

Definimos el espacio Lipschitz de orden α, Lip(α), como el espacio de las funciones f

definidas sobre X tales que existe una constante C > 0 tal que

|f(x) − f(y)| ≤ Cd(x, y)α

para todo par de puntos x, y ∈ X. Denotaremos por ‖f‖Lip(α) el ı́nfimo de todas las

posibles constantes C, que resulta una seminorma en Lip(α).

Para 1 ≤ q <∞, una función f en Lqloc(X,µ) se dice que pertenece al espacio Lip(α, q)

si existe una constante positiva C tal que la desigualdad

(7.1)

(

1

µ(B)

∫

B

|f(x) −mB(f)|qdµ(x)

)1/q

≤ Cr(B)α

vale para toda bola B en X, donde r(B) es el radio de B y mB(f) = 1
µ(B)

∫

B
fdµ. Con

‖f‖Lip(α,q) denotamos el ı́nfimo de aquellas constantes C.

Destacamos aqúı que nuestra definición de Lip(α, q) coincide con la clase Lip(α, q)

en [43] sólo cuando (X, d, µ) es normal en el sentido que la medida de cualquier bola es

comparable a su radio. Es fácil ver que Lip(α) implica Lip(α, q) y uno de los principales

resultados en [43] es la rećıproca. Mostraremos que ambos, Lip(α) y Lip(α, q) tienen la

misma descripción en términos de wavelets de Haar construidas sobre alguna clase amplia

de familias diádicas. El siguiente resultado es el primer paso en esa dirección.

81
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Teorema 7.1. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y f ∈ Lip(α, 2). Entonces

la desigualdad

|< f, h >| =

∣

∣

∣

∣

∫

X

fhdµ

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖Lip(α,2) r(B)α µ(B)1/2,

vale para toda función h y toda bola B = B(z, r(B)) tales que

(i)
∫

X
hdµ = 0;

(ii)
∫

X
|h|2dµ = 1 y

(iii) {x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊆ B.

Demostración. Sean f ∈ Lip(α, 2) y h una función que satisface (i) a (iii). De (i)

y (iii) tenemos que
∫

X

f(x)h(x)dµ(x) =

∫

B

(f(x) −mB(f))h(x)dµ(x).

De la desigualdad de Hölder, (ii) y el hecho que f ∈ Lip(α, 2) obtenemos que
∣

∣

∣

∣

∫

X

f(x)h(x)dµ(x)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

B

|f(x) −mB(f)| |h(x)| dµ(x)

≤
(∫

B

|f(x) −mB(f)|2 dµ(x)

)1/2

≤ µ(B)1/2

(

1

µ(B)

∫

B

|f(x) −mB(f)|2 dµ(x)

)1/2

≤ ‖f‖Lip(α,2)µ(B)1/2r(B)α.

�

Notemos que en el contexto eucĺıdeo, cualquier wavelet localizada satisface las propiedades

(i) a (iii). Estamos interesados en un rećıproco del teorema previo en términos de fun-

ciones de tipo Haar.

En el caso eucĺıdeo Rn, la clase de todas las traslaciones arbitrarias de los cubos

diádicos usualesQj
~k

=
∏n

i=1 I
j
ki

, con ~k = (k1, ..., kn) ∈ Zn, j ∈ Z y Ijki
= [ki2

−j, (ki+1)2−j),

tiene una importante propiedad que llamaremos separadora. En efecto, es fácil ver que

dados dos puntos diferentes x e y en Rn, existen z ∈ Rn, j ∈ Z y ~k ∈ Zn tal que ambos,

x e y pertenecen a dos subcubos diferentes z + Qj+1
~l

y z + Qj+1
~m de z + Qj

~k
y 2−j es

comparable con |x− y|.
En la sección que sigue se dará la definición precisa de clases separadoras donde pro-

baremos también su existencia en nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo.

Sea S una clase de familias diádicas D en D(δ). Escribimos H para denotar el

conjunto de todas las funciones de Haar h que pertenecen a algún sistema de Haar HD

asociado a algún D ∈S . Definimos ahora nuestra tercer clase de funciones tipo Lipschitz.
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Una función f ∈ L1
loc(X, d, µ) se dice que pertenece a la clase de Carleson C(α, S) si

existe una constante positiva C tal que la desigualdad

(7.2) |< f, h >| ≤ C diam(Qh)
α µ(Qh)

1/2,

vale para toda h ∈H, donde Qh es el menor cubo diádico conteniendo al conjunto {x ∈
X : h(x) 6= 0} y diam(E) = sup{d(x, y) : x ∈ E, y ∈ E}.

Los principales resultados del presente caṕıtulo están contenidos en los siguientes

enunciados.

Teorema 7.2. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Sea S una clase sepa-

radora de familias diádicas sobre X. Entonces C(α, S)⊆ Lip(α) en el sentido que en la

clase de Lebesgue de cada función en C(α,S) existe una funcón en Lip(α).

Teorema 7.3. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Existen clases separadoras

en D(δ) para δ suficientemente chico.

Agrupando los resultados contenidos en los Teoremas 7.1, 7.2 y 7.3 tenemos el siguiente

enunciado el cual contiene al Teorema 5 en [43].

Teorema 7.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo.

Lip(α) = Lip(α, q) = C(α,S)

para todo 1 ≤ q <∞ y toda clase separadora S.

Con casi las mismas pruebas, los anteriores resultados pueden extenderse a modulos de

continuidad ϕ(t) más generales que tα (ver [4]). Con las obvias definiciones, con respecto

a Lip(α) como Lip(ϕ) con ϕ(t) = tα, tenemos que

Lip(ϕ) ⊆ Lip(ϕ, q) ⊆ C(ψ,S) ⊆ Lip(ψ)

donde ψ(t) =
∫ 1

0
ϕ(s)
s
ds, suponiendo que ϕ : R+ −→ R+ es una función no decreciente

y tal que
∫ 1

0
ϕ(t)
t
dt < ∞. Todas estas clases son las mismas cuando ψ(t) ≤ Cϕ(t) para

alguna constante C.

7.1. Clases separadoras de familias diádicas

Resultados como el que nos proponemos en este caṕıtulo son válidos para transfor-

madas de wavelets continuas sobre el contexto eucĺıdeo (ver [35], [52], [4] y [23]). En

nuestro contexto no tenemos estructura algebraica a disposición que nos permita hablar

de traslaciones continuas. La siguiente definición tiene por finalidad reemplazar esta li-

mitación.
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Definición 7.5. Clase separadora en D(δ). Decimos que una clase de familias

diádicas S ⊆ D(δ) separa puntos de X, o que es una clase separadora, si para todo par

de puntos distintos x e y en X existe D ∈S tal que existe un cubo diádico Q en D que

verifica

(s1) x e y pertenecen a Q;

(s2) existen dos cubos diádicos diferentes entre śı Qx y Qy en O(Q) tal que x ∈ Qx e

y ∈ Qy;

(s3) existen dos constantes positivas c1 y c2 tales que c1δ
J (Q) ≤ d(x, y) ≤ c2δ

J (Q).

Con el objetivo de probar el Teorema 7.3 usaremos la construcción de cubos diádicos

dada por M. Christ en [20]. La técnica de tal construcción será de importancia para

nuestro fin y por lo tanto damos aqui una breve descripción siguiendo la notación intro-

ducida en el Caṕıtulo 2 cuando desarrollamos la construcción de Christ. Para ε > 0, Nε

es una ε-red en X si Nε es un subconjunto ε-disperso maximal de X. Esto es, d(x, x′) ≥ ε

para todo x, x′ ∈ N con x 6= x′ y si E es cualquier otro conjunto de X que contenga

estrictamente a Nε entonces existen y, y′ ∈ E con y 6= y′ tal que d(y, y′) < ε. En lo que

sigue usaremos la notación Nε = {xk : k ∈ K(ε)} para denotar los elementos de la ε-red

Nε, donde K(ε) es un intervalo inicial de los enteros positivos, el cual puede coincidir con

el conjunto total Z+ de enteros positivos. Para un δ positivo fijo, las anteriores consid-

eraciones con ε = δj, j ∈ Z, nos dan una sucesión de δj-redes Nj = {xjk : k ∈ Kj}, donde

Kj = K(δj). Sobre el conjunto A = {(j, k) : j ∈ Z and k ∈ Kj}, M. Christ introduce una

estructura de árbol controlada por la estructura métrica sobre X. Remarcamos aqúı que

la construcción dada en [20] no necesita de ninguna propiedad de encaje de las sucesiones

Nj de δj-redes. El orden parcial � sobre A definido en [20] el cual otorga la estructura

de árbol sobre A satisface las siguientes dos propiedades básicas,

(a) si d(xjk, x
j−1
l ) < δj−1

2
entonces (j, k) � (j − 1, l),

(b) si (j, k) � (j − 1, l), entonces d(xjk, x
j−1
l ) < δj−1.

Para una sucesión de δj-redes, Nj, δ > 0, diremos que tal orden pertenece a la clase

Oδ, brevemente, � ∈ Oδ.

El cubo diádico de Christ al nivel j localizado en k ∈ Kj se define como

(7.3) Qj
k =

⋃

(i,l)�(j,k)

B(xil, aδ
i).

La familia de todos estos cubos Qj
k satisfacen la Definición 2.3 de familia diádica para

valores pequeños de las constantes positivas δ y a, donde podemos elegir como punto

central el punto x = xjk.
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Los conjuntos Qj
k serán llamados los cubos diádicos asociados a xjk ∈ Nj. La familia

D� de todos estos Qj
k forman los cubos de Christ asociados a la familia {Nj : j ∈ Z} de

δj-redes Nj, j ∈ Z y al orden �. Notemos que de (7.3) tenemos que

(7.4) si (i, l) � (j, k) entonces Qi
l ⊆ Qj

k.

Los siguientes lemas serán nuestras herramientas claves para probar el Teorema 7.3.

Lema 7.6. Sea Nj, j ∈ Z una sucesión de δj-redes en X con δ < 1/2 y sea D� los

cubos de Christ asociados a la familia {Nj : j ∈ Z} y al orden � en Oδ. Asumamos que

para algún j0 ∈ Z, k ∈ Kj0−1 y k
′ ∈ Kj0+1 tenemos que xj0−1

k = xj0+1

k′
∈ Nj0−1 ∩ Nj0+1.

Entonces existe s ∈ Kj0 tal que

(j0 + 1, k
′

) � (j0, s) � (j0 − 1, k).

Demostración. Sea � un orden sobre A = {(j, k) : j ∈ Z, k ∈ Kj} en Oδ. Sea

(j0, s) el único elemento en A para el cual (j0 +1, k
′
) � (j0, s). Para obtener el lema todo

lo que tenemos que mostrar es que necesariamente (j0, s) � (j0 − 1, k). En efecto, de (b)

tenemos que

d(xj0+1

k
′ , xj0s ) < δj0 <

δj0−1

2
.

Puesto que el lado izquierdo es también d(xj0s , x
j0−1
k ), (a) muestra que (j0, s) � (j0 −

1, k). �

Como ya hemos observado, la construcción de Christ no necesita de propiedades de

encaje de las redes Nj. Este hecho nos permitirá construir una suceción particular N
de δj−redes asociadas a dos puntos diferentes x e y en X. Pongamos N para denotar

cualquier sucesión (Nj : j ∈ Z) de δj−redes con x = xj1 ∈ Nj si j es impar y con

y = xj1 ∈ Nj si j es par.

Lema 7.7. Sean x e y dos puntos distintos en X y sea 0 < δ < 1/2 dado. Sea � un

orden en Oδ inducido por la sucesión N definida anteriormente. Entonces existe i ∈ Z

tal que la familia diádica D� satisface

(1) Qi+1
1 ⊆ Qi

1;

(2) existe s ∈ Ki+1, s 6= 1, tal que Qi+2
1 ⊆ Qi+1

s ⊆ Qi
1;

(3) aδi+1 ≤ d(x, y) ≤ a2δ
i, donde a es la constante en (7.3) y a2 es la constante en

(d.5).

Demostración. Sean x e y dos puntos en X con x 6= y. Sea j0 ∈ Z tal que

(7.5) δj0+1 ≤ 2d(x, y) < δj0 .

Sea � en Oδ un orden asociado a N .
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Sea

i =

{

j0 + 1 if Qj0+2
1 ⊆ Qj0+1

1

j0 if Qj0+2
1 6⊆ Qj0+1

1

Chequeamos ahora que este valor de i satisface (1),(2) y (3). Comenzamos verificando

(1). Si i = j0 + 1, este es el caso cuando Qj0+2
1 ⊆ Qj0+1

1 , entonces no hay nada que probar

puesto que Qi+1
1 = Qj0+2

1 y Qi
1 = Qj0+1

1 . Por otro lado, si i = j0, de (7.5) y (a) tenemos

que (j0 + 1, 1) � (j0, 1), por lo tanto de (7.4) tenemos que Qi+1
1 = Qj0+1

1 ⊆ Qj0
1 = Qi

1.

Puesto que xi1 = xi+2
1 ∈ Ni ∩ Ni+2, aplicando el Lemma 7.6 tenemos que existe

s ∈ Ki+1 tal que

(7.6) (i+ 2, 1) � (i+ 1, s) � (i, 1).

Entonces, de (7.4) tenemos que Qi+2
1 ⊆ Qi+1

s ⊆ Qi
1. Por lo tanto, para chequear (2) sólo

necesitamos mostrar que s 6= 1. Si i = j0 entonces Qi+2
1 6⊆ Qi+1

1 , aśı que s 6= 1 en este

caso. Por otro lado, notemos que puesto que δ < 1/2, tenemos que δj0+2 < δj0+1/2 ≤
d(x, y) = d(xj0+3

1 , xj0+2
1 ). Entonces, de (b) obtenemos que (j0 + 3, 1) 6� (j0 + 2, 1); esto es

(i+ 2, 1) 6� (i+ 1, 1) cuando i = j0 + 1. Ahora de (7.6) tenemos que s 6= 1 también en el

caso i = j0 + 1.

Finalmente veremos que (3) vale. Notemos que de (1), (d.5) and (7.3) tenemos que

xi+1
1 ∈ B(xi1, a2δ

i). Luego, d(x, y) = d(xi+1
1 , xi1) < a2δ

i. Por otro lado, tenemos que

xi+1
1 ∈ Qi+1

1 y xi1 = xi+2
1 ∈ Qi+1

s donde s 6= 1 es el entero en (2). Además, de (d.1),

tenemos que Qi+1
1 ∩Qi+1

s = ∅. Por lo tanto d(x, y) = d(xi+1
1 , xi1) ≥ aδi+1. �

Demostración del Teorema 7.3. Probaremos que para todo par de puntos x e

y en X con x 6= y existe una familia diádica D(x,y) = D� para algún orden � asociado a

N tal que (s1) a (s3) valen. Luego, tomando S = {D(x,y) : x, y ∈ X, x 6= y} obtendremos

el resultado.

Sean x e y dos puntos en X con x 6= y y sean i y s los enteros provistos por el

Lema 7.7 asociado a la familia N de δj−redes. Asumamos que i = 2u para algún u ∈ Z.

Consideremos los cubos diádicos Qy = Qi+1
1 , Qx = Qi+1

s y Q = Qi
1. De (1) y (2) en el

Lema 7.7, la definición de cubo diádico dada por (7.3) y (d.1), obtenemos (s1) y (s2).

Finalmente de (3) en el Lema 7.7 obtenemos que d(x, y) es comparable con δJ (Q) lo cual

nos da (s3). El caso en el cual i es impar se prueba de manera similar. �

7.2. Caracterización via coeficientes de Haar

En lo que sigue denotamos con H al conjunto de todas las funciones de Haar h que

pertenecen a algún sistema de Haar HD asociado con alguna familia diádica D ∈ S para



7.2. CARACTERIZACIÓN VIA COEFICIENTES DE HAAR 87

alguna clase separadora S . Dados D en D(δ), Q ∈ D̃ y Q
′ ∈ O(Q), decimos que la

función

(7.7) hQ,Q′ =

(

µ(Q \Q′
)

µ(Q)µ(Q′)

)1/2

χ
Q
′ −
(

µ(Q
′
)

µ(Q)µ(Q \Q′)

)1/2

χ
Q\Q

′

pertenece a TD. Es importante destacar que cuando el proceso de ortonormalización de

Grahm-Schmidt es aplicado a la funciones caracteŕısticas de Q y #O(Q) − 1 cubos Q
′′

en O(Q), el primer elemento en HQ (ver (h.4)) pertenece a TD. Por lo tanto, para cada

clase separadora S tenemos que
⋃

D∈S
T

D
⊆ H.

El siguiente enunciado contiene las principales herramientas que usaremos en la prueba

del Teorema 7.2.

Proposición 7.8. Sean f una función localmente integrable sobre X y D una familia

diádica en D(δ). Entonces

(1) para todo Q ∈ D y todo Q
′ ∈ O(Q) se tiene que

∣

∣mQ(f) −mQ
′ (f)

∣

∣ =
µ(Q \Q′

)

µ(Q)

∣

∣

∣
mQ

′ (f) −mQ\Q′ (f)
∣

∣

∣
;

(2) para todo Q ∈ D̃ y toda función hQ,Q′ ∈ TD, se tiene que

∣

∣< f, hQ,Q′ >
∣

∣ =

(

µ(Q
′
)µ(Q \Q′

)

µ(Q)

)1/2
∣

∣

∣
mQ′ (f) −mQ\Q′ (f)

∣

∣

∣
.

Demostración. Notemos que si Q = Q
′
entonces la igualdad en (1) es trivial. Por

otro lado, puesto que para Q ∈ D̃ se tiene
(

1
µ(Q

′
)
− 1

µ(Q)

)

µ(Q
′
) = µ(Q\Q′

)
µ(Q)

, obtenemos que

∣

∣mQ
′ (f) −mQ(f)

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

1

µ(Q′)

∫

Q
′
f(z)dµ(z) − 1

µ(Q)

∫

Q
′∪(Q\Q′

)

f(z)dµ(z)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(

1

µ(Q′)
− 1

µ(Q)

)

µ(Q
′

)mQ
′ (f) − µ(Q \Q′

)

µ(Q)
mQ\Q′ (f)

∣

∣

∣

∣

=
µ(Q \Q′

)

µ(Q)

∣

∣

∣
mQ

′ (f) −mQ\Q′ (f)
∣

∣

∣
,

y (1) vale.

La prueba de (2) es una consecuencia de (7.7). �

Demostración del Teorema 7.2. La prueba de este teorema sigue la ĺınea del

caso de la recta real dado en [4]. Las principales herramientas son el Teorema de difer-

enciación de Lebesgue y la Proposición 7.8. Sea S una clase separadora en D(δ) y sea f

una función en C(α, S). Probaremos que f es igual µ−casi en todo punto a una función
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Lip(α). Sean x e y dos puntos en X tales que x 6= y y ambos son puntos de Lebesgue de

f . Puesto que S es una clase separadora en D(δ), existen D ∈ S , Q ∈ D y Qx, Qy en

O(Q) tales que (s1) a (s3) en la Definición 7.5 valen.

Consideremos las dos sucesiones (Qn : n ∈ Z+
0 ) y (Rn : n ∈ Z+

0 ) de cubos diádicos

definidos de la siguiente manera. Para n = 0 definimos Q0 = Q. Para n = 1 definimos

Q1 = Qx. En general, para cada entero n ≥ 2, tomamos Qn ∈ O(Qn−1) tal que x ∈ Qn

donde Qn es la clausura de Qn. Notemos que de (d.2) los cubos diádicos Qn están bien

definidos para cada n. Analogamente definimos R0 = Q, R1 = Qy, y en general, para

cada entero n ≥ 2, Rn ∈ O(Rn−1) tal que y ∈ Rn. Es importante observar que, por la

construcción de estas sucesiones y puesto que Q1 ∩ R1 = ∅, entonces Qn ∩ Rn = ∅ para

todo entero positivo n.

Asociado con la sucesiones (Qn : n ∈ Z+
0 ) y (Rn : n ∈ Z+

0 ) consideramos las dos

siguientes sucesiones (hn : n ∈ Z+
0 ) y (h̃n : n ∈ Z+

0 ) de funciones test de tipo Haar en

T D. Para cada n ∈ Z+
0 tomamos hn = hQn,Qn+1 y h̃n = hRn,Rn+1 como en (7.7). Luego,

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x) −mQk
(f) − f(y) +mRk

(f)| + |mQ0(f) −mR0(f)|

+
k
∑

i=1

∣

∣mQi
(f) −mQi−1

(f)
∣

∣+
k−1
∑

i=0

∣

∣mRi
(f) −mRi+1

(f)
∣

∣

= I + II + III + IV.

Puesto que Q0 = R0 = Q, tenemos que II = 0. Para I, puesto que ambos x e y son

puntos de diferenciación para f , podemos elegir k suficientemente grande de manera tal

que I ≤ d(x, y)α. Aqúı hemos usado el Teorema de diferenciación de Lebesgue a través

de conjuntos diádicos el cual puede ser aplicado debido al control mérico de tales cubos.

(ver [3]).

Puesto que III y IV son similares sólo trabajamos con III. Si Qi−1 = Qi entonces

tenemos que
∣

∣mQi
(f) −mQi−1

(f)
∣

∣ = 0. Pongamos I1 = {i ∈ Z+ : Qi−1 ∈ D̃}. Entonces,

III =
∑

i∈I1

∣

∣mQi
(f) −mQi−1

(f)
∣

∣ .

De la Proposición 7.8 y (d.9) tenemos que

∣

∣mQi
(f) −mQi−1

(f)
∣

∣ =
µ(Qi−1 \Qi)

µ(Qi−1)

∣

∣mQi
(f) −mQi−1\Qi

(f)
∣

∣

=

(

µ(Qi−1 \Qi)

µ(Qi)µ(Qi−1)

)1/2 ∣
∣

∣

∣

∫

X

f(z)hi−1(z)dµ(z)

∣

∣

∣

∣

≤ Cµ(Qi)
−1/2

∣

∣

∣

∣

∫

X

f(z)hi−1(z)dµ(z)

∣

∣

∣

∣

,
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para todo i ∈ I1. Entonces, de (7.2) y (d.9) obtenemos que

∣

∣mQi
(f) −mQi−1

(f)
∣

∣ ≤ Cµ(Qi)
−1/2 diam(Qi−1)

αµ(Qi−1)
1/2

≤ C diam(Qi−1)
α,

para todo i ∈ I1.

Notemos que, puesto que Q ∈ DJ (Q), tenemos que Qn pertenece a DJ (Q)+n para cada

n ∈ Z+
0 . Luego, de (d.5) tenemos que diam(Qn) está acotado por a2δ

J (Q)+n, para cada

n ∈ Z+
0 . Ahora, puesto que 0 < δ < 1 y α > 0 tenemos que

III ≤ C
∑

i∈I1

diam(Qi−1)
α

≤ (a2)
αC
∑

i∈I1

(

δJ (Q)+i−1
)α

≤ (a2)
αC
(

δJ (Q)
)α ∑

i∈Z+

(

δi−1
)α ≤ (a2)

αC
(

δJ (Q)
)α
.

Por otro lado, puesto que la familia diádica D pertenece a la clase separadora S en D(δ),

de (s3) tenemos que
(

δJ (Q)
)α ≤ Cd(x, y)α. Similarmente, usando h̃n, tenemos que

IV ≤ Cd(x, y)α.

Por lo tanto

|f(x) − f(y)| ≤ Cd(x, y)α,

para casi todo x e y en X. Luego, redefiniendo la función f sobre un conjunto de medida

nula, tenemos que f ∈ Lip(α). �

Demostración del Teorema 7.4. Primeros notemos que para toda bola B en X

y todo punto x en B tenemos que la desigualdad

(7.8)

(∫

B

|f(z) −mB(f)|q dµ(z)

)1/q

≤ 2

(∫

B

|f(z) − f(x)|q dµ(z)

)1/q

,

vale para cada 1 ≤ q <∞.

Luego, si f ∈ Lip(α), obtenemos que
(∫

B

|f(z) −mB(f)|qdµ(z)

)1/q

≤ 2

(∫

B

d(z, x)αdµ(z)

)1/q

≤ 2 diam(B)α µ(B)1/q,

para toda bola B en X y por lo tanto f ∈ Lip(α, q), 1 ≤ q <∞. Ahora probaremos que

Lip(α, q), 1 ≤ q < ∞ implica C(α, S) para toda clase separadora S en D(δ). Es fácil

ver, de la desigualdad de Hölder, que Lip(α, q), 1 ≤ q <∞ implica Lip(α, 1). Por lo tanto
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sólo tenemos que probar que Lip(α, 1) implica C(α, S). Notemos que si f ∈ Lip(α, 1)

entonces la desigualdad

(7.9)
1

µ(Q)

∫

Q

|f(x) −mQ(f)|dµ(x) ≤ C diam(Q)α

vale para todo cubo diádico Q en D y toda familiadiádica D en D(δ). En efecto, si j ∈ Z

y Q es un cubo diádico en Dj entonces de (d.5) y la propiedad de duplicación para la

medida µ tenemos que existen constantes positivas C1 y C2 tales que

C1µ(B∗) ≤ µ(Q) ≤ C2µ(B∗),

donde B∗ = B(x, a1

2
δj), B∗ = B(x, 2a2δ

j) para algún x ∈ Q. Luego

1

µ(Q)

∫

Q

|f(x) −mQ(f)|dµ(x) ≤ 1

µ(Q)

∫

Q

|f(x) −mB∗(f)| + |mB∗(f) −mQ(f)|dµ(x)

≤ 2

µ(Q)

∫

Q

|f(x) −mB∗(f)|dµ(x)

≤ 2C2

µ(B∗)

∫

B∗

|f(x) −mB∗(f)|dµ(x)

≤ 2C2(2a2δ
j)α ≤ C(diam(Q))α,

con lo cual (7.9) vale.

Consideremos ahora S una clase separadora en D(δ) y h ∈ T D. De (h.1), (h.3), la

cota para la norma infinito de h dada por ‖h‖∞ ≤ Cµ(Q(h))−1/2 y la desigualdad (7.9)

tenemos que

|< f, h >| =

∣

∣

∣

∣

∫

Qh

(f(z) −mQh
(f))h(z)dµ(z)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Qh

|f(z) −mQh
(f)| |h(z)| dµ(z)

≤ Cµ(Qh)
−1/2

∫

Qh

|f(z) −mQh
(f)| dµ(z)

≤ C diam(Qh)
α µ(Qh)

1/2,

lo cual implica que f ∈ C(α, S). Finalmente, del Teorema 7.2 tenemos la inclusión

C(α, S) ⊆ Lip(α) y esto finalia la demostración. �



CAPÍTULO 8

Sistemas de Haar en Espacios de Lorentz

La caracterización de espacios de funciones via coeficientes de wavelets y la incondi-

cionalidad de tales bases para estos espacios son dos de las más importantes propiedades

de las wavelets en el contexto eucĺıdeo. La naturaleza de los espacios de funciones y las

propiedades particulares de las wavelets pueden ser muy variadas. En el contexto general

de espacios métricos con medida (X, d, µ), las funciones de Haar son el ejemplo básico de

sistema de wavelet ortonormal en L2. Dada la discontinuidad de las funciones de Haar,

estos sistemas sólo pueden ser bases, en el sentido de Schauder, de espacios de funciones

sin regularidad en el sentido clásico. Este es el caso de los espacios de Lebesgue. En [2],

los autores introducen sistemas de Haar asociados con los cubos diádicos de Christ [20] y

demuestran que tales sistemas son bases incondicionales para espacios de Lebesgue pesa-

dos. Más aún, ellos dan una caracterización de tales espacios via coeficientes de Haar. El

propósito de este caṕıtulo es considerar el caso de los espacios de Lorentz. Precisamente,

vamos a caracterizar los espacios Lp,q a travéz de los coeficientes de Haar y mostraremos la

incondicionalidad de tales sistemas en estos espacios cuando 1 < p, q <∞. Las principales

herramientas son, la técnica de extrapolación de Rubio de Francia como ha sido general-

izada en [22] y los resultados de caracterización e incondicionalidad dados en el Caṕıtulo

4 para los espacios de Lebesgue pesados. Los resultados principales de este caṕıtulo han

sido aceptados para su piblicación en la revista de la Unión Matemática Argentina (ver

[46]). Es importante destacar que resultados similares en espacios eucĺıdeos están en [48]

desde un punto de vista diferente.

8.1. Espacios de Lorentz

En esta sección recordaremos brevemente la teoŕıa básica de espacios de Lorentz sobre

espacios de medida (X,µ) tales que µ es una medida σ-finita. Restringiremos nuestra

atención sólo a la escala de espacios Lp,q con 1 < p, q < ∞. Un estudio detallado de

estos espacios se puede encontrar en [36] y [39] (ver también [32] o [13] para un enfoque

desde el punto de vista de espacios de Banach de funciones). Dada una función medible

a valores reales f definida sobre X, denotaremos con λf a la función de distribución de

f , esto es λf (s) = µ({x ∈ X : |f(x)| > s}). La reordenada no creciente de f es la función

definida por f ∗(t) = inf{s > 0 : λf (s) ≤ t}, para t ≥ 0.

91
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Para 1 < p, q <∞, el espacio Lp,q(X,µ) = Lp,q se define como el espacio vectorial de

todas las funciones medibles f sobre X tales que ‖f‖∗p,q <∞, donde

‖f‖∗p,q =

(

q

p

∫ ∞

0

(t1/pf ∗(t))q
dt

t

)1/q

.

La cantidad ‖.‖∗p,q no es una norma. Sin embargo, R. Hunt introduce en [36] una norma

sobre Lp,q equivalente a ‖.‖∗p,q. Esta norma está definida como ‖f‖p,q = ‖f ∗∗‖∗p,q, donde

f ∗∗(t) =



















sup
µ(E)≥t

1
µ(E)

∫

E
|f(y)|dµ(y) si t ≤ µ(X),

1
t

∫

X
|f(y)|dµ(y) si t > µ(X).

Los siguientes enunciados coleccionan las principales propiedades de los espacios de

Lorentz que usaremos luego. Algunas de ellas son elementales y otras pueden hallarse en

[36] y [13]. En lo que sigue denotaremos con VX al espacio de todas las funciones simples

definidas sobre el espacio de medida (X,µ). Esto es, f ∈ VX si existen números reales

ai, i = 1, ...,M tales que f =
∑M

i=1 aiχEi
, donde cada conjunto Ei es medible. Con V(X),

denotaremos la clase que coincide con VX cuando µ(X) = ∞ y la clase de todas aquellas

funciones f ∈ VX tales que
∫

X
fdµ = 0 when µ(X) <∞.

(L1) (Lp,q, ‖.‖p,q) es un espacio de Banach y ‖f‖∗p,q ≤ ‖f‖p,q ≤ p
p−1

‖f‖∗p,q para toda

función f en Lp,q.

(L2) Para todo conjunto medible E se tiene que ‖χ
E
‖∗p,q = µ(E)1/p.

(L3) Si f y g son dos funciones medibles definidas sobre X tales que |f | ≤ |g| µ en casi

todo punto, entonces ‖f‖p,q ≤ ‖g‖p,q.
(L4) Si (fn : n ∈ Z+) es una sucesión de funciones en Lp,q tal que 0 ≤ fn ր f µ en casi

todo punto, entonces o bien f 6∈ Lp,q y ‖fn‖p,q ր ∞ o f ∈ Lp,q y ‖fn‖p,q ր ‖f‖p,q.
(L5) El espacio V(X) es denso en Lp,q, donde Lp,q es Lp,q si µ(X) = ∞ y aquellas

funciones en Lp,q con integral nula si µ(X) <∞.

(L6) (Teorema de Convergencia Dominada) Sea f una función medible definida sobre

X. Si (fn : n ∈ Z+) es una sucesión de funciones medibles definidas sobre X tal

que fn −→ f µ en casi todo punto y |fn| ≤ |g| para alguna función g en Lp,q y

todo entero positivo n, entonces ‖fn − f‖p,q −→ 0.

(L7) (Lema de Fatou) Si (fn : n ∈ Z+) es una sucesión de funciones medibles definidas

sobre X, entonces ‖lim inf
n−→∞

fn‖p,q ≤ lim inf
n−→∞

‖fn‖p,q.
(L8) (Dualidad) (Lp,q)∗ = Lp

′,q′ , donde p′ y q′ son los exponentes conjugados de Hölder

de p y q respectivamente.
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(L9) (Desigualdad de Hölder) Si f ∈ Lp,q y g ∈ Lp
′,q′ donde p′ y q′ son los exponentes

de Hölder conjugados de p y q respectivamente, entonces la función f.g pertenece

a L1 y
∫

X
|f(x)g(x)|dµ(x) ≤ C‖f‖∗p,q‖g‖∗p′,q′ .

Es importante notar que en nuestro contexto general, los átomos en el sentido de la medida

aparecen naturalmente en los ejemplos clásicos de espacio de tipo homogéneo. En la

literatura clásica sobre espacios de Lorentz, tal como [49], los átomos son excluidos. Como

los autores expĺıcitamente enfatizan, esta restricción es asumida sólo por simplicidad. A

pesar de ello, en el trabajo original de Hunt ,[36], la restricción a espacios no atómicos

es relevante sólo para la dualidad cuando p o q toman valoren en el intervalo (0, 1).

8.2. Extrapolación: de los espacios de Lebesgue a los de Lorentz

Esta sección está dedicada a introducir la técnica de extrapolación de Rubio de Fran-

cia. Tal resultado de extrapolación provee acotaciones en la norma Lp,q a partir de acota-

ciones en los espacios de Lebesgue con pesos diádicos. El preciso resultado de extrapo-

lación que usaremos es una ligera modificación de la técnica generalizada de Rubio de

Francia dada en el Teorema 3.5 en [22]. Comenzamos por introducir brevemente las no-

ciones básicas de espacios de Banach de funciones que son necesarias para enunciar de

manera precisa el teorema Theorem 3.5 en [22]. Referimos a [13] para un estudio de-

tallado de espacios de Banach de funciones. Sea (X,µ) un espacio de medida σ-finita.

Escribiremos Mµ y M+
µ para denotar el conjunto de todas las funciones µ-medibles

f : X −→ [−∞,+∞] y el subconjunto de Mµ que toman valores en [0,∞] respectiva-

mente. Una función norma es un mapeo ρ : M+
µ −→ [0,∞] tal que para todas f, g y fn

(con n ∈ Z+) en M+
µ las siguientes afirmaciones valen,

(B1) ρ(f) = 0 si y sólo si f = 0 µ casi en todo punto,

(B2) para todo a > 0 tenemos que ρ(af) = aρ(f),

(B3) ρ(f + g) ≤ ρ(f) + ρ(g),

(B4) si 0 ≤ g ≤ f µ casi todo punto, entonces ρ(g) ≤ ρ(f),

(B5) Si 0 ≤ fn ր f µ casi todo punto, entonces ρ(fn) ր ρ(f),

(B6) si E ⊆ X con µ(E) <∞, entonces ρ(χ
E
) <∞,

(B7) para cada E ⊆ X con µ(E) <∞, existe una constante positiva C tal que
∫

E
fdµ ≤

Cρ(f).

El espacio B = {f ∈ Mµ : ‖f‖B < ∞} es un espacio de Banach normado con norma

dada por ‖f‖B = ρ(|f |). Diremos que B es un espacio de Banach de funciones.

Dado un espacio de Banach de funciones B, definimos la escala de espacios de Banach

de funciones Br, 1 ≤ r < ∞, como Br = {f ∈ Mµ : |f |r ∈ B} con norma ‖f‖Br =

‖|f |r‖1/r
B

. El espacio asociado a B, B
′
, es el espacio de todas las funciones f ∈ Mµ tales
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que ‖f‖
B
′ <∞, donde

‖f‖
B
′ = sup

{∫

X

|f(x)g(x)|dµ(x) : g ∈ B, ‖g‖B ≤ 1

}

.

Este espacio B
′
es un espacio de Banach de funciones y vale la siguiente desigualdad de

Hölder generalizada: para toda f ∈ B y cada g ∈ B
′
,

∫

X

|f(x)g(x)|dµ(x) ≤ ‖f‖B‖g‖B
′ .

Además, puesto que (B
′
)
′
= B, tenemos la siguiente identidad fundamental

(8.1) ‖f‖B = sup

{∫

X

|f(x)g(x)|dµ(x) : g ∈ B
′

, ‖g‖
B
′ ≤ 1

}

.

Dada una familia B de conjuntos abiertos en (X, d, µ) definimos, para 1 ≤ p ≤ ∞, las

clases de Muckenhoupt AB

p como la familia de todas las funciones localmente integrables

w tales que las desigualdades (3.8), (3.9) y (3.10) respectivamente, valen con B en lugar de

D. También, definimos el operador MB via (3.5) con el supremo tomado sobre la familia

B. Como en [22], diremos que B es una base de Muckenhoupt si para todo 1 < p < ∞,

w ∈ AB

p es una condición suficiente para la acotación en Lpw del operador MB. Por otro

lado, si F es una familia de pares ordenados (f, g) de funciones medibles no negativas

sobre X, diremos que F es B-admisible si para cada f tal que para algúna función g es

(f, g) ∈ F , entonces valen las dos siguientes condiciones

(a)
∫

X
fpwdµ <∞ para todo 1 < p <∞ y todo w ∈ AD

p ;

(b) ‖f‖B <∞.

El preciso enunciado de extrapolación dado en [22] está contenido en el siguiente

resultado.

Teorema 8.1. (Teorema 3.5 en [22]) Sea B una base de Muckenhoupt y sea B un es-

pacio de Banach de funciones. Sea F una familia B-admisible de pares (f, g). Supongamos

que para algún p0, 0 < p0 <∞, y todo w ∈ AB

1 ,

(8.2)

∫

X

f(x)pw(x)dµ(x) ≤ C

∫

X

g(x)pw(x)dµ(x).

Si existen q0, p0 ≤ q0 <∞, tal que B1/q0 es un espacio de Banach de funciones y MB es

acotado sobre (B1/q0)
′
, entonces

(8.3) ‖f‖B ≤ C‖g‖B.

Ahora enunciamos el resultado de extrapolación que usaremos en lo que sigue, el cual,

como ya hemos mencionado, es una ligera variante del teorema anterior para el contexto

particular de espacios de Lorentz sobre espacios de medida generales.
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Teorema 8.2. Sea 1 < p, q < ∞. Sea F una familia Lp,q-admisible de pares or-

denados (f, g). Asumamos que para todo r, 1 < r < ∞, existe una constante positiva

C = C(r) tal que la desigualdad

(8.4)

∫

X

f(x)rw(x)dµ(x) ≤ C

∫

X

g(x)rw(x)dµ(x).

vale para todo par (f, g) ∈ F y todo peso w ∈ AD
1 . Entonces, para alguna constante C

tenemos que

(8.5) ‖f‖p,q ≤ C‖g‖p,q,

para todo par (f, g) ∈ F .

En [3] los autores demostraron que el operador maximal diádico MD es acotado en

Lpw para w ∈ AD
p y 1 < p < ∞. Entonces, puesto que cada cubo diádico Q ∈ D es un

conjunto abierto, tenemos que la familia diádica D es una base de Muckenhoupt.

Aún cuando, a simple vista, el Teorema 8.2 luce como un caso especial del Teorema

8.1, este no es el caso en nuestro contexto geométrico general. En efecto, en (X, d, µ)

están permitidos los átomos. Por lo tanto, como se muestra en [13], puede pasar que

los espacios (Lp,q)′ y (Lp,q)∗ no coincidan. Por otro lado, como veremos en el siguiente

teorema, MD es acotado como un operador en Lp
′,q′ = (Lp,q)∗. De este modo el Teorema

8.2 se prueba como el Teorema 8.1 cambiando antes la hipótesis de acotación de MD en

(Lp,q)′ por su acotación en (Lp,q)∗. El enunciado del mencionado resultado de acotación

de MD en espacios de Lorentz es el siguiente.

Teorema 8.3. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Si 1 < p, q <∞, entonces

existe una constante positiva C tal que ‖MDf‖p,q ≤ C‖f‖p,q para toda función f .

La demostración del Teorema 8.3 se obtiene por interpolación. Ver por ejemplo [49]

página 197.

8.3. Caracterización via coeficientes de Haar e incondicionalidad en Lp,q

En esta sección probaremos el siguiente resultado que es un análogo del Teorema 4.5

para los espacios de Lorentz. En lo que sigue usaremos la siguiente notación,

TF (f) =
∑

h∈F
< f, h > h =

∑

h∈F

(∫

X

fh dµ

)

h,

donde F es un subconjunto finito de H y

S(f)(x) =

(

∑

h∈H
| < f, h > |2|h(x)|2

)1/2

.
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Teorema 8.4. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema de

Haar asociado a la familia diádica D en D(δ). Si 1 < p, q <∞, entonces

(I) existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que para toda función f ∈ Lp,q
tenemos que

C1‖f‖p,q ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈H
| < f, h > |2|h|2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≤ C2‖f‖p,q.

(II) H es una base incondicional para Lp,q(X,µ) en el sentido que

(II.1) Los operadores TF están uniformemente acotados sobre Lp,q con F variando

sobre los subconjuntos finitos de H,

(II.2) para cada h ∈ H, los funcionales < f, h >=
∫

X
fh dµ son lineales y continuos

para f ∈ Lp,q,
(II.3) las combinaciones lineales de los elementos de H son densas en Lp,q.

Para probar (I) y (II), aplicaremos el resultado de extrapolación dado por el Teorema

8.2 para clases admisibles las cuales están dadas en términos de los operadores TF y S. Las

dos siguientes proposiciones serán las herramientas centrales para la prueba del Teorema

8.4.

Proposición 8.5. Los operadores TF están uniformemente acotados en Lp,q, 1 <

p, q <∞. Esto es, existe una constante positiva C tal que la desigualdad

‖TF (f)‖p,q ≤ C‖f‖p,q,

vale para toda función f ∈ Lp,q y todo subconjunto finito F ⊆ H.

Demostración. Primero notemos que, puesto que las funciones h ∈ H son simples,

para cualquier conjunto finito F ⊆ H y cada función f ∈ Lp,q obtenemos que TF (f) ∈ VX .

Por lo tanto, TF (f) ∈ Lrw ∩ Lp,q para todo peso w ∈ AD
r con 1 < r <∞ y todo f ∈ Lp,q.

Tomemos F = {(TF (f), f) : f ∈ Lp,q, F ⊆ H,#(F ) <∞}, donde #(F ) denota el número

de elementos del conjunto F . Entonces F es una familia Lp,q-admisible. Del Teorema 4.5,

sabemos que H es una base incondicional para Lrw(X,µ) para todo peso w ∈ AD
r con

1 < r <∞. Luego, para alguna constante C tenemos que la desigualdad

‖TF (f)‖Lr
w
≤ C‖f‖Lr

w
,

vale para todo peso w ∈ AD
r , cualquier 1 < r < ∞ y para todo conjunto finito F ⊆ H.

Puesto que AD
1 ⊆ AD

r para todo 1 < r <∞, la proposición sigue del Teorema 8.2. �

Proposición 8.6. Existen dos constantes positivas C1 y C2 tales que las desigualdades

(8.6) C1‖f‖p,q ≤ ‖S(f)‖p,q ≤ C2‖f‖p,q,
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valen para toda función f ∈ V(X)

Demostración. La desigualdad izquierda en (8.6) se obtiene directamente del Teo-

rema 8.2 tomando F = {(f,S(f)) : f ∈ V(X)} y usando el Teorema 4.5. Para pro-

bar la desigualdad del lado derecho en (8.6), comenzamos aplicando el Teorema 8.2

con la familia F = {(SF (f), f) : f ∈ V(X), F ⊆ H,#(F ) < ∞} donde SF (f) =
(
∑

h∈F | < f, h > |2|h|2
)1/2

para cada conjunto finito F ⊆ H. En efecto, es fácil ver que

SF (f) ∈ VX y por lo tanto F es una familia Lp,q-admisible. Aplicando el Teorema 8.2,

puesto que del Teorema 4.5 la acotación en Lpw de SF es uniforme en F , tenemos que

(8.7) ‖SF (f)‖p,q ≤ C‖f‖p,q,

para toda función f ∈ V(X) y todo subconjunto finito F de H.

Ahora vamos a mostrar que (8.7) vale también para S(f). Tomamos una sucesión

(Fn : n ∈ Z+) de subconjuntos de H tal que #(Fn) < ∞, Fn ⊆ Fn+1 para cada entero

positivo n y
⋃

n Fn = H. Entonces SFn(f)(x) ր S(f)(x) para todo x ∈ X y toda función

f ∈ V(X). Por lo tanto, de (L4) y (8.7) tenemos que S(f) ∈ Lp,q y (8.7) vale para S(f) �

Demostración del Teorema 8.4. Primero probamos (I). Comenzamos por mostrar

que

(8.8) ‖S(f)‖p,q ≤ C‖f‖p,q,

para alguna constante positiva C y toda función f en Lp,q. Sea f ∈ Lp,q. Luego, de (L5),

existe una sucesión (fk : k ∈ Z+) de funciones fk ∈ V(X) tal que

(8.9) ‖fk − f‖p,q −→
k→∞

0.

Notemos que para una tal sucesión y cada función h ∈ H tenemos que

(8.10) < fk, h >−→
k→∞

< f, h >

En efecto. De (h.1) a (h.4) tenemos, para cada función h ∈ H, que

|h(x)| ≤ µ(Q(h))−1/2χ
Q(h)

(x).

Por lo tanto, de (L9), (L2), (L1) y (8.9) obtenemos que

| < fk, h > − < f, h > | ≤
∫

X

|fk − f ||h|dµ

≤ Cµ(Q(h))−1/2‖fk − f‖∗p,q‖χQ(h)
‖∗
p
′
,q

′

≤ Cµ(Q(h))−1/2+1/p
′

‖fk − f‖p,q −→ 0.

Es fácil ver, usando una versión discreta del lema de Fatou, que

S(f)(x) ≤ lim inf
k−→∞

S(fk)(x).
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Luego, de (L7) y la Proposición 8.6 tenemos que

‖S(f)‖p,q ≤ lim inf
k−→∞

‖S(fk)‖p,q

≤ C lim inf
k−→∞

‖fk‖p,q = C ‖f‖p,q.

Ahora probaremos que existe una constante positiva C tal que ‖f‖p,q ≤ C‖S(f)‖p,q para

toda función f ∈ Lp,q. Notar que si f pertenece a Lp,q y (fk : k ∈ Z+) es una sucesión de

funciones en V(X) como en (8.9), entonces

(8.11) S(f)(x) ≤ 2 [S(f − fk)(x) + S(fk)(x)] .

Luego, de la Proposición 8.6, (8.11), (L3), (L1) y (8.8) tenemos que

‖f‖p,q = lim
k−→∞

‖fk‖p,q
≤ C lim inf

k−→∞
‖S(fk)‖p,q

≤ 2C

(

lim inf
k−→∞

‖S(fk − f)‖p,q + ‖S(f)‖p,q
)

≤ 2C

(

lim inf
k−→∞

‖fk − f‖p,q + ‖S(f)‖p,q
)

= 2C‖S(f)‖p,q,

con lo cual finalizamos la prueba de (I). Ahora probaremos (II). Primero notemos que

(II,1) es la Proposición 8.5. Por lo tanto sólo necesitamos mostrar (II,2) y (II,3). Puesto

que cada función h ∈ H pertenece a L∞(X,µ), de (L9), (L2) y (L1) obtenemos que

| < h, f > | =

∣

∣

∣

∣

∫

X

h(x)f(x)dµ(x)

∣

∣

∣

∣

≤ ‖h‖∞
∫

Q(h)

|f(x)|dµ(x)

≤ C‖h‖∞‖χ
Q(h)

‖∗
p
′
,q

′‖f‖∗p,q
≤ C‖h‖∞µ(Q(h))1/p‖f‖p,q,

para cada función h ∈ H y toda función f ∈ Lp,q. Entonces (II,2) vale. Finalizamos

la prueba mostrando (II,3). Sea f ∈ Lp,q. Tomamos una sucesión (Hn : n ∈ Z+) de

subconjuntos de H tal que
⋃

nHn = H, #(Hn) < ∞ y Hn ⊆ Hn+1. Para cada entero

positivo n escribimos

THn(f)(x) =
∑

h∈Hn

< f, h > h(x).



8.3. CARACTERIZACIÓN VIA COEFICIENTES DE HAAR E INCONDICIONALIDAD EN Lp,q 99

Luego, de la ortogonalidad del sistema de Haar H y la linealidad del operador THn ,

tenemos que

S(f − THn(f))(x) =





∑

h∈H\Hn

| < f, h > |2|h(x)|2




1/2

.

Entonces S(f − THn(f))(x) −→ 0 µ-casi todo punto, y S(f − THn(f))(x) ≤ S(f)(x). Por

lo tanto, de (I) y (L6) tenemos que

‖f − THn(f)‖p,q ≤ C‖S(f − THn(f))‖p,q −→ 0,

cuando n −→ ∞ y (II,3) queda probado. �





CAPÍTULO 9

Voracidad y democracia de los sistemas de Haar

El concepto de base greedy (voraz) en espacios de Banach juega un rol central en

teoŕıa de aproximación no lineal (ver [30]). En [50], el autor establece la existencia de

bases greedy para los espacios de Lebesgue LP (0, 1) con 1 < p <∞. Más espećıficamente,

el autor prueba que cualquier base equivalente (en el sentido de equivalencia de bases de

Schauder) al clásico sistema de Haar en (0,1) es una base greedy.

Recordemos que una base normalizada B = {xi}i∈N en un espacio de Banach B se

dice greedy si existe una constante C > 0 tal que para cualquier elemento x ∈ B con

x =
∑

n∈N

αnxn, cualquier entero positivo m, todo conjunto G1 ⊆ N de cardinalidad m tal

que

min
n∈G1

|αn| ≥ sup
n∈N\G1

|αn|,

todo conjunto G2 ⊆ N también de cardinalidad m y toda sucesión de escalares βn se tiene

que
∥

∥

∥

∥

∥

x−
∑

n∈G1

αnxn

∥

∥

∥

∥

∥

B

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

x−
∑

n∈G2

βnxn

∥

∥

∥

∥

∥

B

.

Una cuestión central en teoŕıa de aproximación es la construcción de algoritmos efi-

cientes para producir aproximaciones por N-términos en un espacio de Banach B con una

base incondicional numerable B = {xn}n∈N. Para x ∈ B, el error de aproximación por

N-términos con respecto a la base B está definido por

σN(x) = inf{‖x− y‖B : y ∈ Σn},

donde Σn denota el conjunto de todos los elementos y ∈ B con a lo sumo N coeficientes

no nulos en la representación y =
∑

n∈N

αnxn. Las bases greedy producen algoritmos que

son casi óptimos para aproximación por N-términos (ver [38]).

Konyagin y Temlyakov [38] dieron una caracterización de bases greedy en términos de

incondicionalidad y democracia. Más presisamente, ellos probaron que tener una base

greedy es equivalente a que la base sea incondicional y democrática.

En este último caṕıtulo abordamos el problema de estudiar la democracia de los

sistemas de Haar definidos en el Caṕıtulo 4 para los espacios de Lebesgue Lpw(X,µ) sobre

espacios de tipo homogéneo, con 1 < p < ∞ y w ∈ AD
p y para espacios de Lorentz

Lp,q(X,µ) con 1 < p, q < ∞. El concepto de democracia es relativamente nuevo y como

101
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ya hemos mencionado, fue definido en el contexto general de espacios de Banach en [38].

Sea (B, ‖.‖B) un espacio de Banach. Un conjunto numerable B de la esfera unitaria de B

se dice democrática en B si para alguna constante positiva D la desigualdad

(9.1)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

h

∥

∥

∥

∥

∥

B

≤ D

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

h

∥

∥

∥

∥

∥

B

,

vale para toda elección de subconjuntos finitos F1 y F2 de B con |F1| = |F2|. En este

caṕıtulo escribimos |F | para denotar el número de elementos en F .

El ejemplo más clásico de sistema democrático es provisto por cualquier sucesión

ortonormal en un espacio de Hilbert. En efecto, en tal caso (9.1) es una identidad con

D = 1.

En la primer sección del presente caṕıtulo se abordará el problema de la democracia

de sistemas de Haar en los espacios de Lebesgue pesados en el contexto de espacios de tipo

homogéneo, mientras que la segunda sección estará dedicada al análisis correspondiente

para espacios de Lorentz Lp,q(X,µ) con 1 < p, q <∞.

9.1. El caso Lpw(X,µ) con w ∈ AD
p y 1 < p <∞.

La democracia en los espacios de Lebesgue Lp, 1 < p < ∞ sobre espacios eucĺıdeos

es una propiedad común de todas las bases de wavelets que son equivalentes a la base

de Haar (ver [51]). Un resultado análogo para el caso de espacios de Lebesgue con pesos

en el contexto eucĺıdeo puede hallarse en [28]. El principal resultado de esta sección

está contenido en el siguiente enunciado.

Teorema 9.1. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de tipo

Haar asociado a una familia diádica D. Entonces el sistema H̃ = { h
‖h‖p,w

: h ∈ H} es una

base democrática para Lpw(X,µ) con 1 < p <∞ y w ∈ AD
p . Más aún

(9.2)

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖p,w

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≈ |F |1/p,

para cada subconjunto finito F de H.

Las herramientas básicas para la prueba del Teorema 9.1 son la caracterización via

wavelets de Haar de los espacios de Lebesgue pesados dada en el Caṕıtulo 4 junto con

los dos siguientes lemas.

Lema 9.2. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diádica en

la clase D(δ). Sea w una medida finita y doblante sobre D, esto es, existe una constante

positiva C tal que

(9.3) w(Q) ≤ Cw(Q
′

) <∞
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para todo cubo diádico Q ∈ Dj con j ∈ Z y todo Q
′ ∈ Dj+1 tal que Q

′ ⊆ Q. Entonces

existe α > 1 tal que w(Q) ≥ αw(Q
′
) para todo par de cubos diádicos Q y Q

′
en D con Q

el primer cubo diádico diferente de Q
′
tal que Q

′ ⊆ Q.

Demostración. Sean Q y Q
′
dos cubos diádicos en D tales que Q es el primer cubo

diádico diferente de Q
′
que satisface Q

′ ⊆ Q con Q ∈ Dj y Q
′ ∈ Dj+1 para algún entero

j. Como Q 6= Q
′
, existe Q

′′ ∈ Dj+1 tal que Q
′′ 6= Q

′
y Q

′′ ⊆ Q. Dado que w es una

medida finita tenemos que w(Q \Q′
) = w(Q) − w(Q

′
) y de (9.3) obtenemos que

w(Q
′

) ≤ w(Q)

≤ Cw(Q
′′

)

≤ Cw(Q \Q′

)

= C(w(Q) − w(Q
′

)).

Por lo tanto 1+C
C
w(Q

′
) ≤ w(Q) y el lema queda demostrado con α = 1+C

C
�

Es importante recordar aqui que todo peso w ∈ AD
p con D una familia diádica en la

clase D(δ) y 1 < p <∞ satisface la condición (9.3) (ver Caṕıtulo 3).

Lema 9.3. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, D una familia diádica en la

clase D(δ) y w un peso en AD
p con 1 < p <∞. Entonces existen dos constantes positivas

c1 y c2 tales que para cada función h ∈ H se satisface que

c1w(Q
′

h)
−2/pχ

Q
′
h

(x) ≤ |h(x)|2
‖h‖p,w

≤ c2w(Q(h))−2/pχ
Q(h)

(x),

donde Q(h) y Q
′

h son los cubos diádicos dados en (h.1)y (h.6) para la función h respec-

tivamente (ver Caṕıtulo 4).

Demostración. Sean h ∈ H y Q
′

h ∈ O(Q(h)) como en (h.6) (ver Caṕıtulo 4). Es

decir, tal que

‖h‖∞χ
Q
′
h

(x) ≤ |h(x)| ≤ ‖h‖∞χQ(h)
(x)

para cada punto x ∈ X. Entonces

‖h‖∞w(Q
′

h)
1/p ≤ ‖h‖p,w ≤ ‖h‖∞w(Q(h))1/p

y aśı

w(Q(h))−2/pχ
Q
′
h

(x) ≤ |h(x)|2
‖h‖p,w

≤ w(Q
′

h)
−2/pχ

Q(h)
(x).

Luego, de la propiedad de duplicación para w sobre cubos diádicos tenemos probado el

lema. �
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Para probar el Teorema 9.1 introducimos la siguiente notación. Dado un cubo diádico

Q ∈ D, decimos que la sucesión (Qn : n ∈ I) ⊆ D con I un intervalo inicial de enteros no

negativos que puede ser todo Z+
0 es el pasado no trivial de Q si satisface las siguientes

propiedades

1. Q0 = Q;

2. Qn ∈ D̃ para cada n ≥ 1;

3. Qn ⊆ Qn+1 para cada n ∈ I;

4. si Q
′ ∈ D es tal que Qn ⊆ Q

′ ⊆ Qn+1 para algún n, entonces Q
′

= Qn o

Q
′
= Qn+1;

5. I es finito si y sólo si µ(X) <∞.

Notemos que, de (d.2), (d.7) y (d.8), cada cubo diádico Q ∈ D tiene un único pasado no

trivial.

Demostración del Teorema 9.1. Empezamos notando que dado un subconjunto

finito F de H, la función gF =
∑

h∈F
h

‖h‖p,w
pertenece a Lpw(X,µ), donde Lpw(X,µ) es el

espacio definido en el Caṕıtulo 4. Luego, de la caracterización via wavelets de Haar para

espacios de Lebesgue sobre espacios de tipo homogéneo y de la ortogonalidad del sistema

de Haar H obtenemos que

‖gF‖p,w ≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈H
| < gF , h > |2|h|2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F

|h|2
‖h‖2

p,w

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

.(9.4)

Luego, del Lema 9.3 y (9.4) obtenemos que

(9.5)

(c1)
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
w(Q

′

h)
−2/pχ

Q
′
h

) 1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ ‖gF‖p,w ≤ (c2)
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
w(Q(h))−2/pχ

Q(h)

) 1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

,

donde Q
′

h denota el cubo dado en (h.6) para cada función h ∈ F . Por lo tanto el teorema

quedará probado si mostramos que existen dos constantes positivas y finitas C1 y C2 tales

que

(9.6)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
w(Q(h))−2/pχ

Q(h)

) 1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

p,w

≤ C1|F |
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y

(9.7)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
w(Q

′

h)
−2/pχ

Q
′
h

) 1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

p,w

≥ C2|F |.

Demostraremos primero (9.7). Para cada y ∈ E
′

F =
⋃

h∈F
Q

′

h escribimos Q
′
(y) para

denotar el menor cubo diádico Q
′

h con h ∈ F tal que y ∈ Q
′

h. Entonces

(9.8)

(

∑

h∈F
w(Q

′

h)
−2/pχ

Q
′
h

(y)

)p/2

≥ w(Q
′

(y))−1

para todo punto y ∈ E
′

F . Ahora, para cada cubo diádico Q
′
(y) con y ∈ E

′

F , sea (Q
′

n(y) :

n ∈ I) el pasado no trivial de Q
′
(y). Entonces, del Lema 9.2 tenemos que

w(Q
′

n(y)) ≥ αn w(Q
′

0) = αn w(Q
′

(y)),

para cada n ∈ I y por lo tanto

(9.9) (w(Q
′

n(y)))
−1 ≤ (αn w(Q

′

(y)))−1.

Notemos que para cada y ∈ E
′

F tenemos que {Q′

h ∋ y : h ∈ F} ⊆ {Q′

n(y) : n ∈ I}. Luego,

de (h.2), (9.9) y el hecho que α > 1 obtenemos que
∑

h∈F
w(Q

′

h)
−1χ

Q
′
h

(y) ≤ N
∑

n∈I
w(Q

′

n(y))
−1

≤ N
∑

n∈I
(α−1)nw(Q

′

(y))−1(9.10)

= Cw(Q
′

(y))−1,

para cada punto y ∈ E
′

F . Por lo tanto, de (9.8) y (9.10) tenemos que
∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
w(Q

′

h)
−2/pχ

Q
′
h

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≥ C

(

∫

E
′
F

w(Q
′

(y))−1w(y)dµ(y)

)1/p

≥ C

(

∫

E
′
F

∑

h∈F
w(Q

′

h)
−1χ

Q
′
h

(y)w(y)dµ(y)

)1/p

= C

(

∑

h∈F

∫

E
′
F

w(Q
′

h)
−1χ

Q
′
h

(y)w(y)dµ(y)

)1/p

= C|F |1/p,

lo cual prueba (9.7).

Para probar (9.6) comenzamos estimando
∑

h∈F w(Q(h))−2/pχ
Q(h)

(x). Para cada x ∈
EF =

⋃

h∈F
Q(h), escribimos Q(x) para denotar el menor cubo diádico Q(h) con h ∈ F
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tal que x ∈ Q(h). Sea (Qn(x) : n ∈ I) el pasado no trivial de Q(x). Como antes, del

Lema 9.2 tenemos que w(Qn(x)) ≥ αnw(Q(x)) para cada n ∈ I y cada punto x ∈ EF .

Entonces, dado que de (h.2) cada cubo diádico soporta a lo sumo N funciones h ∈ F y

α > 1, obtenemos que
∑

h∈F
w(Q(h))−2/pχ

Q(h)
(x) ≤ N

∑

n∈I
w(Qn(x))

−2/p

≤ N
∑

n∈I
α

−2n
p w(Q(x))−2/p

= Cw(Q(x))−2/p.(9.11)

Por otro lado, para cada h ∈ F definimos el conjunto S(h) = {x ∈ EF : Q(x) = Q(h)}.
Entonces EF =

⋃

h∈F
S(h) =

⋃

h∈F
Q(h), Q(x) = Q(h) si x ∈ S(h) y S(h) ⊆ Q(h) para cada

h ∈ F . Por lo tanto de (9.11) tenemos que
∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F
w(Q(h))−2/pχ

Q(h)

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

≤ C

(∫

EF

w(Q(x))−1w(x)dµ(x)

)1/p

≤ C

(

∑

h∈F

∫

S(h)

w(Q(x))−1w(x)dµ(x)

)1/p

= C

(

∑

h∈F

∫

S(h)

w(Q(h))−1w(x)dµ(x)

)1/p

≤ C

(

∑

h∈F

∫

Q(h)

w(Q(h))−1w(x)dµ(x)

)1/p

= C |F |1/p.

�

Como consecuencia del Teorema 9.1, los resultados del Caṕıtulo 4 y la caracterización

de bases greedy dada en [38] en términos de incondicionalidad y democracia obtenemos

el siguiente resultado.

Corolario 9.4. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de tipo

Haar asociado a una familia diádica D. Entonces el sistema H̃ = { h
‖h‖p,w

: h ∈ H} es una

base greedy para Lpw(X,µ) con 1 < p <∞ y w ∈ AD
p .

9.2. El caso de los espacios de Lorentz Lp,q(X,µ)

Esta sección está dedicada a probar que si un sistema de Haar H es democrático

en el espacio de Lorentz Lp,q(X,µ) entonces, bajo ciertas condiciones geométricas sobre
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la familia diádica que soporta al sistema H, necesariamente debe ser p = q. Para la

prueba se usa la caracterización de los espacios de Lorentz que hemos dado en el Caṕıtulo

8 y las ideas de [27] donde los autores consideran espacios de Lorentz en el contexto

eucĺıdeo. Comenzamos introduciendo tales condiciones geométricas dando la definición de

familia diádica con propiedad de crecimiento G. Para tal fin, en lo que sigue escribiremos

D̂i = {Q ∈ D̃ : δi+1 < µ(Q) ≤ δi} para cada entero i.

Definición 9.5. Diremos que una familia diádica D en la clase D(δ) satisface la

propiedad de crecimiento G si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada entero positivo M existe un entero j tal se puede seleccionar una

sucesión de M cubos diádicos disjuntos del nivel D̂j,

2. Para cada entero positivo M se pueden seleccionar M cubos diádicos disjuntos

pertenecientes a diferentes niveles D̂ji , i = 1, ...,M .

Por otro lado, notemos que, de (h.5) y (h.6) (ver Caṕıtulo 4), existen dos constantes

positivas C1 y C2 tales que

(9.12) C1µ(Q
′

h)
1
p
− 1

2 ≤ ‖h‖p,q ≤ C2µ(Q(h))
1
p
− 1

2 ,

para cada función h ∈ H donde Q
′

h y Q(h) son los cubos diádicos dados en (h.6) y (h.1)

respectivamente.

En lo que sigue denotaremos con Lp,q(X,µ) el espacio de Lorentz Lp,q(X,µ) si µ(X) =

∞ y aquellas funciones en el espacio Lp,q(X,µ) con integral nula si µ(X) < ∞. El re-

sultado preciso que contiene las condiciones que deben verificar las familias diádicas que

soportan al sistema de Haar para poder repetir la prueba de [27] en el contexto de espacio

de tipo homogéneo es el siguiente.

Teorema 9.6. Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo que admite una familia

diádica D satisfaciendo la propiedad G y sea H un sistema de Haar asociado a D. Si H
es democrática en Lp,q(X,µ) con 1 < p, q <∞, entonces necesariamente p = q.

Demostración. Mostraremos que, para cada entero positivo N , existen dos subcon-

juntos F1 y F2 de H con |Fi| = N, i = 1, 2 tales que

(9.13) C1N
1/p ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≤ C2N
1/p

y

(9.14) C1N
1/q ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≤ C2N
1/q,
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para algunas constantes C1 y C2. Sea N un entero positivo. Empezamos por dar un

conjunto F1 tal que (9.13) vale. Puesto que la familia diádica D en la clase D(δ) satisface

la propiedad de crecimiento G, existen un entero i y un conjunto F1 = {h1, ..., hN} ⊆ H
tales que Q(hj) ∈ D̂i para cada j = 1, ..., N y los cubos diádicos Q(hj) son disjuntos. De

la propiedad de duplicación para µ y de la definición de D̂i, claramente tenemos que

(9.15) µ(Q
′

) ≈ µ(Q(h)) ≈ δi,

para todo Q
′ ∈ O(Q(h)) y toda h ∈ F1. Por otro lado, de (h.5), (h.6), (h.7) y (d.8)

obtenemos que

(9.16) c1
∑

h∈F
µ(Q

′

h)
−2/pχ

Q
′
h

(x) ≤
∑

h∈F

|h(x)|2
‖h‖2

p,q

≤
∑

h∈F
µ(Q(h))−2/pχ

Q(h)
(x),

para algún par de constantes positivas c1 y c2 y todo subconjunto finito F de H. Entonces,

del Teorema 8.4, el lado izquierdo en la desigualdad (9.16), por ser los Q(hj) disjuntos,

por (L3), (9.15) y (L2) obtenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F1

|h(x)|2
‖h‖2

p,q

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≥ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

µ(Q
′

h)
−1/pχ

Q
′
h

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≥ C(δi)−1/p

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

χ
Q
′
h

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

= C(δi)−1/p

∥

∥

∥

∥

∥

χ
⋃

h∈F1

Q
′
h

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

= C(δi)−1/p

(

∑

h∈F1

µ(Q
′

h)

)1/p

= C

(

∑

h∈F1

δ−iµ(Q
′

h)

)1/p

≥ C|F1|1/p.

Similarmente, usando el lado derecho de la desigualdad (9.16) obtenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F

|h(x)|2
‖h‖2

p,q

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

p,q
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≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F1

µ(Q(h))−1/pχ
Q(h)

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≤ C|F1|1/p.

Ahora mostramos un subconjunto F2 de H tal que (9.14) vale. Puesto que D en la clase

D(δ) satisface la propiedad G, podemos tomar una sucesión de cubos diádicos disjuntos

(Qij
: j ∈ Z+) tal que Qij

∈ D̂ij y i
j
> i

j+1
. Sea F2 = {hj : j = 1, ..., N} tal que los cubos

diádicos Q(hj) = Qij . Notemos que

(9.17) µ(Q
′

hj
) ≈ µ(Q(hj)) ≈ δij ,

para cada j = 1, ...N , donde Q
′

hj
es el cubo en (h.6). Entonces, del Teorema 8.4, el lado

izquierdo de la desigualdad (9.16), dado que los Q(hj) son disjuntos, (L3), (9.17) y (L4)

con α = δ−1/p obtenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F2

|h(x)|2
‖h‖2

p,q

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

≥ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

µ(Q
′

h)
−1/pχ

Q
′
h

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

= C

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

j=1

µ(Q
′

hj
)−1/pχ

Q
′
hj

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

≥ C

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

j=1

(δij)−1/pχ
Q
′
hj

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

≈
∑

k∈Z

δ
−kq

p µ({x : δ−k/p ≤
N
∑

j=1

(δij)−1/pχ
Q
′
hj

(x) < δ
−(k+1)

p })q/p

=
N
∑

j=1

δ
−ijq

p µ(Q
′

hj
)q/p

≈
N
∑

j=1

δ
−ijq

p (δij)q/p

= δN.

Analogamente, usando la desigualdad derecha en (9.16) obtenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

h∈F2

|h(x)|2
‖h‖2

p,q

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q
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≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F2

µ(Q(h))−1/pχ
Q(h)

∥

∥

∥

∥

∥

q

p,q

= δN.

�

A continuación brindamos un ejemplo que muestra que si tenemos un sistema de

Haar asociado a una familia diádica que no cumple la propiedad G entonces la situación

planteada en el Teorema 9.6 puede ser diferente.

Sea X el conjunto de los números reales de la forma xn = 1
2n , n = 1, 2, .... Sobre los

subconjuntos E de X definimos la medida µ(E) =
∑

xn∈E
1
2n . En el espacio de medida

(X,µ) las clases de espacios de Lorentz Lp,q están bien definidas. Para cada entero positivo

i definimos la función hi : X −→ R como

hin = hi(xn) =











2
i−1
2 if i < n

−2
i−1
2 if i = n

0 if i > n

Vamos a escribir H para denotar la familia de todas las funciones hi con i ∈ Z+. Entonces

(1.1.1) (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo cuando d es la restricción a X de la

distancia usual en R.

(1.1.2) La familia diádica que soporta el sistema H no cumple con la propiedad G.

(1.1.3) H es una base ortonormal para L2
0(X,µ) = {f ∈ L2(X,µ) :

∫

X
fdµ = 0}.

(1.1.4) Para cualquier 1 < p, q < ∞ tenemos que
∥

∥

∥

∑

h∈F
h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

p,q
≈ |F |1/q, para cada

subconjunto finito F de H, donde las constantes de equivalencia son independi-

entes de F .

(1.1.5) El sistema H es democrático en cada Lp,q(X,µ) cuando 1 < p, q <∞.

(1.1.6) Ningún espacio de Lorentz Lp,q(X,µ) con p 6= q es un espacio de Lebesgue sobre

(X,µ).

Demostración de (1.1.1). Sea d la resticción aX de la distancia usual en R. Tenemos

que mostrar que para alguna constante C, todo punto x ∈ X y todo r > 0 tenemos que

(9.18) 0 < µ(B(x, 2r)) ≤ Cµ(B(x, r)) <∞,

donde B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}. Notemos que toda bola en X con centro x y radio

r > 0 tiene la forma B(x, r) = { 1
2j : j ∈ J}, donde

(a) J = Z+; o
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(b) J = {s, s+ 1, ...,m} con s y m dos enteros positivos tal que s < m; o

(c) J = {s, s+ 1, ...} para algún entero positivo s.

En el caso (a) tenemos que (9.18) vale puesto que µ(B(x, 2r)) = µ(B(x, r)) = µ(X). Para

el caso (b) notemos primero que si B(x, r) = { 1
2m ,

1
2m−1 , ...,

1
2s+1 ,

1
2s} con s < m, entonces

x = 1
2s y r < 1

2s − 1
2m+1 . Aśı que B(x, 2r) = { 1

2s ,
1

2s+1 , ...}. Por lo tanto

µ(B(x, 2r)) = µ({ 1

2m+1
,

1

2m+2
, ...}) + µ(B(x, r)) ≤ 2µ(B(x, r)),

puesto que µ({ 1
2m+1 ,

1
2m+2 , ...}) = 1

2m ≤ 1
2s ≤ µ(B(x, r)). Finalmente, en el caso (c) ten-

emos que r < 1
2s−1 y por lo tanto 2r < 1

2s−2 . Entonces

B(x, 2r) ⊆ { 1

2s−1
,

1

2s
,

1

2s+1
, ...} = { 1

2s−1
} ∪B(x, r).

Luego

µ(B(x, 2r)) ≤ µ({ 1

2s−1
}) + µ(B(x, r))

= 3µ(B(x, r)).

Por lo tanto, tomando C = 3 en (9.18) obtenemos que (X, d, µ) es un espacio métrico de

tipo homogéneo que claramente no satisface la propiedad G.

Demostración de (1.1.2). Notemos que H no es más que la base de Haar usual en

[0,1] restringida al conjunto X y por lo tanto la familia diádica asociada a tal sistema

está formada por los intervalos diádicos estandar del [0,1] intersecados con X. Es claro

que para cada nivel j ∈ Z se tiene uno y sólo un cubo diádico con hijo no trivial. Por lo

tanto dicha familia diádica no cumple la propiedad G.

Demostración de (1.1.3). Para cada entero positivo i la función hi es una función

de Haar en el sentido que es una función simple de integral nula con norma L2(X,µ) igual

a uno. Más aún, el sistema H es una base ortonormal para L2
0(X,µ) = {f ∈ L2(X,µ) :

∫

X
fdµ = 0}. Es fácil ver que H es un sistema ortonormal en L2

0(X,µ). Sólo tenemos que

probar que, para f ∈ L2
0(X,µ), tenemos la identidad

f =
∞
∑

j=1

< f,hj > hj

la cual dice que

(9.19) fm =
∞
∑

j=1

( ∞
∑

k=1

fkh
j
k

1

2k

)

hjm,
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para cada entero positivo m, donde fi = f(xi). Primero notemos que, puesto que hin = 0

para todo n < i, entonces

< f,hi > =

∫

X

fhi dµ(9.20)

=
∞
∑

n=1

fnh
i
n

1

2n

=
∞
∑

n=i+1

fn
2

i−1
2

2n
− fi

2
i−1
2

2i
,

para cada entero positivo i. Por otro lado, para cada entero positivo m tenemos que

him 6= 0 sólo cuando i ≤ m. Por lo tanto, escribiendo SHf =
∑∞

i=1 < f,hi > hi, tenemos

que

(9.21) (SHf)m = SHf(xm) =
m
∑

i=1

< f,hi > him,

para cada m ∈ Z+. Luego, de (9.21), (9.20), las definiciones de hi y µ y el hecho que
∑∞

i=1 fi
1
2i =

∫

X
fdµ = 0, obtenemos que

(SHf)m =
m−1
∑

i=1

< f,hi > him+ < f,hm > hmm

=
m−1
∑

i=1

( ∞
∑

n=i+1

fn
2n−(i−1)

− fi
2

)

−
( ∞
∑

n=m+1

fn
2n−(m−1)

− fm
2

)

=
m−1
∑

i=1

(

−
i
∑

n=1

fn
2n−(i−1)

− fi
2

)

+
m
∑

n=1

fn
2n−(m−1)

+
fm
2

para cada m ∈ Z+. Por lo tanto, para obtener (9.19) probaremos que

m−1
∑

i=1

(

−
i
∑

n=1

fn
2n−(i−1)

− fi
2

)

+
m
∑

n=1

fn
2n−(m−1)

=
fm
2
.

Pero
m
∑

n=1

fn
2n−(m−1)

=
m−1
∑

n=1

fn
2n−(m−1)

+
fm
2
.

Con lo cual sólo necesitamos mostrar que

m−1
∑

i=1

(

i
∑

n=1

fn
2n−(i−1)

+
fi
2

)

=
m
∑

n=1

fn
2n−(m−1)

,

que obtendremos usando una versión discreta del teorema de Fubini de la siguiente man-

era.
m−1
∑

i=1

(

i
∑

n=1

fn
2n−(i−1)

+
fi
2

)

=
m−1
∑

n=1

fn
2n

m−1
∑

i=n

2i−1 +
m−1
∑

i=1

fi
2
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=
m−1
∑

n=1

fn
2n

(2m−1 − 2n−1) +
m−1
∑

i=1

fi
2

=
m
∑

n=1

fn
2n−(m−1)

.

De esta forma tenemos probada (9.19).

Demostración de (1.1.4) y (1.1.5). En lo que sigue escribiremos Qi para denotar

el soporte de hi sobre X. Esto es, Qi = {xi, xi+1, ...}. Entonces µ(Qi) = 2−(i−1). Sea

N un entero positivo y sea F un subconjunto dado de H tal que |F | = N . Podemos

asumir, sin pérdida de generalidad que F = {hij : j = 1, ..., N} con i1 < i2 < ... < iN .

Con la notación anterior tenemos que Qij = {2−(ij), 2−(ij+1), ...}. Utilizaremos QiN+1
para

denotar el conjunto vaćıo. Luego, de la caracterización de espacios de Lorentz en términos

de los coeficientes de Haar, Teorema 8.4, tenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖∗p,q

∥

∥

∥

∥

∥

∗

p,q

≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥





∑

h̃∈H

| <
∑

h∈F

h

‖h‖∗p,q
, h̃ > |2|h̃|2





1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∗

p,q

Ahora, de la ortogonalidad en L2(X,µ) de H y por (L2), tenemos que

∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖∗p,q

∥

∥

∥

∥

∥

∗

p,q

≈

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

j=1

µ(Qij)
−2/pχ

Qij

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∗

p,q

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

j=1

(

j
∑

l=1

µ(Qil)
−2/p

)

χ
Qij

\Qij+1

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∗

p,q

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

j=1

(

j
∑

l=1

µ(Qil)
−2/p

)1/2

χ
Qij

\Qij+1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∗

p,q

.

Sea

f(x) =
N
∑

j=1

Aj χQij
\Qij+1

(x), con Aj =

(

j
∑

l=1

µ(Qil)
−2/p

)1/2

.

Entonces,

f ∗(t) =
N−1
∑

j=0

AN−j χIj
(t),

donde Ij denota el intervalo real [µ(Qi
N−j+1

), µ(Qi
N−j

)). Luego,

‖f‖qp,q ≈ q

p

∫ ∞

0

(

t1/pf ∗(t)
)q dt

t
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=
q

p

N−1
∑

j=0

AqN−j

∫

Ij

t
q
p
−1dt

=
N−1
∑

j=0

AqN−j

(

µ(Qi
N−j

)q/p − µ(Qi
N−j+1

)q/p
)

.

Notemos que µ(Qi
N−j

)−1/p ≤ AN−j y

AN−j = µ(Qi
N−j

)−1/p





N−j
∑

l=1

(

µ(Qi
N−j

)

µ(Qil)

)2/p




1/2

= µ(Qi
N−j

)−1/p



1 +

N−j−1
∑

l=1

(

µ(Qi
N−j

)

µ(Qil)

)2/p




1/2

≤ µ(Qi
N−j

)−1/p

(

1 +
∞
∑

s=1

(

1

2s

)2/p
)1/2

.

Por lo tanto

(9.22) C1‖f‖qp,q ≤
N−1
∑

j=0

µ(Qi
N−j

)−q/p
(

µ(Qi
N−j

)q/p − µ(Qi
N−j+1

)q/p
)

≤ C2‖f‖qp,q,

para algunas constantes positivas C1 y C2. Aśı que, de (9.22) tenemos que

‖f‖qp,q ≤ C
N−1
∑

j=0

µ(Qi
N−j

)−q/pµ(Qi
N−j

)q/p = N,

o equivalentemente

‖f‖qp,q ≤ CN1/q.

Por otro lado, puesto que i
N−j

< i
N−j+1

, existe un entero positivo s tal que i
N−j

+ s =

i
N−j+1

. Entonces

µ(Qi
N−j

)q/p − µ(Qi
N−j+1

)q/p =

(

1

2iN−j

)q/p

−
(

1

2iN−j+1

)q/p

=

(

1

2iN−j

)q/p

−
(

1

2iN−j

)q/p(
1

2s

)q/p

=

(

1

2iN−j

)q/p
(

1 −
(

1

2s

)q/p
)

≥
(

1

2iN−j

)q/p
(

1 −
(

1

2

)q/p
)

.

Por lo tanto, de esta última desigualdad y (9.22) obtenemos que

‖f‖p,q ≥ CN1/q.
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Luego, para cualquier 1 < p, q < ∞ tenemos que
∥

∥

∥

∑

h∈F
h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

p,q
≈ |F |1/q, para cada

subconjunto finito F de H donde las constantes de equivalencia son independientes del

conjunto F . Esto implica que H es democrática en Lp,q(X,µ), para cualquier elección de

1 < p, q <∞.

Demostración de (1.1.6). Aún cuando es posible construir ejemplos mostrando que

los espacios de Lorentz no son espacios de Lebesgue cuando p 6= q, en nuestro particular

contexto, podemos usar un argumento directo a partir del Teorema 9.1, (L2) y (1.1.3).

En efecto, si para algunos 1 < p, q, r < ∞ se tiene que Lp,q(X,µ) = Lr(X,µ) entonces,

del Teorema 9.1 con r en lugar de p tendŕıamos que
∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖Lr(X,µ)

∥

∥

∥

∥

∥

Lr(X,µ)

≈ |F |1/r,

para cada subconjunto finito F de H. Pero de (1.1.3) tenemos que
∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖Lr(X,µ)

∥

∥

∥

∥

∥

Lr(X,µ)

≈
∥

∥

∥

∥

∥

∑

h∈F

h

‖h‖p,q

∥

∥

∥

∥

∥

p,q

≈ |F |1/q,

para cada subconjunto finito F de H y, puesto que |F | puede ser tan grande como

queramos, necesariamente debe ser r = q. Por otro lado, puesto que de (L2) la norma

Lp,q(X,µ) de χ
E

es equivalente a µ(E)1/p, ‖χ
E
‖Lr(X,µ) = µ(E)1/r y existen en X conjuntos

de medida tan chica como queramos, si Lp,q(X,µ) = Lr(X,µ) debeŕıamos tener p = r.

En otras palabras p tiene que ser q para tener un espacio de Lebesgue.





Conclusiones generales

- Se dan condiciones gemétricas sobre familias diádicas en espacios de tipo homogéneo

de manera tal que los sistemas de Haar asociados a tales familias sean equivalentes en los

espacios de Lebesgue clásicos y con pesos diádicos

- Se prueba la incondicionalidad de los sistemas de Haar como bases de los espacios de

Hardy diádicos definidos en el contexto de espacio de tipo homogéneo. Tal incondicionali-

dad nos provee, via interpolación y dualidad, de una nueva prueba de la incondicionalidad

de los sistemas de Haar en los espacios de Lebesgue definidos sobre espacios de tipo ho-

mogéneo.

- Se caracterizan via coeficientes de Haar tres clases, en principio diferentes, de espacios

Lipschitz definidos sobre espacios de tipo homogéneo. Tal caracterización permite probar

que dichas clases coinciden.

- Se prueba la incondicionalidad de los sistemas de Haar como bases de los espacios

de Lorentz Lp,q(X,µ) definidos en el contexto de espacios de tipo homogéneo.

- Se prueba que los sistemas de Haar son democráticos en los espacios de Lebesgue

pesados Lpw(X,µ) definidos sobre espacios de tipo homogéneo con 1 < p <∞ y w ∈ AD
p .

- Se dan condiciones geométricas sobre familias diádicas en espacios de tipo homogéneo

(X, d, µ) para que la democracia de un sistema de Haar en el espacio de Lorentz Lp,q(X,µ)

implique que p = q.
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