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Resumen

El trabajo de tesis se centra en obtener resultados sobre incondicionalidad en diversos
espacios funcionales de sistemas de wavelets de tipo Haar definidos sobre espacios de tipo
homogéneo, caracterizacion de tales espacios via los coeficientes de Haar, democracia y
equivalencia de tales sistemas.

En el contexto euclideo, problemas relacionados con tales tépicos son considerados
en la bibliografia, donde la estructura algebraica del espacio euclideo es la herramienta
bésica para trabajar en ese marco. La carencia de estructura algebraica sobre un espacio
de tipo homogéneo induce a realizar un trabajo geométrico méas fino.

En esta teoria se prueba que, para nuestro contexto general, los sistemas de Haar son
bases incondicionales para espacios de Lebesgue pesados y para los espacios de Lorentz
LP9(X, ) con 1 < p,q < oo. Para el caso de espacios de Lorentz fue necesario primero
probar una caracterizacion de dichos espacios en términos de los coeficientes de Haar.
Tal caracterizacion la obtuvimos por medio de la técnica de extrapolaciéon de Rubio de
Francia a partir de la caracterizacion via coeficientes de Haar de los espacios de Lebesgue
pesados LP (X, 1) con w en la clase de pesos diddicos de Muckenhoupt Af.

Para los espacios de Hardy diddicos HP (X, 1) obtuvimos también la incondicional-
idad del sistema de Haar. La incondicionalidad de sistemas de Haar en HP (X, ) nos
permitié dar, via interpolacion, otra prueba de la incondicionalidad de dichos sistemas
en los espacios de Lebesgue LP(X, ), 1 < p < 0.

Con respecto a espacios con regularidad adicional, obtuvimos una caracterizacion via
coeficientes de Haar de espacios de tipo Lipschitz sobre espacios de tipo homogéneo.
Tal caracterizaciéon nos permitié obtener una demostracion diferente de la de Macias y
Segovia de que las clases de Campanato y las clasicas clases de Lipschitz coinciden.

Dada la generalidad de la definicién de sistemas de Haar que adoptamos, es natu-
ral preguntarse cudndo sistemas de Haar definidos sobre distintas familias diddicas son
equivalentes en el sentido de equivalencia de bases de Schauder. En tal sentido hemos
obtenido condiciones geométricas sobre tales familias para tener la equivalencia de dichos
sistemas en los espacios de Lebesgue pesados LP (X, ) con w € A, y 1 < p < oo. El

mismo resultado de equivalencia para el caso de los espacios LP (X, ) con w € AE, pesos

VII



VIII RESUMEN

diadicos de Muckenhouopt, y 1 < p < oo requiere condiciones geométricas mas rigidas
sobre las familias diddicas.

Por 1ltimo, abordamos el estudio de la democracia de sistemas de Haar en espacios de
Lebesgue pesados L2 (X, 1) con 1 < p < ooy w € A y en espacios de Lorentz LP?(X, 1)
con 1 < p,q < oco. Probamos que todo sistema de Haar es democrético en LP (X, pu) y
analizamos la democracia de los sistemas de Haar en espacios de Lorentz LP?(X, u) con

1<p,q<oo.



Introduccién

Hacer andlisis. Ese es el objetivo general de la presente tesis. Entendemos aqui la
expresion hacer andlisis en un sentido amplio que incluye, entre otros, el estudio de
espacios de funciones y las normas que los definen en relacién con la acotacién de oper-
adores actuando entre tales espacios. En particular, nos interesamos en estudiar sistemas
de wavelets en espacios métricos y probar resultados sobre incondicionalidad de tales
sistemas como bases de diversos espacios funcionales, caracterizaciéon de esos espacios
via coeficientes de wavelets, como asi también estudiar la equivalencia, la democracia y
propiedad greedy de las wavelets sobre dichos espacios.

En la recta real R, una wavelet ortonormal es una funcién ¢ € L*(R) tal que el sistema
U = {¢;x : j, k € Z} es una base ortonormal de L*(R), con 9, x(x) = 29/%)(27x — k) para
todo 7,k € 7Z. Esto es, el sistema ¥ es generado a partir de una funcioén, v, por medio
de traslaciones enteras y dilataciones diddicas que involucran las estructuras algebraicas
usuales de R y R*. Tomando ¥ = X, 4 — X0

la recta real, el cual es el primer ejemplo de sistema de wavelets. En 1989 Mallat [40]

obtenemos el sistema de Haar en

introduce un esquema para la construcciéon de wavelets en R™ via la nocién de analisis
multirresolucién (AMR). Un AMR es una sucesién de subespacios cerrados V},j € Z de
L*(R™) tal que

1. V; € Vj41 para todo j € Z;

2. feV;siysélosi f(2(.)) € Vi1 para todo j € Z;

3. ﬂjezvj = {0};

4. Ujez Vj es denso en L*(R™);

5. existe una funcién ¢ € 1}, llamada funcién de escala, tal que el sistema {¢(. —k) :

k € Z} es una base ortonormal para Vj.

Si para cada j € Z tomamos el complemento ortogonal W; de V; en V4, entonces puede

+oo
j=—o0

probarse que L*(R") = W;. Para el caso particular en que V; sea el espacio
de todas las funciones de L*(R"™) que sean constantes sobra cada cubo diddico usual
QJE =11, ],zi, conk = (ky,....k,) € Z"y j € Z donde I = (k277, (k+1)277], obtenemos
que (V; : j € Z) es una AMR con funcién de escala ¢ = X ¥ 10s espacios W; estan
generados por las funciones de Haar de R™. En general, los sistemas de wavelets en R”

resultan ser buenas bases para diferentes espacios funcionales. En efecto, por ejemplo para
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el caso del sistema de Haar se tiene una base incondicional de los espacios de Lebesgue
LP(R™) para 1 < p < co. Més atn, los coeficientes de Haar de una funcién f definidos
como < f,h >= [, f(x)h(x)dz para cada funcién de Haar h caracterizan tales espacios
en el sentido que el tamano de estos coeficientes garantiza la pertenencia o no de una
funcién f al espacio LP(R™). Més precisamente, si denotamos con H,, al sistema de Haar

usual de R™, tenemos que las desigualdades

1/2
(0.1) Crl[fll r@ny < (Z | < f.h> !2|hl2> < Co |l oy »
heH, L (@)

valen para dos constantes positivas Cy y C y cada funcién f € LP(R™). El mismo resul-
tado puede obtenerse para otros sistemas de wavelets con ciertas condiciones de suavidad
para una amplia familia de espacios de funciones que incluyen entre otros a los espacios
de Lebesgue con pesos, espacios de Hardy y de Lorentz.

Pretendemos en este trabajo hacer analisis via wavelets en contextos mas generales
que el caso usual de R™. Focalizamos nuestro estudio en el contexto general de espacios
métricos (X, d) equipados con una medida de Borel sobre X que satisface las siguientes

desigualdades
0 < pu(B(z,2r)) < Ap(B(z,7)) < o0,

para todo punto x en X, todo r > 0 y alguna constante A que no depende de x ni de
r. Toda medida que satisfaga las desigualdades anteriores se dice que es una medida que
duplica y que la terna (X, d, p) es un espacio de tipo homogéneo. La nocién de espacio de
tipo homogéneo es en principio més general porque la estructura métrica puede sustituirse
por una casi-métrica. Esto significa que la desigualdad triangular puede asumir una forma
mas débil: existe k tal que d(x,y) < k(d(x,z) + d(z,y)) para todo x,y,z € X. Pero
un resultado de Macias y Segovia (ver [43]) nos permite reducir la situacién al caso
métrico. Por otro lado, y con el fin de tener a disposicion el Teorema de diferenciacion de
Lebesgue, asumiremos adicionalmente que la medida p es regular. Tal contexto general
incluye al caso euclideo entre varios otros. En [21] se presentan otros ejemplos de espacios
de tipo homogéneo. En particular trabajaremos con sistemas de wavelets de tipo Haar
definidas sobre espacios de tipo homogéneo. Como hemos senalado, en el caso euclideo
existen otros sistemas de wavelets que poseen propiedades adicionales de suavidad. Sin
embargo, sobre un espacio métrico abstracto no se tiene mejor suavidad que la continuidad
Lipschitz. Las funciones de tipo Haar son el primer prototipo de sistema de wavelets que
puede extenderse a contextos generales. Uno de los desafios que propone tal contexto
es la carencia, en principio, de estructura algebraica sobre el espacio subyacente donde

estan definidas las funciones. Con tal restriccion, la geometria métrica de los espacios de
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tipo homogéneo juega ahora un papel central y, sorprendentemente, muchos argumentos
tipicamente algebraicos se reconstruyen desde estas geometrias.

Las bases de lo que podriamos llamar teoria de wavelets sobre espacios de tipo ho-
mogéneo fueron dadas por M. Christ, H. Aimar, A. Bernardis, O. Gorosito y B. laffei. El
aporte de Christ en [20] fue el de dotar a cualquier espacio de tipo homogéneo de una des-
composicion de tipo diadica, que esencialmente posee las mismas propiedades centrales de
los cubos diadicos usuales de R™. El primer paso para tal descomposiciéon es la introduc-
cién de una estructura de arbol sobre un conjunto de indices A que estd estrechamente
relacionada con la estructura métrica del espacio X. Es decir, M.Christ define un or-
den parcial satisfaciendo algunas propiedades de arbol controladas por la distancia. El
segundo paso es dado por el uso de la mencionada estructura de arbol para definir los
denominados cubos diddicos. Mas precisamente, si (X,d, ) es un espacio de tipo ho-
mogéneo, Christ prueba que existe un niimero real 0 < § < 1 y una familia D = | J jeZDj
donde cada D’ es una familia de subconjuntos abiertos () de X, llamados cubos diadicos
de D, tal que

(d.1) para todo j € Z los cubos en D’ son disjuntos dos a dos;

(d.2) para todo j € Z la famila D’ cubre casi todo X en el sentido que la medida del
conjunto (X — Jgeps Q) es cero;

(d.3) si Q € D’ yi < j, entonces existe un tinico QQ € D' tal que Q C Q;

(d.4) si Q€ D’ y@EDi con i < j, entonces o bien () C QoQNQ=0;

(d.5) existen dos constantes positivas y finitas ay y as tal que para cada j € 7 y cada
Q € D’ se tiene que B(x;,a:8’) C Q C B(x;,ax0?), para algin punto z; € Q.

Familias de subconjuntos en espacios métricos o casi-métricos con medida que satisfa-
gan (d.1) a (d.4) pueden ser construidas por un simple proceso de disjuncién de bolas.
Cuando sdlo las propiedades de cubrimiento y encaje de los conjuntos diadicos son rele-
vantes tal proceso es adecuado. Mas ain, familias de subconjuntos que satisfagan (d.1)
a (d.4) pueden ser utilizadas para construir bases ortonormales para el espacio L*( X, i)
(ver [31]) y para ello la estructura métrica del espacio no es relevante. Sin embargo, el
control métrico sobre los conjuntos diddicos dado en (d.5) permite el uso de resultados
analiticos tales como las conocidas desigualdades de Fefferman-Stein para el operador
maximal de Hardy-Littlewood a valores vectoriales.

La construccén en [20] es la clave para definir luego sistemas de tipo Haar soportados
sobre los elementos de la descomposicién de Christ. Precisamente en [1] se muestra una
manera de definir sistemas de funciones de tipo Haar, esto es, funciones simples definidas
sobre los elementos de la descomposicién de Christ que tienen integral nula y forman

una base ortonormal para el espacio L?(X, ) con p una medida definida sobre X. M4s
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precisamente, dada una descomposicién de Christ D, en [1] se da un algoritmo para con-
struir sistemas de funciones ‘H definidas sobre X tal que, si para cada entero 5 denotamos
con D7 la subfamilia de D7 formada por todos aquellos cubos en D’ que contengan més

de un cubo de la familia D'+, se cumplen las siguientes propiedades

(h.1) Para cada h € H eziste un unico j € Z y un cubo Q = Q(h) € D’ tal que
{x € X : h(z) # 0} C Q, y esta propiedad no vale para ningin cubo en DT
Mds ain, cada funcion h es una funcion simple sobre cubos diddicos.

(h.2) Para todo Q € D = Ujezﬁj ezisten exactamente Mg = #(0(Q)) —1 > 1
funciones h € H tal que (h.1) vale, donde O(Q) = {Q" € D'*' : Q" C Q} para
cada Q € D? con j € 7. Escribiremos Hg para denotar el conjunto de todas estas
funciones h.

(h.3) Para cada h € H se tiene que [, hdp = 0.

(h.4) Para cada Q € D sea Vg el espacio vectorial de todas las funciones definidas sobre
Q que son constantes sobre cada Q" € L(Q). Entonces el sitema {(u(g% } UHo

es una base ortonormal para Vg.

Es importante destacar aqui que en todo espacio de tipo homogeneo existe un entero
positivo N tal que Mg < N para todo cubo @ donde Mg es la constante dada en (h.2).
Maés recientemente, Aimar, Bernardis y Taffei prueban en [2] que los sistemas de Haar
definidos en [1] resultan ser bases incondicionales para los espacios de Lebesgue pesados
con pesos diddicos en la clase de Muckenhoupt diadica Agy definidos sobre los cubos de
Christ en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Mds atin, en [2] se obtiene ademés
una caracterizacién de los espacios de Lebesgue pesados LP (X, p) con w € Azy para
1 < p < oo como la dada en (0.1) con LP (X, i) en lugar de LP(R").

La construccion de Christ sirve para probar la existencia de sistemas diadicos en
espacios de tipo homogéneo generales. Pero la teoria que desarrollaremos es igualmente
aplicable a cualquier sistema diadico independientemente del algoritmo de construccién.
Lo mismo vale para los sistemas de Haar asociados. Por ejemplo, en el caso Euclideo,
el sistema de Haar ortonormal en L*(R) dado por hi(x) = 2//?h(2z — k), con j € Z y
k € Z, donde h(x) = Xy, 5 (¥) = X (1.1 () €s s6lo el mds conocido de una amplia familia
de bases de tipo Haar en una dimensién. En este caso, la familia de los intervalos diadicos
Il = (k277 (k4 1)279], con j € Z y k € Z es la familia diddica natural para tal sistema
en el sentido que I,i es el conjunto donde hi no se anula. Mas atn, cada hfc es constante
sobre los dos subintervalos Ig,jl y [g,ﬂl de I ,i Cualquier sistema de funciones de la forma
{¢l =alh):j€Z,k € Z} con o, = +1 es una base ortonormal en L*(R), cada funcién
¢y, tiene a I] como su soporte esencial y es constante sobre cada subintervalo diddico

Ig,jl y ]g,:il de ],Z. Es decir, las funciones cpf;, con j € Zy k € Z, forman otro sistema
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de funciones de tipo Haar. Por otro lado, en R", la descomposicién de Christ resulta
en general diferente a la descomposicién diddica usual, que claramente satisface (d.1) a
(d.5). Ademads, aplicando el método de Aimar a los cubos diddicos usuales de R"™ no se
obtiene el sistema de Haar ususal. En efecto, los sistemas de Haar construidos siguiendo
el algoritmo en [1] dan funciones h que pueden anularse en algin subcubo Q" del cubo
soporte de h. Con el fin de desarrollar una teoria general que abarque las posibles distintas
descomposiciones del espacio y los posibles distintos sistemas de Haar, tomamos como
punto de partida las definiciones axiomaticas de familias diddicas y sistemas de tipo Haar
dadas en los capitulos 2 y 4 respectivamente. Los axiomas de tales definiciones estan
esencialmente dados por (d.1) a (d.5)y (h.1) a (h.4).

Dada la generalidad de nuestras definiciones de familia diadica y sistema de Haar, re-
sulta natural preguntarse si diferentes sistemas de Haar sobre una misma familia diddica,
o mas generalmente sobre diferentes familias didadicas, son equivalentes en algin sen-
tido. La referencia bésica para la equivalencia de sistemas de funciones es el libro de
Young [56] donde se define la equivalencia de bases de Schauder para espacios de Ba-
nach. Precisamente, si By y By son dos espacios de Banach con bases By = (f,, :n € N) y
By = (g : n € N) respectivamente, decimos que las bases By y B, son equivalentes si sa-
tisfacen que cada sucesién de escalares («,,) que hace converger en B; la serie ZneN A [,
también hace converger la serie ) _ @ngn en By; y reciprocamente. Uno de los proble-
mas abordados en la tesis es el de buscar condiciones sobre dos familias didadicas Dy y D,
para que los sistemas de Haar definidos sobre ellos resulten equivalentes sobre los espacios
de Lebesgue L2 (X, u) con w € A, y 1 < p < oo. Notemos que por ejemplo en el caso
euclideo, es facil construir simples perturbaciones de intervalos diddicos en R, o de cubos
diddicos en R"™, como iméagenes de los intervalos didadicos usuales a través de funciones
bi-Lipschitz. Precisamente, si F' es un mapeo uno a uno de R" sobre R", y JE =1l ! ,Zi,
con k = (ki,....k,) € Z" y j € Z, la familia {F(Q}) : j € Z.k € Z"} satisface las
propiedades basicas de los cubos didadicos usuales. Mas aun, si F' es bi-Lipschitz; esto es ,
existen dos constantes positivas ¢; y ¢ tal que ¢z —y| < |F(x) — F(y)| < ez|x — y| para
todo x,y en R™, entonces los nuevos “cubos” F' (Q]E) satisfacen (d.1) a (d.5). Es de alguna
manera natural esperar que bajo ciertas condiciones adicionales sobre F', un sistema de
Haar en L%*(R"™) soportado por la familia {F (Q%) . j € Z,k € Z"} sea equivalente a otro
sistema de Haar soportado por la familia {Q7. : j € Z,k € Z"} en L1, (R"). Un contexto
méas general es proporcionado por la construccién de Christ dada en [20] y los sistemas

de Haar definidos sobre ellos. En efecto, la construccion de Christ antes mencionada esta
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basada, como veremos en el Capitulo 5, en diversos procesos de seleccion de descenden-
cia entre puntos que, para ciertas familias fijas de puntos denominadas redes, pueden
producir diferentes descomposiciones diddicas.

Para probar de equivalencia en L2 (X, ) (w € Ay, 1 < p < 00) de sistemas de Haar
asociados a diferentes familias diadicas, usamos la desigualdad de Fefferman-Stein para

el operador maximal de Hardy-Littlewood

1/2 1/2
(0.2) '(ZMM) <cC (Z\fﬁ) ,

L3, (X, ) LY, (X,p)

que vale para todo peso w € A, con 1 < p < oo, toda sucesion (fy : k € N) y alguna

constante C' que depende de w, donde

1
Mf(x) = U Br) /B(m | fldp.

Con el propésito de refinar el resultado de equivalencia de bases de Haar para espacios
LP (X, p) con w € AE y 1 < p < o0, nos encontramos con la necesidad de probar la
desigualdad (0.2) para el operador maximal diddico Mp en lugar del operador maximal
M, donde Mp se define como M tomando cubos diddicos en lugar de bolas y con pesos
w de AP

La caracterizacion de espacios de funciones via coeficientes de wavelets y la incondi-
cionalidad de tales bases para estos espacios son dos de las propiedades mas importantes
de wavelets en el contexto euclideo. La naturaleza de los espacios de funciones y las
propiedades particulares de las wavelets pueden ser muy variadas. Sin embargo, dada la
discontinuidad de las funciones de Haar, estos sistemas pueden sélo ser bases de Schaud-
er de espacios de funciones sin regularidad en el sentido clasico. Este es el caso de los
espacios de Lebesgue. La misma prueba sobre la incondicionalidad y caracterizacion de
espacios de Lebesgue pesados dada en [2] para sistemas de tipo Haar construidos sobre
los cubos dados por la descomposicion de Christ vale para sistemas de Haar sobre fa-
milias didadicas generales como las que definimos en el Capitulo 4. Para avanzar en esta
direccién, consideraremos el problema de la incondicionalidad del sistema de Haar en los
espacios de Lorentz y de Hardy diadico definidos en el contexto general de espacio de
tipo homogéneo. El caso de los espacios de Lorentz en tal contexto es particularmente
interesante ya que son admitidos espacios de medida que posean atomos. Por lo tanto
los espacios de Lorentz resultan tener propiedades diferentes a la de los usualmente con-
siderados en la bibliografia. La incondicionalidad de los sistemas de Haar en espacios de

Lorentz como la cracterizacion de estos espacios via coeficientes de Haar las obtenemos
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por medio de la técnica de extrapolacion de Rubio de Francia como esta generalizada en
[22].

Los espacios de Hardy diadicos considerados aqui son los construidos via atomos
diddicos. La teoria de espacios de Hardy sobre contextos no isotrépicos y sobre espacios
no euclideos no es nueva. Calderén y Torchinsky [16] iniciaron el estudio de espacios
de Hardy sobre R™ con dilataciones anisotropicas y Macfas y Segovia obtienen en [44]
la descomposicién atémica de los espacios de Hardy en el contexto general de espacio
de tipo homogéneo. En 1980 L. Carleson estudia la existencia de bases incondicionales
sobre el espacio de Hardy H'(R™), [19]. M4s precisamente, da explicitamente una base de
wavelets que es incondicional en H'(R"). En la prueba dada en [19] la regularidad de las
funciones bésicas es crucial. En [34] y [55] se dan condiciones sobre las wavelets para la
incondicionalidad en H'(R™). Estas condiciones estan dadas en términos de regularidad
de las funciones que forman la base de wavelet y por lo tanto la misma prueba no vale en
el contexto diadico para wavelets de Haar. Probamos en este trabajo que los sistemas de
Haar son bases incondicionales del espacio de Hardy diddico HP en el contexto general de
espacio de tipo homogéneo. El estudio de éstos espacios de Hardy diadicos sobre espacios
de tipo homogéneo requiere considerar el espacio BMOP de las funciones de oscilacién
media acotada sobre cubos diadicos y estudiar algunas de sus propiedades.

Por otro lado, como es sabido, la prueba de la incondicionalidad de bases de wavelets
W sobre espacios de funciones tales como los espacios de Lebesgue, involucra el estudio

de la acotacién uniforme de los operadores

TF<f>=Z<f,h>h:Z</fhdu)h,

heF heF

con F' variando sobre subconjuntos finitos de W. Un conocido resultado de interpolacion
para el caso de R™ permite obtener acotaciones sobre espacios de Lebesgue P, 1 < p < 2a
partir de acotaciones en el espacio de Hardy usual H;(R™) y en L?(R"). Bajo la condicién
de regularidad de la medida p en un espacio de tipo homogéneo (X, d, ) puede probarse
que el espacio de todas las combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas
de cubos diddicos es denso en cada espacio de Lebesgue LP(X, ) cuando p < oo. Es
decir, las funciones simples sobre cubos diadicos son suficientes para definir los espacios
de Lebesgue clésicos y resulta entonces natural que por interpolacién puedan obtenerse
acotaciones sobre espacios de Lebesgue a partir de acotaciones sobre el espacio de Hardy
diddico como se hace en [55] para el contexto clasico. Esto provee una prueba alternativa
a la dada en [2] de la incondicionalidad de las bases de Haar sobre espacios de Lebesgue

LP(X,p) con 1 < p < oc.
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El hecho de que las funciones de Haar son discontinuas excluye la posibilidad de
que tales sistemas sean bases de los espacios de tipo Lipschitz definidos en el contexto
de espacio de tipo homogéneo. Sin embargo, en el caso euclideo, puede darse una car-
acterizacion de tales espacios via coeficientes de Haar (ver [35] y [23]). La clave para
obtener tal caracterizacion es el uso de operadores de traslacién y de dilataciéon definidos
en R". Abordar el problema de la caracterizacién de funciones Lipschitz requiere susti-
tuir estructura algebraica por consideraciones geométricas. Consideraremos tres tipos, en
principio diferentes, de regularidad a de funciones reales definidas sobre un espacio de
tipo homogéneo (X, d, ). El pardmetro de regularidad « serd siempre positivo. En [43],
Macias y Segovia introducen, en el contexto de espacio de tipo homogéneo, las clases de
funciones de tipo Campanato dadas en [18] para el caso euclideo. Ellos prueban que bajo
la condicién de normalidad sobre el espacio homogéneo, estas clases son exactamente los
clasicos espacios Lipschitz. El espacio Lipschitz de orden «, Lip(«a), es el espacio de las

funciones f definidas sobre X tal que existe una constante C' > 0 tal que

|f(x) = fy)] < Cd(z,y)”

para todo par de puntos z,y € X. Denotaremos por || f||ipa) €l infimo de de todas las

posibles constantes C'.

q

L (X, p) pertenece al espacio

Para 1 < ¢ < oo, se dice que una funcién real f en L

Lip(a, q) si existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1/q
(0.3 (ﬁ / !f(w)—mB(f)!qdu(x)) < Cr(B)°

vale para toda bola B en X, donde r(B) es el radio de B 'y mp(f) = ﬁ [ fdp. Con
| f1| Lip(a,q) denotamos el infimo de aquellas constantes C.

Destacamos aqui que nuestra definicién de Lip(«, ¢) coincide con la clase Lip(«, q)
en [43] s6lo cuando (X, d, 1) es normal en el sentido que la medida de cualquier bola
es comparable a su radio. Es facil ver que Lip(«) implica Lip(a,q). En verdad, uno
de los principales resultados en [43] es la reciproca. Mostraremos en este trabajo que
ambos, Lip(a) y Lip(c, q) tienen la misma descripcién en términos de wavelets de Haar
construidas sobre alguna clase amplia de familias diadicas. El primer resultado en esta
direccién establece que si (X, d, ) es un espacio de tipo homogéneo y f € Lip(a,?2).

Entonces la desigualdad

< fih>|=

[ 10| < Wiy 8" i,
X
vale para toda funcién h y toda bola B = B(z,r(B)) tal que

(i) fX hdp = 0;
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(ii) [ |h)?dp=1y

(111) {x € X : h(z) # 0} C B.

Notemos que en el contexto euclideo, cualquier wavelet de soporte compacto satisface
las propiedades (i) a (iii). Este es también el caso para los sistemas de Haar con los
que trabajamos en la presente tesis. Nuestro interés radica en un reciproco del resultado
previo en términos de funciones de tipo Haar. Notemos que, para x € R", una traslacion
D, ={Q : (Q—=x) € D} de la familia diddica D usual de R" tiene las mismas propiedades
relevantes que D. Ademas, la familia {D, : € R"} tiene una importante propiedad que
llamaremos separadora. En efecto, es facil ver que dados dos puntos diferentes x e y en R",
existen z e R", j € Zy k€ 7" tal que ambos, x e y pertenecen a dos subcubos diferentes
z+ Q;H y 2+ Qj,ﬁ+1 de z + Qé y 277 es comparable con |x — y|. La definicién precisa
de clases separadoras se da en el Capitulo 7 donde probaremos también su existencia en
nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo. Tal definicion viene a sustituir la
idea de traslacion que se necesita para obtener la caracterizacién de los espacios Lipschitz
via coeficientes de Haar.

Sea S una clase de familias diddicas D. Escribimos H para denotar el conjunto de
todas las funciones de Haar h que pertenecen a algin sistema de Haar Hp asociado a algin

D €S. Definimos ahora nuestra tercer clase de funciones tipo Lipschitz que estd dada en

1
loc

términos de coeficientes de Haar. Una funcién f € L; (X, d, u) se dice que pertenece a

la clase de Carleson C (a, S ) si existe una constante positiva C' tal que la desigualdad
(0.4) 1< f,h >| <O diam(Qp)* 1(Qn)*?,

vale para toda h €H, donde Q) es el menor cubo diddico que contiene al conjunto
{z € X : h(z) # 0} y diam(FE) = sup{d(z,y) : v € E,y € E}. El principal resultado
con respecto a la caracterizacién de espacios Lipschitz sobre (X, d, i) es la igualdad de

los espacios
Lip(a) = Lip(a, q) = C(a,S)

para todo 1 < ¢ < 0o, a > 0 y toda clase separadora S. Aqui la igualdad de espacios es
entendida en el sentido de clases de Lebesgue de funciones. Casi con las mismas pruebas,
el anterior resultado pueden extenderse a modulos de continuidad ¢(t) més generales que
te.

En la teoria de aproximacién no lineal en el contexto de espacios de Banach surge el
concepto de democracia (ver [38]). Tal concepto es de importancia para abordar prob-
lemas de aproximacion ya que aquellas bases que son incondicionales y democraticas
resultan ser bases eficientes en un sentido preciso. Dado un espacio de Banach (B, ||.||s),

un conjunto numerable B de la esfera unitaria de B se dice democratico en B si para
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alguna constante positiva D la desigualdad

(0.5) S hll < D> n| .
her g heFy llp
vale para toda eleccién de subconjuntos finitos Fy y Fy de B con |Fi| = |F3|. Aqui es-

cribimos |F'| para denotar el nimero de elementos en F.

El ejemplo més clasico de sistema democratico es provisto por cualquier sucesion
ortonormal en un espacio de Hilbert. En efecto, en tal caso (0.5) es una identidad con
D=1

Como Temlyakov mostré en [51], la democracia en espacios de Lebesgue LF, 1 <
p < 00, sobre espacios euclideos, es una propiedad comun de todas las bases de wavelets
que son equivalentes a la base de Haar. En este trabajo exploramos la democracia de
los sistemas de tipo Haar en espacios de Banach de funciones definidos sobre espacios
métricos con medida. En particular para espacios de Lebesgue pesados y en espacios de
Lorentz. Méas precisamente, para el caso de los espacios L? (X, 1) probamos el siguiente

resultado.

TEOREMA 0.1. Sean (X,d, 1) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de tipo
Haar asociado a una familia diddica D. Entonces el sistema H = {W :h € H} es una

base democrdtica para L2 (X, p) con 1 <p<oo yw € AE. Mads ain

h
2 172110

heF

(0.6) ~ |[FIVP

9

p7w

para cada subconjunto finito ' de H.

Y para el caso de espacios de Lorentz LP9(X, ) con 1 < p,q < oo obtenemos condi-
ciones geométricas suficientes sobre familias diddicas bajo las cuales la propiedad de
democracia de un sistema de Haar en LP9(X, ) con 1 < p,q < oo implica que p = q.

La presente tesis estd organizada como sigue. En el Capitulo 1 damos las nociones y
resultados previos que se necesitan para el desarrollo del trabajo. El Capitulo 2 contiene
la definicién de familia diadica y se desarrollan varios conceptos asociados a tal definicion.
El Capitulo 3 contiene las herramientas bésicas para el anélisis diadico en el contexto de
espacio de tipo homogéneo que incluye desigualdades con pesos para el operador maximal
diddico Mp. En el capitulo siguiente introducimos lo que entendemos a lo largo del trabajo
por sistema de tipo Haar y damos sus propiedades bésicas. El problema de la equivalencia
de sistemas de Haar en espacios de Lebesgue pesados es abordado en el Capitulo 5. En el
Capitulo 6 probamos la incondicionalidad de los sistemas de Haar en espacios de Hardy

diddicos y damos una prueba alternativa, via interpolacion, de la incondicionalidad de
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tales sistemas en espacios de Lebesgue. La caracterizacion de los espacios Lipschitz via
coeficientes de Haar es considerada en el Capitulo 7. El Capitulo 8 esta dedicado a estudiar
la incondicionalidad de los sistemas de Haar en espacios de Lorentz y la caracterizacion de
tales espacios via dichos sistemas. El Capitulo 9 trata sobre la democracia de los sistemas

de Haar en espacios de Lebesgue pesados y en espacios de Lorentz.






CAPITULO 1

Preliminares

En este primer capitulo enunciamos las nociones y resultados basicos que son nece-
sarios para el desarrollo posterior del trabajo. No incluimos aqui demostraciones de tales
resultados. Sin embargo, hay suficiente bibliografiia disponible donde sus pruebas pueden
encontrarse. Para la primer seccién, que es dedicada a presentar la estructura geométri-
ca de los espacios de tipo homogéneo e incluye las herramientas basicas del anélisis en
espacios métricos con medida, pueden verse [21] y [29]. Los resultados de la segunda
seccion son también clasicos y se refieren a bases sobre espacios de Banach. Damos un
breve repaso de la teorfa general de bases siguiendo la linea de [34] y [55].

Cada una de las dos secciones que conforman el presente capitulo esta dividida en

breves subsecciones para hacer mas simple la lectura y las futuras referencias.

1.1. Geometria basica y andlisis clasico en espacios de tipo homogeneo

Sea (X, A, 1) un espacio de medida donde X es un conjunto, A es una o-dlgebra de
subconjuntos de X y p una medida no negativa sobre X para la cual los elementos de
A son conjuntos medibles. La coexistencia de tal estructura con una distancia definida
sobre X permite obtener resultados analiticos donde intervienen espacios de funciones,
normas sobre tales espacios y acotacion de operadores entre otros objetos matematicos.
En esta seccion repasamos brevemente las ideas bésicas de la teoria de espacios de tipo
homogéneo en dos subsecciones. En la primera de ellas se introduce la nocién de espa-
cio de tipo homogéneo y se enuncian algunas de sus propiedades mas importantes. En
la segunda subsecciéon incluimos desigualdades que involucran al operador maximal de

Hardy-Littlewood y pesos de la clase de Muckenhoupt.
1.1.1. Espacios de tipo homogéneo.

DEFINICION 1.1. Una casi-métrica sobre un conjunto X es una funcién p definida

sobre X x X a valores reales no negativos satisfaciendo las tres condiciones siguientes

1. Confiabilidad: p(x,y) = 0 si y sélo si x = y;

2. Simetria: p(x,y) = p(y, x) para todo z,y en X;

3. Desigualdad A-triangular: p(z,y) < A(p(x,z) + p(z,y)), para alguna constante
finita A > 1 y para todo z,y, z en X.
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Diremos que (X, p) es un espacio casi-métrico si p es una casi-métrica sobre X. En
el caso particular en que A = 1 decimos que p es una métrica y que (X, p) es un espacio
métrico.

Una relacién fundamental entre espacios métricos y casi-métricos probada por Macias

y Segovia ([43]) es el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2. Dado un espacio casi-métrico (X, p), existen una métrica d sobre X
y constantes positivas y finitas ¢y, co y & > 1 tal que para todo x,y en X wvale la siguiente

cadena de desigualdades
ap(e,y) < (d(z,y))* < capla, y),

De ahora en adelante este teorema justificard que trabajemos en espacios métricos.
La bola abierta, con respecto a la métrica p sobre X, centrada en el punto x y de radio
r es el conjunto

B,(z,7) ={y € X : p(z,y) <1}

Un concepto central para nuestros propédsitos es el de dimensién métrica finita que
pasamos a describir a continuacién. Dado un subconjunto E de X, diremos que es e-
disperso para € > 0 si p(x,y) > € para todo z,y en E con = # y. Se dice que el
espacio métrico (X, p) tiene dimensién métrica finita o la propiedad de homogeneidad
con constante N si para cada punto x en X y cada numero real positivo € la bola
B(x, 2¢) contiene a lo sumo N puntos de cualquier conjunto E que sea e-disperso en X.
El siguiente resultado probado por Coifman y Weiss (ver [21]) da una de las propiedades

mas importantes que se derivan de la dimensién métrica finita.

TEOREMA 1.3. Sea (X, p) un espacio métrico que tiene dimension métrica finita con
constante N. Si E es cualquier subconjunto e-disperso en X, entonces para todo punto x

en X, todo € > 0 y cada niumero natural m se tiene que
#(E N B(z,2"e) < N™,
donde con #(F') denotamos el nimero de elementos del conjunto F.

Dado un espacio métrico (X, p) y p una medida de Borel sobre X, decimos que pu
satisface la propiedad de duplicaciéon con respecto a p si existe una constante C' > 1 tal

que valen las desigualdades
0 < u(B,y(z,2r)) < Cu(B,(z,r)) < oo,

para todo punto z en X y todo r > 0. En tal caso diremos que (X, p, 1) es un espacio
de tipo homogéneo si p es una medida regular. Si bien la definiciéon general de espacio

de tipo homogéneo que usualmente aparece en la bibliografia no pide tal condicién de
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regularidad sobre la medida, en este trabajo la incluimos con el objetivo de tener a

disposiciéon el Teorema de diferenciacion de Lebesgue.

1.1.2. Maximales y pesos.
Dado un espacio de tipo homogéneo (X, d, i) y una funcién f que sea integrable sobre

cada d—bola, definimos la funcién maximal de Hardy-Littlewood de f como

M (@) = sup—ies / £ (y)lduty)

donde el supremo se toma sobre la famlha de todas las d—bolas en X que contienen
al punto z. La funcién M f es medible para cada f localmente integrable y se tiene el

siguiente resultado.

TEOREMA 1.4. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo. Entonces el operador M
que asocia a cada funcion localmente integrable f la funcion maximal de Hardy-Littlewood
Mf es de tipo débil (1,1), esto es, existe una constante positiva y finita C tal que la
desigualdad

plfr e X Mf(x) > ) < & /X (@) dp(z)

vale para toda funcion integrable f y todo A > 0.

Para 1 < p < oo, el espacio de Lebesgue LP(X, ) es, como es usual, el espacio de
las funciones medibles f sobre X a valores reales tales que || f||, = ([ | f[Pdp)"/? < oo si
p <0y ||fllee =sup|f| < oo sip = o0, donde el supremo es tomado en el sentido del
supremo esencial. Dado que se tiene la acotacién trivial || M f||s < ||f]loo, Por €l teorema
de interpolacion de Marcinkiewicz se obtiene la acotacion del operador M en los espacios

de Lebesgue LP(X, ) con 1 < p < o0.

TEOREMA 1.5. Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo. Si 1 < p < oo entonces
el operador M es de tipo fuerte (p,p), esto es, existe una constante positiva y finita C' tal

que la desigualdad
IMfllp < Clifl

vale para toda funcion f medible.

Ahora introducimos las clases de Muckenhoupt y enunciamos algunas de sus propiedades
mas importantes. Una funcién medible, no negativa y localmente integrable w definida
sobre el espacio de tipo homogéneo (X, d, 1), se dice que es un peso de Muckenhoupt de

la clase Ay, 1 < p < oo si la desigualdad

(1) (i [ o) (o w(x)vﬂdu@))pl -c
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vale para alguna constante C'y toda bola B.
Para p = 1 decimos que w € A; si existe una constante C' tal que la desigualdad
w(B)
(1.2) —— < Cu(z)
1(B)
vale para casi todo punto x € B (respecto de p) y para toda bola B. La clase A, se
define como
(1.3) A= A4,
p=>1

El siguiente resultado contiene las principales propiedades de pesos en las clases de

Muckenhoupt A,, 1 < p < oo sobre espacios de tipo homogéneo.

TEOREMA 1.6. Sean 1 < p < oo y p’ tales que 1/p+ 1/p" = 1. Entonces valen las

siguientes afirmaciones:

(a) siw e A, entonces w(x) > 0 para casi todo punto x,

(b) siw € A, entonces wdu satisface la condicion de duplicacion,

(c) siw € A, entonces w € A, para todo g > p,

(d) we A, siysdlosiw'™ € Ay,

(e) siw € A, entonces w € A, para algin q < p.

(f) w € A, es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo fuerte (p,p) para el
operador M con respecto a la medida wdy,

(9) w € Ay es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo débil (1,1) para el

operador M con respecto a la medida wdy.

La demostracion del Teorema 1.6 se obtiene como en el cldsico caso euclideo.

Finalizamos esta seccion con las desigualdades de Fefferman-Stein a valores vectoriales
para el operador maximal. Tales desigualdades constituyen herramientas importantes en
analisis arménico. En lo que sigue, para una sucesién dada f = (f,, : n € N) de funciones
definidas sobre X escribiremos ||f(x)||» = (3, | f(@)|)Y", paral <r < ooy € X. Si
T es un operador que actiia sobre funciones escalares es posible extenderlo a un operador
a valores vectoriales definiendo Tf = (T'f,, : n € N). La siguiente extensién del resultado
de Fefferman-Stein al contexto general de espacio de tipo homogéneo puede hallarse en
29].

TEOREMA 1.7. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo y sea 1 < r < oo. Entonces

(a) sil <p < oo, entonces existe una constante positiva C' tal que

w({e € X ME@lle > 2D < € [ @I w)dnte)

para toda sucesion de funciones medibles £ y todo A > 0, si y sélo st w € Ay;



1.2. BASES DE ESPACIOS DE BANACH 5

(b) si 1< p < oo, entonces existe una constante positiva C tal que

/X IME@)|E w(e)du(z) < C /X E@)IE w(z)du(z)

para toda sucesion de funciones medibles £, si y sélo si w € A,.

1.2. Bases de espacios de Banach

Dado un espacio vectorial V, la estructura algebraica induce la nociéon de base de
Hamel donde los elemenos del espacio son generados por las combinaciones lineales finitas
de los elementos de la base. Sin embargo, cuando tal espacio vectorial estd equipado
ademas con una topologia, se puede introducir una nocién analitica de base donde los
elementos del espacio son generados por un proceso de limite con combinaciones lineales
de los elementos de la base. En esta secciéon nos dedicamos a dar un breve repaso sobre

bases en este ultimo sentido.

1.2.1. Normas y espacios de Banach.
Un espacio vectorial V se dice un espacio normado si existe una aplicacién ||.|| que a

cada elemento f € V le asigna un niimero real no negativo || f|| que satisface las siguientes

condiciones.
L ||fll =0siysolosi f=0;
2. |laf|l = ||| fIl st f € Vy a es un escalar real;

3.1 + gl <IIfII+ llgll para todo fy g en V.

Decimos que la aplicacién ||.|| es una norma para V. Todo espacio normado puede ser
considerado un espacio métrico con la métrica d definida como d(f,g) = ||f — gl v
asi las nociones topoldgicas usuales adquieren sentido. Mds atin, las operaciones de suma
y multiplicacién por escalares que definen el espacio vectorial V son continuas con respecto
a la topologia inducida por la métrica dada por la norma. Diremos que un espacio normado
es un espacio de Banach si es completo con respecto a la métrica definida por medio de
su norma; esto significa que toda sucesion de Cauchy es convergente. En lo que sigue,

escribiremos (B, ||.||g) para denotar un espacio de Banach B con norma ||.||s.

1.2.2. Bases de Schauder.
Sea B = (B, |.||s) un espacio de Banach. Consideraremos siempre tales espacios sobre
el cuerpo de los numeros reales R. Una sucesién B = (f, : n € N) de elementos f, en B

se dice que es una base de Schauder de B, o brevemente una base de B, si y sélo si para
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cada elemento f € B existe una unica sucesion de escalares reales (ay, : n € N) tal que

(1.4) F=Y anfn

neN

donde la convergencia de la serie es en el sentido de la norma de B; esto es
n
lim [|f = > a;flle = 0.
n—00 —
j:

Debido a la unicidad en la representacién (1.4), se deduce facilmente que los f, son
linealmente independientes y por lo tanto no nulos. Méas atin, puede probarse (ver por
ejemplo [34]) que los funcionales f* : B — R definidos por f’(f) = «,, pertenecen al
espacio dual B* de B. Esto es, cada f es lineal y continuo.

Es facil ver que cualquier sistema ortonormal completo en un espacio de Hilbert
separable H es una base de Schauder de H. En particular el sistema {e** : k € Z}
es una base para el espacio de las funciones 1—periodicas definidas sobre R tal que
1113201y = Jo 1f(@)[2de < 0.

Otro ejemplo clasico de base de Schauder para los espacios LP([0,1]) con 1 < p < oo
es el sistema de Haar en el intervalo [0, 1] definido como {h; : j € No,k =0,...,27 — 1}
donde h;i(x) = 2/2h(Px—k), h(x) = X1, (1) = X4 0, () ¥ No = NU{0}. Tal sistema de
Haar es el primer ejemplo de base de wavelets en el contexto euclideo. Una generalizacion
de tales sistemas sobre espacios de tipo homogéneo, que daremos en el Capitulo 4, seran
nuestros objetos basicos y el punto de partida para estudiar luego diferentes espacios

funcionales.

1.2.3. Bases incondicionales.

La definicién de base involucra la convergencia de una serie. En general cuando se suma
una familia de vectores el orden de la sumacion es muy importante. Por lo tanto que la
suma no dependa del orden en el cual sumamos es una caracteristica de importancia. Las
bases incondicionales sirven de ejemplo de tal situacion. Dada una sucesién (f, : n € A)
de vectores en un epacio de Banach B, decimos que la serie ) _, f,, es incondicionalmente
convergente si para cada mapeo biyectivo o : N — A resulta que la serie Y~ fox) €s
convergente.

Decimos que una base B en un espacio de Banach B es una base incondicional si la
convergencia de la serie (1.4) que da la tnica representacion para cada elemento f de
B es incondicional. Una formulacién equivalente de base incondicional esta dada por el

siguiente resultado (ver [34] y [55]).
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TEOREMA 1.8. Sea B un espacio de Banach y B = (b, : n € N) una sucesion de
elementos de B. Entonces B es una base incondicional de B si y sélo si se cumplen las

siquientes tres condiciones

(11) Las combinaciones lineales finitas de elementos de B son densas en B.

(i2) Eziste una suceion (b, : n € N) C B*, el dual de B, tal que b/ (b,) =1 sin=m
y cero en olro caso.

(i3) Eziste una constante positiva C' tal que

> ()b

nelr

<Cfls,

B

para todo subconjunto finito F' de N y todo elemento f € B.

1.2.4. Equivalencia de bases.
En general, dos objetos matematicos se dicen que estan cerca si ellos comparten
propiedades en comun. En particular cuando estamos en presencia de bases de Schauder

para espacios de Banach una nocién de cercania es la equivalencia (ver [56]).

DEFINICION 1.9. Sean By y By dos espacios de Banach con bases By = (f, : n € N)
y By = (gn : n € N) respectivamente. Decimos que las bases By y B son equivalentes si

satisfacen que

E Oénfn converge <— E angn converge
neN neN

El siguiente resultado sera de utilidad en los capitulos siguientes (ver [56] o [38]).

TEOREMA 1.10. Sean By y By dos espacios de Banach con bases By = (f, :n € N) y
By = (g : n € N) respectivamente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. By y By son bases equivalentes.
2. Existe un operador lineal T : By — By invertible y acotado tal que T(f,) = gn
para cada n € N.

3. Fxisten dos constantes positivas y finitas Cy y Cy tal que

> angn > anfn > angn

ner neF neF

Cy <

9

< (Y
B1

B2 Bo

para toda sucesion de escalares (ay, : n € N) y todo conjunto finito F© C N.
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1.2.5. Bases voraces y democraticas.
Una base normalizada B = {f;};cny en un espacio de Banach B se dice greedy (voraz)

si existe una constante C' > 0 tal que para cualquier elemento f € B con f = > o fn,
neN
cualquier entero positivo m, todo conjunto Gy C N de cardinalidad m tal que

) >
g;gflanl > n’;&”{é@l'a””

todo conjunto Gy C N también de cardinalidad m y toda sucesion de escalares [3, se tiene

que

< C

f_ Zanfn

neGy

= Butn

neGsy

B B
Una cuestién central en teoria de aproximacién es la construccion de algoritmos efi-

cientes para producir aproximaciones por N-términos en un espacio de Banach B con una
base incondicional numerable B = {f,}nen. Para f € B, el error de aproximaciéon por

N-términos con respecto a la base B es definido por

on(f) = inf{llf —gle: g€ Ta},

donde ¥, denota el conjunto de todos los elementos g € B con a lo sumo N coeficientes

no nulos en la representacion g = > a, f,. Las bases greedy producen algoritmos que
neN
son casi éptimos para aproximacién por N-términos (ver [38]).

Konyagin y Temlyakov [38] dieron una caracterizacién de bases greedy en términos de
algunas nociones basicas. Mas presisamente, ellos probaron que tener una base greedy es
equivalente a que la base sea incondicional y democratica. El concepto de democracia es
relativamente nuevo y fue definido en el contexto general de espacios de Banach en [38].
Sea (B, ||.||p) un espacio de Banach. Un conjunto numerable B de la esfera unitaria de B

se dice democratica en B si para alguna constante positiva D la desigualdad

(1.5) DR = DX A
heF i heFy llp
vale para toda eleccién de subconjuntos finitos F7 y Fy de B con |Fy| = |Fy|. Aqui, como

es usual, escribimos |F'| para denotar el nimero de elementos en F'.

El ejemplo més clasico de sistema democratico es provisto por cualquier sucesion
ortonormal en un espacio de Hilbert. En efecto, en tal caso (1.5) es una identidad con
D =1.



CAPITULO 2

Familias diadicas en espacios de tipo homogéneo

El presente capitulo esta dedicado a introducir y estudiar lo que denominaremos cu-
bos diadicos y familias didadicas. Estos objetos, junto con los sistemas de tipo Haar que
introduciremos en el Capitulo 4, seran los elementos basicos sobre los cuales vamos a
desarrollar luego en los capitulos siguientes el andlisis diadico en espacios de tipo ho-
mogéneo. El punto de partida es la definiciéon de una clase de familias diadicas @(5)
Las caracteristicas geométricas de las familias diddicas que vamos a definir, en particu-
lar la condicién de control métrico sobre los objetos que llamaremos cubos diddicos, nos
permitiran deducir y demostrar propiedades analilicas sobre espacios funcionales en los
capitulos siguientes. La definicion de la clase @(5 ) sera dada en la primer seccion donde
ademas daremos varios ejemplos representativos de distintas situaciones posibles en el
contexto de espacio de tipo homogéneo. Veremos luego, en la Seccién 2, como a partir de
este control métrico podemos deducir importantes propiedades geométricas de las familias
en @(5 ) que seran usadas frecuentemente a lo largo del trabajo. Particular importancia
tendra para lo que sigue la denominada subfamilia de cubos diadicos con descendencia
no trivial que introduciremos en la Seccién 3. En la Seccién 4 introducimos la nocién de
cuadrante y estudiamos sus propiedades que seran tutiles luego cuando definamos espacios
de Hardy y BMO diddicos. Por tultimo, la Seccion 5 estd dedicada a demostrar que la

clase @(5) que definimos es no vacia. Tal demostracién es dada por la construccion de
M. Christ ([20]).

2.1. Definicién y ejemplos

Dedicaremos la primer parte de esta seccién a dar la definicién de una clase de famil-
ias diddicas @(5 ) junto con algunos ejemplos. Como es sabido, en el contexto euclideo
usual, la clasica descomposicion diddica se puede obtener por medio de traslaciones y
dilataciones del cubo unitario Qo = [0, 1)" = {(z1,...,z,) : x; € R0 < z; < 1,1 =
1,...,n}. En efecto, para cada j en el conjunto de los nimeros enteros Z y cada n-upla
k= (k1,...,k,) en Z", el cubo diddico usual de nivel j y posicién k se puede definir
como Q; ;= 279(Qo + k) = {279 (21 + k1, ooy T + k) : (@1, ...0) € Qo). Estos conjuntos
asi definidos son de utilidad para abordar diversos problema en analisis y tienen muchas

propiedades importantes entre las cuales nos interesa destacar las dos siguientes:
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(i) las familias {Qj P ke Z"} con j € 7 estan encajadas y cubren todo el espacio
Rn.
(ii) existen dos constantes positivas y finitas a y b tales que para cada j € Z y
cada k € Z" se tiene que B(z,a(1/2)7) C Q;r C B(z,b(1/2)7) para algtin punto
T € Qj’];.
La propiedad (ii) vale en particular para nuestro caso tomando, para cada j € Z y cada
k= (ki,....kn) € Z™, el punto x = 277 (ky + 1/2, ..., k, + 1/2) y las constantes a = 271 y
h ="
5
Nuestro proposito en el presente capitulo es introducir una clase de familias diddicas
sobre espacios de tipo homogéneo tal que la familia dada anteriormente sea un caso
particular. Dado que nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo carece en
principio de estructura algebraica, lo relevante para la definicion de esta clase de familias
diddicas seran las propiedades geométricas de los objetos que forman tal familia y no la

manera de construirlas.

DEFINICION 2.1. Dado un conjunto abierto y acotado E en el espacio métrico (X, d)
definimos el radio interior de E, r;(E), y el radio exterior de F, r.(E), como r;(F) =
sup{r : Bq(x,r) C F para algin = € E} y r.(E) = inf{r : E C By(x,r) para algin = €
X}.

Notemos que puede ocurrir que r.(E) < 7;(E). En efecto, consideremos el espacio
X = Z de los enteros con la métrica euclidea. Es claro que el conjunto E = {—1} es un
conjunto abierto en X y que r;(E) = 1y r.(F) = 0. El conjunto E contiene un tnico
punto que es un punto aislado en el espacio. En general, vale el siguiente resultado que

caracteriza aquellos conjuntos abiertos E tales que r.(E) = 0.

LEMA 2.2. Sea (X,d) un espacio métrico y E un conjunto abierto y acotado en X.

Entonces r.(E) = 0 si y sdlo si el conjunto E consiste de un inico punto aislado.

DEMOSTRACION. Supongamos que E = {z}. Luego, E C By(z,1/n), para cada
entero positivo n. De la definicién de radio exterior tenemos entonces que r.(E) < 1/n
para cada entero positivo n, y esto implica que 7.(E) = 0.

Para probar la reciproca debemos mostrar que E tiene un unico punto, y que ese punto
es aislado en X. Veamos la unicidad. Sean = e y dos puntos en E. Puesto que r.(F) = 0,
de la definicion de radio exterior tenemos que para cada entero positivo n existe un punto
zp en X tal que E C By(z,, 1/n). Entonces d(z,y) < d(x, z,) + d(z,,y) < 2/n, para cada
n. Esto implica que d(x,y) = 0 y como d es una métrica resulta x = y. Por lo tanto el

conjunto E tiene un tinico punto. Como FE es abierto, ese punto es aislado. U
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Introducimos ahora lo que entenderemos en este trabajo por familia diadica.

DEFINICION 2.3. Familias diddicas. Sea (X, d,u) un espacio métrico de tipo ho-
mogéneo. Decimos que D = U]EZDj es una familia diadica sobre X con parametro
§ € (0,1), brevemente que D pertenece a 2 (4), si cada D’ es una familia de subcon-

juntos abiertos ) de X, que llamaremos cubos diadicos de D, tal que

(d.1) para todo j € Z los cubos en D’ son disjuntos dos a dos;

(d.2) para todo j € 7 la familia D? cubre casi todo X en el sentido que pu(X —
UQEDj Q) = 07'

(d.3) si Q € D’ yi < j, entonces existe un tinico Q € D' tal que Q C Q;

(d.4) siQ e Dl yQeD coni<j, entonces o bien Q CQ 0o QNQ = 0;

(d.5) existen dos constantes positivas y finitas a; y ay tales que para cada j € Z y cada
Q € D7 se tiene que a18’ < 1r;(Q) y 1.(Q) < axd’.

Familias de subconjuntos en espacios métricos o casi-métricos con medida que satisfa-
gan (d.1) a (d.4) pueden ser construidas por un simple proceso de disjuncién de bolas (ver
por ejemplo [9]). Cuando sdlo las propiedades de cubrimiento y encaje de los conjuntos
diddicos son relevantes tal proceso es adecuado. Mas aun, familias de subconjuntos que
satisfagan (d.1) a (d.4) pueden ser utilizadas para construir bases ortonormales para el
espacio L?(X, u) (ver [31]) y para ello la estructura métrica del espacio no es relevante.
Sin embargo, el control métrico sobre los conjuntos diddicos dado en (d.5) sera cen-
tral para nuestro propésito de deducir propiedades sobre espacios funcionales a partir de
propiedades geométricas de familias diddicas. Esta condicién es equivalente a la propiedad
(ii) que satisfacen los cubos diddicos usuales de R™.

Una construccion de subconjuntos abiertos sobre un espacio de tipo homogéneo que
satisface la Definicién 2.3 fue dada por M. Christ en [20]. Lo importante de tal construc-
cién es que demuestra la existencia de familias diddicas en la clase 2 (4) sobre cualquier
espacio de tipo homogéneo. En la ltima seccién de este capitulo vamos a describir tal
construccién y estudiaremos en particular algunas de sus propiedades mas importantes.

Consideramos ahora varios ejemplos que ayudaran a entender la definicién de la clase

D).

EJEMPLO 2.4. Sean X = R", d la métrica usual y p la medida de Lebesgue n-
dimensional. Para cada ntimero entero j y cada k= (k1, ..., kn) € Z™ definimos ijg como
Qir = [1;-, 1}, con I = (k277,(k 4+ 1)277),k € Z. De esta manera los conjuntos Qi
k = (ki,....,k,) € Z" cubren X para cada j € Z en el sentido de (d.2). Claramente la
familia de todos los @, i satisface (d.1), (d.3) y (d.4). Ademds, tomando z;; = 277 (ki +
1/2, . ky +1/2), j € Z y k = (ki,...., k) € Z" tenemos que By(z, 7,277 € Q5 C
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Bd(xj’,—c»,‘%ﬁZ*j). Luego, con a; = 1/2 y ay = ¥5* se cumple también la condicién (d.5) y

por lo tanto la familia de los conjuntos (). con j € Z y k € Z", pertenece a la clase

(1/2). ’

EJEMPLO 2.5. Como un ejemplo elemental de familia diddica en un espacio acotado,
tomemos X = [0, 1]?, el cuadrado unitario en R? equipado con d, la métrica usual en R?
restringida a X y p la medida de Lebesgue bi-dimensional restringida a X . Consideramos
para j < 0 la familia D/ = {X}. Para j > 1y cada k = (ki,ks) € Z2 definimos el
conjunto U iR = Qj,E N X, donde Qj,,g es el cubo bi-dimensional diadico del Ejemplo
2.4. Consideramos entonces para estos valores de j la familia D/ = {Ujﬁ U # 0}.
Claramente D = |J D’ pertenece a la clase ©(1/2).

JEL

EJEMPLO 2.6. Sea X = Z, el conjunto de todos los enteros, d la distancia usual y u la
medida de contar puntos. Definimos para cada entero j > 0 la familia D? = {{z} : x € Z}.
Paraj < 0y k € Z definimos el conjunto S;x = {z € Z : k277 < z < (k+1)277}. Notemos
que cada S;; es la intersecciéon del espacio Z con el cubo diddico usual @) definido en
la introduccién de la presente seccién para el caso unidimensional. Es facil ver que la
familia D = |J D’ satisface las propiedades (d.1) a (d.4). Més atin, vale una condicién
mas fuerte qulgz(d. 2). En efecto, X = |J @ para cada j € Z. Veamos que D satisface la

QeDi
condicién (d.5) con § = 1/2. Como para j > 0 cada cubo diddico en D’ es un conjunto

con un unico punto, la propiedad (d.5) vale para estos casos con cualquier valor de a; y
as. Por otro lado, para cada entero j < 0 se tiene que 277(1/2) € Z. Entonces para cada
k € Z y cada entero negativo j tenemos que el punto z;; = 277(k + 1/2) pertenece al

conjunto S ;. Tomando luego a; = 1/2 y as = 1 concluimos que D es una familia diddica

en D (1/2).

EJEMPLO 2.7. Sea X = Z U [0,1/2) equipado con la distancia usual y la medida de
contar puntos sobre Z\ {0} y la que es dos veces la longitud sobre el intervalo [0,1/2). Més
presisamente, si £ es un conjunto de Borel en X, u(E) = #(EN(Z\{0}))+2m(ENI0,1/2))
donde # es el cardinal y m es la medida de Lebesgue unidimensional. Los conjuntos
diadicos en X los definimos como la interseccién de los intervalos didadicos usuales en R
con X. Esto es, si [,z = (2%, %), entonces los cubos diddicos en X son los conjuntos
Qf; = I,g NX,j € Z,k € Z. Si definimos D’ como la familia {Q?c : k € Z}, entonces es facil
ver que tales conjuntos @ forman una familia diddica en la clase (1/2). En esta caso
se tiene que D° = D! y DI # DI*! para todo j # 0. Ademés, algunas regiones del espacio
tienen resolucién ilimitada mientras otras regiones se reducen a puntos para valores de j

suficientemente grandes.
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EJjEMPLO 2.8. Para dar un ejemplo de familia diadica en el contexto de los fractales,
consideremos X = T una regién triangular equildtera de lado unidad en el plano R?
equipado con la métrica usual d en R? restringida a X y u la medida de Lebesgue bi-
dimensional restringida a T'. Si t;,7 € {1,2,3} son los puntos medios de los lados de T,
podemos obtener una subdivisiéon de 1" en 4 regiones triangulares congruentes. Llamando
Ty a la region triangular que se forma al unir dos a dos los puntos t;,i € {1,2,3}, el
conjunto T\ T} es unién de tres regiones triangulares T;,i € {2,3,4} congruentes a T7.
Siguiendo este algoritmo construimos una familia diadica sobre X . Para todo entero j <0
consideramos D’/ = {X}. Luego definimos D' como la familia de los subconjuntos T7 ;,
i =1,2,3,4, donde cada T} ; es el interior con respecto a R? de la regién triangular T; que
se obtiene por el algoritmo anterior a partir de 7' = X. En general, para 7 > 2 definimos
D’ como la familia {T}; : i = 1,...,47} de los interiores de todos los tridngulos obtenidos
al aplicar el algoritmo anterior a cada tridngulo en D’~!. Entonces la familia D = |J D’

€z
pertenece a la clase ®(1/2). En efecto, de la propia construccién de las familias ]1; se
tiene que (d.1) a (d.4) valen. Por otro lado, no es dificil mostrar que cada uno de los
triangulos de la familia diadica contiene una bola centrada en el baricentro de radio %2% y
estd contenido en otra bola concentrica de radio 32% Notemos por ultimo que la familia
D N % es también una familia diddica para el espacio de tipo homogéneo dado por el

triangulo de Sierpinsky ¥ como es considerado en [42].

EJEMPLO 2.9. Sean X = R?, d la métrica usual y g la medida de Lebesgue bi-

dimensional. Consideremos el conjunto V = {x = (z1,23) € R*: 0 < z; < 1,0 < 25 < 1}

(1)

Para cada entero j v cada k € Z2 definimos los conjuntos Vig = ATV + Ig) ={y €

y la matriz

R? :y = A9 (x + k),z € V}. Notemos que para j = 0 cada conjunto Vi coincide
con el conjunto on{ del Ejemplo 2.4 para n = 2 y que esto no pasa para ningun otro
Jj # 0. Es facil ver que la familia D de todos conjuntos Vi J € Z, k € 77 satisface las
propiedades (d.1) a (d.4). Sin embargo, para cada 0 < < 1 se tiene que D no pertenece
a la clase D(6). En efecto, la condicién (d.5) no se cumple para ningiin ¢ con la distancia
euclidea. Para mostrar tal afirmacién, notemos que cada conjunto VJE conj €Zy k € 72
es un rectangulo en el plano R? con base de longitud 277 y altura 477. Por lo tanto el
cociente entre 7.(V;z) v 7:(V;z) no puede estar acotado si usamos bolas euclideas. La
real deficiencia de tal familia se debe a que la métrica subyacente en el espacio no es

compatible con la dilatacién utilizada dada por la matriz A. Aqui se pone de manifiesto
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la importancia de la estructura métrica en la Definicion 2.3. En efecto, cada V, ; es una

bola de radio 277~! con la métrica parabdlica

dp(z,y) = dp((21,72), (Y1, y2)) = maz{|z1 — y1|,\/ |2 — vl }-

Por consiguiente, los conjuntos V, ;. con j € Z'y k € Z? forman una familia diddica en la
clase ©(1/2) para el espacio (R?,d,, u)

EJEMPLO 2.10. Para el presente ejemplo necesitaremos de la siguiente definicién.
Diremos que una funcion F : R — R es bi-lipchitz si existen dos constantes positivas y
finitas ¢; yeo tales que ci|lx — y| < |F(x) — F(y)| < ea|x — y|, para todo x e y en R.

Es claro de la desigualdad derecha de la propia definicién, que toda funcion bi-lipchitz
F' es continua. Por otro lado, de la desigualdad izquierda se tiene que F' es inyectiva. En
efecto, si F'(x) = F(y) entonces ¢i|z — y| < |F(z) — F(y)| = 0 y por lo tanto z = y. De

estas dos propiedades, inyectividad y continuidad, obtenemos el siguiente resultado.

LEMA 2.11. Si F : R — R es una funcion bi-lipchitz, entonces F es estrictamente
mondtona; esto es, F(x) < F(y) para todo x,y en R con x <y o F(x) > F(y) para todo
x,y en R con z < y.

DEMOSTRACION. Sea n un entero positivo y consideremos el intervalo real cerrado
Jn = [—n,n]. Como F es inyectiva tenemos que F'(—n) # F(n); esto es, F(—n) < F(n) o
F(n) < F(—n). Supongamos primero el caso F'(—n) < F'(n). Valen entonces las siguientes

dos propiedades.

(i) F(—n) < F(z) < F(n), para todo nimero real z tal que —n < z < n.

(ii) F(z) < F(y), para todo par de nimeros reales = e y tal que —n <z <y < n.
En efecto, supongamos que existe z € (—n,n) tal que F(—n) > F(z) o F(z) > F(n).
Entonces, de la continuidad de F'y una simple aplicacion del teorema de Bolzano, existen
puntos x;,i = 1,2,3,4 en el intervalo (—n,n) con x1 # o y x3 # x4 tales que F(x;) =
F(zy) y F(x3) = F(z4), contradiciendo la inyectividad de F'. Por lo tanto, la propiedad
(i) vale. La prueba de la propiedad (ii) es ahora una consecuencia de (i). En efecto, usando
la propiedad (i) para el intervalo [z,n] tenemos que F'(z) < F(y) < F(n). Esto es, F es
mondétona creciente en el intervalo [—n, n]. Puesto que n es arbitrario, F' es monétona
creciente en R. De forma analoga, si F'(n) < F(—n), se cumplen entonces las siguientes

propiedades.

(iii) F(—n) > F(z) > F(n), para todo nimero real z tal que —n < z < n,
(iv) F(z) > F(y), para todo par de nimeros reales x e y tal que —n < z <y < n,

y resulta que F' es mondtona decreciente en R U
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Veamos ahora una manera de construir familias diddicas a partir de funciones bi-
Lipschitz.

Sean X =R, d y p la métrica y la medida usual respectivamente. Sea F' un mapeo
sobreyectivo de R en R que es bi-Lipschitz. Consideremos para cada j € Z la familia
DI ={F(I;}):j € Z,k € Z}, donde [, representa el intervalo diddico (k277, (k+1)277).
Veamos que D = |J D’ satisface la Definicién 2.3. Para ello debemos probar que (d.1) a
(d.5) valen. Esto ;:fé una consecuencia de que la familia de todos los intervalos diadicos
Iix con j € Zy k € Z pertenece a la clase D(§) y de que toda funcién bi-Lipschitz
es inyectiva. Comencemos probando (d.1). Fijemos los enteros j, ki y ko con ky # k.
Luego, dado que los intervalos diddicos satisfacen (d.1), tenemos que I, N g, = 0.
Por la inyectividad de F' obtenemos entonces que F(Ix, ) N F(Lig,) =0y (d.1) queda
demostrado.

Notemos por otra parte que para cada entero j, dada la definicién de los intervalos

diddicos I, tenemos que R\ | I;x = {k277 : k € Z} es un conjunto numerable. Como
kEZ

F es inyectiva, resulta que R\ | F'(I;x) = {F(k277) : k € Z} también es numerable con
kEZ

lo cual u(R\ U F(Ljx)) =0y (d.2) vale.
Para probar ( ]Zieg ) tomemos un cubo diadico @ € D’ y un entero i < j. De la definicién de
DI tenemos que ) = F(I; ) para algtin entero k. Luego, puesto que los intervalos diddicos
satisfacen (d.3), existe un tnico intervalo Iy, tal que I;;, C Ijx,. Sea Q = F(I;,) € D'
Entonces Q C Q. En efecto, sea y € Q,y = F(z) para x € Lk € I, . De la definicién
de Q tenemos que y = F(z) € Q. La unicidad de Q es una simple consecuencia de (d.1)
para la familia D°.

Probamos ahora (d.4). Sean Q € D7 y Q € D' con i < j. Supongamos que QNQ # 0, esto
es, existe un punto z € QN Q. De la definicién de las familias D' y DI, existen los puntos
Y1 € Iy para algin k € Z e yo € I,y para algin k' € Z tales que F(y1) = = F(y).
Como F' es inyectiva, entonces y1 = s, es decir, I N I, 10 # (). Puesto que la familia
de intervalos diddicos satisface (d.4), entonces I C I, ,/. De la definicién de imdgen de
un conjunto via una funcién obtenemos entonces que F(I;;) C F(I; ) y (d.4) queda
demostrado.

Finalmente probamos (d.5). La validéz de tal condicién serda una consecuencia de la
propiedad de monotonia de la funcion F. En efecto, por la monotonia de F' tenemos
que F(Iy) ={r e R: F(k277) <ax < F((k+1)279)} 6 F(I;x) = {x € R: F((k +
1)277) < o < F(k277)}, cualesquiera sean j y k en Z. Luego, para j y k en Z, usando
g9-7 < [ )-F027) < g

que F' es bi-lipchitz obtenemos que y por lo tanto
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ri(F(Lig) > 9277 y ro(F (1) < 2277, Por lo tanto (d.5) se satisface con § = 1/2

tomando a; = & y as = 2. Por lo tanto D pertenece a la clase D (1/2).

2.2. Propiedades de las familias diadicas

En la presente seccién nos abocaremos a deducir propiedades de las familias diddicas
en la clase D(4) a partir de su definicién. Estas propiedades serdn de utilidad para lo que
sigue del trabajo y el andlisis de las mismas nos ayudard a entender més la Definicion
2.3. Comenzamos por explorar la condicién (d.5). Como ya hemos mencionado, esta
propiedad sera de suma importancia para nuestro propésito de hacer andlisis a partir de
la geometria de las familias diddicas en espacios de tipo homogéneo. El aporte central
que (d.5) le otorga a los cubos diddicos es el de dotarlos a todos de cierta regularidad en

su forma. Para precisar esta idea introducimos primero la siguiente definicién.

DEFINICION 2.12. Dado un conjunto abierto y acotado F en el espacio métrico (X, d)
re(E)
ri(E)
y exterior respectivamente del conjunto E. Notemos que como E es abierto, r;(E) > 0.

definimos su excentricidad como e(E) = , donde 7;(E) y r.(F) son los radios interior

PROPOSICION 2.13. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddi-

ca en la clase D(5). Entonces

(a) para cada cubo diddico ) en D se tiene que £(Q) < 22, donde ay y ap son las
constantes en (d.5);

(b) para cada cubo diddico @ en D existe un punto x € Q tal que Bq(x, %67) C Q C
Ba(x,2a567).

DEMOSTRACION. Primero notemos que (a) sigue directamente de (d.5). Para probar
(b) notemos que de (d.5), existen un punto z en Q y un punto y en X tal que By(x, -67) C
Q C Ba(y, a20”). Por lo tanto By(z, 4-67) C Q C Bqa(y, as6”’) C By(x, 2a207). O

Destaquemos que el punto z € @ dado en (b) en la proposicién anterior puede no
ser unico. Serd importante en algunas ocasiones identificar uno de éstos puntos centrales

para cada cubo diddico de la familia D. Para tal fin damos la siguiente definicién.

DEFINICION 2.14. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica
en la clase ®(J). Para cada j € Z definimos una funcién P7, que llamaremos funcién
punto central de nivel j, como P/ : D — X dada por P/(Q) = 2o € Q tal que zg
satisface que Bq(zg, $67) C Q C Bqy(zq, 2a207).

Se sigue de la misma condicién (d.5) que para cada entero j la funcién punto central de
nivel j, P?, estd bien definida. El siguiente resultado contiene las principales propiedades

de esta funcion punto central de nivel j.
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PROPOSICION 2.15. Sean (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo, D una familia diddi-
ca en la clase D (5) y {P? : j € Z} una familia de funciones punto central. Entonces

(1) el conjunto PI(D7) es 467 -disperso, para cada j € Z;

(2) el conjunto P = J,c;, P/ (D7) es denso en X.

DEMOSTRACION. Primero probamos (1). Sean j € Z y z e y dos puntos dados en
PI(D?), con z # y. Sean Q1 = (P?)"H(z) y Q2 = (P’)~(y). Notemos que Q1 y Q2
pertenecen a D7 y que P; es uno a uno. Luego, de (d.1), Q1 N Qs = 0. Supongamos que
d(z,y) < %67, Entonces y € B(z,%47) y por lo tanto y € @1, que es una contradiccion.
Por lo tanto d(z,y) > %67 y P(D7) es 4-6/-disperso.

Para probar (2), tomemos x € X y ¢ > 0. Fijemos j € Z tal que 2a,0’ < £/2.
Supongamos primero que r € UQGD]- Q v tomemos @, el tnico cubo diddico en D’ tal
que z € Q. Entonces, de (d.5), tenemos que z € B(P?(Q),2a2d?) y por lo tanto, de la
eleccién del entero j, tenemos que d(z, P?(Q)) < e. Por otro lado, si z € X \ Ugeps @
entonces x € J(Q) para algin @ en D?. Puesto que las bolas miden positivo, de (d.2)
se sigue que By(x,£/2) N Q" # O para algin Q" € D’ tal que Q N Q # 0. Esto es,
existe y € Q' tal que d(z,y) < £/2. Luego, de (d.5) y la eleccién de j obtenemos que
d(z,P/(Q)) < d(z,y) +d(y, P(Q")) < /2 +¢/2. O

Finalizamos esta seccion enunciando y demostrando las propiedades mas importantes
sobre familias diddicas en ®(§) que seran usadas en lo que sigue del trabajo. Como

veremos en su demostracion, la condicién (d.5) vuelve a ser una propiedad fundamental.

PROPOSICION 2.16. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddi-
ca en ® (5). Entonces

(d.6) existe un entero positivo N que depende sdlo de la constante de duplicacion tal
que para todo j € 7 y todo Q € DI las desigualdades 1 < #({Q" € DIt : Q' C
Q}) < N wvalen;

(d.7) para todo cubo diddico @ en D se tiene que u(0Q) = 0, donde Q) es el borde de
Q}.

(d.8) existe una constante positiva y finita C' tal que para cada j € Z y todo cubo diddico
Q en D7 se tiene que u(Q) < Cu(Q") para todo Q" en D! con Q' C Q;

(d.9) X es acotado si y sdlo si existe Q@ en D tal que X = Q;

(d.10) para todo cubo diddico Q en D se tiene que E=Q\ |J 0(Q) es denso en Q;
Q' eD
(d.11) eziste una constante positiva y finita C' tal que para todo cubo diddico Q) en D se
tiene que (Q, dg, pg) es un espacio de tipo homogéneo con constante de duplicacion

C , donde dg y pg son las restricciones de d y jv a () respectivamente.
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DEMOSTRACION. Comenzamos probando (d.6). Sean j € Z y Q € D’. Fijemos dos
funciones punto central P! : DI — X y P/t Ditl — X. Denotemos con zq la
imagen del cubo diddico @ via la funcién P’ y escribamos Ty = PiH(Q") para cada
Q" € D', De la Proposicién 2.15 tenemos que el conjunto E = {P+1(Q") : Q' C Q) es
a167 1 -disperso. Sean N la constante de homogeneidad de X y m el primer entero positivo
tal que 2a,0? < 2™a,67T!. Luego, del inciso (b) en el Proposicién 2.13, la eleccién para

m y el Teorema 1.3 obtenemos que

#(E) = #(EN B(xq,2ad))
= #(F N B(xg,2ma, ")) < N™.

Puesto que P/ . DIt — Pi+1(Di+l) es una biyeccién, tomando N = N™ tenemos
probado (d.6).

Para probar (d.7) notemos primero que para todo cubo diddico @ en D se tiene que
2(Q) = Q \ 52 = Q\ Q y por lo tanto 3(Q) es medible. Por otro lado, por (d.2), para

cada j € Z y cada Q € D’ obtenemos que (Q) C X\ ( J Q) y, nuevamente por (d.2)
Q' eDi

tenemos (d.7).

Probamos ahora (d.8). Sean j € Z, Q en D’ y Q" en D*! tal que Q' C Q. Fijemos dos

funciones punto central P7 y PI*! y escribamos zq = P/(Q) vy 7y = PIHYHQ") para

cada Q' € D! Elijamos m como el primer entero positivo tal que % < 2™. Entonces

B(xq,2a50") C B(xy,2ma6’""). En efecto, si z € B(xq, 2a20”) tenemos que

d(z,zg)

IN

d(za mQ) + d($Qv zQ')
4&2(5

N

S Qma15j+1.
Luego, aplicando m veces la condicion de duplicaciéon para la medida p tenemos que

Q)

IN

H(Blrg, 2:67))
p(Blrg, 2" aid™)
C™u(B(xgy,a16”))
Q).

Para la prueba de (d.9) notemos que, por la definicién de acotacién, la definicién de

IN A

IN

funcién punto central, el hecho de ser § < 1 y (d.5), tenemos que cada una de las

siguientes afirmaciones implica la que sigue

(a) X es acotado;

(b) existe un punto z en X y un nimero positivo r tal que X = B(z,r);
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(c) existen j € Z, una funcién punto central P/ : D/ — X y un cubo diddico Q) en
D7 tal que X = B(z,r) C B(P/(Q),a18’) C Q, donde a; es la constante en (d.5);
(d) X =Q e DI,

Ademéds, por (d.5), tenemos que (d) implica (a) y (d.9) queda demostrada.
Para probar (d.10) supongamos por el absurdo que E no es denso en Q. Luego, existen

un punto z € ) y un nimero positivo r tal que By(z,r) N E = (). Esto implica que

(2.1) By(z,r)NQCQ\E=Qn | Ja@Q).

Q'ep

Como @ es abierto, existe un imero positivo 1o < r tal que By(z,79) C By(z,7) N Q y
puesto que las bolas miden positivo tenemos que p(Bg(z,79)) > 0. Por otro lado, por ser D

una familia numerable y (d.7), obtenemos de (2.1) que u(By(z,70)) < p(QN J 9(Q")) =
Q€D
0, lo cual es un absurdo. Por lo tanto F es denso en Q).

Finalmente probamos (d.11). Sean j € Z y @ en D7. Dado que dg es la restriccién de
una métrica, resulta ser dg misma una métrica. Como las bolas son abiertas y acotadas,
tenemos que 0 < u(Bq,(z,7)) < 0o, para todo x en @ y r positivo. Sélo nos resta ver
que i satisface la condicién de duplicacién. Probemos primero dicho condicién sobre

bolas centradas en puntos del conjunto £ = Q\ |J 9(Q"). El caso general lo obten-
Q'eD

dremos luego por (d.10). Sean entonces x € E y r > 0. Si r > 4ay0’, donde ay es la

constante dada en (d.5), entonces Bq,(z,7) = By, (7,2r) = Q y la condicién de dupli-

cacion vale trivialmente. Supongamos entonces que 0 < r < 4ayd’. Tomemos j, > j tal

otl _, X Sea

que 4ayd0tt < r < 4ayd’0 y fijemos una funcién punto central Piott ;. DI
Q' € Dit! ¢l tnico cubo diddico tal que z € Q C Q y escribamos Ty = Piott(Q).
Entonces, de la definicién de P70*! el inciso (b) en la Proposicién 2.13 para el cubo Q'

la eleccion de jo y (d.5) tenemos que
(2.2) Ba(xg,a16”%") € Q" C By, (x,7),

donde a; es la constante en (d.5). Por otro lado, usado la cota superior para r y la elecciéon

de jo, tenemos que si z € By, (x,2r) entonces

d(z,zq)

IN

d(z,z) +d(z, 2 )
2r + 2a,670+!

IN

S 8&25j0 + 2&2(5j0+1
8 4
(_ + 2)%a1530“.
ai

J
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Es decir,
Ba,(x,2r) C B(zy, (§ + 2)%a16j0+1).
) aq
Sea m el primer entero positivo tal que (% + 2)3—? < 2™. Notar que m no depende de
Q. Luego de la dltima inclusién, de (2.2) y la condicién de duplicacién para bolas con

respecto a la métrica d obtenemos que

M(BdQ (‘r7 2T>>

IA

u(Blag 2" )
C (B, ™)
< O Bug 1),

IN

donde C es la constante de duplicacién para (X, d, u). Veamos ahora que la condicién de
duplicacién vale en general para cualquier bola By, (y,7) con y € Q y r > 0. Puesto que,
por (d.10), E es denso en () podemos tomar x € E N By, (x,r) tal que d(z,y) < r/2.

Entonces tenemos que
BdQ (ZL‘,T‘/Q) - BdQ (yar) y BdQ (y,27“) - BdQ (IL‘,5T‘/2)

Luego, de estas 1ltimas inclusiones y la condicion de duplicacién sobre las bolas centradas

en puntos de E tenemos que

/’L(BdQ (y7 ZT))

IN

p(Bag (,57/2))
03/’L<BdQ (‘r7 T/Q))
< Cgﬂ(BdQ (y,?“)).

IN

Por lo tanto, (Q,dg, pg) es un espacio de tipo homogéneo con constante de duplicacién

C' = maz{C®,C™}. O

2.3. La subfamilia diadica con descendencia no trivial

El Ejemplo 2.7 dado en la seccién anterior muestra que pueden darse familias diddicas
D tales que en algunas regiones o en algunas escalas el espacio pueda ser dividido en piezas
cada vez mas y més pequenas y tal que en algunas regiones refinar escalas no implique un
real refinamiento del espacio. Para nuestro propédsito de estudiar propiedades de espacios
funcionales via wavelets de tipo Haar sera necesaria la identificacion de aquellas escalas
y lugares de la particién donde el refinamiento de escala implique el refinamiento del
espacio. Esto induce a la definicion de la subfamilia de D que contenga todos aquellos

cubos diadicos en D con descendencia no trivial.

DEFINICION 2.17. La subfamilia D con descendencia no trivial. Para D en D ()
y para cada j € Z consideramos las familias D/ = {Q € D7 : #({Q e D/t : Q' C Q}) >
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1}. Definimos la subfamilia D de todos aquellos cubos diddicos en D con descendencia

no trivial como D = J,,D’.

De la definicién de la subfamilia D de D es claro que ésta identifica las regiones donde
el espacio es refinado. Esto es, Q € D si y sélo si #({Q" € Dit! : Q' € Q}) > 2. El
siguiente resultado muestra que también identifica las escalas donde el refinamiento del

espacio es dado.

PROPOSICION 2.18. Sea (X, d,p) un espacio de tipo homogéneo y sea D en 2 (5)

dado. Entonces

(d.12) las familias D7, j € 7. son disjuntas dos a dos;
(d.13) la funcion J : D — Z dada por Q — J(Q) si Q € DIQ) estd bien definida.

DEMOSTRACION. Notemos que como (d.18) es una inmediata consecuencia de (d.12)
sélo tenemos que probar (d.12).
Sean j e ¢ dos numeros en el conjunto de los enteros Z con j # i. Si supongamos que
j < i, es claro por la definicién de D, que si Q € D' entonces Q & D?. Por otro lado,
para todo cubo diddico @ € D7, de (d.1) tenemos que Q ¢ DT, Mas atin, Q ¢ DIit"
para cualquier entero positivo n y por lo tanto @ ¢ D/*". Dado que existe un entero
positivo n tal que j +n = i obtenemos que Q ¢ D' si Q € D, con lo cual concluimos la

prueba. Il

Nos disponemos ahora a dar una propiedad importante de la subfamilia D. Recorde-
mos que un punto z en el espacio de tipo homogéneo (X,d, ) es un dtomo en X si
u({z}) > 0. Un conocido resultado de Macias y Segovia (ver [43]) da una caracterizacién
de dtomos en términos de la métrica d en un espacio de tipo homogéneo (X, d, ). Mas
precisamente ellos prueban que el punto x es un atomo en X si y sélo si existe una con-
stante positiva y finita r tal que B(z,r) N X = {z}. Usaremos esta caracterizacién para
probar que la subfamilia con descendencia no trivial D de la familia diddica D identifica

atomos. En efecto, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.19. Sean (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo y D una familia

diddica en ® (5). Sea D la subfamilia con descendencia no trivial de D. Entonces

D =D\ {fa} : ula) > 0},
donde la union es disjunta.
DEMOSTRACION. Veamos primero que D C DJ{{z} : u(z) > 0}. Sea @ un cubo

diddico en D. Si Q pertenece a D no hay nada que probar. Supongamos entonces que

Q no pertenece a D. Sea j un entero tal que Q € D. Por la definicién de D y puesto
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que Q ¢ D tenemos que Q € DIt para todo ndmero natural n. Esto implica que para
todo entero positivo n y todo cubo diddico @ € DI con Q' C Q se tiene que Q' = Q.
Fijemos, para cada entero positivo n una funcién punto central P/*" : Ditn — X,
Escribamos z,, = P’*(Q) y consideremos la bola B,, = By(z,,2a26’*"), donde ay es
la constante dada en (d.5) para el cubo Q. Entonces, del inciso (b) de la Proposicién
2.13 tenemos que Q C B, para cada n. Luego, r.(Q) < r.(B,) < 2a36’*" para cada
entero positivo n, donde r.(Q) y r.(B,) denotan los radios exteriores notables de @Q y
B, respectivamente. Como 0 < § < 1, obtenemos entonces que r.(Q) = 0. Aplicando
el Lema 2.2 concluimos que el cubo () tiene un tnico punto, un punto aislado. De la
caracterizacién de Macias y Segovia se sigue que () = {z}, donde = es un dtomo en X.
Probemos ahora que D|J{{xz} : pu(z) > 0} € D. Por ser D una subfamilia de D, sélo
tenemos que probar que si x es un dtomo entonces {x} € D. Recordemos que, por (d.7),
1(0Q) = 0 para todo cubo diddico @) en D y esto implica que para cada entero j existe
un cubo diddico Q; € D7 tal que = € @;. Fijemos para cada entero j una funcién punto
central P : D/ — X. Por la caracterizacién de Macias y Segovia tenemos que z es un

punto aislado y por lo tanto existe ¢ > 0 tal que
(2.3) Bi(z,e) N X = {z}.

Por otro lado, de la Proposicién 2.15 inciso (2), tenemos que el conjunto | J,., P’(D?) es
denso en X y podemos tomar j, € Z y un cubo diddico Q € D% tal que d(z, P (Q)) <
£/2 y 2a96" < £/2, donde ay es la constante en (d.5) para el cubo Q. Por lo tanto
Q = Q,, = {z}. En efecto, si y € Q;,, del inciso (b) en la Proposicién 2.13 y la eleccién

de jp tenemos que

d(z,y) < d(z,P*(Q)) +d(P"(Q),y)
< g/2 4+ 2a58”

< e

Esto es, y € By(z,¢), lo cual implica, por (2.3) que x = y. O

2.4. La nocién de cuadrante

En la presente seccién seguiremos estudiando la geometia bésica de espacios de tipo
homogéneo via familias diddicas. En particular introducimos la nocién de cuadrante y
damos sus propiedades mas importantes. Esta definicién serd de gran utilidad en par-
ticular en el capitulo 6 cuando tratemos con espacios de Hardy y BMO diadicos. Cabe
destacar que esta seccién es una extensién a familias diddicas generales D en 2 (§) de

resultados obtenidos en [2] para el caso particular de los cubos de Christ.
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DEFINICION 2.20. Cuadrantes en una familia D en ®(§). Dados un espacio de
tipo homogéneo (X,d, ) y una familia diddica D en 2 (d) definimos, para cada cubo
diddico @ en D, el cuadrante de X que contiene al cubo @, C(Q), como

cQ= U @
{Q'€DP:QCQ'}
Notemos que la anterior definicion de cuadrante coincide con la nocion geométrica
usual de cuadrante cuando consideramos los cubos diddicos usuales de R™. La siguiente
proposicion contiene las propiedades centrales en relacion a los cuadrantes para un espacio

de tipo homogéneo.

PROPOSICION 2.21. Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo y sea D una familia
diddica en 3 (§). Entonces

(c1) dos cuadrantes que se intersectan coinciden;

(c2) existe una constante geométrica M tal que |J Q = |J C(Q;), donde Qy, ..., Qur
QeD i=1,...,M

son cubos diddicos en D y C(Q;) NC(Q;) =0 para i # j, i,j € {1,.., M};

(c3) si el espacio X tiene medida total finita, estos es, si p(X) < oo, entonces existe
un unico cuadrante que coincide con un cubo Q) en D y con todo X;

(c4) si el espacio X tiene medida total infinita, esto es, si u(X) = oo, entonces todo
cuadrante tiene medida infinita,

(¢5) para cada cubo diddico Q en D se tiene que (C(Q),dc(), the(q)) €5 un espacio
de tipo homogéneo, donde deg) y jeq) son las restricciones de d y p a C(Q)

respectivamente.

DEMOSTRACION. Comenzamos probando (c1). Sean Q1 y Q2 dos cubos diddicos en
D y x un punto en X tal que z € C(Q1) N C(Q2). De la propia definicién de cuadrante
resulta que cada C(Q;),7 = 1,2, es una unién no decreciente de cubos diddicos. Entonces
para cada ¢ = 1,2, existen cubos diddicos Q; en D tal que x € Ql NQs v Q; C QZ
Esto implica, por (d.4), que Q1 C Q2 0 Q2 C Q. Cualquiera sea el caso obtenemos,
nuevamente por la definicién de cuadrante, que C(Q1) = C(Q1) = C(Q2) = C(Qs), v (1)
queda demostrado.
La prueba de (¢2) es una consecuencia de la siguiente afirmacion: existe una constante

geomértica M tal que

(2.4) #({C(Q) : C(Q) N B(x,7),Q € D}) < M,

para cada punto x € X y todo r > 0. En efecto, supongamos que (2.4) vale. Como
B(zx,7) / X cuando r tiende a infinito, entonces #(Cp) < M, donde Cp = {C(Q) :
Q € D}. Sean M = #(Cp) y Q1, ..., @ cubos diddicos en D tal que C(Q;) NC(Q;) =0
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para i # j, 1,5 € {1,.... M'}. Veamos que |J Q@ = [J C(Q;). De la propia definicién
QeD i=1,..,M
de cuadrante obtenemos que C(Q;) C |J @ para cada i = 1,..., M. Por otro lado, sean
Q€ED
x € |JQy Q €D un cubo diddico que contiene al punto z. Puesto que M = #(Cp),
QeD

entonces C(Q) N (Ui:l 7777 MC(@)) # (). Luego, existe un indice i € {1,..., M} tal que
C(Q)NC(Q;) # 0. De la propiedad (c1) se tiene entonces que C(Q) = C(Q;) y por lo tanto
2 € Uimy,.. C(Qi).

Probemos ahora (2.4). Sean x en X, r > 0y j € Z tal que ;0’7 < r < a,6’. Fijemos
una funcién punto central P? : D/ — X. Consideremos la familia F7(z,r) = {Q € D’ :
QN B(z,r) # 0} y escribamos xg para denotar la imégen del cubo diddico @ € D7 via la
funcién punto central P7; esto es, g = P?(Q). De la definicién de F’(z,r) y el inciso (b)
de la Proposicién 2.13 podemos tomar, para cada cubo diddico Q € F’(z,r), un punto
zg € B(zg,2a967) N B(x,r), donde ay es la constante en (d.5). Sea m el primer entero
positivo tal que 2a28’ < 2™a;¢?. Entonces {xq : Q € F/(x,r)} C B(z,2™a,67). En

efecto, si Q € F/(x,r) entonces de la eleccién de j tenemos que

d(l‘Q,l’)

IN

d(zq, zq) + d(2q, )
2a567 + 71

IN

2ma15j + aléj

2m+1a15] .

IN

IA

Luego, si N es la constante de homogeneidad de (X, d, 1) podemos aplicar el Teorema
1.3 para obtener #({zq : Q € F/(z,7)}) = #({zg : Q € F(x,r)} N B(z,2"a,87)) <
N™ - Como P? : Fl(x,r) — {zg : Q@ € F/(x,r)} es una biyeccién y #({C(Q) :
C(Q)N B(z,r),Q € D}) < #(Fi(x,r)), tomando M = N™*! concluimos la prueba de
(2.4).

Para probar (¢3), notemos que la condicién p(X) < oo es equivalente a que X sea acotado.
Luego, por (d.9) y la definicién de cuadrante obtenemos (c3).

Supongamos para probar (c4) que p(x) = oo. Sean j € Z, Q € D y PJ : DI — X
una funcién punto central. Consideremos la sucesién no decreciente de cubos diadicos
(Qn : n € ZT) definida a partir de (d.3) de la siguiente manera: (); es el tinico cubo
diddico en D/t tal que Q C @, y en general para cada entero positivo n, Q, es el
tnico cubo diddico en D'~" tal que Q,—1 C @Q,. De la definicién de cuadrante tenemos

que C(Q) = U @,. Fijemos ahora, para cada entero positivo n, una funcién punto
nezZ+t
central P/~ : DI — X. Entonces para cada n se tiene que B(P’(Q),a;6™™) C

B(P7(Qn), (1 + #)a16’~"), donde a; y ay son las constantes en (d.5) para la familia
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D. En efecto, si * € B(P/(Q),a;6°~™) entonces del inciso (b) en la Proposicién 2.13 y
puesto que Q C (),,, obtenemos que

d(z, P77"(Qn)) < d(z,P7(Q)) +d(P(Q), P! (Qu))

. . 2 .
S aléﬁn + 2&25‘7771 = (1 + 2)CLléjin.
a1

Sea m el primer entero positivo tal que 1 + 20% < 2™, De la propiedad de duplicacion
para py (d.5) obtenemos que

u(B(P7(Qn),2™a18°™"))
C"u(B(PT7"(Qn), md”™™))

C" 1(Qn).

WB(P(Q), ard’™"))

IAN TN

IN

Luego, u(C(Q) = lim u(Qn) > gz lim p(B(PY(Q), 16" ™)) = gz p(X) = oo.

Finalmente proba;nt)oso (ch). Sea @ 1;1? gzlbo diddico en D. Puesto que d¢(q) es la restriccion
de una métrica, resulta ser de(gy misma una métrica sobre C(Q)). Ademds, como en la
prueba de (d.11), tenemos que para cada x en C(Q)) y cada r > 0 se cumple que 0 <
tie(@) (B (T,7)) < 00. Nos resta ver entonces la condicién de duplicacién que serd una
consecuencia de que en (d.11) la constante de duplicacién es uniforme sobre todo cubo
diddico en D. Supongamos primero que X es acotado, es decir u(X) < oo. De (c3)
obtenemos que C(Q) = Q" para algiin cubo diddico Q" € D. Entonces de (d.11) tenemos
que (C(Q), deq), He()) es un espacio de tipo homogéneo. Supongamos ahora que X no

es acotado. Sean x en C(Q) y r > 0. Pueden pasar los dos siguientes casos:

(a) existe un entero j y un cubo diddico Qen Dl tal que Q C Qv B(x, 2r)NC(Q) C Q,
6
(b) para cada entero j y cada cubo diddico Q en D7 tal que Q C Q, existe un punto
2 € (B(z,2) NC(Q)\ 0.
Notemos que en ambos casos, puesto que Q C Q, tenemos que 16(G) < e (G) para
todo conjunto p-medible G. Luego en el caso en que ocurra (a) podemos usar (d.11) para

aplicar la condicién de duplicacién en (Q, do, MQ) y esta ultima observacion para obtener

pe@)(B(x,2r) N Q)
po(B(z,2r) N Q)
Cpo(B(z,r)NQ)
Crici)(B(z,m) N Q)
Cic(@)(B(z,m) NC(Q)).

pe) (B(z,2r) N C(Q))

IANIA

IN
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Supongamos por otro lado, que ocurre (b). Usaremos en este caso que la constante de
duplicacién en cada cubo diddico, considerado éste como espacio de tipo homogéneo como
en (d.11), es la misma para todos los cubos. Para ello, fijemos un entero j tal que Q € D7
y consideremos una sucesiéon no decreciente de cubos diddicos (@, : n € ZT) definida
como en la prueba de (c4); esto es, @ C Q; C Q2 C ... y cada @, pertenece a D/~
Luego, dado que C(Q) = U, cz+ @n tenemos que By, (z,2r) = By(z,2r) N C(Q) =
Unez+ Ba(x,2r) N Q, para todo x € C(Q) y r > 0. Llamando C' a la constante de

duplicacién dada en (d.11) para cada cubo diddico @), obtenemos que

,u(Bdc(Q) (x,2r)) = éiﬂozo,u(Bd(x, 2r)NC(Q))
lim sup p(Bg(z,2r) N C(Q))

n—oo

IN

IN

C lim sup pu(By(z,m) NC(Q))

n—oo

C u(Ba(z,2r) N C(Q)),

para todo x € C(Q) y r > 0. O

El siguiente ejemplo muestra como se puede usar la proposicion anterior para deter-

minar que una familia de subconjuntos no esté en la clase 2 (4).

EJEMPLO 2.22. Consideremos el espacio X = {z € R: —1 < 2 < 0o} equipado con la
métrica usual y la medida de Lebesgue unidimensional. Para cada entero j y cada k > —1

definamos V;j, = (k277 (k+1)277)N X. Puede demostrarse que la familia D = | J D7, con
jez

DV = {V;j : k > —1} no verifica la condicién (d.5) para ningin 0 < § < 1, y por lo tanto

no pertenece a la clase ®(§). Otra forma de ver que la familia D no es una familia diddica

es a partir de la propiedad (c4) de la proposicién anterior. En efecto, C(V; 1) = (—1,0)

que tiene medida de Lebesgue uno mientras la medida del espacio total es infinita.

2.5. La construccion de Christ: existencia de familias diddicas

La definicién de familia diddica en la clase 2 (d) es el punto de partida para el desarrol-
lo de muchos de los resultados de este trabajo. Atin cuando hemos dado muchos ejemplos
diversos de familias diddicas para una importante variedad de situaciones que representan
espacios de tipo homogéneo, es natural la siguiente pregunta: existen familias diddicas
en cualquier espacio de tipo homogéneo?. La respuesta, en forma positiva, es dada por M.
Christ en [20]. El objetivo de la presente seccién es mostrar la construccién de Christ.
El primer paso en tal construccion es la introduccion de una estructura de arbol sobre
un conjunto de indices A que esta estrechamente relacionada con la estructura métrica

del espacio X. Es decir, M.Christ define un orden parcial sobre A satisfaciendo algunas
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propiedades de arbol controladas por la distancia. El segundo paso es dado por el uso
de la mencionada estructura de arbol para definir los denominados cubos diddicos. Los
motivos de dedicar una seccién a recordar tal construccién responden a dos objetivos.
Por un lado, como hemos senalado, la definiciéon de familia didadica es nuestro punto de
partida para la presente tesis y es entonces importante asegurar la existencia de tales
familias para espacios de tipo homogéneos arbitrarios. Por otro lado, como veremos, la
construcciéon de Christ estd basada entre otras cosas en un proceso de seleccion de puntos
que puede producir diferentes selecciones posibles atin cuando se fijen ciertas familias de
puntos del espacio que llamaremos redes. Estas distintas selecciones producen diferentes
familias diadicas y motivan el estudio de la equivalencia de bases de tipo Haar que abor-
daremos en el Capitulo 5. El resultado de M. Christ puede enunciarse en nuestro contexto

del siguiente modo.

TEOREMA 2.23. Dado un espacio de tipo homogéneo (X,d, u) existe una constante
positiva y finita &y tal que para todo & < &y existen familias diddicas D en @ (6).

Para la prueba del Teorema 2.23, introducimos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.24. e-Red. Dados un espacio métrico (X, d) y € > 0, decimos que N
es una e-red en (X, d) si N es un subconjunto de X e-disperso maximal de X. Esto es,
d(z,2") > € para todo z,2’ € N con x # 2’ y si E es cualquier otro subconjunto de X

conteniendo estrictamente a N, entonces existen y,y" € F con y # y' tal que d(y,y’) < e.
De la propiedad de homogeneidad y el Teorema 1.3 obtenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.25. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo. Entonces todo sub-
conjunto E que sea e-disperso en X es a lo sumo numerable. Mds atin, si N, es una e-red

en X entonces N. es finita si y sdlo si X es acotado.

DEMOSTRACION. La demostracién es un consecuencia del Teorema 1.3. Fijemos un
punto z en X. Para cada nimero natural m denotamos con B,, la bola con centro en = y
radio 2™e, es decir, B,, = By(x,2"¢). Por Teorema 1.3 tenemos que #(B,, N E) < N™,
donde N es la homogeneidad del espacio (ver definicion en cap ETH). Luego podemos
escribir By N E = {x1, ..., T4(B,nE)} ¥ en general para cada nimero natural m escribimos
(B NE)\ (Bm-1NE) = {&4(B,,_1nE)+1: - T#(BnE) } con lo cual E es finito si existe m
tal que X = B,,, es decir si X es acotado, y numerable en otro caso.

Supongamos ahora que N es una e-red finita. Fijemos un punto z en N.. Por la maxi-
malidad de N; en el sentido de la dispersién tenemos que para todo x en X existe 1, en
N tal que d(z,y,) < €. Definamos M = sup{d(y,y) : v,y € N.}. Como #(N.) < oo,
tenemos que M = maxz{d(y,y) : y,y € N.} < oco. Luego, para cada = en X tenemos
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que d(z,2) < (2,ys) + (Yo, 2) < €+ M; es decir, X = By(z, M + ) y entonces X es

acotado. O

PRUEBA DEL TEOREMA 2.23. En lo que sigue vamos a usar la notacién N, = {zy, :
k € K(e)} para denotar los elementos de la e-red N, donde K () es un intervalo inicial
de los enteros positivos, que puede ser todo el conjunto Z* de enteros positivos. De
la anterior proposicién tenemos que K(g) = Z* si y sblo si X es no acotado. Para
un ¢ fijo y positivo, las anteriores consideraciones con ¢ = §’/, j € Z, da lugar a una
sucesion de 8/-redes Nj = {z] : k € K;}, donde K; = K(87). El conjunto de indices
A={(j,k): j € Z and k € K;} juega un rol central en la construccién de Christ. Es
importante remarcar aqui que la construccion de Christ no necesita de ninguna propiedad
de encaje de la familia de §’-redes ;. De las propiedades de dispersién y maximalidad de

cada red N las dos siguientes afirmaciones son féciles de checkear para cada (j, k) € A.

5t
9

(B) existe al menos un [ € K;_; tal que d(z], 2]~ ") < 7.

() Existe a lo sumo un Iy € K;_; tal que d(xi;,ﬂl?{(;l) <

Estas propiedades permiten definir ordenes parciales < sobre A, inducidos por la
métrica d y la sucesién dada de §’—redes siguiendo el siguiente algoritmo que denom-

inaremos algoritmo de Christ:

I) tomamos (j,k) € A

g1

(a) si existe Iy € K;_; tal que d(:ci,:c{ofl) < 5

(.] - 17 ZO)7
(b) si no existe un tal [y € K;_1, entonces seleccionamos cualquier [ € K;_; para

entonces decretamos que (j, k) =<

el cual d(z], 2~ ") < 071, y decretamos que (5, k) < (j — 1,1),
II) decretamos que (j, k) no estd relacionado con ningtn otro (j —1,s), s € Kj_q,

IIT) extendemos < por transitividad.

Es facil ver que todo orden parcial < definido con el algoritmo anterior satisface las
siguientes propiedades de arbol sobre A

(al) si (j,k) < (4,1) entonces i < j;

(a2) para cada (j,k) € A e i < j, existe un unico [ tal que (j,k) < (4,1);

(a3) if d(x,2]") < 2% then (j,k) < (j — 1,1);

(ad) if (j,k) =< (5 — 1,1), then d(z], ") < 61,

Para una sucesién de ¢/-redes, A, § > 0, diremos que un orden parcial < sobre A definido

por el algoritmo de Christ pertenece a la clase Oy, brevemente, < € Oy.
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Para un orden <€ O dado, el cubo diddico de Christ al nivel j localizado en k € K
es definido como
(2.5) Qi = | B,a),
(4,1)=2(5.k)
los cuales para pequenos valores de las constantes positivas a y § < 1/2 satisfacen (d.1)
a (d.5) (ver [20]) con lo cual se prueba el Teorema 2.23. O

En lo que sigue, el conjunto Qi sera llamado el cubo diadico asociado al punto x{c eN;.
La familia D< de todos aquellos @7, sers llamada los cubos de Christ asociados a la familia
de redes {Nj : j € Z} y al orden parcial <. Es importante notar que la seleccién en el
caso (b) de la construccién del érden parcial < no es tnica y por lo tanto hay una
gran diversidad de posibles érdenes parciales siguiendo el algoritmo de Christ sobre las
mismas redes fijas. Estos diferentes ordenes inducen diferentes formas para los conjuntos
Qi correspondientes a los parametros de nivel-posicién (j,k) € A. En el Capitulo 5
retomaremos este punto y estudiaremos la equivalencia de tales familias diddicas en un

sentido que explicitaremos mas adelante.






CAPITULO 3

Herramientas basicas para el analisis diadico

En el capitulo anterior hemos desarrollado con algin detalle la geometria de las fa-
milias diddicas en la clase © (). Con el propésito de hacer andlisis via familias diddicas
en espacios de tipo homogéneo, dedicamos este capitulo a introducir, como el titulo lo
indica, las herramientas basicas del analisis diddico. Ellas son, una descomposicion de
tipo Calderén-Zygmund asociada a familias D en la clase 2 (d), operadores maximales de
Hardy-Litllewood diddicos asociados a estas familias D y sus correspondientes clases de
Muckenhoupt diddicas. En la 1iltima seccién abordaremos el problema de extender al con-
texto diadico las clasicas desigualdades de tipo Fefferman-Stein para maximales a valores
vectoriales. Los resultados de dicha seccién, contenidos en [8], han sido aceptados para
su publicacién en la revista The Royal Society of Edinburg Proceedings, Section Mathe-
matics. Varios de los resultados de las dos primeras secciones son extensiones a nuestro
contexto general de familias diddicas en la clase ®(§), de ciertos teoremas cldsicos. In-
cluiremos en esos casos s6lo aquellas pruebas en las que el contexto geométrico adquiera
relevancia y daremos referencias bibliograficas donde pueden hallarse las demostraciones
que no incluimos. La seccion 3 estd dedicada a probar desigualdades de tipo Fefferman-

Stein diddicas en nuestro contexto que seran usadas en el capitulo 5.

3.1. Descomposicion de Calderéon-Zygmund

La clésica descomposicién de Calderon-Zygmund en el contexto euclideo es una herra-
mienta central para el analisis real y el estudio de operadores sobre espacios funcionales.
Extendemos aquf esta descomposicién asociada a familias diddicas D en la clase 2(6)
en el contexto general de espacio de tipo homogéneo. Para una funciéon f p-integrable
sobre X escribimos mg(f) para denotar la media de f sobre el cubo diddico @, esto es,
mo(f) = m fQ fdu. Definimos ademas mx (f) como mx(f) = ﬁ [y fdpsip(X) < oo
y mx(f) =0 si p(X) = oo.

TEOREMA 3.1. Sean (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica
en ® (5). Sean ademds f una funcion no negativa p-integrable sobre X y X una constante
positiva y finita tal que A > mx(f). Entonces existe una subfamilia F C D tal que

(CZ1) los cubos diddicos en F son disjuntos dos a dos;
(CZ2) mqo(f) > A, para todo cubo Q en F;

31
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(CZ3) my(f) < A para todo Q en D tal que Q C Q para algin Q en F;
(CZ4) mg (f) < A para todo Q" en D tal que Q' N (Uger@) = 0;
(CZ5) la desigualdad mq(f) < CA wale para todo cubo diddico Q) en F, donde C es la

constante dada en (d.8);
(CZ6) la medida total del conjunto cubierto por la familia F puede ser estimada en

términos de la norma L' de f y A,

1
plJ@) < —/ fey;
QeF AJx

(CZ7) para casi todo punto x, con respecto a la medida p, que no pertenezca a |J @ se
QEF

cumple que f(x) < .
DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente subfamilia F de cubos diddicos
F={Q € D:mq(f) > Xy mz(f) < X para todo Q € D con Q C Q}.
Si F = 0, las condiciones (CZ1), (CZ2), (CZ3), (CZ5) y (CZ6) se cumplen trivialmente.

Ademés, en el caso que F = (), (CZ4) es equivalente a
(3.1) mq(f) < A, para todo cubo diddico @ € D.

Por lo tanto, si F = ) probaremos (CZ4) probando que (3.1) vale. Para tal fin, supong-
amos que existe Q € D tal que meq (f) > A. Entonces la familia

(3.2) Fo ={Q €D :mo(f) > \Q CQ},

ordenada por la relacion de inclusion de conjuntos, es acotada superiormente. Tal afir-
macion es una consecuencia inmediata de (d.9) para el caso en el que X es acotado. Para
el caso en que X no es acotado tomamos un j € Z tal que Q" € D?. Escribimos Z) para
denotar el conjunto de los enteros no negativos y consideramos la sucesién creciente de
cubos diddicos (Q, : n € ZJ) definida de la siguiente manera a partir de (d.3): Qo = Q';
Q, € D! tal que Q C Qp; y en general, para un entero positivo n, Q, € D/~" tal
que Q,—1 C @,. Notemos que, de (d.5), para cada entero no negativo n existe un punto
T, € Q, tal que By(x,,a;6™") C Q,, donde a; es la constante en (d.5). Entonces
1

maq, (f) = O andﬂ

1
< —==lflh

(Qn)

1
p(Ba(n, a16777))
Como 0 < § < 1, u(By(xp,a16°™)) / u(X) = oo cuando n tiende a infinito. Luego, por

<

1115

ser f una funcién de L'(X, i), tenemos que mg, (f) tiende a cero si n tiende a infinito.
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Esto es, existe un entero no negativo ng tal que mg,(f) < A para todo n > ng. Ya
que la media sobre Qy, = @ de la funcién f es acotada superiormente por \, tomamos
ny = maz{0,...,n9-1} tal que mq, (f) > A. Con este n; tenemos que Fy C Qp,, s
decir, hemos probado que F es acotada superiormente si X es no acotado. Luego, por
el lema de Zorn, existe un elemento maximal en F,. Esto es, existe () € F tal que
Q' C Q, lo cual contradice que F = (). Por lo tanto (3.1) vale.

Por otro lado, si F = (), obtenemos (CZ7) por una aplicacién del Teorema de Diferen-
ciacién de Lebesgue de la siguiente manera. Sea € X. Como F = () entonces (3.1)
vale. Tomamos ahora, de (d.2), j € Z 'y Q € D’ tal que v € Q. Nuevamente por (d.2),
tomamos una sucesién decreciente de cubos diddicos en D, (Q,, : n € Z*), de la siguiente
manera; Q’l = (); para n = 2 tomamos un cubo diddico Q; € Di*? tal que x € Q_'Q, y en
general, para cada entero positivo n tomamos un cubo diadico Q;L € Dit"tal quex € Q_;L
Luego, por ser 0 < § < 1y (d.5) tenemos que @/, \, {x}. Del Teorema de Diferenciacién
de Lebesgue y (3.1) tenemos probado (CZ7) si F = 0.

Supongamos ahora que F # (). De la propia definicién de F se obtienen (CZ2) y (CZ3).
Ademis, si Q y Q" son dos cubos diddicos en F con Q # @', de (d.4) y la definicién de
F tenemos que Q N Q" = 0, lo cual prueba (CZ1).

Para probar (CZ4), sea Q en D tal que Q" N (Uger @) = 0. Entonces

(3.3) Q' N Q = 0 para todo cubo diddico Q € F.

Supongamos que mg (f) > A. Entonces, puesto que la familia F definida en (3.2)
es acotada superiormente, aplicando el lema de Zorn tenemos que existe un elemento
maximal en F. Esto es, existe Q) € Fy tal que Q' C Q, lo cual contradice (3.3). Luego
mq (f) < Ay esto concluye la prueba de (CZ4).

Para probar (CZ5) notemos primero que si () es un cubo diadico en F, entonces existe un
cubo diddico en D que contiene estrictamente a (). En efecto, si para todo cubo diadico Q
que contenga a () se tuviera que Q = @, entonces de la definicién de cuadrante asociado
al cubo diddico @, C(Q), se tendria que C(Q) = Q. Luego, por el contrarreciproco de
la propiedad (5) en la Proposicién 2.21 tendriamos que u(X) < oo, con lo cual de la
propiedad (4) en la Proposicién 2.21 obtendriamos que @ = X. Esto implicaria, por la
hipdtesis sobre A, que mg(f) = mx(f) < A, contradiciendo el hecho de ser () un elemento
de la familia F. Sea entonces Q el menor cubo diddico, en el sentido de la inclusion, que
contiene estrictamente al cubo diadico (). Notemos que Q € DI yQ € D7 (Q)“, donde
J es la funcién definida en (d.18) y D7 (@) ¢s la subfamilia de DY@ formada por los

cubos con descendencia no trivial. Como Q € F, entonces Q ¢ F. De este hecho, por ser
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@ un subconjunto de Q y por (d.8) obtenemos que

A >

1
> Q/fdu
_ M@ 1
Q)@ /f
ZamQ(f)

donde C es la constante en (d.8). Luego, mq(f) < CXy (CZ5) queda probado.
Por otro lado, de la definicién de F, de (d.7) junto con el hecho de ser F una familia de

cubos disjuntos dos a dos y por ser | J @ un subconjunto de X tenemos que

QEF
wlJo) < D> u@
QEF QeF
< fdp
/
QeF
<

1
- d
A /)‘( f /’I/7

(3.4)

lo que prueba (CZ6).
Finalmente probamos (CZ7). Notemos que de la propia definicién de F se tiene que si

v ¢ |J Q, entonces existen un entero j y un cubo diddico Q € D\ F tal que = € Q.
QeF

Luego, (7) queda demostrado siguiendo la misma prueba que para el caso F = (). O

3.2. Maximales diadicas y clases de Muckenhoupt asociadas

En esta seccién introducimos el operador maximal de Hardy-Litllewood diadico Mp
y sus clases de pesos diddicos asociados A%, para una familia D en la clase 2(§) en el
contexto de espacio de tipo homogéneo y enunciamos sus propiedades mé&s importantes.
Comenzamos con la definiciéon del operador maximal de Hardy-Litllewood diddico. Dada

una familia diddica D en la clase 2 (d) definimos el operador maximal diddico Mp como

(3.5) Mof() = sup — / F@)lduy)



3.2. MAXIMALES DIADICAS Y CLASES DE MUCKENHOUPT ASOCIADAS 35

donde el supremo es tomado sobre la familia de todos los cubos diadicos ) en D que
contienen al punto z. Puesto que, de (d.7), E = Uer 0(Q) tiene medida cero, es natural
definir Mpf(x) =0 cuando = € E.

De la propia definicién del operador maximal se obtiene facilmente la acotacion en el espa-
cio de Lebesgue L>(X, ). Més atun, ||M f|lo < ||f|l« para toda funcién f en L>(X, u).
Siguiendo la linea de la demostracién dada en [3] para el caso particular en que D sea
una familia de cubos diadicos de Christ obtenemos para nuestro contexto general los dos
siguiente resultados. El primero de ellos establece una relacién entre la descomposicién de
tipo Calderéon-Zygmunhd diddica dada en el Teorema 3.1 y el operador Mp. El segundo

de ellos, una consecuencia del primero, establece la acotacion de tipo débil (1,1) para Mp.

LEMA 3.2. Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica en
la clase D (5). Sea F la familia de subconjuntos diddicos en D dada por el Teorema 3.1

para la funcién integrable f y el nimero real positivo A. Entonces {x € X : Mpf(x) >

M=ue

QeF

TEOREMA 3.3. Sean (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica
en la clase ® (§). Existe una constante positiva y finita C tal que para cada funcién

medible f definida sobre X y para todo A > 0 se tiene que

(3. n({r € X Mpfa) > A < [ 1£G)ldnto)

Luego, la acotacién en LP(X, ) para 1 < p < oo del operador maximal Mp sigue a
partir de una aplicacién del teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz.

El siguiente resultado sera de utilidad en la iltima seccion del presente capitulo cuando
tratemos con desigualdades de tipo Fefferman-Stein del operador maximal de Hardy-
Litllewood a valores vectoriales. Dada una medida positiva de Borel v sobre X diremos
que v es D-doblante si existe una constante positiva C' tal que V(Q) < Cv(Q) para todo
cubo diddico Q € D, donde Q es el primer ancestro de Q; estoes, Q C Qv Q € Di~1 g

Qe Dl

PROPOSICION 3.4. Sea (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica
en la clase D (5). Siw es una funcion no negativa y localmente integrable tal que wdp es

D-doblante, entonces

(a) existe C > 0 tal que la desigualdad

w({e € X Mof(e) > A < 5 [ I Mou(z)dutz)

vale para toda funcion medible f y todo \ > 0;
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(b) dado 1 < p < oo, existe una constante positiva C, tal que la desigualdad

[ Otof@)yu@inte) <, [ |f@pPapu)nt)
b's b's
vale para toda funcion medible f.

DEMOSTRACION. Notemos primero que el resultado es trivial si w = 0. En otro caso,
de (d.7), tenemos que E = (Jocp O(Q) tiene medida cero y por lo tanto de la definicién
de Mp tenemos que Mpw es positiva en casi todo punto de X. Entonces ||Mp f|lcow <
|| f lloo.ppw- Por lo tanto, usando el Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, sélo ten-
emos que demostrar (a).

Fijemos un A > 0. Asumamos primero que A > mx(f). Entonces aplicamos el Teorema
3.1 para f al nivel A\ y el Lema 3.2 y obtenemos una sucesiéon F = {Q;}ic; de cubos
diddicos disjuntos en D tal que mg,(f) > A paratodoi € Iy Qy =, Qi = {r € X :

Mpf(x) > A}. Luego, existe una constante positiva C' tal que para cada @Q; € F
C
(3.7) g w(@)dp(z) < + g |f ()| Mpw(y)du(y),

donde Q; es el primer ancestro de Q;, esto es Q; C Q; v Q; € DI~ si Q; € DJ. En efecto,
dado que w es D-doblante, para cada ); € F obtenemos que

[ wtn =S [ 101 (o [ i) < S [ 1t

Por lo tanto
. C C
w(f2) < Zw(Qi) < Z 5 | fIMpwdp < B | f|Mpwdyp.
Qi X

el el

Asumamos ahora que 0 < A < mx(f). Luego u(X) < oo y entonces, de la propiedad
(¢3) de cuadrantes, X mismo es un cubo diddico en D. Asi, como en la prueba de (3.7)

concluimos que [, wdp < 1 [, |f|Mpwdp. Por lo tanto

w({x e X : Mpf(x) > \}) S/

X

1
w(z)dp < X/ | fIMpwdy.
X
O

Finalizamos esta seccién introduciendo las clases de Muckenhoupt y dando algunas de
sus propiedades mas importantes en nuestro contexto diddico. Primero definimos, como
es usual, las clases de funciones de tipo Muckenhoupt asociadas a una familia diadica D

en la clase ®(9). Se dice que una funcién medible, no negativa y localmente integrable w
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definida sobre el espacio de tipo homogéneo (X, d, i), es un peso diddico de Muckenhoupt

de la clase AE, 1 < p < oo si la desigualdad

(39) (g [ et (o [ w(w)i—ﬂdum)p_l <c

vale para alguna constante C'y todo cubo diadico @) € D.

Para p = 1 decimos que w € AP si existe una constante C' tal que la desigualdad

w(Q)
3.9 — < Cw(x
(39) n(Q) =)
vale para casi todo punto x € @ y para todo cubo diddico Q € D. La clase AL es definida
como
(3.10) AR =AY

p>1
En general, dada una familia B de conjuntos abiertos B en X y 1 < p < oo, definimos
las clases A5 como en (3.8), (3.9) y (3.10) tomando conjuntos B € B en lugar de Q € D.
El siguiente resultado contiene las principales propiedades de los pesos diadicos en las

clases de Muckenhoupt AE, 1 < p < oo sobre espacios de tipo homogéneo.

TEOREMA 3.5. Sean 1 < p < oo y p' tales que 1/p+ 1/p’ = 1. Entonces valen las

siguientes afirmaciones:

(a) siw e AP entonces w(x) > 0 para casi todo punto z,

(b) siw e AD entonces wdp es D—doblante,

(c) siw € AI? entonces w € AE para todo q > p,

(d) we AP siy sdlo siw' ™7 € AD,

(e) siw € AE entonces w € A?; para algin g < p.

(f) w e AE es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo fuerte (p,p) para el
operador Mp con respecto a la medida wdp,

(9) w € AP es necesario y suficiente para la desigualdad de tipo débil (1,1) para el

operador Mp con respecto a la medida wdp.

La demostracion del Teorema 3.5 se obtiene como en el caso clasico euclideo para
pesos de Muckenhoupt siguiendo la prueba dada en [3] y en [2] para los pesos diddicos

de Muckenhoupt asociados a los cubos de Christ.

3.3. Desigualdades de tipo Fefferman-Stein diadicas

Las desigualdades de Fefferman-Stein para el operador maximal a valores vectoriales
dadas en [24] para el contexto euclideo son herramientas importantes en analisis arménico.

En lo que sigue, para una sucesién dada f = (f, : n € N) de funciones definidas sobre
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X escribiremos ||f(x)|]r = (Zn|fn(x)|’”)1/r, para 1 < r < oo. Si T es un operador
sobre funciones con valores escalares es posible extenderlo a un operador sobre funciones
con valores vectoriales definiendo Tf = (T'f, : n € N). Una extension del resultado
de Fefferman-Stein al contexto general de espacio de tipo homogéneo es el Teorema 3.6
probado en [29]. Aqui nosotros extendemos tal resultado al caso de un operador maximal

diddico Mp. Maés precisamente, probaremos el siguiente enunciado.

TEOREMA 3.6. Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo. Sea D una familia diddica
dada en D (5) y sea 1 < r < co. Entonces

(a) si 1 < p < oo, entonces eziste una constante positiva C' tal que
1
w({z € X+ [[Mpf(2)[lr > A}) < C /Xllf(x)ll’ér w(x)dp(r)

para toda sucesion de funciones medibles £ y todo A > 0, si y sélo si w € Af;

(b) si 1< p < oo, entonces existe una constante positiva C' tal que

/X || Mpf ()] w(z)dp(z) < C /X |IE (@) [ w(z)dp(x)
para toda sucesion de funciones medibles £, si y solo si w € AI?.

Para demostrar el Teorema 3.6 usaremos dos herramientas clasicas. La primera de
ellas es la descomposicion de Calderéon-Zygmund asociada a una familia diadica D para
funciones integrables dada en el Teorema 3.1. La segunda herramienta esta compuesta por
los dos siguientes resultados de interpolacion. Es importante destacar que la naturaleza
del dominio de las funciones es irrelevante para estos resultados de interpolacion y por
lo tanto omitimos aqui su demostracién. Para una prueba pueden verse [11], [12] y [17],
donde los autores introducen el contexto béasico de operadores valuados vectorialmente y
los espacios de Lebesgue con normas mixtas. El espacio mixto L”(¢") es el espacio de todas
las sucesiones f = (f, : n € N) para las cuales [, [|f(2)][},du(z) < oo, y decimos que
f pertenece a Ly, (¢") cuando [y ||f(z)|[j-w(x)du(z) < oo para w no negativa y medible
sobre X.

Diremos que una funcién con valores escalares es simple si pertenece al espacio gener-
ado por las funciones caracteristicas de conjuntos medibles acotados. Con S denotamos
la clase de todas las sucesiones f tal que cada f, es una funcién simple y f, = 0 para
n suficientemente grande. En [12] los autores probaron que S es denso en cada L. (¢7)

(1 < p,r < o0) cuando w es una funcién no negativa localmente integrable.

LEMA 3.7. Sean w(z) > 0 una funcion localmente integrable definida sobre X, 1 <

r<oo, 1 <p <oo,i=0,1, y supongamos que T es un operador sublineal definido sobre
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S que satisface

w({e e X |[TH)w > o)) Npl/uf V() dp(z)

para i = 0,1 yf €S con Ny y Ny constantes. Entonces T' se extiende de manera unica

a un operador sublineal sobre LP (I") y existe una constante Ny tal que

(f i) < 5 ([ reigewane)

1_ 1 1
donde ;= (1 —0)-+6--,0<6<1.

LEMA 3.8. Sean w(x) > 0 una funcion localmente integrable definida sobre X, 1 <

p<oo,1<r <oo,i=0,1y supongamos que 'l es un operador sublineal definido sobre
S que satisface

(/ 1TF () 15, w () dpa( ))Up < N (/X||f<17)\§mw(x)du(x))l/p

para algin N;, con 1 = 0,1 y f € S. Entonces T se extiende de manera unica a un

operador sublineal sobre LE (¢") tal que

([ ireemanm) < 5 ([ i)

donde%:(l—e)%—i—Gﬁ,Ogegl.

Demostracién del Teorema 3.6 Si f = (f1,0,0,...) entonces [[f(z)], = |fi(z)| ¥
|Mpf(z)||, = Mpfi(x). Por consiguiente si vale (a) se tiene el tipo débil (p, p) para Mp
con peso w. Esto implica que w € AE. Por lo tanto s6lo debemos probar la suficiencia
de la pertenencia a la clase AD para (a) y (b). Observemos primero que (b) para el caso
p = r se obtiene facilmente del Teorema de Beppo-Levi y la acotacién en LP (X, du) para
Mpf.

Comenzamos probando (a) para 1 < p < r. Sea w € AZ? y supongamos primero que
f € S. El caso general se obtiene por densidad siguiendo argumentos usuales.

Tomemos A > 0y escribamos ¥ (z) = ||f(z)||¢-. Puesto que f,, = 0 para n grande y
ya que cada f, es una funcion simple con soporte acotado, es claro que 1 pertenece a
cada L. (X, du). Como X\ > 0, si el espacio total X es no acotado, o equivalentemente de
medida p infinita, entonces tenemos que A > mx ().

Puesto que u(X) = oo no es la situacién general para espacios de tipo homogéneo, en
este punto de la prueba hay que tener especial cuidado en el caso en que X es acotado.

Asumamos entonces que 0 < A < mx (). Supongamos primero que p > 1. Puesto que
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w e AE y X mismo es un cubo diddico, de la desigualdad de Holder tenemos que

/X by < ( /X wpwdu) ” ( /X w‘;’du)ppl <C ( /X ww) " w‘(‘gl)/p.

Con lo cual

Sip=1,
wlX) < 5 [ ot < 5 [ vwua)

donde en la tltima desigualdad hemos usado que w € AP y que X es un cubo diddico.
Por lo tanto, puesto que {x € X : ||Mpf(x)|| > A} C X, la desigualdad en (a) queda
probada si 0 < A < mx ().

So6lo nos queda ver el caso A > mx(v). Sea F = {Q; : i € I} la familia de cubos
diddicos dada por el Theorem 3.1 aplicado a la funcién ¢ y a A. Sea Q = Q) = (J,,Q;-
Escribimos cada f, como f, = fo1 + fa2, donde fo1 = fuXyq ¥ fo2 = faxqo- Luego,
f =1 + 1, donde f; = (f,1 : n € N). De la sublinealidad del operador maximal de
Hardy-Litllewood diddico y la desigualdad de Minkowski obtenemos que

||Mpf ()| < [|Mpfy(2)][er + [[Mpla(2)[ler = L1(x) + L2(2).

Empecemos por demostrar la desigualdad de tipo débil para I;(x). Puesto que, del Teo-
rema 3.1, es ¥(z) = ||[f(x)||r < CX para casi todo = € 2, tenemos que para tales puntos

x vale la siguiente desigualdad
£ (@)1 = 12 (@) [ P12 ()] [ < CAP[IE ()] 15

Luego, por el Teorema 3.5 (f), tenemos que

w({z € X o [|Mpfy(2)[[r > A/2}) < i—/X || Moty () [[frw (@) dp(x)

C,or )
< =2 [ it@l e(d)
X
c,.2r
<

o [ @I wedn)
Con el fin de obtener el resultado para I5(z), definimos, para cada n € N, la funcién

fo(z) = { w07 Jo [fn@)ldu(y) siz e,

0 six &)

Entonces tenemos que

(3.11) Mp fro(z) < CMpfo(z),
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para todo n € N y todo x ¢ Q. En efecto, sean x € Q2 y Q € D un cubo diddico que
contenga al punto x. Escribimos J = {j : Q; € F and Q;[\Q # 0}. Notemos que, si
J € J, puesto que Q); y @ son cubos diddicos, entonces @; C @) y de la definiciéon de f,, o

obtenemos que

1 1
@/Q'f"’z'd” B m;/m‘fwidu Z el

jeJ

Luego,

1 1
5 /Q Fna@lldnty) = 53 [ 1 falw)ldit)

jeJ Qj

- a2/ [@ /| \fn(y)ldu(y)] ()
= oS | 1)

. ) i
Cm/Qlfn(yﬂdu(y) < OMp fu(),

IA

lo cual prueba (3.11).

Ahora escribimos
w{r e X : L(z) > A/2}) w(Q)+w({z e X\ Q: L(x)>\/2})=1+11.

Para estimar / comenzamos estimando w(Q);). Vamos a asumir primero que p > 1. De la

desigualdad de Holder’s y puesto que w € A}? tenemos que

1
A< o g [1£()[er dpa(a)

(@)
1/p 1/p’
(/ Ol <>> (/ _w<x>—p//pdu<x>)
1/p —1/p
O<Qj||f< )| w(z)d <>) </jw(fv)du(m)> |

w(Q)) < Oy [ 16 Iw(r) du(r).
Qj

IN

IN

Entonces

En el caso p = 1 usando la condicién A1D obtenemos que

VAL

/ 1£(2) o wo(a) ().
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Por lo tanto

1=Yw@) < X [ i)

Jjel jel

b due) < 3 [ @G0 duo)

La desigualdad en (a) para p < r serd una consecuencia de la desigualdad I1 < cw(€).
En lo que sigue vamos a escribir f para denotar la sucesién f = ( foin e N). Notemos

que del Teorema 3.5 (f) tenemos que

IT < w{zeX:||Mpf(z)||s > A/2CY).
< X /X [ Mpf (@) [ () dpu(a).
<

5 L IE@ o)
= 5 [ @l ule)dno)

Denotando con Qj el primer ancestro del cubo @); € F obtenemos, de la desigualdad de

Minkowski’s, que para cada x € () vale que

r\ 1/r
F@)lle = (Z [uéz» / ‘Ifn(y)ldu(y)]>

1
< @y, e
< M(%j) [ 11 wledut) < O

Entonces
11 < %/ Nw(z)du(z) = Cw(Q),
Q

como desedbamos.

Empecemos probando (b) para 1 < p < r. Si w € AZ,D entonces, del Teorema 3.5 (c)
y (e), existen p; y pp con 1 < py < p < po < r tales que w € AD y w € AP Por lo
tanto (a) vale para p; y ps. Entonces del Lemma 3.7 obtenemos (b) para todo p tal que
p1 < p < p2, y por lo tanto (b) vale para 1 < p < r.

La prueba de (b) en el caso p > r se obtiene por un argumento de dualidad si r es
pequeno y por el Lemma 3.8 si r es grande. Primero notemos que como w € Az? con
p > r, por el Teorema 3.5 (e), w € AL para algtiin 1 < ry < p. Si 79 < r < p, como (b)
vale para r = p, sélo tenemos que proTlgar (b) para 1o y aplicar el Lema 3.8. Con lo cual
sélo necesitamos probar (b) para 1 < r < rg.

Puesto que w € A%, del Teorema 3.5 (¢), w € AqD para todo ¢ > % y del Teorema

3.5 (d) y (a), obtenemos que w'~¢ € AD y w(x) > 0 en casi todo punto. Sea ¢ > 0
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tal que ¢ € LI (X, 1) con ||¢||yw < 1. De la desigualdad con pesos diddicos para Mp

obtenemos que

/ | Mp (pw)| " w(@)' = dp(x) < C/ |pw|”w(z)' = du(z) < C.
X b's
Luego, de la Proposicién 3.4 y la desigualdad de Hoélder con ¢ y ¢

/X |[Mpf () |[irp(x)w(z)du(z) < C/ |I£(2)[ [z Mp(pw)(z)dp(z)

< oo ([t <>)1/q,

D = (/X (%)q/w(;p)du(wvl/q,

- ( / <Mp<sow><x>>q’w<a:>1-q’du<x>)W <

para todo q > % y toda ¢ > 0 tal que ||p||y» < 1. Entonces, tomando supremo sobre

con

tales ¢ tenemos que

(/ et ) < ([ i)

para todo ¢ > -=. Por otro lado, puesto que 1 < r < rg, la anterior desigualdad vale con

q=np/r> p/ro, que es la desigualdad deseada (b). U






CAPITULO 4

Sistemas de Haar asociados a familias diadicas

El sistema de Haar ortonormal en L?(R) dado por hl(z) = 2//2h(2/x — k), con j € Z
y k € Z, donde h(x) = X, ,5(T) = X ny (@) es s6lo el mds conocido de una amplia
familia de bases de tipo Haar en una dimension. En este caso, la familia de los intervalos
diddicos I = (k277,(k +1)279], con j € Z y k € Z es la familia diddica natural para
tal sistema en el sentido que [ ,f: es el conjunto donde hi, no se anula. Mas atn, cada hi
es constante sobre los dos subintervalos [g,jl y Ig,jil de I ,i Es claro que la familia de los
intervalos diddicos I}, con j € Z y k € Z forman una familia diddica en la clase ®(1/2)
en el sentido de la Definicién 2.3. Més aun, cualquier sistema de funciones de la forma
{¢l =alhl :j €Z,k € Z} con o, = +1 es una base ortonormal en L*(R), cada funcién
goi tiene a [ ,f: como su soporte esencial y es constante sobre cada subintervalo diadico [g,jl
y Ig,:il de ],z. Es decir, las funciones gpi, con j € Zy k € Z, forman otro sistema de tipo
Haar.

El presente capitulo esta dedicado a definir, demostrar la existencia y dar las propiedades
basicas de lo que denominaremos sistema de Haar asociado a una familia diadica en la
clase ®(J) para nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo. Los objetos que
forman tales sistemas son los elementos basicos con los cuales nos dispondremos en los
capitulos siguientes a hacer andlisis sobre espacios de funciones definidas sobre espacios
métricos con medida. Comenzamos en la primer seccion dando la definicién precisa de
sistema de Haar y demostrando algunas propiedades basicas de tales sistemas. En la
segunda seccion mostramos que toda familia diddica induce una estructura de tipo anali-
sis multirresolucion. Para tal fin son claves algunos resultados de densidad que también
probamos. La seccién siguiente muestra que sobre toda familia diadica pueden constru-
irse siempre sistemas de Haar. Para tal fin seguimos la construccién dada por Aimar (ver
tambien [2] o [9]) para el caso de los cubos de Christ. La tltima seccién esta dedicada a
enunciar un resultado de caracterizacion de espacios de Lebesgue pesados con pesos en
las clases AI?, 1 < p < oco. Es importante destacar que todos los resultados de las tres
utimas secciones del presente capitulo son generalizaciones de resultados dados en [2].
Mas atn, las demostraciones de los enunciados de tales secciones se siguen como en [2]
ya que la definicién de sistema de Haar que damos en la Seccion 1 fue inspirada en los
cubos de Christ.

45
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4.1. Los sistemas H

Comencemos dando la definicion de sistema de Haar que adoptaremos a partir de

aqui y que usaremos a lo largo del presente trabajo.

DEFINICION 4.1. Sistema de Haar asociado a D € %(§). Sea D una familia
diddica en ®(§) sobre (X,d,u). Un sitema H de funciones reales simples medibles y

borelianas h definidas sobre X es un sistema de Haar asociado a D si satisface

(h.1) Para cada h € H existe un unico j € Z y un cubo Q = Q(h) € DI tal que
{x € X :h(z) #0} CQ, y esta propiedad no vale para ningin cubo en DITL.

(h.2) Para todo Q € D = U].Ezf?j ezisten exactamente Mg = #(0(Q)) —1 > 1
funciones h € H tales que (h.1) vale, donde O(Q) = {Q € DIt . Q' C Q) si
Qe Di. Escribiremos Hq para denotar el conjunto de todas estas funciones h.

(h.3) Para cada h € H se tiene que [, hdp = 0.

(h.4) Para cada Q) € D sea Vo el espacio vectorial de todas las funciones definidas sobre
Q que son constantes sobre cada Q" € O(Q). Entonces el sitema {(u(g% } UHg

es una base ortonormal para V.

Es importante destacar que de (h.1) y (h.4) se tiene que las funciones h € H son
constantes sobre cada cubo diddico Q" € O(Q(h)), donde Q(h) es el cubo dado en (h.1).
Maés precisamente, cada h € H es de la forma
(4.1) h = Z @iXq,»

el
para algin conjunto de indices I que es un intervalo inicial de los naturales y donde
Q; € O(Q(h)). Ademas, valen las siguientes dos propiedades adicionales. Como es usual,

para una funcién medible f escribimos ||f|lco = || fllz = sup ess|f].

(h.5) Existen dos constantes positivas ¢, y co tales que las desigualdades

(@) < Bl < (@R,
valen para cada funcion h € H y cada Q" € O(Q(h)).
(h.6) Para cada h € H tenemos que

lloox,, (@) < [h(2)] < lIPllocX g (%),

para todo punto x € X vy algin cubo diddico Q, € O(Q(h)).

En efecto. Sea h = >, a;x,, como en (4.1). Como los (); son disjuntos dos a dos,

de (h.4) obtenemos que
az?OM(QiO) < ZG?I’L(QZ> = ||h||%2(X7u) - 17

el
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para cada iy € /. Entonces,
a; < (@) 712,

para cada i € I. Asi, de (d.8), a; < C(u(Q(h)))~'/? para todo i € I y alguna constante
positiva C, lo que prueba la desigualdad derecha de (h.5).
Para probar la desigualdad izquierda de (h.5), notemos primero que a partir de (d.8)

tenemos que

l < 1(Q:)
C ™ @)
para todo 7,7 € [ y C la constante de (d.8). En efecto, por (d.8) tenemos que pu(Q;) <
w(Q(h)) < Cu(Q;). Por otro lado, si para cada i € I se tuviera que |a;| < (Nu(Q;))~Y?,

entonces de (h.4) tendriamos que

(4.2) <C,

L= ZG?N(@;) <1,

iel

que es un absurdo. Por lo tanto, existe al menos un iy € I tal que |a;,| > (Nu(Qy)) "' /2.

Luego, puesto que ||h|lw > |ai|, de (4.2) obtenemos la desigualdad izquierda de (h.5)
con ¢; = min{(N)~Y2 (CN)~1/2}.
La prueba de (h.6) es inmediata de (4.1). En efecto, sea ip € I tal que ||h|lec = ai,-

Entonces tenemos (h.6) tomando @, = Q;,.

4.2. Estructura de multirresolucion

Veremos en la presente seccién que todo familia didadica induce una estructura de tipo
analisis multirresolucion sobre un espacio de tipo homogéneo. Comencemos con la prueba

del siguiente lema.

LEMA 4.2. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica en la
clase ® (5). Entonces, para cada conjunto abierto y acotado G de X , existe una subfamilia

G de cubos didadicos de D, disjuntos dos a dos, tal que

,u(G\UQ)zO.

Qeg

DEMOSTRACION. Para definir la familia G, fijamos un punto = € G (UQeD) N
tomamos r > 0 tal que B(x,r) C G. Sea j € Z suficientemente grande tal que 2a»6’ < r/2,
donde ay es la constante dada en (d.5). Entonces existe un tinico Q, € D’ tal que = € Q,.

Maés ain, @, C B(z,r) C G. En efecto, de nuestra eleccién para j tenemos que si y € @,
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v P/(Q,) es la imagen del cubo @, via la funcién punto central P? definida en el Capitulo

2, entonces

d(z,y) < d(y, P’(Q.)) + d(P’(Q.), x)
< 2a987 + 2a987 < 1.

Consideremos ahora la familia D,(G) = {Q € D : xz € Q C G}. Puesto que Q, € D,(G)
y G es acotado, resulta ser D,(G) acotado superiormente con respecto a la inclusién de
conjuntos. Luego, para cada x € G <UQ6D) denotamos con Q(z) el elemento maximal

de D,(G). Definiendo entonces la familia G como

- fooreeen(y)}

concluimos la prueba del lema. O

El siguiente resultado establece que las funciones simples sobre cubos diddicos son
suficientes para definir los espacios de Lebesgue clasicos sobre espacios de tipo homogéneo

con medida regular.

PROPOSICION 4.3. Sean p una medida reqular, (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo
y D una familia diddica. Entonces el espacio de todas las combinaciones lineales finitas de
funciones caracteristicas de cubos didadicos Q) € D es denso en cada espacio de Lebesque

LP(X, p) cuando p < oo.

DEMOSTRACION. Sean p < ooy f € LP(X, 1) una funcién no negativa. Dado € > 0,
tomamos o € X y R > 0 tal que ||fXX\B(xO’R)||Z£,, < e Sea fr = X, Puesto que
fr puede ser aproximada de manera creciente por funciones simples de subconjuntos

disjuntos de Borel acotados, existe una funcién

N
g = Z ﬁnXEnu
n=1

con E, subconjuntos acotados de Borel de X tal que ||[h — g||}, < e. Puesto que p
es una medida regular, para cada n = 1,..., N existe un conjunto abierto y acotado
G, tal que E, C G, vy (G, \ E,) < . Para cada n = 1,..., N denotamos con G, la
subfamilia de D dada por el lema anterior para el conjunto abierto GG,,. Asumamos que
G, ={Qn; €D:1l€ L(n)} donde L(n) es un intervalo inicial de enteros positivos que en

general coincide con Z*. Luego, para cada j € Z definimos la funcién

) =30 Y X, @)

n=1 leL(n):l<j
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que resulta ser una combinacién lineal finita de caracteristicas de cubos diadicos y que

para j suficientemente grande se tiene que

N p
lg— w5, << (Zﬁn) .

n=1
Por lo tanto, las combinaciones lineales de funciones caracteristicas sobre cubos diadicos

son densas en lada espacio de Lebesgue LP(X, u). O

Veamos ahora como las familias diadicas inducen cierta estructura de andlisis mul-
tirresolucién. Fijemos D una familia diddica en la clase 2 (§) sobre un espacio de tipo
homogéneo (X,d, 1) dado. Para cada entero j definimos V; como el subespacio cerrado
de L?(X, p) de todas las funciones f que son constantes, salvo en conjuntos de medida

nula, sobre cada cubo diddico ) € D;.

TEOREMA 4.4. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica.

La sucesion (V; : j € Z) satisface las siguientes propiedades de andlisis multirresolucion.

(a) Para todo entero j se tiene que V; C V.

(b) La unidn de los espacios V; con j € Z es denso en L*(X, p).

(¢) La interseccion de todos los espacios V; con j € Z es el espacio unidimensional
de todas las funciones constantes sobre X si u(X) < oo.

(d) La interseccion de todos los espacios V; con j € Z se reduce a la funcion nula si
p(X) = oo.

DEMOSTRACION. La propiedad (a) es inmediata. Para demostrar (b), tomemos f €
L*(X, 1) y € > 0. De la proposicién anterior existe un entero positivo N y una funcién
IS Zﬁ;l BnXo, con @, € D tal que |9 — f|l2 < e. Por otro lado, cada cubo diddico
@, puede ser descompuesto (salvo un conjunto de medida nula) como una unién finita
disjunta de cubos diddicos de D; donde j = max{i € Z : Q, € D;,;n =1, ..., N}. Entonces
claramente ¢ € V;. Ahora probamos (c¢). Como la medida del espacio total X es finita, de
(d.10) se sigue que X = @ € D;, para algun j, € Z. Entonces Vj, es el espacio de todas
las funciones constantes sobre X. Por lo tanto, V; = Vw,, para cada j < jo. Ademas,
de (a), tenemos que Vj, C V; para cada j > jo. Esto es, [);cz V; = Vj,- Finalmente
probamos (d). Sea f una funcién que pertenece a cada espacio V; con j € Z. Puesto que
f € Vy, entonces f es constante sobre cada cubo diddico @) € Dy. Si alguna de estas
constantes fuera diferente de cero, necesariamente deberiamos tener que f toma el mismo
valor constante sobre todo el cuadrante que contenga a (). Pero esto no puede ocurrir
para una funcién de L*(X, u) si u(X) = oo ya que por (¢3) cada cuadrante tiene medida

infinita. Por lo tanto f es la funcion nula. O
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4.3. La construccion de Aimar

La Definicién 4.1 es axiomatica y cabe entonces preguntarse si existen sistemas de tipo
Haar para cualquier familia diddica dada. Dedicamos esta seccién a tratar tal cuestién.
Para tal fin, aplicamos la misma construcciéon de wavelets de tipo Haar que H. Aimar
hace en [1] sobre los cubos de Christ (ver tambien [9] y [2]) a nuestro contexto general
de familia diddica. Sea D una familia diddica en la clase 2 (§). Para cada cubo diddico
Q € D consideremos el espacio Vo de todas las funciones sobre () que son constantes
sobre cada cubo Q" € O(Q). Entonces el conjunto {Xo Xy Q € @(Q)} donde O(Q) =
O(Q)\{Qy} con Q, cualquier cubo diddico fijo en O(Q), es una base para Vg. Aplicando
el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a partir de la funciéon caracteristica
del cubo @, x,(z) =1siz € Qy x,(v) = 0si z & Q, obtenemos una base ortonormal
Bo = {(1(@)"V2xo} Uf{hgs : 1 = 1,...,#(O(Q))} del espacio Vp. Luego, el sistema
H="{hgs: Qe D l=1.,#OQ)),j € Z} es un sistema de Haar en el sentido
de la Definicién 4.1. Mds ain, si para cada j € Z definimos W; como la clausura en
L*(X, ) de las combinaciones lineales finitas de elementos del conjunto {hg,; : Q €
DIl=1,..,#(0@Q)} y W; = {0} si DI = (), entonces Vj;; = V; & W; con V; como en

la seccion anterior.

4.4. 'H como base incondicional de espacios de Lebesgue con pesos

En esta tltima secciéon enunciamos el resultado de caracterizacion via coeficientes de
Haar de los clédsicos espacios de Lebesgue pesados LP (X, p1), con w € Az? y1<p<oo,
en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Ademaés de tal caracterizacion, el resultado
aqui expuesto muestra que los sistemas de Haar introducidos en la Definicion 4.1 resultan
ser base incondicional para dichos espacios. La demostracion de estos resultados siguen
de las pruebas de los Teoremas 7.1 y 9.1 en [2].

En lo que sigue denotaremos con L2, al espacio L, = {f : ([ |f|Pdp)'/? < oo} si
wu(X) = ooy al espacio de aquellas funciones en L (X, 1) con integral nula si p(X) < oo.

Ademads, usaremos la siguiente notacion,
1ef) =3 < £ h= 3 ([ fhan)n
heF heF X

donde F es un subconjunto finito de H y

1/2
S(f)(x) = (D < fh> \2|h<x>|2> .

heH

TEOREMA 4.5. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema de

Haar asociado a la familia diddica D € ®(5). Sil <p<oo yw € Af, entonces
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(1) Existen dos constantes positivas Cy y Cy tales que para toda f € LP (X, ) tenemos

que
Cillfllee, < NSz < Collfllie;

(2) H es una base incondicional para L2 (X, p) en el sentido que
(2.1) Los operadores T estan uniformemente acotados sobre LF con F variando
sobre subconjuntos finitos de 'H,
(2.2) para cada h € H los funcionales < f,h >= fX fhdu, son lineales y continuos
para f € LP

(2.3) las combinaciones lineales de elementos de H son densas en LP.

Notemos que, como la condicién A, usual sobre bolas implica la condicién AI? para
cualquier familia diddica D € 2(J), se tiene que el teorema anterior vale para pesos de

Muckenhoupt usuales en el espacio de tipo homogéneo (X, d, p).






CAPITULO 5

Equivalencia de bases de Haar en espacios de Lebesgue

En este capitulo estudiamos la equivalencia, en el sentido de equivalencia de bases
de Schauder en el sentido definido en [56] (o en [38]), de bases de tipo Haar constru-
idas sobre diferentes familias diddicas en espacios de tipo homogéneo. Un contexto muy
general de sistemas de Haar definidos sobre diferentes familias diddicas es proporcionado
por la construccién de Christ dada en [20] y los sistemas de Haar definidos sobre ellos.
En efecto, el algoritmo de construccién de los cubos de Christ que brevemente hemos
bosquejado en el Capitulo 2, Teorema 2.23, se basa en procesos de seleccion de puntos
sobre una familia fija de redes. Tal selecciéon, si bien esta condicionada por la métrica
subyacente en el espacio, no es tinica y por lo tanto se pueden construir en general difer-
entes descomposiciones del espacio en cubos de Christ.

Abordaremos en este capitulo el problema de determinar condiciones sobre sistemas diadi-
cos para que los sistemas de Haar definidos sobre ellos sean equivalentes en los espacios
de Lebesgue pesados. En general, buscamos condiciones geométricas sobre dos familias
D, y Dy en D (J) para algtin § fijo, tales que sistemas de tipo Haar H; y H, asociados
a las familias D; y D, respectivamente sean equivalentes sobre los espacios de Lebesgue
pesados LP (X, 1), 1 < p < co. Cuando el peso w pertenece a la clase de pesos de Mucken-
houpt A,, damos condiciones geométricas simples sobre las familias D; y D, para obtener
la equivalencia de los sistemas H; y Hy en tales espacios. Una herramienta central en
este caso es la desigualdad de Fefferman-Stein (ver Teorema 1.7). Para el caso de pesos
w e Afl ow € AEQ obtenemos condiciones geométricas mas restrictivas sobre las familias
D; y Dy que implican la equivalencia en L (X, i) de los sistemas de Haar asociados a
D1 y Dsy. Aqui nuevamente la herramienta central es una desigualdad de Fefferman-Stein,
pero en este caso tal desigualdad es la dada en el Teorema 3.6 que involucra maximales
diadicas.

Algunos de los principales resultados del presente capitulo estan contenidos en [5] y en
[8] y han sido aceptados para su publicacién en Journal of Geometric Analysis y en los
Proceeding de la Royal Society de Edinburgo, respectivamente. El capitulo estd orga-
nizado como sigue. En la primer seccién definimos equivalencia de familias diddicas y

demostramos algunas de las propiedades basicas. Las secciones 2 y 3 estan dedicadas a

53
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estudiar la equivalencia de sistemas de Haar en L2 (X, p) con w € A, y w € Az?’ re-
spectivamente. Por tltimo, probamos la equivalencia de sistemas de Haar definidos sobre
diferentes familias diddicas de Christ construidas sobre una familia fija de redes de puntos

del espacio subyacente.

5.1. Equivalencia de familias diadicas

Abordaremos en esta seccion el problema de identificar aquellas familias diddicas
que son similares desde un punto de vista geométrico. Esto nos conducira a diferentes
definiciones de equivalencia de familias diddicas. La idea de similitud que precisaremos
en las definiciones se centra en identificar aquellas familias diddicas en la clase 2 (§) (&
fijo) que tengan casi el mismo comportamiento tanto en escalas como en posiciones en el
espacio.

, jeZD{ y
Dy = U, 1D en la clase D (§) sobre un espacio de tipo homogéneo (X, d, 1). Denotaremos

En lo que sigue vamos a suponer dados § y dos familias diddicas D; = |

con () a los elementos de la familia diadica D7, con R aquellos cubos diadicos en la familia
D,, y con J; la funcién en (d.13) para D;,i = 1,2. Escribiremos ademds D;,i = 1,2 para
denotar la clase con descendencia no trivial de D;. La Proposicion 2.19 muestra que las
familias D y D, con D en la clase %)(9), son casi las mismas. En efecto, difieren sélo en
cubos que son atomos. Para nuestro propdsito bastara entonces dar las definiciones de
equivalencia de familias diadicas en términos de las subfamilias diadicas con descendencia

no trivial. Comenzamos con la primer definicién de equivalencia de familias diddicas.

DEFINICION 5.1. Equivalencia de familias diddicas. Decimos que dos familias
diddicas D; y Dy en la clase ®(§) para un espacio de tipo homogéneo (X, d, ) son
equivalentes, brevemente D; ~ Dy, si existe una constante positiva y finita C' y una

relacién R C 251 X 252 tales que

(el) para cada cubo diddico @ € D, existe un cubo diddico R € D, tal que (Q,R) €
R;

(e2) para cada cubo diddico R € D, existe un cubo diddico Q € D; tal que (Q, R) €
R;

(e3) |T1(Q) — Jo(R)| < C, para todo (Q,R) € Ry

(e4) d(Q, R) = inf{d(z,y) : z € Q,y € R} < C§@ para todo (Q, R) € ‘R.

Las condiciones (el) y (e2) en la definicién anterior indican que el dominio y la
imagen de la relacién R es todo Dy y D, respectivamente. Las condiciones (e3) y (e4)
establecen que las familias diadicas Dy y D5 describen al espacio X de manera similar en

los pardmetros de escala y posicién. En efecto, (e3) indica que cubos relacionados estéan
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en escalas cercanas y (e4) nos dice que cubos relacionados ocupan regiones cercanas en
el espacio.
Notemos que la condicién (e4) luce no simétrica ya que interviene sélo J; (@) y ningin

rol aparenta tener J(R). Sin embargo, podemos obtener el siguiente resultado.

TEOREMA 5.2. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo y® (§) la clase de familias
diddicas en X para 0 fijo. Entonces la relacion ~ definida en la Definicion 5.1 sobre la

clase ® (§) es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Para la prueba del teorema debemos mostrar las siguientes tres
propiedades: reflexividad, simetria y transitividad que caracterizan a una relacién de
equivalencia. La prueba de la propiedad reflexiva es muy simple. En efecto, tomemos
C' =0y la relacién R C D x D como la relacién identidad, esto es, (Q,Q") € R si y sélo
si Q = Q. Luego inmediatamente se tiene que D ~ D.

Para probar la simetria tomemos dos familias diddicas Dy y Dy en la clase 2 (§) tal que
D, ~ D,. Sean Cyy una constante positiva y R una relacién contenida en D, x D, tales que
las condiciones (el) a (e4) valen. Es claro que la relacién inversa de R, R, satisface
las condiciones (el) a (e3) con la misma constante Cy. Veamos que (e4) también vale
para SR~ con constante Cyd~°. De la condicién (e3) para la relacion R tenemos que
—Cy < T1(Q) = JT2(R) < Cy para todo par (R, Q) € PR~ L. Entonces por (e4) para la

relacién R y por ser 0 < §°° < 1 obtenemos que

d(R, Q)

d(Q, R)
CO(;Jl(Q)

005\72(1%)—00

INIA

IN

Co6 =571,

para todo par (R, Q) € R~L. Por lo tanto Dy ~ D, v la simetria queda probada.

Por tltimo probamos la transitividad. Sean Dy, Dy y D3 tres familias diadicas en la clase
) (0) tales que Dy ~ Dy y Dy ~ D3. Denotemos con S a los cubos diadicos en D3 y con
Js la funcién en (d.13) para la familia Ds. Sean R;, i = 1,2 relaciones contenidas en
D; x Di1 y Cy constantes tales que las condiciones (el) a (e4) valen para la equivalencia
entre D; y D;,,. Veamos que la relacién R C D, x D; dada por la composicion de las
relaciones Ry v A1, esto es, R = Mo 0 Ry, satisface las condiciones (el) a (e4) con
constante C' = (14 §-1)(Cy + Cy). En efecto, a partir de las condiciones (el) y (e2) para
las relaciones YRy y R1 se cumplen tambén éstas para la relacién R. Para ver (e3) y (e4)

fijemos, para cada par (@, S) € R, un cubo diddico Rg s en la familia diddica Dy tal que
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(Q,Ro.s) € R1y (Rgs, S) € Ra. Luego, si (Q,S) € R tenemos que

|71(Q) — FB(5)] < |J(Q) — Fa(Rg.s)| + |Ta(Re.s) — T3(5))|
< CLH+ O, < (14690 +Cy)

d(Q, 5)

IN

d(Q, Rg,s) + d(Rq,s,S)
< 01531(@ + 02572(5’»@,5)
< (Cr+Cy)(1+ 5 )59,

A

donde en la ultima cadena de desigualdades hemos usado la condicién (e4) para las
relaciones R y Ry v la condicién (e3) para Ry. Por lo tanto la transitividad queda

demostrada y esto concluye la prueba del teorema. U

El resultado enunciado a continuacion del siguiente lema muestra que toda relacion

dada por la Definicion 5.1 es casi una funcion invertible.

LEMA 5.3. Sean (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo y Dy y Dy dos familias diddi-
cas en la clase ® (5) para algin 0 < 6§ < 1. Si un subconjunto R C D, x Dy satisface las
condiciones (e3) y (e4) con constante C, entonces existe una constante positiva y finita

C tal que para cada par (Q, R) € *R se tiene que las inclusiones

(a) R C By(P{M?(Q),C571@) y
(b) Q C By(Py*(R), C57R),

valen para cualquier par de funciones punto central Piﬁ PJQ(R

DEMOSTRACION. Debido a la simetria entre las inclusiones (a) y (b), basta con pro-
bar una de ellas. Probamos (a). Sea (Q,R) € R y fijemos PY*Y | una funcién punto

central. Denotemos con z¢ la imégen del cubo diddico () via la funcién 7317 Q)

, esto es,
rQ = Py 1(Q)(Q). Notemos que como Q y R, las clausuras de los cubos diddicos Q y R re-
spectivamente, son conjuntos cerrados y acotados entonces de (e4) existen puntos T € @
v 7 € R tales que d(x 7) = d(Q, R) < C§7' (@) Por otro lado, de (e3) y por ser 0 < § < 1
tenemos que §71F) < §71@-C De las tltimas dos desigualdades y (d.5) obtenemos la

inclusién en (a). En efecto, si z € R, entonces

d(z,zg) < d(z2,7)+d¥y,z)+d(T, xq)
< (4a307C + C 4 2a,)67@

donde ay es la constante en la cota para el radio exterior de los cubos diadicos dada en
(d.5). O
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PROPOSICION 5.4. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo con Dy y Dy dos famil-
ias diddicas en la clase $) (5). Sea R C Dy x Dy una relacion tal que las condiciones (e3) y
(e4) valen para alguna constante positiva y finita C. Entonces, existe otra constante positi-
va y finita Cy tal que #({R € Dy : (Q,R) € M}) < C y#({Q € D1 : (Q, R) € M}) < (4,
para todo cubo diddico Q € Dy y todo cubo diddico R € Dy respectivamente.

DEMOSTRACION. Probemos la primer estimacién. Sea @ un cubo diddico en la fa-
milia D;. Definimos, para cada entero j, el conjunto V(Q,j) = {R € D, : (Q,R) €
Ry J(R) = j}. Notemos que {R € D, : (Q,R) € R} = U;ezV(@, 7). Més atin,
de la condicién (e3) tenemos que si |j — J1(Q)| > C entonces V(Q,j) = (. Por lo
tanto bastard con probar que existe una constante C’, independiente de ) y j, tal
que si |j — J1(Q)] < C entonces #(V(Q,)) < C. Para tal fin, fijemos una funcién

) Dy — X. De la Proposicion 2.15 tenemos que el conjunto

punto central Py>"
E = {PS""(R) : (Q,R) € R} es 0,67 -disperso. Como 0 < § < 1, de (e3) ten-
emos que §72(F) > §C§71(Q) v entonces E es a;0°071(@-disperso. Del lema anterior se
sigue que E C By(PYY(Q), Ca169671@), donde €' = C'/a,6¢ y C como en dicho lema.
Sea N la constante de homogeneidad del espacio (X, d, ) y m el primer entero positivo
tal que C' < 2™. De la definicién de C, la eleccién de m y el Teorema 1.3 obtenemos
que #(E) = #(E N By(P{D(Q),2ma,6¢67(@)) < N™. Puesto que la preimagen del
conjunto E via la funcién Py>%, (PQMR)> B (E), es V(Q,j) v toda funcién punto central
es inyectiva, tenemos que #(V(Q, 7)) < N™. La demostracién de la otra estimacién se

obtiene de manera analoga fijando un cubo diddico R € D, y estimando, igual que antes,

En diversas ocasiones la condicién (e4) debera cambiarse por una condicién maés re-

strictiva con respecto a la distancia. Tal condicién esta contenida en la siguiente definicion.

DEFINICION 5.5. Familias diddicas rigidamente equivalentes. Decimos que dos
familias diddicas D; y Dy en la clase 2 (§) en un espacio de tipo homogéneo (X, d, 1)
son rigidamente equivalentes, brevemente D; &~ Ds, si existe un entero positivo n y una
relacién R C 251 X 252 tal que

(¢1) para cada cubo diddico Q € D; existe un cubo diddico R € D, tal que (Q, R) €
R;

(é2) para cada cubo diddico R € D, existe un cubo diddico Q € D; tal que (Q,R) €
R;

(€3) |71(Q) — Jo(R)| < n, para todo (Q, R) € R;

(é4) para todo (@, R) € R existen dos cubos diddicos Q" € Dfl(QH” y R € DgQ(RH"
tales que Q@ UR C QN R.
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La denominacién rigidamente equivalentes viene sugerida por el inciso (b) en el sigu-

iente resultado.

PROPOSICION 5.6. Sean (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo y Dy y Do dos familias
diddicas en la clase D (5). Sea ademds R C Dy x Dy una relacion que satisface (el) a
(e4) con constante n. Entonces

(a) Dy ~ Dy

(b) para todo par (Q, R) € R se tiene que C(Q)NC(R) # 0, donde C(Q) y C(R) son

los cuadrantes asociados a Q) y R respectivamente;

(c) existen dos constantes positivas y finitas c1 y co tales que c1u(Q) < u(Q N R) <

cop(Q), para todo par (Q, R) € R;
(d) existen dos constantes positivas y finitas cs3 y ¢4 tales que cspu(R) < p(Q NR) <
cyi(R), para todo par (Q, R) € *R.

DEMOSTRACION. Para probar (a) notemos que (é7) implica (ei), i = 1,2, 3, 4. Por otro
lado, si (Q, R) € fR, de (e4) y la definicién de cuadrante tenemos que Q' U R C C(Q) y
Q UR CC(R), lo cual demuestra (b). Dada la simetrfa entre las propiedades (c) y (d)
s6lo tenemos que probar una de ellas. Probamos (c). Sea (Q, R) € Ry sea Q' € DI(@+n
el cubo diddico dado por (é4). Aplicando n veces la propiedad (d.8) obtenemos que
w(Q) < C"u(Q"), donde C' es la constante en (d.8). De ésta tltima desigualdad y dado
que Q" € Q N R C Q concluimos la prueba de (¢) con ¢; = C™" y ¢y = 1. O

5.2. Equivalencia en I con w e Ay, 1 <p < oo

En esta seccién probaremos que sistemas de tipo Haar asociados a dos familias diddicas
D1 v Ds, equivalentes en el sentido de la Definicion 5.1, son equivalentes. La equivalencia
de tales sistemas sera abordada en el contexto de espacios de Lebesgue pesados L? con
weAyl<p<oo.

En lo que sigue vamos a suponer dadas dos familias diddicas D; = |J jEZD{ y Dy =
U;ezD3 en %) (5) sobre X. Denotaremos con @ los elementos de Dy, con R aquellos en
Dy, y con J; la funcién en (d.8) para D;,i = 1, 2.

Introducimos ahora algo méas de notacién. Sean Hy = {h} y Hy = {¢} dos sistemas
de Haar asociados D; y D, respectivamente, con Dy ~ D,. Sean Q(h) v R(¢) los cubos
diddicos en (h.1) (ver Capitulo 4) para h € H; y @ € H, respectivamente. Diremos que
U es una funcién seleccién en Hs asociada a R si U : H; — H, v para toda h € H; se
tiene que (Q(h), R(¥(h))) € R. Aqui R denota la relacién dada por la equivalencia de las
familias diddicas D; y D,. Notemos que de las propiedades de YR todas estas funciones

selecciéon estan conectando wavelets de un sistema con el otro de manera que tengan
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soportes similares en escala y localizacién. Denotaremos con S 2 el conjunto de todas tales
funciones seleccién. Diremos ademads que h € 'H; y ¢ € Hy estan S o-relacionadas si existe
U € S5 tal que U(h) = 1. Simétricamente decimos que una funcién b : Hy — H; es
una funcién seleccién en H; asociada a R~ si (Q(h(v)), R(v)) € R. Con Sy; denotamos
el conjunto de todas tales funciones seleccion.

El siguiente teorema es un resultado para espacios de Lebesgue LP(X, u),1 < p < oo

que sera una consecuencia inmediata del Teorema 5.9 que probaremos luego.

TEOREMA 5.7. Sean Dy y Dy dos familias diddicas sobre (X, d, 1) tales que Dy ~ Ds.
Sean Hy y Hsy dos sistemas de Haar asociados a Dy y Dy respectivamente. Entonces, para

cada R C Dy x Dy como en la Definicion 5.1, existe una constante positiva C' tal que las

desigualdades

(5.1) Dbl < Do ME(R)
heF p heF p

Y

(5.2) Yot < O[> wb)
PeG » PeG »

valen para todo par de subconjuntos finitos F' de Hy y G de Hs, toda eleccion de sucesiones
(Anth e ™Hy)y(vy ¢ € Ha) de niimeros reales y todo par de funciones seleccion U € Sy 5
y b € Sa1 asociadas a *R.

Notemos que si existe ¥ € S;2 tal que U es uno a uno y sobre, usando (5.2) con

h = U~! obtenemos el resultado contenido en el siguiente enunciado.

COROLARIO 5.8. Sean 'H; y Ha dados como en el Teorema 5.7. Asumamos que en Sy o
existe una funcion seleccion W que es uno a uno y sobre. Entonces existen dos constantes

positivas Cy y Cy tal que las desigualdades

> Ak > A(h)

heF heF

<

4 < Oy

Z uh

heF

p p p
valen para todo subconjunto finito F' de Hy y toda sucecion (A, : h € Hy) de nimeros

reales.

La situacion dada en el corolario anterior se aplica para el caso de diferentes sistemas
de Haar construidos sobre los cubos diddicos usuales en espacios euclideos. Mas atin, como
veremos luego, esto vale para dos sistemas de Haar construidos sobre dos diferentes, pero

equivalentes, familias diddicas de Christ sobre las mismas ¢’ —redes.
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Describimos ahora el resultado contenido en el Corolario 5.8 en términos de la nocién
usual de equivalencia de vectores en un espacio de Banach. Sea B; cualquier sucesion
conteniendo una vez cada elemento de Hi, en otras palabras, By = (hy : k € ZT)
con hy # hjsik # jy Hi = {hy : k € Z"}. Una vez elegida la sucecién B;, con
By = (¢, = V(hg) : k € ZT), tenemos que Hy = {¢y : k € ZT}, que ¢y, Ay sik #jy

que B y B, son equivalentes en el sentido de [38]. En otras palabras

S Neu S et > A

kel keF keF

Ch < < Oy

p p p

para todo subconjunto finito F' de Z" y cualquier sucesién de escalares (A : k € Z7).

El rol que juegan las propiedades (e3) y (e4) es crucial. En efecto, es bien conocido
(ver [38]) que una particular permutacion del sistema de Haar no es equivalente al sistema
de Haar mismo.

Por otro lado, puesto que nuestra herramienta béasica, la desigualdad vectorial de
Fefferman-Stein para el operador maximal de Hardy-Littlewood, es valida sobre espacios
de Lebesgue pesados y puesto que también se tiene la caracterizacion de tales espacios
con pesos de Muckenhoupt, podemos obtener la siguiente extension pesada del Teorema
5.7.

TEOREMA 5.9. Sean Dy y Dy dos familias diddicas sobre (X, d, 1) tales que Dy ~ Ds.
Sean Hy y Hs dos sistemas de Haar asociados a Dy y Dy respectivamente. Sea w un peso
en la clase de Muckenhoupt A,, 1 < p < co. Entonces, para cada R C D, x Dy como en

la Definicion 5.1, existe una constante positiva C tal que las desigualdades

(5.3) > Ak < Do MT(n)
heF pw heF pw

Y

(5.4) vl < O wh)
PeG paw PeG pw

valen para todo par de subconjuntos finitos F' de Hy y G de Hs, toda eleccion de sucesiones
(An:h €M)y (vy: ¢ € He) de nimeros reales y todo par de funciones seleccion ¥ € Sy o
y b € Sa1 asociadas *R.

Notemos que ahora el Teorema 5.7 sigue del Teorema 5.9 con w = 1.

Para probar el Teorema 5.9 usaremos los siguientes dos lemas técnicos. El primero de
ellos da una comparacién de los valores maximos de dos funciones de Haar. El segundo
contiene una consecuencia geométrica elemental de la propiedad de duplicacion escrita

en términos del operador maximal de Hardy-Litllewood.
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LEMA 5.10. Sean Dy y Dy dos familias diddicas sobre (X, d, ) tales que Dy ~ Ds.
Sean Hy y Hay dos sistemas de Haar asociados a Dy y Dy respectivamente. Entonces, para
cada R C Dy x Dy como en la Definicion 5.1, existen dos constantes positivas ¢ y C' tales
que
(5.5) c < e < C,

191

para toda funcion h € Hy y toda ¥ € Hy con (Q(h), R(Y)) € fR.

LEMA 5.11. Para toda eleccion de constantes positivas aq, o, iz con aq < Q, existe
otra constante 3 > 1, que depende solo de «;,i = 1,2,3 y las constantes geométricas tal

que la desigualdad
XB(y,r)(l‘) = ﬁM(XB(z,R))(x)

vale para todo x € X, todo par de radios v y R con a; < % < ag y todo y,z € X con
d(y, z) < agr.

Usaremos los lemas anteriores para la demostracion del Teorema 5.9 y luego daremos
la prueba de los mismos. Notemos antes que para los elementos h en cualquier sistema
de tipo Haar H se tiene la siguiente propiedad

(h.6') Para cada h € H existen dos bolas B.(h) C B*(h) con radios comparables tales
que [|hllooX 5, o () < [R(2)] < [[AllcoX pe (2) para todo punto x € X.
En efecto, de (h.6) (ver Capitulo 4) tenemos que

1Plloox () < [A(2)] < [[hllooX gqn (2)

para todo punto 2 € X y algtin cubo diddico Q" € O(Q(h)), donde Q(h) es el cubo dado
en la condicién (h.1) de la definicién de sistema de Haar para la funcién h € H. Luego,

de la Proposicién 2.13 inciso (b), existen dos constantes positivas ¢ y C' tales que
B(y,cd’) € Q € Q(h) C B(y,Cd),

para algiin y € X y cierto j € Z. Asf, (h.6') vale tomando B,(h) = B(y,c’) y B*(h) =
B(y, C¢).

Demostracion del Teorema 5.9. Observemos que es suficiente probar una de las
desigualdades deseadas. Probaremos (5.7). Primero notemos que, como ambas familias
diddicas D; y D, pertenecen a D (8) y (e3) y (e4) valen, la propiedad (h.6) para las dos
funciones de Haar h y W(h) correspondientes a H; y Ha respectivamente con ¥ € S,
involucra bolas que estan todas en las condiciones del Lema 5.11. En otras palabras, las
cuatro bolas B, (h), B*(h), B.(¥(h))yB*(¥(h)) tienen radios comparables y la distancia
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de un centro a otro esta acotada por una constante veces cualquiera de los radios de la
bolas.

Sean F' C H finito, ¥ € S12 y (A,) una sucesién de escalares. Para evitar inter-
rumpir en la siguiente cadena de siete desigualdades involucradas en la prueba de (5.7),
describimos ahora los argumentos usados en cada una de ellas. En la primera aplicamos
el Teorema 4.5 con f = >, pAph. En la segunda usamos la cota superior en (h.6').
La tercera proviene de la cota superior para la desigualdad en el Lema 5.10. La cuarta
estd basada en el Lema 5.11 y la homogeneidad positiva del operador maximal de Hardy-
Littlewood. La quinta no es mas que la desigualdad de Fefferman-Stein con r = 2. La

. . / 214 . .z
sexta es la cota inferior en (h.6 ). La dltima es nuevamente una aplicacién del Teorema

4.5 para f = > A\U(h).
heF

Z)\hh

1/2
<C (Z A2 |h]2>
p,w

heF heF -
1/2
<o) (S ke
heF
p,w
1/2

<C <Z Ah !\‘I’(h)l\ioXB*<h)>

heF

p,w
)\ 172

<c (Z M (O 190 e X )| )

heF

p,w
1/2

<C <Z )‘i% H\I](h)HZOXB*(\II(h)))

heF

p,w
1/2

< | (x wor)

heF

p,w
< C DM T(h)
heF paw
Las constantes en las desigualdades anteriores pueden diferir de una linea a otra. O

Ahora probamos los Lemas 5.10 y 5.11.
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Demostracién del Lema 5.10. De (h.5) (ver Capitulo 4) aplicado al sistema H;
tenemos que la norma L™ de la funcién de Haar h es equivalente a u(Q(h))~'/2. Para
H, en cambio, |[1)||s es del orden de p(R(w))~/2. Puesto que todas las constantes en
estas equivalencias dependen sélo de las constantes geométricas y las dos familias Dy y
D, estéan relacionadas por R, obtenemos la equivalencia deseada de ||h||oo ¥ ||#||oo cuando
(Q(h), R(v)) € R, con constantes independientes de h y 1. O

Demostraciéon del Lema 5.11. Notemos primero que no tenemos nada que probar
cuando z & B(y,r) puesto que en tal caso el lado izquierdo de la desigualdad deseada se
anula. Asumiendo que x € B(y,r), tenemos que B(z, R) C B(x,vr) con v = as + a3+ 1.

En efecto, si u € B(z, R) entonces

d(u,z) < d(u,z)+d(z,y) +d(y,x)

< R+4azr+r < gr

Por lo tanto

Moo @) > MBEANNBER) (B R)
B(z,R) =

p(B(x,7r))  u(B(,7))

Puesto que B(z,yr) C B(z, Z—ZR), de la propiedad de duplicacién para g finalizamos

la prueba del Lema. O

5.3. Equivalencia en L? con w € AE, l<p<ox

En esta seccion estudiaremos la equivalencia en L? de ciertos sistemas de tipo Haar
asociados a familias diddicas que sean equivalentes en el sentido de la Definicién 5.5 con
w e Af, 1 < p < oo. Dado un sistema diddico D, recordemos que O(Q) = {Q" € DI+ :
Q C Q) para Q € Di y j € Z. Diremos que el cubo @ € D es el primer ancestro de Q'
si Q€ 0Q).

Centraremos nuestra atencién sobre una clase particular de sistemas de tipo Haar
que pasamos a definir a continuacién. Sea D una familia diddica sobre (X,d,u), D €
% (4). En la presente seccién consideraremos sistemas de tipo Haar H de funciones reales

simples de Borel h sobre X satisfaciendo las siguientes condiciones.

(h.1) Para cada h € H existe un tnico j € Z y un cubo Q = Q(h) € D’ tal que
{z € X :h(x) # 0} = UQ/E(Q(Q) Q', y esta propiedad no vale para cualquier otro
cubo en DIt Mds aiin, cada funcion h es constante en cada cubo Q" € O(Q(h)).
(h.2) Para todo Q € D existen ezactamente Mo = #(O(Q)) — 1 > 1 funciones h € H
tales que (ﬁ]) vale. Escribiremos Hq para denotar el conjunto de todas estas

funciones h.
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(h.3) Para cada h € H tenemos que Jx hdp = 0.

(714) Para cada Q € D escribamos Vo para denotar el espacio de todas las fun-
ciones sobre Q que son constantes sobre cada Q € O(Q). Entonces el sistema

~ {(u(g% } UHg es una base ortonormal para V.

(h.5) Eziste una constante positiva y finita C' tal que la desigualdad |h(z)| < Clh(y)]

vale para casi todo par de puntos x ey en Q(h) y toda funcion h € H.

Notemos primero que tales sistemas asociados a D tienen condiciones mas restrictivas
que las consideradas en el Capitulo 4. En efecto, aquellas wavelets de Haar pueden anu-
larse en uno o varios de los cubos hijos de su soporte esencial. Ahora, la propiedad (iLf)' )
induce una situacion que luce mas similar al caso clésico euclideo donde el valor absoluto
de las funciones basicas es uno. No es dificil ver que la mayoria de las bases ortonormales
de Vi que contienen a la funcién (u(g% satisfacen (h.5) en el sentido que (h.5) es una
propiedad genérica de los sistemas de tipo Haar.

El siguiente resultado sera crucial para la demostracion del principal resultado de la

presente seccién

LEMA 5.12. Sea H un sistema de tipo Haar asociado a D que satisface (h.1) a (h.5).
Entonces existen dos constantes positivas y finitas ¢; y co tales que las desigualdades

< |W@)] <

p(@Q(h)) #(Q(h))

valen para toda funcion h € H y para casi todo x € Q(h).

DEMOSTRACION. Sea h una funcién en H como en el enunciado del lema. De (l~14 )y
(h.1) obtenemos que existe una familia finita de escalares {ag : Q' € 0(Q(h))} tal que
M) = T ag, v

Q'€0(Q(h))
(5.6) hliex, = D laglPu(@)=1.
Q'€0(Q(h))
Luego, puesto que |ag|*u(Q) < Y |ag [2u(Q") para todo @ € O(Q(h)), obtenemos,

Q' €0(Q(h))
de la propiedad de duplicacion, la cota superior.

Sea Q € O(Q(h)) fijo. De (h.5), tenemos que lagy| < Clag| para todo Q" € O(Q(h)).

Entonces, de (5.6) obtenemos que
1< C?u(@Q(h))]agl?,
donde C es la constante dada por (55) Por lo tanto, la cota inferior vale con ¢; =

1
—_— U
G/ 1(Q(R)))
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Para lo que sigue sean Hy = {h} y Hy = {9} dos sistemas de tipo Haar que satisfacen
(71.1 )a (Bb' ), asociados a las familias diddicas D; y D, respectivamente. Supongamos que
Dy = Ds. Esto es, Dy y D; son equivalentes en el sentido de la Definicién 5.5. Sean Q(h)
y R(1) los cubos diddicos en (h.1) para h € Hy y 1 € Hy respectivamente. Diremos
que ¥ es una funcién seleccién en H, asociada a la relacién R dada por la equivalencia
Dy =~ DysiV:Hy — Hyy para toda h € H; tenemos que (Q(h), R(V(h))) € A.
Notemos que de las propiedades de R, todas estas funciones seleccién estan conectando
wavelets de un sistema a otro que tienen soportes similares en escala y los soportes espa-
ciales se intersectan. Denotaremos por S; 2 al conjunto de todas estas funciones selecion.
Simétricamente diremos que una funcion b : Hy — H; es una funcién seleccién en H;
asociada a R™! si (Q(h(v)), R()) € R. Con S,; denotamos el conjunto de todas tales
funciones seleccién.

El principal resultado de la presente seccién estd contenido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 5.13. Sean Dy y Dy dos familias diddicas sobre (X, d, p) tales que Dy ~
Dy. Sean Hi y Ho dos sistemas de tipo Haar asociados a Dy y Do respectivamente que
satisfacen (h.1) a (h.5). Entonces, para cada relacion R C Dy x Dy como en la Definicidn
5.5 y para cada eleccion de pesos w; € Afi,i = 1,2, emisten dos constantes positivas
Ci,t = 1,2, dependiendo de las constantes Al?i del peso w; tales que para todo par de
subconjuntos finitos F' de Hy y G de Ha, toda eleccion de suseciones (N, : h € Hy) y
(vy = € Hy) de nimeros reales y toda dupla de funciones seleccion ¥ € S5 y b € Sz

asociadas a R tenemos las desiqualdades

(5.7) > Ak < O Do au(h)
heF w1 heF Pt

y

(5.8) |va < G th(@b)‘
YeG paws PYeG P2

Notemos que si existe ¥ € S5 que sea uno a uno y sobreyectiva, usando (5.8) con

h = UL obtenemos el resultado contenido en el siguiente enunciado.

COROLARIO 5.14. Sean Dy, D,, Hi y Hs como en el Teorema 5.13. Asumamos que
en 812 existe una funcion seleccion W que es uno a uno y sobre. Entonces, para cada

w e Afl N A}D)?, 1 < p < o0, existen dos constantes positivas C7 y Cy tales que

> Ak > (R > Ak

heF heF heF

(5.9) Ch < < O

p’w p7w p’w
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valen para todo subconjunto finito F' de Hy y toda sucesion (A, : h € Hy) de nimeros

reales.

Notemos que, puesto que la condicién de Muckenhoupt A, sobre la familia de las

d-bolas en X es més fuerte que cualquier condicién AE, entonces Az?l N A;b 2 A,. Por

lo tanto A" N AP? es no trivial y las desigualdades (5.9) valen para los pesos A,. Por
otro lado, puesto que diferentes sistemas de tipo Haar satisfaciendo (h.1) a (h.5) pueden

ser construidos sobre una misma estructura diddica subyacente D, las desigualdades (5.9)

D
D

Por 1ltimo, puede ocurrir que dos sistemas diadicos diferentes generen los mismos pesos

valen para tales sistemas de Haar con w € A, el cual es usualmente mayor que A,.
diddicos. En otras palabras, es posible producir dos sistemas diadicos D; y Dy en R con
D, # D, pero Afl = A52 # A,. En efecto, atin en el contexto general, sélo necesitamos

la siguiente propiedad: eziste una constante positiva C' tal que

(a) para todo cubo Q) € Dy existe un cubo R € Dy tal que Q@ C R y p(Q) < Cu(R);
(b) para todo cubo R € Dy existe un cubo @ € Dy tal que R C Q and u(R) < Cu(Q).

Para demostrar el Teorema 5.13 utilizaremos la caracterizacién de los espacios de
Lebesgue pesados (con pesos diddicos) via los coeficientes de Haar, la versién diddica de

la desigualdad de Fefferman-Stein dada en el Capitulo 3 y el siguiente resultado:

TEOREMA 5.15. Sean (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo y D;, i = 1,2 dos
familias diddicas en la clase ® (§) tal que Dy ~ D,. Entonces existe una constante positiva

C' tal que para todo par (Q, R) € R vale que

(a) XQ(I) < OMDl(XR)(I) )

(b) Xg(x) < CMp,(X,)(2),
para todo x € X, donde R es la relacion dada en la Definicion 5.5 para las familias D;,
1=1,2.

DEMOSTRACION. Por simetria, basta probar una de las dos estimaciones. Probamos
(a). Dado que (Q,R) € R, de la condicién (e4) en la Definicién 5.5 para las familias
D;, i = 1,2, existe un cubo diddico Q" € D‘ljl(QH" tal que Q" C Q N R. Luego, de la
condicién (d.8) para Dy tenemos que u(Q') < u(Q) < Cu(Q"), para alguna constante C
independiente de los cubos Q y Q. Por lo tanto, para todo z € Q se tiene que

|

Mp, (xr)(x) = Qef)?ﬁe@ m/@)ﬂ%du
w(@NR) _ w(@)

W@ @ =
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.13. Las cadenas de desigualdades para obtener
(5.7) y (5.8) son esencialmente las mismas que las de la prueba del Teorema 5.9. La prin-
cipal diferencia radica en el uso del Lema 5.12 y en el hecho que los operadores maximales
involucrados son Mp, para (5.7) y Mp, para (5.8). Damos una breve descripcion de la
prueba de (5.7).

Primero notemos que de la Definicién 5.5, existen dos constantes positivas ¢y C tales

que

(5.10) cu(R(¥)) < u(Q(h)) < Cu(R()),
para toda h € H; y toda ¢ € Hsy con (Q(h), R(¢)) € R.

Sean F' un subconjunto finito de Hy, ¥ € Si5 y sea (A, : h € H;) una sucesién de

escalares. De (5.10) y el Lema 5.12 tenemos que las desigualdades

(5.11) };Airhw < ;Aimmm
3 ) 1
< ;h;%mxw)(m)
y
(5-12) ;Aim)(mwh))(‘r) < heZF)‘i|\II(h)(x>|2a

valen para casi todo punto x € X. Aplicando la caracterizacién via coeficientes de Haar de
los espacios de Lebesgue pesados con pesos diadicos para el sistema Hy, las desigualdades
(5.11), el Teorema 5.15, la desigualdad de Fefferman-Stein diddica, la desigualdad (5.12)
y nuevamente la caracterizacion via coeficientes de Haar de los espacios de Lebesgue

pesados con pesos diadicos para el sistema Hs, tenemos que

ZAhh

heF

heF

1/2
<C (Z Y yh|2>
p,w1

W1 N
1
¢ D h T ST o ARW(R))
: Z[M (A ) )]

< C

> A U(h)

heF

?

p,w1
donde la constante C' puede variar de una linea a otra pero independientemente de la

funcién h en F. U
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5.4. Estabilidad de los cubos de Christ

Finalizamos el capitulo estudiando la estabilidad de la construccién de Christ. Como
ya hemos mencionado, el mismo algoritmo de construccion de Christ sobre una sucesién
fija de d’-redes produce en general diferentes familias diddicas. En efecto, usando la
notacién del Teorema 2.25 en el Capitulo 2, podemos ver que el indice [ € K;_; provisto
por () puede no ser la tinica seleccién para [y en el caso (b) del algoritmo de construccién
del orden parcial <. Esto permite una gran diversidad de 6rdenes parciales en Qs que
se traduce en una gran diversidad de familias diddicas sobre las mismas redes fijas. Nos
proponemos demostrar que tales familias diddicas son rigidamente equivalentes en el
sentido de la Definicién 5.5. Para ello, notemos que el caso (a) en I) estd dando la tnica

rigidez del orden parcial < que es reflejado en la siguiente propiedad de la familia Oj.

(7) Para cada (j, k) € A existe al menos un u € K4 tal que (j + 1,u) < (j, k) para
todo orden parcial < € O.

En efecto, puesto que 6 < 1/2, de la maximalidad de la §’*'-red Nj 1, para cada
(j,k) € A existe un 2/t € Njy, tal que d(zit!,z]) < &1 < & Del algoritmo de
construccién del orden parcial < obtenemos que (j + 1,u) = (j,k) para todo orden
parcial <. Puesto que el indice u € K1 en () puede no ser tnico, seleccionamos uno de
ellos, digamos u = b(j, k). Diremos que ‘T]b—(;lk:) es el primogénito de 317?C En lo que sigue,
dados D; = D<,, donde =; € O, denotaremos con D; la familia con descendencia no
trivial para D;, con () los elementos Qi de la familia Dy, con R aquellos cubos diadicos
R{; en la familia Dy y con J; la funcién dada en (d.13) para D;.

El siguiente lema sera una herramienta central para demostrar que la construccién de
Christ induce familias diddicas rigidamente equivalentes sobre redes fijas de puntos. Para
J € Z, usaremos la notacién QJ ~ Ri si existe un punto z € X tal que B(z,ad’ ™) C

QN Ri, donde a es la constante en (2.5) para la construccién de los cubos de Christ.

LEMA 5.16. Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y D; = D<,, i = 1,2 dos
familias diddicas inducidas por los drdenes parciales =; en Os con 0 < § < 1/2. Entones

(1) para todo Q) € D, existe R}, € Dy tal que Ri ~ Q)

(2) para todo R), € Dy existe ), € Dy tal que Q) ~ RI.

DEMOSTRACION. Sea () € D;. Para el indice (j,k) € A pueden ocurrir los dos
siguientes casos.

(i) R ¢ Ds.
Supongamos primero que ocurre (i). De la definicién de cubo de Christ (2.5) para los

6rdenes <;,i = 1,2 y de () tenemos que existe (j + 1,s) € A tal que (j + 1,5) =;
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(j,k),i = 1,2. Por lo tanto QJ*! C Q] y RI*' C RI. Por otro lado, de la definicién
de cubo de Christ (2.5) para los pardmetros de nivel posicién (j + 1,s) tenemos que
B(xI*' ad’t) C Qit' N RITY C Q) N RJ, donde a es la constante en (2.5). Luego,
tomando u = k tenemos (1) para el caso (i).

Supongamos ahora que ocurre el caso (ii). Consideremos los conjuntos V;(j, k), i = 1,2
de los puntos en X que son descendientes inmediatos de 317?g en los ordenes =;. Esto
es, Vi(j, k) = {xIth € N1 (4 + 1,1) =i (4,k)}. Es claro de (2.5) y del hecho de que
Rl ¢ Dy, que #(V1)(j, k) > 1 and #(Va(4, k)) = 1. Por lo tanto, V; (5, k) \ Va(j, k) # 0. En
efecto, si V1(j, k) \ Va(j, k) = 0, entonces 1 = #(Va2(j, k)) > #(V1(j, k)) > 1. Denotemos
con 2*! cualquier elemento en Vi (7, k) \ Va(j, k). Como (A, =3) es un arbol, de (a2)
en la construccién de Christ en el capitulo 2 tenemos que existe (j,u) € A tal que
(7 +1,8) 25 (J,u). Sea x%lu) el primogénito asociado a (j,u) € A. De (y) y por ser
(7 + 1,5) =1 (j,k) obtenemos que zI™! # a:{jz;lu) Por lo tanto #(Va(j,u)) > 1y esto
implica que R/ € Dy. Luego, como (5 + 1,s) =; (j, k), i = 1,2, de la definicién de cubos
de Christ (2.5) tenemos que B(xi*!, ad’*') C QI N RI*T C @) N R}, donde a es la
constante en (2.5). Esto concluye la prueba de (1). De manera andloga, intercambiando

los roles entre <; y <5 se obtiene (2). O

Del lema anterior podemos probar la estabilidad en la construccién de Christ en el

sentido que indica el siguiente resultado.

TEOREMA 5.17. Sean (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo y sean =<1 y =5 dos
ordenes parciales en Ogs con 0 < § < 1/2. Entonces Dy y Dy son rigidamente equivalentes,
donde D; = D<,,1 = 1,2. Esto es, D; = Ds.

DEMOSTRACION. La demostracién es una consecuencia inmediata de (1) y (2) en el

lema anterior. En efecto, consideremos R el subconjunto de D; x Dy definido como

wn= J U @=r)IUlU U @&
Ql€D1 Ry:RL~Q, R}€Ds Q1:Ql~R],

Claramente R satisface (e1) y (€2) en la Definicién 5.5.

Mostramos ahora que (¢4) también vale. Sean (QL, R)) € Ry (j + 1,5) € A tal que
B(xI*' ad’™) C QL N Ri. De la Proposicién 2.15 sabemos que el conjunto {z}" :
m € Z,0 € K.} es denso en X. Luego, existen dos enteros positivos [y y n tales
que d(z] ", 2t < apdTt < @’T” donde asy es la constante en (d.5) para Dy
y Ds. Entonces Q""" U RIM"™ C B(ad*!, ad’*!) C @) N Ri. En efecto, para cada

j+1+n j+1+n
z € Q) U Ry, tenemos que

d(z,2l") < d(z 2] +d(ag 2T
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< 2a907 T < g7t

Por lo tanto (e4) en la Definicién 5.5 vale con constante n. Es claro que este mismo valor

n sirve para que (e3) valga. Luego, D; ~ D;. O



CAPITULO 6

Incondicionalidad del sistema de Haar en Espacios de Hardy

diadicos

La teoria de espacios de Hardy sobre contextos no isotropicos y sobre espacios no
euclideos no es nueva. Calderén y Torchinsky [16] iniciaron el estudio de espacios de
Hardy sobre R™ con dilataciones anisotrépicas. Macias y Segovia en [44] y Coifmann y
Weiss en [21] estudian los espacios de Hardy en el contexto general de espacio de tipo
homogéneo. En 1980 L. Carleson estudia la existencia de bases incondicionales sobre
el espacio de Hardy H'(R"), [19]. Méas precisamente, da explicitamente una base de
wavelets que es incondicional en H'(R™). En la prueba dada en [19] la regularidad de
las funciones bésicas es crucial. En los libros [34] y [55] se dan condiciones sobre las
wavelets para la incondicionalidad en H!(R™). Estas condiciones estdn dadas en términos
de la regularidad de las funciones que forman la base de wavelet y por lo tanto la misma
prueba no vale en el contexto didadico para wavelets de Haar en R"™. En este capitulo
probaremos que los sistemas de tipo Haar H son bases incondicionales para el espacio de
Hardy diddico atémico HP, en el contexto general de espacios de tipo homogéneo. Cémo
una consecuencia, obtendremos una nueva tacnica para la prueba de la incondicionalidad
de los sistemas de Haar en los espacios de Lebesgue. Los resultados principales de este
capitulo, contenidos en [7], han sido aceptados para publicar en Rocky Mountain Journal
of Mathematics. Es importante destacar aqui que en [25] los autores prueban que la base
usual de Haar en el contexto euclideo es una base incondicional en el espacio de Hardy
diadico pesado Hgy(w) para todo 0 < p < 1y todo peso w € A% usando un enfoque
maximal para la definiciéon de espacio de Hardy. Nuestra prueba parte de un enfoque
atémico para la definiciéon de espacio de Hardy y por lo tanto, para el caso particular
de R" y w = 1, obtenemos una nueva prueba del resultado en [25]. Para un estudio
detallado de los espacios de Hardy y Hardy diddicos en el contexto euclideo puede verse
[41]. El presente capitulo estd organizado como sigue. En la Seccién 1 introducimos los
espacios de Hardy diddicos en nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo.
Para tal fin seguimos [21] (ver también [55] para el caso euclideo). En la misma seccién
definimos los espacios BM OE para 1 < p < oo, denominados espacios de oscilacion p-

media acotada sobre X, y damos la dualidad BMOP — HP como en [21] para el contexto

71
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general de espacio de tipo homogéneo. La Seccion 2 esta dedicada a abordar el problema

de la incondicionalidad de los sistemas de tipo Haar sobre HP.

6.1. Espacios de Hardy y BMO diadicos

Introducimos primero los espacios de Hardy diddicos HP sobre espacios de tipo ho-
mogéneo (X,d, u) siguiendo las lineas en [21] (ver [55] para el caso euclideo) para los
espacios de Hardy H; sobre espacios métricos con medida. Comenzamos dando la defini-

cién de atomo diddico asociado a una familia diddica D en la clase B (6).

DEFINICION 6.1. Sea D una familia diddica en la clase @(5). Para 1 < ¢ < oo diremos
que una funcion a definida sobre X es un ¢-atomo diadico asociado a D, brevemente que
a € A, p, si existe un cubo diddico () en D tal que

(a1) sop (a(2)) € Q.
(a2) [y a(z)du(z) = 0.
(83) flall oy < (@) 7" siq <00y llallzeqxyy < (@) siq = oo

Los espacios Hf”D sobre (X, d, i) se definen como sigue.

DEFINICION 6.2. Sea D una familia diddica en la clase ®(d). Para 1 < ¢ < oo
definimos el espacio Hf’D como el espacio vectorial de todas las funciones f sobre X,
identificando aquellas que son iguales en casi todo punto con respecto a u, que pueden
ser escritas como
(6.1) f= Z An @, con Z |An| < o0,

nezZ+t nezZt

donde a,, € A, p para cada n y la convergencia es en la norma L'(X, p).

s D . ,
Para cada funcién f en H{"" definimos el nimero

|||f|||1,q,D:mf{Z Ml <00t f=)" N an, aneAq,D}.

neZt nezZt

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la Definicién 6.1.

PROPOSICION 6.3. Sea D una familia diddica en la clase ® (3).
1. 811 < q1 < g2 < o0, entonces Agyp € Ay p. Mds ain, si 1 <qg<ooya=a(r)
es un g-dtomo diddico, entonces ||a||p1(x ) < 1.
2. Para cada 1 < q1 < qu < oo tenemos que H®P(X,d, ) C H®P(X,d, p) y

LAzt cenm < 111
3. ||I||1qp €s una norma y (qu’p, H"’Hl,q,D) es un espacio de Banach, para cada

1,¢1,D S‘Hf“hng-

1 <qg< 0.
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Para lo que sigue, necesitamos la definicién de una cadena de espacios en dualidad
con los espacios Hf’D. El espacio BM Of de todas las funciones f de oscilacion p-media
acotada, 1 < p < o0, se define como BMOY = {f : || f|l., < oo}, donde

1 1/p
. :sup(—/ F) - 1 ”d/w‘)
£ 1o sup \ ) QI() ol"du(z)
vy fo= m S 0 fdu. Puesto que cada cubo diadico ) en D es un espacio de tipo homogéneo

con constante de duplicaciéon uniforme, siguiendo las lineas de la prueba del Teorema 6.16
en [55] podemos probar la siguiente version diddica de la desigualdad de John-Nirenberg

para nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo.

TEOREMA 6.4. Sea D una familia diddica en la clase ® (5). Entonces existen dos
constantes positivas Cy y Cy tales que para toda funcion f € BMOP, todo cubo diddico

Q €D ytodot>0 tenemos la siguiente desigualdad

__Cat
pH{ze@:|f(z)— fol >1t}) < Cip(Q)e Vit
COROLARIO 6.5. Sean D una familia diddica en la clase @(6) y1<p< oo. Entonces

existe una constante positiva C' tal que para cada funcion f € BMOpD tenemos que

[fllex < A fllsp < ClFlln-

Cualquiera de las normas equivalentes ||.||., serd denotada por |.||gyor. La prueba
de la dualidad entre los espacios de Hardy y BMO dada en [21] puede ser adaptada muy
facilmente a nuestro contexto diadico sobre espacio de tipo homogéneo, considerando

cubos diddicos en lugar de bolas, para obtener el siguiente resultado.

TEOREMA 6.6. Sea D una familia diddica en la clase @ (5). Para 1 < q < oo los
espacios HY® coinciden y las normas |||.|||Lq.p son todas equivalentes. Este tinico espacio
serd denotado por HP y cualquiera de las normas |||.|||1.4p serd denotada por |||.|||1p-
También vale que (HP)*, el espacio dual de HP, es BMOP en el sentido que para cada
funcional lineal y continuo ¢ sobre HP existe una tnica (salvo por funciones que son
constantes sobre cada cuadrante) funcién b € BMOP tal que si f es cualquier suma
finita de dtomos tenemos que o(f) = fX bfdu y que la norma BMOP de b y la del

funcional ¢ son equivalentes.

6.2. Incondicionalidad de los sistemas de Haar en HP
El principal resultado en este capitulo esta contenido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 6.7. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema de
Haar asociado a la familia diddica D en la clase ® (5). Entonces el sistema H es una

base incondicional de HY .
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Notemos que, con el Teorema 6.7, la teoria L? para cualquier sistema H, interpo-
lacién y dualidad, obtenemos otra técnica para la prueba de la incondicionalidad de H
en LP(X, 1), 1 < p < oco. En efecto, como en la prueba del Teorema 6.23 en [55] podemos
obtener un teorema de interpolacién desde los espacios de Hardy diadicos en espacios de
tipo homogéneo. Luego, para cada 1 < p < 2 y cada conjunto finito F' C H tenemos, del

Teorema 6.7 y por interpolacién que la siguiente desigualdad

1> < > hllexg < ClIfllerx,

heF

vale para toda funcién f € £P(X, p), donde < f,h >= [ fhdp.

Para la prueba del Teorema 6.7, debemos mostrar los siguientes tres hechos basicos

para H.

(i1) Los operadores Y ,.r < f,h > h estdn uniformemente acotados sobre H{ con F
variando sobre los conjuntos finitos de H.

(i2) Cada h € H define, por medio de h*(f) =< f, h >, un funcional lineal y continuo
sobre HP y para cada h y h en H vale que h*(h) = 0sih # h y h*(ﬁ) =1si
h=h.

(i3) Las combinaciones lineales de los elementos de H son densas en HP.

Comenzamos probando (il) para atomos diddicos.

PROPOSICION 6.8. Sea H un sistema de tipo Haar asociado a una familia diddica
D en la clase D (5). Entonces para cada oo-dtomo diddico a y para cada conjunto finito

F C'H tenemos que

Y <ah>h

heF

<1

1,D

DEMOSTRACION. Sea F' un subconjunto finito de H y sea a un oo-dtomo diddico.
Escribiremos (), para denotar el cubo diadico en la Definiciéon 6.1 para el atomo diddico
a. Sea jo € Z tal que Q, € D®. Sean Fy = {h € F : Q(h) € DI.j < jo} y F» =
{he F:Q(h) € D,j > jy}, donde Q(h) es el cubo en D dado en (h.1). Comenzamos
considerando h € Fy. Puesto que @, y Q(h) son cubos diddicos en la familia diddica D,
de (d.4) y la definicién de F; obtenemos que Q, € Q(h) o Q,(Q(h) = 0. Claramente,
si Q. Q(h) = 0 entonces < a,h >= 0. Si Q, C Q(h) entonces, de (h.4), tenemos que h

es constante, ¢, en el cubo diddico @,. Luego, de (a2), obtenemos que

<a,h> = / a(z)h(z)dp(z)

a
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= c/ a(x)dp(x)
= c/ a(z)dp(x) = 0.
X

Por lo tanto

Y <a,h>h=0.
heF,;

Estimamos ahora |HZheF2 <a,h> hmlD. Sea f(z) = > hep < @, h > h(z). De (h.3)

tenemos que
(6.2) ﬂ@w@y:z:<%h>AﬁQMM@::o

Por otro lado, de la Proposicién 6.3, a es un 2-atomo diadico. Probaremos que f es también
un 2-dtomo diddico. En efecto, por ser H una base ortonormal de L?(X, 11), la identidad

de Parseval, la desigualdad de Bessel y la definicién de 2-dtomo diddico obtenemos que

2
2
(6.3) e,y = (D) <ah>h
heFs LQ(X,,u)
= > [<ah>P
hely
< lalZay < —
PO = 1(Qa)

(6.4)

Notemos que, de (d.4) y la definicién de F; tenemos que Q(h) € Q, 0 Q. Q(h) = 0,
para cualquier h € F,. Como antes, si Q(h)[)Qa. = 0 tenemos que < a,h >= 0. Si
Q(h) C Q, entonces de (h.1) obtenemos que h(x) = 0 para todo punto = ¢ Q,. Luego,

(6.5) sop(f) € Qa-

Por lo tanto, de (6.2), (6.3) y (6.5) obtenemos que f es un 2-dtomo diddico y entonces
I flllip < 1. Ast

Y <ah>h

heF

<1

1,D

i

Es bien conocido (ver [14] y [45]) que en general no basta con verificar que un operador
es acotado sobre atomos para concluir que se extiende acotadamente a todo el espacio de
Hardy. Sin embargo, como el siguiente resultado muestra, esta es la situacién en nuestro

caso.
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TEOREMA 6.9. Sea H un sistema de Haar asociado a la familia diddica D en la clase
) (5). Entonces existe una constante positiva C tal que para cada conjunto finito F C 'H

se tiene que

Y < fh>h

heF

<Al D

1,D

para toda funcién f € HP.

DEMOSTRACION. Notemos primero quesif € HP entonces < f, h > est4 bien definido
para toda funcuén h € H. En efecto, f € LY(X,u) y h € L>®(X,u) para cada h €
‘H. Luego, el resultado es una consecuencia de la Proposicién 6.8 y los dos siguientes

enunciados.

(1) Si(an:n €Z") C Awpy (Mn:n € Z") C Rson tales que D .. || < 00,

entonces
<Y A h>= " < Myag, h>,
nezZ+t nezt
para toda funcién h € H.
(2) Para toda funcién f € HP con f =5

‘H tenemos que

> <Z<an,h>>h:2<z )\n<an,h>>h,

nezZt heF heF \neZ%t

nezt Anln y cada subconjunto finito F' de

donde consideramos la convergencia en el sentido de la norma L'(X, ).

Tomemos f € HP, y supongamos que (1) y (2) valen. Para cada ¢ > 0, de la definicién
de HP, tenemos que f =Y .. An(€)an(e), donde (ay(e) : n € Z%) C Axp, (Aule) :

n€ZT) CRcon )z |Ma(e)] < ooy [l[fllhp+& =2z [An(e)]-
Sea I’ un subconjunto finito de H. De (1) y (2) tenemos que

Y o< fh>h = > > < M(e)an(e),h>h

heF heF neZ+

= > > < Mle)an(e),h > h,

neZt helF

en el sentido de la norma L'(X, u). Luego, de la Proposicién 6.8 obtenemos que

Y <fh>h = 1)) < M@)an(e), h>h
heF 1,D neZ+ heF 1,D
< ST IMENDC < anle),h > h
neZ+ hel 1,D
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< CY )

neZ+

CllIANp + Ce,

N

para cada € > 0. Por lo tanto

Y <fh>h

heF

< CllfMp -
1,D

Demostremos ahora (1). Sea f € HP, f = > A,a, donde a, € A, p para cada n. Sea
nezZt

Sy =N  A\.a,. Entonces || f — Snllz1(x,u) — 0 cuando n — oo. Luego,

Z<)\an,h>—<z/\an,h> < A, h >

nezZt n>N
S /

S
< N = Snllrxw Pl 2o (x dp)-

|h|dp

n>N

Por lo tanto, puesto que h € L*(X,du) para cada h € H, (1) vale. Para la prueba
de (2), tomamos f € HP, f = Y. Aa, donde a, € A, p para cada n. Sean Zy =

nezt
SN oA (Yher < @n,h>)hy Sy = SN Antn. Mostraremos que si N tiende e a oo

entonces Zy — >, < f,h > h en el sentido de la norma L'(X, ;1). En efecto,

/yZN_Z<f,h>h\du < Z/|<SN—f,h>thdu
X

hel heFl
< Y Ikl #(QR)) < Sy — f.h >

hel
< 1Sy = Fllwrem O IRIZ m(Q(R).

heF

g

Ahora probaremos (i2). Fijemos h € Hy f = Y, 7+ Aan € HP, con a, € Axp
para cada n. La linealidad de h* es una consecuencia trivial de linealidad de la integral.
Puesto que [y |a,|dp < 1 para todo n y puesto que h € L>(X,u) para cada h € H,

obtenemos que

| <fh>]| =

(Z A an) du

neZ+

e 3 / Aallanldy

neZ*

IN
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< lhlle D Al
nezt

Por lo tanto | < f,h > | < ||hll|llf|||l1.p- Por otro lado, por ser H base ortonormal de
L*(X, ) tenemos que h*(h) =0si h# hy h*(h) = 1 si h = h.

Para probar (i3) usaremos el siguiente resultado. En lo que sigue diremos que una
funcion es un atomo diadico si es un g-atomo diddico para algin 1 < ¢ < co y denotaremos
con V al conjunto de todas aquellas funciones g en HP que son combinacién lineal finita

de atomos diadicos.

LEMA 6.10. Sea D una familia diddica en la clase ® (5). Entonces

(a) g — > hep < g.h > h pertenece a V para todo conjunto finito ' C H y toda
funcion g € V;
(b) V es denso en HP.

DEMOSTRACION. Sélo tenemos que probar (a) ya que el enunciado (b) es una fécil
consecuencia de la defincién de HP. Sean F un subconjunto finito de H y g € V. Es decir,
g = D ner Anln con #(I) < ooy a, dtomo diddico para cada n € I. De la linealidad de

la integral se tiene que

9—Sr(g) =) (Anan =) < Ann, b > h) .

nel heF

h es un 2-atomo

Por otro lado, notemos que si h € H, entonces la funcién ¢ = e
2

m
diddico. En efecto, de (h.1) tenemos que sop(p) = sop(h) C Q(h), de (h.3) la integral

sobre el espacio X de la funcién ¢ es nula y de (h.4) tenemos

h 1
lelle = | —~7|| = T
w(@Ch))z ||, Q)2
Por lo tanto ¢ € Ay p. Luego, para cada n € [ se tiene que
! h
< Ay, h > h = < Ay h(Q(h))2 > —.
2 2 TETE
Es decir, ), . < Anan, h > h es una combinacién lineal finita de 2-dtomos con lo cual
g— Sr(g) € V. O

Usaremos también el bien conocido hecho que la norma de un elemento f en un espacio
de Banach B puede ser calculada como la menor cota superior de las evaluaciones ¢( f)
para ¢ € B* con ||¢|| = 1.

Ahora probaremos (i3), es decir, la densidad de las combinaciones lineales de los

elementos de H en HP. Para cada entero positivo M definimos la familia Fy; = {F C
H : #(F) = M} y los operadores actuando sobre H{ como Sp(f) =Y ,cp < frh > h
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para F' € Fy vy M € ZF. Mostraremos que para cada f € HP y cada ¢ > 0 existe un
entero positivo M, y un conjunto F. € Fyy, tal que ||| f—Sg (f)||l.p < €. Del Teorema 6.9,
obtenemos que |||Sr(f)|/l1p < C|||f|ll1,p para alguna constante positiva C' independiente
de F € Fyyyde M € Z*. Sea C' = sup{||Sp|| : F € Far, M € Z*}. Sean f una funcién
en HP y e > 0 dados. De (b) en el Lema 6.10 existe una funcién g € V tal que

6.6 f—yg <

(6.6 I1F = gllhip < 5

Ademds, existen un entero positivo M., y un conjunto F, , € Fyy, , tal que
2¢

(6.7) g = Sk, (@lllp < i3

En efecto, de (a) en el Lema 6.10 obtenemos que g — Sp(g) pertenece a V para cada
conjunto finito F' C H. Luego, de la observacién anterior sobre la norma de un elemento
en un espacio de Banach via dualidad y el Teorema 6.6 tenemos que para cada F' € F),

y M € Z* existe una funcién ¢, € BMOP tal que ||l¢, .|lsmor =1y

(6.8) llg =Skl p <

19
~S du| + ——.
X(g r(9))e, du o

Puesto que g — Sr(g) pertenece a V y supp(h) C Q(h) donde Q(h) es la clausura de
Q(h), es claro que existen un conjunto de indices finito I C Z* y una familia {Q,, : n € I}

de cubos diddicos disjuntos en D tales que

/X(g — Sr(9))p, rdp| =

donde ¢, . = (x uan )go . Notemos que puesto que ¢ . € BM OP, entonces para alguna

(6.9) X(g — Sr(9))9, rdp|,

constante C, con n € I obtenemos que

1/2
10, ll2cx = Z(/ \sOgF\du)

nel
Z( 6,5 = Ch |2du)1/2+ ( / |0n|2d;») 1/2)
” Qn
_ 1/2 2 12 1/2
Z :U’ QTL ) |309,F Cn| dlu’ + C?’L/’I’(QTL)

nel
< Z (H%,F”BMOD + Cn) 1(Qn )1/2 < 0.

nel
Por lo tanto ¢, , € L*(X, i). Luego, puesto que [, S¢(9)¢, .dp = [ 9S¢(@, ,.)dp, de la

desigualdad de Schwartz tenemos que

/X (9 — Se(9))d, vdu

IN

/ g(¢g,F - SF(¢5F)dM‘
X
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< gllzecxwll®, » — Sr(®, pllL20x 1)

para cada F' € Fyp; y cada M € Z*. Asi, puesto que H es una base ortonormal de

L*(X, p), existen un entero positivo M., y un conjunto F. , € Fu., tales que

g
||¢g,p - SFE,Q(QSg,F) ||L2(X,M

) < = )
191l 22(x,) (C + 3)
lo cual prueba que (6.7) vale. Luego, de (6.6) y (6.7) obtenemos que

If =Sk, (Dllho - < If = gllhio +llg = Se, (Do + 115k, (9 = Hlllp

3e
< ag tllISe, 0= Do
3e
< =5t ISnlllg = fllho <=

Esto prueba que las combinaciones lineales de elementos de H son densas en HP lo cual

concluye la prueba del Teorema 6.7.



CAPITULO 7

Caracterizaciones de espacios de tipo Lipschitz

A lo largo de este capitulo trataremos con tres tipos, en principio diferentes, de regu-
laridad a de funciones reales definidas sobre un espacio de tipo homogéneo (X, d, ). El
parametro de regularidad « serd siempre positivo. Los resultados del presente capitulo
estan contenidos en [6].

En [43], Macias y Segovia introducen, en el contexto de espacio de tipo homogéneo,
las clases de funciones de tipo Campanato definidas en [18] para el caso euclideo. Ellos
prueban que bajo la condicion de normalidad sobre el espacio, estas clases son exacta-
mente los clasicos espacios Lipschitz. Introducimos ahora estas dos clases de funciones
Lipschitz.

Definimos el espacio Lipschitz de orden «, Lip(«), como el espacio de las funciones f

definidas sobre X tales que existe una constante C' > 0 tal que

|f(x) = fy)] < Cd(z,y)”

para todo par de puntos x,y € X. Denotaremos por ||f||zip@) €l infimo de todas las

posibles constantes C', que resulta una seminorma en Lip(«).

q
loc

Para 1 < ¢ < oo, una funcion f en L] (X, ) se dice que pertenece al espacio Lip(a, q)

si existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

1/q
(7.1) (ﬁ e —mB<f>|Qdu<x>) < Cr(B)”

vale para toda bola B en X, donde r(B) es el radio de By mp(f) = ﬁ [ fdp. Con
| f1| Lip(a,q) denotamos el infimo de aquellas constantes C'.

Destacamos aqui que nuestra definiciéon de Lip(«, q) coincide con la clase Lip(«, q)
en [43] s6lo cuando (X, d, 1) es normal en el sentido que la medida de cualquier bola es
comparable a su radio. Es facil ver que Lip(«) implica Lip(a, q) y uno de los principales
resultados en [43] es la reciproca. Mostraremos que ambos, Lip(«) y Lip(c, q) tienen la
misma descripcion en términos de wavelets de Haar construidas sobre alguna clase amplia

de familias diadicas. El siguiente resultado es el primer paso en esa direccion.

81
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TEOREMA 7.1. Sean (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo y f € Lip(a,2). Entonces
la desigualdad

< >l = | [ fha] < W linioss r(B)" (B
vale para toda funcion h y toda bola B = B(z,r(B)) tales que

(i) [y hdp =0;
(i) [ IhPdi =1y
(i1i) {x € X : h(z) # 0} C B.

DEMOSTRACION. Sean f € Lip(«,2) y h una funcién que satisface (i) a (iii). De (i)

y (iii) tenemos que

/X F@)h(@)du(z) = / (f(2) — ms(f)) h(x)dp(x).

De la desigualdad de Hélder, (ii) y el hecho que f € Lip(a,2) obtenemos que

/X f@)h(@)dp()| < / (@) — mp(f)] |h(x)] du(z)

(/ /(@) — ms(D duz >)l/2
< up 1/2( = /|f D inte))

S HfHLlpoz2),U(B 1/2 B)a.

VAN

O

Notemos que en el contexto euclideo, cualquier wavelet localizada satisface las propiedades
(i) a (iii). Estamos interesados en un reciproco del teorema previo en términos de fun-
ciones de tipo Haar.

En el caso euclideo R", la clase de todas las traslaciones arbitrarias de los cubos
diddicos usuales Qi =TI, Ii,, con k=(ki,...k,) €2, j €Ly I = k277, (ki+1)279),
tiene una importante propiedad que llamaremos separadora. En efecto, es facil ver que
dados dos puntos diferentes x e y en R", existen 2z € R", j € Z y k€ Z" tal que ambos,
x e y pertenecen a dos subcubos diferentes z + Q?fl y 2+ Qfg Yde z + Qé y 277 es
comparable con |z — y|.

En la seccion que sigue se dard la definicion precisa de clases separadoras donde pro-
baremos también su existencia en nuestro contexto general de espacio de tipo homogéneo.

Sea S una clase de familias diddicas D en 2 (J). Escribimos H para denotar el
conjunto de todas las funciones de Haar h que pertenecen a algin sistema de Haar Hp

asociado a algin D €S. Definimos ahora nuestra tercer clase de funciones tipo Lipschitz.
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Una funcién f € L} .(X,d, ) se dice que pertenece a la clase de Carleson C (Oz, S ) si
existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

(7.2) < fh>| < C diam(Qn)* 1(Qn)',

vale para toda h €H, donde @}, es el menor cubo diddico conteniendo al conjunto {x €
X :h(z) # 0} y diam(E) = sup{d(z,y) : x € E,y € E}.
Los principales resultados del presente capitulo estan contenidos en los siguientes

enunciados.

TEOREMA 7.2. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo. Sea S una clase sepa-
radora de familias diddicas sobre X . Entonces C(Oé, S)Q Lip(a) en el sentido que en la

clase de Lebesgue de cada funcion en C(a,S) existe una funcon en Lip(«).

TEOREMA 7.3. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo. Existen clases separadoras

en ® (5) para § suficientemente chico.

Agrupando los resultados contenidos en los Teoremas 7.1, 7.2 y 7.3 tenemos el siguiente

enunciado el cual contiene al Teorema 5 en [43].

TEOREMA 7.4. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo.
Lip(a) = Lip(a, q) = C(a,S)
para todo 1 < g < 0o y toda clase separadora S.

Con casi las mismas pruebas, los anteriores resultados pueden extenderse a modulos de
continuidad ¢(t) méas generales que t* (ver [4]). Con las obvias definiciones, con respecto

a Lip(a) como Lip(p) con p(t) = t*, tenemos que

Lip(p) € Lip(e,q) € C(¥,S) C Lip(x))

donde 9 (t) = 01 “’(:) ds, suponiendo que ¢ : RT — RT es una funcién no decreciente

y tal que fol @dt < 00. Todas estas clases son las mismas cuando ¥ (t) < C¢(t) para

alguna constante C'.

7.1. Clases separadoras de familias diadicas

Resultados como el que nos proponemos en este capitulo son validos para transfor-
madas de wavelets continuas sobre el contexto euclideo (ver [35], [52], [4] v [23]). En
nuestro contexto no tenemos estructura algebraica a disposicién que nos permita hablar
de traslaciones continuas. La siguiente definicién tiene por finalidad reemplazar esta li-

mitacion.
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DEFINICION 7.5. Clase separadora en 3 (J). Decimos que una clase de familias
diddicas S C B () separa puntos de X, o que es una clase separadora, si para todo par
de puntos distintos z e y en X existe D €8 tal que existe un cubo diddico @ en D que

verifica

(sl) z e y pertenecen a Q;
(s2) existen dos cubos diddicos diferentes entre si @, y @, en O(Q) tal que z € Q, e

Y€ Qy;
(s3) existen dos constantes positivas ¢; y ¢y tales que c107@ < d(z,y) < 207 (@),

Con el objetivo de probar el Teorema 7.3 usaremos la construccién de cubos diddicos
dada por M. Christ en [20]. La técnica de tal construccién serd de importancia para
nuestro fin y por lo tanto damos aqui una breve descripcion siguiendo la notacién intro-
ducida en el Capitulo 2 cuando desarrollamos la construccién de Christ. Para € > 0, N,
es una e-red en X si V. es un subconjunto e-disperso maximal de X. Esto es, d(z,2') > ¢
para todo x,2’ € N con & # 2/ y si E es cualquier otro conjunto de X que contenga
estrictamente a N entonces existen y,3’ € E con y # ¢’ tal que d(y,y’) < . En lo que
sigue usaremos la notacion NV, = {x;, : k € K(e)} para denotar los elementos de la e-red
N, donde K () es un intervalo inicial de los enteros positivos, el cual puede coincidir con
el conjunto total Z* de enteros positivos. Para un ¢ positivo fijo, las anteriores consid-
eraciones con € = ¢/, j € Z, nos dan una sucesién de ¢’-redes N; = {zlcfC k€ K,}, donde
K; = K(¢7). Sobre el conjunto A = {(j, k) : j € Z and k € K;}, M. Christ introduce una
estructura de arbol controlada por la estructura métrica sobre X. Remarcamos aqui que
la construccién dada en [20] no necesita de ninguna propiedad de encaje de las sucesiones
N de ¢7-redes. El orden parcial < sobre A definido en [20] el cual otorga la estructura

de arbol sobre A satisface las siguientes dos propiedades basicas,

(a) sid(x],z] ") < % entonces (j, k) <X (j — 1,1),
(b) si (j,k) < (4 — 1,1), entonces d(z], )~ ") < 6.

Para una sucesion de ¢/-redes, Nj,d > 0, diremos que tal orden pertenece a la clase
Os, brevemente, < € Os.

El cubo diddico de Christ al nivel j localizado en k € K se define como

(7.3) QL = U B(z},ad").

(D) =2(j:k)

La familia de todos estos cubos Qi satisfacen la Definicién 2.3 de familia diddica para
valores pequenos de las constantes positivas 0 y a, donde podemos elegir como punto

central el punto x = 7.
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Los conjuntos Qi seran llamados los cubos diadicos asociados a 31:?€ € N;. La familia
D~ de todos estos @7, forman los cubos de Christ asociados a la familia {N; : j € Z} de
§-redes NV, j € Z y al orden <. Notemos que de (7.3) tenemos que

(7.4) si (i,1) < (j, k) entonces Qi C Q1.
Los siguientes lemas seran nuestras herramientas claves para probar el Teorema 7.3.

LEMA 7.6. Sea Nj, j € Z una sucesion de 6’-redes en X con § < 1/2 y sea D< los
cubos de Christ asociados a la familia {N; : j € Z} y al orden < en Os. Asumamos que
para algin jo € Z, k € Kj,—1 y k' e K, +1 tenemos que :cff’l = x?}“ € Njy—1 N Njo11-

Entonces existe s € K}, tal que
(o + LK) = (o s) = (o — L. k).

DEMOSTRACION. Sea =< un orden sobre A = {(j,k) : j € Z,k € K;} en O;. Sea
(jo, s) el tinico elemento en A para el cual (jo+1,k") < (jo, s). Para obtener el lema todo
lo que tenemos que mostrar es que necesariamente (jo, s) < (jo — 1, k). En efecto, de (b)

tenemos que

Jjo—1
Jjo+1 _j 1
d(zy o)) <6 < 5
Puesto que el lado izquierdo es también d(wgo,xio_l), (a) muestra que (jo,s) = (jo —
1 k). 0

Como ya hemos observado, la construccion de Christ no necesita de propiedades de
encaje de las redes Nj. Este hecho nos permitird construir una sucecién particular N
de §’—redes asociadas a dos puntos diferentes e y en X. Pongamos N para denotar
cualquier sucesién (N, : j € Z) de ¢’—redes con z = 3:]1 € Nj si j es impar y con

y =) € Nj sij es par.

LEMA 7.7. Sean x e y dos puntos distintos en X y sea 0 < d < 1/2 dado. Sea < un
orden en Qs inducido por la sucesion N definida anteriormente. Entonces existe i € 7
tal que la familia diddica D< satisface

(1) Q"' € Qi

(2) existe s € Kiy1,s # 1, tal que Q1P C QU C Q1

(3) ad™ < d(z,y) < ayd’, donde a es la constante en (7.3) y ao es la constante en

(d.5).
DEMOSTRACION. Sean x e y dos puntos en X con x # y. Sea jy € Z tal que
(7.5) St < 2d(z,y) < 6.

Sea < en Os un orden asociado a N.
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Sea

. { jot1 i QPP C QP
g if QPP g P
Chequeamos ahora que este valor de i satisface (1),(2) y (3). Comenzamos verificando
(1). Sii = jo+ 1, este es el caso cuando Q™ C Q"' entonces no hay nada que probar
puesto que Q7 = QP y Qi = Q. Por otro lado, si i = jo, de (7.5) y (a) tenemos
que (jo +1,1) < (jo, 1), por lo tanto de (7.4) tenemos que Q! = Q¥+ C QP = Q.
Puesto que 2} = '™ € N; N N, aplicando el Lemma 7.6 tenemos que existe

s € K;;4 tal que
(7.6) (t+2,1) =2 (1 +1,s) =2 (i,1).

Entonces, de (7.4) tenemos que Q'™ C Q™! C Q. Por lo tanto, para chequear (2) sélo
necesitamos mostrar que s # 1. Si i = j, entonces Q1" € Q'*!, asi que s # 1 en este
caso. Por otro lado, notemos que puesto que § < 1/2, tenemos que §70+2 < §otl /2 <
d(z,y) = d(x°"® "), Entonces, de (b) obtenemos que (jo +3,1) Z (jo +2,1); esto es
(i+2,1) A (i+1,1) cuando i = jy + 1. Ahora de (7.6) tenemos que s # 1 también en el
caso © = jo + 1.

Finalmente veremos que (3) vale. Notemos que de (1), (d.5) and (7.3) tenemos que

€ B(xi,a00"). Luego, d(x,y) = d(xi™,2%) < ayd’. Por otro lado, tenemos que
e Qi y 2t = 27 € QU donde s # 1 es el entero en (2). Ademas, de (d.1),
tenemos que Q7™ N QLM = 0. Por lo tanto d(z,y) = d(27™, z}) > ad™*. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.3. Probaremos que para todo par de puntos z e
y en X con x # y existe una familia diddica D(,,) = D< para algin orden = asociado a
N tal que (s1) a (s3) valen. Luego, tomando S = {D(,,) : =,y € X,z # y} obtendremos
el resultado.

Sean z e y dos puntos en X con x # y y sean i y s los enteros provistos por el
Lema 7.7 asociado a la familia N de 67 —redes. Asumamos que i = 2u para algtin u € Z.
Consideremos los cubos diddicos Q, = Q7™,Q, = Q' y Q = Q. De (1) y (2) en el
Lema 7.7, la definicién de cubo diddico dada por (7.3) y (d.1), obtenemos (s1) y (s2).
Finalmente de (3) en el Lema 7.7 obtenemos que d(z,y) es comparable con §7(?) lo cual

nos da (s3). El caso en el cual i es impar se prueba de manera similar. O

7.2. Caracterizacion via coeficientes de Haar

En lo que sigue denotamos con H al conjunto de todas las funciones de Haar h que

pertenecen a algin sistema de Haar Hp asociado con alguna familia diddica D € S para
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alguna clase separadora S. Dados D en D(8), Q € Dy Q € O(Q), decimos que la

funcién

(W) @)\
(7.7) hQ,Q’_(u(Q)u(Q’)) X (M(Q)M(Q\Q)) ad

pertenece a 7p. Es importante destacar que cuando el proceso de ortonormalizacién de

=

Grahm-Schmidt es aplicado a la funciones caracteristicas de Q y #0O(Q) — 1 cubos Q"
en O(Q), el primer elemento en Hg (ver (h.4)) pertenece a Tp. Por lo tanto, para cada
clase separadora S tenemos que
U7 ch
DeS
El siguiente enunciado contiene las principales herramientas que usaremos en la prueba

del Teorema 7.2.

PROPOSICION 7.8. Sean f una funcién localmente integrable sobre X y D una familia
diddica en © (5). Entonces

(1) para todo Q € D y todo Q' € O(Q) se tiene que

ma(f) = mor ()] = M2 gy (1) = mepr ()]
(2) para todo Q € D y toda funcidn hog € Tp, se tiene que

/ I\ 1/2
< fohoo >| = (M(Q >:(<C§2)\Q)) ‘mQ'(f) _mQ\Q'(f)"

DEMOSTRACION. Notemos que si Q = Q" entonces la igualdad en ( ) es trivial. Por

otro lado, puesto que para @ € D se tiene < 1 ﬁ) @) = “(Q(\Q)? obtenemos que

w@")
1
g (1) =mol) = |1y | st o [ o [
- ](M 1) @ mg (1) =L g (1)
_ M“?WQ‘mQ 1) = mogr ()]
y (1) vale.
La prueba de (2) es una consecuencia de (7.7). O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.2. La prueba de este teorema sigue la linea del
caso de la recta real dado en [4]. Las principales herramientas son el Teorema de difer-
enciacién de Lebesgue y la Proposicién 7.8. Sea S una clase separadora en 2 (4) y sea f

una funcién en C(Cv, S ) Probaremos que f es igual u—casi en todo punto a una funcién
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Lip(«). Sean = e y dos puntos en X tales que x # y y ambos son puntos de Lebesgue de
f. Puesto que S es una clase separadora en (J), existen D € S, Q € Dy Q.,Q, en
O(Q) tales que (s1) a (s3) en la Definicién 7.5 valen.

Consideremos las dos sucesiones (Q, : n € Zg) y (R, : n € Z) de cubos diddicos
definidos de la siguiente manera. Para n = 0 definimos )y = (). Para n = 1 definimos
Q1 = Q.. En general, para cada entero n > 2, tomamos Q,, € O(Q,_,) tal que = € Q,
donde @, es la clausura de Q,. Notemos que de (d.2) los cubos diddicos Q, estdn bien
definidos para cada n. Analogamente definimos Ry = @}, Ry = (), y en general, para
cada entero n > 2, R, € O(R,_1) tal que y € R,. Es importante observar que, por la
construccién de estas sucesiones y puesto que Q; N R; = (0, entonces @, N R, = () para
todo entero positivo n.

Asociado con la sucesiones (Q, : n € Z3) y (R, : n € ZJ) consideramos las dos
siguientes sucesiones (h, : n € ZJ) v (hy : n € ZF) de funciones test de tipo Haar en

T p. Para cada n € Z§ tomamos h, = hg, g,y ¥ hn = hg, r,., como en (7.7). Luego,
[f(@) = fy)l < 1f(@) = mqu(f) = F(y) + mr, ()] + [may(f) —mag,(f)|
k k-1
+ Z ‘sz(f) - in—l(f)| + Z |mRz<f) - mRH—l(f)‘
i=1 1=0

= I+I1T+1IT+1V.

Puesto que Q9 = Ry = @, tenemos que Il = 0. Para I, puesto que ambos x e y son
puntos de diferenciacion para f, podemos elegir k suficientemente grande de manera tal
que I < d(z,y)* Aqui hemos usado el Teorema de diferenciacién de Lebesgue a través
de conjuntos diddicos el cual puede ser aplicado debido al control mérico de tales cubos.
(ver [3]).

Puesto que II1 y IV son similares sélo trabajamos con III. Si Q);_1 = (; entonces

tenemos que |mg,(f) — mq,_,(f)| = 0. Pongamos I, = {i € Z* : Q;_; € D}. Entonces,

111 = Z ‘sz(f) _in—l(f)|'

i€ly
De la Proposicién 7.8 y (d.9) tenemos que

WQ(Zé—lz_\?z) |MQl(f) — in—l\Qi(f)‘

(g”éfl) IRELECITE

/X F(2hioa(2)dp(z)|

|sz(f> - in—l(f)‘

< Cu(@)?
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para todo ¢ € I;. Entonces, de (7.2) y (d.9) obtenemos que
Ima,(f) —mq,_, (/)] < Cu(@)™"? diam(Q;1)*(Qi-1)"/?
< C diam(Q;-1)",
para todo ¢ € I;.
Notemos que, puesto que Q € DY@ tenemos que Q,, pertenece a DI @+ para cada

n € Z7. Luego, de (d.5) tenemos que diam(Q,) estd acotado por axd”(@*" para cada
n € Zg . Ahora, puesto que 0 < § < 1y a > 0 tenemos que

II1 < CY diam(Qi-1)"

i€ly
< (GQ)QCZ((SJ(Q)—H_I)Q
i€l
< (a2)°C(879)" ) (071)" < (ar)°C (8719)"

i€Zt
Por otro lado, puesto que la familia diddica D pertenece a la clase separadora S en 3 (9),

de (s3) tenemos que (6*7 (Q))a < Cd(z,y)®. Similarmente, usando h.,, tenemos que
IV < Cd(x,y)~.

Por lo tanto
|f(x) = f(y)] < Cd(z, )7,

para casi todo = e y en X. Luego, redefiniendo la funcion f sobre un conjunto de medida

nula, tenemos que f € Lip(«). O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.4. Primeros notemos que para toda bola B en X

y todo punto z en B tenemos que la desigualdad

w8 ([ 176 - manran) ) <2( [ 1) - s an: >)I/q,

vale para cada 1 < ¢ < oo.

Luego, si f € Lip(a), obtenemos que

([ 17 = matspant: >)1/q </ d(z,xwmz))w

< 2 diam(B)* u(B)Y1,

para toda bola B en X y por lo tanto f € Lip(a,q), 1 < g < co. Ahora probaremos que
Lip(a,q),1 < g < oo implica C(a, S) para toda clase separadora & en 2 (6). Es facil
ver, de la desigualdad de Holder, que Lip(«, ¢),1 < g < oo implica Lip(c, 1). Por lo tanto
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sélo tenemos que probar que Lip(a, 1) implica C(Oz, S). Notemos que si f € Lip(a, 1)
entonces la desigualdad

(7.9) / (@) — mo(f)|du(z) < C diam(Q)°

vale para todo cubo diddico Q en D y toda familiadiddica D en (). En efecto, si j € Z
v @ es un cubo diddico en D7 entonces de (d.5) y la propiedad de duplicacién para la

medida p tenemos que existen constantes positivas Cy y Cy tales que

Cip(By) < p(Q) < Cop(BY),
donde B, = B(z,%¢’), B* = B(z, 2a2<5j) para algin = € Q. Luego

/ (@) — mo(f)ldu(z) < / fla D+ [ms- () — mo(f)ldu(z)

< / 1 () |dp(x)
< 202 / | f(@) —mp-(f)|du(z)
- 2@(2@& < C(diam(Q))",

con lo cual (7.9) vale.
Consideremos ahora & una clase separadora en D (§) y h € 7 p. De (h.1), (h.3), la
cota para la norma infinito de h dada por ||h||s < Cu(Q(h))™"? y la desigualdad (7.9)

tenemos que

< f,h>] =

/Q (f(2) — mo, () h(z)du(z)
< / 1£(2) = mo, (F)] 1h(2)] dp(2)

< Cu(@Qu) /Q F(2) — ma, (F)] diu(2)

< O diam(Qn)™ u(Qn)"?,

lo cual implica que f € C (Oz, S ) Finalmente, del Teorema 7.2 tenemos la inclusion
C(a, S) C Lip(a) y esto finalia la demostracion. O



CAPITULO 8

Sistemas de Haar en Espacios de Lorentz

La caracterizacion de espacios de funciones via coeficientes de wavelets y la incondi-
cionalidad de tales bases para estos espacios son dos de las mas importantes propiedades
de las wavelets en el contexto euclideo. La naturaleza de los espacios de funciones y las
propiedades particulares de las wavelets pueden ser muy variadas. En el contexto general
de espacios métricos con medida (X, d, ), las funciones de Haar son el ejemplo bésico de
sistema de wavelet ortonormal en L2 Dada la discontinuidad de las funciones de Haar,
estos sistemas s6lo pueden ser bases, en el sentido de Schauder, de espacios de funciones
sin regularidad en el sentido cldsico. Este es el caso de los espacios de Lebesgue. En [2],
los autores introducen sistemas de Haar asociados con los cubos diddicos de Christ [20] y
demuestran que tales sistemas son bases incondicionales para espacios de Lebesgue pesa-
dos. Mas atun, ellos dan una caracterizacion de tales espacios via coeficientes de Haar. El
propésito de este capitulo es considerar el caso de los espacios de Lorentz. Precisamente,
vamos a caracterizar los espacios LP? a travéz de los coeficientes de Haar y mostraremos la
incondicionalidad de tales sistemas en estos espacios cuando 1 < p, ¢ < oco. Las principales
herramientas son, la técnica de extrapolacién de Rubio de Francia como ha sido general-
izada en [22] y los resultados de caracterizacion e incondicionalidad dados en el Capitulo
4 para los espacios de Lebesgue pesados. Los resultados principales de este capitulo han
sido aceptados para su piblicacién en la revista de la Unién Matematica Argentina (ver
[46]). Es importante destacar que resultados similares en espacios euclideos estdn en [48]

desde un punto de vista diferente.

8.1. Espacios de Lorentz

En esta seccién recordaremos brevemente la teoria basica de espacios de Lorentz sobre
espacios de medida (X, ) tales que p es una medida o-finita. Restringiremos nuestra
atencién sélo a la escala de espacios LPY con 1 < p,q < oo. Un estudio detallado de
estos espacios se puede encontrar en [36] y [39] (ver también [32] o [13] para un enfoque
desde el punto de vista de espacios de Banach de funciones). Dada una funcién medible
a valores reales f definida sobre X, denotaremos con Ay a la funcién de distribucién de
f,estoes Ap(s) = pu({x € X : |f(x)| > s}). La reordenada no creciente de f es la funcién
definida por f*(t) = inf{s > 0: As(s) < t}, parat > 0.

91
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Para 1 < p,q < o0, el espacio LP(X, u) = LP? se define como el espacio vectorial de

todas las funciones medibles f sobre X tales que || f||* , < oo, donde

itz = (4 [ enpord)”

La cantidad [|.|[; , no es una norma. Sin embargo, R. Hunt introduce en [36] una norma

sobre L7 equivalente a ||.||% .. Esta norma esta definida como | f|,q = I|f**[|; ., donde

(sg)gtﬁ Je lf@)ldu(y) it < p(X),
fr(t) = .

+Jx L @)ldu(y) sit > p(X).

Los siguientes enunciados coleccionan las principales propiedades de los espacios de
Lorentz que usaremos luego. Algunas de ellas son elementales y otras pueden hallarse en
[36] y [13]. En lo que sigue denotaremos con V yx al espacio de todas las funciones simples
definidas sobre el espacio de medida (X, u). Esto es, f € Vx si existen nimeros reales
a;, 1 =1,..., M tales que f = Zf‘il WiXp, donde cada conjunto E; es medible. Con Vx,
denotaremos la clase que coincide con Vx cuando pu(X) = oo y la clase de todas aquellas

funciones f € Vx tales que [, fdu =0 when pu(X) < oo.

(L1) (L7, ]|.llpq) es un espacio de Banach y ||f[;, < [Ifllpg < ;5 f]l;, para toda
funcién f en LP4.

(L2) Para todo conjunto medible E se tiene que x5, = w(E)YP.

(L3) Si fy g son dos funciones medibles definidas sobre X tales que |f| < |g| p en casi
todo punto, entonces || f|lp.q < 19lp.q-

(L4) Si(f, :n € Z") es una sucesién de funciones en LP? tal que 0 < f,, /" f p en casi
todo punto, entonces o bien f & 29y [[fullpy /500 f € TPy fullpg /7 | Fllpe-

(L5) El espacio V(x) es denso en £P9, donde LM es LP9 si pu(X) = oo y aquellas
funciones en LP? con integral nula si u(X) < occ.

(L6) (Teorema de Convergencia Dominada) Sea f una funcién medible definida sobre
X. Si (fn:n € Z") es una sucesién de funciones medibles definidas sobre X tal
que f, — f p en casi todo punto y |f,| < |g| para alguna funcién g en LP? y
todo entero positivo n, entonces || f, — fll,q4 — 0.

(L7) (Lema de Fatou) Si (f,, : n € Z™) es una sucesién de funciones medibles definidas

sobre X, entonces ||lim inf f,|/pq < lim inf]] fullp.q-

n—->=ao n—-maoo

(L8) (Dualidad) (LP9)* = P9 donde p’ y ¢’ son los exponentes conjugados de Hélder

de p y q respectivamente.
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(L9) (Desigualdad de Holder) Si f € LP?y g € LP*¢ donde p' y ¢ son los exponentes

de Holder conjugados de p y ¢ respectivamente, entonces la funcion f.g pertenece
a Lty [ |f(@)g(@)ldp(z) < ClfI;llglly o

Es importante notar que en nuestro contexto general, los &tomos en el sentido de la medida
aparecen naturalmente en los ejemplos clasicos de espacio de tipo homogéneo. En la
literatura clésica sobre espacios de Lorentz, tal como [49], los &tomos son excluidos. Como
los autores explicitamente enfatizan, esta restriccién es asumida sélo por simplicidad. A
pesar de ello, en el trabajo original de Hunt ,[36], la restriccién a espacios no atémicos

es relevante sélo para la dualidad cuando p o ¢ toman valoren en el intervalo (0, 1).

8.2. Extrapolacién: de los espacios de Lebesgue a los de Lorentz

Esta seccion esta dedicada a introducir la técnica de extrapolacion de Rubio de Fran-
cia. Tal resultado de extrapolacién provee acotaciones en la norma LP? a partir de acota-
ciones en los espacios de Lebesgue con pesos diddicos. El preciso resultado de extrapo-
lacién que usaremos es una ligera modificacion de la técnica generalizada de Rubio de
Francia dada en el Teorema 3.5 en [22]. Comenzamos por introducir brevemente las no-
ciones basicas de espacios de Banach de funciones que son necesarias para enunciar de
manera precisa el teorema Theorem 3.5 en [22]. Referimos a [13] para un estudio de-
tallado de espacios de Banach de funciones. Sea (X, ) un espacio de medida o-finita.
Escribiremos M, y ./\/1:[ para denotar el conjunto de todas las funciones p-medibles
f+ X — [—00,+00] y el subconjunto de M, que toman valores en [0, co] respectiva-
mente. Una funcién norma es un mapeo p : M} — [0, oc] tal que para todas f,gy fn

(conn € ZT) en M las siguientes afirmaciones valen,

(B1) p(f) =0siysélosi f=0 p casien todo punto,

(B2) para todo a > 0 tenemos que p(af) = ap(f),

(B3) p(f +9) < p(f) + p(9),

(B4) si 0 < g < f u casi todo punto, entonces p(g) < p(f),

(B5) Si0< f, /" f ucasi todo punto, entonces p(f,) / p(f),

(B6) si E C X con u(F) < oo, entonces p(x,) < 00,

(BT7) paracada E C X con u(E) < oo, existe una constante positiva C tal que [, fdu <
Co(f).

El espacio B = {f € M, : || f|]lg < oo} es un espacio de Banach normado con norma
dada por || f|ls = p(] f]). Diremos que B es un espacio de Banach de funciones.

Dado un espacio de Banach de funciones B, definimos la escala de espacios de Banach
de funciones B",1 < r < oo, como B" = {f € M, : |f|" € B} con norma || f|zp =

Il f |7’HJIB/ ". El espacio asociado a B, B', es el espacio de todas las funciones f € M, tales
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que || f|lg < oo, donde

1]l = sup{ /X F@)g(@)ldu(z) : g € B, |glls < 1} |

Este espacio B’ es un espacio de Banach de funciones y vale la siguiente desigualdad de

Holder generalizada: para toda f € By cada g € B,

/X F(@)9(@)ldu(z) < || Flzlglls

Ademis, puesto que (B')" = B, tenemos la siguiente identidad fundamental

(8.1) 1l = sup { /X F(@)g@)|dux) : g € B [lgls < 1} -

Dada una familia B de conjuntos abiertos en (X, d, 1) definimos, para 1 < p < oo, las
clases de Muckenhoupt A? como la familia de todas las funciones localmente integrables
w tales que las desigualdades (3.8), (3.9) y (3.10) respectivamente, valen con 8B en lugar de
D. También, definimos el operador My via (3.5) con el supremo tomado sobre la familia
B. Como en [22], diremos que B es una base de Muckenhoupt si para todo 1 < p < oo,
w e Ap% es una condicién suficiente para la acotacion en LP del operador My. Por otro
lado, si F es una familia de pares ordenados (f,g) de funciones medibles no negativas
sobre X, diremos que F es B-admisible si para cada f tal que para algina funcion g es

(f,g) € F, entonces valen las dos siguientes condiciones
(a) [y fPwdp < oo para todo 1 < p < ooy todo w € AP;
(b) [[flle < oo.

El preciso enunciado de extrapolacién dado en [22] estd contenido en el siguiente

resultado.

TEOREMA 8.1. (Teorema 3.5 en [22]) Sea B una base de Muckenhoupt y sea B un es-
pacio de Banach de funciones. Sea F una familia B-admisible de pares (f, g). Supongamos

que para algin py, 0 < py < 00, y todo w € AF,

(5.2) /X f(@)Pw()du(z) < © /X g()Pw(w)du(z).

Si existen qo, po < qo < 00, tal que BY% es un espacio de Banach de funciones y Mgy es

acotado sobre (BY%)', entonces
(8.3) 1flle < Cllgllz.

Ahora enunciamos el resultado de extrapolacion que usaremos en lo que sigue, el cual,
como ya hemos mencionado, es una ligera variante del teorema anterior para el contexto

particular de espacios de Lorentz sobre espacios de medida generales.
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TEOREMA 8.2. Sea 1 < p,q < oco. Sea F una familia LP9-admisible de pares or-

denados (f,q). Asumamos que para todo r, 1 < r < oo, existe una constante positiva

C = C(r) tal que la desigualdad

(3.4) [ teru@ine <¢ [ gy wduto)

vale para todo par (f,g9) € F y todo peso w € AP. Entonces, para alguna constante C

tenemos que

(8.5) 1 Fllpa < Cllgllp.q:

para todo par (f,qg) € F.

En [3] los autores demostraron que el operador maximal diddico Mp es acotado en
LP para w € Af y 1 < p < oco. Entonces, puesto que cada cubo diadico @) € D es un
conjunto abierto, tenemos que la familia diddica D es una base de Muckenhoupt.

Atn cuando, a simple vista, el Teorema 8.2 luce como un caso especial del Teorema
8.1, este no es el caso en nuestro contexto geométrico general. En efecto, en (X, d, )
estdn permitidos los dtomos. Por lo tanto, como se muestra en [13], puede pasar que
los espacios (LP?)" y (LP?)* no coincidan. Por otro lado, como veremos en el siguiente
teorema, Mp es acotado como un operador en LP¢ = (LP9)*. De este modo el Teorema
8.2 se prueba como el Teorema 8.1 cambiando antes la hipétesis de acotacion de Mp en
(LP9)" por su acotacion en (LP9)*. El enunciado del mencionado resultado de acotacién

de Mp en espacios de Lorentz es el siguiente.

TEOREMA 8.3. Sea (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo. Si 1 < p,q < oo, entonces

eziste una constante positiva C' tal que ||Mpfllpq < C||fllpq para toda funcion f.

La demostracién del Teorema 8.3 se obtiene por interpolacién. Ver por ejemplo [49]

pagina 197.

8.3. Caracterizacion via coeficientes de Haar e incondicionalidad en [?¢

En esta seccion probaremos el siguiente resultado que es un anélogo del Teorema 4.5

para los espacios de Lorentz. En lo que sigue usaremos la siguiente notacion,

TF<f>=Z<f,h>h=Z(/thdu)h,

heF heF

donde F' es un subconjunto finito de H y

1/2
S(f)(z) = (ZI < fh> |2|h(33)|2> :

heH
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TEOREMA 8.4. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y sea H un sistema de
Haar asociado a la familia diddica D en 2 (5). Si 1 < p,q < oo, entonces

(I) existen dos constantes positivas Cy y Co tales que para toda funcion f € LP1

tenemos que

1/2
Cill fllpg < (Z\ < fih> |2!hl2> < G| fllpa-

heH
2

(II) H es una base incondicional para LP9(X, ) en el sentido que
(I1.1) Los operadores Ty estdn uniformemente acotados sobre LP? con F' variando
sobre los subconjuntos finitos de H,
(11.2) para cada h € H, los funcionales < f,h >= fX fh du son lineales y continuos
para f € LP9,

(11.3) las combinaciones lineales de los elementos de H son densas en LP1.

Para probar (I) y (I1), aplicaremos el resultado de extrapolacién dado por el Teorema
8.2 para clases admisibles las cuales estan dadas en términos de los operadores Tr y S. Las

dos siguientes proposiciones seran las herramientas centrales para la prueba del Teorema
8.4.

PROPOSICION 8.5. Los operadores Ty estdn uniformemente acotados en L£P4, 1 <

p,q < 0o. Esto es, existe una constante positiva C' tal que la desigualdad

ITe(Pllp.a < Cllf llp.as

vale para toda funcion f € LP9 y todo subconjunto finito F' C 'H.

DEMOSTRACION. Primero notemos que, puesto que las funciones h € H son simples,
para cualquier conjunto finito /' C H y cada funcién f € £P9 obtenemos que Tr(f) € V.
Por lo tanto, Tr(f) € L7, N LP? para todo peso w € AP con 1 < r < ooy todo f € LP4.
Tomemos F = {(Tp(f), f): f € LV, F CH,#(F) < 0o}, donde #(F') denota el niimero
de elementos del conjunto F'. Entonces F es una familia LP?-admisible. Del Teorema 4.5,
sabemos que H es una base incondicional para L7 (X, ) para todo peso w € AP con

1 < r < o0. Luego, para alguna constante C' tenemos que la desigualdad

1T (), < Cll flley,

P cualquier 1 < 7 < oo y para todo conjunto finito F' C H.

T

vale para todo peso w € A

Puesto que AP C AP para todo 1 < r < oo, la proposicién sigue del Teorema 8.2. 0

PROPOSICION 8.6. Ezisten dos constantes positivas Cy y Cy tales que las desigualdades

(8.6) Cillfllpa < 1S(H)llpg < Callfllp.a;
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valen para toda funcion f € Vix)

DEMOSTRACION. La desigualdad izquierda en (8.6) se obtiene directamente del Teo-
rema 8.2 tomando F = {(f,S(f)) : f € Vix)} vy usando el Teorema 4.5. Para pro-
bar la desigualdad del lado derecho en (8.6), comenzamos aplicando el Teorema 8.2
con la familia F = {(Sp(f),f) : f € Vix),F' C H,#(F) < oo} donde Sp(f) =
(XCherl < fih> |2|h|2)1/2 para cada conjunto finito F' C H. En efecto, es ficil ver que
Sr(f) € Vx y por lo tanto F es una familia LP9-admisible. Aplicando el Teorema 8.2,

puesto que del Teorema 4.5 la acotacién en L2 de Sr es uniforme en F', tenemos que

(8.7) ISe(F)lpa < Cllfllpas

para toda funcién f € V(x) y todo subconjunto finito F' de H.

Ahora vamos a mostrar que (8.7) vale también para S(f). Tomamos una sucesién
(F, : n € Z') de subconjuntos de H tal que #(F},) < oo, F,, C F,; para cada entero
positivo n y J,, F,, = H. Entonces Sg, (f)(z) / S(f)(z) para todo z € X y toda funcién
f € V(x). Por lo tanto, de (L4) y (8.7) tenemos que S(f) € L7y (8.7) vale para S(f) O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8.4. Primero probamos (I). Comenzamos por mostrar

que

(8.8) IS(H)llpa < Clifllpa:

para alguna constante positiva C'y toda funcién f en L£P9. Sea f € LP9. Luego, de (L5),

existe una sucesién (fi : k € Z") de funciones f; € V(x) tal que

(8.9) 1= Fllpg — 0.

Notemos que para una tal sucesion y cada funciéon h € ‘H tenemos que
(8.10) < fr,h > < f,h>
En efecto. De (h.1) a (h.4) tenemos, para cada funcién h € H, que
[h(2)] < m(Q(R) ™ Xy ().

Por lo tanto, de (L9), (L2), (L1) y (8.9) obtenemos que

< fuh>=<fh>] < [ 15— fllridy
Cr(Q) ™21 i = FllpallXqu Iy o
Cr(QU) = | fi = fllpg — 0.
Es facil ver, usando una versién discreta del lema de Fatou, que

S(f)(z) < lim infS(fi)(x).

k— o0

IN

IN
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Luego, de (L7) y la Proposicién 8.6 tenemos que

IS()lpg < li;n in fIIS(fi)llp.g
< C M’Zn inf”fk:”p,q =C ||f||pm1'

Ahora probaremos que existe una constante positiva C' tal que || f||,., < Cl|S(f)]lp,, para
toda funcién f € £P4. Notar que si f pertenece a LP?y (fi : k € ZT) es una sucesién de

funciones en Vx) como en (8.9), entonces
(8.11) S(N)(@) <2[S(f = fu)(x) + S(fu) ()] -
Luego, de la Proposicién 8.6, (8.11), (L3), (L1) y (8.8) tenemos que

1Fllpg = lim || fellp.q
oo

C lz":n infIIS(fr)llp.q

IA

IA

200?5mﬂﬂh—fwm+W%ﬂMQ

< 2 <zm infllfe — float IIS(f)IIp,q)
= QCHS(f)Hp,qa

con lo cual finalizamos la prueba de (I). Ahora probaremos (/7). Primero notemos que
(11,1) es la Proposicién 8.5. Por lo tanto sélo necesitamos mostrar (171,2) y (11,3). Puesto
que cada funcién h € ‘H pertenece a L>(X, ), de (L9), (L2) y (L1) obtenemos que

| <h f>]| =

/X h(e) f(2)dp(z)

< Il /Q  @lante)

< CllPlloo X 1y 4 11174
< Cllalloor (@R 21 f lpas

para cada funcién h € H y toda funciéon f € LP?. Entonces (/I,2) vale. Finalizamos
la prueba mostrando (I7,3). Sea f € LP. Tomamos una sucesién (H, : n € Z%) de
subconjuntos de H tal que |J, H, = H, #(H,) < oo y H,, € H,41. Para cada entero
positivo n escribimos

T, (f)(w) = > < frh>h(z).

h€Hn
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Luego, de la ortogonalidad del sistema de Haar H y la linealidad del operador 7%, ,

tenemos que
1/2

S(f =T, (M) = | Y | < fih>[lh(x)?

heH\Hn
Entonces S(f — Ty, (f))(x) — 0 p-casi todo punto, y S(f — Tn, (f))(z) < S(f)(z). Por
lo tanto, de (I) y (L6) tenemos que

1f = Do (Pllpg < CUS = Drirs (M) llpg — 0,

cuando n — oo y (I1,3) queda probado. O






CAPITULO 9

Voracidad y democracia de los sistemas de Haar

El concepto de base greedy (voraz) en espacios de Banach juega un rol central en
teorfa de aproximacién no lineal (ver [30]). En [50], el autor establece la existencia de
bases greedy para los espacios de Lebesgue L (0,1) con 1 < p < oo. Més especificamente,
el autor prueba que cualquier base equivalente (en el sentido de equivalencia de bases de
Schauder) al clésico sistema de Haar en (0,1) es una base greedy.

Recordemos que una base normalizada B = {z;};cy en un espacio de Banach B se
dice greedy si existe una constante C' > 0 tal que para cualquier elemento v € B con
T = Y. anky,, cualquier entero positivo m, todo conjunto Gi C N de cardinalidad m tal

neN

que

minla,| > sup |agl,
neGy neN\Gy

todo conjunto Gy C N también de cardinalidad m y toda sucesion de escalares [3, se tiene

que

< C

T — E QpTr

neGy

T — Zﬁnxn

neGa

B B
Una cuestién central en teoria de aproximacién es la construccion de algoritmos efi-

cientes para producir aproximaciones por N-términos en un espacio de Banach B con una
base incondicional numerable B = {z, },en. Para € B, el error de aproximacién por

N-términos con respecto a la base B esta definido por

on(r) = inf{llr —yls: y € Xn},

donde ¥, denota el conjunto de todos los elementos y € B con a lo sumo N coeficientes

no nulos en la representacién y = > a,z,. Las bases greedy producen algoritmos que
neN
son casi Optimos para aproximacién por N-términos (ver [38]).

Konyagin y Temlyakov [38] dieron una caracterizacién de bases greedy en términos de
incondicionalidad y democracia. Mas presisamente, ellos probaron que tener una base
greedy es equivalente a que la base sea incondicional y democratica.

En este ultimo capitulo abordamos el problema de estudiar la democracia de los
sistemas de Haar definidos en el Capitulo 4 para los espacios de Lebesgue L? (X, i) sobre
espacios de tipo homogéneo, con 1 < p < co y w € AE y para espacios de Lorentz

LP9(X, 1) con 1 < p,q < oo. El concepto de democracia es relativamente nuevo y como

101
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ya hemos mencionado, fue definido en el contexto general de espacios de Banach en [38].
Sea (B, ||.||s) un espacio de Banach. Un conjunto numerable B de la esfera unitaria de B

se dice democratica en B si para alguna constante positiva D la desigualdad

(9.1) dYhll < D> n|
heF lig hery g
vale para toda eleccién de subconjuntos finitos F; y Fy de B con |Fj| = |F,|. En este

capitulo escribimos |F| para denotar el nimero de elementos en F'.

El ejemplo més clasico de sistema democratico es provisto por cualquier sucesion
ortonormal en un espacio de Hilbert. En efecto, en tal caso (9.1) es una identidad con
D=1.

En la primer seccién del presente capitulo se abordara el problema de la democracia
de sistemas de Haar en los espacios de Lebesgue pesados en el contexto de espacios de tipo
homogéneo, mientras que la segunda seccion estard dedicada al andlisis correspondiente

para espacios de Lorentz LP9(X p) con 1 < p,q < o0.

9.1. El caso L}(X,u) conwe A? y 1 <p < oo.

La democracia en los espacios de Lebesgue LP, 1 < p < oo sobre espacios euclideos
es una propiedad comun de todas las bases de wavelets que son equivalentes a la base
de Haar (ver [51]). Un resultado andlogo para el caso de espacios de Lebesgue con pesos
en el contexto euclideo puede hallarse en [28]. El principal resultado de esta seccién

esta contenido en el siguiente enunciado.

TEOREMA 9.1. Sean (X,d, u) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de tipo
Haar asociado a una familia diddica D. Entonces el sistema H = {W :h € H} es una
p,w

base democrdtica para LP (X, 1) con1 <p <oo yw € AE. Mads ain

h
(92 el PR
Fl

Y

heF pw

para cada subconjunto finito I de H.

Las herramientas basicas para la prueba del Teorema 9.1 son la caracterizacion via
wavelets de Haar de los espacios de Lebesgue pesados dada en el Capitulo 4 junto con

los dos siguientes lemas.

LEMA 9.2. Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y D una familia diddica en
la clase @(5) Sea w una medida finita y doblante sobre D, esto es, existe una constante

positiva C' tal que
(9.3) w(Q) < Cw(Q') < oo
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para todo cubo diddico Q € DV con j € Z y todo Q € DIt tal que Q' C Q. Entonces
existe o > 1 tal que w(Q) > aw(Q") para todo par de cubos diddicos Q y Q' en D con Q
el primer cubo diddico diferente de Q" tal que Q" C Q.

DEMOSTRACION. Sean Q v Q" dos cubos diddicos en D tales que Q es el primer cubo
diddico diferente de Q" que satisface Q" C @ con Q € D/ y Q" € DI*! para algin entero
j. Como @Q # @', existe Q" € D/*! tal que Q" # Q' v Q" C Q. Dado que w es una
medida finita tenemos que w(Q \ Q') = w(Q) — w(Q") y de (9.3) obtenemos que

w(@) < w(Q)
< Cw(@")
< Cw(@Q\Q)
= C(w(Q) —w(@)).
Por lo tanto 22w (Q") < w(Q) y el lema queda demostrado con a = 1€ O

Es importante recordar aqui que todo peso w € AE con D una familia diddica en la

clase D(0) y 1 < p < oo satisface la condicién (9.3) (ver Capitulo 3).

LEMA 9.3. Sean (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo, D una familia diddica en la
clase @(5) Y W un peso en AE con 1 < p < oo. Entonces existen dos constantes positivas

c1 Y ¢y tales que para cada funcion h € 'H se satisface que

clw(Q}l)‘””x% () M < ew(Q(h) Py, (),

IN

donde Q(h) y Q,, son los cubos diddicos dados en (h.1)y (h.6) para la funcion h respec-
tivamente (ver Capitulo 4).

DEMOSTRACION. Sean h € H y Q) € O(Q(h)) como en (h.6) (ver Capitulo 4). Es

decir, tal que
Ilx,y (@) < (@] < bl (@

para cada punto x € X. Entonces
1hllocw (@) 7 < [|Rllpw < [2]lacw(Q(R))'?

y asi

(@), (o) < D < (@) gy, o),

Luego, de la propiedad de duplicacién para w sobre cubos diddicos tenemos probado el

lema. O
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Para probar el Teorema 9.1 introducimos la siguiente notacién. Dado un cubo diadico
Q@ € D, decimos que la sucesién (@, : n € I) € D con [ un intervalo inicial de enteros no
negativos que puede ser todo Z§ es el pasado no trivial de @ si satisface las siguientes

propiedades
- Qo = Q;
. Q, € D para cada n > 1;

1

2

3. Q, C Q1 paracadan € I;

4.1 Q€ D es tal que Q, € Q C Qni1 para algin n, entonces Q = @, o
Ql = Qn+1;

5. I es finito si y sélo si u(X) < oo.

Notemos que, de (d.2), (d.7) y (d.8), cada cubo diddico ) € D tiene un tnico pasado no

trivial.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9.1. Empezamos notando que dado un subconjunto
finito ' de H, la funcién gp = >, & m pertenece a L (X, u), donde LP (X, 1) es el
espacio definido en el Capitulo 4. Luego, de la caracterizacién via wavelets de Haar para
espacios de Lebesgue sobre espacios de tipo homogéneo y de la ortogonalidad del sistema

de Haar 'H obtenemos que

1/2
g7 llpw = (Z‘ < gr,h> |2|h‘2>

heH

1/2
h 2
(9.4) = (Z H LH‘%)

heF

p,w

pyw

Luego, del Lema 9.3 y (9.4) obtenemos que
(9.5)

(en)} (Zw(QL)‘%X% ) < lgellp < (@)

heF

N[

(Z w(Q(h))_Q/pXQ(h>> 7

heF
p,w pw

donde @, denota el cubo dado en (h.6) para cada funcién h € F. Por lo tanto el teorema
quedara probado si mostramos que existen dos constantes positivas y finitas Cy y Cs tales

que

1|1P

(9.6) (Z w(@(h))z/pxw)> < Ch|F|

heF
p?w



9.1. EL CASO L%(X,u) CON we AT Y 1< p < co. 105

11|P

(9.7) (Z w(Q;)*2/pXQ, > > Co| F.
heF "

p7w

Demostraremos primero (9.7). Para cada y € E, = |J Q; escribimos Q'(y) para
heF

denotar el menor cubo diadico Q/h con h € F tal que y € Q/h. Entonces

p/2
(98) (Z@U(Qk)” Xy (y)> > w(Q(y) ™

heF

para todo punto y € E.. Ahora, para cada cubo diddico Q' (y) con y € Ep, sea (Q.,(y) :

n € I) el pasado no trivial de Q'(y). Entonces, del Lema 9.2 tenemos que

(%)),

/

w(@,(y) =a" w(@Q) = " w(@

para cada n € I y por lo tanto

/

’ /

(9.9) (w(@,®) ™" < (o w(@ ()"

Notemos que para cada y € E}, tenemos que {Q, >y : h € F} C{Q, (y) : n € I'}. Luego,
de (h.2), (9.9) y el hecho que o > 1 obtenemos que

Y ow@) 7, ) < N w(@,(y)

heF h nel

(9.10) < N (@ )'w(@(y)™!

nel
= Cuw(@(y)™,
para cada punto y € E}.. Por lo tanto, de (9.8) y (9.10) tenemos que

1/2 1/p
(Zw<@%>‘””x@;> > C ( /E , w(@’<y>>-1w<y>du<y>)

heF F
p?w

1/p
> C (/E Zw(Q}z)‘le%(y)w(y)du(yO

1/p
= C (Z /E W(QL)‘lez(y)w(y)du(yO

= clpp,

lo cual prueba (9.7).
Para probar (9.6) comenzamos estimando Zher(Q(h))_z/pr(h)(x). Para cada z €

Er = |J Q(h), escribimos Q(z) para denotar el menor cubo diddico @Q(h) con h € F
heF
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tal que = € Q(h). Sea (Qn(z) : n € I) el pasado no trivial de Q(z). Como antes, del
Lema 9.2 tenemos que w(Q,(x)) > a"w(Q(z)) para cada n € I y cada punto z € Ep.
Entonces, dado que de (h.2) cada cubo diddico soporta a lo sumo N funciones h € F'y
a > 1, obtenemos que

Zw(Q(h))_Q/pXQ(m(x) < N Zw(Qn(x))_z/p

heF nel

< N Y a w(@@)

nel

(9.11) = Cw(Q(x))~/".

Por otro lado, para cada h € F definimos el conjunto S(h) = {x € Er : Q(x) = Q(h)}.
Entonces Er = |J S(h) = U Q(h), Q(z) = Q(h) si z € S(h) y S(h) C Q(h) para cada
heF

heF
h € F. Por lo tanto de (9.11) tenemos que

(Zw(cz(h))?/%(h))w < c ( [E FW(Q(x))_lw(x)du(x)>l/p

p)w

IN

1/p
c (S /  wiQ) w<x>du<x>>

heF

1/p
= o (X[, wew) w<x>du<x>>

heF

1/p
<oy /Q  wl@m) w(x)du(w)>

heF

= C |F)V.
O

Como consecuencia del Teorema 9.1, los resultados del Capitulo 4 y la caracterizacién
de bases greedy dada en [38] en términos de incondicionalidad y democracia obtenemos

el siguiente resultado.

COROLARIO 9.4. Sean (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo y H un sistema de tipo
Haar asociado a una familia diddica D. Entonces el sistema H = {W :h € H} es una

base greedy para LE (X, ) con 1 <p<oo yw € Af.

9.2. El caso de los espacios de Lorentz LP9(X, ;1)

Esta seccién esta dedicada a probar que si un sistema de Haar H es democrético

en el espacio de Lorentz LP9(X, 1) entonces, bajo ciertas condiciones geométricas sobre
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la familia diadica que soporta al sistema H, necesariamente debe ser p = ¢. Para la
prueba se usa la caracterizacion de los espacios de Lorentz que hemos dado en el Capitulo
8 y las ideas de [27] donde los autores consideran espacios de Lorentz en el contexto
euclideo. Comenzamos introduciendo tales condiciones geométricas dando la definicién de
familia didadica con propiedad de crecimiento G. Para tal fin, en lo que sigue escribiremos
D; ={Q € D: 6! < pu(Q) < §'} para cada entero 1.

DEFINICION 9.5. Diremos que una familia diddica D en la clase () satisface la

propiedad de crecimiento G si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada entero positivo M existe un entero j tal se puede seleccionar una
sucesién de M cubos diddicos disjuntos del nivel D7,
2. Para cada entero positivo M se pueden seleccionar M cubos diddicos disjuntos

pertenecientes a diferentes niveles D%, i = 1, ..., M.

Por otro lado, notemos que, de (h.5) y (h.6) (ver Capitulo 4), existen dos constantes
positivas C; y Cs tales que

[N

(9.12) CL(@3)7 7% < [|hlpg < Copl(Q(R))7 2,

para cada funcién h € H donde @, y Q(h) son los cubos diddicos dados en (h.6)y (h.1)
respectivamente.

En lo que sigue denotaremos con £79(X, i) el espacio de Lorentz LP9(X, u) si u(X) =
oo y aquellas funciones en el espacio LP?(X, ) con integral nula si u(X) < oo. El re-
sultado preciso que contiene las condiciones que deben verificar las familias diadicas que
soportan al sistema de Haar para poder repetir la prueba de [27] en el contexto de espacio

de tipo homogéneo es el siguiente.

TEOREMA 9.6. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo que admite una familia
diddica D satisfaciendo la propiedad G y sea 'H un sistema de Haar asociado a D. Si H

es democrdtica en LP9(X, ) con 1 < p,q < 0o, entonces necesariamente p = q.

DEMOSTRACION. Mostraremos que, para cada entero positivo N, existen dos subcon-
juntos Iy y Fy de H con |F;| = N,i = 1,2 tales que

(9.13) CiNY? < Z < C,NY?
byl L ||pq
7q
y
(9.14) OGNV <Y < CyN',
byl L Hpq

p.q
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para algunas constantes C; y C5. Sea N un entero positivo. Empezamos por dar un
conjunto F} tal que (9.13) vale. Puesto que la familia diddica D en la clase 2 (4) satisface
la propiedad de crecimiento G, existen un entero ¢ y un conjunto Fy; = {hq,....hx} CH
tales que Q(h;) € D; para cada j = 1,..., N y los cubos diddicos Q(h;) son disjuntos. De

la propiedad de duplicacion para u y de la definicién de ﬁi, claramente tenemos que

(9.15) @)~ u(Q(h)) = &,

para todo Q" € O(Q(h)) y toda h € Fy. Por otro lado, de (h.5), (h.6), (h.7) y (d.8)

obtenemos que

(9.16) cr Y @)y Xy (@) < > ’(ﬁé‘ﬁ’;‘ <Y Q)P x g, (@),

heF heF

para algin par de constantes positivas ¢; y ¢o y todo subconjunto finito F' de H. Entonces,
del Teorema 8.4, el lado izquierdo en la desigualdad (9.16), por ser los Q(h;) disjuntos,
por (L3), (9.15) y (L2) obtenemos que

h

l
>
i\
E_
\_/
l\')

2 Tl | N

A%
Q

p.q

v
o
&
=
g
8

p,q

1/p
= C(8")Mr ZM(QL))

hely

1/p
= C (Z 5%(@2))

heF;

> C|Fy V.

Similarmente, usando el lado derecho de la desigualdad (9.16) obtenemos que

(Z (i )

p.q p,q

h

2= il



9.2. EL CASO DE LOS ESPACIOS DE LORENTZ L?9(X, u) 109

< O QM) x g0,
heF) p.q
< C|FR|".

Ahora mostramos un subconjunto F» de H tal que (9.14) vale. Puesto que D en la clase
%) (0) satisface la propiedad G, podemos tomar una sucesién de cubos diadicos disjuntos
(Qij :J] €Z7T) tal que Qij € 157;]. yi, >1i,,.Sea Fy ={h;:j=1,.., N} tal que los cubos
diddicos Q(h;) = Q;;. Notemos que

Jj+1°

(9.17) w(@Qn,) =~ w(Q(hy)) = 6%,

para cada j = 1,...N, donde Q;lj es el cubo en (h.6). Entonces, del Teorema 8.4, el lado
izquierdo de la desigualdad (9.16), dado que los Q(h;) son disjuntos, (L3), (9.17) y (L4)

con o = 6~ /P obtenemos que

q 1/2]|4
h N (Z |h<x>|2>
2
hGFQ Hth’q P heF: Hh‘Hp,q v
q
> C|> o nl@)x,,
heF, "4
N q
= O m@) x
=1 s
b,q
N q
> O[> 9 e,
J=1 s D,q

%
>,
|z
=
—_
8
>,
>
~
=
AN
[]=
>
]
=
=
=<
—~
=
N
>,
|
N
=
~
kS

Q
()
b
—~
el
<$
~—
)
.
i

Analogamente, usando la desigualdad derecha en (9.16) obtenemos que

q 1/2
N b))
- (Z uhuz,q)

P.q heFs P,q

q

h

2= ill
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q

< O @) x g0

heF>

p.q

= ON.
g

A continuacién brindamos un ejemplo que muestra que si tenemos un sistema de
Haar asociado a una familia diddica que no cumple la propiedad G entonces la situacion

planteada en el Teorema 9.6 puede ser diferente.

Sea X el conjunto de los nimeros reales de la forma x, = 2%, n=1,2,.... Sobre los

subconjuntos B de X definimos la medida p(E) = ) . 3= En el espacio de medida

(X, p) las clases de espacios de Lorentz LP? estan bien definidas. Para cada entero positivo

i definimos la funcién h' : X — R como
272 if i1<n
i—1

h! =h'(z,) =< —27% if i=n
0 if i>n

Vamos a escribir H para denotar la familia de todas las funciones h® coni € Z*. Entonces

(1.1.1) (X,d, ) es un espacio de tipo homogéneo cuando d es la restriccion a X de la
distancia usual en R.

(1.1.2) La familia diddica que soporta el sistema H no cumple con la propiedad G.

(1.1.83) H es una base ortonormal para L§(X,p) = {f € L*(X, ) : [y fdu = 0}.

(1.1.4) Para cualquier 1 < p,q < oo tenemos que HZhEFme,q ~ |F|Y4, para cada
subconjunto finito F' de H, donde las constantes de equivalencia son independi-
entes de F'.

(1.1.5) El sistema H es democrdtico en cada LP4(X, 1) cuando 1 < p,q < oo.

(1.1.6) Ningin espacio de Lorentz LP4(X, ) con p # q es un espacio de Lebesgue sobre

(X, ).

Demostracién de (1.1.1). Sea d la resticcién a X de la distancia usual en R. Tenemos

que mostrar que para alguna constante C', todo punto x € X y todo r > 0 tenemos que
(9.18) 0 < u(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)) < o0,

donde B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}. Notemos que toda bola en X con centro = y radio
r > 0 tiene la forma B(z,r) = {2% :j € J}, donde

(a) J=Z%;0
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(b) J={s,s+1,...,m} con s y m dos enteros positivos tal que s < m; o

(¢) J ={s,s+1,...} para algin entero positivo s.
En el caso (a) tenemos que (9.18) vale puesto que p(B(z, 27“)) = u(B(z,7)) = p(X). Para

el caso (b) notemos primero que si B(z,r) = {2%,1, ST+ - 3T, 35} €O s < m, entonces
T = 2% yr<gs 2m+1 Asi que B(z,2r) = {25, 7551, ---}- Por lo tanto
1 1

,U,(B([E, QT)) = M({W’ W? }) + /“L(B(:L‘ﬂﬂ)) < QM(B(*T’T)),

puesto que u({#, grzs ) = 30 < 3= < p(B(z,r)). Finalmente, en el caso (c) ten-

emos que r < 29 s— y por lo tanto 227’ < 29 . Entonces
B2 {—. ~ L v UBan.
9s—17 s’ 9st1 25 1
Luego
p(B(r,20) < u({g )+ u(Bla,r)
= 3u(B(z,r)).

Por lo tanto, tomando C' = 3 en (9.18) obtenemos que (X, d, 1) es un espacio métrico de

tipo homogéneo que claramente no satisface la propiedad G.

Demostracién de (1.1.2). Notemos que H no es mas que la base de Haar usual en
[0,1] restringida al conjunto X y por lo tanto la familia diddica asociada a tal sistema
estd formada por los intervalos diddicos estandar del [0,1] intersecados con X. Es claro
que para cada nivel j € Z se tiene uno y solo un cubo diddico con hijo no trivial. Por lo

tanto dicha familia diddica no cumple la propiedad G.

Demostracién de (1.1.3). Para cada entero positivo i la funcién h’ es una funcién
de Haar en el sentido que es una funcién simple de integral nula con norma L?(X, i) igual
a uno. M4s atn, el sistema H es una base ortonormal para L3(X,u) = {f € L*(X, p) :
[ fdp = 0}. Es fécil ver que H es un sistema ortonormal en L§(X, 11). Sélo tenemos que

probar que, para f € L2(X, ), tenemos la identidad
f=) <fW>NW
j=1

la cual dice que

(9.19) fo=>_ <Z fkhk2k> hi

j=1 \k=1
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para cada entero positivo m, donde f; = f(z;). Primero notemos que, puesto que h? =0

para todo n < i, entonces

(9.20) < f,hi> = /fhi dp
= an n2n

95 25"

= Z fn2_n_f177

n=t+1

para cada entero positivo 7. Por otro lado, para cada entero positivo m tenemos que
h!, # 0 sélo cuando i < m. Por lo tanto, escribiendo Suf = > o, < f,h’ > h', tenemos

que

m

(9.21) (Stf)m = Suf(zm) =Y _ < f,h'>hi

i=1
para cada m € Z*. Luego, de (9.21), (9.20), las definiciones de h* y u y el hecho que
Do fz% = [y fdp = 0, obtenemos que

m—1
(Suf)m = Y <fh >h+<fh">h]

=1

m—1 e ) 0o
- S (3 - 0) - (3 sk B
=1 n=1+1 n=m-+1

~ AR
Z Z 271—(2 1) +; 2n—(m—1) + 2

para cada m € Z*. Por lo tanto, para obtener (9.19) probaremos que

m—1 7 m
Jm
< ZQn (11__>+22n—m17'

i=1

S

Pero

SRR U
2 = Lty

Con lo cual sélo necesitamos mostrar que
m
fn
Z (Z on— (i—1) _> = Z 2n7(m71)’
n=1
que obtendremos usando una version discreta del teorema de Fubini de la siguiente man-
era.

m—1 % m— 1 m—1 ' m—1 f
(Z on—(i— 1) ) 2n Z 2171 + 5

=1 n=1 i=n i=1
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~ /o fi
2

-1

3

(2m 1 2n 1)+

(2

NS

1

3
Il
—

Jn

n—(m—1)"

513

S
Il
—

De esta forma tenemos probada (9.19).

Demostracién de (1.1.4) y (1.1.5). En lo que sigue escribiremos ); para denotar
el soporte de h' sobre X. Esto es, Q; = {x;, 711, ...}. Entonces p(Q;) = 27071, Sea
N un entero positivo y sea F' un subconjunto dado de H tal que |F| = N. Podemos
asumir, sin pérdida de generalidad que F' = {h% : j = 1,.... N} con i; < iy < ... < iy.
Con la notacién anterior tenemos que Q;; = {270, 27 +D 1 Utilizaremos Q;,,, para
denotar el conjunto vacio. Luego, de la caracterizacion de espacios de Lorentz en términos

de los coeficientes de Haar, Teorema 8.4, tenemos que

>

heF p q

1/2]|*
b [P[A)?

Q

Z!<Z

heF p q

pq

Ahora, de la ortogonalidad en L*(X, ) de H y por (L2), tenemos que

N 1/21]*
. >, )

heF pq g (Jl

Q

p?q

N i 1/2][*
)2/
S ( 1(@0) ) X)

p,q
*

N i 1/2
- |3 (Sue ) v,

b,q
Sea
i 1/2
ZA] Xo, \ai. ., ), con A; = <Z“ Qi 2/p)
1=1
Entonces,
N-1
PO =3 Ay v, (0,
§=0

donde [; denota el intervalo real [u(Q; J+1) (QZN ). Luego,

¢ o 4 1p prpy)d G
I, ~ L[ @)
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_ qZA /t_ldt
N-—1

— Z A%, (N(QiN,j)q/p _ M(QiNﬁH)q/p) _

=0
Notemos que u(QiNﬂ_)_l/” <An-jy

o (Qiy )
Anv i — . —1/p N—j
N—j /“L(Q N—]) — ( Q”) )

1/2

1/2

N—j—1 2/p
‘ “1/p H(QiN_j)
M(QZN—J') H ; ( /’L(le) )

() 1 2/p 1/2
o (1+2()7)
s=1

IA

Por lo tanto
N-1

922)  CillflE, < D0 @i, ) (@i ) - pl@iy)7P) < CallF,

J=0

para algunas constantes positivas C; y Cs. Asi que, de (9.22) tenemos que

||f\|pq_02u ) Pu(@iy, )P =N,

o equivalentemente

£, < CNYY.

Por otro lado, puesto que i, <y ..,

In_;4,- Emtonces

WQiy )~ Q) =

N—j+1

= (7)) (- ()")

Por lo tanto, de esta tltima desigualdad y (9.22) obtenemos que
1 £llpq = CNY.

existe un entero positivo s tal que i, . + s
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Luego, para cualquier 1 < p,q < oo tenemos que HZhEF ﬁ R |F|1/q7 para cada
p,q

subconjunto finito F' de H donde las constantes de equivalencia son independientes del
conjunto F. Esto implica que H es democratica en LP(X, 11), para cualquier eleccién de

1 <p,qg<oo.

Demostracién de (1.1.6). Atin cuando es posible construir ejemplos mostrando que
los espacios de Lorentz no son espacios de Lebesgue cuando p # ¢, en nuestro particular
contexto, podemos usar un argumento directo a partir del Teorema 9.1, (L2) y (1.1.3).
En efecto, si para algunos 1 < p,q,r < oo se tiene que LP9(X, u) = L"(X, ) entonces,

del Teorema 9.1 con 7 en lugar de p tendriamos que

~ |F|1/r’
Lm(X,p)

T(X,w)

para cada subconjunto finito ' de H. Pero de (1.1.3) tenemos que

2 Tl [h ||L Z

|F|1/q

)

Lr(x
para cada subconjunto finito F de H vy, puesto que |F | puede ser tan grande como
queramos, necesariamente debe ser r = ¢. Por otro lado, puesto que de (L2) la norma
LP4(X, ) de x,, es equivalente a u(E)YP, ||x | r(x.) = #(E)Y" y existen en X conjuntos
de medida tan chica como queramos, si LP9(X, u) = L"(X, u) deberfamos tener p = r.

En otras palabras p tiene que ser ¢ para tener un espacio de Lebesgue.






Conclusiones generales

- Se dan condiciones gemétricas sobre familias diadicas en espacios de tipo homogéneo
de manera tal que los sistemas de Haar asociados a tales familias sean equivalentes en los

espacios de Lebesgue clasicos y con pesos diadicos

- Se prueba la incondicionalidad de los sistemas de Haar como bases de los espacios de
Hardy diddicos definidos en el contexto de espacio de tipo homogéneo. Tal incondicionali-
dad nos provee, via interpolacién y dualidad, de una nueva prueba de la incondicionalidad
de los sistemas de Haar en los espacios de Lebesgue definidos sobre espacios de tipo ho-

mogéneo.

- Se caracterizan via coeficientes de Haar tres clases, en principio diferentes, de espacios
Lipschitz definidos sobre espacios de tipo homogéneo. Tal caracterizacion permite probar

que dichas clases coinciden.

- Se prueba la incondicionalidad de los sistemas de Haar como bases de los espacios

de Lorentz L»9(X, u) definidos en el contexto de espacios de tipo homogéneo.

- Se prueba que los sistemas de Haar son democraticos en los espacios de Lebesgue

pesados LP (X, ) definidos sobre espacios de tipo homogéneo con 1 <p < ooy w € AE.
- Se dan condiciones geométricas sobre familias diddicas en espacios de tipo homogéneo

(X, d, u) para que la democracia de un sistema de Haar en el espacio de Lorentz LP9( X, 1)

implique que p = q.
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