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Capitulo 0

Introducciéon general

Cuando se tiene un espacio de tipo homogéneo, esto
es, un espacio casi-métrico (X, d), sobre el cual estéd defini-
da una medida con la propiedad de duplicacién, conviv-
en dos estructuras, una topoldgica, la cual es inducida
por la casi-métrica y en donde estan bien definidas, en-
tre otras, nociones como la continuidad y la regularidad
de funciones de tipo Lipschitz y en la otra, la generada
por el espacio con la medida duplicante, que en coexis-
tencia con la anterior hacen posible obtener resultados
analiticos significativos.

Sobre la existencia de espacios de tipo homogéneo ob-
servamos que Dynkin conjeturd en 1983 (ver [D1] y [D2]),
que existe una medida no trivial con la condicion de du-
plicacién sobre cualquier subconjunto compacto de R".
Konyagin y A. L. Volberg en [VK] muestran que la con-
jetura de Dynkin es cierta y caracterizan los espacios
métricos compactos que pueden ser espacios de tipo ho-
mogéneo, M. Wu [WU] hace una construccién més simple
que la de Konyagin y Volberg de una medida duplicante
en un espacio casi-métrico con dimension métrica finita



CAPITULO 0. INTRODUCCION GENERAL 3

que ademads sea completo. Casos particulares de medidas
absolutamente continuas que duplican que resultan utiles
e interesantes y sobre las que hay abundante bibliografia
son los pesos de Muckenhoupt.

En esta tesis abordamos esencialmente tres problemas

(P,) Extension y restriccion de medidas duplicantes,

(P,) Propiedades de aislacién y separaciéon de conjun-
tos de dimensiones diferentes en un espacio que admite
una medida duplicante,

(P;) Grado de contacto entre “componentes” de di-
mensiones distintas y propiedades de anulacién de la me-
dida en el punto de contacto.

Los problemas (P;) y (P), en apariencia distintos,
generan el problema (P;) de una manera natural. El re-
sultado de Volberg y Konyagin prueba en particular que
el conjunto compacto K de R? que se obtiene uniendo el
cuadrado [0, 1] x [0, 1] con el segmento {(z,0) : 1 < x <
2} admite una medida que duplica, si en K consideramos
la métrica que hereda de R?. Pero es claro que esa medi-
da no puede ser el area en el cuadrado y la longitud en
el segmento, puesto que ésta no duplica.

Nos preguntamos, entonces, si es posible prefijar la
medida en una de las dos componentes: jexiste una me-
dida que duplica en K de manera que al restringirla
a [0,1] x [0,1] sea el area?. El propio proceso de con-
struccion de la medida de Volberg - Konyagin - Wu en
K esta dado como un limite débil de medidas constru-
idas con bastante arbitrariedad como para hacer dificil la
identificién de la medida limite concreta. Desde otro pun-
to de vista el problema de extension de funciones o dis-
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tribuciones de clases (espacios de Banach) especiales ha
sido profundamente estudiado y el método més poderoso
por su universalidad es tal vez, el disenado por Whitney.
El antecedente para el problema (P;) es un resultado de
Macias y Segovia en [MS1] segiin el cual los atomos (pun-
tos de medida positiva) en un espacio de tipo homogéneo,
estan topologicamente aislados (el punto es una bola).
Podemos refrasear esta propiedad diciendo que en un
espacio de tipo homogéneo, ningun abierto tiene en su
frontera un punto de medida positiva. En particular la
funcién distribucién de una medida que duplica en R!,
con la distancia usual es una funcién continua. En 1952
Beurling y Ahlfors prueban que la absoluta continuidad
no puede esperarse en general. Por consiguiente en R! los
conjuntos de dimension cero tienen medida nula si la me-
dida duplica. Esto induce naturalmente el problema ()
: Si en un espacio métrico K se tiene una medida que du-
plica, jpueden convivir en K conjuntos de dimensiones
diferentes todos con medida positiva?

Puesto que la respuesta a la iltima pregunta es gen-
eralmente afirmativa, el problema (Ps) se plantea natu-
ralmente. La idea de anulacién de la medida puede susti-
tuirse por otra de no acotacion, en un entorno del con-
tacto, pero, mientras que la anulacién ocurre en el con-
junto de menor dimensién, la no acotacién ocurriria en
el de mayor y lo que influye en definitiva, para que la
duplicacién sea todavia posible, es la desproporcion de
las densidades en los alrededores del contacto.

En la primera parte de este trabajo se presentan resul-
tados basicos, propiedades y herramientas relacionadas

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 0. INTRODUCCION GENERAL 5

con las medidas duplicantes en espacios euclidianos y en
espacios casi-métricos. También se obtienen resultados
relativos a cubrimientos de tipo Wiener y Whitney mas
débiles que los clasicos, en los que una condicién de so-
lapamiento acotado sustituye a la de las bolas disjuntas.

En particular en el primer capitulo se obtiene una de-
mostracion alternativa a la manera de Whitney del Teo-
rema de Macias y Segovia sobre la aislacion de atomos en
espacios de tipo homogéneo. Si bien en principio nuestra
demostracién no es mas que una reformulacién de la de
Macias y Segovia, nos permite introducir un concepto de
regularidad de la frontera de un abierto en términos de
que ésta sea accesible por cubrimientos de Whitney del
abierto y nos permite probar que esa condicién es sufi-
ciente para la anulacién de la medida de esta frontera.

El resto del trabajo apunta hacia dos direcciones, para
abordar los problemas (Py), (P) y (P3) una relacionada
a la definiciéon de un operador de extension de medidas
duplicantes, ya sea cuando se tiene definida una medi-
da de Borel en un subconjunto cerrado de R" y se de-
sea extenderla a través de su frontera o cuando se tienen
definidas medidas duplicantes similares a la de Hausdorff
y el espacio esta compuesto por componentes de dimen-
siones distintas y se quiere tener una medida duplicante
en todo el espacio. La otra direccion esta basada en en-
contrar relaciones entre la propiedad de duplicacion de
la medida, la separacion y el grado de contacto entre las
componentes del espacio.

En cuanto al primer problema, se vera que en los oper-
adores de extension que se definen, un papel importante
lo tiene el dominio cerrado sobre el cual estd soportada la

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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medida a extender, en el sentido que éste debe verificar
ciertas condiciones de regularidad como por ejemplo la
que ostenta el subgrafico de una funcion de tipo Lips-
chitz. Se prueba ademas que cuando se tienen medidas
normales con distintos exponentes tal extensién es vali-
da en dominios un poco mas generales que verifican la
propiedad de regularidad que llamamos “R;” y no puede
ser aplicada a medidas definidas sobre borelianos de un
conjunto que tenga “espinas” o “cuspides”.

Por otro lado es de hacer notar que una herramien-
ta importante para realizar este tipo de extensiones es
el Lema de cubrimiento de Whitney, cuya primera apli-
cacién ha sido precisamente un teorema de extension de
funciones continuas (ver[S]).

A continuacién describiremos brevemente los operadores
de extension de medidas duplicantes que se introducen
en esta tesis.

Cuando la medida a extender p estd definida sobre
los Borelianos de un conjunto F' que es el supergrafico
cerrado de una funcién de tipo Lipschitz, se definen dos
operadores de extension, uno que se obtiene por el méto-
do de reflexién que llamamos i y el otro &y, por el
método de Whitney. El primero de los operadores men-
cionados asigna a la medida u la medida Eg(i) definida
sobre cada Boreliano £ de R", por Ex(p)(F) = u(E N
F) + u(S7HR(S(E N F)))), donde S es la transforma-
cion que lleva F' al semiespacio superior de R”, R es la
transformacién reflexién y S=! es la inversa de S.

Para definir el segundo operador, se construye en el
complemento de F' una familia {Q);} de cubos diaddicos
de Whitney, a la manera de Stein (ver [S]). La medida

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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Ew para un conjunto A de Borel de R", se define como

1Q; N A

Q5]
donde [.|, indica el volumen n-dimensional y T" representa
la composicion S~!RS, siendo Sy R las transformaciones
antes mencionadas. Cabe destacar aqui la similitud de
este operador &y con el definido en [DJK] en un contexto
diferente.

Por otro lado es interesante notar que si bien ambos
operadores £r y &w preservan la propiedad de dupli-
cacién mientras que Er(u) tiene en su nuevo dominio la
misma regularidad que p, Ew(p) es mas regular en el
nuevo dominio como ocurre en general con el proceso
de extension de Whitney. Recordemos (ver [S]) que la
extension de Whitney de funciones continuas puede hac-
erse C™ fuera del cerrado que es soporte de la funcion
original.

Cuando el conjunto donde estd soportada la medi-
da a extender es la imagen del cubo unidad por una
transformacion Bilipschitz, se construye el operador &,
de extension periodica. Este operador ha sido consider-
ado antes para la extensiéon de clases de Muckenhoupt
por E. Harboure, ver [H]. Las exploraciones de distin-
tos casos concretos en los cuales la medida p a extender
estd definida en el intervalo [0,1] de R, nos conducen
a utilizar transformaciones de simetrias combinadas con
traslaciones periédicas, para obtener una medida que du-
plica en todo el espacio y que extiende a la original.

El estudio de distintos casos particulares de espacios
conformados por subconjuntos de R" con distintas di-

u(ANF) + S;u(T(Q;))

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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mensiones nos induce a definir el operador £y el cual
representa una generalizacion a los espacios casi-métricos
del operador &y. En la definicién de &'y, nuevamente,
la herramienta principal es un cubrimiento tipo de Whit-
ney, como el que obtienen Macias y Segovia ([MS2]). Ba-
jo una condicién adicional de regularidad R;, la medida
Eiy () duplica si p duplica en su dominio.

En cuanto al problema (P;) los resultados que se han
obtenido al respecto muestran que, si se tienen dos medi-
das de Borel normales con distintos exponentes, entonces
la propiedad de duplicaciéon para la suma de esas medi-
das implica separaciéon métrica de los soportes de dichas
medidas.

Para estudiar el problema (P;) en general, se intro-
duce una formulacién métrica abstracta de la idea de
grado de contacto entre dos subconjuntos de un espacio
métrico que generaliza al concepto clasico y se establecen
relaciones entre dimension, orden de contacto y grado de
anulacion de los pesos que definidos sobre el conjunto de
menor dimensiéon permiten construir una medida dupli-
cante en la uniéon de ambos conjuntos.

Describimos a continuacién la organizacion de esta
tesis.

La misma consta de tres capitulos. En el capitulo I
se presentan nociones basicas y resultados preliminares
necesarios para el abordaje de los problemas que antes
se explicaron.

En el capitulo I1, se trata el problema (P), se obtienen
los operadores &g, Ew v &, y se demuestran propiedades
relativas a los mismos.

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti
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En el capitulo I11, se abordan los problemas (P) y (Ps)
sobre la duplicaciéon, separacion y contacto de conjuntos
de dimensiones distintas y en dicho contexto se define el
operador &, de extensién de medidas duplicantes, que
completa el estudio del problema (P).

Cabe por ultimo destacar que si bien existen antecedentes
con respecto al problema de extensién de medidas dupli-
cantes, éstos estan relacionados a la teoria de las clases
Ay y no existe un tratamiento sistematico acerca de medi-
das duplicantes en general. Mencionamos a continuacion
algunos de los trabajos que creemos estan mas conecta-

dos con el problema (Py).
* Garcia Cuerva y Rubio de Francia ([GC-RF]) en 1985

dan un Teorema sobre la restriccién de pesos de A, y
citan el preprint “Restricciones of A, weights 7 de T.
Wollft.

* Peter Holden ([HO]) en 1988 trabaja sobre la cartac-

terizacion de funciones que definidas sobre un conjunto
de R", sean la restriccién a dicho conjunto de funciones
de V.M.O(R").

* E Harboure ([H]) en 1984 muestra que cierta clase de

pesos definida en un cubo puede ser extendidos en el
espacio total, utilizando transformaciones de simetrias.
*Dahlberg, Jerinson y Kénig ([DJK]) estudian como ex-

tender a la medida arménica definida en dominios Lips-
chitz a la frontera de dicho dominio.

En cuanto al problema (P;), un antecedente en donde
algunos ejemplos que conducen a estudiar el grado de
contacto de conjuntos de dimensiones distintas pueden
encontrarse en [J].

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti
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En algun sentido todos los resultados obtenidos son
parciales y el tema general parece ofrecer una gama am-
plia de problemas cuyas aplicaciones a la teoria de ecua-
ciones en derivadas parciales ya son un hecho ([DJK]).

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



Capitulo 1

Nociones basicas y
resultados preliminares

1.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es presentar las no-
ciones basicas y propiedades relacionadas con medidas
que duplican en el contexto de los espacios euclidianos y
en espacios casi-métricos. También se expondran resul-
tados y herramientas que posibilitan la construccién de
operadores de extension de medidas duplicantes al com-
plemento de su conjunto soporte.

En la Seccion 1.2, se trataran cuestiones basicas referi-
das a medidas duplicantes soportadas en subconjuntos de
R™.

En la Seccién 1.3, se definen las condiciones “D,” y
“Lq” para una medida. La relacion de los parametros
sy d con la dimension de Hausdorff del soporte de una
medida, es explorada en la Seccion 1.5, para lo cual previ-
amente en la Seccion 1.4, se hace un tratamiento elemen-
tal de la medida de Hausdorff. Propiedades referidas a los
espacios casi-métricos y de tipo homdgeneo se tratan en

11
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las Secciones 1.6 y 1.7. A ellos se trasladan los conceptos
desarrollados en las secciones anteriores, comentando la
relacion entre los espacios de tipo homogéneo y los espa-
cios casi-métricos de dimensién métrica finita.

En la Seccion 1.8 probamos que la duplicacion de una
medida en R" puede detectarse por su accién sobre la
subfamilia de los cubos diadicos.

En la Seccion 1.9 se investiga la regularidad de las
funciones de distribucion de las medidas que duplican en
los borelianos de R.

En la Seccion 1.10 se expone la demostracion de Macias
y Segovia sobre la relacién entre punto aislado y atomo
en un contexto con medida duplicante. Una demostracion
alternativa de este resultado, se aborda en la Seccion
1.13, la misma esta basada en el procedimiento que con-
duce a la obtencién de un cubrimiento de tipo Whitney
para un conjunto abierto de un espacio casi-métrico de
dimensién métrica finita. El esquema de cubrimiento de
Whitney sera una de las herramientas basicas que per-
miten, siguiendo la idea original de Whitney, la definicion
de operadores de extension de medidas duplicantes. Los
lemas de Whitney se tratan en la Secciéon 1.11 y en la
Seccién 1.12 se construyen las particiones de la unidad,
asociadas a una familia de Whitney.

En la Seccién 1.14 se prueba un hecho elemental que
sera util mas adelante: es posible equipar a un espacio
casi-métrico con una medida duplicante si éste esta rela-
cionado por una transformaciéon Bilipschitz con un espa-
cio de tipo homogéneo.

En las Secciones 1.15 y 1.16 se explora una manera
abstracta de describir la regularidad de la frontera de un

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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conjunto abierto de R" y de un espacio casi-métrico.

En las dos tultimas secciones, 1.17 y 1.18, se intro-
ducen dos conceptos analiticos profundos cuyo interés,
para nuestros propositos, se vera en el desarrollo ulterior
del trabajo: las clases A, de Muckenhoupt y el Operador
de Extension de Whitney actuando sobre las funciones
continuas.

1.2. La propiedad de duplicacién en subconjun-
tos de espacios euclidianos

En esta seccién se introducen los conceptos y ejem-
plos basicos de medidas que duplican, definidas en los
borelianos de un subconjunto cerrado de R".

En inglés, la expresion “doubling condition” ha sido
usada con frecuencia. Si bien “medida que duplica” o
“medida duplicante” pareciera hacer referencia a una
propiedad de crecimiento y no de control superior, nosotros
seguiremos con esta terminologia impuesta por el uso.
Observamos de paso que la Proposicion 1.2.1 siguiente,
justificaria esta denominacién, aun pensando en la idea
de crecimiento.

Designaremos con B(z,r) a la bola de R" de centro x
y radio r con respecto a la norma euclidiana, es decir

B(z,r)={y:y e R", |y —z| <r},

n

1/2
donde |z| = (sz) , Sz = (21,22, , Zn)-

i=1
Si se utiliza la norma ||z||s = mam(\x1|,~- ,|xn\),

con x € R", a la bola de centro x y radio r, la denotare-

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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mos @Q(x,r). Mas generalmente, dada una norma ||.|| en
R", escribiremos Bj||(z,r), para denotar la bola por ella
inducida.

En lo que sigue, I’ es un conjunto cerrado de R".

Diremos que una medida u, definida sobre los bore-
lianos de F', tiene la propiedad de duplicacion o que du-
plica, si existe una constante A > 0, tal que para todo
x € F'y todo r > 0, valen las desigualdades

0<pu(B(z,2r)NF) < Au(B(z,r)NF) < oco. (1.1)

Notemos que esta definiciéon puede reformularse de la
siguiente manera: i es una medida de Borel en R", con
soporte en F', tal que existe una constante A de manera
que para todo x € F'y todo r > 0, se tienen las siguientes
desigualdades

0 < pu(B(z,2r)) < Au(B(z,1)) < 0. (1.2)

El soporte de una medida se entiende aqui en el senti-
do distribucional: el complemento del mayor abierto de
anulacion de p.

El siguiente resultado muestra que la propiedad de du-
plicaciéon es independiente de la norma que define las bo-
las.

Proposicién 1.2.1. Sea ||.|| una norma en R™. La me-
dida 1 duplica sobre los borelianos de F' si y solo si existe
una constante A > 0, que solo depende de las constantes

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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de equivalencias entre ||.|| y |.| vy de la constante A en
(1.1), tal que para todo x € F y todo r > 0 vale que

0< ,LL(BH_H(QZ, 2r)N F) < A,LL(BH.”(CL‘,T) NF) < od1.3)

Demostracion. Supongamos que (1.1) vale. Si ||.|| es una
norma en R”, existen constantes positivas ky y ko tales
que para cualquier z € R", valen las desigualdades ki |z| <
||z|| < ko|z|. Si B(x,r) denota la bola centrada en = y
de radio r definida con respecto a la norma euclidiana,
de las desigualdades anteriores se obtiene que

B|,|(:1:,r)§B(x,k£1) vy Blx,r) C Bz, kfi)4)

2
entonces B(z, k_?“) C By (x,2r), por lo tanto, de (1.1) y
2

(1.4) se verifica que

0 < u(B(x, %) N F) < pu(Byy(e,2r) N F) < p(Bla, %) A F)
< Au(B(, 1) N F) < Au(By (&, 7) O F)
< Ap(B(w, )N F) < o0,

~ k
con A=1+ log(k—Q). Como los roles de |.| y [|.|| son in-

tercambiables, la proposicién esta probada.
[]

Ejemplos elementales de medidas que duplican son en-
tre otras, la medida de Lebesgue en los borelianos de
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F = R", la medida “cuenta puntos” en las partes de
F =" o la longitud de arco sobre los borelianos de una
circunferencia.

Si, para E boreliano de R", definimos p(E) = [ f(z) d,
con f > 0 y localmente integrable en R", decimos que
f es una densidad para p. Si ' = R" y p estd dada
por una densidad integrable, es decir f € L!'(R"), con
fRn f(x)dx > 0, entonces u no tiene la propiedad de du-
plicacion . En efecto sea x,, una sucesién de puntos del
espacio R" tal que |z,,| = 2m y B,, = B(x;,, m). En-
tonces p(By,) = mefdx — 0, m — oo, pero 4B, =
B(xy,4m) D B(0,m) y como u(B(0,m)) > ¢ > 0, para
m grande, la desigualdad u(4Bm) < Au(Bm) es imposi-
ble.

Destaquemos que la duplicacion es una propiedad en la
que dominio y medida estan estrechamente vinculados.
En efecto como lo muestran los siguientes ejemplos, la
medida de Lebesgue no siempre duplica, dependiendo

ésto del conjunto en el cual esta soportada.
11

Sea la sucesién a, =272, ne€y F = U[—, —+a,| U
~'n n

{0}. Sea p la medida de Lebesgue definida sobre los bore-

lianos de F', por: u(E) = |ENF|. Veamos que p, soporta-

da en F', no duplica. Sea I(—,r,) el intervalo con centro

n
1 1 1 1
en — y radio r,,, r, = —— — — = ——— . Observemos
n n—1 n n(n-1)
1
que 2r, > —— +a,_1 — —, dado que —— > a,,_1.
—1 n n(n —1)

1 1
Entonces pu(1(—,2r,)) > an—1y p(I(—=,1)) < 2a,.
n n
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Uy

. 1 .
Como el cociente no esta acotado para n — oo,

a
concluimos que g no satisface la propiedad de dupli-

cacion.

Un ejemplo visualmente més claro se obtiene en R?
con dominios que tienen “espinas de Lebesgue” no Lips-
chitzianas.

Sea F' = {(z,y) e R* /0 <y <e /" 0<x <1}
Consideramos la medida de Lebesgue soportada en F.
Observemos que si comparamos las medidas de Q((0, 0), i)

y Q((%, 0), i), obtenemos que

€ —1/37 e —2/6
fe/Qe dx > 5€ > 90
f06/4 e 17 dx qeme

Claramente se observa que el cociente no esta acotado co-

u(Q((0,0),¢))

mo funcién de € y por consiguiente el cociente -
1(Q((0,0), 7))

no puede estar acotado superiormente.

Consideremos un tercer ejemplo que nos muestra de
manera simple que, aunque la medida de Lebesgue no du-
plica sobre un conjunto cerrado F' dado, puede haber, y
de hecho hay siempre ([VK]), otras medidas de Borel du-
plicantes soportadas en F'. Sea a,, = 272" la sucesién con-
siderada en el primer ejemplo, pero distribuyamos ahora
las masas de otra manera. Sea I,, = [n,n + a,], n €. Sea
F = U I,,. Con el mismo argumento que usamos en aquel

ne
ejemplo, vemos que la medida de Lebesgue restringida a

F no duplica. Sea f(x) la funcién escalonada que asigna

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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ax € I, el valor a,' = 2%". Sea u(E) = [, f dz. Entonces
1 tiene soporte en F' y satisface sobre F', la propiedad de
duplicacién.

En relacién a la existencia de medidas duplicantes,
Konyagin y A. L. Vol'berg [VK] (1980), han probado
que siempre es posible construir una medida que dupli-
ca sobre cualquier conjunto compacto no vacio de R”,
Luukkainen y Saksman generalizan este resultado a espa-
cios métricos completos, ver [LS]. Jang - Mei Wu (1996),
ver [WU], realiza una construccién mas directa que la de
Konyagin y Vol’berg.

Diremos que una medida g definida en los borelianos
de FF C R", verifica la duplicacion inversa, si existen
a > 1y ry > 0 posiblemente infinito, tal que para todo
x € F y todo r < ry, se verifica que

r

wB(z,r) N F) 2 ap(B(, 5

)N F). (1.5)
La siguiente proposicion establece una relacién entre

la duplicacién y la duplicacion inversa cuando F' es todo
R".

Proposicion 1.2.2. 57 F = R" y u duplica, entonces
verifica la duplicacion tnversa con una constante a que
solo depende de la constante de duplicacion de p y con
g = Q.

Demostracion. Sean x € R" y r > 0. Existe y € R” tal

que r r
B(y, 5) N B(x, 5) = ¢

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
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B(y,5) N Blx.5) # .

Entonces p(B(x,7)) > p(B(x, 5))+u(B(y, 5)). Dado que

B(r. 5) € B(y, ),
se tiene que
p(Br, ) < u(Bly, 5) < A u(Bly, 1) = u(Bly, )

con € = AlF10223141 De las dos desigualdades precedentes,
se obtiene que

r

u(B(x,r) > (Bl 5) + en(Bla, 5)) = (1+ (Bl 5)
1

con lo que se verifica (1.5) para a =1 + oz, 3410,

]

En la demostracién del resultado precedente se usé que
el conjunto sobre el cual esta definida la medida p, verifi-
ca que para toda bola B(z,r) existe otra bola del mismo
tamano disjunta con B(z,r), pero suficientemente cer-
cana. Volveremos a este punto en la Seccién 1.7. Es de
notar también, que existen medidas de Borel en R", que
carecen de la propiedad de duplicacién pero, sin embar-
go, tienen la propiedad de duplicacién inversa. Este es el
caso de la medida de Lebesgue restringida al conjunto

F={(z,y) eR?/ 0<y<e V" 0<z<1}
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considerado anteriormente.

En la siguiente proposicion se da otra manera de ver
la duplicaciéon de una medida en R" que en particular
sera util en la Seccién 1.8.

Proposicion 1.2.3. Sea p una medida de Borel en R".
Entonces i duplica si y sélo si existe una constante ¢ >
0, tal que para cualquier eleccion de cubos Q y Q de lados
de igual longitud tales que Q N Q # 0, se verifica que

0 < 1(@Q) < du(Q) < . (1.6)
Demostracion. Asumimos que p duplica. Sean QQ = Q(z, )
y Q = Q(2,7) tales que QN Q # 0 y como Q(z,r) C
Q(x',3r), entonces vale que p(Q(x,r)) < pu(Q(x',3r)) <
Au(Q(a’,r)), con lo que se obtiene (1.6).

Supongamos que vale (1.6) y demostremos que p sat-
isface la propiedad de duplicacion. Sean x € R" y r > 0
dados. Notar que para cada n existe una constante N (n)
tal que todo x € R"” y todo r > 0 se tiene que existen
{@1, 29, , @)} tales que

N(n) .
Q(.’L’,T’) — ZL:J1 Q(ﬂfz, 5)

Puesto que Q(x;, g) NQ(z, g) # (), por (1.6) tenemos

que
r r

5)) <@z, 5))-

M(Q(miv 9 9

Entonces

T

(x,r) <Z,u ZL‘Z,— ) < Cu(Q(z, 5))
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1.3. Medidas duplicantes y homogeneidades su-
perior e inferior

La propiedad de duplicacién de una medida esté dan-
p(B(z, R))
u(B(x,r))

oo, por una potencia del cociente —. La propiedad de

do una estimacion superior de ,0<r<R<

duplicacion inversa nos da una estimacién inferior por
otra potencia del mismo cociente. La coincidencia de los
dos exponentes involucrados provee una nocioén elemen-
tal de dimension cuya relacion con la usual de Hausd-
dorff serd explorada en la Seccién 1.5 luego de expon-
er brevemente, en la Seccién 1.4, los rudimentos de la
teoria de Hausdorff en espacios métricos. Comenzamos
esta seccion explorando las propiedades de homogenei-
dad de medidas tienen las propiedades de duplicacion y
de duplicacion inversa.

Lema 1.3.1. Sea p una medida definida sobre los bore-
lranos de un conjunto cerrado F' C R".

i) Si p duplica entonces existen constantes s y C' posi-
tivas, que dependen de la constante de duplicacion de p,
tales que para todo k > 1, x € F' yr > 0, vale que

p(B(x, kr)NF) < Cku(B(x,r) N F). (1.7)

i1) Si p verifica la duplicacion inversa, entonces exis-
ten constantes d, c positivas y ro > 0, que dependen de
la constante de duplicacion inversa de p tales que para
todok>1,x € F yr >0, con kr < ry, vale que

w(B(z, kr)N F) > cku(B(z,7) N F). (1.8)
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Demostracion. i) Suponemos que p duplica. Dado k > 1,
existe j € tal que 2/ < k < 27! por consiguiente

w(B(z,kr) N F) < u(B(z, 2 )N F) < A u(B(z,r) N F)

= AA (B(z,7) N F)

< AAbeez (B, r) N F)

< AEpu(B(z,r) N F) < oc.

log A
log 2

ii) Asumimos que p verifica la duplicacién inversa,

conC=A?y s =

, tenemos 1).

r
entonces dado k£ > 1y r < EO’ existe 5 € tal que

2/ < k < 2771 por la aplicacién reiterada de (1.5), se
obtiene que

w(B(x, kr) N F) > w(B(x,2r) N F) > o (B(x,r) N F)

> a_leigiglogk,u(B(aj, r)NF)

loga

> a tkezp(B(z,m) N F)

= cku(B(x,r) N F),

log a
log2

Como consecuencia de la Proposicion 1.2.2 y del Lema
1.3.1, tenemos el siguiente resultado.

lo que prueba ii) con c=a"! y d =

]
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Corolario 1.3.1. 5t F' = R" y p es una medida de Borel
con la propiedad de duplicacion entonces existen s y d,
con s > d, tales que (1.7) y (1.8) se verifican para todo
k> 1, todor >0, todo x € R" y algin par de constantes
Cyec.

El Lema 1.3.1 prueba que dada una medida duplicante
i sobre un subconjunto cerrado F' de R", el conjunto de
nimeros S(pu) = {s > 0 : (1.7) se verifica para u} es
distinto del vacio. El nimero real a(u) = inf S(u) consti-
tuye, al menos intuitivamente,un parametro que estima
superiormente la dimension de F'.

[gualmente, si consideramos la clase de las medidas p
soportadas en F', que cumplen con la duplicacién inversa,
se puede asignar a cada p, un nimero 3, siendo B(u) =
sup {d > 0: (1.8) se verifica para u}.

Es de notar que si consideramos por ejemplo la medida
de Lebesgue en R”, dado que pu(B(x, 7)) ~ r", para todo
x € R" y todo r > 0, se obtiene que a = = n. Este
hecho nos da algun indicio sobre que estos niimeros « y
[, estan relacionados con la dimension del conjunto en
que esta soportada la medida.

Diremos siguiendo a [J] que una medida p, definida en
los borelianos del cerrado F' de R", satisface la propiedad
“Ds”, s > 0, si existe una constante ¢ > 0 tal que para
todox € F,r >0y k > 1, se verifica que

0 < w(B(z,kr)NF) < ck’u(B(xz,r)NF) < o0,

y que una medida pu, definida en los borelianos de F' C
R"™, satisface la propiedad “L;”, d > 0, si existen con-
stantes ¢ > 0 y r9p > 0 tal que para todo x € F y
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kr < rg, se verifica
w(B(z, kr)y N F) > kw(B(z,r) N F), k> 1.

Ademas de los ejemplos precedentes, el espacio eu-
clideo, curvas o superficies suaves con sus medidas clasicas,
existen otros casos menos homogéneos que seran de in-
terés para nosotros, en particular los que presentaremos
en el Capitulo 3, en los que varias dimensiones concurren.

Notar que si p esta soportada en F' y verifica “D,” y
“Lq”, d es menor o igual que s, ya que las desigualdades
de la forma

K p(B(z,r) N F) < u(B(x, kr) N F)
< cku(B(z,r)NF),

para todo k > 1, s6lo son posibles si d < s.

Por otro lado destaquemos que como en el caso de la
condicién (1.1), “D,” y “L4” son independientes de la
norma que define las bolas.

Las propiedades “D,” v “L;" estan definidas por de-
sigualdades que tienen relacién con las nociones de tipo
superior e inferior de funciones de crecimiento, cuyo es-
tudio es muy usual en la teoria de Espacios de Orlicz y
de médulos de continuidad, ver [I].

Una funcién ¢ : Ry — R, mondtona creciente tal
que ©(0) = 0 es de tipo superior 5 > 0, si existe una
constante C' > 0, tal que p(kr) < CkP(¢(r)), para todo
k > 1,y para todo r > 0 y ¢ es de tipo inferior a > 0,
si existe una constante C' > 0 tal que p(kr) > Ck%p(r),
para todo k > 1, y para todo r > 0.
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Destaquemos ademas, que si ¢ es de tipo inferior «
(respectivamente de tipo superior ) y v < « (respecti-
vamente § > (3), entonces ¢ es de tipo inferior v (respec-
tivamente ¢ es de tipo superior ¢).

En lo que sigue indagaremos mediante algunos ejemp-
los el grado de relacion entre las funciones mencionadas
y las propiedades “D,” y “Lg”.

Sea el espacio X = S U L, donde S representa a un
semiplano cerrado en R? y L es una semirrecta a distan-
cia positiva de S en la situacion que se muestra en la
siguiente figura.

_‘\\\x\

\

Figura 1.3.1

Equipemos a X = S U L con la medida u(E) = |S N
El|s+|LNE|;, E boreliano de R?, donde el primer término
indica el area y el segundo la longitud.

Identifiquemos con {y,(r)} a la familia de funciones
que determina la medida p para cada bola con centro
en x € X, segun la variacién del radio, esto es ¢,(r) =
pu(B(z,7)) v probemos para cada x € X, que las fun-
ciones de la familia considerada son de tipo superior dos
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y de tipo inferior uno. Para ver esto estimemos a dichas
funciones. Supongamos que el semiplano S es el conjunto
{(x,y) e R*, 2 <0} y que L = {(z,0) € R*, z > 1}.

En X = SUL consideramos la distancia que se hereda
de R?. Comenzamos estimando superior e inferiormente
(1) para z € S. Puesto que si x € S, al menos la mitad
del circulo centrado en z, y con radio r esta contenido en

S y de aqui que @ (r) > §7r7“2. Por otra parte, es claro
que

po(r) = p(B(z,r)) = |B(z,r) N S|2 + [B(x,r) N L],
< |B(x,r)|2 + maz{r — 1,0}

= 7’ + maz{r — 1,0} < 27r%.

Resumiendo, para z € S y r > 0 valen las desigual-
dades

1
§7r7“2 < @, (r) < 2mr?. (1.10)

Hagamos lo mismo para x € L y r > 0.

Sir < 2z, al menos un segmento de longitud r esta con-
tenido en L, de aqui que ¢.(r) > r. Por otro lado si
B(xz,r) NS # (), esta interseccién determina una regién
que esta contenida en un rectangulo de base = y altura r,
por lo tanto como ¢,(r) = |BN S|y +|BN L)} < 2r+ar,
si r > 2x, la bola B(z,r) interseca a S en una regién
que esta contenida en un rectangulo de base y altura re-

spectivamente iguales a (r — z) y v/r?2 — 22 y al menos
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un triangulo con las mismas dimensiones esta contenido
en S. Por lo tanto la estimacion de @, (r) para x € L,
cuando r < 2z, esta dada por

r < @.(r) < 2r+ar < 3rz, (1.11)

y sir > 2x, vale

(r—ao)Vr2—ax24+r < p.(r) <2[r+ (r —x)\/r? — 22].
(1.12)
Probemos el tipo superior 2 para ¢,(r). Sean z € S,

r >0y k> 1, entonces por (1.10),

T

4
Esta expresion muestra que la funcién ¢, (r) es de tipo
superior dos . Sean x € L, r > 0y k > 1, entonces si
kr < 2z, por (1.11) se obtiene que

k20, (1r) < @ (kr) < dmkPo,(r). (1.13)

oulkr) _ Skar o) (1.14)

@u(T) r
Notar que esta desigualdad expresa que @, (r) es de tipo
superior uno para x € L, por consiguiente también que
es de tipo superior dos. Si kr > 2x y r < 2z, aplican-

do (1.12) y (1.11) tenemos las desigualdades ¢, (kr) <
2

2 [k:r + k2 (r — %) r2 — %} y (1) > r, por lo tanto
oo (kr)  2rk? x x?
< 1+(1—-Ly /oL
e (r) = 7 { + Tk?) " k2}
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pero dado que r < 2z, se obtiene que

o (kr) 5 x x?
< 2k*|1 1 — —)\/ 42?2 — —
o (r) — [T+ ( Tk) o kQ]
obteniéndose de esta expresiéon
+(k
2r(RT) o2 4 94 < 28230, (1.15)
©x(T)

consideremos kr > 2z y r > 2z, entonces por (1.12),

2
2, % 2 L
0. (1) g rk + k [7“ k] r 12

2a(r) Tk (r— )V — 22
S 2
(r=pn/r -7
o Ty
r2v/3

por lo tanto

(k) < 2k, (1). (1.16)

De (1.13), (1.14), (1.15) y (1.16) se deduce que la fa-
milia de funciones {y,(r)} es de tipo superior dos.

Veamos ahora que la medida u(F) = |EUS|2+|FUL|;
definida en X = S U L, no tiene la propiedad de dupli-
cacién. En efecto, consideremos la bola B(n,n),n > 1 de
acuerdo a la definicién de pu, se tiene que u(B(n,n)) =
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u(B(n,2n))
W(Bnn) —

— 00, para n — o0. De este hecho es inmediato

2n — 1y p(B(n,2n)) > 7n? por lo tanto

7m2

2n — 1
concluir entonces que p, no satisface Ds.

Cuando se tiene una familia {¢,, @ € A} de funciones
de crecimiento diremos que es de tipo superior finito uni-

formemente en « (respectivamente de tipo inferior finito
uniformemente en «) si existen 3 > 0y C' > 0 tales que
para todo 7 > 0 y para todo k > 1 se tiene que @, (kr) <
CkP o (r) (respectivamente @, (kr) > CkPp,(r)). Es claro
que si la familia @, (r) = p(B(z,7)) es de tipo supe-
rior finito uniformemente en x, entonces pu satisface la
propiedad de duplicacion.

Resulta trivial entonces que la familia de funciones
{¢.(r)} del ejemplo anterior, donde

pu(r) = p(B(z,r)) = |B(x,r) N Sy + [B(x,r) N L,

con x € S UL no es uniformemente de tipo superior
dos, pues se vio que u, no duplica. En cambio se verifica
que dicha familia es uniformemente de tipo inferior uno.
En efecto, sean x € S, r > 0. Para este caso valen las
desigualdades (1.13). Notar que dicha expresién muestra
que ¢, (r) es de tipo inferior dos. Recordemos que siendo
de tipo inferior dos también es de tipo inferior uno.

Observemos ahora que si x € Ly r < z, dado que
B(xz,r) NS = 0 por lo que B(xz,r) N L contiene por lo
menos un segmento de longitud r, de aqui que

r < .(r) < 2r. (1.17)
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Sir>x, B(x,r)NS # 0, y valen las mismas acota-
ciones realizadas en (1.12) esto es

(r—a)Vr? — a2 +1 < @u(r) < 2[r+ (r —2)v/r2 — 22).

Por lo tanto si kr < z, de las desigualdades (1.17) se
obtiene que

1
5]6(,037(7“) < kr < p(kr).
Si kr > xyr <z de (1.17) y (1.12) se obtiene que

k
o (kr) > kr > Ecpx(r).
Si kr >z y r > x, aplicando (1.12) vale que

gpm(kr) > 2]€[T’ + (7’ —Qx) r2 — xQ] N %k%(r)

Consideramos ahora X = S U L, donde S es el semi-
plano indicado en el ejemplo anterior y L un segmento de
longitud uno, con origen en x = 1, sobre el eje real. Defi-
namos u(E) = |SNE|s+|LNE|; para E boreliano de R?.
Deseamos mostrar que la familia de funciones {y,(r)},
con @.(r) = p(B(x,r)), v € X, es uniformemente de
tipo superior dos y uniformemente de tipo inferior uno.
Para ello procedemos como en el caso anterior y nos val-
dremos de las estimaciones antes obtenidas. Razonando
como antes se ve que para x € S, y r > 0, valen las
desigualdades obtenidas en (1.10).

Para z € L, r > 0, valen las siguientes estimaciones
para ¢, (r), las que se obtienen a partir de (1.11) y (1.12)
y del hecho que 1 <z < 2.
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Sir > 2,
r < . (r) < 6r. (1.18)

Sir < 2ux,

7“2

[ %)

< (1) < 4r*. (1.19)

Analicemos los siguientes casos para € L, r > 0y
k> 1.
Si kr < 2xconk > 1, se obtiene que

k

ESO:B(T) < pu(kr) < 6kpy(r).

Si kr > 2zyr < 2z, entonces a partir de (1.18) y
(1.19) vale que

3
%kcpw(r) < @ (kr) < 16k2cpx(7’).
Sikr >2xyr > 2

4 5
ﬁk (7).

Para x € S, r > 0y k£ > 1, nuevamente se verifica a
partir de (1.10) que

B VBoulr) < eulh) <

TReu(r) < pulkr) < 4R, (r).

De los casos analizados se infiere que la familia {y,(r)}
es uniformemente de tipo superior dos y uniformemente
de tipo inferior uno.

Este hecho nos permite concluir que la medida u sat-
isface “Dy” v “Li”. Y no es dificil ver que 2 y 1 son
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6ptimos: p no satisface Dy para ningun s < 2 ni Ly para
d> 1.

Cuando la desigualdad
p(kr) = CKp(r)
valga sobre el conjunto
{(k,r),e R" x R" : k > 1ykr <rg}
para algin ry > 0, diremos que la funcién ¢ es de tipo

w(kr)

kPo(r)
mente acotada por debajo por una constante positiva

cuando (k, ) estd en la regiéon plana debajo de la hipérbo-
la de ecuacion kr = ry.

inferior local (3.

estd uniforme-

En otros términos la funcion

Diremos que la familia {¢,,a € A} de funciones de
crecimiento es de tipo inferior local uniformemente en «
si o (kr) > CkPp,(r) para todor >0y k > 1.

En el caso que presentamos a continuacion la familia
de funciones

{e(r)}

es uniformemente de tipo superior dos y uniformemente
de tipo inferior local uno.

Sea X = CUL, donde C es un circulo cerrado en R? y L
un segmento de recta compacto a distancia positiva uno
del otro,

Equipemos a X = CUL con la medida u(E) = |CNE|2+
|LNE)|;, E boreliano de R?. Estimemos entonces ¢, (1) =
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u(B(x,r)), x € X. Sean x € C 'y 0 < r < 1, entonces
puesto que x € C' al menos un cuarto del circulo centrado
en x y con radio r esta contenido en C', de aqui que

1
0. (1) > 1777“2. Por otro lado como B(x,r)NL =1
¢I<T) = ‘B(QT,T) N C|2 + ‘B(:L‘,T) M L|1 S 7'("]"2

Para r > 1, B(z,r) N (C' U L) contiene por lo menos a
un circulo de radio § y B(z,r) N (C U L) estd contenida
a lo mas en la unién de un circulo de radio uno con un
segmento de longitud uno. Por lo tanto a partir de la
definicién de p, se tiene que

T
Zggpx(r)gl—ﬂr, para r > 1.

En cambio para x € L, se verifican los siguientes de-
sigualdades

r < @.(r)<2r 0<r<l1 (1.20)
1
5 < u(r)<l4mn r>1 (1.21)

Notemos que la primera desigualdad se obtiene del he-
cho que B(x,r)N L contiene por lo menos a un segmento
de longitud r. La segunda desigualdad vale pues al ser
r>1yax¢€ L, B(x,r)N L contiene por lo menos a un

1
segmento de longitud 5 Y dado que B(z,r) N C puede

ser distinta del vacio, esta interseccion esta contenida a
lo més en un circulo de radio uno.
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Es sencillo ahora probar que la familia {¢,(r)} es uni-
formemente de tipo superior dos y uniformemente de tipo
inferior local uno.

Sean x € C', kK > 1y ryp =4 y consideremos los sigu-
lentes casos:

a)0 < kr < 1, por lo mostrado respecto del compor-
tamiento de p,(r), claramente se verifica que ikQ%(T) <
oa(kr) < 4K%0,(r)

b) kr > 1, 0 < r < 1, para esta situacién vale que

0o (kr) > /4y @.(r) < 7r? y dado que r?k? < 72 = 16
se cumple que

1
LR, (r) < k) (122
1
Por otro lado como ¢, (kr) < 1+ 7y @.(r) > ZT27T N
r2k? > 1, vale que
41+m7)
pr(kr) < —k pr(r) (123)

usando (1.22) y (1.23) se concluye que
1 4(1 k2o,
— k. (r) < @u(kr) < (L+ R pu(r)
64 ™

c) kr > 1y r > 1, utilizando el hecho que kr < 4y
trabajando en forma similar al caso anterior se tiene que

TR (r) < palhr) < 21T

m - kz%(T)
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De (a), (b) v (c) se obtiene que p,(r) es de tipo su-
perior dos y localmente de tipo inferior uno y que las
constantes no dependen de x € C.

Sean x € L, k > 1y rg = 4. Consideramos los sigu-
lentes casos:

a) 0 < kr < 1. Es directo obtener a partir del compor-
1
tamiento de la familia {¢,(r)} que §kg0x(r) < i (kr) <

2k, (1)

b)kr > 1y 0 < r < 1, para esta situaciéon vale que

1
o (kr) < k(1 4+ m)p.(r), y dado que @, (kr) > 5V

wz(1) < 2r, con kr < 4, se obtiene entonces que

Loulr) < pulhr) < (Lt k(1)

¢) kr > 1y 1 < r, razonando en forma similar al caso
anterior y usando que kr < 4, vale que

ST elr) < k) < (14w,

De los casos considerados, se deduce que la familia
{¢.(r)} con x € S, es uniformemente de tipo superior
dos y uniformemente de tipo inferior local uno.

Consideremos ahora X = C'U L, donde C' es el circulo
unidad centrado en el punto de coordenadas (—1,0) de
R? v L es una semirecta con origen en z = 1 sobre el
eje real. Definimos u(E) = |C N E|s + |LN E|y, para E
borelianos de R?. Estimemos ¢,(r) para z € X.

Para x € C, y r > 0 es claro que al menos un cuarto
de un circulo centrado en = y con radio r esta contenido
en C. Por otro lado como
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pe(r) = p(B(z,r)) = |B(z,r) "N Cla + [B(z,r) N Ly

< mr? + maz{r — 1,0} < 2mr?
para x € C vale entonces que

1
ng < . (r) < 21, (1.24)

Para z € L, 0 < r < z, es claro que al menos la
mitad de un segmento de longitud r estéa contenido en
B(z,r) N L. Ademdas como

w.(r) = |B(x,r)NCly+ |B(x,7) N L|; < 2r
entonces
r < .(r) < 2r. (1.25)

Notemos ahora que, si r > x, B(z,r) N (C U L) queda
contenida en la unién de un segmento de longitud no
mayor a 2r con un rectangulo de base r — x y altura dos.
Por lo tanto

r<u(r) <20+ (r— )] < 20 + 7+ 2],

pero dado que = < r se obtiene que r < @, (r) < 6r, de
aqui que comparando esta ultima desigualdad con (1.25),
una estimacién de @, (r) para x € L es

r < . (r) < 6r. (1.26)
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De (1.24) y (1.25) y combinando los distintos casos
respecto de kr y r con x € L, se prueba que la familia
{¢+(r)} es uniformemente de tipo superior dos y uni-
formemente de tipo inferior uno.

Notemos que el hecho de que la familia sea uniforme-
mente de tipo local “L;”, en nuestros ejemplos depende
en principio de la acotacién del conjunto de menor di-
mension.

Otra cuestién importante es que se detecta que la du-
plicacion de la medida esta relacionada a una condicion
de separacién entre las componentes del espacio incluyen-
do separacion en el infinito, pensando en el compactado
de un punto. Un estudio sobre la relacién entre la sepa-
racion de las componentes de un espacio y la propiedad
de duplicacion, se volvera a tratar en el Capitulo 3.

1.4. Medidas y Dimension de Hausdorff

En esta seccion se introducen las definiciones basicas
de medida y dimensién de Hausdorff de subconjuntos del
espacio euclidiano R". Con estos conceptos obtendremos
en la seccion siguiente relaciones entre los niimeros definidos
en la Seccion 1.3 y la dimension de Hausdorff del soporte
de la medida.

Las referencias basicas para estos temas son por ejem-
plo, los libros de Falconer [F1] y [F2].

Sea U un conjunto de R". Definimos el diametro de
U como |U| = sup {|z —y| : x,y € U}. Si {U;}ier es
una familia contable de conjuntos tales que para cada 1,
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0 < |U;| < ¢, diremos que {U;} es un é-cubrimiento de
FCR'siFc|]JU.
iel
Sean I’ un subconjunto de R"” y s un ntimero no neg-
ativo. Para ¢ > 0, definimos

H(F) = inf{z \U;|? : {U;}, es un d-cubrim.de H}.27)
el
El infimo se toma sobre todos los d-cubrimientos de
F.

El siguiente lema establece que Hj es una medida ex-
terior sobre R".

Lema 1.4.1. Dados s > 0 y 6 > 0,H es una medida
exterior sobre R".

Demostracion. Si F; C Fy, entonces todo d-cubrimiento
de F es un d-cubrimiento de Fi, de modo que H3(F;) <

H3(F,). Veamos que H;(U F;) < ZHE(FJ-), para toda
j=1 i=1

familia {F}, j €} de las partes de R". Si el miembro dere-

cho es +00, entonces la desigualdad es trivialmente vali-

da. Consideremos entonces que ZHg(FJ) < 400. Sea
j=1
e > 0, entonces para todo j €, existe un Jd-cubrimiento
. i . 6
{U/) . i€ l;} de Fj, tal que Z \U/|® < H3(F;) + %
iGI(j)
Entonces

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 39

j s s € s
DD U< D (H(E) + 55) = D HG(F)) +e
je iGI(j) je j€e
Haciendo € — 0 obtenemos la desigualdad deseada porque
{U?,i € I(j),j €}, es un d-cubrimiento de U £
[]

Notemos que cuando ¢ disminuye, también dismin-
uye la clase de los cubrimientos posibles de F' en (1.27),
por lo tanto, el infimo de Hj(F') aumenta, de modo que

(lsﬁ% H;(F') = sup H;(F'), finito o infinito.
- 0>0
El sup H3(F') que denotaremos con H*(F') es la medida
>0
exterior de Hausdorff de dimension s. El siguiente lema

nos asegura que es una medida exterior, mas ain H*
es una medida exterior métrica, en el sentido que dados
dos conjuntos F} y Fy de las partes de R", tales que
inf {|x —y|: v € F, ye€ Fy} =d(Fy, F3) > 0, entonces
HE(Fy U Fy) = H(Fy) + HE(Fy).

Lema 1.4.2. H*(F), es una medida exterior métrica so-
bre R".

Demostracion. Que es una medida exterior es una conse-
cuencia directa del Lema 1.4.1. Veamos que es métrica.
Sean Fy y F; tales d(Fy, Fy) > 0. Como H*(F') es una me-
dida exterior vale que H*(Fy U Fy) < H*(Fy) + H*(F3).
Debemos probar que H*(Fy U Fy) > H*(Fy) + H* (F).
Sea o = d(F, Fy) y elegimos 0 < § < «. Sea C' =
{U;}jer un d-cubrimiento de Fy U Fy. A partir de C,
formemos C y Cy tal que C' = C1UCy, donde Cy = {U €
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C: UNF #0}y Cy=C—Cy. C; es o-cubrimiento de
F. En efecto,

FlcFluFQCUU:(UU>U<UU),

veC UeC, UeCy

coOmo ( U U ) N F1 = 0, resulta que C; es un cubrim-

UeCsy
iento de Fj;. Como consecuencia de la eleccién de 9§, Cy

es un o-cubrimiento de Fy. Es asi pues,

mcruRc(Ju)u(Uu)

UeC) UeCs
como U € Cy implica UNFE # (), entonces U no puede in-
tersecar a Iy porque diam U < § < a. Por consiguiente,
U U D F5. Por lo tanto, para cualquier d-cubrimiento

UeCsy
C de Fy U F5, existen d-cubrimientos C de F; y C5 de

F; tales que

MNP =D UP+ > |UP = H(Fy) + H(F),

UeC UeC, UeCy

entonces

Hg(FlLJFQ) ZH;(Fl)_‘_Hg(FQ), 0 < «

de aqui que H*(F1U Fy) > H*(Fy) +H*(F}), lo que com-
pleta la demostracion.
[]

La restriccién de H* a la o-algebra de los conjuntos

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 41

H?-medibles, que incluye a los conjuntos de Borel, es
llamada medida de Hausdorff s-dimensional.

Senalemos que la medida de Hausdorft incluye a los
conceptos clasicos de longitud, area y volumen. Se puede
probar que la medida n-dimensional de Hausdorff coin-
cide con la medida de Lebesgue, salvo constantes mul-

tiplicativas. Mas precisamente, si F' es un subconjunto
de Borel de R", entonces H"(F) = c,vol"(F), donde
2"(5n!)
¢, = —— (ver [F1]).
2"
A modo de ejemplo, para valores enteros de s menores
que n, notemos que HY es la medida cuenta puntos, H*

es la longitud, H? es un multiplo del area, etc.

Consideremos ahora F' y ¢ fijos en (1.27), la funcién
de s, Hj(F') es no creciente cuando s aumenta. Més ain,
sit>syd >0, se tiene que HL(F) < 0" *HI(F). En
efecto, observemos que si {U; : ¢ € I} es un §-cubrimiento
de F', se tiene que

MU =) ol < 60> Uil

iel iel iel
y tomando infimos, se tiene que H4(F) < 6" *Hi(F).
Si hacemos tender § a cero, vemos que si H*(F) < oo
entonces H'(F) = 0. De un modo andlogo, podemos ver
que 8" Hi(F) < HL(F) lo que muestra que para t < s, si
H3(F) > 0, el miembro de la izquierda tiende a infinito,
para 0 — 0.

Definimos la dimensién de Hausdorff de F' como

dimpgF =inf{s: H*(F) =0} = sup{s : H*(F) = oo},
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de modo que

oo  sis<dimgF
H(F) =
0 sis>dimygkF

Si 0 < H*(F) < oo, F es llamado un s-conjunto.

1.5. Duplicacién y Dimension de Hausdorff

En esta seccién estimaremos la dimension de Haus-
dorft del soporte de una medida de Borel que satisface
las propiedades “Dy” y “L;” en términos de estos dos
parametros, s y d, cuando p tiene ademés una propiedad
de casi-invariancia por traslaciones de la bola unitaria.

El siguiente lema establece relaciones entre la medida
de una bola y una potencia del radio de la misma
Y

las condiciones “D,” y “L;” cuando se tiene una cota

uniforme por arriba o por abajo de la medida de las bolas
de radio 1.

Lema 1.5.1. Sea F' un cerrado de R" y p una medi-
da definida en los borelianos de F. Entonces valen las
siguientes proposiciones:

i) Si p verifica “Ds” y si existe una constante ¢; > 0
tal que ¢y < pu(B(x, 1)) para todo x € F, entonces existe
c > 0 tal que para todo x € F' y 0 < r < 1 vale que
r* < cu(B(z,7r)).

i) Si p verifica “Lq” y existe una constante co > 0
tal que pu(B(x,1)) < co para todo x € F, entonces existe

c > 0 tal que para todo x € F' y 0 < r < 1 vale que
u(B(z,r)) < ert.
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Demostracion. Veamos i). Dado que p verifica “D,” y

1 1
— > 1, se tiene que ¢ < ,u(B(x, 1)) = M(B(I, —7”)) <
r

r N
c(;) w(B(z,r)).

De manera similar probamos ii). Puesto que u verifica
“Lg” y% > 1, resulta que co > p(B(x, 1)) = pu(B(z, %r)) >
c(%)du(B(:c,fr’)). O

Notar que si el conjunto F' es compacto y la funcién
pu(B(x,1)) es continua, las estimaciones uniformes supe-
rior e inferior para las medidas de las bolas de radio fijo,
no constituyen restricciones adicionales a “D,” y “L;”.

El préoximo teorema presenta relaciones entre las condi-
ciones “Lg" y “D,” y la dimensiéon de Hausdorff del con-
junto F', que es soporte de u. Para demostrarlo usare-
mos una version simplificada del Lema de cubrimiento
de Wiener al que volveremos en la Seccion 1.7 en un
contexto mas general, y que enunciamos a continuacion.

Lema 1.5.2. 57 F' es un conjunto acotado de R"™ y para
cada © € F estd dada una bola B(x,r(x)) centrada en x,
entonces existe una sucesion {x;} de puntos de F tales
que si B; = B(z;,r(2:)) y B; = By, 4r(z;)) se tiene que
BiNB;=0sii#jyl;B;2F.

Teorema 1.5.1. Sea F' un cerrado de R" y p una medida
de Borel soportada en F', tal que existen constantes ¢y y
co positivas tales que ¢y < u(B(x,1)) < ¢ para todo
x € F', entonces valen las siguientes proposiciones:
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i) Si p verifica “Ds”, la dimension de Hausdorff del F
es menor o igual que s.

i) Si p verifica “Lg”, la dimension de Hausdorff del
F' es mayor o igual que d.

Demostracion. i) Supondremos que F' es acotado. Si no
es asi, F' es unién de una sucesion creciente de conjuntos
F,, donde F,, = F'N B, siendo B, = B(zy,n), zg € F,
y basta probar que la dimension de cada F;, es menor o
igual que s.

Sea 0 > 0. Puesto que F' es un subconjunto com-
pacto de R", por el Lema de Wiener aplicado a la fa-

o
milia {B (IL‘, 5) : x € F'} es posible cubrir a F' por un

nimero finito, digamos M, de bolas {B;} centradas en F
con radio 24, de modo que las bolas { B;} con los mismos

centros y con radios — sean todas disjuntas. Entonces

usando el Lema 1.5.1, la hipdtesis y el hecho de que las
bolas {B;} son disjuntas, tenemos

M M M
His(F) < YO IBJ = S 1B < > (B =
i=1 1=1 i=1

C’M(U B;) < du(F).

Notemos ahora que todo compacto tiene medida finita,
puesto que puede ser cubierto por un nimero finito de
bolas de radio 1 y por hipétesis u(B(z,1)) < co. Por
consiguiente, H*(F) < du(F) < oo, de donde se deduce
que dimpg(F) < s.
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ii) Sea {U;}icr un d-cubrimiento de F' y sea {B/} la
familia de bolas B} = B;(x;,2|U;|), z; € F NU;. Por el
Lema 1.5.1 resulta que

21 U = ¢ ) p(Bwi, 2U) = (| ) BY) = w(F),
iel iel iel
con lo cual H4(F) > cu(F). De aqui que HY(F) > cu(F).
Pero la hipdtesis de acotacion inferior uniforme implica
que p(F) > 0, lo que muestra que H'(F') = oo para todo
t < d. Asi la dimension de Hausdorff de F' es mayor o

igual que d.
]

En particular si 0 < ¢; < pu(B(z,1)) < g < oo,z € F
y si p verifica “D,” y “Lg”, entonces I’ tiene dimension
de Hausdorff igual a s, mas atun cada bola en F' es un
s-conjunto. Tal es el caso de la medida de Hausdorft so-
portada sobre el conjunto de Cantor con s = d = loﬁ
ver [LS].

En realidad, en la prueba del Teorema 1.5.1, hemos
usado esencialmente p(B(x,1)) > ¢; > 0 para demostrar
i) y w(B(z,1)) < c2 < oo para ii). La acotacién inferior
de u(B(x,1)) no es estrictamente necesaria para i) ni
la cota superior lo es para ii). Por ejemplo, si F' =R y
u(E) = [ |x|7/? dx para E boreliano de R, tenemos que
p(B(zp,1)) no estd acotada inferiormente para |zg| —
co. En efecto, u(B(z,1)) < 2|zg — 1|72, Notemos que
w verifica Dy. Sean xg € R, r > 0y k > 1 y consideremos
los siguientes casos:

log 3’
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a) |xo| < 4kr

Observemos que el intervalo (xg—kr, zo+kr) C (—8kr, 8kr),
por lo tanto p(xo—kr, vo+kr) < p(—8kr,8kr) < 4(k;7~)1/2 <
4kr'/2. Por otro lado,

To+T 2
2|72 de > 2r(|ao|+r) Y2 > 2r(5r) Y2 = —r1/2,
/{Eo—T \/5

De las desigualdades obtenidas se verifica que pu(xy —
kr,zo + kr) < 25k p(xg — r, 20 + 7).

b) |xo| > 4kr
Notemos que para zg—kr < x < xo+kr se verifica que

Z\x0| < |z| < Z\xo|, por consiguiente es directo obtener

que p(xg — kr,xg + kr) < gk‘,u(xo —r,xo + 7). De las
situaciones consideradas, vemos que g verifica “D,” con
s = 1. Como ciertamente dimy(R) = 1, concluimos que
aun bajo la hipdtesis Dy, la condicion u (B(z,r)) > C4
no es necesaria para que F' tenga dimensién s.

Siguiendo un procedimiento similar al ejemplo prece-
dente si definimos u(E) = [, |z|"/? dz para E boreliano
de R, se prueba que la medida de la bola unidad no
estd acotada superiormente en forma uniforme y que p
verifica L.

El ejemplo precedente es en realidad una consecuen-
cia de un hecho mas general: R es el limite creciente de
compactos en los cuales el Teorema 1.5.1 puede aplicarse
porque al ser continua, la funciéon pu(B(z, 1)) estd inferi-
ormente y superiormente acotada.
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1.6. Espacios métricos y casi-métricos.

Una herramienta bésica de la teoria de Whitney
de extension de funciones es un lema de cubrimiento que
se conoce precisamente como el Lema de Whitney. Al
abordar el problema de extensién planteado en la in-
troduccion serd conveniente considerar como universo la
unién de las dos componentes 2; y {29 con la métrica
que hereda de R" y en este contexto tener cubrimientos
de Whitney, entendiendo el complemento de un conjunto
tomado con respecto al nuevo conjunto universal y no a
R"™.

Introducimos esquematicamente los conceptos de es-
pacio casi-métrico y de tipo homogéneo con el fin de con-
struir cubrimientos de Whitney y en situaciones como la
descripta arriba y atiin méas generales.

El concepto de casi-distancia, surge al estudiar nor-
malizaciones del tipo |z — y|™ de la distancia usual de R”
en problemas de anélisis arménico, ver [CG].

Sea X un conjunto. Llamamos casi-distancia o casi-
métrica a una funcién d: X x X — R* U {0} que posee
las siguientes propiedades

1) d(z,y) = 0siy sélosix =y,

2) para toda eleccién de x e y en X, d(x,y) = d(y, ),

3) existe una constante k > 0, tal que para toda elec-
ciéon de z,y, z € X se verifica que

d(z,z) < k(d(xz,y) + d(y, 2)).

El par (X, d) se llama espacio casi-métrico y k sera lla-
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mada constante de la casi-métrica. Notar que para k = 1,
se tiene una métrica.

El par (R",d) con d(x,y) = |x — y|™, es un espacio
casi-métrico tomando k£ = 2",

Otros ejemplos clasicos son las casi-distancias de tipo
parabodlico inducidas por dilataciones no isotrépicas de
R™, ver [CG].

Con By(z,r) denotamos el conjunto {y € X / d(y,z) <
r} que llamaremos d-bola de centro x y radio r > 0.

En un espacio casi-métrico (X, d) las d-bolas generan
una topologia en X a través de sistemas de entornos de
cada punto. A diferencia de los espacios métricos en los
que las bolas son conjuntos abiertos, las d-bolas de una
casi-métrica pueden no ser abiertas con aquella topologia.

Sin embargo, un resultado debido a Macias y Segovia
[MS3], afirma que dada una casi-métrica d sobre un con-
junto X, existen d’ métrica y un niimero 3 > 1 tal quedy
(d')P son equivalentes. Dicho resultado es una aplicacién
del lema de metrizacién de uniformidades de Frink, de
aqui que en lo que respecta a las propiedades topoldgi-
cas de los espacios casi-métricos, son las mismas que la
de los espacios métricos.

En un espacio métrico, o mas generalmente en un es-
pacio casi-métrico pueden reconstruirse conceptos enter-
amente analogos a los desarrollados en la Seccion 1.4,
como medida y dimensiéon de Hausdorff. La tnica vari-
ante en la construccion es la dada por el hecho de que
los diametros se calculan con respecto a la casi-métrica.
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1.7. Medidas que duplican y dimension métrica
en espacios casi-métricos

Presentamos en esta seccion cuestiones basicas rela-
cionadas a las medidas que duplican soportadas en sub-
conjuntos de espacios casi-métricos.

Consideremos un espacio casi-métrico (X,d) y p una
medida positiva definida sobre una o-algebra F que con-
tiene a las d-bolas.

Diremos que p duplica si y sélo si existe una con-
stante A tal que las desigualdades 0 < pu(Bg(z,2r)) <
Ap(By(z, 7)) < 00, se verifican para todo x € X, y para
todo r > 0.

La terna (X, d, ) se llama espacio de tipo homogéneo.

Naturalmente (R", |.|, \) es un espacio de tipo homogéneo
con A la medida de Lebesgue y |.| la distancia euclidea.

Otros ejemplos de estos espacios surgen cuando en
los borelianos de R"”, se definen medidas a partir de los
pesos pertenecientes a las clases Ap, 1 < p < oo, de
Muckenhoupt, que veremos en la Seccién 1.16. Trabajos
relacionados con este tépico pueden verse en [Al], [A2],
[AM], [CF], [MS3].

Nos interesa estudiar medidas duplicantes soportadas
en un subconjunto del espacio casi-métrico (X, d), enten-
diendo por soporte de una medida g, el menor subcon-
junto cerrado tal que en su complemento la medida es
nula.

Si (X, d, i) es un espacio de tipo homogéneo entonces
los conjuntos de Borel estan en F. Esto se sigue del hecho
que la existencia de una medida que duplica en (X, d)
implica que (X, d) es separable y por lo tanto los abiertos
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son unién numerable de d-bolas que pertenecen a F.

Notemos de paso que si en lugar de tomar d como
nos viene dada usamos la casi-métrica (d')” de Macias
y Segovia, con d una distancia en X y § > 1, entonces
podriamos haber definido espacio de tipo homogéneo, re-
quiriendo que p sea una medida de Borel que satisface la
duplicacién. Porque en esa situacién las (d’)’-bolas serdn
abiertos y por lo tanto medibles.

Dado (X, d) un espacio casi-métrico y F' un conjunto
cerrado en X, diremos que i definida en los borelianos
de F duplica, si existe una constante positiva A tal que
para todo x € F'y r > 0, valen las desigualdades

0 < pu(Ba(x,2r)NF) < Apu(Bg(z,r) N F) < oo(1.28)

0, equivalentemente, si (F, d, ut) es un espacio de tipo ho-
mogéneo. En analogia con lo planteado en las Secciones
1.2 y 1.3, diremos que una medida p definida en la o-
algebra de Borel de un subconjunto F de (X, d), verifica
la propiedad de duplicacion inversa, si existen constantes
ro >0, M >1ya > 1, tales que para todo x € F'y
r < ro se verifica que

p(Ba(w,r) N F) = ap(Balw, <) OV F)  (1.29)

La proposicién siguiente es la analoga de la Proposi-
cion 1.2.2, la cual expresa una relacion entre la propiedad
de duplicacion y la duplicacién inversa cuando las coro-
nas son distintas del vacio.

Proposicién 1.7.1. Sea (X, d, i) un espacio de tipo ho-
mogéneo para el cual existe Ry > 0 tal que para todo
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x € X y para toda eleccion der yr' con 0 <r <r’ < Ry
vale que By(xz,r") — Bg(x,r) # 0. Entonces p verifica
la duplicacion inversa. Mds aun, podemos tomar M =

k(1+4k%),a=1+ A"18M 4 py = 4—]:2.

Demostracion. Sean x € X y r < rg, por hipotesis existe
y € X, tal que 2kr < d(z,y) < 4k*r, con k la constante
de la casi-métrica. Veamos que se verifican las siguientes
relaciones:

1) Bd(SU,T> ﬂBd(y,T> =

11) Bd(l'7r) C Bd(y7 M’I“) y Bd(y7r) C Bd(x?MT)a con
M = k(1 + 4K?)

Afirmamos que i) se verifica, si asi no fuera existiria
¢ € By(x,r)NBy(y,r) de lo que se obtendria que d(z,y) <
kld(&,x)+d(€,y)] < 2kr, que no puede ser ya que 2kr <
d(x,y). Para probar ii) tomamos z € By(x,r), luego
d(z,y) < k[d(z,2)+d(z,y)] < rk[1+4k?*] = rM. De igual
forma se obtiene que By(y,r) C By(z, Mr). De i) y ii) se
obtiene que pu(Bg(x, Mr)) > u(Bg(x,r)) + pu(Bqly,r)) >
p(By(z,r))+A71M 1 (By(z, 1)), de aqui que pu(Bg(x, Mr)) >
(1 4+ A-eM)y(By(x, 7)), con 1+ A~leM = g O

Aligual que en el espacio euclidiano en un espacio casi-
métrico se definen las propiedades “Ly” v “D,” para una
medida p soportada en un conjunto F' del espacio casi-
meétrico, de aqui que son validas las relaciones estableci-
das entre estas propiedades y la dimension del conjunto
soporte de la medida, probadas en una secciéon anterior.
En particular el Lema 1.5.1 se extiende naturalmente al
contexto de los espacios casi-métricos.
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A continuacion introducimos un nombre para el caso
de coincidencia entre d y s en estos conceptos. La de-
nominacién que adoptamos extiende la idea de normal-
idad introducida por Macias y Segovia [MS1] y sera de
utilidad en el Capitulo III.

Un espacio de tipo homogéneo (X, d, u) es d-normal,
si existen cuatro constantes positivas y finitas A, Ao, K3
y Ko, Ky <1< K tales que

Ar® < p(B(z,r)) si r° < Kyju(X) (1.30)
B(z,r) =X si > Kiu(X) (1.31)
Agr® > p(B(z, 7)) si > Kou({z})  (1.32)

B(z,r) = {z} si ° < Kou({z}) (1.33)

Bajo estas condiciones, también nos referimos a la me-
dida g como d-normal en (X, d). Notemos que cuando
0 = 1, es un espacio de tipo homogéneo normal en el
cual la medida de una bola es proporcional al radio en el
sentido de [MS1].

Los ejemplos y resultados que desarrollamos seguida-
mente, no sélo estan dirigidos a mostrar distintos ca-
sos de medidas duplicantes sino también a preparar her-
ramientas utiles para estudiar, en el Capitulo III, el prob-
lema de extension de estas medidas.

Ejemplo 1.7.1. Sea X; un subespacio vectorial de R"
de dimension n1 < n. Para E boreliano de R"™, se de-
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fine la medida de p*, como u*(E) = [y (d(z,p))* du,
donde 1 denota a la medida ny-dimensional de Lebesgque
y d(x,p), representa la distancia usual del punto x a p,
conp € Xi. Afirmamos que pu® duplica en X7 si v > —nj.
En otros términos (Xi,d, u®) es un espacio de tipo ho-
mogéneo.

Por simplicidad supongamos que p es el origen de coor-
denadas. Probaremos que pu(B(zg,7)) < cu(B(xg,7r/2))
para todo xy € X7 y r > 0. Consideremos los siguientes
casos:

Si |xg| < 4r, notemos que B(xg,r) C B(0,5r), de
aqui que

u(Bleor) = [ ol dm
B(l‘o,?‘)ﬂXl
S fB(O,5r)ﬂX1 || dpn
= ot (1.34)

Notar que como o > —ny, || es localmente integrable.
Por otra parte, si a > 0,puesto que la potencia a es una
funcion creciente,

/ ||* dpy = / 2| dpy = cor®™™.
B(l‘o,T‘/Q)ﬂXl B(O,’I’/2)ﬂX1
(1.35)

Si—n; < a <0, |z|* es una funcién radialmente de-
creciente, por lo que se obtiene que

/ 2] dyy (1.36)
B(Io,T’/Q)le

> (|zo| + g)%m > et (1.37)
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p(B(zo, 7))
p(B(xo,/2)) ~

De (1.34), (1.35) y (1.37), vale entonces que

C, paratodor >0y a> —n;.

Analizamos ahora la duplicacion de u® para el caso en
que |xg| > 4r. Observemos previamente que para todo
x € B(xg,r) N X7, vale que

x
ol < [0 —al + [o] < v+ [o] < 22 4 o,

3
de aqui que Z|xo\ < |z|. También |x| < |xg| + | — xo| <

5
|zo| + 1 < Z\x0|, por lo tanto |z| < Z|a:0|.
Utilizando las desigualdades anteriores se obtiene para
a > —nq, que

S 121" A Cilaol*pr (Blay, 7))
fB(xo,g)le ‘$|a dup — 02‘$0|a:“2 (B(x()v T/2>)
En el siguiente ejemplo se generaliza a un espacio métri-

co la situacién del Ejemplo 1.7.1, siendo p una medida
d-normal.

< C, para todor > 0.

Ejemplo 1.7.2. Sea (X, d) un espacio métrico y p1 una
medida positiva definida en los borelianos de X . Supong-
amos que (X, d, i) es d-normal, no atémico y no acotado.

Entonces la medida p*(E) = /(d(:p,p))o‘ din, pe Xy
E
E boreliano de X, duplica si a > —6.

Veamos primero que p®(B(p,r)) ~ r®*° para todo r >
0. En efecto,
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W(B(p, ) = / (d(z, p))" dyua(2)

S Z / ) )

donde A es una constante mayor que uno que fijaremos
en un momento. Estimemos superior e inferiormente el
término general de la ultima serie. En el dominio de in-
tegracion, d(z, p) ~ r A/, por consiguiente el integrando
(d(z,p))® ~ r*A=2. Asi el término general de esa serie
es del orden de
r*A Y p({z r AT < d(w,p) < rATY) = r* A" [u(B(p,rA)) —
— p(B(p,rA7H)].

Por la normalidad y dado que el espacio es no atémico
y no acotado, entonces

A[rA7) < p(B(p,rA™)) < AplrAT)

Ao[r A7 > w(B(p,r A7) = AfrAT)°

restando término a término tenemos que

(A= ZOATY < u(Blp.r A7) — p(Blp.rA™ ) <
< (Ay— %)[m—ﬂ]é
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Si elegimos A mayor que uno, adecuado tenemos que el
término general de aquella serie es del orden de

TaA—aj [TA—j]é _ T(a—i—é)A—(a—i—é)j.

Asi,

p(B(p,r)) = Y rlot0) A0 o o,
Jj=0

Probemos que p® duplica. Sean xg € X y r > 0
tales que d(xg,p) < 4r. Entonces B(p, g) C B(xg,5r) C

B(p,9r). Por lo que es directo que

e (Blanr) _
1 (B(zo, 3))
Consideremos ahora o € X y r > 0, tales que d(xg, p) >
4r. Observemos que para todo x € B(xg,r) N X3

d(a.p) < dw. ) + d(ao.) < d(z0.p) (L3

y d(xg,p) < d(z,x0) + d(x,p) < r+d(x,p), entonces

(w0, p) — 7 < d(z, p) por lo que 2d(xo, p) < d(z, {)39)
(1.38) y (1.39) vale que

(w0, p) =~ d(x,p) (1.40)

por lo tanto utilizando (1.40), se obtiene que

(B0, 7)) Jpen(d(@o,p))dp
HB05) = Ty s =
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De acuerdo a las exploraciones llevadas a cabo en la
Seccién 1.5, las condiciones “D,” y “Ly” pueden refor-
mularse como tipo inferior s uniforme y tipo inferior d
uniforme local para la familia ¢, (r) = p(B(z,7)). La fa-
milia de funciones como las obtenidas en los ejemplos de
la Seccién 1.3, nos sugieren el siguiente lema.

Lema 1.7.1. Sean dy y dy numeros reales positivos con
di < dy y {na : @ € R}, la familia de funciones cre-
cientes de RT en R™ definida por

ab=hypd ¢ ()< r<q
Na(r) = (1.41)
rd st <1 <00

es de tipo superior dy e inferior di uniformemente en
a € RT.

Demostracion. Notar que 1,(r) puede reescribirse como
ozd2771(£). Notemos que también los tipos uniformes de
la familia {n,} serdn coincidentes con los tipos de 7;.
En efecto, s es un tipo superior para 7; si y solo si

m(kt) < Ck®ni(t) para h > 1 y t > 0. Esta desigual-
dad es equivalente a

ad2n1 (kz) < C’ksad2n1 (1)
o o
o también

Na(kr) < ck™na(r),

que es el tipo superior s uniforme para la familia {n,}.
Veamos, entonces, que n; es de tipo superior dsy e inferior

dy.
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Sean k > 1, t > 0, entonces si kt <1,

m(kt) = kM (t) = k4 (O < k() (1.42)

kt > 1yt <1 entonces

m(kt) = k%% < glh = gy, (1)

y claramente vale que si kt > 1 y t > 1, mn(kt) =
k% (t)dy = k%n,(t), por lo que se verifica que

Ul(kg) < k%, (g) (1.43)

lo que prueba que 7; es de tipo superior dy. Similarmente
se prueba que 7, es de tipo inferior d;. ]

Lema 1.7.2. Si{n, : o € A} es una familia de funciones
uniformemente de tipo superior finito 3 y {7, : a € A}
es otra familia de funciones equivalente a la familia {n, :
a € A} en el sentido que existen constantes Cy y Cy que
verifican C17a (1) < no(r) < Confia(r), para todo r > 0 y
para todo o € A, entonces {fj, : a € A} es una familia
de funciones uniformemente de tipo superior finito (3.

Demostracion. Dado k > 1, observar que por la hipétesis,
para cada a € A se verifica que

. 1 C _
allr) < () < 2R0u(r) < CRia(r).
1 1
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Observemos, finalmente que es posible que 7(r) <
n2(r), Vr > 0 y que el tipo superior de 7, sea finito y el
de 11, no. También es posible que n; tenga tipo inferior
mayor que cero pero que 7, tenga tipo inferior cero.

Para ello consideremos la funcién 7 definida como sigue.
Sean vy = 1/2y x, = 22 /2 paran > 1. Six € [22, 2,
n(z) es constante con valor z2, n(0) = 0 y en los inter-
valos restantes 77 se obtiene por interpolaciéon lineal de
manera que resulte monotona no decreciente.

&

T

g 14 12

Figura 1.7.1

Por la construccién efectuada, claramente n resulta
creciente en [0, 1]. Veamos que no tiene tipo superior fini-
to atn siendo n(z) < f(x), para todo x € [0, 1].

Observemos previamente que por definicién de z,,, n >

111 1
1 éste puede expresarse como 5 Z E . 22n ppveyy g De aqul que
2 " 2 2
n(wn) n(wn) X
11, L\ 2
. 2°4" 2271 2
_ (1 i (1.45)
2-4- -22n71
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que no estd acotado cuando n tiende a infinito.

Lema 1.7.3. Sea (X, d) un espacio casi-métrico y p una
medida de Borel positiva en X. Sea p.(r) = u(B(z,r)).
Sea Y C X, tal que existen constantes 0 < di < dy <
oo y una funcion o @Y — RY tal que {p, : © € Y}
es equivalente a {nym) © © € Y} definida como en el
Lema 1.7.1. Supongamos ademds que {p, : © € X \
Y} es equivalente a la familia constituida por el dnico
elemento ny(t) = t%. Entonces (X, d, j1) es un espacio de
tipo homogéneo.

En 1972 Coifman y Weiss ([CW]) demuestran que la
existencia de una medida que duplica en un espacio casi-
métrico implica una forma cuantitativa de la propiedad
de acotacion total de los conjuntos acotados que pemi-
tird después a Assouad (1988) definir un concepto de
dimensién métrica.

Veamos a continuacion los siguientes definiciones

Sea (X,d) un espacio casi-métrico con constante k.
Un subconjunto A de X es un e-disperso, para alguna
constante positiva €, si d(z,y) > €, para todo x e y que
pertenecen a A, x # y.

Diremos que el espacio (X, d) tiene dimensién métrica
finita, si existe una constante N €, tal que para x € X
y todo r > 0, todo subconjunto 5" disperso de B(z,T)

continiene a lo mas N puntos.

Lema 1.7.4. Sea (X, d) espacio casi-métrico con dimen-
sion métrica finita entonces existen C' > 1 y s > 0 que
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dependen de N tal que six € X, r >0 y A > 1 entonces
la d-bola By(z, Ar) contiene a lo mas CN° puntos de un
subconjunto r-disperso de X cualquiera.

Demostracion. Dado A > 1, existe k € tal que 2F < \ <
2k+1.

Para todo z € X y para todo r > 0 se tiene que
B(x,A\r) C B(x,2817). Sea A un conjunto r-disperso
en X. Entonces #(B(x, \r) N A) < #(B(z, 28 1r) N A).
Para estimar este ultimo ntimero construimos una suce-
sién de cubrimientos de B(z, 281r) con el siguiente pro-
cedimiento. Sea A; un subconjunto 2*r disperso maxi-
mal en B(xz,2%r), #(A;) < N. Para cada y,jC € Ay, con-
struimos un conjunto Ai—p 2F=1r disperso maximal en

B(yi,Zkr, H(Ak —1V) < N y 1 (U AZ:1> < N?2. Deno-
J

tamos con Aj_1 ala unién en j de los A} | y repetimos el

procedimiento construyendo un conjunto 227 disperso

maximal A!_, en cada B(zl_,,2*!r) para todo 2. | €

Ap_1. S1 Ap9 = LJAZ?2 tendremos que f(A;_2) < N°.
[

Finalmente B(z, 281r) estara cubierto por (no més de)
N* bolas de radio 2r. Como A es r-disperso, en cada una
de ellas no habra mas de N puntos de A, con lo que

g (B(z,2"'r)n A) < N" < NN,

con s = logy, V. []

El infimo de los ntimeros s para los cuales se cumple
la conclusion del Lema 1.7.4 se denota por dimsX y se
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llama dimension métrica del espacio X o también dimen-
sién de Assouad de X, ([LS]).

El siguiente teorema debido a Coifman y Weiss ([CW])
prueba que si existe una medida que duplica definida en
(X, d), éste tiene dimensién métrica finita.

Teorema 1.7.1. Sea (X,d,pu) un espacio de tipo ho-
mogéneo, entonces el espacio casi-métrico (X,d) tiene
dimension métrica finita.

., . o
Demostracion. Sea A un conjunto —-disperso y sean {z1, - - -

con M < N los puntos de A en By(x,r). Las d-bolas

By(x;, ﬁ) son disjuntas y estan incluidas en las d-bolas
1
Bi(z, R), con R = r(k + Z) En efecto, si existe y €
By(x;, ﬁ) N By(x;, I—k) entonces d(x;, z;) < k(d(x,y) +
d(z;,y)) < g en contra de lo supuesto. Seay € By(x;, ﬁ),
entonces
1
d(,y) < kld(wi,x) +d(a;, y)] < Kl +7] = rl; + ],

de lo que se obtiene

al r

i=1

’
Veamos que pu(Bg(x;, E)) esta acotada inferiormente

por un multiplo fijo de u(By(x, R)), lo que nos permi-
tird obtener el resultado.

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 63

5

Veamos que By(x, R) C By(x;, R'), con R’ = k(k+1)7“.
Sea y € B(zx, R) entonces d(y, z;) < klk+7r] = k‘(k+g)r,
de aqui que

p(Bal, B)) < p(Ba(i, ). (1.47)

Dado que p duplica y por (1.47), vale que para todo j

r

)]

siendo ' = A& @k+9)] De (1.46) y la tltima desigual-
dad se obtiene que

11(Ba(w, R)) < p(Ba(zj, R')) < Cp(Ba(x;,

de donde N < (.

Finalmente, veremos una extension al contexto de los
espacios casi-métricos con dimension métrica finita del
Lema de Wiener. Este lema servira de base para la obten-
cion de cubrimientos de tipo Whitney en estos espacios,
como se mostrara en la Seccion 1.11. La demostracion del

siguiente lema es esencialmente la de Coifman y Weiss,
ver [CW].

Lema 1.7.5. Sea (X,d) un espacio casi-métrico con di-
mension métrica finita y E C X un conjunto acotado.
Sea {B(z,r(x)) : © € E} un cubrimiento de E, por bo-
las centradas en los puntos de E. Entonces existe una
sucesion de puntos {x;} C F tal que
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B(ZC%T(xi))mB(xjvr(xj)) = ®7 St 1 7£ J y EC UB(SUZ‘,4]€7’($¢))-

Demostracién. Suponemos que sup {r(z) : x € £} < oo,
si no fuera asi, entonces basta una bola de la familia
para cubrir F. Sea E; = E. Elegimos z; € E; tal que
r1 =r(z1) > 3 supg, r(z) y lamamos

BlzB<ZE1,T1> y BlzB($1,4kT1).

~ 1
Sea Fy = F1—By. Elegimos zy € Ey : 1y = r(x2) > = sup r(x),
xelb,
de aqui que

2ry > supr(z) > sup > .
By E,
Llamamos By = B(xg,13) ¥ By = B(xs,4krs), contin-
uamos el procedimiento en forma inductiva, definimos
b1 = E, — Bn y seleccionamos x,.1 € FE,.1, si es
E,1 # 0, tal que

1 .
Tl = 1(Tpy1) > = 2up r(xz), 2r;>r,pparai=12---.n
n+1

y

Bn+1 — B(xn—i—la T’I”H—l)) Bn—i—l — B(xn—i—la 4krn+l)-

Veamos que B; N B,, = (), para i < n. Suponemos que
B;N B, # () y sea £ un punto de la interseccién, entonces
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d(zi, xy) < k(d(x;, §)+d(xn, &) < k(ri+r,) < k(ri+2r;) = 3kr;,

de lo que se obtiene que x,, € B; y como i < n,x, ¢ E,,

lo que contradice la seleccién de x,,.
o0

Veamos que E C U B,,. Si el proceso de seleccién fuese

n=1
finito tendriamos que para alguna etapa k, el conjunto E},
k

seria vacio y esto diria que £ C U B,,. Supongamos que
n=1

el proceso es infinito, entonces lim 7, = 0. Si no fuera
n—oo

asi, existiria un numero real ¢ > 0 tal que para alguna
subsucesién 1, de r,, tendriamos r,, > €. Dado que las
bolas B, son disjuntas dos a dos, necesariamente debe
ser que d(xp,,Tn,) > € para k # j, lo cual no puede
ocurrir por el Lema 1.7.4. Sea z € E,r(z) > 0. Como
r, — 0, para n — oo, tendremos que para todo n > ny
sera ry, < §r(x) Ademaés, como 5 Sup r(z) <r, < §T(x),

n

tendremos que = ¢ E,, y por consiguiente, x € By, para
algin k < n, lo que concluye la demostracion. ]

Una variante del teorema anterior es la que se obtiene
en el siguiente resultado debido a Aimar (ver [Al]) en el
que se debilita la hipotesis de acotacion de E.

Lema 1.7.6. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo
y sean B = {B,,a € F} una familia de bolas en X, tal

que E = U B, es medible y de medida finita. Entonces
acF
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eriste una sucesion {B;} = {B(x;, )} C B, posible-
mente finita, tal que las bolas B; son disjuntas y para
alguna constante C' (que solo depende de la constante
k de la casi-métrica) se tiene que E C UB(xZ-,C’rZ-).
Mas aun, toda B € B queda incluida en alguna de las
B(CCZ,CT’Z)

Otra forma de cubrimiento de Wiener pero mas débil
que admite una condicion de “solapamiento acotado” en
lugar de “bolas disjuntas” puede obtenerse debilitando
la hipdtesis de acotacion del conjunto a cubrir si se tiene
una funcion acotada para el radio de las bolas.

Lema 1.7.7. Sea (X,d) un espacio casi-métrico con di-
mension métrica finita y ) # E G X. Sear : E — R*
una funcion acotada dada. Entonces existe una sucesion
de puntos {x;} C E tal que

2) Z XB(x,L,r(:cn))(x) <2

i) B C UB(xn,élKr(xn)); K, es la constante de la

casimétrica.

Demostracion. Sean xo € E, A > 1, j € y definimos
Ej =FEnN [(B(ZIZ(), A‘j—HA) - B(l’o, A]A)]

donde A es una cota superior para la funcién r, y Ey =
E N B(xp,AA). Consideremos la restriccién de r a F
esto es 1 : E; — R". La familia {B(z,r(x)),x € E;}
es un cubrimiento de F;, para j €p; y dado que para
todo j, E; es acotado se puede aplicar el lema 1.7.5 a
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las bolas de dicho cubrimiento, por lo que se obtiene

una sucesion {wi} C Ej, tal que las bolas de la familia
F; ={B(z],r(z])} verifican:

a) son disjuntas dos a dos.

b) Sus dilatadas por 4K, cubren a E;, mas precisa-
mente,

U (Bl 4K7(]) > B
Probaremos que F = U;’io}" satisface las propiedades
i) y ii). Dado que UjZ, = E y utilizando b) facilmente
se obtiene ii). Con el objeto de probar i) veamos que si
|l—j| > 2, entonces ninguna bola de la familia F; corta a
ninguna bola de la familia .7:], pues en caso contrario exi-
stirfa un punto y en B(x!,r/)NB(z},,r!) para algin par
de indices z y m. Entonces suponlendo que [ > j+2, vale
que d(z?, 2t ) < K[d(x Z',y) + d(y, 2! )] < 2KA. Por con-
31gu1ente AZA < d(wg,2') < Kld(z],z0) + d(x], )] <
Kld(z), z,)4+2Ka] < K[AJ“/H—QKA], que es imposible

si A > 3K?; lo que prueba la afirmacién.
Veamos ahora que si x € F, éste no puede pertenecer
a méas de dos bolas de la familia F. Si 2 € B(z, r(z7)) no
puede estar en ninguna otra bola de la misma familia F;.
Pero dado que las bolas de la familia F; son disjuntas con
las bolas de la familia F; con |l — j| > 2, puede ocurrir
que x pertenezca sélo a una bola de la familia F; con

1=l =1, de aqui que Y Xpes(e)(2) < 2. m

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 68

1.8. Medidas que duplican en R" y la clase de
los cubos diadicos

La familia de todos los cubos de R", tiene el cardi-
nal del continuo, puesto que tiene n + 1 grados de liber-
tad en R. Esto hace, a veces dificil verificar la propiedad
de duplicaciéon de una medida. Nos preguntamos si el
conocimiento de la propiedad de duplicacion en alguna
subfamilia mas chica de cubos de R", es suficiente para
la validez de la duplicacion para todos los cubos. Parece
evidente que en una tal subfamilia, todas las escalas y
todas las localizaciones en el espacio deberian estar bién
representadas. Pero, como se sabe de la teoria de pesos
(ver Seccion 1.17), la pertenencia a A, sobre diadicos
no implica que el peso en cuestion esté en las clases de
Muckenhoupt. Exploraremos aqui brevemente dos con-
ceptos de duplicacién diadica esencialmente diferentes.
Uno, que serd util para nosotros, sera coincidente con
la duplicacion, el otro serd mas bien la duplicacién que
heredan los pesos de las clases de A, diddicas.

Para desarrollar los conceptos mencionados necesita-
mos conocer cuestiones bésicas relacionadas a los cubos
diadicos de R", para lo cual caracterizaremos previa-
mente a los intervalos diadicos de R.

Sea el conjunto de los nimeros enteros y D; = {1 Jk =
2/k,2/(k+1)] : k €}, j €. Elintervalo I} = [2/k, 2/ (k +
1)], k €, j €, representa a un intervalo diadico de longi-
tud 27 o de nivel j. Con D = UDJ denotamos al con-

S
junto de todos los intervalos dizidicos de R.
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Enunciamos a continuacion algunas de las propiedades
basicas, de estos intervalos.

= U[J’?, para todo 7;

b) I;-“ N ]Jl- = ()sik # I, donde ;1 denota el interior de
A;

¢) todo intervalo [ f del nivel j se escribe como unién

de dos intervalos de nivel j —1, esto es: ]k = I%1 UI%Jrl

ke 12/4-1-1

en esta situacion diremos que [ 2k son hijos de I; :

o que Ik es el padre de I%1 e ]2’Cle
d)sil, JeD, I N J # () entonces vale alguna de las
inclusiones: I C J o I D J.

Los intervalos diadicos heredan el orden parcial que
la inclusion determina sobre las partes de R y asi una
subfamilia A de D tiene a I € D por elemento maximal
si I € A y ningin predecesor de I pertenece a A, I es
predecesor de [ si J 2 1.

Sea (o, 3) un intervalo y sea A = {I € D / I C
(cr, B)}. Entonces toda cadena ascendente en A esta su-
periormente acotada. Por consiguiente A tiene elementos
maximales. Denotemos con M = {I € D : I es maximal de A}.
Es claro que (a, 3) = U I. Més aun, si consideramos el

IeM
conjunto de los niveles que participan en M,

J ={j €2 =1(I) para algiin I € M}

entonces J esta superiormente acotado. Sea jj el maximo
de J. Observemos, que no puede haber mas de dos inter-
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valos de M del nivel j,, porque en caso contrario, dado
que éstos son adyacentes, reuniendo algin par encon-
trariamos una contradiccién a la maximalidad supuesta.
Hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicién 1.8.1. Sea («, 3) un intervalo acotado en
R y sea jo = max{j €: 2/ = I(I), con I C (o,3), I €
D}. Entonces existe al menos un cubo diddico de nivel
Jo, contenido en («, ) y no mds de dos de ellos.

Lema 1.8.1. Sea («, 3) un intervalo acotado de R, en-
tonces existen cuatro intervalos dz’ddz;lcos del mismo nivel

{I;;i =1,2,3,4} tales que («, ) C Uli‘

i=1
Demostracion. Por la proposicién anterior puede ocurrir
que exista solo un [ f diadico de nivel maximo jy o que
existan I e I foﬂ de nivel maximo jj incluidos en («, ().
Si ocurre la primera de las posibilidades I jko_l el jkOH son

intervalos diddicos del mismo nivel tales que («, ) C
1

U Iﬁ)“; si no fuera asi, uno de los dos conjuntos Ij]-f)_l U
i=—1

]J’f) 6 [J’f) U Ij’i)ﬂ seria el padre de I]]?O incluido en («, ), lo
que contradice la maximalidad de [ ]’“O :

Si existen [ fo el ;ZH de nivel maximo jy, incluidos en

(c, 3), entonces con los intervalos diddicos [ ]’f]_l e I f()”
2
tenemos que («, 3) C U [jlzﬂ. O
i=—1
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Sea " el conjunto de puntos de R” cuyas n-coordenadas
n

son enteras y D} = {H If", ki €}. Denotamos con Q% =
i=1
1T, If", k = (ki,ko,---ky,) €", j €, donde de acuerdo
a la notacién utilizada para los intervalos diadicos de R,
]Jkl = 2j[/{3i,ki + 1], j e, k€.
El cubo Q"; representa a un cubo diadico de R" de lado
2/ y vértice k = (k1, ko, -+ k,). Es claro entonces que

D = UD}‘, es el conjunto de todos los cubos diadicos
je

de R™.

Enunciamos a continuacién los analogos n-dimensionales
de las propiedades expuestas antes, para los intervalos

diadicos de R.
a) U Qf = R", para todo 7;

ken

b) Q"NQL=0sik#1, ke

¢) todo cubo diddico @ de R"™, de nivel j genera 2"
cubos diddicos de nivel 5 — 1, por biseccion de sus lados.
Diremos que cada uno de estos cubos de nivel j — 1 es
hijo de ) o que @ es el padre de los de nivel 7 — 1, que
genero;

d)siQy ReD" QNR+#(, entonces vale alguna de
las siguientes inclusiones: Q C R 6 R C Q.

El siguiente lema generaliza al Lema 1.8.1.
Observemos antes que el mismo argumento utilizado
en la demostracion de la Proposicién 1.8.1 nos asegura
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que existe jo(S) = méx{j €: 2/ = 1(Q), con Q diddico y Q C
S}, siendo S un cubo cualquiera de R”.

Lema 1.8.2. Todo cubo S de R", estd contenido en 4"
cubos diddicos de R™ del nivel jy y contiene por lo menos
a uno de ellos.

Demostracion. Ya hemos observado que dado un cubo
S de R”, existe un cubo diddico maximal (), de nivel
Jjo maximo tal que ¢Q C S. Veamos que con 4" cubos
diddicos de nivel j, podemos cubrir a S.

Consideremos la proyeccién m; : R — R tal que
(w1, xn) = x;, v sean m;(S) = (y, 5;) v mi(Q) = 1.
Observar que I; € Dj,. Por la Proposicion 1.8.1 y el Lema
1.8.1, existe a lo sumo otro intervalo I € D, tal que
I'UI; C (o B;) y existen diddicos Iel]” también del
mismo nivel Jo, tal que (oy, B;) € LU Il U I/ UI" de

aqui que H a;, ;) = S, queda contenido en 4" cubos

diddicos de n1ve1 Jo-
O

Lema 1.8.3. 5t S1 y Sy son dos cubos en R"™ con el
mismo lado, entonces jo(S1) < jo(S2) + 1.

Dados dos cubos diddicos de R" del mismo nivel, di-
remos que son adyacentes si tienen un lado o un vértice
en comun. Es claro que si ¢ es una medida que duplica
en los Borelianos de R"”, entonces existe una constante
c > 0 tal que para toda eleccién de cubos diaddicos de
R", Qi y @; del mismo nivel y adyacentes se verifica que

0 < 1(@Qr) < n(@) < . (1.48)
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En efecto: sean ()1 y Q2 diddicos adyacentes del mismo
nivel y consideremos Qs = 3Qs, entonces Q; C Qs. De
aqui que p(Q1) < 1(Q2) < cu(Qs), donde la constante
c, es la constante de la medida p correspondiente a la
triplicacién del radio.

La siguiente proposicién establece la equivalencia entre
(1.48) y la duplicacion.

Proposicion 1.8.2. Sea u definida sobre los borelianos
de R™. Entonces p verifica (1.48) si y solo si p duplica.

Demostracion. Para probar que 1.48 implica la dupli-
cacién para p haremos uso de la proposicién 1.2.3. Sean
Q v Q cubos de R" con lados de igual longitud tales
que Q N Q # 0.Por aplicacién del Lema 1.8.2 tenemos
que Q y Q estdn cubiertos por 4" cubos diddicos de

niveles jo(Q) v jo(Q), respectivamente. Supongamos que
70(Q) > jo(Q). Sabemos también por el lema 1.8.2 que
al menos uno de los cubos Q* elegidos para cubrir Q
estd contenido en @ Por el Lema 1.8.3, si es necesario,
es posible dividir en 2" partes cada uno de los cubos que
cubren () para obtener nuevos cubos diddicos que, en un
nimero no mayor que 2"4" cubrirdn Q. Por consiguiente,
luego de un ntmero finito y constante de pasos de adya-
cencia podemos conectar cualquier cubo del cubrimiento
de ) con Q* o con algunos de sus hijos si la aplicacion
del Lema 1.8.3 fue necesaria. Entonces, denotando con
{Q":1=1,2,---,4"} a la familia que cubre a Q, ten-
emos, usando 1.48 cada vez que avancemos un paso con
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la adyacencia, que

p(@) < (@) < Cu(Q) < Cu(Q).
0

El segundo concepto de duplicacion diadica puede es-
tablecerse si se impone una condicién de duplicacién en-
tre padres e hijos de un cubo diadico, el cual puede ser
expresado de la siguiente manera: una medida p verifica
la duplicacion diddica si existe una constante C' > 0 tal
que para todo cubo diddico Qg, u(Qq) < Cu(Qy) sien-
do @vd el padre de Q4. Este concepto no implica el de
duplicacion , como lo muestra el siguiente ejemplo. Sea
it definida en los borelianos de R, de la siguiente man-
era: u(E) = |E N (—o0,0]| + zdz. No es dificil

EN[0,00)
comprobar que p verifica la duplicacion didadica que rela-

ciona a un cubo diddico con su padre, pero no verifica

. : . 1
(1.48), ya que si consideramos los intervalos [— o O}

1
y [0, ﬁ]’ los cuales son adyacentes y del mismo niv-
1 1 1 1
el, se ve que ,u([— — OD = —y ,u(O )

ok’ o "ok) T 992k
por lo cual no es posible que exista C' > 0 tal que

([ 20]) <n((o-2])
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1.9. Regularidad de la funcién de distribucién
de medidas que duplican

Veremos en esta seccion que los conjuntos de dimen-
sién cero no pesan cuando se tiene una medida duplicante
definida en R.

Para toda medida positiva p definida sobre los bore-
lianos de R finita sobre compactos, existe una funcion
F, : R — R, monétona creciente y continua por la
derecha tal que p((a,b]) = F,(b) — F,(a), para todo
intervalo [a, b]. En efecto, basta tomar

i) F(x) = u((0,2]), para = > 0.

ii) F,(x) = —p((z,0]), para z < 0.

iii) £,,(0) = 0.

La funcién F),, se llama funcién de distribucion para la
medida . Es posible obtener propiedades de la medida p
en términos de las propiedades de F), y reciprocamente.

En este sentido, es conocido el hecho que si F' es una
funcion de distribucién para la medida de Borel pu, la

continuidad de F' en R equivale a que u({z}) = 0, para
todo punto x € R. En efecto,

p{e}) < ple —h,2] = F(z) — F(z = h)
para todo h > 0, de aqui que si f es continua u({z}) = 0.
Reciprocamente, como }Ll’n(l)(F(:U)—F(x—h)) = }Lir% p((x—

h,z]) = p({x}), se obtiene que si pu({z}) = 0, entonces
F' es continua en x.

Veremos como corolario del siguiente lema, que las me-
didas que duplican en R tienen funcion de distribucion
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continua.

Lema 1.9.1. 5t p es una medida de Borel en R con
la propiedad de duplicacion con respecto a la distancia
usual, entonces pu({x}) =0 para todo x € R.

Demostracion. Por la propiedad de duplicacion de p, ex-
iste C' > 0 tal que pu(z — h,z +5h) < Cu(x + h,z + 3h),
parax € Ry h > 0.

z-h = xth xt+Zh =+3h xt+5h

Figura 1.9.1

11 1
Tomando h en la sucesion h; = 1,5,5,--- T
para j = 0,1, - se obtiene que los intervalos (x+h;, z+

h;_1) son disjuntos dos a dos y estan todos incluidos en
el intervalo (x,z + 3).

p{x}) <ple —1,245) < Cu(zr+ 1,2+ 3)

1 5 1
< L 0 <C L
n({z}) < p(z — 3Tt g) p(x + 3Tt ﬁ)
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1 1
Puesto que para todo k& > 0, (z + — Tk + W) C

(x,z + 3) y como estos intervalos son disjuntos dos a
dos, vale que

p({x}) = Z,u {z}) < C’Zu x+— x+%) < p(z,z+3) < 00

para todo k.
lo que implica que p({z}) = 0.
[]

Corolario 1.9.1. Si p definida sobre los borelianos de R
duplica, entonces su funcion de distribucion F', es con-
tinua.

Mencionemos que si bien las funciones de distribucion
en R de medidas duplicantes, resultan continuas, no son
en general absolutamente continuas, esto fue probado
por Beurling y Ahlfors, ver [BA], quienes construyeron
un homeomorfismo p de [0,27] en [0,27] con p(0) = 0
y p(2m) = 27 tal que p'(z) = 0 en casi todo punto x
perteneciente a [0, 27] y existe M tal que z,t vale que

t _
plr+1) = plz) < M, de modo que la medida que
o) — pla—1)| | | |
se define a partir de p verifica la propiedad de dupli-

cacion pero resulta singular con respecto a la medida de
Lebesgue en [0, 27).
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1.10. Aislaciéon de atomos en espacios de tipo
homogéneo. Teorema de Macias - Segovia

En esta seccién, se vera que cuando se tiene un
espacio de tipo homogéneo es posible relacionar un con-
cepto topoldgico como es el de punto aislado con el de
atomo puntual en el sentido de la medida.

Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo. Diremos
que un punto zog € X es un dtomo si u({ze}) > 0. Un
punto g es aislado, si existe r > 0 tal que B(xg,r) =
{zo}. Es de observar que dado que las bolas tienen me-
dida positiva, entonces los puntos aislados son atomos.

El siguiente teorema debido a Macias y Segovia, [MS2],
muestra el reciproco de la afirmacion anterior. Incluimos
aqui la demostracién original dada en [MS2] y en la Sec-
cion 1.13, haremos otra basada en la construccion del
lema de Whitney, que nos sugerird extensiones posibles
para la aislacién de conjuntos de dimensiones distintas.
Vale la pena notar que el resultado obtenido en el Lema
1.9.1, es un caso particular de este Teorema.

Teorema 1.10.1. Sea (X,d,pu) un espacio de tipo ho-
mogéneo y M el conjunto de todos los puntos x € X tales
que p({x}) > 0. Entonces el conjunto M es numerable y
para v € M existe v > 0 tal que B(x,r) = {z}.

Demostracion. Veamos primero que el conjunto M =
{z : p({x}) > 0} es a lo sumo numerable. Puesto que
para cualquier xy € X,

M =Ulee X ultah) > 1y = Ute € Blanm) < i) > 21,

ne me
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y dado que las bolas tienen medida finita, cada conjunto

{w € Blaym) s wl{e}) > )

es finito. Supongamos ahora que existe x € X tal que
p({x}) > 0 y que para todo r > 0, la bola con centro
en x y radio r es distinta de {z}. Esta suposicién nos
lleva a una contradiccién. Para verla, construiremos una
sucesion de bolas disjuntas contenidas en una bola fija
que estaran muy proximas a x, de modo que la medida de
cada una de ellas sea mayor que una constante positiva
fija. Bajo este supuesto, entonces, dado r > 0, existe z’

/
tal que 0 < d(z,2') < r. Sea § = dx, ')

, entonces se
verifica que

i)o<r,

i) d(z,2") < 4k?$,

iii) B(2',0) C B(x,2kr),

iv) B(x,2kd) N B(2',6) = 0.
Las proposiciones i) y ii) se desprenden de la definicién de
d. Para ver iii) tomamos y € B(2',d) entonces d(y,z) <
kld(y,z") + d(2',z)] < k[0 + r] < 2kr. Para probar iv),
supongamos que B(x,2kd)NB(x', ) # 0, lo que significa
que d(z,2') < k[2kd + ). Pero d(z,2") = 63k* > k[2kd +
d].
Sea 0y = 1. Construimos una sucesién {x,} en X vy

una sucesiéon decreciente {d,} de la siguiente manera:
tomamos z; € X tal que

d(x,x1)

d 1, 6 = AnT
0<d(z,z;) <1, & TR
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ro € X tal que

d(x, x9)
0<d <9 09 =
(.CU, x2) 1 2 3]€2 )
y asi sucesivamente, x, € X tal que
d(x,x,)
0< d(sc,a:n) < 5n—17 5’11 = W

La sucesiéon {d,} es decreciente y ademés 0 < ¢, <
1. Por iii), B(z,,d,) C B(z,2k), ya que B(z,,d,) C
B(x,2kd,—1) C B(z,2k). Para n < m y usando nue-
vamente iii), B(zp,0,) C B(x,2kd,—1) C B(x,2k6,).
Ademés, por iv)

B(xp, 0p) N B(xy, 6,) C B(x,2ko,) N B(x,, 0,) = 0,

lo que muestra que las bolas { B, } = {B(z,,d,),n €} son
disjuntas dos a dos. Puesto que por ii) z € B(x,,4k*4,)
se obtiene entonces que

oo > u(B(x,2k)) > u UB ) Zu (xp, 6

> O p(B(wy, 4k5,)) > CZM {z}) =

lo que demuestra el teorema.
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1.11. Cubrimientos de tipo Whitney de subcon-
juntos abiertos en R"” y en espacios de tipo
homogéneo

En esta seccion se construiran cubrimientos de tipo
Whitney en subconjuntos abiertos de R" y en espacios
mas generales.

En el contexto general de un espacio casi-métrico (X, d),
un cubrimiento de tipo Whitney de un abierto distinto de
X, es un cubrimiento del abierto por d-bolas de manera
que la distancia de cada bola al complemento es compa-
rable a su radio y que el solapamiento de las bolas que
cubren es acotado.

Es poco menos que imposible exagerar la importancia
que este tipo de construccién tiene en los problemas de
extension de funciones cuyo origen se remonta a Whitney

[W].

Veamos a continuacion ejemplos de construcciones de
cubrimientos de tipo Whitney para algunos subconjuntos
abiertos sencillos de R".

Un cubrimiento tipo Whitney para el intervalo G = (—1, 1),

Consideremos los intervalos semiabiertos definidos co-
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mo
1 1
= -= I? = -
1 ( 27()]7 1 <072]
3 1] 1 3]
I=(-2-=2 2=(=2
2 ( 4 2] 2 (2’4_
7 3] 3 7]
=(-= -2 =2 -
3 ( 8 4]’ 3 (4’8_
o (Qk—1—1 2k—1>
k L .
En general

I ]i es un intervalo semiabierto a derecha incluido en
(—1,0] tal que
1
a1, ~1) = (1) = o
I ,3 es un intervalo semiabierto a derecha incluido en

(0,1) tal que
1

?.
Es facil verificar que estos intervalos satisfacen:

H UJUn) =1

ke i=1

d(I;,1) = UI;) =

2) Los intervalos I}, i = 1,2, k €, son disjuntos dos a
dos.

Observemos ademds que para todo I}, k € N,i = 1,2,
3IL N (—1,1)° # 0, donde 31}, denota la dilatacién con
razén 3 de I desde su centro.
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Por otro lado a partir del cubrimiento {I}} podemos
obtener otro cubrimiento por intervalos abiertos a expen-

(¢]

sas de precision. Por ejemplo los intervalos {=I;} forman

un cubrimiento por abiertos de (—1, 1) con solapamiento

acotado, los intervalos 5[ ,Z~C son disjuntos dos a dos y los

intervalos 61! intersecan al complemento de G.

Un cubrimiento tipo Whitney para el intervalo G = (a, b),
a,b € R.

Un cubrimiento para este intervalo, se obtiene apli-

cando la transformacion lineal 7' : R — R definida por

b— b
T(zx)= 5 aa:—l— ;L a) que nos lleva a la situacién prece-

dente.

Observemos que en el primer caso del cubrimento del
intervalo (—1,1), los intervalos cubridores son intervalos
de la red didadica de R y que en el segundo caso y en
general no lo son.

Un cubrimiento tipo Whitney por medio de intervalos de
la red diddica de R, para el intervalo G = (a,b) C R.

Denotemos con 27 la dilatacion de razén 2 alrededor
del centro del intervalo I. Sea A = {I € D / 2] C
(a,b)} vy sea M = {I € D : I es maximal de A}.
Veamos que M representa a una familia de tipo Whit-
ney para (a,b). Por la definicién de M es facil compro-
bar que (a,b) = UJ;ep I v que los elementos de la fa-
milia M, tienen interiores disjuntos dos a dos. Veamos

diam/(I
diam(l) < d(I,G°) < 2diam(I), lo que equivale a

que 1
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probar que la longitud de un elemento I de M es com-
parable a la distancia de I al complemento de (a,b). Sea
Iy € M, entonces IyUI{” = I (I} es el intervalo diddico a
la derecha de I, del mismo nivel que éste), es el diddico
padre de Iy o bien [y U I =1 (I; diadico a la izquierda
de Iy), es el intervalo diddico padre de I;. Dado que I
es maximal con la propiedad 2y C (a,b), se tiene que
21 ¢ (a,b), entonces b € 21 6 a € 2[. En cualquiera de
los dos casos se verifica que

d(Iy, GY) < 2diam(Iy).

La otra desigualdad vale por definicién del conjunto M.

Observemos que si se toma 61y, para Iy € M, dado que
61y contiene a 2I, siendo I el padre de Iy, 21 ¢ (a,b),
pues Iy es maximal. De esto se desprende que 61, NG #
¢, para todo Iy € M.

Un cubrimiento tipo Whitney de Qo = (0,1)" C R", por
cubos diddicos.

Se obtiene considerando las familias My, = {@Q diddicos / [(Q) =
d(Q,Q8) =27% k>2}y F = UMk es una familia de
k

Whitney para €2. Conviene pensar que d es la “métrica”
Yy
asociada a la norma del maximo en R".

Para el proximo teorema, la referencia basica es el
capitulo VI de “Singular Integrals and Differentiability
Properties of Functions”, [S].

Sea F' un conjunto cerrado, no vacio de R" y sea 2 su
complemento. Con () denotemos a un cubo cerrado de R"
de lados paralelos a los ejes coordenados. Con diam(Q))
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denotamos su didmetro y con d(Q, F'), su distancia eu-
clidea a F.

Diremos que dos cubos )1 y ()2 no se solapan si los
interiores de ()1 y (2 son disjuntos.

Teorema 1.11.1. Dado un conjunto cerrado F de R",
existe una familia de cubos diddicos F = {Q1,Qa, -} C
D y una constante N tal que

a) los pares de cubos de F' no se solapan;
b)) Qr =0 =F"
k

c) diam(Qr) < d(Qk, F) < 4diam(Qr), para todo
Qr € F;

d) si Q; y Q son cubos de la familia F tales que Q; N
1
Q. # ) entonces 1 diam(Qr) < diam(Q;) < 4diam(Qy,);

e) para todo Qr € F, existe p € Q° = F tal que
d(Q, F) = d(Q, p);

f) existe una constante positiva N que sélo depende
de la dimension tal que ningun punto de {2 pertenece a
mas de N cubos de la familia {Q;} de los dilatados de
Q. por un factor 1 +¢€, con 0 < € < }l.

Demostracion. Consideramos la red de puntos de R",
cuyas coordenadas son enteras. Denotamos a esta red
con M. La red M origina una coleccién de cubos: to-
dos los cubos de lado unitario, cuyos vértices son pun-
tos de dicha red. Cada cubo determinado por la red
M, = 27F My(k €), da origen a 2" cubos en la red
M., dividiendo sus lados en dos. La familia de cubos
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con vértices en la red My, coincide con la familia D_;
de la seccién 1.8. Los cubos de D_; tienen aristas de
longitud 2% y didmetro y/n27%. Junto a la red M, con-
sideraremos los conjuntos €2, definidos por € = {x :
c27% < d(z,F) < ¢27%1} donde ¢ es una constante
positiva que se fijara oportunamente.

o0

Probemos que €} = U Q. Sea x € Q, entonces d(z, F') >
k=—00
0, por lo tanto, es posible encontrar k € tal que ¢27% <

o0
d(x, F) < ¢27% lo que implica que x € Q. Six € U Q.
k=—o00
entonces x € (), para algin ky €, con lo cual d(z, F') >

0 y por lo tanto, = € Q.

Haremos una primera elecciéon de cubos y a la familia
asi obtenida la llamaremos G. Para cada k incluimos en
G, a los cubos de D_| que intersecan a ;. Asi, G =
Uk; {QED_k : Qﬂﬂk#@}

Aseguramos que U Q = . En efecto, 2 C U @, pues

Qeg Qeg
si x € ), entonces x € () para algin k£ y también

r € Qp, para algin Qj, diddico de nivel 27, de modo
que x € U Q.
Qeg
Por otro lado tomando por ejemplo ¢ > 24/n, se prue-

ba que cada cubo @ de G esta contenido en ). En efecto,
seaxr € Qy Q€ g, porlo tanto existe y € Q N €Y, para
algin k& de modo que

2vn27F < d(y, F) < d(y,z) + d(z, F).
Sid(x, F) = 0 entonces se obtendria 2,/n27% < d(y, F) <
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vn27% lo que es una contradiccion.
Veamos ahora que para ¢ = 24/n, se verifica que

diam(Q) < d(Q, F) < 4diam(Q), Q€ G. (1.49)

Sea () € G supongamos que ) € Dy, entonces el didmetro
de Q es /n27%. Sea z € Q N Q. Por lo tanto,

C

d(Q,F) <d(z, F) <c27" = N

2v/n27% = 4diam/(Q)
(1.50)

d(Q, F) + diam(Q) > d(x, F),

entonces

d(Q,F) > d(z, F) — diam(Q) > 27" — y/n27"
= (c — /n)27F = /n27% = diam(Q(1.51)

De (1.50) y (1.51), se obtiene (1.49). Entonces los cu-
bos de la familia G tiene todas las propiedades requeri-
das, salvo posiblemente, algin solapamiento de sus ele-
mentos. Para concluir la prueba del teorema, necesitamos
re-seleccionar los cubos de G, eliminando cubos innece-
sarios.

Observemos que si ()1 vy Q2 son dos cubos que se
solapan que pertenecen a la redes Dy, v Dy,, respec-
tivamente, entonces uno de los dos estd incluido en el
otro (en particular, Q1 C Q2 si k; > ko). Sea ahora
cualquier cubo ) € G, podemos probar que existe un
unico cubo maximal en G que lo contiene. A partir de
la desigualdad (1.49), para cualquier cubo @' € G que
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contiene a ) en G, tenemos que diam(Q') < 4diam(Q),
pues diam(Q)') < d(Q', F) < d(Q, F) < 4diam(Q), da-
do que Q C @'. Més ain, cualquier par de cubos Q' y
Q" que contienen a (), tienen obviamente una intersec-
cion no trivial. Por lo tanto, cada cubo perteneciente a G
estd contenido en un unico cubo maximal de G. Ahora,
estos cubos maximales son también disjuntos. Denote-
mos con F la colecciéon de cubos maximales de G. En-
tonces a), b), y ¢) valen para esta familia.

Demostremos d). Los cubos de la familia F, segtin lo
probado en ¢), verifican que

d(Q, F) < 4ddiam(Q). (1.52)

Para todo € > 0, existe y9 € Q tal que d(yo, F) <
d(Q, F)+e¢, con lo cual para y un punto comtin a Q y @',
con Q' € F se tiene que d(Q', F) < d(y, F) < d(y,vo) +
d(yo, F'). Entonces vale que d(Q', F') < diam(Q)+d(Q, F)+
e y por (1.52), resulta d(Q', F) < diam(Q) + 4 diam(Q),
obteniéndose por aplicacién de c), que

diam(Q') < d(Q', F) < 5diam(Q), (1.53)

pero diam(Q') = 2" diam/(Q), para algtin entero m, asi que
comparando con (1.53) se tiene que

diam(Q") < 4diam/(Q), (1.54)

lo que prueba d).

Demostracion de f). Veamos primero que dado @ € F,
existen mas de N cubos de F que se intersecan con ().

Supongamos que () € D_;, por lo tanto existen 3" cu-
bos que pertenecen a D_j y adyacentes con (), contando
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también a (). Por lo probado en d) cada uno de estos cu-
bos no puede contener mas de 4" cubos @)’ de la familia
F que tengan interseccion no vacia con (), de aqui que
no existen mas de N = 12" de estos cubos @', es decir,

t{Q eF:Q'NQ#0}) <12" = N.

Probemos ahora que cada punto de €2 no pertenece a mas
1
de N cubos Q*, siendo Q* = (14 €)Q, 0 < e < 1
Sea @ € Fy Q= (1+¢€)Q. Veamos que

Qceu( | @
{Q:Q'NQ#D,Q'eF}

° 5
Six e Q" entonces z € Q C Qor < ||r— 2o < na

siendo x( el centro de () y r su radio. Si x verifica que
r < ||z — xolle < a entonces r € (Q', para algin @’
tal que @ N Q" # (), ya que por lo probado en d) el
diam(Q") > idz’am(@). De aqui que

Y Xp) <Y o)+ Y Apl)

QeF QeF {Q eF:QNQ'#0}

S @+ Y A

QeF QeF {Q eF:QNQ'#0}

<2'+ > Y Xp(x) <2N.

QeF {QeF:Q'NQ#D}

[]

La siguiente proposicion relaciona a un cubo diadico cualquiera
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de R" tal que Q; N F # () con los cubos diddicos de la
familia & de Whitney construida en el teorema prece-
dente.

Proposicion 1.11.1. Sea 2 un abierto en R". Sea F la
familia de Whitney diddica para €2 construida en el Teo-
rema 1.11.1. Entonces para cada cubo didadico QQy de R",
una y solo una de las siguientes afirmaciones es posible

Z) Qde:@)
i) Qq = QaNN < Q, para algin Q € F,

i) Qg N = U Q, donde K es una subfamilia no

kel
vacita a lo sumo numerable de F.

Demostracion. Observemos primero que, naturalmente

i), ii) y iii) son mutuamente excluyentes. Para ver que

(1), (ii) y (iil) cubren todas las posibilidades para un cubo

diddico cualquiera @)y, supongamos que no ocurre i). Es

decir, suponemos que Q4N # 0. Como Q = U (), nece-
QeF

sariamente la familia K = {Q € F : Qﬂéd £ ()} es difer-
ente de la clase vacia. Dos casos son posibles: §(K) =1
6 8(K) > 1. Consideremos primero el caso §(K) = 1. Si
() es el tnico elemento de IC, por las propiedades de los
cubos diadicos, entonces Q C Qg 6 Qg C Q. Notemos
que @ € Qg es imposible porque en ese caso §(K) > 1.
De donde se deduce ii) o un caso especial de iii), segin
sea (a C Q 0 Qu= Q.

En el caso restante, §(K) > 1, tenemos que QN Qy =
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U . En efecto, cada cubo de F esta contenido en €2 y

QReK
si ademas este cubo esta en K, por la propiedad de los

cubos diadicos ) C @)y, por consiguiente el lado derecho
esta incluido en el izquierdo. Por otra parte, dado = €

QN Qg existe @ € F tal que v € Q. Sixeﬂﬂéd,

entonces QN Qq # 0y Q € K con lo que x € U Q. Si
Qe
r € QN0Q, entonces existe § > 0 tal que la bola B(z, ¢)

corta solo a un niimero finito de los cubos de F, para todo

€ < 9§, de aqui que B(z,€) también corta a algunos de

los cubos de K. Esto implica que x pertenece al borde

de algunos de los elementos de K, que son cerrados, por

consiguiente x € U Q. O
Qe

Notemos que dado €2 abierto de R" y una familia de
Whitney para €2 como la que provee el Teorema 1.11.1,
como consecuencia de la proposiciéon anterior, D", la fa-
milia de los cubos diddicos de R", resulta particionada
en tres clases. Estas son: A ={Qq € D" / QaNQ = 0},

B:{QdGD”/HQE]—“/\Qd;Q}yC:{QdE
D"/ QaN= U @), K subfamilia numerable de F}.
kek

La version del lema de cubrimiento de tipo Whitney de
Coifman y Weiss [CW], en espacios de tipo homogéneo
, que presentamos aqui, resalta mas detalles de esta sor-
prendente manera de cubrir un abierto. La misma es de-

bida a Macias y Segovia [MS2].
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Teorema 1.11.2. Sean (X,d) un espacio casi-métrico
con dimension métrica finita, ) un abierto acotado, 2 C
X no vacio ni total, y d(z) = d(x,Q°). Dado C > 1y
r(z) = (2kC)Yd(x), donde k es la constante de la casi-
métrica, entonces existe un numero natural M, el cual
depende de C' y una sucesion {x,} tal que

a) las bolas B(xy, %) son disjuntas;

b) la umonUB T, (1)) UB = Q;

c¢) para todo n y para todo x € B(SIZ’n, Cr(z,)) se tiene
que Cr(x,) < d(r) < 3k*Cr(z,);

r(zn)

d) St B(I'm CT(%‘n))ﬂB(l’j, CT(Z’])) 7£ @ entonces 3]{;2

r(z;) < 3k*r(z,);
e) para todo n, existe y, ¢ € tal que y, € B(xy,, 3kCr(x,));

<

f) para todo n, el nimero de bolas B(xy, Cr(xy)) cuya

interseccion con B(x,,Cr(z,)) es no vacia, es a lo mds
M.

r(z)
"4k

r(r) = ——= > 0, es un cubrimiento de 2. Aplican-

Demostracion. Observemos que { B(x ), © € Q}, con

do el Lema 1.7.5 a esta familia, se obtiene una sucesion
{z,} C Q tal que las bolas { B(x,, @)
dos a dos, es decir, que verifica a) y dilatadas 4k veces
cubren, lo que prueba b).

Para probar c¢), sea © € B(x;, Cr(x;)) entonces d(z;) <

kld(x,z;) + d(x)], pero d(z,z;) < Cr(z;) = Olejg), de

}, son disjuntas

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 93

d(x;
lo que resulta que E[d(xz) — %] < d(x) 6 equivalente-

mente %d(xz) < d(z), con lo que se obtiene

Cr(z;) <d(x). (1.55)
Por otro lado,
d(x) < kld(x,z;) + d(z;)] < k[Cr(x;) + d(z;)] = d(Qxl) + kd(x;)
- d(z:) (1+2k) = Chr(z;)(1 + 2k) < 3k*Cr(z;),
0 sea que
d(x) < 3k*Cr(z;). (1.56)

Asi, de (1.55) y (1.56), se deduce c).
La propiedad d) es una consecuencia de c¢). En efecto,
si x € B(xy, Cr(xz,)) N B(xj,Cr(z;)), con j # n, vale
que Cr(z,) < d(z) < 3k*Cr(z,) y Cr(z;) < d(z) <
3k2Cr(z;), por lo que la conclusién es inmediata.

d 3
Para todo n, B(z,, 3kCr(x,)) = B(z,, 3k0%) = B(xy, 5d(5€))
Dado que B(z, gd(xn)) NQ° # 0, existe y, € Q° tal que
Yn € B(x,,3kCr(x,)). Lo que prueba e).
Probemos finalmente f). Sea B(x,,Cr(z,)), notar que
por d) se obtiene que para x € B(x;, Cr(z;))NB(z,, Cr(x,)),

L

TR r(z;) <
3k*r(x,). Los puntos z; estan todos en la bola B(z,, 8Ck3r(x,,)).

para todo ¢ # n y se verifica que
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En efecto,

d(x;, xy) < kld(x;, z) + d(z, x,)] < k[Cr(x;) + Cr(x,)]

< 4kCr(x,)[k* + 1] < 8Ck*r(x,,).
r(z)

W) son disjuntas y usando
r(z,)

R
orario 1.7.4, existen a lo mas M bolas, que intersecan a
B(xy, Cr(zy,)). O

Dado que las bolas B(x;,

a) se obtiene d(x;,z,) > Por lo tanto, por Col-

En la demostracion del teorema precedente la hipétesis
de acotaciéon, cuando hay una medida que duplica, puede
sustituirse por la de finitud de la medida de €2, usando el
Lema 1.7.4 (ver [Al]) en lugar del mas clasico de Wiener.

Aprovechando el Lema 1.7.2, otra forma de cubrimien-
to de tipo Whitney, mas débil en el cual las bolas admiten
solapamiento acotado también puede pueden construirse
en conjuntos no acotados.

Teorema 1.11.3. Sea (X, d) un espacio casi-métrico con
dimension métrica finita. Sea Q # () un abierto estricta-
mente incluido en X . Sea d(x) = d(x,Q°). Dados C' > 1
y r(z) = 2KC) 'd(x), donde K es la constante de la
casi-métrica, existe una constante M positiva y una suce-
sion {x,} tales que

a) ZXB(%T(ZI?))(x) < 6;
b) U B(zp,r(x,)) = £
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¢) para todo n y para todo x € B(x,,Cr(x,)) se tiene
que Cr(z,) < d(z) < 3KCr(xy);

d) si B(xy, Cr(x,))NB(xj, Cr(z;)) # 0, entonces :,)(KQ) <
r(z;) < 3K?r(zy,);

e) para todo n, eziste y, € Q° tal quey, € B(x,,3KCr(z,));

f) para todo n, el nimero de bolas B(xy, Cr(xy)) cuya

inteseccion con B(x,,3KCr(x,)) es no vacia es a lo mds
M.

Demostracion. Sean p > 1y m €, definimos Qy = {x €

Q0<dz)<B)yQ={zeQ/pm<dx)< )

Notemos que la restriccién de la funcién r(z) = ;I(;% a

Q,, para todo m € es una funciéon acotada y que la

familia {B <a:, 4(K)> , ¢ € Q} constituye un cubrimiento
para cada €2,,. Por lo tanto podemos aplicar el lema 1.7.7
a las bolas de dicha familia y obtenemos una sucesion

que puede ser finita {27, j € J( )} C Q, tal que las
bolas de la familia {B ( oy )} verifican que:

Ti's Ik
Z X " r(zj (x) <2
]GJ ) Tk
ii) U (B(z"), (")) D Qy,
jeJ(m)

Observemos que 2 = U (), v por ii) se obtiene que

m=0
{B(xT",r(z]") : m €, j € J(m)} es un cubrimiento de
Q. Como ademds r(z') = (2KC)~'(d(«]")) cada bola
B(z}',r(z}')) C Q; con lo que se prueba b).

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 96

Para demostrar a) probaremos primero que eligiendo 3
suficientemente grande, la interseccién de las bolas de
niveles correspondientes que difieran en més de dos unidades
es vacia. En efecto, si no fuera asi existiriian m y [ con
m > [+2 tal que para algtun par de indices j e 7, ocurriria
que existe un elemento y en B(z}", r(z")) N B(x!, r(ah));
de lo que se obtendria

A" < d(x') < K2z, y) + d(y, ) + d(2})](1.57)

r(z™ + r(z!
< K* [ ( f;]_(( ) +d(:c§)] (1.58)

day) + (14 8K°C)d(a)
) [ o ] (1.59)
< A+ (1 gé%KQC)ﬁm‘l’ (1.60)

lo que es imposible eligiendo 3 suficientemente grande
dependiendo solo de K y C.

Notemos ahora que dado x € €2, por i) este punto no
puede pertenecer a mas de dos bolas de una familia de
nivel m, y dado que las bolas de esta familia solo pueden
solaparse con bolas de su propio nivel o con bolas cor-
respondientes a familias de niveles m +1 o m — 1; por
aplicacién nuevamiente de i) se obtiene a).

Probemos c). Sea © € B(x;, Cr(x;)) entonces

d(x;) < Kld(z, x;) + d(x)],
y dado que

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 97

Cr(z;) < d(x). (1.61)
Por otro lado,

d(z) < Kld(z,z;) + d(x;)] < K[Cr(z;) + d(z;))

< K[Cr(z;) + 2KCr(z;)] < 3KCr(z;).

De (1.61) y esta tdltima vale que

Cr(z;) <d(x) <3KCr(z;).

d) Es una consecuencia directa de c).

3KCd(x,,
Para todo n, B(z,,3KCr(x,)) = B(x,, %) =
B(xy, gd(ajn)), lo que nos dice que

B(xn, 3K Cr(x,)) NQ° £,

y se prueba e).

Para probar f) procederemos como hicimos en el cor-
respondiente inciso f) en el teorema 1.11.2. La tnica di-
ficultad adicional es que el conjunto C' de los centros x;
que estamos considerando puede no ser r(x,)-disperso.
Pero notemos que todavia podemos acotar su cardinal.
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En efecto, sea C) un conjunto r(x,)-disperso maximal
en C. La maximamalidad asegura que C' estd contenido
en U (z,7(z,)). Por otra parte dentro de cada bo-

zeCy
la B(z,7(x,)) no puede haber mas de 6 elementos de

C', por lo probado en a). Entonces f(C) < Z (Cn

z€(Cy

B(z,r(z,))) < 6N = M, donde N es una constante que
depende de la constante de la dimensién métrica finita.
[]

Destaquemos las siguientes propiedades que en esta
perspectiva nos da el 1.11.2:

i) para todo k € y para todo j € I, se tiene que

d(z¥, Q) ~ 1 ~ ko ®

ii) U U g’“ = (), siendo fBif = B(x,rF).
ke BfEWk

Una clasificacion de las bolas que componen un cubrim-
iento de Whitney de acuerdo al tamano de las mismas
y no a su indexacion derivada de la aplicacion del Lema
de Wiener, sera 1til al estudiar operadores de extension.
Sean (X, d) y £ como en los Teoremas 1.11.2 0 1.11.3 y

sea W = {B, = B(zy, (4k))} la familia de Whitney

que este teorema provee. Sea ky un nimero mayor que
uno arbitrario. Denotemos por simplicidad r, = 7(z,).
Entonces para todo n existen un unico j € tal que k; I <
o < ky It Por supuesto que a distintos n pueden corre-
sponder el mismo j y para describir esta situacion index-
amos de manera que en los radios y los correspondientes
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centros se ponga de manifiesto el tamano o nivel de las
bolas que intervienen. Usaremos rf para denotar a los
elementos de {r, : k, T <y, < ko jH}, xi para los cor-
respondientes centros y {B/ : j € I(j)} = W, para la
familia de bolas de Whitney de este nivel. Observemos
que aunque nuestra notacién no lo manifiesta explicita-
mente, en general esta particiéon depende de ky y cuando
sea necesario usaremos VV;“O para resaltar esta dependen-
cia. Asi, tenemos asociada a un kg > 1, una particion de
W:Ww = Uje Wj7

Es facil construir ejemplos de espacios casi-métricos
con dimension métrica finita tales que para algin ky > 1
y algin j € sea W, = (). También es posible construir
ejemplos tales que para todo ky > 1 exista j € de manera
que Wfo = 0.

1.12. Particiones de la unidad subordinadas a
familias de Whitney

Consideraremos en esta secciéon la construccion de
particiones de la funcién constantemente 1 subordinadas
a una familia de bolas que constituye un cubrimiento
tipo Whitney para un conjunto abierto incluido en R" y
también en un espacio casi-métrico.

Dicha construccion serd basica para la definicién de
operadores que extienden funciones definidas en un sub-
conjunto al espacio total.

Veamos primero la construccion de una particion de la
unidad subordinada a una familia de Whitney como la
que provee el Teorema 1.11.1, para un abierto {2 incluido
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en R".

Sean )y el cubo [_71, %]" de R", centrado en el origen,
e > 0, y ¢ una funciéon C*° con las siguientes propiedades:
a) 0 <o < Lib)p(@) =1 z€@yep)=0=z¢
(14 €)Qo, (1+€)Qq representa la dilataciéon en un factor
(1 +¢) desde el centro de Q.

Llamaremos ¢y, a la adaptacién de la funcién ¢ defini-

da sobre el cubo @ perteneciente a F, esto es: ¢p(x) =
r—x
o l k), 2y, representa el centro de @y, v I, la longitud
k

de su lado. Notemos por lo tanto que pi(x) = 1siz € Qg
v op(z) = 0siz € (1 + ¢)Qk. De las propiedades (f)y
(b) del Teorema 1.11.1 se tiene que ¢(z) = >, pr(x) es
de clase C*° y no se anula sobre 2, entonces, para cada
_ er(x)

¢(x)
portada en (14 ¢)Q)y. Para las funciones ¢ es claro que
ng}’;(zc) = 1, z € Q. De esta forma se obtiene una

k

k, la funcién o (z) es de clase C™ y esta so-

particién de la unidad {¢;} subordinada a los cubos de
la familia F, por funciones de clase C* y con soportes
localizados en cubos muy cercanos a los de Whitney.

Trasladamos ahora la construccién anterior a un espa-
cio casi-métrico con dimension métrica finita en el caso de
() acotado. En esta situacion las particiones de la unidad
estaran subordinadas a las bolas de una familia de tipo
Whitney para un conjunto abierto y acotado del espacio.

Tomemos ¢ una funcién C*, definida en [0, 00) tal
que ¢ esta soportada en [0, 2], ¢ es idénticamente uno en
0,1]y0<p < 1.

Sabemos que existe una distancia p sobre X y un
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nimero 3 > 1 tal que § = p” es una casi-distancia equiv-
alente a d, [MS1], asumiendo que k es la constante de
la casi-métrica 6 y que B denota la d-bola en X, por

la aplicacion del Teorema 1.11.2, podemos obtener una

familia de Whitney W = {B, = B(xm%)} Con

la notacién establecida en el Teorema 1.11.2, definimos
o(x, xy
Uvp 0 X — R, ¢Yp(x) = @(M) Ademas, por la
r

propiedad del Teorema 1.11.2((:)73 B, = B(xp,r,) C
soporte v, C B(zy,cr,) = B,. Porlo tanto, como ¢,, = 1
sobre cada B, tenemos a partir de (b) en el Teorema

1112 que Xo < > Xp, <> by,

Como ademés que existe una constante M tal que
ningin punto de () pertenece a mas de M bolas B,,

S 0w <3 &5 < Mo, de modo que xo < 30, ¥ <
MXQ.

Para una funcién f definida sobre un espacio casi-
métrico (X, d) con valores reales, se define la norma Lips-
chitz a (0 < a < 1) de f como el infimo de las constantes
@) =1l _

(d(,y))

es valida para todo x,y € X, x # y. A esta norma se la
denota con ||f||a o || f]lzipa-

En el caso de las funciones ,, definidas anteriormente
se puede obtener la estimacion ||¢,|l, < er; @
571 ver [A2] y [MS1].

Construimos la particion de la unidad sobre €2 definien-

de A para las cuales la desigualdad

con a =
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do la sucesién de funciones ®,, : X — R, dada por
0 six ¢

o, (r) = ()
> Vi(2)

Las funciones ®,, satisfaccen las siguientes propiedades,
ver [A2].

sixz €

a) B, C soporte ®,, = soporte 1, C Bn,

b) >, ®n = xa;
c) O, (x ) > ML para z € B,;
d)

@0 (2)]]a < er,®
Una construccion similar puede hacerse a partir del
Teorema 1.11.3.

1.13. Aislacion de atomos: una demostracion al-
ternativa usando el Lema de Whitney

En esta seccidon, se aplicara el argumento que con-
duce al Lema 1.11.2 de tipo Whitney, para obtener el
resultado de Macias y Segovia sobre la aislacion de ato-
mos (Teorema 1.10.1) en espacios de tipo homogéneo.

Teorema 1.13.1. Sea (X, d, ) un espacio de tipo ho-
mogéneo. Sea xy € X tal que pu({xo}) > 0, entonces xy
es aislado.

Demostracion. Podemos suponer que d es de orden « y
que por consiguiente las d-bolas son abiertos. Supong-
amos que p({xo}) > 0. Notemos primero que si la bola
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B(xg, 1) contiene sélo al punto zy entonces no hay nada
que probar. Asumamos entonces que B(z,1) contiene
puntos diferentes de xy. Sea 2 = B(xg, 1) — {x}. Defin-

d
imos la funcién r : Q@ — R*, dada por r(z) = (;’;0)
1
Notar que r(z) < — para todo = € Q. Como Q es

8k2
acotado se le puede aplicar el lema de Wiener para el

cubrimiento {B(z,r(x)) : * € Q} para obtener una fa-
milia de bolas {B(z;,7(z;)) }ier tal que

i) las bolas B; = B(x;,r(z;)) son disjuntas dos a dos,
d(l’i, $0)

ii) Q ¢ | By, siendo B; = B(x;, oF

siendo r; = r(x;).

) = B(CCZ',ZUCTZ'),

Esta familia a lo sumo numerable de bolas satisface ademas,
las siguientes propiedades:

a) B; C B(xy, gk), para todo i € I,

b) B(z;, 16k?r;) contiene al punto xg, para todo i € 1.

Primeramente probemos a).
Dado que d(xg, z;) = 8k*ry, v si z € B(x;,r;), entonces
d(x;, z) < r;, tenemos

d(z, z0) < k[8k*r; + 1] = kri[8k* 4 1]

1 9
= k—[8k* + 1] < =F.
8/62[ + ] -8
d 19
Como % = r; entonces d(z;, 1g) = r;8k? < r;16k?

y b) resulta clara.,
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Usando b), la propiedad de duplicacién, i) y finalmente
a), tenemos que

8(Du{o}) < Y pu(B(xi, 16k°r:)) < CY _u(By)

i€l el
9
= CM(U B;) < Cu(B(xo, gk))
el

Dado que pu({zo}) > 0y como u(B(x, gk)) < 00 nece-

sariamente, (/) < oo.

d(x;,x
Entonces el conjunto {r; = % 1 € I}, tiene un
minimo 7 > 0. Notemos que por ii), dado un punto x € Q
d(x;, z)

). Asi,

entonces existe ¢ € [ tal que z € B(z;, T

d(x;, zo) < kld(z;, x) + d(x, )]

d(z;, x
< k[% + d(w, 2],
d(x;, L
de donde i 20) < d(x,xg), 0 en otros términos

2k
dkr; < d(z,xg),

con lo cual 0 < 4r < d(x,zy) para todo x € Q y por
consiguiente, B(xg, 4r) = {zo}. O
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1.14. Transformacién Lipschitz de espacios casi-
métricos

Como en el caso de espacios métricos los isomorfis-
mos naturales de espacios casi-métricos son las transfor-
maciones Bilipschitz. En esta seccién probamos que si un
espacio casi-métrico es isomorfo, en este sentido, a la es-
tructura casi-métrica de un espacio de tipo homogéneo,
entonces aquel es un espacio de tipo homogéneo con
una medida naturalmente inducida por la transforma-
cion Bilipschitz. Veremos también que los conceptos de
dimension de Assouad y de Hausdorff son invariantes por
estas transformaciones. Diremos que S es una transfor-
macion Lipschitz del espacio casi-métrico (X,d) en el
espacio casi-métrico (Y,0) si S : X — Y y existe ¢ > 0
tal que

0(S(x0), S(21)) < ed(xo, 71),

para toda eleccion de xy y z1 en X.

La transformaciénS es Bilipschitz de (X, d) en (Y, 0)
si S: X — Y es biyectiva y ademés, S y S~! son trans-
formaciones Lipschitz de (X,d) en (Y,6) y de (Y,d) en
(X, d), respectivamente. Para mayor precision a veces di-
remos que S es Bilipschitz con constantes ¢; y ¢o, si ¢;
es una constante Lipschitz de S v ¢, una de S~1.

Veamos como se relaciona una bola y su imagen bajo
una transformacién Bilipschitz.

Lema 1.14.1. Sea S una transformacion Lipschitz de
(X,d) en (Y,9), con constante ¢ > 0, entonces para todo
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xr e X yr >0 sewverifica que
S(Ba(z,r)) C Bs(S(x),cr). (1.62)

Demostracion. Sea z € S(By(x, 1)), entonces existe z1 €
X, tal que

z=9(x1) y d(z,x)<r.

Dado que S es una transformacion Lipschitz del espacio
(X,d) en (Y,6) se verifica que

0(z,S(x)) = 0(S(x1),S(x)) < cd(xy,x) < cr,

lo que muestra que z € Bs(S(x), cr).
[]

Proposicion 1.14.1. Sean (X,d) e (Y,0) como en el
Lema 1.14.1. St S es Bilipschitz con constantes ¢c; > 0 y
co > 0 entonces para todo x € X yr > 0 vale que

Bs(S(z),c;'r) € S(By(w,7)) C Bs(S(x), c1r).(1.63)

La demostracion de la Proposiciéon 1.14.1 se obtiene
por aplicacién del lema anterior a S'y S

Un caso particular de la Proposicién 1.14.1, se obtiene
cuando S : R"! — R"*! es una transformacién Bilips-
chitz, que se define a través de una funcion ¢ Lipschitz,
con constante M, con valores reales definida en R". Mas
precisamente si ¢ : R" — R y existe M > 0 tal que

lo(z) — p(2')| < M|z — 2’|, para todo x,z’ € RI.64)
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la aplicacién S : R*""t — R"™! definida por S(z,y) =
(x,y — p(x)) es Bilipschitz com constantes ¢; = ¢y =
2(M +1).

Corolario 1.14.1. Sea ¢ : R" — R una funcién Lips-
chitz con constante M. Sea S la transformacion definida
en R™ dada por S(z,y) = (x,y — ¢(z)). Entonces para
todo r > 0 y para todo (z,y) € R™™! vale que

chlr(s(xvy)) - S(Qr(xvy)) - ch(s(xvy))' (165)
Cy = C1 = 2(M—|— 1)

La siguiente proposicion establece que la dimension de
Hausdorff es invariante por transformaciones de Bilips-
chitz.

Proposicion 1.14.2. Sea S una transformacion bi-lipchitz

del espacio casi-métrico (X, d) en el espacio casi-métrico
(Y,0), entonces dimgY = dimpyX.

Demostracion. Sea {p;} un e-cubrimiento de X. Dado
que 0 (S(xo, s(x1)) < ed(xg, x1), para todo xg, 1 en X,
y como para cada i, vale que |S(u;)|s < c|pilq, donde |.|5
y |.|¢ indican las funciones didmetro con respecto a la
casi-métrica 0 y d, respectivamente.

Notemos ademads que {S(;)} es un €’ = ce-cubrimiento
de Y. De aqui que

M (S(X)) < H(X). (1.66)

Sis > dimpy X, entonces de 1.66 se obtiene que HE (S(X)) =
0,
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lo que implica que dimg Y < s, para todo s > dimyg X
por lo que dimyg Y < dimy X. Para obtener la desigual-
dad contraria se procede en igual forma pero aplicando

S~ a un e cubrimiento en Y.
]

No sélo la dimension de Hausdorff es un invariante por
transformacion Bilipschitz, también lo es la de Assouad.

Teorema 1.14.1. Si (X,d) e (Y,d) son espacios casi-
métricos Bilipschitz equivalentes, entonces dim X = dim Y,
donde dim 4 X denota la dimension de Assouad de X.

Demostracion. Sea T una transformacion Bilipschitz de
X en Y. Por la Proposicion 1.14.1, existen constantes c;
y ¢y positivas tales que Bs(T(x),cy'r) C T(Bg(x,r)) C
Bs(T(x), c1r).

Demostraremos que {s : 3C/4(By(z, A\r) (N A") < CA% VA >
1,VA'r-disperso con respecto a d, para todo r > 0, Va €
X } C {o: Jc/t(Bs(y,\p) N A) < A7, VA > 1,VAp-
disperso con respecto a d, para todo p > 0, Vy € Y'}

En efecto dado un tal s y A un conjunto p-disperso en Y,
puesto que §(y;,y;) > psii # j, tenemos que A’ =T1A
es c—p2 disperso en X con respecto a d. Por consiguiente

4(Bs(y, Ao) N A) < 8(TBa(T " (y), Apez) N T(T1(A))))
= 4[T(BJT ' (y), Apea) N A')]

— 4(Bs(T~\(y), )\(C%)c%) N A) < e(BA)° = cc2 N,

]
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El siguiente resultado establece que si entre dos espa-
cios casi-métricos existe una transformacién Bilipschitz
y si uno de ellos es de tipo homogéneo, podemos con-
struir directamente una medida duplicante en el otro.

El teorema se basa en el Lema 1.14.1 y la Proposicion
1.14.1.

Teorema 1.14.2. Sean (X, d, p) espacio de tipo homogéneo,
(Y,6) espacio casi-métrico y S transformacion Bilips-
chitz de X en'Y . Entonces la funcion de conjunto v(E) =
w(STHE)) define una medida de Borel en'Y tal que (Y, 6, v)

resulta un espacio de tipo homogéneo.

Demostracion. Notemos primero que la preimagen por
S de conjuntos borelianos produce conjuntos borelianos
y que la o-aditividad de v se sigue de la de p y de la
inyectividad de S, de lo que se deduce que v esta bien
definida como medida en los borelianos de Y.

Observemos ademas, que a partir de la Proposicién
1.14.1, se obtiene que

By(S~(y), c1'r) € S7H(Bs(y, ) € Ba(S™(y), c41)67)

siendo ¢y una constante de Lipschitz para S~ y ¢; una
constante de Lipschitz para S.
Dados y € Y y r > 0, por (1.67), se verifica que

v(Bs(y. (2 + c1)r)) < u(Ba(S™(y), (2 + e1)ear)) < elu(Ba(S™(y),7))]

< éu(SY(Bs(y, c1r))) < ¢ v(Bs(y, eir)),

de lo que se concluye que (Y, d,v) es de tipo homogéneo.
[]
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1.15. Abiertos con frontera regular en el espacio
euclidiano: Propiedad del cono interior

El problema amplio de la regularidad de la frontera
de un dominio en el espacio euclideo en relacion con la ex-
tension de clases especiales de funciones ha sido profun-
damente investigado. Un resumen de los resultados mas
relevantes en esta direccién con abundantes referencias
bibliograficas se puede encontrar en [G]. Dado un conjun-
to ) abierto y acotado de R", nos proponemos encontrar
condiciones que permitan describir algun tipo de regular-
idad en la frontera de {2 en términos de propiedades que
s6lo involucren los objetos geométricos basicos existentes
en espacios casi-métricos: las bolas en la casi-distancia.

Los conjuntos a los que haremos primero referencia,
son aquellos para los cuales en cada punto del borde, es
posible construir un cono interior con vértice en dicho
punto.

Es sabido que la condicién de Lipschitz con constante
M ¢ |f(z) = f(y)] < Mlz —g], para todo a,y € R,
para una funcién f : R” — R, equivale a la condiciéon
geométrica siguiente: en cada punto P de la grafica se
puede poner un doble cono de apertura y eje fijos, de
manera que el inico punto de interseccién del grafico de
f con dicho cono, sea precisamente el punto P.
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Figura 1.15.1

Observemos que la condicion de apariencia mas débil,
consistente en imponer al supergrafico de f una condi-
cion de cono interior con eje vertical, es equivalente a la
de Lipschitz.

En efecto, sea f de tipo Lipschitz, con constante M >
0 entonces para todo z,z" € R", vale que f(x) < M|x —
o' |+ f(2). Es decir que la gréfica de f se mantiene por de-
bajo de un cono con vértice en (2, f(x')), de eje fijo y am-
plitud que depende de M. Reciprocamente, supongamos
que para todo punto P = (2/, f(z')) en el grafico de f se
tiene que éste esta debajo del cono de apertura M con
vértice en P. Esto significa que f(x) < M|z —2|+ f(2'),
para todo x. Entonces f(x) — f(2') < M|x — 2|, para
todo x y

=) !

Figura 1.15.2
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para todo z’. Puesto que los roles de x y 2’ son inter-
cambiables tenemos |f(z) — f(2')] < M|x — 2’|, es decir
que f es Lipschitz con constante M y también habra un
cono doble.

Notemos en cambio que por ejemplo el supergrafico de
la funcién f(x) = —+/|z|, que no es Lipschitz uno, tiene
una propiedad de cono interior: admite conos con ejes
variables. Este concepto de propiedad de cono interior
permite dar una definicion de regularidad que ha sido
usada para extender espacios clasicos de funciones. El
conjunto I'z, = {y e R"—{0} / %‘7 > Cos oz}, con 0 <
a < /4, es el cono de direccién ¥ € S"7! y amplitud «
con vértice en el origen y I'% = I'; ,NB(0, h), representa
el cono truncado centrado en el origen, de altuta h, de
direcciéon 'y amplitud «, donde B(0, h) es la bola de cen-
tro en el origen y radio h. El cono truncado de direccion
7, de altura h y amplitud «, y vértice en = € Q C R,
es el conjunto F%a(x) = F%a + .

Sea ) C R", abierto y acotado, decimos que () tiene
la propiedad del cono interior, si existen a y h tales que
para todo = € Q existe ¥ € S"7!, tal que F%‘a(x) C €.

Conjuntos que son supergréficos de funciones ¢ : R"~! —
R Lipschitz, tienen la propiedad del cono interior, como
por ejemplo,

Q={(z,y) €R": (€ R A (y > p(2))}.

En el lema que sigue, veremos que la propiedad del
cono interior implica alguna regularidad para la frontera
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de un dominio 2 de R". Esta regularidad se reflejard en
la existencia de un cono cuyo interior esta contenido en
(2, con vértice en cada punto de 0f).

Lema 1.15.1. Sea ) C R", abierto y acotado. Si §) tiene
la propiedad del cono interior, entonces existen o/ €
(0,7/4) y ' > 0O tales que para cada y en OS) existe
v e S"! tal que T, (y) C Q.

Demostracion. Sea y € 0f), entonces existe una sucesion
{zi} C Q tal que z; — y. Por hipétesis,existen h y «
y para cada x; existe ¥, € S"!, tal que ng,a(xk) C
Q. Dado que S"! es compacto, existe una subsucesién
convergente {vy,} de {t} tal que ¥, — ¥, con vy €
St
h . :
Notemos que B(y, 5) C B(wg,, h), para j > ji. Afir-

h
mamos que si z € I'Z (), entonces existe jy suficien-
)

temente grande tal que z € ng} (zx,) C Q, para todo
joa

Jj > jo. De aqui tendremos que Fgo/ 201 /2

estara probado.

(y) € Qy el lema

h
Probemos la afirmacién. Sea z € I'2 . (y) entonces z —

059
A Z— )0 o
Yy € Fgo 2 (0). Luego % > Cos 5 por consiguiente
) z — y
para j grande, digamos j > js, por continuidad tenemos

(2 — xp,;). 0,

h
que > cos «, entonces z € ngj,a(xkj). Como

‘Z T xkj‘
también z € B(y,%) C B(wy,,h) para j > ji, vale que
KAS ngjva(a?k’j)? para jo = max {j17j2}-

[]
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Veamos ahora que si €2, tiene la propiedad del cono
interior, entonces existe alguna familia de tipo Whitney
para la cual la frontera es “accesible”, por cubos, bolas,
etc.

Diremos que una sucesion W = {B; : i €} de bolas
en R", es una “familia de Whitney” para el abierto €2 si
satisface

a) las bolas B; son disjuntas dos a dos,
b) cada B; esta contenida en €2,

c) existen constantes oy y o tales que agr; < d(y;, 092) <
agr; donde B; = B(y;, ;).

A veces la condicién a) se podra sustituir por la de
solapamiento acotado. Hacemos notar que hemos elim-
inado el requisito de cubrimiento y por esta razén lla-

mamos a W familia de Whitney en lugar de cubrimiento
de Whitney.

Proposicion 1.15.1. Sea Q2 abierto y acotado de R", que
verifica la propiedad del cono interior, entonces existe
una familia W = {B(x;,r;)} de Whitney para Q0 y una
constante ¢ > 1 tal que para todo n € N se tiene que
U B(z;, cr;) D 09,
>n
Demostracion. Sea () en las condiciones de la hipotesis.
Como (2 verifica la propiedad del cono interior, por el
Lema 1.15.1, existen « y h, tales que para cada x € 0f),
existe un cono I'% (z) C Q.

Sea F, la familia de todas las bolas con centro en la
semirecta generada por v, que es eje del cono I'; 4, que
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son maximales dentro de ngaﬂ(x). Asi, B = B(Yz, 7(y2))
estd en F, si d(y,,z) = r(y.)cosec. Sean Y, = {y :
yescentrode BparaB € F,}, B = U Y,y F={B =

x€df)
B(y,r(y)) : Y € Y,, v € 00Q}.

Figura 1.15.3

Dado que E es acotado se puede aplicar el Lema 1.7.4
para obtener una sucesién de bolas {B(y;, ;) }ier C F,
con las siguientes propiedades:

a) Las bolas B(y;, ;) son disjuntas dos a dos,

b) B(yi,’l“z') C Q,
ademas todos los ejes de los conos truncados estan cu-
biertos por |J; B(yi,47i) ¥, si a se toma suficientemente

chico también tendremos que cada B(y;, 5r;) estd con-
tenida en ().

Veamos ahora que también se verifica (¢). Si B(y;, ;) €
F, entonces B(y;,r;) C Fg’a(x), para algin x € 02, por
lo tanto

ri < d(yi, 002) < d(yi, x) = ciri, (1.68)

siendo ¢; = cosec a/4.
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De a), b) y ¢), se deduce que W = {B(y;, ;) }icr €s una
familia de Whitney para ).

Observemos que basta probar que existe C' > 1 tal que
U B(y;, Cr;) D 09 para n suficientemente grande.
i>N

Si 2y € 9N entonces existe 7 € S" ! tal que I'? (zg) C
Q). Para todo 0 < r < ry existe y en el eje del cono tal
que B(y,r) C F%a/?(:co), con B(y,r) tangente al borde
de I'yo(z0) y dado que el eje del I'y,(z9) esta cubierto
por la familia B(y;,4r;) existe B(y;,r;) € W tal que
y € B(y;,4r;). Veamos que r es comparable a r;.

Figura 1.15.4

Como d(y, 2°) > r porque B(y,r) C 2y también d(y, 2¢) <
d(y,xy) = cqr, tenemos que

r <d(y,Q°) < qr. (1.69)

Como y € B(x;,4r;), tenemos
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a'r; <d(y,Q°) <br; (1.70)
De las desigualdades (1.69) y (1.70), se obtiene

| 3
|o

1

<1y < =T (1.71)

o

Q

Es claro que z( estd contenido en una dilatacén fija de
B(y,r) y dado que y € B(z;,4r;) y que r; > cr ten-
dremos que B(y;, ¢r;) contiene a x O

Un ejemplo en R, de un conjunto que no verifica la
propiedad del cono interior y para el cual tampoco existe
una familia de Whitney que controle a su frontera, es el

siguiente:
o0
1 e 1 €
Q= - — -+ — 0<e<l.
H(n 2”’n+2n)’ ‘
Observemos que si ¥ € S"! para n = 1, entonces

v=(0,1) 6 ¥ = (0,—1). Es claro entonces que no existe
h tal que para todo x € €2, un segmento de longitud
h esté contenido en (). Por lo tanto, no se verifica la
propiedad del cono interior.

. 1 e 1 €

6La familia Wy, = {I}, C (E mbTR ?) / UIy,) =

o = d(Iy,,Q°), j =2}, k>1ysea W ={l}, [ I, €
Wi, k> 1} es de Whitney para Q.

Observemos ahora que para cualquier I, € Wy, d(Iy,,0) >

1 € i
PR el radio de Iy, < oF
ficientemente grande no es posible encontrar que una

con lo que para k su-
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dilataciéon fija de dichos intervalos cubran al cero pues
d(I.,0) 2k —

( l ) > €
o k

Un conjunto de construccion similar pero de estruc-

o0, para k — 0Q.

tura topoldgica mucho mas complicada que no verifica la
propiedad del cono interior y como se vera en la seccion
siguiente, tampoco verifica la propiedad de control de la
frontera, pues la medida de la misma es positiva, es el

siguiente: ) = U(qn - 2%,% + 2%), donde {g,} es una

n
numeracién de los racionales pertenecientes al intervalo
[0,1].

1.16. Abiertos con frontera regular en espacios
casi-métricos

La Proposicién 1.15.1 y los ejemplos al final de la
Seccién 1.15 muestran que alguna informacién sobre la
regularidad de la frontera de un abierto esta contenida en
alguna familia de tipo Whitney del mismo. La nocién de
cono interior, con todos los ingredientes del caso euclideo,
parece imposible de trasponer a espacios métricos. No
obstante la tesis de la Proposicién 1.15.1 tiene sentido en
contextos generales. El resultado central de esta seccion
es que este punto de partida es adecuado al menos en
lo que respecta a la medida de bordes regulares: Si {2 es
regular, o 9¢2 es regular, en un espacio de tipo homdgeneo
entonces p(092) = 0.

Sean () un abierto acotado no vacio ni total en X
para (X, d) un espacio casi-métrico con dimensiéon métri-
ca finita. Una sucesiéon W = {B;} de d-bolas en X, es un
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cubrimiento de Whitney para  si con B; = B(x;,7;), se
tiene

a) BZ'HBJ‘:@, SlZ;’éj,
b) UZE = (), donde B; = B(;, cr;), con ¢ > 1;

c) existen constantes c; y o tales que si d(x) denota
la distancia de z a )¢, se tienen las desigualdades ci7; <
d(x) < cor;, para todo x € B;.

Dada la flexibilidad de los cubrimientos de Whitney,
podemos suponer ademads, ver [MS1], que una familia
{/B\Z} = {B(z;,dr;)} de dilataciones de las bolas de la
familia { B;} bastan para cubrir €2, donde la constante d
es estrictamente menor que c.

Diremos que un cubrimiento de Whitney W = {B;}
para €0 controla a la frontera de €) si existe a > 0 tal que
para todo k €, U B; D 9Q con B; = B(x;, ar;). Diremos

i>k
que ) tiene la propiedad de reqularidad R o que 99 € R,
si existe un cubrimiento de Whitney para €2 que controla
a la frontera de 2.

Proposicién 1.16.1. Sea (X, d) un espacio casi-métrico
con dimension métrica finita. Sea ) un abierto acotado
no vacio, ) # X tal que 02 € R. Sea W un cubrimiento
de Whitney que controla a 0N2. Sea ky > 1. Sea {W,} la
particion por niweles de W que obtuvimos en la Seccion
1.11 asociada a ky. Entonces existe una constante b > 1
tal que para todo m €

UUE{D@Q, congf:B(xg,brg). (1.72)

Jj=>m i
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Reciprocamente, si existe W una familia de Whitney para
Q y ko > 1 tal que (1.72) wale para la particion W =
U W;, asociada a ky entonces 052 € R.

J

Demostracion. Como el conjunto €2 es acotado, cada niv-
el W}, tiene un ntumero finito de elementos. Por consigu-
iente, tomando b = a, toda unién como la de (1.72) con-
tiene, en definitiva, una union de la forma U B, que por

i>i

hipétesis cubre a 9 cualquiera sea iy. La Eeciproca es
igualmente sencilla. ]

El lema siguiente, establece que el control de la fron-
tera de un abierto () es independiente del cubrimiento de

Whitney W de €.

Lema 1.16.1. Sea (X,d) un espacio casi métrico con
dimension métrica finita y 0 abierto y acotado, 2 C X,
tal que O # Q # X. Si Q satisface R, entonces toda
familia de Whitney de €2 controla a la frontera de ).

Demostracion. Sea W una familia de Whitney para )
que controla a la frontera de (). Tomando por ejemp-

lo kg = 2 podemos particionar a W de acuerdo a los
niveles W = UW”’ W, = {B!'}. Por la Proposicién

1.16.1 tenemos que existe b > 1, tal que para todo n,
U UB x' brl') D 0. Dado que {B!'} es una familia

n>m 1

de Whitney existe ¢; > 0 tal que U U E?‘ = U U B(x},cirf') =

n 7 n 1
Qy también r} ~ d(B!,§2°). Sea W' = {B’é-} otra famil-
ia de Whitney para €2, a la que ya entendemos descripta
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en niveles y que por ser de W hitney existe co > 1 tal que
l !
| || lB j,CQT = | || lB’ =Q y 1’y =d(B,Q).

Es Claro que para toda B’j € W', existe B!' € W tal que
/BS? N B’i- # () y en tal caso existe ¢ > 0, de modo que
B C B(x'é-,ér'é-). Veamos esto: Si, B N B’l 7& 0, existe

y € Q tal que d(y,Q°) ~ rl' y d(y,Q°) ~ 7“ , pues W
y W’ son familias de Whitney, de lo que se obtlene que

T o 7“ . Por lo tanto, si z € B}, entonces

d(z,2"}) < K[K(d(z,27) + d(z},y)] + d(y,2";)]

< K[K[ar! +ar!]+ 627“/;] < Er’é.,

observemos que la constante K es la constante de la
casi-métrica. Notemos también que cualquier dilatacion
de B]' estard en esta situacion, es decir contenida en

una dilatacién fija de la bola B’g-. En particular la bo-

la B(z}, crl') estard incluida en una bola B’é. dilatada de
I
B
Sea m € y consideremos I} = {B';/ € W', | > m}y
Fy ={B" / B'nN B'j! # 0, para algtin B';' € F{}. Sea
No=min {n e / B” € Fy}, es claro que por la hipdtesis

00 C U UB xl,erl! (1.73)

n>Ny 1

Mostremos ahora que si n > Ny, cualquier bola B}' €
F5. Asumimos que la separacion en niveles de la familia
W’ respecto de la constante k) = 2. Dado que B, € F

. Np N, 1 :
y sir;? es su radio, entonces 7; " ~ 1’ ;> conl > m, siendo
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7“’3 el radio de una bola que pertenece a F, de aqui que
existen constantes positivas a y (3 tales que

ozr'é- < T;NO < ﬁr’é- < [p27M, (1.74)

Sea B! perteneciente a W con n > Ny, entonces existe
B’g e W' tal que /BS? N B’; # (), por lo tanto sus radios
son comparables, esto es: ' ~ ré, n > Ny. Aseguramos
que | > m, ya que de esto tltimo y de (1.74), se obtiene
que a27! < r? < TZNO < [B27™, por lo tanto B]' € I3,
n > N().
Por (1.73), se obtiene entonces que 0f) C U U B(x}!,crl) C

nZN() )
*

U U B’;, lo que demuestra que W’ controla la frontera

[>m j

de W.
O

Para estudiar el efecto del cambio de métricas y reflejar
la dependencia de la regularidad respecto de las distintas
casi-métricas involucradas, escribiremos Q) € R(d) para
describir sintéticamente el hecho que €2 tiene la propiedad
R con respecto a la casi-métrica d en X.

El siguiente lema, nos muestra que la regularidad de la
frontera, es invariante por cambio de casi-métricas equiv-
alentes.

Lema 1.16.2. Sea (X,d) espacio casi-métrico con di-
mension métrica finita. Sean d y J, casi-métricas equiva-
lentes definidas en X,Q # (), abierto, acotado y Q C X,
entonces 2 € R(d) si y solo si Q € R(9).
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Demostracion. Sea €2 que pertenece a R(d), entonces ex-
iste W = { B}, }, cubrimiento de Whitney de d-bolas para
() y una constante ¢ > 1 tal que para todo m €,

00 C U Ué\dn/l siendo E\di = By(z], crl’)(1.75)

n>m 1

Dado que d es equivalente a ¢ existen ¢; y ¢y constantes
positivas tales que ¢; d(z,y) < d(z,y) < cod(x,y), para todo (x,y) €
X x X, de modo que para todo x € €2 y r > 0 se tienen
las inclusiones.

By(x,r) C Bs(x,cor) 'y Bs(x, CL) C By(x,r)(1.76)
1

n

r!
Afirmamos que la familia {Bs(z}', )} es un cubrim-
C1
iento de Whitney para (2. En efecto:

n m

i) La bola Bs(x} i —) es disjunta con Bj(z' i) para
Cl C1
todo (7,m) # (j,m); esto se obtiene de (1.76).

ii) Existe una constante a > 1, tal que Q C U U Bs(zl, arl).

Se obtiene del hecho que W = {Bj,} es una familia de
Whitney para Q por lo que existe a > 0, tal que Q =
UUBd xy, arl'). Por (1.76) resulta que By(z}, arl') C

Bg(a:?, acyr’), con lo que se verifica ii) con a = ca.

iii) r >~ 6(x}, 2°). Por propiedad de la familia {B}},
existen a1 y as constantes positivas, tales que para to-
do (i,n) €2, and(x?, Q) < 17 < ayd(a?, Q) y por la
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.y Ly a2
relacién entre las métricas, vale que —4d(z}', Q) < ri* <
C2
Qi
—d(x, Q).
c

1
De (1.75), y por aplicacién de (1.76) se obtiene que

asi €2 también verifica la propiedad R con la familia de

r

Whitney {B;(z], =)}, respecto de la métrica 9.

C1

]

Estamos en condiciones de probar el resultado central

de la seccién: si ) es regular entonces su frontera mide

cero. El argumento es una generalizacion del usado en

la prueba del Teorema 1.13.1 en el que se construyé un
cubrimiento de Whitney de X — {xo}.

Teorema 1.16.1. Sea ) C X, Q abierto y acotado de
(X, d, ) espacio de tipo homogéneo. Si$) tiene la propiedad
R de la frontera, entonces u(02) = 0.

Demostracion. Dado que € verifica R, entonces existe

una constante ¢ tal que para todo n €, la familia { B(x;, cr;) =

Bi}isn es tal que U{BZ} D 012, siendo { B; } un cubrimien-
>n

to de Whitney de €). Por la propiedad de duplicacién de

la medida, para todo 7 se verifica que

w(Bi) < cu(B;),

entonces
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1(09Q) < ZM(E) <c ZM(Bi)

y ya que las bolas B; son disjuntas y estan contenidas en
una bola fija, puesto que €2 es acotado, resulta que

lim iu(Bz-) = 0.

[]

El Teorema 1.10.1 muestra la conexion entre los con-
ceptos de punto aislado y de &tomo en un espacio de tipo
homogéneo. El resultado del Teorema 1.16.1, puede ser
interpretado de la siguiente manera: Si un conjunto E
de un espacio de tipo homogéneo, tiene medida positi-
va no puede estar contenido en la frontera de un abierto
regular.

Ejemplos clésicos en R muestran que no todo conjunto
abierto y acotado de un espacio de tipo homogéneo verifi-
ca que la medida del borde sea cero, ni aiin en R. En efec-

o0
€ €
to. Sea () = U (gn— ot Gn + W)’ donde g, represen-
n=1
ta un nimero racional que pertenece al intervalo [0, 1] y

0 < € < 1. Notemos que p(92) = u(Q—Q) = u([0,1]—Q)
y dado que u(Q2) <€, vale que u(92) > 1—¢e > 0. Es in-
mediato entonces concluir que {2 no verifica la propiedad
de regularidad R de la frontera.

Notemos que en nuestra generalizacion a espacios métri-
cos hemos perdido situaciones particulares importantes
del contexto euclideo. Hemos sustituido una “familia de
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Whitney” por un “cubrimiento de Whitney” porque en el
contexto abstracto no podemos apriori describir de man-
era sencilla “los ejes de los conos” y asi las propiedades
(b) en la Seccién 1.15 y en ésta tienen significados difer-
entes.

Observamos también que, ni ain en R” se tiene que
R es necesaria para que p(9€2) = 0. Consideramos los
tipicos ejemplos de ctispides. Sea Q = {(z,y) € R? :
lz| < 1,]z|'? < y < 2}. Veamos que 09 no verifica la
propiedad de regularidad R. Es claro que el lugar ge-
ométrico de los puntos de €2 cuya distancia a la frontera
es una constante 9, con 0 < § < 1 es localmente el grafico
de una funcién ¥s(z). A continuacién encontraremos una
formula implicita para s y lo haremos para valores de ¢
de la forma 6 = 27%, k €. Para tal fin consideraremos la
ecuacion de la recta normal N al grafico de ¢(x) = |z|'/?
en el punto (zg, p(zg)), 0 < zp < 1. Dicha ecuacién viene
dada por

Y = To[2(x0 — 7) + 1]. (1.77)
El préximo paso es detectar el valor de la coordenada
x tal que
d[(ﬁ(], @b(l’))a (an SO(ZL'OH — 2_k

, para ello calculamos h tal que la longitud del segmento
sobre N desde © — h a x sea 27%. Planteamos entonces

f;o_h VI+4dzgdr =27% 0 < 29 < 1, de lo que obten-
2—k

\/1—|‘4£L’0.

Si evaluamos la funcién obtenida en (1.77) en el punto
ok 9—k+1

-, obtenemos y = VOO —F—
0 \/1+4I’0 Y 0[\/1+4LU0
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que representa a 1y« (x). De esta manera una expresién
que define implicitamente a 15—+ viene dada por

2—k 2—k+1

V=il e Al)

Observemos que los gréaficos de la familia de funciones
{1py-x, k €} particionan naturalmente al conjunto €2, en
los subconjuntos o “bandas” de ancho 27%, estos son:
Q= {(z,y) € Q /27" < d((x,y),00) < 27%}, k €.
No es dificil probar que ninguna familia de Whitney con-
trola la frontera de (). Para ello veamos que el cero no
podra estar en la unién de ninguna dilatacion fija de las
bolas de una familia de Whitney para €2, a partir de un
nivel k suficientemente grande.

Yo-i(t — 0<t<l.

¢22—Z(€0)7 k €. Obser-

vando el primer miembro de la ecuacion anterior, hace-
—k
mos t = ———= para hallar ¥,-+(0), con lo que se ob-

V1+4t

tiene la ecuacién 4¢3 + t? — 47t = 0.

Se puede probar que un intervalo en el que se encuen-

3
tra la raiz real de dicha ecuacién es [14_’5,4_5], asi la

Calculemos con tal fin la razén

3
soluciéon ¢ verifica 14]5 < ¢<L 47%. Obteniéndose en-

tonces que Yy-1(0) ~ V 4_5(2,4% + 1), de aqui que
para valores de k suficientemente grandes el cociente

(0
%2+](€) no esta acotado. Esto prueba que {2 no satisface

la propiedad R.

En el resto de esta seccion introducimos otra forma de
describir la regularidad de un abierto. Sea {2 un abierto
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no vacio, ni total en X, para (X, d) un espacio casi-métri-
co con dimensién métrica finita. Diremos que 2 verifica
la propiedad de regularidad Ry, si existe un cubrimien-
to de Whitney W para () particionado en niveles y una
constante a > 0 tales que para todo z € Q y r > 0 existe
B € W tal que élg\” NB(xz,r)#£ 0y rl > ar. Aqui é?
denota la bola concéntrica con B;* cuyo radio es d veces
el de B} y d < ¢, donde ¢ una constante tal que la bola
B\,’? concéntrica con B} cuyos radio es ¢ veces el de B},
todavia esta contenida en (2 y las éﬁ‘ todavia cubren ().

Un ejemplo de un conjunto que verifica esta propiedad
es el del supergrafico de una funciéon Lipschitz. Veamos
esto: sean ¢ : R"™ — R una funciéon Lipchitz con con-
stante M y Q = {(z,y) € R"™! | tal que y > p(x)}.

Sea (,(x,y) un cubo con centro (z,y) en 2. Entonces
existe un cono vertical interior con vértice en (x,y), y de
apertura M. Consideremos el cubo cuyo centro (z/,y')

o
estd a distancia B de (z,y) en la direccién del eje del
cono y cuyo radio ' es la distancia desde (2’, %) al borde
del mismo, esto es 1’ = 3 sin By, donde 3 es el angulo

que depende de la constante M. Sean F el cubrimien-
to de Whitney de cubos diddicos como en el Teorema
1.14.1 y el cubo Q. (2',y'), entonces existe ); € F tal
que (/,y") € Q; vy Q;NQr(x,y) # 0. De aqui que por la
eleccién de («',y") y v’ y por propiedad de los elementos
de F, vale que

gSiD By < d((2',y'), Q%) < diam Q;4+d(Q;,Q°) < 5diam Q
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o , 10 .
verificandose asi que r < — diam @);, con lo que se
sin Gy
20
prueba lo deseado, con o = — :
sin Gy

El siguiente ejemplo nos muestra que no siempre es
valida la propiedad mencionada, cada vez que se tiene un
cubrimiento tipo Whitney para un subconjunto abierto
de un subespacio X.

> 1 1
Sea Q= | | I, conl, = (n——n+—)y F = Qe
ea nL_Jl con (n 2nn—|—2n)y
en X =R.
Denotamos con W,, = {I C I, tal que () = d(I,I¢) =
2 .
m7]_071727'”}'

W = U W, es una familia de Whitney para 2. No es

n=1
dificil ver que €2 no verifica la propiedad R;. Consider-

emos I’ = (n — 1,1 4+ n). Los intervalos de la familia I’
de Whitney de mayor longitud a los que interseca tienen

longitud o De aqui que no es posible que exista a > 0

tal que o > n para cualquier n.

Es de notar que si se tiene un dominio acotado de bor-
de Lipchitz este no satisface Ry tal como esta enunciada.
Para dominios acotados puede ser definida una version
de dicha propiedad, que

expresamos como sigue y que contiene al caso anterior.

Sea (X, d) un espacio casi-métrico y {2 un subconjunto
abierto y distinto del vacio de X. Decimos que €2 verifica
la propiedad R, si existe un cubrimiento de Whitney
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particionada en niveles para (2 y una constante a > 0,
tales que para todo x € Q) y r, siendo r < diam {2, existe
B € W tal que B N B(z,7) # 0y, > ar.

Lema 1.16.3. Sea (X,d) un espacio casi-métrico con
dimension métrica finita, Q abierto, Q C X y Q # 0.
Si Q) satisface Ry con la familia W = {B["}, entonces 2
satisface Ry con toda otra familia de Whitney para 2.

Demostracion. Sea B = B(x,r), la bola con centro = €
(2, por hipétesis existen Bi" € W y a > 0, tal que B]" N
B(z,r) # 0y r > ar. Por otro lado si W/ = {B;.l} es

otra familia de Whitney para €2, vale que existe B;-l €

W' tal que (B™ N B) N B! # ), veamos que en esta
situacion existen constantes a; y «s tales alr;-l < 7" <

agr;-l, siendo r;-l el radio B;-l. Siy € é?l N B}l, también
pertenece a B?l N B}l, por lo tanto existen Cy,Cy, C{ y
(Y tales que

Cor™ <d(y, Q) < Cyr  y Oy} <d(y, Q) < Cpr!

de lo que se obtiene que C’ér;-l < Oty Cor™ < C{r;-l y
dado que por hipdtesis r < aCor!” < ozC’{r;l , se prueba
lo deseado. ]

Es claro ademas que al igual que la propiedad R la
propiedad R; no depende de las casi-métricas equiva-
lentes.

Veamos ahora que esta propiedad R; implica la propiedad
R de regularidad de la frontera.
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Lema 1.16.4. Sea Q2 C X, Q abierto de (X, d), un espa-
cio casi-métrico, Q # (0, Q # X. Si Q tiene la propiedad
Ry entonces Q) verifica la propiedad R.

Demostracion. Sea W = {B"} un cubrimiento de Whit-
ney para ) con el que se satisface Ry. Sea x € 0f2, en-
tonces para r > 0, B(x,r) N Q # 0. Sea x; € B(x,r)N
2 y tomemos la bola B = B(x1,7). Entonces existe
B(xmy, Tm,) € W tal que B(zy,, crm,) N B # 0 con

Tme > QUT, (1.78)

de aqui que

d(xwfmo) < k[d(x7x1) + k[d(xla y) + d(wamo)]]

con y € B(xy,,crm,) N B'. Entonces d(x,1,,) < klr +
k(r + crp,)], pero por (1.78) se obtiene que d(zx, x,,) <
klary,, + k(arp, + crm,)] < klar,, + krp,(a + ¢)] <
k*(a + )Ty, por lo tanto, con ¢* = k*(a + ¢) tenemos
que z € B* = B(zy,, C*ry,,) de aqui que x € U B

m>mg

]

1.17. Los pesos de las clases A, de Muckenhoupt

Un tratamiento exhaustivo de la teoria de pesos
se puede encontrar en el libro de Garcia Cuerva y Ru-
bio de Francia [GC-RF], en esta seccién introducimos
brevemente las propiedades de los pesos que son rel-
evantes desde el punto de vista de las medidas dupli-
cantes. Las clases de los pesos de Muckenhoupt surgen
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del problema de acotacién en normas LP con respec-
to a medidas arbitrarias para el operador maximal de
Hardy- Littlewood. Si M f denota el operador maximal
de Hardy-Littlewood no centrado sobre cubos de R", en-
tonces una medida de Borel u en R” satisface una de-
sigualdad || M fl|re() < c||fllzry, 1 < p < 00, siy sdlo
si i es absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesgue y si w(z) es su densidad (du(x) = w(x) dx)
se tiene que w satisface la asi llamada condicién A, de
Muckenhoupt.

Un peso w satisface la condicién A,(R") de Mucken-
houpt si y sdlo si, existe una constante ¢ positiva tal que

(a1 o) g fy =) < ao

para todo cubo () de R". Observemos que salvo un caso
-1
trivial, w1t € L; . (R™). En efecto si existiera @y en R"

tal que wirT dr = ~+00, entonces para todo cubo @,
QO
que contenga a (), / wdxr =0 y w seria idénticamente
Q
nula.

Por otro lado, desde nuestro punto de vista la familia
de los pesos de Muckenhoupt es una sub-clase de medi-
das duplicantes. En efecto: si w € A4,(R"), 1 < p < o0
y si 4 es la medida inducida por el peso w, esto es

w(E) = / w dx, ésta tiene la propiedad de duplicacién.
E
En efecto, utizando la desigualdad de Holder y (1.79), se
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obtiene que

Q| = / dx = / wr wF da
Q(m,r) Q

(z,7)

1 IRt
( ‘[Q(x,r) w) ! ( fQ(@zTﬁU pl) p

de aqui que

C|Q(x,2r)’

@=(f, " ([ o
Q(z,2r)

=

de lo que se obtiene

P
2mp |Q($,27’)‘ - / w /L(Q(ZL‘, QT)) ,
Q(z,2r)

lo que prueba que u, duplica.

Una clase interesante de pesos, es la de las potencias
del médulo: w(z) = |z|*. El siguiente lema nos muestra
para qué valores de « dichos pesos pertenecen a A,(R"),
1 <p<oo.

Lema 1.17.1. Si —n < a < n(p — 1), entonces w(zx) =
|z|*, pertenece a Ap(R™), 1 <p < oo.

Demostracion. Sea xg € R" y r > 0. Consideremos los
casos

a) |xg| < 4r
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b) |zo| > 4r

Notemos que para el caso a), Q(xg,r) C B(xg,/nr) C
B(0,5y/nr) = By utilizando coordenadas polares, puesto
que —n < a < n(p — 1), se obtiene

(L)L) < (L) ()
_ /Sn 1/5rf o Hn= 1dpda /5n 1/5Tfpp_alp"_1d/

— CTn+a(7“ni’—1) < Crnp _ C‘Q‘p

IA

Para el caso b), observemos que |z| ~ |zg| para todo
x € B(xy,+/nr) = B. En efecto:

\xo\g\xo—x\+\x\<r—|—\x\< 4

+ ||

3
por lo que Z|xo\ < |z|. También |x| < |zg| + |z — zo] <

|zo] + 7 < Z\x0|. Por consiguiente,

(L) (o) < (L) ([ o)™

—a p—1 -
< 0\930\0‘|B|(!930|’“|B!> = c|B|P = ¢lQ|".

]

Observemos que para « fuera del intervalo (—n,n(p —
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1)), w(x) = |x|* no estd en la clase A,, puesto que o bien
w ¢ L o bien W T ¢ L.

Cabe notar también que la condicién o« > —n es nece-
saria para que la medida dy = wdx sea duplicante,
puesto que si pu duplica, entonces p(B(0,1)) < oco. Pero
también es suficiente: si & > —n tomando p suficiente-
mente grande como para que (p — 1)n > «a , entonces
w(z) = |z|* € A,(R") y por consiguiente dy = |z|*dx
es una medida que duplica. En otros términos w(z) =
|x|* dx duplica si y sélo si a > —n.

En la Seccion 1.2 observamos que densidades inte-
grables en R" no definen medidas que duplican, asi si
w es un peso que pertenece a A,(R™) entonces w no es
una funcién integrable en R".

Se mencionan a continuacion las definiciones de las
clases A, parap=1y p = oo.

Un peso w estd en la clase A, si existe una constante
¢ tal que para todo cubo (Q C R",

1 /
— | w < cinf ess w(x 1.80
g1 LS et s wi) (1.80)

Se dice que un peso w pertenece a A, si existe € > (
y una constante c, tal que

w(B) _ (1Bl
w0 =(ja)) (181)

para todo subconjunto medible E de R" y cualquier cubo

Q) D E, donde w(F) denota / w.
E

Es importante destacar el hecho que la clase A, co-
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incide con la unién de todas las clases A,, para una de-
mostracién ver [GC-RF].

Dirigimos ahora nuestra atencion a los pesos de la clase
A,, definidos sobre un subconjunto de R".

El enfoque natural es considerar al subconjunto como
un subespacio métrico de R" con la distancia que induce
la norma infinito o cualquier equivalente. Pero puesto que
la medida de Lebesgue subyace en la medida du = wdx
es también natural comenzar considerando subconjuntos
de R" que con la medida de Lebesgue y la distancia usu-
al sean espacios de tipo homogéneo. Tal es el caso de
un cubo que por sencillez elegiremos @y = [0, 1]", pero
podria ser un subconjunto cualquiera del tipo de los con-
siderados en las secciones anteriores, en los que la propia
medida de Lebesgue sea duplicante. Este punto de vista,
nos da la siguiente condicién de tipo A,(€2):

Diremos que el peso w, pertenece a A4,(£2), 1 < p < oo,
0 C R", si existe una constante c¢ tal que para todo
Q(x,r) con z € Q y r >0, vale que

< ! wdx)( ! = da:)p_l K.82)

QN Jone QN Jona

Los casos A1(2) y A (Q2), se definen de manera andlo-
ga.
Observemos que w = 1 satisface A,(2) para todo €.
Pero ya sabemos que para ciertos dominios €2 (como “es-
pinas”) la medida de Lebesgue dx = w(z) dx no necesari-
amente duplica. Como nuestro interés esta centrado mas
en la propiedad de duplicaciéon que en la condicién A,
en si misma, buscamos condiciones en 2 bajo las cuales
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todos los pesos de A,(R") restringidos a 2 resulten en
A,(Q) pero también con la propiedad de duplicacion.

Una condicién suficiente para que esto ocurra es re-
querir que €2, abierto y acotado de R" y © # (), tenga la
siguiente propiedad: Existen o , 3, Ry / Vax € Q, Vr <
Ry, existe y € Q tal que

B(y,ar) C B(x,r)NQ C By, Or) (1.83)

Es claro que los conjuntos abiertos acotados que tienen
la propiedad del cono interior verifican (1.83).

Proposicién 1.17.1. Sean w € A,(R") y 2 abierto, no
vacio y acotado de R", que verifica (1.83), entonces w €

Ap(Q).

Demostracion. Sea x € Qy r > 0. Si Q(z,r) = Q, en-
tonces

(o ) >
w axr w r-ldadx
QN Q| Jona QN Jona

\Q\ 1 / el
\Q\I Q IQHQHQI

< (% dea:) (ﬁ/@)w;l da:)p_l

[]

Finalmente observamos que si se define la condicion
Ay, p > 1, restringida a los cubos diddicos de R", esta
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clase es distinta de la clase A,(R") de Muckenhoupt, co-
mo ya se adelantara en la Seccion 1.8, en este sentido
diremos que un peso w pertenece a la clase A, diddica si
existe una constante C' > 0 tal que para todo Qg € D,
se verifica que

(@ 5 ()d:p)(|$d| 5 (x)pildx)p_l
<c (1.84)

Veamos un ejemplo que muestra que A,(R) no coin-
cide en general con A, diadica. Probaremos que w(x) =
X000 (T) + T Xl 400)(x) pertenece a Az diddica y no a
As.

Notar que si I] = [j2¥, (j+1)2"] es un intervalo diddico
1 1
con j €, entonces (—] wdx )( ; ‘w_% d:c)2 =
13| Jr L]

:
Si j = 0, entonces I? = [0,2%] y

1 1 L \2 1 1
(—0 wda:) (_0 w2 d:r:) = (—k/ xd:r:)( k/
|Ik| I |Ik| 5 2% Jo 2% Jo
1,1
§§2 22k(22 ) <G,

Si 7 €, entonces estimamos el producto que define Aj
diadica,

1 / 1 1 2 1 . | SNA
(—- ,xd:ﬂ> (—/ x 2drc> < <—2k(]+1)2k) (—2 2] 22k)
1Tl /5 1Tl 1 2" 2
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Sea Iy = [-N, N]

Por consiguiente w no esta en As.

1.18. El operador £ de extensiéon de funciones
continuas

La referencia basica para esta seccion es el Capitulo
VI de “Singular Integrals and Differentiability Properties
of Functions”, de Elias Stein [S].

Sea I’ un cerrado de R" y sea f : F' — R una funcién.
Sea {Qy} una familia tipo Whitney de cubos diddicos de
Q) =R"—F = F*, como la obtenida en el Teorema 1.11.1.
Para cada k, existe pr € F, que satisface el Teorema
1.11.1(e).

Definimos la extensiéon de f, £(f) como:

f(x), six e F

E r) =
D= S poita). sioe F
k

donde {¢;(x)} es la particién de la unidad subordinada
a {Q} descripta en la Seccién 1.12, inducida por {Qy}.
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Es de notar que si x € F, entonces por el Teorema
1.11.1(f), = pertenece a lo mas a N cubos @ y como
las o} estdn soportadas en ()7, la suma anterior es finita,
por lo tanto E(f)(z)

esta bien definido.

El operador £ actua preservando los espacios de las
funciones continuas y de clase Lipschitz a, 0 < a < 1,
(ver [S]).

Este proceso de extension se generaliza naturalmente a
espacios casi-métricos de dimensién métrica finita, pues
la herramienta fundamental: los cubrimientos de Whit-
ney, estan disponibles en estos espacios (ver [A2]).

Sean (X, d) un espacio casi-métrico, con dimension
métrica finita y F' un subconjunto propio cerrado de
X. Sea f : FF — R una funcién continua. Llamemos
Q = X — F y sea W una familia de Whitney para €2,
como la descripta en el Teorema 1.11.2 y Teorema 1.11.3
. Sea {p,} la particién de la unidad sobre 2 subordinada
a W, construida en la Seccion 1.12.

Definimos ahora el operador £ de extensiéon de Whit-
ney, el cual dada una funcién definida en F', produce una
funcién £ f definida en todo el espacio X, por

f(x), sizeF

Ef(z) (1.85)

S fae), weQ

donde {yx} es una sucesion de puntos en F' dados por el
Teorema 1.11.2(e), inciso e). Notemos que para cada x €
Q2 la suma en (1.85) es finita y que distintas elecciones
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de la sucesion {y;} C F, producen diferentes operadores
de extension.

Asumimos que una vez fijados F'y W, también fijamos
la sucesion {yy}.

Teorema 1.18.1. Sea (X, d) un espacio casi-métrico aco-
tado que tiene dimension métrica finita. Sea F un sub-
conjunto propio cerrado de X y f una funcion real con-
tinua definida en F', entonces la funcion € f definida por
(1.85) es continua en X y Lipschitz a sobre todo subcon-
Junto A de X con d(A, F) > 0.

Con el fin de probar el teorema enunciado, necesitamos
el siguiente lema, que se deducird de las propiedades del
cubrimiento tipo Whitney que provee el Teoremal.11.2.

Lema 1.18.1. Bajo las condiciones del Teorema 1.18.1
y con la notacion del Teorema 1.11.2, siendo Q2 = F, ex-
1ste una constante h tal que para todo i y para toda elec-
cion de y; que satisface la desigualdad d(y,y;) < hd(y, x),
se cumple para todo x € B(xz;, Cr;) y para todo y € F.

Demostracién. Para © € B; = B(x;,Cr;), tenemos que
d(x,yl) S k’[d(ﬂ?,ﬂ?z) + d(a:z,yz)] S k[OTZ + 3/{70TZ] =
C'r;. También a partir del Teorema 1.11.2(c) se tiene que
d(B;, F) ~ r;. Por lo tanto para y € F y « € B(z;, C'r),
aplicando la desigualdad triangular y la anterior esti-
macion se tiene para alguna constante a > 0, que
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d(y, yi) < kld(y,z) + d(yi, x)]
< kld(y, ) + a(B;, F)]

= k(14 a)d(y,x).
[]

Demostracion del Teorema 1.18.1. Dado que sobre todo
subconjunto A de X, con d(A, F') > 0, s6lo un ntimero
finito de términos de la serie que define a £f en (1.85),
son no nulos, £ f es una combinacién lineal de funciones
Lipschitz y por lo tanto £ f/A también es Lipschitz «.
En particular £ f es continua en cada punto de F°. Nos
resta solo probar que £f es continua en cada punto de
F'. Fijemos un punto y € F'y tomemos x ¢ F. Dado que
Z or = 1 en (), podemos escribir
k

Ef(y) = Ef(x) = Fy) = > fluelx) =D [fy) — fur) oxl(x)

de manera que

Ef(y) = EF @] < Y 1Y) = Fluw) o).

k
Sea € > 0, dado que f es continua en y, existe un niimero
positivo d tal que | f(y)— f(2)| < €, siempre que d(y, z) <
0, z € F. Tomemos n = 7 con h > 1, la constante del

Lema 1.18.1. Entonces, para z € B(y,n) se tiene que
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Ef(y) —Ef(x)| <esixe Fyl|Ef(y) —Ef(x)] < Nesi
x & F, con N la constante de solapamiento del Teorema
1.11.2. ]
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Capitulo 2

Extensiones de medidas
duplicantes

2.1. Introduccion

El problema de extender una funciéon continua de un
subconjunto del espacio euclideo a todo el espacio de mo-
do que la extension resulte continua, no tiene solucién en
general. Una condicion suficiente para que el problema
esté bien planteado es que el dominio original de la fun-
cion a extender sea un subconjunto cerrado F' de R".
Maés atn, es justamente esta propiedad la que nos provee
de un esquema de cubrimiento y particiones de la unidad
a la manera de Whitney del complemento de F'.

Cada vez que tengamos un conjunto cerrado en un
espacio euclideo o en un espacio de tipo homogéneo, es-
tara disponible la extension de Whitney.

Dada una medida que duplica, soportada en un sub-
conjunto cerrado de R", nuestro objetivo es extenderla
de modo que duplique en R".

Notemos que la respuesta inmediata al problema plantea-
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do tan en general es negativa.

Si ' es un punto xy y p es la masa unitaria en xg,
entonces i duplica en F'; pero por el Teorema 1.10.1 no
podra extenderse a todo R" como una medida duplicante,
aunque si a {R"— B(zg, s) }U{xo}, para todo s > 0. En el
Capitulo III volveremos al caso de conjuntos de dimen-
siones diferentes que corresponde a este segundo caso. En
éste nos ocuparemos principalmente de dar condiciones
suficientes en el cerrado F' que posibiliten la extension
de medidas duplicantes en R". Asi, comenzaremos con
cerrados F' de R" tales que dimgyF = n.

Surgen naturalmente los siguientes problemas:

1) Definir operadores de extensién de medidas sopor-
tadas en subconjuntos cerrados de R".

2) Estudiar si los operadores que se definen preservan
la propiedad de duplicacién de la medida.

Las técnicas que utilizaremos para definir tales oper-
adores estaran relacionadas a la naturaleza del conjunto
cerrado F', en el que estd definida la medida p que se
desea extender. Consideraremos en especial los dos casos
siguientes:

a) F es el supergréafico de una funciéon tipo Lipschitz.
En esta situacién se definiran dos operadores, uno obtenido
por medio del método que llamaremos de reflexion (Eg)
y el otro (&), obtenido por el método de Whitney.

b) El conjunto F' es la imagen del cubo unidad @y C
R"™ por una transformacion Bilipschitz de R". En este
caso se usard el operador &, de extensién periddica y
luego un cambio de coordenadas.
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En la Seccién 2.2 se define el operador g, que ex-
tiende medidas duplicantes definidas en los borelianos
de un conjunto F' que es el supergrafico de una funcion
Lipschitz. Este operador ademas, preserva los pesos de
la clase A,.

En la Seccion 2.3 se define el operador &y, el cual
involucra un cubrimien

to de tipo Whitney del complemento de F' y se real-
iza una comparacion entre este operador y el operador
& de extension de funciones continuas. La prueba de la
propiedad de duplicacién de la medida obtenida por el
operador &,, se da en la Seccién 2.5, pasando por la du-
plicacién sobre la familia de los cubos diadicos definida
en la Seccion 1.8 del Capitulo I.

En la Seccion 2.5, se tratan algunos ejemplos explorato-
rios que permitirdn definir un operador que actie sobre
medidas definidas en los borelianos del cubo unidad de
R™.

Extensiones peridédicas de una medida definida en cer-
rados de R" que son imagen por una transformacion
Bilipschitz de R" del cubo unidad se tratan en la Sec-
cion 2.6.

La preservacién de la duplicaciéon para el operador
definido en la Seccién 2.6, se prueba en la Seccion 2.7.

2.2. Extensién de medidas duplicantes definidas
en el supergrafico de una funcion Lipschitz:
Método de reflexion

El objetivo de esta seccién es extender a R" una
medida duplicante definida en las partes borelianas de
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un conjunto cerrado F # () de R", cuya frontera es el
grafico determinado por una funcion de tipo Lipschitz 1,
de modo que se preserve la propiedad de duplicacién.

Se vera que el operador £ que se define preserva
muchas propiedades de la medida, en particular la me-
dida original es absolutamente continua si y solo si lo es
su extension.

Consideraremos como en la Seccién 1.15 el conjunto
F = {(z,y) € R / y > ¢(x)}, siendo ¢ : R" — R
una funciéon que satisface la condiciéon de Lipschitz con
constante M, esto es |f(x1) — f(xo)] < Ml|xy — 29| y
designaremos con  al conjunto {(z,y) € R*"" / y <
o(2)}.

Consideremos el operador £ que a una medida de
Borel p sobre F' le asigna la medida Ex(u) definida, so-
bre cada boreliano £ de R"™ por Ep(u)(E) = u(E N

F)+ g(ENQ) = wW(ENF)+ u(ENJF) + p(ENQ),
siendo 1 la medida definida en los borelianos de {2 por
a(A) = p(SHR(S(A)))), donde S : R*" — R es 1a
transformacién definida por S(z,y) = (z,y — ¢(x)), R
indica la transformacién reflexién en R"*! con respecto
al hiperplano y = 0 y S~! es la transformacién inversa
de S. Es claro que fi y por consiguiente Er(u), es una
medida definida en los borelianos de R"*!.

Observemos que el operador que a la medida p re-

stringida a ]% , el subgréfico estricto de ¢, le asigna la
medida ji = (St o Ro S) definida en €, el subgrafico
estricto de ¢, es idempotente. En efecto fi = fi(S™1oRoS)
da una medida en el supergrafico estricto de ¢, entonces
i=jp(S1ToRoS)=pu(S1oRoSoS1oRoS) =
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w(S™1o R? 0 8) y puesto que R? es la transformacién
idéntica, tenemos que p = [i.

El siguiente teorema sintetiza las propiedades del op-
erador &xp.

Teorema 2.2.1. Sea i1 una medida definida en las partes
borelianas de F'. Entonces Er(u) es una medida de Borel
en R" y ademds:

i) la restriccion de Ep(p) a F es igual a p, en otros
términos st E C F y E es de Borel, Er(u)(E) = u(E),

i) si u duplica en F', entonces Eg(u) duplica en R,
con constante de duplicacion que depende de la constante
de duplicacion de p y de la constante Lipschitz de o,

iii) si p es absolutamente continua con densidad w lo-
calmente integrable en F', es decir, w es una funcion in-
tegrable sobre cada compacto de F, entonces Er(p) tiene
densidad dada por W(z) = w(S™H(R(S(2))))Xo+wXr(z),
donde z = (z,y) € R"™,

w) siw € Ay(F) entonces W(x) € A,(R"1).

Demostracion. La propiedad (i) sigue directamente de la
definicién de Egr(p). Veamos (ii). Puesto que S(x,y) =
(z,y — @(x)), RS(z,y) = (z,¢(x) —y) = Sz,y)y
S(F) =R" x RY = {(£,7) € R™ / 5> 0}. Sea (z,1) €
Q, r > 0 y consideremos el cubo Q,(z,y) C R"". Se
tiene que
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Er(1)(Qr(z,y)) = p(Qr(z,y) N F) 4+ u(S™ (R(S(Qr(x,y) N 2))))

> (STHR(S(Qr(2,y) N Q))))

= u(STHR(S(Qr(x,y)) N RE)))
y por lo tanto, usando el Corolario 1.14.1 con constantes
c1y ¢ en lugar de ¢! y ¢ respectivamente, obtenemos:

Er(1)(Qr(,9)) = p(S™ (R(Qeyr(S(x,)) N R™T))
= u(S™H(Qerr(S(z,9)) NREY)

> Qe (S7'S(x,y)) N F) = p(Qar(w, 20(2) — y) N F),

€2 €2

va que S (S(,y)) = (,9(z) —y +¢(z)) = (2, 20(x) -
y). Resumiendo,

Qs (x,20(x) — y) N F) < Ex(1)(@Qs(2.y)). (2.1)

Encontraremos en lo que sigue una cota superior para
Er(1)(Qar(z,y)). Usando de nuevo el Corolario 1.14.1

gR(M)(QZr(xa y)) - M(QZr(xa y) N F) + M(S—I(R(S(Q% M Q))))
< 1(Qar(2,y) NV F) + (S~ (Qaepr(S(, ) N F))

< Q2 (2,9) N F) + Qo2 (7, 200(x) — y) M%)

Si acotamos superiormente el primer sumando en el lti-
mo miembro de la desigualdad (2.2) por un multiplo con-
stante del segundo, ii) estard probada. En efecto, en ese

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 2. EXTENSIONES DE MEDIDAS DUPLICANTES 150

caso, de (2.2) y (2.1) y la duplicante de p en F ten-
driamos

Er(1)(Qar(7,y)) < Cpi(Qesg, (2, 2¢(x) —y) N F)
< CplQz, (2, 20(x) — y) N F)

S éfR(M)(Qr(wa y))

que es lo que queriamos demostrar.

Para terminar la demostracion de ii), en el caso en
que (z,7) € €, nos basta probar que existe una con-
stante geométrica N tal que la inclusiéon Q,(z,y) N F C
Qnr(z,2p(x) —y) N F se verifique.

Notemos primero que si (z,y) € Q y ' (z, p(z)) es el
cono interior incluido en 2 que corresponde a la condi-
cién de Lipschitz, con vértice (x,(z)) y eje en la direc-
cién negativa del eje de R"™; para expresar |p(z) — ¥
como el producto de una constante a por el radio de
Q. (z,y) planteamos: |p(x) —y| = a+1/2 = ar (ver figu-
ra), pero como % = M, siendo M la constante de Lips-

chitz de ¢, se obtiene que o = @ Por lo tanto es claro
que si [p(z) —y| > 2, Q. (2,y) C T (2, p(x)) C Q.
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Figura 2.2.1

Es claro, entonces que si |[p(z)—y| > 2 r se tiene que
Qr(x,y) N F = y la afirmacién es trivialmente cierta.
M+1

Si [p(z) —y| < #5=r, se verifica que

Qr(r,y) C Qnr(z,20(x) —y), con N =M+2

pues si (u,v) € Q,(x,y), vale que |[u —z| < ry |v—
(2¢(x) = y)| < v =yl +2lp(x) — y| < 7+ 2857, lo que
nos dice que (u,v) pertenece al Qn.(x,2¢(x) — y).
Esto concluye la prueba de (ii) cuando (z,y) € .

Por la observacion que precede al enunciado del teore-
ma, tenemos que:

Er(p)(F) = /L(Eﬂ]%)nL,LL(Eﬂ@F)Jr,E(EﬂQ) = ﬂ(EﬂQ)—FM(EﬂaF)—F,L:L(Eﬂ]%),

por lo tanto el caso (z,y) € F estd resuelto con esta
simetria.

Demostracion de iii). Calculemos la densidad W (x)
de 1 en Q, en términos de w(z),
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A(ENQ) = u(STHR(S(ENQ))) = /s—lmswm)) w(€383

[ w(sT(RsE) (2.4)

puesto que el jacobiano de S™'RS es 1. Es claro entonces
que por la absoluta continuidad de p, Eg(p) tiene den-
sidad en R"1 dada por W(z) = w(STIRS(2))Xa(z) +
Veamos ahora que W € A,(R"™) suponiendo que w €
A,(F), que es el enunciado de (iv).

El argumento de simetria usado en la demostracién de
(ii) y expuesto antes del enunciado del teorema, junto
con el hecho que si W satisface la estimacion que define
A,(R™1) para todo r > 0 y para (z,y) en un denso en
R"*! entonces W € A,(R""!) muestran que es suficiente
para nuestro propésito probar la estimacion que define
A, s6lo para el caso (z,y) € Q.

Para simplificar la notacién hacemos "= S~'o Ro S.
Sea entonces @, = @Q,(x,y) con (z,y) € €, planteamos:

— \57«\ (/Qrmw(T(z))dZnL/Qme(z) dz).

1 —51
(ler Q(w(T(z))Xg(z) + w(z)XF(z)) dz)

Observemos que el segundo factor de (2.5) es menor o
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igual que

por lo tanto de (2.5)

p—1

c! <’Q—1r’ 0 W(z) dz) W( 0 W(z)_ﬁ dz)

= (|5r| Qmﬂw(T(z))dz)ﬁ(/@grmw(ﬂz)),,il dz)p‘l

+(|C;r| Qrmw(T(z))dz)ﬁ(/@rww(z)_ph dz)p_l
@ fog, "L, e ]

|Qr| FnQ, |erp_1 QN
1 1 1 p—1
—l—( w(z dz) (/ wz_pldz)
Q| Jrng, (=) QPN g, )
=1+ 11+ 1II+1V.

Haciendo un cambio de variable y por aplicacién del
Corolario 1.14.1, se obtiene que

C
I <\(i5—— w(€,n)dédn).
1 1 p—1
w(€,n) F1dedy) < C
<|QCTT(x7y>| Qc, (T(zy))NF ( 77) 77) !

pues w € A,(F).
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Por lo probado en i7) existe N > 1, tal que @, N F C
Qn(T(x,y)) de aqui que

/ w(z)z)%ll dz < C’/ w(z)p%ll dz,
QNF Qn, (T(xy))NF

y por el Corolario 1.14.1 y efectuando un cambio de vari-
ables, como en (I) se tiene que

| w@m)dada< | w(€, n) de di
QNN

Qer(T'(x,y))NF

por lo que

C
I < w(&,n)dEdn ).
(1) <‘QNTT($7?J)’ Qny (T(x,y))NF &) 77)
(] ) dgdn)”
- - w(§,n)rt Ui
Qe, T(x,y)| Jo. r(zy)nF

suponiendo que el max{c, N} = N, de esta ultima de-
sigualdad se obtiene que:

C
H dedn).
= (|QCT(T($=?J))| QCT<T<x,y>)me(€’77) < 77)
1 —1 p—1
r-rded Cs.
(l@orm,y)\ co e & cdn) <G

En caso de ser méx{c, N} = C, se procede de igual forma.
De igual manera se obtiene que (111) < Cj.

“Medidas que duplican y propiedades de separacion métrica. Extension de
medidas con la propiedad de duplicacién. ” - L. Nitti



CAPITULO 2. EXTENSIONES DE MEDIDAS DUPLICANTES 155

Para acotar (IV) observemos que, como en (II), Q,NF C
Qn+(T(x,y)), por lo tanto,

C* / 1 / 1 p—1

V) < w(z)dz | —— w(z) 71 dzR.6
av) <\QNT Qw, (T(2.9))NF ) )\QNJH( Qw, (T(z.9))NF %) Ap0)
< (jy (2.7)

pues w € A,(F). Por lo tanto W € A,(R") y se prueba
iv).
[l

2.3. Meétodo de Whitney y el operador &, para
la extension de medidas definidas en el su-
pergrafico de una funcién Lipschitz

Es sabido de la teoria clasica de Whitney de ex-
tension de funciones que los operadores de extensién son
mejoradores de la regularidad, es por ello que utilizamos
un segundo método de extension de medidas definidas
en el supergrafico de una funciéon Lipschitz, que involu-
cra la construccion de un cubrimiento especial de tipo
Whitney en el complemento de F' para definir un oper-
ador &, de modo que la medida extendida, ademas de
duplicar resulta absolutamente continua en el subgrafico
de la funcién, aunque la medida original no lo sea.

Como en la seccién anterior, F' C R""! representa el
supergrafico de una funcién ¢ : R"™ — R Lipschitz y
Q2 su complemento. W = {Q;} denotard la familia de
cubos diadicos de Whitney que cubren a {2, obtenida en el
Teorema 1.11.1 y T representa la transformacién S~!oRo
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S : R — R donde Ry S son las transformaciones
definidas en la Seccion 2.2.

Definimos el operador &yy. Sea p definida en las partes
borelianas de F', entonces la funcién de conjunto Ey ()
esté definida sobre los borelianos A de R"*! como

|Q; NA|
Qi

Aqui |E| indica el volumen n + 1 dimensional de E.
Las primeras propiedades del operador &y estan dadas

Ew(p)(A) = p(ANF) + Z w(T(Q;))

en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea pu una medida definida en los bore-
lianos de F'. Entonces:

i) Ew () es una medida que extiende p a los borelianos
de R"L,

i) Ew (1)(Q) = u(T(Q)), para todo Q € W.

ii1) Ew(p) es absolutamente continua en £ con peso
wq(x) dado por

o) = 3~ 1T Q)Xo () .

[0

J
Demostracion. Veamos primero que como medida, Ey (u)

estd bien definida. Es claro que Ey (u)(0) = 0.
Sean F,FE,,---F;,--- borelianos disjuntos de R"*! y

E = U E;, entonces
i=1
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e Qe
Ew()(B) = ul (U E) N F]+ 3 w(T(Q)) ‘QZJT

i=1 j=1 ‘QJ|
SONCLLES B WCCHE A
SDIVCLLED WACHE RS
= ZgW(Ez)

Puesto que si E es un conjunto de Borel contenido en F
se tiene que |Q;NE| = 0, para todo j, y por consiguiente
Ew () restringida a los borelianos de F' es p.

Puesto que ii) es clara, nos resta sélo probar iii), que
consiste simplemente en observar que

Ew(p) = u(ANF) +/A(Z gcj(:v))

w(T(Qy))dz.

]

En el resultado siguiente se destacan propiedades rel-
ativas a la extension Ey (i) de la medida p.
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Corolario 2.3.1. Si pu es una medida de Borel en F y
es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesque, con densidad dada por w > 0, entonces

i) Ew(p) es absolutamente continua en R™, con peso

w(x) reF

W(x):<
\le/Qj dy Xo,(x) = wa(x) w el

i) Siw es continua, entonces

Z |T|QQ]\ p))Xo,(x),  conp; € T(@P)

Si en lugar de tomar las funciones caracteristicas sobre
los cubos @)j(x), se considera la particién de la unidad
{gi(x)} descripta en la Seccién 1.12, subordinada a la
familia W, el peso para () se expresa como

Z 'T|QQJJ wlp)ei@)  (210)

y recordando la definicién del operador de extension &€ de
la Seccion 1.18 y la observacion precedente sobre el Coro-
lario 2.3.1, se puede notar la similitud en las expresiones
de las extensiones obtenidas por £ y Ey(u), donde wq
resulta continuo sobre R"” y C™ en 2. Observemos que
por el lema 1.14.1 la sucesion numérica % es acotada
superior e inferiormente por constantes poéitivas.
Notemos que una extension continua a todo R" de una

funcion continua w definida en F', se obtiene tomando la
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funcion W (z,2p(z) — y) en Q, pero tal funcién, no es
necesariamente C'° en F*°.

En nuestro Teorema 2.2.1,probamos que el operador
Er dado por
w(S"HR(S(E)))), preserva la duplicacion y tiene la mis-
ma sencillez pero con un defecto analogo: la medida no
siempre es absolutamente continua en ).

2.4. &y preserva la propiedad de duplicacién

El propdsito de esta seccion es estudiar la dupli-
cacién en los borelianos de R"*! de la medida que ex-
tiende el operador &y construido por el método Whitney
en la Seccién 2.3, suponiendo que i duplica. Para esto
veremos que &, () satisface la propiedad de duplicacién
sobre la familia de los cubos diadicos en el sentido que le
hemos dado en Seccién 1.8.

Veamos previamente el siguiente lema que prueba que
sobre los cubos @) de W, &y y € coinciden. Sean [, 1,
T y W como en los Teoremas 2.2.1 y 2.3.1.

Lema 2.4.1. Sea i1 una medida que duplica sobre F. Sea
E C R boreliano. Si ENQ =0 0 ENQ es una union
contable de cubos Q; de la familia W para €1, entonces

Ew (1) (E) = Ep(p)(E).

Demostracion. St ENQ = () entonces £ C F, y la tesis
es inmediata. Si FNQ # () y E es una unién numerable
de cubos de W, llamaremos J ={j : Q, N E # ¢ / Q; €
W}. Como O(T'(Q;)) tiene la propiedad de regularidad
R considerada en la seccion 1.16, por el Teorema 1.16.1
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tendremos que p(9(7(Q;))) = 0 para todo j € J. Puesto
que T es una biyeccién, tenemos

|Q; N E]|

Ew(w)(E) = p(ENF) + ZM(T(QJ‘))W

jed

=wENF)+ Y uT(Q))

jed

= p(ENF) +u(lJT@))

jeJ

— W(T(ENF)) + p(ENQ) = Ex(u(E))

y el lema queda demostrado. ]

Sea ) un abierto de R" y W la familia de Whitney
de cubos diddicos construida como en el Teorema 1.11.1
del Capitulo 1. La Proposicion 1.11.1 del mencionado
capitulo prueba que la familia D de los cubos diadicos
de R" puede ser expresada como la unién de las clases
A, B y C las cuales resultan no vacias y disjuntas dos a
dos, siendo A = {Qu € D/ QuNQ =0}, B={Qq €
D/3Q:QuCQ QeEW}yC=1{QueD/QiNQ=
U (), K subfamilia de W} , por lo tanto a partir del

Qe
lema anterior concluimos que los operadores Er y Ew,

verifican que Er(n)/; = Ew(p)/ 1 siendo A = AUC.
En la demostraciéon del préximo teorema usaremos las
siguiente observacion: si ()1 y Q2 son adyacentes y ()1 €
B, entonces ()9 C €2.
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Teorema 2.4.1. Sea p una medida que duplica sobre F.
La medida definida por Eyw () restringida a la familia D,
de los cubos didadicos de R™ wverifica la propiedad defini-
da en (1.46), esto es, existe una constante ¢ > 0 tal
que para toda eleccion de cubos diddicos Q1 y QQ2, adya-
centes y del mismo nivel se verifica que 0 < Ew (1) (Q1) <

cEw (1) (Q2) < co.

Demostracion. Para probar el teorema, consideramos los
siguientes casos para dos cubos diadicos adyacentes y del
mismo nivel (1 y ()2 pertenecientes a D,

i)Q1€«ZlYQ2€/~l
i)@QreBoQeB

En el caso i), puesto que Ew(n)/ ;i = Er(p)/ 4, ten-
dremos que Ew(u)(Q1) = Er(p)(Q1) v Ew(n)(Q2) =
Er(1)(Q?. Como @, v Q5 se intersecan y tienen el mismo
tamano del Teorema 2.2.1 ii) concluimos que Ey (1) (Q1) =~
Ew (1) (Q2)-

Para estudiar el caso (ii) supongamos )1 € B. En-
tonces existe () € W tal que @ 2 ()1. Observemos que
puesto que Qo ¢ A sblo es posible que ()2 € C U B.
Asumimos primero que Q)3 € B. Esto significa que existe
Q' € W tal que Q2 C @Q'. Notar que 0Q N 9Q" # () y por
el Teorema 1.11.1 vale que 4in|Q| < 1Q'| < 4"Q)|, por lo

tanto, se verifica que

Ew(1)(Q1) = M(T(Q))% < w@@’»% — G (1)(Q)

Notar que, como ambos, (); y ()2 estan en B, también

Ew (i) < C&w () (Q).
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Sea ahora () € C entonces Qo N} = U Q’. Notemos
ek
previamente quesi Q1 & @, Q € W, entgnces existe c > 0
tal que c|Q1] > |Q]|. En efecto, {(Q1) = 1(Q2) > (Q'),
Q € K, tal que @ NQ # 0y como Q' AQ € W, vale
que [(Q") ~ 1(Q), de lo que se obtiene lo deseado. Por la
definicién de &,(u) el lema 2.4.1 se obtiene que

Ew (1) (Q2) = Er(1)(Q2) < CER(1)(Q1) = Cr(T(Q1))

< Cu(T(Q) < @<T<@>)% — Ew(1)(Qu).

También se verifica que

e (1)(Q1) = n(T@)' Y < w(T(@)) = Erw)(@)

Q)
< CEr(1)(Q) = CH(T(Q)) = cm(@'))% < CEw(1)(Q)
lo que concluye la prueba de ii).
0

2.5. Extensiones periddicas de medidas dupli-
cantes: algunos ejemplos unidimensionales

Aunque la duplicacién, atin para casos de medidas
absolutamente continuas, no luce como una propiedad
de regularidad, los siguientes ejemplos unidimensionales
muestran que extensiones periédicas simples en general,
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no son adecuadas y parece imponerse algun argumen-
to de simetria que preserve el orden de magnitud, para
mantener la duplicacion.

La funcién w(z) = 272, 0 < 2 < 1, w(0) = 0 ¢s la
densidad de una medida que satisface la propiedad de
dug)licacién en [0,1. Con 0 < a < b < 1, u((a, b)) =

/ v dy = 2(Vb — v/a). Observemos que un intervalo

a

con el mismo centro que el de (a, b) pero con radio igual
1

a la mitad es [a’, 0] = [Z(bJr 3a), 1(36 —a)], por lo tanto

w(la',V]) = v/3b—a — /b + 3a. De aqui que

p((a,b)) Vb —/a (Vb — /a)(v/3b + a + /b + 3a)

p((a b)) VBb+ra—+vb+3a 2(b—a)
_ \/[—)(1_ \/%)<\/3b—a—|—\/b+3a) < C(l_ \/%)b

b—a

) o1

1-¢ 1+ /%~

Si extendemos w a un peso W definido en R por pe-
riodicidad, es decir W(x) = w({z}) donde {z} = x — [z]
y [x] es la parte entera de x, no obtenemos con W una
medida que duplica. En efecto, si consideramos:

N
N[ =

w(z)=xz2en (0,1] y w(x)=(x+1)"2en[-1,0).

La medida de p definida como
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dx dx
o[ [
En-1,0) (x +1)2 EN(0,1] X2

no duplica en [—1, 1]. Comparamos u[(—€,0)] v u[(0,€)]
p((0,€))

p((0, =€)
2\/€ - Ve

para 0 < € < 1. El cociente este caso es

de lo que se observa que no esta acotada para ¢ — 0, por
lo tanto la no duplicacién de p es inmediata.

Tampoco otras extensiones triviales de w preservan la
duplicacion. Sea por ejemplo

—

W(z) = w(z) Xo1)(x) + X0 0) (%) + X1,00) ().

Se observa entonces que la medida definida como

1
,u(E)z\Eﬂ[—OO,OHJr/ -dr + |E N1, 00|
Enfo,1] |2

para E boreliano de R no duplica. Por ejemplo, si calcu-
lamos u([—3a,al) y pu([—2a,0]) para 0 < a < 1, se ve
que

w([—3a, al) - 2a + 2v/a - Vva 1
p([=2a,0]) = 2a a a
que no esta acotado para valores de a, préximos a cero.
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o b
=
n
=

-15 -1 -05

Figura 2.5.2

Ciertamente la extensién de w dada por W (z) = ||,

x € R — {0} es un peso que duplica puesto que esté en
As(R).
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wiE) =1

-1.5 -1 0.5 Y 0.5 1 1.5

Figura 2.5.3

En la préxima secciéon veremos que combinando simetria
y periodicidad se obtienen buenas extensiones que dupli-
can y que aun preservan clases de Muckenhoupt. Para el
caso de w(z) = z72 en (0, 1], el peso extendido tendrd la
forma
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b -—— - ——— =

- -3 -2 -1 ] 1

Figura 2.5.4

2.6. Extensiones peridédicas de una medida defini-
da en los borelianos de Q) = [0, 1]"

Las exploraciones llevadas a cabo mediante los ejem-
plos de la seccién anterior, nos sugieren que una buena
manera de extender una medida p definida en un cer-
rado que es imagen por una transformacién Bilipschitz
en R" del cubo unidad, consiste en realizar extensiones
periddicas de medidas en )y a todo R" y luego aplicar
la transformacion Bilipschitz.

Veamos primero como definir un operador de extension
a todo R”, cuando p esta definida en los borelianos del

cubo unidad @y C R".

Seat=1,2,...,n, con .S; denotamos la transformaciéon
lineal cuya matriz es una diago nal de unos excepto en
la posicion i-ésima en la que hay un -1. Como transfor-
macion geométrica, S; resulta entonces una reflexiéon con
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respecto al hiperplano z; = 0 de R".

En otros términos, S;(x) = (r1, T2, ... — X;, ...T,) Sl T =
(21, T9, ..., T, ...T, ). Si observamos que trivialmente, S;S;
= I y que las S; conmutan y si consideramos todas las
aplicaciones sucesivas y en cualquier orden de las trans-
formaciones S;, vemos que solo hay 2" transformaciones
distintas de la forma

S:{Si18¢2"'sikl 1§i1<i2<...<ik§n}.

Puesto que la matriz de una transformacion del tipo
S, Si, - - - Sig, es diagonal (tiene todos unos en la diago-
nal, excepto los sitios 1, 9, ...2;, donde tiene entradas -1
).

Sea a € {0,1}" y consideramos T, la transformacion
lineal de R", cuya matriz es

(05 (= 1)z, my j=1,m
donde «; es la i-ésima componente de . Entonces S =
{T, : € {0,1}"}.
Mas todavia, la accion de S sobre )y, produce los 2"
cubos congruentes con )y en los que se divide, por los
hiperplanos coordenados, el cubo [—1, 1]". En efecto,

TO[QO = Qa - H ‘07 (_1)% )
i=1
donde |a,b| = [a,b], si a < by |a,b] = [b,a], si b < a.
Denotamos con Q a la familia {Q“ : « € {0,1}"}.
Sea k = (ki,ko,....kn) v j = (j1,.--,Jn), n-uplas de
nimeros enteros. Diremos que k es congruente con j
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(mddulo 2)y escribiremos k = j si paratodoi = 1,2, ...n,
k; es congruente con j; modulo dos, es decir si los restos
de la division por dos de k; y de j; coinciden.

Cada elemento de ", es congruente a uno y sélo un
a € {0,1}". Esto nos permite concebir a " como una
union de las 2" clases de equivalencias de esta relacién
de congruencia. Asi

aef{0,1}»
donde I = {k €": k=a}.
Consideramos ahora, la familia F de todos los cubos
unitarios de R™ con vértices enteros, F = {Qy : k €"}.
Entonces F = U Fa, donde F, = {k+ Qo = Q :

aef{0,1}»
k €}. Dado un conjunto E de Borel de R", podemos

escribir
E=J@nE) = |J J@nE)

ken ae{0,1}n ken

Dada una medida p de borel con soporte en (), para
un boreliano £ de R" cualquiera definimos

Ep()(E) = > Y u(Ta([Qr N E] — (k+ a))R.11)

aec{0,1}" kel

Veamos previamente, que Ep () segin (2.11), estd bien
definida, es decir, que T,([Qr N E] — (k + «)) C Qo.

Observemos un sumando cualquiera en la definicién
(2.11). Para a € {0,1}" y k €2 fijos, el conjunto F}, =
Qi N E es un subconjunto de (), de modo que Fj, — k, es
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un subconjunto de @y y por consiguiente, (F — k) — «
es un subconjunto de QQ“. Puesto que T, aplica Q% en
Qo (v Qo en Q7), tenemos que Goy = To(Fy — (k + )
es un boreliano de )y y podemos calcular p(Ga ). Esto
garantiza la buena definicién de Ep(p) segin (2.11), con
valores en los reales no negativos extendidos ([0, oc]). Es
claro que Ep(u)(¢) = 0.

Para probar la aditividad numerable de Ep(pt), tomenos
una familia numerable y disjunta { £, : m € N} de bore-
lianos de R". Entonces, puesto que 7T, es biyectiva, para
cada o € {0,1}" y cada k €, tenemos que la sucesién
To([QrNEy] —(k+a)), m e N, esdisjunta en Q). Por
consiguiente,

WU En) = D D uTu(Qen (| En)] = (k+a))
m=1 ae{0,1}" kel m=1

= > D ulJ @@ nEn] — (k+a)))

ae{0,1} ke m=1

(@]

= Y > ) uTuQe N Ey] — (k+ )

ae{0,1}" ker m=1

o

m=1 ae{0,1}" kel

(e.¢]

m=1

En otros términos, Ep(u) es efectivamente una medida
en los borelianos de R".
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Presentamos a continuacién un lema basico, referido
a las transformaciones T,, el cual sera tutil para la de-
mostracion de la propiedad de duplicacion de Ep(u), en
el caso en el que la medida p duplica.

Lema 2.6.1. La familia T, de las transformaciones lin-
eales de R", cuya matriz estd dada por 0;;(—1)%, i =
1---n, 7 =1---n, donde «; es la i-éstma componente
de o € {0,1}", verifica:

i) Los transformados por T, de cubos adyacentes, son
adyacentes.

ii) T, preserva la familia de cubos diddicos.

iii) Dadas Ty, y Tn,, o1, as € {0,1}" y a1 # o,
existe Ty con € {0,1}" tal que T, = T5T,,.

Mads aun, T, es un grupo de operaciones sobre R" si en
el parametro o consideramos la suma modulo dos.

Demostracion. Veamos i). Recordemos que para nosotros
la adyacencia es una propiedad topolédgica: Q y @’ son

adyacentes si Q N Q' = 0 pero Q N Q" # B. Puesto que
para cada o € {0,1}", T, es un homeomorfismo de R",
tenemos que la adyacencia se preserva.

Probemos ii). Sea () un cubo diddico en R". Entonces
existen k €™y j € tales que Q = 2/Qy. Asi, T,(Q) =
T(2Qr) = 2T,Qr = 2/ (Tok +T,Qo), puesto que Tk €
y T,Q es uno de los 2" diadicos de nivel cero que tienen
al origen en la frontera, T,() también es diddico y del
mismo nivel que Q).

Veamos iii). Notemos previamente que dados a; # as
pertenecientes a {0,1}", T,,, To, = To,+a,- En efecto,
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T, es representada por la matriz d;;(—1)*, i=1---n, j =
1---n, donde o} es la i-ésima componente de a.

T, es representada por la matriz (52-]-(—1)0‘3, i=1-n,j=
1---n, donde o} es la i-ésima componente de as.

La matriz de la composicion T, T, tiene elemento
genérico dado por

J

Y d(=1) M=) = m.
j=1

Observemos primero que si ¢ # k, my, = 0 ya que ¢ # j
6jAkysii=k my=(—1)(=1)% = (=1)2+ob,
La matriz de Ty, 14, estd dada por 5@7(—1)“3*0‘3, i =
l---n, j=1---n, en otros terminos 1,1, = To,+a,-
Es claro que Ty, = Tp, (T;,'Ty,) , i # o, de aqui que
To, = (To, T, N)T.,, ci # ag, entonces Ty, = T5T,, siendo
B=at—a)e{0,1}" con lo que se prueba iii). ]

Las relaciones que se tratan a continuacion seran ttiles
para sacar conclusiones respecto del operador £p, cuando
la medida dada estéd definida en un cerrado que es imagen
por una transformacién Bilipschitz de @y = [0, 1]".

Nos interesa encontrar la relaciéon existente entre las
medidas 1 y po definidas como py(E) = f(p(E)w(a:) dx
y u2(E) = [pw(e(x))dr, siendo ¢ una transformacién
Bilipschitz de R" en R" y w un peso.

Sea v(E) = |p(F)|. Como la imagen por una transfor-
macion Lipachitz de un conjunto de medida de Lebesgue
también tiene medida de Lebesgue cero, tenemos que v
es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue. Por consiguiente
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W(E) = /E h(z) da

para alguna funcién no negativa h, que en los casos usuales
es el valor absoluto del Jacobiano.

Sean ¢ : R"™ — R" continua y p una medida de Borel.
Denotemos con ®(u), la medida de Borel en R" dado por

O(p)(E) = p(e(E)) (2.13)

Notemos entonces que si p(E) = [pwdzr y ¢ es una
transformacion Bilipschitz de R™ en R" entonces @ () (FE),
tiene densidad

w(t) = wlp(t))h(t), (2.14)

Destaquemos que las relaciones utilizadas en la Seccion
2.2 entre

Js1rspnay w(@) dz y [5nqw(ST'RS(2)) dz, son un caso
particular de (2.14).

2.7. &p preserva la propiedad de duplicacion

El resultado principal de esta seccion se expresa en
el siguiente teorema. El mismo se refiere a la propiedad
de duplicacién de la medida definida por Ep(p) cuando
1 satisface la propiedad de duplicaciéon en Q).

Teorema 2.7.1. Sea QQy el cubo unidad de R™ y p una
medida de Borel definida en Qq, entonces Ep(1) es una
extension de i a todo R", que verifica:

i) La restriccion de Ep(1) a Qp es igual a p.
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i) Si p duplica en Qo entonces Ep(p) duplica en R™.

iii) Si dp = wdzx en Qy, entonces Ep(u) es absoluta-
mente continua en R"™, con densidad dada por

W(z) = Z Z XQk(x)w(Ta(a: — (k+a)),

ae{0,1}" keZn

donde w(x) es la densidad de p en Qy con {0,1}" y
como definidos en la seccion anterior.

w) Siw e A,(Qo) entonces W € A,(R"), 1 <p < oo.
Demostracion. i) se obtiene directamente de la definicién
de Ep(u). Para ver ii), consideramos los siguientes casos:

a) Q¢ y @ cubos diadicos adyacentes y del mismo
nivel, incluidos en un mismo cubo Q. = k + Qq, k €.

Es claro que QrNQq = Qa4 vy QrNEQ; = Q) entonces
para a = k tenemos:

Ep(1)(Qa) = p(To([QrNQa]—(k+a))) = w(To(Qa—(k+a)))

y
Ep(p)(Qq) = m(Ta(Qq — (k + a))),

segun la definicién (2.11). Observar que por el Lema 2.6.1

T(Qi—(k+ ) y Tu(Qi—(k+a))

son ambos diddicos adyacentes incluidos en )y y del mis-
mo nivel. Dado que Ep(p) = p y ésta duplica en @,
existe una constante C' tal que

Ep(1)(Qa) < CEP(1)(Q7), (2.15)
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b) Qu y Q) diddicos adyacentes y del mismo nivel,
contenidos en Q) = k+ Qo y Q; = j+ Qo, k,j €",
respectivamente (k # j). Observar que por la posicién
de Qq y @, también resultan adyacentes @) y ); con
k # j. Existen ay, a9 € {0,1}" talesque g = ky ay = j,
de modo que

Ep()(Qa) = p(To, ([Qk N Qu] = (k + 1)) = p(To, (Qa — (k + 1))

y
Ep(1)(Qq) = 1T, (Qg = (7 + 2)))-

Notemos que Qg — (k+ 1) C Q™ 'y QfF—(j+a2) C
Q?, siendo Q™' y Q*? algiin par de los 2" cubos en los que
los planos coordenados particionan a [—1,1]". De modo
que,

T0,[Qa = (k 4+ )] € Quy To,[Qq — (J + a2)] € @8.16)

Observando que T, (Qq — (k + 1)) v T, (Qf — (5 +
«)) continian siendo adyacentes dentro de )y, por la
hipétesis de duplicacién de p, tenemos que Ep(u)(Qq) <

CEp(1)(Q7)-

c) Qq v Q) diddicos adyacentes y del mismo nivel de
lado mayor o igual que 1. Entonces

Er()(Qa) = Y > mTu([QrN Q4 — (k+ a)PI7)

ae{0,1}" kel

Observar que para todo o € {0,1}", P, = 4({j / j €2
QiNQu# oY) =t({k / k€, Q;NQy# ¢}) =P Es
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asi, que de (2.17), se obiene que

Ep()(Qa) = > Pap(Qo) = > Pip(Qo)

ac{0,1}m ae{0,1}"

= ) ) wTu([QiN Q) — ( +a)))

ae{0,1}™ jeu

De a), b) y ¢), se obtiene que Ep(p) duplica en el sentido
que se ha dado en la Seccién 1.8, sobre los diddicos de
R"™ y por lo tanto, por aplicacion de la Proposiciéon 1.8.2
del Capitulo I, vale que Ep(p) duplica en los borelianos
de R", con lo que se prueba ii).

Probemos iii). Sea p definida en los borelianos de Qg y
absolutamente continua con densidad w(x), veamos que
Ep(p) es absolutamente continua en ]R” con densidad

dada por W (x Z Z Xo,( (z = (k+a))).

ac{0,1}" keZ}
En efecto

=3 W(Tu([Qk N E] — (k +a)))

a kezn

—ZZ/ w(a:)dx

o k’GZ” 0( kaE ]{i—i—Oé

=YX [ - )

a kezn

:ZZ/ X, (2) w(Ta(z — (k+a)))d
a kezn’E

=/ZZXQk<z)w(T (z = (k+a)))d
E "o kezn
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Demostracién de iv). Sea W (x Z Z Xo, (x
ac{0,1}" keZ}

(k+a))), con w(zx) la densidad de p en QQy. Asumimos que

el peso w(x) € A,(Q), con 1 < p < oco. El caso restante

puede tratarse de una manera similar esto es: existe una

constante positiva C' tal que para todo x € Qyp y r > 0

vale que

\@\/ o) do) \@\/“’“ na)" < a2
con @ = Q(x,r).

Para mostrar que W (z) € A,(R"), consideremos los sigu-
lentes casos:

a) El lado del cubo @, [(Q) = [, es mayor que 2.

Sean Q(x,r), z € Qr, C R", ky €", entonces @ esta in-
cluido en a lo sumo ([l] + 2)" cubos pertenecientes a la
red diddica Dy e incluye por lo menos a ([I] — 1)" cubos
de la misma red. Por lo tanto,

|@|/W dx‘@/ S S X (1) w(Tu(w — (k + a)))dz

ae{0,1}" keZy

1 > Y w

|Q| yET (kaQ (k+0¢ E{O 1} k,EZn

2"([l] +2)"
. W/ wly)dy

Cy
= w(y) dy
Qi Jo, "V
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:ﬁ</czm< >3 Ko@) w(Tu(e - (k+a)) pll(a:)dx>p_1

ae{0,1}" keZy

/Q,m (ot~ s @) ) we oy

keZ"

_4( ) d p—1
w P (y y)
—1 \Qo| Qo

/ w T (y )dy)p_l (2.20)

de (2.19) y (2.20), se obtiene la desigualdad (2.18).

b) Sea @ = Q(x,r) tal que 0 < I(Q) < 2, parax € Qy,,
para algin ky €". Es claro que (Qo + ko) N Q = Qk, =
Ry # (. Notar que Ry no necesariamente es un cubo.
Recordemos ademas que:

o=UJane= U (Uane)oaune.

keZn ae{0,1}"  keZy

IA

IN
/\ /\ /\

Sea ' el menor cubo tal que Qr, N Q C Q' C Qp,,
verificindose que |Qr, N Q] > 5:|Q'].
Entonces
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|Q|/W dx_|Q|/ > D Xg@ w(Tu(r — (k+a))) de

ae{0,1}" keZy
3n

w(y) dy
|Q| To(QN(Qrg )~ (k)

< / w(y) dy
IQko N Q| J1.Qn(Quy)—(k+a))
_2ny
w(y) dy
IQ\ To(QN Qg —(k+a)

2n > o / (2.21)

y para la otra de&gualdad procedemos como en el caso
anterior,

() S (e e

s o&%v*% )

Dado que w(z) € A,(Qo), de (2.21) y (2.22), para 0 <
[(Q) < 2, se obtiene la desigualdad (2.18) y por lo tanto,

como consecuencia de los casos i) y ii), vale que W €
Ay (R™). O

Para dar una imagen grafica del resultado obtenido,
veamos como es la situacion en dimensiéon uno. En este
caso, a toma solo los valores 0 y 1 y entonces tenemos
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que ¢ es el conjunto de los pares, 1 es el conjunto de los
impares, Ty es la identidad,

Twy=-y y Qo=][0,1].

Entonces

W(z) = Z Xt k1) () w(fE—kH‘Z Xii 1) () w(k+1—x)

keg ke
En términos geométricos, W es una periodizaciéon de
periodo 2, de la extensién por simetria de w(z) a [—1, 1].
Graficamente, puede verse de la siguiente manera

b -—_-———— e —— =

-4 -3 -2 -1 0 1

Resultados relacionados a los de esta secciéon para pe-
sos de Mackenhoupt, pueden encontrarse en [HJ.

Utilizando la notacién empleada en (2.13) y (2.14) es
directo obtener a partir de los Teoremas 2.7.1 y 1.14.2
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que la medida definida por ®~1(Ep(P (1)), donde P es
como en (2.13), @1 es la que corresponde a =1y u es
una medida definida en los borelianos de ¢(Q)y), siendo
© una transformacién Bilipschitz, es una extensién de p
a todo el espacio R", con la propiedad de duplicacion.

Mencionamos finalmente que el método usado en esta
seccion puede aplicarse para dar una demostracion alter-
nativa de la duplicacién de Ep(u) cuando p duplica en
(o, siguiendo en general las ideas de la Seccion 2.7.
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Capitulo 3

Duplicacién, separacion y
contacto de conjuntos de
dimensiones distintas

3.1. Introduccion

Nos planteamos en este capitulo el problema de
equipar con una medida duplicante a un espacio casi-
métrico determinado por la unién de dos conjuntos de
dimensiones distintas.

Planteado con esta generalidad, basta que el espacio
sea completo y que la dimensién de Assouad sea finita
para que una tal medida exista ([VK]), ([LS]),([?]) pero
nosotros esperamos que en una de las componentes la
medida sea la de Hausdorff o una medida similar dada
con anterioridad y de esta manera el problema luce como
de extension.

Primero se exploraran las relaciones entre la existencia
de una medida duplicante y la separacién entre los con-
juntos que componen el espacio, para luego abordar el
problema més general de encontrar un Operador de Ex-

182



CAPITULO 3. DUPLICACION, SEPARACION Y CONTACTO 183

tension que permita definir una medida duplicante, en el
espacio total, cuando éste esta compuesto por conjuntos
de diferentes dimensiones.

A continuacién se describen las secciones que compo-
nen el presente Capitulo.

En la Seccién 3.2, se tratan resultados referidos a la
separacién de conjuntos de dimensiones distintas y su
relacion con la duplicacion de la medida que es suma de
las correspondientes medidas de Hausdorff.

En la Seccion 3.3, se propone un método para definir
una medida duplicante para el caso particular en que
uno de los conjuntos es el grafico de una curva de tipo
O creciente en R? y el otro es un semiplano, que nos
servira luego en la Seccion 3.5 para definir un operador de
extension de medidas duplicantes para un espacio casi-
métrico que es la uniéon de dos conjuntos de dimensiones
distintas.

En las Secciones 3.4 y 3.5, se exploran situaciones rela-
cionadas al contacto de conjuntos de dimensiones distin-
tas y a la duplicacion de sumas ponderadas de medidas
de Hausdorft, finalmente, en la Seccién 3.6 retornaremos
al problema de extension en un contexto general.

3.2. Duplicacion y separacion de conjuntos de
dimensiones distintas.

Como ya se ha visto en la Seccion 1.10, en un espa-
cio de tipo homogéneo, los atomos, conjuntos unitarios
de medida positiva, son aislados. Puesto que los conjun-
tos unitarios tienen dimensién cero, este hecho plantea
naturalmente el problema de la aislacién de conjuntos de
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medida positiva y de dimensién menor que la del ambi-
ente.

Observemos para empezar que el comportamiento de
tipo “doubling” para medidas que se obtienen como sumas
de volumenes k-dimensionales en subespacios afines de
R"™, contiene en esencia una propiedad de separacion fuerte.
M4s precisamente si pensamos por simplicidad en R? y
tomamos H un hiperplano bidimensional cualquiera, y
una recta, L = {p+tv:t e R},p e R®y p ¢& H,v €
R3. Entonces L es paralela a H si v sélo si la medi-
da 4 = oy + Ar, duplica, donde para cada boreliano
B de R3 u(B) es la suma del 4rea de la interseccién
de H con B, mas la longitud de la interseccién de L
con B. En efecto, puesto que las medidas involucradas
son invariantes por rotaciones y traslaciones del espa-
cio, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
H = {(z,9,0) : (z,y) € R%}. Observemos primero que
si L es una recta paralela a H que no interseca a H,
entonces p tiene la propiedad de duplicacién. Para pro-
barlo podemos también suponer que la recta es de la
forma simple L = {(z,0,k) : © € R} y k es un ntimero
real no nulo fijo. Sea ¢, (r) = u(B(x,r)) con x € HU L
y r > 0. Puesto que para x € Ly r < |k|, el compor-
tamiento de o, (r) es lineal en r uniformemente en x € L
y para r > |k| el comportamiento de ¢, (r) es cuadréatico
uniformemente en x € L y para el caso de © € H, @,(r)
tiene en todo el rango de r € R™ un comportamiento
cuadratico uniforme en X, por el Lema 77 la duplicacion
de p esta probada.

Reciprocamente, si L C H es facil ver que u no puede
duplicar. Supongamos que L no esta contenida en H pero
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LN H = {q} # (. Tomemos una sucesién cualquiera de
puntos de L cuya distancia al punto de interseccion g,
tienda a infinito, por ejemplo x, = q¢ + nv, n €. Ahora
tomando B, = B(x,,r,), con r, = d(H,z,) obtenemos
un crecimiento cuadréatico en n para pu(2B,), en tanto
que el correspondiente crecimiento p(B,,) es lineal. De
aqui se deduce que la duplicacién es imposible.

El comportamiento de la medida . = o+ A nos sug-
iere la existencia de una relacién entre la propiedad de
duplicacion de una medida p definida en un espacio X
y la forma en que estan separados los conjuntos compo-
nentes de X, cuando éstos tienen dimensiones distintas.

Antes de enunciar el resultado que nos ocupa en esta
secciéon veamos algunas propiedades relacionadas a las
condiciones “Ly” v “D,” de una medida introducidas en
el Capitulo I.

Sean (X, d) un espacio casi-métrico e Y C X un bore-
liano de X y consideremos p una medida definida en los
borelianos de Y.

Denotamos con B(x,r) a la d-bola en X de centro z
y radio 7. Diremos que (Y, d, u) satisface “D,”, s > 0
si existe una constante ¢ > 0 tal que para todo z € Y,
0<r<1yk>1,severifica que

0 < pu(B(x,kr)nY) <ck’u(B(z,r)NY) < o0o.(3.1)

Diremos que (Y, d, p) satisface “Lg”, d > 0, si existen
constantes ¢ > 0y rg > 0 tales que para todo = € Y,
O<r<l1,k>1ykr <rgvale que

0o > u(B(z,kr)NY) > dku(B(z,7)NY) > 0.(3.2)

También decimos que:
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(Y, d, n) satisface “D¥”, s > 0, si existe una constante
¢ > 0tal que paratodoxz € Y, r > 1y k > 1, se verifica
(3.1).

(Y,d, p) satistace “L%”, d > 0, si existe ¢ > 0 tal que
paratodox € Y, r > 1y k > 1, se verifica (3.2).

Observemos que si (Y, d, u) verifica “D¥” s > 0, es
directo obtener para r > 1, que

0<pu(Blx,r)NY) <cerfu(B(z,1)NY). (3.3)

Igualmente si (Y, d, 1) satisface “L}” se obtiene para
r > 1, que

0<du(Bz,)NY)r?! < pu(Bz,7r)NY). (3.4)

Por otro lado, notemos también que si (Y, d, ) sat-
isface “Dy”, s > 0 por el Lema 1.5.1, vale que existe
C > 0 tal que Cu(B(z, 1) NY)r* < pu(B(z,7) NY) para
0 < r < 1. Igualmente por aplicaciéon del mismo lema si
(Y, d, i) satisface “Ly”, d > 0 se cumple que existe C' > 0
tal que, para 0 <r <1,

0< u(Bz,r)NY) <Criu(B(z,1)NY) < co.

Observar que a partir de estas desigualdades, tenemos
que D7 implica que Y no es acotado, mientras que L
descarta la existencia de atomos en Y.

Notar que una medida i puede satisfacer “Lg” sin ver-
ificar la propiedad de duplicacion. Por consiguiente, que
el espacio Y no tenga atomos todavia no es garantia de
que no tenga puntos aislados.
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El siguiente Lema, establece una relacién entre la propiedad
“Lq" del espacio (Y, d, p) v la existencia de puntos aisla-
dos, en Y.

Proposicién 3.2.1. Si el espacio (Y, d, 1) satisface “Lg”,
d > 0 entonces Y no tiene puntos aislados.

Demostracion. Supongamos que (Y, d, j1) satisface “Lg”.
Sean x € Y,0 < r < min{l,ry},eligiendo € > 0 conve-
nientemente se verifica que

pl(Bz,r)NY) —{z}] = pl(B(z, 2%) NY) —{z}]

> u[(B(x, zg) NY — B(z,6)NY]

> C'2%(B(x, g) NY) - Celu(B(z,1)NY)

puesto que pu(B(z,5)NY) >0y pu(B(z,1) < 0o, toman-
do € suficientemente chico vemos que u((B(z,r)NY) —
{z}) > 0. De aqui se deduce que x es un punto de acu-
mulacion de puntos de Y. ]

De acuerdo a la nomenclatura utilizada en la Seccion
1.15 del Capitulo 1, caben las siguientes observaciones:
si p.(t) = p(B(x,t)) representa la medida de una bola
segin la variacién de radio ¢, con centro en el punto =z,
se ve que si (Y,d, ) satisface “D,” entonces la familia
de funciones {p,(t)} es localmente de tipo superior uni-
forme s.
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[gualmente, si (Y, d, ) verifica “D?” entonces la famil-
ia de funciones {@.(t)} es de tipo superior s uniforme,
en infinito”.

También se ve que si (Y, d, p) satisface “Ly”, la familia
de funciones {¢,(t)} es uniformemente de tipo inferior d
y si (Y, d, ) satisface “L}”, la familia mencionada es de
tipo inferior d en oo .

El siguiente resultado constituye una generalizacion de
la propiedad de aislaciéon métrica de conjuntos topoldgi-
camente separados que soportan medidas de dimemsiones

escencialmentes distintas.

Teorema 3.2.1. Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Sean
X1 un subconjunto cerrado de X, con X1 #0 y X1 # X
y denotemos con Xo a su complemento. Supongamos que
parai = 1,2 estan definidas medidas de Borel u; tales que
(X1, d, 1) satisface Dy, , (X5, d, pis) verifica Lq,, p (B(z, 1)N
Xl) > 01, ,LLQ(B(y, 1)ﬂX2) < 02, pamO <d <dy< o0,
C1 >0, Cy <00 y toda eleccion de x € X1 ey € Xo.

Sea W(F) = pua(EN X))+ pi1(ENXs) definida sobre los
borelianos E de X. Entonces si (X,d, ) es un espacio
de tipo homogéneo, necesariamente

d(X1, X5) > 0.

Demostracion. Suponemos que d(Xi, X2) = 0 entonces
existe {y,} C X» tal que r, = d(y,, X1) — 0, para n —
oo. Notemos que dado que X5 es un subconjunto abierto
relativo a X, r, > 0 para todo n. Por definicion de u, se
tiene que

M(B(yny 4an)) = MI(B(ym 4k7ﬁn) N Xl) + N2(B(yna 4]{77071) N XQ) > ,UI(B(y;u Tn) |
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donde k es la constante de la casi-métrica ey, € B(y, 2r,)N
X1y By, ) N Xy C B(yn, 4kr,) N X7,

Dado que (X1, d, p1) verifica Dy, v (Xo,d, pi2) verifica
Ly, por el Lema 1.5.1 1) y ii) se obtiene que

B (yn, 4krn)) = Crrt i (B(y,, 1) N X)) (3.5)

y
(B (Yn, 7)) = p2( By, mn) N Xa) < Corpa(B(y,,, 1) N 13:H)

Por consiguiente de (3.5) y (3.6), por la hipétesis de
acotacién de B(y,,1) N Xy v B(y,,1) N X; y por la
propiedad de duplicacién de p, se tiene que para al-
guna constante C' debe ser que r% > Cré puesto que
do > dy > 0y r, — 0 esta desigualdad es imposible. []

Es importante destacar en relacion al teorema anterior
que existen conjuntos que son fractales autosimilares, que
verifican naturalmente las condiciones de las hipotesis
del mismo. M&s ain, se puede probar que los conjuntos
autosimilares que verifican la “open set condition” son
s- conjuntos y existen numeros finitos a y b tales que
ar®* < HS(KNB(x,r)) <br*, 0 <r <1,z € K conjunto
autosimilar, ver [MA], [F1] y [F2].

Teorema 3.2.2. Sean (X, d) espacio casi-métrico. Sean
X1 y Xo, dos subconjuntos de Borel de X tales que X =
X1 U Xy. Sea p; una medida de Borel positiva definida
en X;. Supongamos que (X1, d, ju1) satisface “Dy 7y que
(Xo,d, o) satisface “Ly, "con 0 < dy < dy < 0. Sea p
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la medida de Borel definida por p(F) = pi(E N Xy) +
,LLQ(E N XQ)

Entonces si (X, d, i) es un espacio de tipo homogéneo
y si existen constantes Cy y Cy tales que pi(B(z1,1) N
X1) < Cr y pa(B(xe,1) N Xy) > Cy para z1 € X1 y
To € Xo,, se tiene que

d(.CU, X2) < C
para alguna constante C' y todo x € Xj.

Demostracion. Asumimos que d(x, X3) no esta acotada
para z € Xy, por lo tanto existe una sucesién de puntos
x, € X; tal que d(x,, X3) — oo0. Sea r, = d(x,, Xs) y
consideremos las bolas B(x,,r,) entonces

w(B(zp, 4kry)) = p1(B(xp, 4kr,)NX1)+ps (B, 4kr,)N
X3), de aqui y utilizando el hecho que B(z,,4kr,) N
Xy D B(al,r,) N Xy con z), € B(xy,2r,) N Xy y co-
mo (X, d, pg) verifica “L, 7, se puede aplicar (3.4) con lo
que se cumple que p(B(xy, 4kry)) > po(B(x), ry)NXs) >
Crid2ps(B(2),1) N Xo).

Por otro lado, dado que (X1, d, 1) verifica “D} ”
isface (3.3), de modo que

, sat-

u(B(xn, ) < pa(B(@n, r0)NX1) < Cripn (B(wn, 1)NX7),

Dado que pi(B(xn, 1) N Xy) < Cy, y po(B(z),1) N
Xs) > (5, y por el hecho que p duplica se tiene que
para alguna constante C' debe ser r®2 < Crd, puesto
que 0 < dy < dy < © y r, — 00, dicha desigualdad es
imposible. [
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Corolario 3.2.1. Sea (X,d) espacio casi-métrico, X;,
1t = 1,2 subconjuntos borelianos de X eY = X1 U Xo.
(X1,d, 1) satisface “Dg,” y p1(B(x,1) N X1) = 1,x €
X1. (Xo,d, o) satisface “Lq,”, con rg = 00, us(B(z,1)N
Xo)l, z € Xy y0 <dy <dy < o0. Para E boreliano de
X, se define u(F) = u (ENX1)+ua(ENXs). Entonces si
(Y, d, ) es un espacio de tipo homogéneo vale que existen
constantes positivas Cy y Cy tales que Cy < d(z, Xs) <
Cs, para todo v € X;.

Demostracion. Se obtiene como consecuencia de los Teo-
remas 3.2.1 y 3.2.2. ]

Teorema 3.2.3. Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Sean
X1 un subconjunto cerrado de X con X1 #X yX1#0 vy
Xy su complemento. Sea p; una medida de Borel defini-
da en X;. Supongamos que (Xi,d,p1) satisface Dg, y
p(B(x,1) N Xy) = 1,z € Xy y ug satisface que existen
constantes positivas oy y a tales que agr® < po(B(x, )N
Xo) < asr® para todo x € Xy y para todo r > 0 con
0 < dy <dy <oo. Sea p la medida de Borel definida por
p(E) = p(ENXy) + pa(E N Xy).

Entonces (X,d,p) es un espacio de tipo homogeneo
st y solo si existen constantes C7 y Cs tales que C7 <
d(x, X5) < Cs, para todo x € Xj.

Demostracion. El que la duplicacién implica la desigual-
dad C; < d(z, Xy) < Cy para todo z € X es el resultado
del Corolario 3.2.1

Para probar la duplicacion de p estudiaremos la familia

de funciones ¥, (r) = %, r > 0y x € X. Basta pro-
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bar que esta uniformemente acotado superiormente. Di-
vidiremos el analisis en dos casos segiin tengamos x € X,
o xr € Xs. Supongamos primero que x € X;. Notemos
primero que si 0 < r < %, entonces B(z,2r) N Xy = ()
y, por consiguiente, tanto u(B(z,2r)) como u(B(x,r))
reciben sélo el aporte de py. Asi ¥, (r) = % que
es acotada puesto que p; satisface Dy, y por lo tanto du-
plica. Ahora supongamos que r es grande, digamos r >
2kC5. Entonces existe y € X tal que d(z,y) < 5. Por
lo tanto B(y, 5z) C B(x,r) y de aqui que pu(B(x,7)) >
< C1(2r)1 py (B(z,1)N X, )+Cyrd2

p2(B(y, 57)) > air®. Por consiguiente ¢, (r) < s
que esta uniformemente acotada superiormente. Si % <

r < 2kCy entonces

(B 2hCy)

W =B 9)
< /Ll(B(SC, 2]{702) N Xl) + MQ(B(SC, QkCQ) N XQ)
B m(B(z, )

Si Oy > 2, entonces B(z, $') D B(x,1) y el denominador
se acota inferiormente uniformemente, puesto que por
hipétesis p1(B(z,1) N X7) ~ 1, para x € X;. Si en cam-
bio C < 2, entonces por la Proposicién 1.5 tenemos que
(B, %)) 2 (@) u(Ble, 1) 2 C($)" y, otra vez
hay acotacion inferior para el denominador. El numer-

ador se acota por constantes independientes de x usando
de nuevo Dy, para pp y la cuasi-homogeneidad de ps.

Para el caso en que x € X5, consideramos las siguientes
situaciones para estudiar el comportamiento de v, (r). Si

0 < 2r < d(z,X;), dado que po(B(z,7)) ~ 1%, 1, ()
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estd uniformemente acotada. Si 2r > d(x, X7)

Y (r) = p(B(z,2r)) < or® + 11 (B(x,2r) N X1)

p(B(x, 7)) — pa(Blx, ) N Xa) + pun (B, 1) N X))
- aor® + 1 (B(2,4K7r) N X1)

ayrd

notar que se ha usado el hecho que para 2’ € B(z,2r) N
X1, B(z,2r)N Xy C B(2,4rk) N X;. Si r < 1, aplicando
w1y la acotacion para py (B(x,1) N X7) se obtiene que

Co
o rd
(‘raXl)
2

%(7’) <C)+

pero teniendo en cuenta que r > d > d(X1.X0) > ¢

2
vale que ¥, (r) estd uniformemente acotado. Sir > 1 se
obtiene igualmente la acotacion para 1, (r) ya que

Cor®py (B(2',1) N X1)
ayrd

9

%(T) <Ci+ < 03

lo que concluye la demostracién. H

Corolario 3.2.2. Sea (X,d) un espacio casi métrico.
Sean X1 un conjunto cerrado de X con X1 # X y X1 # 0
y Xo su complemento. Hy, es una medida en los bore-
lianos de X; que verifica que Hy(B(xz,r) N X) ~ 7,
1 =1,2, 0 < dy < dy < 00 para todo x € X; yr > 0
con i =1,2. Entonces para E boreliano de R", la medida
definida por u(E) = Hy, (F N X1) + Hg,(E N Xs) duplica
st y solo si existen constantes positivas C7 y Cy tales que
Cy < d(z, Xs) < Cy, para todo x € X.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 3.2.3. []
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Con respecto a subconjuntos del espacio afin (£,,), vale
también el siguiente colorario, donde H,, representa la
medida n-dimensional de Lebesgue.

Corolario 3.2.3. Consideremos el espacio afin Fuclideo
de dimension n y sean 2 = P+ Yg y ' = P, + Ty (2
y Ty denotan subespacios de R™), variedades lineales de
dimension m y k, respectivamente y k < m, entonces la
medida p(E) = H,(ENX)+ H(ENT), E boreliano
de R", duplica si y sélo si XNT =0 y el subespacio Ty
estd incluido en el subespacio Xy, es decir que Y y T,
son variedades lineales paralelas.

Demostracion. Sisuponemos que la medida u(E) = H,,(EN
> )+ Hg(ENT) duplica entonces por el Colorario 3.2.2
existen constantes C7 y (5 positivas tales que C7 <
d(xz,>]) < Cy para todo x € T, de aqui que > y I
son variedades lineales paralelas, ya que Y N[' = () y
['y C Y _y; pues son subespacios de R" de dimensiones K
y m respectivamente con K < m..

La proposicién reciproca también se obtiene por la
aplicacién del mismo colorario.

]

3.3. Duplicacién y contacto de conjuntos de di-
mensiones distintas:un caso especial.

Se ha visto que el comportamiento de tipo “dou-
bling” para medidas que se obtienen como suma de medi-
das de tipo Hausdorff definidas en conjuntos apropiados
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de dimensiones distintas esta relacionado a la separacién
de conjuntos.

Si analizamos la situacién que se presenta con (X; U
X5, ||-|lscs 12), donde X; = {(0,y) € R%y > 0}, Xy =
[0, —1] x [0, —1] y si se tiene u definida como p(E) =
[(ENX5)|+I(EFNX;), donde [ representa la longitud, y |.|
el area, ésta no duplica. En cambio la medida p definida
como u(FE) = |[EN Xy| + fmel ydy, duplica porque el
peso, w(y) = y equilibra las medidas longitud y area en
el punto de contacto.

La misma situacion se presenta si se tiene X = X;UX5
siendo X7 = {(z,2?) : 0 < 2 < 1} y Xp = [0,+1] x
[0, —1], en este caso, si bien la medida definida en los
borelianos de R? como u(E) = |E N Xo| + (E N X7),
donde el primer término indica el area y el segundo la
longitud de arco, no duplica en X;UX5; un peso adecuado
para la componente de menor dimensién es w(s) = s°
para obtener una medida duplicante en los borelianos de
X1UXy; estoes i(F) = |[ENXy| 4+ fEﬂXl s*V1+4s? ds,
con E boreliano de R?, donde /1 + 452 ds es la longitud
de arco.

Observemos que los resultados de la seccién anterior
prueban que si Xy = (—00,0) x (—00,0) y X7 = (1,00)
con p; = Hy;, i = 1,2, la medida u(F) = ui(E N X)) +
p2(E N X5) no puede duplicar aunque X; y Xo estén
separados. Notamos que si X7 y X5 no estan separados
en el compactado de Alexandrov de un punto de R?, se
puede probar que la medida definida como sigue tiene la
propiedad de duplicacion.
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V(E) = (BN Xy) + / (o)

Se plantea entonces el problema de encontrar un peso
en la componente de menor dimensién cuando se tienen
medidas de Hausdorff definidas sobre conjuntos de di-
mensiones distintas con un punto de contacto y para que
la nueva resulte duplicante.

Para ello exploraremos la situacion definida por el
grafico de una funcién continua ¢ y el semiplano infe-
rior de R? con sus medidas correspondientes: longitud de
arco y area. Se vera que la forma en que se construye el
peso que actua sobre el grafico de ¢ nos guiard para la
obtencion de un resultado en situaciones mas generales.

Sean los conjuntos Q; = {(z,y) € R? / y = p(x),z €
R}, con ¢ : RT — RT funcién de clase C; y no decre-
ciente tal que p(07) =0y Q= {(z,y) € R* / y < 0}.

Nuestro proposito es encontrar un peso €2 definido
en € tal que tomando la medida p(E) = |E N Q| +

/ wdA, con |.| el drea y A la longitud de arco en €2, se
EnQy

tenga que (£2; U2, d, i) es un espacio de tipo homogéneo,
donde d es la distancia heredada de la euclidea en R2.

Sobre el eje positivo de las ordenadas, tomamos la
sucesiéon diddica {2F, k €} y llamamos Ny = {(z,y) €
graf o = ® / 28 < y < 2"} Denotemos con n; =
tH{Q € Dy : QN N # (0} y veamos que

[90‘1(2’““) — (2
ok

nNe =X mg =

+ 1} (3.7)
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donde [.] es la parte entera. Para simplificar la escritura
llamemos [ = ¢~ (281) — p~1(2%). Notemos que si [ < 2*
entonces m; = 1 y 1 < n; < 2. Por otro lado es claro
que [4] < ny, <[] + 2. Supongamos ahora que | > 2",

entonces [2lk] 1y como my = 1+ [£], tenemos que
1 1 N
231—1— mk§2+ [Qk]sg'

5]
Por ;nalogla con la definicién del operador &y de la

Seccién 2.3, y con el objeto de introducir la medida du-
plicante correcta desde una perspectiva intuitiva , con-
sideramos sobre los borelianos de R?, la medida v dada
por

v(E) = |EﬂQQ|+ZZ|Qk @;g@r;)E)(BB)

TJk)={j:2nQt#0, Q¥ € D;}.

Si en (3.8), se reemplaza |Qf| por 2%¥ se obtiene

v(E)=|ENQ+) 27

k J (k)

AMPNQINE)
A(@NQY)

(3.9)

Tratemos de explicitar ain mas esta expresion; para
ello consideramos el siguiente conjunto elemental £ =
R x [a,b], 0 < a < b < oo, tal que a =21 y b = 22 de
modo que

el =a y ¢ 1(22) =5,
lo—1 lo—1

asi por (3.9), v(F) ZQ%Z 1= 222kﬁ(~7(k)) =

k= ll k:ll
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ok
Luego, dado que ¢ es de clase C; para una adecuada
seleccion de t; tenemos que

-1 2k+1 1 2k
k

l—1
v(E) = 2%[(e™") (t) + 1]
k=l
Esta ultima expresién sugiere, al menos heuristica-
mente, un analogo continuo en el que la suma se convierte
en una integral,

©(B)

7(E) = / @

y que para funciones ¢ especiales resulta, en efecto, equiv-
alente a v.

Podemos reescribir v sobre estos conjuntos de Borel
especiales haciendo el cambio de variables t = ¢(s), para
obtener

s 2 _ o(a)2 s
m) = [ tsyds+ LSO o [t o)t s)as

B
- / o(5)(1 + & (s]3dD)
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S

6

TN

Figura 3.3.1

La féormula obtenida en (3.10), nos sugiere la definicién
de una medida p, soportada en €21 US2s, con 2y = graf o,
y ¢ de clase Cy, creciente y €2y el semiplano inferior de
R?, de la siguiente manera: para F boreliano de R?, en
el espacio X = (21 U )y, se define la medida p como

W(E) = BN+ [ Pls)(1+ o/(5) D)

Pri(graf oNE)

donde Pry es el operador de proyeccién sobre la primera
coordenada y |.| denota la medida de Lebesgue bidimen-
sional. Que p estd bien definida sigue de que ¢(s)(1 +
¢'(s)) es una funcién continua no negativa y el conjunto
Pri(® N E) es boreliano en R.

Para ver que u es o-aditiva, sélo hay que notar que si
bien en general la proyeccién de conjuntos disjuntos no
produce conjuntos disjuntos, es cierto que P, (pNE;), i =
1,2,---, son disjuntos dos a dos si los F; lo son, pues, de
otro modo tendriamos un x tal que (z,y) € py (x,2) € ¢
con z # y. Pero esto es imposible porque ¢ es el gréafico
de una funcion. Entonces
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UE U N €| +/ e(s)(1+¢'(s)) ds

Pr (q)ﬁ(Uzoo Ez))

)

_Z|EMQ2\+Z/ )1+ (s ds—ZuU

L (@NE;)

Nuestro objetivo ahora es ver si la medida definida
n (3.11), soportada en € U €y, tiene la propiedad de
duplicacién.

Observar que este problema puede verse como de ex-
tension de la medida uo la cual estd definida sobre los
borelianos de €29, de modo que se preserve la propiedad
de duplicacion en 2 U€y. Notar que de (3.11) se observa
que la medida definida sobre {2; resulta ponderada por
el peso p(s)(1+ ¢'(s)), que permite equilibrar p; con ps
en el punto de contacto.

Para probar la duplicacion de la medida 1, demostraremos
previamente el siguiente lema, que establece un orden de
comparacion entre la medida de un cubo y su lado, segtin
la ubicacién de su centro en 2 U )s.

Es presisamente este lema, que muestra un compor-
tamiento diferente como funcion del radio de la medida
de una bola dependiendo del lugar del centro, el que de-
termina la diferencia de los resultados de esta secciéon
con los de la precedente, ya que en este caso la medida
de bolas no es una potencia fija del radio.

Lema 3.3.1. Sean los conjuntos Q; = {(z,y) e R* | y =
o(x),z >0}, ¢ : RT — RT una funcion de clase Cy y no
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decreciente tal que (07) =0y Qo = {(z,y) e R* / y <
0}.Para E boreliano de R?, se define la medida

uE) = BN+ [ (o)
Pri(eNE)
Entonces si Q(P,E) representa el cuadrado de R* con
centro Py lado € se verifica que
a) Si el centro P = (xg, p(xg)) pertenece al grdfico de

Yy

i) Si e < 2p(xg), entonces p(x9)s < p(Q(P,¢€)) <
e (o)

i) Si e > 2p(xg), entonces €2/4 < p(Q(P,¢)) < 2¢2

b) Si el centro P pertenece a s, entonces
2€2.

Demostracion. Probemos a - ).
Tenemos P = (zg,p(x0)) y € < 2p(xp). Llamaremos
Ci(e) = mix {zo—5, ¢ '(p(z0)—5)}y Ca(e) = min {zo+

€

55 0 1 (p(xg) + )} Asi tenemos cuatro posibilidades
para el par (Ci(e€), Cs(e)):

)
1) Ci(e) = ¢ Hp(wo) — 5) v Cale) = o (o(x0) + 5)
2) Ci(e) = ¢ H(p(w0) = 5) v Cale) =x0+5
3) Ci(e) =xg— 5 y Ca(e) = o Hp(xg) +5)
4) Ci(e) =wg— 5 y Cole) =9+ 5
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Supongamos que se verifica 1), entonces

uawr.e) - | pl+¢)dsz [ o(5)¢/(5) ds
P, (grafenQ(Pie)) P, (grafenQ(Pie))
1 2]@_1(%7(330)‘*‘;)
= |= = p(xg)e
[290 o (p(z0)—5) #(20)
5
ok -- - -
; f_;/
i+ £f2 . ! X
XD—E,*E g #p+ efa
s £ &

Figura 3.3.2
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de lo que se obtiene

€
pl0)5 = WQ(P €)) < ep(). (3.12)
Consideramos ahora la situacién 2).
To+g , € €
H(Q(P.0) = (0 + pp') ds < 25 (pla0) +5) +
! (p(z0)—5)

+ (plao+5))* = (o™ (pla0) = 3)))?

pero dado que zo + § < ¢ (p(xo) + §), se sigue que
u(Q(Pe)) <25 (90(960) 5) + (o)

y €omo ademas claramente gp(Q( P,€)) > ¢(x0)§, nueva-

mente se obtiene la relacién (3.12).

Supongamos que se verifica 3).

esto es C1(€) =xg—5 vy Caoe) = ¢ H(p(20) +5), lo que

significa que

o (p(xo) — 5) <0 — 3 (3.13)
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Por lo tanto,

o (p(z0)+5) o (p(0)+%)

wQa) = [ T erpnass [ Sttt ot +5)
< [90(930)2+ 50 [%0(%)2— 5) + e((zo) + §>
< e(ip(a0) + 5) + ep(o) < 3e(pla)), (3.14)

por hipétesis 3). También p(Q(P, 2¢)) > $p(xo).

Consideremos ahora la situacion 4), esto es C1(€) = x¢ —
% y 02(6) =9+ %

Es claro que

e p(x0)+5)

€ €
o’ ds+2=(p(z9)+3)

Soten) < uQPe) < | (pla)+

2 o1 (plw0)—5)
de lo que la desigualdad deseada se concluye como antes.
Probemos it).

El centro P, pertenece al gréfico de ¢ y ¢(z) < L.

En esta situacion tenemos que Cy(€) = o —§. Para Cy(e)
son todavia posibles dos casos

1) Cy(e) = 0 + &
2) Co(e) = ¢ (p(x0) +5)
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Para 1) se verifica que

To+35
pQ(Pye) < € + p(1+¢)ds
l‘o—%

3 1 € 9 €
5 +§[90 ($0+§) @ (370—5)]
3¢ 902(5’70 + %) 2

< = 22 <2

=5 + 5 < 2Ze

También para 2) se ve que u(Q(Pe)) < € + fﬁ_(i)(go +
2

_ 3.2
)ds<e+ = j€.

2
Ademas, p(Q(P,¢)) > EZ’ por lo tanto, junto a las dos

2

€
relaciones anteriores se obtiene — < pu(Q(P,¢)) < 5
con lo se demuestra ).
Probemos b).
Supongamos que el centro de P = (zg,yy) del cubo @
pertenece a ()y. Para esta situacién consideramos dos ca-

SOS

1) el +3)
€ €

2) o(zo + 5) > |yo| + 5

Para el primero se observa que por lo menos la cuarta

parte del cuadrado esta incluida en €)y. Ademaés

€
< |yo|+§

xote/2 €2
MMRm§¥+/’ o1+ p)ds <&+ 5 <26
0

Por lo tanto se tiene

2

C<pu@Pa) <2¢

(@)
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€2

Para el segundo caso, también se verifica que ¢ <
Ca(e)

1(Q(P,e)) y ademds vale que pu(Q(P,¢€)) < 62—|—2/ o(1+
0

go')ds < 62 + [90[90_1(90(20)_‘_6/2)“2 < €2+ (QO(QJ()) +

€/2)* < 2%, ya que ¢(z() < €/2 obteniéndose las mismas
desigualdades anteriores. ]

El siguiente teorema que se obtiene como una apli-
cacion directa del lema anterior prueba la propiedad de
duplicacién para la medida p definida en (3.11).

Teorema 3.3.1. Sean €21, s y @ como en el lema anteri-
or entonces la medida ;1 para E boreliano de R? definida
como

uO= BN+ [ g1+ s
Prq ((pﬂE)

tiene la propiedad de duplicacion.

Demostracion. Sea el espacio (21 U 2, d), donde d es la
métrica que se hereda de R? e identifiquemos con ap(€) a
la funciéon que determina la medida g para un cubo con
centro P = (x, ), con P € O Uy, segiin la variacién
de su lado €, es decir

ap(e) = n(Q(P¢))

ZM%Rdﬂﬂﬂ+/ o(s)(1+ () ds

P.1(®NQ(Pse))
Por lo probado en el Lema anterior la familia de fun-
ciones {ap : P = (xg,p(xg) € 1} es equivalente a la
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familia
2¢(wo) e, 0 <e<2¢p(x0)

€2, 2¢p(xg) < €< 0

y la familia {ap : P = (29, yp) € 2} es equivalente a la
familia determinada por €2, de aqui que por aplicacién
del Lema 1.7.3, (21 U Qy,d, i) es un espacio de tipo ho-
mogéneo con d; = 1y dy = 2.

]

3.4. Contacto de conjuntos de dimensiones dis-
tintas:
duplicacién de sumas ponderadas de medi-
das d-normales
y contacto de orden cero

Como ya se ha visto en la Seccion 3.2 el com-
portamiento “tipo doubling” para medidas que se ob-
tienen como suma de medidas d-normales esta intima-
mente relacionado a propiedades de separacion entre los
conjuntos.

Por otro lado la exploracién realizada a través del
ejemplo de la Secciéon 3.3 nos sugiere definir una medida
duplicante de modo que su restriccién sobre la compo-
nente de menor dimension esté ponderada con una fun-
cion que depende de la distancia al punto de contacto
entre los conjuntos.

Nuestro objetivo en esta seccion es detectar para qué val-
ores de « se satisface la propiedad de duplicacién para
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la medida definida como
p(E) = [ () dn + B0 Xa),
ENX,

siendo X; y X5 conjuntos de dimensiones distintas tales
que sus fronteras tengan un solo punto de contacto y que
éste contacto sea de tipo “lineal”.

Una primera exploracién sobre posibles valores de «,
la haremos para el caso en que X; y Xs son variedades
lineales de dimensiones distintas en el espacio euclidiano
n-dimensional.

Lema 3.4.1. Sean X;,i = 1,2 variedades lineales de di-
mensiones n; en R, con ny < ng < n, que Se intersecan
en un unico punto p. Sea p1 la medida ny-dimensional de
Lebesgue soportada en X1 y ps la medida ns-dimensional
de Lebesgque soportada en Xo. Entonces u® duplica en
X1U Xy sty solo st a =ny — ny.

Demostracion. Veamos primero que p"2~"™ satisface la
propiedad de duplicacién.

Supongamos que X7 y X son subespacios de R" y que
se intersecan en el origen. Sean xy € X7 y r > 0 tales

que ||xo]] < % y consideremos la bola B(xg, ), entonces
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a(B(IQ,?")) < (3 5)
a(B 2)) — e
p*(B(zo,7/2)) / ]|*dp + p2(B(zo,7/2) N Xs)
B(zo,r/2)NX1
/ [|2]|” dpr + er™
< B(xo,r)NX4 , (3.16)

/ ]| duy
B($07T/2)ﬂX1

Notemos que para obtener cr" se ha utilizado que
B(xg,r) N Xy C B(0,2r) N Xy C B(z,6r) N Xs, con
z € B(0,2r) N X5. Notemos también que por lo mostra-
do en el ejemplo 1.7.1 p® restringida a Xi, duplica y

dado que o = ny — ny se obtiene 2| dpy >
B(zg,r/2)NX,
[ el e,
B(0,r/4)NX,
p(B(zo, 7)) cr’™ cr’
< A
LLO‘(B(I'O,T/Q)) = at - Cl+c rotn

[ el dm
B([L‘(),’I’/Q)ﬂXl

Consideremos ahora xyp € X; y r > 0 tales que ||zo|| >
r/4. Supongamos que r < d(zg, X2). Bajo esta condicién
B(xg,7)NXy = 0, por lo tanto utilizando las conclusiones
del ejemplo 1.7.1 para este caso se verifica que existe
C > 0 tal que p*(B(zg,7)) < Cpu*(B(xg,7r/2)), para
todoxre X1, r>0y a>0.

Bajo el mismo supuesto anterior, asumimos ahora que
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r > d(xg, X3). Entonces vale que

p(B(zo, 7)) <4 p2(B(z,7) N X5)

S R [
B((E(),’I"/Z)QXQ

y dado que B(x,r)N Xy C B(0,6 ||x]|) N X2 y utilizan-
do que para todo x € B(zg,r) vale que ||z| = ||z se
obtiene

pBlor) oo Nl
p(B(xo,7/2)) [lzol|*pa (B2, 7/2) 0 X1)
pero dado que r > d(xg, X3) la tltima expresién es menor
o igual que

(3.17)

[|zol[™
[|zol|*(d(20, X3))™
Denotemos con S™ a la esfera unidad y sea el conjunto

acotado V; = {7 € S" N X1} y consideremos definida
sobre V1, la funcién

1+ ¢

/\
sen (%, Proyx,@)|
/\

donde (#, Proyx,@) indica el angulo entre un vector de
Vi y su vector proyeccion sobre Xs. Por la continuidad
de dicha funcién existe ¥y € Vi, y Ty # 0 en el cual (3.18)
alcanza un minimo, de aqui que

d(z0, Xa) = ||Z0 — Proyx,To|| = ||zo|| sen (Zo, Proyx,¥o)

> [[zol| [sen (21, Proya,a1)| = [[zo e

Por lo tanto, reemplazando en (3.18), se obtiene que

o B n2
pBlaor) o lwlt
p(B(wo,7/2)) cg C'|zol[*+m
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dado que por hipdtesis a = ny — ny.
.
Consideramos zy € Xo y r > 0 tales que ||zg|| < 1

Observando que que para esta situacion B(xg, )N X C
B(z,3r)NX; con z € B(0,2r)NX; y que B(z,3r)NX; C
B(0,57r)N X7, por la hipdtesis sobre «, vale entonces que

. ma(Blaor) XD +er [ falf*dn
K (B(IQ,T)) B(0,4r)NXs (3-18)
p(Blan,1/2)) = B N X))
(3.19)

c1 1"+ cyretm

e

<C. (3.20)

Sean g € Xy y r > 0, tales que ||xg|| > % Supong-
amos primero que r < d(zg,X1), por lo tanto X; N
B(xg,r) = () de modo que es directo obtener que u*(B(xg, 7)) <
C n*(B(xg,7/2)), para todo aa > 0y r > 0.

Pensemos ahora que r > d(zy, X1) y notemos que

B(xo,r) N X7 C B(0,4]|zo||) N X7, por lo que se obtiene
que

. ota [ lalf* dp
p(Blzo,r)) B0, || X,
(12 (B(xo,7/2)) ~ rhe

- a;r™ + a’QH:L‘gHO“L”l.

T2

Llamando V5 = {# € S"N X5} y considerando sobre V5 a
la funcién |sen(, Proyx )|, razonando en forma similar
a lo visto para xg € X1, vale que existe una constante ¢’ >
0 tal que d(zg, X1) > ||xo|| . Por lo tanto reemplazando
esto ultimo en (3.21) y dado que r > d(xg, X1), y por la
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hipdtesis sobre a obtenemos que

p(B(o, 7))
p(B(xo,7/2))

por la hipdtesis sobre a. De los casos considerados se

a-+ny
< a/1+a/2/ HxOH

<D
[lzol[™ =

prueba la tesis.
Probemos que sélo este valor de a es posible. Supong-
amos que a > ny—ny. Elegimos una sucesion {x,} C X,

determinada por x, = EU’ con v # 0, vector del espacio
X1. Notar que para cada z,, existe ¥,, = proyx,, € Xo,
de modo que ||z, — y,|| es la distancia de =, a Xs. Si
llamamos w al angulo que determina cada ¥, con ¥, vale
entonces que senw||x,|| = ||z, — yn||.- Consideremos en-
tonces la bola B(x,,r,), con 1, = senw||z,||. Por defini-
cion de p®, se obtiene que

Y )) (Bl )X, il Bl - ))Xo) 2 pa(B,

p (B(xn, ——
senw senw senw
esto se obtiene de considerar que B(z,,4r,) N Xy C
B(z!,r,) N Xy con 2!, € B(x,,2r,) N X,. Por otro la-
do notemos que la bola B(z,,r,) C X;. Entonces por lo

demostrado en el ejemplo 1.7.1 vale que u“(B(xy,,r,) N
)= [ folldin < [ el dpn < Cary™
B(.’L‘nﬂ“n)ﬂXl B(O7Cw'rn)

pues B(z,,r,)NX; C B(0,C,r,) con Cy, = 1+ —1— sien-

Ssenw
do 0, el origen de coordenadas. De esto vale que

p(Blan, 222)) Oy
P (B(wn, 1)) — Corp™
para n — 00 y para a > ng — ni, lo que contradice la

duplicacion de p.

— OO
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1

pues B(x,,y,) N X7 C B(0,cry,), con ¢ =1+ , de
m sen w
/ MQ(B(I'n, senr(:))) lerg?
aqui que 00, paran —
T e B, ) T o™ !
00, para a > no —nq, lo que contradice la duplicacion de
(.

Veamos ahora que a < ny—nq tampoco es posible. Sea
la sucesién {z,} C X tal que x,, = n¥, con ¥ # 0, un
vector del espacio X7 y consideremos la bola B(x,,r,) y
w > 0 tal que para todo n, senwl|z,||, representa la dis-
tancia de x,, a Xy. Razonando de manera similar al caso

4r
Ma(B(le?—n)) crhz
anterior se obtiene que SENW > - +”n
p(B(n, 1)) o
00, para n — 00, si a < ng — ny, lo que contradice el
hecho que i duplica, por lo tanto a = ny — ny. ]

En el Lema anterior se ha utilizado implicitamente el
hecho que para cualquier bola con centro en el subespa-
cio X y cuyo radio es una constante fija por la distancia
desde el centro al punto de contacto tiene interseccion
vacia con el subespacio X,. Por cierto esta propiedad no
es exclusiva de conjuntos lineales, basta que X esté con-
tenido en un cono con vértice en el punto de contacto y
tal que el cono de amplitud doble, por ejemplo, con el
mismo vértice y eje no corte a Xo.

En lo que sigue nos proponemos dar una formulaciéon
abstracta métrica de la idea del grado de contacto entre
dos subconjuntos de un espacio métrico. Es de esperar
que el nuevo concepto constituya una generalizacion del
clésico.
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Para ello nos ubicamos en la siguiente situacion para
un espacio métrico (X, d) conformado por componentes
distintas.

i) (X, d) un espacio métrico tal que X = X;UXoU{p}
con X7 y Xy abiertos y disjuntos y p el inico punto en
0X1 NoX; :Eﬂz.

ii) Existen medidas p;,7 = 1, 2 definidas sobre los bore-
lianos de X;,7 = 1,2 finitas y d;-localmente normales no
atémicas, esto es, existen constantes positivas C; y C,
i = 1,2 tales que C;r% < y;(B(x,7) N X;) < Clr% con
d; < dsy, para todo 0 < r < 1.

Si denotamos con d;(x) a la funcién distancia de x a
X;, i =1,2, tenemos que dy(z) =0 en X; = X; U {p}y
que dy(z) =0 en Xy = X» U {p}. Es claro entonces que

d(x,p) > di(x) + dy(x) > d;(z), (3.21)

para todo x € X. La existencia de un cono que envuelva
a X7 con vértice en el punto p, puede escribirse de manera
general pidiendo una desigualdad en el sentido contrario
a (3.21) del tipo d(z,p) < C'dy(x), valga para todo x €
Xl.

Conviene notar antes de seguir que la existencia de un
tal cono que envuelve a X7, es equivalente a la existencia
de otro cono y con el mismo vértice que envuelve a Xo
y por lo tanto esta propiedad del modo de contacto es
una propiedad del sistema constituido por dos compo-
nentes X7 y X,. Precisamente las ideas se formalizan en
el siguiente resultado:

Lema 3.4.2. Sea (X,d) un espacio métrico que verifi-
ca 1). Supongamos que existen C' > 0 tal que d(z,p) <
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Cdy(x) para todo x € Xi, entonces existe C tal que
d(x,p) < Cdy(x), para todo x € Xs.

Demostracion. Observemos primero que la hipétesis puede
reescribirse de la siguiente forma: existe una constante
positiva C' tal que B(xz,Cd(x,p)) N Xy = (), para todo

x € X;. Andlogamente la tesis se reescribe: existe C' > 0

tal que para todo z € Xo, B(z,Cd(z,p)) N X; = 0.
Verifiquemos esto ultimo.

Sea € tal que 0 < %—e < C. Supongamos que B(y, e(d(y,p)))N

X; # (), entonces existe x € X tal que z € B(y, e(d(y,p))).
Afirmamos que y € B(z,C(d(z,p))). Para ello veamos

1

previamente que d(y, p) < T d(x,p). En efecto d(y, p) <
—€

d(y, =) + d(z,p) < ed(y,p) + d(y,z), de aqui d(y,p) <

1—d(:c,p). Probemos lo afirmado. Si x tal que = €
—€

B(y,ed(y,p)), entonces d(y, x) < ed(y,p) < %_Ed(a:,p) <

C'd(x,p), lo que contradice el hecho que B(x, C' d(x,p))N
X5 =), para todo = € X;. O

Estamos ahora en condiciones de enunciar el concep-
to de propiedad G\ para el orden de contacto entre dos
componentes de un espacio métrico.

Sea (X, d) un espacio métrico que verifica la condicion
i). diremos que el espacio (X,d) verifica la propiedad
Gy o que las componentes del espacio tienen orden de
contacto cero si existe una constante C' > 0 tal que para
todo = € Xi, vale que d(z,p) < Cd(z,Xs) 6 d(x,p) <
Cd(x, X;) para todo = € Xs.
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Notemos que si (X, d) verifica la propiedad Gy, se
cumple naturalmente que

d(xz,p) < Cd(z,X;) < Cd(z,p), para todo = € Xy
(3.22)
d(z,p) < Cd(x, Xs) < Cd(z,p), para todo z € X;

Observemos ademds que (3.22) coincide con el concep-
to clasico de orden de contacto cero para curvas del plano
que son graficas de funciones de tipo (', ya que si X7 y
X5 representan al grafico de dos funciones en un entorno
reducido de un punto p, en que las mismas coinciden, en-
tonces el espacio X = X;UXoU{p} tiene las condiciones
consideradas en i) y el hecho de verificarse las desigual-
dades de la izquierda en (3.22), hacen que sean distintas
y finitas las primeras derivadas de dichas funciones en p,
lo que asegura que tengan contacto cero en dicho punto.

Destaquemos ademas que nuestro objetivo es trabajar
en espacios métricos mas generales que el caso menciona-
do, esto es espacios que estén conformados por compo-
nentes de dimensiones distintas que verifiquen la propiedad
Go. Un ejemplo sencillo que describe una situacion como
la requerida, es el siguiente:

El espacio (X,d) donde X = X; U X, = {p}, siendo
{p} - {(070)}7 X = (07 1) X (07 _1) y Xo = {(0,1’),0 <
x < 1} y dla métrica usual de R?. No es dificil comprobar
que (X, d) verifica la propiedad Gj.

El préximo teorema establece una condicion suficiente
para que la medida p® definida en un espacio X; que ver-
ifica la propiedad G, tenga la propiedad de duplicacion.
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Antes de enunciar el teorema, veamos el siguiente lema.

Lema 3.4.3. Sea (X,d) un espacio métrico y X1 un
subespacio denso en X. Sea i una medida positiva no
atomica definida en los borelianos de X, que es local-
mente d-normal en X1. Entonces i es localmente d-normal
en el espacio total X.

Demostracién. Sean x € X y r > 0. Dado que X; = X,
existe {x,} C X1 tal que x,, — =, x € X de aqui que
existe ng tal que para todo n > ng se verifica que la
bola B(x,,r/4) esta incluida en la bola B(x,r) y ésta
estd incluida en la bola B(x,,2r). por lo tanto, por la
normalidad de p en X, se verifica que

cor? < u(B(xy,r/4)) < u(B(z, 7)) < pu(B(zn,2r)) < e rf,

con lo que se obtiene la tesis.
]

Teorema 3.4.1. Sea (X,d) un espacio métrico acotado
con las condiciones i) y i) que verifica la propiedad Gj.
Sea la medida pu(E)* = / (d(x,p))*dp + p2(ENXs),

ENX;
para E boreliano de X, entonces si o = dy — dy se tiene

que (X,d, 1) es un espacio de tipo homogéneo.
(1) o S d2 - dl; Y,
(2) si X1 es no acotado, entonces o = dy — d;.
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Demostracion. Sean xy € X1 y r > 0 tal que d(zg,p) <
r/4. Sea la bola B(xg,r) entonces

(d(x,p))* duy + cr®
p (B(xo, 1)) /B(sco,r)le

(
po(B(xo,7/2)) ~ / (d(x,p))* dpy
B(zg,r/2)NX1

Notemos que el segundo término del numerador se ob-
tiene del hecho que B(xo,7) N X C B(p,2r) N Xy C
B(z,4r) N Xy, con z € B(p,2r) N Xo.

Observar ademas que por lo demostrado en el ejemplo

1.7.2 del Cap. I, la medida / (d(z,p))* dpy duplica
ENX,
para o > —dj, por lo que se obtiene que

p(B(xo, 7)) cpr®

<c+
“(B(xg,7r/2)) —
e Bleor2) = (d.p))" d
B(QZ‘mT‘/Q)ﬂXl
y dado que para nuestra situacién a > 0 se tiene que

/ (. p))" d > / (A, p))* duy = 1,
B(.’Eo,’f’/Q)ﬂXl

Y

B(p,r/4)
vale que
1(B(wo, 7)) Gy 1%
< <A
u(Blag,rj2)) = 7 perd =

usando que a = dy — d;.

Sea xy € X7 tal que d(xg,p) > r/4 y supongamos que
r < d(xg, Xs). Bajo esta condiciéon B(xzg,r) N Xo = ()
y por lo tanto dado que la restriccién de p sobre Xj,
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duplica vale que

,uO‘(B(ZEo,T)) < /];(xo,r)ﬁXl(d(x7p)) d,UJI -,
o (Blanr/2) [ (d(w,p)) dpr

B(Zo,’f’/Q)le

para todo r y « positivos.
Asumimos que d(xo,p) > r/4 pero r > d(xy, X3), en-
tonces

p(B(xo,7))
p(B(xo,7/2))

o (B(zo, ) N X7)

/ (d(a p))* duy
B(Io,r/2)ﬁX1

Notemos que para esta situacion vale que B(xg, )N X5
estd contenida en la bola B(p,6d(zo,p)) N Xy y dado
que para todo z € B(xg,7/8) N X; vale que d(zg,p) <

d(p, xO)

r/84d(z,p) < — + d(p, x), por lo tanto d(xg,p) —

1
§d(5c0,p) < d(z,p), reemplazando en (3.23), se obtiene
que

p*(B(wo, 7)) ¢ [d(xo, p)]™
p(B(wo,7/2)) [d(@o, p))* 11 (B(wo, 7/2)) N Xy

dado que r > d(xg, X») y por la propiedad Gy, vale que
r > cd(zg,p) y como a = dy — dy,

e (B(xo, 7)) ca [d(wo, p)]*

1 Blaor/2) = 7 Tz e d =

Consideramos ahora xy € Xy y d(xg, p) < r/4. Observan-
do que B(xg,7)N X7 C B(z,4r)N X7y, con z € B(p,2r)N
X1,y que la bola B(z,4r) N X; C B(p,6r) N Xi,por la

<c +

C.

§01—|—
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hipétesis sobre a y los ejemplos de la Seccion 1.7, se ob-
tiene que

da:, “d 1
“(Blan.r) _ g, 0

1 (Bleo,rj2) = 7 Cir:
% / (d(z, p))* din
ra2

pues a = dy — dy. Sea g € Xy y d(xo,p) > 1/4. Si
r < d(xg, X1), X1 N B(xg,r) = 0 de modo que es directo
W (Blaor)

1o (Blxo,7/2)) =

Consideremos ahora la misma situacién anterior pero
supongamos que r > d(xg, X1). Se puede ver que B(xq, )N
X1 C B(p,d(z,p)) N X7 y utilizando la propiedad Gy
para acotar el denominador, se obtiene que

d(x ad 1
p(B(xo,7)) pr /B<xo,r>mX1( (,0))" dy
p(B(zo,7/2)) ~ rd2

obtener

< C??

por la hipétesis sobre .
De los casos considerados se prueba la tesis. ]

Teorema 3.4.2. Sea (X, d) espacio métrico con las condi-
ciones 1) y 1) que verifica la propiedad Gy, entonces si
ue duplica vale que oo = dy — dj.
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Demostracion. Aceptemos que p® duplica y supongamos
que « > dy — di. Consideremos una sucesién {z,} C X;
tal que d(z,,p) — 0 para n — oo y sean 1, = cd(z,, D),
donde c es la constante que provee la propiedad G. Notar
que las bolas B(x,,r,) estan estrictamente incluidas en
X1, por la propiedad mencionada.

4 n n
Entonces usando el hecho que B(z,, L)HXQ D B(x), T—)ﬂ
c c

2r,

Xy, con z! € B(x,,—) N Xo, vale que
c

4r,,
1O (B, —2)) > ¢ 1
Por otro lado
p (B(ap, ) = / d(z,p)* dp < / d(z,p)* dum < erpth,
B(xp,rn)NX B(p,crp,)NXy

De (3.23) y (3.23) se obtiene que

4r,,

p(B@ )

w(B(zn, ) — T%erl
si a > dy — d;. y este hecho contradice la duplicacion de

«

T

Veamos que también o < dy — d;, debe descartarse.
Consideremos la sucesion {z,} C X; tal que d(z,,p) —
o0 para n — oo y sean r, = cd(x,,p), donde c es la

constante que se obtiene de la propiedad G. Teniendo

4r
en cuenta que la bola B(z,, —) N X, contiene a la bola
c

00, para n — 00

n 2 n
B(x! T—) N X, para algin z/, € B(x,, L) N Xy y re-
c c

n’

alizando un razonamiento similar al caso anterior, se ve
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que
4r
N’(B('CETU Tn)) Efrg? 57’22
= OO’
(B(xn, ) — 7“76’? T%erl

para n — 00 si a < dy — dy. Notar que se ha utilizado
implicitamente que X; no es acotado, pero se obtiene
el mismo resultado si se considera para este caso una
sucesion {z,} N X, tal que d(z,,p) — 0 para n — oo De
los dos casos considerados deducimos que o = dy—d;. [

3.5. Contacto de conjuntos de dimensiones dis-
tintas: duplicacion de sumas ponderadas de
medidas normales y contacto de orden [,

6> 0.

En esta seccion estudiaremos la relacion entre la
duplicacion de pu® y el orden de contacto entre las compo-
nentes del espacio, cuando éste es mayor que cero. Ejem-
plos de tales situaciones son los que surgen en casos como
el ejemplo de la seccion 3.3 donde X = X;UX,U{p} con
X1 ={(z,0/(x) :x € R}, X5 = {(x,y) € Ry < 0},
{p} ={(0,0)}, con ¢ una funcién creciente de clase Cj.

En los espacios del tipo mencionado una desigualdad
como d(z,p)**! < cdy(x),para todo x € X; con 3 > 0,
es valida, y en general localmente el cociente % no

2

esta superiormente acotado.

Veamos que en el caso de un espacio métrico acotado,
como para G, esta propiedad del modo de contacto, con
un orden mayor que cero, es una propiedad del sistema
constituido por dos componentes.
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Lema 3.5.1. Sea (X,d) un espacio métrico acotado que
verifica i). Supongamos que existen ¢ y 3 > 0 tales que
(d(x,p))**t < cdy(x), para todo v € X, entonces eriste
¢ > 0 tal que d(x,p)’*! < &dy(x), para todo x € Xo.

Demostracion. Supondremos por simplicidad que el didmetro
de X es uno. Aligual que en el caso Gy, la hipétesis se ree-
scribe como B(x, c(d(x,p))? ™) N X, = (), para todo z €
X1 y la tesis como: existe ¢ > 0 tal que para todo x € Xo,
B(z, c(d(x, p))’ ™) N X; = . Verifiquemos esto tltimo.

€

Sea € > 0 tal que 0 < < ¢, supongamos que

(1—¢)ft
existe y € Xo tal que B(y, e(d(y,p))’™H) N Xy # 0. En-
tonces existe z € X, tal que x € B(y, e(d(y,p))**!, para
ello mostremos previamente que (d(y, p))?*! < m(d(az, P))

En efecto, d(y,p) < d(y, ) +d(z,p) < Ed(y,p) +d(p, ),
de aqui que (d(y,p))’*! < {d(x p))} . Dado que ex-
1

p+1

(1

iste x tal que x € B(y, € (d(x,
ﬂ+1

) p))?*1, entonces d(y,z) <
(dlyp)™ < 6[(1(33—2?)} c(d(w,p))”", lo que

contradice el hecho que B(z,c(d(z,p))’*) N Xy = 0),
para todo x € Xj. [

Definimos a continuacién el concepto de contacto de
orden 3, o propiedad G 3 para un espacio métrico acotado
(X, d) con las condiciones enunciadas en i).

Sea (X, d) un espacio métrico, diremos que el espacio
(X, d) verifica la propiedad Gz, o que las componentes
X, del espacio tienen contacto de orden (3, si existe una
constante C' > 0 tal que para todo x € X; vale que
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d(z,p)’*tt < Cd(z, X3) 6 que para toda x € X, vale que
d(x,p)?*t < Cd(z, X))

En el Teorema 3.4.1 o = dy — d; es suficiente para que
la medida p® definida en (3.23) tenga la propiedad de
duplicacioén.

Veamos que para el caso en que el espacio (X, d), ver-
ifique Gz con 3 > 0y cuyas componentes tengan dimen-
siones distintas ds v djrespectivamente, la medida p%~%
no duplica.

Sea el espacio (X,d) con X = X; U X, U {(0,0)}
X1 ={(z,7*),z e R,0<z <1}, Xo=(0,1) x (0,-1) y
d = ||.||c en R2. Es directo inferir a partir de la defini-
cion que este espacio verifica (G1. Notemos también que si
(11 representa la medida longitud de arco y s es la medi-
da de 2-dimensional de Lebesgue, entonces, los espacios
(Xi,d,p;) i = 1,2 verifican ii), con do = 2y di = 1.
Veamos que

u(E) = /E ), 0.0)) dpa(e) + a1 ).

no tiene la propiedad de duplicacion.
Sea el cubo ) con centro en (z1,0), 0 < 27 < 1 tal que

su lado 1, verifica que (z; — 1)% = 7" Entonces

w(Q(x1,0),2) > /milxdm it (21 il V1/2
p(Qr1,0),21) _ (1/2)2
M(Q(xl;O)J) N 12

y m(Q(21,0),1) = I?, de aqui que
O
para [ — 0.
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El caso precedente nos da indicios de que la potencia
a que exige d(x,p) en (3.23) para la duplicaciéon de p,
no solo esta relacionada a los dimensiones de las compo-
nentes del espacio sino también al grado de “contacto” y
“separacién” de las mismas en el punto p. Notemos que
de hecho la propiedad Gz implica separacion. Introduci-
mos ahora una nueva propiedad relativa a los conjuntos
que componen el espacio que llamaremos G- y que a
diferencia de Gz implica proximidad.

Sea (X, d) un espacio métrico acotado que verifica i).
Diremos que el conjunto X verifica la propiedad Gg- con
B >0, si existe ¢ > 0 tal que (d(z,p))’! > cdy(x) para
todo x € Xj, igualmente el espacio (Xs,d) verifica G-
con # > 0, si existe ¢ > 0 tal que para todo x € X,
(d(,p))’ = cdy(x).

Observemos que esta propiedad, no es una propiedad
del espacio, ya que si una de las componentes tiene la
propiedad,G, no necesariamente la otra componente la
tiene.

Para ver esto consideremos el siguiente caso. Sea (X, d),
X = X1 U Xy U {p} siendo X; = {(z,2?),z € R,—-1 <
T < 1}7 Xo = (_17 1) X (07 _1) y {p} - {(070)}

El espacio (X1, d) verifica G!". Veamos que (X3, d) no

la cumple. Consideremos la sucesién {z,} = {(0,—)} C
n

1 d(z,,p)t!

Xs.Entonces dy(x,) = —y o)
Una cuestion interesante a notar es que de 3.23 se
desprende que si (X, d) verifica Gy también verifica G§.
Por otro lado observemos que si se tiene un espacio
(X, d), con las condiciones especificadas en (i), el espacio

—0sin— o0
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X1 necesariamente debe ser acotado si éste verifica G,
6> 0.

En efecto si asumimos que (X, d) cumple G : (d(z, p)) ™ <
cd(z, Xo) < cd(z,p), de aqui que

(d(z,p))° < ¢ para todo = € X;. (3.23)

Es de notar que este resultado, no es necesariamente
cierto para el caso en que (X, d) verifica Gj.

El siguiente lema da una relacién entre los espacios
que verifican Gy y Gp.

Lema 3.5.2. Sea (X,d) un espacio métrico acotado que
verifica la condicion (i) y Gy entonces (X,d), verifica

Gﬁ, ﬁ>0.

Demostracion. Dado que X7 es acotado existe R > 0 tal
d(z, p)

que X7 C B(p, R). Entonces, para todo z € X7, (T)ﬁﬂ <
d

D) < (0, Xs). de aqui que (d(e.p)) ! < d(r. Xa).
con & = c R, O

El siguiente teorema establece una condicion suficiente
para que la medida definida en (3.23), sea duplicante
cuando el espacio (X,d) verifica Gg y la componente
cumple X, Gg-.

Teorema 3.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico acotado
con las condiciopnes (i) y (ii), que verifica la propiedad
Ggp, B > 0 y X; verifica Gg-. Sea la medida definida

como p*(E) = /E . (d(z,p))*dp + p2(E N Xs), para E
MNAX1
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boreliano de X, entonces si a = (f+1)(dy —dy) se tiene
que (X, d, u®) es un espacio de tipo homogéneo.

Demostracion. Consideramos los siguientes casos para xy €
Xyr>Q0.

a) Sea xy € Xy d(xg,p) lqu. Notemos que B(xzg, )N
Xy C B(p,2r) N Xy C B(z,4r) N Xy para algun z €
B(p,2r) N X,. Por lo tanto,

(d(z,p)*dp + Cyr®
,LL(B(,IO,T)) < /B(ﬂﬁoﬂ“)ﬁXl

p(B(xo,5)) — /B< o (d(x,p))*dus +M2(B(g;0,g) N Xo)

Observar que B(zg, 5)NX; contiene a la bola B(z, )N
Xy, con z € B(p, g) N Xy. Por consiguiente de (3.24), y
por lo probado en el ejemplo 1.7.2 , vale que para todo
r > 0y cualquier a > 0, que

d(x,p))*duq (x CO'rd
p(B(zo, 1)) /B(p,2r)nX1< (x,p))*dp(z) +

pu(B(xo, 5))

<

/ (d(x, p)“dp (x) + Dr®
B(paﬁ)le

Aratd  Opde
= Erotdi 4 Dyde

b) Sea xg € X1 y d(zg,p) > 2 Entonces consideramos
los siguientes subcasos.

i) d(xg, Xo) >r

11) % < d(:Uo,Xz) <r.
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ii1) d(wo, Xs) < 2.
En caso i), vale que B(zg,7) N Xs = (), por lo tanto
por lo probado en el ejemplo 1.7.2,

/ (. p) dmn
B(Io,T’)ﬂXl

/ (d(a, p))*dpy
B(z0,5)NX1

< <C,

(3.24)

para todo r y «a positivos

Veamos el caso ii). Notemos que para esta situaciéon
dado que B(zg,r) N Xo # 0y que B(zg,7) N Xy C
B(z,4r), con z € B(xg,7) N Xo. De aqui que

(d(x, p))*duy + Cr®
M(B(ZCo, T)) /B(%J")ﬁ)ﬁ

p(B(xo, %))

< (d(z, p)*dpm)

r
/B(xo, g) N X4

(3.26)

Notemos que para esta situacion r < 4d(xg, Xs) < 4d(zg, p)
por lo tanto d(x,p) < d(z,xy) + d(zo,p) = 5d(xg,p)
para todo x € B(xzg,7) N X;. Por otro lado para todo

x € B(xy, g)ﬂXl, vale que d(xo,p) < d(zg, x)+d(z,p) <

d(x, p)

i—l—al(ar:,p) < 5

A + d(z, p). Por lo tanto

1
§d(a:o,p) < d(z,p)
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Reemplazando (3.25) y (3.27) en (3.24) y por el ejem-
plo 1.7.2, se obtiene que

#BEor) o Car
(B (zo, 5)) / (d(x,p))*dus
B(£07§)0X1

OQTd2
(d(z,p))ord

dado que X verifica G s+, esto es, d(zg,p) > C (d(xo, X2))" 1,
reemplazando en la desigualdad anterior vale que

<C+

N o .do—d;
M(B(ﬂ?oa:)) <Oy Cor .
(B (zo,5)) d(xg, Xo)P+

p(Blan.1)) _

_ p(B(wo,5)) —
C, para a = (6 + 1)(d2 — dy). Analizamos el caso iii).

Dado que d(zg, X3) < E,B(xg,g) N X5 # (. Notemos
ademds que la bola B(xg,r) N Xy C B(zp,7) N X2 con
20 € B(w, 2) N Xy y la bola B(x, g) N Xy contiene a

pero dado que r < 4d(xg, X3), se obtiene que

la bola B(xy, %) N Xs, v que ésta contiene a la bola

B( 2, g) N Xy con zy € B(x, %) N Xs. De aqui que

[ dep)yrdm

B(zo,r)NX;

Ay / (d(z,p))*dm
B(l’o,%ﬂXl

Byrt
BQTdQ

p(B(o, 7))

W(Blao.0) =

+
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para todo r > 0 y cualquier a > 0.

Analizamos los siguientes casos para xg € Xo y r <
0. a)Sea xy € Xy y d(x,p) < f,entonces para la bola
B(xg,7) y la B(wo, 5) se verifica que

Cirtet [ ()
/L(B(SC(),T)) ' B(zo,r)

<
U(B(x07 5)) Cérd2 —I—/ r (d(z,p))ad,lu
B(

Clrte 4 / (d(z,p)dmn
B(zp,2r)

<
o + / r (d(z,p))"d

B(ZQ, -

8

Notemos que las desigualdades anteriores se obtienen del
hecho que B(zg,7) N X1 C B(20,2r) N X1 y B(xo, g) N
X; D B(zo,g) N X, para algun z, € B(p,g). Por otro
lado dado que u“, restringida a Xs duplica por lo probado
en Capitulo I, se obtiene

< Ci+C

para todor >0y a > 0.
-
b)xy € Xo y d(zg,p) > 1 Consideremos los siguientes
casos.
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i) d(zg, Xq) >r
11)% < d(ZU(),Xl) <r,

111)d($0,X1) < %
En el caso i) notar que B(xg,r)N X1 = 0, por lo tanto

1)
p(B(xo, 7)) _ p(Blxo, ) N X3)
(

BT - BT <4

Para el caso ii) se tiene que:

(d(z,p))*dp +
p(B(zo, 1)) /B<ZO,2r>mX1
T S C d
1(B(zo,5)) re2
Notar que se ha usado que B(xg,r)NXy C B(zp,2r)N X,
para algin zy € B(p,

2) N X;. Por otro lado para todo
z € B(z,g) vale que d(z,p) < d(z0,70) + d(zo,p) <

2r + d(zo,p) < 5d(xg,p) y dado que (X, d) verifica G,
1

bd(xg,p) < C_’d(xo,Xl)ﬁ 1 y reemplazando en (3.27),
se obtiene que

«

M(B(x(ﬁ T’)) 2 X ﬁ +1 Td1—d2
(Bl 5)) = €1 A0 |

-
pero dado que d; < dy y — > d(xp, X1) se obtiene que

N—

W

«

+dy — dy
< Cd(my, X;)0 1
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p(B(xo, 7))
1(B(xo, 5))
iii). Dado que d(zg, X7) < %,B(xo,g) NX, #0yla
bola B(zg,r) N X7 contiene a la bola B(z, 2r), con z €
B(zg,7) N X;. Al igual que en el caso anterior se tiene

que

y siendo a = (84 1)(da — dy), < C. Veamos

(d(z,p))*dpy + r®
1(B(zo, 1)) /B(Zo,r)ﬂ)ﬁ

= U< .

p(B(zo,3)) re

1
ycomod(z,p) <5 (d(xo,Xl))ﬁ T1yd(zy, X)) < Z,usando
la hipétesis sobre «, se sigue de (3.27) que
p(B(zo,7))

u(B(zo,5))
De los casos considerados se infiere que p® duplica.

< Crearh—t < ¢

[]

3.6. El operador &j,, de extensién de medidas
duplicantes para un espacio casi-métrico que
es union de dos conjuntos de dimensiones
distintas

En esta seccién nos ocuparemos del problema de
equipar con una medida duplicante a un espacio casi-
métrico determinado por conjuntos de dimensiones dis-
tintas, cuando en cada uno de ellos se tiene definida una
medida normal, como extension de la medida dada sobre
la componente de mayor dimensién.
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Sea (X, d) un espacio casi-métrico, €2 un subconjunto
abierto no vacio, distinto de X y F' = Q°.

Sean 0 < dy < dy < 00y p, © = 1,2 medidas de Borel
d;-normales ¢ = 1, 2 definidas respectivamente sobre () y
F'. Supondremos que tanto {2 como F' son no atomicos, ni
acotados, entonces existen constantes A; y Ay positivas
y finitas tales que

A < pp(B(x,r) NQ) < Agr®

para todo x € ) y para todo r > 0,

Air® < po(B(z,r)NQ) < Agr®

para todo x € () y para todo r > 0.

En particular (Q,d) y (F,d) ambos de dimensién de
Assouad finita, por lo tanto (X, d) tiene dimensién de
Assouad finita y dado que €2 es un subconjunto abierto
de X, entonces se puede aplicar el Teorema 1.11.3 para
obtener para cada A > 2k, un cubrimiento de Whitney

w = {50 "20) e ]

con r(x) = % y d(x) = d(z, F) que verifica:
a) ZX r(g;n) (:U) < 6,
(e )

b)U, (B(zn, r(20))) = €,
c) para todo n y para todo x que estd en la bola
B(xy, Ar(z,)) se tiene que

Mr(z,) < d(z) < 3k*Ar(x,)

)
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()
32 —

d) si B(xp, Ar(x,))NB(xj, Ar(z;)) # 0, entonces

r(z;) < 3k%r(x,),

e) para todo n, existe y, perteneciente a ¢ tal que
yn pertenece a la bola B(x,, 3kAr(x,)),

f) existe una constante M que depende de A y k tal
que para todo n € I, el nimero de bolas B(z;, Ar(x;))
cuya intersecciéon con B(z Ar(z,)) es a lo mas M.

Ademas, dada B € W, decimos que B € W}, si el radio
de B, r(B) satisface las desigualdades 27% < 7(B) <
27F1 Es claro que W = ey Wi, que W, N W, = 0 si
[ # k.

Para cada k perteneciente a Z, W}, es a lo sumo numer-

able y usaremos la notacién introducida en la la Seccién
k

rh
1.11 donde {BY : j € J(k)} = Wy y 2, ﬁ denotan re-

spectivamente el centro y el radio de Bf . Notar que por
k

construccién 27 < 2—‘;{ < 2_k+1, para todo k € Z.
Supondremos ademas que () satisface la propiedad de

regularidad Ry, esto es que existen A > 2k, W un sistema

de Whitney para {2 controlado por A, y v > 0 tales que

para todo z € Q y r > 0, existe B]" € I tal que
B!, r"M N Bx,r)#0 y ™ >~r.  (3.27)

1004
Cuando esto ocurre diremos que el sistema W de Whit-
ney esta asociado a la propiedad de regularidad R,
Presentamos el operador &, el cual representa una

extension al contexto de los espacios casi-métricos del
operador &y, definido en la Seccion 2.3. Para E boreliano
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de X

E (12/m)(E) = pa(ENF) +22 =) Z p1(BNE)
meZ Bew,,

donde B es la bola concéntrica con la bola B cuyo radio
es el de B multiplicado por 4kA. Notar que W,, puede
ser vaciO y en cuyo caso se entiende que la suma interior
es nula.

Veamos que &, (p12/ 1) define una medida en las partes
medibles de X, que llamaremos de extensiéon de la medi-
da o respecto de piy.

Para probar la aditividad numerable de Ey (u2/p11)
tomemos una familia numerable y disjunta {F; : i €}
de borelianos de X. Entonces puesto que las series son
todas de términos positivos, se tiene que

E'w (p2/m) (| E)) = ma((| E) N F) +Z2 mdh) N (B (| E))

1eEN 1eEN BeW,, 1€EN
—Z,ugEﬁF +Z2md2 WSO m(BNE))
BeW,, 1

—25 (p2/ 1) (Es).

El resultado principal de esta seccién, lo expresa el
siguiente teorema:

Teorema 3.6.1. Sean (X,d) un espacio casi-métrico y
Q un abierto no vacio de X y distinto de X y F = Q)°.
Supongamos que ezisten dos medidas de Borel p;, 1 = 1,2
en  y F respectivamente y 0 < d; < dy < oo tales que
(Q,d, 1) es di-normal, no atémico ni acotado y (F, d, ps)
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es do-normal, no atomico ni acotado. Supongamos que
Q satisface la propiedad Ry. Sea W = ,,c W un sis-
tema de Whitney asociado a la propiedad Ry. Entonces
(X, d, Ey (/1)) es un espacio de tipo homogéneo.

Para demostrar el teorema, veremos algunas propiedades,
las cuales establecen relaciones entre una bola con centro
en () con las bolas del cubrimiento de Whitney de (2.

Propiedad 3.6.1. En las hipotesis del Teorema 77, ex-
isten constantes geométricas ay, as y N positivas y finitas
tales que six € Qy <r < %, con S = B(x,r)

a) para todo B € W tal que BN S # 0 se tienen las
desigualdades axd(S, F) < r(B) < a1d(S, F)

b) t{BeW/BnNS #0} <N.

d(S,F)

Tt Sea

Demostracion. a) Sean x € Q y 0 < r <
z € BN S, entonces

Mr(B) < d(z) < 3k*Ar(B).

dgz;f) < g]ijz\ < r(B), que es la primer
desigualdad de la tesis con as = ﬁ Por otro lado, dado
e > 0, existe y € S tal que d(y) = d(y, F') < d(S, F) + ¢,
de modo que para z € SN B, se cumple que d(z) <
K[d(z,y) + d(S; F) + €]. Entonces por (3.29), se tiene

que

De aqui que

k[(2k)r + d(S, F)]

)\ Y
y dado que r < d5E) oo obtiene la segunda desigualdad

Ak
requerida con a;

r <

(=) _
)

— 3k
2\
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b) Denotemos con A, la familia {B € W/B NS #

0} y veamos que £(A) < N, para algin N fijo. Sean

Be A, ye BNSy zel centro de B. Probemos que

z € B(x, W) siendo x el centro de S. En efecto,

d(z,2) < kld(z,y) +d(y, )] < klay, \d(S, F) + 1] y dado
d(S,F)
4k
si B’ es otro elemento de A y 2’ es su centro, entonces

puesto que BN B’ # (), tendremos que d(z, 2’) es mayor
o igual que ayd(S, F) y como ya hemos observado que
la dimensiéon de Assouad de €2 es finita, tendremos que

por el lema 1.7.2 #{z : z es centro de B, con B € A} <
C(4/€()\+1)

que r < , se tiene lo deseado. Notemos ahora que

)8, donde C' es una constante y s es cualquier
numero mayor que la dimensién de Assouad de €2. Note-
mos que a partir de la demostracion precedente también
se obtiene que #{B € W,,/BNS #0} < N,Ym € N y
que #{m :IB € W,,/BNS #(} < N. O

Propiedad 3.6.2. En las hipotesis del Teorema 77, ex-
1ste una constante geométrica C' positiva y finita tal que
para todo x € Q y para todo r > d(f]’f) con S = B(x,r),
existe my € tal que

i) SN B =0 para toda B € W,,, con m < my.

i) existe j € J(mg) tal que B;”O NS #0,

ii) ;" < Cr para todo j € J(my) tal que E;”OHS £ ().

Demostracion. Observemos primero que si consideramos
4kr > d(S, F) entonces S = B(xg, k(5k + 1)r) N F # 0.
En efecto: existen y € F'y z € S tales que d(y,z) <
d(S, F) + r, de aqui que 4kr > d(y,z) — r por lo tanto
bkr > d(y,z),cony € Fyzels.

Notemos que y € B(x,5k(k + 1)r) N F, ya que por lo
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anteriormente demostrado se ve que d(y, z) < k[d(y, z)+
d(z,z)] < k(bk + 1)r.

Veamos i). Consideremos ahora el siguiente conjunto
M={me 3k /B"e W,y B"nS # 0}. Es claro
que M # 0, ya que W es un cubrimiento de Whitney
para  y x € Q. M es acotado inferiormente. En efecto,
si m; fuese una sucesiéon decreciente a —oo de nimeros

—

enteros tales que para cada j existe k; tal que B/ = BZj
interseca a 9, tendriamos que d(B’, F) < k[d(z, F) +
r] pero esto es imposible porque mientras el miembro
derecho esta acotado el izquierdo es del orden de 27"
que tiende a infinito.

Llamemos mg = min M, entonces para toda bola B €
W,, con m < myg, se verifica que SN B = (), ya que si
para algun m < my, existiria B € W,, tal que BNS # 0,
entonces BNS # (0 y myg no serfa el minimo de M. Notar
que también se ha probado ii). De la propiedad c) del
cubrimiento de Whitney , de lo anteriormente probado y
del hecho que SNF # () se ve que si z € B(xo, r)NB" =
SN B™, con my=min M entonces

i < d(z, F) < kld(z,x0) + d(x0,y)]
Be= N = A

2
< klr + k(ik + 1)r] < 6k (k)\—i— 1)r _con

cony € FnN S , con lo que se obtiene iii). []

Observemos que de la propiedad anterior y dado que
r
B € Wy, siy soélosi27™ < éf_/@ < 27™% 56 obtiene
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/
que mg > log, —.
r

El siguiente lema sera de utilidad para probar la du-
plicacion de Eg(pa/pt1).

Lema 3.6.1. Sea (X, d) un espacio casi-métrico que sat-
1sface las hipotesis del Teorema 3.6.1, entonces existen
constantes positivas o y 3 tales que

i) Para toda bola B(xg,r) =S con centro en Q yr <
d(S, F)
4k

valen las desigualdades

r

d(S, F)

r

ald(S, F)]®| A5 F)

[ < &y (uz/p)(S) < Bld(S, F)]™] [

ii) Para toda bola B(xg,r) =S con centro en Q yr >
d(S, F)

, valen las desigualdades ar® < &/ (pa/11)(S) <
Brdz,
iii) Para toda bola B(xo,7) = S con centro en F wvale

que
ar® < Ey(pa/m)(S) < Bre.

Demostracion. Probamos i).

d(S, F)

. 4k
inf{m : 3B € W,,/BN S # 0}. Por las Propiedades

3.6.1 y 3.6.2 se verifica que

Ei(uafpn)(S) < 37 27 m 3™ (B S)

m>mg BeWw,,

Sean B(xg,7)=S, con xg € Qyr < . Sea my =

< 2N2 ol (5) < Bld(S, F))E .
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Notar que la constante  depende de N, el nimero
maximo de niveles que intersecan a .S, de la constante
que proovee la Propiedad 3.6.1 y de la constante Ay de
la normalidad de p;.

Por otro lado, llamando my al nivel de bolas por el cual
se obtiene el mayor de los sumandos, segin la definicion
de &, se tiene que

Epy (pa/ ) (S) > 27l ) Z (BN S)

BEWm6
5)
> g moldsa) fa(5) 3.28
> i (3.28)
Esto ultimo se obtiene del hecho que p;(S) < N Z (BN

BeW!,
S) y por la definicién de my,.

Por lo tanto siguiendo en (3.28) se obtiene que E;(p2/111)(S)
ald(S, F)]%~4rh donde «, se obtiene de las constantes
antes mencionadas y de la constante A; de la normalidad
de L1

Probemos ii).

1V

d(S, F)
4k
C/
por la Propiedad 3.6.2 existe my > log, —, de modo que
r

Sean B(xg,r) = S,conxzy € Qyr > , entonces
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Eiv(pa/p1)(S) < Agr® 4 Y~ 27 Bdm Ny (B

m>m0 BEWm
= Ay 271 mo N (B0 S)
BEW’"LO
D SERCRLD S
m>mg BeA

donde A = {B € W,, / BNS # 0, m > mg}. Observemos
que existe ¢ > 0 tal que si B = E}j‘ es tal que E}j‘ N
S # ) entonces B}’ C B(xg,cr) = S. En efecto, sea
Y € EZ” entonces d(y,z) < Arl' con x € EZ” N S. Dado
que d(x,z9) < r y aplicando la Propiedad 3.6.2 (iii) se
obtiene que d(y, zg) < k[Ar]' +7r] < k[Ar)* +r] < k(C+
1)r = ér. Continuando en (3.32), vemos que

Eiv(pa/p)(S) < Agr® 27 (Bmdmo N "y (B) 4 27 (Bmmo N =y (B)
BeWnp, BeA

de la propiedad de duplicacién de pq se sigue que

Eiv (pa/p1)(S) < Agr® 4 ¢y 27 Bdmo Ny (B) 4 27 (B dmo N " (B
BeWn, BeA

donde B representa a las bolas del cubrimiento de Whit-
ney para las cuales vale a), es decir que Z x(z) < 6.

By, )
Por lo tanto

Ey (p2/m)(S) < Agr® + ¢y 27(e=dmo [61,( | ] B) + cp2” =y (| ) B
BeWn, BeA
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y dado que B C S se obtiene que
E (p2/ ) (S) < Apr® 4 ¢y~ (=M, (SN Q)

< Abrde 4 chypldamd)pd < gpds

e c
esto ultimo surge de my > log, —.
r

Para probar que &y (pa/p1)(S) > Br®2; consideremos
previamente el siguiente conjunto M’ = {n €: 3k / é?ﬂ
S(xg,r/2k) # 0}, donde Bj* pertenece a la familia men-
cionada en (3.30). Si denotamos con mg al minimo de M’
vale que existe kg € N/B;"° N S(xg,r) # 0 y razonando
en forma similar a la Proposicién 3.6.2 se verifica que
existe C' > 0 tal que

rpe < C'r. (3.29)

Por otro lado como {2 verifica la propiedad de regular-
idad Ry se cumple que existen v > 0y B € W tales
que

B N S(xo,7) # 0.

Tl 2T (3.30)

Notar que si mg es el minimo de M”, debe ser 7" < 7}
por lo tanto de (3.29) y (3.30) se obtiene que yr < 7! <
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C'r verificindose ademés que p; > CTH Por lo tanto

Ely(pa/ ) (S) > 27 (Emdoms 1y (5 By

: mq miq . r
Notemos que si B(z)",r,") interseca a B(zo, 57) en-

——

tonces B(z",7") N B(wg,r) # (.Veamos que B N
B(xo,7) C (B(y, ;]5—01,) con y € B N B(xo, 37). En efec-

to (B(y, 2’"]’;—;) C B(:z:mlwkml),puesto que si h € B(y, ;15_0)

vale que d(h,y) < ;’;—; y d(y, ") < 7" entonces

it 1+ 2k

miy < k mi] <
d(h,x), )_k[—QkOI—l—rk ] < 5%

] < Arp

Por otro lado veamos que B(y, %) C B(xg,r).Sea h €

By, %), entonces d(h,y) < 2’"]5—01, y d(y,z0) < o.de lo

que se obtiene lo deseado. De estas inclusiones y dado
que TZ“ > 7r se obtiene que

Ely (p2/p1)(S) > 27 B mmyy (B(y, sl
> 52—(d2—d1)m1 (Tzl)dl
> fré

Probemos iii). Sea B(xg,r) = S, con g € F. Sir <
d(ﬂf(), Q)

, se verifica naturalmente el lema, donde las con-

4k
stantes que se obtienen son las que se heredan de ps. Si
d(xg, 2
r> %, aseguramos que la bola B(xg, 3kr)NQ # (.

En efecto, pues existe y € €2 tal que bkr > d(x,2) >
d(xy, 1) — 7, de aqui que y € B(xq, 5kr) N Q.
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Sea H = B(xg, 5kr) N Q. La bola B(y, 10k*r) D H, ya
que si h € H entonces d(h,y) < k[d(h,xo) + d(z,,y)] <
k[5kr+5kr] < 10k*r. Consideremos ahora m(, = inf{m /3 k :
BV,T N B(y, 10k*r) # (0}, entonces por las consideraciones
efectuadas vale que

Arr™ < Eqpa/m)(S) < 2Agr® + 27 (B N " (8B) )
BeA

siendo A’ = {B € W,, / BN B(y, 10k*>r) # 0 y m > mg}

y B C B(y, k[10k* + M\r™]). Utilizando la Propiedad

3.6.2 (iii) y procediendo como en ii), se obtiene utilizando

la duplicacion de py y la propiedad a) de las bolas del

cubrimiento de Whitney que

A < Ealpua/m)(S) < Al 27 Moy (( ) B))
BeA

y dado que Jg. 4 € B(y,cr) con ¢ adecuado y por la
eleccion de my( se concluye que E;(pe/p1)(B(y,cr)) <
ard,

[]

Demostracion del Teorema 3.6.1: Escribamos, por brevedad,
&y para denotar a &jy (pa/ ). A partir de los resultados
del lema 3.6.1 tenemos que acotar superiormente y uni-
formemente a la familia de funciones

El(B(x, 2r
Ey (B(x,7))
Es claro, de iii) del Lema 3.6.1 que no hay nada que

probar si x € F. Supongamos entonces que x € Omega.
. . d(B(z,r),F)

Por ii) tampoco hay nada que probar si r > ==,
4 d(B('erT))F)

ya que en este caso, con mayor razon, 2r > —— .

e X.
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Supongamos entonces que z € 0 y que r < AB&r.L)

i
Entonces & (B(z,r)) > ozd(B(:z:,7“),F)d2(m)d1 y
todavia son posibles dos casos para 2r

d(B(z,2r),F
e
(b) 2r < =—7—=~
En el caso (a) &y (B(z,2r) < 32%r?® entonces

Valr) < §2d2rd2d(3(x”)’F)_dQ(d(B(xfr),F))_dl

_ dQQ r dy—d;
Ty Trn o D

En el caso (b)

ulr) < (s B (. 20). P
1 dy r _a,
- QIBEn) M G )
ﬁ[d(B(x,%),F)]d2
~ o d(B(z,r), F)
d(B(z,r), F)

[

—

d(B(x,2r), F)
— g[d(B(ZU:QT)’F)]dQ—dI < é
o d(B(x,r),F) e
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