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Resumen

En esta Tesis se describe un marco conceptual novedoso a ser aplicado en disefio inverso de
materiales eldsticos. El problema de disefio inverso se formula matemdticamente a través de un
problema de optimizacién topoldgica. El marco conceptual provee herramientas para definir es-
pecificamente el espacio de variables del problema de optimizacion.

Las herramientas propuestas estdn basadas en un analisis de la conexion entre las simetrias
geométricas que presentan las microarquitecturas periddicas y sus propiedades elasticas efectivas.
Para este andlisis se utilizan nociones de cristalografia. Son estudiados conceptos de redes de
Bravais y grupos espaciales para entender la forma en que las simetrias de estos objetos pueden
ser utilizadas en la metodologia de disefio inverso.

Como complemento al marco conceptual propuesto, se implementa una base de datos de ten-
sores homogeneizados mediante un anélsis de distintos compuestos con microestructuras parame-
trizadas, apropiadas para el disefio de materiales con propiedades extremas.

El desempeiio de las herramientas propuestas es evaluado mediante distintas aplicaciones numéri-
cas. El primer ejemplo consiste en disefiar la microarquitectura del compuesto de una estructura
eldstica, de minima flexibilidad y minimo peso. Una segunda aplicacién consta del disefio de me-
tamateriales bidimensionales para camuflaje acustico. En ambos casos deben ser disefiados ma-
teriales pentamodales, con propiedades eldsticas no convencionales caracterizados, por ejemplo,
por un médulo de Poisson negativo o un médulo volumétrico anisotropico. En el dltimo ejemplo
numérico se expone el disefio de un compuesto tridimensional periddico, de propiedades efectivas
extremas.

Para resolver el problema de disefio inverso de la microarquitectura se adopta un enfoque de
homogenizacién computacional y un algoritmo de optimizacion basado en derivada topoldgica y
funcion level-set.

En los casos estudiados, la aplicacion de los criterios propuestos da como resultado microar-

quitecturas alternativas a las reportadas en la bibliografia.






Abstract

An innovative conceptual framework addressed to solve the inverse elastic material design
problem is described in this Thesis. The inverse design problem is formulated mathematically
through a topological optimization problem.

The proposed conceptual framework provides a number of tools to specifically define the va-
riable space of the optimization problem. These tools are based on the relation between the geo-
metrical symmetry of the periodic microstructure and its elastic effective properties, which could
be derived from crystallographic concepts. Notions involving Bravais lattices and spatial groups
are studied to establish the relations that can be used in the inverse design methodology.

A further contribution of this Thesis consists of using a database of elastic homogenized ten-
sors. This database has been built and used as an additional tool for the inverse design problem.
These microstructures are conveniently chosen for helping the design of extreme materials.

Different applications of the conceptual framework are presented. The first example consists of
the microarchitecture design of a composite for an elastic structure, having minimum compliance
and weight. A second application is the design of a two-dimensional material for an acoustic cloa-
king. In both cases, pentamodal materials with exotic properties are demanded. The last numerical
example is the design of a three-dimensional periodic composite, with extreme properties.

A topology optimization algorithm based on level set function and topological derivative are
the mathematical tools taken for solving the inverse design problem.

For all these examples, the application of the proposed rules provides alternatives results to

those reported in the bibliography.
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Capitulo 1

Introduccion

Preliminares

En este trabajo de Tesis se presenta el desarrollo y aplicacién de un marco conceptual para el
disefio inverso de metamateriales periddicos elasticos. Dicho marco estd fundamentado en un pro-
fundo anélisis de la conexién entre las simetrias geométricas que presentan las microarquitecturas
periddicas y sus propiedades eldsticas efectivas. Asimismo, nociones de cristalografia, como redes
de Bravais y grupos espaciales, son estudiadas para entender la forma en que las simetrias de estos
objetos pueden ser utilizadas en la metodologia de disefio inverso.

Un metamaterial es un material compuesto disefiado por el hombre con propiedades mecéni-
cas no convencionales, que no pueden ser encontradas en la naturaleza (Zheng et al., 2014). Al
tratarse de materiales disenados para fines especificos, los metamateriales se caracterizan por mi-
croestructuras complejas con un elevado grado de detalle. Lo avances en tecnologias de impresién
3D abren un amplio rango de posibilidades para fabricar y producir estos compuestos.

En el contexto de esta Tesis, el disefio de metamateriales se plantea como un problema inverso
mediante un enfoque de homogeneizacién computacional empleando técnicas de optimizacién

topoldgica.

1.1. Optimizacion topolégica utilizando homogeneizacion computacio-

nal

La optimizacién topoldgica consiste en encontrar la distribucién de dos o mas materiales den-
tro de un dominio, tal que minimice cierta funcién costo y cumpla con restricciones impuestas.
Tipicamente, en problemas mecanicos, se busca minimizar la flexibilidad (maximizar rigidez) bajo

una restriccion de cantidad de material.
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Particularmente, el disefio de materiales es abordado mediante optimizacién topoldgica a
través de la siguiente idea: Cualquier material es una estructura si se lo mira con un microscopio
suficientemente potente (Bendsoe y Sigmund, 2003). En este aspecto, la formulacién introducida
en Sigmund (1994, 1995), plantea una combinacién de homogeneizacién numérica y optimizacién
topoldgica. Sigmund llamé a esta formulacién problema de homogeneizacion inversa.

En el libro de Bendsoe y Sigmund (2003) (ver también Sigmund y Maute (2013)) es posible
encontrar excelentes descripciones de los distintos enfoques posibles para el problema de homo-
geneizacion inversa. Por ejemplo, en Huang et al. (2011) los autores resuelven el problema inverso
utilizando un algoritmo de optimizacién estructural basado en evolucion bidireccional (Bidirectio-
nal Evolutionary Structural Optimization - BESO). Otro ejemplo es el presentado por Andreassen
et al. (2014), donde los autores realizan el disefio de metamateriales elasticos 3D utilizando el al-
goritmo de optimizacion Solid Isotropic Material with Penalization - SIMP. Existen muchos otros
trabajos en la bibliografia que adoptan esta formulacién, ver Coelho et al. (2016); Neves et al.
(2000); Wang et al. (2014).

En el presente trabajo de Tesis, el disefio de metamateriales es abordado mendiante la men-
cionada formulacién de homogeneizacion inversa propuesta por Sigmund. Sin embargo, la técnica
utilizada para resolver dicho problema es la presentada en Amstutz y Andri (2006). En este ca-
s0, los autores proponen la utilizacién de una funcién level-set y el uso del concepto de derivada
topoldgica. Dicha técnica fue aplicada en contribuciones tales como disefio estructural sujeto a
restricciones de tensién (Amstutz et al., 2012), disefio de materiales piezoeléctricos (Amigo et al.,
2016) o disefio inverso de microestructuras (Amstutz et al., 2010). A continuacién se presentan
brevemente las distintas herramientas computacionales utilizadas en la presente Tesis para resol-

ver el problema de homogeneizacién inversa.

1.1.1. Homogeneizacion de las propiedades efectivas

La obtencidn de propiedades efectivas se realiza por medio de homogeneizacién computacio-
nal. Se tienen en cuenta dos escalas de longitud caracteristicas. En la escala macro (Fig.1.1 iz-
quierda), la longitud caracteristica ¢ es del mismo orden de magnitud de la estructura macro. La
longitud de la escala micro ¢, (Fig.1.1 derecha) es del mismo orden de magnitud que la longitud
caracteristica de la microarquitectura del material. Se asume que ¢, < /. El compuesto, a nivel
macro, es caracterizado por sus propiedades efectivas en cada punto x del dominio macro 2. El
dominio (2, determina la microcelda donde el problema inverso es resuelto. Para la determinacion

del tensor eldstico efectivo, C"!, se aplican condiciones de borde periédicas en la microcelda y

"Los tensores de cuarto orden son representados por matrices R3*? utilizando la notacién de Kelvin. En funcién de
ello, los tensores de segundo orden simétricos son representados mediante € = [511 , €22, \/islg}T para deformaciones
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se resuelve el problema mecénico eldstico, mediante resolucién por elementos finitos, para cada
una de las deformaciones candnicas. Esto permite calcular las tensiones en la escala micro, que
por un proceso de homogeneizacién de las mismas se determina el tensor eldstico efectivo (ver
de Souza Neto y Feijéo (2006); Guedes y Kikuchi (1990)).

Por otro lado, para el disefio de material se utiliza un compuesto periddico constituido por
dos fases eldsticas e isotrépicas, M (fase rigida) y My (fase flexible o vacio). Cada fase, M;

y M, ocupa un subdominio, Q}L y Qi respectivamente, (Fig.1.1-derecha). Se define la funcién

Macroescala

Microescala

Fase M,
(dominio Qﬁ)

by

Contorno del
dominio €,

LA

Fase M,

f >> el-l (dominio Q)

Figura 1.1: El disefio del material se realiza mendiante una técnica de homogenizacion inversa, formulada como un
problema de optimizacion topoldgica, involucrando dos escalas de longitud caracteristicas, £ en la macroescala 'y ¢, en
la microescala. La regién €2, se define como dominio de diseflo para la optimizacién topoldgica.

caracteristica x(y), dentro del dominio €2,,, que determina la distribucion de ambas fases en el

dominio:

1 Vyeql
x(y) = e (1.1)
0 Vye Qi

Resulta evidente que el tensor eldstico homogeneizado, C", depende de la distribucién de las fases
My y M en €. Dicha dependencia se hace explicita mediante la notacién C"(x). Este tensor
elastico homogeneizado puede obtenerse de la forma tradicional aplicando condiciones de borde

periddicas.

1.1.2. Formulacion del problema de homogeneizacion inversa

El objetivo del disefio inverso mediante homogeneizacién es obtener una microarquitectura
que posea ciertas propiedades efectivas definidas de antemano. En el presente trabajo de Tesis,
este problema es abordado mediante dos formulaciones estdndar (Bendsoe y Sigmund, 2003):

min [|C"(x) - C]
X (1.2)
t.q.: Vh(x) — V=9,

y o = [o11,0022, \/50'12]T para tensiones. En adelante, se utilizard dicha representacion matricial de Kelvin para los
tensores de cuarto orden.
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min Vh(X)
X (1.3)
tq.: |[C"(x) - C|| =0,

donde la variable de disefio es la funcion caracteristica y, C" () es el tensor eldstico efectivo de
la microcelda, calculado segtin lo expuesto brevemente en la sub-Seccién precedente, y V() =
ﬁ fQu X df) es la fraccién volumen de fase rigida que tiene la microarquitectura. C y Vobi
representan, respectivamente, el tensor eldstico objetivo y el volumen de fase rigida que se busca
alcanzar mediante la topologia disefiada. En la formulacién 1.2 la funcién a minimizar consiste
en la norma de la diferencia entre el tensor eldstico efectivo y el tensor eldstico objetivo de la
microarquitectura, mientras que la cantidad de material rigido se impone mediante una restriccion
de igualdad. Por otro lado, en el caso 1.3 se busca minimizar la cantidad de material, mientras que

la igualdad entre los tensores es una restriccion.

1.1.3. Algoritmo de optimizacion topologica

Introduciendo en €2, una funcién tipo level-set ¢» € C°(€2,,)

>0 Vy € QL
(y)=4{ <0 Vy € Q2 , (1.4)
0 en las interfases

y mediante una técnica de lagrangiano aumentado estdndar (Lopes et al., 2015), el problema 1.2

se reescribe como:

mxmin Ty, A), (1.5)

siendo

T, A) = € () — G|+ AV* = V) + & (VA v, (16)

donde \ es el multiplicador de Lagrange y « es el pardmetro de penalidad?.
El problema de minimizacién D.14 es resuelto con un algoritmo tipo direccion de descenso.

La obtencién de la direccién de descenso viene dada por la expresion

(C" - C): D,C"

_ + A1+ oV, (1.7)
|Ch—C]|

DyT (4, A) =

donde Dy, C" es la derivada topoldgica del tensor eldstico homogeneizado y representa la sensi-

bilidad del tensor de elasticidad al introducir una perturbacién esférica en el dominio de disefio

*Para el problema 1.3 el desarrollo es similar y puede ser encontrado en los Anxeos.
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.. El desarrollo de D, C" para problemas en R® se detalla en el Apéndice II del Anexo D, ver
también Ammari et al. (2008) para un estudio més profundo. En cambio, para problemas en R?,
Dy C" se determina segtin los conceptos presentados en Amstutz et al. (2010).

En los Anexos A, B, C y D se encuentran detalles de implementacion de tanto del presente

algoritmo como del utilizado para resolver el problema 1.3.

1.2. Aportes al diseiio inverso de metamateriales elasticos

En el desarrollo de la tesis, varios aspectos del problema de homogeneizacién inversa son
abordados con el fin de aportar nuevos conceptos. En primer lugar, la adopcién del dominio de
disefio €2,,, o microcelda, constituye un problema poco estudiado en la bibliografia. Por ejemplo
en Coelho et al. (2016) se presenta un andlisis de la influencia de la forma de la microcelda sobre
los resultados obtenidos. En Diaz y Benard (2003) se destaca cémo la eleccion de la forma del
dominio puede influir positivamente en la ampliacién de microarquitecturas posibles de alcanzar
en el disefio. Sin embargo, la adopcién de microceldas de forma cuadrada o ctibica, para R? o
R3 respectivamente, sigue siendo el criterio estdndar, ver Amstutz et al. (2010); Andreassen et al.
(2014). En problemas planos pueden encontrarse propuestas de microceldas con forma hexagonal,
ver Giusti (2009), o més recientemente las aplicaciones presentadas en Watts (2014).

Otro punto analizado en esta Tesis es la influencia de la aplicacién de restricciones geométri-
cas, tipicamente de simetria, que se imponen a la distribucion de material dentro de la microcelda.
En Sigmund (2000) y Andreassen et al. (2014) son presentados ejemplos donde la aplicacion de
ejes de simetria en la distribucion interna de material favorece el alcance de microarquitecturas
isotrépicas en problemas en R? y R3.

En el presente trabajo se propone estudiar la clase de simetria del tensor eldstico objetivo C
(Ting, 1996), y asi determinar a priori caracteristicas geométricas que debe cumplir el material a
disear, ain antes de aplicar cualquier algoritmo de disefio inverso. Los distintos estudios presen-

tados tienen como conclusién tres criterios fundamentales propuestos en esta Tesis:

i) Adoptar como variable de disefio la forma de la microcelda.
ii) Aplicar restricciones geométricas a la distribucién de material dentro de la microcelda.

iii) Construccién de una base de datos que contenga tensores de elasticidad de compuestos
cuya microestructura esté parametrizada. Esta base de datos es utilizada para definir la con-

figuracion inicial del problema de optimizacidn.

Los criterios i) y ii) son funcién de la clase de simetria del tensor eldstico objetivo. Sin embar-
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go, en el primer punto, para definir de forma cerrada la relacién de aspecto de las microceldas es
preciso introducir informacién extra. Por ello es necesario incluir el criterio iii). La mencionada
base de datos se compone de tensores de elasticidad efectivos de un conjunto de topologias repre-
sentativas. Esta informacidn proporciona una configuracion inicial adecuada para el algoritmo de
optimizacion topoldgica, y ademéas permite definir la esbeltez de la microcelda. La aplicacién de
estos criterios facilita el procedimiento de disefio inverso y garantiza el alcance de las propiedades

de simetrias demandadas por el tensor eldstico objetivo.

1.3. Organizacion del documento

La Tesis estd organizada bajo el formato de fesis por compilacion. Por lo tanto, en el cuerpo
principal de la monografia s6lo se presenta una descripcién global y sucinta de la temética estu-
diada, mientras que los detalles de cada tema son direccionados a los trabajos presentados en los
Anexos. Alli se podran encontrar todos los desarrollos que han sido necesarios para alcanzar los
resultados presentados en la monografia.

En el Capitulo 2 se presentan conceptos de cristalografia en los que se fundamenta el marco
conceptual propuesto en esta Tesis.

En el Capitulo 3 se presenta un ejemplo de aplicacién de disefio inverso en R?, aplicado a
estructuras eldsticas, mediante la realizacion de una optimizacion multiescala.

En el Capitulo 4 se presenta un segundo ejemplo de aplicacién en R?, donde el objetivo es
disefar materiales componentes de camuflajes actisticos.

En el Capitulo 5 se exponen los primeros pasos para la generalizacién a problemas en R3.
Ademas se presenta un test numérico en el que se disefia un material isotropico de propiedades
extremas.

Por dltimo, el Capitulo 6 consiste en el desarrollo de las conclusiones generales. Ademads se
realiza un recuento de las contribuciones cientificas derivadas del trabajo realizado en la presente

Tesis.

Anexos

En los Anexos se encuentran los articulos cientificos en los que se fundamentan los temas
expuestos en el cuerpo principal de la Tesis. Es importante aclarar que la disposicion elegida no es
cronoldgica, mas tiene como fin exponer primero los conceptos principales, para luego presentar
las aplicaciones desarrolladas.

El desarrollo completo del marco conceptual se encuentra en el articulo correspondiente al

Anexo A. Allf se realizan numerosas validaciones numéricas de las ideas presentadas. Los articu-
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los presentados en los Anexos B y C consisten en aplicaciones del marco conceptual a problemas
especificos. En el Anexo D se presentan los conceptos para problemas en R3. Por tltimo, en el
Anexo E se expone la documentacion correspondiente a la divulgacion de las herramientas compu-

tacionales producidas en el marco de la Tesis.



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Diseno inverso de materiales:

Aplicacion de conceptos de simetrias.

2.1. Introduccion

La simetria es una propiedad muy comin en la naturaleza. Se presenta en estructuras naturales
como telas de arana, panales de abeja, cristales, organismos pluricelulares, etc. Por otro lado, en
muchas disciplinas el uso de las simetrias es importante para definiciones mds abstractas, como
simetrias C (conservacion de la carga) o simetrias P (conservacién de la paridad) en el modelo
estandar de la fisica.

3

La aplicacién de simetrias en la resolucidon de problemas es siempre una ventaja. ”... si la
simetria de un ente es conocida, es posible predecir algunas de sus propiedades mas importantes
sin necesidad de recurrir a experimentos o cdlculos profundos”. (Powell, 2010). Es decir, un
problema que tenga una propiedad de simetria, es un problema que puede ser simplificado.

La buisqueda de simetrias se ve motivada por la posibilidad de resolver un mismo problema
con menor esfuerzo. En problemas numéricos, por ejemplo, todo dominio que es simétrico (con-

diciones de borde y cargas) puede ser caracterizado analizando solo una porcién del mismo; en

matemadtica todo tensor que posee simetrias puede ser expresado de manera simplificada.

El objetivo principal de este trabajo consiste en relacionar las simetrias observadas en la dis-
tribucién geométrica espacial de las fases de un material con sus propiedades eldsticas efectivas.
Luego, explotar estas relaciones como herramientas que faciliten los procedimientos de disefio
inverso en problemas de optimizacién topolégica.

En el problema de disefio inverso, la microarquitectura (distribucién geométrica de las fa-

ses) es desconocida de antemano. Sin embargo, mediante el tensor constitutivo eldstico objetivo

9
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C (propiedad fisica efectiva), dato del problema, podemos buscar una caracterizacién inicial de
aquella geometria, atn en etapas anteriores a la aplicacién de un algoritmo de optimizacién to-
poldgica. Para perseguir este fin, se profundizard un aspecto poco explotado en la bibliografia: la
evaluacién de la forma del dominio de disefio €2, en la escala micro, es decir, la forma que adopta
la microcelda. Tipicamente, las formas cuadradas o rectangulares para problemas en R?, o ctibicas
para problemas en R, son utilizadas como dominio de disefio estdndar (ver Amstutz et al. (2010);
Andreassen et al. (2014) para problemas inversos). Sin embargo, trabajos como Sigmund (2000) y
Watts (2014) proponen microceldas de formas menos convencionales. Estos ejemplos aportan una
clara ventaja en la obtencién de resultados alternativos, sin embargo los autores no fundamentan
la raz6n de su eleccion.

La presente propuesta consiste en adoptar la forma de la microcelda como incdgnita del pro-
blema de disefio inverso. Luego, resolver esa incgnita tomando en cuenta propiedades del ten-
sor constitutivo eldstico objetivo C y, en funcién de dichas propiedades, imponer restricciones

geométricas a la microarquitectura a disefiar.

Para un mejor seguimiento, se describen las secciones contenidas en el presente Capitulo: En
la Seccidén 2.2 se exploran nociones de cristalografia, utilizadas en el desarrollo de los temas pos-
teriores. En las Secciones 2.3 a 2.5 se desarrollan los fundamentos del marco conceptual propuesto
en este trabajo de Tesis. Por tltimo en la Seccidn 2.6 se detallan reglas de disefio, que constituyen
la aplicacion los conceptos presentados. Todo lo expuesto en el presente Capitulo se encuentra

desarrollado en profundidad en el Anexo A.

2.2. Microarquitecturas periodicas y redes de Bravais

Sea un compuesto cuya microarquitectura es periddica y posee simetria de traslacién. Esto
es, la microarquitectura serd invariante bajo traslaciones discretas a lo largo de las dos direccio-
nes definidas por los vectores primitivos no proporcionales a; y as'. De este modo, la funcién

caracteristica y; para una ¢-ésima fase satisface:
Xi(X + t) = Xi(X) ; donde t=wia; + woay 2.1

y los valores w; € Z son coeficientes enteros cuyos valores identifican la magnitud de la traslacion.

De esta manera, con la expresion 2.1 es posible caracterizar una geometria periddica.

"En el presente capitulo se exponen conceptos y ejemplos para casos de dos dimensiones. Para tres dimensiones los
conceptos son andlogos y se encuentran desarrollados en el Anexo D
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2.2.1. Red de Bravais subyacente en geometrias periodicas.

En geometria y cristalografia, una red de Bravais es un arreglo infinito de puntos discretos
generados mediante un conjunto de traslaciones discretas y cuya estructura es invariante bajo
ciertas operaciones de traslacion. En el presente contexto, su importancia recae en el siguiente
enunciado: foda geometria periddica posee una red de Bravais subyacente y una base o patrén®.

El procedimiento para identificar la red de Bravais y el patrén en una geometria periddica
puede verse en la Fig.2.1. La red y los vectores primitivos se identifican mediante la deteccién
de puntos equivalentes (el ojo de cada pez, en el ejemplo). Una vez que la red de Bravais es
caracterizada, tanto la celda unidad como el patrén (Figs. 2.1-b y -c) son facilmente reconocibles.
Se aprecia que los vectores primitivos a; también son generadores de la red de Bravais. En funcién

Celda \-'om.nm

®(b)
Patrin

'3

(c)

(a)

Figura 2.1: Determinacion de la red de Bravais subyacente, vectores primitivos y celda unidad en una geometria
periddica.

de los valores que tome la relacidn entre dichos vectores, se pueden distinguir cinco tipos de redes
de Bravais en el plano, y se clasifican en Hexagonal (H), Cuadrada (.S), Rectangular Primitiva

(Rp), Rectangular Centrada (Rc) y Oblicua (O), ver Fig. 2.2 (Souvignier, 2016).

2.2.2. Celda unidad

Para una geometria periddica, la identificacién de la red de Bravais subyacente es una herra-
mienta esencial para la construccion de una celda unidad que sea generadora de dicha geometria.
La construccién de una celda unidad no es dnica, y en la Fig.2.3 pueden verse algunos ejemplos
para una geometria periddica que cuenta con una red de Bravais subyacente de simetria rectangu-
lar centrada (Rc). Alli, todas las microceldas mostradas son celdas unidad, ya que son generadoras

de la geometria. Sin embargo existen algunas diferencias: La celda m; es un ejemplo de la llamada

2 P . . - )y . . . ., PR .

“Los términos motivo y patrén se usardn en referencia a la distribucién geométrica dentro de la celda unidad, ya
sea un motivo en imagenes como Fig. 2.1 o distribucién de material en disefios presentados mas adelante. En inglés
también puede encontrarse el término base.
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@
Oblicua Celda Celda Cuadrada Hexagonal
(O) N oronol (S) (H)
a “ e ‘o
A Celda unidad
= Celda de
] () ® O Voronoi
Celda Celda a; - a; | @ @ o
idad Voronoi a9.a1)= a]JZ { {
um Rectangular 2(azay=| @ @ ? c% . @ @
a, ' .‘ centrada (Rc) S<m/2 vz o‘:mie
V\f P ® .Rectangular """"" i “ ) a
imitiva (Rp)| 22|% ¢ i 2 e o
a Celda primitiva (Kp x ) ) a
unidad Celda de aj
L@ Voronoi
[21]#(as] |a1|#[ag] [a/=[2g a1/ =as
C<m/2 _ C=m/2 ¢=3n/2
® S=mn/2

Figura 2.2: Detalle de los cinco tipos de redes de Bravais posibles en el plano.

celda unitaria convencional. En ella es facil detectar los ejes de simetria vertical y horizontal de la
red y del motivo, pero no posee la minima drea posible. Los casos mg y mga son celdas unitarias
primitivas, poseen drea minima pero en general, de manera aislada, es dificil identificar en ellas las

simetrias de la red de Bravais. El caso m4 es la celda de Voronoi (también conocida como celda

Figura 2.3: Diferentes celdas unidad para una geometria de Escher.

Wigner-Seitz). La misma tiene dos propiedades importantes en el contexto de este trabajo:
= Posee el volumen minimo, es decir es una celda unidad primitiva.
= Tiene la misma simetria que la red de Bravais sobre la que es construida.

El dominio de dicha celda es determinado mediante el siguiente procedimiento: el punto P de
la red es conectado con todos aquellos puntos cercanos (lineas azules) y se trazan lineas normales
a estas conexiones (lineas de trazo) que pasan por el centro. El volumen mds pequefio encerrado
por estas lineas (superficie gris) constituye el dominio de la celda Voronoi. En la Fig. 2.2 puede

apreciarse la construccion de las celdas para cada una de las cinco clases de red de Bravais en el
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S - K03, - 1!

(a) (b) (c)

> @@ > E%

(e)

Figura 2.4: Aplicacion de simetria de punto: Rotacién de 180° alrededor del eje p normal al plano. Entre (a) se grafica
la configuracién inicial. Entre (b) y (d) se ve el proceso de rotacién. Por tltimo, en (e) se grafica la configuracién final,
que es idéntica a la inicial.

plano. La celda de Voronoi es adoptada como dominio de disefio del problema de homogeneiza-

cion inversa.

2.2.3. Grupo puntual

Un grupo puntual es un conjunto de simetrias de punto que cumple con las condiciones de
grupo, desde el punto de vista algebraico’. Una simetria de punto es una operacién geométrica,
sobre la red, con al menos un punto fijo, que deja invariante la geometria de la red. Un ejemplo
es el caso de la Fig.2.4-a, a la cual se le aplica una rotacién de 180° alrededor del eje p, normal
al plano. La operacién es aplicada (Fig.2.4-b,-c,-d) y el resultado es la misma geometria inicial
Fig.2.4-e. En este caso, el eje p mds el dngulo constituyen un elemento de simetria.

En el plano existen dos clases de transformaciones tipicas con simetria de grupo puntual:
= Rotacién alrededor de un eje normal al plano.
= Reflexion con respecto a un eje contenido en el plano.

Dadas las caracteristicas de simetria translacional de las redes de Bravais, y considerando el teo-
rema de restriccion cristalografica (Bamberg et al., 2003), s6lo puede haber un nimero finito de
grupos puntuales para cualquier tipo de red de Bravais. En el plano, los grupos puntuales para
las redes son 10, y se encuentran enumerados en la Columna 2 de la Tabla 2.3. En la notacién

utilizada* el niimero es angulo de rotacién, alrededor de un eje ortogonal al plano, que preser-

3Grupo: estructura algebraica formada por un conjunto no vacio dotado de una operacién interna que combina
cualquier par de elementos para componer un tercero, dentro del mismo conjunto y que satisface las propiedades
asociativa, existencia de elemento neutro y simétrico

*Notacién Internacional de Hermann-Mauguin, ver Souvignier (2016)
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va inalterada la geometria de la red. Ademads, m y mm implican uno o dos sistemas de ejes de

reflexién, respectivamente.

2.2.4. Grupo de Plano

Cuando se combina la simetria de punto con la simetria de traslacién, aparece un elemento de
simetria adicional, la reflexion con deslizamiento. Consiste en la existencia de una reflexién con
respecto a un eje, seguida de una traslacion a lo largo del mismo eje y de valor igual a la mitad de

la distancia de periodicidad (Fig. 2.5).

Figura 2.5: Simetria de reflexién con deslizamiento.

Un grupo de plano es un conjunto de elementos de simetria de punto mds la simetria de
traslaciéon’. Como consecuencia, en el grupo de plano, hay que incluir las simetrias de reflexién

con deslizamiento.

En dos dimensiones existen sélo 17 grupos de plano que caracterizan cualquier microestruc-
tura periddica (Bamberg et al., 2003). Ejemplos de todos los casos posibles se muestran en la Fig.
2.6. Es posible ver, para cada caso, la celda Voronoi de la red de Bravais subyacente de la estruc-
tura periddica para diferentes patrones. Ademads se aprecian los elementos de simetrias: Ejes de

reflexidn, simetrias de rotacién de orden n y ejes de reflexion con deslizamiento.

Hasta aqui, un breve andlisis de las propiedades de geometrias periddicas mediante la apli-
cacién de conceptos estandar de cristalografia. Como conclusién podemos decir que, dada una
geometria periddica, es posible conocer su clasificacidon: grupo puntual y grupo de plano. Dicha
clasificacién es funcién principalmente de los elementos de simetria con que la geometria pe-
riédica es compatible (ejes de simetria, ejes de rotacién). Un desarrollo mds profundo de estos

conceptos puede encontrarse en el Anexo A.

SEl grupo de plano también cumple las condiciones algebraicas de grupo.
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Hexagonal
Rectangular

Oblicuo

Simetria de rotacion
de orden 6
Simetria de rotacion
de orden 3

Simetria de rotacion
de orden 4 p2mg
Simetria de rotacion
de orden 2
....... Eje de simetria P29g
de reflexion

Eje de simetria

de reflexion con c2mm 'S
deslizamiento

Figura 2.6: Detalle de las celdas Voronoi, con los 17 grupos de plano posibles en R?. Para cada caso se dibujan los
elementos de simetria y el patrén. Los colores blanco y gris representan la distribucién de fases en cada celda.

2.3. Clasificacion de las propiedades fisicas y su relacion con las si-

metrias geométricas

2.3.1. Clasificacion de los tensores de elasticidad en el plano

Es bien sabido que los tensores constitutivos eldsticos pueden ser clasificados segin el grupo
puntual que los deja invariantes. En la Tabla 2.1 se detallan ejemplos de tensores de transformacion
correspondientes a cada grupo puntual, también puede verse un ejemplo de geometria para cada
caso. Cada tensor de transformacién corresponde a una operacién de simetria de punto. Partiendo
de un tensor eldstico general (6 coeficientes independientes), y aplicando al mismo diversas ope-
raciones de simetria de punto, se puede demostrar que, en el plano, surgen sélo cuatro tipos de

tensores elasticos. Sea un tensor de elasticidad

A A A
C’1111 01122 C’1112

A _
C*=|Cfy Cshyy Cihis | (2.2)

A A A
C’1112 C12212 C’1212

escrito en notacién de Voigt. Al tensor C# se le aplica una trasformacién m, correspondiente a un

eje de simetria. El tensor de transformacién Q serd el correspondiente al grupo puntual m (fila 3
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Tabla 2.1: Columna 1: Clases de simetria de los tensores constitutivos en elasticidad plana, expresadas coordenadas
naturales. El angulo de rotacion entre C y Cy es considerado también una variable independiente del tensor; Columna
2: Cada grupo puntual que en el plano cumple con la restriccion cristalografica (Bamberg et al., 2003) (Notacién de
Hermann-Mauguin); Columna 3: Ejemplo de tensores de transformacién de 2do orden; Columna 4: Ejemplo de una
distribucion geométrica compatible con el grupo puntual.

Clase de tensor Grupo Ejemplos de tensores de Geometria
de elasticidad puntual transformacion compatible
| 10
22= % %
£ S -1 0
2 (0 %) T
m 1 0
D2=1 % 0
%k Sm <—1 0) (1 0) (—1 0)
) ) ~ on
0 —-1)°\0 -1 0 1 o2
% %k 0 4 <0 _1) f -
AN 1 0
Di=l "% o0 > 3

b S Amm 0 -1\ /1 0\ /-1 0
1 0)’\0 —-1)°\0 1

cos(2m/3) —sen(2m/3)
3 <sen(27r/3) 605(27r/3))

o | (R )6 )

® cos(m/3) —sen(m/3)
6 (8671(7[’/3) cos(w/3))

oo | (e om0 2)( 1)
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de la Tabla 2.1). La transformacién toma la siguiente forma en notacién indicial:

Cgkl = QimanQkaqu;?mpq’ (23)

Desarrollando la Ec.2.3 se obtienen las identidades que debe cumplir cada componente de tensor
para reflejar la simetria de un grupo puntual m. Por ejemplo, la componente 013111 se determina

segun la siguiente expresion:

CEL = 0101011Q11C 11 + Q12Q12Q12Q12C5590 + Q11Q11Q11Q12C1 1. (2.4)

Para este caso sencillo, es facil ver que cualquier término para (45 con a # b serd nulo, por lo

tanto se debe cumplir que C5,, = C{},,. Todas las identidades a cumplir seran:

B _ A

Ciin = Ciin
B A

Cs290 = C990 (2.5a)
B _ A

Clize = Clige

B _ A
C11212 - C’1212

A
013112 = *01112 =0
C2B212 = —Cé%u =0
Es decir:
013111 C'13122 0 Cﬁn Cﬁm 0
B _ _ _ (A
C” = 013122 023222 0 - Cﬁm Cé4222 0 =C (2.6)
0 0 CE, 0 0 Cihyy

Entonces, el tensor que cumpla con esta identidad refleja la simetria geométrica del grupo pun-
tual m. Este procedimiento puede verse desarrollado en Ting (1996) y en Newnham (2005). Para
tensores de elasticidad en 2 dimensiones, la clasificacién, de menor a mayor clase de simetria es:
Anisotrépico (Zs), Ortotrépico (D3), Tetragonal (Dy) e Isotrépico (O(2)). En la Tabla A.1 se
detalla la relacién entre coeficientes para las distintas clases de simetrias del tensor eldstico. Los
nimeros entre paréntesis indican la cantidad de coeficientes independientes que definen en cada

caso al tensor.

El mencionado criterio de clasificacion impone, implicitamente, un sistema de coordenadas
alineado con los planos de simetrias de los grupos puntuales, que en el contexto de esta Tesis es

llamado sistema de coordenadas naturales (ver Auffray y Ropars (2016) y Anexo B). En adelante
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Tabla 2.2: Clases de simetria de los tensores constitutivos en elasticidad plana, expresadas coordenadas naturales,
Cn: O(2) para tensores isotrépicos, D4 para tensores tetragonales, Do para tensores ortotrépicos y Z» para tensores
totalmente anisotrépicos. Entre paréntesis se detalla el nimero de coeficientes independientes para cada caso. El angulo
de rotacion entre C y Cy es considerado también una variable independiente del tensor.

Clasificacion de los tensores de elasticidad
0(2) 2 Dy 4) Dy (5) Zy (6)
C1 Oy 0 C; Cy O Ci Cy O C: (O Cs
Cy Ch 0 Cy, C;7 O Cy Cy O Cy Cp —-C
0 0 (C1—0Cy) 0 0 (4 0 0 (s Cs —Cs (5

se utiliza la notacion C  para indicar que un tensor eldstico se encuentra expresado matricialmente
en coordenadas naturales.
Veamos un ejemplo sencillo de similitudes entre propiedades fisicas y las simetrias geométri-

cas. Sea la geometria G de la Fig. 2.7 y su tensor elastico efectivo representado en notacion de

-
~
4 !
~
-~
~y

Figura 2.7: Geometria G.

Voigt en la Ec.2.7.
1.0000 0.1929 0.0000

CY9=10.1929 0.7839 0.0000 | - 2.7)
0.0000 0.0000 0.3692

Es posible ver que la geometria se mantiene invariante ante un eje de reflexion horizontal, un eje
de reflexion vertical y una rotacién de magnitud 7. Esto corresponde a un grupo puntual 2mm.
Entonces, al aplicar a CY los tensores de transformacién adecuados (fila 6 de la Tabla 2.1), el

mismo se mantendra invariante.

2.3.2. Relacion entre propiedades fisicas y simetrias geométricas

Lo mostrado en el ejemplo es un caso particular del teorema de Neumann:

Los elementos de simetria de cualquier propiedad fisica (optica, magnética, térmica, mecdni-
ca) de un cristal deben incluir los elementos de simetria del grupo puntual del cristal, (Nye,
2006).

El teorema de Neumann expresa una implicancia unidireccional: la simetria geométrica impli-

ca una simetria fisica igual (idéntico grupo puntual) o mds alta (con més elementos de simetria).
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En el ejemplo anterior, estos conceptos se interpretan de la siguiente manera (ver Tabla A.1): si la
microarquitectura corresponde a un grupo de plano p2mm, cuyo grupo puntual es un 2mm, se pue-
de afirmar que su tensor eldstico efectivo tiene, al menos, una clase de simetria Do. En el Anexo

A se presentan validaciones numéricas de estas relaciones para los 17 casos de grupos de plano.

2.4. Tabla resumen de las relaciones entre propiedades fisicas y pro-

piedades geométricas

Los conceptos desarrollados se encuentran resumidos en la Tabla 2.3. All{ se detalla la relacién
entre las cuatro clases de simetrias de los tensores, los grupos puntuales, grupos de plano y las

redes de Bravais que corresponden a cada clase de simetria elastica.

Tabla 2.3: Las clases de simetrias eldsticas (Columna 1) se determinan a través del grupo puntual (Columna 2). Ademds,
cada uno de los diecisiete grupos de planos (Columna 3), corresponden a un grupo puntual. Adicionalmente, cada grupo
de plano es compatible con varias redes de Bravais (Columna 4).

Clase de Grupo Grupo Redes de Bravais y celdas Voronoi compatibles.
simetria puntual de plano Oblicua (O)  Rectangular Rectangular ~ Cuadrada (S) Hexagonal (H)
elastica primitiva (Rp) centrada (Rc)
1 pl
Zs - (| @ | L J
2 p2
m
P - |
m pg
cm @ L 4 o
Dy p2mm
png - .
2mm
p2gg
c2mm L) ¢ L 3
4 p4
Dy p4mm H
4mm
p4gm
3 p3
p3ml
3m
0(2) p31m o
6 po
6mm | p6bmm
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La forma de aplicacion de las relaciones expresadas en la Tabla 2.3 puede verse en el siguiente
ejemplo: Sea un tensor c" (con simetria Dy), del cual se quiere disefiar su microarquitectura.
Si como dominio de disefio {2, (microcelda) se adopta una celda Voronoi construida sobre una
red de Bravais Rp, y ademas se impone simetria (distribucion espacial de fases) que satisfaga un
grupo plano pm (por ejemplo, con un eje de simetria horizontal) en el interior de €2, es posible
garantizar que el tensor constitutivo efectivo de la microcelda tendra simetria Ds.

Los procedimientos de disefio de microarquitecturas, que estan basados (y que son concordan-
tes) con los resultados descritos en la Tabla 2.3, constituyen el fundamento principal del aporte de
esta tesis. Las relaciones que se pueden extraer de la informacién contenida en dicha Tabla, per-
miten imponer restricciones geométricas al problema de optimizacion, de forma tal de garantizar

la clase de simetria que caracteriza al tensor elastico objetivo. Esas restricciones son:
= Forma de la microcelda.
= Simetrias del grupo plano que gobierna la distribucién de material.

A estas restricciones se suman otros conceptos que serdn desarrollados a continuacion.

2.5. Construccion de una base de datos en funcion de redes de Bra-

vais

Es importante resaltar que la relacion de lados en los casos de celdas de redes O, Rcy Rp no
es un parametro que dependa exclusivamente de la clase de simetria del tensor. En el ejemplo del
tensor C"2 no es conocida a priori la relacién de lados que requiere la red de Bravais. Por ello,
para evitar una eleccidn arbitraria, se desarrollé una base de datos de tensores eldsticos efectivos

sobre la cual se definen las microceldas a utilizar en la optimizacion.

2.5.1. Parametrizacion de las Redes de Bravais

Parametrizar las redes de Bravais implica parametrizar la celda que se vaya a utilizar como
dominio de disefio. En este caso serdn las celdas Voronoi. Como fue expuesto en la Ec.(2.1), una
red de Bravais en R? puede ser caracterizada por dos vectores primitivos a; y a,. En adelante

utilizaremos la siguiente parametrizacion:

w = [laz|/llasll , (2.8)

¢ = arccos[(az - a1)/(|laz|lfla])] . 2.9)
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donde cada par de valores (w, ) define una red de Bravais. En la Fig.2.8-a se muestra un dominio
acotado (zona gris) de los parametros (w, ). Es facil probar que el rango (w, <) contenido en dicho
dominio acotado representa la totalidad de redes de Bravais posibles en el plano. En la Fig.2.8-b se

esquematizan las celdas Voronoi para distintos sectores del dominio acotado de la red de Bravais.

Rp Rp ol IA—I ]ﬂ
¢ 90 90 S —— =P L W
[deg] §[dcg] Re - [0} : @
g=arccos(w/2
80 ‘ \(4//)/’ 80 @ \.@ <>
w ey (o]}
el . (o)
LW VA >
70 ki = 70 [ $

W=0.530)  W'=(0.967.75) [)/W
60 l X y 60 o)
0. 01 025 05 0.75 1. 0 01 025 0.5 0.75

o= |a,|/|ai| o= |a,|/|a;|

(@) (b)

Figura 2.8: Espacio R? de los pardmetros (w,<) que caracterizan la red de Bravais. a) La zona gris corresponde al
dominio reducido. Todo punto fuera de dicho dominio (W) representa una red de Bravais que puede ser obtenida
mediante un punto interior del dominio (W’). b) Representacion esquematica de celdas Wigner-Seitz para distintos
puntos (w, ¢): O (oblicua), Rc (rectangular centrada), Rp (rectangular primitiva), S (cuadrada) y H (hexagonal).

Se aprecia que todas las celdas posibles para los casos de redes O se encuentran dentro del
dominio. Las celdas de redes Rc se construyen con puntos ubicados sobre el lado vertical (w = 1)
y la curva inferior (¢ = arccos(w/2)). El lado superior (¢ = 90) corresponde a redes Rp. Y por
ultimo los vértices superior (¢ = 90, w = 1) e inferior (¢ = 60,w = 1), corresponden a redes .S'y

redes H, respectivamente.

2.5.2. Construccion de una base de datos

La base de datos se genera de forma off-line, mediante la resolucién de un amplio rango de
ejemplos parametrizados. Para el cdlculo se utiliza un muestreo de microceldas, las cuales varian
tanto en su forma externa, como en distribucion interna de material. A continuacion una breve

descripcion de los parametros que identifican cada entrada de la base de datos:

= Forma de la microcelda. Mediante la variacién del par (w, ) dentro del dominio acotado,

Fig.2.8.

= Distribucion de material dentro del dominio, Figs.2.9-a y 2.9-b. Se trabaja con los casos
mas simples de distribucién de material: El patrén de la Fig. 2.9-a corresponde a barras de
igual seccidn distribuidas en todo el borde de la celda. El patrén de la Fig.2.9-b contiene re-
entrancias en los vértices, con el fin de alcanzar comportamientos similares al de materiales

auxéticos (Kolken y Zadpoor, 2017; Lakes, 1987).
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Figura 2.9: Distribucién de material en microceldas parametrizadas. a) Barras de igual espesor e distribuidas en el
borde de la microcelda. b) Los vértices V'1 no coinciden con los vértices de la microcelda. Existe un desplazamiento
de los V1 hacia el interior de la microcelda. Con esta topologia se busca lograr compuestos con médulo de Poisson
negativo. Debajo de cada microcelda se aprecia la microarquitectura ensamblada.

= Fraccion de volumen de material solido f. Este parametro determina el espesor e de las

barras.

Finalmente, todos los tensores eldsticos homogeneizados contenidos en la base de datos pueden
ser caracterizados por cuatro pardmetros: w y ¢ definen la forma de la celda Voronoi, f define la
fraccidn de volumen de sélido y P define el patrén a o b. Cada caso contenido en la base de datos es
identificado con la notacion Cgb(w, s, f, P). Luego de definido el tensor eldstico objetivo Cy, se
realiza una busqueda en la base de datos mediante la resolucion de un problema de minimizacién

discreto:

1 -
¢ = arg {mgn 1Chy(0) — Elan}, 2.10)

donde ¢ := {w,s, P, f}, y el factor que escala el tensor eldstico objetivo, F1, es el médulo de
Young de la fase rigida a utilizar en el disefio. La bisqueda del tensor elastico Cgb(C ) se realiza
dentro del conjunto de tensores eldsticos que poseen la misma simetria que el tensor eldstico ob-
jetivo C . La solucién de esta busqueda arroja dos datos: i) la relacién de lados de la microcelda,
para los casos O, Rcy Rp;y ii) la distribucion inicial de material para el problema de optimizacion

topologica.

2.6. Reglas de disefio para algoritmos de optimizacion topoldogica

En base a los conceptos presentados, se proponen cuatro reglas empiricas para facilitar el

proceso de disefio inverso de materiales periédicos mediante optimizacion topologica:

R1 El problema de optimizacion se resuelve en coordenadas naturales. En las formulaciones de

problemas de optimizacion presentadas en el Capitulo 1, Ecs. 1.2 y 1.3 se reemplaza C por
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Cy. El tensor Cy es obtenido mediante lo propuesto por Auffray y Ropars (2016), cuyo

algoritmo se detalla en el Anexo B.

R2 En funcion de la clase de simetria a la que pertenezca el tensor objetivo Cy, mediante la

Tabla 2.3 se adopta la celda Voronoi a utilizar como dominio de disefio €2,,.

R3 Larelacion de aspecto de la celda unidad se puede determinar mediante la bisqueda definida
en la Ec. (2.10). La relacién de aspecto es variable en los casos de celdas de redes oblicuas,

rectangular centradas y rectangular primitivas (Fig. 2.2).

R4 Los ejes de simetria a imponer a la topologia interior (Columna 3, Tabla 2.3) se eligen en

funcién de la clase de simetria a la que pertenezca el tensor objetivo Cy.

Las reglas #;, R2 y R3 constituyen un pre-proceso de la optimizacion topoldgica. En cambio
la regla R4 consiste en una restriccién geométrica a imponer durante el proceso de optimizacion
topoldgica. En los préoximos Capitulos se presentan aplicaciones de estas reglas en distintos pro-
blemas.

En el Anexo A las definiciones dadas en el presente Capitulo son desarrolladas con mayor
profundidad. Ademads son presentados distintos ejemplos de validacién numérica y de aplicacidn,
utilizando distintos algoritmos como derivada topoldgica y SIMP. Ademds, la implementacion del
procedimiento de disefio fue puesta a disposicion a la comunidad cientifica mediante un repositorio
de acceso libre. En el Anexo E se encuentra la documentacién correspondiente para el uso de

dichas herramientas computacionales.

2.6.1. Procedimiento de aplicacion de la regla de diseno R,

La regla de diseflo R4 consiste en imponer una simetria de grupo de plano a la topologia de
una microarquitectura en el marco del algoritmo de optimizacién topoldgica. Para ello, al final de
cada iteracion, la variable de disefo es actualizada de forma tal de satisfacer los requerimientos de
simetria del grupo de plano a imponer. El procedimiento se detalla a continuacién, ejemplificado
mediante un dominio cuadrado discretizado con elementos finitos cuadrados, Fig.2.10.

Previo al inicio de la optimizacién:

al Se determina el conjunto de puntos del dominio espacial relacionados entre si segun las
operaciones de simetria del grupo espacial. En el ejemplo de la Fig. 2.10 se tiene el conjunto
de elementos master, M = {e : 1..8}, y el conjunto de elementos slave, S = {e : 9..16}.

En dicho ejemplo, la relacion se da: M1 — S10, M2 — 59, M3 — S12,... etc.

Luego de iniciado el proceso de optimizacion, en cada iteracidn se procede de la siguiente manera:
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Figura 2.10: Ejemplo simplificado de una discretizaciéon de elementos finitos, donde se definen elementos master
M = {e: 1..8}, y elementos slave M = {e : 9..16}, segln una operacién de simetria (eje de reflexién vertical)

bl Se calculan las sensibilidades en cada elemento.

b2 Se calcula el promedio de las sensibilidades entre los elementos relacionados a través de las

operaciones de simetria (punto al).

b3 Se actualizan las variables de disefio, solo para el dominio master, mediante la actualizacion

correspondiente al algoritmo de minimizacion.

b4 En los puntos slave se copian los valores actualizados de los puntos master.



Capitulo 3

Diseno de metamateriales para

estructuras elasticas

3.1. Introduccion

El objetivo de este Capitulo es presentar un procedimiento de optimizacién multiescala débil-

mente acoplado, para el disefio de metamateriales para estructuras elasticas de dos dimensiones.

En la macroescala se busca optimizar las componentes del tensor eléstico efectivo C(x) en
cada punto x del dominio macro del problema, para satisfacer un criterio de optimizacién dado.
Luego, en la microescala se plantea la optimizacién topoldgica de la microestructura relacionada
con el tensor eldstico efectivo, para cada punto x de la escala macro. Para este tltimo caso se
utilizan las técnicas presentadas en el Capitulo 1 y las reglas de disefio introducidas en el Capitulo

2. El Anexo B se exponen con mayor detalle los conceptos y resultados del presente Capitulo.

3.2. Optimizacion Libre de Material

En el marco de la optimizacién estructural, la técnica de disefio estructural denominada Opti-
mizacién Libre de Material (Free Material Optimization - FMO, ver Bendsge et al. (1994), Zowe
et al. (1997)) ha tomado gran interés en los ultimos afios. Mediante esta herramienta se obtiene la
distribucién éptima de las propiedades efectivas del material dentro de un dominio macro €2. Esto
es, se resuelve un problema de optimizacién donde las variables de disefio son las componentes
del tensor constitutivo eldstico C en cada punto x del dominio 2. En la optimizacién en la escala
macro son tenidas en cuenta restricciones de manufacturabilidad, para luego, en una escala micro,

realizar el disefo de la microarquitectura en cada punto x.

25
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La formulaciéon de FMO utilizada en el presente trabajo de Tesis, es la siguiente:

min / tr (C) dv (3.1a)
ueVGQ,(C)UM Q
Noad _
tal que: Z wi (f, ug) < fu, (3.1b)
k=1
p<tr(C)<p,, (3.1¢)
C =0, (3.1d)

~

donde el término tr (C) es la traza del tensor constitutivo eldstico en cada punto. Las variables

de disefio del problema son los desplazamientos u y las componentes del tensor eldstico (C)ijkl
en cada punto x. V°? es el espacio de desplazamientos admisibles que determinan campos de
deformacién y de tensién que estdn en equilibrio con las fuerzas externas fj,. El problema se
resuelve en el dominio de disefio €.

Enlarestriccién 3.1b se impone una cota superior a la flexibilidad de la estructura, mediante un
peso wy, aplicado a cada estado de cargas nj,qq- En 3.1c se plantean restricciones de cota inferior
p'y superior p para la traza tr (C) La cota inferior es requerida para evitar singularidades en la
solucidn del equilibrio estructural, mientras que el valor superior es determinado segtin el mayor
autovalor del tensor eldstico isotropico del material del cual estard compuesta la fase resistente M,
de la microestructura (Schury, 2013). Por ultimo, en 3.1d se restringe al tensor eldstico C a ser
semidefinido positivo.

La solucién del problema 3.1 da como resultado la distribucién espacial ptima de las pro-
piedades efectivas, representadas con C(x), para cada punto x del dominio €2. Sin embargo, para
que estos resultados sean apropiados para el método de disefio propuesto en la presente Tesis,
es necesario aplicar un trabajo de postproceso. El fundamento del postproceso es explicado en

las siguientes subsecciones. Detalles sobre la implementacién de la formulacién 3.1 pueden ser

encontrados en el Anexo B.

Dominio reducido €)"¢?

La solucién del problema de FMO, Ec.3.1, arroja sectores de {2 donde los tensores C(x)
poseen un valor de traza muy bajo. Esto se traduce en microceldas con un contenido de fase
rigida casi nulo cuando se disefa la microarquitectura. Es viable considerar que dichos sectores
no contribuyen de manera significativa a la estructura macro. Por ende, en una primer solucion de
FMO, estos sectores son identificados y removidos, generando asi un dominio de disefio Q"¢ para

una segunda etapa.
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Materiales pentamodales y restriccion de manufacturabilidad

Es sabido que mediante el FMO se obtienen materiales pentamodales, como respuesta al pro-
blema de minimo peso y minima flexibilidad (Bendsge et al., 1994). Un material pentamodal es
un metamaterial que tiene un modo de deformacién rigida y en el resto de las direcciones es ficil-
mente deformable, ver Milton y Cherkaev (1995). Esto se traduce en un tensor efectivo eldstico
con s6lo un autovalor no-nulo. Para casos en dos dimensiones, estos materiales tienen un modo de
deformacion rigida y dos modos de deformacion flexible'. El tensor de elasticidad de un material

pentamodal puede ser caracterizando de la siguiente forma:
C=S®8, (3.2)

donde S es un tensor de segundo orden simétrico, ® representa un producto tensorial. En funcién

de lo expresado en 3.2, para cualquier deformacion €, la tension o se calcula como:
c=C:e=(S:e)S=—pS, (3.3)

donde
p=—(S:¢) (3.4)

es un escalar que representa una pseudo-presion. En la Ec.3.3, el simbolo (:) representa la traza
del producto tensorial. En funcién de la Ec.3.3, es notorio que materiales bimodales solo pueden
soportar tensiones proporcionales a S, siendo p un factor de proporcionalidad.

Por otro lado, el disefio de estos metamateriales, caracterizados por autovalores nulos, es dificil
de llevar a cabo. Por ello, para facilitar el disefio de su microarquitectura, se impone la restriccién
de manufacturabilidad propuesta por Schury (2013), mediante la introduccion del siguiente cam-
bio en la restriccion 3.1d:

(C — &I) = 0. (3.5)

Mediante esta restriccion, el minimo autovalor de C serd mayor o igual al escalar @, lo cual facilita

el disefo inverso.

Clases de simetrias de los tensores elasticos.

La formulacién de FMO presentada no restringe las posibles simetrias de los tensores C(x)

Es decir, las componentes (C)ijkl son totalmente independientes y por ende, en los puntos del

"Estrictamente, en dos dimensiones, estos materiales se llamarfan bimodales, pero a fines précticos se usaré el
término pentamodal para ambos casos, dos y tres dimensiones
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dominio, pueden obtenerse tensores de cualquiera de las cuatro clases de simetrias detalladas en
la Tabla 2.3 (Capitulo 2). La determinacién de la clase de simetria es necesaria para aplicar a
la optimizacién topoldgica las reglas de disefio propuestas en esta Tesis (ver Seccion 2.6). Para
este fin, el procedimiento propuesto por Auffray y Ropars (2016) fue implementado como parte
del postproceso de FMO. Mediante dicho procedimiento es posible determinar su expresioén en

coordenadas naturales y su clase de simetria. Su descripcién puede verse en el Anexo B.

3.3. Secuencia de optimizacion multiescala.

La secuencia de disefio consiste en realizar una doble optimizacién, primero en la macroescala
y luego en la microescala. Se parte de un dominio macroscépico §2 donde se quiere disefiar una
estructura sometida a cierto estado de cargas. Luego, para dicha estructura se disefia la microar-
quitectura del material en cada punto x de €2. El procedimiento se compone de tres etapas y son

explicadas a continuacion:

Etapa i) Macroescala - Primer problema de FMO: Se resuelve el problema planteado en la Ec.3.1,
en un dominio macroscépico 2, Fig.B.3-a. Como solucién se obtiene la distribucion 6pti-
ma de las propiedades efectivas en cada punto x, siendo C definido positivo para todo X,

Fig.B.3-b. Luego, considerando que valores bajos de la ¢tr(C) representan sectores con ma-

terial escaso o casi nulo, los subdominions de €2 que satisfacen la condicién
tr(C) < eE; (3.6)

son removidos del dominio de disefio del problema macro?. De esta manera se obtiene un

nuevo dominio 7¢? igual o mas pequefio que el original.

Etapa ii) Macroescala - Segundo problema de FMO: Sobre el dominio 27¢, Fig.B.3-c, se resuelve
nuevamente el problema FMO. Pero en este caso la restriccion de la Ec.3.1d es reemplazada
por la Ec.3.5. Como resultado de este segundo problema de FMO se obtiene una nueva dis-
tribucién del tensor eldstico C* en cada punto x del dominio 27¢?. Este campo de tensores
elasticos optimos C* es el que se adopta como tensor eldstico objetivo en el disefio de la

microarquitectura, en cada punto x°.

Etapa iii) Microescala - Disefio inverso: Por tltimo, en cada punto x del dominio "¢ se busca

una microarquitectura cuyo tensor efectivo C" sea lo mas cercano posible al tensor eldstico

2El pardmetro € (0 < e < 0) es un valor empiricamente adoptado. El parametro E; es el médulo de Young de la
fase rigida de la microescala.

3La obtencién del campo C* se realiza mediante un procedimiento, cuyas precisiones es posible encontrar en el
Anexo B, Secciones 3.2.2y 3.3.
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Q Qred

(b) (d) (e)

Figura 3.1: Secuencia de optimizaciéon multiescala: a) Dominio de disefio €2 para el primer problema de FMO, b)
distribucién de la traza de los tensores eldsticos efectivos, ¢) dominio de disefio Q7¢ para el segundo problema de
FMO, d) distribucion de la traza de los tensores eldsticos efectivos en la segunda etapa, e) disefio de la microarquitectura
para cada punto del dominio "¢,

objetivo C*, Fig.B.3-e. La microarquitectura es disefianda mediante las técnicas presentadas

en el Capitulo 1 y aplicando las reglas de disefio propuestas en la Seccién 2.

3.4. Resultados y discusion

3.4.1. Aplicacion de la técnica FMO - Etapas i) y ii)

En la Fig.B.3 se presenta la secuencia de resultados de FMO para una viga L empotrada en su
base y con carga en el extremo del voladizo. En las Figs.B.3-a y B.3-c se aprecian los dominios
para las etapas i) y ii), respectivamente, de la secuencia de disefio. En las Figs.B.3-b y B.3-d se
expone, para cada caso, la distribucién final de la traza del tensor eldstico efectivo en cada punto
del dominio.

En el Anexo B se presenta una profundizacion de estos resultados y también otros ejemplos

tipicos de problemas de disefio estructural.

3.4.2. Diseiio de la microarquitectura - Etapa iii)

Para el disefio de la microarquitectura se plantea el siguiente problema de minimizacidn:

ml'n/ x dS)
X Ja, (3.7)

such that: |C%(x) — Cy| = 0.
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En el Anexo B se dan detalles de la implementacién del algoritmo para resolver este problema.

Las reglas de disefio introducidas en la Seccién 2.6 fueron utilizadas de la siguiente manera:

= ;. Mediante la aplicacion del algoritmo de Auffray, el tensor objetivo C* es expresado en

coordenadas naturales, C%;.

» Ro&R3: Se definen la forma y las dimensiones de la celda unidad a utilizar para el disefo, a
la vez que es determinada la configuracion inicial del problema de optimizacidn, mediante

el uso de la base de datos, ver Ec. 2.5.2.

= R4 Se eligen las restricciones geométricas a imponer a la optimizacion topoldgica, es decir

los ejes de simetria en el dominio de disefio £2,.

Resultados

En la Fig.3.2 se aprecian algunas microarquitecturas disefiadas. Las celdas unidad son grafica-
das de tal forma que la direccién horizontal coincide con una direccion de la base normal del tensor
homogeneizado. En la misma figura se grafican, para cada caso, la microarquitectura ensamblada
y orientada segun ejes globales cartesianos del problema macro. En la Fig.3.3 se aprecia la com-
paracién de algunos casos disefiados (Columna 3) con sus respectivas configuraciones iniciales
(Columna 2). En la primer columa se detalla la clase de simetria del tensor objetivo correspon-
diente. En la tabla 3.1 se muestran las componentes del tensor objetivo C%,, el tensor inicial de la
base de datos Cgb y el tensor obtenido C?V en algunos de los sectores mencionados. Cabe remar-
car que, aun cuando el valor de la configuracion inicial CZ’b es cercana al objetivo, el algoritmo de
optimizacién mejora notablemente los resultados sin realizar cambios bruscos de la distribucién

inicial de material.

3.5. Conclusiones

En este Capitulo se presenta un procedimiento de disefio con enfoque multiescala, acoplando
las técnicas de FMO y optimizaciéon de topologia mediante derivada topoldgica. Se presentan
resultados del disefio de microarquitecturas eldsticas, llevados a cabo mediante uso de las reglas
de disefio propuestas en la Seccién 2.6.

La formulacién débilmente acoplada del problema de optimizacién multiescala no es un aporte
en si mismo, dado que existen casos en la bibliografia que trabajan de esta manera (Schury, 2013).
Sin embargo, en la secuencia de disefio se proponen conceptos novedosos, como la reduccién

del domino de disefio en FMO. Otro concepto importante es la resolucion del problema de disefio
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Figura 3.2: Microarquitecturas disefiadas en varios sectores de la viga L. La direccién horizontal en cada microcel-
da coincide con una direccion de la base normal del tensor homogeneizado. Se grafican ademds el ensamble de las
microceldas, orientadas segtin ejes cartesianos del problema macro.
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Figura 3.3: Detalle de la topologia final en algunos casos (Columna 3), en comparacién con la solucién inicial obtenida
de la base de datos (Columna 3). En la primer columna se detalla la clase de simetria en cada caso.
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Tabla 3.1: Resultados de la optimizacién topolégica. C* tensor eldstico objetivo, C%, tensor eldstico homogeneizado de
la configuracién inicial (base de datos), C% tensor eldstico homogeneizado de la configuracién solucién del problema
de optimizacién (los valores son multiplicados por un factor 1000 (Ey = 1.M Pa). En la dltima columna se detalla la
fraccion de volumen de la rigida.

Sector Crinn | G222 | Cr212 | C2212 | Cra12 | Criaz | Frac. de Vol
1|ch| 793793 094| 0 | 0 [-179] 030
1 C}]i/ 7.19 | 7.19 | 1.85 0 0 -3.12 0.17
1 C* | 7.07 | 7.07 | 2.00 0 0 -3.07 -
13 |Ch| 404|404 | 190| 0 | 0 |024| 035
13 C}JZV 4.04 | 4.04 | 2.01 0 0 0.02 0.14
13 C* | 4.04 | 403 | 2.00 0 0 0.01 -
24 | Ch|1373]300 | 194 | 0 | 0 |-096| 040
24 C?V 13.22 | 429 | 1.57 0 0 -1.80 0.15
24 C* | 14.03 | 435 | 2.00 0 0 -1.85 -
72 Cgb 48.11 | 15.27 | 0.12 0 0 18.55 0.12
72 C}ﬁ/ 47.35 | 13.73 | 0.07 0 0 20.79 0.10
72 C* | 48.38 | 14.03 | 2.00 0 0 21.09 -
80 Czb 82.81 | 2.08 | 2.37 0 0 -2.21 0.40
80 | Chk |80.15| 343 | 002 | 0 0 |-0.46 0.12
80 C* 18243 | 4.00 | 2.00 0 0 -0.37 -
84 |Ch 9152|164 | 220 0 | 0 |-229| 040
84 ijﬁf 89.69 | 3.19 | 0.02 0 0 -0.18 0.12
84 C* | 91.79 | 4.00 | 2.00 0 0 -0.14 -
91 Cgb 57.25|50.52 | 0.86 0 0 38.57 0.18
91 C}]lv 60.84 | 36.03 | 0.76 0 0 40.68 0.17
91 C* 160.39 | 35.61 | 2.00 0 0 42.16 -
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inverso por homogeneizacion en coordenadas naturales. Este tltimo concepto ha sido generalizado
en la regla de disefo 1 (Seccién 2.6). Su aplicacion resulta en la obtencién de microarquitecturas
simples, e inclusive se presentan resultados alternativos a los habituales en la bibliografia.

En el Anexo B se presentan importantes analisis sobre los resultados tanto de la optimizacién
en la macro como en la microescala. Aspectos como distribucién de clases de simetrias, obtencién

de materiales auxéticos, etc., son destacados en dicho Anexo.
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Capitulo 4

Diseno de metamateriales para

camuflaje acustico

4.1. Materiales pentamodales para dispositivos de camuflajes acusti-

COS

En el presente Capitulo se expone la aplicacién de las reglas de disefio propuestas en el Capitu-
lo 2 para el disefio de materiales pentamodales aplicados a camuflajes acusticos.

Un camuflaje acustico es un material cuya propiedad consiste en volver invisible, de las ondas
de sonido, al objeto que camufla. Por ejemplo, sea un fluido contenido un dominio infinito B
(Fig.4.1-a), con un sistema de coordenadas polares (6, 7). En dicho dominio se encuentra un objeto
cilindrico C que es interceptado por una onda plana W que se desplaza de izquierda a derecha,

Fig.4.1-b. El objeto C actuard como perturbacion en el medio causando una dispersion de ondas,
Fig.4.1-c.

o 5
\ r i ' a.
1 k

~ (b)

B

_ AN
/9
(a) (0

Figura 4.1: (a) sistema de coordenadas polares en un medio B; (b) objeto cilindrico embebido en el fluido B; (c)
dispersién de la onda W.

El camuflaje acustico consiste en un material que ocupa el dominio §2, y cuyo propdsito es

manipular el paso de la onda de tal manera que, fuera del dominio §2, la onda no sufre dispersion

35
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(Fig.4.2-ay -b).

T ~_ - "“l‘\
- \
| . ) \
\ ” Q . B/Q/\

- B /B@/ \_vlﬂj,,/ -

(a) (b)

Figura 4.2: (a) objeto cilindrico camuflado; (b) onda no perturbada en el dominio B/2.

Segun lo propuesto por Norris (2008), un material para camuflaje acistico puede ser consegui-
do mediante un método de transformacién de coordenadas, donde las propiedades del camuflaje
copian los coeficientes geométricos de una transformacién espacial singular, ver también Pendry
et al. (2006). Segiin Norris, los materiales basados en dicha transformacién pueden ser clasifica-
dos en dos tipos: materiales que requieren masa inercial anisotrdpica (ver Cheng et al. (2008)) y
materiales con médulo volumétrico anisotrdpico. Este tiltimo caso puede ser conseguido mediante
materiales pentamodales.

En el presente Capitulo se expone el uso de las reglas de disefio propuestas para la obtencién
de un camuflaje acistico mediante el disefio de materiales pentamodales de médulo volumétrico

anisotrépico. Lo aqui expuesto puede verse desarrollado en detalle en el Anexo C.

4.2. Descripcion del problema resuelto

El problema consiste en el disefio de un camuflaje de espesor b — a, para un cilindro sélido
C, de didmetro a, inmerso en el fluido 5, con el fin de atenuar la dispersion de una onda actstica
W al impactar sobre dicho cilindro (ver Fig.4.2). El fluido en B es caracterizado por un médulo
volumétrico kg y una densidad pg, y la relacién entre los radios del camuflaje y el cilindro es
b = 2a. En este caso, se utilizan materiales pentamodales propuestos por Norris (2008) cuyo
moédulo volumétrico serd anisotrdpico. Seguin lo discutido en la Seccién 3.2 el tensor eldstico

objetivo para materiales pentamodales puede ser expresado de la siguiente manera:
C=xk'S®S, 4.1)

donde x* es un pseudo médulo volumétrico, el tensor S

S:,/%(eT@)e,«)—l—\/%(eg@eg), 4.2)
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e, v eg son los vectores unitarios en sentido radial y circunferencial, ver Fig.4.1-a, k, y kg son los
moédulos volumétricos en direccidn radial y circunferencial, respectivamente. En la expresion 4.3

se detalla la forma final del tensor eldstico objetivo:

Ky Kkrkg 0
C= ForFig Ko ol - 4.3)
0 0 0

La determinacidn de las propiedades materiales k, y kg se realiza mediante una funcién de
mapeo entre el dominio real §2 y el que se quiere lograr mediante el camuflaje, 2™, ver Fig.4.3. La
funcion lineal (linea roja de trazo) representa el caso en que no hubiera camuflaje. Si se busca un
camuflaje perfecto, la funcion de mapeo deberia ser la curva azul. Sin embargo, esto es dificil de
alcanzar dado que serian necesarios en el material médulos volumétricos y densidades excesiva-
mente grandes. Por ello en la funcién de mapeo se introduce el parametro 9, el cual vuelve viable
el diseno de un camuflaje con médulos volumétricos razonables, a costo de perder eficiencia. En
este caso, algunas posibles funciones de mapeo se representan en lineas verdes. En Gokhale et al.
(2012) los autores proponen la funcién de mapeo detallada en la Ec.4.4 (linea roja en la Fig.4.3(b)),
mediante la cual es posible asegurar que la anisotropia del médulo volumétrico del camuflaje serd

minima:

2
(b —ad. _ a‘%b“) ;o a<r<b

b2 —a? b2—a r

fo(r) = (4.4)
T r >0,

donde 7 es la coordenada radial (ver Fig.4.1-a). El uso del mapeo f, () contribuye enormemente
a la facilidad del disefio de la microarquitectura del material. En el Anexo C (Seccion 2.1) es

presentado en detalle el mencionado analisis.

Las propiedades materiales se determinan mediante las siguientes expresiones:

o=z (P0) =t (755). @)

. . r
pr=pl . p=pofl(r) <fi()> : (4.6)
Aqui, x, es el médulo volumétrico del medio, p, la densidad del medio, p* la densidad de masa
inercial y I el tensor unitario. Las propiedades eldsticas del camuflaje, para cada punto r/a del do-

minio €2, se presentan en la Fig.4.4. Todos los coeficientes estan normalizados por las propiedades
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Figura 4.3: (a) dominio Q™ luego de realizado el mapeo, (b) distintos casos de funcién de mapeo f(r), (c) dominio
real €.

materiales del fluido.
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Figura 4.4: Propiedades materiales del camuflaje, normalizadas por las propiedades materiales del fluido. Las pro-
piedades del camuflaje fueron obtenidas mediante el procedimiento de transformacidn de coordenadas detallado en el
Anexo C.

4.3. Diseno de la microarquitectura

Para el disefio del camuflaje, el dominio €2 es discretizado en sentido radial en 20 sub-capas
de igual espesor. Por cada sub-capa es disefiada su correspondiente microarquitectura, utilizando
aluminio para la fase rigida, siendo sus pardmetros k4; = 70.GPa, G4 = 25.5GPay pa =
2700.K g/m3. Para la fase blanda se asume un polimero flexible caracterizado por un material
isotrépico cuyo mdédulo eldstico contrasta con el aluminio en un factor de v = 1.e — 5 (ver Ashby

(2005)). Se adopta un valor de § = 0.333.

Para el problema de optimizacién topoldgica se utiliza la formulacién D.14 y se aplican las
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Microestructura

-
T

20
subcapas

w Q Microcelda

Figura 4.5: Division por sub-capas del dispositivo de camuflaje.

reglas de disefio presentadas en la Seccién 2.6!. Al utilizar la expresién 4.3 para la determinacién
de los tensores objetivo, la aplicacion de las reglas R; y Ra es directa. Ademads, es posible inferir
que todos los tensores se encuentran en coordenadas naturales y poseen una simetria Ds. Dada esta
simetria, de lo presentado en la regla R3 se desprende que la forma de microcelda mas apropiada se
obtiene mediante una red de Bravais que cumpla con una de las siguientes relaciones del dominio

acotado (ver 2.8):

O<w<l1l, ¢=090° (4.7a)
¢ =arccos(w/2) (4.7b)
w=1, 60°<¢<90° (4.7¢)

Sin embargo, en este caso, la relacidon de aspecto fue determinada mendiante un andlisis de sen-
sibilidad de la forma de la microcelda sobre la solucién del problema inverso, presentado en la
siguiente Subseccion. Por dltimo, con respecto a la regla R4, la simetria aplicada sobre las micro-

celdas es una c2mm (ejes vertical y horizontal en la microcelda de la Fig.4.5).

4.3.1. Forma de la microcelda

La relacién de aspecto fue determinada mediante un andlisis de sensibilidad de la forma de
la microcelda sobre la solucion del problema inverso. En decir, el problema de optimizacién to-
poldgica D.14 se resuelve para una sub-capa y utilizando distintas formas de la microcelda, va-
riando segtin el pardmetro geométrico 7, definido en la Fig.4.6. El tensor objetivo utilizado es el

correspondiente a la sub-capa 15, Ec.4.8, y las distintas microceldas utilizadas se muestran en la

Detalles de formulacién e implementacién del problema son desarrollados en el Anexo C
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Figura 4.6: Definicién del pardmetro geométrico 7 (a) y celda de Voronoi andloga (b).

Fig.4.7.
5.893 2250 0
C" =1 2250 0859 0 |- (4.8)
0 0 0

La variacién de 7 entre v/3 y 7 corresponde a un recorrido de la curva inferior 4.7b del dominio

acotado, Fig.2.8.

| V3 2 3 5 7

Celdas
Voronoi %%

Figura 4.7: Celda Voronoi para distintos valores de 7.

i
i

Resultados

En la Fig.4.8 son representados distintos resultados en funcién de 7). En la Fig.4.8-a se grafica
la funcién costo J del problema de optimizacién topolégica D.14. En la Fig.4.8-b se tiene la
componente Csg del tensor eldstico efectivo. Por ultimo, en la Fig.4.8-c se tiene la densidad de
masa inercial efectiva p©T de la microcarquitectura obtenida. Se aprecia que valores de 7 en el
rango 3 < n < 5 proporcionan una funcién costo J minima en comparacién con otros valores.
El mismo rango arroja los menores valores de la componente ng’m Recordar que cuanto mds
cercana a cero la componente C2$™, mejor serd el desempefio del dispositivo de camuflaje, ver
Norris (2008).

En base a estos resultados se formulé de forma empirica el siguiente criterio para la adopcién

de la forma de la microcelda:

n=13 (1 + 0.2@) . (4.9)

22
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Figura 4.8: Resultados obtenidos mediante el andlisis de sensibilidad de la forma de la microcelda sobre la solucién
del problema inverso. Las celdas Voronoi son caracterizadas con el mismo parametro 7: a) valor obtenido de la funcién
costo 7 para el problema de optimizacién topoldgica D.14, b) coeficiente de corte Cs3 del tensor elastico efectivo
obtenido, ¢) densidad de masa inercial obtenida pOT.

Donde 6'11 y C’gg son coeficientes correspondientes al tensor eldstico objetivo. De esta manera,
mediante la expresion 4.9 se determina la relacion de aspecto de las microceldas para disefiar
las 20 sub-capas del camuflaje. El presente andlisis de sensibilidad puede verse desarrollado en

profundidad en el Anexo C, Seccién 4.3.

4.4. Resultados del dispositivo de camuflaje acustico diseiiado

En la Fig.4.9 se grafican las microarquitecturas disefladas para las sub-capas 1, 5, 10, 15y
20. En la segunda columna se aprecia un detalle de los elementos estructurales del compuesto.
Por tltimo, en la tercer columna se detallan: el tensor eldstico homogeneizado C" y la densidad
pPT obtenidos de mediante la optimizacién; y ademds el tensor eldstico C y densidad p, ambos
objetivos del problema de optimizacién topoldgica. Para cada una de las soluciones de las 20 sub-
capas disefiadas, la densidad de masa obtenida es menor a la densidad objetivo, dada segtin los
requerimientos de Norris.

Por otro lado, en la Fig.4.10 se grafican las propiedades efectivas «/, ng y C%, para las 20
capas disefiandas, obtenidas mediante la resolucién del problema de optimizacion topoldgica. Para
cada sub-capa se tiene un valor de 7 obtenido segun la expresion 4.9, el cual define la forma de la

microcelda.

4.4.1. Desempeiio del dispositivo disenado

El desempefio del camuflaje disefiado se evalia mediante la medicién cuantitativa de la disper-
sién del campo de ondas, con una onda plana incidente sobre el cilindro camuflado en un medio
fluido infinito. Dado que el camuflaje ha sido disefiado con un pardmetro 6 = 0.333, la disper-
sién deberia ser equivalente al caso de una onda incidente sobre un cilindro sin camuflaje de radio

r = 0.333a.
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Sub-capa 1 Sub-capa 10
i /\ - 2
n= =2.12 Sub capa 0 3.292 2.234 0.000

0 X, C'=| 2.234 1.561 0.000
0.000 0.000 0.003

3.281 2.250 0.000

C= | 2.250 1.543 0.000

0.000 0.000 0.000

\ / p=1.442 p°'=0.419

Sub-capa 5

=227 3.612 2.226 0.000
" / \ C'=| 2.226 1.438 0.000

0.000 0.000 0.004
3.600 2.250 0.000
C= | 2.250 1.406 0.000
0.000 0.000 0.000

p=1414  p°'=0.430

Sub-capa 10
n=2.64 4.304 2.233 0.000

C'=| 2.233 1.206 0.000
0.000 0.000 0.004
4.298 2.250 0.000

C=| 2.250 1.178 0.000
0.000 0.000 0.000

p=1.348 0°'=0.469

Sub-capa 15
n=3.75 ’ \ 5.898 2.234 0.000
C'=| 2.234 0.888 0.000
0.000 0.000 0.005

5.893 2.250 0.000
C= | 2.250 0.859 0.000
0.000 0.000 0.000

\ Yi p=1.195 p°'=0.474
Sub-capa 20 12.363 2.237 -0.001
n=11.85 C'=| 2237 0.458 0.000

-0.001 0.000 0.000

12.371 2.250 0.000
C=| 2.250 0.409 0.000
0.000 0.000 0.000

p=0.778 p°'=0.729

Figura 4.9: Soluciones obtenidas para distintas sub-capas del dispositivo de camuflaje actstico. En cada fila, C" es el
tensor eldstico homogeneizado y p©7" 1a densidad en cada microcelda, ambos solucién del problema de optimizacién.
C y p son el tensor eldstico objetivo y la densidad objetivo, respectivamente, ambos obtenidos mediante el andlisis de
Norris.
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Figura 4.10: Propiedades efectivas de las 20 sub-capas, obtenidas mediante el algoritmo de optimizacién topoldgica.
Los valores obtenidos de médulo volumétrico en ambas direcciones (k! y k), la densidad (ph) y el médulo de corte
(Ch) se grafican normalizados mediante simbolos. Las curvas en lineas continuas representan los valores objetivo.

El test consiste en el modelado del camuflaje con 20 sub-capas perfectamente conectadas, de
material base eldstico cuyas propiedades son idénticas a las propiedades efectivas de los materiales

disenados. Los detalles y resultados de este andlisis pueden ser encontrados en el Anexo C, Seccién

5.

4.5. Conclusiones

Los resultados muestran la viabilidad de aplicacién de las técnicas de optimizacidn propuestas
en el Capitulo 2 para el disefio de dispositivos de camuflaje acustico utilizando materiales penta-
modales. Para alcanzar las microarquitecturas disefiadas fue estrictamente necesario el uso de los
conceptos propuestos en el procedimiento 2.6, principalmente la aplicacidn del la reglas de disefio
R, es decir, uso de la celda de Voronoi para la seleccion de una forma de microcelda apropiada.
Por otro lado, el andlisis de sensibilidad presentado es una buena opcién como alternativa a la
regla de disefio R3.

En los casos aqui abordados, el uso de microceldas de formas convencionales, como cuadradas
o rectangulares, no ha dado resultados satisfactorios. Notar, por ejemplo, que en el andlisis de
sensibilidad, valores de > 5, otorgan microceldas con forma cercana a la rectangular, y los
resultados obtenidos con las mismas no son buenos.

Mediante los resultados obtenidos para el rango 3 < 1 < 5, es posible concluir que existe mas
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de una microarquitectura solucién al problema inverso, en este caso para el disefio del dispositivo
de camuflaje acustico.
En el Anexo C se pueden encontrar un desarrollo mas detallado de las conclusiones aqui

expuestas.



Capitulo 5

Diseno inverso de compuestos elasticos

en tres dimensiones

5.1. Introduccion

En este Capitulo se expone una breve introduccién de los conceptos de simetrias geométricas
y simetrias fisicas para el espacio R>. Sin necesidad de incurrir en definiciones ya tratadas, lo
expuesto en el Capitulo 2 es analogo para el caso R?, y un andlisis exhaustivo puede encontrarse
en el Anexo D. Nuevamente, se utiliza el concepto de grupo puntual como nexo para relacionar las
clases simetrias de los tensores (propiedad fisica) con la forma de la microcelda y la distribucién

interna de material (propiedad geométrica).

5.2. Simetrias en el espacio R>: Celda unidad, grupo puntual y grupo

de espacio

El concepto de celda Voronoi (o Wigner-Seitz) es vdlido también en tres dimensiones. Su
construccién en este caso es similar (Fig.5.1): luego de unir el punto P con los puntos cercanos,
estas uniones son cortadas en su punto medio por planos normales. El minimo volumen encerrado
por dichos planos constituye la celda unidad. En este caso la celda Voronoi conserva las mismas
propiedades detalladas en la Seccién 2.2.2. En R? existen 14 redes de Bravais posibles!. Los
grupos puntuales son 32, y los grupos de espacio® son 230. Todas estas relaciones, presentadas en
la Tabla D.1, permiten utilizar las reglas i1, i2 y R4 en algoritmos de optimizacién topoldgica,

de la misma forma en que se aplican para problemas en R?.

"En la Tabla 5 del Anexo D se pueden ver los esquemas de cada red.
2 Antes grupos de plano.

45
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Figura 5.1: Construccién de la celda Voronoi sobre una red de Bravais en R®.

Tabla 5.1: Elementos de simetria (grupo puntual y grupo espacial) para cada clase de simetria de tensor eldstico. En la
primer columna, se utiliza la siguiente notacién: “x” una componente no necesariamente nula; “x — *” componentes
iguales; “x — % dos componentes iguales y de signo contrario; “®” el médulo de corte es igual a (C11 — Ch2) (ver
Ting (1996)). La dltima columna indica la cantidad de redes de Bravais que son compatibles con los grupos de punto

en cada caso.

Tensor Grupo Grupo | Red de
eldstico puntual espacial | Bravais
* k k % *x *x
k ok ok ok ok
Triclinico ok oK -
* ko 1,1 2 1
* %
%k
* % % % 0 0
* %k %k 0 0
Monoclinico * k00
% 0 0 2,m,2/m 13 2
E
sk
* % % 0 0 0
* % 000
Ortotrépico * 000 222,mm2,
¥ 0 0 mmm 359 4
* 0
%
A F £ 000 -
* % 00 0 4,4,4/m,
Tetragonal * 0 g g 442 4mm,
*\* o] | 42m,4/mmm 68 2
sk
* k% % % 0 0 —
Nk k0 0 3,3,
Trigonal * 0N 0 32,3m, 7 1
*\ 0 gm
* ok
® —
NG 00 0 6,6,
* % 0 00
Hexagonal * 000 6/m,622, 27 1
* 0 0 6mm,6m?2,
* g 6/mmm
* F% 0 0 0 _
* k0 00 23,m3,
Cubico * 0 g g 432.43m,
N
*
Total 32 230 14
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5.3. Diseiio de un compuesto isotropico extremo

Se presenta el disefio de una microarquitectura compuesta por un material rigido y vacio. Las
propiedades de la fase rigida consisten en médulo volumétrico k! = 1.669[G'Pa] y médulo de
corte G* = 0.3571[G Pa). El vacio es numéricamente simulado adoptando un factor de contraste
v = le — 5% y la fraccién volumétrica de la fase sélida es f = 0.338.

El problema atacado consiste en diseflar un metamaterial isotrépico con méiximos valores
efectivos de médulo volumétrico y médulo de corte, & y G respectivamente. Los valores teori-
cos maximos fueron propuestos por Hashin y Shtrikman (1963). Dichos valores se determinan
en funcién de las propiedades eldsticas del material base. Para este caso, los valores limites son
i = 0.1699[GPa] y G = 0.0789[G'Pal. En notacién de Kelvin, el tensor isotrépico eldstico,

objetivo de la optimizacién, viene dado por:

F+4G k—2G &—2G 0 0 0

k+4G #—2G 0 0 0

X E+4G 0 0 0
¢ = (5.1)

260 0

sim. 2G° 0

2G

Aplicacion de reglas de disefio: isotropia en R3

En el disefio de metamateriales es de particular interés alcanzar topologias de microestructuras,
cuyo comportamiento efectivo sea isotrépico. En el plano es posible garantizar la obtencion de
propiedades isotropicas en una microarquitectura, s6lo con seguir las reglas R, o y R4 (ver
Tabla 2.3, fila correspondiente a O(2)). En R?, en cambio, no existe ningtin grupo espacial que
garantice la existencia de un compuesto periddico cuyas propiedades efectivas sean isotrépicas,
como puede verse en la Tabla D.1. Por ello, para abordar el disefio de un material isotrépico en
R3, 1a propuesta de este trabajo consiste en usar celdas Voronoi correspondientes a la clase de

simetria més alta posible, en este caso la simetria ciibica. De esta manera, evaluar el grado de

3Relacién entre el médulo eldstico de pseudo-vacio y el médulo de la fase rigida
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Tabla 5.2: Propiedades de la simetria ctibica. Compatibilidad entre grupos puntuales y grupos espaciales. Las redes de
Bravais compatibles son: primitiva (SC), cibica de cara centrada (FCC) y cubica de cuerpo centrado (BCC). Se dibujan
las celdas Voronoi para las tres redes de Bravais.

Tensor de Grupo Grupo
elasticidad puntual espacial
23 P23, P2,3 F23 123,12,3
o 1000 m3 | Pm3,Pn3,Pa3 | Fm3, Fd3 13, 13
S 000 P432, P4,32
9 2 9
*\Z\g 432 P4332, P4,32 F432, F4,32 | 1432,14,32
* 43m P43m, P43n | F43m,F43c | 143m,143d
= Pm3m, Pn3n, | Fm3m, Fm3c, = =
m3m Pm3n, Pn3m | Fd3m, Fd3c Im3m, Ta3d

Redes de Bravais compatibles @ Q a\ @
Celda Voronoi Dj @ @

isotropia logrado en las propiedades efectivas para cada celda de Voronoi, y ademds estudiar las

topologias obtenidas en cada caso.

Dado que en la expresion 5.1 el tensor objetivo se encuentra en ejes naturales, se cumple la
condicién impuesta por la regla R;. Con respecto a la regla de diseiio R, las celdas de Voronoi
posibles son tres y se encuentran detalladas, junto con algunas propiedades de simetrias, en la
Tabla 5.2. Alli se muestran las tres redes de Bravais compatibles con la simetria cibica: primitiva,
caras centradas y cuerpo centrado, cuya notacién es SC, FCC y BCC respectivamente (segtin
sus nombres en inglés). Dado que las celdas de Voronoi elegidas no presentan variacién en su
relacion de aspecto, no es necesaria la aplicacion de la regla de disefio 35. Por otro lado, no fueron
aplicados ejes o planos de simetria a la distribucién de material dentro de la microcelda, lo que,
segun la regla de disefio R4, implica no garantizar ninguna simetria en la microarquitectura. Por

ultimo, las configuraciones iniciales utilizadas son las siguientes:

= i) Microcelda con un vacio esférico en su centro, de tal manera que la fracciéon de volumen

inicial de la fase rigida sea 25 % aproximadamente.

= ;i) Configuracién tipo celular, donde el material ocupa las caras de la microcelda con un

espesor constante.

= {ii) Configuracion de barras de igual seccion ubicadas en las aristas de la microcelda.

Cabe destacar que estas configuraciones pertenecen al grupo espacial Pm3m para la celda SP,
Fm3m para la celda FCC y Im3m para la celda BCC. Estos grupos espaciales comparten el

grupo de punto m3m con la simetria cuibica, ver Tabla 5.2.
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Figura 5.2: Mallas de elementos finitos de las celdas Voronoi (celdas BCC y FCC). a) Volumen generador. El punto
central de la celda Voronoi es I'; L es el punto central de la cara hexagonal; X el punto central de la cara cuadrada
contigua a la hexagonal; K es el punto medio del borde que une dos caras hexagonales; U es el punto medio que une
las caras hexagonales y cuadradas. b) Malla del volumen generador para cada caso. ¢) Malla de la microcelda completa,
obtenida a partir del volumen generador, mediante la aplicacién de trasnformaciones geométricas sucesivas

5.3.1. Construccion de las celdas unidad mediante elementos finitos

Para resolver el problema de elementos finitos, se utilizaron tetraedros lineales. Para la cons-
truccién de la celda Voronoi solo se mallé un volumen generador* (ver Fig.5.2-b). Luego, sobre
la malla parcial generada se aplican una serie operaciones de simetria (reflexiones y rotaciones)
para obtener finalmente la celda Voronoi completa. Esta técnica provee una malla con simetrias
que preservan la mds alta simetria de punto de la correspondiente celda Voronoi. De esta forma es
mucho mds sencillo imponer simetrias geométricas como restriccion al problema de optimizacidn

topoldgica.

5.3.2. Medicion del grado de anisotropia

Se introduce un indicador para medir cudn anisotrépicas son las propiedades efectivas obteni-
das. Dado un tensor eldstico cualquiera C", se define un tensor isotrépico eldstico de comparacién

(Ver Meille y Garboczi (2001)) de la siguiente manera:
iso _ L, ~n h h 2 h h 4 h h
1 = 5(011 + O + Cs3) + E(CIQ + O3+ Ca3) + E(CM + Cg5 + Cgg), (5.2)

, 1
G = =(Cly + Cip + Ca3) = (Ciy + Oy + C) +3(Clig + 5 + C), - (5.3)

K:iso — Cﬁo . %Giso’ (5.4)

*También llamado unidad asimétrica, ver Souvignier (2016).
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Figura 5.3: a) Espacio 4 vs. hatG: En lineas verdes se representan los limites de Hashin-Strikman, en el mismo se
disponen los resultados obtenidos con las celdas primitiva (SP), cara centrada (FFC) y cuerpo centrado (BCC). b)
Coeficiente de anisotropia x obtenido segtin forma de microcelda y solucién inicial.

y utilizando los valores de G%° y x%° se construye el tensor de comparacién C**° mediante la

definicion (5.1). Por dltimo se define el coeficiente de anisotropia:
X = ”Ch - CiSOHFTo (5.5)

el cual es mas cercano a cero cuanto mas isotrépico sea C".

5.4. Resultados y discusion

En la Fig.5.3-a se grafican los resultados en el espacio « vs. (G, puestos en comparacion con
los limites superiores de Hashin-Strikman, graficados en lineas verdes. Los distintos simbolos
detallan los tipos de celda unidad utilizados y la topologia inicial. En la Fig.5.3-b se grafican
los coeficientes de anisotropia alcanzados en los distintos tests. Queda claro que la celda unidad
BCC provee microarquitecturas que tienden a ser mas isotropicas que las demds celdas unidad,
independientemente de la configuracién inicial adoptada. Algunos resultados de distribucién de
material pueden verse en la Fig.5.4, graficindose la celda unidad completa (b), d) y f)) y la celda
unidad con un corte en el plano medio (a), c) y ¢)). Se aprecian patrones de distribucién de material
altamente simétricos, mas alld de no haber aplicado ninguna restriccion de simetria geométrica.
Por dltimo en la Tabla 5.3 se detallan las componentes del tensor eldstico objetivo, en comparacién
con las componentes de los tensores efectivos obtenidos en los casos de celdas unidad SC, BCC y
FCC, con topologia inicial ii) tipo celular. En todos los casos la fraccién de volumen de fase sélida

es f =0.338.
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Figura 5.4: A) Resultados obtenidos en el disefio: Celda BCC, a) con un corte en el plano medio, b) celda completa;

Celda FCC, ¢) con un corte en el plano medio, d) celda completa; Celda SP, e) con un corte en el plano medio, f) celda
completa;

(c)

@ V)

Tabla 5.3: Tensores eldsticos efectivos: Fila 2) Tensor eldstico objetivo de la optimizacidn, Filas 3 a 5) Tensores
eldsticos obtenidos mediante el proceso de disefio, con distintas formas de microceldas.

Cn Caa Cs3 Cus Css Ce6 Ci2 Ci3 Ca3

Tensor elastico
0.2750 | 0.2750 | 0.2750 | 0.1578 | 0.1578 | 0.1578 | 0.1172 | 0.1172 | 0.1172

objetivo C

Celda
SP
Celda
BCC
Celda
FCC

0.2732 | 0.2732 | 0.2732 | 0.1398 | 0.1394 | 0.1392 | 0.1177 | 0.1177 | 0.1179

0.2559 | 0.2571 | 0.2552 | 0.1272 | 0.1274 | 0.1276 | 0.1246 | 0.1243 | 0.1244

0.2570 | 0.2572 | 0.2569 | 0.1286 | 0.1274 | 0.1284 | 0.1242 | 0.1239 | 0.1241
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5.5. Conclusiones

Se present6 la aplicacion de las reglas de disefio al problema de disefio inverso de materiales
eldsticos isotrépicos en R3. Al proponer formas de microceldas no convencionales se logra una
amplitud del espectro de soluciones posibles. Ademas, el grado de anisotropia obtenido con celdas
BCC es satisfactorio e inclusive sustancialmente menor al caso convencional de microcelda de
forma cuibica. Esto es independiente de la configuracion inicial dada al algoritmo de optimizacién
en los casos presentados.

Con respecto a la distribucién de material en el interior de las microceldas, en este caso no
se imponen ejes o planos de simetrfa. Sin embargo, la técnica propuesta de generacion de malla
de la celda Voronoi a partir de un volumen generador facilitaria una posible imposicién de dichas

restricciones geométricas.



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Contribuciones

En esta Tesis se presenta un marco conceptual para facilitar el disefio inverso de metamateria-
les elasticos con enfoque multiescala. Dicho marco ofrece cuatro reglas desarrolladas a partir de un
andlisis exhaustivo de conceptos de cristalografia para geometrias periddicas. De alli se despren-
den propiedades de simetrias que permiten relacionar las geometrias periédicas con propiedades
fisicas y su caracterizacion matematica, en este caso el tensor constitutivo elastico. Dichas propie-
dades permiten formular cuatro reglas de disefio que son acopladas a algoritmos de optimizacién
inversa. Como resultado, se garantiza que la topologia disefiada cumpla de manera estricta con las
propiedades de simetrias requeridas por el tensor eldstico objetivo.

De las mencionadas reglas se desprende el uso de microceldas de formas no convencionales,
basadas en redes de Bravais y celdas Voronoi. Desde el punto de vista topoldgico, el uso de estas
microceldas facilita la obtencién de un amplio rango de microarquitecturas posibles, que serian
dificilmente alcanzables mediante microceldas tipicas en la literatura.

Como parte de estas reglas, se presenta una base de datos de tensores homogeneizados, cuyo
fin es determinar de forma no arbitraria la forma de la microcelda, ademas de otorgar al proceso
de disefo una solucidn inicial cercana al objetivo buscado. Las familias de topologias presentadas
en la base de datos son pocas y simples. Sin embargo, la forma de construccion de la base de datos
constituye un aporte conceptual, dado que la generacién de las microceldas estd estrictamente
relacionada con todas las propiedades efectivas que un tensor eldstico puede tener.

Como aplicacion de las reglas propuestas, se presenta la solucién de problemas de disefio in-
verso en R?, aplicando un algoritmo de optimizacién basado en derivada topolégica. En primer
lugar se presenta la solucién de problemas de disefio de estructuras eldsticas, con un enfoque de

optimizacién multiescala débilmente acoplado. Para un problema mecédnico dado, la Optimiza-

53
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cién Libre de Material da como resultado la distribucién espacial de material y sus propiedades
efectivas Optimas. Un segundo problema abordado consiste en el disefio de materiales para camu-
flaje acustico. En ambos problemas las propiedades objetivo describen materiales con propiedades
extremas, como materiales auxéticos, materiales altamente anisotrépicos o con médulo de corte
nulo, etc. La aplicacién de las reglas propuestas fue fundamental para alcanzar satisfactoriamente
las propiedades objetivo.

También se presenta un estudio, desde el punto de vista cristalografico, de compuestos pe-
riédicos en R3. Esto permite desarrollar herramientas conceptuales para poder utilizar las reglas
de disefio en problemas de tres dimensiones. Como aplicacién numérica, se presenta el disefio un
material isotrépico con propiedades extremas, mediante el uso de distintos dominios de disefio
no convencionales. Se logran niveles de anisotropia bajos. Por dltimo se presenta un algoritmo de
generacion de microceldas 3D construidas en base a los conceptos de redes de Bravais y celdas Vo-
ronor. La generacion de la malla se basa en volimenes generadores. De esta manera, la generacion
sistematica de la microcelda facilita la aplicacién de simetrias geométricas y la implementacion

de distribucidn inicial de material.

6.1.1. Resumen de contribuciones presentadas en esta Tesis

Resolucién de disefio inverso mediante optimizacion topoldgica en coordenadas naturales

del tensor objetivo.

» Parametrizacién en R? de redes de Bravais y celdas unidad Voronoi para uso de microceldas

de formas no convencionales en problemas multiescala.

» Construccién de una base de datos de tensores homogeneizados en R?, con cuatro variables
de entrada: dos pardmetros de red de Bravais, fraccion de volumen de material rigido y

distribucion interna de material.

= Definicién del conjunto de simetrias admisibles y posibles para obtener las simetrias reque-

ridas por el tensor eldstico objetivo.

= Formulacién de un procedimiento de optimizacién multiescala débilmente acoplado Opti-

mizacion Libre de Material-Derivada Topologica.

» Procedimiento para generacién de celdas unidad Voronoi para problemas en R?, contem-

plando las més altas simetrias geométricas.
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6.2. Publicaciones cientificas derivadas

A continuacidn se listan las contribuciones cientificas derivadas directa o indirectamente de

los estudios y desarrollos abordados durante la presente Tesis.

6.2.1. Publicaciones en revistas

1. J.M. Podestd, C. Méndez, S. Toro, A.E. Huespe. Making use of Symmetries in the 3D Elas-
tic Inverse Homogenization Problem. International Journal for Multiscale Computational

Engineering. En revision

2. J.M. Podestd, C. Méndez, S. Toro, A.E. Huespe. Symmetry considerations for topology de-
sign in the elastic inverse homogenization problem. Journal of the Mechanics and Physics

of Solids. En revision.

3. C. Méndez, J.M. Podestd, O. Lloberas-Valls, S. Toro, A.E. Huespe, J. Oliver. Material de-
sign of elastic structures using Voronoi cells. International Journal for Numerical Methods

in Engineering. DOI: 10.1002/nme.5804

4. C. Méndez, J.M. Podestd, O. Lloberas-Valls, S. Toro, A.E. Huespe, J. Oliver. Computatio-
nal material design for acoustic cloaking. International Journal for Numerical Methods in

Engineering. DOI: 10.1002/nme.5560

5. S. Toro, PJ. Sanchez, J.M. Podesta, P.J. Blanco, A.E. Huespe, R.A. Feij6éo. Cohesive sur-
face model for fracture based on a two-scale formulation: computational implementation

aspects. Computational Mechanics. DOI: 10.1007/s00466-016-1306-y

6.2.2. Divulgacion de herramientas computacionales

Con el fin de facilitar la reproduccién de los resultados obtenidos en este trabajo mediante
reglas de disefio presentadas en la Seccidn 2.6, se puso a disposicion el algoritmo realizado en un

repositorio de acceso publico, en el cual contiene:

= Algoritmo de obtencién de la clase de simetria y expresion en coordenadas naturales de un

tensor eldstico arbitrario de estado plano.
= Base de datos de tensores homogeneizados para problemas en estado plano.

= Algoritmo de generacién de base de datos para geometrias parametrizadas para el usuario.
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6.2.3. Publicaciones y presentaciones en congresos

1.

10.

11.

C. Méndez, J.M. Podestd, S. Toro, A.E. Huespe, J, Oliver. Uso de simetrias en la homoge-

nizacion inversa de un problema eldstico. MECOM 2018. Tucuman, Argentina.

. J.M. Podestd, C. Méndez, S. Toro, A.E. Huespe Materials inverse design in 3D problems

using elastic symmetry properties. MECOM 2018. Tucuman, Argentina.

. J.M. Podestd, C. Méndez, S. Toro, A.E. Huespe, J, Oliver. Computational optimization tools
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Abstract

An analysis of the symmetries characterizing the micro-architecture topologies and the elastic
material properties is performed. The goal is to elucidate a systematic procedure that facilitates the
design of elastic metamaterial with a prescribed target elasticity tensor via inverse homogenization
methodologies. This systematic procedure, which is defined through a set of rules, is based on the
relationship established between the elasticity tensor symmetries and the symmetry displayed by
the micro-architecture topology.

Following this procedure, it can be guaranteed that the designed composites, with the attained
micro-structures, have effective elasticity tensors that possess the same or higher symmetries than
those shown by the target elasticity tensors. Furthermore, the micro-architectures designed through
this technique display simple topologies.

Both properties that are supplied by the procedure, i.e., the accomplishment of the required

symmetry of the composite homogenized elasticity tensor combined with the topology simplicity,

!Corresponding author. E-mail address: ahuespe @cimec.unl.edu.ar (A.E. Huespe).
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are assessed through numerical simulations of several micro-architecture design problems. They
are designed by formulating the inverse homogenization problem as a topology optimization pro-
blem which is solved with two different standard algorithms. The proposed procedure and the

conclusions here obtained do not depend on the algorithm adopted for solving this problem.

1. Introduction

The goal of the inverse homogenization problem addressed in this work is the micro-architecture
design of a two-phase periodic elastic composite whose effective elasticity tensor C" is identical
to a target elasticity tensor C. In this context, a systematic procedure for restricting the search
space of variables that are meaningful in this problem is described.

An approach to solve the mentioned inverse homogenization problem has been reported in the
past by formulating it as a topology optimization problem, see for instance the landmark works
by Sigmund (Sigmund (1994) and Sigmund (1995)) who has coined the name inverse homoge-
nization to this kind of problem. See also the reference book by Bendsoe y Sigmund (2003) and
the bibliography cited therein related to this topic. According to this approach, the topology op-
timization problem is formulated by choosing a design domain, €2,,, assumed as a base cell of
the composite, which is also used to compute its overall elastic properties. The algorithm solving
the topology optimization problem tests different distributions of given hard and soft materials to
satisfy a proposed optimality condition, see for example the methodologies proposed by Huang
etal. (2013), Amstutz et al. (2010), Ferrer et al. (2016), and Paulino et al. (2009) where the design
of graded micro-architectures has been addressed.

The selection of the cell €2, is a decision that has to be taken by the designer and is a particular
aspect of the inverse problem that we want to highlight in this work. There are several issues
related to this choice. For example, Coelho et al. (2016) investigate the cell size influence on the
designed topology.

Also, Diaz. y Benard (2003) mention that the shape of the design domain plays an important
role in widening the range of attainable micro-architectures with unusual properties. This has been
the case for developing new classes of extreme material micro-structures by using rectangular unit
cells and certain material distribution symmetries, see the cases studied in Sigmund (2000). The
relationship between tensor symmetry and unit cell shape has already been discussed by Barbaro-
sie et al. (2017) and Lukkassen et al. (2003). These authors exploit the symmetry of the material
configuration within the unit cell to get a less expensive computation of the effective material
properties. But, in these cases, the morphological symmetries have not been used to facilitate the

search of a topology satisfying the inverse homogenization problem requirement.
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In this work, we make an exhaustive analysis of the information associated with the target
elasticity tensor. This information could be used to make easier the inverse design procedure.
In particular, we aim to study the elasticity tensor symmetry and its connection with the base
cell geometry and the material configuration within this cell. Then, based on this analysis, we
introduce a set of guidelines, which can be taken as a protocol to guarantee the accomplishment

of the required elastic symmetry.

To reach this goal, arguments taken from crystallography are employed. Typically, each crystal
is associated with a point group through its Bravais lattice and its motif. This association helps to
determine the crystal system, as well as, the symmetry of any effective material property, according
to Neumann’s principle (Nye (2006)). See the discussion about the connection between material

and physical symmetries reported by Zheng y Boehler (1994).

In a complete parallelism, a Bravais lattice and a motif can be assigned to each periodic mate-
rial configuration. Therefore, by following the same arguments to that given in crystallography, the
material micro-architecture can be classified by possessing one of the seventeen plane groups with
a given point group. Also, in this case, the point group of the material configuration geometry is
connected with the effective elasticity tensor symmetry class. Hence, when this notion is applied
to the inverse homogenization problem, the plane group characterization of the micro-structure
could give a hint for distributing the material within the design domain such that the effective
properties of the composite display a similar or higher symmetry than that shown by the target

elasticity tensor. This is the principal line of argument taken by this work.

Another aspect related to the choice of the design domain has to be remarked. The symmetry
properties of the target elasticity tensor give useful information to select the base cell shape bet-
ween a family of cells. However, the slenderness of the adopted cell, taken from one particular
family, should be defined by introducing more information. We propose to build a database sto-
ring effective elasticity tensors of composites with a set of representative and simple topologies.
Then, the stored information in this database is used to choose the cell slenderness, as well as, to

provide an initial configuration to solve the topology optimization algorithm.

A brief description of this paper is given as follows. Initially, we analyze the point and plane
groups properties of different crystal systems in two-dimensions, as well as the point groups of the
Bravais lattices associated with these crystals. We perform an exhaustive analysis of the full set of

possible symmetries that can display a periodic crystal.

Next, we define a criterion to build the database. Based on this database and the symmetry
notions previously discussed, in Section 4 we present the procedure through a series of rules that

facilitates the inverse homogenization process.
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The influence of these rules on the topology design process are assessed in Section 5 by means
of a set of numerical simulations. We solve some representative inverse homogenization problems
with techniques that follow the proposed rules and the solutions are compared with those obtained

using conventional approaches that do not follow these rules.

1.1. Inverse material design as a topology optimization problem

Material design via inverse homogenization refers to the problem of finding the micro-architecture
configuration of a composite whose effective elasticity tensor is identical to a target elasticity ten-
sor. This problem involves two characteristic scale lengths; the macro-scale length, ¢, which is of
the same order of magnitude as that of the structure size, and the micro-scale length, £,,, which
is of the same order of magnitude as that of the material micro-architecture characteristic length.
We assume that /,, < /. The effective elasticity tensor is defined at the macro-scale level, such as

sketched in Figure D.1, and the material design is performed at the scale /,,.

Material design via inverse homogenization has been formulated as a topology optimization

problem in a given design domain and we follow a similar formulation in this paper.

Let us consider a structure whose material is a periodic composite constituted by two isotropic
elastic phases M and Ms. We take a basic micro-cell of this material identified by €,,. In this

micro-cell, phases M7 and My occupy the domains Q}L and Qi, respectively, see Figure D.1.

The characteristic function x(y) in €2, identifies the positions where the phase A/ is placed
and is defined by:
2
0 Vyeq,
X(y) = : (A.1)
1
1 VyeQ,

Evidently, the homogenized elasticity tensor of the composite, C", depends on the geometrical
configuration of the phases M; and M> in €),. This dependence is made explicit by introducing
the notation C"(x). This tensor can be evaluated in u by enforcing periodic boundary conditions
in displacements fluctuations. Then, standard computational techniques based on finite elements
(Bendsge y Kikuchi (1988), Feyel y Chaboche (2000)) or Fast Fourier Transform (Michel et al.
(1999)) can be used to get this goal.

Next, we formulate the micro-architecture inverse design problem as a topology optimization

problem expressed as follows: given the design domain €2, and the target effective elasticity tensor
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C, find the characteristic function x satisfying:

1
min—/ x dS)
XS] Qu

such that: |C"(x) — C|| =0.

(A2)

The cost function represents the stiff phase volume fraction. In particular, considering that the soft

phase is void, the problem (A.2) identifies a minimum weight problem.

Macroescala

Microescala

~ FaseM,
(dominio Q,z,)

Contorno del
dominio €,

Ly

Fase M,

e >> gu (dominio Q:,)

Figura A.1: The material design is carried out by solving an inverse homogenization technique formulated as a topology
optimization problem which involves two characteristic scale lengths. The micro-cell €2, is used as the design domain
for the topology optimization problem. The symbols o and € represent the macro-stress and macro-strain tensors,
respectively.

There are several implicit variables in the problem (A.2). One of particular interest here is
the design domain, €2,,, where this problem is posed. The shape of this domain is a variable that
should be fixed in advance; it results from a decision taken by the designer. Also, the enforcing of
periodic boundary conditions along pre-established directions to find the effective properties of the
composite, C", is a decision taken in advance by arguing that the micro-architecture is periodic
along these directions. Due to this arguments, the full material architecture must result from a
spatial replica, by tessellation, of the cell €2,,.

We remark that both decisions play an important role to govern the complexity of the attained

micro-architecture topology.

2. Effective elastic symmetry inherited from the micro-architecture

configuration

Effective elastic properties of composites constituted by two isotropic phases show different
classes of symmetries. These symmetries are a result of the micro-structure geometry, due to the
spatial distribution of phases.

In this Section, by resorting to a complete parallelism with crystallography, we analyze the
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connection between the overall elastic properties and the micro-structure geometry, from the com-
mon perspective involving the symmetry properties.

First, we categorize the periodic material micro-architectures according to their point groups.
To reach this goal, we identify the underlying Bravais lattice, the motif and the crystal system
of the material configuration. This classification involves only the geometrical features of the
composite. See the book of Sélyom (2007) for additional information about this topic. Then, the
elastic symmetry classes of these composites are briefly discussed and presented. Finally, we close
this Section by discussing the connection between physical and material configuration symmetries

stated in terms of Neumann’s principle.

Point group symmetry

An isometric transformation imposed on the material configuration, which leaves invariant its
spatial distribution, is a symmetry operation. The composition of successive symmetry operations
is also a symmetry operation for that material configuration. So, from an algebraic point of view,
this set of transformations constitutes a group. One simple operation of this group is a symmetry
element.

First, we consider a restricted set of symmetry transformations which leaves a point of the
material fixed. In this case, the symmetry elements are the rotations around a fixed axis (orthogonal
to the plane of analysis), reflections across straight lines intersecting the fixed point and inversion
in the fixed point. The last one can be ignored as it corresponds to a rotation through an angle
of w[rad]. The element of the group denoted n is a rotation through an angle 27 /n [rad] and the
element denoted m is a reflection through a plane.

Now, consider the groups that contain mirror lines and rotations. Any line obtained from a
mirror line via a rotation with the angle 27 /n [rad], around the n—fold axis, is also a mirror line.

Then:

- for n odd, the angular separation of the n mirror lines obtained in this way is 7/n [rad].
Thus, the group has 2n symmetry elements, n rotations and n reflection planes, and is

denoted by nm;

- for n even, rotations of a mirror line will yield only n/2 different mirror lines whose angular
separation is 27 /n [rad]. Nevertheless, in this case, there must exist another set of mirror
lines, i.e., the angle bisectors of the previously obtained lines. This is so because the com-
position of a reflection, in a mirror line, and a rotation through 27 /n [rad] is equivalent to a
reflection in a mirror line that makes an angle 7 /n with the original mirror line. Therefore,

there are two independent sets of mirror lines. This is expressed by the notation nmm of
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such groups.

Considering the material distribution in the space, we can identify all the isometric transfor-
mation with fixed point leaving invariant this distribution. The set of all the symmetry elements of

a given material is called its point group.

2.1. Materials with periodic micro-architecture

Let us consider materials having periodic micro-architectures with a given translational sym-
metry. The micro-architecture is invariant under discrete translations along two directions defined
by the non-proportional primitive vectors a; and ay. The translation of the material along direc-
tions that result from integer multiples of a; and ay takes the material into itself. Therefore, the

characteristic function ;, for a given ¢-th phase, satisfies

Xi(x+t) =xi(x) ; where t=wja;+was (A.3)

and the scaling factors w; and wy are two arbitrary integers.

Underlying Bravais lattices of a periodic pattern

Every periodic configuration of material possesses an underlying Bravais lattice and a motif.
The procedure to identify the underlying lattice of a periodic structure and its motif is indicated in
the artistic wallpapers reproduced in Figure A.2. The lattice and the primitive vectors are found by
identifying the equivalent set of points of the material periodic array. For example, equivalent sets
of points are the eyes of the fishes in Figure A.2-a and the red points in Figure A.2-b. Once the
Bravais lattice is characterized, the unit cells can be easily recognized. The motif is the material

configuration pattern within a unit cell.
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