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INTRODUCCION

Los productos infinitos, como su nombre lo indica, deben ser entendidos de manera
analoga a las series numéricas, pero cambiando las sumas parciales por productos parciales. Al
tratarse de un producto infinito aparecen naturalmente nociones de convergencia, como ocurre
en las series. De hecho, Si a, es una sucesién de numeros positivos, se tiene que la
convergencia del producto infinito de ellos es equivalente a la convergencia de la serie
numeérica de sus logaritmos naturales, esto es
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Un ejemplo interesante de producto infinito es el producto de Viéete (1593), que se considera
la primera representacion infinita de 1y que se define por
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pudiendo demostrarse usando argumentos geométricos basicos. Otro producto infinito conocido
relacionado con 1 es el de Wallis (1656), definido por

1 Proyecto en el que se enmarca: Caracterizacién de espacios funcionales asociados a sistemas
ortogonales, I+D, afio 2017, UNL, Roberto Scotto.
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La identidad anterior puede probarse usando nociones elementales de Algebra basica, el
Teorema de Pitagoras y la férmula del area de un circulo de radio r.
En 1735 Euler prueba la identidad
oo 1 —7.[2
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que solventaba el llamado Problema de Basilea, para lo cual utilizé la formula del producto
infinito de Euler para la funcién seno. Si bien la prueba original de Euler es errénea, el resultado
es correcto y ha sido motivo de discusion para los cientificos de la época. Estos son solo
algunos ejemplos de productos infinitos de interés, entre los tantos que existen en la literatura.

OBJETIVOS

El objetivo central es avanzar en el conocimiento sobre productos infinitos numéricos y sus
aplicaciones usando como soporte la teoria de series numéricas. Como objetivos particulares
se propone:

e Establecer una conexién entre la teoria de productos infinitos numéricos y series
numéricas, analizando propiedades de convergencia, similitudes y ventajas de utilizar
una o la otra.

e Ver aplicaciones y ejemplos de productos infinitos numéricos.

METODOLOGIA

Con el fin de estudiar la convergencia, las nociones basicas y las propiedades, como primera
actividad abordamos la lectura del capitulo VIl de [K] correspondiente a productos infinitos
numeéricos. Definimos asi las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales es posible
definir productos infinitos que converjan a un niumero real no nulo.

una sucesion de nimeros. Queremos definir el producto infinito H u, ,para
i=1

lo cual debemos, en primer lugar, darle sentido a la idea de multiplicar nimeros infinitamente.

Definimos el producto parcial como

Pn:ﬁ ui
i=1

Sea |u_,

es decir, al producto de los primeros n factores. De esta manera, diremos que un producto
infinito converge, si existe el limite 312 P,y ademas es no nulo.

Esta ultima observacion es necesaria ante la ambigliedad que genera el cero. Un ejemplo de
ello es de naturaleza algebraica: Se sabe que en un producto finito el valor del producto es nulo
si y s6lo si alguno de los factores es nulo. Sin embargo, si consideramos productos infinitos en
los que los factores son cada vez mas cercanos a cero, el limite es también cero. En este caso,
diremos que el producto infinito diverge a cero.
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A partir de alli, se derivan algunos resultados importantes, teniendo como eje principal la
relacién que pueda establecerse entre un producto infinito y una serie numérica asociada. Entre
los principales:

1. Si un producto infinito converge entonces Pfrolo u,=1

Noétese el paralelismo de esta propiedad con la correspondiente para series numéricas: Si
Z a, converge entonces 51510 a,=0

2. Un producto de la forma

e

[lian) , con a,>0 | converge si y soélo si la serie

=
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D a, converge.

n=1

3. Si |a

n

<1 , el producto [ ](1+a,] converge siy solo si la serie > log(1+a,)
n=1 i=1

converge.

a
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4. Si la serie z a, esconvergentey <1 ,entonces P, e® ,dénde S, eslan-

n=1
ésima suma parcial de la serie Z a, . Esto es, el producto y la serie convergen o divergen
simultaneamente.
Para cada uno de los resultados anteriores, abordamos distintos ejemplos propuestos.
Ademas, resulté de interés encontrar productos infinitos que representen el caracter necesario

y/o suficiente de algunas condiciones. Por ejemplo, el producto infinito H n diverge puesto

n=1

que el término n-ésimo n no tiende a uno, asi como la divergencia del producto

ﬁ 1+(—1)”\/L

el n+1

muestra la necesidad de tener la condicién a;>0 en el punto 2.

CONCLUSIONES

Algunas aplicaciones de lo expuesto anteriormente resultan ser los siguientes.

* El producto H

n=1

diverge.

1+l
n

Este resultado puede verse como otra prueba mas sencilla de que la serie arménica Z 1
n=1
diverge.
Si desarrollamos el producto parcial correspondiente, puede verse que P,=n+1 | de
donde facilmente se deduce que P,— % cuando n — o
Cabe observar también que es posible estudiar la divergencia de este producto con
cualquiera de los 4 puntos presentado antes. Por ejemplo, usando 4 y suponiendo cierto que la

serie armonica diverge.
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* El producto H 1+ 1

n=1

converge a 2.

Lo interesante de este resultado es que los productos parciales pueden relacionarse con
propiedades de los numeros de Fermat, que se definen como los enteros de la forma

Fn:22+1 , donde n es un natural. Estos numeros tienen la propiedad de que
F. =F,F,...F,_+2 . Entonces, si escribimos el término n-ésimo del producto como
27 +1 . .

> Y usamos la propiedad de recurrencia dada, tenemos que el P, es

2

n

P _ Fn+1_2
n— 222/‘

Luego, utilizando la suma de una serie geométrica, se tiene

P — Fn+1_2_Fn+1_2_

n 20 T ol
2 2

1
Fn+1_]-

de donde se deduce que P,—2 cuando n - o .

(_1)n71

an—1
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* El producto ||

n=1

1+

converge a 2 , para valores de a distintos de

1,55
2°3
Si prueba que

2n

[1

k=1

-1

[_1>k71 B 2n 1
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v=n+1 va

b

se puede deducir el resultado utilizando el desarrollo en series de Taylor de la funcion
logaritmica, la obtencién de la constante de Euler y por el limite

lim[l—logn =

n —oo

y escribiendo

Z Z——log 2n|—

v=n+l

+log 2.

1
Z ;—logn

v=1

De estos resultados y la ecuacion antes obtenida para el producto parcial, se deduce que

fifi-

- exp
k=1 va

~1
“Llog2
a 8
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0 equivalentemente

fifi ]

— Dd

como se queria probar. Resta probar la afirmacién hecha al comienzo, que facilmente se hace
por induccion.

Sintetizando otros resultados:
(_ \n—1

/
[

s

1+ converge a 1.

3
1
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s

n
. . 2
cosx, convergesilaserie ) [x,[ converge.
n=1

3
I
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i 2 .
cos? converge a P Cabe destacar que para probar este resultado se utiliza el
n

producto de Viéte, mencionado en el plan de trabajo propuesto (ver anexo).

1}
—_

= X sinx - . . . -

. H COSE converge a ——— . Para este caso, se utilizan identidades trigonomeétricas.

X
n=1

Notar que este resultado permite escribir la funcidn seno como un producto infinito.
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