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Resumen

En este trabajo de tesis se aborda el estudio de la regularizaciéon de problemas inversos mal
condicionados desde el enfoque deterministico de su resolucion y, en este contexto, se presentan
los métodos de Tikhonov-Phillips en sus versiones cldsica, generalizada (es decir, con término
de fidelidad cuadratico y penalizante generalizado) y doblemente generalizada (es decir, con
término de fidelidad y penalizante generalizados). Se muestra que estos métodos constituyen
regularizaciones en espacios de Banach. Para ello, para el caso doblemente generalizado, se prue-
ban la existencia y unicidad de soluciones regularizadas, la existencia de solucién de minimino
penalizante y, finalmente, la convergencia de aquellas a esta. El resultado de convergencia se
obtiene para el caso en que el parametro de regularizacion es elegido mediante una regla a-priori.

Por otra parte, se presenta el enfoque estadistico para la resoluciéon de los problemas in-
versos y su principal vinculo con el enfoque deterministico cldsico. Bajo un modelo lineal con
ruido aditivo, a partir de diferentes ejemplos, se muestra cémo la densidad de la variable alea-
toria que representa el error se relaciona con el término de fidelidad de un funcional de tipo
Tikhonov-Phillips doblemente generalizado y cémo la densidad a-priori de la variable incogni-
ta estd estrechamente relacionada con el penalizante de dicho funcional. Mas precisamente, se
prueba que bajo el supuesto de distribuciones a-priori (para el ruido y la variable de interés)
pertenecientes a familias exponenciales, el estimador maximo a-posteriori calculado desde el
enfoque estocastico coincide con la solucién regularizada obtenida mediante la minimizacién de
un funcional de tipo Tikhonov-Phillips doblemente generalizado.

A su vez, se estudia una regla de eleccién del pardmetro heuristica presentada por K. Ito, B.
Jin y J. Zou en 2011 cuya construccion se basa en el enfoque estocastico de la resolucién de un
problema inverso, méas precisamente, en los modelos jerdrquicos. Ademads, se presentan algunas
aplicaciones a problemas inversos en restauracién de senales e imagenes donde se utiliza dicha
regla para determinar el pardmetro éptimo en cada caso. Los resultados numéricos obtenidos
permiten una mejor visualizacion de los resultados tedricos.

Cuando la regla del eleccion del parametro es heuristica, no podemos esperar obtener re-

sultados de convergencia. En este caso, se prueban estimaciones del error a-posteriori cuando
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la solucién regularizada resulta de la minimizacién de funcionales de tipo Tikhonov-Phillips
generalizado o doblemente generalizado. Esta estimacion se particulariza a la regla heuristica
dada en 2011 por K. Ito, B. Jin y J. Zou dejando en evidencia que resulta mejor que la dada

por los autores en dicho articulo para el caso de fidelidad cuadratica.



Introducciéon

En los ultimos anos, el campo de los problemas inversos ha sido sin duda una de las areas
de mayor crecimiento de la Matematica Aplicada. Este crecimiento se debe, en buena parte, a
las aplicaciones en otras ciencias y en la industria.

En términos generales se dice que dos problemas son inversos el uno del otro si la formulacién
de uno involucra al otro ([30]). Generalmente por razones histéricas suele llamarse a uno de ellos
el problema directo (usualmente este es el mas simple o el que se ha estudiado primero) y al otro,
el problema inverso. Sin embargo, si detrds de un problema matematico existe un problema de la
“vida real”, hay, en la gran mayoria de los casos, una distinciéon natural entre el problema directo
y el problema inverso. Por ejemplo, si lo que se busca es predecir el comportamiento futuro de
un sistema fisico a partir del conocimiento de su estado presente y de las leyes fisicas que lo
gobiernan, entonces este es, naturalmente, el problema directo. En este caso, entre los posibles
problemas inversos podemos mencionar la determinacion del estado presente del sistema a partir
de observaciones futuras (es decir la evolucién “hacia atrds” en el tiempo) y la identificacién de
parametros fisicos a partir de observaciones de la evolucion del sistema. Asi, la resolucién de un
problema directo involucra anélisis y razonamiento progresivos: de premisas a conclusiones, de
causas a efectos, en ese orden; mientras que la resolucién de un problema inverso, involucra un
razonamiento regresivo: de conclusiones a premisas, de efectos a causas, en ese orden “inverso”.

En muchas ocasiones, un problema inverso resultar estar “mal condicionado” en el sentido
de Hadamard, y pequenos errores en el dato pueden resultar en errores arbitrariamente grandes
en la variable incégnita ([16]). Esta falta de dependencia continua de los datos se traduce
en inestabilidad desde el punto de vista de la resolucion numeérica del problema, convirtiendo
en inadecuados a los métodos numéricos estandar de aproximacién desde el punto de vista
practico. Es precisamente esta pérdida de estabilidad la que origina la necesidad del desarrollo
de herramientas y métodos matematicos apropiados que permitan aproximar las soluciones del
problema manteniendo la estabilidad del mismo, es decir, herramientas disenadas para restaurar
el proceso de inversién. En el contexto del estudio de problemas inversos, a tales herramientas

y métodos se los denomina “métodos de regularizacién” ([16], [50]).
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Uno de los métodos de regularizacion mas conocidos, y sin dudas el mas utilizado, es el
método de Tikhonov-Phillips, que fue propuesto independientemente por D. L. Phillips y A.
N. Tikhonov en 1962 y 1963, respectivamente ([43], [52], [53]). Si bien este método puede
ser formulado en un contexto muy general mediante la utilizacién de teoria espectral ([16]),
una de las razones por las cuales su aplicacién es tan frecuente es, sin duda, el hecho de que
también puede ser planteado de manera muy simple como un problema de optimizacién. Sin
embargo, una de las principales restricciones del método de Tikhonov-Phillips, la que se en-
cuentra ampliamente documentada en la literatura, es la relacionada a la sobreregularizacion
que produce su aplicacién. Esta puede describirse de la siguiente manera: si la solucién exacta
posee discontinuidades o regiones en las cuales es localmente irregular (por ejemplo, existencia
de vértices, saltos, bordes u otras caracteristicas de falta de regularidad) entonces la aplicacién
de este método resulta en aproximaciones sobresuavizadas, las cuales pierden la mayor parte
de la informacién en relacion a tal falta de regularidad ([32]). Una manera de “subsanar” esto
es a través de la utilizacién de diversos tipos de penalizantes que permiten capturar diferentes
propiedades de la solucién exacta.

En los dltimos 25 anos varios autores ([1], [24], [34], [35], [36], [48], [49], [50], [54]) han
propuesto diversas generalizaciones del método cldsico de regularizacién de Tikhonov-Phillips.
La mayoria de ellas consisten, esencialmente, en considerar diferentes penalizantes. De esta
manera, es posible pensar en funcionales de Tikhonov-Phillips con penalizante generalizado.
En muchas aplicaciones resulta de gran utilidad ademas, el uso de otros términos de fidelidad
diferentes del clasico cuadratico. Por ejemplo, la utilizacion de normas mas débiles como término
de fidelidad permite, en el caso de problemas de restauracion de imagenes, una separacion “mas
adecuada” de la componente de alta frecuencia, como lo son el ruido y la textura, de la parte
suave de la imagen ([41], [42]). En ocasiones donde es sabido que el dato no es suave, la
utilizacién de un término de fidelidad dado por || - ||; ha sido de gran utilidad ([11]). Por otro
lado, en aplicaciones como en ejemplos de emision de rayos X y tomografias computadas, es
usual utilizar un término de fidelidad dado por el funcional de Kullback-Leibler ([44], [45]). De
esta manera, es posible pensar en un método de Tikhonov-Phillips que sea generalizado tanto
en el penalizante como en el término de fidelidad. Asimismo, un aspecto muy importante que
debe considerarse en la aplicacién de cualquier método de regularizacion es el de la eleccién del
parametro de regularizacion. En el contexto del método de Tikhonov-Phillips este parametro

establece un “compromiso” entre el término de fidelidad y el penalizante.
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Esta tesis consta de tres capitulos. En el Capitulo 1, se aborda el estudio de la regularizacién
de un problema inverso mal condicionado desde el enfoque deterministico de su resolucién y en
este contexto se presentan los métodos de Tikhonov-Phillips en sus versiones clasica, generali-
zada (es decir, con penalizante generalizado y fidelidad cuadrética) y doblemente generalizada
(es decir, con fidelidad y penalizante generalizados). Mostraremos que estos métodos constitu-
yen regularizaciones en el contexto de espacios de Banach. Para el caso de funcionales de tipo
Tikhonov-Phillips generalizado, en la Seccién 1.2, enunciamos los principales resultados sobre
existencia y unicidad de soluciones regularizadas obtenidos por G. Mazzieri, R. Spies y K. Tem-
perini en [34]. En la Seccién 1.3, presentaremos generalizaciones de estos resultados que hemos
obtenido para funcionales de tipo Tikhonov-Phillips doblemente generalizados. A su vez, para
estos funcionales probaremos la existencia de soluciéon de minimo penalizante y la convergencia
de las soluciones regularizadas a ella cuando el nivel de ruido tiende a cero por derecha y el
parametro de regularizacién es elegido mediante una regla a-priori.

Todo lo mencionado hasta aqui es de naturaleza absolutamente deterministica, sin embargo,
existe ademds un enfoque estadistico para resolver problemas inversos mal condicionados. La
filosofia detras de dicho enfoque estd basada en la “reformulaciéon” del problema inverso en una
forma estadistica de busqueda de informacion; es decir, en un problema de inferencia. Asi, los
procedimientos de inversion estadistica se basan en los siguientes principios consistentes con el

enfoque Bayesiano:

= todas las variables incluidas en el modelo son consideradas aleatorias;
» el grado de informacién (o falta de ella) concerniente a esos valores se codifica en la
distribucién de probabilidades;
= ]la solucién del problema inverso es una distribucién de probabilidad llamada distribucién
a-posteriori.
Este ultimo hecho hace que el enfoque estadistico para tratar, y resolver, un problema inverso
sea muy diferente del enfoque cldsico deterministico. Los métodos clasicos de regularizacién, pro-
ducen una unica estimacion de la solucién del problema, mientras que los métodos estadisticos
dan como resultado una distribucién de probabilidades que puede usarse para obtener, luego,
estimaciones de la incégnita. Por lo tanto, una pregunta natural en este caso, no es cual es el
valor de la variable en cuestién (incégnita), sino cudl es la informacion de la que se dispone
acerca de esa variable.
El enfoque estadistico Bayesiano es particularmente apropiado en problemas de restauracién

de imagenes porque permite la utilizacién de informacién cualitativa sobre la imagen que se
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desea reconstruir o recuperar. Los primeros trabajos sobre la utilizacién de técnicas Bayesianas
en el tratamiento de problemas inversos se deben a J. Besag ([3], [4]) y a S. y D. Geman ([19]),
datan de mediados de la década del 80 y fueron precisamente aplicaciones al procesamiento y
restauracion de imégenes. La calidad de los resultados obtenidos desde entonces en problemas
de restauracién de imagenes ([6], [7]) y procesamiento de seniales en general ([8]) son una clara
demostracién de la potencia de este nuevo enfoque.

Es importante mencionar que la definicién abstracta de la soluciéon “estadistica” de un
problema inverso, como la distribucién a-posteriori de la incégnita, no es muy 1til en la practica
si no se dispone de medios para explorarla. Los estimadores usualmente considerados son el
estimador mdzimo a-posteriori y la media condicional.

Como se senalé anteriormente el enfoque estadistico Bayesiano parece estar, en principio,
completamente desconectado de la teoria clasica que es puramente deterministica. Sin embargo,
los dos enfoques no son disjuntos y resulta de fundamental importancia la relacién existente
entre las distribuciones utilizadas en el enfoque Bayesiano y los funcionales presentes en el
término de fidelidad y en el penalizante de la teoria generalizada de Tikhonov-Phillips.

En el Capitulo 2 de esta tesis estudiaremos la resolucién de los problemas inversos desde el
enfoque estadistico y probaremos que, bajo el supuesto de que la variable asociada al ruido y
la incégnita tienen densidades pertenecientes a una familia exponencial, el estimador maximo
a-posteriori coincide con la solucién regularizada obtenida mediante la minimizacién de un
funcional de tipo Tikhonov-Phillips generalizado o doblemente generalizado. Esto constituye el
principal vinculo entre ambos enfoques de resoluciéon de un problema inverso.

Otro aspecto muy importante que debe tenerse en consideracion para obtener soluciones
regularizadas es el de la adecuada eleccion del parametro de regularizacién. Los métodos para
la eleccién de este parametro se clasifican en a-priori, si solo dependen del nivel de ruido, y
a-posteriori, si dependen tanto del nivel de ruido como del dato. Existe, ademas, otro tipo de
reglas para la eleccién de este pardametro que solo dependen del dato y se denominan reglas
heuristicas. Entre ellas, podemos mencionar “el criterio de la curva L” propuesto en 1992 por P.
C. Hansen ([22]) y el método de “validacién cruzada generalizada” introducido en 1979 por G.
H. Golub, M. T. Heat y G. Wahba (][20]). En 2011, K. Ito, B. Jin y J. Zou ([27]) propusieron
una regla de eleccion del pardmetro heuristica para la regularizacién de un problema inverso
mediante la minimizacién de un funcional de tipo Tikhonov-Phillips doblemente generalizado.

A su vez, establecieron estimaciones del error a-posteriori cuando el término de fidelidad es de
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tipo cuadrético y el penalizante es un funcional convexo ([25], [27], [26]). Sin embargo, para
términos de fidelidad méas generales no se conocen resultados de este tipo.

En el Capitulo 2 veremos cémo se construye esta regla heuristica desde el enfoque estocéstico
de la resolucion de un problema inverso a través de la formulacién de modelos jerarquicos. Si bien
no es un objetivo primordial de este trabajo de tesis el abordaje de una aplicacién concreta,
se considera que los resultados obtenidos son potencialmente transferibles y es por ello que
implementaremos la regla estudiada en algunos ejemplos asociados al procesamiento de senales
e imagenes.

Un resultado debido a A. B. Bakushinskii ([2]) muestra que un método de regularizacién
no puede ser convergente cuando la regla de eleccién del parametro asociada depende sélo del
dato del problema. Por esta razon, dado que no se pueden obtener resultados de convergencia,
en el Capitulo 3 presentaremos estimaciones del error a-posteriori que hemos obtenido para el
caso en que la solucién regularizada es obtenida mediante la minimizaciéon de funcionales de
tipo Tikhonov-Phillips doblemente generalizados. Esta estimacion se particulariza a la regla
heuristica dada en [27] dejando en evidencia que resulta mejor que la dada por los autores en
dicho articulo para el caso de fidelidad cuadratica.

Los primeros resultados obtenidos en este capitulo, se basan principalmente en un supuesto
dado por una condicién fuente. Sin embargo, veremos que es posible reemplazar este supuesto
por una desigualdad variacional obteniendo resultados andlogos de estimaciones del error a-
posteriori. Finalmente, se establecen relaciones entre la condicién de optimalidad asociada al
problema, la condicién fuente y la desigualdad variacional mencionada.

Aunque la mayoria de los problemas que serdn abordados y estudiados en esta tesis son de
naturaleza predominantemente tedrica, todos ellos proceden del estudio de problemas inversos
mal condicionados que, como es sabido, aparecen en muchas areas de la ciencia y, por lo tanto, es
importante senialar que algunos resultados podrian tener potenciales aplicaciones en las mismas.

Con el objetivo de relacionar los contenidos abordados en cada capitulo, al final de cada uno
de ellos se presentard un cuadro integrador. Y, luego de las conclusiones, un cuadro final que
permite una visualizacién global de todos los contenidos y resultados obtenidos en este trabajo

de tesis.






CAPITULO 1

Problemas inversos desde el enfoque deterministico

En este capitulo presentaremos algunas nociones béasicas para la resolucion de un problema
inverso desde el enfoque deterministico clasico.
En un contexto general, un problema inverso puede formularse como la necesidad de deter-

minar z en una ecuacion de la forma

donde 7 : X — )Y es un operador lineal y acotado entre dos espacios de Banach de dimensién
infinita ! (en general, espacios de funciones) e y es el dato que se supone conocido, quizds con
algin nivel de error.

Muy a menudo, los problemas inversos resultan mal condicionados (“ill-posed”) en el sentido
de Hadamard, es decir, no verifican al menos uno de los siguientes postulados de Hadamard de

buen condicionamiento (“well-posedness”):

(Had 1) Existencia: Para todo dato admisible, existe una solucién.
(Had 2) Unicidad: Para todo dato admisible, la solucién es unica.

(Had 3) Dependencia continua: La solucién depende del dato de manera continua.

Problemas de este tipo se presentan en diversas areas y en una gran variedad de aplicaciones. Por
ejemplo, la determinacién de la distribucion de la densidad en un cuerpo mediante la emisién de
rayos X, que constituye la base de la Tomografia Computada ([29], [38]), se realiza mediante
la inversién de la Transformada de Radon, resultando siempre un problema mal condicionado
([16]). Asimismo, en algunos problemas tales como la eliminacién del ruido o la restauracién de
seniales e imagenes ([31]), el modelo matematico da lugar a una integral de convolucién con un
ntcleo de dispersion, generando ecuaciones integrales de primera clase, cuya inversién, salvo en
el caso de nicleos degenerados, es siempre mal condicionada ([16]).

Es sabido que si el postulado (Had 1) no se verifica, es posible relajar la nocién de solucion,
aceptando una solucién generalizada del problema, al menos para dato exacto. Por otro lado,

si el postulado (Had 2) es el que no se satisface, puede buscarse aquella solucién que cumpla

1En la teorfa més cldsica los espacios X e )Y son espacios de Hilbert.
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con alguna condicién adicional, como por ejemplo, la de minima norma en X. Finalmente, la
violacién del tercer postulado (Had 3) es, en general, la principal causa de mal condicionamiento
de un problema inverso. En este caso, pequetios errores o ruidos en la medicién del dato y pueden
producir errores muy grandes en la solucién del problema inverso, volviendo inestables todos
los procedimientos numéricos tradicionales de aproximacién. Para restablecer la estabilidad es
necesario implementar métodos de reqularizacion cuya definicién se introducird en el contexto
de espacios de Hilbert en la Seccién 1.1, y en la Seccién 1.2 se presentara una generalizacién de
este concepto en espacios de Banach. Esta tltima definicién serd con la que se trabajara a lo
largo de esta tesis.

Ahora veremos cémo se relacionan los postulados de Hadamard con el operador T asociado
al problema. Se dice que el dato y € ) es alcanzable si y € R(T). De esta manera, el postulado
(Had 1) es equivalente a que cada y € )Y sea alcanzable, es decir que R(7) = Y. Por otro
lado, el postulado (Had 2) se verifica si y sélo si N (7)) = {0}. Por lo tanto, que se verifiquen
los postulados (Had 1) y (Had 2) es equivalente a que exista el operador 7 —!. Finalmente,
que el postulado (Had 3) se cumpla es equivalente a que el operador 7! sea continuo (o
acotado). Pero considerar que R(7T) = Y y que N(T) = {0} es muy restrictivo. Incluso si
y no es alcanzable, quizds estamos interesados en encontrar alguna soluciéon generalizada del
problema (1.1), es decir, alguna solucién que satisfaga (1.1) de manera aproximada. Ademads, si
N(T) # {0} la solucién de (1.1) resulta no ser unica y podemos elegir alguna que satisfaga una
condicién adicional, como senalamos anteriormente. Esta nocién generalizada de solucion serd
proporcionada, para el caso de espacios de Hilbert, a partir del concepto de inversa generalizada
de Moore-Penrose del operador 7. En la Seccién 1.1 presentaremos esta inversa y algunas de
sus propiedades mas importantes. La continuidad de la inversa generalizada de Moore-Penrose
serd relevante cuando el postulado (Had 3) no se cumpla.

Como hemos mencionado anteriormente, en la Seccién 1.1 veremos en qué consisten los
métodos de regularizacién cuando el operador asociado al problema estd definido entre espacios
de Hilbert, haciendo especial hincapié en el método de regularizacién de Tikhonov-Phillips. Una
de las ventajas de este ultimo método es su formulacién como un problema de optimizacion en el
cual la solucién regularizada viene dada por un minimizante del funcional de Tikhonov-Phillips

clasico (que llamaremos “funcional TP”) dado por

Tn(@) = | Ta = yl* +nl|?,
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con pardametro n > 0. Luego, en la Seccién 1.2 generalizaremos el concepto de regularizacién
en el contexto de espacios de Banach y estudiaremos el método que consiste en aproximar la
solucién del problema (1.1) mediante un minimizante del funcional de Tikhonov-Phillips con

penalizante generalizado

Tpa(@) = Tz = ylI* + 0 (),

donde 1) es un funcional real definido en el espacio X'. A este funcional lo llamaremos “funcional
TPG” y, para este método, enunciaremos los principales resultados de existencia y unicidad
de minimizante que pueden encontrarse en [34]. Finalmente, en la Seccién 1.3 presentaremos
generalizaciones de estos resultados que hemos obtenido para el caso del funcional de Tikhonov-

Phillips con término de fidelidad y penalizante generalizados dado por

Tspm(x) = d(Ta,y) +ni(z),

donde ¢ es un funcional real definido sobre el espacio Y x ). Como el funcional Jj ., es
generalizado en sus dos términos se denotard como “funcional TPGG”. A su vez, enunciaremos
y probaremos resultados de convergencia de soluciones regularizadas obtenidas mediante la

minimizacién del funcional TPGG para reglas de elecciéon del parametro a-priori.

1.1. Teoria Clasica

A lo largo de esta seccién presentaremos el concepto de inversa generalizada de Moore-
Penrose del operador T definido entre dos espacios de Hilbert, enunciaremos algunas propiedades
importantes de la misma asi como condiciones necesarias y suficientes para su continuidad. Para
mayor detalle sobre estos resultados, el lector interesado puede consultar [16]. Finalmente,
veremos en qué consisten los métodos de regularizacion y, en particular, nos abocaremos al
estudio del método de Tikhonov-Phillips en su versiéon clasica.

En primer lugar, presentamos los conceptos de solucién de minimos cuadrados y de mejor

solucion aproximada.

Definicion 1.1. Sean X" e ) dos espacios de Hilbert y 7 : X — ) un operador lineal y acotado.

1. xg € X se dice solucion de minimos cuadrados de Tx =y si

[Txo —yll = i {|| Tz -yl : z€ X},
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2. xg € X se denomina mejor solucion aprorimada de Tx = y si xp es una solucién de

minimos cuadrados de Tz =y y
|zo|| = inf {||z|| : z es una solucién de minimos cuadrados de Tz = y}.

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que la mejor solucién aproximada de (1.1)
es la solucién de minimos cuadrados de minima norma en X

A continuacién, definimos la inversa generalizada de Moore-Penrose del operador 7. Para
ello, se restringe su dominio y rango de tal manera que el operador restringido resultante T sea

invertible.

Definicién 1.2. Sean X e ) dos espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y T = Tln e Nt -
R(T). La inversa generalizada de Moore-Penrose T1 de T se define como la tinica extensién

lineal de '7~'71 al dominio

que satisface N'(T7) = R(T)*.

En esta definicién, se extiende 71 : R(T) = N(T): a TT: R(T) @ R(T)+ = N(T)* de
tal manera que 7Ty = T ly;, donde y = 1 + 2 con y1 € R(T) y y2 € R(T)*. Por otra parte,
es importante observar que, como N(T) = {0} y R(T) = R(T) se sigue inmediatamente que
T 1 existe y, como consecuencia, el operador 71 esta bien definido.

Enunciamos ahora algunas propiedades importantes del operador 7. La siguiente proposi-

cién presenta cuatro ecuaciones que caracterizan univocamente a Tt

Proposicién 1.3. Sean P y Q las proyecciones ortogonales sobre N(T) y R(T), respectiva-

mente. Entonces, R(TT) = N(T)* y se satisfacen las cuatro ecuaciones de Moore-Penrose:

TTT =T

TITT =71
TiT=1-P
TT" = Qlper1.

A continuacién, presentamos una condicién necesaria y suficiente para que un problema

inverso sea bien condicionado en el sentido de Hadamard.
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Proposicién 1.4. La inversa generalizada de Moore-Penrose T1 de T es acotada si y sdlo si

R(T) es cerrado.

El siguiente teorema afirma que la inversa generalizada de Moore-Penrose de T es el operador
solucién que mapea el dato y sobre la mejor solucién aproximada del problema 7z = y (siempre

que y € D(TT)).

Teorema 1.5. Siy € D(TT) entonces T = y tiene una inica mejor solucion aprozimada dada

por xt = TTy. Ademds, el conjunto de todas las soluciones de minimos cuadrados estd dado

por S ={a"+2, & e N(T)}.

Como hemos mencionado previamente, cuando un problema inverso no verifica el postulado
(Had 3), es necesario implementar un método de regularizacién. En término generales, la regu-
larizaciéon de un problema inverso mal condicionado consiste en su aproximacién mediante una
familia, convenientemente construida, de problemas inversos “vecinos” y bien condicionados.
Sin embargo, se debe tener presente que ningtin truco matematico puede hacer estable un pro-
blema que es intrinsecamente inestable. Todo lo que un método de regularizacion puede hacer es
recuperar informacién parcial acerca de la soluciéon, de modo tan estable como sea posible. De
esta manera, dado un dato y € D(TT), se desea hallar la mejor solucién aproximada z = Ty
de (1.1) a la que llamaremos solucion ezacta. En general, el dato exacto y no es conocido y sélo

se dispone de una aproximacién o dato con ruido, que denotaremos 3°, el cual satisface
1)
1" =yl <6, (1.2)

donde ¢ > 0 es el nivel de ruido asociado a los errores de medicion.

Es claro que, para problemas inversos mal condicionados, 7Ty’ (si existe, pues en este caso
D(TT) es un subespacio propio de )) no constituye una buena aproximacién de 7Ty debido a la
falta de continuidad del operador 7. Como consecuencia, se desea encontrar una aproximacién
de zf, denotada por a:f], que dependa de manera continua del dato con ruido y°, que pueda
calcularse de manera estable y que, finalmente, tienda a z! a medida que el nivel de ruido &
tiende a cero por derecha, siempre que el pardmetro de reqularizacion n sea elegido de manera
“apropiada”.

En este sentido, el problema (1.1) no es pensado sélo para un dato especifico y sino que se
considera como una coleccién de problemas para cada y € R(T) (si se supone alcanzabilidad)
o para cada y € D(TT). De esta manera, no se regulariza un problema en particular sino una

coleccién de problemas o, en otras palabras, regularizamos el operador 7. Més precisamente,
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una regularizacién de 77 consiste en una familia de operadores continuos {R,} (dependiente de
un parametro ) mediante la cual se aproxima la solucién z' por :Uf] =R, 1, calculada en forma
estable (debido a la continuidad de R,)). Por otro lado, es sabido que el pardmetro 7, vinculado
ady/oa y y, quizés, en menor medida a T o a y, debe ser elegido de manera tal que xf] tienda
a z! a medida que el nivel de ruido ¢ tienda a cero por derecha. Definimos ahora un método de

regularizacion.

Definicion 1.6. Sean 7 : X — ) un operador lineal y acotado entre dos espacios de Hilbert y
no € (0,400]. Para cada n € (0,70), sea R, : ) — X un operador continuo (no necesariamente
lineal). La familia {R,} se denomina familia de operadores de regularizacion para TT si, para
cada y € D(TT), existe una regla de eleccion del pardmetro n = n(8,y°) tal que
lim sup IRy5,59° — Tyl = 0. (1.3)
0% ey fy-iliss
Ademds, n: RT x Y — (0,1) es tal que
lim sup n(d,y°) = 0. (1.4)
0207 yoey:[ly—y® || <
Para y € D(T7) fijo, el par ({Rn}, n(9d, y‘s)) se denomina método de regularizacion convergente

(para resolver (1.1)) si se satisfacen (1.3) y (1.4).

Asi, un método de regularizaciéon consiste en una familia de operadores de regularizacion
(que podrian ser no lineales) y una regla de eleccién del pardmetro. Es oportuno observar que una
familia de operadores {R,} se define para 71 mientras que una regla de eleccién del pardmetro
7 se define para una dato especifico y. En la siguiente definicién se presentan distintos tipos de

reglas de eleccién del parametro.

Definicién 1.7. Sea 7 una regla de eleccién del pardmetro. Si n no depende de y° pero si de 0§,
se denomina regla de eleccion del pardmetro a-priori (debido a que puede definirse antes de la
obtencién del dato y‘S) y se denota n = n(d). De lo contrario, se denomina regla de eleccion del

pardmetro a-posteriori y se denota con 1 = 1(8,y°).

El siguiente teorema debido a A. B. Bakushinskii ([2]) muestra que una regla de eleccién del
pardmetro que s6lo dependa de 3° (es decir, que no dependa del nivel de ruido &) no puede ser
parte de un método de regularizacion convergente para un problema inverso mal condicionado
en el sentido de la Definicién 1.6. Este tipo de regla se denomina regla de eleccion del pardmetro

heuristica. Entre ellas, podemos mencionar “el criterio de la curva L” propuesto en 1992 por P.
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C. Hansen ([22]) y el método de “validacién cruzada generalizada” introducido en 1979 por G.
H. Golub, M. T. Heat y G. Wahba ([20]). En el Capitulo 2 de esta tesis veremos en detalle una

regla de este tipo propuesta en 2011 por K. Ito, B. Jin y J. Zou (]27]).

Teorema 1.8. Sea T : X — Y un operador lineal y acotado entre dos espacios de Hilbert.
Supongamos ademds que existen una familia de operadores de regularizacion {Ry} para Ty
una regla de eleccion del pardmetro n que depende sélo de y° pero no de 0, tales que el método
de regularizacion ({R,},n(y°)) es convergente para cada y € D(TT). Entonces, T' es acotado

(y luego, el problema (1.1) es bien condicionado).

Es importante observar que este resultado no dice que si 7T no es acotado, una regla de
eleccién del pardmetro que no depende de & (conocida como libre de error) no pueda tener
un buen comportamiento para niveles de ruido d pequenos. Ademds, cabe mencionar aqui que
el Teorema 1.8 es un corolario del resultado presentado por A. B. Bakushinskii en su articulo
original (]2]) donde el operador 7 esta definido entre dos espacios métricos.

La proposicién a continuacién permite afirmar que se pueden construir operadores de re-
gularizacién como aproximaciones puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose de

T.

Proposicion 1.9. Sean T : X — Y un operador lineal y acotado entre dos espacios de Hilbert y
R, un operador continuo (no necesariamente lineal) para cada n > 0. Entonces, la familia { Ry}
es una familia de operadores de regularizacion para T si Ry — Tty para todo y € D(TT),
cuando n — 0F. En este caso, para cada y € D(TT) existe una regla de eleccién del pardmetro

a-priori, n(0), tal que ({R,},n(d)) es un método de regularizacion convergente para resolver

Tr=y.

En el siguiente resultado se caracterizan las reglas de eleccién del parametro a-priori que

originan métodos de regularizacion convergentes.

Proposicion 1.10. Sean T : X — Y un operador lineal y acotado entre dos espacios de
Hilbert y {R,} una familia de operadores lineales de regularizacion; para cada y € D(TT) sea
n:RT — R una regla de eleccion del pardmetro a-priori. Entonces, ({Ry},n(8)) es un método

de reqularizacion convergente si y solo si

lim n(§) =0 (1.5)

6—0t

lim 0 ||R =0. 1.6
lim 5|y (16)
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Si bien existe una gran variedad de métodos de regularizacién tales como el método de
Landweber, la descomposicién en valores singulares truncada, el método de Showalter ([16]),
uno de los méas conocidos y, sin dudas, el mas utilizado es el método de regularizacién de
Tikhonov-Phillips, propuesto independientemente por D. L. Phillips y A. N. Tikhonov en 1962
y 1963, respectivamente (ver [43], [52], [53]). El mismo puede ser formulado en un contexto
muy general mediante la utilizacién de teoria espectral ([16]) en el cual la familia de operadores
de regularizacién {R,} esta dada por R, = (T*T + nI)~1 T*. Luego, si sélo se dispone del dato

con ruido ¢°, la solucién regularizada del problema (1.1) obtenida por este método resulta
o * —1 % 6
2= (T T+ 0D Ty, (1.7)

donde 7 > 0 es un parametro de regularizacion fijo.

Una de las razones por las cuales la aplicacion de este método es tan frecuente es, sin dudas,
el hecho de que también puede ser planteado de manera muy simple como un problema de
optimizacion. En efecto, para cada pardmetro de regularizaciéon n > 0, la solucién regularizada

a:f7 dada en (1.7) coincide con el tinico minimizante del funcional TP dado por
T(x) = Tz = > +n ||, (1.8)

como se demuestra en el Teorema 5.1 de [16]. El término |7z — 3°||? se conoce como término
de fidelidad y mide la proximidad entre 7z y 3°. Por otro lado, ||z||> se denomina funcional de
penalizacion o penalizante. La minimizaciéon de (1.8) es un “compromiso” entre minimizar la
norma del residuo, 7z —y°, y mantener el término de penalizacién ||z||? pequefio, es decir, forzar

estabilidad. Es importante senalar aqui que el penalizante en (1.8) no sélo introduce estabilidad

)

sino que también determina ciertas propiedades de regularidad de las soluciones aproximadas z;,

y de la correspondiente solucion de minimos cuadrados a la que tienden, cuando el parametro
de regularizacién tiende a cero por derecha. El pardmetro de regularizacién n determina un
“trade-off” entre el término de fidelidad y el penalizante. Valores grandes del pardmetro n
corrresponden a una mayor estabilidad de las soluciones aproximadas, pero el problema auxiliar
no resulta ser “vecino” ya que se encuentra alejado del original. Por otro lado, valores de n
pequenos representan problemas auxiliares cercanos al original, pero tienden a volverse mas
inestables a medida que 7 se acerca a cero.

A continuacién, enunciamos un resultado de convergencia de las soluciones regularizadas
obtenidas mediante el método de Tikhnov-Phillips cuando la regla de eleccion del pardametro es

a-priori que resulta ser una version particular de la Proposicion 1.10 para este método.
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Proposicién 1.11. Sea a:g definido como en (1.7), y € R(T), ||v° — y|| < 6. Si la regla de

eleccion del pardmetro n = n(0) es tal que

lim n(§) =0 (1.9)

6—0+

Ehal— (1.10)

Y S
entonces 61;1%{r Loy =T'y-

La prueba de este resultado puede encontrarse en [16]. En la misma se utilizan argumentos

0

de la teorfa de optimizacion, es decir, el hecho de que z;

es un minimizante del funcional 7.
Sin embargo, este resultado puede probarse utilizando teoria espectral para mostrar que la
hipétesis (1.10) de la Proposicién 1.11 implica la hip6tesis (1.6) de la Proposicién 1.10 (notar
que las hipétesis (1.5) y (1.9) coinciden).

Una de las principales restricciones del método de Tikhonov-Phillips, la que se encuentra
ampliamente documentada en la literatura, es la relacionada a la sobrerregularizacion que pro-
duce su aplicacion. Esta puede describirse de la siguiente manera: si la solucién exacta posee
discontinuidades o regiones en las cuales es localmente irregular (por ejemplo, existencia de
vértices, saltos, bordes u otras caracteristicas de falta de regularidad) entonces la aplicacién de
este método resulta en aproximaciones sobresuavizadas, las cuales pierden la mayor parte de la
informacion en relacién a tal falta de regularidad ([32]). En algunas aplicaciones concretas (tal es
el caso, por ejemplo, en ciertos problemas asociados a restauracién de imédgenes en Astronomia
y Medicina) en las cuales es muy importante preservar las caracteristicas de tales irregularida-
des, esta particularidad del método de Tikhonov-Phillips puede ser altamente indeseable. Una
manera de “subsanar” esto es a través de la utilizacién de diversos tipos de penalizantes que
permiten capturar diferentes propiedades de la solucion exacta. La importancia de la utilizacion
de este nuevo enfoque radica en el hecho que no solamente puede inducirse estabilidad con
diferentes penalizantes sino que, ademas, una adecuada eleccion del mismo, basada quizas en el
conocimiento de cierto tipo de informacién a-priori acerca de la solucion exacta, puede resultar
en soluciones aproximadas que compartan con aquella propiedades similares. De esta manera,
se dio origen a una amplia variedad de métodos de Tikhonov-Phillips generalizados.

En sus articulos originales ([52], [53]) A. N. Tikhonov consider6 un método de regularizacién

con un funcional mas general dado por

Ten(x) = | Te —ylI* +n L], (1.11)
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donde £ : D(L) C X — Z es un operador a valores en un espacio de Hilbert Z. En 1996, Engl et
al. ([16]) probaron, bajo ciertas condiciones sobre el operador £, la existencia de minimizantes
del funcional (1.11) y la convergencia de éstos a la solucién de minimos cuadrados de (1.1) que
ademds minimiza ||z||z = ||Lz||. Sin embargo, si £ corresponde, por ejemplo, a un operador
diferencial, las soluciones regularizadas obtenidas mediante la minimizacién del funcional (1.11)
poseen la misma particularidad indeseable que aquellas obtenidas mediante la minimizacién del
funcional TP.

En los ultimos 25 anos varios autores ([1], [24], [35], [36], [47], [48], [49], [50], [54]) han
propuesto diversas generalizaciones del método clasico de regularizacion de Tikhonov-Phillips.
La mayoria de ellas consisten, esencialmente, en considerar diferentes penalizantes. Segin la
eleccion del mismo, el método origina soluciones regularizadas con distintas propiedades, las
que aproximan diferentes soluciones de minimos cuadrados de (1.1). Por ejemplo, la utilizacién
de la norma de variacién acotada, ||z||gy, como penalizante en (1.11) en lugar de ||£z||?, origina
el llamado método de regularizacion por variacion acotada ([1], [12], [47], [48]). Este método
solamente impone que las soluciones sean de variacion acotada y no necesariamente suaves.
Por esta razén resulta muy apropiado en ciertos problemas de restauracién de imagenes en
los cuales es imprescindible que la regularizacion sea capaz de detectar y restaurar bordes y
discontinuidades que se presumen presentes en la solucién exacta ([10], [14]). Por ejemplo, en el
area de Medicina son de particular interés los problemas relacionados con la deteccion precisa de
regiones tumorales ([40]). De esta manera, es posible pensar en funcionales de Tikhonov-Phillips

con penalizante generalizado que seran estudiados en detalle en la siguiente seccién.

1.2. Regularizacion de tipo Tikhonov-Phillips generalizado

Como hemos mencionado, a lo largo de esta secciéon consideraremos funcionales TPG de la

forma

Ton(@) =Tz —y|> + (),

donde T : X — Y es un operador lineal y acotado entre dos espacios de Banach, el penalizante

1 es un funcional real arbitrario con dominio D C X, x € D y n es una constante positiva.
Para el caso clasico estudiado en la secciéon anterior, donde X e ) eran espacios de Hilbert

y el funcional v estaba dado por 1 (z) = |z||?, hemos visto que las soluciones regularizadas

convergen a la mejor solucién aproximada, es decir, a aquella solucién de minima norma o de
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minimo penalizante. En este sentido, a continuacién presentamos un concepto que extiende el

de soluciéon de minima norma y que serd de nuestro interés de aqui en adelante.

Definicién 1.12. Decimos que € X es una solucidn -minimizante del problema (1.1) si

Tr=yysiy@) =mf{yY@): 2eXyTi=y}.

Como hemos mencionado, un problema inverso es mal condicionado si no verifica al menos
uno de los tres postulados de Hadamard de buen condicionamiento. Hemos visto que si (Had 1)
o (Had 2) no se verifican, es posible relajar el concepto de solucién o considerar aquella solucién
que cumpla con alguna condicién adicional, respectivamente. Ademads, para el caso en que X e
Y son espacios de Hilbert, el cumplimiento del postulado (Had 3) se encuentra estrechamente
relacionado con el hecho que el operador 77 sea acotado y, como consecuencia de la Proposicién
1.4, conque el rango de T sea cerrado. Cuando X e ) son espacios de Banach, el cumplimiento
del postulado (Had 3) también estd vinculado con el hecho que el rango del operador T sea
cerrado. Esto iltimo refiere al concepto de buen condicionamiento segin M. Z. Nashed ([37]),

que presentamos a continuacion.

Definicién 1.13. El problema inverso (1.1) se dice bien condicionado en el sentido de Nashed

si el rango del operador T es cerrado, es decir, si R(7T) = R(T); y mal condicionado en el

sentido de Nashed si el rango de 7 no es cerrado.

Es posible probar que si el operador 7 es inyectivo, el problema (1.1) es mal condicionado en
el sentido de Nashed si y sélo si el operador 7—1: R(T) C Y — X es no acotado, es decir, si el
tercer postulado de Hadamard no se verifica ([50], Proposicién 3.9). Asi, se puede observar que,
si el operador T es inyectivo, los conceptos de mal condicionamiento de Hadamard y Nashed
son equivalentes.

Como es sabido, cuando un problema inverso no verifica el postulado (Had 3), es necesario
implementar un método de regularizacién. En la Seccién 1.1, hemos estudiado en qué consisten
estos métodos en el contexto de espacios de Hilbert. Sin embargo, es necesario generalizar este

concepto cuando los espacios son de Banach.

Definiciéon 1.14. Sean 7 : X — ) un operador lineal y acotado entre dos espacios de Banach,
y € R(T)y 7 € (0,400). Un mapeo que transforma cada par (y°,7) € Y x(0,7] a algiin elemento
bien definido xf] € X se denomina regularizacion del problema inverso (1.1) si existe una eleccién
apropiada n = n(y5, d) del parametro de regularizacidn tal que, para cada sucesiéon {y,}, C Y

con ||y, — yl| < dp, donde 5, — 0 cuando n — oo, la solucidn regularizada correspondiente
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2o 5,) converge, en algin sentido, a la solucién de (1.1). Si esta solucién no es unica, las

7(Yn,0n

soluciones regularizadas deben converger a una soluciéon ¥-minimizante.

En la Seccién 1.1 hemos presentado el método de Tikhonov-Phillips en su versién clasica
el cual, como vimos, consiste en aproximar la solucién del problema (1.1), en el contexto de
espacios de Hilbert, mediante un minimizante del funcional TP dado en (1.8). Hemos visto
que este método es un método de regularizacién convergente en el sentido de la Definicion 1.6
bajo ciertas hipdtesis sobre la regla de eleccion del pardametro. El objetivo principal de esta
seccién y de la siguiente es estudiar versiones generalizadas del método de Tikhonov-Phillips
y determinar si constituyen regularizaciones en el sentido de la Definicién 1.14. Proponemos
entonces una primera generalizacién de este método, la cual consiste en aproximar la solucién

del problema (1.1) mediante un minimizante del funcional TPG definido como
Tpn(x) = Tz = y|* + ny(@), (1.12)

donde T : X — Y es un operador lineal y acotado entre dos espacios de Banach, el penalizante
1 es un funcional real arbitrario con dominio D C X, z € D y 1 es una constante positiva.
Mas adelante, en la Seccién 1.3, propondremos un método atin mas general que consiste en

aproximar la solucién del problema (1.1) mediante un minimizante del funcional TPGG

T () = ¢(Tz,y) +nip(z),

donde ¢ es un funcional real definido sobre el espacio ) x ).

Para poder determinar si estos nuevos métodos propuestos constituyen una regularizacién
en el sentido de la Definicion 1.14 es necesario, en primer lugar, probar la existencia y unicidad
de soluciones regularizadas, es decir, la existencia y unicidad de minimizante para los funcionales
TPG y TPGG, para cada dato y € ). En esta seccién lo haremos para el caso del funcional
TPG y, en la Seccién 1.3, para el caso del funcional TPGG. Finalmente, serd necesario probar
la existencia de una solucion -minimizante y estudiar la convergencia, en algin sentido, de las
soluciones regularizadas obtenidas a partir de estos métodos a dicha soluciéon cuando el nivel de
ruido tiende a cero. Esto lo haremos en la Seccién 1.3 para el caso méas general, es decir, para
el funcional TPGG.

En [34] se determinaron condiciones suficientes sobre el penalizante 1) que garantizan exis-
tencia, unicidad y estabilidad fuerte y débil de minimizantes del funcional TPG bajo distintos
tipos de perturbaciones. Antes de enunciar algunos de estos resultados, se introducen ciertas

definiciones necesarias.
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Definicion 1.15. Sean & un espacio vectorial, ¢ un funcional definido sobre el conjunto D C X
y A un subconjunto de D. Diremos que A es 1-acotado si existe una constante k < oo tal que

[Y(a)| < k, para todo a € A.

Definicion 1.16. Sean X’ un espacio vectorial y ¥, F’ dos funcionales definidos sobre un conjunto
D C X. Diremos que el funcional F' es v-coercivo si lim F(x,) = +oo para cada sucesién
n—oo

{zn} C D tal que 1Lm P(xy) = 4o00.

Observacion 1.17. Si F' es un funcional ¥-coercivo y 1 esta acotado por abajo, entonces todos
los conjuntos de nivel para F' definidos por S, = {x € D : F(z) < a}, con a € R son conjuntos
i-acotados. En efecto, sea a € R y supongamos que el conjunto S, no es -acotado, entonces
para cada k € N, existe zj, € S, tal que [¢(z)| > k. Por lo tanto, klggo Y(x) = 400. Luego,
como F' es i-coercivo, tenemos que klirglo F(zy) = +o0. Pero para cada k € N, 3 € S, y, como
consecuencia, F'(zy) < a de donde resulta que no puede ocurrir que klingo F(z) = +00. Puesto
que esta contradiccién provino de suponer que S, no es ¥-acotado, se sigue que S, es -acotado

para todo a € R.

Definicién 1.18. Sean X un espacio vectorial normado y F, ¢ dos funcionales con D(F) C
D(y) C X. Diremos que F' es 1-subsecuencialmente (débilmente) semicontinuo inferiormente
si para cada sucesion y-acotada {x,} C D(F) tal que oy € D(F), existe una subsucesién
{zn,;} C {xy} tal que F(z) < hjrg ng F(zy,). Si F es y-subsecuencialmente semicontinuo infe-
riormente diremos simplemente que F' es 1-ssi. Andlogamente, si F' es 1-subsecuencialmente

débilmente semicontinuo inferiormente diremos que F' es 1-sdsi.

Los principales resultados sobre existencia y unicidad de un minimizante global para el

funcional (1.12) se detallan a continuacién.

Teorema 1.19. Sean X un espacio vectorial normado, Y un espacio con producto interno,
T e L(X,Y),ye), DC X un conjunto convero y 1 : D — R un funcional que satisface las
siguientes hipdtesis:

(H1): estd acotado por abajo, es decir, existe v > 0 tal que ¥ (x) > —~, para todo x € D;

(H2): para cada sucesion w-acotada {x,} C D tal que x, — x € D, existe una subsucesion
{@n;} C{an} que verifica ¢(r) < thr_l)logfw(a:n]),

(H3): las sucesiones -acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir,
para cada sucesion Y-acotada {x,} C D, existen x € D y una subsucesion {xn;} C {x,} tales

w
que Tp; —> .
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Entonces, el funcional Jyp definido en (1.12) tiene un minimizante global. Si ademds 1)
es convexo y T es inyectivo; o si i es estrictamente convexo, entonces dicho minimizante es

unico.

Observaciéon 1.20. Si X es un espacio de Banach reflexivo y ¢(-) es una norma definida
sobre D entonces se satisfacen las hipédtesis (H1) (tomando v = 0), (H2) (por semicontinuidad
inferior débil de una norma) y (H3) (por ser X un espacio reflexivo) y por lo tanto, el funcional
Jy.n definido en (1.12) tiene un minimizante global en D. Andlogamente, si X' es un espacio
de Banach reflexivo y 1 es el penalizante cldsico dado por ¥ (z) = ||z||?, es facil ver que se
satisfacen las hipétesis (H1), (H2) y (H3), de donde se sigue que el funcional 7, dado en (1.8)

tiene un minimizante global en D.

Observacion 1.21. Notar que la existencia y la unicidad del minimizante global de [y, ,, siguen
siendo validas si reemplazamos las hipdtesis (H2) y (H3) sobre el funcional 9 por las siguientes
hipétesis:

(H2'): 1) es 1—ssi, es decir, para cada sucesién y-acotada {x,} C D tal que z, — x € D,
existe una subsucesién {z,,} C {z,} tal que ¥ (z) < hjn_l)&lf@b(:vn]),

(H3'): las sucesiones t-acotadas son relativamente compactas en D, es decir, para cada
sucesién -acotada {z,} C D, existen x € D y una subsucesién {x,;} C {z,} tales que
Ty, — T

Es oportuno notar que la hip6tesis (H3') es més fuerte que (H3) mientras que (H2') es mds
débil que (H2). Veamos primero que (H3') implica (H3). En efecto, sea {z,} C D una sucesién
y-acotada. Luego, por (H3') existen x € D y una subsucesion {z,,;} C {z,} tales que z,, — x.
Entonces, 5 2y asf se tiene (H3). Ahora, veamos que (H2) implica (H2'). En efecto, sea
{z,} C D una sucesién y-acotada tal que x,, — = € D. Luego, se tiene que x, — 2 entonces
por (H2) existe una subsucesion {x,;} C {z,} tal que ¥(z) < lljrg g}f Y(wy,), de donde resulta

(H2).

Si bien las hip6tesis (H1), (H2) y (H3), asi como (H2') y (H3'), imponen condiciones sobre
el penalizante ¢ y no sobre el operador T, es posible relajarlas si se dispone de cierta informaciéon

sobre T en relacién a 1, como se presenta en el siguiente resultado.

Teorema 1.22. Sean X un espacio vectorial normado, Y un espacio con producto interno,
TeLl(X,Y),ye)Y, DCX un conjunto convezo y v un funcional real sobre D. Consideremos

ademds que T y 1 satisfacen las siguientes hipdtesis:
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(H1): 1 estd acotado por abajo, es decir, existe v > 0 tal que p(x) > —~, para todo x € D;

(12): para cada sucesion {x,} C D tal que {||Txy| + ¥(xn)} estd acotada en R (decimos en
este caso que tal sucesion es T-y-acotada) y x,, — x € D, existe una subsucesion {zn;} C {zn}
tal que ¥(x) < lijniirolf@b(xnj);

(13): las sucesiones T -p-acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir,
para cada sucesion T -p-acotada {x,} C D, evisten x € D y una subsucesion {xn;} C {w,}
tales que xp,; - .

Entonces el funcional Ty, definido en (1.12) tiene un minimizante global. Si ademds, ¥ es
convexo y si T es inyectivo; o si ¥ es estrictamente convexo, entonces dicho minimizante es

unico.

Observacion 1.23. Las hip6tesis (12) e (13) son més débiles que (H2) y (H3), respectivamente.
En primer lugar, veamos que (H2) implica (I2). En efecto, sea {x,,} C D una sucesién T-1-

acotada tal que z, — x € D. Luego, existe ky € N tal que
Tzl + ¥ (zn)| < ko, Vn € N. (1.13)

Supongamos que {z,,} no es ¢-acotada. Entonces, existe una subsucesién {z,,} C {z,} tal que
Y(wp,;) — +00 (como consecuencia también de (H1)). Asi, existe jo € N tal que ¢ (zy,;) > ko >

0, Yj > jo, de donde se sigue para j > jy que
T 2, || + (@) | > T2, | + ¢ (2n,) > P(zn,) > ko,

lo cual contradice (1.13). Por lo tanto, {z,} es 1-acotada. Entonces, por (H2) existe una sub-
sucesion {z,,} C {z,} tal que ¥ (x) < lijn_l)igfw(mnj), de donde se obtiene (12).

Veamos ahora que (H3) implica (I3). Para ello, sea {z,} C D una sucesién T-i-acotada.
Anélogamente a lo anterior, se tiene que {z,} es i-acotada. Por (H3), existen z € D y una

subsucesién {z,,;} C {z,} tales que zy, —5 z, de donde se sigue (I3).

Observacion 1.24. Notemos que el Teorema 1.22 sigue siendo valido si se reemplazan las
hipétesis (12) e (I3) por las siguientes:

(I2'): 9 es T-1p-ssi, es decir, para cada sucesién T-y-acotada {z,} C D tal que z,, = x € D,
existe una subsucesién {z,,} C {z,} tal que ¥ (z) < lijlgg}fw(xnj);

(I3'): para cada sucesién T-1p-acotada {z,} C D, existen € D y una subsucesién {z,,} C

{xn} tales que z,, — .
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1.3. Regularizacién de tipo Tikhonov-Phillips doblemente
generalizado

En la seccion anterior presentamos el concepto de regularizacién de un problema inverso
en el contexto de espacios de Banach y propusimos un método que consistié en aproximar la
solucién de este problema mediante un minimizante del funcional TPG, es decir, un funcional de
Tikhonov-Phillips con penalizante generalizado. Sin embargo, en muchas aplicaciones, resulta
de gran utilidad el uso de otros términos de fidelidad diferentes del cldsico |7z — y||?. Por
ejemplo, la utilizacion de normas més débiles como término de fidelidad permite, en el caso de
problemas de restauracion de imagenes, una separacion “mas adecuada” entre la componente
de alta frecuencia, tales como el ruido y la textura, y la parte suave de la imagen ([41], [42]).

En el Capitulo 2, donde estudiaremos los problemas inversos desde el punto de vista es-
tocastico, veremos que el término de fidelidad se encuentra estrechamente relacionado a la
distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria que representa un error aditivo en el
modelo. De esta manera, bajo dicho enfoque, es usual pensar en el uso de términos de fidelidad

diferentes del clasico. A continuacion, presentamos dos fidelidades no cuadraticas.

Ejemplo 1.25. Como es bien sabido, el método de regularizacién por variacién acotada in-
troducido por L. I. Rudin, S. Osher y E. Fatemi en 1992, es muy apropiado en problemas de
restauraciéon de imagenes y eliminacién de ruido cuando la solucién exacta presenta discontinui-
dades y bordes. Sin embargo, este método en su versién original (donde el término de fidelidad
es el cldsico) tiene ciertas limitaciones. Una de ellas, es la pérdida de contraste en las soluciones
incluso para imdgenes sin ruido ([51]). En 2005, T. F. Chan y S. Esedoglu ([11]) estudiaron
una versién modificada del método de variacién acotada que tiene como término de fidelidad
la norma L! (es decir, |72 — y|/1) y la aplicaron a problemas de eliminacién de ruido. Sus re-
sultados permitieron afirmar que esa modificacién produjo diferencias cualitativas interesantes
y muy deseables en el comportamiento del método. En particular, debido a la forma en que
se escalan el término de fidelidad y el penalizante en el método modificado, mostraron que el
mismo, a diferencia del método original, es invariante por contraste. Ademas, la regularizacion

“mas geométrica” en el sentido que el

impuesta a las soluciones del método con la norma L' es
proceso de regularizacion depende mas de las formas que del contraste de las caracteristicas de
la imagen. En el Capitulo 2 veremos que esta fidelidad se encuentra asociada a un error aditivo

de tipo impulso con distribuciéon de Laplace de media cero.
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Ejemplo 1.26. En aplicaciones tales como Tomografia por Emisién de Positrones y Nanoscopia
()ptica, los datos muestreados usualmente responden a un Proceso de Poisson. Por esta razon,
como veremos en el Capitulo 2, el término de fidelidad més utilizado en este contexto es la
divergencia de Kullback-Leibler KL(7z,y), donde KL es el funcional de Kullback-Leibler dado

por

KL(u,v) = / (v In (3) — v+t u) dy, (1.14)
[¢) u

donde Q C R™ es un conjunto acotado y medible, u,v € L'(£2), u,v > 0 en c.t.p ([45]). En este

contexto, el operador 7 asociado al problema es lineal y compacto y satisface que Tz > 0 en

c.t.p, para z > 0 en c.t.p.

En esta seccién estudiaremos el método que consiste en aproximar la solucién del problema
inverso (1.1) mediante un minimizante de un funcional de Tikhonov-Phillips que sea generalizado
tanto en el penalizante como en el término de fidelidad. Consideraremos entonces funcionales

TPGG dados por

Tpwn(®) = (T, y) +ni(x), (1.15)

donde ¢ : Y xY - Ry v : D C X — R son funcionales arbitrarios y n es una constante
real positiva. Como hemos mencionado en la secciéon anterior, para determinar si este método
propuesto constituye una regularizacion en el sentido de la Definicién 1.14, es necesario probar
la existencia y unicidad de soluciones regularizadas, la existencia de soluciéon -minimizante
y, por ultimo, la convergencia en algtin sentido de las soluciones regularizadas a esta solucién
cuando el nivel de ruido tiende a cero.

A continuacién, presentamos un resultado que asegura la existencia y unicidad de un mini-

mizante del funcional (1.15). Este resultado constituye una generalizacién del Teorema 1.19.

Teorema 1.27. Sean X e Y espacios normados, T € L(X,Y), y € Y y D C X un conjunto
convezo. Supongamos que los funcionales v : D — R y ¢ : Y x YV — R satisfacen las siguientes
hipotesis:
(G1): existen constantes reales ~y1,v2 > 0 tales que
w () > —v1, para todo x € D;
v O(y,9) > —2, para todo 4,y € YV;
(H2): para cada sucesion -acotada {x,} C D tal que x, <> x € D, existe una subsucesion

{#n,} C {@a} que verifica t(z) < liminf §(z,,);
Jj—00
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(H3): las sucesiones -acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir,
para cada sucesion -acotada {xn} C D, existen x € D y una subsucesion {xn;} C {x,} tales
que Ty, = x;

(G4): para cada sucesion {yp} C Y tal que y, — 7 se satisface (7, 7) < h'kn_l)iolgfdyk,gj),
para todo § € Y.

Entonces, el funcional Jg., definido en (1.15) tiene un minimizante global. Si ademds,
(-, y) es estrictamente convexo, 1 es convexo y T es inyectivo; o si ¢(-,y) es convexo y P es

estrictamente convero, entonces dicho minimizante es unico.

Demostracién. En primer lugar, notemos que para cada sucesién {z,} C D que converge
débilmente a z € X, como T es lineal y acotado se tiene que Tz, — T z. Luego, por hipStesis

(G4) para cada y € ) se tiene que
¢(Tzy) < Hminf ¢(Tzn,y). (1.16)

Dado que el funcional J resulta acotado inferiormente (como consecuencia de (G1)), existe una

sucesion {z,} C D tal que
Town(@n) — WE Ty (@) = Tin. (1.17)

Por hipdtesis (G1) y como 1 > 0 es inmediato que —00 < Jnin. Supongamos ahora que Jmin =
+00. Como consecuencia, Jy y.n(2n) = +00 para todo n, y asi se prueba la existencia de un
minimizante. Consideremos entonces el caso en que Jyin < +00. Veamos ahora que Jy 4., €s
un funcional i-coercivo. En efecto, sea {z,} C D tal que nlingo Y (2zn) = 400. Luego, como n > 0

y ¢ satisface la hipétesis (G1) resulta que

Tswm(zn) = O(Tzn, y) + n0(2n) > —v2 + n)(2n) — 400,

Por lo tanto, nh—>Holo Tsapm(2n) = +00 y asi Ty 4.5 es un funcional ¢-coercivo.

Supongamos ahora que la sucesién {z,} no es y-acotada. Entonces, existe una subsuce-
sién {xn;} C {z,} tal que ¥(x,;) — +oo. Luego, como el funcional Jy4 ., es 1-coercivo,
Tppm(Tn;) — +oo. Pero esto, junto a (1.17), contradice el hecho de que Jyin < +oc. Por
lo tanto, {z,} es i-acotada. Entonces, por hipdtesis (H3) existen Z € D y una subsuce-
sién {zn;} C {zn} tales que 5 Z. Ademas, por hipétesis (H2) existe una subsucesién

{n, } C {zn,} tal que

P(x) < h'km inf ¢ (zn, ). (1.18)
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Luego,

Tspn(T) = S(TZ,y) +nib(T)

< liminf 6(T,, ) + 1(2) (por (1.16))

< lminf ¢(Tzy; ,y) +n Hminf (z,; ) (por (1.18) y n > 0)
k—o00 k k—00 Tk

< lim inf ((;5(7-3:”]. ) Fn(ey, )) (por propiedad de liminf y n > 0)
k—o0 k Tk

= Jmin- (por (1.17) puesto que {zy; } C {zn})
Dado que Jmin < Jpu.n(Z) (por definicién de infimo), se tiene que Jmin = Jp,p.n(T), lo cual
prueba la existencia de un minimizante global del funcional (1.15).

Para probar ahora la unicidad del minimizante es necesario, en primer lugar, demostrar
que el funcional Jy 4, es estrictamente convexo. Consideraremos dos casos. En primer lugar,
supongamos que ¢(+,y) es estrictamente convexo, ¥ es convexo y 7T es inyectivo. Sean x, z € D,
x#zy B €(0,1). Como T es inyectivo se tiene que Tz # Tz y asi,

Topm (Br+ (1= B)z) = ¢ (T (Bz + (1 = B)z),y) +n(Bx + (1 - B)2)
< BO(Ta,y)+ (1 - B)o(Tzy) +n(Be+ (1—B)2)  (8y) estrict. convexo y T lincal)
<SBO(Tx,y)+ (1 =8)o(Tzy) +nBi(z)+n(l—pB)¢(z) (¥ convexo)
= BTspm(x) + (L= B) Tpupm(2).
Entonces, el funcional Jy 4, es estrictamente convexo. Veamos ahora el segundo caso en donde
suponemos que ¢(-, y) es convexo y ¢ es estrictamente convexo. Sean z,z € D,z # zy € (0,1).
Luego,
Towm (Br+ (1= B)z) = ¢ (T (Bz + (1 = B)z) ,y) + n¢(Bx + (1 - B)2)

<opBTx+ 1A —-p0)Tzy)+nByY(z)+n(l—pB)Y(z) (1 estrict. convexo y T lineal)

<BO(Ta,y) + (1= B)o(Tzy) +nBY(x) +n(l - B)Y(2) (¢(-,y) convexo)

= BTspm(x) + (L= B) Tpupm(2),
de donde se sigue que el funcional Je,n €8 estrictamente convexo.

Supongamos ahora que existen x1, 2 € D, 1 # w3 tales que Ty 4.5 (21) = Tg,p.n(T2) = Tmin-

Como D es un conjunto convexo, para 3 € (0,1) sabemos que fz1 + (1 — B)z2 € D. Ademsés,
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como Jy 4y €8 estrictamente convexo se tiene que

Tppn (B1 + (1 = B)x2) < BTppm(@1) + (1 = B) Tppn(22)

= Tppn(21)- (pues Jy,p.n(71) = Tp.n(22))

Pero esto contradice el hecho que Jg . n(21) = mi% Js.4.n(x). Por lo tanto, x1 = w2, de donde
ze

se obtiene la unicidad del minimizante global. O

Si consideramos el término de fidelidad cuadratico ¢(Tz,y) = || Tx —yl|?, es sencillo ver que
el mismo verifica la hipdtesis (G1) con 2 = 0y la hip6tesis (G4) por la semicontinuidad inferior
débil de la norma. De esta manera, el Teorema 1.27 constituye una generalizacién del Teorema
1.19 para funcionales de Tikhonov-Phillips con término de fidelidad y penalizante generalizados.
Sin embargo, es posible considerar términos de fidelidad diferentes del clasico que verifican las
hipétesis (G1) y (G4). En particular, las fidelidades presentadas en los ejemplos 1.25 y 1.26 son
algunas de ellas. En efecto, es facil probar (andlogamente a lo realizado para el caso clasico)
que la fidelidad dada por ¢(Tx,y) = ||Tx — y||1 verifica las hipdtesis (G1) y (G4) del teorema
anterior por tratarse de una norma. Por otro lado, es sabido que el funcional de Kullback-Leibler
es no negativo ([15]) por lo que verifica la hipétesis (G1) con 2 = 0. Ademas, dicho funcional
es débilmente semicontinuo inferiormente en la primera variable ([15], Corolario 2.2), con lo
cual verifica la hipdtesis (G4).

Presentamos ahora una generalizacién del Teorema 1.22 que relaja las hipdtesis (H2) y (H3)

del Teorema 1.27 utilizando cierta informacion sobre T en relacion a ¢ y a 1.

Teorema 1.28. Sean X e Y espacios normados, T € L(X,Y), y € ¥, D C X un conjunto
convexo, Yy : D — R, ¢:Y x Y — R funcionales que satisfacen las siguientes hipotesis:

(G1): existen constantes reales 1,72 > 0 tales que

» Y(x) > —y1, para todo x € D;
» §(y,y) > —72, para todo §,y € YV;

(G2): para cada sucesion {x,} C D tal que {¢(T xpn,y) + ¢ (zp)} estd acotada en R (decimos
en este caso que tal sucesion es ¢-T -ip-acotada) y x, —s 2 € D, existe una subsucesion
{an;} € {an} tal que Y(z) < lljﬂigf@b(ang);

(G3): las sucesiones ¢-T -p-acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir,
para cada sucesion ¢-T-p-acotada {x,} C D, exvisten x € D y una subsucesion {x,,} C {xn}

w
tales que xp; — .
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(G4): para cada sucesion {yx} C Y tal que y, — § se satisface (7, 7) < h'kn_l)glfqﬁ(yk?@),
para todo § € Y.

Entonces el funcional Jp.., definido en (1.15) tiene un minimizante global. Si ademds,
(-, y) es estrictamente convexo, 1 es convexo y T es inyectivo; o si ¢(-,y) es convexo y P es

estrictamente convero, entonces dicho minimizante es unico.

Demostracién. Si {z,} C D es una sucesién tal que z, —» 2z € X entonces se puede

probar, como lo hicimos en la demostracién del Teorema 1.27, que
&(Tz,y) < lUminf ¢(T 2, y). (1.19)
n—oo
Anélogamente a la prueba del Teorema 1.27, sabemos que existe una sucesién {x,} C D tal que
Ts.pn(@n) — 10E T .0() = Trnin- (1.20)

y que —00 < Jmin < +00. Supongamos que la sucesién {z,} no es ¢-T-1-acotada. Entonces,
existe una subsucesion {x,;} C {z,} tal que ¢(Txy,,y) + ¥(vy,;) — +oo. Consideremos los

siguientes casos:

= Si ¢(Tzn,;,y) — +oo entonces por hipétesis (G1) para 9 se sigue que

Tppm(@n;) = O(Tn;, y) + ntp(2n;) > (T, y) — ny — +00,

y asi j¢7¢7n(xnj) — 400. Luego, por unicidad del limite, Jmin = +00, lo que contradice
el hecho que Jpin, < +00.

= Si ¢(w,,) — +00 entonces por hipétesis (G1) para ¢ y como 7 > 0 se sigue que

j¢,w,?7(xnj) = d’(Tl’n],y) + U¢($nj) > =72+ 771/1(37nj) — +09,

de donde resulta que »7¢71/)ﬂ7(33nj) — +400. Asi, como en el caso anterior, se contradice
que Jmin < +00.
Por lo tanto, la sucesion {x,} es ¢-T-1-acotada y entonces, por hipétesis (G3) existen € D
y una subsucesion {z,,;} C {z,} tales que xp, —5 Z. Luego, por (G2) existe una subsucesién
{zn, } C {zn,} tal que
¢(2) < Hminf ¢(zp, ). (1.21)

k—o0

Entonces,

Tspm(Z) = &(TZ,y) +nb(z)

<lminf ¢(Tan,, ,y) + 1Y () (por (1.19))

k—o0
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<liminf ¢(Txp, ,y) +n liminf(z,; ) (por (1.21) y n > 0)
k—oo k k—oc0 Tk

< liminf (gb(Txnj Y)Y (an, )) (por propiedad de limite inferior y 7 > 0)
k—oco k Tk

= lim inf .
fminf Js.,n(n;, )

= Jmin- (por (1.20) puesto que {zy; } C {zn})

Por lo tanto, usando la definicién de infimo se sigue que Jmin = Jpuy(Z) y asi, existe un
minimizante global del funcional Jy y -

Andlogamente a la prueba del Teorema 1.27, si ¢(+, y) es estrictamente convexo, ¢ es convexo
y T es inyectivo, o si ¢(-,y) es convexo y 1 es estrictamente convexo, entonces el funcional
Towm resulta estrictamente convexo y, finalmente, como D es un conjunto convexo, se prueba

la unicidad del minimizante. O

Observacién 1.29. Analogamente a lo realizado en la Observacién 1.23, puede mostrarse que
las hipétesis (G2) y (G3) son més débiles que las hipdtesis (H2) y (H3), respectivamente.
En primer lugar, para ver que (H2) implica (G2), consideremos una sucesion ¢-7-1-acotada
{z,} C D tal que =, — x € D. Anélogamente a la Observacién 1.23, es ficil ver que esta
sucesién resulta i-acotada. Entonces, por (H2) existe una subsucesion {z,,} C {z,} tal que
P(x) < HH_I) Z)I.}f Y(y,), de donde se sigue inmediatamente (G2).

Veamos ;hora que (H3) implica (G3). Para ello, sea {x,} C D una sucesiéon ¢-T-1-acotada.
Luego, se tiene que {x,,} es 1-acotada. Por (H3), existen € D y una subsucesién {z,,} C {z,}

tales que 5 x, de donde se sigue (G3).

Hasta aqui hemos probado la existencia y la unicidad de soluciones regularizadas obtenidas
mediante la minimizacién de un funcional TPGG. Procedemos ahora a probar la existencia de

una solucién -minimizante.

Teorema 1.30. Sean X e Y espacios normados, y € Y y T € L(X,Y). Supongamos que el
funcional ¢ : D C X — R satisface las siguientes hipotesis:

(H1): 1 estd acotado por abajo, es decir, existe v > 0 tal que p(x) > —~, para todo x € D;

(H2): para cada sucesion p-acotada {x,} C D tal que x, > x € D, existe una subsucesion
{7} C{wn} que verifica ¢(r) < lijxgglfw(xnj);

(H3): las sucesiones -acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir,
para cada sucesion p-acotada {zy} C D, existen v € D y una subsucesion {wy;} C {xy} tales

w
que Tp; — T.
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Si existe una solucion de (1.1) entonces existe una solucion y-minimizante de (1.1) en D.

Demostracién. Sea ¢ = e Di:117£r:y {¢(z)} (notar que existe como consecuencia de (H1)).
Luego, existe una sucesién {x;} de soluciones de (1.1) en D tal que ¢(zx) — c¢. Dado que la
sucesion {¢(xy)} es convergente en R, se sigue que {xy} es una sucesion ¢-acotada. Luego, por
hipdtesis (H3) existe una subsucesion {zy,} C {zx} y T € D tal que wy, 5 #. A su vez, por

hipétesis (H2), existe una subsucesion {zy, } de {zy,} tal que

Y(7) < lminf(zy, ) =c. (1.22)

n—oo

Como T es un operador lineal y acotado se tiene que Ty, — T . Luego, del hecho de que
Tz, =y, para todo n se sigue inmediatamente que 7 = y. Por lo tanto, como consecuencia
de la desigualdad (1.22) y debido a que Z € D se tiene que ¥(Z) = ¢y, asi, & es una solucién

t-minimizante de (1.1) en D. O

Observacion 1.31. Cabe mencionar aqui que, tal como era de esperarse, para garantizar la
existencia de una solucién ¥-minimizante del problema (1.1) se requieren sélo hipétesis sobre el

penalizante y no asi sobre el término de fidelidad.

Finalmente, con el proposito de probar que los métodos propuestos constituyen una regula-
rizacién en el sentido de la Definicion 1.14, sélo resta probar la convergencia de las soluciones
regularizadas a una solucién ¥-minimizante del problema (1.1). Esto lo haremos para el caso en
que el pardmetro de regularizacion sea elegido mediante una regla a-priori. Para ello, dada una
sucesion de datos {y‘;k} C Y tales que ¢(y, y‘;k) <6k y 6 — 0T cuando k — oo, debemos probar
que la sucesién de soluciones regularizadas {:Eglz 6k)} C X obtenidas mediante la minimizacién
del funcional TPGG converge, en algin sentido, a una soluciéon -minimizante del problema

(1.1).

Teorema 1.32. Sean X e Y espacios normados, y € Y y T € L(X,)). Supongamos que los
funcionales ) : D C X — [0,400) y ¢ : Y x YV — [0, +00| satisfacen las siguientes hipdtesis:
1. para cada sucesion Y-acotada {x,} C D tal que my, —s x € D, existe una subsucesion
{20} C {2a} que verifica $(x) < liminf ¥ (z,);
j—o0
11. las sucesiones Y-acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir, para cada
sucesion -acotada {x,} C D, evisten x € D y una subsucesion {x,;} C {xn} tales que
w
Tn; — x;

L. si ¢(y, yn) — 01 entonces y, — y;
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V. $iYn —> Y Y Yy — Y entonces ¢(y,y) < Hminf ¢(yn, 7,);
n—o0

V. ¢(y,7) = 0 es equivalente a y = 7.
Supongamos ademds que eziste una solucion de (1.1) y que

» {0x} es una sucesion decreciente de niveles de ruido tales que 8 — 07 ;
] {y(s’“} C Y es una sucesion de datos tales que ¢(y,y5k) < 0 para todo k;

» 7)(9) es una regla de eleccion del pardmetro a-priori tal que

d
n(6) =0 y —= —0 cuando§ — 07",
©) n(0)

Consideremos la sucesion {xf]’zgk)} de soluciones regularizadas que son minimizantes del fun-
cional Jy yn(s,) con dato yo%. Entonces, toda subsucesion de {a:f]’z&k)} contiene una subsuce-
sion débilmente convergente a una solucion -minimizante de (1.1). Si ademds, la solucién

L L ) puy ‘ .
P-minimizante es unica entonces {xn’zék)} converge débilmente a dicha solucion.

Demostracion. Con el objetivo de simplificar la notacién, denotemos con xp = xi’zék),

yr = ¥y M = (0.

Sean {zy;}; una subsucesién de {zy}; y ¥ una solucién ¢-minimizante de (1.1) (T existe
como consecuencia del Teorema 1.30). Dado que x; es minimizante del funcional j¢7¢mk]_ para
el dato yy;, los funcionales 1) y ¢ son no negativos y por ser & una solucién ¢-minimizante se

sigue que
0< Tk T/J(l’k]) < ¢(Txkj7ykj) + Tk 1/}<ka)
< H(TZ,yk;) + nk; Y(T)
= &Y, y;) + Mk, V(F)

< Ok, + nry Y(T),

Ok Ok
y asf, 0 < (xy;) < oy Y (z). Por lo tanto, como RN y ¥(Z) < 400, se tiene que
Tk, Tk,
lim sup ¢ (zx;) < (7). (1.23)
j—00

Entonces la sucesion {xk]} resulta ser -acotada y, por hipdtesis II, existen una subsucesién
{wk;, tn de {xk; }; vy T € D tales que xy; — Z. Luego, por ser 7 un operador lineal y acotado

se sigue que

Ty, — Ti. (1.24)

J
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Por otro lado, por ser xy, minimizante del funcional Jy 4., —para el dato yg; , T una
In

solucién 1-minimizante y debido a que los funcionales ¥ y ¢ son no negativos se tiene que

0 < &(Twk,;,,uk;,) < ATk, s Yk;, ) + My, V(@k;, ) < O(TT, Yk, ) + My, Y(T)

<5k

— Fin

Luego, como dg; — 0r, Mhj, — 0% y 9(Z) < 400 se tiene que
71151010 Tk, sy, ) = 0. (1.25)

Ahora, por hipétesis 0 < ¢(y, yr;, ) < 0, ¥ Or;, — 0%, de donde se sigue inmediatamente por

hipdtesis 111 que
Yk, — Y- (1.26)
Entonces, de (1.24), (1.25), (1.26) y por hipdtesis IV resulta
0 < ¢(T2,y) < liminf ¢(Tk,, vk, ) =0,

de donde se sigue que ¢(7,y) = 0. Por lo tanto, como consecuencia de la hipdtesis v, Tz =y
y asi & es una solucién de (1.1). Veamos ahora que Z es una solucién ¢-minimizante. En efecto,
.z w A . . . .z
como {zy, } es una sucesion -acotada y xy;, — &, por hipotesis I existe una subsucesion,
que volvemos a denotar de la misma manera para simplificar la notacién, tal que ¥ (&) <

hnn_1>1£f Y(zy;, ). Luego,

Y(2) < liminf (zy; )

n—o0

< limsup ¢ (zy;, )

n—oo
< (@) (por (1.23))
< Y(z), (por ser Z una solucién ¥-minimizante) (1.27)

de donde se sigue que ¥(&) = ¢ (&), es decir que & es una solucién -minimizante de (1.1).
Finalmente, si 7 es tnica, hemos probado que para toda subsucesién {xy, }; de {z}, existe

una subsucesién {:Ukjn }n que converge débilmente a . Por lo tanto, z - . O

Observacion 1.33. Cabe mencionar aqui que las hipétesis I y 11 del teorema anterior coinciden
con las hipétesis (H2) y (H3) del Teorema 1.27 y, tal como hemos mencionado en la Obser-
vacién 1.29, las mismas implican las hipétesis (G2) y (G3) del Teorema 1.28. Por lo tanto, si
reemplazamos las hipétesis I y 11 del teorema anterior por (G2) y (G3), bajo el supuesto de

existencia de solucién ¥-minimizante, se prueba la convergencia de soluciones regularizadas.
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Observacion 1.34. Observar que de la desigualdad (1.27) y del hecho que ¢ () = ¢ (Z) se tiene
que nh_}ngo Y(zg,, ) = ¥(2) = ¥(¥). Asi, probamos que para toda subsucesién {zy,}; de {xx}x
existe una subsucesién {zy;, }n tal que ¢(zy; ) converge a 1(). Por lo tanto, kl;rgo U(z) = Y(Z).
Supongamos ademés que ¥ es un funcional tal que verifica la siguiente implicacién: para cada
sucesion {x,} C X tal que x, — x € X y Y(xn) — ¥(x) se tiene que ||z, — x| — 0. Luego,
bajo las hipétesis del Teorema 1.32 y la unicidad de Z, se prueba la convergencia fuerte de

soluciones regularizadas a la solucién 1-minimizante .

Fl siguiente resultado es consecuencia del Teorema 1.32 y asegura la convergencia de solu-
ciones regularizadas obtenidas mediante la minimizacién de un funcional TPG. Su prueba se
sigue inmediatamente verificando que el término de fidelidad cuadratico ¢(Tz,y) = || Tz — y||?

cumple las hipdtesis 111, 1V y v del Teorema 1.32.

Corolario 1.35. Sean X e Y espacios normados, y € Y y T € L(X,)). Supongamos que el
funcional 1 : D C X — [0,400) satisface las siguientes hipdtesis:
1. para cada sucesion Y-acotada {x,} C D tal que x, X 2 € D, existe una subsucesion
{zn.} C{zn} que verifica ¥(z) < lminf(z,.);
J ‘]4)00 J
11. las sucesiones Y-acotadas son relativamente débilmente compactas en D, es decir, para cada
sucesion -acotada {xn} C D, evisten x € D y una subsucesion {z,;} C {zn} tales que
w
Tp; — T.
Supongamos ademds que eziste una solucion de (1.1) y que

» {6} es una sucesion decreciente de niveles de ruido tales que 5, — 0%
= {y*} C Y es una sucesion de datos tales que ||y — y**||?> < 0x, para todo k;

» 7)(9) es una regla de eleccion del pardametro a-priori tal que

4]
nd) =0 y —= — 0 cuando § — 07.
1(9)
Consideremos la sucesion {xf]’zék)} de soluciones regularizadas que son minimizantes del fun-
cional Jy ns,) con dato y%%. Entonces, toda subsucesion de {xg’z(sk)} contiene una subsuce-

sion débilmente convergente a una solucion -minimizante de (1.1). Si ademds, la solucion

L . s oy . .
Y-mintmizante es unica entonces {mn’z5k)} converge débilmente a dicha solucion.

En conclusién, de lo expuesto hasta aqui en las Secciones 1.2 y 1.3 se sigue que los métodos
propuestos, que consisten en aproximar la solucién del problema (1.1) mediante un minimizante
de los funcionales TPG o TPGG, constituyen regularizaciones en el sentido de la Definicién

1.14.
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CAPITULO 2

Problemas inversos desde el enfoque estocastico

Existen, en principio, dos grandes enfoques para resolver problemas inversos: uno clasico
deterministico, el cual presentamos en el Capitulo 1, y otro estocdstico, que veremos en el
presente capitulo. Si bien, en una primera instancia, ambos enfoques parecen disjuntos, a lo
largo del desarrollo de este capitulo mostraremos que se encuentran estrechamente relacionados.

Supongamos que se desea resolver el problema inverso que consiste en obtener informacién
acerca de una variable de interés x € R" a partir de una variable observable y € R™, las cuales
se relacionan a través de un modelo de la forma y = f(z). Como hemos mencionado en el
capitulo anterior, en la mayoria de los casos, el dato y no se conoce con exactitud puesto que
puede contener errores (de medicién, por ejemplo) y, de esta manera, un modelo adecuado para

este tipo de problemas viene dado por

y:f(xae)a (21)

donde f : R® x R¥ — R™ es una funcién asociada al modelo y el vector e € R¥ representa el
error en la medicién. En el Capitulo 1 hemos mencionado que, en el enfoque deterministico, el
propdsito de las técnicas clasicas de regularizaciéon es obtener una aproximacion razonable de
la variable de interés basada en los datos de los que se dispone. Sin embargo, desde el punto
de vista estadistico, la soluciéon de un problema inverso no serd una estimacién puntual de
la variable incégnita sino una distribucién de probabilidad que podra utilizarse para obtener,
luego, estimaciones de la variable de interés.

La filosofia detras de este nuevo enfoque consiste en la reformulacion del problema inverso
en una forma estadistica de busqueda de informacién, es decir, en un problema de inferencia.
Asi, todas las variables son consideradas variables aleatorias absolutamente continuas de manera
tal que la distribucién de probabilidad de cada una de ellas puede ser expresada en términos
de una funcién de densidad de probabilidad. A lo largo de este capitulo utilizaremos, como es
usual, letras mayusculas para representar las variables aleatorias y letras mintisculas para sus

realizaciones. De esta manera, el modelo (2.1) puede reescribirse como

Y = f(X,E). (2.2)
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Supongamos ahora que, antes de obtener la mediciéon y, disponemos de cierta informacién a-
priori sobre la variable incégnita X y que la misma puede codificarse en una densidad de
probabilidad 7y, que llamamos densidad a-priori. Por otro lado, supongamos que luego de la
medicién puede obtenerse la densidad de probabilidad conjunta de X e Y que denotamos con
m(z,y). Luego, la densidad de probabilidad de Y dado X = x con mp,(z) > 0, llamada funcidn

de verositmilitud, viene dada por
m(z,y)
Tpr (2)

Finalmente, dada una observacién y de Y con mw(y) > 0, la densidad condicional

(ylr) =

m(z,y)
m(y)

m(zly) =

se denomina distribucion a-posteriori de X y se considera como la solucién de un problema
inverso desde este enfoque. Una forma de determinar la distribucion a-posteriori es utilizando

el Teorema de Bayes que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.1. Sea X un vector aleatorio en R™ con funcion de densidad de probabilidad a-priori
dada por m,,. Sea y una observacion del vector aleatorio Y € R™ tal que m(y) > 0. Entonces,
la distribucion de probabilidad a-posteriori de X dado el dato y estd dada por

Wpr(w) 7T(?J|$)

7r(y) X Wpr(x)ﬂ—(y‘x)a

Tpost() = 7(2y) =

donde el simbolo < significa “proporcional a”.

Por lo tanto, desde el punto de vista Bayesiano, un problema inverso puede expresarse
de la siguiente manera: dada una observacion y de la variable Y, hallar la distribucion de
probabilidad condicional (zx|y) de la variable incégnita X ([29]). Claramente, una distribucién
de probabilidades como “solucién” a un problema inverso resulta poco util. Es por ello que, una
vez obtenida dicha distribucion, a partir de ella se hallan estimadores de la variable de interés.
En consecuencia, la resoluciéon de un problema inverso desde el punto de vista estadistico puede

resumirse en la realizacién de las siguientes tres tareas:

Tarea 1. Construir una densidad de probabilidad m,, que refleje el comportamiento espe-
rado de variable de interés X basado en la informacién a-priori que se dispone
de dicha variable.

Tarea 2. Encontrar la funcién de verosimilitud m(y|z) que describe la relacién entre la
observacién y la incognita.

Tarea 3. Hallar la densidad a-posteriori 7051, € implementar métodos para explorarla.



2.1 Tareas 31

A lo largo de la Seccién 2.1 describiremos distintas formas de llevar a cabo estas tres tareas
([29]). En la Seccién 2.1.1 presentaremos algunas densidades a-priori que serdn de especial
interés en este capitulo. En la Seccion 2.1.2 veremos cémo construir la funciéon de verosimilitud
para el caso particular de ruido aditivo y presentaremos el proceso de Poisson como ejemplo de
modelo con ruido no aditivo. Luego, en la Seccion 2.1.3 definiremos, a partir de la distribucion
a-posteriori, algunos estimadores de la variable incégnita. En la Seccién 2.2 analizaremos el
principal vinculo que existe entre los enfoques deterministico y estocastico para el abordaje de
un problema inverso. Este andlisis permitird ver que hallar un estimador de la variable de interés
X, estd fuertemente conectado con la minimizacién de un funcional TPG(G). A continuacién,
en la Seccién 2.3 abordaremos los modelos jerarquicos ([9], [29]) y, finalmente, presentaremos
una regla de eleccién del pardametro heuristica cuya construccion se basa en este tipo de modelo
([27]). Por dltimo, en la Seccién 2.4 mostraremos algunos ejemplos numéricos en aplicaciones
de procesamiento de senales e imédgenes con el principal objetivo de mostrar el comportamiento

de la regla presentada.

2.1. Tareas

2.1.1. Densidad a-priori

Como hemos mencionado, la primer tarea que debe realizarse para la resoluciéon de un pro-
blema inverso desde el enfoque Bayesiano es la construccién de una densidad a-priori para la
variable incognita X. Esta tarea es crucial para la resoluciéon y, en muchos casos, constituye
un gran desafio. La mayor dificultad se encuentra en lograr transformar la informacién cuali-
tativa que disponemos de la variable incégnita en informacién cuantitativa y, de esta manera,
encontrar una densidad a-priori adecuada que refleje el comportamiento esperado de X. Por
ejemplo, en imagenes médicas, podriamos estar interesados en determinar la presencia de cierto
tumor del que se sabe su ubicacién exacta y que posiblemente tiene cierta estructura superficial
caracteristica, que el ojo entrenado de un radidlogo puede reconocer. Estas son descripciones
cualitativas de lo que esperariamos observar en la imagen, pero dificiles de traducir al lenguaje
de las densidades. El principal objetivo entonces es disenar una densidad a-priori 7,;, de manera
tal que si E es un conjunto de realizaciones esperadas del vector aleatorio X y U es un conjunto
de realizaciones no esperadas, se verifique que mp(z) > T (Z), para € E'y & € U. De esta
manera, la densidad a-priori debe concentrarse en esos valores de la variable X que esperamos

ver y asignarles una probabilidad claramente mayor que a aquellos que no esperamos ver.
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En esta seccion, a través de ejemplos, presentaremos algunas densidades conocidas que seran
utilizadas a lo largo de este capitulo, tanto como densidades a-priori para la variable de interés
como densidades para el ruido, haciendo especial hincapié¢ en algunas densidades de impulso
(¢*, Gamma y Gamma Inversa), en las densidades Gaussianas y en la distribucién de Poisson.
Ademas, con el objetivo de visualizar el comportamiento de la variable segin la distribucion

elegida, se muestrean dichas densidades.

Ejemplo 2.2. Una variable aleatoria X € R tiene una distribucion de Laplace de media p y

varianza 202 (o > 0) si su densidad de probabilidad estd dada por

(z) = %eXp (Jx;“’).

Supongamos que X € R™ es una imagen (vectorizada) cuya componente X; es una variable

aleatoria que representa la intensidad en el j-ésimo pixel. Supongamos ademés que dichas com-
ponentes son independientes e idénticamente distribuidas y tienen una distribuciéon de Laplace
de media p y varianza 202. Luego, la densidad de probabilidad del vector aleatorio X est4 dada

por

_ 1 |z — 4l
m(x) = 207" P -y

j=1
Si it = 0 entonces decimos que X tiene un distribucién dada por la densidad de impulso ¢!

definida como
a\”"
w(2) = (5)" exp(~alle]h), (2:3)

n
.1 , . .
donde o = — > 0 es un pardametro conocido y ||z||; = E |z;]. Denotamos esto con X ~ £!(a).
o
j=1
Como X representa una imagen, es natural considerar una restriccién de positividad para

la misma, resultando necesario redefinir la densidad ¢! como
m(x) = a" mi(x) exp (—af[z(]1), (2.4)

donde 74 (z) =1, si z; > 0, Vj y m(x) = 0, en otro caso. Cabe destacar aqui que esta nueva
funcién cumple con las condiciones necesarias para ser una densidad.

Es importante observar aqui que la densidad (2.4) corresponde a la distribucién conjunta de
n variables aleatorias independientes X ;. Luego, para cada pixel se puede tomar una muestra de
tamano 1 utilizando el procedimiento usual conocido como Método de la Transformada Inversa
([46]). En la Figura 1 se muestra una imagen de 60 x 60 pixeles obtenida a partir de este

procedimiento considerando a = 10.



2.1 Tareas 33

FIGURA 1. Muestra de una densidad ¢!(10) con restriccién de positividad.

Ejemplo 2.3. Existen otras densidades de impulso como las distribuciones Gamma y Gamma
Inversa de pardametros a y 6. Para un vector aleatorio X € R” con componentes independientes,

estas densidades son de la forma

- 0
ren(e) o [ [y exp (-2
J

j=1
respectivamente. Denotamos estos casos con X ~ I'(a, ) v X ~ I'!(a, 6p).

Es sabido que estas distribuciones, al igual que la densidad ¢!, favorecen cambios repentinos
en la variable, permitiendo la presencia de datos atipicos (outliers). La principal diferencia
entre estas dos distribuciones es que la distribucion Gamma Inversa favorece soluciones con
menor cantidad de datos atipicos pero con magnitudes mayores que aquellos obtenidos con la

distribucién Gamma. Esto puede observarse en la Figura 2.

b)
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FIGURA 2. Muestra de una densidad: a) I' (1,1); b) I'~1(1,1).

En la Figura 2 se presentan dos imégenes de 60 x 60 pixeles obtenidas a partir de una
distribucién Gamma (parte a)) y de una distribucién Gamma Inversa (parte b)) ambas con

parametros a =1y 6y = 1.
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Ejemplo 2.4. Las distribuciones Gaussianas son de gran importancia en el drea estadistica
puesto que permiten modelizar numerosos fenémenos naturales, sociales y psicologicos.

Sean g € R® y I' € R™ "™ una matriz simétrica definida positiva. Una variable aleatoria
n-dimensional Gaussiana X con media xy y matriz de covarianza I' es una variable aleatoria

con densidad de probabilidad dada por

(z) = (m) " (—%(w — ) T (2 — xo)) .

Denotamos esto con X ~ N (zg,T).
Consideremos una matriz de covarianza I" asociada a una discretizacién del Laplaciano (por
diferencias finitas con condiciones de borde Dirichlet). Esto permite construir una densidad

Gaussiana de suavidad para el vector aleatorio X que tiene la forma

1
) x xp (515 lLal?).

donde v es un pardmetro positivo y, en principio, conocido. Denotamos esto con X ~ Ng(v, L)
(es decir, X ~ N(0,72 (L L)fl)). En la Figura 3 se muestra una imagen de 60 x 60 pixeles
obtenida a partir de una distribucién Gaussiana de suavidad con v = % Alli puede observarse

el comportamiento “suave” esperado de la variable.

FIGURA 3. Muestra de una densidad Ns(1/2, L).

Ejemplo 2.5. Dado z € N[}, decimos que el vector X tiene una distribucion de Poisson si su

densidad esta dada por

N AN\
e NN
i=1
donde A; > 0 es un parametro conocido y representa la tasa de ocurrencia del evento que se
desea contabilizar en la i-ésima coordenada del vector X. Denotamos esto con X ~ P()), donde

A es un vector cuya i-ésima coordenada es A;. En la Figura 4 se muestra una imagen de 60 x 60

pixeles obtenida a partir de una distribucion de Poisson de parametro A; = 5 para todo 1.
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FIGURA 4. Muestra de una densidad de Poisson con \; = 5 Vi.

Es oportuno mencionar que en cada uno de los muestreos realizados se utilizaron parametros
fijos. Si bien podria resultar interesante estudiar el comportamiento de las densidades frente a
la variacién de los mismos, no se modifica el comportamiento general esperado de la variable y
por ello se omite este andlisis en este trabajo.

Veamos ahora en qué casos se pueden utilizar las densidades presentadas anteriormente. Su-
pongamos que se desea resolver un problema inverso en el cual la variable incégnita es una senal
o imagen y que se sabe, ademas, que dicha imagen contiene pequenos objetos bien localizados,
o para el caso de una senal, que contiene saltos o discontinuidades. Esto ocurre, por ejemplo,
cuando uno estd interesado en localizar un tumor en una imagen de rayos X. En estos casos
es conveniente utilizar las densidades de impulso debido a que, como hemos visto, permiten la
presencia de datos atipicos de grandes magnitudes que se distinguen de un fondo de amplitud
baja. Por otro lado, si lo que se espera es que la imagen tenga un comportamiento “suave”,
es decir que las intensidades de pixeles vecinos sean similares, se recomienda la utilizacién de
una densidad Gaussiana de suavidad. Por otra parte, en muchas aplicaciones, las mediciones se
basan en el recuento de ciertos eventos. Por ejemplo, podemos pensar en el caso de un micros-
copio electrénico en el que el dispositivo cuenta los electrones que llegan al detector durante un
periodo de tiempo determinado. De manera similar, en imagenes de rayos X de baja energia,
los datos consisten en conteos de fotones. En muchos casos, el niimero de conteos en cada obser-
vacién puede ser muy bajo o simplemente cero. Una densidad que puede modelar este tipo de
variables es la densidad de Poisson. De esta manera, dependiendo del tipo de comportamiento
esperado de la variable incégnita, es posible elegir una densidad a-priori que represente dicho

comportamiento.
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2.1.2. Funcion de verosimilitud

La segunda tarea para la resolucién de un problema inverso, que consiste en la construccién
de la funcién de verosimilitud, suele ser frecuentemente el paso mas directo de la teoria de
inversion estadistica. Es oportuno observar que la funcién de verosimilitud depende del tipo
de relacién que existe entre las variables (modelo aditivo, multiplicativo, etc) y, en muchas
ocasiones, de la distribucién asociada al ruido.

Consideremos, en primer lugar, que el ruido E es aditivo e independiente de la variable

incognita X, es decir, el modelo estocastico esta dado por
Y =f(X)+E, (2.5)

donde X € R™" Y, F € R"™ y X y F son independientes. Supongamos adema&s que la densidad
de probabilidad del ruido es conocida y que estd dada por 7g.

Si fijamos X = x en (2.5), como X y E son independientes, la densidad de probabilidad de
Y dado X = z coincide con la densidad de probabilidad de E trasladada por f(z), es decir

m(ylz) = mp(y — f(2)).

Luego, si mp; es la densidad de probabilidad a-priori para X, por el Teorema 2.1 tenemos que

la densidad a-posteriori de X dado y es de la forma

7T($’y) X 7Tpr(x) TFE(y - f(x))

A continuacién, presentamos un ejemplo donde la variable E sigue una distribucion Gaus-
siana y se considera un modelo con ruido aditivo e independiente de la variable de interés

X.

Ejemplo 2.6. Supongamos que el ruido F es una variable aleatoria en R™ con densidad Gaus-

siana de media cero y matriz de covarianzas o2 I,,,, con o conocido, la cual estd dada por

B 1 1 9
TE(e) = WGXP _T‘_QHeH :
En consecuencia, bajo el modelo con ruido aditivo (2.5), la funcién de verosimilitud resulta
m(ylz) = WGXP <—W”y = f(@)]] ) :

Existen otros tipos de ruido como, por ejemplo, ruido multiplicativo, que no seran tratados

en esta tesis (para més informacién ver [29]).
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En algunos casos la funcién de verosimilitud no se basa en un modelo del tipo Y = f(X, F).
En particular, veremos un ejemplo en donde se conoce la densidad de probabilidad de la variable

Y pero la misma contiene un pardmetro que depende de la variable incégnita X.

Ejemplo 2.7. Como hemos mencionado en la secciéon anterior, en muchas aplicaciones, las
mediciones consisten en el recuento de ciertos eventos. En tales casos, la variable Y € N{J* puede
modelarse como un proceso de Poisson el cual supone que cada componente Y; es una variable

aleatoria con distribucién de Poisson y que su observacién esperada y; viene dada por el modelo

Y = fz(x)v

donde x € R™ es una observacion de la variable incégnita X. Si ademas todas las componentes

de Y son independientes entonces la funcién de verosimilitud resulta,

s - [ D S0
i=1 v

2.1.3. Densidad a-posteriori

La tercera y ultima tarea que debe realizarse para la resolucién de un problema inverso
desde el enfoque estocastico es la obtencién y exploracion de la densidad a-posteriori con el
objetivo de estimar la variable incégnita. Una forma sencilla de obtener esta densidad es a
partir del Teorema de Bayes. Es claro que la definicién abstracta de la soluciéon de un problema
inverso como la distribucién de probabilidad a-posteriori no es muy 1util en la practica. En
general, se pretende hallar distintos estimadores a partir de dicha distribucién. Entre los méas
utilizados se encuentran el estimador mdzimo a-posteriori y la media condicional que se definen

a continuacién.

Definicién 2.8. Dada la densidad de probabilidad a-posteriori 7(z|y) del vector aleatorio

X € R", se define:

= El estimador mdximo a-posteriori, y se denota con xysp, COMO

Tyap = argmax m(z|y),
zER™

siempre que el maximo exista.

s El estimador media condicional, denotado con ¢, como

Tne = E(m‘y) = /]R xﬂ(x’y)dxy

bajo el supuesto de que la integral exista.
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En la proxima seccién veremos que el estimador xy,p, €n ciertas ocasiones, se encuentra
asociado a un minimizante de un funcional de tipo Tikhonov-Phillips generalizado o doblemente

generalizado.

2.2. Vinculo entre los enfoques deterministico y estocastico

A continuacién veremos el principal vinculo que existe entre los enfoques deterministico y
estocdstico para la resolucion de un problema inverso mal condicionado. Bajo un modelo lineal
con ruido aditivo, a partir de diferentes ejemplos, veremos cémo la densidad del error se relacio-
na con el término de fidelidad de un funcional de tipo Tikhonov-Phillips generalizado y cémo
la densidad a-priori de la variable incégnita esta estrechamente relacionada con el penalizante
de dicho funcional. En los primeros ejemplos, consideraremos error con distribucién Gaussia-
na y diferentes densidades a-priori para la variable de interés (Casos I, II, III y IV). Luego,
presentaremos otros casos donde el error sigue una distribucién no Gaussiana y, nuevamente,
supondremos diferentes densidades a-priori para la incégnita (Casos V y VI). Finalmente, pre-
sentaremos un ejemplo de un modelo que no es de la forma Y = f(X, E) y veremos nuevamente
que la funcién de verosimilitud y la densidad a-priori de la variable incégnita se relacionan con
el término de fidelidad y el penalizante de un funcional de tipo Tikhonov-Phillips doblemente
generalizado, respectivamente (Caso VII). En todos los casos que estudiaremos, veremos que el
estimador maximo a-posteriori asociado a la densidad a-posteriori de la variable de interés coin-
cide con un minimizante de un funcional de tipo Tikhonov-Phillips generalizado o doblemente
generalizado.

En los siguientes seis casos consideraremos un modelo lineal con ruido aditivo dado por
Y=TX+FE,

donde X € R™, Y, E € R™ son variables aleatorias, X y F independientes y T' € R™*" es una

matriz conocida asociada al modelo.

CASO I. NV — N: Consideremos el caso donde X ~ N(0,\% I,,) y supongamos que el ruido
aditivo £ ~ N(0,72 I,,,), con T conocido. Luego, del Teorema de Bayes para problemas inversos

se sigue inmediatamente que la densidad a-posteriori de X dado Y = y estd dada por
7Tpost(fv) = W(.%"y) X 7Tpr(w) 7Te(y - T:L‘)

1 2 1 2
scexp (= grally = Talf - gyglalt).
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De esta manera, el estimador maximo a-posteriori, xysp, de X estara dado por

) 1 1
e = agmis {oxp (=51 Iy = ol ~ 35113 ) |

. 1 n
— argmix {exp (3 Iy~ 7213 - Lol )}
reR™

= argmin { ||y — T3 + nlz[3}
zeR?

2
. T . . , .. .
donde n = —. Es decir, el estimador z,p serd un minimizante del funcional TP para el

A2
problema Tx = y con parametro de regularizaciéon 7.
A partir de la teoria cldsica de las distribuciones Gaussianas ([29]) es posible probar que la

densidad a-posteriori de X dado Y = y resulta Gaussiana con media (condicional) dada por
wue = (T'T + L) " Thy.

Luego, xy ¢ coincide con la solucién regularizada (1.7) obtenida a partir de la minimizacién del
funcional TP para el problema T'x = v, puesto que T* = T* en este caso.
Finalmente, es oportuno destacar la relacién existente entre el parametro de regularizacién

1 y los pardmetros o y v asociados a las densidades de F y X, respectivamente.

CASO II. N —Ns: Consideremos la densidad a-priori Gaussiana de suavidad de pardmetro
A para X y supongamos el ruido aditivo £ ~ A(0,721,,), con 7 conocido. Luego, la densidad

a-posteriori de X dado Y = y resulta de la forma

Tpost (L) X Tpr () Te(y — T'x)

1 1
scexp (= grally = Talf - 55glLal}).

De aqui se sigue inmediatamente que

) 1
Tyap = argmax < exp | —=||y — TxH% — QHL&:H%
TER? 2 2

= argmin {||y — Tz|5 + n || Lz|5}
xER™

2
T . . Ce .
~3- De esta manera, el estimador zyap serd, nuevamente, un minimizante de un

A

funcional TPG con penalizante ||Lz||3 y pardmetro de regularizacion .

donde n =
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CASO III. NV — ¢': Consideremos ahora el caso donde X ~ ¢1(\) y E ~ N(0,72%I,,), con

7 conocido. Entonces, la densidad a-posteriori de X dado Y = y es de la forma

1
() ox xp (=575 = Tl = Al ).

Por lo tanto, el estimador maximo a-posteriori para X resulta

) 1 .

e = avgmix {oxp (=51 Iy = ol = Aol ) b = angmin {ly - Tl + v el
zeR™ T rER™

donde n = 272\ y, asi, xyap coincide con un minimizante de un funcional TPG con penalizante

|z||1 v pardmetro de regularizacién 7.

El siguiente caso tiene como objetivo generalizar los presentados anteriormente conside-
rando una densidad a-priori mas general para X. Esta densidad estard vinculada a la familia
exponencial ([33]) que se define como el conjunto de las funciones de distribucién tales que la

funcién de densidad (o de probabilidad puntual) puede escribirse como

k
m(x;0) = exp (Z a;i(0) bi(x) + ¢(0) + d(fﬂ)) : (2.6)

i=1
donde 0 = (01, ...,0;) es un vector de parametros asociados a la distribucién de X y a;, b;, ¢, d

son funciones reales.

CASO IV. N —: Consideremos ahora el caso donde X tiene una densidad a-priori dada
por mpr(z;A) = exp (a(A)¥(x) + (X)), donde el parametro A > 0 es conocido y a(A) < 0
para todo A. Cabe mencionar aqui que 7, corresponde a una densidad asociada a la familia
exponencial (2.6) considerando d(x) = 0. A su vez, tal como hemos mencionado ,, generaliza
las densidades consideradas en los casos anteriores puesto que a(\) = —ﬁ, si X ~N(0,\?1,)
0 X ~ Ns(\ L),y a(\) = =\, si X ~ ¢()\), siendo en ambos casos una funcién negativa.
Supongamos ademés E ~ N(0,721I,,), con 7 conocido. Entonces, se sigue inmediatamente que

la densidad a-posteriori de X dado Y = y es de la forma

1
() o exp (~ gy = T + o) 00 ).

Por lo tanto, el estimador maximo a-posteriori para X resulta
. 1 ,
e = g {exp (5 12lly = Tl + a() o)) b = agmin (- 721 + (o)}
zERM 2T zER"
donde n = 272 (—a(\)) y, asf, Tyap coincide con un minimizante de un funcional TPG con

penalizante 1 (z) y pardmetro de regularizacién 7.
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CASO V. ¢! —¢': Consideremos ahora el caso donde tanto la variable de interés X como el
ruido E tienen densidades a-priori de impulso ¢! de pardmetros conocidos \ y 7, respectivamente.

Luego, la densidad a-posteriori de X dado Y = y en este caso resulta
Tpost (%) o< exp (=7 ||y — T[]y — Allz[1) -
Asi, el estimador maximo a-posteriori para X resulta

Tyap = argméx {exp (=7 |y — Tz[l1 — Allz[}1)} = argmin {[|ly — Tz[|y + n||z[:},
zeR” TER"

donde n = \/7 y, asi, xyap coincide con un minimizante de un funcional TPGG con fidelidad

|ly — Tx||1, penalizante ||z||; y pardmetro de regularizacién .

El siguiente caso generaliza los casos anteriores considerando que tanto la variable de interés
X como el ruido F tienen distribuciones asociadas a la familia exponencial (2.6). Cabe mencionar
aqui que las distribuciones consideradas en todos los casos anteriores pertenecen a esta familia

con d(z) = 0 en cada caso.

CASO VI. ¢ — v: Consideremos ahora el caso general donde X tiene una densidad a-
priori dada por mp(z;X) = exp (a1(X) ¥ (x) + ¢1(A)), con pardmetro A conocido y que el ruido
E tiene una distribucién dada por wg(e;7) = exp (az2(7) ¢(e) + c2(7)), donde el pardmetro 7
es conocido. Ademds, supongamos que ai(\) y a(7) tienen el mismo signo para todo A y 7.

Luego, la densidad a-posteriori de X dado Y = y estd dada por

Tpost () o exp (a(7) d(y — Tx) + a1 (N) ¥ (x)) ,

de donde se sigue inmediatamente que el estimador méximo a-posteriori para X es

Tnvap = arwgefllgfx {exp (a2(7) ¢y — Tz) + a1(A) ¥(2))} = aigegn {8(y — Tz) +nip(x)},

donde 7 = a1 (\)/a2(7). Asi, zyap, si existe, coincide con un minimizante de un funcional TPGG
con fidelidad ¢(y — Tx), penalizante () y parametro de regularizacién 7).
El siguiente cuadro resume los diferentes casos que hemos considerado hasta aqui, bajo un

modelo lineal con ruido aditivo:
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Caso E X Fidelidad | Penalizante | Funcional de tipo TP
I N0, 721m) NOXL) | lly=T=l3| )3 ly = T3 + 7 [|=[13
I N(0,721) Ns(A L) ly=Txl3 | [L2l3 | Iy — T3 +nlL]3
Ir | N0, 721 1N ly — Tl3 ]l ly = T3 +n |zl
IV | N0, 7Ln) | xexp(a(N () | lly—Tzl3| () ly = T3 + 0 (@)
\ (7) 1N ly = Tl [l ly = Tally +n =]l
VI | ocexp (ax(7) ¢(e)) | o< exp (a1(N) ¥()) | ¢y — Tx) () Py —Tx) +ny(x)

Es oportuno mencionar aqui que la existencia de un minimizante para los funcionales de
tipo Tikhonov-Phillips obtenidos en los casos I, II, IIT y V se encuentra garantizada puesto
que el término de fidelidad y el penalizante vienen dados por normas, las cuales verifican las
hipétesis (G1), (H2), (H3) y (G4) del Teorema 1.27 presentado en el Capitulo 1. Para el caso
IV, nuevamente, como el término de fidelidad corresponde a una norma, es facil ver que las
hipétesis (G1) y (G4) se verifican. Si ademads, contamos con las hipétesis (G1), (H2) y (H3)

para el funcional ¢ entonces, por el Teorema 1.27 se tiene la existencia de un minimizante para

el funcional de Tikhonov-Phillips obtenido en dicho caso.

CASO VII.
Finalmente, consideraremos un proceso de Poisson para la variable observable Y € Ni* como

en el Ejemplo 2.7. Luego, la funcién de verosimilitud es

11 o0 (= fi@) fix)
r(yle) = [ S
i=1
Supongamos ademds que X tiene una densidad a-priori como en el CASO IV dada por . (25 A) =
exp (a(N\) ¢¥(z) + ¢(N)), donde el pardmetro A es conocido y a(A) < 0 para todo A. Luego, por

el Teorema 2.1 se sigue inmediatamente que la densidad a-posteriori de X dado Y =y es de la

forma

n(oly) o (H xp (=:(%)) fi(”f)yi) exp (a()) ¥(2)).

i=1 yi:

Entonces, el estimador maximo a-posteriori de X estd dado por

eekn | i yi!

Ap— {H O (i) T o o) w»}

= argmin {Z (fi(z) — yiln fi(z) + Iny!) — a(N) 1/1(37)}

z€R™ i—1
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= arg min {Z (fi(x) —yiIn fi(x)) — a(N) 1/’(33)}

z€eR™ 1

(2

NE

= arggﬂ'ﬂ { (fiz) —yiln fi(z) + yi Iny; — yi) — a(N) ¢($)} (siyi > 0Vi)
TER™ i—1

1 (fz‘(l') + i In (;Zb) - yz> —a(\) w(x)} .

I

= arg min
Tz€R™

7

Por lo tanto, xyap coincide con un minimizante de un funcional TPGG con término de fidelidad

dado por
m
Yi
Z <f2(ac) + y;In () - yi) , (2.7)
i1 filz)
penalizante ¢ (x) y pardmetro de regularizaciéon 7 = —a(\). Es muy importante mencionar aqui

que el término de fidelidad (2.7) corresponde a una discretizacién del funcional de Kullback-

Leibler (1.14) presentado en el Capitulo 1 ([39]).

En conclusion, en todos los casos estudiados vimos que la funcion de verosimilitud y la densi-
dad a-priori de la variable incégnita se relacionan con el término de fidelidad y el penalizante de
un funcional de tipo Tikhonov-Phillips generalizado o doblemente generalizado. Mas aun, vimos
que el estimador maximo a-posteriori de la variable de interés coincide con un minimizante de
este tipo de funcionales. Esto constituye el principal vinculo entre los enfoques deterministico

y estocéstico.

2.3. Una regla de eleccion del parametro heuristica

Es sabido que, en el método de regularizacién de Tikhonov-Phillips, el pardmetro de regu-
larizacion esta asociado al compromiso entre el término de fidelidad y el de penalizacién, y que
su eleccién es crucial para el éxito del método de regularizacién. En el Capitulo 1, hemos visto
que una regla de eleccién del pardmetro puede ser a-priori (depende sélo del nivel de ruido),
a-posteriori (depende tanto del nivel de ruido como del dato) o heuristica (sélo depende del
dato con ruido). Ademads, hemos visto que ninguna regla de eleccién del pardmetro heuristica
puede formar parte de un método de regularizacion convergente, aunque esto no implica que
para un nivel de ruido fijo, una regla de eleccién del pardametro heuristica no pueda funcionar
de manera adecuada. En esta seccidn, estudiaremos una regla de este tipo que fue presentada

por Ito et al. en [27] y cuya construccién se basa en el enfoque estocdstico de resolucién de
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un problema inverso, mas precisamente, en los modelos jerarquicos. Es por ello que, en primer
lugar, veremos brevemente en qué consisten dichos modelos y luego, cémo se construye la regla
en base a ellos y las caracteristicas o propiedades que posee la misma.

En la seccién anterior, hemos estudiado el principal vinculo existente entre los enfoques
deterministico y estocastico. En particular, para el CASO I, vimos que un minimizante del fun-
cional TP para el problema T'x = y con pardmetro de regularizaciéon 7 coincide con el estimador
Tyap de la distribucién a-posteriori de X, cuando la densidad a-priori para esta variable esta
dada por N'(0, A2 I,), el ruido aditivo E tiene distribucién N'(0,721,,) y los pardmetros n, A y 7
estan relacionados mediante la igualdad n = ;\z De esta manera, el parametro n esta determi-
nado tanto por la varianza del error como por el parametro A asociado a la densidad a-priori de
X. Pero, si alguno de estos parametros son desconocidos entonces, desde el enfoque estocastico,
su determinacién forma parte del problema de inferencia y se debe tener en cuenta su propia
distribucion para la resolucion, la cual a su vez puede contener parametros desconocidos. En
este caso, se obtiene lo que se denomina modelo jerdrquico o hipermodelo, los cuales deben su
nombre a que se establece un orden de jerarquia entre las incégnitas para resolver el problema
(19], [29]).

Consideremos ahora el modelo con ruido aditivo (2.5) y supongamos que la densidad de
probabilidad del ruido £ depende de uno o mas parametros, en principio desconocidos, deno-
tados con ©. De esta manera, la distribucién del ruido estd dada por mg(e|f) y la funcién de

verosimilitud resulta
m(ylx,0) = Ty — f(x)]0).

Supongamos ademds que el vector de parametros © es independiente de X y sigue una distribu-
cién Thyper (). Luego, del Teorema 2.1 tenemos que la densidad a-posteriori de la dupla (X, ©)

dado Y = y estd dada por

7('(1‘, e‘y) X 7r(3/|x70) 7T(.%', 9) = 71'(:1/‘.@,(9) ﬂpr(x) Whyper((g)-

De esta manera, es posible obtener la distribucién a-posteriori de X y © a partir de la utilizacion
de modelos jerarquicos.
Ahora, para motivar la construccion de la regla de eleccién del pardmetro presentada en

[27], consideremos el problema inverso que consiste en determinar x € X" en la ecuacién

Tz =y, (2.8)
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donde T : X — Y es un operador lineal y acotado entre los espacios de Banach X e ) con
y € Y. Supongamos que en lugar del dato exacto y se conoce una versién con ruido y° € .
Como hemos mencionado previamente, en general, los problemas inversos son mal condicionados
y entonces surge la necesidad de aplicar un método de regularizacion. Consideremos el método

que consiste en la minimizaciéon de un funcional TPGG dado por

Tpwm(@) = (T, y) +n¢(z), (2.9)

donde ¢ : Y x) — [0,00) y ¥ es un funcional no negativo definido en X'. Como es bien sabido, el
parametro 7 estd asociado al compromiso entre el término de fidelidad ¢(7T z,y) y el penalizante
1 (x). Veremos ahora como construir una regla de eleccién del pardmetro heuristica que permita
estimar el valor de 7. Para ello, consideremos una discretizacién del problema (2.8) de manera

que resulte el modelo finito-dimensional
Tz =1°, (2.10)

con T € R™" z € R" y y® € R™. Abordaremos este problema desde el enfoque estadistico
Bayesiano. Para ello, sea £ € R™ un ruido aditivo, independiente de X y con distribucion dada
por mg(e|T) = exp <—T ble) + c(T)>, donde 7 > 0y ¢ : R™ — [0,00) es una discretizacién del
funcional ¢ : J — [0, 00) definido como ¢(y2—y1) = ¢(y1,y2). Luego, la funcién de verosimilitud

resulta
1) (.0
w(y°|z, T) x exp (—Tgb (y - Ta:)) .

Respecto de la variable de interés X, consideramos la densidad a-priori dada por

Tpr (2| \) = exp (—)\ 12(3:) + C’()\)) ,

donde A > 0y @/Z; : R™ — [0,00) es una discretizacién del funcional ¢. Es oportuno mencionar
aqui que las densidades propuestas para X y F estdn asociadas a la familia exponencial (2.6),
siendo un caso particular de aquellas densidades consideradas en el CASO VI de la Seccién 2.2
para estas variables (aqui, a1(A) = =X, az(7) = —7, c1(A) = C(A) y co(7) = ¢(7)).
Supongamos ahora que los pardmetros A\ y 7 son desconocidos y, por ende, son considerados

variables aleatorias. Si A ~ I'(ap, Bo) v T ~ I'(av1, 1), sus densidades son de la forma
m(A) ox A2~ Le=AoA Y (1) o T eTAT,

respectivamente. Aqui, (g, fo) v (a1, 31) son pares de parametros conocidos.
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Como consecuencia del Teorema 2.1, la densidad a-posteriori de la terna (X, A, YT) resulta

m(x, A, T]y(s) x W(yé\x, T)m(x|A) T(N\) w(T)

X exp (—T&ﬁ\(yé - Tx) - Az/p\(as) + (=1 InA+ (o — 1) InT — B — 617> ,

de donde se sigue que el estimador maximo a-posteriori para (X, A, T) estd dado por aquella

terna que minimiza el funcional
J(z, M\ 7) = T$(y5 —Ta:) FAD(x) + Bo A — (a0 — D)In A+ Bir — (a1 — 1) In7,

Finalmente, el funcional J motiva el funcional de Tikhonov-Phillips generalizado aumentado

([27], [28]) dado por
TN 7)=7d(Ta,1°) + Ap(x) + Bo A —ag In A+ By 7 —aq InT, (2.11)

definido para (z,\,7) € X x RT x RT, que extiende al funcional (2.9). Cabe mencionar aqui que
se utilizé la misma notacién para los parametros g, a1, By y 81 con el objetivo de simplificar
la notacién. A su vez, es oportuno aclarar que el funcional J(x,\,7) no serd utilizado para
resolver el problema (2.8) sino que se introduce sélo para lograr construir una regla para la
eleccién de un pardmetro de regularizacién n razonable en (2.9). Recordemos que el principal
objetivo es estimar la variable incégnita X y, para ello, consideraremos su estimador xy,p que
es aquel que minimiza el funcional J(z, A, 7) en (2.11). Con este objetivo entonces, en [27] se
construye la regla de eleccién del pardametro a partir del concepto de punto critico del funcional

J(z, A, T) que veremos a continuacién.

Definicién 2.9. Un elemento (z*,\*,7*) € X x Rt x R es un punto critico del funcional

(2.11) si satisface el siguiente sistema de optimalidad generalizado

r* = arg min {gb(T:E, y0) + )\*(T*)_lﬂ)(x)}
zeX

0 =1(z*) + Bo — a0y
0=¢(Tz* )+ f1 — a1 4

7_7*-
Es importante observar que esta definicién de punto critico coincide con la que se reali-

1
za habitualmente anulando las derivadas parciales %j(x*,)\*,T*) = Y(x*) + Bo — aoyy ¥

1
aaj(x*, N5 = o(Ta*,y°) + 1 — a1 — . De alli, resultan
T T

Qo * aq

NEUmrh Y T T aTe e A
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Por lo tanto, de la Definicién 2.9 se sigue que el pardmetro de regularizacién n* esta determinado

por
Qg ¢(7’$§7* ) yé) + b1

* 3k *\—1 _
L S

(2.12)

donde denotamos con ZL'(Z]* a x*.

Observacion 2.10. Es oportuno mencionar aqui que es posible construir una regla més general

que la de la ecuacién (2.12) a partir del concepto de punto critico del funcional
T (A7) = —az(7) ¢(Tx,3°) —ar(N) () + Bo A — o In A+ 17— o InT,

que se obtiene considerando que las variables X y F tienen distribuciones como las dadas en el

CASO VI de la Seccion 2.2. Esto constituye un problema abierto y un posible trabajo futuro.

De la teoria deterministica de regularizacién, se sabe que una regla de eleccién del parametro

a-priori 1(d) debe verificar que

52
Ii 0)=0 lim — =0 2.13
i 10) e R (2.13)

para asegurar que la solucién aproximada converja a una solucién de minimo penalizante cuando
el nivel de ruido tiende a cero (Proposicién 1.11, Capitulo 1). Por otro lado, sabemos que en el
contexto estocéstico el nivel de ruido estd asociado a la variable E. Més atn, para el caso en
que E ~ N(0,02 1), el nivel de ruido § se encuentra estrechamente asociado con la varianza o
del error. De esta forma, pensar en “6 — 077 en el contexto deterministico es andlogo a pensar
en “oc — 077, en el estocastico. Ademas, es sencillo ver que para este itimo caso existe una
relacién entre o y 7 dada por o2 = % Debido a que el segundo limite en (2.13) no se verifica

para la regla en (2.12), en [27] se propone modificar esta regla de la siguiente manera

(2.14)

T T Bo ar ar U@ B

—d _
* (&7 <¢(Tx2*7ya)> ¢(T$g*7y6) _ QS(T‘T;S]*?:U(S)I d
e
(L 2 ¥ P1 se descarta por considerarse pequeno. Cabe mencionar

(1)

aqui que experiencias numéricas han mostrado que la elecién d = 0 (correspondiente a la regla

donde 0 < d < 1, a =

original (2.12)) no funciona de manera adecuada en ciertos casos.
Finalmente, la regla de eleccién del parametro propuesta consiste en encontrar el parametro

7 que verifica la siguiente ecuacién no lineal

7 (w(m;i) + Bo) = ag(Ta),y")' ™, 0<d<1. (2.15)
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A continuacién, presentamos algunos resultados importantes sobre esta regla, cuyas pruebas
pueden consultarse en [27]. En primer lugar, enunciaremos un resultado que asegura la exis-
tencia de una solucién para la ecuacién (2.15). Luego, presentaremos un algoritmo numérico
para su obtencién y un resultado que asegura su convergencia para el cual es necesario definir
previamente cierta propiedad que puede satisfacer el penalizante. Para todos estos resultados,

son necesarias las siguientes hipétesis:

I. X es un espacio reflexivo.
II. Para cada 1 > 0, el funcional Jyy ,(x) definido en (2.9) es coercivo en X, es decir,
Tppn(@) = +00 si [|lz]| = +oc.

III. Los funcionales ¢(7Tx,y) y ¥ (x) son débilmente semicontinuos inferiormente respecto de
z, es decir, para cada sucesién {z,}, C X tal que z, — z se tiene que ¢(Tz,y) <
ltm inf §(Ten,y) ¥ ¥(x) < lminf (z).

IV. Existe € X tal que ¥(z) = 0.

Cabe destacar aqui que las Hipétesis 11 y III son similares a las usuales para asegurar la
existencia de un minimizante para el funcional de Tikhonov-Phillips Jy 4., como hemos visto
en el Capitulo 1.

El siguiente resultado garantiza la existencia de una solucién para la ecuacién no lineal

(2.15), es decir, garantiza la existencia de un pardmetro 6ptimo n*.

Teorema 2.11. Sean ¢(T:L‘g,y) Y w(xf]) funcionales continuos respecto de n y supongamos que

h’m+ ¢(Txf],y) > 0 entonces eziste al menos una solucion positiva de la ecuacion (2.15).
—0

Para implementar numéricamente la regla de eleccién de pardmetro heuristica (2.15), se
propone el siguiente algoritmo que, de manera iterada, obtiene el pardmetro de regularizacion
v la solucién regularizada correspondiente a dicho parametro.

Algoritmo: Elegir una posicién inicial 79 > 0 y fijar £ = 0. Hallar (zy,n;) para £ > 1 de

la siguiente manera:

1. Hallar el minimizante del funcional TPGG dado por
o1 = argmin { 6(Tw, 5°) + () |
¢(T$k+17 y5)1—d

Y(xpy1) + Bo

3. Chequear el criterio de parada establecido. Si no se alcanza, fijar k = k+ 1 y repetir los

2. Actualizar el pardmetro ng11 como N1 = «

pasos 1 - 3.
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Como criterio de parada puede establecerse, por ejemplo, que el algoritmo finalice cuando
la diferencia entre dos iteraciones sucesivas no supere cierto umbral, ya sea para las iteraciones

€en r como en 1.

Definicion 2.12. Un funcional ¢ se dice que tiene la H-propiedad en el espacio X si para cada
sucesién {x, }, C X que converge débilmente a zy € X' y tal que ¥(x,) — ¥(xg), se verifica que

la sucesién {zy}, también converge fuertemente a zp en X.

Teorema 2.13. Sea n* > 0. Entonces, cada subsucesion de {(zk, )} generada por el algorit-
mo tiene una subsucesion débilmente convergente a una solucion (x*,n*) de la ecuacion (2.15),
y la convergencia de la sucesion {ny}, es mondtona. Si el minimizante del funcional Jyp o n+ ()
es unico, entonces toda la sucesion converge débilmente. Ademds, si el funcional ¥ tiene la

H-propiedad, entonces la convergencia es fuerte.

Es oportuno mencionar aqui que la H-propiedad que satisface el funcional v en el teorema
anterior es andloga a aquella presentada en la Observacién 1.34 para garantizar la convergencia
fuerte de soluciones regularizadas obtenidas a partir de la minimizacién de funcionales de tipo
TPGG a una solucién -minimizante, cuando el nivel de ruido tendia a cero por derecha.

En la siguiente seccion, presentaremos diferentes ejemplos numéricos en donde se implementd
el algoritmo presentado para obtener un pardmetro de regularizacion 6ptimo en problemas

inversos de procesamiento de senales e imagenes.

2.4. Aplicaciones

Si bien no es un objetivo principal de este trabajo de tesis el abordaje numérico de los
problemas inversos, consideramos importante presentar algunos ejemplos numéricos en donde
se implementé la regla de eleccién del pardmetro estudiada en la Seccidon 2.3 para obtener
un parametro de regularizacién 6ptimo en problemas inversos de procesamiento de senales e
imédgenes. En todos los ejemplos consideramos el término de fidelidad cuadrético ¢(Tz,y) =
3 | Tz — sz. Ademsds, para el caso de procesamiento de imagenes, veremos un ejemplo de
modelo jerarquico que nos permitird detectar fuentes focales presentes en la imagen original sin

la utilizacién de una regla de eleccién del parametro.
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2.4.1. Senales

Un modelo matemético bésico para la convolucién de senales estd dado por la ecuacion

integral de Fredholm de primera clase

y(s) = /Ia(s,t) (1) di,

donde a corresponde al nicleo de convolucion, x es la senal que se desea aproximar, y es el
dato del problema y la integracién se realiza sobre cierto intervalo real I. Luego de discretizar
la ecuacién integral anterior de manera usual (usando colocacién y cuadratura), se obtiene un
modelo de la forma y = Tz, donde z,y € R™ y la matriz T' € R™*" resulta de la discretizacion
del ntcleo a. En los ejemplos presentados a continuacién, se consideré n = 100 y el dato fue

contaminado mediante un ruido aditivo Gaussiano de la siguiente manera
b _ . 5 £
y; = yi +¢& max|y;| &,
(2

donde € es un pardmetro positivo conocido y & ~ N(0,1). Como consecuencia, existe una

relacién entre el pardmetro ¢ y la varianza del error 02 dada por o = & méx; |y;].

Ejemplo 2.14. Este ejemplo se basa en uno de los presentados en [27], en el cual se considera
el micleo de convolucién a dado por a(s,t) = ¢(s—t), con @(t) = (1 + cos (5t)) X|t—s|<3, donde

x denota la funcién caracteristica. Consideremos ademads que la senal original viene dada por

z(t) = —1,5 X[-5,12;5] T X[~0,92;—0,8] — 1,2 X[0,9;1,02] — X[4,1;4,22]

y el intervalo de integracién correspondiente es I = [—6, 6]. Debido a que la senal original consta
de saltos o discontinuidades, se opta por utilizar el término penalizante ¢ (z) = ||z|/;. Como
hemos visto en la Secciéon 2.1.1 dicho penalizante se encuentra estrechamente relacionado con
la densidad a-priori de impulso ¢!, que es utilizada para modelar este tipo de comportamiento.

En la Figura 5, se muestra el dato contaminado con ruido aditivo Gaussiano mediante el

procedimiento descripto previamente, con € = 0,01.
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FicurA 5. Dato contaminado con ruido aditivo Gaussiano, ¢ = 0,01.

Mediante la regla de eleccién del parametro presentada en la Seccion 2.3, utilizando los
valores g = 107% a = 0,1; d = 1/3 y By = 107 y luego de 6 iteraciones, se obtuvo el
pardmetro de regularizacién éptimo n* = 0,82 x 107°. En la Figura 6, se presentan la sefial

1)

original z y la solucién z7. obtenida. Es posible concluir que el procedimiento implementado

logra recuperar las principales caracteristicas de la senal original.

05

0.5

FIGURA 6. Senal original (- -) y solucién regularizada (—).

|20 — all2

]2
que indica la proporcion del error absoluto con respecto al valor exacto de ||z||2. El error relativo

Para medir el error en la estimaciéon de X utilizaremos el error relativo dado por

e obtenido para este caso fue e = 0,1534.
La siguiente tabla presenta el promedio de 30 errores relativos obtenidos de repetir el proceso

de obtencién del parametro 6ptimo de regularizacién para cada valor de €.

el1072 11073 |107% | 107° 106

e 0,201 | 0,054 | 0,008 | 0,0022 | 7,10 - 104

Ejemplo 2.15. Este ejemplo se basa en uno de los que se encuentran en [27], donde se utiliza

el nicleo de convolucién a(s,t) = (coss + cost) (%)2, con u(s,t) = m(sens+sent) y la
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senial original estd dada por z(t) = 2e—6(t=4/5)* | 6*2(”1/2)2, definida en el intervalo I =
[—m/2,m/2]. Puesto que la senal original es suave, se opta por considerar el término penalizante
P(x) = % [|z||2, el cual, como vimos en la Seccién 2.1.1, se corresponde con una densidad a-priori
Gaussiana.

En la Figura 7, se muestra el dato contaminado con ruido aditivo Gaussiano a partir del

procedimiento descripto previamente, utilizando € = 0,01.

08

06

0.2

FicurA 7. Dato contaminado con ruido aditivo Gaussiano, € = 0,01.

A partir de la regla de eleccién del pardmetro presentada en la Seccién 2.3, con 19 = 1072,

a=1,d=1/3y By =10~y luego de 9 iteraciones, se obtuvo el pardmetro de regularizaciéon

0

éptimo n* = 0,724 x 1073, En la Figura 8, se presentan la sefal original z y la solucién Lo

obtenida, la cual constituye una buena aproximacién de la senal original.

25

FIGURA 8. Senal original (- -) y solucién regularizada (—).

5+ — (|2
]2
La siguiente tabla presenta, andlogamente al ejemplo anterior, el promedio de 30 errores

El error relativo e dado por obtenido para este caso fue e = 0,147.

relativos obtenidos de repetir el proceso de obtenciéon del parametro de regularizaciéon éptimo

para cada valor de €.
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el 1072|103 |10*|10°|10°¢

e | 0,141 | 0,058 | 0,045 | 0,033 | 0,028

En ambos ejemplos se observa, como es de esperar, que a medida que se perturba menos la

senal original, los errores relativos disminuyen.

Ejemplo 2.16. Para la senal original x del Ejemplo 2.14, si repetimos el proceso pero ahora

considerando el penalizante ¢ (z) = 1||z||?, se obtiene la solucién regularizada presente en la

Figura 9. Debido a que el penalizante utilizado fuerza una solucién regularizada suave, la misma

intenta reproducir el comportamiento de la senal original pero respetando la “suavidad” que

exige el penalizante.

FIGURA 9. Sefial original (- -) y solucién regularizada (—) para 1(z) = 1|z

Andlogamente, si en el Ejemplo 2.15 consideramos el penalizante 1(x) = ||z||; y se repite
el proceso, se obtiene la solucién regularizada que se presenta en la Figura 10. Cabe mencionar
aqui que el método fuerza una solucién regularizada con “picos” debido al uso de un penalizante

que es adecuado para detectar discontinuidades o falta de regularidad de la solucién.

25

20

| AW, Ao L,/\\ gl

-2 -1.5 =1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

FIGURA 10. Senal original (- -) y solucién regularizada (—) para ¢ (x) = ||z||1.

En conclusién, si bien el parametro de regularizacion es elegido de manera éptima mediante

la regla (2.14), la eleccién de un penalizante apropiado resulta crucial para el éxito del método.
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2.4.2. Imagenes

Un modelo matematico muy general para el proceso de degradacién de imagenes estd dado

por la siguiente ecuacién integral

1,1
g(s,t):/o /0 a(s,t,s',t") f(s',t')ds" dt’, (2.16)

donde f y g son las imagenes original y degradada, respectivamente, y a corresponde al nicleo
de dispersién. Para los ejemplos numéricos presentados en esta secciéon utilizaremos el nicleo

de convolucién Gaussiano dado por

1 1/s—s\2 1/t—t\?
t, s t) = —= - = 2.17
afs. 1.5 1) zmmexp< ;(22) -3 (= )) (2.17)

donde las desviaciones estandar o y o, caracterizan la degradacion en la direccién horizontal

y vertical, respectivamente. La discretizacién del modelo (2.16) con nicleo Gaussiano y con
ruido aditivo € resulta en § = Tz + ¢, donde la matriz T, de orden N x N, estd asociada a

2

la discretizacion del nicleo a y N = n®, siendo la imagen original de tamano n x n. Luego, la

versién estocastica del modelo discretizado estda dada por
Y=TX+E, (2.18)

donde Y, X, E € RY son vectores aleatorios. El objetivo es, entonces, estimar X utilizando
su distribucién a-posteriori construida a partir del dato Y = y y de la informacién a-priori
disponible de la variable incégnita.

Supongamos que la imagen original consta de un fondo negro con algunos objetos focales,
como por ejemplo estrellas, cuya ubicacién y forma queremos determinar. Si bien el dato puede
aportar una sugerencia respecto de la localizacion, es posible que una regién borrosa en el dato
contenga mas de una fuente focal en la imagen original. Para modelar este tipo de variable, en
primer lugar, consideremos una densidad a-priori de impulso £!(a) con restriccién de positividad
cuya densidad estd dada por (2.4), donde el pardmetro « se supone conocido. Supongamos
ademds que el ruido E ~ N(0,02 Iy) (0. conocido) e independiente de X de donde resulta que

la funcion de verosimilitud es de la forma

1
i) xexp (5l — Tl )
0-6
Finalmente, por el Teorema 2.1 se sigue que
1 2
m(zly) oc i (z) exp | —5—lly — Tzl — allzll |- (2.19)
€
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Es oportuno recordar que nuestro principal objetivo es estimar la variable incégnita X y lo

haremos a partir del estimador maximo a-posteriori. Es decir,

, 1
e = avggin { oy~ T3 + ol }. (2.20)
e

de donde se sigue inmediatamente que xyap €s un minimizante de un funcional TPG con pena-
lizante ||z||; y pardmetro de regularizacién n = o2a.

En el siguiente ejemplo, supondremos que la imagen original es de 60 x 60 pixeles y consta de
cuatro fuentes focales que se distinguen de un fondo negro. Esta imagen es degradada mediante
el niicleo Gaussiano (2.17) utilizando o, = 0, = 2 y condicién de borde reflexiva ([21]), y se
considera ruido aditivo E ~ N(0,021y) con o, = 0,01]|yllcc y N = 602. En la Figura 11, se

muestran las imagenes original y borrosa con ruido.

0.1

0.08
0.06
0.04

0.02

F1aurA 11. Imagen original (izquierda) y borrosa con ruido (derecha).

Mediante la regla de eleccién del parametro presentada en la Seccion 2.3, utilizando los
pardmetros 79 = 107°, a = 0,05; d = 1/3 y By = 10719, y luego de 6 iteraciones, se obtuvo
el pardmetro de regularizacién éptimo n* = 1,2135 x 10~ y la solucién que se muestra en la

Figura 12.

FIGURA 12. Solucién obtenida con n* = 1,2135 x 1074
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Es posible concluir que el método implementado logra detectar la ubicacion y la forma de los

objetos focales presentes en la imagen original. El error relativo e dado por ———— HxH obtenido
para este caso fue e = 0,0555. i

La siguiente tabla presenta, analogamente a lo realilzado en procesamiento de senales, el
promedio de 30 errores relativos obtenidos de repetir el proceso de obtencién del pardmetro

optimo de regularizacién para cada valor de €.

el 1072|1073 | 10°¢ 1075 106

e | 0,055 | 0,015 | 0,001 | 1,164 - 104 | 6,076 - 10~?

Finalmente, mostraremos cémo se podrian utilizar modelos jerarquicos para detectar la
ubicacién y la forma de los objetos focales presentes en la imagen original dada en la Figura 11.
Para esto, consideraremos que X tiene una densidad a-priori Gaussiana de media cero y matriz

de covarianzas Dy = diag(61,02,...,0N), es decir

1 12 1 L a2 1 1js 9 1
2 _
) () e 337 | —ow | -ges el - 5 Lese,

Intuitivamente, la varianza 6; podria ser grande para un pixel correspondiente a un objeto focal,
mientras que deberia ser pequena para los pixeles correspondientes al fondo negro. De esta ma-
nera, esperamos que la cantidad de pixeles no nulos sea pequena o que dichos pixeles puedan ser
interpretados como datos atipicos. Es por esta razén que supondremos que el vector 8 asociado
a la matriz de covarianzas de X tiene una distribucién Gamma Inversa de pardmetros (a,6p)
conocidos, dando lugar a un modelo jerarquico. Andlogamente al ejemplo anterior, supondremos
E ~ N (0,02 Iy) (0. conocido). Con las densidades de los vectores involucrados, obtenemos una

densidad conjunta de la forma
1 1 Al al
—-1/2 0
. 0.) xoxp | =g 31To ol = 5105 0l - 3 g = (a4 5 ) Y togs,
lop: 2 = 9]

Luego,

w(/6,y) ocexp< To—y|3 - 11D, ||2)

1 al 3) w
~1/2 0o
(0|x,y) o< exp —§||D9 /xHQ Ze— <a—|—2>Zlog9j
=1 j=1

Para obtener los estimadores Ty ap ¥ Oumap, se utiliza un algoritmo iterativo de manera tal que

dada la estimacién (z(®), §(%)) en el paso k, se obtiene:
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T
Paso 1: (5D = arg max 7 (2|0, y), resolviendo el sistema L T Y ;
O’eDe(k) 0
1 1
Paso 2: 0%+1) = arg méx 7(0|z**+1,4), dado por 9§k+1) = at32 <2 (:cjz)(kﬂ) + 90).

Utilizando los pardametros a = 1000, 8y = 1, luego de 300 iteraciones obtenemos el estimador

Ouar para 0 que se muestra en la Figura 13.

<107

1.04
1.03
1.02

1.01

FicurA 13. Estimador 6y,p para 6.

En la Figura 14 se presenta el estimador xy,p obtenido para fy,p en donde puede observarse
que no se logra recuperar ni la forma ni la intensidad de las fuentes focales presentes en la imagen

original.

F1GURA 14. Estimador xysp para X a partir de Oyap.

Debido a que las componentes del vector # estan asociadas a las varianzas de los pixeles
en X, optamos por construir una imagen binaria 6 a partir de Oy ,p que tenga en cuenta sélo
aquellos pixeles con intensidades mayores que cierto umbral M. Asi, se construye 6 como 5(2, j) =

1, Ouar(i,j) > M max Oy ap + min Oyap

, donde M = 5
k? HMAP(iu.j) < M

imagen que se muestra en la Figura 15.

v k es cercano a cero, obteniendo la
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FiGurA 15. Imagen binaria 0 construida a partir del estimador @y ap.

Finalmente, se realizé el Paso 1 del algoritmo ultilizando 0 y se obtuvo el estimador xyp

para X que se presenta en la Figura 16.

Ficura 16. Estimador xy,p para X a partir de 0.

HJ;MAP - $H2

]2
mencionar aqui que, a pesar de que luego del umbralado las intensidades de los pixeles corres-

El error relativo e dado por obtenido para este caso fue e = 0,1117. Cabe
pondientes a las fuentes focales en 0 son las mismas (e iguales a 1), el estimador xy,p logra
recuperar las intensidades originales de dichos pixeles.

La siguiente tabla presenta el promedio de 30 errores relativos obtenidos para cada valor de

€ tras repetir el procedimiento descripto.

el 1072103 | 107* | 107 | 1076

e | 0,111 | 0,041 | 0,0289 | 0,0288 | 0,0286

En conclusién, a lo largo de esta seccién hemos presentado algunos ejemplos numéricos
en aplicaciones de procesamiento de senales e imagenes mostrando el comportamiento de la
regla heuristica 2.15. Asimismo, hemos puesto de manifiesto la importancia de una eleccién
adecuada del término penalizante para el éxito del método. Finalmente, hemos aplicado un
modelo jerarquico para el ejemplo presentado de restauraciéon de imagenes que logra recuperar

las fuentes focales presentes en la imagen original.
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CAPITULO 3

Estimaciones del error a-posteriori

Consideremos nuevamente el problema inverso que consiste en determinar x en la ecuacién
Tx=uy, (3.1)

donde 7 : X — ) es un operador lineal y acotado entre espacios de Banach de dimensién
infinita tal que R(7T) es no cerrado. Siguiendo el enfoque deterministico para su resolucién, en
el Capitulo 1 vimos que, cuando un problema inverso resulta mal condicionado en el sentido
de Hadamard debido a la falta de cumplimiento del postulado (Had 3), es necesario aplicar
métodos de regularizaciéon. En particular, estudiamos el método de regularizacién de Tikhonov-
Phillips en su version clasica y propusimos dos versiones generalizadas del mismo que consisten
en la minimizacién de funcionales TPG y TPGG. Pudimos probar que estos métodos propuestos
constituian regularizaciones en el contexto de espacios de Banach. Para ello, fue necesario probar
la convergencia de las soluciones regularizadas a una solucién de minimo penalizante. Esto lo
hicimos para el caso de reglas de eleccion del parametro a-priori.

En el Capitulo 2, vimos en qué consiste resolver un problema inverso desde el enfoque
estocastico y presentamos una regla de eleccion del pardametro heuristica cuya construccién se
basa en este nuevo enfoque y en su relacién con el funcional de Tikhonov-Phillips “aumentado”.
Como hemos mencionado, es sabido que este tipo de reglas no pueden formar parte de un
método de regularizacién convergente pero esto no indica que la misma no pueda tener un buen
desempeno para un nivel de ruido pequenio y fijo. En este sentido entonces, en el presente capitulo
nos proponemos encontrar estimaciones para el error a-posteriori, es decir, encontrar una cota
para el error entre una solucién de minimo penalizante y la solucién regularizada obtenida
mediante la minimizacién de funcionales TPG o TPGG cuando el parametro de regularizacion es
obtenido a partir de una regla heuristica. En particular, se pretende obtener una cota para dicho
error cuando el parametro de regularizacion es elegido mediante la regla heuristica presentada
en el Capitulo 2.

Por simplicidad en las demostraciones de los resultados obtenidos, en la Seccién 3.1 con-

sideraremos el método que consiste en aproximar la solucién del problema (3.1) mediante un
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minimizante del funcional TPG-p dado por
o1
Tho@) = I T =yl + 0 (o), (3.2)

dondep > 1y : X — [0, +00] es un funcional convexo. Luego, en la Seccién 3.2 consideraremos
una versién ain més general de este método que consiste en aproximar la solucién del problema

(3.1) mediante un minimizante del funcional TPGG-p dado por

T? (@) == &(Tz, )P + nip(a), (3-3)

=1
P P
donde p>1,¢:YxY — [0,400] y ¢ : X — [0,400] es un funcional convexo.

Es oportuno mencionar aqui que el funcional TP considerado en el Capitulo 1 es equivalente
al funcional TPG-2 con ¢(x) = %||93H2 Ademas, el funcional TPG considerado en el Capitulo
1 resulta ser equivalente al funcional TPG-2 en (3.2), por lo que el funcional TPG-p extiende
al funcional TPG. Por tltimo, el funcional TPGG-1 en (3.3) coincide con el funcional TPGG
presentado en el Capitulo 1, considerando ¢(Tz, y) = ¢(Tz, ). Por lo tanto, el funcional TPGG-
p es una generalizacion del funcional TPGG.

Finalmente, los resultados de existencia de solucién regularizada y convergencia presenta-
dos en el Capitulo 1 siguen siendo validos si consideramos el término de fidelidad dado por
o(Tx,y) = 1qE(T:lU,y)p con p > 1. M4s precisamente, es inmediato ver que si ¢ verifica las
hipotesis 111 3{) v del Teorema 1.32 entonces ¢ también las verifica. Por otro lado, de la semicon-
tinuidad inferior débil de ¢ y debido a que la funcién f(t) = %tp es no decreciente para p > 1,
se sigue que ¢ verifica las hip6tesis (G4) del Teorema 1.28 y 1v del Teorema 1.32. En conclusion,

los Teoremas 1.28 y 1.32 resultan validos para el funcional TPGG-p.

3.1. Regularizacion de tipo Tikhonov-Phillips generalizado-p

Como hemos mencionado, a lo largo de esta seccion consideraremos el método de regulari-
zacién que consiste en aproximar la solucién del problema (3.1) mediante un minimizante del

funcional TPG-p dado por
o1
Tha@) = ITw = yll? +n0(2), (3.4)

donde p > 1y v : X = [0,400] es un funcional convexo.

El objetivo principal de esta seccién es hallar una estimacién para el error a-posteriori, es
decir, una cota para el error entre una solucién i-minimizante de (3.1) y la solucién regularizada
a:g, dada por un minimizante del funcional (3.4) para dato y® y para el caso en que el pardmetro

de regularizacion 7 sea elegido mediante una regla heuristica. Como es usual en estos casos,
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estimaremos este error utilizando la distancia de Bregman que es una forma natural de medir
la desviacién de elementos en un espacio de Banach con respecto a algin funcional convexo.
Para definir la distancia de Bregman resulta necesario introducir los conceptos de subgradiente

y subdiferencial de un funcional convexo, los cuales presentamos a continuacion.

Definicién 3.1. Sean X un espacio de Banach, X* su espacio dual y ¢ : X — R U {oo} un
funcional convexo. Decimos que z* € X'* es un subgradiente de 1) en x si¥(z) > ¥ (x)+[z*, z—x],
Vz € X, donde [z*, x] corresponde a la evaluacién del funcional z* en x, es decir [z*, z] = z*(x).

El conjunto 0y (x) de todos los subgradientes de 1 en z se llama el subdiferencial de 1) en x.

Cabe mencionar aqui que el subgradiente es una generalizacién del concepto clasico de

derivada para el caso de funcionales convexos ([55]).

Definicién 3.2. Sean X un espacio de Banach, ¢ : X — RU{oo} un funcional convexo, z € X

y £ € OY(x). La distancia de Bregman en x respecto de £ y v se define como
df (z,7) = P(2) — ¥(z) = [§,2 — 2], V2 € X,

Es facil ver que d?(m, x) = 0y que la convexidad del funcional ¢ implica que dg)(z, x) >0,
para todo z € X. Mas adelante veremos también que si X es un espacio de Hilbert, la distancia
de Bregman en un elemento x coincide con ||z — z||?, para todo z € X, cuando el funcional
1) es elegido como el cuadrado de la norma en dicho espacio. De esta manera, la distancia de
Bregman extiende el concepto de norma.

Como es usual para problemas inversos mal condicionados, las estimaciones del error entre
una solucién regularizada y una solucién i-minimizante se pueden obtener unicamente ba-
jo supuestos adicionales de suavidad de la solucién i-minimizante, conocidos como condicion
fuente (“source conditions”). En la Seccién 3.2 veremos que esta condicién fuente se encuentra
estrechamente relacionada con la condicién de optimalidad que verifica todo minimizante de
un funcional convexo. En los resultados obtenidos en esta seccién, la condicién fuente estard
vinculada al operador adjunto 7*: )Y — X™* de T.

Como hemos visto en el Capitulo 1, si el parametro de regularizacion es elegido mediante
una regla a-priori, es posible probar la convergencia de las soluciones regularizadas obtenidas
mediante la minimizacién de funcionales de tipo Tikhonov-Phillips generalizados a una solucién
de minimo penalizante, cuando el nivel de ruido tiende a cero por derecha. Por otro lado,
para reglas a-posteriori, como por ejemplo el principio de discrepancia de Morozov, existen

resultados que establecen la convergencia de las soluciones regularizadas obtenidas a partir
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de la minimizacién de funcionales de tipo Tikhonov-Phillips generalizados ([50]). Finalmente,
para el caso de reglas heuristicas es posible encontrar estimaciones del error a-posteriori, es
decir, cotas para el error entre una soluciéon de minimo penalizante y una solucién regularizada
obtenida mediante la minimizacién de funcionales de tipo Tikhonov-Phillips generalizados, para
un nivel de ruido fijo.

A continuacién, presentamos el primer resultado obtenido que establece una estimacion para
el error a-posteriori entre una solucién ¥-minimizante del problema (3.1) y una solucién regula-

rizada 2

»» minimizante del funcional J, P , con dato y°, cuando el pardmetro de regularizacién es
b

elegido mediante una regla heurfstica n = n(y°). Este error se medira utilizando la distancia de
Bregman inducida por el penalizante 1. De esta manera, dicha distancia controlard inicamente
los errores que pueden ser distinguidos por el penalizante, mientras que los otros errores deben

ser controlados por el término de fidelidad ([5]).

Teorema 3.3. Sean X un espacio de Banach, ) es espacio de Hilbert, T € L(X,Y), ¢ : X —
[0, +00], & una solucion y-minimizante de (3.1) ey® € Y tal que ||y —y°|| < 6. Supongamos que
existe w € Y tal que & = T*w € 0Y(Z). Luego, para cada minimizante xg del funcional ‘75,?7
dado en (3.4) con dato y°, se tiene que

= stp>11yq es el conjugado de p, entonces

& 408wl + ¢ llwl)?

5 ~
dg)(xn,x) < ;
n
» sip=1yn|w| <1, entonces
1
d?(xg,a?) < 5LH“’H.
n
Demostracién. Dado que a:g es un minimizante del funcional J£ , €on dato 3?, se sigue
que
Ligas e oy < LTz _ o i
oIz —y 17+ ny(zh) < ’ 172 =[P +no(E)
oP _ N 5
SEHW(&?), (Ti=yylly—y’l <9)
y asi
1 5 sup - 5
T =711 < =t (02) — w(a)
Luego,

1 55 5 -
5 ”T‘rn -y ||p + nd’g}(‘rnvw‘)
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< %y (@) — wlah) + d . 3))

p
oF 5 = s . .
= ' g,y — 7] (por definicién de distancia de Bregman)
oP .
= ;—H][T w, & — ad)]
o° ~ s . .
= I +n{w, TT = Txy) (Y espacio de Hilbert)

oP 5
<5 [wll |73 —yll
oP 5.6 5
<5 +nllwl| |7z —y° | +nllwl ly* -yl
or 5.8
<5t lwll ([ T2y = y°ll +n [[wl] 6.
Finalmente,
L7ad — e — T _ o Pt < 5 35
pll zy = Y|P = nlwl[ [Tz} = °ll + ndg (27, ) < ) +n||wllo. (3.5)
= Sip>1, por la desigualdad de Young tenemos que

1 1
é 13 8 &
n llwl[ [Tz —y°ll < 5””" -y P+ g(nlle)q,
. . . P | o
lo cual junto a (3.5) permite deducir que nd; (z,2) — —(nllw[)? < — + n|lw|d, de
q p
donde se sigue inmediatamente la desigualdad que queriamos probar.

» Sip=1,de (3.5) se tiene que

(1= nllwl) 1725 = oIl + ndg (x), ) < 5 +n s,

1+ nlwl]

y como por hipétesis 1 — 7 ||w|| > 0 resulta d?(mf], 7) <46
n

d

Observaciéon 3.4. En el Capitulo 1 presentamos algunos términos de fidelidad diferentes del
clasico y vimos en qué casos resulta conveniente su utilizacion. Uno de ellos era el término de
fidelidad dado por |7z —yl|1. Para este caso entonces debemos considerar ¢(Tz,y) = || Tz—y||1
vy p = 1 y, de esta manera, es posible obtener una estimacion del error a-posteriori como

consecuencia del Teorema 3.3.

Observacion 3.5. Es oportuno destacar en el teorema anterior el caso p = 2 (correspondiente

al término de fidelidad clasico) en el cual se obtiene la siguiente cota para el error a-posteriori

52 1 2
_ S+ nollw|| + 5(nljw]]) 1 < )
df (x5,7) < 2 2 =-|—=+vnlw

2
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En [27] se presenta una cota para este error bajo los mismos supuestos del Teorema 3.3 para

p = 2. Esta cota viene dada por
.0 62 2
de (2, @) < ” + 1 |[wl]”.

Es sabido que si a y b son nimeros reales no negativos entonces verifican la desigualdad %(a +

b)?2 < a? + b?, de donde se sigue que

1/6 82 )
o = nw) < — +njw|”.
5 (G +vilul) < S+l

Es decir, la estimacién obtenida en el Teorema 3.3 es inferior o igual a la obtenida en la prueba

del Teorema 3.5 en [27].

Ahora, y como consecuencia del Teorema 3.3, presentamos una estimacién para el error

a-posteriori entre ¥ y xfl*, donde n* es elegido a partir de la regla de eleccién del pardmetro
1

heuristica presentada en el Capitulo 2, utilizando ¢(7x,y) = —||Tx—y||” con p > 1. Recordemos
p

que para esta regla el parametro de regularizacién 6ptimo n* viene dado por

| 725, — g2 |Pi=
P (v(wh.) + o)

con 0 <d<1lya,pBy>0. Esta cota se obtiene simplemente reemplazando el pardmetro i por
la regla n* en el Teorema 3.3.

T —y?| Pt =)
P (w(ah) + o)

Corolario 3.6. Sin* =« ,p>1yd*= HT:L‘g* —4°|| entonces

sP~Lp(22.) + Bo 1 a1
d (5*)p(1—d) + Hw” + = P P
p « q pa-d(a-1) (¢(zn*) + 50)

df (a4, 7) < el ) max {5, (57)20-9}.

Observacién 3.7. Es oportuno observar que del corolario anterior se obtiene la siguiente cota

para el caso en que p = 2

iﬂ}(ﬂ?g*) + Bo o

df (23, %) < | ooy + lwl +
' 2 (0079 224 ((a.) + fho)

3

lw]? | max {5, (5*)2<1—d>} . (3.6)

Como consecuencia de la Observacién 3.5 podemos decir entonces que la cota obtenida en (3.6)

resulta inferior o igual a la cota presentada en [27] para esta regla.
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3.2. Regularizacion de tipo Tikhonov-Phillips doblemente
generalizado-p

En la seccién anterior, hemos considerado el método que aproxima la solucién del problema
(3.1) mediante un minimizante de un funcional TPG-p, es decir, un funcional de Tikhonov-
Phillips con término de fidelidad 1HTa: — y||P y penalizante dado por un funcional convexo
1. Para dicho método hemos encoitrado una estimacién del error a-posteriori cuando la re-
gla de eleccién del pardmetro es heuristica y la hemos particularizado para el caso en que se
utilice la regla presentada en el Capitulo 2. En esta seccion, generalizaremos los resultados de
cotas obtenidos en la Seccién 3.1 al caso de funcionales TPGG-p, es decir, para funcionales de

Tikhonov-Phillips con fidelidad y penalizante generalizados de la forma

T @) = Ty +n(a), (3.7)
donde p>1,¢:Y x Y — [0,400] y ¥ : X — [0, +00] es un funcional convexo.

En la seccién anterior vimos que uno de los supuestos para encontrar estimaciones del
error a-posteriori viene dado por una condicién fuente y que la misma esta relacionada con el
operador adjunto 7* de 7, para el caso en que ) sea un espacio de Hilbert. En esta seccién,
donde supondremos que X e ) son espacios de Banach, la condicién fuente estara estrechamente
relacionada al operador dual adjunto T# : Y* — X* de T definido como el tinico operador lineal
y acotado que verifica que [T7y*, x| = [y*, T x|, para todo y* € Y* y x € X.

El siguiente teorema presenta una primera estimacién para el error a-posteriori.

Teorema 3.8. Sean X e ) espacios de Banach, T € L(X,)), ¢ : X — [0, +00], b:YxY—
[0, +00], & una solucién -minimizante de (3.1) e y® € Y tal que d(y,y°) < 5. Supongamos que

existe w € Y* tal que & = T w € O(Z). Luego, para cada minimizante xg del funcional jcz];w

dado en (3.7) con dato 3° se tiene que

1 - - or _
S OTan ") +ndg (. 8) < —+n |0, T — Ta].

)

Demostracion. Dado que z;,

es un minimizante del funcional [J g oy POTR dato 0 y d(y,y%) <

d, se sigue que

KT )+ nib(el) < 2 3(TE°) + o ><ff+nw<:z=>,

A=
’UM—*

¢
I
y, en consecuencia, — qS(Ta:n,y )P < — + n ( ) Luego,
p

oP

ATl o) + ndg’(x:i, 7)<t (w@) — (@) + df (25, 7))

SRR



68 Estimaciones del error a-posteriori

:(Z-i-?? [T#w,fc—mﬂ

:‘Zm [w,Tﬁ:—Tmf]},

donde la pentultima igualdad se sigue de la condicién fuente y la tdltima, de la definicion del

operador dual adjunto. O

El siguiente teorema presenta una cota para el error a-posteriori que generaliza el resultado
dado en el Teorema 3.3 y cuya prueba se basa en la primera estimacion de dicho error obtenida

en el Teorema 3.8.

Teorema 3.9. Sean X e Y espacios de Banach, T € L(X,)), ¥ : X — [0, +0o0], P Y XY —
[0,4+00], & una solucidn -minimizante de (3.1) e y® € Y tal que ¢(y,y°) < & y (10, y) < 4.
Supongamos que existe w € V* tal que € = T7w € OY(Z) y que el funcional ¢ satisface las
stguientes hipotesis:

L d(y1,y3) < d(y1,y2) + G(y2,y3), para todo y1,y2,y3 € V;

1. existe C' > 0 tal que ||y1 — y2|| < C d(y2, 1), V1, y2 € R(T).

Luego, para cada minimizante xf, del funcional j(fwn dado en (3.7) con dato Y0 se tiene que

= sip>11yq es el conjugado de p entonces
0
403wl C + L] 0)

dwlﬁ,ig ’
(2, 7) ;

» sip=1yn|w|C <1 entonces

1 C
a8, 7) < s LIl
n
Demostracién. Sea xf] un minimizante del funcional J?  con dato y°. Luego,
1~ -
S OTah ) (af 3)
oP - 5
< — 4w, Tz - T (por Teorema 3.8)
p
oP - 5
st [wl |72 — Tyl
oP p 5 . -
< o il Co(Txyy’) +nlwl|Coy’y)  (por Hipbtesis 1y 1y T& = y)
< CH(Tad,y° Cs (0, y) <6
= +nllwl| € ¢(Tay, y°) +n||w| C6. (¢(y°,y) <90)
Finalmente,

- - B oP
S(Td, v’V —nllwl C o(Tad,y°) + ndf (3, ) < — +nlwl o (3.8)

K=
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= Sip>1, de la desigualdad de Young se sigue inmediatamente que
~ 1- 1
0wl C (T, y°) < Z;aﬁ("fw%,y‘s)p + 5(77 [w]| C)*,
lo cual implica que

D) — [l ©)F < 5 (TP — nllw] CH(Tadyy®) +nd(a,3) < 2+l €
donde la dltima desigualdad se sigue de (3.8). De esta manera, resulta

Pt 5 < 5ol cn+ sl €y

» Sip=1,de (3.8) se tiene que (1 —n|jw|| C) QZ;(Tmf,,y‘s) +77d?(x757,5:) <d+nlw|Co,y

como por hipétesis 1 — n||w|| C > 0 se obtiene

L+nlw|C
n
O

Dado que toda norma satisface la desigualdad triangular y considerando C' = 1, resulta
inmediato que las hipétesis 1 y 11 del Teorema 3.9 se verifican cuando ¢ corresponde a la norma
en el espacio ). De esta manera, si se considera el término de fidelidad ;H’Tx —y||P, conp > 1,
del Teorema 3.9 se obtienen las mismas estimaciones del error a-posteriori que en el Teorema
3.3. De aqui se sigue inmediatamente que el Teorema 3.9 constituye una generalizaciéon del

Teorema 3.3.

Observacion 3.10. Es oportuno mencionar aqui que en el Teorema 3.8 es necesario que se
satisfaga una condicion fuente y no se necesitan hipdtesis adicionales sobre el término de fidelidad
y el penalizante. De esta manera, si se consideran, por ejemplo, los términos de fidelidad %H’Taz—
y||%, 7= —yll1 o KL(Tz,y) es posible obtener una estimacién del error a-posteriori para estos
casos como consecuencia del Teorema 3.8. Por otro lado, es sabido que el funcional de Kullback-
Leibler (1.14) no verifica la desigualdad triangular ([26]) correspondiente a la hipétesis 1 del
Teorema 3.9. Sin embargo, como hemos mencionado, para los casos en que se considere la
fidelidad ¢(Tz,y) = KL(Tz,y) es posible obtener una estimacién del error a-posteriori como

consecuencia del Teorema 3.8.

Debido a que la distancia de Bregman en & € X respecto del funcional convexo 1 involucra
el término [{,x — Z], donde £ € (%) y © € X, en varios articulos se propone la utilizacién
de desigualdades que contienen este término, denominadas desigualdades variacionales, y se

prueba que son una herramienta poderosa para obtener tasas de convergencia ([18], [23], [49]).
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Los primeros resultados de tasas de convergencia para minimizantes de funcionales de tipo
Tikhonov-Phillips se basan en supuestos de suavidad de la solucién respecto a un operador (en
general no lineal) definido en un espacio de Hilbert ([17]) o de Banach ([5]). Dichos supuestos
estan expresados en términos de una condicién fuente (generalmente asociada a una ecuacién).
Sin embargo, observaciones numéricas mostraron que, aun cuando los supuestos de suavidad no
se verificaban, la tasa de convergencia no necesariamente se vefa afectada significativamente.
En 2007, B. Hofmann et al. ([23]) tuvieron en cuenta esta observacién y debilitaron dichos
supuestos reemplazando la condicion fuente por una desigualdad variacional. Nos proponemos
aqui utilizar desigualdades de este tipo para probar un resultado andlogo al del Teorema 3.9
y asi obtener estimaciones del error a-posteriori bajo este nuevo enfoque. En primer lugar,
mostraremos la relacién existente entre la condicién fuente presente en el Teorema 3.9 y una

desigualdad de tipo variacional.

Proposicién 3.11. Sean X e ) espacios de Banach, T € L(X,Y), ¥ : X — [0,+0o0], b -
VxY —[0,+00], & una solucion 1-minimizante de (3.1) tal que eviste w € Y* con & = THw €

oY (x). Supongamos ademds que
existe C > 0 tal que [ly1 — ya|| < C d(y2, 1), Vo1, y2 € R(T). (3.9)
Entonces, existe > 0 tal que se verifica la siguiente desigualdad variacional
(€, — 2] < Bo(Tx, Ti), YV € X. (3.10)

Demostracion. Es ficil ver que, por hipétesis y por la definicién de operador dual adjunto,

para cada x € X resulta que
€% —a] = [TFw, & — 2] = [w, T& — Ta] < |w| |TZ - Tz|| < |lw] C (T, T2),
de donde se sigue que la desigualdad (3.10) se verifica tomando 8 = C ||w]|. O

En la Proposicién 3.13 presentamos un resultado en algin sentido “reciproco” al dado en
la proposicién anterior. Para ello, haremos uso del siguiente resultado acerca del operador dual

adjunto 7# de T ([49], Lema 8.21).

Lema 3.12. Sean X e ) espacios normados, T € L(X,)) y x* € X*. Entonces, z* € Ran(T7)

si y sélo si existe C > 0 tal que |[z*,z]| < C||Tz|, Yz € X.
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Proposicién 3.13. Sean X e ) espacios de Banach, T € L(X,Y), ¥ : X — [0,+00], b
Y xY — [0,400], T una solucion -minimizante de (3.1). Supongamos ademds que existen

B>0y&ecop(i) tales que [6,7 —x] < Bo(Tx, Ti), Vo € X, y que
existe ¢ > 0 tal que c(y1,y2) < lly1 — vall, Yy, y2 € R(T). (3.11)

Entonces, existe w € Y* tal que &€ = T7w.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que
. . - . 1
€ 2] =162~ (@ -2)] < BT (Z~2),TZ) < B |Txl,

para todo = € X. Luego, del Lema 3.12 concluimos que & € Ran(T7), es decir existe w € Y*
tal que &€ = T7w. O

Observacién 3.14. En el caso particular en que ¢(7Tz,y) = ||[Tx — y||, de las Proposiciones
3.11 y 3.13 se obtiene inmediatamente la equivalencia entre la condicién fuente y la desigualdad
variacional (3.10). Esto es asi ya que las hip6tesis (3.9) y (3.11) se verifican considerando ¢ =

C=1

El siguiente teorema presenta un resultado andlogo al del Teorema 3.9 con una modificacién
en sus hipdtesis ya que se establecen estimaciones del error a-posteriori utilizando una desigual-
dad variacional en lugar de una condiciéon fuente. Dada la Proposicién 3.11 es inmediato ver

que esta nueva hipétesis es mas débil que las utilizadas en el Teorema 3.9.

Teorema 3.15. Sean X e ) espacios de Banach, T € L(X,)), ¥ : X — [0, +00], G:YxY—
[0,4+00], & una solucidn -minimizante de (3.1) ey’ € Y tal que ¢(y,y°) < 6 y o(y’,y) < 4.
Supongamos que el funcional ¢ verifica las siguientes hipdtesis:

L (y1,y3) < G(y1,y2) + (y2,y3), para todo y1,y2,y3 € V;
1. existen B € [0,00) y & € (&) tal que [€,F — x] < B¢(Tx, TE), para todo = € X.

Luego, para cada minimizante xg del funcional ng . dado en (3.7) con dato y° se tiene que

= sip>11yaq es el conjugado de p, entonces

S Andp+ (B

df (x5, %) < 7
n
= sip=1ynp <1, entonces
- 1+np
0
d?(:cn,x) <é
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§

p €s un minimizante

Demostracién. Andlogamente a la prueba del Teorema 3.8, dado que x

del funcional 7% con dato y° y ¢(y,y?) < 8, se sigue inmediatamente que

oRCRY
Lo 5 sy O - 5
- < _ )
AT P < b (003) — ()
Luego,
1~ -
LT+l (af 5)
<Py (1!1(9?) —p(ad) + df () i“))
= P n n 3 n°
oP -
oP ORI 70 o Stesi -
< ri nB&(Txy,y) +nBeY°,y) (por Hipétesis 1y 11y T2 =y)
oP 7 6 0 T(n,0
§;+nﬁ¢(7xn,y)+nﬁ5- (pues ¢(y°,y) < 0)
Finalmente,
1 7 5, 6\p _ 7 5 .5 dw AP (ip S
p¢(Txn7y) nﬁ(b(Txn’y)_’_T/ g(xnvx)— D +77B 9
y la prueba se sigue analogamente a la del Teorema 3.9 con  en lugar de C' en 3.8. (]

De la demostracion de la Proposicién 3.11 se sigue que 8 = C ||w|| por lo que las estimaciones
del error a-posteriori obtenidas en los Teoremas 3.9 y 3.15 coinciden.

Es oportuno mencionar aqui que si consideramos el término de fidelidad dado por ;HTx —
y||P, es decir ¢(Tx,y) = || Tz—y|, la hipétesis 1 del Teorema 3.15 se satisface como consecuencia
de la desigualdad triangular para la norma. De esta manera, a partir del Teorema 3.15, es
posible obtener un resultado que establezca una estimaciéon del error a-posteriori entre una
solucién de minimo penalizante y una solucién regularizada obtenida mediante la minimizacion
de funcionales TPG-p. Nuevamente, es posible concluir que la estimacién del error a-posteriori
obtenida en el Corolario 3.16 coincide con la del Teorema 3.3 (en este caso, 8 = ||w|| puesto que

Cc=1).

Corolario 3.16. Sean X e ) espacios de Banach, T € L(X,Y), ¥ : X — [0,400], T una
solucion h-minimizante de (3.1) e y® € Y tal que ||y — y°|| < 8. Supongamos que existen
B €[0,00) y &€ 0Y(z) tal que [&,% — x| < B||Tx — TZ||, para todo x € X. Luego, para cada

manimizante xg del funcional .7577 dado en (3.4) con dato y° se tiene que
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= sip>11yqes el conjugado de p, entonces
S Hndp+ (B

d¥ (22, %) < ;
(x5, ) ;

= sip=1ynp <1, entonces

1+np
,

df (x5,%) <o

Tal como hemos visto, los Teoremas 3.3 y 3.9 requieren de supuestos asociados al cum-
plimiento de una condicién fuente. Veremos ahora que la misma se encuentra estrechamente
relacionada con la condicién de optimalidad que verifican los minimizantes de los funcionales
TPG-p y TPGG-p. Para ello, serdn necesarios algunos resultados y definiciones previos que
veremos a continuacion ([13], [50]).

En primer lugar, presentaremos el concepto de mapeo de dualidad que sera relevante por
su estrecha relaciéon con el subdiferencial de una potencia de una norma. Para definir este
mapeo, debemos introducir el concepto de funcidon peso que consiste en una funcién continua y
estrictamente creciente f : [0,4+00) — [0,400) que verifica f(0) =0y tlg]go f(t) = oo. A su vez,
resulta necesario definir el conjunto 2%" formado por todos los subconjuntos del espacio dual

de X, es decir, 2" = {E: E C X*}.

Definicion 3.17. Sea X un espacio de Banach. El mapeo de dualidad respecto de la funcién

peso f es el mapeo J : X — 2% dado por
J(w) ={a" € X% % o] = [l27|| |l=f], [l=*[] = £Cl=[)} -

A continuacién, se presenta el mapeo de dualidad respecto de la funcién peso f(t) = tP~!

con p > 1 para el caso de espacios de Hilbert.

Proposicién 3.18. Sean X un espacio de Hilbert y f(t) =t~ conp > 1. El mapeo de dualidad

J respecto de f estd dado por J(x) = ||z||P72 x.

El siguiente teorema, denominado Teorema de Asplund, relaciona el subdiferencial de la
primitiva de una funcién peso (la cual resulta convexa) y el mapeo de dualidad respecto de

dicha funcién.

t
Teorema 3.19. Sean X un espacio de Banach y f una funcion peso. Si F(t) = / f(s)ds
0

entonces el mapeo de dualidad respecto de f estd dado por

J(z) = 0F(|lz]), = € X.
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El siguiente corolario resulta ttil al momento de obtener el subdiferencial del funcional
1

convexo —||z||P con p > 1 que se encuentra asociado al término de fidelidad considerado en la
p

Seccién 3.1.

Corolario 3.20. Si X es un espacio de Banach y f(t) = tP~1 con p > 1, entonces el mapeo de

1
dualidad J respecto de f estd dado por J(x) =0 <||a;|]p>
p

Utilizando los conceptos de distancia de Bregman y de mapeo de dualidad presentados
anteriormente, es posible probar que la distancia de Bregman en un elemento x de un espacio de
Hilbert coincide con ||z —z||? para todo z € X cuando el funcional 1 es elegido como el cuadrado
de la norma en dicho espacio. En efecto, sean X un espacio de Hilbert y ¢ : X — [0,+00) el
funcional dado por 1 (x) = ||z||?. Luego, de la Proposicién 3.18 y el Corolario 3.20 (con f(t) = t)
se sigue inmediatamente que el subdiferencial de ¥ en x tiene un tnico elemento, &, dado por

€ =2J(x) = 2x. Como consecuencia, obtenemos que

df (z,2) = () — P(z) — ¢, 2 — 2]
= |l21% = el - (22,2 — @)
= Jl2l* = ll=]* = 2 (=, 2) + 2 =]
= [zl + ll=]* = 2 (z, 2)
= o — 2%,

es decir, la distancia de Bregman en x coincide con ||z — z||?, para todo z € X.

Es bien sabido que un minimizante de una funcién diferenciable y convexa verifica la con-
dicién de optimalidad, es decir, la derivada de dicha funcién se anula en aquel minimizante. De
manera analoga, un minimizante z de un funcional convexo J definido sobre un espacio de Ba-
nach satisface la condicién de optimalidad dada por 0 € 97 (z), como se presenta en el siguiente

resultado. Mas atin, la condicién de optimalidad implica la existencia de un minimizante.

Teorema 3.21. Sean X un espacio de Banach, J : X — R U {oo} un funcional convexo y
z2€D(T) con J(z) < co. Entonces, J(z) = ml}l J(x) si y solo si0€ 0T (z).
Te
Demostracién. J(z) = ml}l Jz)e Jiz) <J(@)Vre X <0 dJ(z). O
faS
A continuacién probaremos que, bajo determinadas hipétesis, la condiciéon de optimalidad
1

para el funcional Jj o con p(z) = inHZ (dada por la existencia de minimizantes) implica la

condicién fuente presente en el enunciado del Teorema 3.3.
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1
Proposicién 3.22. Sean X e Y espacios de Hilbert, ¢(x) = §Halz||2 y & una solucion -
minimizante de (3.1). Supongamos que {x,} es una sucesion de minimizantes del funcional
Tay—y

‘7577 tal que 5 % cuando n — 01 y que existe w € Y tal que — —5 w. Entonces,

T*w € 0Y(x), donde T*: Y — X es el operador adjunto de T .

Demostracién. Dado que x, es un minimizante del funcional jj 77’ del Teorema 3.21 re-
1 1
sulta que 0 € 0 <2||T- —ylI> +n §|| . H2> (xy). Luego, por propiedad de la suma, producto por

un escalar, traslacién y composicién del subgradiente ([55]) se tiene que

0 (7wl 4031 12) (o) = 0 (SIT - ~1?) (o) 400 (51 12) )
=70 (511 0I) (Ta) 400 (31 17) (o)

=T*0 (;H : \|2> (Txy—y) +10 <;\ : ||2> ().

Entonces, 0 € 7* (03| - |1?) (Tzy —y) + 10 (3] - |I*) (z,) y podemos descomponer el funcional
0 como 0 = f,, + gy, donde f, € T*0 (4[| - |?) (Tay—y) v 94 €00 (3] - 11?) (). Como X e Y
son espacios de Hilbert, de la Proposicion 3.18 y el Corolario 3.20, se sigue inmediatamente que
fo=T"(Txy—vy)y gy =nxy. Como g, = —f, resulta que
u— * —
vy = L TT =) (3.12)
n

y entonces, por hipétesis, — T*w. Por unicidad del limite concluimos que # = T*w. De
la Proposicién 3.18 y del Corolario 3.20 se tiene que dv(Z) = 8 (3| - ||°) (&) = {&}, y asf
T*w € 0Y(T). O

De manera andloga al caso clasico, veremos ahora que la condicién de optimalidad para el
funcional j£ ,» con p > 1 y penalizante ¢ convexo y débilmente semicontinuo inferiormente
b

implica la condicién fuente presente en el enunciado del Teorema 3.3.

Proposicién 3.23. Sean X un espacio de Banach, Y un espacio de Hilbert, 1 : X — [0, +00]
un funcional convero y débilmente semicontinuo inferiormente y T una solucion Y-minimizante
de (3.1). Supongamos que {x,} es una sucesion de minimizantes del funcional ‘7571 conp>1

Tey—y w

tal que ¥, = % cuando n — 0% y que existe w € Y tal que —||Txy, — y|P > — w

Entonces, T*w € 0¢(&), donde T* : Y — X* es el operador adjunto de T .
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Demostracién. Andlogamente al caso clasico, como x, minimiza el funcional Jqu resulta
del Teorema 3.21 que
00 (Il +090)) (o) = T2 (311 7) (T = 3) + n00a,)
y podemos descomponer el funcional 0 como 0 = f,, + g, donde f, € T*0 (%H -||P ) (Txy—y)
Y gn € n0Y(xy). Como Y es un espacio de Hilbert, de la Proposicién 3.18 y el Corolario 3.20

_ P2 _
se sigue que f, = ||Tx, —yl|P"> T (Tx, —y). Si denotamos w, = — |7y =yl ~ (T2y — y)
n

fn Cw

entonces —— = T “w, y debido a que —f, = g, resulta que 7w, = —%” = 21 € OY(zy).
n

n

Por hipétesis sabemos que wy, — w de donde se sigue que T wy, — T*w. Queremos
ver que T*w € 09(Z). En efecto, como v es débilmente semicontinuo inferiormente se tiene
que ¥(z) < l%rg (i)rlf Y(xy). Por otra parte, puesto que T*w, € 0¢(x,), se obtiene la siguiente
desigualdad ¢ (z) > (zy) + [T wy, 2 — xy], V2 € X.

Tomando limite inferior resulta

Y(z) > liminf Y (xy,) + lm [T5w,, 2 — ] > (2) + [T"w, z — 7],

n—0t+ n—0+

para todo z € X, de donde se sigue que T*w € OY(Z). O

Finalmente, veremos que la condicién de optimalidad asociada al funcional TPGG-p con
p > 1 y penalizante convexo y débilmente semicontinuo inferiormente implica la condiciéon

fuente presente en el enunciado del Teorema 3.9.

Proposicién 3.24. Sean X e ) espacios de Banach, 1 : X — [0, +00] un funcional convezo y

débilmente semicontinuo inferiormente y & una solucién -minimizante de (3.1). Supongamos

que {z,} es una sucesion de minimizantes del funcional ‘7;’):1/177] con p > 1 tal que x, - &

cuando n — 07 y que

_1o(Ty)P
n

para cada n >0, existe w, € Y* tal que 0 <
p

) (zn) = {wy}. (3.13)

Si existe w € YV* tal que wy —5 w, entonces T#w € 0Y(Z), donde T# : Y* — X* es el operador

dual adjunto de T .

Demostracion. Dado que 2, minimiza el funcional J P por Teorema 3.21 se sigue inme-

CRERY
1-

diatamente que 0 € 9 (qf)(T', y)P + n¢(-)> (xy). Luego, por propiedad de la suma, producto
p

por un escalar y composicién del subgradiente ([55]) se tiene que

0eT"d (;qE(T-, y)p> (z) + 10 (xy)
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y entonces podemos descomponer el funcional nulo como 0 = f, + g;, con
1~
o€ T#0 (S3T0)) (20) ¥ o € n0U(o,)

_1 (Z;(Ta y)p

P— ) (xy) = {wy} de donde resulta que

Ahora, por hipotesis sabemos que 8(

f77 . g
_? — T#wn y, cOmo g, = _f77’ se tlene que T#wn = ?77 € 81/}(3377)

Andlogamente a la prueba de la Proposicién 3.23, como consecuencia de la semicontinuidad
inferior débil de ¢ y debido a que wy, S wy Ty — % cuando n — 07, se prueba que
T#w € 0v(). O
Observacion 3.25. Es oportuno mencionar que, bajo ciertas hipotesis adicionales, el supuesto

1~
(3.13) realizado sobre el subdiferencial de —¢(7-,y)? con p > 1 se verifica. Por ejemplo, si
p

qg corresponde a la norma en un espacio de Hilbert, de la Proposiciéon 3.18 se tiene que el

1~ -
subdiferencial 0 (¢(T',y)p> () posee un unico elemento. Por otro lado, si ¢ es Gateaux
p

diferenciable entonces d¢(z) = {Vq;(x)} ([50]).

En conclusién, a lo largo de este capitulo hemos obtenido estimaciones del error a-posteriori
entre una solucién de minimo penalizante y una solucién regularizada obtenida a partir de la
minimizacién de los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados TPG-p y TPGG-p, para

nivel de ruido fijo y para el caso en que se utilice una regla de elecciéon de parametro heuristica.
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Conclusiones y trabajos futuros

En el Capitulo 1 de esta tesis presentamos las herramientas matematicas deterministicas
clasicas en la teoria de Problemas Inversos Mal Condicionados. El abordaje de estos problemas
requiere de diversas técnicas de regularizacién. En particular, estudiamos el tradicional méto-
do de Tikhonov-Phillips y propusimos dos versiones generalizadas del mismo: con penalizante
generalizado y doblemente generalizado, es decir, con fidelidad y penalizante generales. En ese
marco, mostramos cudles son las principales ventajas de utilizar estas versiones generalizadas y
probamos que estos métodos constituyen regularizaciones en espacios de Banach. En ese sentido
se obtuvieron resultados de existencia y unicidad de solucién; existencia de solucién de mini-
mo penalizante y un resultado de convergencia asociado a una regla de elecciéon del parametro
a-priori.

En el Capitulo 2 estudiamos el enfoque estocdstico para la resolucién de un problema inverso
mal condicionado. Vimos alli que una caracteristica que distingue a los enfoques deterministico
y estocdstico, es que en este ultimo todas las variables involucradas son consideradas aleato-
rias dando como solucién del problema inverso una distribucién de probabilidad. A pesar de
que este manera de resolver el problema parece completamente desconectada de los métodos
clasicos, dejamos en evidencia que existe un fuerte vinculo entre las versiones deterministica
y estocéstica de resolucién. Més precisamente, mostramos que las distribuciones asociadas al
ruido y a la variable de interés estan fuertemente relacionadas a los términos de fidelidad y
penalizantes, respectivamente. Mas ain, cuando las distribuciones asociadas a dichas variables
pertenecen a una familia exponencial, mostramos que el estimador méximo a-posteriori coincide
con la solucion obtenida mediante la minimizacién de un funcional de tipo Tikhonov-Phillips
doblemente generalizado. En este mismo capitulo, y en relaciéon con los modelos jerarquicos,
presentamos una regla de eleccién del pardmetro heuristica que fuera propuesta por K. Ito, B.
Jin y J. Zou en [27]. Con el principal objetivo de mostrar el desempenio de la regla y el uso
adecuado de diferentes penalizantes, se presentan aplicaciones en procesamiento de senales e

imégenes.
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En el Capitulo 3, presentamos los resultados de estimaciones del error a-posteriori obtenidos
para el caso en que la regla de eleccién del pardametro es heuristica. Es decir, se obtienen cotas
para el error entre una solucién de minimo penalizante y una solucién regularizada obtenida a
partir de la minimizacién de funcionales de tipo Tikhonov-Phillips doblemente generalizados.
Luego, estos resultados se particularizan a la regla construida en [27] y mostramos que la cota
presentada por los autores en dicho trabajo resulta ser mayor o igual que la obtenida en este
trabajo de tesis.

Los primeros resultados obtenidos en este capitulo, se basan principalmente en un supuesto
dado por una condicién fuente. Sin embargo, vimos que es posible reemplazar este supuesto
por una desigualdad variacional obteniendo resultados andlogos de estimaciones del error a-
posteriori. Finalmente, se establecieron relaciones entre la condicién de optimalidad asociada al
problema, la condicién fuente y la desigualdad variacional.

Para dar continuidad al trabajo de investigacion desarrollado en esta tesis, nos proponemos

avanzar en el estudio de los siguientes temas:

= Convergencia del método de regularizacion de Tikhonov-Phillips doblememente genera-
lizado para el caso en el que el parametro de regularizacién sea elegido mediante una
regla a-posteriori.

= Generalizacion de la regla heuristica estudiada en el contexto de familias exponenciales
generales.

= Vinculo entre la eleccién de las funciones asociadas a las familias exponenciales y la
regularizacién mediante un funcional de Tikhonov-Phillips con penalizante multiple.

= Reglas de eleccién del parametro miultiples, asociadas a funcionales de tipo Tikhonov-
Phillips doblemente generalizados con penalizante multiple.

= Generalizacion de los resultados obtenidos de estimaciones del error a-posterior al caso de
regularizacién mediante funcionales de tipo Tikhonov-Phillips doblemente generalizados

con penalizante multiple.
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