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Resumen

Los motores de combustión interna ocupan un papel central en la matriz energética mundial signifi-

cando más de la mitad del consumo total de recursos fósiles a nivel mundial. El agotamiento inminente

de estos recursos y los efectos negativos de los gases de efecto invernadero y otros contaminantes sobre

el medio ambiente obligan a reducir drásticamente la tasa de consumo de petróleo durante las próximas

décadas. Dentro de este contexto, es primordial incrementar los esfuerzos en investigación para el desa-

rrollo de nuevas tecnologías que busquen aumentar la eficiencia de los motores y así reducir las emisiones

contaminantes. Un rol clave para el desarrollo de nuevas tecnologías es la mecánica de fluidos compu-

tacional que permite obtener resultados de diferentes variantes geométricas y de parámetros de forma

rápida y económica en comparación a los métodos basados en la construcción de prototipos. En este

escenario, esta tesis presenta técnicas de simulación computacional de motores de combustión interna

que tienen como objetivo posibilitar simulaciones de ciclo completo en tiempos de cálculo reducidos. Se

proponen modelos diseñados para funcionar en arquitecturas de cómputo en paralelo y se conciben bajo

la premisa de alta escalabilidad y eficiencia computacional. En detalle, se estudian diferentes técnicas de

mallas dinámicas profundizando sobre el estudio de interfaces no conformes y cambios topológicos para

abordar la interacción entre las partes móviles del motor y las grandes deformaciones volumétricas del

cilindro respectivamente. Atendiendo a las características de estos modelos de malla dinámica se diseña

un estrategia Lagrangiana de seguimiento de partículas para simular la fase líquida de combustible. Para

representar la atomización de combustible se implementa un modelo híbrido de atomización estudiando

la sensibilidad a sus parámetros y validando los resultados con datos experimentales. Los desarrollos de

malla dinámica e inyección de combustible se aplican en la simulación de un motor de pistones opuestos

de desarrollo regional evaluando la robustez y eficiencia computacional de los métodos desarrollados en

un estudio paramétrico del proceso de inyección de combustible.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Los motores de combustión interna (ICE, por sus siglas en inglés) tienen un papel fundamental en

el desarrollo de la economía mundial. Su función principal está en el área de transporte comprendien-

do vehículos livianos, medios y pesados entre otras aplicaciones. Su participación dentro de la matriz

energética mundial es muy importante siendo los ICE responsable de más de la mitad del consumo de

recursos fósiles a nivel mundial [1]. Los motores a combustión tienen múltiples ventajas con respecto

a otras fuentes de energía. Una de las más importantes es su versatilidad como consecuencia de traba-

jar con combustibles líquidos. La gasolina, el gas-oil entre otros combustibles tienen un elevado poder

calorífico por unidad de volumen. Esto reduce el espacio de almacenamiento necesario para el combus-

tible lo que tiene un beneficio directo en la autonomía de los vehículos. Otra aspecto favorable devenido

del uso de combustibles líquidos es su facilidad de almacenamiento, en general, dentro de un recipiente

sometido a presión atmosférica. La versatilidad de los ICE es muy amplia encontrándose aplicaciones

desde motores para aeromodelismo hasta impulsores de varios metros de altura necesarios en grandes

vehículos marítimos. Además, estos tienen un amplio rango de aplicación como por ejemplo, bombas y

ventiladores, equipos de transporte, generadores de energía eléctrica, equipos viales, tractores, aviones,

barcos, motocicletas y autos entre otros.

Sin embargo, los ICE poseen un bajo rendimiento termodinámico. La energía química del combustible

no se aprovecha en su totalidad debido a las pérdidas de energía térmica en su refrigeración y a la energía

desechada en los gases de escape. En aplicaciones de transporte, el rendimiento de conversión de potencia

química a potencia mecánica disponible en las ruedas es de solo un 20 %. Otro gran inconveniente del uso

a gran escala de los ICE son sus emisiones de gases contaminantes. Estas se pueden dividir en tres grupos

principales: óxidos de nitrógeno (NOx), material particulado y dióxido de carbono el cual contribuye al

1
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efecto invernadero. Por causa de estas características desfavorables, se debe reducir el consumo de los

recursos fósiles para desacelerar el ritmo del cambio climático. Esta situación ha motivado a los estados

gubernamentales a exigir estrictos límites en referencia a las emisiones de gases contaminantes de los

ICE. En este contexto, se han incrementado los esfuerzos en investigaciones para diseñar nuevas fuentes

de energía mecánica que reemplacen a los ICE tradicionales. Dentro de estas se pueden enumerar los

motores rotatorios, motores Stirling, motores a hidrógeno y motores basados en celdas de combustible.

Otra alternativa de gran crecimiento son los motores eléctricos o plantas de impulsión híbridas. Estas

estrategias tienes grandes ventajas respecto al consumo, principalmente en el transporte con ciclos de

manejo de ciudad. Sin embargo, su rendimiento térmico global puede ser variable dependiendo de la

fuente que da origen a la energía eléctrica necesaria para alimentar a las baterías.

No obstante, los ICE van a seguir siendo utilizados en los próximos años debido a sus ventajas de

durabilidad, bajo costo y alta densidad energética de los combustibles líquidos. Por otro lado, es posible

adaptarlos al uso de energías renovables como lo son los biocombustibles o el hidrógeno. Además, su

empleo dentro del área de transporte de cargas pesadas es insustituible en el corto plazo, área en la que

se consume cerca de un cuarto del total de la producción global de petróleo [1]. De manera similar, en

la aeronavegación, donde no se ve a corto plazo que pueda aplicarse la tracción híbrida. Por causa de los

exigentes requerimientos asociados a las emisiones de gases contaminantes se están investigando nuevas

tecnologías basadas en el concepto de combustión de baja temperatura (LTC). El objetivo por el cual se

propone reducir la temperatura de combustión es evitar la formación de NOx ya que estos se generan

con elevada energía de activación. Dentro de estas tecnologías se encuentran los motores de ignición por

compresión de carga homogénea (HCCI), motores de ignición por compresión de mezcla premezclada

(PCCI), motores a combustión pobre (Lean Combustion Engines) y motores de ignición por compresión

de reactividad controlada (RCCI).

Dentro de este marco, el desarrollo de nuevas tecnologías para la evolución y optimización de los ICE

es una estrategia de altísimo impacto para la matriz energética mundial y para el cuidado del medio am-

biente. Sumado a esto, el advenimiento de nuevos desarrollos en técnicas experimentales de diagnóstico

y además, el incremento exponencial de las capacidades de cómputo facilitan los avances por parte de

investigadores e ingenieros. Los procesos de diseño basados en la construcción de prototipos y su eva-

luación mediante el método de prueba y error no serán suficientes y deben complementarse por medio

de la simulación computacional predictiva y el desarrollo de herramientas de diseño las cuales han de-

mostrado ser efectivas y confiables [2]. El uso de herramientas de simulación predictivas para mejorar

el rendimiento de los motores de combustión interna acorta significativamente los plazos de desarrollo,

acelera el proceso de puesta en el mercado del producto y reduce los costos de desarrollo.
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1.2. Mecánica de fluidos computacional en motores

de combustión interna

La simulación computacional de ICE contempla varios aspectos que deben ser resueltos de forma

combinada. Por un lado, debe hallarse la solución a un modelo que permita describir el flujo compresible

desarrollado dentro del motor, acoplado con otros fenómenos físicos, como la transferencia de energía

y la combustión de la mezcla aire-combustible resultante de un proceso de inyección y evaporación del

combustible líquido. Por otro lado, se agrega una dificultad adicional debido a los componentes móviles

del motor, los cuales generan que el dominio de estudio sea variable en el tiempo.

Existen diferentes grados de aproximación y complejidad para modelar numéricamente los ICE. Den-

tro de los más simples se encuentran los modelos empíricos en donde se modela la variación de las

variables dentro del cilindro con enfoques cero-dimensionales. El primer modelo tridimensional basado

en mecánica de fluidos computacional fue por medio del software de código abierto KIVA. Este progra-

ma combina flujo compresible, inyección y combustión en un contexto de mallas dinámicas estructuradas

donde las ecuaciones de gobierno se resuelven utilizando el método de los volúmenes finitos. A partir de

su primera versión, se han incorporado múltiples modelos [3] que han mejorado su capacidad de predic-

ción cuantitativa de las propiedades termodinámicas y cualitativa de emisiones contaminantes como NOx

y material particulado. En la versión KIVA-4 [4] se introduce la capacidad de resolución sobre mallas

no estructuradas lo que permite una mayor flexibilidad para abordar geometrías complejas. Con el fin

incrementar la capacidad de cálculo en KIVA y aprovechar el crecimiento de la capacidad de cómputo,

se han implementado diferentes estrategias de paralelización [5, 6]. Otro solver dedicado a la simulación

de ICE es presentado por Velghe et al. [7] en donde se utilizan múltiples mallas para representar las fases

del motor. El solver esta basado en mallas estructuradas hexaédricas y ha sido paralelizado y testeado en

mas de 1000 unidades de cómputo.

Además de KIVA, existen otros softwares ampliamente utilizados para la simulación de motores. Den-

tro de estos se encuentra OpenFOAM(R) [8] el cual comprende un conjunto de librerías de C++ para

la resolución de problemas de mecánica del continuo por el método de los volúmenes finitos. Ejemplos

de aplicación en ICE se pueden encontrar en [9, 10, 11, 12]. Por otro lado gran cantidad de trabajos

se realizan utilizando softwares comerciales. Entre los más empleados se destacan FLUENT, Star-CD,

VECTIS, FIRE y CONVERGE(TM).

1.3. Motores de pistones opuestos

Los motores de pistones opuestos se caracterizan por tener un par de pistones trabajando en un único

cilindro. Estos se mueven en direcciones opuestas variando el volumen del cilindro prescindiendo de
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una tapa de cilindros. La mayoría de estos motores trabajan utilizando un ciclo de dos tiempos en donde

los pistones controlan el ingreso y egreso del aire por medio de puertos tallados sobe las paredes del

cilindro. Estos tienen numerosas ventajas con respecto a motores de cuatro tiempos equivalentes. Las

ventajas están basadas principalmente en la ausencia de la tapa de cilindros, de las respectivas válvulas

y de su tren de comando, y además se dispone de solamente un cilindro por cada dos pistones. Debido a

estas características, los motores de pistones opuestos tienen mejor relación de potencia-peso, potencia-

cilindrada y disponen de un mejor rendimiento térmico [13]. Por otro lado, su fabricación es más sencilla

y económica como también lo es su mantenimiento. Gracias a su menor cantidad de partes móviles, los

motores de pistones opuestos tienen mayor robustez y confiabilidad.

Uno de los primeros motores de pistones opuestos se originó en Alemania cerca de 1880 fabricado

por Wittig [13]. A partir del siglo XX, su uso comercial se popularizó principalmente en aplicaciones de

aviación en el período de la segunda guerra mundial pero también se empleó en aplicaciones terrestres

y marítimas. Dentro de los motores más reconocidos se destaca a la familia de motores Junkers Jumo

204-209 en aviación, el motor Naiper-Deltic en aplicaciones viales y marítimas y el motor OPOC(TM)

para aplicaciones de transporte liviano y de cargas.

Sin embargo, el motor de pistones opuestos tiene ciertas desventajas que han provocado un descenso

de su popularidad en los últimos años a causa de los límites legales a las emisiones contaminantes. El

consumo de aceite, propio de los motores de dos tiempos, es una fuente de contaminación que excluye

a los motores de pistones opuestos de aplicaciones en donde las emisiones contaminantes por encima de

ciertos límites está prohibida. Por el contrario, su uso en aviones y helicópteros ligeros donde sus ventajas

de bajo costo, peso y confiabilidad son cruciales, los motores de pistones opuestos siguen siendo una

alternativa conveniente. No obstante, algunas empresas intentan promocionar motores para aplicaciones

de transporte ligero automotriz. Uno de los ejemplos más relevantes es el motor propiedad de la firma

“Achates Power” [14] del cual se ha probado una excelente eficiencia térmica cumpliendo requisitos de

emisiones contaminantes [15, 16]. Otra empresa destacada es “FairDiesel” [17] la cual comercializan un

motor de pistones opuestos con un sistema innovador de conversión de movimiento lineal a rotativo. Una

versión de cuatro tiempos es presentada por la firma “Pinnacle Engines” [18].

1.3.1. Motor de pistones opuestos de desarrollo regional

En esta tesis se estudia un motor de pistones opuestos de desarrollo regional el cual ha sido ideado y

diseñado por José Luis Alonso y ha sido denominado JLA a razón de las iniciales de su inventor. Este

motor se encuentra en fase de desarrollo y requiere de múltiples ensayos para definir sus parámetros de

diseño y funcionamiento óptimos previo a ser introducido en su fase comercial. El motor esta compuesto

por 4 cilindros que alojan un total de 8 pistones con sus respectivas bielas y muñones de cigüeñal los
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esta técnica se debe complementar con una estrategia de interfaces que permita acoplar numéricamente

las regiones de los puertos y el cilindro. Para resolver esta problemática, la técnica de layering se com-

plementa con el método llamado Sliding Interfaces [10] en donde las mallas entre regiones son unidas

o “cosidas” por medio de remallar las interfaces. Además de tener un costo computacional elevado, las

técnicas de acople de interfaces dinámicas por medio de interpolación de flujos no son numéricamente

estables para resolver flujo compresible en motores [12].

1.5. Objetivo de la tesis

Esta tesis tiene como objetivo diseñar e implementar nuevas herramientas computacionales para si-

mular el flujo y la inyección de combustible dentro del motor de pistones opuestos JLA considerando

los puertos del motor y su cilindro a lo largo de todas las etapas de su ciclo de funcionamiento. Las he-

rramientas computacionales se deben diseñar siguiendo los objetivos de robustez, exactitud numérica y

eficiencia computacional. Además, su implementación debe ser concebida para el cómputo paralelizado

con el propósito de reducir los tiempos de cálculo.

1.6. Metodología

La implementación de las nuevas herramientas computacionales se realiza sobre la plataforma Open-

FOAM(R) la cual es abierta, libre y de amplio conocimiento por la comunidad científica. OpenFOAM(R)

es un paquete de librerías de C++ concebidas para el desarrollo de nuevas técnicas computacionales basa-

das en volúmenes finitos colocados en celdas dentro de un marco de mallas poliédricas no estructuradas

[8]. En este software se utilizan las librerías para cómputo en paralelo a través del protocolo de memoria

distribuida MPI [22].

Las ecuaciones de gobierno del problema de flujo compresible se discretizan por medio de la formula-

ción Lagrangiana-Euleriana-Arbitraria (ALE, por sus siglas en ingllés) [23, 24, 20] utilizando el método

iterativo PISO [25] para resolver el acople entre velocidad y presión. La estrategia de malla dinámica se

basa en la técnica de layering la cual se complementa con deformación de malla en vistas de resolver las

grandes deformaciones volumétricas del cilindro. El acople entre el cilindro y los puertos de admisión

y escape se resuelven en base a un acople numérico conservativo basado en el concepto de supermalla

[26].

La fase líquida que representa al combustible inyectado se resuelve utilizando una formulación La-

grangiana por medio del método de gota discreta (DDM, Discrete Droplet Method) [27]. La atomización

de combustible se modela por medio de un método fenomenológico híbrido siguiendo los lineamientos



1.7. Organización de la tesis 9

definidos en [28].

1.7. Organización de la tesis

La presente tesis se organiza en diferente capítulos en los cuales se desarrollan los siguientes temas:

En este primer capítulo se desarrolla una introducción al tema de trabajo de esta tesis. A continuación,

el segundo capítulo abarca los aspectos teóricos más relevantes del método numérico empleado en el

presente trabajo. Se comienza presentando una breve descripción del método de los volúmenes finitos

colocados y centrados en celdas describiendo en particular las discretizaciones de las integrales de volu-

men y de superficie. Seguidamente se define un sistema de ecuaciones lineales a partir de la formulación

inicial en el dominio continuo. En particular, se hace énfasis en la propiedad de conservación global

del método de los volúmenes finitos para desarrollar los conceptos básicos necesarios para introducir

el acople numérico entre interfaces que se desarrolla en los capítulos subsiguientes. Posteriormente, se

explican los conceptos básicos de la formulación ALE la cual permite expresar las ecuaciones de balance

en un contexto de malla móvil. Luego se plantean los esquemas de discretización temporal empleados en

el presente trabajo sobre la base de la formulación ALE explicando la definición de los flujos de malla.

Por último se presenta el método SIMPLE-PISO utilizado para resolver las ecuaciones de gobierno de

flujo compresible y los detalles de implementación del solver utilizado.

En el tercer capítulo de esta tesis se aborda el problema de acople numérico entre interfaces no con-

formes. El capítulo comienza con una introducción a los diferentes tipos de interfaces de malla que son

necesarios resolver en algunos problemas de ingeniería. En este contexto, se definen los conceptos de

interfaces conformes y no conformes e interfaces acopladas y no acopladas. Luego, se presenta el trata-

miento de los flujos en una interfaz no conforme a través de la interpolación de los grados de libertad

ubicados en la interfaz opuesta. La determinación de los flujos en las interfaces se expresa de forma

matricial concluyendo en un conjunto de restricciones que aseguran conservación global, conservación

local e interpolación acotada en un acople numérico de interfaces no conformes. Siguiendo estas res-

tricciones, se define un nuevo método de interpolación que se basa en ensamblar los coeficientes de los

operadores de discretización sobre una de las interfaces para luego proyectar estos en la interfaz opuesta.

Finalmente, se resuelven un par de ejemplos que demuestran las propiedades del método presentado.

El cuarto capítulo de esta tesis presenta la técnica de pseudo-supermalla para el acople de interfaces.

El capítulo comienza con la definición de la técnica en su versión de interfaces totalmente acopladas

para luego proseguir con una serie de ejemplos que demuestran las propiedades de conservación y de

exactitud del método propuesto. Luego se presenta la extensión del método de pseudo-supermalla pa-

ra el tratamiento de interfaces parcialmente acopladas resolviendo un ejemplo de flujo incompresible.
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En la parte final del capítulo se presentan los detalles de implementación incluyendo el algoritmo de

paralelización empleado y por último se realizan algunos tests para evaluar la eficiencia computacional.

El quinto capítulo de esta tesis describe la técnica de layering como una herramienta de malla dinámi-

ca para resolver grandes variaciones de volumen del dominio de estudio. En primer lugar, se explica el

tratamiento de la formulación ALE en combinación con layering presentando las ecuaciones de conser-

vación a satisfacer. Posteriormente se presenta la estrategia general adoptada para computar esquemas

de alto orden temporal utilizando layering y se define un procedimiento para resolver los esquemas de

diferencias descentradas hacia atrás de segundo orden y Crank-Nicolson. De forma posterior se resuel-

ven tests para evaluar las propiedades de conservación para luego analizar el orden de precisión temporal

en un problema reactivo simple. Finalmente, la discretización de alto orden se aplica sobre un problema

de Navier-Stokes con solución analítica. El capítulo continúa estudiando la problemática de la gestión

de la resolución de la malla. En este contexto, se presenta un método que combina layering con una

metodología de deformación de malla. En la última parte del capítulo, se detalla la implementación en

paralelo de la técnica de layering.

En el capítulo sexto se estudia el problema de oscilaciones en la velocidad en un solver de flujo basado

en el algoritmo PISO. Se presenta una solución basada en flujos por medio de una nueva fórmula de

reconstrucción de valores en caras a celdas de alto orden de precisión. Las propiedades anti-oscilatorias

de este nuevo solver se validan en un par de ejemplos en donde su resolución con una formulación

estándar genera resultados oscilatorios.

En el séptimo capítulo, se desarrolla el modelado de la inyección directa de combustible dentro de un

motor de pistones opuestos de desarrollo regional por medio de una formulación Lagrangiana basada en

partículas. En el capítulo se describen los algoritmos utilizados para resolver el seguimiento de partículas

en mallas dinámicas con cambios topológicos e interfaces no conformes dentro de un marco de cómputo

en paralelo. Se explica el acople numérico para resolver de forma conjunta la fase de combustible y la

fase gaseosa detallando el algoritmo iterativo y las discretizaciones de las ecuaciones resultantes. En una

segunda parte del capítulo, se presenta el problema de atomización el proceso de inyección en motores

para el cual se propone un modelo híbrido. Sobre este modelo se realiza un estudio paramétrico y se

valida el modelo contrastando los resultados con datos experimentales.

En el capítulo octavo se aplican las herramientas computacionales desarrolladas en los capítulos pre-

vios para la simulación de el motor de pistones opuestos JLA. El objetivo principal es evaluar la robustez

y eficiencia computacional de las herramientas realizando pruebas de escalabilidad computacional y con-

vergencia en malla. Finalmente, el conjunto de herramientas desarrolladas se aplica en el estudio de la

inyección directa de gasolina sobre el motor. En particular se estudia la sensibilidad del punto temporal

de inyección y de la forma geométrica de la cabeza del pistón sobre el mezclado del combustible dentro
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del cilindro.

Finalmente, en el último capítulo se presenta un resumen final y las conclusiones de la tesis.

1.8. Contribuciones realizadas

El resultado de esta tesis proporciona un conjunto de herramientas computacionales basadas en vo-

lúmenes finitos que permiten resolver motores de combustión interna y otros problemas de ingeniería

por medio de un solver de flujo compresible acoplado con un modelo Lagrangiano basado en partí-

culas. Todas las herramientas desarrolladas están implementadas para funcionar de forma paralelizada,

computacionalmente eficiente y destinadas para mallas poliédricas no estructuradas. La totalidad de las

herramientas computacionales fueron implementadas bajo la plataforma de código libre y abierta Open-

FOAM(R).

En particular este trabajo presenta las siguientes contribuciones originales:

Desarrollo de una teoría general para el acople de interfaces no conformes en volúmenes finitos

de forma de realizar un acople numérico en base a condiciones de conservación global y local

(capítulo 3).

Desarrollo e implementación de una técnica numérica conservativa para interfaces no conformes

por medio de proyección de coeficientes (capítulo 3).

Desarrollo e implementación de una nueva estrategia de resolución de interfaces no conformes ba-

sada en el concepto de supermallas. Esta nueva técnica, denominada como pseudo-supermalla, es

completamente paralelizable y está concebida para trabajar con interfaces parcialmente acopladas

(capítulo 4).

Desarrollo e implementación de esquemas de integración numérica de segundo orden en mallas

dinámicas con cambios topológicos (capítulo 5).

Desarrollo e implementación de una técnica de adaptación de mallas basada en layering y defor-

mación para gestionar los tamaños de celdas en problemas con variaciones de volumen extremas

(capítulo 5).

Desarrollo e implementación de un solver basado en reconstrucción de flujos de alto orden con el

objetivo de eliminar oscilaciones en la velocidad (capítulo 6).

Desarrollo e implementación de un modelo Lagrangiano de seguimiento de partículas apto para

trabajar con la técnica de pseudo-supermallas incluyendo paralelismo e interfaces parcialmente

acopladas (capítulo 7).
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Ajuste e implementación de un modelo de atomización de combustible basado en partículas (capí-

tulo 7).

Aplicación conjunta de la técnica de pseudo-supermalla, técnica de layering con deformación de

malla, el modelo de seguimiento de partículas con el modelo de atomización híbrido en el estudio

de un motor de pistones opuestos desarrollado en la región para el estudio del proceso de inyección

de combustible (capítulo 8).

Como resultado de esta tesis se registran las siguientes publicaciones en revistas indexadas con refera-

to,

H.J. Aguerre, S.Márquez Damián, J.M. Gimenez, N.M. Nigro, Conservative handling of arbitrary

non-conformal interfaces using an efficient supermesh, Journal of Computational Physics, 335

(2017) 21–49. Parte de los contenidos de este trabajo se desarrollan en el capítulo 4 de esta tesis.

H.J. Aguerre, S.Márquez Damián, J.M. Gimenez, N.M. Nigro, Development of a stable and pa-

rallelised fluid solver for problems with mesh interfaces and deforming domains, Computers and

Fluids, 168 (2018) 110–129. Parte del contenido de este trabajo se distribuye sobre los capítulos

4,5 y 8 de esta tesis.

H.J. Aguerre, C.I. Pairetti, C.M. Venier, S. Márquez Damián, N.M. Nigro, An oscillation-free flow

solver based on flux reconstruction, Journal of Computational Physics, 365 (2018) 135–148. Parte

del contenido de este trabajo se encuentra en el capítulo 6 de esta tesis.

H.J. Aguerre, S. Márquez Damián, N.M. Nigro, Conservative interpolation on surface interfaces

for transport problems in the Finite Volume Method, Journal of Computational Physics, 395 (2019)

144-165. Parte del contenido de este trabajo se encuentra en el capítulo 3 de esta tesis.

H.J. Aguerre, N.M. Nigro, Implementation and validation of a Lagrangian spray model using ex-

perimental data of the ECN Spray G injector, Computers and Fluids, 190 (2019) 30-48. Parte del

contenido de este trabajo se encuentra en el capítulo 7 de esta tesis.



Capítulo 2

Método de los volúmenes finitos

2.1. Fundamentos

El método de los volúmenes finitos consiste en balancear las cantidades físicas de estudio dentro de un

determinado volumen de control. De forma general, el volumen de control puede ser estático o móvil con

respecto a un dado marco de referencia. En este desarrollo, se considera un volumen de control estático Ω

en donde se propone balancear una cantidad tensorial arbitraria (ρψ) definida sobre un material continuo

moviéndose a una velocidad v,

∫

Ω

∂(ρψ)

∂t
dΩ = −

∫

Γ
ρψ v · dΓ+

∫

Ω
SΩ dΩ+

∫

Γ
SΓ · dΓ, (2.1)

donde Γ es la frontera del dominio Ω, dΓ es el vector diferencial normal a la frontera, SΩ es una fuente

volumétrica y SΓ es el flujo que egresa o ingresa al volumen de control a través de la frontera Γ. La

Ec. (2.1) plantea que el total de la variación temporal de la cantidad extensiva (ρψ) dentro del dominio

Ω es igual a la suma de las ganancias o pérdidas de esta cantidad dentro del dominio debido a su transporte

por convección y a su creación o destrucción por las fuentes de volumen y flujo a través de su superficie.

En el método de los volúmenes finitos, se discretiza el dominio Ω en un conjunto de celdas o “volú-

menes finitos” Pi los cuales no se solapan y en su unión aproximan el dominio Ω,

Ω =
⋃

i

Pi ∧ Pi ∩ Pj = ∅ ∀i, ∀j. (2.2)

En este trabajo se considera a las celdas P como poliedros convexos y arbitrarios. El balance de (ρψ) se

aplica sobre cada una de las celdas Pi considerando a la frontera de cada celda como ∂Pi,

∫

Pi

∂(ρψ)

∂t
dV = −

∫

∂Pi

ρψ v · dS +

∫

Pi

SPi
dV +

∫

∂Pi

S∂Pi
· dS ∀Pi ∈ Ω (2.3)

13
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donde dS es el vector diferencial normal a la frontera de cada celda Pi. Debido a que las celdas Pi son

poliedros, su frontera se puede descomponer en un conjunto de caras planas denominadas Ki,

∂Pi =
⋃

i

Ki ∧ Ki ∩Kj = ∅ ∀i, ∀j, (2.4)

por lo tanto, las integrales de superficie, se expresan como la sumatoria de integrales sobre las caras Ki

del poliedro,

∫

Pi

∂(ρψ)

∂t
dV = −

∑

Ki∈Pi

∫

Ki

ρψ v · dS +

∫

Pi

SPi
dV +

∑

Ki∈Pi

∫

Ki

SKi
· dS ∀Pi ∈ Ω (2.5)

2.1.1. Volúmenes finitos con variables colocadas en centro de celdas

La Ec. (2.5) genera un sistema de n ecuaciones igual al número de celdas en el cual se discretiza el

dominio Ω. De forma de obtener una solución única y determinada, el sistema de n ecuaciones debe

incluir n incógnitas. En un método de volúmenes finitos colocados en celdas, las incógnitas se localizan

en el centroide o baricentro geométrico xP de la celda P la cual verifica,

∫

Pi

(x− xP ) dV = 0 (2.6)

2.1.2. Discretización de las integrales de volumen

Para discretizar las integrales de volumen de una cantidad ψ dentro de una celda P ,

∫

P
ψ(x) dV, (2.7)

se reemplaza al campo ψ(x) por una aproximación de Taylor de primer orden centrada en el centro de

celda xP ,

ψ(x) = ψ(xP +∆x) = ψ(xP ) + (∆x)T ·∇ψ(xP ) + r(∆x), (2.8)

en donde ∆x = (x− xP ) es el vector que une cualquier punto con el centroide de celda y r(∆x) es el

error de truncamiento o residuo el cual es proporcional a la segunda potencia de ∆x y a la norma de la

matriz Hessiana de la función ψ evaluada en un punto x̃ perteneciente a la bola B(xP ,∆x),

r(∆x) =
1

2
(∆x)T ·H(x̃) · (∆x) x̃ ∈ B(xP ,∆x). (2.9)
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Introduciendo la aproximación (2.8) en (2.7) y considerando la propiedad definida en (2.6):

∫

Pi

ψ(x) dV ≈
∫

Pi

[

ψ(xP ) + (∆x)T ·∇ψ
]

dV

= ψ(xP )

∫

Pi

dV +

[
∫

Pi

(x− xP )T dV
]

·∇ψ

= ψ(xP )VPi

(2.10)

2.1.3. Discretización de las integrales de superficie

La integral de superficie sobre una cara Ki de una cantidad ψ(x) se expresa como,

∫

Ki

ψ(x) dA, (2.11)

en donde dA es el elemento diferencial de área. La cara Ki es compartida por dos celdas las cuales se

denominan de forma relativa como P1 y P2. Se utiliza una formulación compacta, en donde la discre-

tización de la Ec. (2.11) se expresa en función de los valores de sus celdas adyacentes, es decir: ψP1
y

ψP2
. Bajo este concepto, se discretizan las integrales de superficie considerando una variación espacial

de la función ψ(x) como una aproximación de Taylor centrada sobre un determinado punto intermedio

del segmento que une los centroides de las celdas P1 y P2, x12 ∈ [xP1
,xP2

]:

ψ(x) = ψ(x12) + (∆x12)
T ·∇ψ(x12) + r(x− x12). (2.12)

El punto intermedio x12 es aquel que verifica que la derivada de ψ(x) en dirección paralela al segmento

[xP1
,xP2

] es:
(xP2

− xP1
)T

‖(xP2
− xP1

)‖ ·∇ψ(x12) =
ψP2
−ψP1

‖(xP2
− xP1

)‖ . (2.13)

Considerando los errores de cambio de centro se puede cambiar el centro de la serie de Taylor desde x12

a los centros de celdas P1 y P2. De esta forma, para todo x perteneciente al segmento [xP1
,xP2

],

ψ(x) = ψ(xP1
) + ‖(x− xP1

)‖ ·
(

ψP2
−ψP1

)

‖(xP2
− xP1

)‖ + r(x− x12) + r(xP1
− x12),

ψ(x) = ψ(xP2
) + ‖(x− xP2

)‖ ·
(

ψP2
−ψP1

)

‖(xP2
− xP1

)‖ + r(x− x12) + r(xP2
− x12).

(2.14)

Al punto que resulta de la intersección del segmento [xP1
,xP2

] con el plano que contiene a la cara Ki

se lo denomina como xfi . Evaluando la primer expresión (o bien la segunda) de la Ec. (2.14) en el punto
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xfi se obtiene,

ψ(xfi) = ψ(xP1
) + ‖(xfi − xP1

)‖ ·
(

ψP2
−ψP1

)

‖(xP2
− xP1

)‖ + r(x− x12) + r(xP1
− x12) (2.15)

Con el objetivo de expresar la integral de superficie a partir del valor del centroide xK , se propone

expresarlo como una serie de Taylor centrada en el punto xfi ,

ψ(xK) = ψ(xfi) +∆xTfi ·∇ψ(xfi) + r(x− xfi) (2.16)

Si se reemplaza la expresión dada en (2.15) en (2.16) se obtiene la expresión del valor de centroide de

cara como función de los valores de celda ψP1
y ψP2

,

ψ(xK) = ψ(xP1
) + ‖(xfi − xP1

)‖ ·
(

ψP2
−ψP1

)

‖(xP2
− xP1

)‖ +∆xTfi ·∇ψ(xfi)

+ r(x− x12) + r(xP1
− x12) + r(x− xfi).

(2.17)

De forma análoga a lo planteado en la discretización de las integrales de volumen, la integral sobre la

cara se puede aproximar a segundo orden por medio del valor en el centroide de la cara:

∫

Ki

ψ(x) dA,≈ ψ(xK)AK (2.18)

donde AK es el área de la cara K. Considerando la expresión obtenida en la Ec. (2.17) se puede aproxi-

mar el valor de ψ(xK) a segundo orden como,

ψ(xK) ≈ ψ(xP1
) + ‖(xfi − xP1

)‖ ·
(

ψP2
−ψP1

)

‖(xP2
− xP1

)‖ +∆xTfi ·∇ψ(xfi) (2.19)

Si se considera que el centroide de la cara coincide con el punto xfi entonces la expresión anterior se

reduce a,

ψ(xK) ≈ ψ(xP1
) + ‖(xK − xP1

)‖ ·
(

ψP2
−ψP1

)

‖(xP2
− xP1

)‖ . (2.20)

Reemplazando la Ec. (2.20) en Ec. (2.18) se resuelve la integral de superficie como función de los valores

de celdas adyacentes por medio de la siguiente expresión:

∫

Ki

ψ(x) dA,≈ ψ(xP2
)

(

1− ‖(xK − xP2
)‖

‖(xP2
− xP1

)‖

)

AK +ψ(xP1
)
‖(xK − xP2

)‖
‖(xP2

− xP1
)‖AK . (2.21)
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2.1.4. Sistema de ecuaciones lineales

El balance integral definido en la Ec. (2.5) se discretiza con el objetivo de generar un sistema de

ecuaciones lineales factible de ser resuelto eficientemente por métodos computacionales. De esta forma

la Ec. (2.5) se discretiza como,
∑

j

aijψj = bi ∀Pi ∈ Ω, (2.22)

donde aij son los coeficientes que afectan a los valores incógnita por celda ψj y bi es el término inde-

pendiente asociado a la celda i. El sistema de ecuaciones definido en la Ec. (2.22) genera un sistema

lineal con n ecuaciones y n incógnitas. Con el fin de reducir la complejidad computacional, se busca que

la matriz de coeficientes aij tenga la mayor cantidad de ceros de forma de reducir el número de opera-

ciones al momento de realizar multiplicaciones matriz-vector. En este sentido, cada ecuación en (2.22)

involucra solamente los valores discretizados de ψ que pertenecen a la celda Pi y a sus celdas vecinas.

Las celdas vecinas a Pi son aquellas que comparten con ella una de sus caras. A estas celdas también se

las denomina comúnmente como primeros vecinos. El balance discreto sobre cada una de las celdas Pi

se puede expresar como:

aiiψi +
∑

n

ainψn = bi ∀Pi ∈ Ω, (2.23)

donde el subíndice n identifica las celdas vecinas a Pi. A esta discretización que incluye solamente

primeros vecinos se lo denomina discretización de stencil compacto.

2.2. Conservación global del método de los volúmenes finitos

Una propiedad importante del método de los volúmenes finitos es su propiedad de conservación global

de las cantidades balanceadas. El concepto de conservación global consiste en satisfacer la ecuación

de balance de una determinada cantidad sobre todo el dominio de estudio tal como se planteó en la

Ec. (2.1). Si se considera que el dominio Ω está compuesto por una unión de celdas Pi tal como se

definió en la Ec. (2.3), entonces el balance global sobre Ω se puede expresar como la sumatoria de los

balances realizados sobre cada una de las celdas,

∑

Pi ∈Ω

∫

Pi

(

∂ψ

∂ t
− SPi

)

dV = −
∑

Pi ∈Ω

∑

Ki ∈Pi

∫

Ki

(ψ v − SKi
) · dA. (2.24)

La doble sumatoria anidada del término derecho en la Ec. (2.24) se puede considerar como la suma de

tres sumatorias. Dos de ellas incluyen a las caras internas KI y la sumatoria restante, a las caras de borde
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al dominio KΓ,
∑

Pi ∈Ω

∑

Ki ∈Pi

() =
∑

KIa ∈Ω

() +
∑

KIb ∈Ω

() +
∑

KΓ ∈Ω

(). (2.25)

El par de sumatorias asociadas a las caras internas se corresponden a cada uno de los balances de sus

celdas adyacentes respectivamente. Estas celdas se diferencian por medio de los subíndices a y b en KI .

Teniendo en cuenta que el vector normal de área dA esta orientado hacia el exterior de la celda en cada

balance, entonces los vectores dA correspondientes al par de celdas adyacentes de una cara K tienen

sentidos opuestos. Esto implica que la contribución neta de cada cara interna es nula,

∫

Ka

Ψ · dA+

∫

Kb

Ψ · dA = 0 (2.26)

donde Ψ es una cantidad tensorial arbitraria. Se incorporan las equivalencias dadas en (2.26) y (2.25)

dentro de (2.24),

∑

Pi ∈Ω

∫

Pi

(

∂ψ

∂ t
− SPi

)

dV =
∑

KΓ ∈Ω

∫

KΓ

(ψ v − SKΓ
) · dA. (2.27)

Luego, agrupando las integrales sobre cada una de las celdas y caras de borde sobre una única integral,

en todo el dominio y en toda la frontera respectivamente, se llega al balance global del cual se comenzó

este análisis,
∫

Ω

∂(ψ)

∂t
dΩ = −

∫

Γ
ψ v · dΓ+

∫

Ω
SΩ dΩ+

∫

Γ
SΓ · dΓ. (2.28)

Del desarrollo realizado se concluye que la discretización por volúmenes finitos satisface por definición

el balance global de la cantidad ψ dentro del dominio Ω. El punto clave de este concepto es la propiedad

descripta en la Ec. (2.26), en donde los flujos definidos sobre las caras internas respectivos a los balances

de sus celdas adyacentes son opuestos.

Las integrales sobre las caras se expresan como una combinación lineal de los valores en celdas adya-

centes. En este sentido, se define a la integral sobre Ka como función de los valores en las celdas propias

y vecinas a las caras,
∫

Ka

Ψ · dA = φ(Ka) = αaaψa + αabψb. (2.29)

De la misma forma para Kb,

∫

Kb

Ψ · dA = φ(Kb) = αbaψa + αbbψb. (2.30)
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como flujos parciales de la cara K y se definen como,

φaa(K) = αaaψa

φba(K) = αbaψa

φab(K) = αabψb

φbb(K) = αbbψb,

(2.33)

entonces,

φa(K) = φaa(K) + φab(K)

φb(K) = φba(K) + φbb(K).
(2.34)

Teniendo en cuenta la Ec. (2.32 ) los flujos parciales que dependen de un mismo grado de libertad son

opuestos,

φaa(K) = −φba(K)

φab(K) = −φbb(K).
(2.35)

2.2.2. Propiedad telescópica

La propiedad de conservación global del método de los volúmenes finitos se puede extender a un

subdominio Ωi ∈ Ω cualquiera compuesto por n celdas. El subdominio Ωi puede estar compuesto por

una o varias celdas y formar incluso regiones disconexas, tal como se ejemplifica en la Fig. 2.2. Sobre

cualesquiera de los subdominios Ωi se puede plantear la ecuación de balance global como la sumatoria

de los balances locales de cada una de sus celdas Pi ∈ Ωi,

∑

Pi ∈Ωi

∫

Pi

(

∂ψ

∂ t
− SPi

)

dV = −
∑

Pi ∈Ωi

∑

Ki ∈P i

∫

Ki

(ψ v − SKi
) · dA

= −





∑

Ka ∈Ωi

∫

Ka

(ψ v − SKa) · dA+
∑

Kb ∈Ωi

∫

Kb

(ψ v − SKb
) · dA





−
∑

KΓ ∈Ωi

∫

KΓ

(ψ v − SKΓ
) · dA.

(2.36)

en donde KΓ ∈ Ωi son las caras de borde del subdominio considerado. El término entre corchetes es

nulo debido a que las integrales sobre cada cara K con las orientaciones a y b son opuestas. Por lo tanto

se demuestra que para cualquier subdominio Ωi, la sumatoria de los balances locales de las celdas que lo
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donde ei es el vector canónico de un tamaño equivalente al de las filas o columnas de las matrices A

recién definidas. Introduciendo estas definiciones, la Ec. (2.38) se expresa de forma matricial como,

Aaa · 1m×1 = −Aba · 1m×1

Aab · 1m×1 = −Abb · 1m×1,
(2.40)

donde 1m×1 es un vector columna de “unos” asumiendo queA ∈ Rm×m.

2.3. Formulación Euleriana-Lagrangiana Arbitraria

La formulación Euleriana-Lagrangiana Arbitraria (ALE) [24] permite plantear ecuaciones de transpor-

te sobre dominios que son variables en el tiempo. La ecuación de transporte de una cantidad ψ sobre un

dominio con variación temporal Ω(t) se escribe como,

d

dt

∫

Ω(t)
ψ dV +

∫

Γ(t)
ψ (vr · dΓ) = −

∫

Γ(t)
∇ψ ·D · dΓ+

∫

Ω(t)
rψ dV, (2.41)

donde vr es la velocidad relativa del medio continuo con respecto a la frontera móvil Γ(t) que es igual

a (v − vΓ) siendo v la velocidad del medio continuo y vΓ la velocidad de la frontera. Por otro lado

D es el tensor de difusividad y r es el coeficiente lineal del término fuente. Además del balance pre-

sentado en (2.41) la formulación ALE requiere satisfacer un balance adicional denominado como ley de

conservación del espacio,
d

dt

∫

Ω(t)
dV +

∫

Γ(t)
vΓ · dΓ = 0. (2.42)

Este balance define que la variación volumétrica del dominio Ωt debe ser equivalente al volumen barrido

por su frontera. La discretización temporal de los balances (2.41) y (2.42) se debe efectuar de forma

idéntica. De otra forma se introducirían fuentes de masas espurias [29].

2.3.1. Integración temporal Euler de segundo orden

La discretización temporal de la ley de conservación del espacio por el método de segundo orden

descentrado hacia atrás es,

3
2V

(n)
P − 2V

(n−1)
P + 1

2V
(n−2)
P

∆t
−
∑

K ∈P

[

3

2
ϕ
(n)
K −

1

2
ϕ
(n−1)
K

]

= 0, (2.43)

donde los superíndices denotan el paso de tiempo correspondiente y ϕ(n)
K es el flujo espacial barrido por

la cara para la transformación correspondiente a los pasos temporales t(n−1) y t(n) . Estos flujos en las
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caras se denominan como flujos de malla. Para toda transformación geométrica de una celda poliédrica la

sumatoria de los flujos de malla ϕ(n)
K sobre todos las caras de una celda P satisface el cambio de volumen

entre el paso temporal nuevo y su predecesor,

V
(n−1)
P − V (n−2)

P

∆t
−
∑

K ∈P

ϕ
(n−1)
K = 0

V
(n)
P − V (n−1)

P

∆t
−
∑

K ∈P

ϕ
(n)
K = 0.

(2.44)

Se puede demostrar que el cumplimiento del par de ecuaciones dadas en (2.44) es una condición sufi-

ciente para satisfacer la Ec. (2.43). Al término entre corchetes de la Ec. (2.43) se lo define como el flujo

de malla en K del método de integración de Euler de segundo orden,

ϕEK =
3

2
ϕ
(n)
K −

1

2
ϕ
(n−1)
K . (2.45)

Teniendo en cuenta la última definición se discretiza la ecuación de transporte dada en (2.41) sobre la

celda P como,

3
2 ψ

(n)
P V

(n)
P − 2ψ

(n−1)
P V

(n−1)
P + 1

2 ψ
(n−2)
P V

(n−2)
P

∆t
+
∑

K ∈P

(

φ(n)vK
− ϕEK

)

ψ
(n)
K

=
∑

K ∈P

DK ·∇ψ(n)
K · S

(n)
K + rψ

(n)
P V

(n)
P ,

(2.46)

donde φ(n)vK = v
(n)
K · SK es el flujo volumétrico absoluto que atraviesa la cara K a tiempo n.

2.3.2. Método de discretización temporal de Crank Nicolson

La discretización de la ley de conservación del espacio por el método de Crank-Nicolson es,

V
(n)
P − V (n−1)

P

∆t
=

1

2

[

∑

K ∈P

ϕ
(n−1)
CNK

+
∑

K ∈P

ϕ
(n)
CNK

]

, (2.47)

donde ϕCNK
se denomina al flujo de malla de la cara K para este método. La relación entre este flujo y

el flujo de malla geométrico se obtiene reemplazando la segunda expresión de la Ec. (2.44) en (2.47),

∑

K ∈P

ϕ
(n)
K =

1

2

[

∑

K ∈P

ϕ
(n−1)
CNK

+
∑

K ∈P

ϕ
(n)
CNK

]

, (2.48)
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por lo que el flujo de malla del esquema Crank-Nicolson se despeja como,

∑

K ∈P

ϕ
(n)
CNK

= 2
∑

K ∈P

ϕ
(n)
K −

∑

K ∈P

ϕ
(n−1)
CNK

. (2.49)

Una condición suficiente para satisfacer la Ec. (2.49) es,

ϕ
(n)
CNK

= 2ϕ
(n)
K − ϕ

(n−1)
CNK

∀K. (2.50)

Se discretiza la ecuación de transporte (2.41),

ψ
(n)
P V

(n)
P −ψ(n−1)

P V
(n−1)
P

∆t
=

1

2

[

F (ψ)(n−1) + F (ψ)(n)
]

, (2.51)

en donde F (ψ) es un operador que representa los términos discretizados de la ecuación de transporte

exceptuando el término temporal. Este operador a tiempo t(n) se define como,

F (ψ)(n) =
∑

K ∈P

(

φ(n)vK
− ϕ(n)

CNK

)

ψ
(n)
K −

∑

K ∈P

DK ·∇ψ(n)
K · S

(n)
K + rψ

(n)
P V

(n)
P . (2.52)

El operador F (ψ)n−1 se obtiene por despeje a partir de la discretización de la ecuación de transporte

para el paso temporal t(n−1),

ψ
(n−1)
P V

(n−1)
P −ψ(n−2)

P V
(n−2)
P

∆t
=

1

2

[

F (ψ)(n−2) + F (ψ)(n−1)
]

, (2.53)

entonces,

F (ψ)(n−1) = 2

[

ψ
(n−1)
P V

(n−1)
P −ψ(n−2)

P V
(n−2)
P

∆t

]

− F (ψ)(n−2). (2.54)

La evaluación del término F (ψ)(n−1) por medio de la ecuación anterior tiene una ventaja de implemen-

tación en comparación con especializar la definición dada en la Ec.(2.52) para el tiempo t(n−1). Esta

última alternativa requiere evaluar nuevamente los operadores convectivos y difusivos del paso temporal

previo mientras que la Ec. (2.54) determina este término por medio de un cálculo basado en los valores

doblemente pasados t(n−2) incluyendo el operador F (ψ)(n−2) el cual necesita ser almacenado en todos

los pasos de tiempo del modelo computacional.
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2.4. Solver de flujo compresible

2.4.1. Ecuaciones de gobierno

El flujo a resolver dentro del motor de pistones opuestos es compresible y está sujeto a grandes transfe-

rencias de energía debido a la combustión y el trabajo mecánico. El flujo es gobernado por las ecuaciones

de Navier-Stokes compresibles, la ecuación de conservación de la energía y una ecuación de estado:

Conservación de la cantidad de movimiento:

∂ (ρu)

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇p+∇ · τ + ρg (2.55)

Conservación de masa:
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (2.56)

Conservación de energía:

∂ (ρe)

∂t
+∇ · (ρeu) = −∇ · q −∇ · (pu)−∇ · (τ · u) (2.57)

Ecuación de estado:

p = ρRT (2.58)

donde τ es el tensor de tensiones, g es la aceleración de la gravedad, q es el vector del flujo de energía y

R es la constante de gas ideal. Las ecuaciones definidas previamente generan un sistema indeterminado

con más incógnitas que ecuaciones. Para resolver esta indeterminación se definen relaciones constitutivas

para el tensor de tensiones τ y el flujo de calor q:

El tensor de tensiones τ se modela por medio de la ley de viscosidad de Newton,

τ = µ
[

∇u+
(

∇uT
)]

+
2

3
µ (∇ · u) I (2.59)

donde µ es la viscosidad dinámica del fluido e I es el tensor identidad.

El flujo de calor q se determina por medio de la ley de Fourier,

q = −k∇T, (2.60)

siendo k la conductividad térmica del medio fluido.
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2.4.2. Resolución numérica de las ecuaciones de gobierno

La determinación de las incógnitas de un problema de flujo compresible se resuelve por medio de

los balances de momento, masa, energía, de la ecuación de estado de los gases ideales y las relaciones

constitutivas. Mediante todas estas ecuaciones se determinan las incógnitas principales del problema las

cuales son la velocidad u, la presión p, la energía interna e y la densidad ρ. El conjunto de cuatro incóg-

nitas y cuatro ecuaciones es un sistema determinado fuertemente acoplado. Por otro lado, las ecuaciones

presentan relaciones no lineales de las incógnitas del problema.

Para resolver el sistema definido por las ecuaciones de gobierno se propone un método iterativo. En

cada iteración se dicretizan las ecuaciones de balance como combinación lineal de una de las incógnitas

en donde los términos no lineales y aquellos que dependen del resto de las incógnitas se asumen como

constantes e iguales al valor de la iteración previa. Entonces, los balances se resuelven sucesivamente

hasta reducir el error por debajo de una cierta tolerancia. En este punto el método iterativo concluye o

converge.

En detalle, el acople entre las incógnitas se basa en una combinación de los métodos SIMPLE [30] y

PISO [25] denominado como PIMPLE [31]. Se definen dos bucles iterativos anidados: un bucle externo,

bucle SIMPLE y otro interno, bucle PISO. Ambos bucles se disponen a su vez dentro de un tercer bucle

externo encargado de avanzar temporalmente. Con el fin de identificar el número de iteración dentro de

los bucles SIMPLE y PISO se utilizan los supra-índices i y j respectivamente. A continuación, en el

Algoritmo 1, se describe el orden en que se resuelven las ecuaciones definiendo la incógnita resuelta en

cada balance.

En el bucle SIMPLE se resuelve el balance de momento. Esta ecuación posee términos que se deben

aproximar como constantes para poder determinar un sistema de ecuaciones lineales en la incógnita

velocidad. Por un lado, se encuentra el término convectivo que es no lineal respecto a la velocidad y

por otro lado se encuentran las incógnitas presión y densidad. En este contexto, el término convectivo se

linealiza adoptando el último valor disponible de la velocidad u(i−1). De la misma manera, la presión y

la densidad se computan con sus valores disponibles p(i−1) y ρ(i−1) respectivamente. Considerando estas

aproximaciones el balance de momento expresado sobre una celda Pi resulta como:

d

dt

∫

Pi

ρ(i−1) u(i) dV +

∫

∂Pi

ρ(i−1) u(i)
[(

u(i−1) − vΓ
)

· dS
]

+

∫

∂Pi

τ (µ,∇u)(i) · dS

= −
∫

Pi

∇p(i−1) dV ∀Pi ∈ Ω

(2.61)

Esta ecuación se discretiza por el método de volúmenes finitos llegando a la siguiente expresión para

cada celda de la malla,
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Algoritmo 1 Esquema de acople entre los balances de momento, masa y energía utilizando un solver

basado en los métodos SIMPLE y PISO.
Bucle Temporal

• Actualización de la malla:
un−1
b → unb

• Bucle SIMPLE, iteración i:

◦ Balance de momento:
ui−1 → ui

◦ Bucle PISO, iteración j:

⋄ Balance de masa:
pj−1 → pj

⋄ Ecuación de estado:
ρj−1 → ρj−1/2

⋄ Balance de momento:
uj−1 → uj

⋄ Balance de energía:
hj−1 → hj

⋄ Ecuación de estado:
ρj−1/2 → ρj

aPu
i
P +

∑

N

aNu
i
N = b ∀P ∈ Ω (2.62)

en donde el subíndice N representa las celdas vecinas a la celda P . En la Ec. (2.62) los coeficientes aP ,

aN son función de la densidad ρ(i−1) y del valor de velocidad de la iteración previa u(i−1), y por su lado,

el vector del término independiente b depende, además, de la presión p(i−1),

aP = f(ρ(i−1),u(i−1))

aN = f(ρ(i−1),u(i−1))

b = f(ρ(i−1),u(i−1), p(i−1)).

(2.63)

Una vez resuelto la ecuación de momento y determinado el nuevo campo de velocidades ui se ingresa

al bucle interior del algoritmo o bucle PISO. En este bucle se acopla la velocidad con la presión, densidad

y temperatura resolviendo los balances de masa, momento y energía. La presión se determina a partir de

resolver el balance de masa,

d

dt

∫

Pi

ρ dV +

∫

∂Pi

ρu · dS = 0 ∀Pi ∈ Ω (2.64)
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Este balance se expresa en función de la presión sustituyendo la densidad y la velocidad por expresiones

que dependen de la presión. La densidad se relaciona con la presión por medio de la ecuación de estado

de los gases ideales,

ρ =
p

RT
(2.65)

Si se considera el último valor disponible para la temperatura T (j−1), la relación entre la densidad y la

presión se linealiza por medio del factor de compresibilidad ψ = 1/(RT ),

ρ = ψj−1 p =
p

RT (j−1)
(2.66)

Por otro lado, la relación entre la velocidad y la presión se define a partir del balance de momento. Se

define una versión semidiscreta del balance de momento similar a la Ec. (2.62) separando del término b

el gradiente de presión,

aPu
(j−1)
P +

∑

aNu
(j−1)
N = −∇pP + b0 ∀P ∈ Ω (2.67)

en donde b0 representa el término independiente del balance de momento exceptuando la contribución del

gradiente de presión. Se agrupan las contribuciones de las celdas vecinas N y el término independiente

b0 por medio de un nuevo término denominadoH(u),

H
[

u(j−1)
]

= −
∑

aNu
(j−1)
N + b0. (2.68)

Luego de incluir la Ec. (2.68) en (2.67) se puede expresar la velocidad en la celda P en función de la

presión,

up = −
∇p

aP
+
H(u)

aP
(2.69)

Luego se reemplaza la densidad y velocidad por sus equivalentes funciones de la presión dadas en (2.66)

y (2.69) y se las incluye en el balance de masa definido en (2.64):

d

dt

∫

Pi

ψ(j−1) p(j) dV +

∫

∂Pi

p(j)

{[

ψ(j−1)

aP
H(u(j−1))− vΓ

]

· dS
}

−
∫

∂Pi

ρ(j−1)

aP

(

∇p(j) · dS
)

= 0 ∀Pi ∈ Ω.

(2.70)

La relación entre velocidad y presión definida en la Ec. (2.69) se debe interpolar sobre las caras de las

celdas para discretizar el término convectivo de la Ec. (2.70). En el término difusivo, se utiliza un valor

conocido de la densidad. Una vez resuelta la ecuación de presión se define la velocidad en las caras de la
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malla a partir de la ecuación algebraica de momento (2.69):

u
(j)
k =

[

H(u)(j−1)

aP

]

k

−
[

∇p

aP

(j)
]

k

(2.71)

en donde el gradiente de presión del segundo término se computa por medio de un stencil compacto

usando valores de celdas adyacentes a la cara [32]. Proyectando los valores de velocidad de la Ec. (2.71)

con el normal de cada cara se obtienen los flujos necesarios para resolver la discretización de los términos

convectivos de las ecuaciones de transporte,

φk = uk · Sk. (2.72)

De forma análoga a la Ec. (2.71) se definen los valores de velocidad en celdas,

u(j)
p =

H(u)(j−1)

aP
− ∇p

aP

(j)

. (2.73)

Una vez actualizada la velocidad se define la energía cinética,

E(j)
c =

u(j) · u(j)

2
. (2.74)

Posteriormente se actualiza el valor de la densidad previo a resolver el balance de energía,

ρ(j−1/2) = ψ(j−1) p(j). (2.75)

La ecuación de energía se plantea en términos de la entalpía h. El balance resuelto es el siguiente,

d

dt

∫

ρ (h+ Ec) dV +

∫

∂Pi

(h+ Ec)
[(

u(j) − vΓ
)

· ds
]

−
∫

∂Pi

α∇h(j) · ds

=

d

dt

∫

Pi

p dV −
∫

∂Pi

pvnΓ · ds ∀P ∈ Ω.

(2.76)

Una vez actualizada la entalpía se calcula el nuevo valor de temperatura T (j) y en consecuencia se

actualizan los valores de la compresibilidad ψ(j) y de la densidad ρ(j),

T (j) =
h(j)

Cp
,

ψ(j) =
1

RT (j)
,

ρ(j) = ψ(j) p(j).

(2.77)
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descripción formal de estas listas se presenta a continuación,

χAB
(

Ki
A

)

=
{

Kj
B ∈ τB : A

(

Ki
A ∩Kj

B

)

> 0
}

∀ Ki
A ∈ τA,

χBA

(

Kj
B

)

=
{

Ki
A ∈ τA : A

(

Kj
B ∩Ki

A

)

> 0
}

∀ Kj
B ∈ τB,

(3.1)

3.2. Acople numérico de interfaces con el método de los volúmenes finitos

El desafío principal de un método de interfaz es realizar un acople numérico entre los subdominios sin

introducir errores en comparación con un problema análogo compuesto por solamente una región. En este

contexto, algunos métodos se basan en eliminar las interfaces no conformes que unen los subdominios de

forma tal de convertir estos en una única región. Aquí, los errores numéricos en la interfaz desaparecen.

Sin embargo se necesita pegar o unir las interfaces y, en consecuencia, esta estrategia es costosa desde

el punto de vista computacional. Este inconveniente es más importante en problemas de malla dinámica

ya que la unión de las interfaces se debe realizar en todos los pasos de tiempo. Un ejemplo de este tipo

de técnicas se denomina como “interfaces deslizantes” o Sliding Interfaces [10, 21, 11]. En este método

se realizan cambios topológicos en la malla para unir las interfaces en un único conjunto de caras que

pasan a ser caras internas de la malla. De esta manera se genera, al momento de resolver el problema

numérico, una malla compuesta por una única región. Esta metodología es usualmente utilizada para

resolver problemas de motores de combustión interna. Otra técnica similar se denomina como Buffer

layer method la cual se describe en el trabajo de Qin et al. [33] y ha sido posteriormente mejorada por

Wang et al. definiendo el método Zipper Layer [34]. Estos métodos definen bloques de mallas que se

unen de forma automática formando una única región, pero con el limitante que los bloques deben ser

discretizados con mallas estructuradas.

Por otro lado, una gran cantidad de técnicas introducen diferentes estrategias numéricas para resol-

ver la comunicación física de las interfaces no conformes evitando modificar la estructura de la malla.

Debido a esto, estas técnicas son computacionalmente más eficientes que las mencionadas previamente

pero como contrapartida, se generan errores numéricos. Una propiedad importante y necesaria a exigir

en estos métodos es la conservación de los flujos o conservatividad. Los problemas de conservación en

la interfaz provocan pérdida de exactitud y además, generan problemas de estabilidad numérica, princi-

palmente cuando se presentan discontinuidades en el entorno de las interfaces [35]. Mas aún, en algunos

problemas, como aquellos que determinan el tiempo de residencia de ciertas partículas, importantes en

procesos químicos, o el seguimiento de especies en tanques de agitamiento requieren de una estricta

conservación de flujos para conseguir resultados aceptables. En el caso contrario, los problemas de con-

servación invalidan los resultados y pueden motivar situaciones de inestabilidad.

La propiedad de conservación de flujos en problemas con interfaces no conformes fue originalmente
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estudiada por Berger [36] utilizando un esquema conservativo a partir de diferencias finitas bidimensio-

nales. Dentro de las estrategias conservativas, una de las más citadas es la técnica patched-grid la cual fue

presentada inicialmente por Rai quien introduce un abordaje conservativo sobre interfaces estructuradas

bidimensionales [37]. Esta técnica se extendió en aplicaciones del tipo rotor-estator en un trabajo subsi-

guiente [38]. Lerut y Wu propusieron un método basado sobre patched-grid el cual asegura estabilidad y

conservatividad en simulaciones con múltiples dominios utilizando un solver de Euler implícito [39]. Un

trabajo más reciente establece el uso de interfaces del tipo patched-grid en combinación con un método

de remapeo lineal de alto orden utilizando un esquema WENO [40]. Si bien, la estrategia patched-grid

es adecuada para resolver problemas con múltiples dominios discretizados con mallas estructuradas, esta

última condición es una limitante para resolver problemas industriales los cuales presentan una comple-

jidad geométrica elevada requiriendo de mallas no estructuradas. Inspirado en esta limitación, Mathur

[41] propuso un estrategia conservativa más general. Su trabajo se basa en la sustitución de las interfaces

no conformes por un único conjunto de caras que actúan como caras internas. Sin embargo, estas caras

carecen de una representación precisa del centroide siendo que éste es una característica geométrica im-

portante para el cómputo de los flujos. Otra metodología conservativa se presenta en el trabajo de Loh

et. al [42] donde se intercambian flujos entre los subdominios por medio de un esquema de convección

del tipo upwind. Recientemente, en el trabajo de Ramírez et al. [43] se propone un esquema de inter-

faz de alto orden utilizando mínimos cuadrados. Sin embargo, la versión conservativa de este método

es computacionalmente costosa debido a la necesidad de computar intersecciones geométricas entre las

caras. Para solucionar este problema, los autores diseñaron una técnica de interfaces deslizantes usando

celdas halo lo cual evita el cálculo de intersecciones pero incurriendo, no obstante, en problemas de

conservación.

De forma contraria, los métodos no conservativos son en general más simples de implementar debido

a la practicidad de sus interpolaciones. Es común encontrar combinaciones lineales para reconstruir los

flujos en las caras sin imponer ninguna restricción que atienda a la conservación de los flujos. Dentro de

estos métodos se encuentra una versión simple y efectiva para acoplar interfaces no conformes la cual se

presenta en el trabajo de McNaughton et al. [44]. Aquí se utilizan nodos halo o ghost en las interfaces los

cuales definen condiciones de borde independientes para cada uno de los subdominios que comparten la

interfaz. Este trabajo emplea una interpolación no conservativa enfocándose en el criterio de eficiencia

computacional. Otros grupo de trabajos utilizan pesos en sus interpolaciones basados en las áreas de

intersección de las caras de interfaz. Un ejemplo de estas técnicas se presenta en el trabajo de Beaudoin y

Jasak [45], técnica denominada como Interfaz de Grilla General (GGI). Ésta fue especialmente concebida

para aplicaciones de turbomaquinaria. Otro método similar, está implementado en OpenFOAM(R)[8] y

se denomina como Interfaz de Malla Arbitraria (AMI). Dentro de este grupo también se puede citar el
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trabajo de Steijil and Barakos [46] el cual está diseñado para resolver la aerodinámica en helicópteros.

En general se concluye que los métodos conservativos son simples para su desarrollo e implementación

pero utilizando mallas estructuradas. Aquellos métodos conservativos diseñados para mallas arbitrarias

tienen una reducida eficiencia computacional y una elevada complejidad a la hora de implementar el

método en un código computacional. Por otro lado, existen métodos conservativos con una concepción

simple, pero estos son de una precisión reducida. En este contexto, la mayoría de las aplicaciones de

ingeniería que utilizan configuraciones con múltiples dominios usan estrategias de acople no conserva-

tivas, enfocándose en un compromiso entre simplicidad y eficiencia. No obstante, tal como se describió

previamente, en algunos problemas la conservación de los flujos es una propiedad imprescindible.

Dentro de este marco, este capítulo desarrolla los conceptos teóricos básicos relacionados a la con-

servatividad en un problema de volúmenes finitos con interfaces no conformes. Se expone un criterio

matemático general que relaciona los coeficientes de ensamble de las caras de interfaz. Cumpliendo el

criterio desarrollado se asegura un acople numérico conservativo y monótono entre los subdominios del

problema con interfaces. Posteriormente se aplican estas relaciones conservativas por medio de una nue-

va técnica numérica basada en proyección de coeficientes la cual se valida resolviendo de un par de

ejemplos numéricos.

3.3. Conservación local y global e interpolaciones acotadas en interfaces

no conformes

Para lograr conservación global en problemas con interfaces no conformes se debe conservar la pro-

piedad global o propiedad telescópica del método de volúmenes finitos definida en la Ec. (2.37). Debido

a la no conformidad en las interfaces, los flujos sobre sus caras no se corresponden en las caras de su

interfaz opuesta. A raíz de esto, la propiedad telescópica no se cumple de forma natural para todo sub-

dominio que contenga por lo menos una celda adyacente a las interfaces. Esto se explica en la Fig. 3.5 la

cual esquematiza un dominio subdividido en dos subdominios, ΩA y ΩB . Estos son mallados de forma

independiente generando las interfaces no conformes τA y τB . A su vez, se eligen sobre este dominio

tres subdominios cualesquiera según se muestra en el lado izquierdo de la Fig. 3.5. Los subdominios Ω1

y Ω3 contienen caras ajenas a las interfaces. En estos subdominios se satisface la propiedad telescópica

de forma natural de acuerdo a las propiedades intrínsecas al método de los volúmenes finitos. Contra-

riamente, la propiedad telescópica no es aplicable en el subdominio Ω2 ya que posee caras sobre las

interfaces que no están solapadas completamente por caras de su interfaz opuesta. Entonces, Ω2 posee

un sector de la interfaz que no se encuentra en oposición por su correspondiente interfaz opuesta. En-

tonces cualquier flujo que egrese o ingrese por este sector no será correspondido por la interfaz restante
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opuesta se expresa como el producto entre un coeficiente asociado a la interfaz opuesta (αiAB y αjBA) y

un promedio pesado de los grados de libertad por medio de los factores wA y wB . Este promedio pesado

se puede considerar como un valor promedio equivalente,

ψiB =
∑

Kj
B
∈χi

AB

wi,jB ψjB ∀Ki
A ∈ τA

ψjA =
∑

Ki
A
∈χj

BA

wj,iA ψiA ∀Kj
B ∈ τB.

(3.4)

Esta última interpolación convierte la multiplicidad de valores provenientes de la interfaz opuesta en un

único valor. De esta forma se resuelve la no conformidad de las interfaces generando un acoplamiento

numérico uno-a-uno. La Ec. (3.4) se puede definir de forma matricial. Para esto se agrupan los grados de

libertad de cada interfaz en vectores ΨA ∈ Rm×1 y ΨB ∈ Rn×1 para las interfaces τA y τB respecti-

vamente en donde la componente i (j) de estos vectores es el valor de ψ en las celdas adyacentes a las

caras Ki
A y Kj

B respectivamente. De la misma forma se definen los vectores ΨA ∈ Rn×1 y ΨB ∈ Rm×1

que contienen los valores interpoladosψjA yψiB respectivamente. Finalmente, los pesos de interpolación

wi,jB y wj,iA se agrupan en las matrices wB ∈ Rm×n y wA ∈ Rn×m respectivamente. Con estas nuevas

definiciones, la Ec. (3.4) se reescribe como una igualdad vectorial,

ΨB = wB ·ΨB

ΨA = wA ·ΨA,
(3.5)

en donde la matriz wB es la matriz de la transformación lineal TBA : Rn → Rm que define como los

grados de libertad adyacentes a la interfaz τB se proyectan sobre τA. Análogamente, la matriz wA es la

matriz de la transformación lineal TAB : Rm → Rn que define como los grados de libertad adyacentes

a la interfaz τA se proyectan sobre τB .

De la misma forma, se expresan como igualdades vectoriales las expresiones planteadas en las Ecs. (3.2)

y (3.3),

ΦA = AAA ·ΨA +AAB ·wB ·ΨB

ΦB = ABA ·wA ·ΨA +ABB ·ΨB,
(3.6)

en donde ΦA y ΦB son los vectores que contienen los flujosφiA yφjB respectivamente yAAA ∈ Rm×m,

AAB ∈ Rm×m,ABA ∈ Rn×n yABB ∈ Rn×n son matrices diagonales que incorporan los coeficientes

α de las ecuaciones (3.2) y (3.3). La propiedad de conservación global se cumple si la sumatoria de los
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se puede expresar como una equivalencia entre los coeficientes de las matrices de forma que,

αiAA = −
∑

j

αjBAw
j,i
A ∀i

αjBB = −
∑

i

αiAB w
i,j
B ∀j.

(3.11)

De la ecuación anterior se observa que la sumatoria de coeficientes ensamblados por cada una de las

caras de la interfaz dentro de una misma columna de la matriz del sistema de ecuaciones es nula. Si se

multiplican ambos miembros de la Ec. (3.11) respectivamente por ψiA y ψjB se tiene,

αiAA ψ
i
A = −

∑

j

(

αjBAw
j,i
A ψiA

)

∀Ki
A ∈ τA

αjBB ψ
j
B = −

∑

i

(

αiAB w
i,j
B ψjB

)

∀Kj
B ∈ τB.

(3.12)

Los términos entre paréntesis son los flujos elementales φj,iBA y φi,jAB para las interfaces τB y τA respec-

tivamente, según se esquematizó en la Fig. 3.6. Reemplazando estas definiciones en (3.12) se llega a la

siguiente relación:

φiAA = −
∑

j

φj,iBA ∀Ki
A ∈ τA

φjBB = −
∑

i

φi,jAB ∀Kj
B ∈ τB.

(3.13)

Esta última igualdad equivale a que cada flujo parcial correspondiente a una determinada interfaz se

distribuye completamente sobre las caras de su interfaz opuesta por medio de los flujos elementales.

A esta propiedad de los flujos parciales se la denomina conservación local del método de interfaz. Un

esquema gráfico para este concepto se presenta en la Fig. 3.8. En la primer subfigura se esquematiza

como los flujos parciales φiAA se distribuyen sobre la interfaz τB por medio de los flujos elementales

φj,iBA. De la misma forma, en la segunda subfigura se aprecia que los flujos parciales φjBB se distribuyen

sobre la interfaz τA por medio de los flujos elementales φi,jAB .

A partir de este desarrollo se concluye lo siguiente: basado en un esquema de conectividades local dado

por las expresiones (3.1), se consigue conservación global de los flujos en las interfaces para cualquier

valor de los grados de libertad si y solo si se satisface conservación local de los flujos según la Ec. (3.13).
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de los pesos de interpolación sumen la unidad siendo estos números positivos:

∑

Kj
B
∈χi

AB

wi,jB = 1 ∀Ki
A ∈ τA

∑

Ki
A
∈χj

BA

wj,iA = 1 ∀Kj
B ∈ τB

wi,jB ≥ 0 ∀ i, j

wi,jA ≥ 0 ∀ i, j.

(3.15)

De forma matricial, este último requerimiento se puede expresar como,

1m ·wT
A =1n

1n ·wT
B =1m

ei ·wA · ej ≥0 ∀i ∀j

ei ·wB · ej ≥0 ∀i ∀j.

(3.16)

Estas propiedades de los pesos de interpolación implican que los flujos elementales están acotados por

los flujos parciales correspondientes de la interfaz opuesta, es decir:

0 ≤ φj,iBA ≤ φiAA
0 ≤ φi,jAB ≤ φ

j
BB

(3.17)

3.3.3. Expresiones generales para el acople numérico en interfaces

A partir del desarrollo realizado en los párrafos precedentes se llega a un conjunto de expresiones que

son condiciones necesarias y suficientes para que una técnica de acople numérico entre interfaces sea

conservativa local y acotada:

Lema 1. Dado el par de interfaces τA y τB con m y n caras respectivamente, con sus matrices de

coeficientes AAA ∈ Rm×m, AAB ∈ Rm×m, ABA ∈ Rn×n y ABB ∈ Rn×n y el par de matrices de

pesos de interpolación wA ∈ Rn×m y wB ∈ Rm×n, la definición de los flujos de interfaz por medio

de la Ec. (3.6) genera un acople numérico conservativo de forma local y acotado si se satisfacen las
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siguientes relaciones:

1m ·AAA = −1n ·ABA ·wA

1m ·AAB ·wB = −1n ·ABB.

1m ·wT
A = 1n

1n ·wT
B = 1m

ei ·wA · ej ≥ 0 ∀i ∀j

ei ·wB · ej ≥ 0 ∀i ∀j.

(3.18)

3.4. Interfaz conservativa basada en proyección de coeficientes

De acuerdo a lo explicado en la sección previa, el diseño de un acople numérico entre interfaces con-

servativo requiere definir cuatro matrices con coeficientes de ensamble del sistema lineal de ecuaciones

y dos matrices de pesos de interpolación que deben satisfacer el grupo de expresiones de la Ec. (3.18).

El conjunto de condiciones planteado por la Ec. (3.18) admite infinitas soluciones posibles por lo que se

debe definir una estrategia para resolver esta indeterminación. En este contexto se define a continuación

un método de definición de las matrices y coeficientes de peso de forma tal de satisfacer las expresiones

dadas en (3.18):

Definidas dos matrices diagonales cualesquiera AAA ∈ Rm×m y AAB ∈ Rm×m que contienen

los coeficientes de ensamble respectivos a las caras de la interfaz τA, y además, la matriz de pesos de

interpolación wB ∈ Rm×n, la cual satisface que,

1n ·wT
B = 1m

ei ·wB · ej ≥ 0 ∀i ∀j,
(3.19)

entonces, la siguiente definición de las matrices diagonalesABA ∈ Rn×n yABB ∈ Rn×n respectivas a

la interfaz τB y de la matriz de pesos de interpolación wA ∈ Rn×m satisface la Ec. (3.18):

ABB = −diag [D(AAB) ·wB] ,

ABA = −diag [D(AAA) ·wB] ,

wA = −A−1
BA ·wT

B ·AAA,

(3.20)

donde el operador diag[x] devuelve la matriz diagonal que se construye a partir del vector x. Por otro
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lado, el operador D(y) retorna como vector la diagonal de la matriz y ∈ Rm×m,

D(y) =
m
∑

i=1

ei · y

diag(x) =
m
∑

i=1

(x · ei)Eii,

(3.21)

dondeEii es una matriz que contiene un 1 en la posición ii siendo nulos el resto de sus componentes. En

resumen, este método parte de las matrices de coeficientes de una de las interfaces y sus pesos de inter-

polación para luego definir las cantidades respectivas de la interfaz opuesta por medio de la Ec. (3.20).

Debido a que este método propone definir de forma independiente los coeficientes y pesos de un solo

lado de la interfaz para luego definir los de la interfaz restante se lo define como un método de proyección

de coeficientes. A continuación se demuestra que satisfacer las Ecs. (3.19) y (3.20) implica satisfacer el

conjunto de expresiones de la Ec. (3.18). La demostración se divide en tres partes:

1. El cumplimiento de la primera expresión de la Ec. (3.20) implica satisfacer la segunda expresión

de la Ec. (3.18): se aplica el operador diagonal en la primera expresión de la Ec. (3.20),

D(ABB) = −D(AAB) ·wB (3.22)

y desarrollando los operadores en su versión matricial,

1n ·ABB = −1m ·AAB ·wB (3.23)

que es la segunda expresión de la Ec. (3.18).

2. El cumplimiento de la la tercera expresión de la Ec. (3.20) en combinación con la Ec. (3.19)

implica satisfacer la primer expresión de la Ec. (3.18): se premultiplica por (1n ·ABA) a la tercera

expresión de la Ec. (3.20),

(1n ·ABA) ·wA = −(1n ·ABA) ·A−1
BA ·wT

B ·AAA

1n ·ABA ·wA = −1n ·wT
B ·AAA.

(3.24)

Si se incluye el requisito pedido en la Ec. (3.19) entonces,

1n ·ABA ·wA = −1m ·AAA, (3.25)

que es la primer expresión de la Ec. (3.18).
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3. El cumplimiento de la segunda y tercera expresión de la Ec. (3.20) implica satisfacer la tercera

expresión de la Ec. (3.18): se aplica el operador diagonal en la segunda expresión de la Ec. (3.20),

D(ABA) = −D(AAA) ·wB, (3.26)

desarrollando por los operadores en su versión matricial,

1n ·ABA = −1m ·AAA ·wB. (3.27)

La última ecuación se multiplica por la identidad expresada en el lado derecho comoA−1
BA ·ABA,

1n ·ABA = −1m · (AAA ·wB ·A−1
BA) ·ABA, (3.28)

donde el término entre paréntesis es igual al negativo de la transpuesta de la matriz wA según se

define en la tercera expresión de la Ec. (3.20). Reemplazando el término entre paréntesis por wT
A,

1n ·ABA = 1m ·wT
A ·ABA, (3.29)

y multiplicando a ambos miembros porA−1
BA,

1n ·ABA ·A−1
BA = 1m ·wT

A ·ABA ·A−1
BA

1n = 1m ·wT
A,

(3.30)

que es la tercera expresión de la Ec. (3.18).

Teniendo en cuenta que la Ec. (3.19) es la cuarta expresión de la Ec. (3.18) quedan entonces demostrado

que satisfacer las expresiones (3.19) y (3.20) implica satisfacer todos los requerimientos definidos en

(3.18) por lo que se demuestra que el método de proyección de coeficientes es un método que satisface

los criterios de conservación local e interpolación acotada.

3.4.1. Propiedades del método de proyección de coeficientes

Además de la conservación de flujos, existen otras dos propiedades que son importantes de cumplir en

un método de interpolación a través de interfaces no conformes:

Simetría del sistema de ecuaciones lineales.

Cálculo correcto de la matriz transpuesta.
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Simetría en interfaces no conformes

En el caso de tener un problema cuya matriz del sistema de ecuaciones lineales es simétrica, esto

implica la igualdad de las matrices ensambladas en la interfaz, concretamente: AAA = AAB y ABA =

ABB . En el método de proyección propuesto es directo inducir que si AAA = AAB entonces esto

implica queABA = ABB a partir de las primeras dos expresiones de la Ec. (3.20).

Cálculo de la matriz transpuesta para interfaces no conformes

El sistema de ecuaciones lineales resultante del problema de volúmenes finitos se resuelven utilizando

diferentes solvers lineales dependiendo de la característica de la matriz. En caso de que la matriz no sea

simétrica, uno de los solvers lineales de uso común es el método del gradiente biconjugado [47] en donde

se necesita computar la matriz transpuesta del sistema de ecuaciones. Esta operación matricial es trivial

para el caso de un problema sin interfaces pero en el caso contrario se plantea una nueva restricción:

la submatriz perteneciente al sistema global que resulta del ensamble de las caras de interfaz se define

comoAτ y está compuesta por la concatenación de las matricesAAA,AAB ,ABA yABB , en donde las

matrices que afectan a los grados de libertad de la interfaz opuesta están proyectados con los pesos wA

y wB ,

Aτ =







AAA AAB ·wB

ABA ·wA ABB







. (3.31)

De este modo, la matriz transpuestaAT
τ se expresa como,

AT
τ =







AAA wT
A ·ABA

wT
B ·AAB ABB







. (3.32)

en donde la transpuesta de AAB y ABA es igual a estas matrices ya que son diagonales. A diferencia

de la matriz original Aτ en donde por cada fila se tienen los coeficientes pertenecientes a una misma

interfaz, AAA,AAB del lado fuente y ABA,ABB del lado destino, el cálculo de la matriz AT
τ requie-

re en cada interfaz computar cantidades definidas en la interfaz opuesta, información de la que no se

dispone totalmente. Por ejemplo, en el ensamble de las filas correspondientes a las celdas de la interfaz

τA se requieren los coeficientes definidos sobre la interfaz τB , ABA. Esto impone una dificultad para la

implementación del método ya que se requieren interpoladores distintos a los empleados para el caso de

la matriz sin transponer. Por esta razón, es útil poder expresar las matrices (wT
A ·ABA) y (wT

B ·AAB)

en función de AAA y ABB respectivamente. En este sentido se definen las siguientes expresiones equi-

valentes que permiten remplazar los términos no diagonales de la matriz definida en la Ec. (3.32) por
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matrices de coeficientes respectivos a su interfaz,

AAA ·wB = wT
A ·ABA

ABB ·wC = wT
B ·AAB,

(3.33)

en donde,

wC = A−1
BB ·wT

B ·AAB. (3.34)

La primera expresión de la Ec. (3.33) se demuestra remplazando wA por su definición en (3.20),

AAA ·wB = (A−1
BA ·wT

B ·AAA)
T ·ABA

AAA ·wB = AAA ·wB ·A−1
BA ·ABA

AAA ·wB = AAA ·wB.

(3.35)

Por su parte, la segunda expresión en (3.33) se demuestra incluyendo la definición dewC dada en (3.34)

ABB · (A−1
BB ·wT

B ·AAB) = w
T
B ·AAB

wT
B ·AAB = wT

B ·AAB

(3.36)

Por lo tanto, la definición de la matriz transpuesta de Aτ expresada en función de los coeficientes

respectivos a cada interfaz es:

AT
τ =







AAA AAA ·wB

ABB ·wC ABB







. (3.37)

3.4.2. Determinación de las cantidades independientes sobre una de las interfaces

El método de proyección de matrices y coeficientes definido en la Ec. (3.20) requiere definir inicial-

mente las matrices de coeficientes correspondientes a una de las interfaces τA o τB y su matriz de pesos

de interpolación. A estas matrices se las denomina matrices independientes mientras que las restantes,

definidas por medio de la Ec. (3.20), se las denomina matrices dependientes. Previamente se eligió a la

interfaz τA como la interfaz con matrices independientesAAA,ABA y wB .

Las matrices de coeficientes AAA, ABA contienen coeficientes que resultan del ensamble de los ope-

radores convectivos y difusivos de la ecuación de transporte. Su cómputo es función de campos en la

interfaz y de cantidades geométricas como áreas y distancias. En una cara de interfaz estas cantidades se
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calculan con valores definidos sobre ambas interfaces, en general:

αiAA = fAA

(

Ki
A, K

j
B

)

Kj
B ∈ χ(Ki

A), ∀Ki
A ∈ τA

αiAB = fAB

(

Ki
A, K

j
B

)

Kj
B ∈ χ(Ki

A), ∀Ki
A ∈ τA.

(3.38)

Las cantidades definidas en la interfaz opuesta τB se interpolan utilizando los pesos wB . Asimismo,

cualquier cantidad γjB definida sobre las caras Kj
B ∈ τB se proyectan sobre las caras Ki

A ∈ τA para

definir el valor proyectado γiB según:

γiB =
∑

j

wi,jB γ
j
B Kj

B ∈ χ(Ki
A) ∀Ki

A ∈ τA. (3.39)

Los pesos de interpolación wB deben cumplir con las propiedades definidas en la Ec. (3.16) donde

se exige que los coeficientes de interpolación estén definidos entre 0 y 1 y que además la suma de los

coeficientes asociados a cualquier cara Ki
A debe ser la unidad. La alternativa elegida en este trabajo es

utilizar pesos basados en áreas de solapamiento entre las caras de ambas interfaces,

wB

(

Ki
A

)

=







wi,jB ∈ R : wi,jB =
A
(

Ki
A ∩K

j
B

)

A
(

Ki
A

) ∀ Kj
B ∈ χAB

(

Ki
A

)







, (3.40)

donde A(K) es el área de la cara K. El algoritmo de cómputo de los pesos de realiza por medio de

la técnica de supermalla local propuesta en el trabajo de Farres y Maddison [48]. Detalles adicionales

de este procedimiento se presentarán en la Sección 4.2.3. Los pesos basados en áreas de solapamiento

satisfacen los requerimientos de la Ec. (3.16) y además poseen la propiedad de conservar las integrales

de superficie de las cantidades proyectadas. Dado un conjunto de valores de caras γjB definidos sobre

la interfaz τB y proyectando estos sobre las caras Ki
A ∈ τA por medio de la expresión (3.39) y pesos

definidos por solapamiento de áreas según (3.40) entonces se satisface la integral de área sobre la interfaz

de forma discreta,
∑

Ki
A
∈τA

γiB A(K
i
A) =

∑

Kj
B
∈τB

γjB A(K
j
B) (3.41)

Ejemplo: discretización del término difusivo

El cómputo del flujo difusivo en una cara K requiere conocer la distancia entre los centroides de las

celdas adyacentes a esta cara. También se debe calcular la difusividad en la cara a través de interpolación

de los valores de las celdas adyacentes,

φD(K) = γK [∇ψ(K) · Sf ] = [fx γA + (1− fx) γB]
(ψB − ψA4)
‖d‖ A(K) (3.42)
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de flujo, el cómputo de las Ecs. (3.20) se debe realizar en todos los pasos temporales ya que los coefi-

cientes de ensamble independientesAAA yAAB varían continuamente. En la presente implementación,

la proyección de coeficientes se realiza al comienzo de la resolución del sistema lineal de ecuaciones.

En el caso particular de resolver los sistemas lineales con un solver del tipo multigrilla, cada interfaz se

divide en subconjuntos de caras de acuerdo al nivel de refinamiento utilizado por el solver multigrilla. En

cada nivel de refinamiento, se deben recomputar los coeficientes de ensamble y pesos de interpolación

en ambas interfaces.

En particular de esta tesis, se implementa esta técnica sobre dos tipos de solver lineales: gradiente

preconjugado para matrices simétricas y gradiente biconjugado para matrices no simétricas. En este

último solver se adiciona al cómputo de las Ecs. (3.20) el cálculo de los pesos ωc por medio de la

Ec. (3.34) los cuales son necesarios en el cálculo de la matriz transpuesta.

3.5. Ejemplos de aplicación

En esta sección se muestran un par de ejemplos que tienen como objetivo probar la conservatividad del

método de proyección de coeficientes contrastando los resultados con los correspondientes a un método

de interpolación .

3.5.1. Problema difusivo puro

Se propone un problema difusivo para evaluar la propiedad de conservación del método de proyección

de coeficientes. Se analiza el mezclado por medio de difusión de un trazador con una distribución inicial

dentro de una cavidad. La definición del problema es la siguiente:

∂ψ(x, t)

∂t
+∇ · [γ(x)∇ψ] = 0

ψ(x, 0) = 200 x ∈ ΩA

ψ(x, 0) = 0 x ∈ ΩB
∂ψ

∂n
(x, 0) = 0 x ∈ Γ

γ(x) = 1 + 10000x2y2z2

(3.46)

donde ψ es la concentración del trazador, γ(x) es el coeficiente de difusividad del mismo, Γ es la frontera

del dominio y ΩA y ΩB sus subdominios. Estos se mallan con celdas hexaédricas utilizando diferente

refinamiento para generar interfaces no conformes. El problema se presenta de forma esquemática en la

Fig. 3.10. Se define una difusividad no homogénea para amplificar los potenciales problemas de conser-

vación. En la Fig. 3.10 se detallan tres flechas que indican la dirección en la cual la difusividad aumenta.
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llegó a un conjunto de relaciones entre los coeficientes de ensamble del sistema lineal de ecuaciones y los

pesos de interpolación que aseguran conservación global y local del acople numérico de las interfaces no

conformes. Dentro de este marco, se propuso un método de interfaz que define los coeficientes de ensam-

ble y pesos de interpolación sobre solamente una de las interfaces para luego proyectar estas cantidades

sobre la interfaz opuesta por medio de ciertas expresiones. Las cantidades resultantes de este método

de proyección satisfacen los criterios de conservación local y global según se verifica en un desarrollo

matemático. El método se implementa computacionalmente y se lo prueba resolviendo dos problemas de

flujo con transporte de un escalar verificándose la propiedad de conservación.

Las expresiones generales expuestas en la Ec. (3.18) son valiosas desde el punto de vista teórico ya

que permiten verificar de forma general las propiedades de conservación de cualquier método numéri-

co de acople entre interfaces. Por otro lado, se identificaron dos propiedades importantes en un método

de interfaz: conservación de la simetría de los sistemas lineales y el cálculo correcto de matrices trans-

puestas. A partir de estos conceptos se concluye que los métodos de acople no conservativos interfieren

sobre la simetría de los sistemas lineales introduciendo flujos convectivos espurios. Además, en los mé-

todos no conservativos se realiza un cómputo incorrecto de la matriz transpuesta lo que puede afectar la

estabilidad de aquellos solvers lineales basados en esa operación matemática.



Capítulo 4

Acople conservativo entre interfaces no

conformes basado en intersección de

mallas

4.1. Introducción

En el capítulo anterior se desarrollaron los conceptos teóricos sobre la conservación de flujos en inter-

faces no conformes por medio del método de los volúmenes finitos. Se llegó a un conjunto de expresiones

definidas en la Ec. (3.18) que determinan relaciones entre los coeficientes ensamblados en la matriz del

sistema lineal de ecuaciones y los pesos de interpolación de forma de asegurar conservación global y

local de los flujos en las interfaces. Estas expresiones son generales y se aplican para cualquier problema

de volúmenes finitos que utilice interfaces no conformes. Dado un par de interfaces cualesquiera, existen

infinitas posibilidades para definir las matrices de coeficientes y pesos de interpolación de forma de satis-

facer la Ec. (3.18). En este contexto, se precisó un método en particular que se basa en la proyección de

coeficientes de una interfaz a la otra tal como se definió en la Ec. (3.20). En este método se propuso uti-

lizar pesos basados en área para la matriz wB aunque es posible elegir cualquier otro esquema teniendo

en cuenta que los pesos deben ser acotados.

En este capítulo se describe una nueva alternativa para resolver el acople conservativo entre interfaces

a través de una interfaz auxiliar denominada como supermalla (supermesh, en inglés). Una supermalla

es la combinación de las interfaces no conformes en una única interfaz que contiene los elementos de

ambas interfaces. A raíz de esto, es posible asociar cada cara de la supermalla con un único elemento

de las interfaces originales lo que da lugar a una relación “uno-a-uno” entre las celdas adyacentes a las

interfaces. El concepto de supermalla es propuesto en primera instancia por Farrel et al. [26] quienes
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formalizan el concepto de supermalla para realizar interpolaciones conservativas entre mallas no estruc-

turadas. En un trabajo posterior, Farrel y Maddison extienden el concepto de supermalla para mallas

volumétricas [48] y además, se propone un algoritmo computacionalmente eficiente para la construcción

de la supermalla denominado como supermalla local (local supermeshing). Esta técnica ha sido adoptada

en trabajos subsecuentes caracterizados por interpolar campos entre mallas aprovechando sus ventajas de

conservatividad y eficiencia computacional [49, 50]. El concepto de supermalla es aplicado al método de

los volúmenes finitos en el trabajo de Menon y Schmidt [51] en donde se resuelve el traspaso de campos

entre mallas poliédricas arbitrarias con una precisión de segundo orden. Esta última técnica es aplicada,

por ejemplo, para resolver problemas de mallas dinámicas en motores de combustión interna en [52].

4.1.1. Definición de supermalla

Se define a la supermalla τC construida a partir de interfaces originales τA y τB de la siguiente manera,

NC ⊇ NA ∪NB,

A(Kk
C ∩K) ∈

{

0, A(Kk
C)
}

∀Kk
C ∈ τC , K ∈ τ, τ ∈ {τA, τB} ,

(4.1)

donde NC , NA and NB son los conjuntos que contienen los nodos de las interfaces τC , τB y τA respec-

tivamente. La primer expresión en (4.1) afirma que la supermalla τC contiene la totalidad de los nodos

de las interfaces originales τA y τB . Por otro lado, la segunda ecuación en (4.1) indica que cada cara

perteneciente a la supermalla está totalmente incluida en alguna de las caras de las interfaces originales.

Esta definición es válida para el caso de interfaces totalmente acopladas. La definición correspondiente

al caso parcialmente acoplado se describirá en la Sección 4.3.

4.1.2. Ventajas y desventajas de la supermalla

El concepto clave de una supermalla es que permite realizar una conectividad de pares trivial entre las

celdas adyacentes a la interfaz sustituyendo a las interfaces no conformes. De esta forma, la supermalla

es equivalente a un conjunto de caras internas que comunica las celdas adyacentes de las interfaces

originales. Debido a esto, la conservación de flujos se garantiza a partir de la propiedad telescópica del

método de los volúmenes finitos.

Si bien desde el aspecto numérico el uso de una supermalla simplifica el proceso de acople conservativo

entre interfaces, su construcción tiene desventajas desde el punto de vista computacional. La principal

dificultad es determinar cada una de las caras resultantes de interceptar los elementos de las interfaces

originales. Cada cara de supermalla puede ser un polígono arbitrario que debe ser definido en base a una

lista ordenada de puntos. Luego, este nuevo elemento de supermalla debe ser introducido en la malla del
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problema computacional. Esto conduce a agregar nuevos puntos, caras y conectividades a la estructura

de datos de la malla. Además, se deben remover de la malla las interfaces originales pero, no obstante,

estas se deben almacenar en memoria para ser recuperadas al momento de redefinir un nuevo estado

de supermalla en problemas de malla dinámica. Todas estas tareas insumen recursos computacionales lo

cual es un inconveniente en problemas dinámicos ya que la supermalla se debe actualizar constantemente.

En resumen se listan los principales pasos necesarios para definir una supermalla,

1. Determinar los pares de elementos de las interfaces originales que se solapan o intersectan

2. Para cada par de elementos intersectados determinar la lista ordenada de puntos que define al

polígono intersección

3. Remover las caras y los puntos de las interfaces originales

4. Agregar los nuevos puntos y caras de la supermalla dentro de la estructura de datos de la malla.

Asignar las nuevas conectividades

4.2. Una estrategia simplificada: la pseudo-supermalla

Con el objetivo de disminuir los costos computacionales devenidos de la construcción de la supermalla

se propone el uso de una versión simplificada denominada pseudo-supermalla. Esta estrategia surge a

partir de considerar la siguiente propiedad: el método de volúmenes finitos de segundo orden de precisión

solo requiere conocer el área y la posición del baricentro o centroide de las caras de la malla. Entonces,

una definición precisa de la geometría de las caras no es necesaria, siendo solamente requerido sus áreas

y centroides. En este sentido, la estrategia de pseudo-supermalla propone redefinir la cantidad de caras

de las interfaces originales para lograr una conectividad uno-a-uno entre ellas. Luego, a cada cara de

la pseudo-supermalla se le asigna el área y el centroide correspondiente al sector intersección que esta

representa. La principal ventaja de este método radica en que no es necesario determinar el polígono

intersección evitando agregar nuevos nodos o vértices y nuevas caras en la malla. Además, no se necesita

ordenar el conjunto de nodos que determinan el polígono ya que el área y el centroide del mismo se

pueden obtener a partir de una triangulación arbitraria de los nodos desordenados que resultan del sector

intersección.

4.2.1. Definición de pseudo-supermallas

La estrategia de pseudo-supermalla se basa en redefinir el numero de caras de las interfaces fuente

τA y destino τB con el objetivo de construir nuevas interfaces con una conectividad trivial, o bien, uno-

a-uno. Para esto, cada cara KA ∈ τA (KB ∈ τB) se duplica o multiplica “n” veces de acuerdo a la
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conectividad con su interfaz opuesta la cual esta determinada por la lista de conectividades χAB(χBA).

Las caras generadas son copia de las caras originales por lo que comparten sus mismos nodos (los nodos

no se replican). Estas se almacenan en nuevas interfaces τCA
y τCB

denominadas interfaces de pseudo-

supermalla. La definición formal de las pseudo-supermallas se describe a continuación:

Lado fuente: la pseudo-supermalla τCA
que nace a partir de τA con caras Ki,j

CA
es una malla de su-

perficie τCA
∈ R3 con elementos planos Ki,j

CA
∈ R2 tal que:

NCA
= NA

∀Ki
A ∈ τA ∧ ∀Kj

B ∈ χAB(K
i
A) ∃!Ki,j

CA
∈ τCA

: A(Ki,j
CA

) = A(Ki
A ∩ K

j
B) ∧

C(Ki,j
CA

) = C(Ki
A ∩K

j
B) ∧ N

Ki,j
CA

= NKi
A

Lado destino: la pseudo-supermalla τCB
que nace a partir de τB con caras Kj,i

CB
es una malla de

superficie τCB
∈ R3 con elementos planos Kj,i

CB
∈ R2 tal que:

NCB
= NB

∀Kj
B ∈ τB ∧ ∀Ki

A ∈ χBA(K
j
B) ∃!Kj,i

CB
∈ τCB

: A(Kj,i
CB

) = A(Ki
A ∩ K

j
B) ∧

C(Kj,i
CB

) = C(Ki
A ∩K

j
B) ∧ N

Kj,i
CB

= N
Kj

B

donde NK es el conjunto de nodos de la cara K. La primera igualdad afirma que los nodos de cada

interfaz de pseudo-supermalla son los mismos que sus respectivas interfaces originales. Por su lado, la

segunda proposición describe que para cada par de caras originales interconectadas existe una y solo una

cara en cada pseudo-supermalla. El área y centroide de las caras de pseudo-supermalla son iguales a las

correspondientes del sector intersección. Además, los nodos que forman las caras de pseudo-supermalla

son iguales a los de sus caras padres.

Un ejemplo gráfico de interfaces de pseudo-supermalla se muestra en la Fig. 4.1. En esta figura se

muestran dos subdominios: el subdominio ubicado a la izquierda posee la interfaz τA discretizada con

caras cuadradas. Por otro lado, el dominio ubicado a la derecha contiene la interfaz τB discretizada con

caras triangulares. Delante de cada una de las interfaces se muestran cada una de las caras de las interfaces

de pseudo-supermalla τCA
y τCB

las cuales surgen como replica de las caras originales. Las caras de

pseudo-supermalla de ambas interfaces se conectan de a pares con un esquema uno-a-uno emulando una

supermalla la cual se esquematiza en la parte central de la figura.

4.2.2. Conectividad de las pseudo-supermallas

Para cada cara de una interfaz original (τA o τB) existen “n” caras idénticas en las interfaces de pseudo-

supermalla (τCA
y τCB

) respectivamente. La cantidad “n” depende del número de caras del lado opuesto
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y el centroide del sector intersección se calcula como el promedio pesado por área de los centroides de

cada triángulo tn ∈ T i,j , a saber:

xc(K
i
A ∩Kj

B) =

∑

tn∈T i,j A(tn)xc(tn)
∑

tn∈T i,j A(tn)
. (4.7)

4.2.4. Ejemplos de aplicación

Convección pura de un perfil Gaussiano

En este ejemplo se propone transportar un perfil Gaussiano por medio de un flujo constante (flujo

“pistón”) a lo largo de un conducto de sección cuadrada. El dominio Ω se divide en dos partes, ΩA y

ΩB a partir de seccionarlo mediante un plano normal a la dirección del flujo. Ambos subdominios se

discretizan de forma independiente para generar una interfaz no conforme la cual se resuelve mediante la

estrategia de pseudo-supermalla. El dominio utilizado se presentó en un problema similar en el capítulo

3 por medio de la Fig. 3.12. La definición matemática del problema se presenta a continuación,

∇ · [U(x)ψ] = 0,

U(x) = (0, 0, 1) x ∈ Ω,

ψ(x) = exp
[

−10 (x2 + y2)
]

x ∈ ΓD,

(4.8)

donde U(x) es la velocidad del flujo, ψ(x) es el escalar transportado y ΓD es el borde de entrada.

La solución de este problema es el transporte completo de la condición inicial a lo largo del dominio

generando un perfil constante en la dirección dada por eje z,

ψ(x) = exp
[

−10 (x2 + y2)
]

x ∈ Ω. (4.9)

Ambos subdominios se discretizan con una malla estructurada de hexaedros las cuales tienen un dife-

rente número de divisiones para lograr interfaces no conformes. Concretamente, las interfaces se mallan

con un esquema de [n× n] y [(n+ 1)× (n+ 1)] divisiones por lado donde el parámetro n se varia

desde n = 4 hasta n = 512 para realizar un estudio de convergencia del error. El problema se resuel-

ve utilizando un solver transitorio partiendo de una condición inicial ψ(x) = 0. La simulación finaliza

cuando se alcanza el estado estacionario. El término convectivo se discretiza mediante el esquema up-

wind de segundo orden. El error cuadrático medio del perfil de salida resultante se grafica en la Fig. 4.3

en función del tamaño de la discretización. En la misma gráfica se presentan los resultados que se obtie-

nen utilizando mallas compuestas por una sola región, es decir, sin interfaces. Los resultados demuestran

una convergencia de segundo orden del error. No se presentan diferencias con respecto a los resulta-

dos utilizando mallas conformes lo que prueba para esta caso de convección pura que las interfaces de
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Algoritmo 2 Construcción de la pseudo-supermalla τCA

τCA
← ∅ ⊲ La interfaz de pseudo-supermalla nace vacía

for Ki
A ∈ τA do ⊲ Bucle sobre todas las caras originales

for Kj
B ∈ χAB(Ki

A) do ⊲ Bucle sobre cada cara en conexión con Ki
A

Ki,j
CA
← Ki

A ⊲ Se genera una nueva cara de pseudo-supermalla como copia de la cara original

τCA
← τCA

∪
{

Ki,j
CA

}

⊲ Introducir la nueva cara dentro de la pseudo-supermalla

end for
end for

La comparación con los datos experimentales indican un buen desempeño de los resultados de la

simulación. El ajuste obtenido a los perfiles de velocidad experimentales es comparable a lo reportado

por Márquez Damián y Nigro [60], los cuales utilizaron una malla de una sola región. Otro punto positivo

es la muy buena estabilidad y convergencia del solver en general la cual es comparable con un problema

sin interfaces. La diferencia entre los caudales de entrada y salida son del orden de magnitud de precisión

de máquina lo que prueba la conservatividad del presente método de pseudo-supermallas con partes

acopladas y no acopladas. Estas características diferencian a la presente estrategia del método de ACMI

original con el cual se observan inestabilidades numéricas y problemas de conservación.

4.4. Implementación

En esta sección, se describen los conceptos más importantes relacionados con la implementación de

la técnica de pseudo-supermalla y su paralelización. También se presenta una serie de evaluaciones que

demuestran la eficiencia computacional y escalabilidad de esta técnica.

4.4.1. Construcción y remoción de las pseudo-supermallas

Una de las ventajas de la técnica de pseudo-supermalla es su simplicidad. Las acciones principales a

realizar en este método se basan en procedimientos simples que pueden ser realizados de forma inde-

pendiente por cada procesador involucrado en la simulación. En particular, el proceso de generación de

una pseudo-supermalla consiste en replicar cada una de las caras de una interfaz un número de veces

determinado por la conectividad de esta cara con las caras de la interfaz opuesta. De esta forma, se ge-

neran tantas copias de cada cara original según el número de caras de la interfaz opuesta que estén en

intersección geométrica. El procedimiento de generación de caras de una pseudo-supermalla se sintetiza

en el Algoritmo 2. Por otro lado, el proceso de remoción de una pseudo-supermalla consiste en retirar

o remover de la malla cada cara que se encuentre repetida (caras generadas en el Algoritmo 2) según se

sintetiza en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 Remoción de la pseudo-supermalla τCA

τA ← τCA

RCA ← ∅ ⊲RCA es un conjunto utilizado para alocar las caras que no se removerán
for Ki,j

CA
∈ τCA

do ⊲ Bucle por todas las caras de la pseudo-supermalla

if Ki,j
CA
6∈ RCA then

RCA ← RCA ∪Ki
A ⊲ Si la cara de turno no ha sido procesada se la introduce enRCA

else
τA ← τA −

{

Ki,j
CA

}

⊲ Si la cara en cuestión se encuentra presente enRCA , se la elimina de la

malla
end if

end for

4.4.2. Interfaces de pseudo-supermalla en mallas dinámicas

Cuando se resuelve un problema con malla dinámica, la actualización de la malla se realiza al comienzo

de cada paso de temporal para luego resolver el problema numérico sobre la malla actualizada. El listado

de tareas a realizar a lo largo de la iteración se describe a continuación:

1. Se construye la supermalla local sobre las interfaces originales τA y τB para generar la lista de

conectividades χAB , χBA y las áreas y centroides de las caras de la pseudo-supermalla.

2. De acuerdo a las conectividades dadas por χAB y χBA, se crean las nuevas caras de pseudo-

supermalla KCA
y KCB

generando las interfaces τCA
y τCB

.

3. Se generan las nuevas listas de conectividades χCACB
, χCBCA

y χACA
, χBCB

.

4. Se corrigen las áreas y centroides de las nuevas caras de pseudo-supermalla para los bordes aco-

plado y barrera de acuerdo a los sectores geométricos de intersección de las caras originales.

5. Se resuelve el problema numérico.

6. Se remueven las caras replicadas de las interfaces de pseudo-supermalla recuperando de esta forma

las interfaces originales τA y τB .

7. Se actualiza la malla generando un nuevo estado de las interfaces originales definidos como τ ′A y

τ ′B .

8. El algoritmo comienza nuevamente desde el primer paso partiendo con las nuevas interfaces.

(τ ′A → τA and τ ′B → τB).

Este algoritmo se explica gráficamente en la Fig. 4.20.
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Etapa Tiempo relativo [ %]

(1) Remoción de las pseudo-supermallas 24,9
(2) Comunicación de las caras destino 2,6
(3) Supermalla local 39,9
(4) Comunicación de supermalla local 2,1
(5) Construcción de las pseudo-supermallas 24,5
(6) Comunicación de mapas 1,3
(7) Conectividad de pseudo-supermalla 1,4
(8) Comunicación de pseudo-supermalla 3,3

Cuadro 4.1: Tiempo relativo que requiere cada etapa de la implementación en paralelo utilizando el
esquema de particionamiento A y dos procesadores.

4.4.4. Eficiencia computacional

Se realiza una ensayo para evaluar el costo computacional del algoritmo propuesto en función del nú-

mero total de caras de las interfaces originales. Se definen dos pruebas: la primera consiste en medir el

tiempo computacional requerido para acoplar y desacoplar dos interfaces planas y estáticas las cuales se

mallan con interfaces no conformes. Por otro lado, en el segundo ensayo se desarrolla una simulación

de malla dinámica en donde se tienen interfaces cilíndricas propias de una configuración rotor-estator.

En este caso se analiza el tiempo computacional requerido para completar una revolución completa del

rotor la cual se discretiza utilizando 10 pasos temporales. En cada paso de tiempo, las interfaces se aco-

plan y desacoplan. Una descripción gráfica de los ensayos y sus respectivos resultados se muestran en la

Figs 4.23 y 4.24 respectivamente. Como referencia, se evalúa una implementación particular del método

de “Sliding Interfaces” [10, 21, 11].1 La eficiencia del método de pseudo-supermalla escala linealmente

con el tamaño de la interfaz. En este contexto, se mantiene el orden original del algoritmo de supermalla

local. Además, cuando las interfaces tienen un elevado número de caras, la implementación de pseudo-

supermalla es un orden de magnitud más rápido que la respectiva del método utilizado como referencia.

Es necesario aclarar que en el caso de las interfaces cilíndricas, las normales de ambas interfaces aso-

ciadas a cada conexión uno-a-uno de las caras son iguales. Por lo tanto, si bien la discretización de las

interfaces originales presentan diferentes normales para un mismo punto de la interfaz cilíndrica, las

caras de pseudo-supermalla comparten los vectores de área.

4.4.5. Ventajas del método de pseudo-supermalla

En referencia a la eficiencia computacional, la principal ventaja de la estrategia de pseudo-supermalla

es que los nodos y caras de las interfaces originales se conservan en cada evento de construcción de

1La denominación “sliding interfaces” y“sliding meshes” son comúnmente utilizadas para describir el ámbito general de
estas estrategias. Para este caso, “Sliding Interfaces” es el nombre de una técnica en particular la cual está incluida en este grupo
de metodologías.
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que sí son necesarios para definir una supermalla según la Ec. (4.1). En el caso de construir una super-

malla completa, los nodos resultantes de la intersección de triángulos descripta en la Fig. (4.1) se deben

ordenar apropiadamente para definir un polígono válido. Luego, los índices de los nodos de supermalla

que existen en las interfaces originales se deben reindexar de acuerdo a la nueva conectividad. Por otro

lado, los nuevos nodos que se introducen en la malla deben ser luego removidos al momento de recu-

perar las interfaces originales. Otro proceso necesario es que cada cara de la supermalla se debe definir

explícitamente por medio de los nuevos nodos de malla lo cual implica modificar las caras originales.

De manera contraria, el método de pseudo-supermalla reutiliza las caras originales como nuevas caras

de la pseudo-supermalla sin necesidad de modificar su definición. Por ejemplo, la cantidad de caras que

se reutilizan al momento de construir la pseudo-supermalla es del orden del 25 − 50% dependiendo de

la conectividad de la interfaz.

Adicionalmente a la comparación que se muestra en la Fig. 4.24, se realiza un nuevo ensayo con el

fin de evaluar la eficiencia computacional del algoritmo de pseudo-supermalla. En este nuevo problema,

se mide el tiempo computacional requerido para introducir nuevos nodos en la malla tal cual se realiza

en el caso de construir una supermalla completa. En este sentido, se utiliza una versión modificada de

la implementación de pseudo-supermalla la cual genera nuevos nodos de malla para cada cara replicada.

Estos nodos se deben generar e introducir dentro de la malla y se los introduce en cada una de las caras

que estos definen. En contraste con la comparación efectuada previamente, los métodos comparados en

este análisis usan una implementación idéntica exceptuando aquella que genera nuevos nodos en vez de

reutilizarlos.

Las características de la prueba son análogas al problema estático mostrado en la Fig. 4.24 (a). En este

caso, ambas interfaces son de aproximadamente 3 millones de caras las cuales se acoplan y desacoplan.

El resultado de la prueba indica que la implementación que introduce nuevos nodos en la malla tiene

un requerimiento adicional de tiempo computacional de aproximadamente un 30%. Si se consideran

todos los pasos requeridos para construir una supermalla completa el test requerirá aún más tiempo en

completarse.
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contrae o expande respectivamente. El movimiento se realiza mediante un conjunto de caras denomina-

dos como “frente de avance de layering” o simplemente “frente de avance”. Si bien este frente puede

definirse sobre la frontera del dominio, en general se lo define sobre un grupo de caras internas comunes

a dos capas de celdas. Una de estas capas se contrae o expande debido al movimiento del frente de avan-

ce mientras que la otra capa de celdas adyacentes se mueve de forma rígida acompañando al frente de

avance. En consecuencia, el frente de avance separa el dominio en una zona de movimiento rígido o zona

libre de layering y en otra zona donde se agregan o remueven capas de celdas, la cual se la denomina

como zona de layering.

El agregado y remoción de una capa de celdas se decide a partir de evaluar la altura de la capa de celdas

que se deforma. Su altura h se calcula como el cociente entre el volumen de una de sus celdas V y el área

de la cara perteneciente al frente de avance A, h = V/A. Si esta altura h es menor a un valor admisible,

la capa se remueve, por otro lado, si la altura h es superior al tamaño admisible, entonces se agrega

una nueva capa de celdas en la malla. Los tamaños admisibles se definen por medio de tolerancias de

remoción y tolerancias de adición. En particular, para el caso de la adición se tiene un parámetro adicional

que es el tamaño que define la nueva capa.

La técnica de layering es utilizada principalmente en problemas relacionados a ICE. Ejemplos de

aplicación se pueden encontrar en los trabajos de maestrías de Vissers, Johnsson y Gundmalm [63, 64,

65]. También existen aplicaciones de esta técnica sobre diversos problemas ajenos al ámbito de los ICE.

Una de ellas se presenta en el trabajo de Huang et al. [66] en donde se resuelve el flujo de aire en un

túnel que reduce su volumen debido al avance de un tren. Otra aplicación de esta técnica es descripta en

el paper de Jia y Zhang [67] en donde se resuelve la deformación de una burbuja por medio de la adición

y remoción de capas para representar su decrecimiento o crecimiento. Finalmente se menciona el trabajo

de Qin y Zhang [68] quienes resuelven el viaje de un proyectil dentro de una vaina utilizando layering.

5.2. Formulación ALE en dominios con cambios topológicos

La ley de conservación del espacio se satisface de forma directa en problemas dinámicos donde la

topología de la malla es constante, es decir, donde el número de puntos, caras y celdas y su conectividad

permanecen constantes. En estos casos, lo único que se modifica en la malla son las coordenadas de

sus nodos lo que provoca cambios de geometría en caras y celdas. En este contexto, la conservación del

espacio definida en la Ec. (2.42) se satisface de forma natural ya que la sumatoria del volumen barrido por

las caras de una celda es igual a la variación del volumen de esta. En problemas con cambios topológicos

de malla, el número de celdas y caras es variable en el tiempo por lo cual no se pueden computar de

forma directa los cambios en los volúmenes de las celdas y los volúmenes barridos por las caras. Por
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lo tanto, es necesario realizar un mapeo de cantidades geométricas de forma de obtener los volúmenes

y flujos de malla necesarios para un correcto balance dentro de una formulación ALE. A continuación

se representa de forma simbólica la evolución temporal de un problema de malla dinámica en donde un

dominio ΩI se transforma en otro con diferente topología ΩII entre los pasos temporales t(n−1) y t(n),

Ωn−2
I → Ωn−1

I → ΩnII . (5.1)

Para resolver cualquier balance por el método de los volúmenes finitos es necesario trabajar sobre la

misma topología en todos los instantes temporales. De esta forma, se pueden discretizar las derivadas

temporales sobre los mismos volúmenes de control. En tal sentido, suponiendo un esquema de discre-

tización temporal de primer orden se debe realizar una transformación de topología en la evolución

temporal definida por la Ec. (5.1),

Ωn−2
I → Ωn−1

I ↔ Ωn−1
II → ΩnII . (5.2)

En esta última ecuación se define una transformación topológica del dominio denotada como Ωn−1
I ↔

Ωn−1
II . Para esta transformación se plantean ecuaciones de conservación del volumen total del dominio y

de todas las cantidades extensivas definidas sobre este,

∑

P ∈Ωn−1

I

V n−1
P =

∑

P ∈Ωn−1

II

V n−1
P

∑

P ∈Ωn−1

I

ψn−1
P V n−1

P =
∑

P ∈Ωn−1

II

ψn−1
P V n−1

P

, (5.3)

donde ψ representa cualquier variable intensiva arbitraria. Una vez realizada el traspaso de volúmenes y

campos entre ambas topologías se debe realizar la transformación ΩnII → Ωn−1
II mediante movimientos

de los nodos de la malla de forma de poder calcular los flujos de malla. A continuación se explica la

aplicación de los mapeos definidos en la Ec. (5.3) para los casos de adición y remoción de capas de

celdas en la técnica de layering.

5.2.1. Remoción de capas

Un ejemplo de remoción se presenta en la Fig. (5.2) donde el dominio sufre la remoción de una

capa de celdas en la transformación Ωn−1
I → ΩnII . Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, se

debe representar el dominio Ωn−1 con una capa de celdas menos. Existen infinitas posibilidades para

realizar esta transformación. En particular, en la presente implementación, se considera que la remoción

de la capa de celdas es equivalente a fusionar dos capas de celdas adyacentes al frente móvil dejando
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Algoritmo 4 Etapas en la combinación de layering y deformación de malla
1. Cambios topológicos de layering

Con cambio topológico: Ω(n−1)
I → Ω

(n−1)
II

Sin cambio topológico: no se modifica el dominio

2. Movimiento de nodos por deformación de malla:

Sin cambio topológico: Ω(n−1)
I → Ω

(n)
ID

Remoción: Ω(n−1)
II → Ω

(n)
IID

Adición: Ω(n−1)
II → Ω

(n−1/2)
II → Ω

(n)
IID

3. Movimiento de nodos por layering:

Sin cambio topológico: Ω(n−1)
I → Ω

(n)
IL

Remoción: Ω(n−1)
II → Ω

(n)
IIL

Adición: Ω(n−1)
II → Ω

(n−1/2)
II → Ω

(n)
IIL

4. Combinación de coordenadas según la Ec. (5.25):

Sin cambio topológico
{

Ω
(n)
ID
, Ω

(n)
IL

}

→ Ω
(n)
I

Con cambio topológico
{

Ω
(n)
IID

, Ω
(n)
IIL

}

→ Ω
(n)
II

5. Actualización de la malla:

Sin cambio topológico Ω
(n−1)
I → Ω

(n)
I

Con cambio topológico: Ω(n−1)
II → Ω

(n)
II

sobre el lado que no es afectado por el frente de avance el cual se denomina como la zona de no-layering.

De forma contraria, el frente de avance remueve y agrega celdas sobre el lado restante denominado como

zona de layering. Un ejemplo gráfico de ambas zonas se muestra en la Fig. 5.20. En esta figura, las

coordenadas x0 y xf son los límites del dominio mientras que xa es la posición del frente de avance.

En los problemas sin deformación de malla, la zona de no-layering se mueve de forma rígida y la zona

restante permanece estática. En caso de trabajar con deformación de malla, la velocidad de cualquier

punto posicionado en xi a un tiempo dado t es función de su posición y de la función de movimiento

f(t) según se define en la siguiente expresión,

v(xi, t) =















[

δ ×
(

xf − xi
xf − x0

)

+ (1− δ)
]

f(t) x0 ≤ xi ≤ xa (zona de no-layering)
[

δ ×
(

xf − xi
xf − x0

)]

f(t) xa ≤ xi ≤ xf (zona de layering)
(5.26)









Capítulo 6

Eliminación de oscilaciones en la velocidad

6.1. Introducción

En este capítulo se estudia un problema numérico presente en algunas simulaciones basadas en el

método PISO y en la formulación ALE. El problema consiste en oscilaciones de la velocidad de alta

frecuencia denominadas como oscilaciones checkerboard (tablero de ajedrez). Si bien el problema es

propio de los algoritmos basados en el método PISO, los inconvenientes se aprecian frecuentemente en

simulaciones de flujo compresible de malla dinámica que utilizan la formulación ALE.

6.1.1. Problema ejemplo

Para introducir el problema de oscilaciones de velocidad se resuelve un ejemplo numérico unidimen-

sional discretizado con 10 celdas. Se desarrolla un solo paso de tiempo en donde el dominio se comprime

debido al movimiento rígido del par de celdas inferiores que comprimen a la tercer celda siguiendo el or-

den de abajo hacia arriba. La transformación del dominio se muestra en la Fig. 6.1. El resultado obtenido

para el campo de la velocidad tiene una oscilación centrada en la celda que se comprime. La amplitud

de la oscilación se incrementa a mayor variación volumétrica de la celda comprimida. Los valores de

velocidad resultantes en función del grado de deformación de la celda comprimida se muestran en la

Fig. 6.2.

Se analizaron los motivos que generan las oscilaciones en el campo de velocidades y se llega a la

siguiente conclusión general: la oscilación en el campo de velocidades aparece luego de computar la

corrección explícita de la velocidad dentro del bucle PISO. En detalle, la anomalía numérica se debe a la

variación de los valores del coeficiente ap, el cual en combinación con el gradiente de presión ∇p generan

oscilaciones en la velocidad. Dentro del bucle PISO, la ecuación de presión y la posterior definición de la

velocidad no disponen de un mecanismo para corregir las oscilaciones en la velocidad. La causa de esto
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Introduciendo en (6.2) la definición del flujo de velocidad a partir de las Ecs. (2.71) y (2.72) y consi-

derando la propiedad lineal del operador R se llega a la siguiente expresión para el nuevo gradiente de

presión:

∇̃pP = aP R
[(

1

aP

)

k

(∇p)k · Sk
]

+ aP [HP −R(Hk· Sk)] . (6.3)

Se puede observar que este nuevo gradiente de presión tiene dos términos bien diferenciados. El pri-

mero de ellos incluye el gradiente de presión computado a partir de un stencil compacto tal cual se lo usa

en la Ec. (2.71). Por otro lado, el segundo término es función deHP y aP .

Considerando este nuevo gradiente de presión, la corrección explícita de la velocidad resulta en,

ũP =HP −
1

aP
∇̃pP . (6.4)

6.2.1. Precisión del operador de reconstrucción

La redefinición del gradiente de presión en la Ec. (6.3) introduce una diferencia en el campo de ve-

locidades con respecto a la velocidad resultante en la formulación estándar. Esta diferencia se obtiene

restando las Ecs. (2.73) y (6.4),

ũP − uP = − 1

aP

[(

∇̃pP −∇pP
)]

. (6.5)

introduciendo luego la Ec. (6.3):

ũP − uP = [R(Hk· Sk)−HP ]−R
[(

1

aP

)

k

(∇p)k · Sk
]

+
∇pP
aP

. (6.6)

Esta última expresión define la diferencia entre los campos de velocidades obtenidos por medio de re-

construcción de flujos y a partir de la formulación estándar en el primer paso temporal. En este paso

temporal los camposHP , aP y la presión p coinciden en ambos solvers ya que comienzan por medio de

la misma condición inicial. En este sentido, el error a un tiempo dado t se define como:

ũP (t)− uP (t), (6.7)

que es equivalente a la acumulación de los errores generados en cada paso de tiempo. En referencia a la

exactitud numérica de la formulación estándar, el campo de velocidad a un tiempo dado es de segundo

orden de precisión [71, 72]. Para preservar esta propiedad, la diferencia entre el campo de velocidades de-

finido por medio de reconstrucción de flujos en comparación con la resultante de la formulación original
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debe encuadrarse también en una diferencia de segundo orden. Considerando un análisis de refinamiento

de malla conservando el número de Courant y usando un paso de tiempo uniforme se llega a,

O [ũP (t)− uP (t)] = O
[

N
∑

i=1

(

ũiP − uiP
)

]

= O(hn) n ≥ 2, (6.8)

donde i es el índice del paso de tiempo y h es el tamaño de celda. Los términos de la sumatoria son

del mismo orden por lo que el orden de magnitud de la sumatoria es equivalente al orden de uno de los

términos escalado por el número total de sumandos (N = t/∆t). Además se tiene en cuenta que si el

número de Courant es constante, entonces h = ∆t:

O
[

t

∆t

(

ũiP − uiP
)

]

= O
[

t

h

(

ũiP − uiP
)

]

= O(hn) n ≥ 2, (6.9)

luego considerando que t es un valor constante y pasando el valor de h al término derecho:

(ũiP − uiP ) = O(hn) n ≥ 3. (6.10)

Si se tiene en cuenta que
(

ũiP − uiP
)

comparte el mismo orden de magnitud que el descripto por la

Ec. (6.6), la condición sobre el operador de reconstrucción se puede expresar como,

R
[(

1

aP

)

k

(∇p)k · Sk
]

− ∇pP
aP

+ [HP −R(Hk· Sk)] = O(hn) n ≥ 3, (6.11)

lo que implica que,

[HP −R(Hk· Sk)] = O(hn) n ≥ 3, (6.12)

R
[(

1

aP

)

k

(∇p)k · Sk
]

− ∇pP
aP

= O(hn) n ≥ 3. (6.13)

En la Ec. (6.12), se define uno de los requisitos impuestos sobre el operador R el cual define que la

diferencia entre un campo definido en centro de celdas y el resultante de la reconstrucción de sus flujos

en caras correspondientes debe tener tercer orden de convergencia espacial. Por otro lado, en el segundo

requerimiento se tiene en cuenta que el término aP varía con el tamaño del refinamiento espacial y

temporal. Definiendo esquemas de discretización estándar para la ecuación de momento, se expresa al

término aP como:

aP =

(

U

Coh
+
∑

k

αk
h

+
∑

k

νβk
h2

)

, (6.14)
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donde αk y βk son los coeficientes convectivos y difusivos definidos por sus esquemas de discretización

respectivamente y U es la velocidad característica del problema. Si se considera αk, βk, ν, U y el número

de Courant, Co, como valores constantes. Entonces,

ĺım
h→0

aP ∝
1

h2
,

ĺım
h→0

aP ∝
1

h
, ν = 0.

(6.15)

Introduciendo la Ec. (6.15) en Ec. (6.13), se obtiene el siguiente requerimiento para el operador de

reconstrucciónR,

∇pP −R (∇pk · Sk) = O(hn) n ≥ 2. (6.16)

De esta manera, si se utiliza un operador R que satisface las condiciones dadas en las Ecs. (6.12) y

(6.16) para el cómputo del gradiente de presión (Ec. 6.3), se asegura que el solver preserve la precisión

de segundo orden en la velocidad de la formulación original.

6.3. Operadores de reconstrucción

La determinación de valores en celdas a partir de un conjunto de valores localizados en las caras es

un problema indeterminado ya que el número de caras es superior al número de celdas. Consecuente-

mente, se debe adoptar una estrategia para resolver esta indeterminación. Dentro de las variantes existe

la posibilidad de promediar los valores de las caras mediante pesos calculados de varias maneras o bien

se puede plantear un problema de minimización de una determinada norma de error. Una estrategia de

minimización es propuesta por Shaskov et al. [73] quienes definen un operador de reconstrucción a partir

de minimizar un dado funcional. Este funcional es la diferencia entre el flujo, función de la velocidad de

entrada del problema φk(uk) del problema y un conjunto de flujos aproximados a partir de la velocidad

en la celda uP la cual es la incógnita del problema:

g(uP ) =
∑

k

[φk(uk)− φ∗k(uP )]2 . (6.17)

Shashkov et al. proponen dos aproximaciones para definir los flujos φ∗k a través de series de Taylor de

cero y primer orden,

φ∗k(uP ) = uP · Sk

φ∗k(uP ) = (uP +∇uP · dPk) · Sk,
(6.18)
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donde dPk es el vector que une el centro de celda con el centroide de cara y∇uP es un gradiente basado

en el teorema de Gauss. Las soluciones del problema de minimización para las aproximaciones definidas

en (6.18) son respectivamente:

uP =

(

∑

k

SkSk

)−1

·
(

∑

k

FkSk

)

,

uP =

(

∑

k

SkSk

)−1

·
[

∑

k

(φk −∇uP · dPk · Sk) Sk
]

.

(6.19)

Una expresión similar a la primera reconstrucción de la Ec. (6.19) es propuesta por Weller et al. [74, 75]

quienes definen el valor de la velocidad en centro de celda como,

uP =

(

∑

k

SkSk

‖Sk‖

)−1

·
[

∑

k

φk
Sk

‖Sk‖

]

. (6.20)

Esta última reconstrucción se utiliza en algunos solvers de OpenFOAM(R) [8]. Se puede demostrar que

esta fórmula es el resultado de resolver el problema de minimización definido en la Ec. (6.17) utilizando

la inversa del área de las caras como factor de peso para el cómputo de minimización del error,

g(uP ) =
∑

k

1

‖Sk‖
[φk(uk)− φ∗k(uP )]2 . (6.21)

Para este caso se utilizó la primera expresión de la Ec. (6.18) para definir los flujos aproximados φ∗k(uP ).

Una estrategia diferente es propuesta por Perot et al. [76] la cual consiste en definir el valor de la

velocidad en centro de celda por medio de un promedio pesado. El factor de peso utilizado es el volumen

extruido de cada cara a partir de la distancia entre el centro de celda y el centro de cara:

uP =
1

VP

∑

k

(Sk · dPk)uk. (6.22)

6.3.1. Una nueva fórmula de reconstrucción

La interpolación lineal de campos en celdas a caras consiste en aplicar una aproximación de Taylor de

segundo orden utilizando un gradiente definido en la cara∇uk calculado a partir de celdas adyacentes.

u∗
k = uP +∇uk · dPk. (6.23)

Según la Ec. (6.12), el operador de resconstrucción se debe acercar a una función inversa de la interpo-

lación lineal de campos desde celdas a caras. Con este fin, las aproximaciones utilizadas para determinar
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los valores en caras dentro de un proceso de reconstrucción deben basarse en la Ec. (6.23), lo cual no es

el caso de las funciones de reconstrucción presentadas en los párrafos precedentes.

Si el campo de velocidades es oscilatorio y se adopta el mismo gradiente en caras para la fórmula de

reconstrucción dada por la Ec. (6.23), entonces el operador de reconstrucción será la inversa de la inter-

polación recuperando las oscilaciones presentes en la velocidad. Para evitar esto, el gradiente en caras

de la Ec. (6.23) se reemplaza por una aproximación basada en la interpolación de gradientes centrados

en celdas el cual se lo simboliza como (∇uP )k. A partir de esto se define la siguiente expresión para

aproximar los valores en caras u∗
k dentro del operador de reconstrucción,

u∗
k = uP + (∇uP )k · dPk. (6.24)

Los flujos que resulta de esta aproximación se definen como,

φ∗k(uP ) =
[

uP + (∇uP )k · dPk
]

· Sk. (6.25)

Adoptando la función de minimización de la Ec. (6.21), la velocidad uP se define como:

uP = R(φk) =
(

∑

k

SkSk

‖Sk‖

)−1

·
{

∑

k

[

φk − (∇uP )k · dPk · Sk
] Sk

‖Sk‖

}

. (6.26)

La diferencia entre la velocidad dada en la Ec. (6.23) y la aproximación espacial utilizada en esta nueva

fórmula de reconstrucción por medio de la Ec. (6.24) es,

u∗
k − uk =

[

(∇uP )k −∇uk
]

· dpk. (6.27)

El error numérico introducido en la velocidad reconstruida es proporcional a la Ec. (6.27), la cual es

equivalente a la versión discreta de una derivada de tercer orden [71]. La interpolación de Rhie-Chow

[77] incluye un término similar pero basado en gradientes de presión. De forma análoga a la interpolación

de Rhie-Chow, el nuevo operador de reconstrucción agrega un efecto difusivo sobre la velocidad filtrando

errores de alta frecuencia en el campo de velocidades reconstruido.

6.3.2. Precisión espacial de los operadores de reconstrucción

A continuación se evalúa la precisión espacial de los operadores de reconstrucción por medio del

siguiente test ideado para verificar el requerimiento impuesto por la Ec. (6.12): un campo vectorial cen-

trado en celdas uP se interpola linealmente a las caras obteniendo los flujos φk. Luego, estos flujos son

reconstruidos a valores en celdas definiendo finalmente el campo ũP . La diferencia en media cuadrática
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nuevo operador de reconstrucción. Es valioso aclarar que la implementación de esta nueva estrategia no

es intrusiva sobre la estructura general del algoritmo SIMPLE-PISO y puede ser implementada de forma

directa reemplazando el cálculo del gradiente en la corrección explícita de la velocidad.



Capítulo 7

Modelado de la inyección de combustible

7.1. Introducción

La mejora continua de los procesos de inyección de combustible es un requisito fundamental en el

desarrollo de nuevos motores de combustión interna. El objetivo es disminuir las emisiones contaminan-

tes y aumentar la eficiencia energética de los ciclos termodinámicos por medio de perfeccionar el proceso

de combustión del combustible. Con el fin de elaborar nuevos diseños, las herramientas de simulación

computacional tienen un rol muy importante y son un complemento a los ensayos experimentales. Me-

diante la simulación numérica se consigue una vasta información del fenómeno estudiado y además, es

posible obtener datos en lugares de difícil acceso por parte de las facilidades experimentales. En este con-

texto, el desarrollo y perfeccionamiento de las herramientas de simulación en general, y en particular de

los procesos de inyección, en complemento con el área experimental es la línea de investigación principal

para la optimización de los motores de combustión interna. El fenómeno de inyección de combustible

incluye la formación del spray mediante la atomización del combustible y su posterior evaporación mez-

clando el combustible con el oxidante de su entorno. El objetivo es lograr condiciones de mezclado, de

temperatura y presión que permitan reaccionar toda la masa del combustible de forma perfecta y com-

pleta. De aquí la importancia de entender y poder mejorar este proceso que es hoy una de las principales

alternativas que ofrece el motor de combustión interna para poder estar a la altura de los requerimientos

ambientales de las normas tanto europeas (EURO) como americanas (EPA).

Los modelos numéricos de inyección se pueden realizar con diferentes grados de simplificación o

modelado. En general, a mayor simplificación se obtiene una mayor velocidad de cómputo. De for-

ma contraria, cuanto más detalle se incluye en el modelo, mayores son los recursos computacionales

necesarios y el tiempo de cálculo requerido. Dentro de este marco, los modelos más simples utilizan

aproximaciones de orden cero basados en conceptos termodinámicos [79]. En el otro extremo se posi-
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cionan los modelos basados en la mecánica de fluidos computacional en donde a su vez, existen una

gran variedad de estrategias. Los métodos más exhaustivos se basan en la simulación numérica directa

de las ecuaciones de gobierno (DNS). Ejemplos de simulaciones de un spray líquido utilizando DNS se

encuentran en los trabajos de Ménard et al. [80], y Shinjo y Umemura [81]. Por medio de esta estrategia

se puede obtener información detallada de la primera fase de la inyección. Sin embargo, estas simu-

laciones requieren de un costo computacional muy elevado y entonces su empleo está particularmente

destinado al estudio físico del proceso de inyección o bien para la validación y ajuste de modelos más

simplificados [82]. En el trabajo de Vallet y Borghi [83] se propone una nueva estrategia de simulación

de la inyección de combustible denominada ELSA (Eulerian Lagrangian Spray Atomization). Aquí se

incluye dentro de una formulación multifásica una nueva variable que representa la superficie de la masa

líquida la cual determina la velocidad de transferencia de masa, energía y momento. Esta estrategia ha

tenido un amplio crecimiento en los últimos años siendo su principal ventaja su buena relación entre

exactitud y costo computacional [84]. No obstante, la técnica más utilizada y tradicional para la resolu-

ción del proceso de inyección en motores de combustión interna se basa en una formulación Lagrangiana

por medio del método de gota discreta (DDM o DPM, por sus siglas en inglés) [27]. Existen una gran

cantidad de trabajos de aplicación de técnicas tipo DDM en motores ya que el modelado de la fase com-

bustible es poco intrusiva dentro del modelo de la fase continua o gaseosa lo cual su combinación con

solvers de flujo compresible es relativamente sencilla [85, 86, 87]. En este modelo, la fase líquida que

representa el combustible inyectado dentro del cilindro se modela por medio de un enfoque Lagrangiano

donde las gotas de combustible son consideradas por partículas o parcelas. Cada parcela se representa a

través de un punto localizado en una determinada posición del espacio el cual posee varias propiedades

que caracterizan al conjunto de gotas representadas, como por ejemplo, su diámetro, su temperatura y

su velocidad. A su vez, el modelo Lagrangiano interactúa con la fase gaseosa resuelta sobre un dominio

discretizado por lo que existe un conjunto de arreglos de datos que proporciona la conectividad entre las

partículas y la malla del problema.

En este contexto, este capítulo describe el modelo utilizado para resolver la inyección directa de ga-

solina en motores de combustión interna. En un primer lugar se presentan las técnicas utilizadas para

resolver la fase Lagrangiana compuesta por partículas dentro de un contexto de mallas dinámicas. Pos-

teriormente se describe el algoritmo de acople entre la fase líquida de partículas para luego describir los

modelos elegidos para resolver el proceso de atomización del chorro líquido inyectado. Finalmente el

modelo de inyección se calibra a partir de experimentos realizados sobre un inyector multiorificio.
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cartesianas rP = (xp, yP , zP ) se presenta en la siguiente ecuación,

λaP a + λbP b + λcP c + λdP d = rP , (7.1)

en donde P a...P d son las coordenadas globales de los vértices del tetraedro. La ecuación vectorial dada

en (7.1) tiene infinitas soluciones para las incógnitas λa...λd. Para determinar el sistema se impone como

restricción que la suma de las coordenadas baricéntricas sea igual a la unidad,

λa + λb + λc + λd = 1, (7.2)

por lo que podemos expresar una coordenada baricéntrica como función de las restantes. Por ejemplo,

λa = 1− λb − λc − λd. (7.3)

Reemplazando esta última ecuación en (7.1),

(1− λb − λc − λd)P a + λ2P b + λ3P c + λ4P d = rP , (7.4)

y reagrupando se llega a,

λb (P b − P a) + λc (P c − P a) + λd (P d − P a) = rP − P a, (7.5)

que es un sistema con solución única para las incógnitas λb, λc y λd. Para simplificar la notación se

introducen los siguientes vectores:

P ba = P b − P a

P ca = P c − P a

P da = P d − P a

∆ra = rP − P a

Λ∗ = (λb, λc, λd).

(7.6)

De forma matricial la Ec. (7.5) se expresa como,

T ·Λ∗ = ∆ra, (7.7)
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donde las columnas de la matriz T están formadas por los vectores P ba, P ca y P da,

T = [P ba, P ca, P da] . (7.8)

Las coordenadas baricéntricas Λ∗ se obtienen invirtiendo la matriz T ,

Λ∗ = T−1 ·∆ra, (7.9)

en donde la inversa de T se puede calcular como cociente de productos vectoriales y mixtos, a saber:

T−1 =
1

P ba · (P ca × P da)
[(P ca × P da), (P ba × P da), (P ba × P ca)] . (7.10)

Finalmente, una vez resuelto el vector Λ∗ se completa la definición de las coordenadas baricéntricas por

medio de determinar la coordenada λa usando la Ec. (7.3).

El posicionamiento inicial de una partícula se realiza de la siguiente manera: partiendo de su posición

global se determina la celda en la cual esta se aloja por medio de un esquema tipo árbol, luego se

reposiciona la partícula dentro de un tetraedro arbitrario de la celda coincidiendo con su centroide que

es equivalente al primer punto de los cuatro que definen al tetraedro en la presente implementación.

Posteriormente se calcula el desplazamiento relativo que tiene que hacer la partícula para desplazarse

desde el centroide de la celda a su posición original. Este desplazamiento se calcula en coordenadas

baricéntricas que finalmente se suma a la posición del centroide definiendo la posición final de la partícula

en el sistema de posicionamiento del tetraedro.

Una vez ubicada la partícula mediante coordenadas baricéntricas, el proceso de seguimiento consiste

en desplazar cada partícula hasta que colisione con alguna de las caras del tetraedro. Este evento se iden-

tifica con un cambio de signo en las coordenadas baricéntricas: estas son positivas cuando las partículas

se encuentran en el interior del tetraedro y pasan a ser negativas en alguna de las coordenadas cuando la

partícula atraviesa la cara opuesta asociada al vértice de la coordenada en cuestión. Si la cara del tetrae-

dro es interna a la celda, la partícula cambia de tetraedro y se actualizan las coordenadas baricéntricas

consecuentemente. Por otro lado, si la partícula colisiona con una cara de la celda, se debe actualizar

el tetraedro como también el índice de la nueva celda en la que la partícula se encuentra. En el caso de

que el desplazamiento de la partícula sea lo suficientemente pequeño para permanecer dentro del mismo

tetraedro solamente se actualizan sus coordenadas baricéntricas.

Para determinar las nuevas coordenadas baricéntricas de una partícula o eventualmente determinar si

la partícula colisiona con una de las caras del tetraedro, primero se computa el desplazamiento relativo

en coordenadas baricéntricas ∆Λ a partir del correspondiente en coordenadas globales ∆ r.
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El cómputo del desplazamiento relativo en coordenadas baricéntricas se calcula como la diferencia en-

tre dos posiciones cuya resta es el desplazamiento relativo buscado. De forma de aprovechar la expresión

(7.9), se propone utilizar como punto base o de referencia al primer punto del tetraedro P a el cual tiene

como coordenadas baricéntricas al vector Λa = (1, 0, 0, 0). El segundo punto se obtiene sumando a P a

el desplazamiento relativo,

r2 = P a +∆ r. (7.11)

Las coordenadas baricéntricas de este segundo punto se obtienen por medio de la Ec. (7.9) donde el

vector ∆ ra coincide con el vector de desplazamiento relativo buscado,

∆ ra = ∆ r. (7.12)

A partir de resolver la Ec. (7.9), se obtienen las coordenadas baricéntricas Λ∗
2 de este segundo punto.

Seguidamente,

Λ2 = [1− (λb + λc + λd), λb, λc, λd] . (7.13)

Posteriormente, se computa el desplazamiento relativo en coordenadas baricéntricas,

∆Λ = Λ2 −Λa = [−(λb + λc + λd), λb, λc, λd] = [∆λa, ∆λb, ∆λc, ∆λd] . (7.14)

Por último y considerando que la partícula se encuentra inicialmente en la posición Λ0
P , su posición final

Λ1
P es,

Λ1
P = Λ0

P +∆Λ. (7.15)

Si una de las componentes del vector Λ1
P es negativa entonces la partícula se posiciona fuera del tetrae-

dro. Para encontrar el punto y el tiempo exacto de la colisión entre la partícula y una de las caras del

tetraedro se parametriza el movimiento de la partícula por medio de α:

ΛP (α) = Λ0
P + α∆Λ, (7.16)

de forma que si α = 0 la partícula se encuentra en la posición inicial y si α = 1 la partícula se encuentra

en la posición final. En el caso de que la partícula colisione con una de las caras del tetraedro, entonces

la coordenada baricéntrica respectiva al punto opuesto de la cara en cuestión se anula. Para determinar

cuales de las caras es colisionada por la partícula se despeja por cada componente baricéntrica el valor
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de αa..αd que genera que tal coordenada se anule,

Λ0
a + αa∆Λa = 0 =⇒ αa = −

Λ0
a

∆Λa

Λ0
b + αb∆Λb = 0 =⇒ αb = −

Λ0
b

∆Λb

Λ0
c + αc∆Λc = 0 =⇒ αc = −

Λ0
c

∆Λc

Λ0
d + αd∆Λd = 0 =⇒ αd = −

Λ0
d

∆Λd
.

(7.17)

Los coeficientes αa..αd determinan el movimiento relativo de la partícula en relación a cada una de

las caras del tetraedro respectivamente. Si el coeficiente αi < 0 entonces la partícula se aleja de la cara i

y no existe colisión. Si αi > 1 entonces la partícula se acerca a la cara i pero no colisiona. Por último si

0 ≤ αi ≤ 1 la partícula se dirige en dirección a la cara i y la colisiona en la fracción αi de su trayecto.

Si ninguno de los coeficientes αi se encuentra entre 0 y 1 entonces la partícula permanece dentro de su

tetraedro y por lo tanto se actualiza su posición computando la Ec. (7.16). En este caso el seguimiento

de la partícula concluye. De forma contraria, si alguno de los coeficientes αi se encuentra entre 0 y 1

entonces se busca aquel que tenga el valor mínimo al cual se lo denomina como α
′

i,

α
′

i = min {αi : 0 ≤ αi ≤ 1} . (7.18)

El coeficiente α
′

i determina la fracción del desplazamiento relativo ∆Λ en el cual la partícula colisiona

con una de las caras del tetraedro. De esta forma se actualiza la partícula utilizando α = α
′

i en (7.16),

Λ
′

P = Λ0
P + α

′

i,∆Λ (7.19)

Debido a que la partícula cambia de tetraedro, el triángulo en el cual se encuentra cambia de orientación

lo que se corresponde con una permutación de sus coordenadas baricéntricas. El algoritmo de seguimien-

to continúa partiendo desde su nueva posición, en el nuevo tetraedro, con la fracción del desplazamiento

relativo por completar:
{[

1−ΛP (α
′

i)
]

∆ r
}

. El desarrollo presentado en los párrafos precedentes se

explica gráficamente en la Fig. 7.2 para un problema bidimensional. En esta figura se describe el segui-

miento de una partícula que parte inicialmente desde la posición Λ0
P la cual se desea desplazar hasta la

posición Λ1
P . Siguiendo este objetivo, se calcula el desplazamiento relativo ∆Λ = Λ2 −Λ0 para luego

obtener los coeficientes αa..αc aplicando la Ec. (7.17).

Las etapas descriptas en los párrafos precedentes se resumen en el Algoritmo 5.
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7.2.2. Partículas e interfaces de pseudo-supermalla

En el caso de que una partícula llegue a una cara de interfaz de pseudo-supermalla, se debe evaluar si

esta cara corresponde al sector acoplado o no acoplado de la interfaz.

Si pertenece al sector no acoplado se procede a trabajar con la cara correspondiente del borde barrera, el

cual puede tener condiciones de pared, o bien, alguna otra configuración, como puede ser una condición

de salida. En estas situaciones la partícula rebotará o bien saldrá del dominio respectivamente.

En el caso de que la partícula se encuentre sobre una cara totalmente acoplada, entonces esta cruzará

a través de la interfaz.

Si la cara pertenece a un sector parcialmente solapado, se asume esta como si fuera una cara totalmente

acoplada. En consecuencia, la partícula cruzará la interfaz.

Para averiguar a que sector se corresponde una cara de pseudo-supermalla se computa la relación entre

su área geométrica y su área real resultante del método de pseudo-supermalla. Si esta relación es cercana

a cero, entonces la cara pertenece al sector no acoplado, en el caso contrario, la cara se asume dentro del

sector acoplado:

si
Ag(K)

A(K)
> ǫ =⇒ cara acoplada, K ∈ {τCA

, τCB
} ,

si
Ag(K)

A(K)
< ǫ =⇒ cara no acoplada, K ∈ {τAb

, τBb
} ,

(7.20)

donde ǫ es una tolerancia cercana a cero, Ag(K) es el área geométrica de la cara K y A(K) es el área

efectiva determinada por la estrategia de pseudo-supermallas.

7.2.3. Partículas y layering

Al realizarse cambios topológicos se invalida la conectividad existente entre las partículas y la ma-

lla. Por lo tanto, se deben relocalizar las partículas para definir sus nuevas coordenadas baricéntricas de

acuerdo al nuevo estado de la malla. El proceso de posicionamiento es idéntico al descripto en el Algorit-

mo 5 en donde la celda en la cual se encuentra la partícula se define por un mapa que relaciona el nuevo

estado de malla con la malla previa.

Cuando se adiciona una nueva capa de celdas, las celdas insertadas poseen inicialmente volumen nulo

para luego crecer y determinar el nuevo estado de malla. A este proceso se lo denomina inflación tal cual

fue descripto en la Fig. 5.7. Al momento de localizar una partícula en una de las celdas agregadas, la ca-

racterística de volumen nulo no es compatible con el algoritmo de seguimiento propuesto (Algoritmo 5).

Para resolver este inconveniente se evita el proceso de inflación. En su reemplazo, se considera que la
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se mantiene. En este grupo de tareas la paralelización tiene una efectividad del 70 % comparando los

tiempos de cómputo usando 4 y 80 procesadores.

7.3. Interacción entre las partículas y la fase gaseosa

Las fase líquida modelada por las partículas del modelo Lagrangiano intercambian cantidades de mo-

mento, masa y energía con la fase gaseosa la cual representa la mezcla aire-combustible compuesta de

varias especies. Para explicar el acople físico entre estas dos fases se representa a una determinada can-

tidad n sobre la partícula pi como ψn(pi). La misma cantidad se define en la fase gaseosa sobre la celda

Pj como Ψn(Pj). Teniendo en cuenta estas definiciones, el problema Lagrangiano define la variación

temporal de una determinada cantidad n sobre cada una de las partículas pi como,

dψn(pi)

dt
= f {[ψ1(pi), ψ2(pi), ..., ψn(pi)] , [Ψ1(Pj),Ψ2(Pj), ...,Ψn(Pj)]} ∀pi, (7.21)

en donde Pj es la celda que se corresponde con la posición de la partícula pi. Por su lado, la variación de

la cantidad intensiva Ψn de la fase gaseosa sobre una celda Pj es,

dΨn(Pj)

dt
= f {[Ψ1(Pj),Ψ2(Pj), ...,Ψn(Pj)] , [Ψn(PN )] , [ψ1(pi), ψ2(pi), ..., ψn(pi)]}

∀Pj , ∀pi ∈ Pj , ∀PN ,
(7.22)

donde PN representa a las celdas vecinas de Pj . La combinación de las Ecs. (7.21) y (7.22) produce

un acople completo entre las variables y sus valores definidos sobre todas las partículas y celdas de la

malla. El acople se simplifica por medio de un método segregado en el cual se resuelven las cantidades

definidas sobre las partículas y la malla de forma separada utilizando el último valor disponible de las

variables restantes. A partir de esta simplificación las Ecs. (7.21) y (7.22) resultan en,

dψn(pi)

dt
= f

{[

ψ1(pi)
0, ψ2(pi)

0, ..., ψn(pi)
]

,
[

Ψ1(Pj)
0
]}

∀pi,
d ψn(pi)

dt
= f [ψn(pi)] + b0(pi) ∀pi,

(7.23)

y

dΨn(Pj)

dt
= f

{[

Ψ1(Pj)
0,Ψ2(Pj)

0, ...,Ψn(Pj)
]

, [Ψn(PN )] ,
[

ψn(pi)
0
]}

∀Pj , ∀pi ∈ Pj , ∀PN ,
dΨn(Pj)

dt
= f [Ψn(Pj),Ψn(PN )] + b0(Pj) ∀Pj , ∀PN ,

(7.24)
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respectivamente donde b0 representa el término independiente en cada una de las ecuaciones el cual

agrupa los últimos valores disponibles de las variables asumidas explícitas. La Ec. (7.23) genera un

sistema de ecuaciones desacoplado para cada variable en cada partícula mientras que la Ec. (7.24) genera

un sistema de ecuaciones para cada variable de forma de obtener el valor sobre todas las celdas de la

malla.

Para mejorar el acople entre las Ecs. (7.23) y (7.24) es posible actualizar los valores de la fase ga-

seosa Ψn a medida que se van actualizando las variables en las partículas pi. En esta actualización se

adopta la hipótesis de que la variación de las cantidades en la fase gaseosa dependen exclusivamente del

intercambio de cantidades con las partículas según se define en la siguiente ecuación:

dΨn(Pj)

dt
= f [Ψn(Pj), ψn(pi)] ∀pi ∈ Pj . (7.25)

Cuando es posible, la Ec. (7.25) se puede linealizar para resolverla de forma acoplada con la Ec. (7.23).

Se define el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

dψn(pi)

dt
= f [ψn(pi),Ψn(Pj)] + b0(pi) ∀pi,

dΨn(Pj)

dt
= f [Ψn(Pj), ψn(pi)] ∀pi ∈ Pj .

(7.26)

En cada paso de tiempo, la partícula puede atravesar más de una celda en su recorrido tal cual se

describe en la Fig. 7.8. Para resolver la integración temporal de las cantidades evaluadas en las partículas

en un determinado paso de tiempo ∆t se divide la integral temporal en correspondencia con el período

de tiempo que la partícula permanece en cada una de las celdas involucradas en su trayectoria,

∫

∆t

dψn(pi)

dt
dt =

∑

Pi∈Π

∫

∆tPi

dψn(pi)

dt
dt, (7.27)

donde Π es el conjunto de celdas en las que se localiza la trayectoria de la partícula en el paso de tiempo

∆t para el cual se verifica que,

∆t =
∑

Pi∈Π

∆tPi
. (7.28)

7.3.1. Concepto de parcela y partícula

El tamaño del problema numérico correspondiente a la fase Lagrangiana es directamente proporcional

al número de partículas. En la gran mayoría de los problemas de inyección de combustible el número

de gotas es muy elevado siendo este del orden de magnitud de 108 gotas para inyecciones en motores

de combustión interna. En este contexto, representar cada gota por medio de una partícula del modelo
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Algoritmo 6 Esquema de acople entre la fase líquida Lagrangiana y la fase continua Euleriana.
1. Se actualizan las variables sobre las partículas

Bucle por cada parcela p̂i

• p̂i ← p̂i+1

• t← t0

• Bucle por cada celda Pj de la trayectoria de la partícula

◦ t← t+∆tPj

◦ Bucle por cada variable ψn definida sobre la parcela p̂i
⋄ ψn(p̂i)← ψn+1(p̂i)

⋄ Se resuelve el acoplamiento definido en la Ec. (7.26).

⋄ Se actualiza el valor de parcela:
ψn
(

p̂i, t+∆tPj

)

← ψn(p̂i, t) +
∫

∆tPj

dψn(p̂i)
dt

⋄ Se actualiza el valor de la fase continua:
Ψn

(

Pj , t+∆tPj

)

← Ψn(Pj , t) +
∫

∆tPj

dΦn(Pj)
dt

2. Se actualizan las variables de la fase gaseosa

Bucle por cada variable Ψn

• Se resuelve el sistema de ecuaciones definido en la Ec. (7.24).

partículas. Luego, para cada partícula el segundo bucle recorre cada una de las celdas de su trayectoria

y finalmente en el bucle interno se actualizan cada una de las propiedades de las partículas. Dentro de

este bucle interno se actualizan las cantidades de las partículas de forma acoplada con las cantidades de

la fase continua según el sistema de ecuaciones definido en la Ec. (7.26).

7.3.3. Cinemática de las parcelas e intercambio de cantidad de movimiento

La descripción del movimiento de las parcelas se determina por medio de la segunda ley de Newton,

d2 (xp̂i)

dt2
=
F p̂i

mp̂i

, (7.31)

donde xp̂i es la posición de la parcela y F p̂i es la fuerza actuante sobre esta. La Ec. (7.31) se integra de

forma explícita,

x
(n)
p̂i

= x
(n−1)
p̂i

+ u
(n−1)
p̂i

∆t, (7.32)

donde la velocidad se calcula como,

u
(n−1)
p̂i

= u
(n−2)
p̂i

+

(

F p̂i

mp̂i

)(n−1)

∆t. (7.33)
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En los próximos párrafos, para el cálculo de la fuerza actuante sobre la parcela solo se consideran las

fuerzas de arrastre debido a su velocidad relativa con la fase continua. Sin embargo, el modelo contempla

el momento transferido a través de la evaporación, el cual será detallado en el apartado de intercambio

de masa.

La expresión para la fuerza de arrastre a tiempo t(n−1) es,

F
(n−1)
p̂i

=
1

2
CD Ap̂i

[

u
(n−1)
Pj

− u(n−1)
p̂i

]2
, (7.34)

siendo CD el coeficiente de arrastre, u(n−1)
p̂i

la velocidad de la fase continua y Ap̂i el área transversal de

la parcela. La Ec. (7.34) se linealiza utilizando la velocidad relativa del paso temporal previo ur
(n−2) =

u
(n−2)
Pj

− u(n−2)
p̂i

. En consecuencia,

F
(n−1)
p̂i

=
1

2
CD Ap̂i

[

ur
(n−2)

] [

u
(n−1)
Pj

− u(n−1)
p̂i

]

. (7.35)

Para determinar el valor de la velocidad en la fase continua u(n−1)
Pj

se adopta la hipótesis propuesta en

la Ec. (7.25) en donde la variación de la velocidad de la fase continua depende exclusivamente de su

relación con la parcelas. De esta forma,

duPj

dt
=
−F p̂i

mPj

, (7.36)

y discretizando de forma explícita a tiempo t(n−1) resulta en,

u
(n−1)
Pj

= u
(n−2)
Pj

+

(−F p̂i

mPj

)(n−1)

∆t. (7.37)

Combinando las Ecs. (7.33), (7.34) y (7.37) se llega a las siguientes expresiones para la velocidad de la

parcela y de la fase continua respectivamente,

u
(n−1)
Pj

=
Cu1 u

(n−2)
p̂i

+ (Cu2 + Cu3)u
(n−2)
Pj

Cu1 + Cu2 + Cu3
(7.38)

u
(n−1)
p̂i

=
Cu2 u

(n−2)
Pj

+ (Cu1 + Cu3) u
(n−2)
p̂i

Cu1 + Cu2 + Cu3
, (7.39)
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donde,

Cu1 = Cu4mp̂i ∆t

Cu2 = Cu4mPj
∆t

Cu3 = mp̂i mPj

Cu4 =
1

2
CD Ap̂i ur

(n−2).

(7.40)

7.3.4. Intercambio de masa

Las gotas de combustible se evaporan dentro de la corriente de aire intercambiando masa con la fase

líquida. La tasa de evaporación de una determinada especie se rige por el gradiente de concentración

presente entre las fases. En esta tesis se adopta el modelo de Spalding [88]:

dm

dt
= π dl Sh ρsDAB log(1 + xr), (7.41)

donde dl es el diámetro de la gota, Sh es el número de Sheerwood, ρs es la densidad en la superficie

de la gota, DAB es el coeficiente de difusividad binario de difusividad y xr es la relación de fracciones

molares. Esta se define como,

xr =
xs − xa
1− xs

, (7.42)

siendo xs la fracción molar de vapor de combustible en la superficie de la gota y xa en la fase continua

respectivamente. La fracción molar en la superficie de la gota se calcula como el cociente de la presión

de saturación psat del vapor a la temperatura de la gota Td y la presión de la fase continua pa,

xs =
psat(Td, pa)

pa
. (7.43)

La densidad de superficie del vapor de combustible se calcula por medio de la ley de gases ideales

utilizando los valores de presión ps y temperatura Ts en al superficie de la gota,

ρs =
ps
RTs

, (7.44)

donde R es la constante de gas ideal del vapor de combustible. La presión de saturación del vapor en la

superficie de la gota se computa en función de la presión de la fase continua y la temperatura de superficie

la cual se calcula usando la regla de los dos tercios [89] que promedia la temperatura de las fases líquida

y continua de la siguiente forma:

Ts =
1

3
Ta +

2

3
Td. (7.45)
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El número de Sheerwood se determina por medio de la correlación de Froessling [90],

Sh = 2 + 0,6Re1/2 Sc1/3, (7.46)

siendo Sc = DAB/ν el número de Schmidt calculado como el cociente entre la difusividad y la viscosi-

dad cinemática del aire.

El intercambio de masa genera una transferencia de momento entre las fases. En este caso, la cantidad

de momento correspondiente a la masa evaporada se adiciona al momento resultante de las fuerzas de

arrastre.

7.3.5. Intercambio de energía

El balance térmico para la gota evaporándose dentro de la fase continua se computa realizando un

desacople entre las contribuciones debido al calor latente Q̇L y el calor sensible Q̇S,

m(p̂i) cp(p̂i)
d T (p̂i)

dt
= Q̇L(p̂i) + Q̇S(p̂i). (7.47)

El flujo de calor latente debido a la masa evaporada ∆mevap se calcula como el producto de esta por

la diferencia de entalpía entre la fase líquida y gaseosa de acuerdo a las temperatura de la gota Td y la

presión pa,

Q̇L = ṁevap [hl(pa, Td)− hg(pa, Td)] . (7.48)

Por otro lado el calor sensible está dado por,

Q̇S = Ap̂i κp̂i [T (Pj)− T (p̂i)] . (7.49)

La ecuación diferencial (7.47) se integra para determinar la temperatura de la parcela en el nuevo paso

de tiempo,

m(p̂i) cp(p̂i)
[

T (p̂i)
n − T (p̂i)n−1

]

∆t
= Ap̂i κp̂i [T (Pj)

n − T (p̂i)n] + Q̇n−1
L . (7.50)

Para determinar la temperatura de la fase continua se procede según la Ec. (7.25),

m(Pj) cp(Pj)
[

T (Pj)
n − T (Pj)n−1

]

∆t
= Ap̂i κp̂i [T (p̂i)

n − T (Pj)n] (7.51)

Se resuelven el sistema de ecuaciones definido por las Ecs. (7.50) y (7.51) determinando las nuevas
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temperaturas de la parcela pp̂i y la celda Pj ,

T (Pj)
n =

CT2 T (p̂i)
n−1 + [CT1 + CT3]T (Pj)

n−1 + CT4 Q̇
n−1
L

CT1 + CT2 + CT3
(7.52)

T (p̂i)
n =

(CT1 + CT2) T (p̂i)
n−1 + (CT4 + CT5)QL + CT3 T (Pj)

n−1

CT1 + CT2 + CT3
, (7.53)

donde,

CT1 = m(p̂i) cp(p̂i)m(Pj) cp(Pj)

CT2 = m(p̂i) cp(p̂i)Ap̂i κp̂i ∆t

CT3 = m(Pj) cp(Pj)Ap̂i κp̂i ∆t

CT4 = Ap̂i κp̂i (∆t)
2

CT5 = m(Pj) cp(Pj)∆t.

(7.54)

7.4. Atomización del combustible

7.4.1. Introducción

El objetivo de un sistema de inyección de combustible en un motor de combustión interna es evaporar

el líquido inyectado lo más rápidamente posible y permitir una mayor homogeneización de la mezcla

aire-combustible. Para este fin se desea tener tamaños de gotas pequeños de forma de tener una mayor

superficie global y maximizar la transferencia de masa. Para conseguir gotas pequeñas, se busca inyectar

el combustible por orificios cada vez más chicos generando un tamaño reducido de la corriente líquida

inicial y en consecuencia una mayor velocidad para un mismo caudal de inyección. Una vez que el

chorro líquido está en contacto con el aire, la velocidad relativa entre líquido y gas en combinación con

la turbulencia presente en el chorro generan múltiples desprendimientos de gotas. A este proceso se lo

denomina atomización primaria el cual está motivado en parte por la cavitación presente en el inyector, la

turbulencia de la masa líquida y las fuerzas aerodinámicas debido a la velocidad relativa entre las fases.

A partir de una determinada distancia del punto de inyección, el chorro líquido se convierte en una nu-

be de gotas las cuales se van desintegrando en gotas sucesivamente más pequeñas exclusivamente debido

a fuerzas aerodinámicas. A esta fase se la denomina como atomización secundaria, comúnmente deno-

minado en lengua inglesa como break up. Finalmente las gotas pequeñas adquieren un tamaño estable

correspondientes a un bajo valor de su número de Weber, en donde las fuerzas de tensión superficial do-

minan a las inerciales. Estas gotas completan el proceso evaporándose hasta desaparecer completamente.

El proceso comprendido entre la salida del líquido por el inyector hasta su evaporación completa en la
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la turbulencia presente en el líquido, debido a su flujo dentro del inyector, produce inestabilidades en el

chorro líquido que en combinación con las fuerzas aerodinámicas generan los primeros desprendimien-

tos de gotas de la atomización primaria. Estos fenómenos están gobernados por distancias y tiempos de

atomización característicos LA y τA respectivamente. La longitud característica se propone proporcional

a la longitud característica turbulenta Lt,

LA = C1Lt. (7.55)

La longitud de onda de la perturbación en el chorro líquido denominada como Lw se relaciona con Lt

como,

Lw =
Lt
C2
, (7.56)

siendo C1 y C2 constantes del modelo iguales a 2 y 0,5 respectivamente. Por su lado, el tiempo caracte-

rístico de atomización τA se calcula como combinación lineal de los tiempos característicos debido a la

turbulencia τt y la longitud de crecimiento de onda en la superficie τw,

τA = C3τt + C4τw, (7.57)

donde C3 = 1,2 y C4 = 0,4. El tiempo característico del crecimiento de perturbaciones en la superficie

τw se deriva de la teoría de inestabilidades de Kelvin-Helmholtz. Despreciando el efecto de la tensión

superficial, se llega a la siguiente expresión:

τw = Lw

√

ρl/ρg

w
, (7.58)

siendo w la velocidad relativa entre la gota y el aire. Una vez determinadas las longitudes y tiempos

característicos, se propone la siguiente tasa de cambio del tamaño de la parcela madre,

d(dl)

dt
= −2LA

τA
. (7.59)

En su forma discretizada, la Ec. (7.59) se calcula como,

d1 = d0 − 2
LA
τA

(t1 − t0) , (7.60)

donde los subíndices 0 y 1 representan el estado previo y posterior al proceso de atomización. La re-

ducción del tamaño de la gota debido a la Ec. (7.59) genera una diferencia de masa en la parcela que se
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acumula a lo largo del tiempo. A esta diferencia se la denomina como la masa despojada ms,

ms1 = ms0 + ρl
π

6

[

d30 − d31
]

. (7.61)

Si la masa despojada supera el 10% de la masa de la parcela, se produce la atomización de las partículas

con un diámetro de la partícula hija definida como dh = 2LA y una masa total de la parcela igual a ms.

La cantidad de partículas que contiene la parcela hija se determina por medio de un balance de masa,

Np̂h =
ms1

ρl
π

6
d3h

. (7.62)

Una vez realizada la atomización se vuelve a cero la masa despojada ms1 = 0. En el caso de que la masa

despojada no alcance el 10 % de la masa de la parcela, la parcela madre no sufre cambios considerando

solamente el aumento de la masa despojada.

La longitudes y tiempos turbulentos iniciales se calculan a partir del modelo de turbulencia k-ǫ,

Lt0 = Cµ
k1,50

ǫ0

τt0 = Cµ
k0
ǫ0
,

(7.63)

donde Cµ = 0,09 es una constante del modelo [86]. Las cantidades turbulentas decaen a lo largo del

tiempo una vez que egresan de la boca del inyector. A partir del desarrollo descripto en Baumgarten [98]

se llegan a las siguientes funciones en el tiempo para la longitud y tiempo característico de turbulencia:

Lt(t) = Lt0

(

1 +
0,0828 t

τt0

)0,457

τt(t) = τt0 + 0,0828 t.

(7.64)

Finalmente, para cerrar el modelo restan definir las cantidades turbulentas k0 y ǫ0 las cuales se determi-

nan haciendo un balance simplificado de pérdida de carga dentro del inyector. En [98] se proponen las

siguientes expresiones,

k0 = C5
U2

i

8L/D
,

ǫ0 = C5Ke

(

U3
i

2L

)

,

(7.65)

en donde Ui es la magnitud de la velocidad de salida del líquido en el inyector y C5 es una constante que

depende de las características geométricas del inyector.
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El modelo de Huh-Gosman también estima el ángulo de salida del líquido inyectado θ. Se asume que

la velocidad transversal del líquido en el punto de salida del inyector es igual al cociente entre la longitud

y tiempo de atomización. En combinación con la velocidad de salida Ui se despeja el ángulo de apertura

de la inyección por medio de la siguiente expresión:

tan

(

θ

2

)

=
LA/τA
Ui

. (7.66)

7.4.3. Modelo de atomización de Kelvin-Helmholtz

Este modelo de atomización se basa en un análisis lineal y de primer orden de la inestabilidad de

Kelvin-Helmholtz (KH) [91, 93], aplicado sobre un chorro líquido cilíndrico que penetra en un gas

incompresible. Se plantea una ecuación de dispersión para obtener la frecuencia ΩKH relacionada a la

longitud de onda de mayor crecimiento en la superficie del chorro ΛKH,

ΛKH =
9,02 r0

[(

1 + 0,45
√
Z
)

(1 + 0,4T )0,7
]

(

1 + 0,865We1,67g

)0,6 , (7.67)

ΩKH =
0,34 + 0,385We1,5g
(1 + Z)(1 + 1,4T 0,6)

√

σ

ρl r
3
0

, (7.68)

donde Z =
√
Wel/Rel es el número de Ohnesorge, T = Z

√

Weg es el número de Taylor, Weg es el

número de Weber de la fase gaseosa, Wel es el número de Weber de la fase líquida y Rel es el número

de Reynolds de la fase líquida. Las ondas que van creciendo en la superficie con longitud ΛKH son las

causantes de la atomización y el desprendimiento de nuevas gotas. El tamaño de las nuevas gotas rKH se

asume proporcional a ΛKH,

dKH = 2B0 ΛKH, (7.69)

siendo B0 una constante del modelo que se fija en B0 = 0,61. De forma similar a lo planteado en la

Ec. (7.59), la tasa de variación de la parcela madre se calcula como,

d(dl)

dt
= −d0 − dKH

τKH
dKH ≤ d0, (7.70)

en donde τKH es el tiempo característico del modelo calculado a partir de la velocidad característica

ΩKHΛKH y una distancia proporcional al diámetro de la gota madre d0,

τKH =
3,788B1 d0
2ΩKHΛKH

, (7.71)
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donde la constante B1 se utiliza para ajustar los resultados del modelo a partir de datos experimentales.

Esta constante considera los efectos turbulentos del chorro líquido sobre la velocidad de aparición de las

inestabilidades. Cuanto menor es el valor de B1 mayor es la tasa de atomización efectiva. Siguiendo la

Ec. (7.70) el diámetro de la parcela se actualiza como,

d1 = d0 −
(d0 − dKH)(t1 − t0)

τKH
. (7.72)

El proceso de atomización se efectúa de igual forma que para el modelo de HG empleando la expresiones

(7.61) y (7.62) para determinar la masa despojada y el número de parcelas hijas respectivamente. A

diferencia del proceso de HG, el criterio de atomización se define cuando la masa despojada supera el

3% de la masa de la parcela madre.

7.4.4. Modelo de atomización de Rayleigh-Taylor

De acuerdo al fenómeno investigado por Taylor [99], cuando dos líquidos con diferentes densidades

y velocidades interactúan, aparecen aceleraciones normales a la interfaz que generan inestabilidades. La

inestabilidad aparece cuando la fase más densa se acelera en comparación con la fase más liviana. En el

caso de una gota con velocidad relativa inmersa en aire, esta inestabilidad se aprecia en la parte posterior

de la gota. Si se localiza un marco de referencia localizado en la gota donde el eje longitudinal se define en

la dirección posterior, la gota en su desaceleración debido a las fuerzas de arrastre se interpreta como una

aceleración dando lugar a la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. Despreciando la viscosidad del líquido, la

frecuencia ΩRT de la longitud de onda de mayor velocidad de crecimiento ΛRT se definen como,

ΩRT =

√

2

3
√
3σ

[a (ρl − ρg)]3/2
ρl + ρg

, (7.73)

ΛRT = CRT2π

√

3σ

a (ρl − ρg)
, (7.74)

en donde a es la aceleración debido a la fuerza de arrastre,

a =
3

8
CD

ρg‖ur‖2
ρl r

, (7.75)

siendo CD el coeficiente de arrastre y ur la velocidad relativa entre la gota y el aire. La constante CRT

regula el tamaño de la longitud de onda atendiendo a las incertidumbres sobre las características del

flujo líquido saliente del inyector. A esta constante se la define con un valor CRT = 0,1. El tiempo
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característico de desarrollo de la onda es proporcional a la inversa de la frecuencia ΩRT,

τRT =
Cτ
ΩRT

, (7.76)

siendo Cτ = 1 una constante de ajuste del modelo. Siempre que el diámetro de la gota sea mayor que la

longitud de onda ΛRT se asume que las ondas comienzan a crecer en su superficie. El tiempo de desarrollo

de estas ondas tRT se computa según:

tRT1
= tRT0

+ (t1 − t0) (7.77)

Cuando el tiempo acumulado de crecimiento de la onda es mayor al tiempo característico tRT1
≥ τRT se

asume que la gota se desintegra totalmente en nuevas gotas hijas con diámetro dh = ΛRT. A diferencia

de los modelos de atomización de HG y KH, en RT no se genera una nueva parcela ya que la sucesiva

atomización resultante de este modelo producirá una cantidad excesiva de parcelas incrementando el

costo computacional [28]. A raíz de esto, el proceso de atomización se traduce en un aumento del número

de partículas que representa la parcela en cuestión según,

Np̂1 = Np̂0

(

d0
d1

)3

(7.78)

y además, se vuelve a cero el tiempo acumulado de crecimiento de onda tRT1
= 0 .

7.4.5. Modelo de atomización híbrido HG-KH-RT

La inclusión de los tres modelos de atomización dentro de un modelo híbrido requiere diseñar un

esquema de decisión que precise el mecanismo adecuado según las propiedades locales de la parcela y

del flujo. En referencia a esto se adoptan los siguientes lineamientos definidos por en el trabajo de Li et

al.:

Dentro de una determinada distancia Lbu, la fase líquida se asume como un chorro continuo. En

este sector, se omite el uso del mecanismo de RT para el cómputo de la atomización. Esta distancia

se calcula como,

Lbu =
1

2
CbuD

√

ρl
ρg

(7.79)

donde Cbu es una constante de ajuste y D es el diámetro del inyector.

En el sector cercano al inyector, los modelos de HG y KH compiten mutuamente. El modelo que

indique el tiempo característico más corto es el que determina la mecánica de la atomización.
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El modelo de HG actúa solamente sobre parcelas pertenecientes al chorro líquido. Aquellas par-

celas hijas resultantes de un proceso de atomización previo, se asumen fuera del chorro líquido y,

por esta causa, el modelo de HG no actúa sobre ellas.

Para distancias superiores al valor Lbu el jet líquido está totalmente desintegrado y se le asigna al

modelo de RT prioridad sobre el modelo de KH. En caso de que el diámetro de la gota sea estable

para RT, se procede a evaluar las cantidades del modelo KH.

A partir de las consideraciones previas se define un diagrama de decisión en la Fig. 7.10. En adición a

la propuesta de Li et al. se incluyen detalles técnicos relacionados a la estabilidad del modelo en vistas

de evitar diámetros negativos de gota y parcelas con un número de partículas menor a la unidad. En este

marco, se define lo siguiente:

En el modelo de HG y en combinación con grandes pasos de tiempo, es posible que la cantidad de

masa despojada supere a la masa de la gota. En esta situación, se modifica el número de partículas

de la parcela de acuerdo al diámetro resultante de la atomización sin necesidad de generar una

nueva parcela. A esta situación se la denomina como desintegración total de la gota.

En los modelos de HG y KH, tanto las parcelas madres como parcelas hijas pueden resultar con

un número de partículas menor a la unidad. Esta situación sucede cuando la masa de líquido de la

parcela es inferior al diámetro de gota. Para este caso se corrige el diámetro de gota en función de

la cantidad de masa de las parcelas determinando una única partícula por parcela.

7.5. Ajuste del modelo híbrido de inyección: spray G

Con el objetivo de recopilar información y mejorar el entendimiento de los procesos de inyección di-

recta de gasolina, la Red de Combustión de Motores [100] (ECN, por sus siglas en inglés) en conjunto

con fabricantes de motores han elegido un inyector determinado para concentrar los esfuerzos de investi-

gación. Sus características geométricas han sido diseñadas para cubrir una amplia gama de aplicaciones

de inyección directa de gasolina siendo este un inyector multiorificio comandado por solenoide y provis-

to por la firma Delphi. Este posee 8 orificios dispuestos con un ángulo de abarque global de 37 grados

según se muestra en el corte esquemático de Fig. 7.11.

Este inyector ha sido motivo de múltiples trabajos de investigación. En particular, el trabajo de Ma-

nin et al. [101] estudia el desarrollo del spray de forma experimental para diferentes condiciones de la

cámara de inyección. Un trabajo similar, pero focalizando sobre el colapso del spray en condiciones de

alta temperatura y densidad es presentado por Payri et al. [102]. Utilizando el mismo inyector, se estudia

el efecto de las condiciones de presión y temperatura del combustible en el trabajo de Lacey et al. [103].
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comparan con resultados experimentales publicados en el trabajo de Manin et al. [101] el cual recopila

información provista por dos grupos de trabajo usando diferentes técnicas experimentales. En particular,

se analiza la evolución macroscópica de la inyección que se cuantifican por medio de la penetración

del jet líquido y la penetración del vapor. En el trabajo de Manin et al. se evalúan tres condiciones del

aire ambiente de la cámara de inyección las cuales son la condición definida por la ECN y dos nuevas

condiciones con mayor temperatura y densidad. A estas condiciones de inyección se las denomina como

condición I, condición II y condición III respectivamente según se describen en la Tabla 7.2. El problema

se simula dentro de una cámara de inyección paralelepípeda de dimensiones 80 mm× 100 mm× 80 mm.

El inyector se ubica de acuerdo a la orientación definida en el trabajo de Manin: este se ubica paralelo al

eje z y se posiciona en el centro geométrico del plano x − y coincidente con el origen de coordenadas.

Los orificios del inyector se numeran en el sentido de las agujas del reloj en donde el orificio #1 se ubica

sobre la semirrecta positiva del eje x.

El modelo de atomización de HG-KH-RT dispone de parámetros que se utilizan para ajustar los resul-

tados de las simulaciones con los datos experimentales. De todos los parámetros posibles se seleccionan

los siguientes:

Modelo de Huh-Gosman: coeficiente C5. Este coeficiente define la turbulencia inicial del chorro

líquido saliente del inyector. Se evalúan tres valores: C5 = 0,01, C5 = 0,1 y C5 = 1.

Modelo de Kelvin-Helmholtz: coeficiente B1. Este coeficiente define la velocidad de desarrollo de

las ondas de KH. Se propone usar dos valores: B1 = 7 y B1 = 40.

Modelo de Rayleigh-Taylor: coeficiente Cbu. Este coeficiente determina la longitud máxima del

chorro líquido.

El dominio se discretiza con una malla estructurada de hexaedros utilizando una caja de refinamiento

en la zona de inyección con tamaños de malla de 2 mm y 0,5 mm para la zona gruesa y fina respecti-

vamente. Los esquemas de discretización utilizados en todas las simulaciones son los siguientes: para

el esquema convectivo se configura el método upwind de segundo orden, para el esquema difusivo se

propone un esquema lineal y para las derivadas temporales se adopta el esquema de segundo orden de

diferencias descentradas hacia atrás.

Condición de cámara Temperatura [K] Densidad [Kg/m3]
Condición I 573 3,5
Condición II 700 6
Condición III 800 9

Cuadro 7.2: Tres condiciones de aire de la cámara de inyección utilizadas para el estudio de los modelos
de inyección.
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La validación de los resultados de la simulación se realiza comparando la penetración de vapor con

los resultados experimentales. La penetración de vapor se define como la máxima distancia al punto de

inyección, medida sobre el eje axial al inyector, de una celda con fracciones de vapor superior al 0,1%.

Por otro lado, se estudian otras características del spray con el objetivo de evaluar la incidencia de los

parámetros de modelo híbrido HG-KH-RT. Dentro de estas variables se encuentra la tasa instantánea

de evaporación y el diámetro medio de Sauter (SMD) los cuales determinan el grado de atomización

del spray. Por último se incluyen indicadores del número de atomizaciones generadas por cada modelo

fenomenológico para analizar la sensibilidad de los procesos de atomización a cada uno de los parámetros

estudiados.

7.5.2. Influencia de la turbulencia inicial del spray

En un primer grupo de simulaciones se estudia el efecto de la constante C5 sobre la evolución del

spray. Esta constante define la magnitud de las cantidades turbulentas k y ǫ del chorro líquido, según la

Ec. (7.65), influyendo directamente sobre el ángulo del spray y en el tiempo y longitud característicos

del modelo. En la Fig. 7.12 se presentan los resultados de la penetración de vapor y líquido según tres

valores de la constante C5: 1, 0,1 y 0,05. El spray es resuelto para las tres condiciones de inyección

definidas en la Tabla 7.12 ubicándose los resultados en la Fig. 7.12 en las filas superior, media e inferior

para las condiciones I, II y III respectivamente. De los resultados se aprecia que el parámetro C5 influye

sobre las longitudes de penetración de vapor y líquido principalmente en la segunda mitad de evolución

del spray. En particular, la penetración de vapor para la condición I es mayor conforme aumenta el valor

de C5. Sin embargo, para las condiciones II y III, el alcance del vapor es similar para los valores C5 = 1

y C5 = 0,1 pero se detecta una mayor penetración en el último cuarto de evolución del spray para el

caso C5 = 0,05. En referencia a la penetración de líquido, esta es mayor cuanto más alto es el valor de

la constante.

Cuando se analiza la velocidad de evaporación y el diámetro medio de Sauter en la Fig. 7.13 se con-

cluye una influencia directa del parámetro C5 generando mayor evaporación y un tamaño de gota más

chico cuanto menor es su valor. Luego se analiza en la Fig. 7.14 la influencia de C5 sobre el número de

atomizaciones producidas por cada modelo. De la gráfica se concluye que el parámetro de turbulencia

controla la cantidad de atomizaciones de los modelos de HG y KH: se baja la atomización en el primero

de ellos y se incrementa en el segundo cuanto más grande es C5. Por otro lado, se concluye que para esta

configuración de parámetros el número de atomizaciones de RT es relativamente menor en comparación

con lo restantes.
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sobreestimación de la penetración.



Capítulo 8

Simulación computacional de un motor de

pistones opuestos

8.1. Introducción

Los motores de pistones opuestos poseen ventajas relativas en comparación con motores de cuatro

tiempos equivalentes. El fundamento de estas ventajas es la carencia de la tapa de pistón del motor y

sus respectivas válvulas lo que conduce a motores más livianos, económicos y con mayor rendimiento

térmico. En contraposición, los motores de pistones opuestos padecen las desventajas propias de los

motores con ciclo de dos tiempos en relación a las emisiones contaminantes. Esto ha provocado un

descenso importante de la fabricación de este tipo de motores a partir de la segunda mitad del siglo

pasado. Sin embargo, el avance de la tecnología ha permitido mejorar el desempeño de estos motores lo

cual se ha demostrado en un trabajo reciente [16]. Si bien las ventajas de los motores de pistones opuestos

son importantes para aplicaciones en donde su bajo peso y robustez son cualidades imprescindibles, su

rendimiento térmico y su potencial de cumplir los estándares de emisiones, posicionan a este tipo de

motores en una línea importante de investigación dentro del área de los ICE.

En la literatura se encuentran numerosos ejemplos de aplicación de la mecánica de fluidos compu-

tacional para la simulación de motores de pistones opuestos. En vistas de comparar con un motor de

cuatro tiempos equivalente, Mattarelli et al. [106] presenta un estudio computacional entre motores Die-

sel en donde el motor de pistones opuestos demuestra menor consumo y menores emisiones de NOx.

Asimismo, Shokrollahihassanbarough et al.[107] demuestra mayor rendimiento térmico a través de un

análisis termodinámico. El proceso de entrada y salida de gases en motores de pistones opuestos es de

fundamental importancia para aumentar su eficiencia volumétrica. En este contexto, Liu et al. [108] dise-

ñó un modelo sintetizado del flujo desarrollado en los puertos de un motor de pistones opuestos para su

169
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uso en simulaciones multidimensionales basado en experimentos. En relación al proceso de inyección y

combustión, Ma et al. [109] estudia el efecto de múltiples puntos de ignición sobre la velocidad de llama.

En la misma línea de investigación, Tulwin et al. [110] analiza el efecto en la eficiencia de la combustión

según la cantidad de swirl presente en el cilindro y la forma geométrica de la cabeza de pistón. Por su

parte, Venugopal et al. [111] evalúa el efecto sobre la combustión de distintas estrategias de inyección

por medio de simulación computacional y experimentos. Un motor comercial de pistones opuestos Die-

sel de tres cilindros de la Firma Achates Power, concebido para aplicaciones de carga liviana, demostró

poseer un sobresaliente rendimiento térmico por encima del 50 % cumpliendo normativas de emisiones

[112]. En su diseño se aplicó la mecánica de fluidos computacional para el desarrollo y optimización del

proceso de barrido, cabeza de pistones y altura de los puertos.

Dentro de este marco, este capítulo integra las herramientas desarrolladas en la tesis con el fin de

realizar simulaciones fluidodinámicas sobre el motor de pistones opuestos JLA. En una primera parte, se

describe la configuración del modelo computacional profundizando sobre los detalles de configuración

de las interfaces de pseudo-supermalla y de la técnica de layering. Posteriormente se realiza una prueba

de escalabilidad computacional y de forma seguida se evalúa la eficiencia computacional y estabilidad del

solver de flujo compresible en una simulación fluidodinámica de un ciclo completo de funcionamiento

del motor. Finalmente, se realiza un análisis del proceso de inyección de combustible estudiando la

influencia de la geometría de la cabeza de pistón y el punto temporal de comienzo de la inyección.

8.2. Modelado computacional del motor JLA

La simulación computacional de un motor de pistones opuestos es compleja a razón de la presencia

de partes móviles cuya interacción es variable. El cilindro del motor experimenta grandes variaciones

volumétricas debido al movimiento de los pistones. A lo largo del ciclo de funcionamiento del motor,

el cilindro varía su conectividad con los puertos de admisión y escape generando interfaces con partes

acopladas y desacopladas. Dentro de este contexto, se aplican las herramientas diseñadas e implementa-

das en esta tesis con el fin de resolver los inconvenientes propios de la naturaleza dinámica del motor. Se

utiliza la estrategia de deformación de malla en combinación con layering para resolver las deformacio-

nes en el cilindro y por otro lado, se adopta la estrategia de pseudo-supermallas para efectuar el acople

numérico entre los subdominios del motor. El modelo computacional del motor de pistones opuestos se

presenta en las Fig. 8.1 donde se pueden apreciar la disposición del cilindro y de los colectores de escape

y admisión haciendo foco en sus respectivas lumbreras.
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donde θ es el ángulo de giro del cigüeñal y hgap es la distancia mínima entre los pistones si se los

considera a ambos en su punto muerto superior. La definición de los restantes parámetros geométricos

del motor y sus valores respectivos se presentan en el Cuadro 8.1. El parámetro hgap depende de la

distancia entre centros de cigüeñales, la longitud de la biela y la distancia entre cabeza y perno de pistón:

hgap = hc − 2
(

a+ l + hp
)

= 0,98mm.
(8.2)

El movimiento de los pistones definido en la Ec. (8.1) genera la expansión y compresión del cilindro en

donde su longitud axial se corresponde con la distancia entre pistones,

H(θ) = P2(θ)− P1(θ). (8.3)

Para mayor claridad, se muestra en la Fig. 8.2 la función H = f (θ) en función del ángulo de giro del

cigüeñal indicando los puntos de mayor distancia (PME, punto muerto exterior) y de menor distancia

(PMI, punto muerto interior) entre los pistones. Estas distancias extremas dentro del ciclo del motor son

iguales a 106 mm y 1,7 mm respectivamente lo que es equivalente a una relación entre máxima y mínima

separación de aproximadamente 62 veces.

8.2.2. Interfaces de pseudo-supermalla en el motor de pistones opuestos

La configuración de las interfaces de pseudo-supermalla en el motor de pistones opuestos se describe

de forma gráfica en la Fig. 8.3. Aquí se observa que la interfaz fuente está compuesta por las superficies

de los puertos de admisión y escape. Estas están constituidas a su vez por ocho lumbreras rectangulares

por puerto respectivamente. Las lumbreras se comunican con la superficie exterior del cilindro la cual

constituye la interfaz destino. En el estado de malla mostrado en la figura, los puertos de admisión y

escape están totalmente abiertos. En esta posición, la interfaz fuente está totalmente acoplada mientras

Parámetro Símbolo Valor
Diámetro del cilindro dc 70 mm
Radio de cigüeñal a 26,5 mm
Longitud de biela l 125 mm
Distancia entre cigüeñales hc 386,78 mm
Desfase entre cigüeñales α 18◦ mm
Distancia entre perno y cabeza de pistón hp 41,4 mm
Volumen de cavidad Vc 14,59 cm3

Cuadro 8.1: Principales parámetros del motor de pistones opuestos JLA.
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esta razón, es conveniente elegir como interfaz fuente a aquella compuesta con el menor número de caras,

ya que una vez encontradas todas las caras en intersección de la interfaz destino, se asume que las caras

no procesadas de esta última interfaz se corresponden con su sector no acoplado. Con este concepto, se

evitan realizar búsquedas de intersección innecesarias sobre las caras no acopladas de la interfaz destino.

8.2.3. Deformación de malla y layering en el motor de pistones opuestos

El recinto del motor esta conformado físicamente por el cilindro al cual se le suman las cavidades

presentes en ambos pistones. Cuando los pistones se acercan o alejan se varía la longitud del cilindro

disminuyendo o aumentando su volumen. Sin embargo, el volumen de las cavidades de los pistones

permanece invariable ya que estas se mueven de forma rígida con los pistones. Debido a esto, para lograr

una relación de compresión determinada, la distancia entre las partes planas de los pistones se reduce a un

valor que es 62 veces más pequeño en comparación con su valor máximo. En consecuencia, la malla del

sector cilíndrico comprendido entre los pistones varía su volumen de una forma muy pronunciada. Por

esta razón, la deformación volumétrica del sector cilíndrico del motor se resuelve utilizando la técnica

de layering en combinación con deformación de malla. Para este caso en particular, la combinación de

layering con deformación de malla es necesaria ya que de otra forma se tendría un número de celdas

excesivo cuando el cilindro se encuentra expandido. Además del sector cilíndrico, la técnica de malla

dinámica impone el movimiento rígido sobre las cavidades del motor. Para explicar la configuración de

las distintas zonas de movimiento se presenta la Fig. 8.4 donde se muestran las zonas de movimiento

y la distribución de velocidades de los nodos en función de la posición. Se distinguen dos zonas de

movimiento rígido para cada una de las cavidades respectivamente, dos zonas de deformación de malla

ubicadas aguas arriba de los frentes de avance y una zona central deformable en donde se remueven o

adicionan celdas. En la función velocidad se observa la discontinuidad presente en los puntos en donde se

localizan los frentes de avance. Estas discontinuidades son las que generan la compresión y expansión de

las capas de celdas adyacentes a los frentes dando lugar a la remoción y adición de celdas. La evolución

de un corte transversal al cilindro mostrando las líneas de malla se presenta en la Fig. 8.5 que muestra la

evolución de la malla en la fase de compresión.

8.3. Eficiencia en la paralelización de las herramientas de malla dinámica

8.3.1. Descomposición de dominios

En esta sección se evalúa la eficiencia computacional de las estrategias de malla dinámica. El cómputo

en paralelo de la técnica de layering en combinación con pseudo-supermallas es una tarea compleja ya

que se efectúan múltiples cambios topológicos en la malla que deben ser sincronizados apropiadamente.
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Parámetro Valor
Presión de admisión 150000 Pa
Temperatura de admisión 343 K
Régimen de giro 3000 RPM
Cantidad de combustible inyectado 30 mg
Duración de la inyección 2.340 ms
Volumen de cavidad de pistón 14550 mm3

Cuadro 8.3: Valores usados en la simulación de la inyección de combustible en el motor de pistones
opuestos.

8.5.1. Parámetros de estudio

El proceso de inyección de combustible en motores de combustión interna posee una gran cantidad

de parámetros que permiten a los diseñadores ajustar el rendimiento de la inyección de acuerdo a los

regímenes de funcionamiento del motor. Entre varios de ellos, uno de los más importantes es la curva

de inyección la cual define el caudal de combustible inyectado en función del tiempo. Por medio de esta

curva se configura la duración y la posición relativa del periodo de inyección al ciclo del motor. Otra área

de estudio relevante es el diseño geométrico de la cámara de combustión la cual influye sobre el flujo

de aire, el mezclado del combustible y su combustión. En el motor de pistones opuestos, la cámara de

combustión esta constituida por las paredes del cilindro y las cavidades de los pistones.

En el presente estudio se analiza específicamente la influencia del punto temporal de comienzo de la

inyección y la sensibilidad del proceso de mezclado de combustible a las características geométricas de

la cabeza del pistón. Se adopta el inyector definido en el Spray G el cual se detalló en el capítulo previo.

Se adopta el mismo caudal de salida definido para el Spray G pero triplicando su tiempo de inyección

para ajustar la cantidad de combustible inyectado a los requerimientos de alimentación del motor JLA.

En consecuencia, se inyecta por cada ciclo de motor una cantidad igual a 30 mg de combustible. Para

el diseño de la cabeza de los pistones, se utiliza el mismo volumen de cavidad en todos los modelos

estudiados. A modo de resumen, la Tabla 8.3 describe los parámetros adoptados en este estudio con sus

respectivos valores.

8.5.2. Punto de comienzo de la inyección

El punto de comienzo de la inyección es un parámetro muy importante que condiciona el desarrollo del

spray y su posterior vaporización y mezclado con el aire. Cuanto más próximo se inyecta el combustible

en relación al punto muerto interior, mayor será la densidad y temperatura del aire en el cilindro. Estas

características favorecen a los fenómenos de atomización de las gotas de combustible y además, debido

a la mayor temperatura de aire, se incrementa la tasa de vaporización por mayor transferencia de energía

térmica. Otra condición favorable es la reducción del combustible que alcanza a las paredes del cilindro







184 8. Simulación computacional de un motor de pistones opuestos

donde ΩC es la región del dominio determinada por el cilindro y las cavidades del pistón. Considerando

la masa total de mezcla presente en ΩC como mt, se calcula la fracción media de combustible yc según:

yc =
mc

mt
. (8.5)

A partir de este último valor se calcula el error medio cuadrático de las fracciones másicas locales yRMS,

yRMS =

√

∑

P mcP [ycP − yc]2
mc

. (8.6)

Posteriormente se define a la desviación estándar relativa del combustible DERc como el porcentaje del

error medio cuadrático en relación a la fracción de masa media,

DERc =
yRMS

yc
× 100%. (8.7)

Otro parámetro relevado es la posición del centro de masa del vapor de combustible, rc, calculado según:

rc =
1

mc

∑

P∈ΩC

mcP xP , (8.8)

donde xP es el centroide de la celda P . Una vez definido este valor se calcula el radio equivalente, req,

de aquella superficie esférica centrada en rc que tiene el mismo momento de inercia que la masa de

combustible,

req =

√

∑

P mcP ‖xP − rc‖2
mc

. (8.9)

A partir de los valores de posición del centro de masas y radio equivalente de la masa de vapor se calculan

dos distancias de interés con respecto a la posición de la bujía. En un primer lugar se define a db como la

distancia entre el centro de masas del vapor y la posición de la bujía P b,

db = ‖rc − P b‖, (8.10)

y en segundo lugar se define como dm a la distancia máxima de la superficie esférica equivalente de la

masa de vapor y P b,

dm = db + req (8.11)

Finalmente se incluyen indicadores que tienen como objetivo cuantificar el combustible cercano a las

paredes de la cámara de combustión. Para esto se determina la cantidad total de combustible presente en
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celdas adyacentes a las fronteras de la región cilíndrica definida como mcΓ :

mcΓ =
∑

P∈Γc

mcP , (8.12)

donde Γc es la frontera de la región Ωc siendo las celdas P ∈ Γc adyacentes a esta frontera. A partir de

definir mcΓ se computa el porcentaje representado por el vapor cercano a los bordes en relación al total,

mcΓ [ %] =
mcΓ

mc
× 100% (8.13)

Asimismo, se define la fracción másica de la mezcla de combustible en los bordes:

ycΓ =
mcΓ

mtΓ

(8.14)

Es necesario aclarar que la definición de mcΓ depende del tamaño de la discretización. No obstante,

en el presente análisis se comparará de forma relativa diferentes geometrías de la cabeza del pistón

utilizando discretizaciones análogas en tamaño.

8.5.5. Comentarios generales sobre las simulaciones

Se simulan los tres modelos de cavidad definidos previamente donde para cada uno de ellos se utilizan

cuatro puntos temporales de comienzo de la inyección: 54, 72, 90 y 108 grados previo al punto muerto

interior. El estudio paramétrico define un total de 12 simulaciones. Las mallas utilizadas tienen un tamaño

inicial cercano a los 3 millones de celdas y el número máximo de parcelas alcanzado se aproxima a

200000. En cada simulación se efectúan unos 1200 pasos temporales asumiendo convergencia del paso

temporal cuando los residuos iniciales de presión y velocidad descienden por debajo de dos órdenes de

magnitud. Las simulaciones se resuelven en paralelo distribuyendo el cómputo sobre 40 procesadores.

Bajo estas condiciones de simulación, el tiempo total de cómputo es del orden de 18 horas por cada caso.

A partir de las simulaciones realizadas se destaca la importancia de resolver de forma acoplada la

transferencia de momento entre la fase líquida y continua según las Ecs. (7.38) y (7.39). En caso de

resolver el intercambio de momento de forma desacoplada, se detecta una interacción inestable entre el

intercambio de momento y el modelo de atomización de Rayleigh-Taylor. Específicamente, se identifica

como caso problemático aquellas parcelas que contienen gran cantidad de partículas y que tienen una

elevada velocidad relativa con la fase continua. Estas condiciones generan a su vez un valor elevado

de la aceleración computada por medio de la Ec. (7.75). Ya que en el modelo de RT el proceso de

atomización se traduce en un incremento del número de partículas, se genera un aumento de la superficie

total de intercambio de momento. El ciclo es inestable concluyendo con la divergencia de la ecuación
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Capítulo 9

Conclusiones

9.1. Resumen de la tesis

En este trabajo se presentaron técnicas numéricas para el modelado computacional de los motores de

combustión interna, en particular, para la simulación de motores de dos tiempos en donde se combinan

los problemas de grandes deformaciones de dominios y acople variable entre el cilindro y los puertos

del motor. Los desarrollos numéricos se basaron en el método de los volúmenes finitos utilizando una

formulación Euleriana-Lagrangiana-Arbitraria para resolver las ecuaciones de gobierno dentro de un

marco de referencia relativo a las partes móviles del motor. Por su lado, la inyección de combustible se

resuelve por medio de un enfoque Lagrangiano basado en partículas.

Se investiga en profundidad el problema de acople entre subdominios mediante interfaces de malla

no conformes. Aquí, se desarrolla una teoría general que define las relaciones necesarias entre los coefi-

cientes del sistema de ecuaciones y los coeficientes de interpolación para asegurar la conservación local

y global de flujos a través de interfaces no conformes en forma acotada. Las expresiones propuestas

se aplican por medio de un método basado en proyecciones de coeficientes y se validan con ejemplos

numéricos. Una estrategia efectiva y simple para resolver el acople numérico entre las interfaces es su

reemplazo por una supermalla que asegure un acople uno-a-uno entre las cedas adyacentes a la interfaz.

En este trabajo se presentó un método optimizado que utiliza pseudo-supermallas con el objetivo de au-

mentar la eficiencia computacional del método sin perder las propiedades de conservación y precisión.

La estrategia se diseñó para trabajar con interfaces con solapamiento parcial de forma de resolver la in-

teracción variables entre los puertos y el cilindro del motor de pistones opuestos. La técnica se valida por

medio de varios ejemplos numéricos obteniendo muy buenos resultados.

En referencia a las grandes deformaciones volumétricas del cilindro se presentan avances sobre la

técnica de layering. Se desarrolla una estrategia de mapeo de campos al momento de realizar cambios
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topológicos para asegurar segundo orden de precisión temporal utilizando los esquemas de discretiza-

ción de diferencias descentradas hacia atrás de segundo orden y Crank-Nicolson. La estrategia de adición

y remoción de celdas se combina con un método de deformación de malla que permite abordar defor-

maciones extremas de dominio manteniendo la calidad y refinamiento adecuado para cada estado de la

malla a lo largo de su evolución temporal.

En un solver compresible basado en presión y que utiliza un algoritmo segregado es posible que se

generen oscilaciones en el campo de velocidades. Con el objetivo de eliminar estos errores, se propuso

una estrategia de definición de la velocidad a partir de una reconstrucción de los flujos localizados en las

caras. A partir de este enfoque, se determina la velocidad en centro de celdas sin oscilaciones espurias.

Los beneficios del nuevo solver se demuestran eliminando las oscilaciones de velocidad en problemas

donde estas subyacen de forma espúrea cuando se utiliza el solver de flujo con su formulación estándar.

La inyección de combustible se simula por medio de un modelo Lagrangiano que utiliza partículas para

representar la fase líquida de combustible. Para resolver el intercambio de masa, momento y energía entre

las cantidades localizadas en la partícula y aquellas presentes en la malla se debe conocer continuamente

la posición relativa de las partículas dentro la malla. Con este fin, se utilizó un algoritmo de seguimiento

basado en coordenadas baricéntricas. Dentro de este contexto, se implementan algoritmos específicos

que resuelven las situaciones de adición y remoción de celdas que se suceden en la técnica de layering.

Además, se habilitó el cruce de partículas a través de interfaces no conformes con sectores acoplados y

no acoplados explicando la metodología utilizada cuando las interfaces separan subdominios localizados

en múltiples procesadores.

El proceso de atomización del combustible se estudia implementando un modelo híbrido que agrupa

los métodos fenomenológicos de Huh-Gosman, Kelvin-Helmholtz y Rayleigh-Taylor con el fin de poder

predecir separadamente los procesos de atomización primaria y secundaria. El modelo implementado

se ajustó y validó simulando la inyección de combustible por medio de un inyector multiorificio que es

explorado exhaustivamente en varios trabajos experimentales reportados en la bibliografía . Se propuso

una parametrización del modelo híbrido en tres parámetros importantes que regulan el comportamiento

de cada uno de los métodos fenomenológicos utilizados. A partir de esta parametrización, se simuló el

proceso de inyección para tres condiciones de ambiente de la cámara de inyección. Del análisis de los

resultados, se definió la configuración que más se ajustó a los resultados experimentales.

Finalmente, se aplicaron las herramientas computacionales desarrolladas en la simulación del motor

de pistones opuestos de desarrollo regional denominado JLA. En una primera parte se explicó el uso

de las técnicas de layering con deformación de malla y las técnicas de pseudo-supermalla para resolver

la cinemática del motor. Se realizó un estudio de escalabilidad obteniendo una muy buena eficiencia.

Con el fin de probar la robustez de las estrategias computacionales y sus propiedades de convergencia
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se realizaron simulaciones fluidodinámicas utilizando tres resoluciones de malla. En estos problemas se

obtuvo convergencia en malla y se resaltan las propiedades de estabilidad numérica y convergencia del

solver. Seguidamente se resuelve la inyección directa de gasolina dentro del motor JLA usando el mismo

inyector analizado en la sección correspondiente al modelado de la atomización. En estas simulaciones

se analizó la forma de la cabeza de pistón y la sensibilidad al punto temporal de comienzo de la inyección

sobre el mezclado, en vistas de definir la mejor configuración en función de la calidad del mezclado del

combustible inyectado.

9.2. Contribuciones realizadas

9.2.1. Objetivo general

Como resultado de esta tesis se desarrolló un conjunto de herramientas computacionales para la si-

mulación fluidodinámica de un motor de pistones opuestos. Sus capacidades abarcan la simulación de

flujo compresible e inyección de combustible considerando todos los volúmenes de interés del motor en

todas sus etapas de funcionamiento. Se destaca de los desarrollos realizados su eficiencia computacional

permitiendo realizar simulaciones de gran tamaño computacional en tiempos de cómputo del orden de

un día. Además, las herramientas disponen de una muy buena escalabilidad para el cómputo paralelizado

permitiendo reducir los tiempos de simulación ante un incremento de los recursos computacionales. Otro

aspecto positivo de los nuevos desarrollos es su estabilidad numérica y robustez general por la cual se

aumenta de forma significativa la efectividad de las simulaciones evitando inestabilidades y errores va-

rios que anulen las simulaciones. Finalmente, se resalta la exactitud numérica de las estrategias utilizadas

donde se realizaron múltiples validaciones con resultados de referencia numéricos y experimentales.

9.2.2. Contribuciones en el área de interfaces no conformes

Una parte importante de esta tesis es el estudio del acople numérico entre interfaces no conformes. En

primer lugar se describió una formalización teórica del acople numérico entre interfaces no conformes

que asegura conservación local y global. A partir de este desarrollo se diseñó un método basado en

proyección de coeficientes por el cual se verifican las propiedades de conservación. Si bien esta estrategia

cumple con las requisitos buscados, su implementación requiere actualizar los pesos de interpolación en

todos los pasos temporales de la simulación lo cual exige un amplio rediseño del código computacional

utilizado. Bajo este marco se creó la técnica de pseudo-supermalla la cual incluye la funcionalidad de

acoplar interfaces con solapamiento parcial. Su diseño se basa en crear un acople uno-a-uno entre las

interfaces mediante la unión virtual de las interfaces originales definiendo lo que se denomina como

supermalla. La estrategia es conservativa, eficiente computacionalmente, de segundo orden de exactitud
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y paralelizable con alta escalabilidad.

9.2.3. Contribuciones en el área de mallas dinámicas

En esta tesis se realizó un estudio de la técnica de layering para resolver las grandes deformaciones

presentes en el cilindro del motor de pistones opuestos. Se trabajó en dos áreas: la resolución del enfo-

que ALE en un contexto de mallas dinámicas con cambios topológicos, y en segundo lugar, se analizó

la gestión de la resolución de malla para grandes cambios volumétricos del cilindro. En este contexto,

se desarrolló un algoritmo de actualización de la malla junto con las ecuaciones de transformación res-

pectivas para resolver la técnica de layering con esquemas de integración temporal de segundo orden.

Por otro lado, se definió un algoritmo que combina la técnica de deformación de malla con layering apto

para resolver grandes deformaciones volumétricas definiendo de forma versátil el tamaño de celda a lo

largo del tiempo de simulación.

9.2.4. Contribuciones relacionadas al modelado computacional de la inyección de com-

bustible

La inyección de combustible se modeló con un enfoque Lagrangiano basado en partículas. Se trabajó

en tres áreas:

Seguimiento de partículas en mallas dinámicas

Acople numérico entre las fases líquida y gaseosa

Atomización de combustible

En un primer lugar se diseñó e implementó un código de seguimiento de partículas basado en po-

sicionarlas por medio de coordenadas baricéntricas de una descomposición tetraédrica de la malla. El

algoritmo contempla las situaciones de cambio topológico y cruce de partículas a través de las interfaces

de pseudo-supermalla y funciona en paralelo con buenas propiedades de escalabilidad.

Con respecto al acople entre fases se implementó un algoritmo que resuelve de forma acoplada los in-

tercambios de masa y energía entre las parcelas del modelo Lagrangiano y los valores de la fase continua

en las celdas de la malla mediante el uso de una simplificación de las ecuaciones diferenciales de la fase

continua.

Por último, se implementó un modelo de atomización híbrido que combina los modelos fenomenoló-

gicos de Huh-Gosman, Kelvin-Helmhotz y Rayleigh-Taylor. Los parámetros de control del modelo se

ajustaron de acuerdo a resultados experimentales realizados sobre el Spray G. La evolución global del
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spray y el desarrollo de la masa evaporada se simularon a través del modelo computacional con un muy

buen grado de exactitud.

9.2.5. Contribuciones relacionadas a la estabilidad numérica

Se diseñó un nuevo solver de flujo que elimina las oscilaciones de velocidad que aparecen en cier-

tos problemas resueltos con el algoritmo de acople velocidad-presión SIMPLE-PISO. El nuevo método

define la velocidad por medio de la reconstrucción de los flujos localizados en las caras a través de un

nuevo operador de reconstrucción. La nueva formulación demostró no afectar la exactitud del acople

velocidad-presión como también se verificaron sus propiedades anti-oscilatorias en la resolución de un

par de problemas de flujo compresible.

Por otro lado, se concluyó la importancia de realizar un acople numérico conservativo entre interfaces

no conformes con el fin de asegurar convergencia y estabilidad del solver de flujo. Se analizaron los

inconvenientes de usar una formulación no conservativa sobre los sistemas de ecuaciones lineales. Prin-

cipalmente, se enfatizó sobre la generación de flujos convectivos espurios y sobre el cálculo incorrecto de

la matriz transpuesta debido a una proyección deficiente de los coeficientes ensamblados en la interfaz.

Estos problemas fueron reproducidos en la simulación del motor de pistones opuestos por medio de un

método de interfaces basado en interpolaciones no conservativas.

En referencia al acople entre fases en el modelo de inyección se destacó la importancia de resolver el

intercambio de momento de forma acoplada entre las fases debido a problemas de estabilidad motivados

por la transferencia de fuerza entre las fases y los modelos de atomización. Por otra parte, se destaca

la importancia del uso de coordenadas baricéntricas para determinar la posición de las partículas en la

malla. En primera instancia, se trabajó con coordenadas globales en el algoritmo de seguimiento de las

partículas, en donde se apreciaron de forma frecuente inconvenientes asociados con el extravío de partí-

culas en celdas de mala calidad. La adopción de coordenadas baricéntricas resolvió estos inconvenientes

aumentando la robustez del algoritmo de seguimiento.

9.2.6. Contribuciones relacionadas al cómputo en paralelo

En esta tesis se hizo énfasis en la capacidad de cómputo en paralelo de las herramientas computacio-

nales desarrolladas. En este sentido, se realizaron aportes sobre la estrategia de pseudo-supermalla, la

técnica de layering y sobre el algoritmo de seguimiento de partículas.

La estrategia de pseudo-supermallas se implementó para cómputo en paralelo sin necesidad de imponer

restricciones geométricas en el proceso de descomposición de dominios. La implementación demostró

tener una excelente escalabilidad. Por otra parte, la construcción en paralelo de estas interfaces no in-
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crementa de forma significativa los tiempos de cómputo en comparación con una simulación en modo

serial.

La técnica de layering se paralelizó por medio del uso de una estrategia de comunicadores de MPI

que permite independizar cada zona de movimiento y en consecuencia, se aumenta la versatilidad al

momento de descomponer los dominios.

Se implementó el algoritmo de seguimiento de partículas coexistiendo en modo de cómputo en paralelo

con las técnicas de layering y pseudo-supermalla. Con respecto a las interfaces de pseudo-supermalla,

se habilitó la posibilidad de cambiar de procesador para una partícula atraviesa una interfaz. De esta

forma, el algoritmo de seguimiento de partículas no impone ninguna restricción adicional en el proceso

de descomposición de dominios.

Se desarrolló una herramienta de preproceso automática para descomponer dominios especialmente

diseñado para trabajar con múltiples zonas de movimiento de layering. Esta herramienta se utilizó para

facilitar un estudio de escalabilidad de las estrategias de malla dinámica sobre el motor de pistones

opuestos. En esta prueba se demostró una muy buena escalabilidad del cómputo en paralelo realizando

simulaciones distribuidas en hasta 256 procesadores.

Finalmente, se simuló la inyección de combustible dentro del motor de pistones opuestos por medio

de una simulación distribuida sobre 40 procesadores obteniéndose tiempos de cómputo reducidos de

acuerdo al tamaño computacional del problema.

9.2.7. Contribuciones relacionadas al motor de pistones opuestos JLA

Se realizaron múltiples simulaciones fluidodinámicas del motor de pistones opuestos JLA. Se estudió

la influencia de la configuración temporal de la inyección y de la geometría de la cabeza de los pistones

sobre el mezclado del combustible inyectado. Para esto, se analizaron múltiples indicadores cuantitativos

para decidir sobre la calidad del mezclado. En vistas de los resultados obtenidos se determinó, dentro

de las variantes estudiadas, la forma de la cabeza de pistón y el instante temporal de comienzo de la

inyección con los que se obtienen las mejores condiciones de la mezcla, en función de su homogeneidad,

su posición dentro de la cámara de combustión y su concentración cercana a las paredes.
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[31] I. Gatin, V. Vukčević, H. Jasak, H. Rusche, Enhanced coupling of solid body motion and fluid flow in finite volume

framework, Ocean engineering 143 (2017) 295–304.

[32] H. Jasak, Error analysis and estimation in the finite volume method with applications to fluid flows, Ph.D. thesis, Imperial

College, University of London (1996).

[33] N. Qin, G. Carnie, A. LeMoigne, X. Liu, S. Shahpar, Buffer layer method for linking two non-matching multi-block

structured grids, in: 47th AIAA Aerospace Sciences Meeting Including the New Horizons Forum and Aerospace Expo-

sition, Orlando, FL, January, 2009, pp. 5–8.

[34] Y. Wang, N. Qin, G. Carnie, S. Shahpar, Zipper layer method for linking two dissimilar structured meshes, Journal of

Computational Physics 255 (2013) 130–148.



203

[35] Z. Wang, N. Hariharan, R. Chen, Recent development on the conservation property of chimera, International Journal of

Computational Fluid Dynamics 15 (4) (2001) 265–278.

[36] M. Berger, On conservation at grid interfaces, SIAM Journal on Numerical Analysis 24 (5) (1987) 967–984.

[37] M. M. Rai, A relaxation approach to patched-grid calculations with the euler equations, Journal of Computational Physics

66 (1) (1986) 99–131.

[38] M. M. Rai, Navier-stokes simulations of rotor/stator interaction using patched and overlaid grids, Journal of Propulsion

and Power 3 (5) (1987) 387–396.

[39] A. Lerat, Z. Wu, Stable conservative multidomain treatments for implicit euler solvers, Journal of computational physics

123 (1) (1996) 45–64.

[40] Y. Zhang, H. Chen, S. Fu, Improvement to patched grid technique with high-order conservative remapping method,

Journal of Aircraft 48 (3) (2011) 884–893.

[41] S. Mathur, Unsteady flow simulations using unstructured sliding meshes, in: Fluid Dynamics Conference, 1994, p. 2333.

[42] C. Y. Loh, W. M. To, A. Himansu, A Conservative Treatment of Sliding Interface for Upwind Finite Volume Methods,

in: 47th AIAA Aerospace Sciences Meeting including The New Horizons Forum and Aerospace Exposition, 2009, p.

861.

[43] L. Ramírez, C. Foulquié, X. Nogueira, S. Khelladi, C. J, I. Colominas, New high-resolution-preserving sliding mesh

techniques for higher-order finite volume schemes, Journal of Computers and Fluids 118 (2015) 114–130.

[44] J. McNaughton, I. Afgan, D. Apsley, S. Rolfo, T. Stallard, P. Stansby, A simple sliding-mesh interface procedure and its

application to the cfd simulation of a tidal-stream turbine, International Journal for Numerical Methods in Fluids 74 (4)

(2014) 250–269.

[45] M. Beaudoin, H. Jasak, Development of a generalized grid interface for turbomachinery simulations with OpenFOAM,

in: Open source CFD International conference, Berlin, 2008.

[46] R. Steijl, G. Barakos, Sliding mesh algorithm for cfd analysis of helicopter rotor–fuselage aerodynamics, International

journal for numerical methods in fluids 58 (5) (2008) 527–549.

[47] H. A. Van der Vorst, Iterative solution methods for certain sparse linear systems with a non-symmetric matrix arising

from PDE-problems, Journal of computational physics 44 (1) (1981) 1–19.

[48] P. Farrell, J. Maddison, Conservative interpolation between volume meshes by local Galerkin projection, Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering 200 (2011) 89–100.

[49] P. E. Farrell, The addition of fields on different meshes, Journal of Computational Physics 230 (9) (2011) 3265–3269.

[50] J. Maddison, P. Farrell, Directional integration on unstructured meshes via supermesh construction, Journal of Compu-

tational Physics 231 (12) (2012) 4422–4432.

[51] S. Menon, D. Schmidt, Conservative interpolation on unstructured polyhedral meshes: An extension of the supermesh

approach to cell-centered finite-volume variables, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 200 (41)

(2011) 2797–2804.

[52] S. Menon, K. G. Mooney, K. Stapf, D. P. Schmidt, Parallel adaptive simplical re-meshing for deforming domain CFD

computations, Journal of Computational Physics 298 (2015) 62–78.

[53] D. H. Eberly, 3D game engine design: a practical approach to real-time computer graphics, CRC Press, 2006.



204 9. Bibliografía

[54] G. Wang, F. Duchaine, D. Papadogiannis, I. Duran, S. Moreau, L. Gicquel, An overset grid method for large eddy

simulation of turbomachinery stages, Journal of Computational Physics 274 (2014) 333–355.

[55] G. Taylor, A. Green, Mechanism of the production of small eddies from large ones, Proceedings of the Royal Society of

London. Series A, Mathematical and Physical Sciences 158 (895) (1937) 499–521.

[56] Z. Wang, K. Fidkowski, R. Abgrall, F. Bassi, D. Caraeni, A. Cary, H. Deconinck, R. Hartmann, K. Hillewaert, H. Huynh,

et al., High-order CFD methods: current status and perspective, International Journal for Numerical Methods in Fluids

72 (8) (2013) 811–845.

[57] ACMI source code, https://github.com/OpenFOAM/OpenFOAM-dev/ tree/master/src/finiteVolume/fields/fvPatchField-

s/constraint/cyclicACMI (2016).

[58] B. Armaly, F. Durst, J. Pereira, B. Schönung, Experimental and theoretical investigation of backward-facing step flow,

Journal of Fluid Mechanics 127 (1983) 473–496.

[59] T. Chiang, T. Sheu, A numerical revisit of backward-facing step flow problem, Physics of Fluids 11 (4) (1999) 862–874.

[60] S. Márquez Damián, N. Nigro, Comparison of single phase laminar and Large Eddy Simulation (LES) solvers using the

OpenFOAM R© suite, in: Mecánica Computacional Vol XXIX, 2010, pp. 269 – 289.

[61] W. Shyy, A study of finite difference approximations to steady-state, convection-dominated flow problems, Journal of

Computational Physics 57 (3) (1985) 415–438.

[62] T. J. Barth, D. C. Jespersen, The design and application of upwind schemes on unstructured meshes, in: 27th AIAA

Aerospace Sciences Meeting, Nevada, January, 1989.

[63] A. Vissers, Port size, geometry and layout design in a Two-Stroke JaqEngine, Master’s thesis, Eindhoven University of

Technology, Eindhoven, the Netherlands (2007).

[64] M. Johnsson, Stratified scavenging computations in two-stroke engines using OpenFOAM, Master’s thesis, Chalmers

University of Technology, Goteborg, Sweden (2010).

[65] S. Gundmalm, CFD modeling of a four stroke S.I. engine for motorcycle application , Master’s thesis, KTH Industrial

Engineering and Management, Stockholm, Sweden (2009).

[66] Y.-d. Huang, G. Wei, K. Chang-Nyung, numerical study of the train-induced unsteady airflow in a subway tunnel with

natural ventilation ducts using the dynamic layering method, Journal of hydrodynamics, Ser. B 22 (2) (2010) 164–172.

[67] H. Jia, P. Zhang, Mass transfer of a rising spherical bubble in the contaminated solution with chemical reaction and

volume change, International Journal of Heat and Mass Transfer 110 (2017) 43–57.

[68] Q. Qin, X. Zhang, Numerical investigation on combustion in muzzle flows using an inert gas labeling method, Interna-

tional Journal of Heat and Mass Transfer 101 (2016) 91–103.

[69] H. Aguerre, S. Márquez Damián, J. Gimenez, N. Nigro, Engine simulation using layering and sliding interfaces mesh

dynamics technologies, in: Mecánica Computacional Vol XXXIII, 2014, pp. 27 – 49.

[70] G. Tessi, Reingeniería de métodos de cálculo paralelo para operaciones sobre mallas dinámicas en OpenFOAM(R),

Master’s thesis, Facultad de Ingeniería y Ciencias Hídricas, Universidad Nacional del Litoral (2015).
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