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Resumen

Los motores de combustion interna ocupan un papel central en la matriz energética mundial signifi-
cando mas de la mitad del consumo total de recursos fosiles a nivel mundial. El agotamiento inminente
de estos recursos y los efectos negativos de los gases de efecto invernadero y otros contaminantes sobre
el medio ambiente obligan a reducir drasticamente la tasa de consumo de petréleo durante las préximas
décadas. Dentro de este contexto, es primordial incrementar los esfuerzos en investigacion para el desa-
rrollo de nuevas tecnologias que busquen aumentar la eficiencia de los motores y asi reducir las emisiones
contaminantes. Un rol clave para el desarrollo de nuevas tecnologias es la mecanica de fluidos compu-
tacional que permite obtener resultados de diferentes variantes geométricas y de pardmetros de forma
rdpida y econdémica en comparacién a los métodos basados en la construccién de prototipos. En este
escenario, esta tesis presenta técnicas de simulacién computacional de motores de combustidn interna
que tienen como objetivo posibilitar simulaciones de ciclo completo en tiempos de cdlculo reducidos. Se
proponen modelos disefiados para funcionar en arquitecturas de cémputo en paralelo y se conciben bajo
la premisa de alta escalabilidad y eficiencia computacional. En detalle, se estudian diferentes técnicas de
mallas dindmicas profundizando sobre el estudio de interfaces no conformes y cambios topolégicos para
abordar la interaccion entre las partes moéviles del motor y las grandes deformaciones volumétricas del
cilindro respectivamente. Atendiendo a las caracteristicas de estos modelos de malla dindmica se disefia
un estrategia Lagrangiana de seguimiento de particulas para simular la fase liquida de combustible. Para
representar la atomizacion de combustible se implementa un modelo hibrido de atomizacién estudiando
la sensibilidad a sus pardmetros y validando los resultados con datos experimentales. Los desarrollos de
malla dindmica e inyeccidén de combustible se aplican en la simulacion de un motor de pistones opuestos
de desarrollo regional evaluando la robustez y eficiencia computacional de los métodos desarrollados en

un estudio paramétrico del proceso de inyeccién de combustible.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los motores de combustion interna (ICE, por sus siglas en inglés) tienen un papel fundamental en
el desarrollo de la economia mundial. Su funcién principal estd en el 4drea de transporte comprendien-
do vehiculos livianos, medios y pesados entre otras aplicaciones. Su participacién dentro de la matriz
energética mundial es muy importante siendo los ICE responsable de mas de la mitad del consumo de
recursos fosiles a nivel mundial [1]. Los motores a combustién tienen multiples ventajas con respecto
a otras fuentes de energia. Una de las mds importantes es su versatilidad como consecuencia de traba-
jar con combustibles liquidos. La gasolina, el gas-oil entre otros combustibles tienen un elevado poder
calorifico por unidad de volumen. Esto reduce el espacio de almacenamiento necesario para el combus-
tible lo que tiene un beneficio directo en la autonomia de los vehiculos. Otra aspecto favorable devenido
del uso de combustibles liquidos es su facilidad de almacenamiento, en general, dentro de un recipiente
sometido a presion atmosférica. La versatilidad de los ICE es muy amplia encontrdndose aplicaciones
desde motores para aeromodelismo hasta impulsores de varios metros de altura necesarios en grandes
vehiculos maritimos. Ademas, estos tienen un amplio rango de aplicacién como por ejemplo, bombas y
ventiladores, equipos de transporte, generadores de energia eléctrica, equipos viales, tractores, aviones,
barcos, motocicletas y autos entre otros.

Sin embargo, los ICE poseen un bajo rendimiento termodindmico. La energia quimica del combustible
no se aprovecha en su totalidad debido a las pérdidas de energia térmica en su refrigeracion y a la energia
desechada en los gases de escape. En aplicaciones de transporte, el rendimiento de conversién de potencia
quimica a potencia mecdnica disponible en las ruedas es de solo un 20 %. Otro gran inconveniente del uso
a gran escala de los ICE son sus emisiones de gases contaminantes. Estas se pueden dividir en tres grupos

principales: 6xidos de nitrégeno (NOx), material particulado y diéxido de carbono el cual contribuye al
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efecto invernadero. Por causa de estas caracteristicas desfavorables, se debe reducir el consumo de los
recursos fosiles para desacelerar el ritmo del cambio climdtico. Esta situacion ha motivado a los estados
gubernamentales a exigir estrictos limites en referencia a las emisiones de gases contaminantes de los
ICE. En este contexto, se han incrementado los esfuerzos en investigaciones para disefiar nuevas fuentes
de energia mecénica que reemplacen a los ICE tradicionales. Dentro de estas se pueden enumerar los
motores rotatorios, motores Stirling, motores a hidrégeno y motores basados en celdas de combustible.
Otra alternativa de gran crecimiento son los motores eléctricos o plantas de impulsion hibridas. Estas
estrategias tienes grandes ventajas respecto al consumo, principalmente en el transporte con ciclos de
manejo de ciudad. Sin embargo, su rendimiento térmico global puede ser variable dependiendo de la
fuente que da origen a la energia eléctrica necesaria para alimentar a las baterias.

No obstante, los ICE van a seguir siendo utilizados en los proximos afios debido a sus ventajas de
durabilidad, bajo costo y alta densidad energética de los combustibles liquidos. Por otro lado, es posible
adaptarlos al uso de energias renovables como lo son los biocombustibles o el hidrégeno. Ademads, su
empleo dentro del 4rea de transporte de cargas pesadas es insustituible en el corto plazo, drea en la que
se consume cerca de un cuarto del total de la produccién global de petréleo [1]. De manera similar, en
la aeronavegacidn, donde no se ve a corto plazo que pueda aplicarse la traccién hibrida. Por causa de los
exigentes requerimientos asociados a las emisiones de gases contaminantes se estdn investigando nuevas
tecnologias basadas en el concepto de combustion de baja temperatura (LTC). El objetivo por el cual se
propone reducir la temperatura de combustion es evitar la formacién de NOx ya que estos se generan
con elevada energia de activacion. Dentro de estas tecnologias se encuentran los motores de ignicién por
compresion de carga homogénea (HCCI), motores de ignicién por compresién de mezcla premezclada
(PCCI), motores a combustién pobre (Lean Combustion Engines) y motores de ignicion por compresion
de reactividad controlada (RCCI).

Dentro de este marco, el desarrollo de nuevas tecnologias para la evolucién y optimizacién de los ICE
es una estrategia de altisimo impacto para la matriz energética mundial y para el cuidado del medio am-
biente. Sumado a esto, el advenimiento de nuevos desarrollos en técnicas experimentales de diagndstico
y ademds, el incremento exponencial de las capacidades de cémputo facilitan los avances por parte de
investigadores e ingenieros. Los procesos de disefio basados en la construccidn de prototipos y su eva-
luacién mediante el método de prueba y error no seran suficientes y deben complementarse por medio
de la simulacién computacional predictiva y el desarrollo de herramientas de disefio las cuales han de-
mostrado ser efectivas y confiables [2]. El uso de herramientas de simulacién predictivas para mejorar
el rendimiento de los motores de combustién interna acorta significativamente los plazos de desarrollo,

acelera el proceso de puesta en el mercado del producto y reduce los costos de desarrollo.
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1.2. Mecanica de fluidos computacional en motores

de combustion interna

La simulaciéon computacional de ICE contempla varios aspectos que deben ser resueltos de forma
combinada. Por un lado, debe hallarse la solucién a un modelo que permita describir el flujo compresible
desarrollado dentro del motor, acoplado con otros fenémenos fisicos, como la transferencia de energia
y la combustién de la mezcla aire-combustible resultante de un proceso de inyeccién y evaporacion del
combustible liquido. Por otro lado, se agrega una dificultad adicional debido a los componentes méviles
del motor, los cuales generan que el dominio de estudio sea variable en el tiempo.

Existen diferentes grados de aproximacién y complejidad para modelar numéricamente los ICE. Den-
tro de los mds simples se encuentran los modelos empiricos en donde se modela la variacién de las
variables dentro del cilindro con enfoques cero-dimensionales. El primer modelo tridimensional basado
en mecénica de fluidos computacional fue por medio del software de cddigo abierto KIVA. Este progra-
ma combina flujo compresible, inyeccidn y combustién en un contexto de mallas dindmicas estructuradas
donde las ecuaciones de gobierno se resuelven utilizando el método de los volimenes finitos. A partir de
su primera version, se han incorporado miltiples modelos [3] que han mejorado su capacidad de predic-
cidén cuantitativa de las propiedades termodindmicas y cualitativa de emisiones contaminantes como NOx
y material particulado. En la versién KIVA-4 [4] se introduce la capacidad de resolucion sobre mallas
no estructuradas lo que permite una mayor flexibilidad para abordar geometrias complejas. Con el fin
incrementar la capacidad de cdlculo en KIVA y aprovechar el crecimiento de la capacidad de computo,
se han implementado diferentes estrategias de paralelizacién [5, 6]. Otro solver dedicado a la simulacién
de ICE es presentado por Velghe et al. [7] en donde se utilizan multiples mallas para representar las fases
del motor. El solver esta basado en mallas estructuradas hexaédricas y ha sido paralelizado y testeado en
mas de 1000 unidades de cémputo.

Ademas de KIVA, existen otros softwares ampliamente utilizados para la simulacién de motores. Den-
tro de estos se encuentra OpenFOAM(R) [8] el cual comprende un conjunto de librerias de C++ para
la resolucién de problemas de mecdnica del continuo por el método de los volimenes finitos. Ejemplos
de aplicacién en ICE se pueden encontrar en [9, 10, 11, 12]. Por otro lado gran cantidad de trabajos
se realizan utilizando softwares comerciales. Entre los mds empleados se destacan FLUENT, Star-CD,

VECTIS, FIRE y CONVERGE(TM).

1.3. Motores de pistones opuestos

Los motores de pistones opuestos se caracterizan por tener un par de pistones trabajando en un tnico

cilindro. Estos se mueven en direcciones opuestas variando el volumen del cilindro prescindiendo de
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una tapa de cilindros. La mayoria de estos motores trabajan utilizando un ciclo de dos tiempos en donde
los pistones controlan el ingreso y egreso del aire por medio de puertos tallados sobe las paredes del
cilindro. Estos tienen numerosas ventajas con respecto a motores de cuatro tiempos equivalentes. Las
ventajas estdn basadas principalmente en la ausencia de la tapa de cilindros, de las respectivas valvulas
y de su tren de comando, y ademads se dispone de solamente un cilindro por cada dos pistones. Debido a
estas caracteristicas, los motores de pistones opuestos tienen mejor relacién de potencia-peso, potencia-
cilindrada y disponen de un mejor rendimiento térmico [13]. Por otro lado, su fabricaciéon es mas sencilla
y econdmica como también lo es su mantenimiento. Gracias a su menor cantidad de partes moviles, los
motores de pistones opuestos tienen mayor robustez y confiabilidad.

Uno de los primeros motores de pistones opuestos se originé en Alemania cerca de 1880 fabricado
por Wittig [13]. A partir del siglo XX, su uso comercial se popularizé principalmente en aplicaciones de
aviacion en el periodo de la segunda guerra mundial pero también se emple6 en aplicaciones terrestres
y maritimas. Dentro de los motores més reconocidos se destaca a la familia de motores Junkers Jumo
204-209 en aviacidn, el motor Naiper-Deltic en aplicaciones viales y maritimas y el motor OPOC(TM)
para aplicaciones de transporte liviano y de cargas.

Sin embargo, el motor de pistones opuestos tiene ciertas desventajas que han provocado un descenso
de su popularidad en los dltimos afios a causa de los limites legales a las emisiones contaminantes. El
consumo de aceite, propio de los motores de dos tiempos, es una fuente de contaminacién que excluye
a los motores de pistones opuestos de aplicaciones en donde las emisiones contaminantes por encima de
ciertos limites estad prohibida. Por el contrario, su uso en aviones y helicopteros ligeros donde sus ventajas
de bajo costo, peso y confiabilidad son cruciales, los motores de pistones opuestos siguen siendo una
alternativa conveniente. No obstante, algunas empresas intentan promocionar motores para aplicaciones
de transporte ligero automotriz. Uno de los ejemplos mas relevantes es el motor propiedad de la firma
“Achates Power” [14] del cual se ha probado una excelente eficiencia térmica cumpliendo requisitos de
emisiones contaminantes [15, 16]. Otra empresa destacada es “FairDiesel” [17] la cual comercializan un
motor de pistones opuestos con un sistema innovador de conversién de movimiento lineal a rotativo. Una

version de cuatro tiempos es presentada por la firma “Pinnacle Engines” [18].

1.3.1. Motor de pistones opuestos de desarrollo regional

En esta tesis se estudia un motor de pistones opuestos de desarrollo regional el cual ha sido ideado y
disenado por José Luis Alonso y ha sido denominado JLA a razén de las iniciales de su inventor. Este
motor se encuentra en fase de desarrollo y requiere de multiples ensayos para definir sus pardmetros de
disefio y funcionamiento 6ptimos previo a ser introducido en su fase comercial. El motor esta compuesto

por 4 cilindros que alojan un total de 8 pistones con sus respectivas bielas y mufiones de cigiiefial los
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Figura 1.1: En la parte superior se muestran dos perfiles del motor de pistones opuestos JLA. En la parte
inferior se muestra un corte lateral sobre uno de los cilindros (extraido de la memoria de patente de
invencion)

cuales estin comandados por dos cigiiefiales que vinculan a dos grupos enfrentados de cuatro pistones
respectivamente. E1 motor se encuentra patentado [19] y se ha construido la primera unidad prototipo la
cual se muestra en la Fig. 1.1. En esta figura se esquematiza un corte longitudinal de uno de los cilindros
en donde se aprecia la disposicién relativa entre los componentes principales del motor: cigiiefiales,
bielas, pistones y block. El motor tiene una cilindrada de 1700 cm? y, segtin un estudio preliminar, tiene
capacidad para desarrollar una potencia maxima de 250 CV.

El motor funciona en base a un ciclo de dos tiempos en el cual se genera una explosién por cada giro
de los cigiienales. La entrada y salida de gases es comandada por los pistones que tapan o descubren
lumbreras dispuestas en las paredes del cilindro. En la Fig. 1.2 se muestran cuatro fases dentro del ciclo
de funcionamiento del motor. Se considera como primer fase a la ignicién de la mezcla combustible la
cual eleva la presion de los gases en la cdmara de combustién. Luego, los pistones se alejan pero de forma
asimétrica. Esta asimetria en el movimiento de los pistones con respecto al punto medio del cilindro se
consigue debido a un desfase relativo entre los cigiiefiales que se ajusta con el fin de regular los desfases
temporales entre las aperturas y cierres de las lumbreras de admisién y escape. Por consiguiente, el
pistén del lado de escape destapa sus respectivas lumbreras relativamente antes que el piston del lado

de admision destape sus respectivas lumbreras. De esta forma, los gases comienzan su egreso por los
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Figura 1.2: Principales etapas del ciclo de funcionamiento del motor de pistones opuestos JLA: (a) igni-
cion; (b) escape de gases; (c) admision y (d) compresion.

puertos de salida. Una vez que el piston de admisién descubre los puertos de entrada, los gases frescos
ingresan al cilindro barriendo a los gases remanentes de la combustién (figura b). La siguiente etapa del
ciclo comienza cuando el piston del lado de escape comienza su carrera de compresion. Aqui, este piston
cubre las lumbreras de escape mientras que el aire continda su ingreso por las lumbreras de admision
(figura c). Finalmente, la compresion del aire por el acercamiento relativo entre los pistones se presenta

en la figura d.

1.4. Problematica

La principal dificultad que enfrenta la simulacién computacién de ICE es la variacion temporal del
dominio de estudio. En consecuencia se requiere modificar la discretizacion del dominio generando una
malla diferente para cada paso temporal de la simulacién. En comparacién con un método numérico
resuelto en una malla estdtica, los métodos computacionales aptos para mallas dindmicas requieren de
una implementacion mds compleja, tienen mayores restricciones para su paralelizacion, son mds costosos
desde el punto de vista computacional y pueden ser menos exactos desde el punto de vista numérico.

Existen miltiples estrategias para resolver este inconveniente las cuales se dividen en dos grandes gru-
pos. En primer lugar se encuentran aquellas técnicas que solamente modifican las coordenadas de los
nodos de la malla sin necesidad de alterar su estructura de conectividades a las cuales se las denomina
como técnicas de deformacién de malla. Este grupo de metodologias son relativamente sencillas de im-
plementar y son eficientes computacionalmente. Sin embargo, su rango de aplicacién es limitado debido
a que el grado de deformacion de malla tiene un limite por encima del cual se invalida su estructura de

conectividades. Esto sucede para grandes deformaciones volumétricas tal cual sucede en el motor JLA
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Figura 1.3: Estados de mdxima y minima separacion entre pistones en el motor JLA.

segin se muestra en la Fig. 1.3. En este ejemplo, la relacion entre la distancia maxima y minima entre
los pistones es mayor a 50 veces. Por otro lado, las técnicas de deformacién de malla no son capaces de
resolver la interaccién entre los pistones y las lumbreras, situacidn caracteristica de los motores de dos
tiempos. En la Fig. 1.4 se muestra un evento de apertura de una lumbrera en donde las regiones entre los
puertos y el cilindro pasan de estar desacopladas a acopladas.

Dentro de un segundo grupo de estrategias de malla dindmica se encuentran aquellas que modifican la
estructura de la mallas de forma parcial o total a las cuales se las denomina técnicas de remallado. En
estos métodos, los problemas de grandes deformaciones volumétricas y de conectividad variable entre
las regiones se resuelven de forma natural ya que para cada variacion del dominio se corresponde una
nueva discretizacion. Sin embargo, estos métodos tiene grandes desventajas desde el punto de vista de la
eficiencia computacional. La generacién de un nuevo estado de malla requiere modificar su estructura de
datos lo cual conlleva dificultades desde el punto de vista de la implementacién y de su paralelizacion.
Conjuntamente, los campos de variables deben ser traducidos desde una discretizacion a otra incurriendo
en errores de interpolacion.

Teniendo en cuenta que la deformacién que experimenta el cilindro en un motor es unidimensional,
se ha ideado una técnica denominada layering [20, 21, 11] la cual ejecuta un remallado minimo sobre
el cilindro, localizado en las inmediaciones a las partes mdviles, los pistones en este caso, manteniendo

las ventajas de los métodos de deformacion de malla y una calidad de malla casi inalterada. No obstante,

O O O

Lumbreras cerrradas  Lumbreras Lumbreras abiertas
parcialmente abiertas

Figura 1.4: Apertura de una lumbrera por medio de la interaccion entre el pistén y los puertos.
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esta técnica se debe complementar con una estrategia de interfaces que permita acoplar numéricamente
las regiones de los puertos y el cilindro. Para resolver esta problemadtica, la técnica de layering se com-
plementa con el método llamado Sliding Interfaces [10] en donde las mallas entre regiones son unidas
o0 “cosidas” por medio de remallar las interfaces. Ademas de tener un costo computacional elevado, las
técnicas de acople de interfaces dindmicas por medio de interpolacién de flujos no son numéricamente

estables para resolver flujo compresible en motores [12].

1.5. Objetivo de la tesis

Esta tesis tiene como objetivo diseflar e implementar nuevas herramientas computacionales para si-
mular el flujo y la inyeccién de combustible dentro del motor de pistones opuestos JLA considerando
los puertos del motor y su cilindro a lo largo de todas las etapas de su ciclo de funcionamiento. Las he-
rramientas computacionales se deben disefiar siguiendo los objetivos de robustez, exactitud numérica y
eficiencia computacional. Ademads, su implementacidn debe ser concebida para el cémputo paralelizado

con el propdsito de reducir los tiempos de célculo.

1.6. Metodologia

La implementacién de las nuevas herramientas computacionales se realiza sobre la plataforma Open-
FOAM(R) la cual es abierta, libre y de amplio conocimiento por la comunidad cientifica. OpenFOAM(R)
es un paquete de librerias de C++ concebidas para el desarrollo de nuevas técnicas computacionales basa-
das en volimenes finitos colocados en celdas dentro de un marco de mallas poliédricas no estructuradas
[8]. En este software se utilizan las librerias para computo en paralelo a través del protocolo de memoria
distribuida MPI [22].

Las ecuaciones de gobierno del problema de flujo compresible se discretizan por medio de la formula-
cién Lagrangiana-Euleriana-Arbitraria (ALE, por sus siglas en ingllés) [23, 24, 20] utilizando el método
iterativo PISO [25] para resolver el acople entre velocidad y presion. La estrategia de malla dindmica se
basa en la técnica de layering la cual se complementa con deformacién de malla en vistas de resolver las
grandes deformaciones volumétricas del cilindro. El acople entre el cilindro y los puertos de admisién
y escape se resuelven en base a un acople numérico conservativo basado en el concepto de supermalla
[26].

La fase liquida que representa al combustible inyectado se resuelve utilizando una formulacién La-
grangiana por medio del método de gota discreta (DDM, Discrete Droplet Method) [27]. La atomizacioén

de combustible se modela por medio de un método fenomenoldgico hibrido siguiendo los lineamientos
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definidos en [28].

1.7. Organizacion de la tesis

La presente tesis se organiza en diferente capitulos en los cuales se desarrollan los siguientes temas:

En este primer capitulo se desarrolla una introduccion al tema de trabajo de esta tesis. A continuacion,
el segundo capitulo abarca los aspectos tedricos mas relevantes del método numérico empleado en el
presente trabajo. Se comienza presentando una breve descripcidon del método de los volimenes finitos
colocados y centrados en celdas describiendo en particular las discretizaciones de las integrales de volu-
men y de superficie. Seguidamente se define un sistema de ecuaciones lineales a partir de la formulacién
inicial en el dominio continuo. En particular, se hace énfasis en la propiedad de conservacién global
del método de los volimenes finitos para desarrollar los conceptos basicos necesarios para introducir
el acople numérico entre interfaces que se desarrolla en los capitulos subsiguientes. Posteriormente, se
explican los conceptos bésicos de la formulacién ALE la cual permite expresar las ecuaciones de balance
en un contexto de malla mévil. Luego se plantean los esquemas de discretizacion temporal empleados en
el presente trabajo sobre la base de la formulaciéon ALE explicando la definicién de los flujos de malla.
Por tltimo se presenta el método SIMPLE-PISO utilizado para resolver las ecuaciones de gobierno de
flujo compresible y los detalles de implementacién del solver utilizado.

En el tercer capitulo de esta tesis se aborda el problema de acople numérico entre interfaces no con-
formes. El capitulo comienza con una introduccién a los diferentes tipos de interfaces de malla que son
necesarios resolver en algunos problemas de ingenieria. En este contexto, se definen los conceptos de
interfaces conformes y no conformes e interfaces acopladas y no acopladas. Luego, se presenta el trata-
miento de los flujos en una interfaz no conforme a través de la interpolacién de los grados de libertad
ubicados en la interfaz opuesta. La determinacién de los flujos en las interfaces se expresa de forma
matricial concluyendo en un conjunto de restricciones que aseguran conservacion global, conservacién
local e interpolacién acotada en un acople numérico de interfaces no conformes. Siguiendo estas res-
tricciones, se define un nuevo método de interpolacién que se basa en ensamblar los coeficientes de los
operadores de discretizacion sobre una de las interfaces para luego proyectar estos en la interfaz opuesta.
Finalmente, se resuelven un par de ejemplos que demuestran las propiedades del método presentado.

El cuarto capitulo de esta tesis presenta la técnica de pseudo-supermalla para el acople de interfaces.
El capitulo comienza con la definicién de la técnica en su version de interfaces totalmente acopladas
para luego proseguir con una serie de ejemplos que demuestran las propiedades de conservacién y de
exactitud del método propuesto. Luego se presenta la extensién del método de pseudo-supermalla pa-

ra el tratamiento de interfaces parcialmente acopladas resolviendo un ejemplo de flujo incompresible.
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En la parte final del capitulo se presentan los detalles de implementacién incluyendo el algoritmo de
paralelizacién empleado y por tltimo se realizan algunos tests para evaluar la eficiencia computacional.

El quinto capitulo de esta tesis describe la técnica de layering como una herramienta de malla dindmi-
ca para resolver grandes variaciones de volumen del dominio de estudio. En primer lugar, se explica el
tratamiento de la formulacién ALE en combinacién con layering presentando las ecuaciones de conser-
vacion a satisfacer. Posteriormente se presenta la estrategia general adoptada para computar esquemas
de alto orden temporal utilizando layering y se define un procedimiento para resolver los esquemas de
diferencias descentradas hacia atrds de segundo orden y Crank-Nicolson. De forma posterior se resuel-
ven tests para evaluar las propiedades de conservacion para luego analizar el orden de precision temporal
en un problema reactivo simple. Finalmente, la discretizacion de alto orden se aplica sobre un problema
de Navier-Stokes con solucidn analitica. El capitulo contintia estudiando la problemadtica de la gestién
de la resolucién de la malla. En este contexto, se presenta un método que combina layering con una
metodologia de deformacién de malla. En la dltima parte del capitulo, se detalla la implementacién en
paralelo de la técnica de layering.

En el capitulo sexto se estudia el problema de oscilaciones en la velocidad en un solver de flujo basado
en el algoritmo PISO. Se presenta una solucién basada en flujos por medio de una nueva férmula de
reconstruccién de valores en caras a celdas de alto orden de precision. Las propiedades anti-oscilatorias
de este nuevo solver se validan en un par de ejemplos en donde su resolucién con una formulacién
estdndar genera resultados oscilatorios.

En el séptimo capitulo, se desarrolla el modelado de la inyeccién directa de combustible dentro de un
motor de pistones opuestos de desarrollo regional por medio de una formulacién Lagrangiana basada en
particulas. En el capitulo se describen los algoritmos utilizados para resolver el seguimiento de particulas
en mallas dindmicas con cambios topoldgicos e interfaces no conformes dentro de un marco de cémputo
en paralelo. Se explica el acople numérico para resolver de forma conjunta la fase de combustible y la
fase gaseosa detallando el algoritmo iterativo y las discretizaciones de las ecuaciones resultantes. En una
segunda parte del capitulo, se presenta el problema de atomizacién el proceso de inyeccién en motores
para el cual se propone un modelo hibrido. Sobre este modelo se realiza un estudio paramétrico y se
valida el modelo contrastando los resultados con datos experimentales.

En el capitulo octavo se aplican las herramientas computacionales desarrolladas en los capitulos pre-
vios para la simulacién de el motor de pistones opuestos JLA. El objetivo principal es evaluar la robustez
y eficiencia computacional de las herramientas realizando pruebas de escalabilidad computacional y con-
vergencia en malla. Finalmente, el conjunto de herramientas desarrolladas se aplica en el estudio de la
inyeccion directa de gasolina sobre el motor. En particular se estudia la sensibilidad del punto temporal

de inyeccion y de la forma geométrica de la cabeza del piston sobre el mezclado del combustible dentro
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del cilindro.

Finalmente, en el dltimo capitulo se presenta un resumen final y las conclusiones de la tesis.

1.8. Contribuciones realizadas

El resultado de esta tesis proporciona un conjunto de herramientas computacionales basadas en vo-
Idmenes finitos que permiten resolver motores de combustion interna y otros problemas de ingenieria
por medio de un solver de flujo compresible acoplado con un modelo Lagrangiano basado en parti-
culas. Todas las herramientas desarrolladas estdn implementadas para funcionar de forma paralelizada,
computacionalmente eficiente y destinadas para mallas poliédricas no estructuradas. La totalidad de las
herramientas computacionales fueron implementadas bajo la plataforma de cédigo libre y abierta Open-
FOAM(R).

En particular este trabajo presenta las siguientes contribuciones originales:

= Desarrollo de una teoria general para el acople de interfaces no conformes en volimenes finitos
de forma de realizar un acople numérico en base a condiciones de conservacién global y local

(capitulo 3).

= Desarrollo e implementacion de una técnica numérica conservativa para interfaces no conformes

por medio de proyeccion de coeficientes (capitulo 3).

= Desarrollo e implementacién de una nueva estrategia de resolucion de interfaces no conformes ba-
sada en el concepto de supermallas. Esta nueva técnica, denominada como pseudo-supermalla, es
completamente paralelizable y estd concebida para trabajar con interfaces parcialmente acopladas

(capitulo 4).

= Desarrollo e implementacién de esquemas de integracién numérica de segundo orden en mallas

dindmicas con cambios topolégicos (capitulo 5).

= Desarrollo e implementacién de una técnica de adaptaciéon de mallas basada en layering y defor-
macién para gestionar los tamafios de celdas en problemas con variaciones de volumen extremas

(capitulo 5).

= Desarrollo e implementacién de un solver basado en reconstruccion de flujos de alto orden con el

objetivo de eliminar oscilaciones en la velocidad (capitulo 6).

= Desarrollo e implementacién de un modelo Lagrangiano de seguimiento de particulas apto para
trabajar con la técnica de pseudo-supermallas incluyendo paralelismo e interfaces parcialmente

acopladas (capitulo 7).
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= Ajuste e implementacién de un modelo de atomizacién de combustible basado en particulas (capi-

tulo 7).

= Aplicacién conjunta de la técnica de pseudo-supermalla, técnica de layering con deformacion de

malla, el modelo de seguimiento de particulas con el modelo de atomizacién hibrido en el estudio
de un motor de pistones opuestos desarrollado en la region para el estudio del proceso de inyeccion

de combustible (capitulo 8).

Como resultado de esta tesis se registran las siguientes publicaciones en revistas indexadas con refera-

to,

H.J. Aguerre, S.Marquez Damién, J.M. Gimenez, N.M. Nigro, Conservative handling of arbitrary
non-conformal interfaces using an efficient supermesh, Journal of Computational Physics, 335

(2017) 21-49. Parte de los contenidos de este trabajo se desarrollan en el capitulo 4 de esta tesis.

H.J. Aguerre, S.Mérquez Damién, J.M. Gimenez, N.M. Nigro, Development of a stable and pa-
rallelised fluid solver for problems with mesh interfaces and deforming domains, Computers and
Fluids, 168 (2018) 110-129. Parte del contenido de este trabajo se distribuye sobre los capitulos

4,5 y 8 de esta tesis.

H.J. Aguerre, C.I. Pairetti, C.M. Venier, S. Marquez Damidn, N.M. Nigro, An oscillation-free flow
solver based on flux reconstruction, Journal of Computational Physics, 365 (2018) 135-148. Parte

del contenido de este trabajo se encuentra en el capitulo 6 de esta tesis.

H.J. Aguerre, S. Marquez Damidn, N.M. Nigro, Conservative interpolation on surface interfaces
for transport problems in the Finite Volume Method, Journal of Computational Physics, 395 (2019)

144-165. Parte del contenido de este trabajo se encuentra en el capitulo 3 de esta tesis.

H.J. Aguerre, N.M. Nigro, Implementation and validation of a Lagrangian spray model using ex-
perimental data of the ECN Spray G injector, Computers and Fluids, 190 (2019) 30-48. Parte del

contenido de este trabajo se encuentra en el capitulo 7 de esta tesis.



Capitulo 2

Meétodo de los volumenes finitos

2.1. Fundamentos

El método de los volimenes finitos consiste en balancear las cantidades fisicas de estudio dentro de un
determinado volumen de control. De forma general, el volumen de control puede ser estdtico o mévil con
respecto a un dado marco de referencia. En este desarrollo, se considera un volumen de control estético {2
en donde se propone balancear una cantidad tensorial arbitraria (p 1)) definida sobre un material continuo

moviéndose a una velocidad v,

/aw) dQ:_/p¢U.dI‘+/SQdQ—I-/SF-dI‘, @.1)
Q r Q r

ot

donde I es la frontera del dominio €2, dI" es el vector diferencial normal a la frontera, S, es una fuente
volumétrica y St es el flujo que egresa o ingresa al volumen de control a través de la frontera I'. La
Ec. (2.1) plantea que el total de la variacién temporal de la cantidad extensiva (p 1)) dentro del dominio
) esigual ala suma de las ganancias o pérdidas de esta cantidad dentro del dominio debido a su transporte
por conveccién y a su creacion o destruccién por las fuentes de volumen y flujo a través de su superficie.

En el método de los volimenes finitos, se discretiza el dominio {2 en un conjunto de celdas o “vold-

menes finitos” P; los cuales no se solapan y en su unién aproximan el dominio €2,
T

Q=JP A POP =0 ViVj (2.2)

(2

En este trabajo se considera a las celdas P como poliedros convexos y arbitrarios. El balance de (p1)) se

aplica sobre cada una de las celdas P; considerando a la frontera de cada celda como 0F;,

/Pi 8((/;;!))

dV:_/ pl[)’v'ds‘f‘/ Spidv—i- Sapi~ds VBGQ (2.3)

13
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donde dS es el vector diferencial normal a la frontera de cada celda P;. Debido a que las celdas P; son

poliedros, su frontera se puede descomponer en un conjunto de caras planas denominadas K,
oP, =K AN KinK;=0 ViVj (2.4)
i

por lo tanto, las integrales de superficie, se expresan como la sumatoria de integrales sobre las caras K;

del poliedro,

Ipy) ., |
/H- 5 dV—Z/Kip¢v~d5+/PiSpidV+Z/KiSKi.dS VP, e  (2.53)

K;,eP; K;eP;
2.1.1. Volumenes finitos con variables colocadas en centro de celdas

La Ec. (2.5) genera un sistema de n ecuaciones igual al nimero de celdas en el cual se discretiza el
dominio ). De forma de obtener una solucion Unica y determinada, el sistema de n ecuaciones debe
incluir n incégnitas. En un método de volimenes finitos colocados en celdas, las incégnitas se localizan

en el centroide o baricentro geométrico x p de la celda P la cual verifica,

/P (x —xp)dV =0 (2.6)

2.1.2. Discretizacion de las integrales de volumen

Para discretizar las integrales de volumen de una cantidad v/ dentro de una celda P,

/ »(x)dvV, @7
.

se reemplaza al campo () por una aproximacién de Taylor de primer orden centrada en el centro de
celda x p,

Y(x) = YP(xp + Az) = P(xp) + (Ax)" - Vip(zp) + r(Ax), (2.8)

en donde Ax = (x — xp) es el vector que une cualquier punto con el centroide de celday 7(Ax) es el
error de truncamiento o residuo el cual es proporcional a la segunda potencia de Ax y a la norma de la
matriz Hessiana de la funcién 1) evaluada en un punto & perteneciente a la bola B(xp, Ax),

r(Az) = %(Am)T H(Z)-(Az) &€ Bap, Ax). (2.9)
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Introduciendo la aproximacion (2.8) en (2.7) y considerando la propiedad definida en (2.6):

/w(m)de/ [p(ap) + (Az)" - Vo] dV
pP; P;

=1(zp) /P dv + [/P (x —xp)” dV] -V (2.10)

[ [

=(zp)Vp,
2.1.3. Discretizacion de las integrales de superficie

La integral de superficie sobre una cara K; de una cantidad () se expresa como,

/ P(x)dA, 2.11)
K;

en donde dA es el elemento diferencial de drea. La cara K; es compartida por dos celdas las cuales se
denominan de forma relativa como P; y P». Se utiliza una formulacién compacta, en donde la discre-
tizacion de la Ec. (2.11) se expresa en funcion de los valores de sus celdas adyacentes, es decir: ¥ p, y
1 p,. Bajo este concepto, se discretizan las integrales de superficie considerando una variacién espacial
de la funcién () como una aproximacion de Taylor centrada sobre un determinado punto intermedio

del segmento que une los centroides de las celdas Py y P, 12 € [xp,, Tp,]:
’lp($) = ¢(ZE12) + (Aw12)T . V’l,b(wlg) + r(x — aﬁlg). (2.12)

El punto intermedio x12 es aquel que verifica que la derivada de () en direccién paralela al segmento

[xp,,xp,] es:
1/)P2 - "pPl

I(zp, —zp)|

(mpz —Ip )T

N@r —zp)] P2 =

2.13)

Considerando los errores de cambio de centro se puede cambiar el centro de la serie de Taylor desde x12

a los centros de celdas P; y P,. De esta forma, para todo « perteneciente al segmento [z p,, p,],

<

¢mo=¢waww@—wam~@ﬁ{—ﬁl+r@—wm+r@a—m@,
[(xp, —zp)ll 2.14)
(¥p, —¥p,) .
$(@) = Y(@p,) + [|(@ - 2p)|| - T2 4 v (@ — @12) + T(@Tp, — T12).
I(@p, —2p,)|

Al punto que resulta de la interseccién del segmento [ p, ,  p,] con el plano que contiene a la cara K;

se lo denomina como x ¢,. Evaluando la primer expresion (o bien la segunda) de la Ec. (2.14) en el punto
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Ty, se obtiene,

(¥, —¥p,)

Y(xy,) = Y(xp) + ||(zf, —zp)] - [(@n, — )] +r(x —x12) + (TP, — T12) (2.15)

Con el objetivo de expresar la integral de superficie a partir del valor del centroide x g, se propone

expresarlo como una serie de Taylor centrada en el punto x,,
P(rg) :¢(wfi)+Aw;‘g -Vp(xys,) +r(x —xy,) (2.16)

Si se reemplaza la expresion dada en (2.15) en (2.16) se obtiene la expresion del valor de centroide de

cara como funcion de los valores de celda ¥ p, y ¥ p,,

(d’Pz B 11bP1) + Aw}; . V’l/J((Bfl)

l@x) = (en) +@s - el go = 1

+r(x—x12) + (TP, —X12) + (T —TYH).

De forma andloga a lo planteado en la discretizacion de las integrales de volumen, la integral sobre la

cara se puede aproximar a segundo orden por medio del valor en el centroide de la cara:

/Kw,b(a:) dA, ~ Y (xx) Ax (2.18)

donde A es el area de la cara K. Considerando la expresion obtenida en la Ec. (2.17) se puede aproxi-
mar el valor de ¥ (xx ) a segundo orden como,

(¥p, —¥p,)

(o) = plan) + @ —an)l- oA+ A - Vib(ey) (2.19)

Si se considera que el centroide de la cara coincide con el punto x, entonces la expresion anterior se

reduce a,
(¥p, —p,)

. 2.20
IG@r, — )] (220

Y(zr) = P(zp) + |(zx —zp)|| -

Reemplazando la Ec. (2.20) en Ec. (2.18) se resuelve la integral de superficie como funcién de los valores

de celdas adyacentes por medio de la siguiente expresion:

| v@ia~ i) (1 - ”(”“'K“”P)”) A+ plap) M@ TR, g )

(@p, —zp) l(@p, —zp)
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2.1.4. Sistema de ecuaciones lineales

El balance integral definido en la Ec. (2.5) se discretiza con el objetivo de generar un sistema de
ecuaciones lineales factible de ser resuelto eficientemente por métodos computacionales. De esta forma

la Ec. (2.5) se discretiza como,

D agp;=b VP e, (2.22)

donde a;; son los coeficientes que afectan a los valores incégnita por celda 1 y b; es el término inde-
pendiente asociado a la celda ¢. El sistema de ecuaciones definido en la Ec. (2.22) genera un sistema
lineal con n ecuaciones y n incdgnitas. Con el fin de reducir la complejidad computacional, se busca que
la matriz de coeficientes a;; tenga la mayor cantidad de ceros de forma de reducir el nimero de opera-
ciones al momento de realizar multiplicaciones matriz-vector. En este sentido, cada ecuacién en (2.22)
involucra solamente los valores discretizados de 1) que pertenecen a la celda P; y a sus celdas vecinas.
Las celdas vecinas a P; son aquellas que comparten con ella una de sus caras. A estas celdas también se
las denomina comtinmente como primeros vecinos. El balance discreto sobre cada una de las celdas F;

N puede expresar como:

i + Y Ginthn =b; VP € Q, (2.23)

donde el subindice n identifica las celdas vecinas a P;. A esta discretizacién que incluye solamente

primeros vecinos se lo denomina discretizacion de stencil compacto.

2.2. Conservacion global del método de los volimenes finitos

Una propiedad importante del método de los volimenes finitos es su propiedad de conservacién global
de las cantidades balanceadas. El concepto de conservacién global consiste en satisfacer la ecuacién
de balance de una determinada cantidad sobre todo el dominio de estudio tal como se planteé en la
Ec. (2.1). Si se considera que el dominio €2 estd compuesto por una unién de celdas P; tal como se
defini6 en la Ec. (2.3), entonces el balance global sobre €2 se puede expresar como la sumatoria de los

balances realizados sobre cada una de las celdas,

Z/( 5P> V== Z/ (Yv— Sk,) - dA. (2.24)

PeQK;,ePh;

La doble sumatoria anidada del término derecho en la Ec. (2.24) se puede considerar como la suma de

tres sumatorias. Dos de ellas incluyen a las caras internas K7 y la sumatoria restante, a las caras de borde
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al dominio K,

> Yo=Y 0+ >0+ >0 (225)

P eQK, €PR Ki, €Q K, €Q Kref
El par de sumatorias asociadas a las caras internas se corresponden a cada uno de los balances de sus
celdas adyacentes respectivamente. Estas celdas se diferencian por medio de los subindices a y b en K.
Teniendo en cuenta que el vector normal de drea d A esta orientado hacia el exterior de la celda en cada
balance, entonces los vectores dA correspondientes al par de celdas adyacentes de una cara K tienen

sentidos opuestos. Esto implica que la contribucidn neta de cada cara interna es nula,

v.dA + v.dA=0 (2.26)
K, Ky

donde ¥ es una cantidad tensorial arbitraria. Se incorporan las equivalencias dadas en (2.26) y (2.25)

dentro de (2.24),

oY B
2 /p (m_SP’) =3 /KF(%Z’U—SKF)-dA. (2.27)

P, eq KreQ

Luego, agrupando las integrales sobre cada una de las celdas y caras de borde sobre una unica integral,

en todo el dominio y en toda la frontera respectivamente, se llega al balance global del cual se comenzé

/a(d))dQ:—/dlv-dI‘Jr/SQdQJr/SF'dF- (228)
9} Bt N Q r

este analisis,

Del desarrollo realizado se concluye que la discretizacién por volimenes finitos satisface por definicién
el balance global de la cantidad v» dentro del dominio 2. El punto clave de este concepto es la propiedad
descripta en la Ec. (2.26), en donde los flujos definidos sobre las caras internas respectivos a los balances
de sus celdas adyacentes son opuestos.

Las integrales sobre las caras se expresan como una combinacion lineal de los valores en celdas adya-
centes. En este sentido, se define a la integral sobre K, como funcién de los valores en las celdas propias

y vecinas a las caras,

/ V- dA = ¢(K,) = Qaa b, + ap Py (2.29)

a

De la misma forma para K3,

/K U.-dA = ¢(Kb) = Qg Yy + b Yy (2.30)



2.2. Conservacioén global del método de los volimenes finitos 19

Yp, Yp,

v v
'l/)Pa - Qgq (671))
Yp, - Olha Qb

Figura 2.1: Coeficientes en la matriz del sistema de ecuaciones lineales del problema de volimenes
finitos resultantes de la contribucién al sistema de una cara arbitraria K.

Combinando las Ec. (2.29) y (2.30) en (2.26) y reagrupando se llega a la siguiente expresion,

(aaa + ) P, + (aap + abb) P, =0 (2.31)

La ecuacién anterior se debe cumplir para cualquier valor de las incégnitas 1, y 1. Con esta dltima

imposicién la Ec. (2.31) entonces,

Qgq = —Qpq (2.32)
Qgp = —Qpp-

La dltima ecuacion define que los coeficientes resultantes de la contribucion de una cara K en el sistema
de ecuaciones lineales son opuestos. El ensamble correspondiente a los flujos definidos en (2.30) y (2.29)
se muestra en la Fig. 2.1 donde se aprecia que la sumatoria de los valores en las columnas respectivas a

los grados de libertad 1), y 1/, es nula como consecuencia de Ec. (2.32).

2.2.1. Flujo en una cara y flujos parciales

El flujo en una cara se corresponde con una cantidad fisica que atraviesa la frontera entre dos volud-
menes de control que son sus celdas adyacentes. La magnitud del flujo depende fisicamente del valor
de la cantidad trasportada @) a ambos lados de la cara considerada. En el problema discretizado, esta
dependencia espacial del flujo se linealiza por medio de una combinacién lineal de los valores de celda
P,y V. En este sentido, el flujo en una cara K se puede considerar como la suma de dos contribuciones

las cuales dependen cada una de las celdas adyacentes a la cara. A estas contribuciones se las denomina
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como flujos parciales de la cara K y se definen como,

(baa(K) = Qaa P,
¢ba(K) = Qg ¢a
(2.33)
Pap(K) = cap y,
P (K) = app by,

entonces,

¢a(K) = ¢aa(K) + ¢ab(K)
p(K) = ¢pa(K) + ¢y (K).

(2.34)

Teniendo en cuenta la Ec. (2.32 ) los flujos parciales que dependen de un mismo grado de libertad son

opuestos,

¢aa(K) = _¢ba(K)
Dap(K) = =y (K).

(2.35)

2.2.2. Propiedad telescépica

La propiedad de conservacién global del método de los volimenes finitos se puede extender a un
subdominio €2; € 2 cualquiera compuesto por n celdas. El subdominio €2; puede estar compuesto por
una o varias celdas y formar incluso regiones disconexas, tal como se ejemplifica en la Fig. 2.2. Sobre
cualesquiera de los subdominios {2; se puede plantear la ecuacién de balance global como la sumatoria

de los balances locales de cada una de sus celdas P; € €);,

P;Z/ <—sp>dv_— > Z/ (Yv— Sk,

PcQ; K; e Pt

== Z/ (Yv—Sk,) dA+ Z/ (Yv - Sk,) - dA (2.36)

K, e, Ky ey

en donde K1 € (); son las caras de borde del subdominio considerado. El término entre corchetes es
nulo debido a que las integrales sobre cada cara K con las orientaciones a y b son opuestas. Por lo tanto

se demuestra que para cualquier subdominio 2;, la sumatoria de los balances locales de las celdas que lo
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Q
|

|
Q

2

Iy ; Q Q
Figura 2.2: Diferentes subdominios compuestos como combinaciones arbitrarias de celdas que pertene-
cen al dominio 2.

componen es equivalente al balance global sobre este:

/<88_7f_SP> dv+/("/’”_s)'dA=0 I'; € 0%, VQ; C Q. (2.37)
T

La ecuacién anterior resume el concepto de propiedad telescopica del método de los volimenes finitos.
Teniendo en cuenta la igualdad planteada en (2.32) se puede extender a la totalidad de las caras K* € Q;

como,

ay, =—qap, VK' e

aa ba ?
(2.38)

O[Zb = —Ozzb \VIKZ S QZ
La igualdad expresada en la ecuacion anterior se puede interpretar como una igualdad matricial en donde
el conjunto de coeficientes ol ,, afm, aflb y a};b son agrupados en matrices cuadradas y diagonales con un

tamaiio igual al nimero de celdas del dominio considerado: Agq, Apa, Aap Y App tal que,

€; - Aaa *€; = (gq
e;- Ay - € =y

(2.39)
e;-Ag - €= ayp

e; - Ay - e; = aup,
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donde e; es el vector candnico de un tamafio equivalente al de las filas o columnas de las matrices A
recién definidas. Introduciendo estas definiciones, la Ec. (2.38) se expresa de forma matricial como,
Aaa . 1m><1 — *Aba . 1m><1

(2.40)
Aab . 1m><1 — _Abb . 1m><1’

donde 1™*! es un vector columna de “unos” asumiendo que A € R™*™.

2.3. Formulacion Euleriana-Lagrangiana Arbitraria

La formulacién Euleriana-Lagrangiana Arbitraria (ALE) [24] permite plantear ecuaciones de transpor-
te sobre dominios que son variables en el tiempo. La ecuacién de transporte de una cantidad 1) sobre un

dominio con variacién temporal €2(¢) se escribe como,

d/ B dV + ¢(vr~d1“):/ V¢~D~dI‘+/ rabdV, (2.41)
dt Jog) r(t) r(t) ()

donde v, es la velocidad relativa del medio continuo con respecto a la frontera mévil I'(¢) que es igual
a (v — vr) siendo v la velocidad del medio continuo y vr la velocidad de la frontera. Por otro lado
D es el tensor de difusividad y 7 es el coeficiente lineal del término fuente. Ademas del balance pre-
sentado en (2.41) la formulacién ALE requiere satisfacer un balance adicional denominado como ley de
conservacion del espacio,

d

& dV+/ vp - dl = 0. (2.42)
dt Joq) r(t)

Este balance define que la variacién volumétrica del dominio €2; debe ser equivalente al volumen barrido
por su frontera. La discretizacion temporal de los balances (2.41) y (2.42) se debe efectuar de forma

idéntica. De otra forma se introducirian fuentes de masas espurias [29].

2.3.1. Integracion temporal Euler de segundo orden

La discretizacién temporal de la ley de conservacién del espacio por el método de segundo orden

descentrado hacia atras es,

§V(n) _ 2‘/(”*1) lv(nfz) B
2l Tr el —ZP W ek =0, (2.43)

| =

At 27K
KeP

donde los superindices denotan el paso de tiempo correspondiente y <p§?) es el flujo espacial barrido por

la cara para la transformacién correspondiente a los pasos temporales t(~1) y t(") _Estos flujos en las
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caras se denominan como flujos de malla. Para toda transformacién geométrica de una celda poliédrica la

sumatoria de los flujos de malla gogg) sobre todos las caras de una celda P satisface el cambio de volumen

entre el paso temporal nuevo y su predecesor,

V(”_l) V(n—2)

p —'p (n=1) _
At - Z YK =0
KeP

VP(,”) V(” 0 (2.44)
oL &
KeP
Se puede demostrar que el cumplimiento del par de ecuaciones dadas en (2.44) es una condicién sufi-
ciente para satisfacer la Ec. (2.43). Al término entre corchetes de la Ec. (2.43) se lo define como el flujo
de malla en K del método de integracién de Euler de segundo orden,
3 1 (-
0l = Sl — Solth. (2.45)
2 2
Teniendo en cuenta la dltima definicién se discretiza la ecuacion de transporte dada en (2.41) sobre la

celda P como,

3 (1) 1/(n) (n=1) y,(n-1) | 1 ,(n=2)y,(n—2)
*"pp Vp _21»013 VP +”¢’P VP n E n
: /S £ (6 o)
KeP
_ (2.46)
" Dk vy S8 r v,
KeP
donde <Z>v o = v%) S i es el flujo volumétrico absoluto que atraviesa la cara K a tiempo n.
2.3.2. Método de discretizacion temporal de Crank Nicolson
La discretizacién de la ley de conservacion del espacio por el método de Crank-Nicolson es,
V(n) o V(n—l) 1
e il D DK, R RS (2.47)
KeP KcP

donde ¢cn, se denomina al flujo de malla de la cara K para este método. La relacion entre este flujo y

el flujo de malla geométrico se obtiene reemplazando la segunda expresion de la Ec. (2.44) en (2.47),

n 1
Z ¢g<):§ [Z CNK + E CNK]7 (2.48)
KeP KeP

KeP



24 2. Método de los volimenes finitos

por lo que el flujo de malla del esquema Crank-Nicolson se despeja como,

STt =23 oW - S il (2.49)

KeP KeP KeP

Una condicidn suficiente para satisfacer la Ec. (2.49) es,

oo, =200 — o) VK. (2.50)

Se discretiza la ecuacién de transporte (2.41),

(n) y,(n) (n=1) y,(n—1)
Y’V - V 1
P P tP P _ 5 F(w)(nfl) + F(¢)(n) ’ (251)

en donde F'(¢)) es un operador que representa los términos discretizados de la ecuacién de transporte

exceptuando el término temporal. Este operador a tiempo (") se define como,

F(p)™ =Y (qﬁi’;? — @(C’QK) P~ S Dy vyl - SW gy (2.52)
KeP KeP

El operador F'())"~! se obtiene por despeje a partir de la discretizacién de la ecuacién de transporte

para el paso temporal t(”_l),

,lpgz—l) V]gn—l) . wgz—Q) V]gn—Q)
At

= 2 [F@) 1+ Pw)]. (2.53)

entonces,
'l/’gL_l) Vlgn—l) . ¢gz—2) VIS”_Q)
At

F(yp)mY =2 [ — F(y)2). (2.54)

La evaluacidn del término F(w)("_l) por medio de la ecuacién anterior tiene una ventaja de implemen-
tacion en comparacién con especializar la definicién dada en la Ec.(2.52) para el tiempo t(»=1)_ Esta
ultima alternativa requiere evaluar nuevamente los operadores convectivos y difusivos del paso temporal
previo mientras que la Ec. (2.54) determina este término por medio de un célculo basado en los valores
doblemente pasados t(n=2) incluyendo el operador F' (w)("_Q) el cual necesita ser almacenado en todos

los pasos de tiempo del modelo computacional.
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2.4. Solver de flujo compresible

2.4.1. Ecuaciones de gobierno

El flujo a resolver dentro del motor de pistones opuestos es compresible y estd sujeto a grandes transfe-
rencias de energia debido a la combustidn y el trabajo mecdnico. El flujo es gobernado por las ecuaciones

de Navier-Stokes compresibles, la ecuacién de conservacion de la energia y una ecuacion de estado:

» Conservacion de la cantidad de movimiento:

0
(aptu) +V . (puu)=—-Vp+V . -7+ pg (2.55)
» Conservacion de masa:
dp
ivy. =0 2.56
5 TV (o) (2.56)
= Conservacion de energia:
8gze)—i—V-(peu)——V-q—V~(pu)—V~(7'-u) (2.57)
= Ecuacioén de estado:
p = pRT (2.58)

donde 7 es el tensor de tensiones, g es la aceleracion de la gravedad, q es el vector del flujo de energia y
R es la constante de gas ideal. Las ecuaciones definidas previamente generan un sistema indeterminado
con més incdgnitas que ecuaciones. Para resolver esta indeterminacion se definen relaciones constitutivas

para el tensor de tensiones 7 y el flujo de calor q:

= FEl tensor de tensiones 7 se modela por medio de la ley de viscosidad de Newton,
T 2
T=p[Vu+ (Vu' )| + SH(V-u) I (2.59)

donde  es la viscosidad dinamica del fluido e I es el tensor identidad.

= FEl flujo de calor g se determina por medio de la ley de Fourier,

q=—kVT, (2.60)

siendo k la conductividad térmica del medio fluido.
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2.4.2. Resoluciéon numérica de las ecuaciones de gobierno

La determinacién de las incégnitas de un problema de flujo compresible se resuelve por medio de
los balances de momento, masa, energia, de la ecuacidon de estado de los gases ideales y las relaciones
constitutivas. Mediante todas estas ecuaciones se determinan las incégnitas principales del problema las
cuales son la velocidad w, la presion p, la energia interna e y la densidad p. El conjunto de cuatro incg-
nitas y cuatro ecuaciones es un sistema determinado fuertemente acoplado. Por otro lado, las ecuaciones
presentan relaciones no lineales de las incdgnitas del problema.

Para resolver el sistema definido por las ecuaciones de gobierno se propone un método iterativo. En
cada iteracion se dicretizan las ecuaciones de balance como combinacién lineal de una de las incégnitas
en donde los términos no lineales y aquellos que dependen del resto de las incégnitas se asumen como
constantes e iguales al valor de la iteracién previa. Entonces, los balances se resuelven sucesivamente
hasta reducir el error por debajo de una cierta tolerancia. En este punto el método iterativo concluye o
converge.

En detalle, el acople entre las incognitas se basa en una combinacién de los métodos SIMPLE [30] y
PISO [25] denominado como PIMPLE [31]. Se definen dos bucles iterativos anidados: un bucle externo,
bucle SIMPLE y otro interno, bucle PISO. Ambos bucles se disponen a su vez dentro de un tercer bucle
externo encargado de avanzar temporalmente. Con el fin de identificar el nimero de iteracion dentro de
los bucles SIMPLE y PISO se utilizan los supra-indices 7 y j respectivamente. A continuacién, en el
Algoritmo 1, se describe el orden en que se resuelven las ecuaciones definiendo la incégnita resuelta en
cada balance.

En el bucle SIMPLE se resuelve el balance de momento. Esta ecuacién posee términos que se deben
aproximar como constantes para poder determinar un sistema de ecuaciones lineales en la incognita
velocidad. Por un lado, se encuentra el término convectivo que es no lineal respecto a la velocidad y
por otro lado se encuentran las incdgnitas presién y densidad. En este contexto, el término convectivo se
linealiza adoptando el dltimo valor disponible de la velocidad u(“~1). De la misma manera, la presién y

i—1)

la densidad se computan con sus valores disponibles p(i—1) y p( respectivamente. Considerando estas

aproximaciones el balance de momento expresado sobre una celda F; resulta como:

A 60 6 gy 4 /

it Jp, [ (w0~ wr) -ds| + /8 V) ds

| (2.61)
=— / vl dqv VP eQ
P;

Esta ecuacion se discretiza por el método de volimenes finitos llegando a la siguiente expresion para

cada celda de 1a malla,



2.4. Solver de flujo compresible 27

Algoritmo 1 Esquema de acople entre los balances de momento, masa y energia utilizando un solver
basado en los métodos SIMPLE y PISO.
= Bucle Temporal

e Actualizacion de la malla:
n—1 n
w, = uy
e Bucle SIMPLE, iteracion i:
o Balance de momento:
w5t
o Bucle PISO, iteracién j:
¢ Balance de masa:
-~ X
P =y
¢ Ecuacidn de estado:
i—1 i—1/2
Pt pitl
¢ Balance de momento:
w5 ud
© Balance de energia:
hi—1 5 B
¢ Ecuacién de estado:

P

apup + Y ayuy=b VP eEQ (2.62)
N

en donde el subindice /V representa las celdas vecinas a la celda P. En la Ec. (2.62) los coeficientes ap,
ax son funcién de la densidad p(*—1) y del valor de velocidad de la iteracién previa w(*~1, y por su lado,

el vector del término independiente b depende, ademas, de la presion pli=h),

ap = f(p" 1, ulD)
ay = f(pt, ul=D) (2.63)

b= f(p(iil)v u(iil)ap(iil))'

Una vez resuelto la ecuacién de momento y determinado el nuevo campo de velocidades u’ se ingresa
al bucle interior del algoritmo o bucle PISO. En este bucle se acopla la velocidad con la presion, densidad
y temperatura resolviendo los balances de masa, momento y energia. La presion se determina a partir de

resolver el balance de masa,

d
/ pdV+/ pu-dS =0 VP e (2.64)

3 3
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Este balance se expresa en funcion de la presion sustituyendo la densidad y la velocidad por expresiones
que dependen de la presion. La densidad se relaciona con la presién por medio de la ecuacién de estado

de los gases ideales,

p

RT (2.65)

p:

Si se considera el ultimo valor disponible para la temperatura TG=1), Ia relacién entre la densidad y la

presion se linealiza por medio del factor de compresibilidad ) = 1/(RT),

p

=1

Por otro lado, la relacion entre la velocidad y la presion se define a partir del balance de momento. Se
define una version semidiscreta del balance de momento similar a la Ec. (2.62) separando del término b

el gradiente de presion,
apud )+ anvuf V= —vpp +b° vPeQ (2.67)

en donde b” representa el término independiente del balance de momento exceptuando la contribucién del
gradiente de presién. Se agrupan las contribuciones de las celdas vecinas N y el término independiente

b° por medio de un nuevo término denominado H (u),
H [ (- ﬂ =3 anuliTV 4 8. (2.68)

Luego de incluir la Ec. (2.68) en (2.67) se puede expresar la velocidad en la celda P en funcién de la
presion,
Vp H(u)

up == = (2.69)
P ap

Luego se reemplaza la densidad y velocidad por sus equivalentes funciones de la presién dadas en (2.66)

y (2.69) y se las incluye en el balance de masa definido en (2.64):

i—1
d/ ¢<j—1>p<j>dv+/ ) Mﬂ(u(j—l))_vr . dS
dt Jp, oP; ap
(2.70)

(G-1) ,
—/ £ (vpl)-ds) =0 vReQ
op, ap

La relacién entre velocidad y presion definida en la Ec. (2.69) se debe interpolar sobre las caras de las
celdas para discretizar el término convectivo de la Ec. (2.70). En el término difusivo, se utiliza un valor

conocido de la densidad. Una vez resuelta la ecuacién de presion se define la velocidad en las caras de la
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malla a partir de la ecuacién algebraica de momento (2.69):

L0 _ [H@ ) vpl) 2.71)
) ap A R .

en donde el gradiente de presién del segundo término se computa por medio de un stencil compacto
usando valores de celdas adyacentes a la cara [32]. Proyectando los valores de velocidad de la Ec. (2.71)
con el normal de cada cara se obtienen los flujos necesarios para resolver la discretizacién de los términos

convectivos de las ecuaciones de transporte,
¢ = ug - Sk (2.72)

De forma andloga a la Ec. (2.71) se definen los valores de velocidad en celdas,

 H(w)U-Y ()
uy) = HwZ70 Vo 2.73)
ap ap

Una vez actualizada la velocidad se define la energia cinética,

. () . )
EY) = % (2.74)
Posteriormente se actualiza el valor de la densidad previo a resolver el balance de energia,
p(j—1/2) = U= pl), (2.75)

La ecuacidn de energia se plantea en términos de la entalpia h. El balance resuelto es el siguiente,

p (h+ E,) dV+/ (h+ E) [(u(j) - vp) .ds] —/ aVh) . ds
P; op;

dt o

= (2.76)
d

— pdV—/ pot - ds VP € Q.

dt Jp, op;

Una vez actualizada la entalpia se calcula el nuevo valor de temperatura 7Y) y en consecuencia se

actualizan los valores de la compresibilidad ¢)) y de la densidad p(/),

TG) — @
=%
W) = 1 @.77)
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Capitulo 3

Acople numérico por medio de interfaces

no conformes

3.1. Conceptos preliminares

Gran parte de las maquinas industriales presentan componentes con movimiento relativo. Cuando se
plantea un problema de mecdnica de fluidos computacional sobre este tipo de maquinas se divide el
dominio del problema en miltiples subdominios los cuales experimentan una variacién temporal de
su tamaio, forma o posicién. Algunos ejemplos de maquinarias con partes mdviles se muestran en la
Fig. 3.1 que presenta un motor de combustién interna de dos tiempos y un ventilador centrifugo.

Los subdominios en los que se divide un problema con partes méviles se relacionan entre si a través

Figura 3.1: Dos ejemplos de mdquinas industriales con componentes mdviles. Izquierda: motor de com-
bustion interna de dos tiempos; derecha: ventilador centrifugo

31
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Q Q, 0 0 Qy
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|

M N =0 Interfaz volumétrica
Sin interseccion Interfaz superficial

QaNQp=1II

QaNp =

Figura 3.2: Tres tipos de acople entre subdominios: (a) sin interseccion; (b) interseccion superficial e (¢)
interseccion volumétrica.

de una interfaz. Esta se define a continuacién: dados dos subdominios €21 y 29, se define a la interfaz I1
como la region del espacio definida por la interseccion £2; N €2,. En base a esta definicidn se diferencian
tres casos los cuales se detallan en la Fig. 3.2. En la Fig. 3.2 (a) se muestran dos subdominios que estdn
separados sin interferir el uno con el otro por lo que no poseen una interfaz en comin. En este caso
no existe relacién entre los subdominios por lo que la resolucién del problema numérico sobre ellos
se realiza de forma independiente. También se considera que dos dominios no poseen una interfaz en
comun cuando estos comparten un punto o una arista. En cambio, en la Fig. 3.2 (b), los subdominios
interfieren espacialmente definiendo una interfaz superficial y finalmente, en la Fig. 3.2 (c), se muestra
un par de subdominios que interfieren en una region tridimensional generando de esta forma una interfaz
volumétrica. Cuando las interfaces del caso dado en la Fig. 3.2 (b) tienen movimiento relativo, estas
dan lugar a problemas denominados de forma general como interfaces deslizantes (sliding interfaces).
En estos problemas los subdominios se mallan de forma independiente y se relacionan entre ellos por
medio de una malla de superficie. La forma de trabajar y resolver la interaccion entre las mallas de
superficie da lugar a técnicas numéricas que son objeto de estudio de esta tesis. Por otro lado, el acople
de subdominios por medio de una interfaz volumétrica requiere de resolver la interaccién entre dos
porciones de la malla de volumen. A este tipo técnicas se las denomina como el método de mallas
solapadas o Chimera (overset meshes). Si bien, este tipo de técnicas son en general mas complejas en
lo que respecta a su implementacion, estas presentan mayor libertad para definir geométricamente la
frontera de los subdominios del problema. De todos modos, este tipo de técnicas no serdn abordadas en

esta tesis.
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=14 =1p, =g, =5,

Figura 3.3: Problema del tipo rotor-estator en donde se muestra que las interfaces son completamente
acopladas para cualquier posicién del rotor.

3.1.1. Interfaces parcialmente y totalmente acopladas

La regidn superficial que determina la interfaz II se define conceptualmente como la regién compartida
por un par de subdominios. Sin embargo, esta interfaz se discretiza independientemente en cada dominio
definiendo las interfaces 114 y Il para los subdominios €24 y €25 respectivamente. En el caso de que
las interfaces II 4 y Il cubran la misma regién del espacio se dice que son interfaces totalmente aco-
pladas. En esta situacion los bordes de los subdominios II4 y IIp son iguales a la interfaz conceptual II.
Dependiendo del problema, la interfaz II puede ser constante a lo largo del tiempo. Un ejemplo de esta
situacion se presenta en la Fig. 3.3 que esquematiza un problema del tipo rotor-estator. Aqui, el subdomi-
nio del rotor es acoplado con el estator mediante una interfaz II la cual es constante en el tiempo ya que
independientemente de la posicién del rotor, la interfaz es siempre circular y completamente acoplada
con la interfaz del estator. En otras palabras, las interfaces discretas II 4 y IIp son equivalentes en todo
momento a la interfaz conceptual II. Cuando se cumple la condicidn definida previamente, entonces las
interfaces I14 y IIp se denominan interfaces completamente acopladas.

En otro tipo de problemas, la interfaz conceptual I es variable a lo largo del tiempo. Esta puede variar
su extension o desaparecer como consecuencia del movimiento relativo entre las partes. Esta dltima situa-
cién sucede en un motor de combustion interna de dos tiempos en donde el cilindro modifica su volumen
y arazon de esto se cubren y destapan las entradas y salidas de aire tal como se muestra en la Fig. 3.4. En
la gréfica se presentan diferentes posiciones relativas del piston dentro del cilindro detallando para cada
caso las interfaces I 4 y Il de los subdominios del problema. En los tres estados, las interfaces I14 y

IIp se solapan parcialmente para determinar la interfaz resultante II. Debido a esta razén se las denomi-
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Figura 3.4: Interfaces variables en el tiempo en un motor de dos tiempos.

na como interfaces parcialmente acopladas. En la Fig. 3.4 se aprecian las tres situaciones posibles, a la
izquierda, el caso donde la interseccion coincide totalmente con una de las interfaces, en este caso Il 4,
al medio, el caso donde esa interseccién no cubre totalmente a ninguna de las dos interfaces enfrentadas

sino solo parcialmente y finalmente a la derecha el caso donde esa interseccion es vacia .

3.1.2. Interfaces conformes o no conformes

La discretizacion por volimenes finitos de los subdominios §24 y €2 genera mallas de superficie 74 y
Tp asociadas a las interfaces II 4 y II g respectivamente. En este trabajo, la interfaz 74 se denomina como
la interfaz “fuente” la cual esta compuesta por caras Kfq- Por otro lado, la interfaz 75 se la denomina
como la interfaz “destino” siendo compuesta por caras K %. En el caso de que las mallas de superficie
TA Y Tp sean idénticas, a estas se las denomina como interfaces conformes. En esta situacidn, el nimero
de caras de las mallas 74 y 7p son iguales y ademads, para cada cara K ,i4 € T4 existe una y solo una cara
idéntica K fg € 7B.

Por otro lado, las mallas 74 y 7p se denominan como interfaces no conformes cuando sus discreti-
zaciones son diferentes. En estos casos, cada cara Ki‘ € T4 estd en interseccidon geométrica con una o
varias caras K % € 7p. Lo mismo sucede para la interfaz 75, para cada una de sus caras K ]é se encuentra
en oposicién con un grupo determinado de caras Kf4. Este esquema de conectividades entre ambas inter-
faces se define en un par de listas denominadas x 4 y xp que contienen para cada una de las caras de las

interfaces 74 y 7p respectivamente el grupo de caras de la interfaz opuesta con las cuales intersecta. La
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descripcion formal de estas listas se presenta a continuacion,

vap (K4) = {K} e mp: A (KhnKL) >0} v Kher,

(i) = {r e a (ko) o) ¢ em

3.2. Acople numérico de interfaces con el método de los volimenes finitos

El desafio principal de un método de interfaz es realizar un acople numérico entre los subdominios sin
introducir errores en comparacion con un problema andlogo compuesto por solamente una regién. En este
contexto, algunos métodos se basan en eliminar las interfaces no conformes que unen los subdominios de
forma tal de convertir estos en una Unica regién. Aqui, los errores numéricos en la interfaz desaparecen.
Sin embargo se necesita pegar o unir las interfaces y, en consecuencia, esta estrategia es costosa desde
el punto de vista computacional. Este inconveniente es mds importante en problemas de malla dindmica
ya que la unién de las interfaces se debe realizar en todos los pasos de tiempo. Un ejemplo de este tipo
de técnicas se denomina como “interfaces deslizantes” o Sliding Interfaces [10, 21, 11]. En este método
se realizan cambios topoldgicos en la malla para unir las interfaces en un tinico conjunto de caras que
pasan a ser caras internas de la malla. De esta manera se genera, al momento de resolver el problema
numérico, una malla compuesta por una Unica region. Esta metodologia es usualmente utilizada para
resolver problemas de motores de combustién interna. Otra técnica similar se denomina como Buffer
layer method la cual se describe en el trabajo de Qin et al. [33] y ha sido posteriormente mejorada por
Wang et al. definiendo el método Zipper Layer [34]. Estos métodos definen bloques de mallas que se
unen de forma automatica formando una Unica regién, pero con el limitante que los bloques deben ser
discretizados con mallas estructuradas.

Por otro lado, una gran cantidad de técnicas introducen diferentes estrategias numéricas para resol-
ver la comunicacion fisica de las interfaces no conformes evitando modificar la estructura de la malla.
Debido a esto, estas técnicas son computacionalmente mds eficientes que las mencionadas previamente
pero como contrapartida, se generan errores numéricos. Una propiedad importante y necesaria a exigir
en estos métodos es la conservacion de los flujos o conservatividad. Los problemas de conservacion en
la interfaz provocan pérdida de exactitud y ademds, generan problemas de estabilidad numérica, princi-
palmente cuando se presentan discontinuidades en el entorno de las interfaces [35]. Mas atin, en algunos
problemas, como aquellos que determinan el tiempo de residencia de ciertas particulas, importantes en
procesos quimicos, o el seguimiento de especies en tanques de agitamiento requieren de una estricta
conservacion de flujos para conseguir resultados aceptables. En el caso contrario, los problemas de con-
servacion invalidan los resultados y pueden motivar situaciones de inestabilidad.

La propiedad de conservacion de flujos en problemas con interfaces no conformes fue originalmente
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estudiada por Berger [36] utilizando un esquema conservativo a partir de diferencias finitas bidimensio-
nales. Dentro de las estrategias conservativas, una de las més citadas es la técnica patched-grid la cual fue
presentada inicialmente por Rai quien introduce un abordaje conservativo sobre interfaces estructuradas
bidimensionales [37]. Esta técnica se extendié en aplicaciones del tipo rotor-estator en un trabajo subsi-
guiente [38]. Lerut y Wu propusieron un método basado sobre patched-grid el cual asegura estabilidad y
conservatividad en simulaciones con miiltiples dominios utilizando un solver de Euler implicito [39]. Un
trabajo mas reciente establece el uso de interfaces del tipo patched-grid en combinacién con un método
de remapeo lineal de alto orden utilizando un esquema WENO [40]. Si bien, la estrategia patched-grid
es adecuada para resolver problemas con multiples dominios discretizados con mallas estructuradas, esta
dltima condicién es una limitante para resolver problemas industriales los cuales presentan una comple-
jidad geométrica elevada requiriendo de mallas no estructuradas. Inspirado en esta limitacién, Mathur
[41] propuso un estrategia conservativa mas general. Su trabajo se basa en la sustitucion de las interfaces
no conformes por un tnico conjunto de caras que actian como caras internas. Sin embargo, estas caras
carecen de una representacion precisa del centroide siendo que éste es una caracteristica geométrica im-
portante para el computo de los flujos. Otra metodologia conservativa se presenta en el trabajo de Loh
et. al [42] donde se intercambian flujos entre los subdominios por medio de un esquema de conveccion
del tipo upwind. Recientemente, en el trabajo de Ramirez et al. [43] se propone un esquema de inter-
faz de alto orden utilizando minimos cuadrados. Sin embargo, la versién conservativa de este método
es computacionalmente costosa debido a la necesidad de computar intersecciones geométricas entre las
caras. Para solucionar este problema, los autores diseflaron una técnica de interfaces deslizantes usando
celdas halo lo cual evita el cdlculo de intersecciones pero incurriendo, no obstante, en problemas de
conservacion.

De forma contraria, los métodos no conservativos son en general mas simples de implementar debido
a la practicidad de sus interpolaciones. Es comiin encontrar combinaciones lineales para reconstruir los
flujos en las caras sin imponer ninguna restriccion que atienda a la conservacion de los flujos. Dentro de
estos métodos se encuentra una version simple y efectiva para acoplar interfaces no conformes la cual se
presenta en el trabajo de McNaughton et al. [44]. Aqui se utilizan nodos halo o ghost en las interfaces los
cuales definen condiciones de borde independientes para cada uno de los subdominios que comparten la
interfaz. Este trabajo emplea una interpolacidon no conservativa enfocandose en el criterio de eficiencia
computacional. Otros grupo de trabajos utilizan pesos en sus interpolaciones basados en las dreas de
interseccion de las caras de interfaz. Un ejemplo de estas técnicas se presenta en el trabajo de Beaudoin y
Jasak [45], técnica denominada como Interfaz de Grilla General (GGI). Esta fue especialmente concebida
para aplicaciones de turbomaquinaria. Otro método similar, estd implementado en OpenFOAM(R)[8] y

se denomina como Interfaz de Malla Arbitraria (AMI). Dentro de este grupo también se puede citar el
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trabajo de Steijil and Barakos [46] el cual estd disefiado para resolver la aerodindmica en helicopteros.
En general se concluye que los métodos conservativos son simples para su desarrollo e implementacién
pero utilizando mallas estructuradas. Aquellos métodos conservativos disefiados para mallas arbitrarias
tienen una reducida eficiencia computacional y una elevada complejidad a la hora de implementar el
método en un cédigo computacional. Por otro lado, existen métodos conservativos con una concepcion
simple, pero estos son de una precision reducida. En este contexto, la mayoria de las aplicaciones de
ingenieria que utilizan configuraciones con multiples dominios usan estrategias de acople no conserva-
tivas, enfocdndose en un compromiso entre simplicidad y eficiencia. No obstante, tal como se describié
previamente, en algunos problemas la conservacion de los flujos es una propiedad imprescindible.
Dentro de este marco, este capitulo desarrolla los conceptos tedricos basicos relacionados a la con-
servatividad en un problema de volimenes finitos con interfaces no conformes. Se expone un criterio
matematico general que relaciona los coeficientes de ensamble de las caras de interfaz. Cumpliendo el
criterio desarrollado se asegura un acople numérico conservativo y monétono entre los subdominios del
problema con interfaces. Posteriormente se aplican estas relaciones conservativas por medio de una nue-
va técnica numérica basada en proyeccion de coeficientes la cual se valida resolviendo de un par de

ejemplos numéricos.

3.3. Conservacion local y global e interpolaciones acotadas en interfaces

no conformes

Para lograr conservacion global en problemas con interfaces no conformes se debe conservar la pro-
piedad global o propiedad telescépica del método de volimenes finitos definida en la Ec. (2.37). Debido
a la no conformidad en las interfaces, los flujos sobre sus caras no se corresponden en las caras de su
interfaz opuesta. A raiz de esto, la propiedad telescdpica no se cumple de forma natural para todo sub-
dominio que contenga por lo menos una celda adyacente a las interfaces. Esto se explica en la Fig. 3.5 la
cual esquematiza un dominio subdividido en dos subdominios, 24 y 2. Estos son mallados de forma
independiente generando las interfaces no conformes 74 y 75. A su vez, se eligen sobre este dominio
tres subdominios cualesquiera segtin se muestra en el lado izquierdo de la Fig. 3.5. Los subdominios {2;
y 23 contienen caras ajenas a las interfaces. En estos subdominios se satisface la propiedad telescopica
de forma natural de acuerdo a las propiedades intrinsecas al método de los volimenes finitos. Contra-
riamente, la propiedad telescOpica no es aplicable en el subdominio {25 ya que posee caras sobre las
interfaces que no estin solapadas completamente por caras de su interfaz opuesta. Entonces, {5 posee
un sector de la interfaz que no se encuentra en oposicion por su correspondiente interfaz opuesta. En-

tonces cualquier flujo que egrese o ingrese por este sector no serd correspondido por la interfaz restante
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Figura 3.5: Subdominios elegidos de forma arbitraria dentro de un dominio con interfaces no conforme.
El subdominio 2, esta conformado por caras pertenecientes a ambos lados de la interfaz.

violando la propiedad telescopica. Por lo tanto, para analizar la propiedad telescépica sobre interfaces
no conformes se elige un subdominio que comprende la totalidad de las celdas adyacentes a la interfaz.
En correspondencia a esto se define el subdominio €24 en la Fig. 3.5 (lado derecho). Si se satisface la
propiedad telescOpica para este subdominio en particular significa que las interfaces son conservativas
en sentido global o globalmente conservativas.

A diferencia de lo planteado en el capitulo anterior, las caras internas del subdominio {24 pertenecen
a interfaces no conformes. Debido a esto, no se puede plantear una correspondencia uno-a-uno entre las
caras internas de este subdominio. Para resolver esta dificultad se plantean interpolaciones numéricas a
través de las interfaces segun se explica a continuacion.

Nétese que lo desarrollado en esta seccidn estd concebido para interfaces totalmente acopladas. El caso
particular en donde las regiones a acoplar tienen un acople parcial (interfaces parcialmente acopladas) se

abordara en la Seccion 4.3.

3.3.1. Interpolacion de flujos en la interfaz

En el capitulo anterior se definieron como flujos parciales a aquella porcién del flujo en una cara que
es funcién exclusiva de un determinado grado de libertad del problema numérico. En consecuencia, una
cara interna posee dos flujos parciales respectivos a sus dos celdas adyacentes. En cambio, una cara de
interfaz posee una Unica celda adyacente pero, no obstante, la cara en cuestion interfiere geométricamente

con un grupo determinado de caras de la interfaz opuesta relaciondndose numéricamente con sus celdas
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adyacentes respectivas. El equivalente a las ecuaciones (2.29) y (2.30) para las caras de la interfaz 74 es,

/ V- dA = ¢}
K

= ¢+ DPup

=dhat Y, i (3.2)
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De la misma forma para la interfaz 75 se tiene,

/ U-dA = ¢
K

j
B

— 4 J

= ¢Ba T 93

— Jt J 3.3

= D OBat by 63

K)Expa
=al, Z wi' Yy + app . VK € Tp.
K4 €Xpa

En las Ecs. (3.2) y (3.3), ng y wﬁi son factores de interpolacion los cuales se describirdn posteriormen-
te. Los flujos parciales provenientes de las interfaces opuestas d>f4 BY gb{g 4 son resultado de la sumatoria
de los denominados flujos elementales QS%_E; y 1’54 respectivamente. Estos flujos elementales se corres-
ponden con los grados de libertad de las interfaces opuestas. En resumen, el flujo en una cara de interfaz
esta compuesto por el flujo parcial relacionado a su celda y un flujo parcial correspondiente a la interfaz
opuesta tal como se esquematiza en la Fig. 3.6. En esta figura se detalla como el flujo parcial asociado
a la interfaz opuesta se subdivide a su vez en los denominados flujos elementales asociados las celdas
adyacentes del lado opuesto.

Segin se observa en las Ecs. (3.2) y (3.3), la sumatoria de los flujos parciales provenientes de la interfaz

Flujo total Flujos parciales Flujos elementales

4

¢ oy =[0haHohp S =0ha X Ods

Figura 3.6: Explicacion de las subdivisiones del flujo saliente en una cara de interfaz.

|
J
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opuesta se expresa como el producto entre un coeficiente asociado a la interfaz opuesta (Ozf4 BY ag DY
un promedio pesado de los grados de libertad por medio de los factores w4 y wp. Este promedio pesado

se puede considerar como un valor promedio equivalente,

Yo=Y wy vl VK ETq
Kpextp
Yh= Y wih VK}€Tp.

i J
Kjexpa

3.4)

Esta dltima interpolacién convierte la multiplicidad de valores provenientes de la interfaz opuesta en un
unico valor. De esta forma se resuelve la no conformidad de las interfaces generando un acoplamiento
numérico uno-a-uno. La Ec. (3.4) se puede definir de forma matricial. Para esto se agrupan los grados de
libertad de cada interfaz en vectores ¥4 € R™*! y Wy € R™*! para las interfaces 74 y T respecti-
vamente en donde la componente ¢ () de estos vectores es el valor de 1 en las celdas adyacentes a las
caras Ky y K7, respectivamente. De la misma forma se definen los vectores ¥4 € R™*!y U € R™¥!
que contienen los valores interpolados 1,[74 y @ respectivamente. Finalmente, los pesos de interpolacién

wy y w’' se agrupan en las matrices wp € R™*" y wy € R™™ ™ respectivamente. Con estas nuevas

definiciones, la Ec. (3.4) se reescribe como una igualdad vectorial,

\1/73: weg - lI’B
- (3.5)
\IIA =wA- lIlAa

en donde la matriz wp es la matriz de la transformacioén lineal T4 : R™ — R™ que define como los
grados de libertad adyacentes a la interfaz 75 se proyectan sobre 74. Andlogamente, la matriz w 4 es la
matriz de la transformacion lineal T4 : R™ — R"™ que define como los grados de libertad adyacentes
a la interfaz 74 se proyectan sobre 75.

De la misma forma, se expresan como igualdades vectoriales las expresiones planteadas en las Ecs. (3.2)

y (3.3),

Dyp=Au4 Yo+ Ayp-wp-¥p
(3.6)
®p=Aps-wy-¥y+ App - ¥p,

en donde ® 4 y ® 3 son los vectores que contienen los flujos ¢4 y qb% respectivamentey A4 € R™*™,
App ER™ ™ Apy € R™ "™y Agp € R™™ son matrices diagonales que incorporan los coeficientes

a de las ecuaciones (3.2) y (3.3). La propiedad de conservacién global se cumple si la sumatoria de los



3.3. Conservacion local y global e interpolaciones acotadas en interfaces no conformes 41

S o= ¢

Figura 3.7: Esquema gréfico presentando el concepto de conservacidn global en interfaces no conformes.

flujos de las interfaces es nula lo que equivale a la siguiente expresion
17 P4+ 1. By = 0. (3.7)

El concepto de conservacion global se explica de forma grafica en la Fig. 3.7 en donde se plantea la
equivalencia entre los flujos de un par de interfaces no conformes.

Introduciendo (3.6) en (3.7) y agrupando términos se llega a,
(11><m cAaa+ 11><n -Apa - wA) Wy + (11><m -Aup-wp + 11><n . ABB) -Wp =0. (3.8)

La conservacidn global se debe cumplir para cualquier valor de los grados de libertad ¥ 4 y W . Esto

implica que los términos entre paréntesis deben ser nulos,

17 A+ 177 Apy - wy =0 (3.9)

En consecuencia se llega a la siguiente igualdad vectorial que garantiza la conservacién global en una

interfaz no conforme,

(3.10)
11><m . AAB Swp = _11)(71 . ABB

Esta igualdad es andloga a lo expresado en la Ec. (2.40). En este caso en particular, la igualdad vectorial
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se puede expresar como una equivalencia entre los coeficientes de las matrices de forma que,

a%A:—Za%Ain Vi
' / N (3.11)
O‘ZBB:_ZO‘%B“)B] V3.

7

De la ecuacidén anterior se observa que la sumatoria de coeficientes ensamblados por cada una de las
caras de la interfaz dentro de una misma columna de la matriz del sistema de ecuaciones es nula. Si se

multiplican ambos miembros de la Ec. (3.11) respectivamente por wi‘ y 1/1]}3 se tiene,

Aty =-Y_ (aZBA wy’ WA) VK) €74
/ (3.12)
Joad j VNN J
aBBwB——Z(O/ABwB B) VKy € 7.
i
Los términos entre paréntesis son los flujos elementales qbfg’iA y (;5%9 para las interfaces 75 y 74 respec-

tivamente, seglin se esquematizo en la Fig. 3.6. Reemplazando estas definiciones en (3.12) se llega a la

siguiente relacion:

¢E4A:_Z Wy VKL €7a
‘ T ‘ (3.13)
b= =D 0k VG €T

Esta tltima igualdad equivale a que cada flujo parcial correspondiente a una determinada interfaz se
distribuye completamente sobre las caras de su interfaz opuesta por medio de los flujos elementales.
A esta propiedad de los flujos parciales se la denomina conservacion local del método de interfaz. Un
esquema gréfico para este concepto se presenta en la Fig. 3.8. En la primer subfigura se esquematiza
como los flujos parciales ¢f4 4 se distribuyen sobre la interfaz 75 por medio de los flujos elementales

%’;4. De la misma forma, en la segunda subfigura se aprecia que los flujos parciales ¢]é g se distribuyen
sobre la interfaz 74 por medio de los flujos elementales gb%}

A partir de este desarrollo se concluye lo siguiente: basado en un esquema de conectividades local dado
por las expresiones (3.1), se consigue conservacioén global de los flujos en las interfaces para cualquier

valor de los grados de libertad si y solo si se satisface conservacién local de los flujos segtin la Ec. (3.13).
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Figura 3.8: Esquema grafico presentando el concepto de conservacion de flujos elementales en interfaces
no conformes.

3.3.2. Interpolacion acotada

Las interpolaciones definidas en la Ec. (3.4) son acotadas si wil and @ se encuentran entre los valores

minimos y maximos respectivos a los grados de libertad usados en la interpolacion:

mfn{qp{B LK € XAB(KQ)} < P, < mix {% LK € XAB(KQ)} VK € 74

. — S ‘ , (.14
min {0}y : Ky € xpa(Kh) b < 0 < max {wi - Ky € xpa(Kh)} VKD €

Una condicién suficiente para satisfacer el requerimiento de interpolacién acotada es que la sumatoria
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de los pesos de interpolacién sumen la unidad siendo estos nimeros positivos:

Y wy =1 VKjemn

Kpexsp
Y wli=1 VKL erp
= (3.15)
Ky €xpa
wf >0 Vi, j
wy >0 Vi,j.
De forma matricial, este dltimo requerimiento se puede expresar como,
1" w’ =1"
1" wh =1"
(3.16)

ei-wy-e; >0 Vi Vj

e;-wp-e; >0 Vi Vj.

Estas propiedades de los pesos de interpolacién implican que los flujos elementales estdn acotados por

los flujos parciales correspondientes de la interfaz opuesta, es decir:

0 < ¢y < Pua

. ) (3.17)
0<¢%s < dhp

3.3.3. [Expresiones generales para el acople numérico en interfaces

A partir del desarrollo realizado en los parrafos precedentes se llega a un conjunto de expresiones que
son condiciones necesarias y suficientes para que una técnica de acople numérico entre interfaces sea

conservativa local y acotada:

Lema 1. Dado el par de interfaces 74 y Tg con m y n caras respectivamente, con sus matrices de
coeficientes Agq € R™ ™, Ayp € R™™, Aps € R" "™y Agp € R™™" y el par de matrices de
pesos de interpolacion wy € R™™ y wp € R™*"™, la definicion de los flujos de interfaz por medio

de la Ec. (3.6) genera un acople numérico conservativo de forma local y acotado si se satisfacen las
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siguientes relaciones:

1" A p=—-1"- Aps-wy
1. AAB W = -1". ABB~
1. wh =17
i (3.18)
17’L ‘wB — ]_m

e-wyp-e; >0 Vi Vj

ei-wB-ej> 0 Vi Vj.

3.4. Interfaz conservativa basada en proyeccion de coeficientes

De acuerdo a lo explicado en la seccion previa, el disefio de un acople numérico entre interfaces con-
servativo requiere definir cuatro matrices con coeficientes de ensamble del sistema lineal de ecuaciones
y dos matrices de pesos de interpolacidon que deben satisfacer el grupo de expresiones de la Ec. (3.18).
El conjunto de condiciones planteado por la Ec. (3.18) admite infinitas soluciones posibles por lo que se
debe definir una estrategia para resolver esta indeterminacién. En este contexto se define a continuacién
un método de definicién de las matrices y coeficientes de peso de forma tal de satisfacer las expresiones
dadas en (3.18):

Definidas dos matrices diagonales cualesquiera Asgq € R™*™ y A p € R™*™ que contienen
los coeficientes de ensamble respectivos a las caras de la interfaz 74, y ademads, la matriz de pesos de
interpolacién wp € R"*™, la cual satisface que,

1" wh =1m

3.19)
ei-wB-eij Vi V],

entonces, la siguiente definicién de las matrices diagonales Ags € R™"*"™y Agp € R™*" respectivas a

la interfaz 75 y de la matriz de pesos de interpolacién wy € R™*™ satisface la Ec. (3.18):

ABB = —diag [D(AAB) . wB] y
Aps = —diag[D(Ax4) - wp], (3.20)

-1 T
wy =—-Ap,-wp - Apa,

donde el operador diag[x] devuelve la matriz diagonal que se construye a partir del vector x. Por otro
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lado, el operador D(y) retorna como vector la diagonal de la matrizy € R™*™,

(3.21)

donde E;; es una matriz que contiene un 1 en la posicion ¢¢ siendo nulos el resto de sus componentes. En
resumen, este método parte de las matrices de coeficientes de una de las interfaces y sus pesos de inter-
polacidén para luego definir las cantidades respectivas de la interfaz opuesta por medio de la Ec. (3.20).
Debido a que este método propone definir de forma independiente los coeficientes y pesos de un solo
lado de la interfaz para luego definir los de la interfaz restante se lo define como un método de proyeccién
de coeficientes. A continuacion se demuestra que satisfacer las Ecs. (3.19) y (3.20) implica satisfacer el

conjunto de expresiones de la Ec. (3.18). La demostracién se divide en tres partes:

1. El cumplimiento de la primera expresion de la Ec. (3.20) implica satisfacer la segunda expresioén

de la Ec. (3.18): se aplica el operador diagonal en la primera expresién de la Ec. (3.20),

D(App) = —D(Aap) -wp (3.22)

y desarrollando los operadores en su versién matricial,

1”’ABB:—1m‘AAB"wB (3.23)

que es la segunda expresion de la Ec. (3.18).

2. El cumplimiento de la la tercera expresion de la Ec. (3.20) en combinacién con la Ec. (3.19)
implica satisfacer la primer expresion de la Ec. (3.18): se premultiplica por (1" - Ap4) a la tercera

expresion de la Ec. (3.20),

(1" - Apa) -wya =—(1"- Apa) - AB}LX . wg - Aapa
(3.24)
1" - Apg-wy = —ln-wg-AAA.
Si se incluye el requisito pedido en la Ec. (3.19) entonces,
1" Apa-wqg=—-1""- Apg, (3.25)

que es la primer expresion de la Ec. (3.18).
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3. EI cumplimiento de la segunda y tercera expresion de la Ec. (3.20) implica satisfacer la tercera

expresion de la Ec. (3.18): se aplica el operador diagonal en la segunda expresion de la Ec. (3.20),
D(Apa) = —D(Axaa) - ws, (3.26)

desarrollando por los operadores en su versiéon matricial,
1" Apa=—-1"-Aps-wp. 3.27)
La dltima ecuacién se multiplica por la identidad expresada en el lado derecho como AE;}L‘ - Apa,
1" Apa = —1" - (Aga-wp - ApY) - Apa, (3.28)

donde el término entre paréntesis es igual al negativo de la transpuesta de la matriz w 4 segin se

define en la tercera expresion de la Ec. (3.20). Reemplazando el término entre paréntesis por wﬂ,

1" Apy = 1™ - w) - Apa, (3.29)
y multiplicando a ambos miembros por Ag;,

1" Apa-Ag =1 w) - Aps- AZ}
BA BA (3.30)
1" = 1" wh,

que es la tercera expresion de la Ec. (3.18).

Teniendo en cuenta que la Ec. (3.19) es la cuarta expresion de la Ec. (3.18) quedan entonces demostrado
que satisfacer las expresiones (3.19) y (3.20) implica satisfacer todos los requerimientos definidos en
(3.18) por lo que se demuestra que el método de proyeccion de coeficientes es un método que satisface
los criterios de conservacion local e interpolacién acotada.

3.4.1. Propiedades del método de proyeccion de coeficientes

Ademas de la conservacion de flujos, existen otras dos propiedades que son importantes de cumplir en

un método de interpolacion a través de interfaces no conformes:
= Simetria del sistema de ecuaciones lineales.

= Célculo correcto de la matriz transpuesta.
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Simetria en interfaces no conformes

En el caso de tener un problema cuya matriz del sistema de ecuaciones lineales es simétrica, esto
implica la igualdad de las matrices ensambladas en la interfaz, concretamente: Agq = Aapy Apa =
App. En el método de proyeccion propuesto es directo inducir que si Ag4qa = Aap entonces esto

implica que Ap4 = App a partir de las primeras dos expresiones de la Ec. (3.20).

Calculo de la matriz transpuesta para interfaces no conformes

El sistema de ecuaciones lineales resultante del problema de volimenes finitos se resuelven utilizando
diferentes solvers lineales dependiendo de la caracteristica de la matriz. En caso de que la matriz no sea
simétrica, uno de los solvers lineales de uso comun es el método del gradiente biconjugado [47] en donde
se necesita computar la matriz transpuesta del sistema de ecuaciones. Esta operacidon matricial es trivial
para el caso de un problema sin interfaces pero en el caso contrario se plantea una nueva restriccion:
la submatriz perteneciente al sistema global que resulta del ensamble de las caras de interfaz se define
como A, y estd compuesta por la concatenacion de las matrices A4, Aap, Apa y Appg, en donde las
matrices que afectan a los grados de libertad de la interfaz opuesta estan proyectados con los pesos w 4

yws,

A Aup - w
A — A4 ABEE L (3.31)
Apa-wap App

De este modo, la matriz transpuesta AZ se expresa como,

AT = Aar wi-Apa (3.32)
wh - Aap App

en donde la transpuesta de A4p y Apa es igual a estas matrices ya que son diagonales. A diferencia
de la matriz original A, en donde por cada fila se tienen los coeficientes pertenecientes a una misma
interfaz, A 44, Aap del lado fuente y Apa, App del lado destino, el cilculo de la matriz AZ requie-
re en cada interfaz computar cantidades definidas en la interfaz opuesta, informacion de la que no se
dispone totalmente. Por ejemplo, en el ensamble de las filas correspondientes a las celdas de la interfaz
T4 se requieren los coeficientes definidos sobre la interfaz 75, Ap 4. Esto impone una dificultad para la
implementacion del método ya que se requieren interpoladores distintos a los empleados para el caso de
la matriz sin transponer. Por esta razén, es ttil poder expresar las matrices (w?; -Apa)y (wg - AaB)
en funcién de A 44 y App respectivamente. En este sentido se definen las siguientes expresiones equi-

valentes que permiten remplazar los términos no diagonales de la matriz definida en la Ec. (3.32) por
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matrices de coeficientes respectivos a su interfaz,

AAA wp = w£ . ABA
(3.33)
App-we =wp - Aap,
en donde,
we = Agp - wh - Aap. (3.39)
La primera expresion de la Ec. (3.33) se demuestra remplazando w 4 por su definicién en (3.20),
App-wp = (AgY - wh - Asa)" - Apa
Apn-wp=Ass wp- Al - Apa (3.35)

Agp-wp = Aps wp.

Por su parte, la segunda expresion en (3.33) se demuestra incluyendo la definicién de w¢ dada en (3.34)

-1 T T
ABB . (ABB -wp - AAB) = wgpg - AAB
(3.36)
T T
wpg - App = wpg - Aup
Por lo tanto, la definiciéon de la matriz transpuesta de A, expresada en funcidn de los coeficientes
respectivos a cada interfaz es:

A Apqp-w
AT = A aame L (3.37)

App-wc App

3.4.2. Determinacion de las cantidades independientes sobre una de las interfaces

El método de proyeccién de matrices y coeficientes definido en la Ec. (3.20) requiere definir inicial-
mente las matrices de coeficientes correspondientes a una de las interfaces 74 o 75 y su matriz de pesos
de interpolacién. A estas matrices se las denomina matrices independientes mientras que las restantes,
definidas por medio de la Ec. (3.20), se las denomina matrices dependientes. Previamente se eligi a la
interfaz 74 como la interfaz con matrices independientes A4, Apa y wp.

Las matrices de coeficientes A 4 4, Apa contienen coeficientes que resultan del ensamble de los ope-
radores convectivos y difusivos de la ecuacién de transporte. Su computo es funcién de campos en la

interfaz y de cantidades geométricas como areas y distancias. En una cara de interfaz estas cantidades se
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calculan con valores definidos sobre ambas interfaces, en general:

oia = Faa (K, KG) K € X(Kh), VKb e
' ' ’ A . 4 (3.38)
alap = fan (Kb K)  Kh e x(Kh), VE) €.

Las cantidades definidas en la interfaz opuesta 75 se interpolan utilizando los pesos wp. Asimismo,
cualquier cantidad ,Yé definida sobre las caras K ?3 € Tp se proyectan sobre las caras Kf4 € T4 para

definir el valor proyectado WiB seglin:
Vo =Y wivh Kjex(Kly) VK, €ma (3.39)
J

Los pesos de interpolacién wp deben cumplir con las propiedades definidas en la Ec. (3.16) donde
se exige que los coeficientes de interpolacion estén definidos entre O y 1 y que ademds la suma de los
coeficientes asociados a cualquier cara Kil debe ser la unidad. La alternativa elegida en este trabajo es

utilizar pesos basados en dreas de solapamiento entre las caras de ambas interfaces,

A (K40 k)

J i
1 (Kix) V. Ky € xaB (KA) , (3.40)

wpR (Kﬁ,) = wjéj ceR: w%j =
donde A(K) es el area de la cara K. El algoritmo de computo de los pesos de realiza por medio de
la técnica de supermalla local propuesta en el trabajo de Farres y Maddison [48]. Detalles adicionales
de este procedimiento se presentardn en la Seccidn 4.2.3. Los pesos basados en dreas de solapamiento
satisfacen los requerimientos de la Ec. (3.16) y ademas poseen la propiedad de conservar las integrales
de superficie de las cantidades proyectadas. Dado un conjunto de valores de caras 7% definidos sobre
la interfaz 75 y proyectando estos sobre las caras Kf;l € 74 por medio de la expresion (3.39) y pesos
definidos por solapamiento de areas segtin (3.40) entonces se satisface la integral de area sobre la interfaz
de forma discreta,

S OFRAEY) = > L AKY) (3.41)

Ki€ra KlLerp
Ejemplo: discretizacion del término difusivo

El computo del flujo difusivo en una cara K requiere conocer la distancia entre los centroides de las
celdas adyacentes a esta cara. También se debe calcular la difusividad en la cara a través de interpolacién

de los valores de las celdas adyacentes,

(VB — Ya4)

A(K) (3.42)
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Celda B

Celda A

Figura 3.9: Definicién del segmento que une los centroides de celdas separadas por la cara K. Las
distancias parciales entre el centroide y el plano que contiene a la cara K se denominan d4 y dp

donde d es la distancia entre las celdas P; y P». Esta distancia se descompone como la suma entre d4 y

dp segun se clarifica en la Fig. 3.9. El factor de interpolacién f, se calcula como,

fp = -2 (3.43)

Si la cara K pertenece a la interfaz 75, entonces las cantidades definidas sobre la interfaz opuesta 75 se
calculan segtn la Ec. (3.39). Para el caso particular del ensamble del término difusivo se deben proyectar

los valores de la difusividad vp y las distancias dp a valores interpolados sobre la interfaz 74,

Vo= wg 75 Kpex(Khy) VK€
j

3 - ‘ ' ' (3.44)
dg =Y wy dfy Ki € x(K}y) VK}€ra
J
Utilizando estas proyecciones el flujo difusivo para una cara K4 € 74 se escribe como,
da da (Y —¥a)
o (K1) = [__ At (1 - __> 73] We = a) ). (3.45)
da+dp da+dp lda + dpg||

3.4.3. Comentarios sobre la implementacion computacional

La implementacién del método de proyeccion de coeficientes requiere computar las cantidades de-

pendientes en una de las interfaces segtin las Ecs. (3.20). En problemas no lineales, como en un solver
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de flujo, el computo de las Ecs. (3.20) se debe realizar en todos los pasos temporales ya que los coefi-
cientes de ensamble independientes A 4 4 y A op varian continuamente. En la presente implementacion,
la proyeccién de coeficientes se realiza al comienzo de la resolucién del sistema lineal de ecuaciones.
En el caso particular de resolver los sistemas lineales con un solver del tipo multigrilla, cada interfaz se
divide en subconjuntos de caras de acuerdo al nivel de refinamiento utilizado por el solver multigrilla. En
cada nivel de refinamiento, se deben recomputar los coeficientes de ensamble y pesos de interpolacién
en ambas interfaces.

En particular de esta tesis, se implementa esta técnica sobre dos tipos de solver lineales: gradiente
preconjugado para matrices simétricas y gradiente biconjugado para matrices no simétricas. En este
ultimo solver se adiciona al computo de las Ecs. (3.20) el cédlculo de los pesos w. por medio de la

Ec. (3.34) los cuales son necesarios en el cdlculo de la matriz transpuesta.

3.5. Ejemplos de aplicacion

En esta seccién se muestran un par de ejemplos que tienen como objetivo probar la conservatividad del
método de proyeccion de coeficientes contrastando los resultados con los correspondientes a un método

de interpolacioén .

3.5.1. Problema difusivo puro

Se propone un problema difusivo para evaluar la propiedad de conservacion del método de proyeccién
de coeficientes. Se analiza el mezclado por medio de difusién de un trazador con una distribucién inicial

dentro de una cavidad. La definicién del problema es la siguiente:

WD L v hx)ve] = 0
P(x,0) = 200 x €0y
Y(x,0) = 0 x € Qp (3.46)
W0 = 0 cer
y(x) = 1+ 1000022y?z>

donde 1) es la concentracién del trazador, (x) es el coeficiente de difusividad del mismo, I es la frontera
del dominio y 24 y 2p sus subdominios. Estos se mallan con celdas hexaédricas utilizando diferente
refinamiento para generar interfaces no conformes. El problema se presenta de forma esquematica en la
Fig. 3.10. Se define una difusividad no homogénea para amplificar los potenciales problemas de conser-

vacion. En la Fig. 3.10 se detallan tres flechas que indican la direccién en la cual la difusividad aumenta.
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Q4

Qp

x = (0, 0, 0)
a=1

Figura 3.10: Cavidad ctbica con una interfaz localizada sobre el plano z = 0,5. Se define una difusividad
no uniforme la cual tiene un valor minimo y maximo sobre los puntos x = (0,0,0) yx = (1,1,1)
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Figura 3.11: Promedio sobre todo el dominio de la cantidad 1) segiin el método de interpolacién utilizado.

Ademds se presentan referencias a los valores minimos y méximos localizados en los nodos (0,0,0) y
(1,1, 1) respectivamente. El problema se resuelve con un solver difusivo transitorio en el cual se discre-
tiza el operador Laplaciano con un esquema lineal y el término temporal por medio del esquema Euler
implicito respectivamente. El tiempo total se simulacién se configura en 1 s y el paso temporal se define
en 0,001 s.

El promedio global de la funcién marcador se grafica a lo largo del tiempo en la Fig. (3.11). La evo-
lucién del promedio global de ¢ para el método de proyeccion de coeficientes demuestra conservacion a

lo largo de todo el tiempo de simulacién. También se incluyen los resultados correspondientes al método
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Interfaz
Flujo
constante

Figura 3.12: Un perfil Gaussiano se transporta a lo largo de un conducto de seccion cuadrada el cual
contiene una interfaz no conforme en la mitad del trayecto.

basado en interpolaciones por dreas de solapamiento. Para este método se aprecian problemas de con-
servacion ya que la cantidad inicial de la funcién marcadora se incrementa de forma errénea en el orden
del 1 %. Este incremento en la cantidad total de 1) se produce en el comienzo de la simulacién cuando el

gradiente de v en la interfaz posee un valor maximo.

3.5.2. Problema de flujo con transporte escalar

En este ejemplo se propone resolver un problema de Navier-Stokes al cual se le incorpora una ecuacién
de transporte para resolver la conveccidn pura de una funcién trazadora. El dominio propuesto es un tubo
rectangular de dimensiones [Im x 1m x 6m] en donde se impone al flujo una condicién de velocidad
constante de 1 m/s a la entrada. Sobre el mismo borde, se define un perfil Gaussiano como condicion de

entrada para la funcidn trazadora,
V(@) =1~ (a>+y") Veelp, (3.47)

donde I'g es el borde de entrada. El trazador 1 se transporta a lo largo del tubo por el campo de velocida-
des resultantes del problema de flujo tal cual se esquematiza en al Fig. 3.12. El tubo rectangular se divide
a la mitad de su eje longitudinal generando dos subdominios separados por interfaces. Ambos subdomi-
nios se discretizan con celdas hexaédricas pero utilizando diferentes nimeros de divisiones en sus ejes
coordenadas: [9 x 9 x 24] y [10 x 10 x 24] para los subdominios de entrada y salida respectivamente.
De esta forma se generan interfaces con mallas de superficie no conformes. El problema numérico se
discretiza con un esquema implicito de primer orden para la integracién temporal, esquemas de primer
orden para la conveccidn y un esquema lineal de segundo orden para el término difusivo y el cdlculo de
los gradientes. El paso de tiempo utilizado para esta simulacion es de At = 0,1 s con un tiempo total

de 100 s para lograr que el flujo se desarrolle por toda la extension del conducto, alcanzando el estado
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Figura 3.13: Balance total de la funcién trazadora en el tubo rectangular a lo largo del tiempo de simula-
cidén para el método de proyeccion de coeficientes y un método basado en pesos de dreas de solapamiento.

estacionario.

Para lograr la conservacion del trazador se requiere resolver los problemas de flujo y transporte de
manera conservativa. En el estado estacionario, la cantidad total del trazador que ingresa en el dominio
debe ser exactamente igual a la que egresa. En este contexto, la Fig. 3.13 muestra el desbalance total
entre el trazador que ingresa y egresa utilizando el método de proyeccidn de coeficientes y un método
basado en pesos de solapamiento de dreas en funcién del tiempo. En esta figura se aprecia un desbalance
inicial para ambos métodos que se corresponde con que el frente de avance del trazador no ha alcanzado
la salida del dominio. Ya superada la primera mitad de simulacién se aprecia que el desbalance para
el método de proyeccién de coeficientes converge hacia un valor de precisién de maquina (1e~19). De
forma contraria, los resultados del método no conservativo convergen en un desbalance de la funcién
trazadora del orden de (1e~3) lo cual deja en evidencia la no conservacién de las cantidades de balance

de este método de interpolacion.

3.6. Notas finales

En este capitulo se hizo un estudio tedrico sobre el tratamiento numérico en interfaces de superficie no
conformes. El andlisis comienza a partir de exigir la propiedad telescopica sobre un subdominio com-

puesto exclusivamente por las celdas adyacentes a las interfaces. A partir de un desarrollo matricial, se
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llegd a un conjunto de relaciones entre los coeficientes de ensamble del sistema lineal de ecuaciones y los
pesos de interpolacidn que aseguran conservacion global y local del acople numérico de las interfaces no
conformes. Dentro de este marco, se propuso un método de interfaz que define los coeficientes de ensam-
ble y pesos de interpolacién sobre solamente una de las interfaces para luego proyectar estas cantidades
sobre la interfaz opuesta por medio de ciertas expresiones. Las cantidades resultantes de este método
de proyeccidn satisfacen los criterios de conservacion local y global segin se verifica en un desarrollo
matematico. El método se implementa computacionalmente y se lo prueba resolviendo dos problemas de
flujo con transporte de un escalar verificindose la propiedad de conservacidn.

Las expresiones generales expuestas en la Ec. (3.18) son valiosas desde el punto de vista tedrico ya
que permiten verificar de forma general las propiedades de conservacién de cualquier método numéri-
co de acople entre interfaces. Por otro lado, se identificaron dos propiedades importantes en un método
de interfaz: conservacién de la simetria de los sistemas lineales y el cdlculo correcto de matrices trans-
puestas. A partir de estos conceptos se concluye que los métodos de acople no conservativos interfieren
sobre la simetria de los sistemas lineales introduciendo flujos convectivos espurios. Ademads, en los mé-
todos no conservativos se realiza un cdmputo incorrecto de la matriz transpuesta lo que puede afectar la

estabilidad de aquellos solvers lineales basados en esa operacién matematica.



Capitulo 4

Acople conservativo entre interfaces no
conformes basado en interseccion de

mallas

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior se desarrollaron los conceptos tedricos sobre la conservacién de flujos en inter-
faces no conformes por medio del método de los volimenes finitos. Se llegd a un conjunto de expresiones
definidas en la Ec. (3.18) que determinan relaciones entre los coeficientes ensamblados en la matriz del
sistema lineal de ecuaciones y los pesos de interpolacién de forma de asegurar conservacién global y
local de los flujos en las interfaces. Estas expresiones son generales y se aplican para cualquier problema
de volimenes finitos que utilice interfaces no conformes. Dado un par de interfaces cualesquiera, existen
infinitas posibilidades para definir las matrices de coeficientes y pesos de interpolacién de forma de satis-
facer la Ec. (3.18). En este contexto, se precisé un método en particular que se basa en la proyeccién de
coeficientes de una interfaz a la otra tal como se defini6 en la Ec. (3.20). En este método se propuso uti-
lizar pesos basados en drea para la matriz wp aunque es posible elegir cualquier otro esquema teniendo
en cuenta que los pesos deben ser acotados.

En este capitulo se describe una nueva alternativa para resolver el acople conservativo entre interfaces
a través de una interfaz auxiliar denominada como supermalla (supermesh, en inglés). Una supermalla
es la combinacién de las interfaces no conformes en una dnica interfaz que contiene los elementos de
ambas interfaces. A raiz de esto, es posible asociar cada cara de la supermalla con un tnico elemento
de las interfaces originales lo que da lugar a una relacién “uno-a-uno” entre las celdas adyacentes a las

interfaces. El concepto de supermalla es propuesto en primera instancia por Farrel et al. [26] quienes

57
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formalizan el concepto de supermalla para realizar interpolaciones conservativas entre mallas no estruc-
turadas. En un trabajo posterior, Farrel y Maddison extienden el concepto de supermalla para mallas
volumétricas [48] y ademds, se propone un algoritmo computacionalmente eficiente para la construccién
de la supermalla denominado como supermalla local (local supermeshing). Esta técnica ha sido adoptada
en trabajos subsecuentes caracterizados por interpolar campos entre mallas aprovechando sus ventajas de
conservatividad y eficiencia computacional [49, 50]. El concepto de supermalla es aplicado al método de
los volimenes finitos en el trabajo de Menon y Schmidt [51] en donde se resuelve el traspaso de campos
entre mallas poliédricas arbitrarias con una precisién de segundo orden. Esta dltima técnica es aplicada,

por ejemplo, para resolver problemas de mallas dindmicas en motores de combustién interna en [52].

4.1.1. Definicion de supermalla

Se define a la supermalla 7¢ construida a partir de interfaces originales 74 y 75 de la siguiente manera,

Ne D N4 UNB,

“4.1)
A(Kév NK)e {O, A(Kg)}VKé €rc, Ker, re{ra, 78},

donde N¢, N4 and N son los conjuntos que contienen los nodos de las interfaces 7¢, 75 y T4 respec-
tivamente. La primer expresion en (4.1) afirma que la supermalla 7¢ contiene la totalidad de los nodos
de las interfaces originales 74 y 75. Por otro lado, la segunda ecuacién en (4.1) indica que cada cara
perteneciente a la supermalla estd totalmente incluida en alguna de las caras de las interfaces originales.
Esta definicién es vélida para el caso de interfaces totalmente acopladas. La definicion correspondiente

al caso parcialmente acoplado se describird en la Seccién 4.3.

4.1.2. Ventajasy desventajas de la supermalla

El concepto clave de una supermalla es que permite realizar una conectividad de pares trivial entre las
celdas adyacentes a la interfaz sustituyendo a las interfaces no conformes. De esta forma, la supermalla
es equivalente a un conjunto de caras internas que comunica las celdas adyacentes de las interfaces
originales. Debido a esto, la conservacion de flujos se garantiza a partir de la propiedad telescépica del
método de los volimenes finitos.

Si bien desde el aspecto numérico el uso de una supermalla simplifica el proceso de acople conservativo
entre interfaces, su construccion tiene desventajas desde el punto de vista computacional. La principal
dificultad es determinar cada una de las caras resultantes de interceptar los elementos de las interfaces
originales. Cada cara de supermalla puede ser un poligono arbitrario que debe ser definido en base a una

lista ordenada de puntos. Luego, este nuevo elemento de supermalla debe ser introducido en la malla del
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problema computacional. Esto conduce a agregar nuevos puntos, caras y conectividades a la estructura
de datos de la malla. Ademds, se deben remover de la malla las interfaces originales pero, no obstante,
estas se deben almacenar en memoria para ser recuperadas al momento de redefinir un nuevo estado
de supermalla en problemas de malla dindmica. Todas estas tareas insumen recursos computacionales lo
cual es un inconveniente en problemas dindmicos ya que la supermalla se debe actualizar constantemente.

En resumen se listan los principales pasos necesarios para definir una supermalla,
1. Determinar los pares de elementos de las interfaces originales que se solapan o intersectan

2. Para cada par de elementos intersectados determinar la lista ordenada de puntos que define al

poligono interseccién
3. Remover las caras y los puntos de las interfaces originales

4. Agregar los nuevos puntos y caras de la supermalla dentro de la estructura de datos de la malla.

Asignar las nuevas conectividades

4.2. Una estrategia simplificada: la pseudo-supermalla

Con el objetivo de disminuir los costos computacionales devenidos de la construccion de la supermalla
se propone el uso de una versién simplificada denominada pseudo-supermalla. Esta estrategia surge a
partir de considerar la siguiente propiedad: el método de volimenes finitos de segundo orden de precisién
solo requiere conocer el drea y la posicion del baricentro o centroide de las caras de la malla. Entonces,
una definicidn precisa de la geometria de las caras no es necesaria, siendo solamente requerido sus dreas
y centroides. En este sentido, la estrategia de pseudo-supermalla propone redefinir la cantidad de caras
de las interfaces originales para lograr una conectividad uno-a-uno entre ellas. Luego, a cada cara de
la pseudo-supermalla se le asigna el 4rea y el centroide correspondiente al sector interseccién que esta
representa. La principal ventaja de este método radica en que no es necesario determinar el poligono
interseccién evitando agregar nuevos nodos o vértices y nuevas caras en la malla. Adem4s, no se necesita
ordenar el conjunto de nodos que determinan el poligono ya que el drea y el centroide del mismo se
pueden obtener a partir de una triangulacién arbitraria de los nodos desordenados que resultan del sector

interseccion.

4.2.1. Definiciéon de pseudo-supermallas

La estrategia de pseudo-supermalla se basa en redefinir el numero de caras de las interfaces fuente
T4 'y destino 7p con el objetivo de construir nuevas interfaces con una conectividad trivial, o bien, uno-

G99

a-uno. Para esto, cada cara K4 € 74 (Kp € 7p) se duplica o multiplica “n” veces de acuerdo a la
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conectividad con su interfaz opuesta la cual esta determinada por la lista de conectividades x 4p(x5A4).
Las caras generadas son copia de las caras originales por lo que comparten sus mismos nodos (los nodos
no se replican). Estas se almacenan en nuevas interfaces ¢, y 7¢, denominadas interfaces de pseudo-

supermalla. La definicién formal de las pseudo-supermallas se describe a continuacion:

Lado fuente: la pseudo-supermalla 7c, que nace a partir de 74 con caras K Zci es una malla de su-

perficie 7¢, € R? con elementos planos K EJA € R? tal que:
» No, =Ny

" VKy € T4 A VKL € xap(Ky) ANKE € o, 1 AKKY) = AKi N KL) A
C(KE,) = O(KLANEKR) A Ny = Nigy

Lado destino: la pseudo-supermalla 7, que nace a partir de 75 con caras K, é; es una malla de

superficie 7¢,, € R® con elementos planos K| é}; € R? tal que:
= Noy =NB

« VKL € 75 AN VKY€ xpa(Ky) VKL € 1oyt AKE) = AKYNEKL) A
C(Ké;):C(KAﬂKfB) A NK]C; = Nki,

donde N es el conjunto de nodos de la cara K. La primera igualdad afirma que los nodos de cada
interfaz de pseudo-supermalla son los mismos que sus respectivas interfaces originales. Por su lado, la
segunda proposicién describe que para cada par de caras originales interconectadas existe una y solo una
cara en cada pseudo-supermalla. El drea y centroide de las caras de pseudo-supermalla son iguales a las
correspondientes del sector interseccién. Ademas, los nodos que forman las caras de pseudo-supermalla
son iguales a los de sus caras padres.

Un ejemplo gréifico de interfaces de pseudo-supermalla se muestra en la Fig. 4.1. En esta figura se
muestran dos subdominios: el subdominio ubicado a la izquierda posee la interfaz 74 discretizada con
caras cuadradas. Por otro lado, el dominio ubicado a la derecha contiene la interfaz 7g discretizada con
caras triangulares. Delante de cada una de las interfaces se muestran cada una de las caras de las interfaces
de pseudo-supermalla 7¢, y 7c, las cuales surgen como replica de las caras originales. Las caras de
pseudo-supermalla de ambas interfaces se conectan de a pares con un esquema uno-a-uno emulando una

supermalla la cual se esquematiza en la parte central de la figura.

4.2.2. Conectividad de las pseudo-supermallas

Para cada cara de una interfaz original (74 o 7p) existen “n” caras idénticas en las interfaces de pseudo-

supermalla (7¢, y 7¢j) respectivamente. La cantidad “n” depende del nimero de caras del lado opuesto
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Figura 4.1: Ejemplo de pseudo-supermallas.

que solapan a la cara padre. Debido que para cada conexidn entre un par de caras originales existe una
sola cara en cada interfaz de pseudo-supermalla, la conectividad entre 7¢, y 7¢ €s uno-a-uno. En este
sentido, se definen dos nuevas listas de conectividades. La lista x ¢, contiene para cara del lado fuente

K lci € 7¢, la correspondiente cara en el lado destino K é; € TCp,

Xeacs(KE) = K5 e e, VKY€ e, 4.2)
andlogamente,
Xepoa(KLL) = K¢ €10, VKL € 70y 4.3)

Siguiendo la definicién de las interfaces de pseudo-supermalla, la conectividad entre las caras origina-
les y las de pseudo-supermalla son definidas de forma directa. En este contexto, se define la lista x ac,

la cual relaciona todas las caras de pseudo-supermalla K é]A que nacen a partir de cada cara Kf4 € Ta,
Yac, (Kiy) = {Kg{1 €rc, Kl e XAB(KQ)} VK € 74, (4.4)
de la misma forma para la interfaz destino se tiene la lista x g,

XBCp (K ) = {K € Top - Kil € XBA(Ké)} VK% € TB. 4.5)
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M 1nterior | Exterior

Figura 4.2: Triangulacién del sector interseccion mediante sucesivos recortes entre pares de tridngulos.

4.2.3. Supermalla local

Tal como se explicé anteriormente, las caras de pseudo-supermalla comparten el drea y el centroide
del sector interseccién que estdn representando. Por lo tanto, es necesario determinar estas cantidades
geométricas a partir de las caras originales en 74 y 75. En este trabajo se utiliza la técnica de supermalla
local propuesta en el trabajo de Farres y Maddison [48]. La técnica de supermalla local se basa en
triangular la regidn interseccion de cada par de caras solapadas inmediatamente después de haber sido
identificado. La identificacién de cada par de caras que se intersecan se realiza mediante un algoritmo
denominado “frente de avance”. En esta técnica, las caras de ambas interfaces se alocan inicialmente en
una arbol-R basado en cajas envolventes. Cuando se identifica un par de caras que se solapan, se continda
evaluando una de las caras solapadas con los vecinos de la restante. Este método se desarrolla de forma
secuencial hasta que no se encuentre un solapamiento exitoso. En este caso, se vuelve a encontrar una
semilla de interseccién mediante una biisqueda por drbol para luego iniciar nuevamente el algoritmo de
bisqueda basado en vecindades. Tal como se dijo anteriormente, la caracteristica principal del algoritmo
de supermalla local consiste en que una vez determinado cada par de caras en interseccidn se procede
al calculo del drea y del centroide de la region intersecada. Para esto se propone dividir el sector de
interseccion K% N K7 en una triangulacién 7%/ compuesta por un conjunto de tridngulos ¢, € 7%,
La triangulacion del sector solapado se realiza adoptando el método de Eberly [53] el cual procede en
triangular cada una de las caras intersecadas para luego evaluar la interseccidn entre todos los tridngulos.
La interseccion de un par de tridngulos se realiza mediante el recorte de uno de ellos mediante los lados
del restante. Esto genera un nuevo poligono el cual es triangulado nuevamente. El algoritmo continda
hasta que el sector solapado quede totalmente triangulado. Un ejemplo de este algoritmo se muestra en
la Fig. 4.2. Una vez determinado el conjunto de triangulos ¢*/ el drea y centroide del sector interseccién

se computan de forma directa. El 4rea se computa como la suma de las 4reas de cada triangulo ¢,, € T%7,

AKYNKS) = Y Alta), (4.6)
tn€THI
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y el centroide del sector interseccion se calcula como el promedio pesado por drea de los centroides de

cada tridngulo ¢,, € T%7, a saber:

; 1 ijA n)Lc\ln
z (K4 NK)) = Ltyers Altn)Ze(! ). (4.7)

ZtneTw A(tn)

4.2.4. Ejemplos de aplicacion
Conveccion pura de un perfil Gaussiano

En este ejemplo se propone transportar un perfil Gaussiano por medio de un flujo constante (flujo
“pistén”) a lo largo de un conducto de seccién cuadrada. El dominio €2 se divide en dos partes, 24 y
Qp a partir de seccionarlo mediante un plano normal a la direccién del flujo. Ambos subdominios se
discretizan de forma independiente para generar una interfaz no conforme la cual se resuelve mediante la
estrategia de pseudo-supermalla. El dominio utilizado se present6 en un problema similar en el capitulo

3 por medio de la Fig. 3.12. La definicién matemdtica del problema se presenta a continuacion,

v U = o0
Ux) = (0,0,1) x € Q, (4.8)
Y(x) = exp[-10(z*+y?)] x€Tlp,

donde U(x) es la velocidad del flujo, ¥)(x) es el escalar transportado y I'p es el borde de entrada.
La solucidén de este problema es el transporte completo de la condicién inicial a lo largo del dominio

generando un perfil constante en la direccidon dada por eje z,

P(x) = exp [—10 (z° + y?)] x €. 4.9

Ambos subdominios se discretizan con una malla estructurada de hexaedros las cuales tienen un dife-
rente nimero de divisiones para lograr interfaces no conformes. Concretamente, las interfaces se mallan
con un esquema de [n x n] y [(n+ 1) x (n + 1)] divisiones por lado donde el pardmetro n se varia
desde n = 4 hasta n = 512 para realizar un estudio de convergencia del error. El problema se resuel-
ve utilizando un solver transitorio partiendo de una condicion inicial ¢)(x) = 0. La simulacién finaliza
cuando se alcanza el estado estacionario. El término convectivo se discretiza mediante el esquema up-
wind de segundo orden. El error cuadratico medio del perfil de salida resultante se grafica en la Fig. 4.3
en funcidén del tamaiio de la discretizacién. En la misma gréfica se presentan los resultados que se obtie-
nen utilizando mallas compuestas por una sola regidn, es decir, sin interfaces. Los resultados demuestran
una convergencia de segundo orden del error. No se presentan diferencias con respecto a los resulta-

dos utilizando mallas conformes lo que prueba para esta caso de conveccién pura que las interfaces de
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pseudo-supermalla no introducen error adicional en comparacién con un caso sin interfaces.

Problema de difusion pura

En este ejemplo se propone un problema manufacturado utilizando un dominio cibico. El principal
objetivo es evaluar el orden de convergencia del método de pseudo-supermalla en un problema difusivo
analizando, en particular, la influencia sobre el error de las correcciones no ortogonales [32].

La definicion del problema es la siguiente,

V- [Vix)] = 6 x €0
b(x) = l+at+y+a®+y’ xely={xel:2=0}
P(x) = 3+a+ytay+a®+y? xelp={xel:z=1}
Y(x) = l+y+z+y?+22 xelg={xel:x=0} , (4.10)
Y(x) = 3+y+z+yzty’+2? xelp={xel:z=1}
Y(x) = 1+a+z+a%+22 xelp={xel:y=0}
Y(x) = 3+a+z+az+a?+ 22 xelp={xel:y=1}

donde v(x) es la cantidad a transportar en el dominio €2 con frontera I" la cual se divide en los bordes

I' 4..I'r correspondientes a cada una de las caras del cubo. El problema tiene solucién analitica:

Y(x) =14z +y+2+ayz + a2 +y? + 22 x € Q. 4.11)

El dominio {2 es una cavidad cubica de un metro por lado en donde las interfaz se localiza en el plano

0.1

Pseudo-supermalla —e—
Region unica - o Vo

0.01
0.001 /
0.0001

le—05 + / .
1e—06 /{

1607 b 57 : ]

Error

le—08 :
1 10 100

h [mm]

Figura 4.3: Convergencia del error en el problema de conveccion pura.
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Figura 4.4: Convergencia del error en un problema manufacturado puramente difusivo.

z = 0,5. Para realizar un estudio de convergencia del error, el problema definido en Ec. (4.10) se resuelve
utilizando diferentes discretizaciones en cada uno de lo subdominios generando interfaces no conformes.
Los resultados presentados en la Fig. 4.4 muestran concordancia con aquellos provenientes de utilizar
una sola regién de malla tanto para el caso con correcién ortogonal como sin ella. Las correcciones no

ortogonales mejoran la precisién del método a segundo orden en el espacio.

Conservacion en un problema de transporte

Se resuelve un problema de Navier-Stokes transitorio en una cavidad cuadrada de un metro de lado.
En una mitad del dominio se configura una funcién marcadora con un valor de ¢y = 200, mientras
que en el sector restante se la define en v = 0. El flujo estd en reposo a tiempo inicial y comienza a
moverse debido a una velocidad paralela al eje z la cual se impone en el borde superior de la cavidad. La
viscosidad cinemdtica del fluido v tiene un valor de 0,01 m?/s y la velocidad del borde superior tiene una
magnitud de 10 m/s definiendo un nimero de Reynolds igual a 1000. El tiempo total de simulacién es de

50 s. Una representacion esquematica del problema se muestra en la Fig. 4.5 y su definicién matemadtica

es,
W + V. [U(x,t) U(x,t)] = w +rvA[Ux,t)] xeQ
V. [Ux,t)] = 0 x €
U(x,t) = (0,0, uy) xelp (412)
U(x,t) = (0,0,0) xe{l-Tp}
U(x,0) = (0,0,0) x € Q,
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Interfaz

Figura 4.5: Descripcién del problema de conveccién de un trazador de un flujo en una cavidad cuadra-
da. El dominio esta subdividido en dos regiones que separan las zonas con y sin trazador al inicio del
problema.

NN

Figura 4.6: Interfaces triangulares y hexagonales utilizadas en el problema de transporte del trazador en
una cavidad cuadrada.

oP(x,t)

T+V-[U(x,t)¢(x,t)] =0 xeQ
P(x,0) = 200 x €4 Wi
b(x,0) = 0  xeQp
o
%(x,t) 0 x €T,

donde U(x,t) es la velocidad del fluido, p es la presion, p es la densidad del fluido asumida como
constante con un valor de 1 kg/m3, Q4 y Qp son los subdominios que se separan mediante la interfaz,
I'p es el borde superior del tubo y I es la frontera del dominio. Los subdominios €2 4 y €2 se discretizan
con diferentes patrones para generar una interfaz no conforme. En detalle, el primer subdominio se malla
con celdas tetraédricas (21173 celdas) y el subdominio restante con poliedros generales (6831 celdas).
Estas discretizaciones generan interfaces triangulares y de poligonos (hexdgonos) como se muestra en la
Fig. 4.6.

El problema se resuelve utilizando el algoritmo combinado SIMPLE-PISO. El paso temporal se confi-
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Figura 4.7: Plano transversal x = 0,5 mostrando para los primeros instantes de la simulacién aquellas
celdas del dominio cuyo valor de la funcién trazadora es ¢ > 50.

gura con un valor de 0.01 s definiendo un nimero de Courant maximo de C'o ~ 14. Para la discretizacién
temporal se utiliza el esquema de segundo orden basado en diferencias hacia atras. Por otro lado, para la
conveccidn se utilizan esquemas de conveccidn del tipo aguas arriba o upwind. Los términos difusivos
se discretizan con un esquema lineal.

En este problema la dindmica del flujo mezcla la funcién trazadora a lo largo de todo el dominio como
se observa en la Fig. 4.7 donde la funcién marcadora junto con el flujo atraviesan la interfaz de forma
continua. Teniendo en cuenta esto, es necesario resolver el problema de flujo y la funcién trazadora de
forma correcta para conservar la cantidad total del escalar transportado. El problema se resuelve también
utilizando una técnica que utiliza coeficientes de interpolacion basados en dreas de solapamiento entre las
caras. Todos los resultados se presentan en la Fig. 4.6 que muestra la cantidad total del escalar a lo largo
del tiempo. La técnica de pseudo-supermalla demuestra conservacién a precisién de maquina (10~16)
de la cantidad total del marcador a lo largo del tiempo de simulacién. Por otro lado, la técnica basada
en interpolaciones tiene problemas de conservacién no despreciables. Para esta solucién, el promedio
global del escalar crece indefinidamente en el tiempo indicando problemas de estabilidad. La desviacién
estandar del trazador se evalda como un indicador de mezclado. Como referencia de este pardmetro se
simula el problema utilizando una malla de una sola region. Aqui se utiliza una discretizacién equivalente
al caso con interfaces pero convirtiendo las caras de las interfaces en caras internas por medio de una
unién topoldgica de estas.

La evolucién de la desviacion estandar a lo largo del tiempo se grafica en la Fig. 4.8. La desviacién
estandar de v para la técnica de pseudo-supermalla es equivalente a los resultados del dominio con una

sola region. En contraste a esto, los resultados del método no conservativo muestran un comportamiento
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Figura 4.8: Resultados utilizando pseudo-supermallas y un método basado en interpolaciones; (a) evolu-

cién temporal de la integral de v sobre todo el dominio; (b) evolucién temporal de la desviacién estdndar
de 1.

no fisico de la desviacion estandar.

Transporte de un vértice

En los problemas previos, las discretizaciones advectivas y difusivas sobre las interfaces de pseudo-
supermalla se evaluaron de forma independiente. En este ejemplo, ambos operadores se combinan resol-
viendo un problema de Navier-Stokes que consiste en el transporte de un vortice a través de las interfaces

por medio de un flujo constante. La condicién inicial de velocidad U = (u,v) es:

2 2

r r —r
e 0) == g =)o (57 ). oo 0) = @ —wew (57 @0

(g

donde 7. y y. son las coordenadas del centro del vértice, r = ¢/ (z — x.)2 + (y — y.)? es la distancia al
centro del vortice, I' es la intensidad del vortice, R, es el radio del vértice y Uy es la magnitud del flujo
medio. Este problema tiene la siguiente solucién analitica,

_ L' (y—ye) —r? T (z—x) —r?
U(.’E,y,t) - UO Rg o2 exXp 20&R2 ) ’U(.’L’,y,t) - R2 o2 exp 20&Rg ) (415)

donde « se define como,
2vt
RZ

a=1+ (4.16)

siendo v la viscosidad cinemadtica. La configuracién del problema se basa en el trabajo de Wang ef al.
[54]: la intensidad del vértice se define en I' = 0,036, su radio es R, = 0,01556 m y la velocidad
media del flujo es Uy = 1m/s. Un esquema grafico del problema se muestra en la Fig 4.9. A tiempo

inicial, el vortice se posiciona en las coordenadas (x.,y.) = (—3R.,0) y se advecta hasta alcanzar
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Figura 4.9: Conveccién de una estructura de vortice a través de interfaces de pseudo-supermalla. Los
puntos iniciales y finales del vértice (x., ) se indican en la figura.
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Figura 4.10: Error en media cuadrdtica de la velocidad; (a) componente horizontal v y (b) componente
vertical v.

la posicién (z., y.) ~ (3,42R.,0) en el tiempo ¢t = 0,1 s. Los subdominios 24 y Q5 se mallan con
diferentes divisiones en la direccién y: N, y (N, + 1) para las interfaces de pseudo-supermalla 7¢, y
Tcp respectivamente. El acople velocidad-presion se resuelve utilizando el algoritmo SIMPLE-PISO.
Las fronteras del dominio se posicionan lo suficientemente alejadas del vortice de forma que la solucién
analitica evaluada sobre ellas esté por debajo del valor de precisién de maquina (10~16). Con este criterio,
en las fronteras se configura una velocidad media del flujo igual a Uy y la presién se fija en la salida con
un valor p = 0. Por otro lado, se configura una condicién de gradiente nulo para p sobre el resto del
dominio. El problema se resuelve utilizando diferentes refinamientos de malla. Especificamente, se varia
el nimero de divisiones desde IV, = 40 a IV, = 640, modificando el paso temporal de forma acorde para

definir un maximo nimero de Courant C'o =~ 0,95. Se simulan tres casos utilizando diferentes valores de
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Figura 4.11: Cavidad cubica dividida en tres subdominios a lo largo del eje-z definiendo dos pares de
interfaces.

la viscosidad cinemdtica: vy = 0, v, = 1075 y v3 = 10~* m?/s los cuales definen el caso no viscoso
y problemas viscosos con Re = 1556 y Re = 155,6 respectivamente donde el niimero de Reynolds se
define como Re = Uy Re/v. El término convectivo se discretiza con un esquema upwind de segundo
orden y para el término difusivo se utiliza un esquema lineal utilizando correcciones no-ortogonales. Por
otro lado, el término temporal se discretiza con un esquema de diferencias descentradas hacia atrds de
segundo orden.

El error medio cuadrdtico de las simulaciones se grafica en la Fig. 4.10 como funcién del tamafio de
las celdas de malla para ambas componentes de la velocidad. El valor de h es aquel correspondiente al
tamafio de celda del subdominio perteneciente al lado izquierdo. Los resultados demuestran que la téc-
nica de pseudo-supermallas no altera el orden de precision de los esquemas de discretizacion utilizados

resultando en una precision de segundo orden.

Vortice de Taylor-Green tridimensional

Finalmente se resuelve el problema del vortice de Taylor-Green en tres dimensiones [55] utilizando
pseudo-supermallas. El problema consiste en una estructura de vortices que evoluciona hasta la condicién
de flujo en reposo por medio de un transitorio turbulento con disipacién viscosa. El objetivo de este test
es evaluar la capacidad de la estrategia de pseudo-supermallas para reproducir la evolucidén fisica del
flujo sin introducir error adicional en comparacién con un caso sin interfaces que es utilizado como
herramienta de comparacién. Como referencia se incluye ademds una solucién obtenida a través de un
método pseudo-espectral [56]. El dominio de estudio es un cubo de lado igual a 27. En particular, el
dominio se divide en tres subdominios: €24, 25 and 2. De esta forma se generan dos pares de interfaces

de pseudo-supermalla las cuales son planos normales al eje-z tal cual se muestran en la Fig. 4.11.
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Figura 4.12: Evolucién temporal de la energia cinética.

El problema estd definido por medio de un flujo periédico que comienza con la siguiente condicién

inicial para las componentes de la velocidad y la presion,

z

u(x,y,z,t =0) = Vysin (%) cos <%) cos (Z) ,

v(z,y,z,t=0)=—Vycos (%) sin (%) cos (%) ,

w(x7y7z7tzo) :07

) gyt P [eos (2 2 2
p(z,y,2,t=0) =po+ 16 [cos(L + cos T cos | — + 2],

donde la velocidad Vj, la longitud caracteristica L y la densidad de referencia pg se definen en un valor

4.17)

unitario y la presion con un valor nulo respectivamente. La viscosidad se configura de forma de definir un

nimero de Reynolds igual a 1600 (Re = VL /v). Se estudia la evolucién temporal de la energia cinética

Ey y suderivada —dE), /dt la cual representa su tasa de disipacion. La energia cinética se computa segun:
1 1

Ey=— [ =(U-U)dQ, (4.18)

siendo U = (u, v, w) la velocidad.
Se realiza un estudio de convergencia en malla donde los subdominios €24 y {2¢ se discretizan con

[n/4 x n x n]puntos por lado mientras que el sector intermedio 25 con [(n/2) x (n+1) x (n+1)]
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Figura 4.13: Evolucién temporal de la tasa de disipacion de energia cinética.

respectivamente generando mallas de superficie no conformes. De forma andloga, el problema resuelto
sin interfaces se discretiza con [n x n x n] nodos por lado. Se utiliza la misma configuracién numérica
utilizada en el problema de transporte del vortice con esquemas de discretizacion de segundo orden para
los operadores convectivos, difusivos y temporales. El valor del paso temporal At usado se corresponde
con un nimero de Courant igual a 6. El problema se resuelve utilizando tres resoluciones de malla
correspondientes a los valores (n = 128; n = 256 y n = 512). La evolucién temporal de Ey y —dE}./dt
se presentan en la Fig 4.12 y Fig. 4.13 respectivamente. A partir de los resultados se concluye que las
interfaces de pseudo-supermalla no introducen error numérico en comparacién con el problema resuelto
sin interfaces (una region). Por otro lado, los resultados obtenidos demuestran un ajuste aceptable con la

solucidén obtenida a través de un método pseudo-espectral.

4.3. Pseudo-supermallas con solapamiento parcial

La técnica de pseudo-supermalla explicada en la seccidn anterior estd concebida para interfaces con
solapamiento total en donde todas las caras de las interfaces originales se encuentran completamente
solapadas por las caras de su interfaz opuesta. Para el caso de interfaces con solapamiento parcial, sus
caras se clasifican en: totalmente solapadas, parcialmente solapadas y sin solapamiento. Los sectores de
las interfaces que estdn solapados se definen como sectores acoplados. Por otro lado, los sectores sin

conexién con su interfaz opuesta se denominan como sectores no acoplados. Un ejemplo con interfaces
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Figura 4.14: Detalle de dos subdominios con acoplamiento parcial diferenciando las zonas acopladas de
las zonas no acopladas.

parcialmente solapadas se muestra en la Fig. 4.14 en donde se detalla la discretizacién de cada interfaz
original indicando el sector acoplado y no acoplado de las interfaces.

La estrategia adoptada en este trabajo para gestionar interfaces con solapamiento parcial se basa en el
método de Interfaz de Malla Acoplada Arbitraria (ACMI, por sus siglas en inglés) el cual estd implemen-
tado dentro de la suite OpenFOAM(R) [57]. En esta estrategia se considera a cada una de las interfaces
por medio de dos bordes que son el resultado de duplicar esa frontera. En este sentido, uno de los bordes
duplicados se destina para la zona acoplada y el borde restante se utiliza para definir la condicién de
borde correspondiente al sector no acoplado. A estos bordes se los denomina borde “acoplado” y borde
“barrera” respectivamente. En la Fig. 4.15 se muestra la definicién de estos bordes para el ejemplo de la
Fig. 4.14. En este sentido, las interfaces originales 74 y 7p se duplican respectivamente para generar las
interfaces acopladas 74, y 7, y las interfaces barrera 74, y 75, .

En la propuesta de esta tesis, los bordes acoplados de la técnica de ACMI se reemplazan por interfaces
de pseudo-supermalla. Conforme a esto, los bordes 74, y 7p, se convierten en interfaces de pseudo-
supermalla denominadas 7¢, y T¢, respectivamente. Las definiciones de la pseudo-supermalla es solo
vdlida para el sector acoplado donde cada cara se replica de acuerdo a su conectividad con la interfaz
opuesta siendo las dreas de estas igual al drea respectiva del par de caras en interseccién. Por su parte,
las caras de pseudo-supermalla localizadas en el sector no acoplado se configuran con drea nula y no son
replicadas ya que carecen de conectividad con la interfaz opuesta. A estas caras se las denomina caras de
pseudo-supermalla pasivas.

El sector no acoplado es representado por las interfaces barrera las cuales se definen de la siguiente
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Figura 4.15: Definicién dual de los bordes para resolver interfaces parcialmente acopladas.

forma:

Lado fuente: la interfaz barrera 74, que nace a partir de 74 € R? con caras K 1i4b es una malla tal que:
» Na, =Ny
s VK €7q AIKY €7a,  A(KY ) = AKY) — Y, K

Lado destino: la interfaz barrera 75, que nace a partir de 75 € R? con caras K iBb es una malla tal

que:
| ] NBb:NB
j j J J Jyt
n VKB €ETB H!KBI, € TB, 3A(K3b) :A(KB) _ZiKCB

La primera igualdad afirma que los nodos de la interfaz barrera son iguales a su interfaz original. Por
su lado, la segunda proposicién define que para cada cara de las interfaces originales existe una dnica
cara en la interfaz barrera siendo su drea igual a la diferencia entre el drea de la cara original y la suma
de las dreas de las caras de pseudo-supermallas hijas de esta cara, suma que representa el sector acoplado
de la cara original, o bien, el drea de una cara barrera es equivalente al drea del sector no acoplado de su
cara original. Esto significa que si la cara del borde barrera se encuentra dentro de una zona acoplada, su

drea es nula siendo esta una cara de barrera pasiva. De forma contraria, si la cara de barrera de encuentra
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Figura 4.16: Esquema mostrando las caras de pseudo-supermalla para un par de interfaces parcialmente
solapadas. En la parte superior se definen las caras de pseudo-supermalla correspondientes a la zona
acoplada. En la parte inferior se muestran las caras de las interfaces barrera correspondientes al sector no
acoplado.

L

completamente dentro de una zona no acoplada, su drea es igual al drea geométrica de la cara original. El
caso intermedio sucede si la cara se localiza en ambas zonas siendo su drea igual al sector no solapado.
Un ejemplo gréifico que muestra las interfaces de pseudo-supermalla y los bordes barrera se presenta
en la Fig. 4.16 donde se detalla la técnica de pseudo-supermalla con solapamiento parcial aplicado sobre
el ejemplo mostrado en la Fig. 4.14. En la Fig. 4.16 se aprecia que la interseccion de las interfaces
originales genera una supermalla compuesta por 15 caras de las cuales 8 (K é a kK %) se corresponden al
sector acoplado y las restantes 7 caras (K % a kK 55) se corresponden con el sector no acoplado. El grupo
de caras acopladas se representan por las interfaces de pseudo-supermalla 7¢, y 7¢,, y el restante grupo
de caras no acopladas por los bordes barrera 74, y 75,. Es importante remarcar, que en el sector acoplado

cada cara de supermalla es considerada por un par de caras de pseudo-supermalla. A diferencia de esto,
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Figura 4.17: Geometria del problema del escalén descendente con sus respectivas dimensiones.

las caras de supermalla del sector no acoplado son representadas por una Unica cara de los bordes barrera.

4.3.1. Caso de prueba con flujo laminar

Se realiza un test de flujo laminar con separacion para evaluar la técnica de pseudo-supermalla apli-
cada a un caso con solapamiento parcial de las interfaces. En este test, se simula el flujo en un canal
que tiene un escalén descendente. Este problema fue estudiado tedricamente y experimentalmente por
Armaly et al. [58] y a partir de este trabajo, se han contrastado multiples soluciones numéricas con sus
resultados. Algunos ejemplos son los trabajos de Chiang y Sheu [59] y Mérquez y Nigro [60] los cuales
son utilizados como referencia para definir la configuracion del presente caso. Las dimensiones relativas
de la geometria son similares a aquellas que se definen en el experimento de Armaly et al. especificando
la longitud h = 1 tal como se muestra en la Fig. 4.17. La region de entrada del canal se configura con
una longitud de 40h para asegurar que el flujo llegue totalmente desarrollado al escaldn.

La interfaz se localiza en el sector del escalén separando el dominio en dos regiones. La regiéon A
incluye el sector previo al escalén el cual tiene una altura constante e igual a h. Por su lado, el sector
localizado aguas abajo del escalon estd comprendido por la region B, siendo su altura igual a S + A (ver
la Fig. 4.17). La interfaz separa ambos subdominios generando mallas de superficie no conformes con
zonas acopladas y no acopladas. Esta caracteristica se muestra en la Fig. 4.18 aprecidndose un plano de
corte paralelo al eje longitudinal del dominio. Los parametros utilizados en la discretizacion se basan en
el trabajo de Chiang y Sheu. En este test en particular se modifica el nimero de divisiones a lo largo de
los ejes y y z con el objetivo de generar una interfaz no conforme entre los subdominios. Se define un
nimero de Reynolds de Re = (umean 2h/v) = 389 donde 2h es la longitud caracteristica, tUmean €S la
velocidad promedio de entrada y v es la viscosidad cinematica. La configuracién numérica del problema

se define a continuacién: el algoritmo SIMPLE propuesto por Patankar [30] se adopta para ejecutar el
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Region A Region B

Figura 4.18: Detalle de la discretizacion utilizada por medio de un plano transversal al eje « centrado en
la posicién de la interfaz.

Z Axis
0

S

0 2,55 3,06 3,57 4,18 4.80 5,41 6,12 7,14 17,76 8,52 9,18 9,74 11,07 11,84
z/S Locations

Figura 4.19: Comparacién entre los resultados de la simulacién (linea continua) y los datos experimen-
tales (circulos) para un corte longitudinal del dominio coincidente con su centro geométrico. La seccién
transversal en x = 0 se ubica en el escalon coincidente con la interfaz.

acople presion-velocidad con factores de relajacién 0,3 para la presion y 0,7 para la velocidad. Los
términos difusivos se discretizan utilizando un esquema lineal. Para el término convectivo se emplea el
método upwind de segundo orden [61, 62]. El gradiente de presion en la ecuacién de momento se calcula
con un esquema de interpolacién lineal.

Para reproducir correctamente la dindmica del flujo es necesario realizar un acople preciso en la in-
terfaz. El escalon genera gradientes de presion y recirculacion del flujo que condicionan el desarrollo
del problema aguas abajo. En este sentido, las interfaces de pseudo-supermalla parcialmente solapadas
reproducen la caracteristica del escalén por medio de la definicién de las interfaces del tipo acoplado
y barrera. El sector acoplado se representa con pseudo-supermallas que comunican fisicamente ambos
subdominios. Por otro lado, los bordes barrera imponen la condicién de borde de pared necesaria para el
escalén. Los resultados obtenidos se comparan con las mediciones experimentales presentadas por Ar-
maly et al. en la Fig. 4.19. Aqui se muestran los resultados de la componente x de la velocidad evaluada
en un conjunto de secciones transversales dispuestas a lo largo del eje x segin las coordenadas indicadas
en el sector inferior de la figura. Cada perfil se evalia en un plano normal al eje y ubicado en el centro

del dominio.
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Algoritmo 2 Construccién de la pseudo-supermalla 7¢ ,

o, 0 > La interfaz de pseudo-supermalla nace vacia
for K € 74 do > Bucle sobre todas las caras originales
for K JJB.E xap(KY) do > Bucle sobre cada cara en conexi6én con K
K}? + K% > Se genera una nueva cara de pseudo-supermalla como copia de la cara original
Ca A
To, < To, U {K lci } > Introducir la nueva cara dentro de la pseudo-supermalla
end for
end for

La comparacién con los datos experimentales indican un buen desempefio de los resultados de la
simulacién. El ajuste obtenido a los perfiles de velocidad experimentales es comparable a lo reportado
por Mérquez Damidn y Nigro [60], los cuales utilizaron una malla de una sola regién. Otro punto positivo
es la muy buena estabilidad y convergencia del solver en general la cual es comparable con un problema
sin interfaces. La diferencia entre los caudales de entrada y salida son del orden de magnitud de precisién
de médquina lo que prueba la conservatividad del presente método de pseudo-supermallas con partes
acopladas y no acopladas. Estas caracteristicas diferencian a la presente estrategia del método de ACMI

original con el cual se observan inestabilidades numéricas y problemas de conservacion.

4.4. Implementacion

En esta seccidn, se describen los conceptos mds importantes relacionados con la implementacién de
la técnica de pseudo-supermalla y su paralelizacion. También se presenta una serie de evaluaciones que

demuestran la eficiencia computacional y escalabilidad de esta técnica.

4.4.1. Construccion y remocion de las pseudo-supermallas

Una de las ventajas de la técnica de pseudo-supermalla es su simplicidad. Las acciones principales a
realizar en este método se basan en procedimientos simples que pueden ser realizados de forma inde-
pendiente por cada procesador involucrado en la simulacién. En particular, el proceso de generacion de
una pseudo-supermalla consiste en replicar cada una de las caras de una interfaz un nimero de veces
determinado por la conectividad de esta cara con las caras de la interfaz opuesta. De esta forma, se ge-
neran tantas copias de cada cara original segin el nimero de caras de la interfaz opuesta que estén en
interseccién geométrica. El procedimiento de generacidn de caras de una pseudo-supermalla se sintetiza
en el Algoritmo 2. Por otro lado, el proceso de remocién de una pseudo-supermalla consiste en retirar
o remover de la malla cada cara que se encuentre repetida (caras generadas en el Algoritmo 2) segin se

sintetiza en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 Remocién de la pseudo-supermalla 7¢
TA S TCy4
Re, <0 >R, €s un conjunto utilizado para alocar las caras que no se removeran
for K¢/ € 7¢, do > Bucle por todas las caras de la pseudo-supermalla
e 7]
if K&, ¢ Re, then '
Rey < Rey UKY > Si la cara de turno no ha sido procesada se la introduce en R¢ ,
else N
TA 4 TA — {K ZCJA } > Si la cara en cuestion se encuentra presente en R ,, se la elimina de la

malla
end if
end for

4.4.2. Interfaces de pseudo-supermalla en mallas dinamicas

Cuando se resuelve un problema con malla dindmica, la actualizacién de la malla se realiza al comienzo
de cada paso de temporal para luego resolver el problema numérico sobre la malla actualizada. El listado

de tareas a realizar a lo largo de la iteracidn se describe a continuacion:

1. Se construye la supermalla local sobre las interfaces originales 74 y 7p para generar la lista de

conectividades x 4B, XBA4 V las dreas y centroides de las caras de la pseudo-supermalla.

2. De acuerdo a las conectividades dadas por x4 Y XBA, Se crean las nuevas caras de pseudo-

supermalla K¢, y K¢, generando las interfaces 7¢, y 7¢;,.
3. Se generan las nuevas listas de conectividades Xc,cps XCpCa Y XAC 4> XBCp-

4. Se corrigen las dreas y centroides de las nuevas caras de pseudo-supermalla para los bordes aco-

plado y barrera de acuerdo a los sectores geométricos de interseccion de las caras originales.
5. Se resuelve el problema numérico.

6. Se remueven las caras replicadas de las interfaces de pseudo-supermalla recuperando de esta forma

las interfaces originales 74 y 7.

7. Se actualiza la malla generando un nuevo estado de las interfaces originales definidos como 7/, y
/
TB-

8. El algoritmo comienza nuevamente desde el primer paso partiendo con las nuevas interfaces.

(t%y = T4 and 7;; — TB).

Este algoritmo se explica grdficamente en la Fig. 4.20.
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TA TB
o Th < Actualizacién de Remover Problema
malla supermalla numérico
Construi
T4 Tp_»| Supermalla onstruir Generar Modificar 4reas
local pseudo-supermallal conectividades
v v v v
WAB WBA TCa TCp XCaCp XCpCa A(Ke,) A(Kcy)
XAB XBA XACa XBCg

Figura 4.20: Pasos a realizar en una simulacién de con mallas dindmicas aplicando la técnica de pseudo-
supermalla.

4.4.3. La técnica de pseudo-supermalla en paralelo

La estrategia de pseudo-supermalla se implementa en paralelo por medio de una arquitectura de me-
moria distribuida por medio del protocolo MPI (Message Passing Interface).

Uno de los objetivos de cualquier implementacion en paralelo es evitar cualquier restriccion geométri-
ca que dificulte el proceso de descomposicién de dominios. En esta implementacion se tiene la libertad
de que las interfaces fuente y destino puedan pertenecer a un mismo procesador o no, y ademds, cada
interfaz de pseudo-supermalla (cada lado) se puede distribuir en multiples procesadores.

Es valioso aclarar que en la simulacién de turbomaquinarias es necesario que la técnica de interfaz
admita que las caras de ambas interfaces estén distribuidas en diferentes procesadores, ya que el movi-
miento de rotacion de estas maquinas generara variacion de la conectividad entre rotor y estator. Por otro
lado, si si la interfaz se aloca en un tnico procesador se inducird un desbalance de carga.

En la Fig. 4.21 se presentan dos ejemplos en donde un dominio se particiona en ocho procesadores uti-
lizando diferentes esquemas respectivamente. En el ejemplo (a), la pseudo-supermalla se divide en ocho
partes con la particularidad de que cada procesador posee una porcion de las interfaces fuente y destino.
En este caso, la construccién de las pseudo-supermallas y el acople numérico entre ellas se realiza sin
comunicacion entre los procesadores. Por otro lado, en el ejemplo (b), la interfaz se divide en cuatro
porciones donde cada procesador contiene la interfaz destino o bien, la interfaz fuente. En consecuencia,
es necesario realizar comunicaciones entre los procesadores de forma de ejecutar el algoritmo de super-
malla local, construir las pseudo-supermallas y realizar el acople numérico. Ambos ejemplos representan
los casos extremos de minima y maxima comunicacién entre procesadores.

Para evaluar la escalabilidad de la implementacién en paralelo se realiza una prueba en donde se mide
el tiempo requerido para construir y remover las interfaces de pseudo-supermalla. Se utilizan dos esque-

mas los cuales se muestran en la Fig. 4.21. El caso (b) de esta figura puede minimizar la comunicacién
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entre procesadores dependiendo de la relacién de aspecto del dominio. El tiempo de cémputo resultan-
te se grafica contra el nimero de procesadores utilizados en la Fig. 4.22. Los resultados muestran una

eficiencia del computo en paralelo superior al 80 %.

Implementacion

A continuacion se presentan los pasos mds importantes involucrados en la implementacion en paralelo
de la estrategia de pseudo-supermalla. Los pasos aqui descritos solo se refieren a la construccién de la
interfaz de pseudo-supermalla. El manejo paralelizado de la malla y la resolucién de las ecuaciones de

gobierno estdn excluidos de la siguiente lista:

1. Cada procesador remueve sus caras de pseudo-supermalla recuperando de esta forma la configu-

racion original de las interfaces (remocidn de las pseudo-supermallas).

2. Cada procesador recibe de los restantes procesadores aquellas caras destino que estdn ubicadas

dentro de los limites determinados por sus caras fuente (comunicacién de las caras destino).

3. Aquellos procesadores que contienen caras fuente (y caras destino debido al paso anterior) ejecutan
el proceso de supermalla local definiendo listas locales de conectividad y dreas y centroides de la
supermalla. Los procesadores que no contienen caras fuente estdn ociosos en este paso (supermalla

local).

4. Las listas de conectividades y la informacion geométrica de dreas y centroides se envian a todos
los procesadores. Se crean mapas que relacionan los procesadores con el fin de efectuar futuras

comunicaciones (comunicacion de supermalla local).

5. Cada procesador crea e introduce dentro de la malla sus nuevas caras de pseudo-supermalla. Se

OO|O|B®|0|0|0|®] s ol oo o
TCpi ; o, |

[ ey
TCA‘ i TCA: 3

©0)16J[6)(O)I6)ICJ[GIO] XX ON OO NOM R

® N°de procesador
(@) (b)

Figura 4.21: Dos esquemas de particionamiento del dominio. Ambos casos estdn descompuestos en ocho
subdominios pero mediante diferentes esquemas; (a) particionamiento sin comunicacion entre procesa-
dores; (b) particionamiento con un maximo requerimiento de comunicacién entre procesadores.
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N Esquema de particion A —e—
100 N Esquema de particiéon B -—-~--

T
7

Tiempo de computo [s]
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Numero de procesadores

Figura 4.22: Evaluacion de las interfaces de pseudo-supermalla en cémputo paralelo. Se grafica el tiempo
de cémputo de dos esquemas de particionamiento con minima (esquema A) y maxima (esquema B) co-
municacion entre procesadores segtin el niimero de procesadores. Las pruebas se realizan con un cldster
compuesto por procesadores Intel(R) Xeon(R) E5-1620 v2 conectados con una red infiniband QDR.

crean mapas que relacionan las nuevas caras con las caras originales (construccion de las pseudo-

supermallas).

6. Los mapas entre indices de caras determinados en el paso anterior se envian a todos los procesa-

dores (comunicacién de mapas).

7. Cada procesador genera sus nuevas listas de conectividades relacionando las conectividades origi-

nales mediante los mapas de caras (conectividad de pseudo-supermalla).

8. Las nuevas conectividades y la informaciéon geométrica se envian a todos los procesadores. Se
actualizan los nuevos mapas de conectividades para futuras comunicaciones (comunicacién de

pseudo-supermalla).

Los pasos 1,3,5 y 7 se paralelizan de forma trivial sin necesidad de realizar comunicaciones entre
procesadores. Por el contrario, los pasos 2,3,6 y 8 requieren comunicacién y no son necesarios cuando se
simula con un solo procesador (modo serial). Sin embargo, el total del tiempo consumido por estos pasos
es de menor orden de magnitud tal como se muestra en la Tabla 4.1 la cual muestra el tiempo relativo
que consume cada paso de la implementacion en paralelo. De la Tabla 4.1 se concluye que los pasos
1,3,5 y 7 consumen el 90,4 porciento del tiempo total. Un detalle importante es que la supermalla local
(etapa 3) se computa solamente con los procesadores que poseen caras fuentes. Bajo este concepto, es
recomendable distribuir el total de las caras fuente sobre todos los procesadores para balancear de forma
Optima el algoritmo. La incidencia de este punto se aprecia claramente en la Fig. 4.22 donde el esquema

de particionamiento A tiene mejor rendimiento que el esquema B.
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Etapa Tiempo relativo [ %)
(1) Remocioén de las pseudo-supermallas 249
(2) Comunicacioén de las caras destino 2,6
(3) Supermalla local 39,9
(4) Comunicacién de supermalla local 2,1
(5) Construccién de las pseudo-supermallas 24.5
(6) Comunicacién de mapas 1,3
(7) Conectividad de pseudo-supermalla 1,4
(8) Comunicacién de pseudo-supermalla 3,3

Cuadro 4.1: Tiempo relativo que requiere cada etapa de la implementacién en paralelo utilizando el
esquema de particionamiento A y dos procesadores.

4.4.4. Eficiencia computacional

Se realiza una ensayo para evaluar el costo computacional del algoritmo propuesto en funcién del nu-
mero total de caras de las interfaces originales. Se definen dos pruebas: la primera consiste en medir el
tiempo computacional requerido para acoplar y desacoplar dos interfaces planas y estdticas las cuales se
mallan con interfaces no conformes. Por otro lado, en el segundo ensayo se desarrolla una simulacién
de malla dindmica en donde se tienen interfaces cilindricas propias de una configuracion rotor-estator.
En este caso se analiza el tiempo computacional requerido para completar una revolucién completa del
rotor la cual se discretiza utilizando 10 pasos temporales. En cada paso de tiempo, las interfaces se aco-
plan y desacoplan. Una descripcion grafica de los ensayos y sus respectivos resultados se muestran en la
Figs 4.23 y 4.24 respectivamente. Como referencia, se evalia una implementacion particular del método
de “Sliding Interfaces” [10, 21, 11]." La eficiencia del método de pseudo-supermalla escala linealmente
con el tamafio de la interfaz. En este contexto, se mantiene el orden original del algoritmo de supermalla
local. Ademas, cuando las interfaces tienen un elevado nimero de caras, la implementacién de pseudo-
supermalla es un orden de magnitud m4s rdpido que la respectiva del método utilizado como referencia.
Es necesario aclarar que en el caso de las interfaces cilindricas, las normales de ambas interfaces aso-
ciadas a cada conexién uno-a-uno de las caras son iguales. Por lo tanto, si bien la discretizacion de las
interfaces originales presentan diferentes normales para un mismo punto de la interfaz cilindrica, las

caras de pseudo-supermalla comparten los vectores de drea.

4.4.5. Ventajas del método de pseudo-supermalla

En referencia a la eficiencia computacional, la principal ventaja de la estrategia de pseudo-supermalla

es que los nodos y caras de las interfaces originales se conservan en cada evento de construcciéon de

"La denominacién “sliding interfaces” y“sliding meshes” son comtnmente utilizadas para describir el &mbito general de
estas estrategias. Para este caso, “Sliding Interfaces” es el nombre de una técnica en particular la cual estd incluida en este grupo
de metodologias.
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(a) Problema estatico (b) Problema dinamico
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Figura 4.23: Descripcion de los ejemplos usados para evaluar la eficiencia computacional: (a) ensayo
estdtico con interfaces planas no conformes; (b) ensayo dindmico con interfaces cilindricas no conformes.

las pseudo-supermallas. Esta caracteristica es beneficiosa para optimizar el costo computacional y para

ahorrar espacio en memoria. Con la estrategia de pseudo-supermalla se evita realizar muchos cémputos
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Figura 4.24: Tiempo de computo requerido para acoplar las interfaces en funcién del nimero de caras
de la interfaz: (a) problema estatico; (b) problema dindmico. Ambos problemas se resolvieron en modo
serial utilizando un CPU modelo i7-3770K.
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que si son necesarios para definir una supermalla segtn la Ec. (4.1). En el caso de construir una super-
malla completa, los nodos resultantes de la interseccién de tridngulos descripta en la Fig. (4.1) se deben
ordenar apropiadamente para definir un poligono vélido. Luego, los indices de los nodos de supermalla
que existen en las interfaces originales se deben reindexar de acuerdo a la nueva conectividad. Por otro
lado, los nuevos nodos que se introducen en la malla deben ser luego removidos al momento de recu-
perar las interfaces originales. Otro proceso necesario es que cada cara de la supermalla se debe definir
explicitamente por medio de los nuevos nodos de malla lo cual implica modificar las caras originales.
De manera contraria, el método de pseudo-supermalla reutiliza las caras originales como nuevas caras
de la pseudo-supermalla sin necesidad de modificar su definicién. Por ejemplo, la cantidad de caras que
se reutilizan al momento de construir la pseudo-supermalla es del orden del 25 — 50 % dependiendo de
la conectividad de la interfaz.

Adicionalmente a la comparacién que se muestra en la Fig. 4.24, se realiza un nuevo ensayo con el
fin de evaluar la eficiencia computacional del algoritmo de pseudo-supermalla. En este nuevo problema,
se mide el tiempo computacional requerido para introducir nuevos nodos en la malla tal cual se realiza
en el caso de construir una supermalla completa. En este sentido, se utiliza una versién modificada de
la implementacién de pseudo-supermalla la cual genera nuevos nodos de malla para cada cara replicada.
Estos nodos se deben generar e introducir dentro de la malla y se los introduce en cada una de las caras
que estos definen. En contraste con la comparacién efectuada previamente, los métodos comparados en
este andlisis usan una implementacion idéntica exceptuando aquella que genera nuevos nodos en vez de
reutilizarlos.

Las caracteristicas de la prueba son andlogas al problema estitico mostrado en la Fig. 4.24 (a). En este
caso, ambas interfaces son de aproximadamente 3 millones de caras las cuales se acoplan y desacoplan.
El resultado de la prueba indica que la implementacién que introduce nuevos nodos en la malla tiene
un requerimiento adicional de tiempo computacional de aproximadamente un 30 %. Si se consideran
todos los pasos requeridos para construir una supermalla completa el test requerird ain mds tiempo en

completarse.



86

4. Acople conservativo por interseccidon de mallas




Capitulo 5

Estrategia de remallado utilizando adicion

y remocion de capas

5.1. Introduccion

Este capitulo estudia una técnica de remallado denominada layering la cual se utiliza en problemas con
dominios que experimentan grandes deformaciones de volumen. La técnica estd especialmente concebi-
da para trabajar con geometrias logradas por medio de la extrusién de una figura bidimensional arbitraria
a lo largo de un eje directriz. De forma similar, estos dominios se discretizan extruyendo una malla bidi-
mensional y dividiéndola en una serie de capas o layers generando una malla estructurada en la direccién
de extrusién. La Fig. 5.1 muestra de forma conceptual la generacién de la geometria y correspondiente
discretizacién de un problema de layering.

La técnica funciona removiendo o agregando nuevas capas sobre la malla a medida que el dominio se

—
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[
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[

T /
L L

~L_

Seccion bidimensional Dominio extruido

Figura 5.1: Extrusién de un dominio bidimensional y su discretizacién generando un dominio tridimen-
sional discretizado con una sucesion de capas o layers de una malla bidimensional.
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contrae o expande respectivamente. El movimiento se realiza mediante un conjunto de caras denomina-
dos como “frente de avance de layering” o simplemente “frente de avance”. Si bien este frente puede
definirse sobre la frontera del dominio, en general se lo define sobre un grupo de caras internas comunes
a dos capas de celdas. Una de estas capas se contrae o expande debido al movimiento del frente de avan-
ce mientras que la otra capa de celdas adyacentes se mueve de forma rigida acompanando al frente de
avance. En consecuencia, el frente de avance separa el dominio en una zona de movimiento rigido o zona
libre de layering y en otra zona donde se agregan o remueven capas de celdas, la cual se la denomina
como zona de layering.

El agregado y remocién de una capa de celdas se decide a partir de evaluar la altura de la capa de celdas
que se deforma. Su altura h se calcula como el cociente entre el volumen de una de sus celdas V' y el area
de la cara perteneciente al frente de avance A, h = V/A. Si esta altura h es menor a un valor admisible,
la capa se remueve, por otro lado, si la altura h es superior al tamafio admisible, entonces se agrega
una nueva capa de celdas en la malla. Los tamafios admisibles se definen por medio de tolerancias de
remocion y tolerancias de adicién. En particular, para el caso de la adicién se tiene un pardmetro adicional
que es el tamafio que define la nueva capa.

La técnica de layering es utilizada principalmente en problemas relacionados a ICE. Ejemplos de
aplicacion se pueden encontrar en los trabajos de maestrias de Vissers, Johnsson y Gundmalm [63, 64,
65]. También existen aplicaciones de esta técnica sobre diversos problemas ajenos al &mbito de los ICE.
Una de ellas se presenta en el trabajo de Huang ef al. [66] en donde se resuelve el flujo de aire en un
tinel que reduce su volumen debido al avance de un tren. Otra aplicacién de esta técnica es descripta en
el paper de Jia y Zhang [67] en donde se resuelve la deformacién de una burbuja por medio de la adicién
y remocion de capas para representar su decrecimiento o crecimiento. Finalmente se menciona el trabajo

de Qin y Zhang [68] quienes resuelven el viaje de un proyectil dentro de una vaina utilizando layering.

5.2. Formulacion ALE en dominios con cambios topolégicos

La ley de conservacion del espacio se satisface de forma directa en problemas dindmicos donde la
topologia de la malla es constante, es decir, donde el nimero de puntos, caras y celdas y su conectividad
permanecen constantes. En estos casos, lo tnico que se modifica en la malla son las coordenadas de
sus nodos lo que provoca cambios de geometria en caras y celdas. En este contexto, la conservacién del
espacio definida en la Ec. (2.42) se satisface de forma natural ya que la sumatoria del volumen barrido por
las caras de una celda es igual a la variacién del volumen de esta. En problemas con cambios topolégicos
de malla, el nimero de celdas y caras es variable en el tiempo por lo cual no se pueden computar de

forma directa los cambios en los volimenes de las celdas y los volimenes barridos por las caras. Por
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lo tanto, es necesario realizar un mapeo de cantidades geométricas de forma de obtener los voliimenes
y flujos de malla necesarios para un correcto balance dentro de una formulacién ALE. A continuacién
se representa de forma simbdlica la evolucién temporal de un problema de malla dindmica en donde un

dominio €27 se transforma en otro con diferente topologia ;7 entre los pasos temporales t("~1) y ¢(7)
O e L (5.1)

Para resolver cualquier balance por el método de los volimenes finitos es necesario trabajar sobre la
misma topologia en todos los instantes temporales. De esta forma, se pueden discretizar las derivadas
temporales sobre los mismos volimenes de control. En tal sentido, suponiendo un esquema de discre-
tizacién temporal de primer orden se debe realizar una transformacién de topologia en la evolucién

temporal definida por la Ec. (5.1),
O e e 1179 (5.2)

En esta dltima ecuacién se define una transformacion topolégica del dominio denotada como Q?*l &
Q?l_l Para esta transformacién se plantean ecuaciones de conservacion del volumen total del dominio y

de todas las cantidades extensivas definidas sobre este,

Sovptt= Y vt

pPeqy! PeqQy!
1 1 1 1 (5-3)
n— n—1 __ n— n—
E : Yp Vp = E : Yp Vp
peart pPeQyt

donde ) representa cualquier variable intensiva arbitraria. Una vez realizada el traspaso de volimenes y
campos entre ambas topologias se debe realizar la transformacién Q7%; — Q?fl mediante movimientos
de los nodos de la malla de forma de poder calcular los flujos de malla. A continuacién se explica la
aplicacion de los mapeos definidos en la Ec. (5.3) para los casos de adicién y remocién de capas de

celdas en la técnica de layering.

5.2.1. Remocion de capas

Un ejemplo de remocién se presenta en la Fig. (5.2) donde el dominio sufre la remocién de una
capa de celdas en la transformacién Q’}_l — ;. Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, se
debe representar el dominio Q"' con una capa de celdas menos. Existen infinitas posibilidades para
realizar esta transformacién. En particular, en la presente implementacién, se considera que la remocién

de la capa de celdas es equivalente a fusionar dos capas de celdas adyacentes al frente mévil dejando



90 5. Estrategia de remallado utilizando adicién y remocién de capas

n—2 n—1 n
QI QI QII

Figura 5.2: Ejemplo de remocién de una capa de celdas

el resto de las capas sin modificaciones. En estos casos, el dominio se puede dividir en dos grupos de
celdas. Por un lado se define el grupo de celdas que permanecen inalteradas en el proceso de remocion
el cual se denomina como Qy € €2, y por otro lado se define el grupo de celdas modificadas como
Qun € Q, verificandose Qp U Qpy = €. Para realizar traspaso de cantidades dado en la Ec. (5.3) se
definen dos mapas que relacionan las celdas entre los dominios con topologias diferentes. El primer

mapa denominado R 4 relaciona las celdas de ambos dominios que no se modifican,
RA(PH):{PIEQ]2P]:P]]}. VP[[EQU”. (5.4)

Por otro lado, el segundo mapa R p relaciona las celdas de €277 con el par correspondiente en €2 tal que

haya interseccion volumétrica entre ellas,
RB(PH) = {P[ € Qg VPH N VP] = VP[} VP € QMU- (5.5)

La transformacién de topologia del dominio con sus respectivos mapas se muestran en la Fig. 5.3 donde
se clarifica el grupo de celdas que se mantiene constante y el par de capas adyacentes que se fusionan.
Usando estas definiciones, las ecuaciones de conservacion planteadas en (5.3) se satisfacen de forma

trivial para aquellas capas que no se modifican,

Ve, = VPI|P16RA(P”) VP € Qu (5.6)

1'Z}PII = wPI‘PIGRA(PII) VPI[ S QUy
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n—1 n—1
QI QII

Figura 5.3: Explicacién de los mapas para el caso de remocién de una capa de celdas.

y para la capa de celdas adyacente al frente mdvil se consideran los valores respectivos al par de capas

fusionadas,

Vep= Y. Vb VP€EQy
PIGRB(PII) (5 7)
Yp, Vp
Yp, = ZPIGRA;D”) Pr VP € Q.
Prr

Se debe notar que las relaciones planteadas en las ecuaciones (5.6) y (5.7) satisfacen de forma local la
conservacion de volumen y cantidades extensivas para la transformacion 2; — €27 por lo que son una

condicidn suficiente para satisfacer la conservacion global definida en la Ec. (5.3).

Flujos de malla: En el caso de la remocion de una capa de celdas, todas las caras del dominio €2;;
existen en el estado previo {2;. Esta relacion uno a uno entre las caras de los dominios se define mediante
el mapa R¢,

Rc(KH):{KIGQ]:KIZKH} VK1 € Qg (5.8)

Por lo tanto, los flujos de mallas definidos sobre las caras del dominio 2; se traspasan de forma trivial

sobre las caras del dominio €2;;,

Crir = Pl K ero (K1) (5.9)

5.2.2. Adicion de capas

Un ejemplo de adicidn se presenta en la Fig 5.4 donde el dominio del problema experimenta la adicién
de una nueva capa de celdas en la transformacion Q?‘l — (};. De la misma forma que se planted

para el caso de remocion, el dominio se divide por medio de dos grupos de celdas: {27, que contiene las
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A A

n—2 n—1 n
QI QI II

Figura 5.4: Ejemplo de adicién de una capa de celdas

celdas que no se modifican en la transformacién topoldgica y €2, que contiene a las celdas de la nueva
capa. Se debe representar el estado €2~ con una nueva capa de celdas. En la presente técnica, la nueva
capa de celdas se inserta en el dominio 2”~! como un grupo de celdas con volumen nulo. Es decir, la
adicién de la nueva capa de celdas se construye duplicando las caras del frente de avance lo que genera
una capa de celdas sin espesor. Debido a esto, todas las celdas existentes permanecen inalteradas en la

transformacion las cuales se vinculan por el mapa trivial A4,
AA(P[])I{P]EQ[tPH:P]} VP][EQUH. (5.10)

Por otro lado, se considera un segundo mapa .Ap el cual es vacio ya que las celdas Pr; con volumen nulo

en la topologia €2;; no existian en la (27,
AB(PH) = {} VP € QM”. (5.11)

En la Fig 5.5 se esquematiza la conversion topoldgica para el caso de la adicién de una capa de celdas.
Teniendo en cuenta las celdas que permanecen inalteradas las expresiones dadas en (5.3) se satisfacen de

la siguiente manera:

Ve = VPI|P1€AA(PH) VP € Qu (5.12)

,'vbPH = wpf’P]EAA(PII) VP € QUv
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Nueva capa con celdas
T con volumen nulo ¢

n—1 n—1
QI QII

Figura 5.5: Explicacion grafica del mapa A 4 para el caso de la adicién de una nueva capa de celdas.

por otro lado las celdas que nacen con volumen nulo (Vp,, = 0) y la definicién del valor de ¢ p,, en ellas

es irrelevante debido a que las cantidades extensivas en esas celdas es nula debido a su volumen nulo.

Mapeo de los flujos de malla Cuando se adiciona una nueva capa de celdas, el dominio contiene un
nuevo grupo de caras. A su vez, este grupo de caras se subdivide en dos subgrupos los cuales se los define
en los conjuntos Ky € Fny y Kg € Fg que representan las caras normales y tangentes a la direccién
del movimiento respectivamente. Por otro lado, el resto de las caras permanece sin modificaciones. Las
caras pertenecientes al frente de avance de layering se agrupan en el conjunto K € Fy mientras que el
resto de las caras se agrupan en el grupo Ky € Fy7. Para mas claridad, la subdivision de caras propuesta
se presenta en la Fig. 5.6.

Las caras del conjunto F se ubican en la misma posicién que las caras del frente de avance F, pero
orientadas de forma opuesta generando celdas con volumen nulo. Durante la transformacién QY[L_I) —
Qy;) se considera que las caras K se mueven de forma idéntica a las caras Ky, y por lo tanto, las celdas
con volumen nulo se mueven de forma rigida. La determinacién del flujo de malla para las caras K se
define mediante el mapa A que relaciona cada cara del conjunto F con su equivalente en el frente de

avance Jy,.

AC(KNH):{KLI EFLI ZKLI :—KNH}, VKN” EfNU (5.13)

en donde el signo negativo significa que las caras estdn determinadas por los mismos puntos pero orien-

tados de forma opuesta. A la denominacién de las caras y conjuntos se les agrega el subindice [ o I]
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Figura 5.6: Clasificacion en grupos de las caras para el caso de adicién de una capa de celdas.

indicando la topologia correspondiente. Por otro lado, el grupo de caras pertenecientes al grupo Fi; per-
manecen sin modificaciones en la transformacion 2; — €2;;. Para estas caras existe una relacién uno a

uno representada por el mapa Ap,
Ap(Ky,,){Kv, € Fu, : Ky, = Ky,,} VKuy,, € Fu,, (5.14)

Por otro lado, las caras nuevas K g que son tangentes a la direccién del movimiento no tienen relacién

con caras del dominio anterior por lo que definen un mapa vacio,
Ag ={} (5.15)

Utilizando los mapas definidos previamente, se describe el mapeo de los flujo de malla para la transfor-

macion {27 — 277 en la cual se adiciona una nueva capa de celdas,

SO(KNU) = _SD(KLI)‘KLIGAC(KNH) VEN, € Fny,
P(Kurp) = $(Kulky eapicu,)  "Eun € Fuy (5.16)
o(Ks; ) =0 VKs,, € Fs;,

Proceso de inflacion Una vez realizada el traspaso de topologias entre los dominios 2y — ;7 el

(n—1) )

proximo paso, es actualizar el dominio desde el instante €2; al instante QY} por medio de movimiento
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/—I—{—L———’; . Capa de celdas
* infladas
n—1
S 7

Figura 5.7: Inflacién de una capa de celdas.

de nodos. En esta accion, el grupo de celdas con volumen nulo adquieren su tamaiio final mediante un
movimiento con direcciones opuestas de las caras Ky y K seglin se muestra en la Fig. 5.7. A este

proceso se lo conoce como “inflacién”.

5.3. Discretizacion temporal de alto orden en dominios con cambios topo-
l6gicos

Cuando se utilizan discretizaciones temporales de alto orden es necesario, dependiendo del esquema,

utilizar valores en instantes temporales previos al instante pasado ¢(*~1)

. Por ejemplo, el esquema de
diferencias descentradas hacia atrds de segundo orden necesita definir las variables en los instantes ¢~
y t("=2)_Tal como se explic6 en la seccidn previa, la discretizacion ALE necesita que el historial temporal
del dominio a un dado tiempo (™) esté representado por la misma topologia. Por ejemplo, para un
esquema de diferencia descentradas hacia atrds, si el dominio modifica su topologia en todos los instantes
temporales entonces se tiene la transformacion Q?_z — Q}‘I_l — 7%, ;. Para explicar como se realiza
la transformacién de topologias para este dltimo caso se utiliza un mapa temporal con dos ejes. Un eje
representa la evolucién temporal del dominio (t(”_3), t(n=2) ¢(n=1), t(”)) y el restante representa a los
tiempos relativos o pasados de cada paso de tiempo denominados como t(~=) (=) ¢. Dentro de este
par de ejes coordenados se definen los dominios indicando sus respectivas topologias. En la Fig. 5.8 se
aprecia que la discretizacién temporal para cada instante ¢() se corresponde con dominios que tienen

la misma topologia. Para el esquema mostrado, se necesitan realizar dos transformaciones topoldgicas

para cada paso temporal. Por ejemplo, en el instante t("™) se realizan las siguientes transformaciones
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Discretizacion temporal
con topologia constante

i
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'ﬁ n—2 =il Qn n+1 nt2 Evolucion temporal
R e | Oy del dominio

t(n=2)  ¢(n-1) t(n) t(nt1)  3(n+2)
Tiempo de simulacion

Figura 5.8: Mapa temporal en donde la topologia del dominio cambia en todos los pasos temporales. Sin
embargo, la historia temporal en cada paso de tiempo tiene dominios con topologia constante.

(ver Fig. 5.8 ): Q}LI_Q — 9?1—12 y Q?I_l — Q?I_Il Es importante hacer notar que a tiempo ¢(™ no fue
necesario transformar la topologia correspondiente al tiempo t("=2) debido a que ya fue transformada en
el paso temporal t("~1): an_Q) — ngj—?)' Esta secuencia del algoritmo simplifica el manejo de datos
en la implementacién computacional ya que en cada paso temporal solo se requiere informacién de dos

topologias en vez de las tres involucradas en la evolucién temporal del dominio.

5.3.1. Diferencias descentradas hacia atras y Crank-Nicolson

En los esquemas de segundo orden descriptos en el capitulo 2, se necesita tener definidos a tiempo
(™) el valor de todos los campos en los tiempos relativos t(~1) y t("=2)_ En el caso de existir un
cambio topoldgico, por ejemplo, 2; — Q; en el paso temporal t(™) se deberd entonces realizar las
conversiones de dominio de los tiempos pasado y doble pasado, es decir: Q’I‘_Z — Q?I_Q y Q?_l — Q}‘I_l

respectivamente. En estas conversiones se deben satisfacer las expresiones definidas en la Ec. (5.3) para

(n—1) (n—2)

el par de pasos temporales ¢ . De esta forma, se aplican para cada transformacién topoldgica

yt
las conversiones detalladas en las Ecs. (5.6) y (5.7) para el caso de la remocion y las Ec. (5.12) para el

caso de la adicion.

5.3.2. Ejemplos de validacion

Se resuelven tres ejemplos numéricos que tienen como objetivo evaluar la implementaciéon de los
métodos de integracion temporal de diferencias descentradas hacia atrds de segundo orden y Crank-
Nicolson en combinacién con la técnica de layering. En estos problemas se utiliza un dominio cilindrico

al cual se le define una transformacién temporal de un sistema biela-manivela tal cual se muestra en la
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Figura 5.9: Descripcion del dominio cilindrico utilizado en los problemas de validacién y su evolucién
temporal correspondiente a un sistema biela-manivela.

Fig. 5.9. La funcién de movimiento impuesta al bloque rigido de celdas es,
2 ro. 2 2
xp(t) =r |1 —cos ?t +L{1—4/1— 7 sin ?t , (5.17)

donde 7 es el radio de la manivela, L es la longitud de la bielay 7" es el periodo del ciclo. Estos parametros

se configuran con los siguientes valores: » = 45mm, L = 140mm y 7' = 0,03 s.

Conservacion del espacio

El primer ejemplo consiste en resolver la ley de conservacion del espacio. La cantidad que representa
al espacio se la denomina ( <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>