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Resumen

En ésta tesis se presenta un estudio exhaustivo del Modelo de Dos Fluidos con asistencia
de la Teoria Cinética-Friccional para flujos granulares implementado en el marco del Método
de Volimenes Finitos. En particular, se hace énfasis en el acoplamiento de las variables por
medio de las fuerzas interfaciales, la restriccién de incompresibilidad, la conservacion de masa
de cada fase y las teorfas de cierre reoldgicas para la fase granular. Asimismo, se realiza un
estudio comparativo de formulaciones con distintos grados de conservatividad de los términos
de adveccidén en ambas ecuaciones de balance de momento lineal, donde se busca determinar
cudles resultan mas adecuadas para cada condiciéon de flujo. Por otra parte, se propone una
metodologia para determinar rangos de estabilidad numérica de los algoritmos segregados, con
la finalidad de extenderla al estudio de acoplamiento entre fases. Los resultados de este andlisis
son de gran valor para determinar los parametros que rigen las tasas de convergencia de los
modelos multifdsicos, en pos de minimizar los elevados costos computacionales normalmente
involucrados. Finalmente, con la implementacién optimizada sobre la estructura general de
la suite OpenFOAM®, se evalia el desempefio de los modelos fisicos de mayor influencia
en la hidrodindmica de los lechos fluidizados en distintas condiciones de fluidizacién. En
particular, se estudia una gran variedad de modelos para los coeficientes de arrastre (drag),
parametros reoldgicos de Teoria Cinética y Friccional, y condiciones de borde mixtas para la
fase particulada sobre las paredes del lecho. Teniendo en cuenta todos estos aspectos, la presente
tesis busca sentar bases sOlidas para el estudio de problemas multifasicos con presencia de
una fase granular por métodos Eulerianos y asi, formar criterios en términos de estabilidad,
conservatividad y convergencia del modelo ante distintas condiciones fisicas y numéricas del

problema.

XIII






“In questions of science, the authority
of a thousand is not worth the humble

reasoning of a single individual.”

— Galileo Galilei (1564-1642)

Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y antecedentes

La resolucién de problemas fisicos reales cominmente involucra, en primera instancia,
una modelizacion matemadtica de dicho problema. De esta forma, podemos definir un modelo
matemdtico como una representacion simplificada del problema fisico real. En general, los
modelos buscan suprimir los efectos que tienen baja influencia sobre las variables de interés
con el afdn de mantener la mayor simplicidad posible pero preservando la naturaleza real del
problema.

En el caso de problemas de fluidos a una fase, las ecuaciones de balance de masa y momento
lineal, junto con la adopcion de adecuadas leyes constitutivas, proveen un modelo matematico
que busca representar la dindmica del medio fluido. Estas ecuaciones han sido desarrolladas
hace mds de un siglo, sin embargo, con excepciéon de algunos casos sencillos, no se han
descubierto atin soluciones analiticas directas (ni su existencia) para condiciones generales
[1, 2, 3]. Este tipo de dificultades se ve enfatizada en problemas multifasicos, donde las fases
involucradas pueden intercambiar masa, cantidad de movimiento y energia.

Existen en la actualidad una gran cantidad de problemas ingenieriles con presencia de
flujos multifasicos. En particular, los flujos con presencia de particulas en altas concentraciones

constituyen una aplicacion de especial interés para el sector industrial. Entre dichas aplicaciones



se destacan el manejo de granos en la agroindustria (transporte, separacion, limpieza y
mezclado), reactores basados en lechos fluidizados granulares en la industria petroquimica y
farmacéutica, manipulaciéon de residuos y biodigestores, entre otros. Para abordar el estudio
de estos sistemas se puede recurrir a métodos analiticos y correlaciones provenientes del
andlisis experimental. Estas metodologias, ampliamente usadas en el siglo pasado, suelen dar
nociones macroscopicas generales del comportamiento termo-fluidodindmico del sistema pero
no proveen el detalle de los fendmenos mads particulares y localizados, como pueden ser la
formacion de burbujas o aglomeraciones de particulas, fenémenos turbulentos y reacciones
quimicas.

A partir de la segunda mitad del siglo XX, el desarrollo de las computadoras digitales ha
crecido exponencialmente y su uso por parte de la comunidad cientifica para realizar grandes
cantidades de operaciones algebraicas de manera rapida, ha acompanado este crecimiento. En
este contexto, la Fluidodindmica Computacional (CFD) surge como un campo de la ciencia
que busca resolver de manera aproximada las ecuaciones que rigen la dindmica de los fluidos
haciendo uso de dichos recursos computacionales [4, 5]. Sin embargo, la modelizacién de
flujos multifasicos contintia siendo un desafio para la comunidad cientifica dada la compleja
interaccion entre las fases y el carécter intrinsecamente cadtico del flujo. Esta interaccion debe
ser adecuadamente representada por el modelo matemético para su posterior resolucién. En
esta linea, existe una serie de alternativas (ver Fig. (1.1)), entre las cuales se destacan en la

actualidad:

» Simulacién Numérica Directa
= Métodos Euler-Lagrange

= Métodos Euler-Euler

La Simulacién Numérica Directa del Modelo de Elementos Discretos (DNS-DEM) tiene
como propdsito la representacion mds fundamental de la estructura multifdsica. Esta estd
constituida por un conjunto de regiones monofésicas delimitadas por interfases a través de
la cual las fases intercambian masa, cantidad de movimiento y energia. Las ecuaciones son
resueltas para cada fase y la evolucién espacial de las interfases forman parte de la solucién

del problema. El elevado nivel de detalle que puede obtenerse para la resolucion de flujos
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Figura 1.1: Técnicas de modelizacién para flujos granulares

multifasicos hacen de DNS-DEM una técnica de gran interés en dreas especificas de la
fluidodindmica, como son los fenémenos de inyeccién, cambios de fase y desprendimiento de
gotas en jets liquidos. Sin embargo, las escalas de resolucion de estas técnicas son normalmente
pequefias y se encuentran relacionadas con la compleja topologia de las interfases y las escalas
mds pequefias de la turbulencia alli encontradas [6, 7, 8, 9]. Esto se traduce en elevados
costos computacionales y de almacenamiento en memoria. Es por ello que estas técnicas estan
restringidas a problemas de bajos nimeros de Reynolds.

La gran mayoria de los problemas de carédcter ingenieril involucra flujos turbulentos, lo
cual limita el uso masivo de técnicas DNS para su resolucion. Sumado a esto, las técnicas
DNS proveen un nivel de detalle no siempre requerido. Para el disefio de dispositivos y
procesos que involucran flujos multifasicos, normalmente basta con tener informacion de datos
macroscopicos del flujo (e.g. caudales, velocidades medias, proporciones medias de cada fase,
caidas de presion, flujos térmicos, entre otros). Esto ha motivado el desarrollo de diversas
técnicas de modelado basadas en balances de propiedades medias. Estas provienen de aplicar
técnicas de promediados sobre las ecuaciones de balance en la escala microscopica [10, 11, 12].

Un primer acercamiento hacia métodos menos costosos consiste en estudiar el movimiento



de cada particula de forma aislada, donde la dindmica de cada una es regida por su propia
ecuacién de movimiento. A diferencia de los métodos DNS, la fase fluida es tratada como
un continuo y la presencia de las particulas no influye en la geometria del dominio de dicha
fase. En su lugar, la presencia de las particulas y su interaccion con la fase continua es
modelada. Estas técnicas son comtnmente conocidas como Euler-Lagrange, y en ellas se
pierde cierto nivel de detalle respecto al flujo cerca de las particulas. Si bien estas resultan
mads propicias para flujos de interés industrial, en la actualidad sigue siendo un desafio poder
aplicarlas exitosamente a problemas que involucran alta cantidad de particulas sélidas. En estos
casos, la necesidad de resolver una ecuacién diferencial por cada particula, vuelve el problema
computacionalmente costoso. Sumado a esto, existen colisiones entre las particulas sélidas que
afectan sus trayectorias y cuyas ecuaciones de balance de momento lineal para el par deben
resolverse. Este efecto también aumenta el costo computacional, dado que el propio modelo
requiere de un paso de tiempo propio para la resolucién correcta de la colision entre pares de
particulas [13, 14, 15].

Con el afdn de poder resolver flujos a dos fases con una fase de particulas para todo tipo de
flujos de cardcter ingenieril, se han desarrollados métodos que sacrifican atin més el detalle de
la dindmica de las particulas en pos de disminuir los tiempos de resolucién. Estos métodos
consisten en realizar promediados sobre ambas fases y asi obtener un sistema constituido
por medios continuos interpenetrantes. Estos son conocidos como métodos Euler-Euler, o

simplemente Métodos Eulerianos.

El método de modelado Euler-Euler para dos fases (también llamado Modelo de Dos
Fluidos) considera que dichas fases coexisten en una determinada proporcién en un mismo
punto del espacio. De esta forma, ambas son tratadas como medios continuos que responden
a sus respectivas ecuaciones de balance de masa, momento y energia. Esta caracteristica trae
aparejada la necesidad de una modelizacion de la interface presente en la realidad. Es decir,
mientras que en un modelo microscépico las fases se encuentran claramente delimitadas, en
el método macroscépico Euler-Euler, los fenémenos interfaciales son tenidos en cuenta por
medio de términos de intercambio entre fases. En general, en problemas de gas y particulas, las
tnicas fuerzas interfaciales consideradas son las fuerzas de arrastre (drag), para las cuales se han
desarrollado diversa cantidad de modelos a lo largo de los afios [16, 17, 18, 19, 20, 21]. Estos

métodos cuentan ademds con la complejidad de tener que definir pardmetros reolégicos para una
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fase particulada que se representa como una fase fluida. De aqui surge la necesidad de plantear
leyes constitutivas. A diferencia de la modelizacién de gases y liquidos, al aplicar el modelo
Euler-Euler sobre una fase fluida y otra constituida por sélidos (fase granular), los modelos
reoldgicos involucrados deben poder representar adecuadamente la compleja fenomenologia
de la dindmica de particulas. Para ello, se presentan fundamentalmente dos teorias: La Teoria
Cinética de Flujo Granular (KTGF) [22, 23, 17], para medianas y bajas concentraciones de
particulas, la cual estd basada en la teoria cinética de gases, y la Teoria Friccional [24, 25, 26],
para altas concentraciones de particulas, basada en teorias de plasticidad y de suelos.

El abordaje de métodos Eulerianos por vias computacionales para flujos granulares cuenta
con un elevado grado de complejidad dado por la gran cantidad de ecuaciones acopladas e
incognitas a resolver. En la actualidad, existen aspectos numéricos que requieren especial
atencion para garantizar precision y estabilidad de la solucién. Entre ellos se destacan la
conservatividad en el planteo de las ecuaciones para la resolucion en problemas con elevados
gradientes de los campos incégnita [27, 28, 29, 30], la estabilidad de procesos iterativos para
el acoplamiento de presion y velocidades de cada fase [31, 32, 33, 34, 35] y la seleccion de
adecuados modelos reoldgicos y de transferencia para distintas condiciones y regimenes de

transporte [36, 37, 38, 39, 40].

1.2. Objetivos

En esta tesis, se propone el desarrollo e implementacion de un modelo computacional
eficiente para la resolucion de flujos a dos fases de gas y particulas en problemas de fluidizacion.
Para lograr esto, se propone un estudio exhaustivo del impacto de diversas formulaciones
de las ecuaciones, actualmente implementadas en cddigos computacionales de uso por la
comunidad, sobre los campos soluciéon. Ademds, se propone definir estrategias para el estudio
de la estabilidad y la tasa de convergencia de los métodos de acoplamiento segregados. De
esta manera, se buscard determinar cuales son los pardmetros fisicos y numéricos de mayor
influencia sobre dichos aspectos. Una vez optimizado el modelo computacional, se utilizara la
herramienta para la resolucion de problemas de fluidizacién burbujeante, permitiendo explorar
los distintos modelos fisicos y asi determinar cuales resultan Sptimos para determinadas

condiciones experimentales.



1.3. Estructura de la tesis

La presente tesis se desarrolla siguiendo los diversos aspectos del modelado numérico del

Meétodo de Dos Fluidos aplicado a flujos granulares.

En el Capitulo 2, se presenta la teoria del desarrollo del Método de Dos Fluidos Euleriano a
partir de las ecuaciones de balance microscépicas en el continuo y las correspondientes teorias
de cierre matemdtico dadas por el modelado de los términos de arrastre y de los pardmetros

reoldgicos de la fase granular.

El Capitulo 3 presenta el Método de Volimenes Finitos aplicado al modelo matemético
desarrollado en el Capitulo 2 y la forma general del algoritmo de resolucion por métodos

segregados de acoplamiento.

El Capitulo 4 se centra en el estudio de los distintos grados de conservatividad con que
pueden presentarse las ecuaciones de momento de cada fase en el continuo. A partir de la
discretizacion de las mismas, se plantea analiticamente como impactan en las soluciones finales

de los problemas y se cuantifican las diferencias obtenidas con cada método.

En el Capitulo 5 se realiza un estudio exhaustivo de los métodos de acoplamiento y su
impacto en la estabilidad del algoritmo general para flujos a una fase. Se comparan los métodos
PISO y SIMPLE a una fase y se determinan los pardmetros que rigen la convergencia de los

métodos teniendo en cuenta ademads distintas orientaciones y relaciones de aspecto de la malla.

El Capitulo 6 extiende estos conceptos para problemas a dos fases con el fin de determinar
los parametros fisicos y numéricos que afectan la estabilidad y convergencia de los distintos
métodos de acoplamiento entre fases. En particular, se estudia como se vinculan la presion
y las velocidades de ambas fases por medio del término de arrastre y la restriccion de

incompresibilidad.

En el Capitulo 7, se tienen en cuenta todos los conceptos desarrollados y las conclusiones
alcanzadas con el fin de evaluar la eficiencia del modelo computacional para la resolucion
de problemas reales. Asimismo, se estudia el desempefio de los diversos modelos fisicos
disponibles en la literatura para formar asi un criterio general para el estudio de problemas

de fluidizacién por vias computacionales.

Finalmente, en el Capitulo 8 se presentan las principales conclusiones de esta tesis.
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1.4. Aportes cientificos

En el marco de la presente tesis, se realizaron los siguientes aportes originales al estudio de

métodos numéricos aplicados a flujos multifasicos granulares:

= Desarrollo e implementacién de un modelo computacional robusto para la simulacién de
flujos a dos fases gas-particulas basado en el método PIMPLE y haciendo uso de la Teoria
Cinética-Friccional de Flujos Granulares (KTGF-TF) (Capitulo 3), donde se destacan:

* Distintos tratamientos de acople entre fases por medio del término de arrastre.

* Formulacién conservativa y fase-intensiva sobre las ecuaciones de momento para

abordar problemas con ondas de choque.
 Tratamiento especial de las ecuaciones de momento ante la desaparicion de una fase.
* Método de estabilizacion numérica para la ecuacion de energia granular.
= Estudio y cuantificacion de errores de discretizacion para formulaciones conservativas y

no-conservativas de las ecuaciones de momento en problemas con solucién analitica o

experimental (Capitulo 4).

= Desarrollo e implementaciéon de una técnica general de andlisis de estabilidad para
métodos segregados de acople presion-velocidad tipo PISO, basada en el método de

descomposicion de Fourier (Capitulo 5).

= Extension del método de Fourier para el andlisis de estabilidad en problemas de flujos a

dos fases acopladas por arrastre y la restriccion de incompresibilidad (Capitulo 6).

= Implementacién de distintos modelos fisicos para coeficientes de arrastre, viscosidad de
sOlidos, presion de sélidos y condiciones de pared, y comparacidon exhaustiva de los

resultados en regimenes de fluidizacion frente a resultados experimentales (Capitulo 7).

1.4.1. Publicaciones en revistas indexadas

= Venier C.M., Marquez Damian S. y Nigro N.M. Numerical aspects of Eulerian
gas-particles flow formulations. Computers & Fluids vol. 133 p. 151-169. 2016
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= Venier C.M., Pairetti C.I., Marquez Damian S. y Nigro N.M. On the stability analysis of
the PISO algorithm. Computers & Fluids vol. 147 p. 25-40. 2017

= Venier C.M., Marquez Damian S. y Nigro N.M. Assessment of gas-particle flow models
for pseudo-2D fluidized bed applications. Chemical Engineering Communications vol.

205(4) p. 456-478. 2018

= Aguerre H., Pairetti C.I, Venier C.M., Marquez Damian S. y Nigro N.M. An

oscillation-free flow solver based on flux reconstruction. Journal of Computational

Physics vol. 365 p. 135-148. 2018

1.4.2. Publicaciones en revistas no-indexadas

= Venier C.M., Marquez Damian S. y Nigro N.M. Development of a conservative numerical
solver for gas-particles muti-fluid system using Kinetic Theory of Granular Flow.

Mecénica Computacional vol. 33 p. 473-497. 2014

= Venier C.M., Marquez Damian S., Ramajo D. y Nigro N.M. Numerical analysis of
multiphase solid-gas flow with Eulerian models and kinetic theory closure. Mecanica

Computacional vol. 32 p. 1849-1862. 2013

1.4.3. Presentaciones en congresos

» Estabilidad de técnicas de acoplamiento tipo PISO a 1 y 2 fases por el método de Fourier.

XXIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones. 2017

» Conservativeness of the Eulerian Two-fluid model. XXII Congreso sobre Métodos

Numéricos y sus Aplicaciones. 2016

= Fourier stability analysis applied to Navier-Stokes segregated algorithms. XXII Congreso

sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones. 2016

» Development of a conservative numerical solver for gas-particles muti-fluid system
using Kinetic Theory of Granular Flow. XXI Congreso sobre Métodos Numéricos y sus

Aplicaciones. 2014



» Numerical analysis of multiphase solid-gas flow with Eulerian models and kinetic theory

closure. XX Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones. 2013
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“Everything should be as simple as

possible, but not simpler.”

— Albert Einstein (1879-1955)

Capitulo 2

Modelo Euler-Euler para flujos granulares

Las teorfas para fluidos monofdsicos derivadas de la Mecédnica del Continuo son
desarrolladas a partir de balances integrales de masa, momento y energia. Si las variables
son diferenciables en un volumen de control dado y existe la transformacién Jacobiana entre
coordenadas materiales y espaciales, puede obtenerse un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales que representan balances en escala local haciendo uso del teorema de transporte de

Reynolds (o la regla de integracion de Leibniz).

El desarrollo de un modelo andlogo para el caso de dos o mas fases involucra una serie
de dificultades tanto matemadticas como fisicas. Desde el punto de vista matematico, un flujo
multifdsico puede ser considerado como un conjunto de regiones monofédsicas con bordes o
interfases moéviles. En este sentido, los balances locales pueden ser aplicados directamente sobre
cada una de estas regiones, pero no pueden aplicarse de forma directa sobre todo el conjunto
sin violar las condiciones de continuidad. Desde el punto de vista fisico, el problema radica
en modelar apropiadamente los fendmenos de interaccion interfacial. En este sentido, se debe
tener en cuenta que para altas concentraciones de particulas, la dindmica del flujo dependera
fuertemente de la interaccion entre las particulas y de estas con el medio fluido. Debido a esto,
para lograr derivar un modelo multifdsico, es necesario tener una descripcion local del flujo
y, a partir de esto, obtener propiedades macroscopicas por medio de adecuadas técnicas de

promediado.

En este capitulo, se desarrolla un modelo Euleriano extendiendo el Modelo de Dos Fluidos
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(TFM) para sistemas de gas y particulas. Para ello, se plantean distintas alternativas de modelaje
de las fuerzas de arrastre (drag) y se desarrollan la Teoria Cinética de Flujo Granular (KTGF)
y la Teoria Friccional (FT) para el modelado de los pardmetros reoldgicos de la fase granular.
De esta forma, finalmente se obtiene un sistema de ecuaciones del continuo matematicamente

cerrado para su posterior resolucion por métodos numéricos.

2.1. El Modelo de Dos Fluidos (TFM)

El Modelo de Dos Fluidos (TFM) tradicional consiste en un planteo de un balance integral
de masa, momento y energia en un dado volumen de control que contiene a ambas fases. Dicho
balance debe cumplirse en cualquier punto del espacio y en cualquier instante de tiempo, es
por ello que también puede expresarse como un balance local para cada fase y una condicién
de salto en la interfase (Fig. 2.1). Para arribar a la forma final del modelo, las ecuaciones
en escala local deben ser adecuadamente promediadas. Este promediado puede realizarse de
diversas formas: en el espacio, en el tiempo o como ensamble (promediado en eventos), como

se vera mas adelante.

Figura 2.1: Volumen de control con 2 fases y una interfaz mévil
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2.1.1. Ecuaciones de balance en escala local

Los siguientes desarrollos estdn basados en los trabajos de Ishii [10], Drew [11], Enwald et
al. [12], Delhaye [41], Bouré et al. [42], Zanotti [43] y Corzo [44].
Dado el volumen de control de la Fig. 2.1, un balance general de una propiedad intensiva v

sobre la porcién de continuo de la fase 7 puede expresarse como:

piidV + / pitbi(ugm)dA = / —Ji-ndA + / pi®;dV @2.1)

Vi(#) Ai(t)+A; () Ai(t)+A; () Vi(t)

dt

donde ¢ es el indice que representa la fase en cuestion (que puede tomar el valor 1 o 2), V; es
el volumen de dicha fase, A; es el drea de la frontera exterior de la fase, A, es el drea de la
interfase, 1) es la variable transportada, u es la velocidad de transporte, n es el vector unitario
normal a la superficie A, J es el flujo molecular y ® es una fuente o sumidero.

Sumando las ecuaciones de balance para ambas fases y agrupando los términos de flujos a

través de la interfase f, se obtiene:

Zdt/pzwdeJrZ/mwzul Z/J ndA+Z/pZ<I>dV+ / osdA

Las) Ay (t)
(2.2)

donde ¢; condensa todos los integrandos sobre Ay de la Ec. (2.1) y representa todos los
intercambios dados a través de la interfase.

Para continuar con el desarrollo, se presentan algunas identidades de utilidad:

= Regla de integracion de Leibniz:

of
/ fdv = / —dV + fvpndA 2.3)
Ai(t)+Ap(t)
m Teorema de Gauss:
/V-]FdV: /F-ndA (2.4)
Vi(t) A;i(t)

Asumiendo que la superficie de borde exterior del volumen de control no se desplaza (V| ;) =

0), en la Ec. (2.3) solo persiste la integral sobre A;. Entonces, aplicando las Ecs. (2.3) y (2.4)
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sobre los términos de la Ec. (2.2) y reagrupando, se obtiene:

i/ { (pit;) + V- (pivw;) + V- J; — }dv /{i[piwi(ui—vf).n+Ji.n]_|_¢f

=1y A, Vi=t

(2.5)
Ademas, definiendo la transferencia de masa por unidad de superficie de interfase 7i;; como:

Teniendo en cuenta que la Ec. (2.5) debe cumplirse para cualquier volumen V;(t) e interfase

Ay(t) arbitraria, los integrandos deben ser idénticamente nulos. Esto permite arribar a:
0
E(Pi%‘) + V- (piviw;) + V- J; — pi®; = 0 2.7)

2
> i+ Jim = —¢; 2.8)

i=1
La Ec. (2.7) representa el balance local de una propiedad genérica v;, mientras que la Ec. (2.8)
representa la condicidn de salto local en la interfase.

En los casos particulares de conservacion de masa y momento lineal, las ecuaciones resultan:

Conservacion de masa

mlv,) = /Pﬂ/’idv = ;=1
Vi(t)

= Ji=0 = (pi) + V- (piw;) =0

n O, =0 < (2.9)

\ =1

Conservacion de momento lineal

Vi(t) = /piuidv — Y=

=p
Vi(t) )
—(piw;) + V- (puuw;)) = V- T, — p;b; =0
2
\ =1
» 95 =0 (2.10)
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En este planteo, se asume que no hay tension superficial entre las fases, de aqui que ¢ = 0.
De forma andloga, se pueden plantear balances de energia, entropia y momento angular sobre

el sistema de dos fases.

2.1.2. Técnicas de promediado

Como es sabido, la resolucion de la dindmica de fluidos a una fase cuenta con un gran
nimero de complejidades. Todas ellas persisten en el estudio de flujos multifdsicos. Sin
embargo, existen algunas caracteristicas inherentes a ellos que dificultan atin méds su abordaje.

Entre ellas, se destacan:

= Existencia de multiples interfases moviles y deformables cuyo movimiento es, en
principio, desconocido.

= Existencia de fluctuaciones de las variables debido a turbulencia y a movimientos de la
interfase.

= Discontinuidad de las propiedades en la interfase.

Todas estas dificultades se encuentran presentes en la mayoria de las aplicaciones
ingenieriles de flujos a dos fases. Sin embargo, solo en algunos casos aislados se necesita
del nivel de detalle dado por la escala microscépica. En la mayoria de los casos practicos,
solo los aspectos macroscépicos del flujo resultan relevantes. Este argumento respalda el uso
de técnicas de promediado para la obtencién de valores medios filtrando las componentes de
alta frecuencia de los campos de interés. Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que aquellas
fluctuaciones que tengan influencia sobre las propiedades macroscopicas deben ser tenidas en
cuenta para el modelado de las leyes de cierre, como se verd mas adelante.

A continuacion, se hard mencion de algunas de las técnicas de promediado mads utilizadas

en la literatura para arribar al Modelo de Dos Fluidos (TFM).

Promediado volumétrico: Estas técnicas han sido extensamente aplicadas para el desarrollo

del TFM a lo largo de los aiios [45, 46, 47, 42, 48]. Dicho promedio se define como:
—V 1
Vo= | (X to, wo)dV (2.11)
174
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Aqui, x es el vector posicion, ¢ es la variable temporal y i es el variable niimero de evento.
Para este caso, Whitaker [48] propone condiciones de la escala en la que puede aplicarse este
tipo de promediado:

L, << L << Ly (2.12)

donde L,, es la dimension caracteristica de la escala de las fases, L es la dimension caracteristica

para el promediado y L, es la dimension caracteristica del sistema fisico.

Promediado temporal: Este tipo de técnicas es cominmente aplicada en el modelado de
flujos a una fase turbulentos y puede ser utilizada para el desarrollo de un modelo de flujo
a dos fases. Diversos autores han contribuido al desarrollo del TFM basado en estas técnicas

[49, 50, 51, 10, 52, 53]. Se define el promediado temporal de una variable como:

t+AT

— 1
v =5z / (X0, t, f10)dt (2.13)
t

Delhaye y Achard [53] indican que la escala de promediado temporal debe satisfacer:
T, <<T<<Ty (2.14)

donde 7, es la escala de tiempo caracteristica de las fluctuaciones turbulentas, 7" es la escala
de tiempo caracteristica para el promediado y T, es la escala de tiempo caracteristica de las

fluctuaciones medias del flujo.

Promediado en ensamble: Esta técnica ha sido también aplicada para el desarrollo de TFM

por diversos autores [54, 55, 56, 57]. Este tipo de promediado se define como:

_ 1 &
U= 5D (oo, ) (2.15)
n=1

Los promediados volumétricos y temporales pueden resultar equivalentes al promediado
en ensamble. Esto constituye la hipdtesis de ergodicidad, la cual indica que si el flujo es
estacionario y homogéneo, los promediados volumétricos, temporales y en ensamble son
equivalente. Si bien este método de promediado requiere de una cantidad de eventos para
alcanzar un valor uniforme en X, y ?y, no tiene restricciones sobre las escalas médximas y
minimas espaciales y temporales. Por esta razén, el mismo serd adoptado para los desarrollos

subsiguientes. Por simplicidad de notacién, el operador de promediado se denotard como (...).
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2.1.3. Funcién indicadora de fase e identidades entre promedios

Antes de aplicar el método de promediado sobre las ecuaciones de balance, se definira la

funcion indicadora de fase X;(x, ¢, ;1) como:

1 osi(x,t,p) €1
Xi(xatalu’) =

0 en caso contrario
De esta manera, se define a la fraccién a; como el promedio de ocurrencia de la fase 7. Esta
variable es cominmente llamada fraccion de volumen (debido a que su primer definicion se

realiz6 en base a métodos de promediados volumétricos). La misma resulta entonces:

a; = X; (2.16)

Puede notarse que, para flujos a dos fases (fase 1 y fase 2), se verifica:

2
Z ;=1 (2.17)
=1

Por otro lado, se deberan tener en cuenta las siguientes indentidades. Dadas dos funciones
generales p y ¢, teniendo en cuenta que la operacion de promediado en ensamble y derivacion

respecto a X y ¢ son intercambiables y siendo C' un escalar constante, se tiene que:

pP+qg=p+q (2.18)
Pq=07q (2.19)
pqd =0 (2.20)

C=C (2.21)
% = %f) (2.22)
V-p=V-D (2.23)
Vp=V5p (2.24)

siendo ¢ = q —7q.

Utilizando estas propiedades, se puede arribar a:

) ep,  OXE_ 0% Oh 9% Oh.
V- (Xifi) = V- (Xifi) = XiV- (fi)) + fi- V(X;) = XiV- (fi) + fir V(X5) (2.26)
V(Xifi) = V(Xifi) = XiV(fi) + iV(Xi) = XiV(fi) + fiV(Xi) (2.27)
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Mediante la utilizaciéon de funciones de prueba y el teorema del transporte de Reynolds,

Drew y Passman [11] han demostrado el siguiente balance:

0X;
ot

VAV =0 (2.28)

Esta ecuacion es conocida como la Ecuacion Topologica.

2.1.4. Ecuaciones de balance promediadas

En base a las identidades previamente presentadas, se propone arribar a las ecuaciones del
Modelo de Dos Fluidos a partir de las ecuaciones en escala local. Para ello, como primer paso se
multiplica a la Ec. (2.7) por la funcién indicadora y se promedia término a término la ecuacion.

De esta forma se obtiene:

0
Xia(ﬂﬂﬁi) + XiV- (piviwi) + X;V-J; — Xipi®; =0 (2.29)

Aplicando la Ec. (2.25) sobre el primer término de la Ec. (2.29):

0 0

_ 0X;
Xia(ﬂz‘%‘) = &(Xipﬂ/%) - (Wﬂiwz) (2.30)

Aplicando la Ec. (2.26) sobre el segundo y tercer término de la Ec. (2.29):

X;V- (Pﬂﬁz‘ui) =V (Xipz'l/)z'llz‘) - (VXi)' (Pi¢iui) (2.31)

Entonces, aplicando las Ecs. (2.30), (2.31) y (2.32) sobre la Ec. (2.29) y reordenando los
términos se obtiene:

0 — E— 0X;
E(Xipiwi) + V- (Xipiwiui) + V- (Xz'Jz') — Xipi®; = (Wﬁiwi) + (VXi)' (Piwi“i) + (VXi)‘ J;

(2.33)

Sobre los términos del lado derecho de la igualdad se puede operar sumando y restando un

término proporcional a (v¢- VX;) y conmutar sobre los productos internos de modo de obtener:

0X;
(Wpﬂ/]i) + (VXi)‘ (Pi%ui) + (VXi)‘ Ji =
(2.34)

[pﬂﬂi (% + vy VXi)} — pii(ve- VXG) + pidi(w- VX)) + (VX)) J;
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El primer término del lado derecho de la Ec. (2.34) es proporcional al lado izquierdo de
la ecuacién topoldgica (Ec. (2.28)), por lo tanto resulta nulo. Por otro lado, el resto de los
términos del lado derecho pueden agruparse haciendo uso de la definicién dada por la Ec. (2.6)

para finalmente obtener la siguiente ecuacion de balance:

9 0X;
E(Xipiwi) + V- (Xipihaw;) + V- (X)) — Xsp:®i = (10 + J;-m) o (2.35)
Promediado sobre el balance de masa
Para el balance de masa, la Ec. (2.35) se reduce a:
0 —— - 0X;
— (X, p; A(Xipg) = 1y p—rt (2.36)
g (Kipi) + V- (Xipi) = rivig——

En los casos de no tener transferencia de masa a través de la interfase (r,;y = 0), la Ec.

(2.39) resulta:

o .
g(lel) + V- (X1p1111> =0 (237)
o .

a(Xgpg) + V- (Xgpgllg) =0 (238)

Promediado sobre el balance de momento lineal
El balance de momento lineal promediado se obtiene a partir de la Ec. (2.35) sin considerar
transferencia de masa a través de la interfase y con la fuerza de gravedad como unica fuerza de

cuerpo actuante (b; = g). De esta forma, la ecuacion resulta:

%(Xipiui) + V- (Xipmu;) — V- (X;T;) — Xipig = —T;- VX; (2.39)

La condicién de salto para el momento lineal resulta de aplicar el mismo procedimiento de

promediado sobre la segunda ecuacion del sistema (2.10):

2
> (T VX)) =0 (2.40)
i=1

Ahora bien, definiendo la transferencia de momento interfacial M,y = —(T;- VXj,) , las

Ecs. (2.39) y (2.40) resultan:

0, — .

&(lellh) + V- (Xipmuy) — V- (XqTy) — Xip1g = My (2.41)

[ — .

E(szzlh) + V- (Xopouauy) — V- (X3T2) — Xopog = My (2.42)
M,; = —My; (2.43)
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El set de ecuaciones obtenido (Ecs. (2.37), (2.38), (2.41), (2.42) y (2.43)) posee la dificultad
de no poder ser resuelto directamente para sus valores promedio. Esto se debe a que las
variables dependientes se encuentran multiplicadas entre si y luego promediadas, en lugar de
como producto de sus promedios. Para obtener una formulacion abordable, se recurre a la
descomposicion de Reynolds de cada uno de los términos y a las definiciones de promedios

ponderados.

2.1.5. Descomposicion de Reynolds y formulaciéon de Dos Fluidos
La descomposicion de Reynolds de una variable genérica se define como:
b=3 +¢ (2.44)
donde el operador (- )¢ es un promedio ponderado que se define como:
P % (2.45)

siendo ¢ el factor de ponderacion. En el caso de utilizar la funcién indicadora de fase como

factor de ponderacion (¢ = Xj), se tiene:

5= (2.46)

De esta forma, se pueden obtener las siguientes expresiones:

s = 2

Q;

Xipi) Xipiw;  X;pu,

T — — — X (Xips)
u; = = - — Xl W, = 0G0, "W, (248)
Xipi a;p; ! g
—x X, —x,
Tz‘Xl = = X,T, = ai']I‘iX (249)
Q;

X;pi Xipi —X;=Xipi
ngi — ri8 = _ng — X;pig = aip;-XZglel (2.50)
Xipi Qip;
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Por otro lado, el termino no-lineal de la ecuaciéon de momento puede reescribirse teniendo

en cuenta la descomposicion de Reynolds de manera que:

Xipugu; = X;p; (w5 4 u2)<u—i(Xipi) )

(2.51)
= Xipim S dwXe) 4 X pw K + X puiw i) 4+ X poulu]
Recordando las propiedades (2.19) y (2.20) y definiendo:
X. p.uu
The _ _ AiPUM; (2.52)
Q
se obtiene:

X, pausu; = @iﬁxiu—i(xmi)ﬁi(&m) _ OziTZRe (2.53)

Considerando la hipétesis de densidad homogénea de cada una de las fases (p;* = p; —

u_i(Xipi) = u;”¥), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

ar+ag =1 (2.54)

%(alpl) + V- (aiput) = (2.55)

%(am) + V- (agpoiyt) =0 (2.56)

! (alplﬁfl) + V- (oqplu_lxlu_lxl) =V- [041 (Tfl + T?eﬂ +oip1g+ My (2.57)
% (paBE?) + V- (anpoliy 2152 = V- [ag (Tf n T?ﬂ Y aspmg+ My (2.58)
M;; = —My; (2.59)

Teniendo en cuenta las aplicaciones de este modelo a problemas de gas y particulas, se
utilizardn una serie de hipotesis y simplificaciones, con el fin de reducir la complejidad del

sistema de ecuaciones:

= Densidad constante para ambas fases (p; = cte).

= Se asume régimen laminar de modo que el tensor de tensiones de Reynolds se puede

asumir despreciable (']I‘ZRG = Q).

= Se omitird la notacién de promediado (queda implicito que las nuevas variables del

problema son variables promedio).
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Finalmente se arriba a:

a1+ g = 1 (260)
0
_;‘; + V- (auy) =0 (2.61)
0
_gf + V- (asup) = 0 (2.62)
0 M
- (Oéllll) + V- (alulul) =V- <%T1> + o118 + L (263)
ot p1 P1
0 M
=7 (a2us) + V- (azupus) = V- (%TQ) +opg+ —7 (2.64)
ot P2 P2
M, = —My; (2.65)

Para la resolucion de este modelo, se debe contar con igual cantidad de ecuaciones que de
incégnitas. De esta necesidad, surgen las leyes de cierre. Estas leyes pueden ser de 3 tipos:
leyes constitutivas, leyes de transferencia y leyes topoldgicas [12, 42]. En particular, las leyes
constitutivas relacionan las propiedades fisicas por medio de axiomas y datos experimentales,
mientras que las leyes de transferencia son ecuaciones empiricas que describen la interaccion en
la interfase. Las leyes topoldgicas relacionan las variables de flujo por medio de su distribucién
espacial.

Dado el gran nimero de leyes de cierre utilizadas en TFM, solo las leyes asociadas a
flujos de gas y particulas serdn foco de esta tesis. En las siguientes secciones se modelaran los
tensores de tensiones de cada fase (T;) a través de leyes constitutivas provenientes de la Teoria
Cinética de Flujo Granular (KTGF) y la Teoria Friccional (FT), mientras que los términos de
transferencia interfacial de momento (M; ) serdn modelados por leyes de transferencia basadas
exclusivamente en fuerzas de arrastre, las cuales comtinmente predominan por sobre el resto de

las fuerzas interfaciales.

2.2. Leyes de transferencia: Fuerza de arrastre

Usualmente, en los modelos de flujos granulares a dos fases, el intercambio de momento
lineal entre fases se d4 exclusivamente por fuerzas de arrastre. Otras fuerzas, como son las
fuerzas de lift o masa virtual se consideran despreciables. En este contexto, dicha fuerza es
comunmente modelada como:

Mz‘f = Kij(llj — ui) (266)
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donde Kj; es el coeficiente de arrastre.

Muchas correlaciones para dicho coeficiente han sido desarrolladas a lo largo de los afos.
Una de las primeras técnicas aplicadas es la utilizaciéon de la ecuacion de Ergun [58] para
predecir la caida de presiéon en un lecho fijo de particulas. Sin embargo, para condiciones de
fluidizacion, esta simple formula no resulta aplicable. Los primeros intentos para establecer una
ley general de arrastre para condiciones mas diluidas fueron realizados por Richardson y Zaki
[59]. Ellos investigaron la sedimentacion de particulas esféricas en una suspension de liquidos
y sOlidos para obtener una expresion para la velocidad relativa entre las fases como funcién de
la fraccién de vacio. Los resultados de estos experimentos han sido ampliamente utilizados para

desarrollar correlaciones para el coeficiente de arrastre.

El modelo de Wen-Yu: EIl modelo de Wen-Yu [19] hace uso de los resultados de Richardson
y Zaki y extiende este concepto de una particula individual a un sistema de particulas. Esta
correlaciéon se basa en la hipétesis de que el flujo estd dominado por fuerzas viscosas. El

coeficiente de arrastre resulta:

CdOésﬂg|ug — uy =265

K, = 0,75 y : (2.67)
P
24 0,687

——(1+0,15Re%%7)  Re, < 1000
C, =< e (2.68)

0,44 Re, > 1000

d - Ug

Re, = Pydpuy — us| (2.69)

Hg

El modelo de Syamlal-O’Brien: En el mismo sentido, Syamlal y O’Brien [18] propusieron
extender el modelo de una particula individual, pero introduciendo una correlacién para la
velocidad relativa como funcién del nimero de Reynolds de las particulas y la fraccién de
volumen siguiendo los resultados de Richardson y Zaki. Este modelo considera que el nimero
de Arquimedes (que relaciona las fuerzas gravitacionales y viscosas) es el mismo para una
particula que para un sistema de particulas. El coeficiente de arrastre se computa en este caso
como:

K- 0 75C’easagpg]ug — uy]
sg — Y

(2.70)

2
dpvrs
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siendo:

Vs = 0,5 {A —0,06Re, + \/ (0,06Re,)? + 0,12Re, (2B — A) + A2 2.71)
1,28
4.8 Coa*°, a, < 0,85
C.= [063+ =], A=al" B= o 2.72)
% ot oy, > 0,85

g
Urs

donde C y (5 son usualmente fijados en los valores 2,65 y 0,8 respectivamente, aunque los
mismos pueden estar sujetos a ajustes de acuerdo a las condiciones de fluidizacion del problema

[18].

El modelo de Gidaspow: Por otro lado, Gidaspow [17] propuso una técnica de conmutacion
para o, = 0,8 entre los modelos de Wen-Yu para regimenes diluidos y la correlacién de
Ergun para condiciones de empaquetamiento, contemplando asi los varios estados posibles de
concentracion de particulas . La funcion obtenida para el coeficiente tiene la desventaja de ser

discontinua en el punto de conmutacion:

( 2
15059% 11 7529 % ju, —u,| o, > 0,2
dso dpay
Ky = (2.73)

Caaspgluy, — uy| —2,65
d Y

P

0,75

as < 0,2

\

El modelo de Gibilaro: El modelo de Gibilaro [20] es otro ejemplo de una ley de arrastre
disenada para extender la aplicacion de una correlacion de lechos fijos (i.e. la ecuacidon de
Ergun). De hecho, esta expresion puede ser vista como una version modificada del modelo de
Ergun con un factor de friccion distinto dependiente del nimero de Reynolds de las particulas

y ajustado para verificar los datos experimentales:

17,3 aspglug —ug|
K, =|—= 40,336 =2 = 1,8 274
! {Rep i ] dp % 79
d lu., —
Re, = YoPalty W] 2.75)

2ig
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El modelo de Arastoopour: Mais adelante, Arastoopour et al. [60] hicieron modificaciones

en la expresion de Gibilaro en como es afectada la fuerza de arrastre por la fraccion de vacio:

17,3 aspglu, —ug|
K, = [— +0,336] e (2.76)
g Re, d, g

El modelo de Di Felice: Di Felice [21] siguié con la estructura general del modelo de
Wen-Yu modificando la expresion para considerar los regimenes intermedios de flujos. Para ello,
introdujo una funcién de ajuste para los resultados experimentales, resultando en un coeficiente

de arrastre de la forma:

Ceas u, — us —
P 9(2 s =Wl 2.77)
P

K,y =075

—(1,5 — log(Re,))?
2

donde Py () son usualmente fijados en los valores 3,7 y 0,65 respectivamente.

(2.78)

xX=P—-Qexp

10°
2
g
=~ 4
eh 10
=)
a0
g
<
Q
a=
o s
= /
@ 1031 Y — — — Gibilaro
o] 4 i i
2 , —— Di Felice
15 /
8 ———-- Arastoopour
— - — - Syamlal-O'Brien
79“ o [ Gidaspow
10>+ x x w ‘ ‘ ‘
0 01 02 03 04 05 06 07

Fraccion de fase solida

Figura 2.2: Coeficiente de arrastre para distintos modelos en condiciones tipicas de fluidizacién

Los modelos mencionados son algunos de los modelos mas frecuentemente utilizados en la
literatura para condiciones de fluidizacién. La Fig. 2.2 muestra el coeficiente de arrastre como
una funcién de la concentracién de particulas, manteniendo el resto de los parametros fijos.

Esto provee una cierta estimacion sobre el comportamiento relativo de los distintos modelos
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de arrastre para condiciones tipicas de fluidizacioén burbujeante. La mayoria de ellos predicen
resultados similares, sin embargo puede observarse que el modelo de Syamlal-O’Brien predice
valores de arrastre mayores mientras que el modelo de Arastoopour predice los valores de

arrastre mds bajos para concentraciones bajas a intermedias de particulas.

2.3. Leyes constitutivas: El tensor de tensiones

El modelado de los tensores de tensiones para un medio fluido en flujos a dos fases no
presenta mayores complejidades que para flujos a una fase. En el caso de sistemas soélido-gas,
la fase gaseosa es usualmente considerada un fluido Newtoniano, cuyo tensor de tensiones

generalizado resulta:
T, =—-pl+7, (2.79)
donde:
1 1
Ty =219y 5 [Vu, + (Vu,)"] — 3 (Voug)Te 42 (V-ug)t (2.80)

Sin embargo, para la fase de particulas, el andlisis no resulta trivial. Ya se ha mencionado
que, en el marco del Modelo de Dos Fluidos (TFM), estd fase también es tratada como un medio
continuo fluido. Siguiendo los criterios del modelo planteado por Ishii [10], la presion de la fase
continua forma parte del tensor de tensiones generalizado de la fase granular.

Al momento de estudiar la fase granular, resulta l6gico pensar que cualquier modelo
matematico que busque representar la reologia deberd tener en cuenta la concentracién de
particulas en cada instante y posicién en el espacio. De este razonamiento, surge la necesidad
de diferenciar posibles regimenes de concentraciones. Especificamente, se pueden diferenciar

los siguientes estados:
= En baja concentracién, donde las mismas se trasladan dando lugar a una disipacién de
tipo cinética (régimen cinético).

= En mediana concentracion, ademds de la traslacion previamente mencionada, se da lugar
a posibles colisiones y una forma diferenciable de disipacion llamada colisional (régimen

colisional).
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= En alta concentracion, las particulas se mantienen en contacto dando lugar a rozamientos

entre ellas. A este tipo de disipacion se la conoce como friccional (régimen friccional).

Regimen
Cinético

. “ o

Regimen
Cinético-Colisional

©
/‘)0 © S © 0\0
‘) $ Reglmen ‘) ‘> ‘) ‘)

‘) ‘) 0 Frlccmnal ‘) ‘)
Bq'fw 2

Figura 2.3: Esquema de los distintos tipos de regimenes granulares

Es esperable que la transferencia de masa, momento y energia sea diferente de acuerdo al
régimen de concentracion, dado que los mecanismos de disipacion son claramente distintos

(Fig. 2.3). De esta forma, el tensor de tensiones de la fase sélida puede ser expresado como:

T, =T + TS+ T/ (2.81)

donde el supra-indice k representa el régimen cinético, ¢ representa el régimen colisional y f
representa el régimen friccional.

Los primeros dos términos del lado derecho de la Ec. (2.81) pueden agruparse como
TETGF = T* 4 T¢ dado que ambos serdn modelados basados en una misma teorfa (KTGF)
y diferenciados de T/. La contribucién TEXTF est4 relacionada con el movimiento aleatorio
y colisiones instantdneas entre las particulas y su modelado estard basado en técnicas de
promediado aplicadas a la ecuacion de transporte de Boltzmann. Por otro lado, en condiciones
de mayor contacto, con friccién y deslizamiento entre particulas, la contribucién dominante

sobre el tensor de tensiones es ’]I‘f , el cual se modela de acuerdo a leyes basadas en teorias de

suelos y teorias de plasticidad.
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En particular, se asume que:
T, = TKTGF 4 ¢ = <p + &) I+, (2.82)
oF

donde:

ps = pETET 4 pf

2.83
7o = 2(uETEE 4 uh) {% [Vu, + (Vu,)"] — %(v- uS)I} + (AETCE LAY (V-u )T 259

En el desarrollo de la siguiente seccidn, el lector podré notar la analogia entre las ecuaciones
de balance del Modelo de Dos Fluidos obtenidas por promediados partiendo de las ecuaciones
de hidrodindmica para cada fase (como se desarrollo en las secciones anteriores) y la obtencion
de ecuaciones de balance a partir de integrar la Ecuacién de Boltzmann para un sistema de
particulas (como se realiza a continuacién).

En esencia, ambas estrategias permiten arribar al modelo final. Sin embargo, mientras
el método basado en TFM resulta mds directo para la obtencién de las ecuaciones en su
forma final, el método basado en la Teoria Cinética de gases provee fundamentos para la
caracterizacién y modelado de la dindmica de las particulas.

En la presente tesis, se desarrollan las ecuaciones por la estrategia de TFM y se utiliza la
KTGF y FT para complementar teoria caracterizando los pardmetros reoldgicos del modelo.
Una consecuencia del desarrollo de KTGEF, es la obtencion de ecuaciones de balance de masa,
momento y energia para la fase particulada, de las cuales solo el balance de energia es tenido

en cuenta a los fines de introducir los distintos modelos reolégicos.

2.4. Teoria Cinética de Flujo Granular (KTGF)

En el desarrollo subsiguiente de la Teoria Cinética-Colisional, se arribardn a las ecuaciones
de balance de masa, momento y energia para un ensamble de particulas a partir de la
Ecuacién de Boltzmann. Esta estrategia hace uso de técnicas de promediado, al igual que los
métodos presentados anteriormente, pero lo realiza introduciendo una funcién de distribucion
de velocidades f. De esta manera, incorporando el efecto de las colisiones entre particulas, se
puede arribar a una ecuacién de balance de energia, llamada energia granular, andloga a la

energia interna termodindmica para gases, que permitird modelar la reologia de la fase granular.
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La Teoria Cinética de Flujo Granular (KTGF), desarrollada fundamentalmente por Jenkins
y Savage [23] y Lun et al. [22], es andloga a la Teoria Cinética de gases densos de
Chapman y Cowling [61]. La idea central de esta teoria es que los granos estdn en continuo
movimiento cadtico dentro de un medio fluido. Este movimiento cadtico puede darse en
bajas concentraciones, debido a la friccion entre el gas y las particulas, turbulencia en el
gas, variaciones de presion en el fluido, y en altas concentraciones, debido a colisiones entre
particulas. En analogia a la teoria de gases, se puede definir una temperatura granular 6 y una

energia granular Ly, como funcién de las fluctuaciones de la velocidad de las particulas:

f==-C-C (2.84)

1 3
E9:§mC-C:§m¢9 (2.85)

donde Ej es la energia granular debido al movimiento granular aleatorio y C es la fluctuacién de
la velocidad de las particulas (velocidad particular). Al igual que para los gases, se asume que
las particulas oscilan alrededor de un valor medio de una forma fuertemente cadtica e isotrdpica.
De esta forma, la distribucion de velocidades siguen una distribucion normal alrededor de su
media. El principio general de disipacion de energia granular puede verse en la Fig. 2.4. Luego,
la naturaleza ineldstica de las colisiones entre particulas disipan la energia fluctuante en entalpia.
Es por ello que Fj representa un estado transitorio de energia en el proceso de disipacion de
materiales granulares fluidizados. Vale destacar que la temperatura granular no es una medida
de la magnitud de las colisiones sino de la velocidad del movimiento aleatorio de las particulas.
Es por ello que la energia granular se vuelve nula solo en el caso de que el sistema granular se
encuentre en muy altas concentraciones, donde las particulas no tienen posibilidad de oscilar.
En tales concentraciones elevadas (a; > 0,5), la temperatura granular disminuye y se necesita
de otro tipo de teoria para representar los mecanismos de disipacién involucrados (i.e. Teoria

Friccional).

2.4.1. Distribucion de particulas y la Ecuacion de Boltzmann

Se comienza considerando un ensamble de particulas idénticas sin vibracion ni rotaciones

internas. La distribucion de velocidades de particulas puede ser definida como funcién de la
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Energia Mecanica temperatura granular
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Energia Granular
Temperatura Granular 6
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inelasticas, drag)

Energia Térmica
Temperatura Termodinamica 7

Figura 2.4: Modos de disipacion de energia en presencia de un medio granular

posicion r de cada particula, la velocidad instantdnea ¢ de cada particula y el tiempo ¢:

[ =f(r,et) (2.86)

Esta definicién tiene un cardcter probabilistico asociado. A los fines de contabilizar la
cantidad de particulas situadas en un volumen delimitado por el rango [r, r + dr| que tienen
velocidades en el rango [¢, ¢+ dc| en un instante de tiempo ¢, la cantidad probable de particulas
es fdcdr y la densidad de cantidad de particulas, en un punto r en un dado instante de tiempo

t, resulta:
n(r,t) :/ f(r, e, t)de (2.87)

Por otro lado, la densidad de materia de un conjunto de particulas en la posicion r al tiempo
tes:

p(r,t) = asps(r,t) = mn(r,t) (2.88)

siendo m la masa individual de cada particula.

Ahora bien, suponiendo que cada particula se encuentra sometida a la accién de una fuerza
externa que produce en ella una aceleracion a, la velocidad, siempre que no colisione con otra
particula, serd ¢ +a dt y su posicion cambiard de r a r+ ¢ dt en el intervalo de tiempo [t, t + dt].

En el caso que ocurran colisiones entre particulas, el balance de nimero de particulas resulta:

[fle+adt,r+cdt,t+dt)— f(e,r,t)] dedr= (%) de dr dt (2.89)
coll
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ot
dividiendo por dc dr dt e imponiendo dt — 0:

Dy of of _of of
Dot Car T ac (E)wu

0 . ..
donde (—f representa la tasa de cambio de f por efectos colisionales. Entonces,
coll

(2.90)

La Ec. (2.90) es conocida como la Ecuacion de Boltzmann.

2.4.2. La Ecuacion de Enskog

Para obtener un set de ecuaciones de conservacién para masa, momento y energia de
un sistema compuesto por particulas, se comenzard integrando la ecuacién de Boltzmann
incorporando una magnitud genérica ¢:

= Df

oo bde = nC(9) 2.91)

—00

Aqui, el lado derecho de la ecuacion tiene en cuenta el efecto de las colisiones instantdneas
o . . 0
y binarias y resulta de integrar el término o .
coll

Ademads, se define como valor medio de la distribucion de una propiedad genérica ¢ como:

<¢>(l’, >_

(2.92)

Esto permite definir la velocidad macroscopica del medio u, en la posicién r al tiempo ¢

como:

u,(r,t) = n(% /OO fle,r,t)ede =< ¢ > (2.93)

Luego, en el desarrollo de cada término del lado izquierdo de la Ec. (2.91), se pueden

plantear las siguientes equivalencias:

0 0
¢>d—8t/ Fode —/ f dc_ (n<¢>)—n<a—<f> (2.94)

Aqui se ha intercambiado el orden de diferenciacion respecto a ¢t y de integracion sobre ¢
dado que los limites de integracion son independientes de ¢. Teniendo en cuenta consideraciones

similares se puede arribar a:

/OO fgbd ——/ chﬁdc—/_:cf-%dc:g-(n<cgb>)—n<c-%> (2.95)

oo or
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Ci

87”2‘

siendo

Aqui se ha tenido en cuenta que para las variables independientes r y ¢ se cumple
¢ el indice de componente.

/Za-%@ic:/_Z%'(af@dc—/:;af-%dc: [af¢]q:oo —n<a~%> (2.96)

c;=—00

Teniendo en cuenta que la aceleracién a estd dada por fuerzas externas impuestas, resulta

independiente de ¢. Ademas, f — 0 cuando |¢;| — oo, entonces [a fgb] " . 0.Deesta
forma, se obtiene:
< 0 0
/ a- —fqbdc =-—an< —¢ > (2.97)
e Oc dc

Haciendo uso de las Ecs. (2.94), (2.95) y (2.97), se arriba a la forma final de balance para

una magnitud genérica ¢:

%(n <o >)+§~(n <cp>)—n << g—f >4 < c~% > 4a- < % >) =nC(¢) (2.98)

Esta ecuacion es conocida como la Ecuacion de Transporte de Enskog.
El modelado de los efectos colisionales sobre las ecuaciones de balance se basan
mayormente en los trabajos desarrollados por Jenkins y Savage [23] y por Lun et al. [22].

En ellos, el término nC es expresado como:

nC = —Q-IPC—FNC (2.99)
or

donde P¢ es una contribucién de tipo flujo y N¢ es una contribucién de tipo fuente, ambos dados
por efectos colisionales. De esta forma, la Ecuacion de Transporte de Enskog (Ec. (2.98)) puede

escribirse como:

0 0 ¢ ¢ 0¢p
—(n< o> —(n< >4P)—n|< —>4+<c¢— >+a < — >| =N°
ot (n<¢>)+ or (n<e¢>+PF)—n ot T or +a de

(2.100)
A continuacidn, se utilizard esta forma de la ecuacion de balance para obtener balances de

masa, momento y energia en régimenes cinético-colisionales.

Conservacion de masa (¢ = m):
Para este caso, dado que la masa de cada particula no depende del ¢, de r, ni de ¢, y que la

misma no se ve alterada por las colisiones, la Ec. (2.100) se reduce a:

%(nm) + % (nm<e>)=0 (2.101)

32



Recordando las Ecs. (2.88) y (2.93), se obtiene:

d(asps) 0 .
. — 2.102
T + o (aspstg) =0 (2.102)

Conservacion de momento lineal (¢ = mc):
Para este caso, dado que mc no depende de ¢ ni de r, los dos primeros términos dentro de los
corchetes de la Ec. (2.100) resultan nulos. Por otro lado, el tercer término dentro de los corchetes

resulta:

0me) __ _ma< 2 o _pma (2.103)

nas e Jde

El primer y segundo término de la Ec. (2.100), con P¢ = T, resultan:

9] 0 o 0 0 .
a(n <me >)+ o (n<eco>+T = a(nm <e>)+ . (nm < ce > +T5) (2.104)

Aqui se retoma el concepto de velocidad particular C. La misma se define como:
C=c—u, (2.105)

Es decir, representa una velocidad relativa de las particulas con respecto a una referencia
movil que se mueve con la velocidad macroscépica del medio us.
Reemplazando ¢ en el primer y segundo término del lado derecho de la Ec. (2.104), se
obtiene:
a( < c>)+a( <cc> +TY) é)( ﬁ)+a( u,u, + < CC > +T9)
—(n<m —-(nm = —(nmuy) + —- (nmuu, + nm
ot or 0t or y
(2.106)
Aqui se ha tenido en cuentaque < Uy >=u;yque < C >=<¢ > —u, =u, —u, = 0.

Luego, se define a la contribucidn cinética al tensor de tensiones como:
T = < CC > (2.107)

De esta forma, recordando la Ec. (2.88) y teniendo en cuenta que el momento lineal se
conserva durante las colisiones entre particulas (i.e. N¢ = 0), la conservaciéon de momento

lineal se reduce a:

0 .0 N R
E(aspsus) =+ a (aspsusus) — _ar (Ts + Ts) + Qspsa (2108)
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1
Conservacion de energia (¢ = gme: c):
El primer término de la Ec. (2.100) para la energia se puede expresar como:

0 1 1 0|1 ..
— (n< §mc-c >> = — (§nm<c~c >) =5 {inm(< C.C> +us-us)]

_9 §g+1ﬁ.ﬁ
o |MePe gV Tl

donde se ha hecho uso de la definicién de temperatura granular dada por la Ec. (2.84) y

(2.109)

considerando que los producto punto entre < C > y uy promediados resultan nulos dados
que < C >=0.

Por otro lado, parte del segundo término de la Ec. (2.100) puede desarrollarse como:

1 1
n<c§mc-c>:§nm<cc-c>

1 - - N
= —nm < (C+u,)(C+u,)- (C+u,) >
% (2.110)
= §nm[< CC-C> + < (2u,-C)C > + < Cuy-u, >
+ <u,C-C >+ < (2us- C)ug > + < u U, ug >

Aqui, el tercer y quinto término dentro de los corchetes resultan nulos dado que u, pueden

salir del operador de promediacion y, nuevamente, surge < C >= 0. Entonces:
%nm[< CC-C>+ < (2u,-C)C > 4+ < u,C-C > + < uug ug >
:%nm < CC-C > +nmu, < CC > ~|—%nmﬁ5 <C-C> +%nmﬁ5ﬁ5-ﬁs (2.111)
=q" +a, T" + ;aspsﬁse + %ozspsﬁsﬁs- i,

Por otro lado, el tercer término de la Ec. (2.100) se simplifica teniendo en cuenta nuevamente

que c es independiente de ¢ y de r:

n {< 9 (lmo c) >+ <ec 9 (lmo c) > 4a- < 9 (lmc- c) >| = lnma' < —(c-¢) >
ot \ 2 or \ 2 de \ 2 2 dc
= apsa- U
(2.112)
Los efectos colisionales en la ecuacién de energia se modelan como:
P¢ = q° +u, T (2.113)
N =+ Jy (2.114)
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siendo q° el flujo de calor por efectos colisionales, s la disipacion debida a colisiones
inelasticas y J,, la tasa de transferencia de energia fluctuante entre el medio y las particulas.

Finalmente, la ecuacién de balance de energia resulta:

0 3 1. . 0 ~ 3 1. k c ~ k c
ot [O‘SP ’ (59 ot “)} "o [O‘spsus (59 Tt “8) +(qF + q2) + 8, (TF + %)

— Opsa- ﬁs =+ Jsg
(2.115)

Para obtener la ecuacion de balance para la energia térmica granular, se debe sustraer de esta
ecuacion la ecuacion de balance de energia cinética. Esta ultima puede obtenerse multiplicando

escalarmente a la Ec. (2.108) por ug, obteniendo asi:

10 _
A, (aspsus' us) +

o ) ) N
582’: . (Oéspsusus~ u8> = —— (TI;: + T§)~ us —|— aspsa. us (2116)

9
or or

N[ —

Entonces, realizando la sustraccion de la Ec. (2.116) en la Ec. (2.115) y reordenando, se

obtiene:
8 3 8 3 ~ . k c\ . a ~ a k c
E <§asp89> + a (5043/05“39> - (Ts + Ts) . aus a (qs + qs) + Vs + ‘]39 (2117)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de conservacion de energia térmica granular, o

simplemente Ecuacion de Energia Granular.

2.4.3. La Ecuacion de Energia Granular

Recuperando la forma tensorial de los operadores en las Ecs. (2.102), (2.108) y (2.117),

estas resultan:

a<o(;8tp5) + V- (aupsiis) = 0 (2.118)
o
—(aspsty) + V- (apsligy) = —V- (T + T¢) + a,p.a (2.119)

ot

9 (3 3 .
pr (5%089) +V: (§aspsu50) = (TS +T9) : Vi, = V- (g5 +q) + 7% + Ty (2.120)

Aqui puede notarse una clara similitud con las ecuaciones de conservaciéon de masa y
momento lineal de la fase sélida obtenidas para el Modelo de Dos Fluidos. En efecto, la
velocidad macroscépica del medio granular u, equivale a la velocidad de sélidos proveniente

de técnicas de promediado u,. Sin embargo, a diferencia de las ecuaciones obtenidas para dos

35



fases en la seccion anterior, aqui la presion de la fase continua no forma parte del modelado de

los tensores de tensiones, siendo:
2
TF + T¢ = —pJ + 7, = —p I+ A\(V-u )l + ps[Vug + (Vu,)'] — g,us(V- u )l (2.121)

En este contexto, la compatibilidad entre ambas estrategias se obtiene por medio de la
definicién de la aceleracién a provocada por la accion de fuerzas externas. En este sentido,

Gidaspow [17] considera que la misma puede expresarse como:
aspsa = asps8 + Ksg(u, —us) — a,Vp (2.122)

Respecto a los términos del lado derecho de la ecuacion de conservacion de energia granular

(Ec. (2.120)):

1. (T*+T¢) : Va,: Representa la produccién de energia granular por disipacion viscosa. En
particular, Gidaspow [17] y Lun et al. [22] han propuesto las siguientes modelizaciones
para los pardmetros reoldgicos basada en andlisis de los efectos cinéticos-colisionales

binarios entre particulas.
bs = psasg[l + 2(1 + 6)90058}

4, \/? 10p,d, /76 4 2
s = —2psd,go(1 T Y RE 4 Zgean(l
Hs = £ psdpgo(l+e)y [ — + 9601+ )ango + rgoas(1+e) (2.123)

4 0
As = goéﬂsdpgo(l + 6)\/;

siendo e el coeficiente de restitucion entre particulas, g el coeficiente de distribucién
radial y d, el didmetro de las particulas. Estas modelizaciones consideran que las
particulas son idénticas y colisionan entre si de forma binaria e instantdnea, no dando

lugar a contactos permanentes y los consecuentes efectos friccionales.

2. V-(q* + q°): Representa la disipacién de energia granular dada por flujos térmicos
granulares de cardcter cinético y colisional. El mismo flujo de energia granular q, puede
modelarse con una ley similar a la Ley de Fourier de forma que: (q* + q¢) = —£,V4,

donde k, es la conductividad granular.

3. 7,: Representa la pérdida de energia granular debido a las colisiones inelésticas, por lo

cual v, es siempre positivo. Este término transforma la energia granular en energia térmica
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y a mayor concentracion de particulas, mayor es 5. En particular, los granos de menor
tamafo tienden a producir mayores pérdidas, es por ello que este término resulta crucial
en el balance de energia granular, dado que a menor pérdida se tiene mayor temperatura

granular produciendo asi una menor viscosidad granular.

4. J,4: Representa la tasa de transferencia de energia fluctuante entre la fase continua y
las particulas. El mismo contempla la ganancia de energia granular debido a energia
turbulenta de la fase continua y las pérdidas de energia fluctuante granular debido a

fricciones entre ambas fases.

La distintas modelizaciones de los pardmetros aqui presentados se detallan en el Apéndice
A.
La forma final de la ecuacion de energia granular resulta:
310
2 a(psasﬁ) + V- (psasusl) | = (—psI+75) : Vug — V- (k,VO) + v + Ty (2.124)
La incorporacion de esta ecuacion al Modelo de Dos Fluidos (dado por las Ecs. (2.60)
a (2.65)) resulta en un sistema de ecuaciones matemdticamente cerrado para un régimen de
particulas en baja concentracién, donde los pardmetros reoldgicos se pueden definir en funcién

de la temperatura granular.

2.5. Teoria Friccional (FT)

Cuando la fase de particulas se encuentra en elevadas concentraciones, las particulas se
mantienen en permanente contacto deslizando, rozando y rotando una sobre la otra. En estas
condiciones, el modelo cinético-colisional basado en las ecuaciones de Boltzmann y Enskog,
bajo la hipédtesis de que las colisiones son binarias e instantdneas, deja de ser aplicable. Esto
induce la necesidad de desarrollar un modelo para el tensor de tensiones basada en las leyes
mecdnicas de friccion. Para lograr esto, se aplicardn conceptos de la teoria de plasticidad y
teorias de estado critico. En principio, la ley de fluencia de Mohr-Coulomb/von Mises puede
ser usada en el marco de la teoria de plasticidad, sin embargo, como se verd mds adelante, esta
ley solo describe el comienzo de la fluencia y resulta inadecuada para describir la deformacién

de materiales granulares.
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Los principales aportes al desarrollo de esta teoria han sido realizados por Jenkins et al.
[62], Johnson y Jackson [25], Schaeffer [26], Tardos [63], Sinclair y Jackson [64]. Muchos de

estos conceptos han sido formalizados en la tesis doctoral de Dartevelle [65]

2.5.1. El tensor de tensiones para régimen friccional

Recordando la Ec. (2.83), la contribuciodn friccional al tensor de tensiones puede expresarse

CcOomo:

T! = p/1+ 24! {% [Vu, + (Vu,)"] + %(v. uS)I} —M(V-u,)I (2.125)

De esta expresion resulta evidente la necesidad de dar una definicién para i/, p/ y \/.
Se comienza definiendo un tensor de tensiones genérico en un sistema coordenado

Cartesiano 3D como:
Tow Toy Tae
T=|Tn Ty T
T Ty T
Donde las componentes 73, T, y T, son las componentes normales de tension y el resto
son componentes de corte. Ademds, dado que el tensor de tensiones debe ser simétrico, se
verifica que T;; = T};, Vi # j.

El tensor generalizado se puede descomponer en dos contribuciones:
T=T+T (2.126)

donde T = %tr(T)I es el tensor esférico y T es el tensor deviatérico.
Utilizando estas definiciones sobre el tensor de tensiones friccional, se puede expresar:
T/ = p/T — M (V-u,)I
. . A 1 (2.127)
T/ = 2u/Df = 2uf (Df — ngI)
donde D{ es la parte deviatérica del tensor tasa de deformacién D/, que se define como
DI = % [Vu, + (Vu,)"] y Ip es el primer invariante del tensor tasa de deformacion definido
como Ip = (V- uy).
Como se verd mds adelante, la viscosidad friccional tiene una fuerte dependencia con
el gradiente de velocidades, lo cual implica que la reologia del material granular es

no-Newtoniana.
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2.5.2. Condicion de fluencia de von Mises aplicada a materiales granulares

A continuacién se describen algunos estados de solicitaciones particulares para introducir
la ley de Mohr-Coulomb aplicado a un material granular. Para ello, se comienza analizando un
estado de carga bidimensional como se muestra en la Fig. 2.5. Aqui, 1) el dngulo entre los ejes

del marco de referencia coordenado X y el eje principal de deformacion n;. Se puede escribir:

Tx xT O TI 4

yyZO'Q 0

ademds, la tensién normal promedio y a la tensién de corte se define como:

o1+ 03
2
01 — 03
2

o =

(2.128)

Figura 2.5: Cubo elemental sometido a un estado de tensiones bidimensional
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Haciendo uso de estas expresiones, las componentes del tensor de tensiones resultan:

Tyw =T + 7 cos(2¢)
T., =7 — 7 cos(2)
(2.129)

Tyy = 09

T.. =T,, = 7 sen(2¢)

Z

A

Figura 2.6: Cubo elemental sometido a tensiones y planos principales

Entonces, sobre un dado plano se tienen las siguientes tensiones principales (Fig. 2.6):

N =G+ 7 cos[2(x — )]

S = sen2(x — )]

(2.130)

Este par de ecuaciones describe un circulo centrado en el punto (7,0) y de radio 7.
Introduciendo los pardmetros k = N ;sen(gb) y ¢ = 2(x — v), las Ecs. (2.130) pueden
o

reescribirse en:

S =k + N tan(¢) (2.131)

En el contexto de un material granular, el parametro k puede asimilarse como una propiedad
material que describe el estado de cohesion de las particulas, mientras que el dngulo de friccion

interna ¢ representa el dangulo de reposo de una pila de particulas sélidas (Fig. 2.7).
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Figura 2.7: Angulo de reposo o friccién interna

Este angulo de reposo es pequefio cuando las particulas son esféricas, grandes y suaves,
mientras que es grande cuando las particulas son rugosas y finas. Cominmente varia entre 15°
y 45°y, para un dado tipo de particula, se asume aproximadamente constante. Ademds, la mayor
parte de los materiales granulares no tienen cohesién, por tanto k = 0.

S

A

(Ny.Sy)

@ sen (2B)

2

Figura 2.8: Circulo de Mohr-Coulomb en el plano S-N

La ley de Mohr-Coulomb, expresada a través de la Ec. (2.131), es una ley que relaciona
linealmente los esfuerzos tangenciales (S) y normales (V). Esta linea representa la condicion
de fluencia. Por debajo de esta linea, el material respondera como un sélido rigido y no sufrird
deformaciones. Si la tension de corte se incrementa para de una dada tensién normal constante

de modo de estar sobre la linea de fluencia, entonces se da comienzo a la deformacién pléstica.
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Cuando se alcanza el estado antes mencionado, las particulas comienzan a deslizar una sobre

otra. Para la generalidad de los casos mencionados, se tiene:
S — N tan(¢) < 0 (2.132)

Estos estados pueden entenderse mediante el circulo de Mohr en la Fig. 2.8. En base a

relaciones trigonométricas, la Ec. (2.132) puede expresarse como:

T—3asen(¢) <0 (2.133)

Esta es otra forma de expresar la condicion de fluencia de Mohr-Coulomb. El deslizamiento
entre particulas va a ocurrir si y solo si se verifica la igualdad en la Eq. (2.133). Es decir, si se

cumple:
op  1+sen¢

= 2.134
o3 1 —sen¢ ( )

Esta condicién puede representarse graficamente en base a las tensiones o; y 03, como se

muestra en la Fig. 2.9.

(0% 1+sen(¢)
A Tosen(@)

01203

Dominio de

deformacién 1-sen(¢)
elastica 1*sen(¢)

Figura 2.9: Dominio de deformacién eldstica en 2D

Hasta el momento se ha asumido que la condicion de solicitacién es tal que T;, = 09,
es decir, que la condicién de fluencia resulta independiente de lo que ocurra en el plano

perpendicular a la solicitacion. Esto puede no ser valido para ciertos materiales granulares,
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es por ello que se planteardn alternativas para la condicion de fluencia contemplando los efectos
en las tres direcciones Cartesianas.
Entonces, se puede redefinir el tensor de tensiones normal promedio o y el tensor de

tensiones tangenciales como:

01 + g9 —+ O3
3
\/(01 —09)2 + (02 — 03)2 + (03 — 01)?
3

o =

(2.135)

En analogia con la ley de Mohr-Coulomb, el limite de fluencia para condiciones

T = \/gﬁ sen(¢) (2.136)

Esta condicion de fluencia es conocida como el Criterio de von Mises y su representacion

generalizadas puede expresarse como:

gréfica puede apreciarse en la Fig. 2.10.

A

G, = 0, = O;

Dominio de
deformacion
elastica

Figura 2.10: Dominio de deformacion eldstica en 3D
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2.5.3. Teoria de Plasticidad aplicada a materiales granulares

Se ha planteado la condiciéon de fluencia de von Mises en el contexto de materiales
granulares, pero no se ha considerado la dindmica de las particulas en estas condiciones. La
teoria de plasticidad permite determinar el campo de velocidades de la fase granular vinculando
las tensiones y las deformaciones. Para lograr esto, se introducen los siguientes conceptos:
Funcién de fluencia (Y'), funcién de potencial plastico (G) y la Regla de Flujo. Recordando las

Ecs. (2.135) y (2.136), podemos expresar la funcién de fluencia como:

Y = Ip — & [sen(¢)]? (2.137)

donde I5p es el segundo invariante del deviatérico del tensor de tensiones T, y se define como
(01— 02)* + (02 — 03)* + (03 — 01)?
Iip = .
6
Por otro lado, la funcién potencial plastico G puede definirse a partir del tensor de

deformaciones D, siendo:

oG

D5 = 95T -
8,i]

(2.138)

donde ¢ es un escalar positivo que depende de las condiciones del flujo. La Ec. (2.138) puede

expresarse por medio de los ejes principales como:

oG
a (701»

D,; = (2.139)

La Regla de Flujo [26] relaciona la funcidn potencial plastico con la funcién de fluencia de

modo que G = Y. Entonces:

oY
Ds; =q (2.140)
’ (90'1‘
Luego, aplicando la Ec. (2.137) sobre esta expresion, resulta:
2 _ 2
Dy =qq(0i—70) — 37 [sen(o)] (2.141)
Esta ecuacion puede expresarse en forma tensorial como:
.2 )
D=¢qT- 3 q T [sen(p)] I (2.142)
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Finalmente, haciendo uso de la modelizacién propuesta por la Ec. (2.127) sobre la Ec.

(2.142), se arriba a la expresion:

V-u, =2 q7 [sen(¢)]? (2.143)

EnlaEc. (2.143) se observa que, ante un estado de tensiones, el material granular se expande
sin limites, lo cual es fisicamente incorrecto. La inconsistencia radica en el uso de una ley de
tipo von Mises para caracterizar el estado de tensiones. Esto plantea la necesidad de desarrollo

de modelos alternativos aplicables a flujos granulares, dando lugar a la teoria de estado critico.

2.5.4. Teoria de Estado Critico

La teoria de estado critico surge del estudio de mecdnica de suelos y busca representar
adecuadamente la relacién entre las tensiones normales y tangenciales para materiales
constituidos por particulas s6lidas [66].

Se comienza considerando un experimento idealizado (ver Fig. 2.11) donde dos planos, uno
movil y otro fijo, se encuentran separados por una capa de material granular. El plano superior
se mueve de modo de generar una tensién de corte S'y una deformacién y de la capa granular.
El material tiene una densidad de particulas constante (p) y una tension normal constante V.
Ademads, se asume que todo el material se deforma plasticamente, es decir, no vuelve a su estado

inicial una vez que se deja de aplicar la carga.

N
Po
Superficie mov11
o i> © o
OO 0 00
Superﬁc1e fija

Figura 2.11: Experimento de deformacién de material granular por cizallamiento

Se pueden encontrar dos tipos de comportamientos de acuerdo a la carga normal y a la
densidad de granos: dilatacion y consolidacion.
La dilatacion se presenta cuando la densidad es alta y la carga normal es baja. En estas

condiciones, para lograr una deformacion del material granular, hay que alcanzar un estado
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de tensiones critico S, luego del cual, se obtiene una deformacién permanente disminuyendo
asintéticamente el esfuerzo de corte hasta alcanzar un valor constante .Sy como se puede apreciar
en la Fig. 2.12. Normalmente la deformacion del material se da en una capa muy fina y las capas
cercanas a ambas paredes se mantienen en movimiento junto con la pared superior o en reposo
junto a la pared inferior (Fig. 2.12). Si se grafican los esfuerzos tangenciales en funcién de
los esfuerzos normales necesarios para alcanzar la condicién de dilatacion, para cada valor de
densidad se tendrd una curva como la que se muestra en la Fig. 2.12. A esta curva se la conoce

como curva de falla.

AS

Sc
S
Y
>
>
Zona de
dilatacion
AS Po.c >Pob>Po.a
Po.c
— - p()’b
- -
-
7 T pO’a
’
/' ‘‘‘‘‘‘
."‘. N
>

Figura 2.12: Diagrama de tensiones para distintas densidades de particulas en dilatacion y su

curva de falla.

Por otro lado, la consolidacion se presenta cuando la densidad es baja y la carga normal

es alta. En estas condiciones, las deformaciones del material comienzan cuando se alcanza un
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valor de tensiones de corte critico S, por encima del cual, dicha tensién debe aumentar para
mantener el crecimiento constante de la tasa de deformacién hasta alcanzar un valor limite
constante Sy (ver Fig. 2.13). Aqui, la zona de deformacién del material abarca todo el espesor
de la capa granular. La relacion entre tensiones de corte y normales hasta alcanzar la condicion

de consolidacion puede apreciarse en la Fig. 2.13 para distintos valores de densidades.

AS

y-<

>

Zona de
consolidacion

Po.c > Pob>Po.a

Figura 2.13: Diagrama de tensiones para distintas densidades de particulas en consolidacion y

su curva de falla

Para una dada densidad, pueden obtenerse estados de dilatacién y consolidacién. Estos

comportamientos pueden apreciarse en la Fig. 2.14. Alli se define el Estado Critico como los

0
puntos para cada densidad donde Ty
0<o>
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A T
Estado ot
critico:  y<g>

a\

Consolidacion

Dilatacién

<o>
>

Figura 2.14: Diagrama de tensiones y estado critico

Si se considera un estado de concentracion pg y una tensién normal por encima del valor de
tensiones normales del estado critico, partiendo de un estado inicial X, como se aprecia en la
Fig. 2.15, no existirdn deformaciones hasta no alcanzar una tensién de corte correspondiente
al punto Y de la grafica. A partir de alli, el comportamiento de deformacién serd del tipo
consolidacion, donde para mantener la tasa de deformacion deberd aumentarse la tension
de corte y, consecuentemente, manteniendo la tensién normal constante, crecerd la densidad
comprimiendo y reforzando el material granular hasta alcanzar el punto Z donde se alcanza el

estado critico.

T
A Camino Q-R-S: Dilatacion
Camino X-Y-Z: Consolidacion
Pec>P 0b> Pa Z
AR Y Pe
S i
Pa i \ Pob
<o>
: i X
Py Q Fy )

Figura 2.15: Diagrama de falla para distintas densidades en el plano 7-< o >

Andlogamente se puede analizar el estado de deformacién graficamente en un diagrama
01 — o3 como puede apreciarse en la Fig. 2.16

Por otro lado, si se parte del punto (), en donde la tensién normal (que se mantendra
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constante en el experimento) es menor de la tension normal critica para ese pg, el material no
se deformara hasta alcanzar el valor de tensiones de corte correspondiente al punto R. Alli, el
estado de deformaciones es del tipo dilatacion y el material fluird plasticamente hasta alcanzar

el estado critico para esa dada tension normal en el punto S.

Pec >Pob>Pa

G
f >

Figura 2.16: Diagrama de falla para distintas densidades en el plano o1-03

2.5.5. Leyes constitutivas para estados friccionales

Aqui se puede apreciar que los comportamientos reales de los materiales granulares vistos
en la seccion anterior son claramente distintos a lo descripto por la funcién de fluencia de von
Mises. Nuevamente vale mencionar que se busca relacionar el tensor tasa de deformacién con
el tensor de tensiones en condiciones de fluencia. Para ello, se dispone de la Regla de Flujo y
una expresion para la tasa de deformacion en funcidn del campo de velocidades. Resta definir
una funcién de fluencia que describa de forma adecuada el comportamiento experimental del
material granular presentado en la seccidn anterior.

Pitman et al. [67] han propuesto la siguiente funcion para describir dicho comportamiento:

_ 2 2
Y = Ly + [sen(¢))? [(a — o) = (o)) ] (2.144)
Para este caso, la funcion potencial plastico Ec. (2.140) para la funcion de fluencia propuesta
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Ec. (2.144) resulta:

2

Di=q{ (0~ - 37~ sl sentol | 2.145)

Considerando nuevamente la modelizacién del tensor de tensiones friccional dada por la Ec.

(2.127), se tiene:
V-u, =2 ¢ (7 — pf)[sen(¢)]” (2.146)

A diferencia de la expresion dada por la Ec. (2.143), la divergencia del campo u, no serd
necesariamente positiva. Esta tomard valores positivos o negativos de acuerdo al signo de
(¢ — p!), alcanzando el estado critico cuando & = p/.

De este andlisis, en analogia con lo desarrollado para la teoria de plasticidad de von Mises,

resulta que:

_ V4 Ip sen(¢)? + (V- uy)?

(2.147)

1 2 pl sen(¢)?

De esta forma, se puede expresar las viscosidades p/ y A/ como:
f
A = Ps (2.148)
V4 Lp sen(¢)? + (V- u?)

f 2

Mg _ plsen(¢) (2.149)

V4 Ip sen(¢)? + (V-u)?

Como puede observarse, mediante el uso de esta funcion para la viscosidad, el tensor de
tensiones friccional resulta independiente de la tasa de deformacion.

Schaeffer [26] ha argumentado que si las condiciones son de altas concentraciones de
particulas, la funcién de fluencia de von Mises resulta muy préxima al comportamiento real.

En estas condiciones, esta funcidn resulta aceptable y la viscosidad puede expresarse como:

- plsen(¢) (2.150)

L
Isp

Esta es la forma mds simplificada de definir adecuadamente la viscosidad friccional de
la fase solida. Otros autores han continuado los desarrollos a partir de la forma mds general
dada por la Ec. (2.149) [68, 69, 63]. En cualquier caso, se debe proponer una definicion
para la presion sélida friccional, la cual en general resulta dependiente de la concentracion de
particulas. A continuacidn se presentan algunas de las alternativas mds utilizadas en la literatura

para la modelizacién del par pf-p/.
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Modelo I: Johnson y Jackson [25] propusieron un modelo para los esfuerzos normales por

efectos friccionales dado por:
(O-/s - as,min)n

(as,max - as)P

(2.151)

pl="Fr

donde F'r = 0,05, 7 = 2y P = 5. Ademas, o min €s la fraccion de volumen minima para la
que comienzan a ocurrir efectos friccionales.

Este modelo ademads considera que los efectos colisionales y friccionales son aditivos:

ps =i+ pl
(2.152)
po = 1y
donde la viscosidad friccional se define sencillamente como:
pf = 0,5 p! sen(¢) (2.153)

Esta modelizacion es primitiva y no contempla los efectos del segundo invariante del tensor

deviatorico Isp.

Modelo II: Syamlal et al. [70] propusieron un modelo que aisla la contribucién de los efectos

friccionales y cinético-colisionales para el tensor de tensiones solido:

KTGF | KTGF :
(ps ) Mg )) 81 (g < Qs min

(ps, pts) = (2.154)
(pga :ufgc)a si Qg Z Qs min

donde la modelizacién de i/ estd dada por la Ec. (2.150). Para este modelo, Syamlalet al. asume
una funciodn para la presion de sélido que permita un dado nivel de compresibilidad. La misma
estd dada por:

pl = 10" (s — g pmin) ™ (2.155)

Modelo III: Este modelo hace uso del método aditivo para definir los pardmetros reoldgicos,
utilizando la presion de sélidos del Modelo I y una viscosidad siguiendo el modelo de Schaeffer

dado por la Ec. (2.150).

Modelo I'V: Este modelo sigue el trabajo de Srivastava y Sundaresan [69], el cual es similar

al Modelo III pero variando la definicidn de la viscosidad de solido friccional. En este caso, la
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tasa de deformacion se ve modificada siguiendo el trabajo de Savage [71], quien observo que
la tension de corte en ensambles de granos se ve disminuida por la presencia de fluctuaciones
asociadas a la formacién de capas de corte incluso en condiciones de flujo cuasi-estaticas. Para
contemplar este efecto, se agrega un término extra al modelo propuesto por Schaeffer de modo

que:

0\ /2
A@ZQMi(bn+ﬁ) sen(g) (2.156)
p

2.6. Formulacion cerrada para sistemas de gas y particulas

La forma final del Modelo de Dos Fluidos para un sistema de gas y particulas, haciendo uso

de todos los desarrollos del capitulo resulta:

a+a, =1 (2.157)
a;j + V- agu, =0 (2.158)
0
=L+ V- agu, = 0 (2.159)
0 a 1 K
—(asuy) + V- (sugu,) = ——Vp — —Vp, + V- a7 + a.g + —2 (u, — u,
() + V- () = ~22vp - - 0, )
(2.160)
3 ag KS!]
a(agug) + V- (quguy) = ——=Vp+ V- a,7, + o,g + — (u;, —uy) (2.161)
Pg Pg

30 3
5&(/080550) + §v (,05(1/51159) = (_psI + Ts) : vus -V (Hsv9> + Vs + Jsg (2162)
donde:

ps = piTEE 4 pf (2.163)

S

1 1
7o = 2(uETCE 1 pf) {5 [Vu, + (Vuy)'] — g(V-uS)I} + MNETCE(g.a )l (2.164)

1 1
Ty = 24 {5 [Vu, + (Vu,)"] — g(V-ug)I} (2.165)

y, ademds, los pardmetros reol6gicos de la teorfa cinético-colisional (uX7C¢F, pETCE \KTGE

Ks» Vs> Jsg), de la teorfa friccional (/L{: , p£ ) y coeficientes de arrastre (K,) son definidos en
funcion de las variables primarias del problema (o, oy, us, u,, p 'y 0) de acuerdo a los modelos

presentados a lo largo de este capitulo.
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“Remember that all models are wrong;
the practical question is how wrong do

they have to be to not be useful.”

— George P. E. Box (1919 - 2013)

Capitulo 3

El Método de Volumenes Finitos para

flujos de gas y particulas

El Método de Volimenes Finitos (FVM) es un método numérico que, al igual que el
Meétodo de Diferencias Finitas (FDM) o el Método de Elementos Finitos (FEM), permite llevar
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (que comtinmente describen un determinado
fenémeno de transporte sobre un medio continuo) a un sistema de ecuaciones algebraicas
de forma aproximada, cuya resolucidon es abordable por vias computacionales. El origen de
este método se encuentra fuertemente vinculado al tipo de aplicaciones que busca abordar: la
resolucion de fendmenos de transporte en fluidos. E1 Método de Volimenes Finitos hace énfasis
en cantidades integradas en volimenes y flujos a través de caras con una clara analogia fisica
de tanques (celdas) y cafios comunicantes (caras). El método data de finales de 1960 con los
avances realizados en simultdneo por el grupo liderado por Spalding en el Imperial Collegue
of London (IC) [72, 34, 73], el grupo liderado por Harlow en Los Alamos National Laboratory
(LANL) [74] y los métodos de proyeccion propuestos por Chorin [75, 76]. La teoria de FVM ha
sido formalizada mds recientemente en los trabajos de Ferziger [5], Versteeg [4], Hirsch [77],
Leveque [30] y en la tesis doctoral de Jasak [78] y Médrquez Damian [79].

Este capitulo busca sentar bases sdlidas del Método de Volimenes Finitos aplicado al
modelo de gas y particulas, haciendo énfasis en los métodos de acoplamiento entre la presion y

las velocidades de cada fase, y su implementacion computacional.
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3.1. Discretizacion por el Método de Voliimenes Finitos

El Método de Volumenes Finitos (FVM) consiste en realizar balances de propiedades en un
determinado volumen de control. De forma general, podemos expresar el balance integral de

una cantidad genérica (p ) en un volumen €2 de la siguiente forma:

/Q%(pw)dﬁ%—/rpwu-dr:+/QSQdQ+/FSp-dI‘ 3.1)

donde I es la frontera del dominio (2, dI" es el vector diferencial normal a la frontera 'y Sq y
ST son las fuentes de volumen y de superficie de la cantidad (p 1)) (cuyo orden tensorial no se
especifica para mantener la generalidad del andlisis). En la Ec. (3.1) se plantea que la variacién
temporal de la cantidad dentro del dominio €2 es igual a la suma de las ganancias o pérdidas
de esta cantidad dentro del dominio debido a su transporte por conveccién y a su creacién o

destruccion por las fuentes de volumen y superficie.

(a) S0 (b)

Figura 3.1: Esquema 2D de discretizacion: (a) Volumen de control continuo, (b) Discretizacion

del dominio en celdas, (c) Celda aislada donde se realiza un balance integral discreto.

Mediante el FVM, el dominio {2 se discretiza en un conjunto de celdas V; sin solapamientos
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y ocupando aproximadamente la totalidad del dominio original €2, como se aprecia en la Fig.
3.1. En el caso de utilizar celdas poliédricas, el balance de la propiedad genérica (p 1)) de la Ec.

(3.1) se reduce a:

/%(pw)diﬂr/ pwu-dS:/SVidVJr/ Soy,-dS VV, €Q (3.2)
Vi av; Vi av;

donde dS es el vector diferencial normal a la frontera de cada celda V.
Dado que las celdas son poliédricas, la superficie exterior puede subdividirse en cada una

de sus caras K; y asi el balance sobre la celda resulta:

)
/Via(pzb)d‘/—i— 3 /Kip;/;u-ds_/vsvidv+ 3 /KiSKi-ds V€ Q (3.3)

K;edV; v K;e0V;
Por cada una de las celdas, se debe verificar la Ec. (3.3).
En el Método de Volumenes Finitos colocados en centro de celdas [78], todas las incégnitas

se localizan en el centroide o baricentro geométrico x p de la celda P. Este verifica:

/ (@ —ap)dV =0 (3.4)
Vi

Ahora bien, para lograr resolver el balance de forma computacional, debemos llevar al

conjunto de ecuaciones de balance dados por la Ec. (3.3) a un sistema lineal de la forma:
Ap=b = > aj; =1b (3.5)
J

donde a;; son los coeficientes que afectan a cada valor de celda 1); en el balance de la celda
Vi, 1; es el valor 1 en la celda j y b; son los elementos del vector de términos independientes
provenientes de la discretizacion. El sistema de ecuaciones definido en la Ec. (3.5) es un sistema
lineal de n ecuaciones con n incégnitas. En este sentido, el balance de la cantidad 1 sobre el
volumen de control delimitado por la celda V; relaciona solamente los valores discretizados
de 1) pertenecientes a la celda V; y a sus celdas vecinas. Las celdas vecinas a V; son aquellas
que comparten una o mas caras. A estas celdas también se las denomina cominmente como
primeros vecinos. En consecuencia el balance discreto sobre cada una de las celdas V; puede

expresarse como

ag; + Z AimWVm = b; YV € Q, (3.6)
donde el subindice m identifica las celdas vecinas a V.

55



La metodologia general para arribar al sistema de ecuaciones algebraico dado por la Ec.
(3.6) involucra la resolucion de forma discreta de la integral de volumen de v dentro de una
celda dada. Para ello, el FVM propone una discretizacion de segundo orden en el espacio que
resulta de truncar la serie de Taylor para el centro de celda V; en el término lineal. De forma

general, se pueden expresar las integrales sobre el volumen de una celda como:

_¢(x) dv =~ / [6(zp) + (Az)T - Vo] dV

Vi

= ¢(xp) /V dV + Uv(a: —xp)" dV] Vo (3.7)

K3

K3

= ¢(xp)V;

Andlogamente, las integrales de superficie sobre las caras resultan:

/ €(x) - dS ~ £(xx,) S, (3.8)
K;

donde ¢ es un campo escalar genérico y £ es un campo vectorial genérico. La extension
de estas aproximaciones para cada término de balance de masa y momento lineal (con los
correspondientes operadores de derivacion espacial y temporal) por medio del FVM en mallas
colocadas, se describe extensamente en las tesis doctorales de H. Jasak [78] y S. Marquez

Damian [79].

3.2. Meétodos segregados de acoplamiento presion-velocidad

Hasta el momento, se ha considerado las generalidades del Método de Volimenes Finitos
aplicados a una ecuacion de balance genérica. Ahora, se especializard el estudio a las ecuaciones
de Navier-Stokes para flujos incompresibles. Debido a la elevada complejidad del Modelo de
Dos Fluidos para gas y particulas, se comenzara estudiando las ecuaciones de flujo a una fase,
enfatizando en un aspecto presente ademds en flujos a dos o mds fases: el acople entre los

campos de presion y velocidad.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos Newtonianos incompresibles a una fase pueden

expresarse como:
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V-u=0 (3.9

1
o Vo= -lvpiviuig (3.10)
ot P

Aqui pueden notarse algunas caracteristicas que deben tenerse en cuenta para su posterior

resolucién por métodos numéricos:

= Pueden identificarse 2 campos incdgnita: la presion p y la velocidad u

» La ecuacién de conservacion de masa (Ec. (3.9)) es una ecuacién escalar donde solo se

encuentra presente el campo vectorial de velocidades

» La ecuacidén de conservaciéon de momento lineal (Ec. (3.10)) es una ecuacién vectorial

que tiene ambos campos incégnita

Al observar las Ecs. (3.9) y (3.10), se podria asumir que la forma natural de resolucién es
calcular la velocidad a partir de la ecuacion vectorial de momento. Sin embargo, esto no puede
ser extendido para la variable escalar, es decir, la presion no puede ser directamente calculada
a partir de la ecuacion de conservacién de masa, dado que esta variable no estd presente en la
ecuacion. Esto lleva a buscar otras estrategias de resolucion.

Como se ha visto en forma genérica, el sistema de ecuaciones del continuo (Ecs. (3.9)
y (3.10)) se puede llevar a un sistema de ecuaciones algebraicas por medio de un método
numérico, como el FVM, y obtener asi un sistema de n ecuaciones de masa y n ecuaciones de
momento para los n campos de presion y velocidad, siendo n el nimero de celdas del dominio.

Este sistema puede expresarse en forma matricial (por bloques) como:

Ar G\ [u f
r — " (3.11)
D 0 P 0

donde la primer fila de la matriz de 2 x 2 bloques se corresponde con las ecuaciones discretas
de momento lineal, mientras que la segunda fila se corresponde con la ecuacién de balance
de masa. Aqui, Ay representa una matriz de n X n coeficientes que multiplican al campo de
velocidades correspondiente a la discretizacion por FVM y G y D representan las matrices

de coeficientes de la discretizacion de los operadores gradiente y divergencia respectivamente.
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Ademds, f;, es un vector de términos independientes y la matriz por bloques del lado izquierdo
de la igualdad tiene un bloque de ceros.
Operando sobre el sistema matricial anterior, se puede obtener un sistema de ecuaciones

algebraicas para los campos de presion dado por:
DA.'Gp = DA.'f, (3.12)

La resolucién de este sistema puede ser muy costosa dado que la inversa de la matriz Ap es
probablemente una matriz llena y el triple producto matricial también lo serd [80]. Para resolver
este problema, una alternativa es descomponer la matriz Ar en una matriz de coeficientes
diagonal Ap y una matriz no-diagonal H (Ar = Ap + H). Esto da lugar a la formulacién de
los métodos de acoplamiento segregados. En ellos, en lugar de resolver para todas las variables
de forma simultanea, se resuelve una ecuacion a la vez de forma iterativa hasta lograr disminuir
los residuos de las ecuaciones de balance discretas por debajo de una tolerancia dada. De esta

forma, el sistema de ecuaciones dado por la expresion (3.11) puede reescribirse como:

Ap G u fb — I‘Ill0
= (3.13)
D 0 p 0

donde u’ es un campo de velocidades conocido proveniente de un estado iterativo previo.
De forma andloga, se puede obtener un sistema de ecuaciones para los campos de presion
dados por:
DA,'Gp = DA} (f, — Hu') (3.14)

Esta forma resulta abordable dado que Ap es una matriz diagonal facilmente invertible y el
triple producto resulta en una matriz rala.

La formulacién matricial propuesta, puede reescribirse en forma de stencils considerando
una adecuada discretizacion de cada uno de los términos de las Ecs. (3.9) y (3.10) mediante
FVM. Tal como se presenta en la Ec. (3.6), la ecuacién de momento puede escribirse por celda

COmo:

apup + Y afpunp = — Vpp (3.15)
NB

Aqui se utiliza una notacién mixta o semidiscreta, donde el operador V representa un operador

discreto. Ademds, a% y alyp son los coeficientes discretos diagonales y fuera de la diagonal
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respectivamente. fj, representa el vector de términos independientes discreto y up y uyp son
los vectores de incdgnitas de velocidad de la celda actual y las vecinas respectivamente.

Del termino del lado derecho de la ecuacion puede extraerse la contribucion dada por el
gradiente de presion y dividir el coeficiente a% de todos los términos de modo de obtener:

1 -
up + H,(u) =By — a—qup (3.16)
P

U
donde B}, = £}, /a% y H,(u) = 2p aij N
ap
Luego, planteando el operador divergencia discreto sobre esta ecuacion, teniendo en cuenta

que por conservacion de masa V-up = 0, se obtiene:

A 1 - A v

V- | = (Vp)p| = V- [-Ha(u) + B} (3.17)

P

De esta forma, se obtienen 2 sistemas matriciales (dados por las Ecs. (3.15) y (3.17)). Existen
multiples algoritmos para resolver el acoplamiento entre presion y velocidad haciendo uso de
estas ecuaciones. A continuacién se presentan algoritmos de la familia SIMPLE desarrollado
por Patankar y Spalding [73] y el algoritmo PISO desarrollado por Issa [31] para problemas

transitorios, y asi, arribar finalmente al algoritmo combinado PIMPLE que es utilizado en el

acoplamiento de las distintas variables del modelo para flujos de gas y particulas propuesto.

3.2.1. Algoritmo SIMPLE y derivados

El algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) y sus
derivados (SIMPLE-C, SIMPLE-R, SIMPLE-X, MSIMPLE-R, CLEAR, entre otros) [73, 81,
82, 83, 84, 85, 86] son posiblemente la familia de algoritmos segregados de mayor uso en la
actualidad en cédigos de CFD [87, 88, 5, 4, 89, 90]. Asimismo, a lo largo de los afios han
surgido nuevas variantes para mejorar las tasas de convergencia del método SIMPLE esténdar.
En particular, todos estos métodos han sido concebidos para la resolucién de flujos estacionarios
y luego han sido extendidos a problemas transitorios mediante el uso de una secuencia de
iteraciones por paso de tiempo. Es por ello que, en general, en estos métodos se parte de una
ecuacion de momento del continuo (como la Ec. (3.10)) sin el término de evolucidn temporal.

Siguiendo la generalidad de la secuencia presentada en la seccién anterior, el algoritmo

SIMPLE estandar se compone de las siguientes etapas:
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. Iniciar el proceso iterativo tomando los campos de la iteracion anterior como condiciones
iniciales p°, u’ y los pardmetros fisicos, geométricos y condiciones de borde del problema

en cuestion.

. Discretizar y resolver la ecuacién de momento con valores constantes del campo de

presiones para una primer prediccion del campo de velocidades u* mediante la Ec. (3.15):

~

apup + Z aypuyp = fp — Vph (3.18)
NB

. Calcular el operador H,, a partir del nuevo campo de velocidades u*:

H, - — > np apUNp + P (3.19)

u
ap

. Calcular la presién a partir de la Ec. (3.17):
v l e Kk *
V' [—u(Vpp ):| = V [Ha(u )] (320)

. Corregir las velocidades en centro de celda mediante:

_ Vpp

uy = H,(u") o
P

(3.21)

. Se vuelve al paso 2 con u** y p** como valores iniciales, recalculando los coeficientes
de las matrices en base a estos nuevos campos, y se itera hasta obtener una determinada

tolerancia de residuos prescripta.

Dada la explicitud con que se resuelve cada etapa (utilizando valores de las variables de

iteraciones previas), el algoritmo SIMPLE en la forma que fue presentado puede entrar en

zonas de inestabilidad numérica. Esto significa que la convergencia del método puede no estar

garantizada para ciertas condiciones del problema. Una practica muy comun para favorecer los

rangos de estabilidad del método es el uso de factores de sobre-relajacion. Estos coeficientes

varian entre 0 y 1 y regulan el grado de evolucion durante el computo de una determinada

variable en una dada etapa del método [78, 88].
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3.2.2. Algoritmo PISO

El algoritmo PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) fue originalmente
concebido para la resolucion de flujos en estado transitorio [31, 32] y su caracteristica principal
frente al método SIMPLE es la de reforzar el acoplamiento de la presion y la velocidad mediante
multiples iteraciones para el célculo de la presion y la correccién de la velocidad. A esta
etapa se la conoce como paso corrector. Este procedimiento recursivo permite prescindir del
uso de factores de sobre-relajacion, dado que los rangos de estabilidad resultan naturalmente
incrementados.

La secuencia del algoritmo PISO se puede resumir de la siguiente forma:

1. Iniciar el proceso iterativo tomando los campos de la iteracidn anterior como condiciones
iniciales p°, u® y los pardmetros fisicos, geométricos y condiciones de borde del problema

en cuestion.

2. Discretizar y resolver la ecuacion de momento con valores constantes del campo de

presiones para una primer prediccion del campo de velocidades u* mediante la Ec. (3.15):

(0 + ap)up + ) afpuiy = + bpup — Vi (322)
NB

siendo b% el coeficiente dado por la discretizacion del término temporal
3. Comienza el bucle del paso corrector:

3.1. Calcular el operador H, a partir del nuevo campo de velocidades u*:

H = _ZNB a’L](fBuj\/'B—i_me—i_blft’u% (3 23)
' (ap + b}p) '

3.2. Calcular la presion a partir de la Ec. (3.17):

= 1 v AN R . *
V- {m(vpp)} = V- [H,(u")] (3.24)

3.3. Corregir las velocidades en centro de celda mediante:

Vpy

**:H AN ¥
wE = IO e )

(3.25)
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3.4. Se vuelve al paso 3.1 con u** y p** como valores iniciales y se itera hasta obtener

una determinada tolerancia de residuos prescripta.

Como puede notarse, no se han definido los coeficientes af% y ay . Estos dependen

exclusivamente de la discretizacién de los términos de derivacion espacial adoptada.

En el Apéndice B, se utiliza la formulacion por bloques matriciales del sistema discretizado
para describir una correccion para mitigar errores de altas frecuencias debidas al desacople de

los campos de presion y velocidad [91].

3.2.3. Meétodos combinados: El algoritmo PIMPLE

Existen métodos combinados que hacen uso de las virtudes de distintos métodos de
acoplamiento. En particular, el método PISO-SIMPLE, también conocido como PIMPLE
[89, 29], hace uso de una version transitoria del algoritmo SIMPLE dado por iteraciones
sucesivas por cada paso temporal partiendo de la etapa predictora de momento (paso 2
del algoritmo SIMPLE) y haciendo uso de factores de relajacion. Esto permite reducir las
instabilidades producto de la linealizacién del término advectivo (V- uu). Asimismo, el método
PIMPLE hace uso de iteraciones internas del paso corrector (resolucién de la ecuaciéon de
presion y correccion de velocidad, paso 3 del algoritmo PISO) para favorecer la estabilidad del
acople presion-velocidad. De esta forma, por medio de iteraciones externas (como en SIMPLE),

este método permite utilizar pasos de tiempo mayores que para el método PISO.

3.3. Resolucion del Modelo gas-particulas mediante FVM

Como ya se ha descripto, TFM aplicado a gas y particulas cuenta con varios campos
incognita. En el marco de una resoluciéon por métodos de acoplamiento segregados, esto
se traduce en una necesidad de un alto grado de acoplamiento entre las variables para
garantizar estabilidad de la resolucion. Las ecuaciones de balance del modelo continuo en su
forma diferencial, tal como fueron presentadas en el Capitulo 2 (Ecs. (2.157) a (2.162)), son

reformuladas de modo de obtener:
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s+ oy =1 (3.26)

V- (asus + aguy) =0 (3.27)
a; S LV, =0 (3.28)
0 o 1 K
—(asug) + V- (aguguy) = ——Vp — —Vps + V- a7 + a8 + —2(u, — u,
o)+ V- () =~ vy L S0, )
(3.29)
0 K,
Z(aguy) + V- (0quyuy) = —2Vp + V- ay7y + g8 + —2(u, — uy) (3.30)
ot Pg Pg
30 3 '
éa(psozse) + §V~ (psasusl) = (—ps I+ 75) : Vuy, — V- (k;,VO) 4+ 75 + Jyy (3.31)

Aqui, la ecuacion de continuidad de la fase gaseosa (Ec. (2.158)) es reemplazada por una
ecuacion de conservacion de masa total, obtenida a partir de la suma de las Ecs. (2.158) y
(2.159) y haciendo uso de la Ec. (2.157). De esta forma, la fraccién o4 es calculada una vez
obtenida o a partir de la Ec. (3.28). El modelo computacional que se describe a continuacién
hace uso del método de acoplamiento PIMPLE vy la discretizacién se hace mediante el Método
de Voluimenes Finitos (FVM).

A continuacion se analizardn las discretizaciones de cada una de las ecuaciones del modelo
y la metodologia de acoplamiento entre las mismas. Por simplicidad de notacién, se omitirdn
los subindices P para referenciar a los valores centrados en celda, entendiéndose que cada
formulacién semi-discreta es una forma compacta de escribir un stencil de balance local sobre

las celdas del dominio discreto para la celda P.

3.3.1. Ecuaciones de momento de cada fase

Las Ecs. (3.29) y (3.30) pueden escribirse en notacién semi-discreta tal como ha sido

expresado para flujos a una fase y como es presentado por Passalacqua et al. [29]:

S 1 Ks
A, = H, — 2Vp — —Vp, + aug + —2 (u, — u,) (3.32)
s s Ps
. K,
Agu, = H, — S9Tp + g8+ p—g(us —u,) (3.33)
g g
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donde A; son los coeficientes diagonales provenientes de la matriz de discretizacion de
los término temporales, advectivos y difusivos, y H; son los operadores que contienen los
coeficientes fuera de la diagonal de la misma matriz de discretizacién. Ademds, por cuestiones
de simplicidad de notacién, para los desarrollos subsiguientes, los operadores involucrados
también estan referenciados a valores centrados en celda (en & p).

Se definen los flujos en cara como:
@i =W S (3.34)

donde i es el indice de fase, el subindice f indica que es un valor interpolado en la cara y S
representa el vector normal a dicha cara.

Ademas, cada flujo de fase puede expresarse como suma de varias contribuciones:
pi=w o]t Hel ol (3.35)

donde el supraindice S representa la contribucién al flujo de la velocidad de la propia fase, C
representa la contribucién de la fase complementaria, P representa la contribucién al flujo dada
por la presion, PP representa la contribucion dada por la presion de particulas y G representa la
contribucién dada por la gravedad.

Hay muchas formas de vincular las ecuaciones de momento de cada fase (Ecs. (3.32) y
(3.33)) a través de la fuerza de arrastre [35]. A continuacion se presentardn dos de los métodos
mas usados para acople por arrastre siguiendo la nomenclatura de Karema et al. [92]: el Método
Parcialmente Implicito (PIM) y el Algoritmo de Eliminacion Parcial (PEA).

El PIM trata implicitamente a la velocidad de la fase 7 sobre el término de arrastre de
la ecuacion de momento para la fase 2. Esto implica que las velocidades centradas en celda,

haciendo uso de las Ecs. (3.32) y (3.33), se pueden calcular como:

Ks S & 1=
Us PIM = gs <Hs + P gug - %VP - _VPS + asg) (336)
K, Qg ~
u, prv = Gy (Hg + —Fu, - IVp+ agg) (3.37)
Pg Pg
donde
1
G = TR (3.38)
A+ —=
Pi



Aqui, el gradiente de la presion de sélido puede expresarse como:

Vp, = <8p ) Va, (3.39)
Oavg

donde la dependencia de p; con 6 es usualmente desestimada para la derivacién de la Ec. (3.39)
[29].
De acuerdo con las Ecs. (3.34), (3.35), (3.36) y (3.37), el flujo total de cada fase puede

calcularse en base a las siguientes contribuciones:

@E,PIM = Gs,fHs y- S (3.40) SOS,PIM = Cg,fHg s+ S (3.41)
K, K,
Popa = Go.s ( g) ¥ (3.42) vopma = Co.f ( g) @4 (3.43)
Ps /g Pg /¢

Qg A «Q
QOE,PIM = —Cs.t <_) Vp-S (3.44) 905,PIM = —Co.f <p_g
f

s g

) Vp-S (3.45)
f

1 Opy -
Yormt = —Co s (— P ) Va, S (3.46) Pyrnt =0 (3.47)
’ ps Oas )
SDSPIM = Go, 05,78 S (3.48) ‘PSPIM = Gg,r 0,18 S (3.49)

donde el supraindice 0 indica valores almacenados de iteraciones previas.

La expresion final para los flujos de cada fase es obtenida al incluir cada contribucién a la
Ec. (3.35). Este método de acoplamiento se encuentra implementado en la distribucion oficial
de OpenFOAM®[89].

Por otro lado, el PEA, originalmente propuesto por Spalding [34], incorpora la velocidad
obtenida en Ec. (3.36) en la Ec. (3.33) y la Ec. (3.37) en la Ec. (3.32). Esto lleva a otra expresion

para las velocidades centradas en celda dadas por:

Ks Qg Ks « ~ 1 - Ks o
Us; PEA = gs {Hs + gchg - |:p_ + pg—pggg:| Vp - IO_VPS + {Oés + —9 9> gCg:| g
5 s glr’s s s

KSS @ KSQSS = Ks 5= Ksa35
ugvaA = 59 {Hg + .‘JC Hs - |:_g + g—C:| VP_ gc Vps + |:Oég + . C :| g}

Py Pyg PsPyg PsPg Pg
(3.51)
donde:
& = ! (3.52)
Z A Ky KSQQCJ' .
Pi PipPj



y j representa la fase complementaria a la fase 1.

Para este método, las contribuciones al flujo son:
SOS,PEA =& fHs + S (3.53) 3027PEA =& Hg S (3.54)

KA Kog)

%C,PEA =&t ( gHg) -S (3.55) SOgC,PEA = &gt ( SHs) -S (3.56)
f f

s g

oy Kggagh - o K o)\ -
o o = —&s. ( 4 0 9% g) VDS ¢ ppa = —§ ( i ) Vp-S
PEA T\ e T paps gPEA = S0 S T e,
(3.57) (3.58)

K\ Op -
1 8]78 - _ v S Vay-S

QOE,EEA —&s.f (P 8&3) Va, S (3.59) SOQ peA = Lo ( PsPyg ao‘g)f "
; (3.60)

Fooa = 6oy (04 220 ) g8 (61 GEopa = s (004 ) g8 ()
Ps f Pg f

La derivacion completa de estas expresiones estd detallada en el trabajo de Passalacqua et

al. [29]. Tiene la ventaja de lograr un desacoplamiento de cada velocidad de fase de su fase

complementaria, lo que resulta en un método con un mayor grado de implicitud favoreciendo

asi la convergencia de momento para problemas dominados por arrastre [35]. Muchos autores

han adoptado este método [29, 70, 93] y su estabilidad y convergencia ha sido estudiada en la
literatura [94, 92].

En el Capitulo 6 se explorardn los rangos de estabilidad de cada uno de los métodos

de acoplamiento por arrastre mediante técnicas de descomposicion de Fourier con el fin de

determinar los pardmetros fisicos y numéricos que pueden afectar sensiblemente sus cualidades

de convergencia.

3.3.2. Ecuaciones de continuidad de cada fase

La conservacion total de flujo debe verificarse localmente por cada paso de tiempo (Ec.
(3.27)). Es por ello que resulta innecesario resolver ambas ecuaciones de continuidad de cada
fase. En su lugar, la ecuacién de continuidad de la fase dispersa es resuelta y la fraccion de

volumen de la fase restante es calculada mediante la Ec. (3.26). Entonces, la ecuacién de
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continuidad para la fase sélida puede ser escrita en forma semi-discreta como:

Jag
ot + ;as,fgos =0

(3.63)

donde el flujo dado por la fase sélida puede ser expresada en términos del flujo global de fase

¢y el flujo relativo ¢, ; como:

Ps = O+ 0y fPOrs

Pris = Ps — Pg

P = Qs fPs + Qg 5P

Haciendo uso de las Ecs. (3.35), (3.66) y (3.65), los flujos globales y relativos resultan:

. PP < PP
P = 0 fPs T Qs fPg 7+ Qg sPg + Qg £

Prs = Ps + SOSPP — Qg — 90513
donde:

gi= 9} +¢7 i+
Entonces, usando las Ecs. (3.67) y (3.68), el flujo para la fase s6lida resulta:
Ys =P+ ag,f@?",s + SOSPP

donde:

© = Q5 5Ps + Qg £ Pyg

@r,s = Qbs - Sbg

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

Finalmente, la Ec. (3.70) puede incluirse en la Ec. (3.63) dando lugar a la siguiente forma

semi-discreta en la ecuacion de la fase continua:

dag ) ) )
;; + ;as,f@ ™ ;&S,fag,fgor,s - ;DfPVCMS- S=0
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donde:

1 dp
D = —Coy (— ) (3.74)
’ ps Ot )
1 0p
Dl = e (122) 029
' ps O s

Aqui, el cuarto término de la Ec. (3.73) puede interpretarse como una difusion de la fraccion de
particulas con una difusividad dependiente de la presion de s6lidos. Para mantener la fraccion
de cada fase entre cero y uno, se utiliza una técnica de division del operador donde los primeros
tres términos son resueltos como una ecuacion de transporte puro y el efecto de la presioén de
particulas es agregado implicitamente. Este procedimiento estd basado en el trabajo de Weller
[89] y Passalacqua et al. [29].

La solucién de los términos de transporte se basan en el integrador MULES [95, 79], el cual
es un esquema basado en correccion del flujo [96] y garantiza que la solucion va a estar acotada
entre valores extremos determinados. Si los mismos se eligen para que «; se mantenga en [0, 1],
el empaquetamiento maximo debe ser impuesto por los modelos fisicos. Pero, si los extremos
son seleccionados para ser [0, s max|, entonces el integrador MULES va a acotar los valores
acorde al empaquetamiento maximo.

El limite méximo para as impuesto por MULES es un tema que estd sujeto a discusion. Si el
limite méaximo es elegido como ; max, la condicion serd satisfecha rigurosamente y mucho se
ganard desde el punto de vista de la estabilidad del método de resolucidn. Sin embargo, el efecto
fisico del modelo cinético-friccional sobre el limite de empaquetamiento va a superponerse con
los limites impuestos numéricamente. Para este desarrollo, se han impuesto estrictamente los
limites para o en [0, 1] con MULES y dejando el mdximo empaquetamiento a ser determinado

por los modelos cinético-friccionales.

3.3.3. Ecuacion de energia granular

El cierre matemadtico del sistema a gas y particulas depende de la definicidn de s y ps. Estos
parametros estdn basados en los modelos cinético-colisionales y friccionales. La contribucién
cinético-colisional estd relacionada al campo de energia granular, la cual responde a un balance

dado por la Ec. (3.31). Esta ecuacién puede ser reescrita en forma semi-discreta como:

A(6) = B(6) (3.76)



30 3
A<0) - 5@ (Psas‘g) + §V (psasuse) (377)
B(0) = % (55@9) + [(=psI: @US) + 450 + (7 : @uS) + Jsg (3.78)
donde gg = — siendo ¢ un parametro genérico.

0
Debe notarse que el primer término del lado derecho de la Ec. (3.31) es dividido para el

tratamiento numérico. Esto genera un término de disipacion de energia granular debido al tensor
de corte que es tratado explicitamente (penultimo término en la Ec. (3.78)), y un término de
disipacion de energia granular debido a esfuerzos normales, el cual es tratado implicitamente
como un término reactivo (primer término dentro de los corchetes en la Ec. (3.78)). Ademas de
esto, los otros términos disipativos 7y, y .Js, son también tratados como términos reactivos para
la implementacién numérica.

En muchas aplicaciones, la disipacion debida a las colisiones ineldsticas v, tiende a dominar
el fendmeno de disipacion-produccion cerca del limite de empaquetamiento. Debido a su signo

negativo, 7, tiene un efecto estabilizador sobre la solucién numérica, siendo:

4 (6°

2
75 = 3(e* — a2 psgo - (—) —V-u, (3.79)
D m

De la Ec. (3.79), resulta claro que debe realizarse un tratamiento especial cuando el
coeficiente de restituciéon e — 1, dado que 7, — 0 generando una dominancia no-diagonal
en la matriz discreta. Para evitar esto, se opta por fijar un coeficiente de restitucion (ep,.x) por
encima del cual pueden aparecer inestabilidades numéricas. Si el coeficiente de restitucion real
del problema es menor a este valor maximo, el procedimiento de solucion es directo. Por otro
lado, si el coeficiente de restitucidén estd por encima del valor maximo, entonces el término
difusivo se agrega implicitamente y se sustrae explicitamente. El coeficiente resulta:

4 (6% .
7 = 3 = ezpsgo [d—p (?) - v-us] (3.80)

Entonces, la ecuacion de energia granular resulta:
A(0) = B(6) +77(6° — 0) (3.81)

La dificultad numérica de tener pequefios valores de 7, son evitadas agregando un término

extra de difusividad sin generar perturbaciones sobre el célculo de 6.
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3.3.4. Ecuacion de presion discreta

La ecuacion de presion es derivada de la condicién de incompresibilidad sobre la ecuacién

de conservacién de masa total, la cual es reescrita en forma discreta como:
D o= (Cusps+ agppy) =0 (3.82)
f !

Reemplazando ¢, y ¢, por sus contribuciones, dadas por las Ecs. (3.40) a (3.49) (o Ecs.
(3.53) a (3.62) para PEA) y teniendo en cuenta que las Ecs. (3.44) y (3.45) (o Ecs. (3.57) y

(3.58)) tienen un término que involucra a Vp, la ecuacion de presion puede expresarse como:

> D (Vp )| = 3 (sds + ags2,) (3.83)
f f
donde:
Qg o
Dpng = — | s 5o s (—) + 0y £Co.f (—g) (3.84)
Ps f Pg f
a5 Ks «@ C « Ks Oés<5
Dby = — |, &, (—+M> + ay € (—9+—~" ) (3.85)
PEA [ AN Ds PgPs ; 9:59:f Do PsPs ;
y:
Gi=0; +o; + 0+ (3.86)

Una vez resuelta la ecuacion de presion, cada flujo de fase es corregido de acuerdo con:

« Q; 2
©iPIM = Pi,PIM — QX fGi.f (—) Vp-S (3.87)
v/ f
o:
A (073 Ks (621 @ ~
©iPEA = Qi pEA — 4 £ f (— + g—]CJ) Vp-S (3.88)
Pi PiPj f

Para asegurar la consistencia en la correccion de los campos de velocidad centrados en celda,
Passalacqua et al. [29] destacaron la necesidad de reconstruir los flujos de cada fase haciendo
uso de coeficientes centrados en celda. La operacién de reconstruccion es andloga a la operacion
de interpolacién para el célculo de los flujos en caras. Cuando esta dltima lleva valores de celdas
vecinas a la cara compartida entre ellas, la reconstruccion lleva valores de caras a centro de
celdas. Existen diversas maneras de realizar esta operacion [97, 98, 99, 100, 101] y en este
trabajo se sigue la metodologia aplicada en OpenFOAM®basada en el trabajo de Weller et al.

[97].
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Para PIM, la velocidad centrada en celda corregida resulta:

U P = u?,PIM +GR [%C;f%} (3.89)

donde R[...] es el operador de reconstruccién de campos centrados en cara a campos centrados
en celda.

El procedimiento para PEA no es tan directo dado que ambos coeficientes &; y (; deben
usarse en su forma centrada en celda para la correccion de velocidades. Esto lleva a la siguiente

expresion:

0
U pEA = Ug ppat

55{’/% [as,fg-S— (O‘—) Vp-S
Ps/ s

_R[(iﬁps) Vg S
ps Oas ) ¢

(3.90)
K, A
+ —gch g 8 S — (%) Vp-S
Ps Pg/ s
Uy pEA = uS,PEA+
«a - K, (s 1 Op, n
E4R a,g-S—(—g> Vp-S| — 2R (— ) Va, S
g 9.f pe) s s py O ; g (3.91)

Ks s s -
Babon o a8 — <O‘—> Vp-S
Pg s/ f

}

Por otra parte, el algoritmo hace uso de una etapa predictora de momento, donde se busca
resolver de forma preliminar (previo al paso corrector y la ecuacion de presion) un campo de
velocidades para cada fase. Esto se realiza con el fin de acelerar la convergencia del método
partiendo de campos aproximados de velocidad mds cercanos al buscado luego del proceso

iterativo. En este contexto, el predictor de momento puede expresarse como:

s - 1 a s -
A, =H' + R |0, 8 S — (O‘—) VPP S — (— b ) Va, S (3.92)
S f ps as f
Alug =H; + R |0y 8-S — <ﬁ> vp°- S (3.93)
Pg/ s
donde:
K
Af = A+ =2 (3.94)
Pi
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K

(2

El lector puede notar que la etapa predictora preserva la misma forma en ambos métodos de
acoplamiento considerados, pero, para PEA, la parte implicita del término de arrastre debe ser

incluida luego del calculo de los coeficientes &; y ;.

3.3.5. Algoritmo de resolucion del modelo completo

Como ya se ha mencionado, el algoritmo PIMPLE es una combinaciéon de SIMPLE y PISO,
lo que permite el acople entre fases y, mediante el uso de factores de sobre-relajacion, reforzar

la convergencia del proceso iterativo. La secuencia consiste de los siguientes pasos:

1. Leer los pardmetros fisicos y numéricos, condiciones de borde y valores de campos

almacenados de iteraciones pasadas.

2. Comenzar el bucle PIMPLE e iterar hasta obtener un determinado nivel de convergencia.

2.1. Comenzar el bucle de la ecuacion de continuidad para la fase s6lida hasta obtener

convergencia.

2.1.1. Resolver la ecuacién de continuidad de la fase sélida (Ec. (3.73)) usando el

integrador MULES sin la contribucion de la presion de sélido al flujo.
2.1.2. Incluir la contribucién de la presion de sélido de forma implicita en a.

2.1.3. Relajar la ecuacion de continuidad y resolver para o, luego calcular oy =

1— a;.
2.2. Calcular K, de acuerdo al modelo de arrastre seleccionado.
2.3. Calcular los coeficientes de la ecuacién de energia granular.
2.4. Relajar y resolver la ecuacion de energia granular (Ec. (3.81)).
2.5. Calcular u4 y ps de acuerdo al modelo cinético-friccional elegido.

2.6. Ensamblar las matrices de momento de cada fase, agragar los términos explicitos
y resolver el sistema lineal de momento para los predictores de velocidad de fase

(Ecs. (3.92) y (3.93)).

72



2.7. Comenzar el bucle corrector e iterar hasta obtener convergencia.
2.7.1. Interpolar los coeficientes de la matriz de momento y las fracciones « a las
caras.

2.7.2. Construir el lado derecho de la ecuacién de presion y los coeficientes de

difusién, ensamblar y resolver la ecuacion de presion (Ec. (3.83)).

2.7.3. Agregar la contribucién de presion y corregir los flujos de cada fase (Ec. (3.87)
y (3.88)).

2.7.4. Relajar el campo de presiones.

2.7.5. Reconstruir las velocidades centradas en celda (Ecs. (3.89), (3.90) y (3.91)).

3. Reiniciar la secuencia para el siguiente paso de tiempo.
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“It is through science that we prove, but

through intuition that we discover.”

— Henri Poincaré (1854-1912)

Capitulo 4

Conservatividad de las formulaciones del

modelo gas-particulas

En el proceso de resolucion de las ecuaciones del modelo de gas y particulas, se pueden
presentar casos particulares que pueden comprometer la estabilidad del método. Un ejemplo
de ello se presenta cuando la fase solida alcanza fracciones muy bajas (i.e. a; — 0). En estos
casos, la ecuaciéon de momento tiende a una ecuacion singular, lo cual se traduce en soluciones
numéricas altamente oscilatorias para el campo de velocidades. Este comportamiento puede ser
tratado de varias maneras. Oliveira et al. [27] proponen reformular las ecuaciones de momento a
una forma no-conservativa, también conocida como forma fase-intensiva [89, 29]. Sin embargo,
las formas no-conservativas pueden llevar a predicciones inexactas del campo de velocidades

cuando hay presencia de ondas de choque [30, 28].

Como se ha visto, FVM deriva de la forma integral de las ecuaciones de conservacion. Es
por esto que, en vistas de obtener una solucion débil del problema discreto, el uso de un método
conservativo provee cierto grado de consistencia desde el punto de vista matemaético. El teorema
de Lax prueba que, si la aproximacion hecha por un método conservativo converge hacia una
funcion dada a medida que la malla es refinada, entonces esta funcion es una soluciéon débil
del problema [30]. De hecho, en problemas que involucran ondas de choque, el uso de métodos
conservativos basados en la forma integral de las leyes de conservacion resultan esenciales para

predecir correctamente las velocidades de las ondas de choque.
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En este capitulo, se estudiara el impacto de utilizar distintas formulaciones de la ecuacién de
momento, haciendo especial énfasis en el término advectivo, sobre las soluciones de problemas
con presencia de discontinuidades tipo ondas de choque. Las tres formulaciones a analizar son

utilizadas en gran cantidad de c6digos computacionales en la actualidad. !

4.1. Conservatividad para la ecuacion de Biirgers

Aunque no debieran aparecer problemas en el célculo de funciones suaves, las formas
no-conservativas fallan en converger hacia soluciones débiles cuando se transportan funciones
discontinuas. Para ilustrar este comportamiento, se propone analizar el transporte unidimensional

de una funcién escalén usando la ecuacion de Biirgers:

1
ug + §(u2)$ =0 4.1
cuya forma discreta resulta:
n . At 1, 1, .,
uptt =y — Ar 5(%)2 - 5(%—1)2 (4.2)

Esta ecuacién en forma no-conservativa es:

u+uu, =0 (4.3)
cuya forma discreta resulta:
At
up™t =y - E“Z (UZ - szl) (4.4)

Puede apreciarse que la forma conservativa predice una velocidad del frente de onda en
mayor concordancia con la solucién analitica respecto a la forma no-conservativa. Para un solo

paso de tiempo, la diferencia puede ser cuantificada por:

n n

B 2
dr = (W) o = () o = %AmAt (%) ~ %AmAt () (45)

"Los principales resultados de este capitulo han sido publicados en el trabajo de Venier C.M., Marquez Damian
S. y Nigro N.M. Numerical Aspects of Eulerian gas-particle. Computers and Fluids vol. 133 p. 151-169. 2016.
[102]
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donde el subindice £ es el indice de celda, n es el indice de paso de tiempo, el subindice C
corresponde a la forma conservativa y NC a la forma no-conservativa. Ademas, el subindice x
representa la derivada discreta espacial.

Aqui se ha utilizado esquemas Upwind y forward-Euler para la discretizaciéon espacial y
temporal respectivamente. Resulta claro que las diferencias en la prediccion de la velocidad
se vuelven pequeias para funciones suaves de la solucién. Ademds, d; > 0, lo que indica
que la formulacién no-conservativa siempre da una prediccion de la velocidad menor a aquella

obtenida con la forma conservativa.

4.2. Formulacion de las ecuaciones de momento

4.2.1. Formulacion conservativa

El problema anterior permite pone de manifiesto la importancia de utilizar un método
conservativo para resolver problemas en presencia de ondas de choque. Sin embargo, cuando
se extienden estos conceptos a las ecuaciones de momento del modelo multifdsico Euleriano,
existen algunas variantes que deben tenerse en cuenta. La forma conservativa bajo este modelo
puede expresarse como:

%(aiui) + V- (aiuiui) = Rl (46)

donde R; representa todos los términos restantes de la ecuacion de cantidad de movimiento.
Este término no juega un rol importante en el presente estudio.

Una préctica comun para una posterior implementacion computacional es la de restar de
cada ecuacion de momento, la correspondiente ecuacion de continuidad de cada fase. Esto se
realiza para evitar errores en la solucidon debida a desbalances de masa [103, 28]. Entonces, la

Ec. (4.6) resulta:

3 8@1- .
a(@iui) + V- (Oéillilli) — uia — llZ'V' (Oéilli) = Rl (47)

La Ec. (4.7) seré referenciada como la forma conservativa en los desarrollos subsiguientes.

El segundo y cuarto término es aproximado utilizando FVM de la siguiente manera:

/ V- (oziuiui)dV — / uiV~ (ozluz)dV =~ Z(alul)ﬂpz —u; Z QG 15 (48)
\% \% ¥ [
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el cual puede expresarse en forma semi-discreta como:

8 aai
E(az‘ui) — Ui + g (i) ppi — w E a; rpi =R, 4.9)
f f

Aqui u; y «; han sido usadas indistintamente para representar las variables en su forma
continua y en su forma discreta centrada en celda. Esta formulacion es actualmente adoptada
en muchos cédigos computacionales conocidos en la comunidad [90, 89, 70]. En lenguaje de

OpenFOAM®, esta formulacion se escribe como:

fvVectorMatrix UEgn
(
fvm: :ddt (alpha, U)
— fvc::Sp(fvc::ddt (alpha), U)
+ fvc::div (alphafxphi, U)
- fvc::Sp(fvc::div (alphaf*phi), U)

- fvc::Sp(Rc)

Aqui ddt es el operador derivada temporal, Sp es usado para referirse a los términos
fuente reactivos y div es el operador divergencia. El término Rc usualmente representa los
términos difusivos, reactivos y fuente en la ecuacion de momento, pero aqui es expresado
de forma condensada en un solo término para favorecer la claridad. Los términos advectivos
son discretizados de forma explicita (a través del operador fvc) para simplificar el andlisis

posterior. Ademas:

surfaceScalarField alphalf = fvc::interpolate(alphal);

surfaceScalarField phi = linearInterpolate(U) & mesh.Sf();

donde el operador interpolate interpola a las caras los valores centrados en celda de
acuerdo al esquema seleccionado. Ademads, el flujo phi es una interpolacion lineal de los

valores de las velocidades en centro de celda.
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4.2.2. Formulacion no-conservativa

Por otro lado, la formulacién no-conservativa puede obtenerse operando sobre el segundo y

cuarto término de la Ec. (4.7), de modo de arribar a la siguiente forma:

%(aiui) + oy Vu, — ui% ~R, (4.10)

La Ec. (4.10) serd referenciada como la forma no-conservativa. Esta forma puede
considerarse en algun aspecto como no natural en el marco de métodos numéricos basados en
la forma integral de las ecuaciones de balance. Esto se debe a que en ellos el teorema de Gauss
no simplifica las derivadas espaciales, siendo de esta manera poco utilizada en los modelos
computacionales, con algunas pocas excepciones [104]. La forma semi-discreta de la Ec. (4.10)

es obtenida al considerar:

/ oz, Vude ~ o;u; Z Slli’f (411)
v f
y asi arribar a:
a( u;) ani+ u ZSu R 4.12)
oy Q) — Wi —= 1 QU if = B .
ot ot - I

Lo cual puede expresarse en c6digo de OpenFOAM®como:

fvVectorMatrix UEgn
(
fvm: :ddt (alpha, U)
— fvc::Sp(fvc::ddt (alpha), U)

+ ((alphaxU) & fvc::grad(U))

fvc::Sp (Rc)

4.2.3. Formulacion fase-intensiva

Park [28] ha mostrado las diferencias de utilizar ambas formulaciones (Ecs. (4.9) y (4.12))
en algunos casos particulares, enfatizando en la importancia de utilizar una formulacién tan
conservativa como sea posible para poder predecir de forma correcta el campo de velocidades.

Este andlisis es retomado aqui con la incorporacion de una forma no-conservativa mas
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comunmente adoptada en codigos computacionales: la forma fase-intensiva [27, 89]. Esta
formulacién puede obtenerse reescribiendo el producto escalar del segundo término de la Ec.
(4.10):

80éi

0
(v V. (ow) — aow(Vew) — w— — R, 4.1
at(alul) + a; V- () — oy (V-w;) —wy oy i (4.13)

La version semi-discreta de esta formulacion es obtenida reescribiendo el segundo y tercer

término de la Ec. (4.13) como:
/ OéiV' (uzuz)dV — / Oéillz‘(V' llz>dv =~ Q4 le@f@i — ;0 Z or (414)
\%4 \% I f

y finalmente

0 aai
a(aiui) T Wi + Z“i,f@i — W Z vi =Ry (4.15)
f !

que puede ser escrito en cédigo de OpenFOAM®como:

fvVectorMatrix UEgn

(
fvm: :ddt (alpha, U)
— fvc::Sp(fvc::ddt (alpha), U)
+ alphaxfvc::div (phi, U)
— (alphaxU) xfvc::div (phi)

- fvc::Sp(Rc)

4.2.4. Cuantificacion de las diferencias

El andlisis hecho para la ecuacién de Biirgers puede extenderse a TFM en problemas
unidimensionales como se vera a continuacion. Una manera completamente discreta de la forma
conservativa puede obtenerse utilizando un esquema Upwind para la interpolacion en caras y

forward-Euler para las derivadas temporales. De esta forma, la Ec. (4.9) resulta:

A_t%(uk —up) — E“Z(O‘Z —ap )+ (anun)k%@&r% + (anun)k—%SOZ_% - UZCVZ+%SOZ+%

— uz,az_%goz_% =RV
(4.16)
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donde el indice en forma de fraccidn representa las interpolaciones en caras de los valores

centrados en celda. Entonces:

o (uptt — uy) (E> —up (o —aph) (E) + Qg uy, (%) (_x

A
n n UZ + UZA Vv n n UZ+1 + Uz \%4 n n UZ + Uzil Vv
I U T Vv A T VIV A U A VY
=RV
(4.17)
Esto lleva a una expresion para el siguiente paso de tiempo de la forma:
n—1 n
n+1 _.mn ay At 1 n At Op_q n\2 n 2
(up™) o = ug (2 Y ) + A_xa_gR’“ " Auoap [(Uk) — (up_,) } (4.18)

El mismo procedimiento puede realizarse para las formulaciones no-conservativas,

obteniendo asi:

—1
n n ay, At 1 n At n(,.n n

n " ap At 1 Atlgq, 0 N2
(™) py = ui (2 - (;Z ) + A_xa_ZRk T AZD [(%)2 — (ui_1) } (4.20)

donde el subindice C corresponde a la forma conservativa, el subindice NC corresponde a la
forma no-conservativa y el subindice PI corresponde a la forma fase-intensiva. El indice de
fase ha sido omitido para matener la simplicidad del andlisis. El lector puede notar que las
Ecs. (4.18), (4.19) y (4.20) son iguales con excepcion del ultimo término. De esta forma, las

diferencias entre estas expresiones estaran dadas por estos términos.

4.3. Tratamiento ante la desaparicion de una fase

El limite cuando «; tiende a cero es un detalle que esta fuertemente relacionado al
tratamiento de la ecuacién de momento dado que, en estas condiciones, las ecuaciones en
su forma conservativa se vuelven singulares. Esto se traduce en un impedimento para la
convergencia del método iterativo.

Este problema puede evitarse especificando que la velocidad de la fase dispersa sea igual a

la de la fase continua en aquellas celdas del dominio discreto en donde la fraccidén o, adquiere
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valores debajo de un cierto valor critico. Una forma natural de lograr esto es preservar la fuerza
de arrastre como tunico término remanente no-nulo cuando o, — 0. En estas condiciones, la
ecuacion de momento para dicha fase resulta:

K,
Ps

(uy —u,) =0 (4.21)

Si K,y # 0, entonces u, = ug, lo cual puede ser garantizado (por ejemplo utilizando el

modelo de Wen-Yu) mediante:

—1,65
C(dOCs,lovaég Pg

d

D

K. =075 max(|ug — ug|, U jow) (4.22)

donde o jow ¥ U;jow son algunos valores minimos para evitar expresiones singulares. Este
método estd actualmente implementado en OpenFOAM®[89]. Sin embargo, a pesar de que este
método puede ser considerado fisicamente adecuado (la velocidad de la fase dispersa tiende
a la de la fase continua a medida que la fracciéon de fase dispersa se acerca a cero), presenta
desventajas. Por ejemplo, en un problema de lechos fluidizados, las particulas en muy bajas
concentraciones adquieren la velocidad del gas y terminan saliendo del dominio generando una
pérdida de masa sélida.

Otra alternativa para evitar una ecuacién de momento singular sin los problemas
mencionados, es calcular ug a partir de un balance entre las fuerzas de arrastre, flotacion y

esfuerzos normales. Esto lleva a una ecuacién de momento que puede ser escrita como:

K (as,low)

aS ow 1 5
O = —’—le - p_vps(aSJOW) + OésJowg + ’ p

S

(u, —uy) (4.23)

La forma fase-intensiva, en este sentido, tiene relativamente algunas ventajas siguiendo el
procedimiento de Oliveira et al. [27]. Aqui, los primeros dos términos de las Ecs. (4.9), (4.12)

y (4.15) pueden ser reescritos como:

0 80@ @lli
—(oz,;ul-) — 0, =«

ot o~ Yo (4.24)

Esto permite dividir cada uno de los términos de la Ec. (4.10) por s de modo de aislar
la singularidad solo al tensor de tensiones sélido que resulta proporcional a Vo, /a, y puede
limitarse mediante manipulacién numérica.

Aqui, para mantener las mismas condiciones y poder realizar comparaciones entre las

distintas formas de tratamiento del término advectivo en el modelo continuo, se adopta un
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criterio Unico. Este consiste en ajustar la velocidad de sdlido a cero cuando la fraccion ag
adquiere valores por debajo de un valor critico minimo. Sumado a esto, dado que diferentes
formulaciones del término transitorio también pueden contribuir a las diferencias entre las
predicciones numéricas, estos términos serdn formulados tal como son presentados en la
Ec. (4.24). Esto se realiza para mantener el foco del andlisis entre las distintas posibles

formulaciones del término advectivo.

4.4. Validacion en casos practicos

4.4.1. Problema de Dam Break para ecuaciones de Shallow Water

Para ilustrar la precision relativa de los 3 métodos mencionados, se considerard un problema
unidimensional de Dam Break. Aqui se utilizaran las ecuaciones de Shallow Water para predecir
el campo de velocidades u y «, siendo este ultimo el nivel de liquido (este cumple un rol similar

al de la fraccién de fase en TFM).

Ja 0
5 + %(au) = (4.25)
) 9, 5 0 (1 ,\

con las siguientes condiciones iniciales:
u=0, x € (=5;5)

3, z € (—5;0) (4.27)

o=
1, z € [0;5)

Este modelo es mucho més simple que el modelo tridimensional de dos fases, sin embargo,
permite obtener una solucidn analitica para comparar con las predicciones numéricas. Esto
puede realizarse mediante un andlisis de autovalores, lo cual lleva a una expresion para la
velocidad del frente de onda dada por s = u + ga [30]. Esta solucion, para un dado instante
de tiempo y para las distintas formulaciones del término advectivo, puede apreciarse en la Fig.
4.1. Aqui, una onda de rarefaccion viaja hacia la izquierda mientras una onda de choque viaja

hacia la derecha. Puede apreciarse que para variaciones suaves del campo transportado (por
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ejemplo en la onda de rarefaccidn), no se aprecian diferencias entre las distintas formulaciones.
Sin embargo, en la zona de la onda de choque, la forma conservativa predice resultados més

precisos.

.................... Solucién analitica
Forma conservativa /

------- Forma no-conservativa

— = — Forma fase-intensiva

o [m]
N w
— - -
[
J
\
\
\
\
\
\

@ 0.6 1
= 0.4 1
0.2 1

Figura 4.1: Nivel de liquido y velocidad en ¢ = 2 s para las diferentes formulaciones

Las diferencias entre las soluciones de las distintas formulaciones consideradas, pueden ser
cuantificadas para un dado paso de tiempo mediante la sustraccion de la Ec. (4.18), Ec. (4.19)

y Ec. (4.20) unas con otras:

1 1 (UZ)Q - (UZ—1)2 oap —ap,\ 1 1 2




1 1
de-nc =do—pr +dpr-nc = iAxAt K—) g (u?)y + (uy)? (4.30)

(%

Aqui pueden realizarse varias observaciones de estas expresiones. En todos los casos,
estas diferencias se incrementan cuando hay presencia de discontinuidades en los campos u
y «. El lector puede notar que la Ec. (4.29) es igual a la Ec. (4.5). Esto es esperable dado
que los términos advectivos para TFM vy la ecuacién de Biirgers son iguales, excepto por la
presencia de «;. Sin embargo, como resulta claro de la Ec. (4.29), este campo no tiene un
impacto sobre las diferencias entre las predicciones de velocidad de la forma fase-intensiva
y la forma no-conservativa. Ademas, esta expresion es siempre positiva cuando el campo de
velocidades varia, lo que implica que, para un problema unidimensional, la forma fase-intensiva
siempre predice una velocidad del frente de onda mayor a la de la forma no-conservativa.
El andlisis de las Ecs. (4.28) y (4.30), sin embargo, no es directo. Las diferencias entre las
formulaciones no-conservativas con respecto a la formulacién conservativa tienen impacto
sobre las variaciones del campo «. Es por esto que estas expresiones toman valores tanto
positivos como negativos dependiendo del signo de los saltos relativos de los campos u y a.

La forma fase-intensiva ha sido muy adoptada en c6digos multifasicos dada su robustez para
tratar problemas con desaparicion de fases, pero poco se ha discutido en la literatura acerca de
su precision respecto al uso de formulaciones conservativas. Park et al. [28] ha analizado las
diferencias entre la forma conservativa y la forma no-conservativa mediante su aplicacion en
ejemplos practicos. Sin embargo, como se muestra en la Ec. (4.29), las diferencias entre la
forma fase-intensiva y la forma no-conservativa pueden también ser muy significativas. De
hecho, dependiendo del caso estudiado, la forma fase-intensiva puede predecir resultados mas
cercanos a la forma conservativa que los propios de la forma no-conservativa (como se expuso

en el ejemplo anterior). En general:
si ap(u?)y >0 = |de_ne| > |de—pi] (4.31)

lo que significa que, con respecto a la forma conservativa de la solucién de velocidad, la forma
fase-intensiva dard un resultado mas preciso que la forma no-conservativa. Sin embargo, esto
no est4 garantizado cuando « y u? tienen variaciones opuestas. En estas condiciones, pequefios

valores de o, con respecto a u, pueden favorecer la precision de la forma fase-intensiva dado
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que:

lim |dc_p[‘ =0 (432)
gz —0
y:
lim |dCch| = ’dPIfNC’ (4.33)
oy —0

La diferencia entre las predicciones de velocidad de cada formulacién ha sido establecida
y cuantificada para una dada discretizacién en un problema unidimensional. Los siguientes
casos permitirdn ilustrar como surgen estas diferencias en problemas bidimensionales, donde las
ondas de choque son transportadas en multiples direcciones. Las mismas conclusiones pueden

ser extendidas a estos problemas al considerar que el sistema discreto puede expresarse como:

n+1 n

A = Bicnepny + | (4.34)
T’U

IS

IS

donde A y B son matrices de discretizacion, u y v son los vectores velocidad que contienen
los valores en celdas de las componentes horizontales y verticales respectivamente y 7, y 7y
contienen los términos fuente de cada componente. Siguiendo las mismas discretizaciones
explicitas en tiempo como en el caso unidimensional, son esperables diferentes predicciones
de velocidad debido a la matriz de coeficientes B, que resulta de los distintos procedimientos
de discretizacion dado por las Ecs. (4.9), (4.12) y (4.15).

A diferencia del caso unidimensional de Dam Break, en los siguientes ejemplos no se
dispone de una solucion analitica. No obstante, ain existen caracteristicas de la solucidén
que pueden ser tenidas en cuenta para determinar los niveles relativos de precisiéon de cada

formulacién (i.e. andlisis de convergencia en malla, datos experimentales, etc.).

4.4.2. Problema de inestabilidad de Rayleigh-Taylor

El problema de instabilidad de Rayleigh-Taylor serd analizado y resuelto por medio del
TFM. El problema consiste en dos fases que se encuentran inicialmente segregadas en un recinto
vertical. La fase mds densa se encuentra en fase pura en la region superior del dominio como se
puede apreciar en la Fig. 4.2. Una pequeiia perturbacion inicial en la interfase (descripta por la
Ec. (4.35)) se verd amplificada debido al efecto de la gravedad y a la diferencia de densidades

de ambas fases. Los pardmetros fisicos del problema son p; = 10,0 kg/m?, p, = 1,0 kg/m?,
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vs = v, = 0,01 m*s y el dominio es un contenedor rectangular de 1m x 5m. Las dos fases
son modeladas como fluidos, es decir, no se utilizan los modelos reolégicos de cierre basados

en KTGF-FT.

2
5y = —0,001 [cos (%x _ w) 4 1} 145 (4.35)

Para este problema, se consideran los siguientes refinamientos de malla: 32 x 160 (4x),

64 x 320 (2x), 128 x 640 (1x), 256 x 1280 (1/2x) y 512 x 2560 (1/4x).

El crecimiento inicial de la amplitud de la interfase [105] estard dado por:
d = 0 cosh(vt) (4.36)

Ps — Pg
Ps T Pyg
Durante la etapa de evolucion lineal, se obtiene un buen nivel de concordancia entre la

donde v =/ Ag\, A= es el nimero de Atwood y A nimero de onda.

simulacidn y las predicciones tedricas para una malla de 1x (Fig. 4.3).

t=0s t=0.25s t=10.5s t=0.75s t=1s t=1.25s t=1.5s t=1.75s t=2s

T

Figura 4.2: Evolucién de la interfase en el problema de Rayleigh-Taylor
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0,1 1

Amplitud [m]

L 72 (U tedrico

simulado

0,001 T T T T \
0 2 4 6 8 10 12

Tiempo adimensionalizado

Figura 4.3: Crecimiento de la amplitud de la interfase simulada respecto a la prediccion lineal

La comparacion entre la formulacion conservativa y no-conservativa se realiza utilizando
interpolaciones con esquemas tipo Upwind y un tratamiento explicito de los término advectivos.
La solucién tiende a diferir en las etapas mds avanzadas, donde no se dispone de solucién
tedrica. Sin embargo, la precision de cada formulacion puede ser estudiada mediante un
andlisis de convergencia en malla. La Fig. 4.4 muestra la forma de la interfase para diferentes

refinamientos de mallaent = 1,5 s.

forma conservativa
————— forma no-conservativa
—~~— forma fase-intensiva

2x 1x 1/2x 1/4x

3

Figura 4.4: Lineas de contorno (o, = 0,5) para diferentes refinamientos de malla y

formulacionesent = 1,5 s
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Al analizar la Fig. 4.5, resulta claro que todas las formulaciones tienden a la misma solucion
mientras la malla es refinada, pero la forma conservativa siempre predice crecimientos mas
veloces de la interfase y tiene mayor concordancia con la solucién convergida en malla.
Ademas, la forma conservativa predice, para una malla gruesa de 1x, una amplitud similar a
las predicciones de las formulaciones no-conservativas con la malla mas fina (1/4x). Es por
ello que la adopcién de una forma conservativa puede ser utilizada para minimizar costos

computacionales cuando el interés radica en predecir el avance de la interfase.

Amplitud [m]

——CO—— forma conservativa
1,6 ———0—— forma no-conservativa
—0—— forma fase-intensiva

100 1000 10000
Numero de celdas (en la direccion y)

Figura 4.5: Amplitud de la interfase para diferentes formulaciones y refinamiento de malla

4.4.3. Crecimiento de una burbuja en un lecho fluidizado de particulas

A continuacion se analizard un problema de crecimiento de una burbuja de aire en un lecho
fluidizado de particulas. Este problema es considerado bidimensional y consiste en la inyeccion
de aire por la parte inferior de un contenedor que esta parcialmente lleno con particulas en
estado de minima fluidizacién (Fig. 4.6). Los pardmetros geométricos y fisicos estdn basados
en el experimento de Kuipers et al. [106] y se encuentran detallados en la Tabla 4.1.

Patil et al. [38] han puesto en evidencia la necesidad de tener en cuenta efectos friccionales
como contribucion al tensor de tensiones sélido para predecir correctamente la forma de la
burbuja y la expansién del lecho. Sumado a esto, Passalacqua et al. [37] han mostrado que
los modelos tradicionalmente utilizados de efectos friccionales fallan al momento de predecir

correctamente el didmetro de burbuja. En su trabajo, muestran como esto puede remediarse
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haciendo uso de un modelo modificado de Srivastava-Sunderasan (con agmin = 0,63 y
Qs max = 0,69).

Respecto al caso anteriormente visto, este problema introduce la complejidad de la
interaccién de particulas al andlisis de conservatividad. La evolucion del crecimiento de la

burbuja hasta su desprendimiento de la boca de entrada puede apreciarse en la Fig. 4.7.

T e

Figura 4.6: Esquema del problema de crecimiento de burbuja en lecho fluidizado

t=0s t=0.25s t=0.1s t=0.15s t=0.2s t=0.25s

Figura 4.7: Evolucioén transitoria del crecimiento de una burbuja en un lecho fluidizado
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Pardmetro Valor
Densidad del gas 1,2 kg/m?
Viscosidad del gas 1,84 x 1075 Pas
Densidad de sélidos 2660 kg/m?®
Diametro de particulas 500 x 107% m
Coeficiente de restitucion 0,95
Ancho (W) 0,57 m

Alto (H) 1,0 m
Altura inicial del lecho (hy) 0,5m
Espesor del inyector del jet (wygT) 0,015 m

Malla 152 x 200 cells
Paso de tiempo 1,0 x 107*s
Modelo de arrastre Gidaspow
Modelo de viscosidad friccional Srivastava and Sunderasan
Limite de empaquetamiento 0,65

Fracciéon minima de efectos friccionales 0,63

Velocidad de entrada del jet (U;gr) 10,0 m/s
Velocidad de fluidizacién (Uyqy) 0,25 m/s
Fraccion inicial del lecho 0,598

Tabla 4.1: Modelos y parametros involucrados
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La Fig. 4.8 muestra las diferencias entre formulaciones en términos de forma de la burbuja
y tiempo de desprendimiento. Puede apreciarse que la forma fase-intensiva predice una burbuja
mds estirada y puntiaguda, mientras que la forma no-conservativa predice una burbuja mas
redondeada. La forma conservativa predice una forma intermedia respecto a estas ultimas.
Ademads, distintos refinamientos de malla han sido propuestos y, basdndose en la Tabla 4.2,
puede apreciarse que la forma conservativa predice el menor tiempo de desprendimiento y la

mayor concordancia con los resultados experimentales de la literatura [106].



forma conservativa
———————— forma no-conservativa
forma fase-intensiva

L m

i : : 0.8

(a) (b) (c) Fraccion solida

Figura 4.8: Forma de la burbuja en t= 0,22 s para (a) la forma conservativa, (b) la forma

no-conservativa y (c) la forma fase-intensiva

Experimento 0,170 s
Refinamiento de malla C NC PI
1/2x (304 x 400 celdas) 0,176 s — 0,201 s

1x (152 x 200 celdas) 0,182s 0,182s 0,205 s
2x (76 x 100 celdas) 0,180s 0,196s 0,194s
4x (38 x 50 celdas) 0,182s 0,200s 0,198s

Tabla 4.2: Tiempo de desprendimiento para distintas mallas y distintas formulaciones

4.4.4. Lecho de particulas uniformemente fluidizado

En el siguiente problema, se estudiard el efecto de las distintas formulaciones en un lecho

de particulas uniformemente fluidizado en régimen burbujeante (Fig. 4.9). Aqui se ha dejado
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de lado la forma no-conservativa ya que ha mostrado resultados altamente imprecisos en los
problemas anteriormente vistos. Aqui se estudiaran los resultados para la forma conservativa y

la forma fase-intensiva con los pardmetros descriptos en la Tabla 4.3.

Parametro Valor
Densidad de gas 1,4 kg/m3
Viscosidad de gas 1,8 x 107° Pa's
Densidad de sélidos 2500 kg/m?
Didmetro de particulas 350 pm
Coeficiente de restitucion entre particulas 0.8

Ancho (W) 0,138 m

Alto (H) 1m

Altura del lecho inicial (hy) 0,2 m

Malla 14 % 100 cells
Paso de tiempo 1,0 x 10745
Tiempo de simulacién fisico 30's
Discretizacion temporal 2do orden implicito
Interpolacién de divergencia Diferencias centradas
Modelo de arrastre Gidaspow
Condicién de borde para la velocidad Johnson-Jackson (ver Apéndice D)

Condicion de borde para la energia granular  Johnson-Jackson (ver Apéndice D)

Velocidad de gas de entrada (Uyy) 0,54 m/s
Presién exterior 0 Pa
Fraccién de sélido inicial 0,58

Tabla 4.3: Parametros generales para el problema de lecho fluidizado

Las Figs. 4.10,4.11 y 4.12 muestran distribuciones de particulas y velocidades verticales de
particulas promediadas en el tiempo. Pueden apreciarse ligeras diferencias en la concentracion
de particulas en la regién superior del lecho. Sin embargo, las diferencias son minimas en la

zona media y la expansion del lecho se encuentran en concordancia en ambas formulaciones.
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Figura 4.9: Esquema de lecho fluidizado burbujeante

0,7

forma conservativa
0,6 — — — — forma fase-intensiva

Fraccion solida promediada en el tiempo

0,2

0 0,069 0,138
x [m]

Figura 4.10: Fraccién a media en y= 0,16 m para diferentes formulaciones
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A diferencia de los casos vistos hasta aqui, en este problema, la formacién de burbujas,
crecimiento y coalescencia inducen ondas de choque en muitliples direcciones. Debido a esto,
la prictica de promediado temporal tiende a mitigar las diferencias substanciales entre las

predicciones de las diferentes formulaciones de los términos advectivos.

0,45 1 —— forma conservativa
0.4 - — — — — forma fase-intensiva
b

—

£ 0,25

0,15 -
0,1-
0,05 -

0 0,1 0.2 0.3 0.4 0,5
Fraccion solida promediada en el tiempo

Figura 4.11: Velocidad vertical de particulas media en y= 0,16 m

e
o0

N
N
!

N
N
!

forma conservativa
— --——"- forma fase-intensiva

Velocidad de so6lidos promediada en el tiempo
S o

0.138

(=]
(=]
(]
[oN
=]

Figura 4.12: Fraccion o media sobre el eje vertical para diferentes formulaciones
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4.5. Analisis de los resultados

El estudio de las distintas formulaciones del término advectivo de las ecuaciones de
momento ha puesto de manifiesto varios aspectos a tener en cuenta.

En el andlisis unidimensional de problemas con soluciones analiticas, se han cuantificado
las diferencias para los distintos esquemas de discretizacion. Aqui se ha observado que la forma
fase-intensiva siempre predice una mayor velocidad del frente de onda de choque respecto a
la forma no-conservativa y su diferencia con la prediccién de la forma conservativa depende
de las variaciones relativas de o y u. También se ha discutido acerca de las condiciones en
las que se minimizan estas diferencias. Luego, este andlisis ha sido extendido a problemas
bidimensionales. En particular, en el problema de inestabilidad de Rayleigh-Taylor, se ha visto
que la adopcién de una forma conservativa resulta en un ahorro de los costos computacionales
al permitir el uso de mallas gruesas con resultados de la misma precisiéon que con formulaciones
no-conservativas en mallas significativamente mds finas. Luego, en el problema de crecimiento
de una burbuja en un lecho fluidizado, se ha visto que todas las formulaciones predicen
formas de burbuja distintas, siendo la formulacién conservativa la de mayor similitud respecto
a los resultados experimentales en términos de tiempos de desprendimiento. Finalmente, en
un problema de un lecho uniformemente fluidizado de particulas, se ha visto que el uso de
formulaciones conservativas y no-conservativas dejan de tener relevancia sobre los resultados
de variables promediadas en el tiempo, lo que es una prictica usual en este tipo de problemas.

De estos analisis resulta:

= El uso de una forma conservativa resulta esencial para problemas transitorios con
presencia de discontinuidades tipo ondas de choque (los cuales pueden encontrarse en
multiples problemas multifasicos en la realidad). La implementacién de esta formulacion
debe hacerse conforme a un apropiado tratamiento de las ecuaciones ante las condiciones

de desaparicion de fase.

= El uso de una forma no-conservativa no es recomendada dado que no predice
correctamente el campo de velocidades en gran parte de las aplicaciones en problemas

multifasicos.

= El uso de la forma fase-intensiva predice campos de velocidades de baja precision para
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problemas que evolucionan en el tiempo y en presencia de discontinuidades tipo ondas
de choque. Sin embargo, para el andlisis de distribuciones promediadas en el tiempo,
tiene un desempeiio aceptable comparado con la formulacién conservativa. Ademas, los
problemas relacionados con la desaparicion de fases pueden ser manipulados facilmente

mediante el uso de esta formulacion.
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“Iwould rather have questions that can’t
be answered than answers that can’t be

questioned.”

— Richard Feynman (1918-1988)

Capitulo 5

Estabilidad de algoritmos segregados a

una fase

El modelo computacional de gas y particulas propuesto es resuelto por métodos segregados
para el acople entre presion y las velocidades de cada fase. Los métodos segregados se basan en
tratar parte de las ecuaciones a resolver de forma explicita, lo que puede generar problemas de
estabilidad y convergencia del método iterativo. Para determinar bajo que condiciones se puede
ver comprometida la estabilidad del modelo, se propone comenzar el estudio de problemas a una
fase por medio de técnicas de descomposicion de Fourier. En el siguiente capitulo, se extendera

la técnica propuesta a problemas mas complejos con acoplamientos entre fases.

A continuacién, se presenta el método de descomposicion de Fourier (o von Neumann)
[77] aplicado a varias variables, para luego determinar rangos de estabilidad en problemas
unidimensionales. Posteriormente, se comparan los costos del método PISO en relacion a otros
métodos de la familia SIMPLE para niveles de amplificacién dados y se extiende el andlisis a
problemas bidimensionales. Esto sienta las bases para determinar criterios de estabilidad para

distintos métodos de acoplamiento segregados con distintos niveles de implicitud '. El uso de

Los principales resultados de este capitulo han sido publicados en el trabajo de Venier C.M., Pairetti C.L,
Marquez Damian S. y Nigro N.M. On the stability analysis of the PISO algorithm. Computers and Fluids vol. 147
p- 25-40.2017. [107]
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esta técnica para el andlisis de problemas con mas de un campo incdgnita estd inspirado en el

trabajo de Miller [33] para métodos segregados estacionarios.

S.1.

Analisis de estabilidad por el método de Fourier

Para analizar la estabilidad de los métodos de acoplamiento presidn-velocidad segregados

(e.g. SIMPLE y PISO), se parte del siguiente sistema correspondiente a la discretizacion de la

ecuacion de momento del continuo (Ec. (3.10)) en un dominio de FVM bidimensional en una

malla uniforme y estructurada como se muestra en la Fig. 5.1.

NN
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NW N EN
[ ] o [ )
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- ., !
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Figura 5.1: Molécula de celdas para una discretizacion uniforme 2D por FVM
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Aqui puede notarse una clara similitud con la Ec. (3.22), con la diferencia de que en este caso
no se consideran términos fuentes y la ecuacion de momento se expresa mediante 2 ecuaciones

escalares, una por cada componente de la velocidad u: u y v. Se debe recordar que el coeficiente
Vp
At

correspondientes a la discretizacion de los términos advectivos y difusivos. En particular, los

bp = correspondiente a la discretizacion del término temporal y los coeficientes ap y ayp
subindices en letras mindsculas se refieren a valores en caras, mientras que los subindices con
mayusculas se refieren a valores en centros de celdas. Por otro lado, V, y @y son los operadores
gradiente discretos en cada direccion Cartesiana. Por simplicidad del analisis, se considera un
esquema temporal tipo backward Euler y un esquema Upwind para los términos de adveccidon
y asi garantizar un comportamiento estable de la solucion del sistema lineal de cada ecuacion.
Basado en la discretizacion propuesta, la etapa predictora de momento puede expresarse

como:

(bp + ap)ulh + awuly, + apuly + asul + anuy = bpuh — == (p% — piy) (5.3)

SIS

(bp + ap)vh + awviy + apvy + asvy + ayvy = bpvy — 2 (PN — p%) (5.4)

v = 1 55)

El paso siguiente, comin a los métodos segregados presentados, es la etapa correctora,
compuesta por el ensamble y resolucién de la ecuacién de presion (Ecs. (3.20) y (3.24)) y
la correccion explicita de la velocidad (Ecs. (3.21) y (3.25)). Para ello, cabe recordar que la
conservacion de la masa indica:

Viu=0 = > uSu=0 (5.6)

nb

donde la divergencia se computa como la suma de flujos sobre las caras nb. Entonces, las

correcciones de velocidad pueden expresarse como:

kok — * * * * _ V‘r kok
up T tar) (aWuW+aEuE+aSuS+aNuN)+—<bp+ap)up —(bp—i—ap)< P )p
(5.7
1 bp 0 Vp -
Up —(bp Y ap) (afyviy + apvp + asvg + anvy) —(bp n aP>UP —(bp n ap)< WP
(5.8)
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El lector puede notar que, para satisfacer exactamente la ecuaciéon de momento discreta, u**
y v** deberian ser empleados para los campos de velocidad en celdas vecinas. Este tratamiento
es propio de los métodos segregados. En particular, el método SIMPLE busca mitigar este
desfasaje mediante el uso de factores de sobre-relajacion, mientras que el método PISO busca
minimizarlas mediante el uso de multiples pasos correctores [88].

Las Ecs. (5.7) y (5.8) pueden incorporarse en la Ec. (5.6) y obtener asi una expresion para

la ecuacién de presion dada por:

Vp N ~ 0
%{(b[—"i‘@p)vp Lb b %[ p(Uyp, up) L, O (5.9)
o bien:
VP Vi 7 < =7, kk 2 ok
m[(w )e:Se 4+ (VD™ )u S + (VP**)- Sy + (Vp**),- S,] =
ﬁp(“?\fBauOP>:|e'Se + |:I:IP<u>|]<VB:u0P)j|w'Sw + |:IjIP(u7VB7u(F]’):|n'Sn + |:IjIP<u7VBﬂuOP>:|s'Ss
(5.10)
donde:
() p00) = 30 NB ey O i
NB>» o (bP+aP) NB (bP+aP) P .

Ademas, si se considera una malla uniforme y con flujos constantes, los coeficientes

resultan:

ap = (ap)p = (ap)w = (ap)n = (ap)s
(5.12)
anp = (CLNB)E = (CLNB)W = (aNB)N = (CINB)S
Entonces, incluyendo la Ec. (5.11) en (5.10) y usando valores centrados en cara para el

célculo del gradiente de presion, se puede obtener la siguiente expresion:
(S2)* (05 — 20F + piv) + (Sy)* (0N — 208 +p5) =

* * * * * * * 0 0
[(ap — aw)up — apufp + awtiyy — anupy — asubp + ayuyy + asujyg + bp(ul — uyy)]

w|<§01\3|£/3

[(an — as)vh — anviyy + asvis — apvpy + apvip — awviy + awviyg + bp(vy — v3)]
(5.13)
La resolucidon de la Ec. (5.13) no presenta problemas de inestabilidades tipo “checkerboard”
debido a la forma de calcular el gradiente de presién de forma compacta. Esto estd relacionado

a la correccion de Rhie-Chow [91]. Un andlisis mas detallados se describe en el Apéndice B.
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Una vez obtenida la presion, se corrigen explicitamente las componentes de la velocidad

haciendo uso de las Ecs. (5.7) y (5.8):

u**——;(a U* +q U* +q U* Ta u*)+b—PUO _L( ok **)

L (bp+ap> wiw E%E sTs NEN (bP+aP) P Q(bP+CLP) pE pW
(5.14)

*k 1 * * * * bP 0 Sy *k Kok

Vp = ——(aw Uy + gV + asVg +anUy) + +——VUp — ————~ —

P (bp—l—ap)( Wy EVE SUg NUN) (br + ap) P 2(bp + ap) (PN — ps)
(5.15)

El analisis de estabilidad de Fourier (también conocido como estabilidad de von Neumann)
aplicado a métodos segregados busca determinar la amplificacién del error entre iteraciones
mediante una comparacién de los coeficientes de la descomposicién de Fourier de cada campo

incognita. En forma vectorial, se puede expresar:

k n+1 k k
Eu (& (4 - Ay,
- . = exp |i (0, — 1+, (5.16)
Ev v v Py ay IR .
€p p p Qp

donde ¢ son los errores de los campos variable, a son denominados coeficientes de Fourier, k
es el indice de iteracion y n indica el paso de tiempo actual, siendo n + 1 la solucién exacta
del sistema algebraico. La frecuencia de la descomposicion da un conjunto de valores discretos
de 0, con 0; = NL y siendo N; el numero de celdas en la direccion j. Para poder realizar
la descomposici()nJdescripta, se debe contar con condiciones de borde ciclicas de todos los

campos incognita. Esta es una de las hipétesis del método, que dificilmente pueda cumplirse en

problemas practicos.

ogk'H ( em Qy)
ak(0,,06,)

max [((bx, 0y)] < 1 debe satisfacerse para todas las frecuencias para garantizar estabilidad del

El factor de amplificacion se define con la relacién 5(6,,0,) = y la condicién
esquema numérico. Esta es la condicién de von Neumann [77] para problemas con multiples
variables.

Siguiendo las Ecs. (5.1), (5.2), (5.10), (5.14) y (5.15), correspondientes al paso predictor de
momento y el paso corrector, y teniendo en cuenta que todas estas ecuaciones deben verificarse

para u" !, v"*1 y p"*1 se puede arribar a un conjunto de ecuaciones para los errores ¢ para
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cada paso del método segregado. En particular, para el predictor de momento se tiene:

(bp +ap)(eu)p +aw(eu)iy + ap(ed)f + as(en)s + an(ea)y = be(eu)p — % [(en)E = (0)w]
(5.17)

(bP + aP)(Ev)}FD + aW(gv)?/V + aE(gv)*E + aS(gv)g + aN(gv)}kV = bP(Ev)?D - % [(Ep)?v - (Ep)g“]
(5.18)

(S2)* [(ep) 5 — 2()F + ()] + (S)* [(en)N — 2(e0)F + (ep)5] =

SCE * * * * * * *
by [(ag — aw)(eu)p — ap(eu)pr + aw () ww — an(Ew)En — as(eu)sp + an(eu) vy + as(eu)iys]
S * * * * * * *
+ éj [(an —as)(ev)p — an(ev) vy + as(eu)ss — ap(en)pn + ar(ev)se — aw (Eo) yw + aw (€0)iys]
S, S,
+ Zhp((e)% — ()] + el — ()]
(5.19)
y la correccién explicita de la velocidad resulta:
k% 1 * * * *
(eu)p = — m(aw(fu)w +ap(eu)p + as(ew)s + an(ew)y)
by . g (5.20)
+ m(ﬁu)p - 2(bp + ap) [(ep)E — ()]
Kok 1 * * * *
<5v)P = - m(aw(gv)w + aE<5v)E + aS(gv)S + aN<5v)N)
by . g (5.21)
. Y *k *k
+ (bP + aP) (eﬂ)P 2(bP + aP) [<6P)N (€p>S]

Ahora bien, reemplazando los campos error por medio de la Ec. (5.16) para un dado grupo

de frecuencias (0, 6,), las Ecs. (5.17) y (5.18) resultan:

o = (P, bp) o + [P, " i S, sen(b,)] o (5.22)

0
P

oy = (P bp) ay+ [—P; i Sy sen(b,)] a (5.23)

0
p
siendo:

P, = (ap+bp)+ P, P, = ag exp(ib,) + aw exp(—if,) + an exp(if,) + as exp(—ib,),
(5.24)

104



En el paso predictor, la presién no sufre modificaciones. Es por esto que, para cada

frecuencia, los coeficientes de Fourier no se ven alterados:
* 0
o =« (5.25)

Aplicando la misma metodologia para la ecuacién de presion, los coeficientes de Fourier

son obtenidos aplicando la Ec. (5.16) en la Ec. (5.19), obteniendo asi:

v

3 (5.26)
+ [Pptbp S, i sen(6,)] o + [Pp'bp S, i sen(6,)]

(2

o =[-Py' P, S, isen(d,)] of + [-Pp' P, S, isen(d,)] o

donde:

Pp = 2(S,)*[cos(6,) — 1] + 2(S,)*[cos(8,) — 1] (5.27)

Finalmente, los coeficientes de Fourier de la correccion explicita de la velocidad se obtienen

de forma similar de las Ecs. (5.20) y (5.21):

e _i * b—P 0 _L *ok
Q, = [ (bp + ap)} a, + |:(bp n ap)} , + [ (op + CLl))sen(ﬁgc)] a, (5.28)
Ay = [ (bp + ap)} a, + pr T ap)} Q, + [ (bp + ap) sen(Qy)] oy (5.29)

Estas expresiones pueden reescribirse independientes de a;* aplicando la Ec. (5.26) sobre

las Ecs. (5.28) y (5.29) para obtener:

/

*k Pu — *
«,, _{ m [1 + (Sx)2 PPI sen(@m)Q] } a,,

+

v

bp + r) S S, P5' sen(6,) sen(Hy)]} a, 530

+
bp—i—dp

+

a
T S S, Py sen(6,) sen(ey)]} al

Q
Il

[1+(S,)* Pp' sen(6,)?] } a
)

fi
(5.31)
+(5,) Pp! Sen(ey)Q] ay

v

+

bP + r) [S, S, P5' sen(6,) sen(6,)]

+

bp—i-ap

+

u

5
Bt
Frt a

#~{
5
Frt a
Gt

br & ar) S S, P5' sen(d,) sen(@x)]} ol
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Basandose en las relaciones entre coeficientes de Fourier, se puede obtener la forma

matricial de la secuencia de amplificacién. La amplificacion para el paso predictor de momento

puede expresarse como:

« 0
Oy Qy
a,| = A1 |a,
Qp Qp
y para el paso corrector como:
*% * 0
Oy Qy, vy
QO =A, QO + A; o'
Qp Qp Qp
donde:
a 0 ¢ ay by 0O az b3
Ai=10 e f Ay = |dy ey 0O As = |d; e3
0 0 1 g2 hy O g3 hs

(5.32)
(5.33)
0
0 (5.34)
0

y los coeficientes de las matrices se definen de acuerdo a las Ecs. (5.22), (5.23), (5.25), (5.26),

(5.30) y (5.31) como:

P! (S2)? sen?(6,) bp
= — u 1 = ——
Qo (br + ar) + Pr as P az
bp P/ S, S, sen(f,) sen(6,) bp
apr =€ P, 2 2 PP(bP I ap) 3 3 P 2
Sr Qm / 2 2 b
o = —i sen (6;) ey — — P, 14 (Sy)* sen®(6,) 3 = __1762
Pu (bp + Clp) Pp Pu
.S, sen(0,) P S, sen(d, bp
fi= —ZyTuy g2 = —i“P—PN 93 —ng
P 0 b
hy = —it Sy;;n( y) hs = _§h2
(5.35)
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donde las matrices son:

T bp Sy osen (6,) 7
Fu 0 —1 Pu
Ay=]| o b _;Ssen(6,) (5.36)
P, P,
0 0 1 |
Pl [1+4(S,)* sen®(6,) Pp'] P! S, S, sen(6,) sen(6,) ]
- - 0
(br +ap) Pp(bp + ap)
oo | PSS a0 send)  PL(SP 0P | s
Pp(bp + ap) (bp +ap)
Py S, sen(b,) _.P, S, sen(b,) 0
i e T |
Aj = —b—PA (5.38)
I .

Finalmente, la matriz de amplificacion para cada paso puede ser escrita en funcion de las
expresiones previamente presentadas. Para el algoritmo PISO, la matriz luego de np pasos

correctores puede ser computada por la siguiente regla:

(np+1)* 0
vy vy e
n b m
o, = A |, A(0,,0,) = |(A)"" Ay — F’j (A)™ | (5.39)
U mp=1
p p i
y el factor de amplificacion esta dado por:
B(0,0,) = max;{|\;(0.,0,)|} (5.40)

donde );(6,, 0,) son los autovalores de la matriz A (6,,6,).
Resulta importante notar que los errores de alta frecuencia estan usualmente asociados a
los llamados modos “checkerboard” (tablero de ajedrez). Por otro lado, los errores de baja

frecuencia pueden considerarse como una medida de la precision media de la solucién [77, 108].
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De cualquier modo, para asegurar la convergencia del método, la condicion de estabilidad debe

verificarse en todo el rango de frecuencias:
max [6(9X79y)} <1, V(Gx,Qy) (5.41)
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