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Presentacion

La problematica de la articulacion de
niveles, el logro de un buen ingreso de los
estudiantes al nivel superior y una mayor
inclusién ocupan un lugar central en nues-
tra Universidad. Es asi que se promueve
permanentemente la construcciéon de es-
pacios de reflexion e interaccion entre los
sujetos que se desempenan en los dis-
tintos niveles del sistema educativo, con
todo la riqueza de sus propios saberes
construidos sobre los procesos de ense-
nanzay aprendizaje.

En este marco, Matematica: funciones
y nociones de trigonometria. Aportes para
la articulacion Escuela Secundaria-Univer-
sidad se constituye en un nuevo integran-
te de la Serie Interfaces de la Coleccion
Catedra de la UNL, cuyo nucleo de signifi-
cacion refiere a la idea de conexion, de in-
teraccion y comunicacion entre estos dos
ordenes de realidades diferentes.

Del intercambio de conocimientos y ex-
periencias de docentes de matemética de
ambos niveles educativos surge esta nue-
va produccion. En la misma se comparten
diferentes posibilidades de innovacion di-
déctica y curricular, herramientas pedago-
gicas, experiencias institucionales, realida-
des locales y regionales y propuestas de
transformacion del aula de matematica.

En particular, aporta un nuevo enfoque
a la ensenanza de la Matematica en los ul-
timos anos de la educacion secundaria,
remarcando la importancia de la experi-
mentacion en el aula de informética.

De esta forma, la UNL disefia nuevas
estrategias que facilitan el trabajo de los
docentes y la comprension de los estu-
diantes, en tiempos en donde las des-
igualdades sociales y los factores politi-
cos, econdmicos y regionales impactan
fuertemente sobre las posibilidades de
acceso a la educacioén superior.



Matematica: funciones y nociones de trigonometria

Prélogo

El desarrollo de la educacion dependera de los avances que se den en la sociedad en la que esta-

mos inmersos, pero también dependera de lo que nosotros, como protagonistas del proceso edu-

cativo, seamos capaces de crear y poner al servicio de aquellos a quienes estamos formando y

que, consecuentemente seran los responsables de mejorar la calidad de vida y de la sociedad.

La sociedad del conocimiento recla-
ma del sistema educativo personas crea-
tivas, con espliritu critico, con capacidad
para pensar, para aprender a aprender y
para trabajar en equipo, conscientes de
sus propias capacidades y que, ademés
de tener los conocimientos necesarios en
un érea determinada, tengan una vision
general de los diferentes problemas que
afectan a la sociedad actual.

Los educadores de hoy tenemos que
proporcionar a las futuras generaciones
herramientas que les permitan enfrentarse
a la resolucién de problemas, no sélo en
el ambito escolar sino en sus posibles lu-
gares de trabajo, donde la creatividad y la
innovacion seran requeridas permanente-
mente. El desafio es poder brindarles ins-
trumentos de aprendizaje y desarrollar en
ellos estructuras cognitivas con alto grado
de adaptacion a lo nuevo.

Las actitudes con las que un alum-
no enfrenta el proceso de aprendizaje in-
tervienen decididamente en la adquisi-
cién de los conocimientos y son factores

Martha Corredor Montagut, 2003

que influyen notoriamente en los resulta-
dos del proceso. Dado que las actitudes
se generan teniendo en cuenta la valora-
cién personal del objeto al cual se dirigen,
es légico suponer que cada disciplina ge-
neraré una disposicién actitudinal acorde
con el contenido que se imparte (compo-
nente cognitiva), las relaciones docente-
alumno que se generen en el espacio de
interaccion (aula, taller, laboratorio, etc.) y
el poder de dicho intercambio para gene-
rar acciones.

Asi, el alumno desarrollara actitudes
positivas 0 negativas hacia determinada
asignatura, no solo en funcién de su con-
tenido, sino también del ambiente de tra-
bajo que se genere y de las actividades
que se propongan.

La brecha existente entre lo que el
alumno cree que es saber matematica, lo
que los docentes suponen que es 'y lo que
realmente es, se profundiza toda vez que
el contrato que pactan los actores del pro-
ceso da cuenta del carécter instrumen-
tal de la materia, pero poco o nada de su

11
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importancia intrinseca y del valor formati-
vo de sus deducciones tedricas. En otras
palabras, las dificultades se acrecientan
cuando se ignora el papel que le cabe a
la disciplina como ciencia transformadora
desde su propio marco conceptual.

Por lo tanto, mejorar el aprendizaje de
la mateméatica supone brindar a los estu-
diantes las herramientas y procedimientos
mateméaticos fundamentales para su des-
empeno académico; capacitarlos en la
formalizacidbn matematica; lograr que:

» desarrollen creatividad, espiritu critico
y capacidad de adquirir y aplicar nuevos
conocimientos en forma autonoma;

* asuman la responsabilidad de su propio
aprendizaje;

* utilicen la Matematica para comprender,
interpretar, plantear y resolver problemas;
* afiancen sus conocimientos y habilida-
des para la mejor recepciéon y manejo de
la informacién cientifica.

En este contexto y teniendo en cuen-
ta las premisas enunciadas, surgio un es-
pacio de interaccién entre docentes de ni-
vel universitario y docentes de los Ultimos
anos de escuelas técnicas y agrotécnicas
en el marco del Proyecto “De la escuela
secundaria hacia la construccion del ser
universitario” generado desde la Direccion
de Articulacién de Niveles dependiente de
la Secretaria Académica de la Universidad
Nacional del Litoral — Becas Bicentenario
SPU-ME.

A través del debate e intercambio uni-
versidad-escuela secundaria se buscoé ge-
nerar un espacio de reflexion para valorar
los avances en las investigaciones con re-
laciéon a la innovacion en el aula; desper-
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tar en el docente la necesidad de crear ele-
mentos didacticos y desarrollar actividades
que favorezcan el aprendizaje en un am-
biente de trabajo activo, dindmico y moti-
vador; proveer de material para mejorar las
précticas de aula; disefar estrategias de
articulacion de las nuevas tecnologias con
las estructuras curriculares actuales.

Como resultado del proyecto nace esta
obra que contiene el trabajo conjunto en-
tre docentes de Matematica de la Facul-
tad de Ciencias Agrarias de la Universidad
Nacional del Litoral y los del area Matema-
tica de las siguientes escuelas de la pro-
vincia de Santa Fe:

* Escuela de Educacién Técnica Particu-
lar Incorporada N° 2010 IDESA, de Ataliva.

* Escuela de Educacién Técnica Parti-
cular Incorporada N° 2050 Monsenor Dr.
Vicente F. Zazpe, de Emilia.

* Escuela de Agricultura, Ganaderia y
Granja, dependiente de las Facultades de
Ciencias Agrarias y Ciencias Veterinarias
de la Universidad Nacional del Litoral, de
Esperanza.

Alo largo del material mostramos y com-
partimos diferentes posibilidades de inno-
vacion curricular y de transformacion del
aula de matematica buscando que todos
los estudiantes tengan oportunidad de
acceder a una cultura matemética que per-
mita la formacion de ciudadanos adecuada
a los nuevos tiempos. Mostramos cémo es
posible poner a prueba en la practica coti-
diana transformaciones sugeridas en los
textos de matematica y disefos curricula-
res que estan disponibles para el nivel.

Constituye una valiosa e importante
propuesta de trabajo de algunos temas
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seleccionados, no sélo para quienes es-
tamos comprometidos y participando ac-
tivamente en este proyecto sino para los
docentes de los Ultimos afnos de la edu-
cacion secundaria que estan preparando
a sus alumnos para el ingreso futuro a la
educacion superior.

Trabajamos consideraciones didécticas
con relacion a algunos temas incluidos en
el diseno curricular vigente en la educa-
cién secundaria para ayudar a realizar una
mirada critica de las préacticas docentes
en el aula.

Los contenidos, seleccionados por su
importancia y significativos a la hora de una
profundizacion en el nivel superior son:

e Funciones como modelos de varia-
cién y cambio.

* Funcién de primer grado.

* Funcioén de segundo grado.

* Nociones de trigonometria.

Todos tienen relacion directa con los
ejes teméticos que la Universidad Nacio-
nal del Litoral definié para los cursos de
ingreso en sus distintas facultades.

Con este aporte nos proponemos me-
jorar la calidad de los procesos de ense-
nanza y aprendizaje en el aula de mate-
matica asumiendo que todo intento de
este tipo trae aparejado un cambio de ac-
titudes y de conducta tanto de docentes
como de alumnos.

Patricia Sadovsky expresa:

Se podria pensar que si los alumnos fracasan
en actividades "simples" como la aplicacion de
una regla —la de suprimir paréntesis en un cal-
culo, por ejemplo— no podrian afrontar proble-

mas mas complejos. Sin embargo, el conoci-

miento didactico producido nos lleva a sostener
que brindar a los jovenes la experiencia de asu-
mir el desafio intelectual, de "atrapar" lo que en
un principio parecia "escaparse", de entender
después de no haber entendido, contribuye a
gue construyan una imagen valorizada de sf
mismos, o cual otorga un sentido fundamental
a su permanencia en la escuela porque restitu-
ye el deseo de aprender (2005:12-13).

Contribuir a esa reflexion es uno de los
propositos de este trabajo. Queremos su-
mar principalmente a docentes del nivel
medio para que compartan herramientas
pedagdgicas y entre todos aportemos ha-
cia la solucién de problemas comunes.

Organizacién del libro

Lo mas importante que debemos tener
en cuenta es que el libro esta disefado
para aportar experiencias concretas de
actividades que se pueden llevar al aula
dado que surgi6 del intercambio de ideas
y experiencias de docentes que “viven
el aula” y buscan compartir sus logros y
producciones.

Esté organizado en tres secciones difer-
entes que reflejan claramente los alcances
de la obra.

En la seccion Educacion Matematica.
Algunas consideraciones incluimos reflex-
iones con respecto al papel de la matemati-
ca en los Ultimos tiempos y la necesidad de
que nuestros alumnos asuman la importan-
cia de la disciplina. Se describen caracteris-
ticas generales sobre educacion matemati-
ca, la teoria de las situaciones didécticas, el
trabajo en el aula de matemética, la necesi-
dad de incorporar la visualizaciéon como
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proceso cognitivo involucrado en el pen-
samiento matemético, la utilizacion efectiva
de diferentes sistemas de representacion y
la incorporacion de recursos tecnoldgicos
en el trabajo en el aula.

La seccién Propuestas didacticas esta
organizada segun los diferentes temas:
funciones como modelos de variacion y
cambio, funcién de primer grado, funcion
de segundo grado y nociones de trigo-
nometria. Incluimos el enunciado de una
guia de actividades a realizar por el alum-
no (en algunos casos buscando “el des-
cubrimiento” de nuevos conceptos y en
otros, fortalecer y profundizar los conteni-
dos desarrollados con anterioridad). Las
diferentes actividades buscan promover la
exploracion y reflexion constructiva de los
diferentes temas involucrados.

Incorporamos ademas la propuesta
que debe tener en cuenta el docente para
llevar adelante el trabajo en el aula. En la
misma hacemos hincapié en los objetivos
perseguidos, enunciamos los temas que
se van a desarrollar y describimos la meto-
dologia de trabajo sugerida. Presentamos
resueltas las actividades de la gufa para
el alumno. En algunos casos la resolucion
esta explicada totalmente haciendo hinca-
pié en los diferentes procedimientos y en
los conceptos utilizados y en otros, solo
enunciamos las respuestas. En numero-
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sas oportunidades, incorporamos comen-
tarios que generan posibilidades para que
el docente, si lo desea y tiene los recur-
sos, amplie la propuesta.

En la seccidon Propuestas didacticas
para el aula de informética incluimos: estu-
dio e interpretacion grafica y numérica de
funciones reales y la funcion de segundo
grado. Las gufas de actividades (para
alumnos y docentes) buscan favorecer la
construccién de conocimiento en ambien-
tes tecnolégicos vy, en algunos casos, se
completan con actividades complementa-
rias y problemas. Todas estan preparadas
para trabajar con el programa Funciones
para Windows versiéon 2.7.

Finalmente, incorporamos como Anexo
las instrucciones basicas para que, tanto
los docentes que decidan hacer suya esta
propuesta, como los alumnos puedan ma-
nejar sin problemas dicho programa.

La bibliografia utilizada a lo largo de
las diferentes secciones se enuncia al fi-
nal del libro.

A partir de este momento los invita-
mos a recorrer el material y utilizarlo en
su tarea docente en el aula. Estamos con-
vencidas de que les resultara una herra-
mienta importante para lograr los obje-
tivos de aprendizaje y para favorecer la
articulacion e insercion futura de los alum-
nos en el nivel superior.
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Educacion matematica
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Algunas consideraciones

Adriana Engler, Silvia Vrancken y Daniela Muller
Universidad Nacional del Litoral

Ahora bien, el éxito de cualquier cambio en la forma en la que se desarrolla la ensefianza esta de-
terminado, en gran parte, por la implementacién de un cambio en las concepciones del profesor,
pues muchas de ellas se vuelven verdaderos obstaculos para lograr un cambio en los métodos de
ensefnanza que éste emplea (Campanario, 2003) (...) Se requiere que el profesor posea una ade-
cuada vision de lo que es la actividad matematica, en especial dentro del salén de clase, de una
epistemologia apropiada y de concepciones didacticas apropiadas.

Luis Cabrera y José Zaldivar, 2007

En los Ultimos anos, el papel de la matematica ha variado sustancialmente como re-
sultado del ritmo acelerado del desarrollo cientifico-tecnolégico. Hoy resulta una herra-
mienta indispensable en el intento de explorar los fenédmenos que aparecen tanto en
el mundo de las ciencias de la naturaleza como en las ciencias sociales y humanas.
La formacién matemética debe ser reestructurada, de forma tal que la matematica se
convierta en el lenguaje a través del cual se expresan las representaciones cientificas y
en la herramienta que brinde los métodos idéneos para hallar la solucién de los proble-
mas cientificos y productivos.

Es necesario desarrollar en los estudiantes destrezas y habilidades que les permitan
ser protagonistas del aprendizaje y del conocimiento. Sin negar el lugar de los concep-
tos y procedimientos en el curriculo de matematica, es preciso que el alumno constru-
ya matemética, ocupandose de actividades que emerjan de situaciones problémicas,
que requieran pensamiento y razonamiento creativo, recoleccion y ampliaciéon de in-
formacion, descubrimiento, invencién, comunicacion de ideas y comprobacion de las
mismas a través de la reflexion critica y argumentada.
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Desde esta perspectiva, el aprendizaje no es un proceso lineal, sino que es un pro-
ceso espiralado en permanente construccion, a partir del cual el sujeto se interrelacio-
na con el objeto a aprender. Se aprende no a partir de certezas sino de dudas, cuestio-
namientos, problemas a resolver.

Para lograr un aprendizaje significativo, es necesario que los conceptos adquieran
significado y puedan ser aplicados en otras situaciones. Este contexto plantea la nece-
sidad de preguntarnos qué ensefiamos y como ensefiamos para lograr que el alumno
comprenda y otorgue sentido a los conceptos.

La ensefanza deberia lograr un pensamiento de nivel superior de modo que los
alumnos manipulen informacién e ideas de manera que transformen los conceptos y
sus implicaciones, permitiéndoles la resolucién de problemas y el descubrimiento de
nuevos significados.

1. La Educacién Matematica

La preocupacion por la educacion matematica surge hace muchos afos como ac-
tividad de ensefnanza y aprendizaje. Hacia fines del siglo XIX, y buscando una mayor y
mejor formacioén de profesores en el nivel superior, surge como un campo profesional
y comienza a construir su propia identidad. Sin embargo, durante la segunda mitad del
siglo veinte logra su mayor difusion. A partir de ese momento, comienza a afianzarse y
se desarrolla notablemente en diferentes lugares del mundo.

La Educacién Matemética o Mateméatica Educativa se ocupa del estudio de los fe-
némenos didacticos ligados al saber matematico. Su propdsito consiste en explorar y
entender como los seres humanos construyen conocimiento matemético y como de-
sarrollan una manera matematica de pensar. Cantoral (2003:208) expresa:

El nombre de Mateméatica Educativa da a nuestra disciplina una ubicacion geografica y concep-
tual; en el mundo anglosajon, el nombre que le han dado a la practica social asociada es el de Ma-
thematics Education, mientras que en Europa continental le han llamado Didactica de las Matemé-
ticas, Didactique des Mathématiques, Didaktik der Mathematik, por citar algunas de las escuelas

mas dinamicas.

Sin importar la denominacion adoptada, segun se trate de la tradicion de escuela de
la que proviene, hacemos nuestras las palabras de Cantoral (1995:2-3):

La matematica educativa no es la ensenanza de la matematica, ni la matematica escolar una sim-
plificacién de la matematica. Su objeto de estudio son "los procesos de transmision y adquisicion
de los diferentes contenidos matematicos en situacion escolar."

No nos reducimos a la busqueda de una "buena manera de ensefar" una cierta nocion previamen-
te fijada, sino que nos permitimos asumir como objeto de estudio, por ejemplo, la organizacion de

una actividad cuya intencion declarada sea el aprendizaje de un cierto saber.

18
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En estos momentos, las actividades vinculadas a la Educacion Matematica estan
asociadas a tres tépicos: como actividad de practica relacionada directamente con el
acto de ensefar, como actividad de desarrollo asociada a la producciéon de materiales
didacticos, disefio de propuestas curriculares, metodologias innovadoras y por otro
lado, como area de investigacion.

2. La Teoria de las Situaciones Didacticas

Durante el siglo pasado, a principios de la década del 80, surgié la necesidad de
crear acercamientos tedricos valiéndose de los proporcionados por la pedagogia, la
psicologia, la sociologia y la matematica misma, integrando los aportes de cada una
de estas disciplinas buscando dar solucién a la problemaética particular que produce el
tratamiento de los objetos matematicos en un ambiente aulico y los fendmenos inhe-
rentes a esta actividad.

Desde una vision del aprendizaje basada en una concepcién de sujeto activo en
permanente interaccidon con el medio, nacié la Teoria de las Situaciones Didéacticas.
Esta teorfa, iniciada en Francia por Brousseau (1986), proporciona herramientas para
interpretar los fendmenos que se producen en la construccion de conocimiento. Se
ocupa de modelar situaciones de ensenanza de modo de permitir una elaboracion y
una gestién controlada, fundamentandose en un enfoque eminentemente constructi-
vista, partiendo del principio que los conocimientos se construyen por adaptacion a un
medio que aparece problematico para el sujeto.

Segun Brousseau, una situacion didactica es un conjunto de relaciones explicita o
implicitamente establecidas entre un alumno o grupo de alumnos, en un cierto medio,
comprendiendo eventualmente, instrumentos u objetos y un sistema educativo (el pro-
fesor) con el fin de posibilitar a los alumnos un saber constituido o en vias de consti-
tucion. Ademas esta el mundo exterior a la escuela, los padres, los matematicos, la
sociedad en general y una zona intermedia (donde se realiza la articulaciéon entre el
sistema didactico y su entorno) compuesta por todas las personas que elaboran los
contenidos y métodos de ensefanza. Una caracteristica importante de esta teoria es
su consideracion de los fendmenos de ensenanza y de aprendizaje desde un enfoque
sistémico centrado en tres componentes fundamentales: el saber, él o los alumnos vy el
profesor. El funcionamiento didactico no puede ser explicado por el estudio separado
de cada uno de sus componentes.

Brousseau plantea el diseno y exploracion de secuencias de clase generadas por
el docente para disponer de un medio que le permita llevar adelante un determinado
proyecto de aprendizaje. Una situacion didactica se construye con el proposito de que
alguien aprenda algo.
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3. El aula de matematica

En el &mbito de la Educacion Matematica resultan conocidas las investigaciones en
relacion a las dificultades en el aprendizaje. A principios de la década de los noventa,
las investigaciones comienzan a considerar que en el estudio de las circunstancias que
permiten construir conocimiento no se pueden dejar de lado aspectos sociales y cul-
turales. En los Ultimos tiempos aparecen en la literatura una serie de trabajos con otra
orientacion comun: la necesidad de analizar la relacién de los conceptos con practicas
socialmente compartidas y con sentidos y significados extra mateméticos.

Cantoral y Montiel (2001:v) expresan:

Se ha puesto en evidencia que los alumnos construyen conocimiento con cierta independencia del
discurso matematico de la ensefianza. Con frecuencia, construyen explicaciones inadecuadas e in-
clusive erréneas desde un punto de vista mateméatico, a la vez que descubren profundas relaciones
entre piezas del saber matematico, sin que eso haya sido parte explicita de su ensefanza.

Consideramos que estos conocimientos son el fruto de la interacciéon con su entorno: con sus

companeros, con sus historias de vida o con su ambiente académico y cultural, entre otros.

La actividad humana juega un papel muy importante ya que es considerada como
la fuente principal de la reorganizacion de la obra matematica que implicara el redi-
sefo del discurso matematico escolar en todos los niveles escolares. Resulta necesa-
rio entonces la reorganizacion de la obra matematica buscando la reconstruccion de
significados.

Teniendo en cuenta que la matematica es una produccién cultural y social, Sadovsky
(2005:22) expresa:

Cultural, porque sus producciones estan permeadas en cada momento por las concepciones de
la sociedad en la que emergen, y condicionan aquello que la "comunidad de mateméticos concibe

en cada momento como posible y como relevante”.
Ademas manifiesta:

La matematica es también un producto social, porque es resultado de la interaccion entre perso-

nas que se reconocen como pertenecientes a una misma comunidad. (p. 23)

Todo esto hace que la actividad matematica no pueda ser abordada de una manera
sencilla. Su ensenanza debe contribuir a que el estudiante desarrolle sus potencialida-
des y logre la formacion de un pensamiento productivo, creador y cientifico. Debido a
la presencia de cambios tan vertiginosos en las diferentes disciplinas cientificas y tec-
nolégicas, se torna necesaria una redefinicion del curriculum matematico y una ade-
cuada planificacion de cada unidad didactica particular.
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Si bien no es necesario resolver problemas ni ser un especialista en matematica para
descubrir su importancia y su valor, la mayoria de los alumnos reniega de ella. (A qué
se debe esta resistencia? Las respuestas pueden ser muy variadas, pero un aspecto
importante es el desconocimiento de lo que en realidad es la matematica y lo que un
buen manejo de sus procedimientos puede aportar. Para los alumnos, el quehacer ma-
tematico esta envuelto ain hoy en un velo de misterio, los estudiantes ven esta ciencia
como una disciplina rigida e impenetrable, insensible y desprovista de humanidad.

La ensefanza entonces no puede quedar aislada de la realidad en la que surge,
dado que es un acto social, histérico y cultural orientado a valores y en el cual se invo-
lucran seres humanos. Para lograr que la escolarizacién resulte significativa, se debe
aspirar a la creacién de contextos sociales donde el aprendizaje sea activo, asi como
alentar la prueba, la busqueda de caminos alternativos, el andlisis critico de los erro-
res, el contraste de hipétesis y la investigacion.

Los alumnos deben lograr desarrollar habitos mentales que les permitan ser prota-
gonistas del aprendizaje y del conocimiento, y no simplemente alumnos informados.

Por estas razones, es absolutamente indispensable que el docente se proponga:

* ensenar a aprender,

* lograr un conocimiento bien estructurado de modo que, a partir de pocas informa-
ciones o representaciones sélidamente asimiladas, el alumno pueda recrear el conoci-
miento o acceder faciimente a él,

* ensenar a pensar y a resolver problemas, a fin de alcanzar un pensamiento reflexi-
VO, critico y creativo.

Es importante crear en el estudiante la necesidad de aprender y generar un ambiente
donde se posibilite y se motive la exploracion del significado personal de los conceptos.

4. Visualizacién y sistemas de representacion

Entre los procesos cognitivos implicados en el pensamiento mateméatico avanzado,
se encuentra el de visualizacion. Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis, Rodriguez y Garza
(2003:146) entienden por visualizacion “la habilidad para transformar, generar, comu-
nicar, documentar y reflejar informacién visual”. Este proceso esta relacionado con el
uso de medios de representacion correspondientes a los distintos registros: gréafico,
numeérico, simbdlico y algebraico. El manejo de diversos registros es fundamental para
la actividad cognoscitiva del pensamiento.

Hitt (2003:215) expresa:

La visualizacién matematica de un problema juega un papel importante, y tiene que ver con enten-
der un enunciado mediante la puesta en juego de diferentes representaciones de la situacion en
cuestion y ello nos permite realizar una accion que posiblemente puede conducir hacia la solucién

del problema.
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Todo concepto matematico necesita de representaciones ya que no se dispone de
objetos para mostrar en su lugar y sélo por medio de éstas es posible una actividad
sobre los objetos matematicos. En los Ultimos anos, los resultados de las investiga-
ciones realizadas en el campo de la educaciéon matemética fortalecieron la postura de
que se favorece el aprendizaje de la matematica cuando se incorporan en su ensenan-
za actividades didacticas que propician la utilizacion y articulacién de los diferentes
sistemas de representacion. Sin representacién no hay conocimiento. Los conceptos
mateméaticos se pueden expresar segun diferentes sistemas: verbal, numérico, grafi-
co y analitico. Las mismas investigaciones aseguran que para dominar un concepto
es necesario conocer sus diferentes representaciones, poder trabajar en cada una de
ellas pero también convertir una representacion en otra.

Duval (1998) asegura que sin actividades que permitan la coordinacién de al menos
dos registros de representacion no hay aprendizaje y que muchas de las dificultades
encontradas por los alumnos en diferentes niveles del curriculo pueden ser descritas y
explicadas como una falta de coordinacién de registros de representacion. Es muy im-
portante que tanto el docente como el alumno puedan detectar qué sistema de repre-
sentaciéon es mas conveniente para trabajar segun el momento.

5. Incorporacion de la informatica en el ambito escolar

No cabe duda de que los avances tecnolégicos, si resultan Utiles, deben ser adop-
tados a los fines educativos y adaptados a la filosofia de la educacién, asi como a sus
necesidades y derivaciones pedagogicas y didacticas. Muchas son las cuestiones que
surgen respecto de los métodos y las innovaciones que acompanan la formacién del
alumno. No se puede desconocer el rol protagdnico que juegan los docentes en este
proceso de transformacion de la educacion y en el descubrimiento constante de nue-
vas formas de ensenar.

Duart y Sangré (2000), expresan que la educacién no puede estar ajena al poten-
cial que los nuevos espacios de relacion virtual aportan. Ante la rapidez de la evolucion
tecnoldgica, ahora mas que nunca, la educacion debe manifestarse claramente vy si-
tuar la tecnologia en el lugar que le corresponde: el de medio eficaz para garantizar la
comunicacion, la interaccion, la informacién y, también, el aprendizaje.

Cuanto mas amplias y complejas sean las relaciones que se establezcan, mayor
sera la capacidad de utilizarlos en las situaciones cotidianas, en la construccién de nue-
vos significados y en el establecimiento de nuevas relaciones. Es necesaria la creacion
de entornos para el aprendizaje donde la interaccién con el alumno esté mediada por
propuestas de ensenanza que, a través de diferentes tipos de materiales educativos,
propicie la adquisicion y construccion del conocimiento de manera flexible y autbnoma.

La informatica educativa juega un papel muy importante en la busqueda de estas
nuevas formas, puesto que resulta un instrumento facilitador y motivador del proce-
so de ensenanza y permite considerar la singularidad del alumno en su ascenso cog-
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noscitivo. Incorporar la informatica implica adoptar, adaptar e integrar las nuevas he-
rramientas al trabajo cotidiano, a fin de tornarlo més eficaz y productivo atendiendo al
progreso y a las transformaciones sociales. La introduccion de la computadora como
recurso didactico es un problema esencialmente pedagdgico y debe ser abordado
desde una perspectiva educativa global. Incorporarla para favorecer y mejorar cualitati-
vamente el aprendizaje implica redefinir el recurso técnico como un recurso didactico-
pedagdgico, evitando asi que resulte un elemento de distorsion.

Numerosas investigaciones muestran ademas que el surgimiento de la computado-
ra en el campo educativo ha potenciado la posibilidad de la explotacion de las distintas
representaciones en la ensefanza de la matemética.

Como reflexion final compartimos las expresiones de Patricia Sadovsky (2005:13):

Desafiar a un alumno supone proponerle situaciones que él visualice como complejas pero al mis-
mo tiempo posibles, que le generen una cierta tensién, que lo animen a atreverse, que lo inviten a
pensar, a explorar, a poner en juego conocimientos que tiene y probar si son o no Utiles para la ta-
rea que tiene entre manos, que lo lleven a conectarse con sus companeros, a plantear preguntas
que le permitan avanzar (...) Se necesita —claro- creer que es posible lograr que los alumnos se
ubiquen en esa posicién, pero esa creencia no se puede inventar, es necesario sustentarla en co-

nocimientos que permitan pensar por déonde se puede empezar a actuar.

Comencemos este desafio... Sabemos que es posible.
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Funciones como modelos
de variacion y cambio

Silvia Vrancken, Adriana Engler y Daniela Maller
Universidad Nacional del Litoral

¢La busqueda de la verdad te da tanto gusto como antes?
Seguramente, no es el conocimiento sino el aprendizaje, no es la posesion sino la adquisicion, no es
el estar ahi sino el llegar hasta ah, lo que aporta la mayor satisfaccion.
Si he aclarado y agotado algo, lo dejo para entrar otra vez en la oscuridad. Asi es ese hombre in-
saciable tan extrafio: cuando ha completado una estructura no es para quedarse ahi confortable-
mente sino para empezar otra.

Carl Friedrich Gauss

Variables y funciones

El estudio de la matematica permite la modelizacién de situaciones que conducen
a la resolucion de problemas en diferentes areas y disciplinas. Por esto, es primordial
que los estudiantes analicen los cambios que ocurren en distintos fenémenos biolégi-
cos, econémicos y sociales.

Siempre que dos magnitudes (variables) estan relacionadas mediante una funcion,
se puede estudiar el cambio de una de ellas con respecto a la otra. De ahf la importan-
cia del estudio de las funciones.

El aprendizaje y manejo de funciones como modelo de situaciones de cambio es
fundamental en el desarrollo del pensamiento variacional de nuestros alumnos.

Como parte del pensamiento matematico, el pensamiento variacional comprende
las relaciones entre la matematica de la variacion y los procesos de pensamiento. Se
trata de desarrollar una forma de pensamiento que identifiqgue de manera natural feno-
menos de cambio y que sea capaz de modelarlos y transformarlos. Esta relacionado
con la capacidad para dar sentido a las funciones numéricas, manejandolas de mane-
ra flexible y creativa, para entender, explicar y modelar situaciones de cambio, con el
propésito de analizarlas y transformarlas.
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Los rasgos caracteristicos del comportamiento variacional de una funcién son, entre
otros, crecimiento, decrecimiento, puntos criticos, regiones donde la funcién es positi-
va, negativa o nula.

Presentamos una secuencia de actividades cuyo objetivo es lograr competencias
relacionadas con el pensamiento variacional. Las situaciones se presentan en distintas
representaciones (verbal, tabular, algebraica, gréfica) y abarcan los conceptos de va-
riable, funcién, dominio, conjunto de imagenes, intervalos de variacion, representacion
grafica y comportamiento de una funcion.

La comprensién de las distintas situaciones de variacion dependera de las relacio-
nes que el alumno pueda establecer entre las diferentes representaciones.

Se presenta a continuacion los objetivos que se pretende que alcance el alumno
con la resolucion de las distintas actividades, los contenidos conceptuales y procedi-
mentales que se desarrollan, los contenidos previos necesarios, la metodologia suge-
rida para su implementacion y un breve andlisis a priori de las distintas actividades, es
decir un analisis de los elementos que pueden estar en juego en cada situacion para el
estudiante y las posibles respuestas a cada una.

Objetivos que se persiguen con la propuesta

* |dentificar magnitudes que intervienen en situaciones de cambio analizar su com-
portamiento.

* Expresar intervalos de variacion utilizando distintas notaciones matematicas.

* Interpretar gréficos que describen diversas situaciones de cambio, teniendo en
cuenta el fendbmeno que representa.

* Analizar tablas y graficas para descubrir patrones, hacer predicciones e identificar
propiedades y relaciones.

* |dentificar, comprender y explicar situaciones de cambio en varios contextos.

* |dentificar funciones como modelos de situaciones de cambio, con el propdésito
de analizarlas y transformarlas; expresandolas en forma coloquial, grafica, tabular y
simbdlica.

* Relacionar distintas representaciones de situaciones de cambio y producir una re-
presentacion a partir de otra.

Contenidos a desarrollar

Conceptuales:

* Lenguaje coloquial, grafico y simbdlico

* Variables

* Intervalos de variacion

 Funciones

* Caracteristicas globales de las funciones (crecimiento, decrecimiento, interseccio-
nes con los ejes coordenados).
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Procedimentales:

* Utilizacion del lenguaje coloquial, gréafico y simbdlico (pasaje de uno a otro) para
describir distintas situaciones.

e Comunicacion de enunciados o situaciones mediante un lenguaje matematico
adecuado.

* |dentificacion y utilizacion correcta de simbolos y expresiones matematicas en dis-
tintas situaciones.

* Utilizacién de distintas formas para expresar la dependencia entre variables.

* Interpretacion grafica de funciones.

* Reconocimiento del comportamiento de funciones sencillas (incremento, ceros,
decrecimientos, positividad y negatividad).

Actitudinales:

* Trabajo en forma auténoma y cooperativa.

» Capacidad para reflexionar sobre las estrategias utilizadas en la resoluciéon de
problemas.

* Valoracion del aporte de la Matematica a distintas areas del conocimiento y a si-
tuaciones de la vida cotidiana.

* Desarrollo de actitud critica ante la informacion presentada en distintos lenguajes
en los medios de comunicacion.

Contenidos previos necesarios
Definicion de funcion, variable dependiente e independiente, dominio e imagen. Di-
ferentes representaciones de una funcion.

Metodologia sugerida para la implementacion de la guia

Para el trabajo en clase, se propone una primera instancia de resolucion de las ac-
tividades en grupos pequefos, de dos o tres alumnos, y posteriormente la discusion
conjunta de las respuestas de los distintos equipos.

Teniendo en cuenta la importancia de la interaccion social en la construccion del co-
nocimiento, se privilegia las practicas compartidas que proporcionen a los alumnos
ambitos que le permitan contrastar significados, tanto en grupos pequefios como en
discusiones amplias que, conducidas por el docente, logren orientarse a significados
compartidos.

Los grupos de trabajo de los alumnos y las discusiones de clase les proporcionan
la posibilidad de describir, explicitar, contrastar, modificar o ampliar las conexiones in-
ternas que han formado a partir de las situaciones de trabajo y por otra parte, propor-
cionan al profesor la oportunidad de observar conexiones explicitadas por los alum-
nos, aprovechar y reforzar los puntos fuertes, rebatir conexiones inapropiadas, apoyar
aquellas que puedan tener potencialidad para el avance en la comprensién del con-
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cepto, estudiar conexiones no previstas con anterioridad y sus posibles derivaciones,
etc., en un flujo en el que ambas partes se benefician de un proceso mutuamente en-
riquecedor en su aprendizaje como alumnos y como gufa, respectivamente (Romero,
1997, en Camargo y Guzman, 2005).

—Guia para el alumno—

La matematica tiene como uno de sus objetivos fundamentales modelar situaciones
que conduzcan a la resoluciéon de problemas. Para esto resulta primordial analizar los
cambios que ocurren en los fendmenos. Siempre que dos magnitudes (variables) es-
tan relacionadas mediante una funcién, se puede estudiar el cambio de una de ellas
con respecto a la otra. De ahi la importancia del estudio de las funciones.

En las siguientes actividades se presentan situaciones que requieren el analisis de
variables y funciones.

Actividad 1. Exprese en lenguaje matematico los intervalos de variacion presentes
en cada situacion:

a) El area “a” de un circulo aumenta de manera que siempre es mayor que 2 cm?.

b) La temperatura “t” del cuerpo de un hombre sano varia desde 36,8°C hasta
37,1°C.

Actividad 2. Los quimicos miden la acidez y alcalinidad de una sustancia con el pH
(potencial hidrégeno). La escala usada es de 0 a 14. Una sustancia es &cida si su pH
es menor que 7. Si es de 7 es neutra y si sobrepasa este valor es alcalina. Describa los
intervalos de pH correspondientes a la variacién de la acidez y alcalinidad con desi-
gualdades y represente en la recta numérica.

Actividad 3. Una piedra es lanzada desde lo alto de un edificio de 30 metros de altu-
ra. Su posicion a los t segundos de ser lanzada se describe con la funciéon de la gréfica.
a) {Qué es lo que cambia en la situa-
cién planteada? st
b) ¢(Cuél es el intervalo de tiempo en x
que la piedra permanece en el aire?
c) ¢Cual es el intervalo de variacion de
la altura de la piedra”?
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Actividad 4. Analice la funcion cuya gra- Ya

fica se muestra y responda: :':I:I:I:I: I
a) ¢Cual es el intervalo de variacion de x? PSRRI
b) (Cuél es el intervalo de variacion de y?
c) {Para qué valores de x, resultay > 07
d) ¢Para qué valores de x, resultay < 0?
e) {Para qué valores de x, resultay = 07
d) {Para qué valores de x, y crece?

e) ¢{Para qué valores de x, y decrece?
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Actividad 5. Al abrir una canilla de agua caliente, la temperatura T del agua depen-
de de cuanto tiempo ha estado corriendo. La temperatura inicial est4 cercana a la am-
biente, debido al agua que ha estado en los tubos. Cuando empieza a salir agua ca-
liente, la temperatura aumenta con rapidez. A partir de ahi, la temperatura se mantiene
constante. Cuando la canilla se cierra, la temperatura decrece hasta alcanzar la tempe-
ratura de la alimentacién del agua.

Realice un bosquejo aproximado de la temperatura T en funcién del tiempo t.

Actividad 6. Las variables x e y estan relacionadas de modo que y queda determi-
nada si a cualquier valor de x se lo duplica y al resultado se le suma tres. Escriba una
ley para y en funcién de x.

Actividad 7. Cada una de las siguientes tablas muestra valores numéricos para
cada variable representada. Determine la ley que relaciona a las variables en cada una
de ellas.

x |1 ]2 1]3 .. p |1 |23 ].. r o2 o5 |1 |15 |3
fx) |36 ]9 |.. ap) |1 |4 |9 |.. tr |5 |2 1 |23 |13

Actividad 8. Sea la funcion y =f(x) = %x -4
a) Exprese la ley que determina la dependencia entre las dos variables con sus pa-

labras.
b) Determine f(0), f(-2) y 1(6).
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—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

Actividades 1 y 2. En estas dos actividades se estudian situaciones variaciona-
les que requieren la representacion de intervalos de variacion en términos analitico y

geomeétrico.

En los fendmenos de la naturaleza o de la sociedad hay siempre cosas que cam-
bian: el tiempo, la temperatura, la distancia, la poblacién, etc. Esas cosas que cambian
pueden ser medidas. Las nociones de magnitud y de variable son elementos basicos
de la matematica en el estudio de la variacion.

Se repasan distintas formas de representar matematicamente las variables. Su reso-
lucion exige traducir del lenguaje verbal al analitico o al numérico, del lenguaje analitico
al geométrico y del lenguaje verbal al grafico y analitico.

Enunciado

Andlisis

Actividad 1. Exprese en lenguaje ma-
tematico los intervalos de variacion pre-
sentes en cada situacion:

a) El area “a” de un circulo aumenta de
manera que siempre es mayor que 2 cm?.

b) La temperatura “t” del cuerpo de un
hombre sano varfa desde 36,8°C hasta
37,1°C.

Los alumnos pueden escribir el enun-
ciado en forma simbdlica, como desigual-
dad, o numéricamente, como intervalo.

a>2 (2, )

36,8<t<371 ; [36,8;371]

Actividad 2. Los quimicos miden la aci-
dez y alcalinidad de una sustancia con el
pH (potencial hidrogeno). La escala usa-
da es de 0 a 14. Una sustancia es &cida si
Su pH es menor que 7. Si es de 7 es neu-
tra y si sobrepasa este valor es alcalina.
Describa los intervalos de pH correspon-
dientes a la variacién de la acidez y alcali-
nidad con desigualdades y represente en
la recta numérica.
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Los alumnos deben escribir las desi-
gualdades y representar en la recta numé-
rica los intervalos de variacion:

e Sustancia acida

0<x<7
—r—o >
0 7

¢ Sustancia alcalina

7 <x<14
+——
7 14
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Actividades 3 a 8. En los procesos de variacién generalmente se involucran al me-
nos dos variables que se relacionan entre si. Estas relaciones se pueden expresar de
distinta manera: graficamente, como en las actividades 3 y 4; numéricamente, como
en la actividad 7; verbalmente, como es el caso de las actividades 5 y 6; algebraica-
mente o0 a través de su ley, como en la actividad 8. Para llegar a comprender las funcio-
nes como modelos que relacionan a las variables, es importante poder obtener los da-
tos desde cualquier registro, pudiéndolos convertir, segun los datos proporcionados,

a cualquier otro.

Enunciado

Analisis

Actividad 3. Una piedra es lanzada
desde lo alto de un edificio de 30 metros
de altura. Su posicion a los t segundos de
ser lanzada se describe con la funcion de
la grafica.
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a) ¢Qué es lo que cambia en la situa-
cién planteada?

En esta actividad, los alumnos deben
interpretar distintos aspectos variacionales
desde la representacion grafica de la fun-
cion. Los registros involucrados son el gra-
fico, el verbal, el numérico y el analitico.

En el primer inciso deben identificar las
variables involucradas, tiempo y posicion.
Cambia la posicion de la piedra a medida
que cambia el tiempo.

En los otros dos incisos se solicita in-
tervalos de variacion, que pueden presen-
tarse como desigualdad o como intervalo
numérico.
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b) ¢(Cuél es el intervalo de tiempo en
que la piedra permanece en el aire?

c) ¢Cual es el intervalo de variacion de
la altura de la piedra”?

Intervalo de tiempo que la piedra perma-
nece en el aire: (0; 2,5) 0<t<25

Intervalo de variacion de la altura de la
piedra: [0, 30] 0<s(t) <30

Es importante dejar en claro el por qué
de la inclusion o no de los extremos de los
intervalos.

Actividad 4. Analice la funcién cuya
grafica se muestra y responda:

Ya

e et st il s

1 i L) L}

st e b B

' I oo

L e R B
'

PO

a) ¢Cuél es el intervalo de variacion de x?

b) (Cuél es el intervalo de variacion de y?

¢) ¢Para qué valores de x, y > 07
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En esta situacion se trabajan otros as-
pectos variacionales de una funcién, que
pueden obtenerse desde su representa-
cién gréfica.

a) Elintervalo de variacion de x es [-4, 3].
Este es el dominio de la funcion.

b) Elintervalo de variacion de y es [-6, 7].
Este es el conjunto imagen de la funcion.

¢) La funcién es positiva en
(-3,2;-0,5) U (2; 3], pues en este intervalo la
gréfica se encuentra por encima del eje x.
Nota: El valor 3,2 es aproximado y se
pueden aceptar otros valores.
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d) (Para qué valores de x, y < 0? d) La funcion es negativa en
[-4; -3,2) U (-0,5; 2), pues en este intervalo
la grafica se encuentra por debajo del eje x.
e) ¢Para qué valores de x, y = 07 e) La funcion se hace cero en x = -3,2;
x=-05yx=2.
f) ¢{Para qué valores de x, y crece? f) La funcién crece en (-4; -2) U (1; 3).
g) ¢Para qué valores de X, y decrece? g) La funcién es decreciente en (-2; 1).
h) ¢Para qué valores de x, y no crece h) La funcién no crece ni decrece en
ni decrece? X=-4;x=-2;x=1yx=23.

Actividad 5. Al abrir una canilla de agua caliente, la temperatura T del agua de-
pende de cuanto tiempo ha estado corriendo. La temperatura inicial esta cercana a la
ambiente, debido al agua que ha estado en los tubos. Cuando empieza a salir agua
caliente, la temperatura aumenta con rapidez. A partir de ahi, la temperatura se man-
tiene constante. Cuando la canilla se cierra, la temperatura decrece hasta alcanzar la
temperatura de la alimentacion del agua.

En esta actividad se propone una situaciéon de cambio a través de una represen-
tacion especificay se pretende que el alumno pueda contextualizarla, interpretarla y pro-
ducir una nueva representacion a partir de la dada. El enunciado presenta el compor-
tamiento de dos variables que se relacionan entre si, tiempo y temperatura del agua.

Una posible grafica que verifica las ca- T 4

racteristicas de esta relacion es:

L4

r 9
v

En las actividades siguientes se trabaja la representacion algebraica de las funcio-
nes. Lograr expresar las relaciones mediante formulas matematicas facilita enorme-
mente el estudio de los procesos de variacién. Por medio de las leyes, las variables
pueden ser manipuladas convenientemente, permitiendo realizar operaciones mate-
maticas. Esto también es de gran importancia para la representacion de las funciones
en un sistema coordenado.
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La ley que define una funcién condensa toda la informacién acerca de la situacion
de cambio. Las propiedades algebraicas de las expresiones permiten determinar as-
pectos del comportamiento de las variables relacionadas en el problema de estudio.

Puede obtenerse desde distintas representaciones. En la actividad 6 se pretende
que los alumnos obtengan la expresion algebraica a partir de la representacion verbal
del comportamiento de las variables.

En la actividad 7 se presenta la tabla de valores a partir de la cual los alumnos de-
ben descubrir los patrones de regularidad y determinar la expresion algebraica corres-
pondiente.

La Ultima actividad pretende analizar qué interpretan los alumnos acerca de una
funcién definida algebraicamente. Para esto se les solicita que expresen verbalmente
la relacién entre las variables involucradas y que determinen algunos valores particula-
res de la funcién.

Actividad 6. Las variables x e y estan
relacionadas de modo que y queda deter-

La ley que define la relacion entre las
variables es:

minada si a cualquier valor de x se lo du- y=2x+3
plicay al resultado se le suma tres. Escri-
ba una ley paray en funcién de x.
Actividad 7. Cada una de las siguien-
tes tablas muestra valores numeéricos para N ] 3 f(x) = 3x
cada variable representada. Determine la | [ 5 | 3 9
ley que relaciona a las variables en cada
una de ellas. o 1 3 a(p) = p?
aE) | 1 9
r 02 | 05 | 1| 15 3
t(r) 5 2 | 1] 23 | 13

Actividad 8. Sea la funcion

y

f(x)==x-4

(=7

a) Exprese la ley que determina la de-
pendencia entre las dos variables con sus
palabras.

b) Determine f(0), f(-2) y f(6).

a) Cada valor de la variable dependien-
te se obtiene restando la mitad de cada va-
lor de la variable independiente y cuatro.

b) f(0) = -4, f{(-2) = -5; f(6) = -1
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Funciones.
Descripcidn e interpretacidon de situaciones
en contextos agropecuarios

Analia Marenoni
Escuela de Educacion Técnica Particular Incorporada N° 2050

Adriana Engler, Silvia Vrancken y Daniela Muller
Universidad Nacional del Litoral

El tratamiento eficiente de la informacién que proviene del medio y su aplicacion
en la resolucién de problemas es uno de los objetivos primordiales de la matema-
tica actual. En la escuela, los alumnos deben desarrollar capacidades y actitudes que
favorezcan la organizacion y el procesamiento de la informacién. Esto les permitira un
mejor entendimiento e interpretacion de la realidad y los ayudaré a adoptar las estrate-
gias correctas para la solucion de problemas.

En muchas ocasiones, la informacién matematica que proviene de fenédmenos natu-
rales o sociales, viene dada como relacién entre magnitudes, ya sea una relacion de
tipo causal o estadistico. En esta secuencia se abordan contenidos que permiten el
analisis de esas relaciones y su representacion numérica, grafica y algebraica.

Los diarios y revistas contienen mucha informaciéon en este sentido. Los alumnos
deberfan ser capaces de leerla, analizarla, interpretarla, organizarla y comunicarla.

Las distintas situaciones fueron elaboradas a partir de informacion obtenida de pu-
blicaciones periddicas con ejemplos relacionados al ambito agropecuario. Se tratan las
funciones en general, sin profundizar en las caracteristicas diferenciales de cada uno
de los modelos que van apareciendo. Sélo en la Ultima actividad intervienen nociones
de la funcién de primer grado. Se trabajan los conceptos de variable, funcion y varia-
cién de cada una de las variables involucradas.

Objetivos que se persiguen con la propuesta

* Utilizar el conocimiento matematico para organizar, interpretar e intervenir en di-
versas situaciones de la realidad.

* Analizar cualitativa y cuantitativamente situaciones de variacion y cambio en fené-
menos del ambito agropecuario.

* Repasar la nocién de funcién y sus principales caracteristicas.
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* Utilizar adecuadamente los términos propios de las funciones y tener un sentido
critico ante informaciones graficas o numéricas sobre fenémenos presentados en los
medios de comunicacion.

* Introducir la idea de modelo que describe una situacion.

Contenidos a desarrollar

Conceptuales:

* Distintas representaciones de una funcién (coloquial, numérica, visual o algebraica).

* Variable discreta y continua.

 Caracteristicas globales de las funciones (crecimiento, decrecimiento, continui-
dad, extremos, intersecciones con los ejes coordenados).

Procedimentales:

* Interpretacion y relacion entre las distintas formas de expresar una funciéon (colo-
quial, numérica, visual o algebraica).

* Eleccion de las unidades adecuadas en cada uno de los ejes de coordenadas se-
gun el fendmeno estudiado.

* Sistematizacion de la informacién recogida.

* Visualizacion y analisis del comportamiento de una funcién a través de su gréfica,
a fin del reconocimiento de algunas caracteristicas globales de las funciones: creci-
miento, continuidad, extremos, tendencias y puntos de corte con los ejes.

* Interpretacion de funciones, a través de la comparacion de gréficas representadas
sobre los mismos ejes.

* Modelizacién de situaciones utilizando funciones aplicadas a distintas areas del
conocimiento.

Actitudinales:

* Trabajo en forma auténoma y cooperativa.

* Reflexion sobre las estrategias utilizadas en la resolucion de problemas.

* Valoracion del aporte de la Matematica a distintas areas del conocimiento y a si-
tuaciones de la vida cotidiana.

* Desarrollo de actitud critica ante la informacién presentada en distintos lenguajes
en los medios de comunicacion.

Contenidos previos necesarios
Definicidn de funcién, variable dependiente e independiente, dominio e imagen. Di-
ferentes representaciones de una funcion. Funcion de primer grado.

Metodologia sugerida para la implementacion de la misma

De acuerdo con los objetivos y a partir de la realizacién de las actividades, se reto-
maran las ideas que nos interesan a fin de introducir y abordar los conceptos.
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Para la resoluciéon de las actividades, se propone una metodologia de trabajo en
grupo. Posteriormente el profesor coordinara una puesta en comuin que permita inda-
gar las ideas previas de los alumnos y reflexionar sobre los procedimientos utilizados.
Los alumnos tendran oportunidad de comentar los resultados y conjeturas que hayan
surgido en el proceso de resoluciéon. De esta manera se propicia que vayan adquirien-
do confianza en sus conocimientos y razonamientos y valoren el trabajo cooperativo.

Para su desarrollo se estiman cuatro clases de 80 minutos cada una. Durante la pri-
mera se prevé la resolucion de la actividad 1 y el comienzo de la segunda. En la se-
gunda clase se terminara la discusion de esa actividad y se resolvera la actividad 3. El
docente pedira a sus alumnos que realicen de tarea para la préxima clase las activi-
dades 4y 5. En la tercera clase de discutiran las respuestas y se comenzara la resolu-
cién de la ultima actividad. En la cuarta clase se terminara su discusion y se hara una
puesta en comun de todo lo analizado en la secuencia.

—Guia para el alumno— 21.
S 18-
. ., . R=2
Actividad 1. La eleccion de la estacion o 15- .
Q \
de crecimiento para el cultivo de maiz g 12
. . . o AN
debe tener en cuenta ciertos requerimien- 3 ;-9 N
tos de la especie. Asi, deben considerarse K= 6 \\a\\
Y] 3 —e
temperaturas menores a 10°C durante la 3 .
=]
etapa siembra-emergencia, o de 8°C para S
P i 9 ' P g 10 15 20 25 30
posemergencia (recuerde que se llama 2

Temperatura (°C)
emergencia a la etapa en que la planta

emerge). La siguiente gréfioa muestra el Fuente: Padilla et al. (2004) c.p. Madonni, G. (2007):
. to de lat i del | b “Bases ecofisiologicas del cultivo para alcanzar altos
Impacto de la temperatura del suelo sobre rendimientos”, Reinvencién & Prospectiva. XV Con-

la duracién de la emergencia. greso de Aapresid, p. 280.

a) {Cuales son las variables que se relacionan y en qué unidades estan medidas?
b) Escriba un comentario sobre la gréfica.

c) Realice una tabla con la informacién que brinda la grafica.

d) Determine si la relacion es funcion. Explique por qué.

Actividad 2. Busque informacion o un ejemplo sobre el uso de funciones en con-
textos no matematicos, es decir, de sus aplicaciones en otras éreas. Para esto puede
consultar:

* Biblioteca (libros de textos, revistas).

* Web. Recomendamos las siguientes paginas:

http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/ funciones
estudio_golbal eda05/dependencia_entre_magnitudes.htm
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http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/ funciones
estudio_golbal eda05/representacion_funciones.htm

http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/ Interpreta-
cion_graficas/funciones_lineales.htm

http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/ Interpreta-
cion_graficas/funciones no_lineales.htm

Profesores de otras éareas.

Actividad 3. El siguiente cuadro muestra las precipitaciones registradas en la Esta-
cién Agrometeoroldgica de la EEA Rafaela durante el cultivo de trigo (abril-octubre de
2008) y de la serie histérica 1930/2006.

, Mes
ltem

A M J J A S (0] Total
N° dias de lluvia 3 2 4 5 0 4 10 28
Liuvia 2008 (mm) | 37,5 57 05 6,4 0,0 28,4 1245 | 2030
Serie Histrica 94,6 48,0 29,7 233 258 40,9 841 | 3464
1931/2006 : * : : ' : ’ :
Diferencia 2008-
1930/2006 57,1 42,3 29,2 16,9 25,8 125 404 | 1434

Fuente: Villar, J. y Cencig, G. INTA Rafaela (2009): “Trigo: evaluacion de cultivares ciclo 2008”, Nuestro Agro,
16 (186), p. 60.

a) A partir de la informacién que brinda el cuadro escriba un comentario.
b) Represente graficamente en un sistema de ejes cartesianos los milimetros de llu-
via registrados en cada uno de los meses considerados.
c) A partir de la observacion de la gréfica y/o de la tabla, responda:
i) ¢Cuando se registrd la mayor precipitacion en el ano 20087
ii) ¢Cuél fue el menor registro de precipitaciones, sin considerar el mes en que no
se produjeron precipitaciones?
iii) ¢Tiene sentido unir los puntos de la grafica?
d) ¢Qué puede decir, observando la gréfica, de las precipitaciones registradas de
abril a octubre de 2008?
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Actividad 4. La siguiente grafica muestra la evolucion y tendencia del area sembra-
day produccioén del trigo en Entre Rios (periodo 1999 - 2009).

Evolucién y tendencia del area sembrada y produccion del trigo en Entre Rios (periodo 1999-2009)

Superficie sembrada 450.000
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Elaborado por Grupo Sistemas de Produccion y Economia — INTA EEA Parang,
basado en datos del Proyecto SIBER 1999-2009 de la Bolsa de Cereales de En-
tre Rios, 2009.

a) {Qué variables se relacionan en cada gréfica?

b) ¢En qué unidades estan medidas dichas variables?

c) ¢En qué periodos se registrd igual superficie sembrada de trigo? ¢Cuél fue dicha
superficie sembrada?

d) (En qué perfodos se registré 600 000 toneladas de produccion de trigo?

e) ¢Qué ocurrié con la superficie sembrada de trigo entre la campanas 2002/03 y
2003/047
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f) En la campana 1999/00, ¢{cual fue la superficie sembrada y la produccion de trigo?
g) ¢En qué ano se produjo la maxima produccion de trigo?

h) ¢Cual fue la minima superficie sembrada de trigo en el periodo 1999-20097

i) Analice la evolucion de la superficie sembrada de trigo a partir de la campana

2005/06.

j) Indigue los afios en que la produccién de trigo decrecio.
k) ¢En qué periodo se dio la disminucion mas brusca de superficie sembrada? &Y

de produccién de trigo? Explique su respuesta. ¢Cuanto disminuyeron?

I) Observe las rectas de tendencia. {Qué conclusion puede obtener respecto de la

superficie sembrada y la produccién de trigo en el periodo 1999-2009?

Actividad 5. El siguiente grafico muestra la relacién entre la produccion de leche y

el costo de produccién 2005-2008.

Precios por litro de leche y costo de produccion (periodo 2005-2008)
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— costo de produccion =@ precio deseado & precio promedio cobrado

Fuente: Vega, M. (2009): “El costo estandar”, Nuestro Agro, 15 (175), p. 71

a) Interprete cada una de las gréficas.
b) ¢Qué puede inferir a partir del grafico?
c) Compare para cada ano el precio deseado, en pesos, con el precio promedio co-

brado, en pesos, por cada litro de leche.

d) ¢Cudl es el costo de producir un litro de leche en mayo de los afios 2005, 20086,

2007 y 20087 ¢Qué puede decir al respecto?
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e) {Qué ocurrio en el ano 2008 con el costo de produccion y el precio promedio co-
brado?

f) ¢En qué fechas el precio promedio cobrado superd los 50 centavos por litro de
leche?

g) En qué meses el precio deseado coincidié con el precio promedio cobrado por
litro de leche? ¢{Cuél fue el precio?

h) ¢En qué mes o meses la diferencia entre costo de produccién y precio promedio
cobrado fue mayor? ¢Y menor? Calcule la diferencia entre cada precio.

Actividad 6

a) Lea el articulo “Biodigestores, la otra solucién a la basura” extraido de http://www.
proteger.org.ar/doc605.html, que se encuentra al final de esta guia.

b) Teniendo en cuenta los datos que brinda el texto con respecto a la produccion
maxima diaria de Emilia, complete la tabla que relaciona la capacidad de produccién de
biogas y su equivalente a gas envasado con la cantidad de basura organica reciclada.

Basura organica reciclada (kg) 0 125

Produccién de Biogas (m?) 25 10

Gas envasado (kg) 9,6

c) Represente graficamente la produccién de biogas en funciéon de la basura orga-
nica reciclada.

d) Escriba la ley que relaciona la produccién de biogas en funcién de la cantidad de
basura reciclada.

e) ¢{Cuanto biogas se produce con 200 kilogramos de basura organica? ¢Alcanza
para abastecer a la Escuela Agrotécnica durante un dia? éPor qué?

f) {Cuantos kilogramos de basura organica se necesitan reciclar por dia, para abas-
tecer a la Escuela Agrotécnica?

g) Determine cuéles son las variables relacionadas en cada gréfica y escriba la ley
correspondiente a cada funcion.

h) Titule las graficas del inciso g) y escriba el rétulo correspondiente a cada uno de
los ejes con el nombre de las variables y sus correspondientes unidades.
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Tecnologia renovable y limpia
Biodigestores, la otra solucién a la basura

Reciclan basura y la transforman en energia. En localidades vecinas a Santa Fe fun-
cionan desde hace arios. Especialistas de la UNL creen que con este sistema la ciudad
de Santa Fe podria tratar los residuos organicos que genera y a la vez producir hasta

12.500 metros cubicos de biogas por dia.

Santa Fe, 2 marzo 2007. La conocida
experiencia de Emilia, una localidad ubi-
cada 75 kilbmetros al norte de esta ca-
pital, es un ejemplo en la produccion de
combustibles renovables y limpios. Des-
de hace cuatro afos, funciona alli un bio-
digestor capaz de reciclar 250 kilos de
basura organica (toda aquella que pue-
de descomponerse: restos de comida,
céscaras de verduras) por dia y transfor-
marla en unos 25 metros cubicos de bio-
gas, equivalentes a 12 kilos de gas enva-
sado. Exactamente la cantidad que usa la
Escuela Agrotécnica Monsenor Zazpe de
esa localidad cada jornada.

Si los nimeros se multiplican segun la
cantidad de habitantes de nuestra ciudad,
la cifra resulta elocuente: con 500.000 ha-
bitantes, Santa Fe podrfa producir 12.500
metros cubicos de biogas todos los dias
y, a la vez, tratar los residuos organicos
que genera la poblacién. Todo, sin gastar
otra energia que la que producirfa la pro-
pia planta en base a la biodigestion.

El Grupo de Energlas No Convencio-
nales que funciona en la Facultad de In-
genierfa Quimica (FIQ) de la Universidad
Nacional del Litoral (UNL) se encargé de
asesorar en la construccion del biodiges-
tor de Emilia' y de muchos otros similares
en el pais. “Nosotros hacemos el aporte
tecnolégico: los proyectos y la asisten-
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cia para la puesta en marcha”, dijo el Ing.
Eduardo Groppelli, responsable del area
de Biogas en ese grupo.

En Humberto Primo y La Criolla ~tam-
bién en esta provincia— se llevan a cabo
experiencias similares a las de Emilia, con
singular éxito; y este ano volvera a funcio-
nar un biodigestor en Gobernador Crespo.

Un centro de capacitacion

A fines de 2004, se puso en marcha
en la Fundacién PROTEGER un biodi-
gestor que abastece las necesidades de
su sede, asf como un Centro de Capaci-
tacion en Tecnologias Socialmente Apro-
piadas, donde periédicamente se realizan
cursos sobre esta tematica, tambien con
el asesoramiento técnico de los especia-
listas de la FIQ.

“Los desarrollos creceran en magni-
tud en la medida en que se logre financia-
miento para mayores emprendimientos”,
indico Groppelli. Y aprovechd para subra-
yar que la alternativa de la biodigestion
puede ser llevada a grandes conglome-
rados, como ya ha ocurrido en grandes
centros urbanos del mundo. “En Barcelo-
na —conté Groppelli- funcionan los llama-
dos Ecoparques, donde estan instalados
biodigestores que reciclan la basura de
toda el area metropolitana.”
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Si bien en la ciudad de Santa Fe solo
funcionan hasta ahora “tres o cuatro ex-
periencias demostrativas, el sistema pue-
de funcionar a gran escala. Muchos creen
que soélo puede emplearse en comunida-
des chicas, pero no es asi: cuanto més
grande es la escala de aplicacion, mas se
mecaniza, mas se automatiza y mas con-
viene”, agregd el especialista.

Gestion Integral de Residuos

Ademés de resolver el problema de los
residuos, el equipo que funciona en Emilia
abastece de biogas a la Escuela agrotéc-
nica (produce 12 metros cubicos por dia)
y genera abono que se utiliza en una plan-
tacion de frutales, ubicada al lado de es-
tas instalaciones.

“Si uno lo analiza, el circulo cierra per-
fectamente: se recicla la basura, el biogas
es utilizado por la escuela y el abono va
a los arboles”, contd Groppelli. Los gas-
tos de instalacion (unos 45 pesos por ha-
bitante) se amortizan después de 6 anos
de la instalacion del equipo, que casi no
tiene mantenimiento.

Lo que sf se requiere es que la poblacion
separe los residuos segn sean organicos
e inorganicos. “Eso es parte de una buena
gestion de residuos y no es nada compli-
cado —dijo Groppelli-. Asi como la gente se

acostumbré a parar en el semaforo rojo, se
puede acostumbrar a separar los residuos.”

Como se hace

Los biodigestores son grandes tanques
cerrados (su tamano depende de la can-
tidad de basura a tratar) que trabajan con
una tecnologia sencilla. Por una boca de
entrada se introduce la basura (sélo or-
ganica) y las salidas son dos, una para el
abono y otra para el biogas.

En el interior del biodigestor hay algo
mas que basura: también existen millones
de bacterias, que son las que “trabajan”
para la descomposicion de los residuos.
Estas bacterias son anaerobias porque
“funcionan” sin oxigeno; su mecanismo
de respiracién genera una mezcla de ga-
ses conocida como biogas (compuesto
por gas metano, combustible, y didxido
de carbono) y, ademas, un efluente liqui-
do rico en nutrientes y materia organica
estabilizada, que se utiliza como abono
de plantas.

“Estas bacterias estan en la naturale-
za, en el fondo de los pantanos, en los
intestinos de los mamiferos... Y pueden
utilizarse para el tratamiento de nuestros
residuos, contribuyendo al saneamiento
del ambiente y a la produccién de energia
limpia y renovable”, concluyd Groppelli.

Diario E/ Litoral, Santa Fe, 28 febrero de 2007. Més informacion: http://www.proteger.org.ar/tecnologia
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—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

Actividad 1. Con esta actividad se pretende retomar las ideas previas de los alum-
nos respecto a las variables involucradas en una situacion especifica, la relacion entre
las mismas y la definicién de funcién.

Los datos estan presentados en el registro grafico. El alumno debe ser capaz de in-
terpretarlos y convertirlos a los registros verbal y numérico.

La identificacion de las variables que intervienen en la situacion, el significado del
origen, las unidades y la graduacién de cada eje, la determinacion de las coordenadas
de puntos que pertenecen a la funcién, son algunas de las tareas que hacen a la lec-
tura de una grafica.

Lo solicitado en los incisos a) y ¢) esta relacionado con estos aspectos. El alumno
debe determinar que las variables involucradas en la situaciéon presentada son tempe-
ratura, medida en grados centigrados, y duracion de la emergencia, medida en dias.

Es importante mostrar cémo en la gréafica, la escala en el eje de las abscisas co-
mienza a partir de los 10°C, forma que no es la utilizada cominmente en matematica,
pero que a menudo observamos en los graficos presentados en distintos medios de
comunicacion.

Las ordenadas de los puntos representados en la gréafica no se corresponden exac-
tamente con las marcas indicadas sobre el eje, por lo que se pueden aceptar distintos
valores para la tabla. Los alumnos deben estimar los valores correspondientes vy, al ar-
mar la tabla, determinar que la temperatura es la variable independiente y la duracion
de la emergencia, la variable dependiente.

La interpretacién de la gréfica es una actividad compleja, que va mas alla de la ob-
tencion de todos estos datos. Incluye la capacidad de describir globalmente la funcién
representada, determinando las caracteristicas variacionales que presenta.

El comentario solicitado en el inciso b) puede dar lugar a distintas respuestas. En
este caso, por ejemplo, el alumno puede comentar que en la gréfica se observa que a
medida que la temperatura del suelo aumenta, la cantidad de dias que dura la emer-
gencia disminuye. Otros comentarios pueden ser que para que se efectle la emergen-
cia, la temperatura debe ser mayor a los 15°C, o que temperaturas menores a 15°C
demoran la emergencia.

Actividad 2. Para esta actividad se recomienda solicitar a los alumnos que traigan
el material para el desarrollo de la clase. En la misma, el profesor conducira una pues-
ta en comun donde se analizara el ejemplo de cada alumno, atendiendo a la forma en
que esta expresada la relacién (coloquial, numérica, visual o algebraica), las variables
que intervienen (distinguir variable dependiente e independiente), como se relacionan
dichas variables y sus correspondientes unidades.
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En todas las situaciones presentadas, debe destacarse la misma idea: la existencia
de dos variables y una relacién o dependencia entre ambas, expresada a través de dis-
tintos lenguajes. Si corresponde a funcion, esa relacion debe ser tal que a cada valor de
la variable independiente, le corresponda un Unico valor de la variable dependiente.

Actividad 3. En esta actividad los datos estan presentados numéricamente. Los
distintos incisos exigen su interpretacion y conversion al registro verbal.

Respecto del inciso a) de esta actividad, se espera que los alumnos elaboren un co-
mentario a partir de la lectura e interpretacion de informacion presentada desde una ta-
bla. Por ejemplo: el cuadro muestra el registro de lluvia, en milimetros, y el nimero de
dias de lluvia desde el mes de abril hasta octubre del afio 2008. Ademas, establece la
diferencia entre este registro y el de la serie histérica 1931/2006, observandose en to-
dos los meses, excepto octubre, una diferencia negativa. Es decir, que en el ano 2008
las precipitaciones han disminuido respecto a la serie histérica registrada, en general,
durante el cultivo de trigo.

En el inciso b) se pretende analizar la ubicacién de variables en el sistema cartesia-
no, unidades y escalas elegidas en cada eje.

Precipitaciones registradas
140
120 #
100
an
B0
an *
20
- L

0 . - " 4
J A, 5 8]
Meses

13

filirmetros de lluw

T=
=
—

Los incisos c) y d) permiten vincular las distintas formas de expresar una funcion e
identificar qué informacion brinda cada una.

Se considera importante analizar la distincion entre las variables discretas y continuas.

En esta actividad la variable independiente es discreta (meses), razéon por la cual no
tiene sentido unir los puntos de la gréfica. Sin embargo es importante resaltar que mu-
chas veces se unen con la finalidad de visualizar la evolucion de la situacion. En casos
como el presentado, en el que interesa el progreso durante algunos meses, general-
mente los puntos se unen con tramos de lineas rectas.
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Precipitaciones registradas
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Se puede retomar la actividad 1 y mostrar que ambas variables son continuas y
analizar los ejemplos presentados en la actividad 2.

Actividad 4. El objetivo de esta actividad es visualizar el comportamiento de una
funcién y analizarla a través de su gréfica, a fin de reconocer y describir algunas carac-
teristicas globales de las funciones: crecimiento, extremos y tendencias.

Se presentan dos representaciones y, a su vez, en cada una se comparan dos gra-
ficas, la que determina la evolucion de la variable dependiente y la que representa la
tendencia a lo largo del tiempo. Algunas de las preguntas exigen la lectura e interpreta-
cién de una representacion y otras las de ambas.

En primer lugar el docente deberé explicar al alumno el significado de la linea de
tendencia.

El alumno debe identificar las variables involucradas en cada representacion, las
unidades utilizadas y las graduaciones correspondientes. A partir de esa lectura podra
interpretar las graficas y realizar inferencias a partir de las mismas.

Por ejemplo, en la primer grafica se observa que en las campafhas 2004/05 y
2006/07, se registrd la misma superficie sembrada de trigo, casi 300 000 hectéareas.
Los valores de la campana 1999/00 y 2007/08 son aproximados. Pueden considerarse
también como respuesta.

La superficie sembrada de trigo entre la campanas 2002/03 y 2003/04 disminuyo le-
vemente.

La menor superficie sembrada se produjo en la campana 2005/06, siendo algo mas
de 200 000 hectareas.

En la campana 1999/00, la superficie sembrada fue algo mas de 300 000 hectareas
y la produccién de trigo fue de aproximadamente 500 000 toneladas.

Para determinar los intervalos donde se produce la disminucidon mas brusca, se
debe observar para qué intervalo de la variable independiente, se produce la mayor
disminucion de los valores de la variable dependiente. La respuesta a cuanto dismi-
nuyeron exige la cuantificacién de los cambios. Para eso el alumno debe restar en
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cada caso valor final menos valor inicial. La disminucion mas brusca de superficie
sembrada se dio entre las campanas 2001/02 y 2002/03 y fue, aproximadamente, de
425 000 - 250 000 = 175 000 hectareas. Para la produccién de trigo la mayor dismi-
nucion se produjo entre las campanas 2007/08 a 2008/09 y fue de valores cercanos a
900 000 - 500 000 = 400 000 toneladas de trigo.

Respecto al inciso 1), una interpretacion béasica es que, a lo largo de los anos, la su-
perficie sembrada de trigo ha decrecido, mientras la produccion fue creciente.

Actividad 5. En esta actividad se comparan en un mismo sistema de ejes cartesia-
nos las gréficas que representan la evolucion del costo de produccion, del precio de-
seado y del precio promedio cobrado, mes a mes desde enero de 2005 a mayo de
2008. Nuevamente se presentan preguntas que exigen la lectura e interpretacion indivi-
dual de cada grafica, pero las que requieren la comparacion entre por lo menos dos de
ellas son las mas interesantes y de mayor nivel de complejidad para el alumno.

Por ejemplo, para responder el inciso g), se debe observar en qué meses, los valores
de la variable dependiente son iguales. De esta manera se deduce que el precio desea-
do coincidié con el precio promedio cobrado en abril de 2005, siendo dicho precio de
48 centavos por litro aproximadamente, en junio de 2005, con un precio de 52 centavos
por litro, y en marzo y setiembre de 2006, donde se repite el precio de 48 centavos.

En el inciso siguiente, para determinar en qué mes o meses la diferencia entre costo
de produccion y precio promedio cobrado fue mayor y menor, desde la gréfica es posi-
ble determinar los segmentos que unen los puntos correspondientes a cada curva para
un mismo valor de la variable independiente. Se observa que la menor diferencia se da
entre los meses de abril a junio de 2006 y fue de ocho centavos por litro de leche, mien-
tras que la mayor diferencia se dio en noviembre de 2007 y fue de 40 centavos.

Actividad 6. A modo de cierre, esta actividad propone la lectura del articulo “Biodi-
gestores, la otra solucién a la basura” que se encuentra en el anexo a fin de modelizar
una situacion utilizando las distintas representaciones de una funcion, como se ha de-
sarrollado a lo largo de la propuesta.

A partir de la informacion presentada en la noticia, el alumno debe completar la ta-
blay reconocer un determinado modelo que le permita hallar otros valores de la tablay
llegar a establecer la expresion algebraica de la funcién correspondiente.

Si bien ambas tareas, reconocer el modelo y determinar la ecuacion, requieren abs-
traer la regla que determina la dependencia entre las variables, la segunda implica mas
dificultad porque exige manejar el lenguaje algebraico.

Para completar la tabla el alumno debe descubrir que la produccion de biogas y
Su equivalente a gas envasado dependen proporcionalmente de la cantidad de ba-
sura organica reciclada. Para la Ultima columna, si bien hay infinitas posibilidades para
completar los valores, ademés de tener en cuenta esa relaciéon, debe respetar la ca-
pacidad maxima de reciclado de la planta, 250 kilogramos.

49



Matematica: funciones y nociones de trigonometria

Basura organica reciclada (kg) 0 250 200 125 100
Produccion de Biogas (m3) 0 25 20 12,5 10
Gas envasado (kg) 0 12 9,6 6 4,8

A continuacion se anexa la gréafica que muestra la relacion entre basura organica y bio-
gas. Es importante mostrar a los alumnos los elementos que forman parte de la gréfica.

El titulo, nombre de las variables y unidades en que estan medidas, deben estar
presentes en todo gréfico.

Relacién entre basura organica y biogas

w
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y=0,1x

N
o

Produccién de biogas(m3)
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Cantidad de basura organica (kg)

Teniendo en cuenta los datos de la tabla, la primera de las gréficas propuestas da la
relacion entre biogas y gas envasado, mientras que la segunda corresponde a la rela-
cién entre basura organica y gas envasado. Se presentan las graficas completas con
las variables relacionadas y la expresion algebraica correspondiente a cada funcion.

Relacion entre biogas y gas envasado
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Funcién de primer grado

Analia Marenoni
Escuela de Educacion Técnica Particular Incorporada N° 2050

Daniela Muller, Silvia Vrancken y Adriana Engler
Universidad Nacional del Litoral

La representacion matemética de una funcién describe la manera en que las varia-
bles estan relacionadas. En muchas situaciones, la relacion funcional entre las varia-
bles es tal que a medida que la variable independiente aumenta, la variable depen-
diente aumenta o disminuye de manera proporcional a aquella.

Se presenta una secuencia de actividades que tiene como objetivo general mostrar
la importancia de la funcién de primer grado en la modelizacion de situaciones de la
vida cotidiana. Se hace especial hincapié en el uso de las representaciones algebraica,
grafica y coloquial de esta funcién y en la conversion entre ellas.

Objetivos que se persiguen con la propuesta

Reconocer las caracteristicas de una funciéon de primer grado.

Estudiar algunas aplicaciones de la funciéon de primer grado en contextos extra e in-
tramatematicos.

Contenidos a desarrollar

Conceptuales:

* Funcion de primer grado.

* Pendiente, ordenada al origen y ceros de la funcién de primer grado.

Procedimentales:

* |dentificacion de funciones de primer grado y graficacion a partir de la pendiente
y ordenada al origen.

* Modelizacién de situaciones cotidianas a partir de la utilizacion de funciones de
primer grado.

* Comunicacioén de los procedimientos de resolucion de problemas y realizaciéon de
intercambios de ideas.
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Actitudinales:

* Realizacion de un trabajo autbnomo y cooperativo.

* Reflexién sobre las producciones de los alumnos o los procedimientos llevados
adelante en la resolucién de problemas.

* Valoracion del uso correcto e interpretacion de distintos lenguajes y de la notacion
adecuada.

Contenidos previos necesarios
Definicion de funcioén. Diferentes representaciones de una funcién. Dominio (conti-
nuo o discreto) y conjunto imagen. Funcién de proporcionalidad directa.

Metodologia sugerida para la implementacion de la secuencia

Las distintas actividades de la guia desarrollan el concepto de funcién de primer
grado, su representacion gréfica e interpretacion de la pendiente y de la ordenada al
origen mediante situaciones reales. Para su resolucién se puede alternar el trabajo in-
dividual con el trabajo grupal de manera que los alumnos puedan intercambiar ideas,
debatir y reflexionar sobre sus producciones y las de sus pares.

Para el desarrollo de esta propuesta, se estiman 6 clases de 80 minutos cada una.
En la primera, pueden realizarse las tres primeras actividades, en la segunda clase
avanzar hasta la actividad seis y en las dos clases siguientes pueden realizarse las res-
tantes actividades de la propuesta. Las dos Ultimas clases pueden destinarse a resol-
ver las actividades complementarias pero si no dispone del tiempo necesario, se su-
giere que se las entregue a los alumnos para que las resuelvan como tarea.

—Guia para el alumno—

El concepto de funcién es muy Util para describir el comportamiento de una variable
que depende de otra. Son numerosas las aplicaciones que tienen las funciones y en
particular la de primer grado.

Se presenta una secuencia de actividades que tiene como objetivo general mostrar
su importancia.

Actividad 1. Plantee y resuelva las siguientes situaciones:

a) El sueldo que cobra el empleado de una libreria es funcion del nimero de libros ven-
didos en el mes. Determine la ley que describe su ingreso mensual sabiendo que cobra
$1800 como sueldo fijo méas una comision de $5 por cada libro vendido en cada mes.

b) Una canilla vierte 15 litros de agua por minuto para llenar una pileta que contiene
3000 litros de agua. Indique la ley que describe la cantidad de agua que hay en la pile-
ta en funcién de los minutos transcurridos desde la apertura de la canilla.
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¢) Una persona tiene ahorrados $15 000 y todos los meses gasta el 10% de lo que
tenfa ahorrado inicialmente. Exprese la ley que representa el dinero que le queda en
funcién de los meses transcurridos.

Actividad 2. Sea e(t) la funcién que relaciona el espacio recorrido con el tiempo em-
pleado por un automdévil que viaja a velocidad constante.

a) ¢Cudl es la ley que describe esta relacion?

b) Realice la gréfica de la funcion e(t) asignandole valores particulares a la velocidad.

Actividad 3. Estela recibié la factura del gas y decidié revisar el importe a pagar. De
facturas anteriores, sabe que le cobran un cargo fijo de $8,15 mas $0,13 por cada m?
de gas consumido, incluido el IVA'y otros impuestos.

a) Escriba la ley que permite calcular el importe de la factura en funcién de los m?
consumidos de gas.

b) {Cual es el menor importe que puede tener una factura?

c) {Qué importe indica la factura de Estela si consumié 78 m® de gas?

d) {Cuantos m® de gas consumio el abuelo Julian que tendra que pagar $15,95 por
su factura este mes?

e) En la factura de Alicia, su vecina, figura que consumio el triple que Estela. (EI im-
porte de dicha factura sera también el triple de lo que tiene que pagar Estela? Justi-
figue su respuesta.

Las funciones obtenidas en las actividades anteriores se denominan funciones
de primer grado y su representacion gréafica es una recta.

Actividad 4. Teniendo en cuenta que la funcién de primer grado se define:
f: R —> R /f(x) = mx + h, identifique la pendiente y la ordenada al origen en cada una
de las funciones obtenidas en la actividad 1y en la actividad 3. Interprete su significa-
do en cada situacién problematica planteada.

Actividad 5.
a) Identifique pendiente y ordenada al origen de cada una de las funciones:

f(x) =2x-3 gx) =5 —%x h(x) =2
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b) Grafique las funciones dadas.
c) Complete las siguientes oraciones analizando las gréficas realizadas.

i) La ordenada al origen de f(X) €S ........coeevnn. A partir de este punto la pendiente

= indica que por cada unidad que se avanza de manera paralela al eje
X, se deben subir .................... unidades de forma paralela al eje y, marcando el punto
.................... Luego se traza la recta que pasa por los dos puntos marcados.

i) La ordenada al origen de g(X) €S .....coceevvvvnnnn A partir de este punto, la pen-
dientem = ... indica que por cada tres unidades que se avanza de forma
paralela al eje x, se deben bajar ................... unidades de forma paralela al eje y, mar-
cando el punto .................... Luego se traza la recta que pasa por los dos puntos mar-
cados.

i) La ordenada al origende h(x) s .................... A partir de este punto la pendiente
M = i indica que por cada unidad que se avanza de forma paralela al eje x,
no hay variacion respecto al eje y, marcando el punto .................... Luego se traza la rec-
ta que pasa por los dos puntos marcados.

Actividad 6.

a) Complete el siguiente cuadro analizando el comportamiento de las funciones
(creciente, decreciente o constante) graficadas en la actividad 5 teniendo en cuenta el
signoy el valor de la pendiente.

Funcion Comportamiento Signo de la pendiente

b) Escriba una conclusién que relacione el signo de la pendiente de una funcién de
primer grado con el comportamiento de dicha funcién.

Actividad 7.

a) Represente graficamente la funcién f(x) = 3x.

b) Indique el valor de la ordenada al origen y de la pendiente.

c) Analizando el signo de la pendiente, éla funcién es creciente o decreciente?

d) Represente en el mismo sistema cartesiano la funciéon g(x) = 3x — 2.

e) ¢Cual de las dos funciones es de proporcionalidad directa? éPor qué?

f) (Se cortan en algun punto las rectas? Teniendo en cuenta sus posiciones, {como
se denominan estas rectas? ¢Como son las pendientes de ambas rectas?

g) Escriba una conclusion a partir de las respuestas obtenidas en el inciso anterior.
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Actividad 8.
a) Represente graficamente las siguientes funciones en el mismo sistema cartesiano:

f(x)=%x+3 g(x)=—%x+8 h(x)=3 i(x)=-x+3

b) ¢Qué parametro se mantiene constante? {Cual ha variado?

c) ¢(Cuéles son las coordenadas del punto que caracteriza a éstas gréficas?

d) Escriba otra funcion que forme parte de esta familia y represéntela graficamente.
e) Indique cuales de las funciones dadas son decrecientes.

Actividad 9. 5
a) Represente graficamente la funcion y = §x +5

b) Determine el dominio y el conjunto imagen de la funcion.
1

c) Calcule f(-5), f(0) y f 5

d) Determine para qué valores de x, f(x) = —1.

1 : . 9

e) El punto P 5,7 , {pertenece a la recta? dy el punto R 2,5 ?

f) Indique las intersecciones con los ejes coordenados.

Actividad 10. Determine si las siguientes expresiones corresponden a funciones de
primer grado. En caso afirmativo indique la pendiente, la ordenada al origen y realice la
grafica. Si su respuesta es negativa, justifique.

a)dx-6y+2=0

b)x2 +2y =3

o)y =-3.x-4)

Actividad 11. Determine la verdad o falsedad de cada enunciado. Justifique su res-
puesta. ] '

a) La pendiente de la gréfica de la funciéon —y = 5x +2 es 3

b) La ordenada al origen de y :%-(x -2)es y=1y x=-2 es cero de la funcion.

c) La expresion gx +2y =0 corresponde a una funcién de primer grado creciente.

Actividad 12.
. o 1 3
a) Represente graficamente la funcion y = _E_ZX .
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b) Determine dominio e conjunto imagen de la funcioén.

c) Escriba dos puntos que pertenezcan a la gréafica de la funcion.
d) Indique ordenada y abscisa al origen.

e) ¢La funcion es creciente o decreciente? ¢Por qué?

Actividad 13. Cinco alumnos de cuarto ano se fueron de vacaciones a Mar del Plata
en el verano. En la playa Punta Mogotes, para alquilar una carpa, debieron pagar por
dia un valor fijo de $20 méas $10 pesos por cada hora que la ocupaban (o la parte pro-
porcional si el tiempo es menor a una hora).

a) {Cudl es la ley de la funcidn que relaciona el costo de alquilar una carpa con el
tiempo que la ocupan?

b) ¢Cuanto les salid alquilar la carpa por 5, 6 y 8 horas respectivamente?

c) ¢Cuanto tiempo la ocuparon el sébado si pagaron $857

d) (Habran estado el doble del tiempo el domingo si pagaron exactamente el doble
que el sabado?

e) Marque en un sistema cartesiano los puntos correspondientes a las primeras 8
horas de alquiler. {Es correcto en este grafico unir los puntos? Justifique su respuesta.

—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

En las primeras actividades de la propuesta se espera que las situaciones puedan
ser utilizadas para retomar las ideas previas de los alumnos respecto al concepto de
funcién, y de este modo introducir el concepto de funcion de primer grado, cuya repre-
sentacion grafica es una recta.

Ademéas se pretende identificar e interpretar los parametros (pendiente y ordenada
al origen) de la funciéon de primer grado, como también establecer diferencias y simili-
tudes entre funcion de primer grado y la de proporcionalidad directa y analizar el com-
portamiento de las funciones atendiendo al signo y valor de la pendiente.

En la actividad 1 se espera que el alumno exprese la relacién de dependencia en-
tre variables presentadas y la ley que corresponde a una funcién de primer grado. Las
mismas se indican a continuacion junto a ciertas consideraciones del dominio y del
conjunto imagen que resulta interesante discutir con los alumnos dado que algunos de
ellos son conjuntos discretos.

a) El suelo mensual de un empleado de una libreria (y) es de $1800 y se incremen-
ta en $5 por cada libro vendido (x). Por lo tanto, el sueldo mensual que percibe puede
describirse mediante la ley y = 1800 + 5x. El dominio es discreto ya que x representa la
cantidad de libros vendidos: {x/x € N_}. Como conjunto de llegada puede considerar-
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se a R, pero si se desea determinar el conjunto de imagenes, debe tenerse en cuenta
[ ]
que también es discreto Cl = {y/y e NAy = 1800 Ay €5}

b) Para llenar una pileta de 3000 litros, el agua que se acumula (y) aumenta 15 litros
por minuto (x). Esta situacion puede describirse mediante la ley y = 15x. La variable in-
dependiente puede tomar valores mayores o iguales que cero, pero dado que cuando
la pileta esta llena ya no es necesario mantener la canilla abierta y esto ocurre a los 200
minutos, resulta que el dominio es [0, 200 oD = {x/x e Rg A X <200}. Como con-
junto de llegada puede considerarse al conjunto de nimeros reales. El conjunto ima-
gen es [0, 3000].

c) El ahorro de $15 000 de una persona disminuye $1500 por mes. El dinero que le
queda (y) en funcién de los meses transcurridos (x), puede describirse mediante la ley
y = 15000 — 1500x.

El dominioes D = {x/x e N, Ax<10}

El conjunto imagen es Cl = {y/y e N, Ay<15000 Ay € 1500}

En la resolucion de la actividad 2 se recomienda partir de las ideas previas de los
alumnos sobre conceptos desarrollados en Fisica como espacio, velocidad (constan-
te) y su relacion. Esto puede posibilitar a los alumnos resolver la actividad planteada,
que se muestra a continuacion:

a) La funcion que relaciona el espacio recorrido (e) con el tiempo empleado (t) por
un automévil que viaja a velocidad constante (v) esta dada por e(t) = v.t

La funcion es de proporcionalidad directa dado que la velocidad es constante y la
grafica es una recta que pasa por el origen de coordenadas. Es interesente que los
alumnos puedan observar y comparar las graficas que realicen, ya que si bien todas
son rectas que pasan por el origen de coordenadas, su inclinaciéon puede variar, dado
que ésta depende del valor de la velocidad constante que elijan.

La actividad 3 muestra una aplicacion de funcion de primer grado a un caso coti-
diano de una factura de gas.

a) La ley que permite calcular el importe de la factura en funcién de la cantidad de
gas consumido esy = 8,15 + 0,13x.

b) El menor importe que puede tener la factura es $ 8,15 y se da en el caso de que
no se registre consumo de gas, es decir, sélo se abona el cargo fijo del servicio.

c¢) Si Estela consumié 78 m® de gas el importe de la factura sera $18,79 que se ob-
tiene reemplazando en la ley a x por 78.

d) Si el abuelo Julian tiene que pagar $15,95 por su factura este mes quiere decir
que ha consumido 60 m?. Este valor se obtiene reemplazando en la ley dada a “y” por
15,95, despejando luego el valor de x.
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e) En este inciso es interesante analizar con los alumnos si existe 0 no proporciona-
lidad directa entre las variables involucradas en la situacién, con el objeto de mostrar
que el importe de la factura de gas y la cantidad de metros cubicos consumidos, no
son directamente proporcionales ya que el suministro tiene un cargo fijo. Es decir, si
Alicia consumi¢ el triple de gas que Estela el importe a pagar no sera el triple también.

Los valores se muestran en la siguiente tabla:

Cantidad de gas consumido (m?®)  Importe de la factura ($)
Estela 78 18,79
Alicia 234 =78x3 39,74 = 18,79 x 3

Al finalizar esta actividad es importante formalizar la definicion de la funcién de pri-
mer grado f: R — R/ f(x) = mx + h, indicando pendiente y ordenada al origen junto a la
definicion e interpretacion gréfica de ambas.

La actividad 4 retoma las anteriores con el propdsito de interpretar en cada situa-
cioén el significado de la pendiente y la ordenada al origen.

En la actividad 1, la funcién que modeliza la primera situacion esta dada por la ley
y = 1800 + 5x donde la pendiente m = 5 se interpreta diciendo que por cada libro que
vende el empleado en el mes, su sueldo aumenta $5. La ordenada al origen h = 1800
significa que si no vende ningun libro, percibe un sueldo de $1800.

En la segunda situacion planteada, la funcién que modeliza la situacion es 'y = 15x,
donde la pendiente m = 15 significa que por cada minuto que permanece abierta la
canilla ingresan 15 litros de agua a la pileta.

La ordenada al origen h = 0 significa que la pileta esta vacia en el momento de abrir
la canilla para comenzar a llenarla.

En la tercera situacion, la ley que describe la situacion planteada esta dada por
y = 15 000 — 1500x. La pendiente m = — 1500 significa que por cada mes que trans-
curre, el dinero ahorrado disminuye $1500. La ordenada al origen h = 15 000 significa
que inicialmente la persona tiene ahorrados $15 000.

En la actividad 3, la funcién que modeliza la situacién esy = 8,15 + 0,13x en la que
la pendiente m = 0,13 significa que por cada m® de gas que se consuma, el costo de
la factura aumentara 13 centavos. La ordenada al origen h = 8,15 significa que si no se
consume gas, el costo fijo del servicio de gas es de $8,15.

Al trabajar con funciones de primer grado y de proporcionalidad directa, tradicio-
nalmente se presenta la definicidon y ejemplos o aplicaciones correspondientes a cada
funcién por separado. En lugar de esto, es aconsejable trabajar con la confeccion de
tablas y la realizacion de distintos gréaficos para que los alumnos puedan descubrir las
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similitudes, es decir el hecho de que el cambio de la funcion para distintos intervalos
es constante, lo que implica que en la gréfica los puntos queden alineados. También
es importante analizar las diferencias, el valor constante afadido en la funciéon de pri-
mer grado que implica el traslado vertical de la grafica sobre el eje de ordenadas.

En la actividad 2, al realizar el ftem c), se espera que los alumnos le asignen distin-
tos valores a la velocidad. Dado que la expresion de la funcion es e(t) = v.t, al asignarle

, . . e
un valor particular constante a v, el cociente de cualquier par de valores T‘ es la cons-
1

tante de proporcionalidad que representa la tangente del angulo que forma la recta
con el semieje positivo de las abscisas y que recibe el nombre de pendiente. El mode-
lo que corresponde a una funcién de proporcionalidad directa queda caracterizado por
su expresion algebraica y = k.x 0 por su representacion gréfica que es una recta que
pasa por el origen de coordenadas.

Al realizar la actividad 3, debe hacerse notar el nuevo modelo presentado y qué di-
ferencias presenta con respecto al de la actividad anterior. Aqui ya no puede hablarse
de un cociente constante entre pares de valores correspondientes. Se trata de un mo-
delo caracterizado por la expresion y = mx + h, cuya gréfica es una recta que interse-
ca al eje de las ordenadas en el punto P(0, h) y que sdélo puede ser tratada como una
funcién de proporcionalidad directa y = kx en el caso en que h sea cero.

En la actividad 5, el proposito es que los alumnos grafiquen las funciones dadas
teniendo en cuenta la ordenada al origen y la pendiente. Al realizarlas, puede hacerse
notar que a partir de cualquier punto de la grafica de la funcion es posible obtener otro
de la misma teniendo en cuenta la pendiente m.

En las oraciones que el alumno debe completar, es necesario hacer hincapié en la
interpretacion grafica de la ordenada al origen y de la pendiente, en la notacién sim-
bdlica para indicar los puntos que pertenecen a cada recta y también mostrar gréafica-
mente la nocién de pendiente de la recta como variacion.

En la actividad 6, a partir del andlisis de las graficas realizadas en la actividad 5,
se espera que los alumnos relacionen el comportamiento de las mismas con el signoy
valor de la pendiente de la funcién arribando a las siguientes conclusiones:

* Si la pendiente es positiva (m > 0), la funcion es creciente en todo su dominio, y
reciprocamente, si la funcién de primer grado es creciente en todo su dominio, la pen-
diente m es positiva.

* Si la pendiente es negativa (m < 0), la funcion es decreciente en todo su dominio,
y reciprocamente, si la funcion de primer grado es decreciente en todo su dominio, la
pendiente m es negativa.

* Sila pendiente es nula (m = 0), la funcién es constante en todo su dominio, y si la
funcién es constante en todo su dominio, la pendiente es nula.
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Al realizar la actividad 7, se espera que los alumnos diferencien funcién de propor-
cionalidad directa de funcién de primer grado. También, a partir del analisis de las gra-
ficas, arriben a la conclusion de que si las pendientes de dos funciones de primer gra-
do son iguales, las gréficas seran rectas paralelas y reciprocamente, si las gréaficas de
dos 0 mas funciones de primer grado son paralelas, las pendientes son iguales.

En la actividad 8 se espera que los alumnos puedan identificar a la ordenada al
origen como el parametro que se mantiene constante en todas las expresiones alge-
braicas y a la pendiente como el que ha variado. El punto que caracteriza a estas gra-
ficas es P(0, 3). También se les propone escribir una funcién de primer grado cualquie-
ra cuya ordenada al origen sea y = 3. Por Ultimo, se analiza el comportamiento de las
funciones teniendo en cuenta el signo de la pendiente para que indiquen cuéles son
decrecientes.

En la actividad 9 se revisan algunos conceptos y se solicita determinar la imagen
de algunos valores particulares de x, preimagenes, ceros y analizar si un punto perte-
nece o no a la recta. Aqui es importante recalcar que un punto pertenece a la gréafica
de una funcién si sus coordenadas verifican la ecuacion, es decir, si al reemplazar en
la expresion algebraica de la funcién a las variables por las coordenadas del punto, se
obtiene una igualdad.

Al calcular las intersecciones con los ejes coordenados en el ftem f) se recomienda
recordar a los alumnos que a la interseccién de la grafica de la funcion con el eje de las
ordenadas (eje y) se la denomina “ordenada al origen” y a la interseccion con el eje de
las abscisas (que corresponde al cero de la funcién), “abscisa al origen”.

Respecto de la actividad 10, se espera que en las respuestas afirmativas (items a)
y €)), los alumnos identifiquen pendiente y ordenada al origen. Para esto deben expre-
sar la funcién de manera explicitay = mx + h.

Los enunciados de la actividad 11 son falsos ya que en:

a) La pendiente de la funcion —vy :%x+ 2 es —%.

b) La ordenada al origen de la funcién y =
la funcion.

-(x=2) esy =-1y x=2 es cero de

N | —

c) La ecuacion gx+2y =0 corresponde a una funcién decreciente de primer gra-
3

do ya que la pendiente es negativa (m = 1 ).
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En la actividad 12, al determinar el dominio y el conjunto imagen de la funcién, es
importante revisar las respuestas de los alumnos y luego formalizarlas en el pizarrén,
indicando que ambos son el conjunto de los nimeros reales. Para escribir dos puntos
que pertenezcan a la recta, mostrar la ventaja de tener la expresion de la funciéon en su
forma explicita. Para determinar la abscisa al origen, se iguala la expresion a cero. Ana-
lizar crecimiento o decrecimiento de la funcién atendiendo al signo de la pendiente.

La actividad 13 muestra una aplicacion de funcién de primer grado cuya expresion
esy = 10x + 20, donde x representa las horas de alquiler. Para calcular el precio de al-
quilar la carpa por 5, 6 y 8 horas, se reemplaza en la expresién dada a x por estos va-
lores obteniendo $70, $80 y $100 respectivamente. En el item b) se reemplaza la varia-
ble “y” por 85, obteniendo que 6 horas y media fue el tiempo que ocuparon la carpa.
Para el ftem c) se espera que sin hacer célculos los alumnos puedan negar la respues-
ta dado que la funcién no es de proporcionalidad directa. En la gréfica que se realice
los puntos pueden unirse con un trazo continuo dado que la variable independiente es
continua ya que corresponde a la variable tiempo y en el problema puede abonarse el
alquiler por fraccion de hora que se haya ocupado.

Nota: para una mejor y rapida visualizacion de las gréaficas y de las propiedades que
se desean deducir, a partir de la actividad 7 puede utilizar con los alumnos el software
Funciones para Windows. Si bien es recomendable el trabajo en grupos, es importante
que todos los alumnos manipulen el programa para valorar las ventajas que este re-
curso brinda para la resolucion de problemas relacionados al concepto de funcion de
primer grado y sus aplicaciones.

—Actividades complementarias—
Los problemas de la guia tienen como propdsito afianzar los conceptos desarrollados.
Se incluyen las respuestas para poder verificar logros y avanzar en el estudio del tema.

Actividad 1. Augusto hoy se quedd dormido y para no llegar tarde a la escuela, se
tomo un taxi. Cuando subid, el chofer acciond el taximetro; su sistema de cobro es de
$3 la bajada de bandera, y $0,25 por cada ficha caida.

a) Halle la ley que relaciona el costo del viaje con la cantidad de fichas.

b) ¢{Cuanto pagd Augusto si cayeron 20 fichas hasta que llegd a la escuela?

c) Marque en un sistema cartesiano los puntos correspondientes a las primeras 8
fichas. ¢Es correcto en este grafico unir los puntos? Justifique su respuesta.

61



Matematica: funciones y nociones de trigonometria

Respuestas
a)y = 3 + 0,25x
b) Si cayeron 20 fichas, Augusto pago $8.

1 2 3 4 56 7 8X%

+

No corresponde unir los puntos en el gréafico dado que la variable independiente es discreta.

Actividad 2. En la empresa constructora “Construmax”, los obreros ganan por mes
$1800 mas un adicional del 5%, por cada ano completo de antigliedad.

a) {Cual seré el salario semanal de un obrero con 5 afos de antigiedad?

b) ¢Cual sera el sueldo (mensual) de un obrero recién ingresado a la empresa?

c) Si un obrero cobra por mes $2700, écuantos anos de antigliedad tiene en esta
empresa’?

d) Halle la ley que relaciona el sueldo mensual percibido por el obrero con sus anos
de antigliedad en la empresa.

e) Marque en un sistema cartesiano los puntos correspondientes a los primeros 10
anos. ¢Es correcto en este grafico unir los puntos? Justifique su respuesta.

Respuestas

a) Un obrero con 5 anos de antigliedad cobraréa $562,50 de salario semanal.

b) El sueldo mensual de un obrero que recién se inicia sera de $1800.

c) Un obrero que cobra $2700 por mes tiene una antigliedad de 10 anos.

d) La ley que relaciona el sueldo mensual recibido con los afnos de antigliedad en la

empresa esy = 1800 + 90x.

e)
N

2500 .

2000 ., = °

1500

1000

500
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Actividad 3. Martin y Paola van en bicicleta desde la escuela al club haciendo ambos
el mismo recorrido. Ambos pedalean a una velocidad constante. Paola sale primero de

la escuela a una velocidad de 80 mim . Martin, sale 6 minutos mas tarde a 100

Complete la siguiente tabla con la distancia recorrida por cada uno (en metros) en
los minutos indicados (t), tomando como referencia el momento en que Paola inicia el

recorrido.
Paola Martin
t 0 6 12 18 t 6 12 18 24
m m

b) Determine la ley que representa la distancia recorrida por cada uno (en metros)
en funcion del tiempo transcurrido durante el viaje (en minutos).

c) Grafique los pares de valores de ambas tablas en un mismo sistema cartesiano.
¢Es correcto unir los puntos? Justifique su respuesta.

d) (Cual de los dos llegara primero al club si esta a 3,5 km de la escuela?

Respuestas
Para Paola

Para Martin

t 0 6 12

18

t 0 6 12

m 0 480 960

1440

m 0 600 1200

1800

2400
2000

1600 ,
1200 Paola Martin

800
400

d) Llegara primero Martin.

-600
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Actividad 4. Lucas necesita comprar CD virgenes. Averiguando por internet, en li-
bremercadito.com, venden 25 CD a $18,75 mas un adicional por envio a domicilio de
$15. Su papa le aconseja, para que se ahorre los gastos de envio, que los compre en
la libreria del barrio que los venden a $1,25 cada uno.

a) ¢Dénde le conviene comprarlos si desea adquirir 25 unidades?

b) Y si desea adquirir 50 unidades?

c) Determine la ley que representa el costo en funcion del niumero de CD que se
compren por internet y en el kiosco.

d) Indique qué cantidad de CD debe comprar para que el gasto en ambos lugares
sea el mismo.

Respuesta

a) Si desea comprar 25 unidades le conviene hacerlo en el kiosco.

b) Para comprar 50 CD le conviene por internet.

c) El costo en funcion del niumero de CD adquiridos esta dado pory = 0,75x + 15,
comprando por internet y haciéndolo en el kiosco: y = 1,25x.

d) Comprando 30 CD el gasto es el mismo en ambos lugares.

Actividad 5. Dada la funcion de primer grado f(x) = mx + h, complete el siguiente
cuadro de acuerdo a la gréfica o al valor de m y h que falten. Para cada caso dé un
ejemplo de la funcién que cumpla con las condiciones establecidas.

m h Gréfica Ejemplos

a) >0 =0

]
b) i

d)

>~
-
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yll
e) ¢ x=
T>/
f) : i 4
/ X
g) <0 >0
h) >0 <0
]
Respuestas
a)y = 3x

Y

b)m<0;h=0;y=-2x

c)y=0

]

—



66

Matematica: funciones y nociones de trigonometria

dm=0h>0y=5
egfm=0;h<0;y=-3
fim>0,h>0;y=3x+5
gly=-2x+4

.

)m<0,h<0;y=-2x-5
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Funcién de segundo grado

Nancy Senn y Liliana Urso
Escuela de Educacion Técnica Particular Incorporada N° 2010 IDESA

Silvia Vrancken, Adriana Engler y Daniela Miiller
Universidad Nacional del Litoral

Se presenta una secuencia de actividades que tiene como objetivo general introdu-
cir la funcién de segundo grado. Al resolver las distintas actividades los alumnos pue-
den descubrir que a todas las funciones cuya expresion algebraica es una ecuacion
cuadratica les corresponde un mismo tipo de curva, llamada parabola.

Se parte de la forma factorizada y, a partir de la misma, se obtiene la forma polino-
mial de una funcion de segundo grado. La ventaja de tratarlo de esta manera es que,
para la primera, cada uno de los parametros tiene un significado concreto, cosa que
no sucede en la segunda.

Objetivos que se persiguen con la propuesta

 Construir la funciéon de segundo grado a través de situaciones que se modelicen
matematicamente.

* Representar graficamente funciones cuadraticas.

* Calcular e interpretar los resultados matematicos en el contexto de las situaciones
probleméticas planteadas.

* Determinar las caracteristicas de las parabolas.

* Obtener la expresion algebraica de la funcién de segundo grado desde distintas
representaciones (tablas y graficos).

* Desarrollar la capacidad del pensamiento reflexivo del alumno.

* Estimular el trabajo cooperativo, la discusién y defensa de las propias ideas.

Contenidos a desarrollar

Conceptuales:

* Funcién de segundo grado. Forma factorizada y polinomial. Dominio, conjunto de
llegada y conjunto imagen. Gréafica de la funcién de segundo grado. Ceros de la fun-
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cién. Intersecciones con los ejes cartesianos. Vértice y eje de simetria. Intervalos de
crecimiento y decrecimiento. Incidencia del coeficiente del término de segundo grado
en la variacion de la parabola.

* Lenguaje coloquial, grafico y simbdlico.

Procedimentales:

* Resolucion y modelizacién de situaciones problematicas aplicando las funciones
de segundo grado.

* Andlisis de la variacion de las magnitudes que intervienen en las situaciones pro-
blematicas.

 Construccion de tablas y graficos.

* Interpretacion de tablas, graficos y obtenciéon de sus expresiones algebraicas.

» Obtencién de conclusiones a partir del modelo.

* Interpretacion de los resultados mateméaticos para la explicacion de las situacio-
nes problematicas.

* Comparacion de las predicciones con los datos iniciales de los problemas para
determinar la validez del modelo.

* Utilizacién del lenguaje coloquial, gréfico y simbdlico asi como el pasaje de uno a
otro, para describir distintas situaciones o fenémenos.

e Comunicacion de enunciados o situaciones mediante un lenguaje matematico
adecuado.

* Identificacion y utilizacion correcta de simbolos y expresiones matematicas en
problemas u otras situaciones.

Actitudinales:

* Valoracion del aporte de los contenidos matematicos a las distintas situaciones de
la vida cotidiana.

* Valoracion del intercambio de ideas como fuente de construccion de los conoci-
mientos.

« Utilizaciéon de un lenguaje claro y preciso que favorezca la comunicacion.

Contenidos previos necesarios

* Intervalos de nimeros reales.

» Concepto de variable y de funcién. Dominio y conjunto imagen. Imagen de un nu-
mero. Funcion creciente y decreciente. Valor maximo y minimo de una funcion. Repre-
sentacion de funciones en un sistema de coordenadas cartesianas.

* Expresiones Algebraicas. Operaciones entre expresiones algebraicas. Factorizacion.

* Polinomios. Grado de un polinomio. Ceros de un polinomio. Raices de una ecuacion.

* Calculo de area de rectangulos.
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Metodologia sugerida para la implementacion de la secuencia

Las actividades de la guia estan preparadas para ser trabajadas de diferentes ma-
neras. Pueden desarrollarse por medio de hojas de trabajo, a manera de secuencia, 0
bien puede diversificarse la manera de trabajar con los alumnos. Por ejemplo, se pue-
den hacer algunas de las actividades por hoja de trabajo, ya sea de manera individual
0 por equipos, de manera de favorecer el trabajo cooperativo; mientras que el docente
puede presentar otras situaciones y resolverlas por medio de interrogatorios y con ayu-
da de los alumnos.

El docente ampliara y formalizara en el pizarrén todo lo trabajado.

—Guia para el alumno—

La modelizaciéon es una de las areas mas atractivas de las ciencias aplicadas y una
de las necesidades mas importantes de los profesionales que necesitan construir mo-
delos para resolver problemas de la vida cotidiana.

La seleccién de un modelo adecuado que reproduzca la realidad es fundamental.
Se trata de entender cémo se comporta el mundo real y obtener las respuestas que
pueden esperarse a determinadas acciones que se realicen sobre ese hecho real.

Actividad 1. En la carpinteria de IDESA se encomend¢ a los alumnos de primer ano
elaborar con listones de madera los carteles rectangulares para la huerta, con la con-
signa de que todos los rectangulos deben tener 40 centimetros de perimetro. (Cuales
deben ser sus dimensiones si, con el objetivo de facilitar la escritura en los mismos, se
desea que presenten el mayor area posible?

a) Para facilitar la resolucién del problema dibuje diferentes rectangulos con la
condicion que su perimetro sea de 40 centimetros.

b) Sila base es de 4 centimetros, écuél es su altura? &Y sila base mide 8 centimetros?

c) Complete la siguiente tabla con posibles medidas para la base, la altura y el area.

Base (cm) Altura (cm) Area (cm?)
2

16
6
7.8

10

9N

14,5
16

2,5
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d) Responda:

i) {Cuales son las variables relacionadas?

ii) La relacion entre el area y la medida de la base del rectangulo, écorresponde
a funcion? éPor qué?

iii) Teniendo en cuenta los valores de la tabla, {qué dimensiones tiene el rectan-
gulo de mayor area?

iv) Dado que numerosos valores no fueron considerados en la tabla, épuede es-
tar seguro de que es la decision correcta?

v) Complete la tabla que se propone a continuacion. Observando los distintos va-
lores, responda nuevamente los dos incisos anteriores.

Base (cm) Altura (cm) Area (cm?)
9,8
9,9
9,95
10
10,05
10,1
10,2

e) Observe la gréfica que representa el area en funcion de la medida de la base y

responda las preguntas que siguen:

70

i) {Cuédl es su decision para cumplir con la consigna del problema?
i) {Por qué tiene sentido unir los puntos?

Area
(cm?)
100
90
80
70
60
50
40
30
20

10

2 4 6 B8 10 12 14 18 18 20 X
(cm)
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f) Intentemos caracterizar la funcion a través de su modelo algebraico.

i) Si llamamos x a la medida de la base, {cdmo expresamos en simbolos la me-
dida de la altura?

ii) ¢Cémo expresamos el area en funcién de la medida de la base?

Luego, laley ..o, representa el area del rectangulo en funcién de la
medida de la base.

La variable independiente €S ..............cccccov.n

La variable dependiente €s ...............cc....

iii) ¢Cual es el intervalo de variacion de la variable independiente?

iv) ¢Cuél es el intervalo de variacion de la variable dependiente?

Recordando que:

El dominio es el conjunto de valores de x para los que existe imagen.
El conjunto imagen es el conjunto de valores que toma la funcion.

v) (Cuél es el dominio de la funcion?

vi) ¢Cudl es el conjunto imagen?

vii) Teniendo en cuenta la expresion algebraica, el dominio y el conjunto imagen,
complete la definicion de la funcién que expresa el area del rectangulo segun la medi-
da de la base.

viii) Resuelva el producto indicado en la ley de la funcion y verifique que se trata
de una expresion polinomial de grado dos.

Las funciones de segundo grado también se llaman cuadraticas y graficamente
estan representadas por curvas llamadas parabolas.

g) Analicemos otras caracteristicas de la funcion.
i) {Como varfa la base para que el area aumente?
ii) &Y para que el area disminuya?
iii) ¢Para qué valor de x el a&rea no aumenta ni disminuye?

El punto V(.......... e ), que corresponde al valor de la abscisa donde la fun-
cién se estabiliza momentaneamente, se llama vértice de la parabola.
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f(x) es creciente en el intervalo ...............

f(x) es decreciente en el intervalo ...............

Enx= ... la funcion presenta valor maximo.

En nuestro problema, para el valor de la abscisa que corresponde al vértice de la pa-
rabola, la funcién alcanza su valor maximo.

El mayor area que pueden tener los carteles para la huertaes ............ cuando la
base mide .........

iv) En la grafica de la funcién, marque las coordenadas del vértice y trace la rec-

ta vertical que pasa por dicho punto. {Qué puede decir sobre el comportamiento de la
grafica a ambos lados de la recta?

Vamos a considerar ahora, apartandonos del problema, como dominio de la funcién
a todos los nimeros reales.

h) Los valores x que hacen que la funcién sea cero son: ..........

Recuerde:

Los valores de x para los cuales y vale cero se llaman ceros de la funciéon. En la
representacion gréafica en el plano, los ceros de una funcién son los valores de x
para los cuales la gréfica corta o toca al eje de abscisas.

Si tiene que construir la pardbola con los datos trabajados hasta el momento,
puede seguir los siguientes pasos:

1) Senale las intersecciones con el eje x.

2) Ubique el punto correspondiente al vértice.

3) Complete la parabola respetando la simetria con respecto al eje de simetria.

i) En expresion f(x) = x.(20 - x), obtenga factor comun -1 del término correspondien-
te a la diferencia en el segundo miembro.

Resultaf(X) = ..o

Escriba ahora usando la forma f(x) = a.(x - x,).(x - x,).

Observe: Los valores x, = 0y X, =20 80N ...,

La expresion f(x) = a.(x -x,).(x- x,), siendo a un numero real distinto de cero, es la
forma factorizada de la funcion cuadratica.

Los valores x, y x, son los ceros de la funcion. Graficamente son los puntos de in-
terseccion con el eje de abscisas.
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Actividad 2. En una isla se introduce una cierta cantidad de conejos en agosto de
1999. La funcién c(x) = -3.(x + 10).(x - 50) permite calcular la cantidad de conejos que
hay en la isla x meses después de agosto de 1999.

a) Teniendo en cuenta la forma factorizada de la funcién cuadrética:

i) {Cuél es el valor de a?

ii) ¢Cudles son los ceros de la funcion? Verifique analiticamente.

iii) ¢Qué representan los valores del inciso anterior en términos del problema?
&Ambos tienen sentido en la situacion planteada?

b) Partiendo de la forma factorizada, aplique propiedad distributiva para resolver el
producto.

c(X) =-3.(Xx + 10).(x-50) = C(X) = .oooveiiiieeiiieeeee e

La funcién cuadratica puede ser expresada de distintas formas. La ecuacién que
obtuvo se llama forma polinomial.

La generalizacion de la forma polinomial para cualquier funcién cuadrética es:
f(x) = ax*+ bx + ¢, siendo a, b y ¢ nimeros reales y a distinto de cero.

Los términos de la funcién reciben los siguientes nombres:

f(x) = ax® + bx, o+ C
Término  Término Término
cuadratico lineal independiente

b= YC = oot
c) Trabajando con la forma polinomial, determine la interseccion de la gréafica con
el eje de ordenadas, es decir el valor de la funciéon parax = ........... ¢{Qué representa

este valor en el problema?

d) Ubique los datos conocidos en un sistema de coordenadas cartesianas. {Como
puede obtener a partir de los mismos las coordenadas del vertice? (Qué significa este
punto en el problema?

e) Complete la gréfica, dibujando la parabola correspondiente a la funcién dada
pero considerando como dominio y conjunto de llegada todos los nlmeros reales.

f) Teniendo en cuenta la situacion planteada, que valores puede tomar la variable in-
dependiente? ¢Y la variable dependiente?

g) Defina la funcion y represente graficamente.

h) ¢{Cuantos conejos habia en la isla en enero de 20007
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Actividad 3. Observe el siguiente sistema de coordenadas cartesianas:

'
L]
[
—_
o

a) Determine las coordenadas de los puntos representados graficamente.

b) A partir de estos datos, escriba la forma factorizada de la ley de la funcién.

c) Trace el eje de simetria {Cuél es su ecuacion?

d) Determine las coordenadas del vértice.

e) Trace la parabola cuyas intersecciones con los ejes de abscisas y ordenadas son
los puntos representados.

f) Escriba los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

g) La funcion, épresenta valor méximo como los ejemplos de las actividades 1) y 2)?
Explique su respuesta.

Observe:
Cuandoa.......... , la pardbola se abre hacia .......... y presenta un valor maximo.
Cuandoa .......... , la parabola se abre hacia .......... y presenta un valor minimo.

Actividad 4. Dada la funcion f(x): R — R/ f(x) = 2.(x - 3).(x - 3)

a) ¢Cuéles son sus ceros?

b) Determine las coordenadas del vértice de su grafica.

c) Teniendo en cuenta lo analizado en los incisos a) y b), qué puede interpretar con
respecto a la representacion grafica?

d) La gréfica de la funcién abre hacia arriba o hacia abajo? Explique.

e) Determine la ordenada al origen.

f) Con los datos obtenidos, dibuje la parabola.
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Actividad 5. Considerando lo analizado en las actividades anteriores:

a) {Cuéantas parabolas de vértice (-2, 0) puede trazar?

b) Dibuje algunas de ellas.

c) Observando las gréficas, équé caracteristicas se mantienen? (Qué cambia?

d) Teniendo en cuenta la forma factorizada de la ley de una funcién de segundo gra-
do, équé datos conocemos? ¢Qué datos faltan?

e) Escriba la ley en forma factorizada que describe cualquiera de las parabolas di-
bujadas.

Actividad 6. Grafique una paréabola que cumpla con las siguientes condiciones en
cada caso:
a) El vértice es el punto V(2, 4) y el coeficiente del término cuadrético es positivo.
b) El vértice pertenece al tercer cuadrante y el coeficiente del término cuadratico es
negativo.
c) El vértice es el punto V(4, -1) y el coeficiente del término cuadratico es negativo.
Observando las gréficas, responda:
i) {Puede determinar una caracteristica comun a estas parabolas?
i) ¢Puede escribir la forma factorizada?

Actividad 7. La posicion de un objeto en caida libre (despreciando la resistencia del
aire) bajo la influencia de la gravedad y con velocidad inicial nula, se obtiene para cada

instante t (en segundos), mediante la ley h(t)= ho—%gt2 , siendo h la posicién inicial

en metros y g la aceleracion de la gravedad, con un valor de 9,8 m2 .
seg
a) Escriba la ley que permite determinar la posicion en cada instante t de un cuerpo
que cae libremente desde 50 metros de altura.
b) Complete la tabla de valores:

Tiempo (s) 0 1 2 3 4
Altura (m)

¢Qué significado tienen los valores de la Ultima columna en el problema?

c) Represente gréficamente la funcion.

d) Obtenga analiticamente el o los ceros de la funcién. Interprete en el problema.
e) Escriba en forma factorizada la ley de la funcién.

f) Determine el dominio y conjunto imagen de la funcién en el contexto del problema.
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Actividad 8. Represente graficamente dos parabolas con vértice en el origen de co-
ordenadas teniendo en cuenta que una abra hacia arriba y otra hacia abajo.

a) Partiendo de la forma factorizada, deduzca la forma general de la funciéon de se-
gundo grado en estos casos.

b) ¢(Qué dato o datos deberfa conocer para determinar la ley correspondiente a
cada gréafica dibujada? Encuentre dicha ley.

—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

Actividad 1. A pesar de que la mayoria de las situaciones de variacién y cambio de
la vida diaria involucran de manera explicita la variable tiempo, esto no significa que no
se puedan considerar situaciones que no tengan que ver con esta variable. Muchos
problemas comprenden, de manera implicita o explicita, una variable que se comporta
como el tiempo y de la cual dependen otras magnitudes en la situacion. Estos proble-
mas o situaciones se pueden modelar también variacionalmente.

Un ejemplo de este tipo de situaciones son los problemas de optimizacién. En esta
actividad se presenta un caso: se busca determinar de todos los rectangulos de igual
perimetro el o los que tienen area maxima.

De esta manera, no soélo se desarrollan los conceptos relacionados con las funciones,
sino que se favorece también el tratamiento de contenidos geométricos y situaciones de
gran importancia en matematica, como son los problemas de maximos y minimos.

A medida que se presentan distintas nociones referidas a la funcién de segundo
grado, se van repasando conceptos generales referidos a las funciones, como domi-
nio y conjunto imagen por ejemplo.

Se trabajan todos los registros: numérico, grafico, verbal y algebraico, requiriendo la
conversion entre varios de ellos.

Para facilitar la resolucion del problema se solicita al alumno que, en primer lugar, di-
buje diferentes rectangulos que cumplan la condicion de que su perimetro sea 40 cen-
timetros.

Esto debe permitirles descubirir la relaciéon entre la base y la altura, condicién necesa-
ria para poder contestar las preguntas sobre valores especificos y completar la tabla.

Asi, deben descubrir que si la base es de cuatro centimetros, la altura debe ser 16
centimetros. Y a una base de 8 centimetros, le corresponde una altura de 12 centime-
tros. La tabla completa resulta:
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Base (cm) Altura (cm) Area (cm?)
2 18 36

4 16 64

6 14 84
7.8 12,2 95,16
9 1hl 99
10 10 100
13 7 91
14,5 5,5 79,75
16 4 64
17,5 2,5 43,75

Teniendo en cuenta los datos del problema, la tabla y sus conocimientos previos, el
alumno puede responder las preguntas del inciso d)

i) ¢Cualessonlasvariablesrelacionadas?

i) La relacion entre el areay la base del
rectangulo, écorresponde a funcion? éPor
qué?

iii) Teniendo en cuenta los valores de la
tabla, équé dimensiones tiene el rectangu-
lo de mayor area?

iv) Dado que numerosos valores no fue-
ron considerados. £Como puede estar se-
guro de que es la decision correcta?

La medida de la base, la medida de la
altura y del area del rectangulo.

Si, porque a cada valor de la base le
corresponde un Unico valor de éarea. Es
importante en este momento analizar con
los alumnos si este problema responde
a alguno de los modelos que describen
funciones que fueron estudiados hasta el
momento en que se resuelven estas acti-
vidades.

El rectangulo de mayor érea es el que
tiene las mismas medidas de base y altura.

No estamos seguros porque podrian
considerarse otros infinitos valores para la
medida de la base.

Resulta interesante analizar este aspecto, la imprecisién de la tabla para verificar
que el valor maximo del area se da cuando la base y la altura son iguales.

Sin utilizar todavia argumentos relacionados con la funcién cuadrética, se propone
la realizacion de una tabla de valores préximos a 10 que permita intuir la validez de las

conjeturas hechas hasta el momento.
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Base (cm) Altura (cm) Area (cm?)
9,8 10,2 99,96

9,9 10,1 99,99

9,95 10,05 99,9975
10 10 100

10,05 9,95 99,9975
10,1 9,9 99,99

10,2 9,8 99,96

Con este tipo de trabajo se favorece el tratamiento de un mismo contenido desde
diferentes aproximaciones (geométrica, aritmética).

El docente puede aprovechar los datos de la tabla para analizar cada serie de nu-
meros Yy trabajar aspectos relacionados con la aproximacion a un valor determinado,
introduciendo términos especificos como “tiende a...”, “por izquierda”, “por derecha”.

También puede mostrar que las aproximaciones a 10 pueden hacerse tan pequenas
como queramos y de esta manera la medida del &rea se hara cada vez mas préxima a
100. En esta oportunidad, se estara trabajando, en forma intuitiva, el concepto de limite.

Se puede pedir a los alumnos, que completen la tabla con valores més lejanos o
mas cercanos a 10, y trabajar también la nocion de la completitud del conjunto de los
numeros reales.

Volviendo al problema, la Ultima tabla permite intuir la validez de las conjeturas reali-
zadas sobre el rectangulo de area maxima.

La representacion gréafica permite corroborar que el area maxima se verifica para un
rectangulo de 10 centimetros de base y la misma medida de altura.

Area 1
(cm
100

90
80
70
60
50
40
30
20
10

2 4 6 8 10 12 14 18 18 20 X
(cm)
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Para cumplir con la consigna del problema, se deben confeccionar cuadrados de
10 cm de lado. De esta manera el area sera maxima, con un valor de 100 cm?.

En este caso corresponde unir los puntos ya que ambas variables, la medida de la
base del rectangulo y la medida del area, son continuas.

Es importante la reflexion que el docente pueda plantear a sus alumnos sobre la ne-
cesidad de complementar el estudio con el andlisis analitico de la funcion.

La tabla de valores da una visién cuantitativa, que se puede interpretar facilmen-
te desde el punto de vista de una correspondencia, pero plantea muchas dificultades
para el analisis de las caracteristicas globales de una funcion. La expresion algebraica
y la grafica, proporcionan mayor informacién, permitiendo una vision méas general de la
funcién, tanto de aspectos cuantitativos como cualitativos.

En la situaciéon presentada en esta actividad, es posible generalizar el comporta-
miento de los valores de las variables involucradas, estableciendo la ley en forma al-
gebraica.

El inciso f) se refiere a ese aspecto, la expresion algebraica de la relacion entre las
medidas de la base, la altura y el area.

Si generalizamos, llamando x al valor de la base, la medida de la altura debe escri-
birse como 20 - x.

A partir de esas expresiones, resulta que el area del rectangulo viene dado por x.(20 - x).

La ley f(x) = x.(20 - x), expresa el area en funcion de la base.

La variable independiente (representada por x) es la medida de la base del rectan-
gulo y la dependiente la medida del &rea. Ambas pueden tomar cualquier valor real po-
sitivo. Sin embargo, para que quede definido un rectangulo, la variable independiente
toma valores comprendidos entre cero y veinte. Conforme los valores de la variable in-
dependiente varian en ese intervalo, la variable dependiente toma valores mayores que
cero y menores o iguales que cien.

Luego, el dominio de la funcion definida para el problema es el intervalo (0, 20) y el
conjunto imagen esta dado por (0, 100].

Es necesario que el docente repase con los alumnos por qué expresan el dominio
como un intervalo abierto y el conjunto imagen como un intervalo semicerrado a derecha.

Teniendo en cuenta dicho dominio y conjunto imagen, la funcion queda definida de
la siguiente manera:

f: (0, 20) — (0, 100] / f(x) = x . (20 - x)

Aplicando propiedad distributiva del producto respecto a la diferencia, obtenemos
f(x) = 20x - X2, que es una expresion polinomial de segundo grado.

La funcion que estamos trabajando en el problema se llama cuadrética y su re-
presentacion grafica es una parabola.

79



Matematica: funciones y nociones de trigonometria

Esta curva tiene determinadas caracteristicas que no siempre se pueden obtener fa-
cilmente desde la tabla. Es necesario reflexionar con nuestros alumnos, sobre los in-
convenientes de construir la grafica mediante el trazado de puntos. La obtenciéon de
una idea confiable de la forma de la curva exige el marcado de gran nimero de puntos.
Igualmente, siempre se corre el riesgo de obtener una vision deformada de la gréfica.

Por eso, en el inciso g), continuamos indagando otras caracteristicas que ayudan a
la construccién de la gréafica.

Las preguntas siguientes abarcan otros aspectos variacionales de la funcion.

i) ¢CoOmo varia la base para que el area Mientras la base varia de 0 a 10 centi-
aumente? metros, el area aumenta.
ii) &Y para que el area disminuya? Cuando la base varia de 10 a 20 centi-

metros, el area disminuye.

iii) ¢{Para qué valor de x el area no au- Cuando la base mide 10 centimetros,
menta ni disminuye? el area ni aumenta ni disminuye.

Luego, la funcion es creciente en el intervalo (0, 10) y decreciente en (10, 20). En el
punto de abscisa x = 10, la funcién no crece ni decrece.

El punto de coordenadas (10, 100) es el vértice de la parabola.

En x = 10, la funcién alcanza su valor méaximo. El valor méaximo es 100.

Area2 +
(cm9) Vértice
100} === === === ===z &’
a0

gol Lafuncion
"crece"

La funcion
{ "decrece”
70

1

1

]

1

]

1

]

1

60 1
50 i
40 i
30 :
20 :
]

1

1

10

2 4 B 8 10 12 14 16 18 23;

\ VAN J (cm)
' h

Intervalo de crecimiento Intervalo de decrecimiento

80



Matematica: funciones y nociones de trigonometria

Todas las parébolas tienen un eje de simetria o espejo de manera que una parte de
la curva se corresponde exactamente con la otra. El vértice de la parabola es el punto
que se encuentra sobre el eje de simetria.

Es conveniente que al hablar de simetria se muestren los puntos simétricos respec-
to al eje. Esta caracteristica facilita la construccion de la gréafica.

Para la situacion planteada en h) es facil deducir que el area es nula cuando la base
mide cero o 20 centimetros.

Este es un buen momento para que el docente se aparte del problema y repase
todo lo desarrollado, considerando como dominio de la funcién a todos los nimeros
reales. Los ceros de la funcién son x = 0y x = 20. Gréficamente son las abscisas de
los puntos donde la grafica corta al eje x.

El docente puede disponer de un tiempo para repasar cémo encontrar los ceros de
una funcion analiticamente. Para la funcion del problema f(x) = x.(20 -x), planteamos la
ecuacion 0 = x.(20 -x).

Al resolverla, es decir, al calcular las raices de la ecuacion, sabremos para qué valo-
res de x, f(x) es igual a cero.

Con los datos trabajados hasta aquif es posible dibujar la grafica de una funcion de
segundo grado. Marcando el vértice y los ceros de la funcién, trazando el eje de sime-
tria, se completa la parabola con una curva suave respetando la simetria.

Area 4

2 - i
(C:ﬂnt)I _______________ - Vertice

a0 |
80 | Simétrico del
70 : ‘/puntn A

80
50
40
30
20
10

Eje de
simetria

" Cero de Cero de (cm)

*“\2 4 6 8 M 12 14 16 1820 x
I
la funcion [ la funcién

Pasando al inciso i), si se extrae factor obtenga factor comun -1 del término corres-
pondiente a la diferencia de la ecuacion f(x) = x. (20 - X) se obtiene la expresion facto-
rizada de la funcion f(x) = -1. x. (x - 20).

Esta expresion es equivalente a f(x) = -1. (x - 0). (x - 20).

En la Ultima ecuacién, los valores x,= 0y x, = 20 corresponden a los ceros de la
funcién, es decir, los puntos donde la parabola interseca al eje x.
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El docente debe presentar la forma factorizada de la funcién, explicando el significa-

do de los distintos valores que aparecen.

Con respecto al coeficiente del término de segundo grado, debe dejar en claro por
qué debe ser diferente de cero. Su significado sera retomado en otras actividades.

Actividad 2. En la situacion presentada se define un modelo de cambio a través de
su ley. Las expresiones algebraicas tienen la ventaja de describir con precision como
se relacionan las variables. Su estudio permite un analisis y caracterizacion mucho

mas profundo de la funcion.

Se parte de la forma factorizada de la funcién cuadratica para llegar a la polinomial

y estudiar sus caracteristicas.
Analicemos la secuencia.

a) i) ¢Cual es el valor de a?

ii) ¢Cuéles son los ceros de la funcion?
Verifique analiticamente.

iii) £Qué representan los valores del in-
ciso anterior en términos del problema?
{Ambos tienen sentido en la situacion
planteada?

En la ecuacion dada,

c(x) = —3.(x + 10).(x — 50), se observa
quea = —3.

Los ceros de la funcién son x,= —10
yx, = 50.

Para verificarlo, calculamos c(—10) y
c(50). Al reemplazar x por =10y luego por
50, obtenemos que ambos valores numé-
ricos son iguales a cero.

En el contexto del problema, repre-
sentan en qué momentos la cantidad de
conejos en la isla es nula. En particular
x,= —10 significa que 10 meses antes de
agosto de 1999, la cantidad de conejos
esceroy el valorx, = 50 representa que
vuelve a anularse 50 meses después.

Por el enunciado del problema, convi-
ene hacer coincidir x = 0 con el momen-
to en que se introducen los conejos a la
isla, es decir agosto de 1999. Luego, no
tiene sentido considerar el valor x,= —10
ni cualquier valor negativo.

b) Partiendo de la forma factorizada, aplicando propiedad distributiva para resolver
el producto, podemos obtener ¢(x) = —-3x? + 120x + 1500.
Esta es la ley de la fundén escrita en forma polinomial.
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En el item c), calculando ¢(0) = 1500, se obtiene la ordenada al origen de la grafica
de la funcién. Es importante que el docente muestre que este valor coincide con el tér-
mino independiente de la ecuacién anterior.

Para representarlo en el plano escribimos el punto (0, 1500).

La ordenada al origen es el punto de interseccion de la grafica con el eje y, es
decir f(0) = c.

d) En la gréfica de la derecha represen- c(x)¢
tamos los puntos obtenidos.

Por propiedad de simetria de la paréa- orderads
bola, el vértice debe estar ubicado sobre al origen\
la recta vertical que pasa por el punto me- 1500¢
dio del intervalo determinado por los ce-
ros de la funcién.

cero de la cerodela
funcién funcién
100 K .
-10 80 x
Gréficamente podemos determinar la ey ‘. Vértice
ecuacion del eje de simetria y la coorde- :V(ZO. 2700)
nada x del vértice. Facilmente se observa E
_ 1Eje de simetria
que 20=M. x=20
2 15008 |
'
cero de la ' cerodela
funcion ' funcién
. \4‘ 100! ' ‘b’ .
S -0 20 50 x

Para encontrar la ordenada del vértice, hallamos la imagen de la abscisa en la ley
de la funcion.

En la forma factorizada: c(20) = -3.(20 + 10) . (20 —50) = 2700

O bien en la polinomial: ¢(20) = -3.202 + 120.20 + 1500 = 2700

Luego, las coordenadas del vértice son (20, 2700).
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En el problema, este punto representa que transcurridos 20 meses desde agosto de
1999, se presenta la cantidad méxima de conejos en la isla que es de 2700.

Para determinar la coordenada x del vértice analiticamente, debemos calcular la
semisuma de los ceros de la funcién.

En general, siendo x, y x, los ceros de la funcion, la abscisa del vertice (x ) se ob-

X, +X,

2

La ordenada del vértice (y,) se encuentra calculando la imagen de x, en la fun-
cion, esto esy, = f(x )

Las coordenadas del vértice son (x , f(x )).

tiene haciendo: X, =

e) Con los datos obtenidos hasta el momento, es posible dibujar la parabola.
Considerando como dominio y conjunto de llegada de la funcién todos los reales,
se obtiene:

2588t

1500

+ 100 »
10 20 50V x

-

f) Dado que la variable independiente esta expresada en meses, puede tomar en
principio todos los nimeros reales mayores o iguales que cero.

Para valores de x mayores a 50, la funcion toma valores negativos, lo cual no tiene
sentido, ya que representa cantidad de conejos.

Luego la variable independiente toma los valores del intervalo [0, 50].

A medida que x toma valores en este intervalo, la cantidad de conejos toma valores
enteros mayores o iguales que cero y menores 0 iguales que 2700, con estos valores
incluidos.
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g) Para definir la funcion en el contexto del problema, debemos determinar en pri-
mer lugar el dominio de la funcién. Segun lo trabajado en el inciso anterior el mismo es
el intervalo [0, 50].

Como conjunto de llegada de la funcién podemos considerar al conjunto de los nu-
meros naturales, o bien un subconjunto del mismo, por ejemplo, el determinado por to-
dos los nimeros naturales mayores o iguales que cero y menores o iguales que 2700.

De esta manera podemos definir la funcion:

c: [0,50] - N/c(x) = -3.(x + 10).(x — 50), si escribimos la ley en forma factorizada.
O bien:

c: [0, 50] - N /c(x) = -3x% + 120x + 1500, si la escribimos en forma polinomial.

Teniendo en cuenta el enunciado del problema la grafica de la funciéon se ubicaria
en el primer cuadrante. Surge ademas la dificultad de que la variable dependiente es
discreta. Es evidente que la cantidad de conejos no puede tomar un valor que no sea
entero positivo o cero.

Esto implica que no podemos unir los pares de valores que pertenecen a la funcién
con un trazo continuo.

Sin embargo, en muchos casos como el de nuestro ejemplo, es imposible dibujar
todos los puntos que pertenecen a la funcion, por lo que se toma la decision de dibujar
la pardbola, a veces con lineas de puntos o directamente con trazo continuo.

Este Ultimo caso es comUn en muchas aplicaciones y resulta importante a los fines
practicos, para poder realizar mejores analisis de dichas funciones. Es necesario tener
presente esta situacion al momento de la elaboracion de las conclusiones.

Si bien el problema de la continuidad es complejo, trabajando con problemas con-
cretos las dificultades se atendan. Conviene introducir siempre situaciones variadas e
ir profundizando el anélisis a medida que el aprendizaje progresa.

h) Para calcular la cantidad de conejos que habia en la isla en enero de 2000, debe-
mos tener en cuenta lo siguiente: dado que x = 0 corresponde a agosto de 1999, ene-
ro de 2000 corresponde a x = 5.

Por lo tanto debemos determinar el valor numérico de la funcién para dicho valor de
la variable independiente, usando cualquiera de las dos expresiones encontradas para
la funcion.

c(5) = -3.(6 + 10).(5 - 50) = c(5) = 2025

En enero de 2000, transcurridos cinco meses desde la introduccion de los conejos
en la isla, hay en la misma 2025 conejos.

Actividad 3. En esta actividad se repasan los contenidos desarrollados en las acti-

vidades anteriores, pero la parabola presentada abre hacia arriba, por lo que la funcion
no presenta valor méaximo sino minimo.
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Los datos son dados en este caso graficamente. El alumno debe ser capaz de, a
partir de la lectura de la grafica, obtener los datos que necesita para construir la expre-
sion algebraica de la funcién.

Los puntos representados son la ordenada al origen, de coordenadas (0, 2) y las
abscisas al origen, de coordenadas (1, 0) y (4, 0).

A partir de los puntos de intersecciéon con el eje x, puede marcar el eje de simetria.
Puede determinar también el punto simétrico a la ordenada al origen.

Para el inciso b) se sugiere que el docente deje unos minutos para ver qué intentan
para su resolucion.

Puede guiar el trabajo con preguntas como:

*¢(,Como escribimos en general la forma factorizada de una funciéon?

*¢Qué datos conocemos”?

*(Cuéles podemos reemplazar directamente en la férmula anterior?

*(,Qué valor falta calcular?

*Conocido un punto que pertenece a la grafica de la funcion, {qué implica esto con
respecto a su ley?

Si los alumnos han trabajado este tipo de actividad anteriormente, con otras funcio-
nes, podran resolverla sin dificultad. En caso contrario, el docente debera desarrollarla
en el pizarron.

Reemplazando los ceros en la expresion factorizada resulta f(x) = a. (x —1).(x — 4)

Como la ordenada al origen corresponde a un punto que pertenece a la parabola,
verifica la ecuacion. Por lo tanto podemos reemplazar x = 0 e y = 2 y determinar el va-
lor de a.

Resulta2 =a.(0-1).0-4) = a= % .

Con este valor de a, la forma factorizada de la funcion resulta:

00 =2 (x-1) (- 4)

2

La ecuacion del eje de simetria puede ser obtenida de la observacion de la grafica o
analiticamente. La misma es x = g .

Por lo tanto, la abscisa del vértice es xy = g Para hallar la ordenada reemplaza-

mos en la ley de la funcion y obtenemos f{gj = —% .
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La representacion gréafica resulta:

4

En el inciso f) se solicita los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
Los alumnos tienen dificultades para interpretar que deben determinar los intervalos
de variacion de la variable independiente. Suelen dar como respuesta los intervalos de
variacion de la variable dependiente que corresponden a los tramos donde la funcion
crece o decrece.

La funcion presentada en esta actividad presenta un valor minimo ya que abre hacia
arriba. Dicho valor se alcanza en el vértice.

Es decir, la funcién tiene valor minimo que es y = —% y se alcanza en x :g .

Actividad 4. Esta actividad permite seguir revisando la forma factorizada de la fun-
cién cuadratica y los elementos que se pueden extraer desde la misma para llegar a la
representacion grafica. En este caso los datos son presentados en forma algebraica, a
través de la ley de la funcion.

Teniendo en cuenta que f(x) = 2.(x — 3).(x — 3), se puede deducir que los ceros de
la funcion son iguales a tres. Si se trabaj6 anteriormente la resolucion de la ecuacion
cuadratica, el docente puede recordar en este momento que este caso corresponde
a una ecuacion con raices iguales. Es decir, la ecuacion 2.(x — 3).(x — 3) = 0 tiene una
raiz doble.

Esto significa que la gréfica de la funcion corta al eje de abscisas en un solo punto,
X = 3.

A partir de esta observacion, el alumno debe ser capaz de interpretar graficamente,
que el punto de abscisa tres debe corresponder al vértice de la parabola.

3+3

Si procede analiticamente, puede comprobarlo: xy = =3.
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Para hallar la ordenada, puede reemplazar en la ley de la funcién y calcular que f(3) = 0.
Luego el vértice es el punto (3,0).
Los puntos donde la gréafica corta al eje de abscisas y el vértice de la parabola coin-

ciden.
En el inciso e) se les solicita la ordenada al origen, que es f(0) = 18.
Con todos los datos obtenidos, puede dibujar la grafica de la funcion.

vt

184
15

12

Actividad 5. En esta actividad se sigue trabajando la influencia del coeficiente del
término de segundo grado en la grafica de la funcién. En una actividad anterior se ana-
lizé la influencia del signo, en ésta la de su valor absoluto.

Se requiere la movilizacion entre los registros gréfico, verbal y algebraico.

Se pueden trazar infinitas parabolas de
vértice (-2, 0).

Ademéas del vértice, todas comparten
el eje de simetria.

La caracteristica que varia es la abertura
de las ramas de las parabolas. Algunas son
mas abiertas, otras mas cerradas. Algunas
abren hacia arriba, otras hacia abajo.

'ynn

»
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Teniendo en cuenta que el vértice coincide con los ceros de la funcion, la ley que la
define tiene la forma: f(x) = a.(x + 2).(x + 2) = a.(x + 2)%

A medida que el valor de “a” cambia, obtenemos parabolas diferentes.

¢Cémo debe ser el valor de “a” para que la parabola abra hacia arriba? éy para que
abra hacia abajo?

La incidencia de la variacién de este pardmetro se seguird analizando en otras ac-

tividades.

Actividad 6. En esta actividad se trata el caso de que la grafica de la funcién de se-
gundo grado no interseca al eje x. A partir de datos dados desde el registro verbal, los
alumnos deben representar graficamente las distintas parabolas.

En cada caso se da como dato el vértice, o su posicion, y el signo del parametro a.
Una gréfica posible para cada ftem se muestra a continuacion:

T R —
B
b

V@2, 4ya>0 Ve lll cuadranteya < 0 V@4, -1)ya<0

Ninguna de las parabolas corta al eje de las abscisas. Esto significa que la ecuacion
cuadrética asociada a la ley de la funcién no tiene ceros reales. No es posible escribir
la forma factorizada de la ley trabajando con nimeros reales.

La forma de trabajo de esta actividad dependeré si las ecuaciones cuadraticas fue-
ron estudiadas con anterioridad, si se pretende desarrollar el tema en simultaneo o
posteriormente.

El docente puede aclarar que las raices de la ecuacién son nimeros complejos
cuyo estudio se profundizara en otro momento.

Actividad 7. Se plantea una situacion problematica del contexto de la fisica, en la
que se presenta la forma polinomial de la funcion. Se interpreta la situacion desde los
registros numérico y grafico. o

Sabiendo que el cuerpo cae desde 50 metros de alturay g = 9,8 se?’ la ley de la
funcién es h(t) = 50 — 4,92,

Con la misma, los alumnos pueden completar la tabla de valores.
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Tiempo (s) 0 1 2 3 4
Altura (m) 50 451 30,4 59 -28,4

Dado que el Ultimo valor, correspondiente a la altura a los cuatro segundos, es ne-
gativo, se interpreta que en este instante el cuerpo ya estaba en el piso. Teniendo en
cuenta la posicién del cuerpo a los tres segundos, se deduce que el cuerpo toca el
piso en determinado momento comprendido entre los dos valores de la variable inde-
pendiente.

Debido a que la variable independiente representa tiempo transcurrido desde que
comienza a caer el cuerpo, para la representacion consideramos valores reales mayo-
res o iguales a cero.

Uniendo los puntos correspondientes a AEtr%ra p

los valores de la tabla, obtenemos la si- 60
guiente gréfica: 50,
En el dibujo el alumno puede visualizar lo 40
analizado antes numéricamente. En deter-
. . . 30
minado instante comprendido entre los tres
y cuatro segundos, el cuerpo toca el piso. 20
Luego de ese instante no tiene sentido 10

en la gréfica continuar la curva. .

1 4 Tiempo
0 2 3\ o

Para obtener analiticamente los ceros de la funcion planteamos la ecuacion h(t) = 0,
de donde 50 — 4,9t2 = 0.

Resolviendo encontramos que, aproximadamente, t = 3,19 o bien t = -3,19.

En el contexto del problema, el cuerpo toca el piso a los 3,19 segundos aproxima-
damente.

La forma factorizada de la funcién es h(t) = = 4,9 (t + 3,19).(t — 3,19)

El dominio de la funcién resulta, para el problema, el intervalo [0; 3,19] y el conjunto
imagen el intervalo [0; 50].

El docente puede aprovechar este ejemplo para trabajar otros aspectos de la fun-
cién cuadrética.

Tomando como dominio todos los reales, la representacion gréafica resulta:
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Altura
m
(Mg

50
40
30

20
10

<

af3 2 1 b1 o2 3\ 4TiEE"Sﬂ)P°

Cuando la funcién tiene ceros opuestos, la grafica resulta simétrica respecto al eje
de ordenadas. El vértice de la pardbola, en nuestro caso el punto de coordenadas
(0, 50), coincide con la ordenada al origen.

Actividad 8. Esta actividad tiene como objetivo determinar la ecuacion de la familia
de parébolas que tienen como vértice el origen de coordenadas.

Dado que el vértice se ubica sobre el eje de abscisas, en particular el origen, el mis-
mo coincide con los ceros de la funciéon, por lo que la funcién tiene dos ceros iguales
X, =X, =0.

Reemplazando en la forma factorizada obtenemos f(x) = a (x — 0) (x — 0), de donde
f(x) = ax2.

Su gréfica es una parabola simétrica respecto al eje de ordenadas.

El docente puede trabajar numéricamente este aspecto para reforzar la compren-
sién. A partir de una tabla de valores los alumnos pueden observar que, dado que la
variable independiente esté elevada al cuadrado, las iméagenes son iguales (y ademas
siempre positivas) para cualquier valor de x y su opuesto.

El signo de a es el que determina el signo de la imagen, ya que al multiplicar por ese
valor las imagenes seran todas positivas si a es mayor que cero y negativas en caso
contrario.

Nuevamente se observa cuando la pardbola abre hacia arriba y cuando hacia abajo.

A continuacion se grafican dos ejemplos, uno de cada caso.

v

91



Matematica: funciones y nociones de trigonometria

Para determinar su ley, podemos dar como dato las coordenadas de otro punto que
pertenezca a la gréfica de la funcion.

El punto (1, 5) pertenece a la primera parabola. Reemplazando x = 1 ey = 5 en
f(x) = ax® se obtiene a = 5, por lo que la ley de la funcién es f(x) = 5x°.

Analogamente, conociendo que el punto (2, —16) verifica la ecuacién, se obtiene
f(x) = —4x? para el segundo caso.

—Actividades complementarias —

Los problemas de la guia tienen como propdsito afianzar los conceptos y aplicacio-
nes desarrollados. Se incluyen las respuestas para poder verificar logros y avanzar en
el estudio del tema.

Problema 1. La empresa Agromax lanzd al mercado un nuevo fertilizante. De inme-
diato, su competencia, Nuevo Horizonte, hizo lo mismo con un producto con los mis-
mos beneficios. Esta situacion determind que Agromax, empezara a disminuir el precio
de venta de su producto hasta reposicionarlo en el mercado.

El precio p (en pesos por litro) del fertilizante durante el primer ano pudo modelizarse
mediante la siguiente ley: p(x) = 2x>— 16x + 75, donde x indica el tiempo en meses.

a) {Cudl fue el precio del fertilizante por litro en el momento del lanzamiento? &Y a
los dos meses”?

b) ¢{Cudl habra sido el porcentaje de rebaja a los tres meses de lanzado el producto?

c) Compare el precio por litro del fertilizante en el momento que se puso a la venta
con su precio a los ocho meses.

d) Grafique la funcion

e) ¢Cual fue su minimo precio por litro? ¢En qué mes?

Respuestas
a) El precio del fertilizante por litro en el momento del lanzamiento fue de $ 75y a los
dos meses de $ 51.
b) El porcentaje de rebaja a los tres meses de lanzado el producto fue del 40%.
c) A los ocho meses el precio era el mismo que al momento del lanzamiento, $ 75.
d)
pt

80
60
40
20
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e) A los cuatro meses se obtuvo el precio mas bajo por litro, $ 43.

Problema 2. En una granja acuicola se crian pejerreyes en grandes tanques de
agua. Uno de estos peces observa que ha quedado alimento sobre una malla que se
encuentra a 35 cm debajo de la superficie del agua y se lanza hacia él. La trayectoria
que le permite alcanzar dicho alimento sigue alguno de los siguientes modelos, donde
las trayectorias estan dadas en centimetros:

T,(x) = —3x2 + 18x - 62

T,(x) =—3x* + 18x-63

T,(x) = —3x2 + 18x - 64

a) ¢Con cudl de las tres trayectorias alcanzara el alimento sin necesidad de mover
la malla?

b) Realice el gréfico correspondiente a la trayectoria elegida.

Respuestas
a) La trayectoria elegidaes la T,
b)

Problema 3. Una industria produce quesos roquefort en hormas circulares, cuyos
diametros (en centimetros) son nimeros enteros desde 15 a 35 inclusive. El precio p
(en pesos por queso) en funcion del diametro d sigue el siguiente modelo:

2 9)* 279
=Slg-2|+22
p(d) 5( 2j+ 5

a) ¢(Cudl es el precio de un queso de 0,16 m de diametro?

b) &Y el de un queso de 28 cm de diametro?

¢) Si un cliente tenia $100 para comprar un queso, écual es el diametro del mayor
queso que pudo adquirir?

d) (Cual es el dominio en el contexto planteado inicialmente?

e) Realice el gréfico correspondiente. {Podemos representar la funciéon con un tra-
zo continuo?
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Respuestas

a) El precio del queso de 0,16 m de diametro es aproximadamente $ 52,13.

b) El precio del queso de 0,28 m de diametro es aproximadamente $ 92,13.

c) El cliente pudo adquirir un queso de 29 cm de didmetro.

d) El dominio esta formado por todos los nimeros enteros mayores o iguales que
15y menores o iguales que 35.

e) Dado que el dominio lo constituyen puntos aislados, no podemos representar a
la funcién con un trazo continuo.

pt
150
.
120
.-.'
80 -~
o
60 -
0
15 20 25 30 35 d

Problema 4. La Organizacion Mundial de la Salud aconseja que hay que tener un
indice de masa corporal entre 18 y 25 para tener buena salud; que una masa corporal
menor a 18 indica “infrapeso”; mas de 18 peso normal y por encima de 25, sobrepeso
u obesidad. La funcién p(h) = 20 h? relaciona el peso p (en kilogramos) de una perso-
na con su altura h (en metros), para un indice de masa corporal (IMC) igual a 20.

a) ¢De qué tipo de funcién se trata?

b) Represente la funcion graficamente.

c) En el parque Divertilandia, para subirse a la mas grande de las montanas rusas,
se debe tener entre 1,25 my 1,80 m inclusive de estatura. (Cudl es el peso minimo que
debe tener cada persona que se suba a esta montana para que pueda considerarse
saludable segun la funcion p?

d) (Cuél es el peso méaximo que tendré que soportar el juego del ftem ¢) si se quie-
ren subir 20 personas segun la funcion p?

e) ¢Cual es el dominio y la imagen de la funcién p en el contexto del inciso ¢)?

Respuestas
a) Se trata de una funcién de segundo grado o cuadrética.
b)

p

70

50

30

10

05 1 15 2 h
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c) El peso minimo es de 31.25 kg.
d) El maximo peso que tendré que soportar es de 1296 kg.
e) D = [1,25;1,80] Cl = [31,25;64,8]

Problema 5. En la empresa Lechisima se pretenden renovar los envases de leche en-
tera, por envases con forma de prismas de base cuadrada que tienen 15 cm de altura.

a) ¢Cual es la férmula que permite calcular el volumen de dichos envases en centi-
metros cubicos en funcion de la arista | de la base?

b) Si se decide que el volumen adecuado de los envases es de 1,215 litros. {Qué
largo tendrfan que tener las etiquetas de dichos envases si se pretende rodearlos com-
pletamente?

Respuestas
ajv=151P
b) Las etiquetas tendrian que tener 36 cm de largo.

Problema 6. Rodriguez es ingeniero agrénomo y tiene un problema con un clien-
te que le encargd semillas de maiz para sembrar. Cufia, su cliente, le encargd semillas
para sembrar un campo cuadrado de 1,2 km de largo, por un monto de $21 600. Pero
luego cambid de opinién ya que pudo alquilar el campo contiguo y le pidié que le ven-
diera semillas para una superficie total cuyas longitudes son exactamente el doble del
campo inicial. Cufia esta dispuesto a pagar por la nueva compra $43 200 pero Rodri-
guez dice que el precio es el doble de lo que le esta ofreciendo su cliente. éQuién tiene
razon? Justifique la respuesta.

Respuesta

El ingeniero agrénomo Rodriguez tiene razén. Al duplicarse la medida del lado, el
area se cuadriplica.
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Los angulos y sus medidas

Silvia Vrancken, Adriana Engler y Daniela Maller
Universidad Nacional del Litoral

Los angulos son los principales elementos al trabajar en trigonometria. Los mismos
se miden usando diferentes sistemas. Las dos unidades méas comunes son el grado y
el radian.

En la escuela primaria, nuestros alumnos han estudiado seguramente el sistema
sexagesimal de medicién de angulos. En algunas situaciones surge el problema de
que las unidades de grados no tienen relacidon matematica con otras unidades de
medicion. Nos planteamos preguntas como: équé relacion tienen los 360° de un circu-
lo y la unidad que mide el radio?, {qué tan grandes son 360°7

Aparece la necesidad de definir un nuevo sistema de medicion para resolver nume-
rosos problemas en matematica y otras ciencias.

En el triangulo rectangulo de la figura,
la razén entre h y ¢ es independiente del
tamano del triangulo (teniendo en cuenta h
las caracteristicas de los triangulos seme-
jantes).

Esta propiedad permitid a los primeros
ingenieros, calcular las proporciones de los
triangulos en pequena escala antes de apli-
carlos en triangulos mucho mas grandes.

Para los astronomos que observan el h a
movimiento celeste, fue mucho mas inte-
resante el dibujo ampliado del triangulo.
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En este dibujo, 6 es un angulo central de un circulo de radio h que interseca a un
arco de circunferencia de longitud a.

Si 6 mide por ejemplo 50°, llamamos a a un “arco de 50 grados” por su asociacion
directa con el angulo central 0, pero a también tiene una longitud que puede medirse
en las mismas unidades que las otras longitudes del dibujo.

De esta manera, es natural pensar que el &ngulo esté determinado por el arco en
lugar de que el arco esta determinado por el angulo. Esto conduce a la medida en ra-
dianes.

En este apartado revisaremos algunas cuestiones basicas referidas a los angulos y
cémo medirlos.

Objetivos

* Utilizar el concepto y notacion de los angulos.

* Utilizar correctamente las unidades de medida de los angulos en grados y en ra-
dianes.

» Convertir la medida de un angulo en grados a radianes y viceversa.

Contenidos a desarrollar
Definicion de angulo. Sistema sexagesimal y sistema radial de medicion de angu-
los. Longitud de un arco de circunferencia.

Contenidos previos necesarios
Angulos. Sistema sexagesimal de medicién de angulos. Circunferencia y circulo.
Angulo central de una circunferencia. Sector circular.

Metodologia sugerida para la implementacion de la secuencia

A partir de un problema practico, se presenta una serie de preguntas y actividades.
Las primeras tienen el propdsito de investigar y repasar algunos conocimientos previos
que se necesitan para el desarrollo del tema. Las actividades estan disenadas para
alentar a los alumnos a experimentar, preferentemente en grupos, de manera de llegar
a comprender y afianzar la nocién de radian.

—Guia para el alumno—

En este apartado estudiaremos algunas cuestiones referidas a los angulos y como
medirlos.

Actividad 1. Un agricultor planea probar una nueva variedad de maiz. Para ello dis-
pone de un terreno como el de la figura.
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El costo por metro cuadrado de la se-
milla es aproximadamente $ 0,04.

¢Cudl es el area disponible para sembrar?

¢Cudl es el costo de la semilla que se
debe utilizar?

Para poder responder estas preguntas,
revisaremos en primer lugar algunas no-
ciones relacionadas.

a) {Qué forma tiene el terreno? {Como se calcula el area de esa figura?

b) i) ¢A qué se llama angulo?

ii) ¢Qué sistemas de medicion de angulos conoce?

c) i) Sobre un papel, con el borde de

un objeto de forma cilindrica dibuje una

Terreno

60m

circunferencia.

i) Marque el centro (O) y un radio de
la circunferencia.

iy Sobre un hilo o una cuerda senale
la longitud del radio.

iv) Coloque el borde de la lata sobre la circunferencia, enrolle el hilo alrededor de
la lata, senale sobre el papel los dos puntos correspondientes a los extremos del radio
marcados sobre el hilo. Liamelos Ay B.

v) Trace los radios que pasan por Ay por B.

vi) De la misma manera, con el hilo y la lata, marque angulos de 2 radianes, 3 ra-
dianes y 5 radianes.

vii) ¢Cudl es la longitud de la circunferencia en términos de su radio r? ¢Cuantos
radianes debe haber en un circulo completo? Compruébelo con el hilo.

d) Resuelva el problema planteado al inicio de esta actividad.

Actividad 2. Complete la siguiente tabla.

Angulo (en grados) Razonamiento Calculos Angulo(en radianes)
360° Giro completo — 2n
180° 180 es la mitad de 360 Si se divide 360 por 2, T
también se divide 2r por 2.
2n
? =T
90°
60°
45°
30°
270°
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Actividad 3. Complete la siguiente tabla.

Angulo (en radianes) | Razonamiento Calculos Angulo (en grados)
2n Giro completo — 360°

T

3n 3veces 3.180° 540°

Actividad 4. Si 0 es un angulo central de una circunferencia de radio ry s la longitud
del arco de la circunferencia que interseca, complete la siguiente tabla.

s r 0
6.cm 20 rad
4cm T rad
3
4m 25m
20 cm 30°
12cm 18°

Actividad 5. Un arco de circunferencia que corresponde a un angulo central de
120° tiene una longitud de 8 cm. {Cuél es la medida del radio de la circunferencia a la
que pertenece el arco?

Actividad 6. Determine el perimetro de una porciéon de pizza grande cuyo angulo
mide 60° y su radio mide 16 cm.

Actividad 7. Las circunferencias concéntricas de un blanco estan separadas por 10
cm. La longitud de la circunferencia interna es 96 cm. (Cudl es la longitud de la circun-
ferencia proxima mas alejada?

Actividad 8. El angulo central 0 interseca a los arcos s, y s, de dos circunferencias
conceéntricas con radios r, y r, respectivamente. Complete la tabla que sigue. Exprese
la medida del angulo en radianes y en grados.
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0 r, S, r, s,
10 cm 8cm 35cm
5km 26 km 52 km

—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

Actividad 1. Un agricultor planea probar una nueva variedad de maiz. Para ello dis-
pone de un terreno como el de la figura. El costo por metro cuadrado de la semilla es
aproximadamente $ 0,04. (Cual es el costo de la semilla que se debe utilizar?

Para poder responder a esta cuestion, debemos conocer en primer lugar el area de
la zona que va a sembrar el agricultor.
En la figura se observa que el terreno es una parte de un sector circular.

Recordemos:
La region sombreada en el circulo de radio r determinada por
el angulo central 0, se conoce como sector circular.

El area del sector circular de radio r y angulo central 0, es é
r’e

A=—
2

Es evidente en este problema que el &ngulo no se puede medir en grados, ya que
esta unidad no tiene ninguna relacion con la que se mide el radio.
Para utilizar la férmula de area es necesario que el angulo esté medido en radianes.

Angulos

En la geometria plana generalmente se define el angulo de una manera estatica, como
el conjunto de puntos determinados por dos semirrectas que tienen el mismo origen.

Este origen comun se llama vértice del
angulo y las dos semirrectas se llaman la-
dos del angulo.

El angulo 6 de la figura tiene vértice B
y lados BA y B_é El angulo suele llamarse
también ABC o CBA.

C,
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Otra forma de definir un angulo, la dina-
mica, es usada en trigonometria. En ésta,
se interpreta a los angulos como rotaciones
de semirrectas.

Un angulo 06 es generado por un lado,
llamado lado inicial, en posicién fija, y un Angulo positivo
segundo lado, el terminal, parte de la mis-
ma posicion del lado inicial y gira en el
plano alrededor del vértice hasta que al-
cance su posicion final.

Si el sentido de rotacién es contrario a

lado inicial A 0

lado inicial

—_

lado terminal

las agujas del reloj, el angulo se conside- B
ra positivo, y si la rotacion es en el sentido r
. . . 2 i
de las agujas se lo considera negativo. Angulo negativo

Medida de un angulo

Intuitivamente, cuando hablamos de la medida de un angulo nos referimos a la “aber-
tura” del angulo.

Decimos que la medida de un angulo es cuanto debe girar la semirrecta r, para coin-
cidir conrr,.

Una unidad de medicién de angulos es el grado. Para que un angulo mida un grado

el lado inicial debe girar 31@ de un giro completo.

En el sistema DMS (Degrees-Minutes-Seconds, grados-minutos-segundos) de la
medida angular, cada grado (simbolizado con ©) esta subdividido en 60 minutos (sim-
bolizados con “) y cada minuto esta subdividido en 60 segundos (simbolizados con “ ).

Nota. La idea de dividir un circulo en 360 partes iguales se remonta al sistema sexa-
gesimal, base 60, de los antiguos sumerios. El atractivo fue que 60 es divisible por mu-
chos numeros (2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 y 30). En los primeros célculos astrondmicos
se empled el sistema sexagesimal para la medicién de los circulos.

En algunas ramas de la matematica se utiliza una manera mas natural de medir los

angulos, la medida en radianes. La abertura de un angulo se mide a lo largo del arco
de un circulo con centro en el vértice del angulo.
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Definicién de radian
Un éangulo central de una circunferencia mide un radian (abre-

a a
viado rad) si la longitud del arco que interseca tiene la misma
medi | radio.

edida que el radi B A

El 4ngulo central AOB es un radian. A

El angulo central AOB es un radian si la longitud del arco AB es igual a la del ra-
dio de la circunferencia.

La actividad planteada en el inciso ¢) tiene como finalidad que
los alumnos exploren de manera de llegar a construir un angulo
de un radian.

La misma se podria realizar dibujando directamente la cir-
cunferencia con compas, lo que facilita la identificaciéon del cen-
tro, pero el trabajo con el objeto cilindrico, por ejemplo una lata,
hace més sencillo el marcado posterior de los dngulos.

El punto vii) tiene como objetivo que los alumnos descubran
la relacion entre los grados y radianes.

Por un lado conocen que la longitud de la circunferencia es
2 r (siendo r el radio de la circunferencia). Luego, dado que T
al arco de longitud igual al radio corresponde el angulo de un ‘
radian, a la circunferencia completa corresponde un angulo de
2 © radianes.

Con el hilo, pueden comprobar que la circunferencia tiene
una longitud de algo mas de 6 radianes.

1 radian

2 radianes

3 radianes

Relacién entre grados y radianes

Dado que un giro completo medido en grados es 360° y medido en radianes es 21
rad, entonces:

360° — 2m rad

A partir de este resultado se pueden obtener distintas relaciones:
180° — mrad

10— L rad
180
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Conviene recordar especialmente la relacion 180° — 7 rad, porque a partir de ella
se puede obtener la medida en radianes de cualquier angulo.
De manera similar es posible convertir angulos medidos en radianes a grados.

o

180

T

1rad —

También es importante, especialmente para la resolucion de los problemas, mos-
trar que:

360° = 2rx rad = 6,28 rad

O bien: 180° = nrad = 3,14 rad

Con lo estudiado hasta el momento, es posible resolver el problema planteado al inicio.
Para responder a la pregunta: écuél es el area disponible para sembrar?, los alumnos
investigaron anteriormente que la forma del terreno es una parte de un sector circular.
Su é&rea puede obtenerse calculando la
diferencia entre el area del sector corres-
pondiente a un angulo central de 30° de
una circunferencia de 75 m de radio y el
area de otro sector del mismo angulo pero
de una circunferencia de 15 m de radio
Teniendo en cuenta que el area de un
sector circular viene dada por la férmula

Terreno

60 m

2
A:%, donde r es el radio del circulo

y 0 el angulo central, podemos calcular el
area de la regidon sombreada.

Nota. Al aplicar la férmula anterior, es importante asegurarse que el angulo 0 esté
medido en radianes.

En primer lugar convertimos el angulo de 30° a radianes. Dado que 180° correspon-
de a © radianes y que 30° es la sexta parte de 180°, luego:

Esta es la medida en radianes del angulo central de cada sector circular.
Entonces, el érea del sector del circulo de 75 m de radio es:

1, 1 2 (72')
=—r"0=—(75) || =147262
A 2 2( ) 6

1

Luego, el area es aproximadamente es 1473 m?,
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Nota. La unidad con la que se mide el angulo es un ndmero puro o “sin dimen-

siones”. Por eso, a menudo se omite la palabra radian cuando se trabaja con medida
de angulos, salvo que se desee tener mas claridad.

De esta manera si un angulo mide 1 radian, se escribe 6 = 1. No se confunde con la
medida en grados, porque si 0 esta en esta unidad se escribe 6 = 1°.

Para el sector del circulo de radio 15 m, obtenemos:

T

A2:%r2¢9 = %(15)2 (E) ~589

El &rea de este sector es aproximadamente 59 m?.

Luego, el area del terreno es aproximadamente 1414 m?2,

Dado que el costo por metro cuadrado de la semilla es aproximadamente $0,04, en-
tonces el costo total de la semilla que se debe utilizar seré aproximadamente $56,60.

Las actividades 2) y 3) tienen como objetivo trabajar las conversiones entre gra-
dos y radianes. A continuacién aparecen las tablas completas de cada una. Para los
razonamientos y los calculos son posibles distintas respuestas.

Angulo (en grados) Razonamiento Calculos Angulo (en radianes)
360° Giro completo — 2n
180 ° 180 es la mitad Si se divide 360 por 2, Tf
de 360. también se divide 2r por 2.
2n _
> =T
900 90 es la mitad Si se divide 180 por 2, n
de 180. también se divide = por 2. 2
60° 60 es la tercera Si se divide 180 por 3, n
parte de 180. también se divide = por 3. 3
45° 45 es la mitad Si se divide 90 por 2,
de 90. también se divide %
T por2.
2
30° 30 es la mitad Si se divide 60 por 2,
T
de 60. también se divide 3
T por2.
3
2700 270 es tres Si se multiplica 90 por tres,
.y T 3
veces 90. también se multiplica S n
% por tres. 2
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Angulo (en radianes)  Razonamiento Célculos Angulo (en grados)
2n Giro completo — 360°
n La mitad de 2n. 360°: 2 180°
3n 3 veces 7. 3. 180° 540°
%n La mitad de 3. 540°: 2 270°
5
" Los > der. S 180 150°
6 6
3 Los < den. 3 100 135°
4 4 4

Las actividades 4) a 7) son problemas sencillos de aplicaciéon cuya resolucion re-
quiere trabajar con las nociones de radian y longitud de un arco circular.

Longitud de un arco de circunferencia
A partir de la definicién de que el angulo central de un radian

interseca a un arco cuya longitud equivale a lo que mide el radio,

se obtiene una férmula para medir la longitud de un arco. .
En general, si 6 es un angulo central, medido en radianes, de

una circunferencia de radio r, entonces la longitud s del arco in-

tersecado se obtiene mediante la férmula:

(%]

S=r0

Es importante que el alumno comprenda este procedimiento y no se limite al uso de
una férmula, que incluso puede obviarse y trabajar usando proporcionalidad.

Por ejemplo, para una circunferencia de 5 cm de radio, la longitud del arco corres-
pondiente a un angulo central de 2 radianes, es 10 cm. Esto se deduce faciimente a
partir de la afirmacién de que un radian corresponde a un arco cuya medida coincide
con la del radio.

De esta manera, el angulo central de =« radianes en una circunferencia de radio r in-
terseca un arco de longitud =r. Asimismo, el angulo correspondiente a la circunferencia
completa de radio r, 2r radianes, interseca un arco de longitud 2xr. Este Ultimo valor
corresponde a la longitud completa de la circunferencia.
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Si el angulo central esta medido en grados, entonces deberemos expresarlo en pri-
mer lugar en radianes. Presentamos como ejemplo la resolucidon de una de las activi-
dades planteadas.

Actividad 5. Un arco de circunferencia que corresponde a un 8cm
angulo central de 120° tiene una longitud de 8 cm. (Cuél es la %
medida del radio de la circunferencia a la que pertenece el arco? A\

Es importante alentar a nuestros alumnos a realizar una figura
de analisis.

) . 2 .
Dado que 360° corresponde a 2r radianes, luego 120° equivale a — = radianes.
T

Con la medida del angulo en radianes es posible determinar la medida del radio del

circulo. 5
Dado que un radian ?n corresponde a un arco cuya medida coincide con la del ra-

. . . 2 .
dio, entonces el angulo de radianes corresponde a un arco de medida 5 n del radio. A

partir de esto se puede obtener la medida del radio, sabiendo que el arco mide 8 cm.
Si llamamos s a la medida del arco:

1radian — s =r

2 . 2
— nradianes —s = — m.r
3 3
Como en este caso s = 8 cm, resulta:

2
8 = — n.r de donde deducimos el valor de .

r=2i =r=382cm.
— T

3

La medida del radio del circulo es aproximadamente 3,82 centimetros.

A continuacion presentamos las respuestas de las demas actividades.
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Actividad 4. Las medidas de s y r son aproximadas.

s r 0
120 cm 6cm 20 rad
4
4.cm ? ncm = 4,2cm rad
4m 25m 1,6 rad = 92°
20 cm 38,2cm 30°
3,8cm 12.cm 18°

Actividad 6. El perimetro de la porcién de pizza es aproximadamente 48,8 centimetros.

Actividad 7. La longitud de la circunferencia proxima mas alejada es aproximada-
mente 159 centimetros.

Actividad 8. La tabla completa resulta:

0 r, s, r, s,
0,8 rad = 46° 10 cm 8cm 35cm 28 cm
5,2 rad = 298° 5km 26 km 10 km 52 km
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Razones trigonométricas de angulos
de un triangulo rectangulo

Sandra Bastide, Natalia Henzenn y Gabriela Lucca
Universidad Nacional del Litoral

Silvia Vrancken, Adriana Engler y Daniela Muller
Universidad Nacional del Litoral

El estudio de la semejanza de triangulos y el teorema de Thales permite resolver al-
gunos problemas de triangulos que relacionan los lados entre si. El teorema de Pitago-
ras permite calcular longitudes siempre que se tenga un triangulo rectangulo.

Con el estudio de las razones trigonométricas se relacionan los lados y los angulos
de un triangulo rectangulo y gracias a estas relaciones se pueden resolver problemas
que con los teoremas anteriores no se podia.

La trigonometria es una herramienta que permite calcular distancias y angulos de
manera indirecta en puntos o lugares inaccesibles. Actualmente los arquitectos, topdgra-
fos e ingenieros usan los teodolitos, niveles y estaciones totales, que permiten relacionar
angulos y distancias utilizando las férmulas de trigonometria que estudiaremos.

Con esta propuesta didactica esperamos que los alumnos descubran por si solos
las razones que se dan en los lados de un triangulo rectangulo y puedan aplicarlas en
la resolucién de diferentes situaciones cotidianas.

Con las distintas actividades pretendemos aproximar a los alumnos al concepto de
las razones trigonométricas basicas (seno, coseno y tangente) planteando problemas
y preguntas, desarrollando conceptos tedricos y formalizando definiciones.

Esperamos que los alumnos cuestionen las situaciones abordadas, que usen pa-
pel, lapiz, elementos de geometria y calculadoras.

Una vez formalizados los conceptos esperamos que el alumno sea capaz de rela-
cionarlos con contenidos anteriores y resolver problemas cotidianos.

Objetivo general que se persigue con la propuesta

Resolver situaciones problematicas analizando y aplicando razones trigonométricas,
ademas de percibir que la matematica forma parte de lo cotidiano.
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Objetivos especificos

* Utilizar instrumentos de medicion.

* Representar graficamente diferentes situaciones, usando triangulos rectangulos.

* Reconocer datos e incdgnitas en los triangulos.

* Trabajar con diferentes lenguajes.

* Definir las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo.

* Calcular las razones trigonométricas de un angulo agudo.

* Manejar adecuadamente la calculadora cientifica para efectuar célculos trigono-
meétricos.

* Aplicar las razones trigonométricas en la resolucién de triangulos rectangulos.

 Aplicar las razones trigonométricas para el calculo de distancias y angulos en
problemas referidos a situaciones cotidianas.

Contenidos a desarrollar

Conceptuales

* Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo.
* Seno de un angulo agudo. Definicion. Aplicacion.

* Coseno de un angulo agudo. Definicion. Aplicacion.
» Tangente de un angulo agudo. Definicién. Aplicacion.
* Resolucién de triangulos rectangulos.

* Lenguaje coloquial, grafico y simbdlico.

* Calculadora. Manejo.

Procedimentales

* Justificacion del hecho de que las razones trigonométricas dependen del angulo y
no de las medidas de los lados del triangulo.

» Obtencion de las razones trigonomeétricas de un angulo por medio de algoritmos
o la utilizacién de una calculadora cientifica.

* Utilizacion de la calculadora cientifica para el calculo de las razones trigonomé-
tricas de un angulo agudo y para conocer el angulo a partir de una de las razones trigo-
nomeétricas.

* Aplicaciéon de las razones trigonométricas a la resolucién de triangulos rectangu-
los en mediciones indirectas de longitudes y angulos.

* Célculo de distancias y angulos a partir de triangulos rectangulos.

* Interpretacion de situaciones de la vida diaria donde se aplican las razones trigo-
nomeétricas de angulos agudos.

* Resolucioén de situaciones problematicas.
* Representacion gréfica de la situacion planteada, utilizando una escala apropiada.
* Aplicacion de propiedades en la resolucion de célculos.
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Actitudinales

* Desarrollo personal.

* Solidaridad y cooperacion en el proceso de construccion del conocimiento.

* Honestidad en la presentacién de resultados y disposicién favorable para debatir
las producciones propias y/o ajenas.

* Apreciacion del razonamiento ldgico, claro y deductivo.

* Valoracion de la matematica como construccion humana.

* Disciplina, esfuerzo y perseverancia en el estudio.

* Curiosidad, apertura y sentido critico.

* Valoracion de la utilizacion de un vocabulario preciso que permita la comuni-
cacion.

Contenidos previos necesarios

Angulos y su medida.

Triangulos. Propiedad de los angulos interiores. Alturas de un triangulo. Triangulos
rectangulos. Propiedad Pitagérica. Triangulos semejantes. Area de un triangulo.

Metodologia sugerida para la implementacion de la secuencia

Pese a ser muy visual, la trigonometria es una de las ramas mas técnicas que traba-
jan los alumnos en la escuela. Por este motivo, el docente debe tratarla con especial
cuidado, haciéndoles ver el lado mas préactico de la trigonometria, intentando motivar-
los y animarlos en todo momento a confiar en sus propias capacidades.

Los distintos contenidos se presentan a través de problemas diversos. Los proce-
sos de resolucién de problemas implican planificar estrategias, asumir retos y tomar
decisiones, por lo que contribuyen de forma especial a fomentar la autonomia e inicia-
tiva personal.

Estos procedimientos haran que el alumno obtenga la confianza necesaria en sus
potencialidades y los conocimientos necesarios para poder enfrentarse a problemas
en su vida cotidiana.

La resolucion de las distintas actividades, sera la principal actividad a realizar en el
aula. Se puede alternar el trabajo individual con el de grupo, animando en cualquier
caso al intercambio de resultados v la participacion de todos los alumnos.

Se debe prestar atencion a los tiempos que deben ser los necesarios para permitir
la construccién significativa de conocimientos.

El docente formalizara los distintos conceptos, cuidando presentar los conteni-
dos en forma organizada y secuenciada, adaptandose a las particularidades de cada
alumno o grupo de alumnos, respetando especialmente los ritmos de aprendizaje de
cada uno.
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La guia de actividades esta pensada para desarrollarse en tres médulos de 80 minu-
tos. Se espera la resolucién de las actividades 1y 2 durante el primero, ademas de la
revision de algunos conceptos previos sobre triangulos rectangulos.

El segundo mddulo, destinado al desarrollo del tema, comenzara con la formali-
zacion del concepto razones trigonométricas para luego resolver la actividad 3, donde
los alumnos deberan comparar los resultados obtenidos con los de la actividad 2.
Ademas, se prevé comenzar con la resolucion de uno de los problemas de aplicacion
(actividad 4).

Para el Ultimo médulo se debera concluir con la resoluciéon de todos los problemas
de aplicacion (actividades 5y 6).

—Guia para el alumno—

La palabra trigonometria es de origen griego y significa “medicion de triangulos”.
Deriva de los vocablos “tri”, que significa “tres”, “gonos”, que significa “angulo”, y “me-
trfa”, que significa “medicion”.

La trigonometria es la rama de la matematica que estudia las relaciones entre las
medidas de los angulos y los lados de un triangulo.

Los babilonios y los egipcios, hace mas de 3000 anos, fueron los primeros en utili-
zar los angulos de un triangulo y las razones trigonomeétricas para realizar mediciones
en agricultura y para la construccion de piramides.

Su desarrollo se impulsd en gran medida por los esfuerzos en la astronomia por
predecir las rutas y posiciones de los cuerpos celestes, por mejorar la precision en la
navegacion y por el calculo del tiempo y los calendarios.

Actualmente, interviene directa e indirectamente en las demas ramas de la matema-
tica, como por ejemplo el estudio de las esferas en la geometria del espacio.

Se aplica en todo &mbito donde se requieren medidas de precision. En la medicion
de distancias entre puntos geograficos, es de gran utilidad cuando se trata de medir
longitudes inaccesibles al hombre, como por ejemplo la altura de montanas, torres y
arboles o ancho de rios y lagos. También en sistemas de navegacién por satélites y en
astronomia, donde son usadas las técnicas de triangulacion para medir distancias a
estrellas proximas.

En las actividades siguientes desarrollamos algunas nociones bésicas de la trigono-
metria. Presentamos algunos conceptos y técnicas necesarias para resolver situacio-
nes problematicas con triangulos rectangulos.

Actividad 1. {Por qué nuestra sombra tiene distinta longitud a lo largo del dia?

a) Mida la longitud de un objeto con la mayor precision posible.
b) Coloque el objeto en forma perpendicular a una superficie horizontal.
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c) Mida la sombra que proyecta el objeto sobre la superficie.
d) Halle la razén entre la longitud del objeto y su sombra.
e) Represente graficamente la situacion.
f) Compare el resultado con el de sus companeros.
i) ¢Qué tienen en comun estos triangulos?
i) {Por qué las razones se mantienen constantes?
iii) ¢Coémo son los triangulos?
g) ¢Qué ocurriria si la experiencia se realizara dos horas mas tarde?
i) éLa razdn seria la misma? éPor qué? éDe qué depende?
h) Obtenga conclusiones.

Actividad 2.

a) Dibuje un triangulo rectangulo con la condicién de que uno de sus angulos agu-
dos tenga una amplitud de 28°.

b) Mida las longitudes de los lados del triangulo trazado.

c) Halle las razones entre el cateto opuesto al &ngulo dado vy el cateto adyacente, el
cateto adyacente y la hipotenusa y el cateto opuesto y la hipotenusa.

d) Compare sus resultados con los de sus companeros.

e) Enuncie conclusiones.

Actividad 3. Las razones trigonométricas y la calculadora.

Las teclas [sin], [cos|y [tan] permiten hallar el valor aproximado del seno, el co-
seno vy la tangente del angulo que ingresemos en la calculadora.

a) Utilizando la calculadora, determine seno, coseno y tangente de un angulo de 28°.

b) Compare los resultados obtenidos con los de la actividad 2.

Actividad 4. Personal del érea de urbanismo de un municipio necesita conocer la
altura de un edificio ubicado en la plaza central. Se sabe que proyecta una sombra de
150 m cuando los rayos del sol forman un dngulo de elevacién de 20° 30’ sobre el ho-
rizonte.

a) Confeccione una figura de andlisis con todos los datos del problema.

b) {Puede ayudar al personal del municipio a encontrar la solucion a su planteo? Rela-
cione esta situacién con algunos de los conceptos estudiados.

c) ¢Cual es la altura del edificio?

Actividad 5. Una escalera de 5 m de longitud debe alcanzar una altura de 3m para
llegar al entrepiso de un galpén. éSe puede conocer el angulo que debe formar la es-
calera con el piso para poder llegar al entrepiso sin necesidad de medirlo?

a) Realice una figura de analisis indicando los datos e incégnitas.

b) ¢Qué angulo formara la escalera con el suelo?
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Actividad 6. Desde una ventana de un edificio, Juan puede observar otro edificio
que se encuentra enfrente a 120 m. Necesita un angulo de elevacion de 29° desde la
ventana para visualizar el extremo mas alto del segundo edificio y un angulo de depre-
sién de 34° para observar un objeto ubicado justo en la puerta del edificio en la base
del mismo. {Cuél es la altura del edificio?

Actividad 7. Areas de triangulos.
a) Observe el triangulo de la figura. ¢Cémo lo clasifica segiin sus angulos?
b) ¢Puede aplicar razones trigonométricas para determinar las medidas faltantes?
c) Se desea determinar el area del triangulo ABC. B
i) {Qué medidas necesita conocer?
ii) Marquelas en el gréfico.
iii) ¢Cuéles son datos y cuales incognitas? o )
iv) Calcule el area. A 12cm c

Actividad 8. Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo agudo.
a) Complete la siguiente tabla:

Angulo o sen o Cos o tga
30°
45°
60°

sen a
COS a

b) Para cada medida de a, calcule el cociente . ¢Qué observa?

c) Para cada medida de a, determine sen? a. + cos? a.. {Qué observa?
d) Para el triangulo de la figura, determine:
i) sen a
ii) cos a
iil) tg o
sen a a

cos a
V) sen? a, + cos? a

e) A partir de lo obtenido en el item d):
i) {Qué relacion existe entre sen o, cos a y tg a?
i) ¢Qué relacion existe entre sen oy cos a?
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—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

En el andlisis de las actividades que se presenta a continuacion se debe tener en
cuenta que, cuando dice:

* 4ngulo a se refiere al angulo cuya medida en grados es a,

* AB se refiere a la medida del segmento AB,

* ABC al triangulo cuyos vértices con A, By C.

Actividad 1. ¢{Por qué nuestra sombra tiene distinta longitud a lo largo del dia?

Para introducir las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo, utilizamos como
recurso la mediciéon de objetos concretos y construcciones geométricas con ayuda de re-
glas y cintas métricas.

En esta actividad se trabaja especificamente la nocién de tangente de un angu-
lo agudo.Para poder realizarla, es importante recomendar a los alumnos que traigan
de su casa un objeto al cual se le puede medir su longitud (fibrén, lapiz, cana de pes-
car,...) y un instrumento de medicion que le permita tomar la longitud del objeto (como
una cinta métrica).

Para que las mediciones sean lo mas precisas posible, se puede pedir que la realicen
de a dos alumnos, de manera que uno de ellos sostenga el objeto en la posicion correcta,
mientras que el otro toma las medidas.

Es importante solicitarles que anoten de manera adecuada los calculos realizados,
para poder recordar luego qué hicieron.

Se debe dar tiempo para que los alumnos hagan las mediciones correspondientes,
ubiquen los datos en el dibujo y calculen las razones correspondientes.

Para la representacion grafica los alumnos generalmente tienden a dibujar con deta-
lle todos los elementos. Es necesario revisar que se distingan claramente los elementos
importantes para entender la situacion. Si bien puede llevar més tiempo, consideramos
conveniente hacer el dibujo en escala, para que puedan observar las caracteristicas de
los triangulos.

el
- @
e

Longitud
del

I4piz Angulo que forman los rayos

del sol con el horizonte

Longitud de la sombra del lapiz
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Con respecto a las razones, seguramente los resultados no seran iguales, pero de-
ben poder observar que los resultados de cada grupo son similares, no importando los
tamanos de los triangulos.

Con las preguntas del item f) se preten- c
de que el alumno establezca relaciones en-
tre los lados y los angulos de los triangulos.

Todos los triangulos dibujados tienen
sus angulos interiores iguales. Esto signi-
fica que los triangulos son semejantes. Por
eso las razones se mantienen constantes. R

Para ayudar a recordar a los alumnos
estos conceptos, el docente puede dibu-
jar figuras de analisis en el pizarrény plan-
tear simbdlicamente las razones. Q P

. . , AB  PQ
¢Porqué enlafigura — = —7
BC QR

Los triangulos ABC y PQR son semejantes. Esto implica que los lados son propor-
cionales.

En relacién con la pregunta sobre que ocurriria si la experiencia se realiza dos horas
mas tarde, se espera que el alumno analice lo que esta variando de la situacioén inicial.
Para orientarlos, una posible pregunta es: éla longitud de la sombra cambia®?

Al observar que esa medida se modifica y no la de la longitud del objeto, deben de-
ducir que no se obtiene la misma razén, porque varia la incidencia de los rayos solares
sobre el objeto.

No importa si los alumnos no pueden expresar correctamente todas las conclusio-
nes, pero es necesario darles tiempo para que hagan sus conjeturas. Luego el docen-
te podra formalizar.

La razén depende del angulo que forman los rayos del sol con la superficie
terrestre

En este caso el &ngulo corresponde a la elevacion del sol en un momento determinado.

La razén hallada entre la longitud del objeto y la longitud de su sombra recibe un
nombre especial: tangente del angulo, que en este caso es el que corresponde al an-
gulo de elevacién del sol.
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Actividad 2. Antes de que comiencen a resolver la actividad, recordemos que en un
triangulo rectangulo, los lados que forman el &ngulo recto se llaman catetos y el tercer
lado se llama hipotenusa.

En el triangulo de la figura:

c es el cateto adyacente al angulo o b
b es el cateto opuesto al angulo a .
a es la hipotenusa C

En la puesta en comun de esta actividad el docente puede hacer preguntas como:
¢Por qué obtuvieron triangulos distintos? ¢Cuanto mide el tercer angulo de los triangu-
los dibujados? ¢Cémo son entre sf los triangulos?

Seguramente se presentara nuevamente la dificultad de la aparicion de respuestas
que si bien son diferentes, son todas aproximaciones al valor exacto.

Debe quedar en claro que, como todos
los triangulos dibujados tienen un angulo
de 28°, el otro de 90°y, por lo tanto, el Ulti-
mo de 62°, son semejantes. Esto significa
que los lados que se corresponden son
proporcionales, o sea:

o
CB  CA AB A’AC’

C'B° CA AB’

A partir de las anteriores, se pueden armar otras proporciones:

o8B _CB CA _CA cB _CB

CA C'A AB A'B’ AB A'B’

Quiere decir que las diferencias que pudieran tener en las razones calculadas, se

deben a pequenos errores de medicion.
Mostramos considerando como ejemplo los siguientes triangulos.

4cm
19 cm 2.1 cm ch‘ : 64 cm
4cm

3.5cm
8B6cm

Al plantear la razén entre el cateto opuesto al &ngulo de 28°y el adyacente, obtenemos:

M 0,543 1y 0,525 3. 0,536
35 4 56
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Mas alla de las diferencias debidas a errores de medicion, la razén entre el cateto
opuesto al angulo de 28° y el cateto adyacente es siempre la misma porque los trian-
gulos son semejantes.

Esa razén se llama tangente del &ngulo marcado, y no depende de los lados del
triangulo, sino de la medida del angulo.

De manera similar se pueden obtener las razones entre el cateto adyacente y la
hipotenusa:

56 4 35

—=0875 —=0,889 —=0875

64 45 4

Esta razon recibe el nombre de coseno del angulo de 28°.

Por Ultimo, la razén entre el cateto opuesto del angulo y la hipotenusa resulta:

3 21 19

—=0,469 —=0467 —=0475

64 45 4

Esta razén también se mantiene constante, mas alla de los errores, y se llama seno
del angulo de 28°.

A partir de esto, guiamos a los alumnos para establecer la definicién de las tres ra-
zones trigonométricas béasicas (seno, coseno y tangente de un angulo) en un triangulo
rectangulo.

Dado el triangulo ABC, écdmo escribirfan en simbolos las razones planteadas ante-
riormente para el &ngulo o?

b b C
tga=— sena.=— cosa =—
C a a

En trigonometria se emplean seis razones que relacionan los lados de un triangulo
rectangulo y cualquiera de sus angulos agudos.
Definimos las tres razones con las que trabajaremos.

Se lee Se escribe Se calcula
cateto opuesto
seno de a sen a seno = ————
hipotenusa
cateto adyacente
coseno de a cos a cosoe= ——————
hipotenusa
cateto opuesto
tangente de o tga tgo= ——— 77—
cateto adyacente
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Actividad 3. Hasta el momento calculamos las razones trigonométricas de un angu-
lo agudo de un triangulo rectangulo trazando, midiendo, utilizando regla, transportador
y haciendo cuentas. Las calculadoras nos ahorran todos estos pasos.

El docente debe dedicar un tiempo a explicar en qué modo deben trabajar la calcu-
ladora y como se utilizan las teclas trigonométricas.

En este caso los alumnos deben obtener, aproximando:

sen 28° = 0,469 cos 28° = 0,883 tg 28° = 0,532

En el momento que se comparan los resultados con los de la actividad anterior, se
debe observar que si bien con la calculadora se obtienen también valores aproxima-
dos, estas aproximaciones son mucho mas exactas que las obtenidas anteriormente.

Actividad 4. Para entender el problema es conveniente realizar una figura de anali-
sis donde se evidencie el problema con los datos dados y el o los valores buscados.

‘\l)&,f
! —
A?%tv Situacion inicial
)
% Longitud de la sombra del edificio. /

150m

Ubicamos los datos

edificio
Angulo que forman los
rayos del sobre el
horizonte.

\ Longitud de |la sombra del edificio. /

150m
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A partir de la figura de andlisis realizada
podemos deducir un triangulo rectangulo
y utilizar razones trigonométricas para en-
contrar la altura del edificio. En él conviene
ubicar esquematicamente los elementos
que conocemos Y la incognita.

Llamando x a la altura del edificio resulta:

20°30°

150 m

En este triangulo el cateto opuesto del &ngulo 20° 30’ es la altura del edificio que se
simbolizé con la letra x y el cateto adyacente es la longitud de la sombra del edificio

que es de 150 m.

La figura nos ayuda a analizar que, en la situacién planteada, se estan relacionando el
cateto opuesto y el cateto adyacente del angulo de 20° 30" de este triangulo rectangulo.

Podemos aplicar trigonometria para efectuar el célculo que necesitamos. Debemos
elegir una razén trigonométrica del angulo de 20° 30, donde intervenga el lado cono-
cido del triangulo y el lado que desea conocer. Esta razén es la tangente.

Planteamos: tg 20°30' = X
150

Con la calculadora, redondeando a cuatro decimales, obtenemos

tg 20° 30" = 0,3739.

Reemplazando y resolviendo la ecuacién, tenemos:

03739 = —— = 0,3739. 150 = x = 56,085 = X

150

Asf, podemos concluir que la altura del
edificio es de aproximadamente 56,1 metros.

Actividad 5. (Se puede medir el an-
gulo que forma la escalera con el piso sin
medirlo?

Este momento resulta adecuado para
que el docente comparta con sus alumnos
la pregunta ¢Qué instrumento necesitaria-
mos para medirlo? Esto le permitiria concluir
que el teodolito es un instrumento optico de
precision que sirve para medir angulos. Es
utilizado en agrimensura y topografia.

120

longitud
de la
escalera

5m

altura
gue debe
alcanzar

3m

angulo pedido
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Sin embargo, como no disponemos del instrumento adecuado para medir el angulo
en esta situacion, recurrimos a la trigonometria.

La figura de analisis debe mostrar el problema claramente, con todos los datos para
que se facilite su resolucion.

Hacemos una nueva figura esquematizando la situacion:

Donde: ' .
| es la longitud de la escalera.

a es la altura que alcanza la escalera sobre la pared.
a es el &ngulo que forma la escalera con el piso.

Si observamos que los alumnos no saben coémo continuar, podemos guiarlos con
algunas preguntas. De acuerdo a los datos e incégnitas ubicados en la figura de ana-
lisis: la longitud de la escalera, équé lado representa con respecto al angulo solicita-
do?, ¢y la altura sobre la pared? ¢(Qué concepto puede usar para calcular el angulo?
¢Por qué?

En este triangulo se relacionan el angulo que la escalera forma con el suelo, el ca-
teto opuesto a este angulo, que es la altura que alcanza la escalera sobre la pared, y la
hipotenusa que representa la longitud de la escalera.

La razén que nos conviene utilizar es el seno de o, porgue es la que relaciona el an-
gulo con el cateto opuesto y la hipotenusa.

_ cateto opuesto

sena ,
hipotenusa

Reemplazando con los datos del problema:

a m
seno =— seno=—
| 5m

e 3
Simplificando: sena = 5
En esta situacion se plantea por primera vez la necesidad de encontrar la medida
del angulo conocido el valor de una razén trigonométrica. El docente debe explicar el
manejo de la calculadora segiin el modelo que tengan los alumnos.
. 3
Escribimos: a =arc sen 5
Con la calculadora en modo DEG, podemos hallar a.. Para ello utilizaremos la tecla
sin'o shift sin de una calculadora.

En el visor leeremos 36.86989765. Esto significa que
o = 36.86989765° =~ 37°.
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Presionando la tecla®’ " leemos: a = 36° 52° 11.63
Luego o = 36° 52" 12" aproximadamente.
Por lo tanto, el angulo que determina la escalera con el piso mide aproximadamente 37°.

Actividad 6. Desde una ventana de un edificio, Juan puede observar otro edificio
que se encuentra enfrente a una distancia de 120 metros. Necesita un angulo de ele-
vacion de 29° desde la ventana para visualizar el extremo mas alto del segundo edifi-
cio y un éangulo de depresion de 34° para observar un objeto ubicado justo en la puerta
del edificio en la base del mismo. ¢Cual es la altura del edificio?

Como analizamos anteriormente, en pri-
mer lugar realizamos la figura de analisis
indicando los datos e incégnitas.

Seguramente el docente debera interve-
nir para guiar a los alumnos en esta tarea,
ya que la situacidon es un poco mas com-
plicada.

¢A que llamamos angulo de elevacion?
A que llamamos angulo de depresion?
¢De que dependen estos angulos?

Situacion inicial

SHHAHIHAHAH

AR

Lineade -~
; Iy , vision, <~

Llamamos angulo de elevacion al angu- g

lo que se forma entre la horizontal y la linea

de vision cuando el objeto se encuentra

por encima de la horizontal.

_ - angulo de

A

i

il

Il

Llamamos angulo de depresion al an-
gulo que se forma entre la horizontal y la
linea de vision cuando se observa un ob-
jeto por debajo de la horizontal.

Horizontal

~+/ 34°4ngulo de
~. depresién
Linea de .
vision .
N
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Ambos angulos son determinados por la linea de visién y la horizontal.
Completamos la figura de analisis.

;T" Distancia entre los dos edificios
] 120m

120m

——y
" o Wy
Jh—— —
s . 0
———
S , angulo de| > Altura 1
peszen) 2 angulq Fle elevacion
-— elevacion .
Jasssa e Itura Altura
e del N ase del
v o edificio . edificio
pon r=ag = angulo de
= depresién| > Attura 2
_—t
e
» et

En esta Ultima figura se observa claramente que se forman dos triangulos rectangu-
los. No es posible calcular la altura del edificio con un solo célculo. Se necesitan hallar
las dos medidas, altura 1y altura 2, utilizando en un caso el triangulo determinado por
el angulo de depresién y en el otro el determinado por el angulo de elevacion.

La altura del edificio sera la suma de la altura 1y la altura 2.

Para el célculo de las dos medidas se debe usar la tangente ya que se tiene como
dato el angulo (de elevaciéon o de depresion) y el cateto adyacente y se busca el ca-
teto opuesto.

X
tg 290 = <
929" =20

angulo de| > Altura 1
Como tg 29 © = 0,5543 resulta: elevacidn %,
0,5543 . 120 m = x,
66,516 m = X1 120m
X
tg 340 = 22 120m
9 120
Dado que tg 34° = 0,6745 queda: angulo de
0,6745.120m = x, i | R
2

80,94 m = x,

Sumando x, y x, obtenemos 147,456 metros.
Entonces, la altura del edificio es de aproximadamente 147,5 metros.
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Actividad 7. Areas de triangulos.

El triangulo ABC no es rectangulo, por lo que no se pueden aplicar directamente las
razones trigonomeétricas estudiadas. Probablemente este comentario pudo haber sur-
gido, por parte de los alumnos, antes de llegar a esta actividad. Es importante que el
docente aclare que, cuando no hay un angulo recto, el problema debe tratarse de una
forma diferente.

En esta actividad se solicita la determinacién del area del triangulo. Para esto pode-
mos aplicar la férmula:

Base. Altura

Area ABC =
2

El triangulo esta dibujado de manera que el problema sea mas sencillo de resolver.
Los alumnos pueden identificar faciimente el lado AC como la base del triangulo.

Luego es necesario trazar y calcular la medida de una de sus alturas, la correspon-
diente al lado considerado como base.

El docente observara si los alumnos son capaces de identificarla y trazarla correc-
tamente.

Al dibujar la altura BM quedan determi- B
nados dos triangulos rectangulos.

En cualquiera de ellos podemos aplicar
razones trigonométricas. 40

Del triangulo AMB conocemos la hipo- 126m
tenusa y el angulo que determina la mis-
ma con uno de los catetos.

La altura BM corresponde al cateto opuesto al angulo conocido.

Por lo tanto, podemos utilizar seno de dicho angulo para determinar la medida de
la altura.

sen 40° = w = BM = sen 40° . AB
AB

Reemplazando ABy calculando el seno: BM = 0,643 . 7 cm
BM = 45 cm.
Volviendo al triangulo ABC, tenemos la base AC que mide 12 cm vy la altura BM que
mide 4,5 cm aproximadamente.

12¢cm. 4,5¢cm

Luego Area ABC = >

Area ABC = 27 cm?
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Actividad 8. Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo agudo.

En esta actividad se trabajan dos de las relaciones fundamentales entre las razones
trigonomeétricas.

En el inciso a), los alumnos completaran las tablas con los valores de las tres ra-

. . , . sena
zones basicas utilizando calculadora. Calcularan el valor del cociente

y de la
5 5 . o cosa
suma sen? a. + cos? a, Y trataran de obtener alguna relacion.
Angulo o sena cos a tg o
30° 05 0,866 0,577
450 0,707 0,707 1
60° 0,866 05 1,732

Recomendando que trabajen con cierta cantidad de decimales, podran observar que
el cociente coincide con el valor de la tangente y que la suma siempre es igual a uno.

Angulo o sena sen? a + cos? o
cosa

30° 0,577 1

45° 1 1

60° 1,732 1

De todas maneras no importa que no la obtengan, si interesa que tengan tiempo
para trabajar.

También es importante que el docente pregunte, si es que no surge la duda por parte

de los alumnos, si siempre sera asi. Esto lleva a la necesidad de demostracion de las
propiedades.

Teniendo en cuenta que para el triangulo rectangulo de la figura:

Senoc—9 COS(z—E t a—E
a’ a ’ g c
b
_ a
Resulta €M% _a _ P _tgq b
cosa C
_ o
a
c
Es decir que: sena =fga
cosa
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Elevando al cuadrado sen a y cos a obtenemos:

2 2

2 2 c
sena=— y cos’oa=—5
a a

b? ¢® b*+c?

Sumando ambas expresiones: sen’a.+cos’ o, = pes + pe3 2

Recordemos que por ser triangulo rectangulo, se cumple: b? + ¢? = a2

. . b*+c® a®
Reemplazando en el cociente anterior, resulta: =—=1
a

2 a2

Luego sen?a + cos? o = 1 Relacién pitagérica.
A partir de la tabla se pueden trabajar otras relaciones trigonométricas. Esto de-
pendera del interés del docente y del tiempo disponible.

Actividades complementarias

Las actividades de esta guia comprenden una serie de ejercicios y problemas que
tienen como propdsito afianzar los conceptos y aplicaciones desarrollados. Al final
de cada uno aparece la respuesta correspondiente de manera de poder verificarlas y
avanzar en el estudio del tema.

Actividad 1. Halle con calculadora, aproximando a dos decimales:
a) sen 50° 15’

b) tg 74° 36"

c)tg79°7 2

d) tg 45°

e) cos 13°22'19”

f) cos 10°

g) sen 0° 45’ 54”

h) sen 45°

Respuesta
a) 0,77; b) 3,63; ¢) 5,20; d) 1; e) 0,97; f) 0,98; g) 0,01; h) 0,71

Actividad 2. Calcule los angulos empleando la calculadora si:
a) cos a = 0,3746
b) sen a. = 0,9667
c) tg a = 0,36642
d) cosa =0, 378
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Respuesta
a) 68°0' 2" ; b) 75° 10 20”; ¢) 20° 7' 26”; d) 67° 47’ 24"

Actividad 3. Calcule todos los lados y dngulos desconocidos en cada triangulo rec-
tangulo.

b
]
a) 10m b) b )
a
Ll
C
Respuesta

. a) a= 34,20 m; b= 32,71m; a= 17°

c) e 25 ¢m b) b= 5,45 cm; c= 8,39 cm: a= 33°

c) b= 31,22 cm; o= 38° 40’ 56”; B = 51° 19’ 4”

Actividad 4. Se desea construir una rampa para reemplazar una escalera que al-
canza una altura de 2,10 m. Sabiendo que la inclinacién conveniente es de 25°, {cudl
es la longitud de la rampa?

Respuesta
La longitud de la rampa es 4,99 m.

Actividad 5. Calcule el angulo de inclinacion de los rayos del sol con respecto al
suelo si la sombra de un molino de 20 m de altura es de 35 m.

Respuesta
El &ngulo de inclinacion es de 29° 44’ 42"

Actividad 6. Una escalera de 6 m de largo apoyada en una pared forma un angulo
de 65° con el piso. Determine:

a) ¢A qué altura llega la escalera sobre la pared?

b) ¢A qué distancia de la pared se encuentra el extremo inferior de la escalera?

Respuesta

a) Alcanza una altura de 5,44 m.
b) El extremo inferior de la escalera se encuentra a 2,54 m de la pared.
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Actividad 7. Desde un punto que esté a 12 m del suelo, un observador obtiene una
medicién de 53° para el angulo de depresion de un objeto que se encuentra en el sue-
lo. {Aproximadamente, qué tan lejos esta el objeto del punto en el suelo que estéa di-
rectamente bajo el observador?

Respuesta
El observador se encuentra a 9,04 m.

Actividad 8. El cordel de un cometa se encuentra tenso y forma un angulo de 48°
con la horizontal. Encuentre la altura del cometa con respecto al suelo, si el cordel
mide 87 my el extremo de la cuerda se sostiene a 1,3 m del suelo.

Respuesta
La altura de la cometa es de 65,95 m.

Actividad 9. Desde lo alto de una torre de 200 m sobre el nivel del mar, los angulos
de depresion de dos botes son de 47° y 32° respectivamente. Determine la distancia
que separa a dichos botes.

Respuesta
La distancia entre los botes es de 133,56 m.

Actividad 10. En lo alto de una torre se ha instalado una antena transmisora de tele-
visién. Un observador, ubicado a 40 m del pie de la torre, ve las cuspides de la torre y
la antena bajo angulos de elevacion de 45° y 50° respectivamente. Calcule la altura de
la torre y de la antena.

Respuesta
La altura de la torre es 40 my la de la antena es 7,67 m.

Actividad 11. Un globo esté sujeto al suelo mediante un cable de 100 m de lon-
gitud. El viento es tan intenso que el cable, tenso, se desvia 15° de la vertical. Desde
un punto algo alejado del de sujecion hay que levantar la vista 60° desde la horizontal
para dirigir la mirada al globo.

a) ¢Qué distancia hay en vertical del globo al suelo?

b) {Qué distancia hay desde el punto algo alejado hasta el globo?

Respuesta

a) La altura del globo es 96,59 m.
b) La distancia desde el punto al globo es 111,53 m.
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Actividad 12. La entrada de una escuela secundaria tiene una escalinata de ingreso
cuya altura es de 0,80 m. El director de dicha institucidon desea reemplazar una parte
de ella por una rampa con un angulo de inclinacion de 14°, para facilitar el acceso de
personas discapacitadas.

a) ¢Cual va a ser la longitud de dicha rampa?

b) ¢A qué distancia del ingreso a la escuela debera comenzar la rampa?

Respuesta
a) La longitud de la rampa es 3,30 m.
b) La distancia de ingreso es 3,20 m.

Actividad 13. En lo alto de un edificio de 20 m, un técnico de Cablevida esta colo-
cando una antena y observa a sus dos ayudantes, situados en la calle, con angulos de
depresion, respectivamente, de 48°y 55°,

a) Si el técnico esta de pie, en el borde de la terraza del edificio y mide 1,60 m. ¢A
qué distancia estan los ayudantes entre si?

b) ¢Cual es la distancia entre el técnico y el ayudante mas cercano?

Respuesta
a) Los ayudantes estan entre si a 4,32 m.
b) La distancia es de 26,36 m.

Actividad 14. Los alumnos de 5° afo de una escuela secundaria estan organizan-
do un recital para recaudar fondos para su viaje de egresados. Montando el escenario,
se dieron cuenta que era necesario construir una rampa para transportar los equipos
de musica de las bandas. Tomando medidas, observan que el escenario esta a 2,5 m
de altura del suelo y que el &ngulo que deberia formar la rampa con el piso es de 25°
para que resulte practico el ascenso y descenso de equipos. ¢Qué longitud debera te-
ner la rampa?

Respuesta
La longitud de la rampa debe ser de 5,91 m.

Actividad 15. La caja volcadora de un camién que transporta arena tiene una longi-
tud de 4,20 my 70 cm de altura'y se encuentra a 1 m del suelo cuando esta en reposo.
Si la caja volcadora forma con el chasis un angulo méaximo de 45° durante la descarga
de arena, por la parte posterior de dicha caja, {cuél debe ser la altura minima del local
en el cuél se pretende descargarla?

Respuesta
La altura minima del local debe ser 4,46 m aproximadamente.
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Actividad 16. Determine el area de los siguientes triangulos, redondeando la res-

estaacm?. A

a) AB = 35cm R

B =820

BC = 25¢cm E

b) DE = EF = 40 cm . ' B\

E = 35°

Respuesta
a) Aproximadamente 433 cm?
b) Aproximadamente 456 cm?

Actividad 17. Areas de cuadrilateros.
¢Cual es aproximadamente el area del rombo y del paralelogramo de la figura?
AB = 15cm

B
D=120° i ¢
EF =22 cm A C
EH =20 cm
<]
E = 700 o,

Respuesta
El &rea del rombo es aproximadamente 195 cm? y la del paralelogramo es aproxi-

madamente 420 cm?
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Propuestas didacticas
para el aula de informatica

Integrar los recursos tecnolédgicos a los procesos
en los que las actividades presenciales se mantie-
nen de manera significativa, permite, entre otros
aspectos, mejorar el acceso a los contenidos y a
sus distintas representaciones. Esto puede com-
plementarse con guias de estudio y propuestas
de actividades.

Carles Sigalés, 2004
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Funciones

Daniela Muiller, Adriana Engler y Silvia Vrancken
Universidad Nacional del Litoral

Funciones utilizando un software para graficar

Incorporar la tecnologia en la clase de matematica ofrece nuevas estrategias para la
soluciéon de situaciones problematicas y se convierte en otro entorno para la explora-
cién y la sistematizacion.

Tanto las nuevas tecnologias como la computadora deben entenderse como herra-
mientas que seran un gran aporte en la medida que los docentes nos cuestionemos
como las utilizamos. Por si mismas no generan nada, todo dependeré de cémo las in-
tegremos en nuestra practica docente.

La utilizacién de estos recursos permite realizar representaciones de carécter visual
y utilizarlas de manera dinamica, posibilitando asf que el alumno fije la atencién en los
aspectos conceptuales. También, facilitan la tarea meramente técnica, conservando de
esa manera la importancia de los significados de los conceptos en juego. Otras de las
potencialidades es el desarrollo de mecanismos de autoevaluacion ya que los alum-
nos incrementan la exploracion y la emision de posibles resultados, tomando un papel
mas activo e independiente en el proceso.

La decision de utilizar recursos informaticos o los que proporcionan las nuevas tec-
nologias, debe partir de un proyecto minucioso adaptado a las necesidades particula-
res de la institucion y, por supuesto, de la asignatura. Este proyecto facilita la metodo-
logfa a seguir para el desarrollo y aplicacion de los materiales didacticos y es el disefio
a través del cual podemos garantizar un proceso de ensenanza y de aprendizaje de
calidad a través de otros recursos. El mismo sera la base sobre la que construimos
nuestros recursos didacticos posibilitando asf obtener el mayor provecho de los me-
dios tecnolégicos que estén a nuestra disposicion.

Para mostrar el uso de los recursos que nos brindan los programas informaticos, se
presentaran distintas situaciones y problemas que pueden encontrarse en los libros de
texto, pero analizados desde un enfoque diferente.
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El uso de la computadora en el aula de Matematica brinda distintas posibilidades
que van desde el célculo de expresiones aritméticas, soluciones reales de ecuaciones
o sistemas de ecuaciones, graficas estadisticas, graficas de las funciones reales y
otras méas avanzadas que incluyen programas de geometria y de calculo simbdlico,
que permiten trabajar con expresiones algebraicas.

En este apartado nos referiremos al uso de un software para el estudio e interpre-
tacion, gréfica y numérica, de funciones reales. Si bien existen diversos programas que
lo posibilitan, elegimos Funciones para Windows.

Es importante resaltar que, cualquiera sea el programa que se utilice para repre-
sentar gréaficamente funciones, uno de los principales aspectos que se debe tener en
cuenta es el de la ventana de visualizacion a través de la cual se estudia la represen-
tacion grafica de la misma. Por este motivo, la eleccion de los intervalos para cada una
de las variables es fundamental.

Por ejemplo, si se representa la funcién f(x) = 2x® — 3x? + x — 25 en distintos interva-
los, ademas de los que el programa da por defecto, se obtiene:

x*3-3x°2+x-25 [HEE] x*3-3x*2+x-25 =K
Archivo Opciones 1fu. 2fu. ? Archivo Opciones 1fu. 2fu. ?
[-7,5;7,5] = [-5; 9] [-7,5; 7,5] — [-23; 23]

En cada ventana se presenta
una imagen diferente de la fun-
cién. Nos encontramos frente al
problema de cémo integrar las
diferentes gréaficas para obtener
una imagen de conjunto.

[-7,5; 7,5] — [-50; 50]
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El problema cognitivo al que se enfrenta aqui el alumno es como ir de un cono-
cimiento fragmentado a un conocimiento holistico.

En el caso de la representacion grafica de funciones, el conocimiento holistico se
producira cuando se obtenga una gréafica en la cual se observen todas las caracteristi-
cas propias de la funcion dada.

¢Cuales son estas caracteristicas?

Archivo Opciones 1 fu. Archivo Opciones 1fu. 2fu. ?
Ceros Ordenada al origen
Archivo  Opciones 1fu. Archivo Opciones 1fu. u.

/ /\

Crecimiento (o decrecimiento) Punto de méximo (o de minimo)

!El !Ell:!
Archlvo Opciones 1 fu. Archivo Opciones 1fu.
Punto de inflexion Asintotas
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Al modificar los intervalos para cada una de las variables, de las distintas graficas
que se presenten, se llama ventana de graficacion optima a aquella en la que se ob-
servan todas las caracteristicas particulares de la funcion, es decir, crecimiento, ceros,
valores extremos, puntos de inflexion y asintotas.

Utilizando el programa Funciones, una vez que se ha representado la funcion, estas
caracteristicas pueden determinarse utilizando comandos propios del programa que
pueden visualizarse seleccionando la opcién 1fu. de la barra superior.

—Guia para el alumno—

El objetivo principal de estas actividades es que se familiarice con el uso del pro-
grama computacional y que, a través de las distintas propuestas, interactle dinamica-
mente con los objetos matematicos en diversos sistemas de representacion, ya que
esto propicia una mejor manipulacion, visualizacion, comprension y conceptualizacion.

Actividad 1

a) Represente graficamente f(x) = 2x* — x> — 3x considerando el intervalo [-3,5, 3,5]
para el eje x, [-10, 10] para el eje de las ordenadas y en ambos escala 1.

b) Considerando esta ley definida en los nimeros reales, determine cuél es el con-
junto mas grande de valores de x para el cual define una funcion.

Nota: para responder a este item, en la ventana correspondiente a la entrada de da-
tos puede modificar cualquiera de los valores correspondientes a la unidad de escala,
al origen o al final de uno 0 ambos ejes.

c) De acuerdo con la respuesta del ftem b), observando la grafica y modificando
convenientemente la unidad de escala y los intervalos de x e y, determine el conjunto de
iméagenes.

Actividad 2. Para cada una de las siguientes funciones, considere distintos interva-
los y escalas para ambos ejes hasta encontrar aquella ventana de graficacion que con-
sidere mas apropiada. Enuncie los elementos que tiene en cuenta para determinarla.

a)fx) =x¢+5

b) g(x) = x3—25x

Actividad 3. Represente la funcion f(x) = x2 — 4x + 9 en cada uno de los intervalos
indicados y determine en cual de ellos se obtiene la mejor representacion grafica. Justi-
fique su respuesta en cada caso.

a) Ejex: [-3,3] Ejey: [-3, 3]

b) Ejex: [-7,7] Ejey: [-7,7]

c) Ejex: [-3,20] Ejey: [-3, 20]

d) Eje x: [-50, 50] Ejey: [-5, 50]
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¢Propondria otros intervalos de graficacion mas adecuados? Justifique.

Actividad 4
a) Represente graficamente las leyes que se dan a continuacion teniendo en cuenta
los intervalos indicados y considerando para ambos ejes la unidad de escala igual a uno.

) f(x) =2x-2 i) gx) =—x2+4x -3 i h(x) =2x-3
Eje x: [-5, 5] Eje x: [-2, 6] Eje x: [-2, 8]
Ejey: [-5, 5] Ejey: [-6, 4] Ejey: [-2, 8]

b) Considerando las leyes definidas en los nimeros reales, determine cuél es el
conjunto més grande de valores de x para que cada una de ellas defina una funcion.

c) De acuerdo con la respuesta del ftem b), observando la gréfica y modificando
convenientemente la unidad de escala y los intervalos de x ey, determine el conjunto
de imagenes.

Actividad 5. Represente gréficamente la ley f(x) = x — 2 considerando intervalos y
unidad de escala adecuados para x e y. Observando la grafica:

a) Analice las condiciones para que sea funcion.

b) Determine el dominio y el conjunto de imagenes.

c) Indique para qué valores de x, f(x) > 0. (Graficamente esto equivale a indicar las
abscisas de los puntos de la grafica que se encuentran por encima del eje x).

d) Indique para qué valores de x, f(x) < 0. (Graficamente esto equivale a indicar las

abscisas de los puntos de la grafica que se encuentran por ................ del eje x).
e) Indique para qué valores de x, f(x) = 0. (Graficamente esto equivale a indicar las
abscisas de los puntos de la grafica que se encuentran ............. el eje x).

Actividad 6. Represente graficamente la ley f(x) = x> — 6x + 5 considerando interva-
los adecuados paraxey.

Analice las condiciones para que sea funcion y determine:

a) el dominio y conjunto de iméagenes.

b) para qué valores de x, f(x) > 0.

c) para qué valores de x, f(x) < 0.

d) para qué valores de x, f(x) = 0.

e) las abscisas de los puntos para los cuales f(x) = 5.

f) las abscisas de los puntos para los cuales f(x) = f(2).

g) los valores del dominio para los cuales f(x) < —4.

h) los valores del dominio para los cuales f(x) = —4.

i) para qué valores de x, f(x) crece.

j) para qué valores de X, f(x) decrece.
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—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades

A continuacién se presentan las distintas actividades enunciadas en la gufa del
alumno con algunas consideraciones para su implementacion. Para favorecer la reso-
lucién de las actividades 5y 6, se indican los comandos propios del programa que el
alumno podra utilizar para corroborar sus respuestas.

Actividades 1 y 2. En estas actividades se presentan funciones polinomiales de
grado dos y tres que deben representar teniendo en cuenta intervalos dados o bus-
cando aquellos que determinen la ventana de graficacion optima.

A partir de las distintas graficas que el alumno vaya obteniendo, podré determinar el

dominio y el conjunto de imagenes.

Enunciado

Andlisis

1.

a) Represente graficamente la ley
f(x) = 2x® — x2 — 3x. Considere los inter-
valos [-3,5; 3,5] para x, [-10, 10] para la
variable y.

b) Considerando esta ley definida en los
numeros reales, determine cual es el con-
junto mas grande de valores de x para el
cual dicha ley define una funcion.

c) Determine el conjunto de imagenes.

La gréfica es la siguiente:

Variando los intervalos, debe llegar a
concluir que tanto el dominio como el con-
junto de imégenes son el conjunto de los
numeros reales.

2. Considere distintos intervalos y esca-
las para ambos ejes hasta encontrar una
ventana de graficacion mas apropiada.
Enuncie los elementos que tiene en cuenta
para determinarla.

a)fx) =x*+5

b) g(x) = x® — 25x
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b) Una grafica posible es:

Graficada de [-7, 7] — [-60, 60]

En la actividad 2, ftem a), si los alumnos estan familiarizados con la funcién de se-
gundo grado, antes de hacer la grafica, puede hacerse notar que, dada su expresion al-
gebraica, a partir del signo del coeficiente principal, la grafica que deben obtener es una
parabola, concava hacia arriba con vértice en el punto (0, 5). También, si se han trabaja-
do las transformaciones que sufre la gréafica de una funcién a partir de cémo varian los
parametros que intervienen en ella, puede deducirse que la grafica esperada debe coin-
cidir con la de la funcién y = x?, solo que trasladada 5 unidades hacia arriba.

En la funcién del item b), si los alumnos han estudiado con anterioridad funcién po-
linomial de grado 3, para hacer la gréfica de la misma deberian elegir aquellos inter-
valos para las variables x e y que les permitan observar las principales caracteristicas.
Esta funcion presenta tres ceros de los cuales al menos uno es real y por ello su grafi-
ca debe intersecar al eje de las abscisas por lo menos en un punto y a lo sumo en tres.
También uno de los aspectos que se puede discutir con los alumnos es la presencia
de maximos, de minimos, de puntos de inflexion y en virtud de la presencia de ellos,
determinar cuél es la ventana de graficacion éptima.

Actividades 3 y 4. En estas actividades se espera que el alumno encuentre cuél es
la ventana 6ptima de graficacion y, a partir de ciertos intervalos dados, determine el
dominio y el conjunto de imagenes de las funciones dadas.

Analisis
De los intervalos dados, los mas adec-

Enunciado
3. Represente la funcion

f(x) = x2—4x 4+ 9 en cada uno de los inter-
valos indicados y determine en cual de el-
los se obtiene la mejor representacion gra-
fica. Justifique su respuesta en cada caso.

uados son los del item ¢). De todos mo-
dos, puede proponerse reducir un poco la
longitud del intervalo de variacion de las
abscisas a [-3, 6], obteniendo:

Contintia en la pagina siguiente
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Enunciado

Andlisis

a) eje x: [-3, 3]; ejey: [-3, 3]

b) eje x: [-7, 7]; ejey: [-7, 7]

c) eje x: [-3, 20]; eje y: [-3, 20]

d) eje x: [-50, 50]; eje y: [-50, 50]

¢Propondria otros intervalos de grafi-
cacion mas adecuados?

4.

a) Represente graficamente las leyes te-
niendo en cuenta los intervalos indicados y
unidad de escala igual a uno.

) f(x) = 2x—2 de [-5, 5] — [-5, 5]

i)gX =-x+4x -3

de [-2, 6] — [-6, 4]

i) h(x) =2 -3

de [-2, 8] — [-2, 8]

b) Considerando las leyes definidas en
los nUimeros reales, determine cual es el
conjunto més grande de valores de x para
que cada una de ellas define una funcion.

c) De acuerdo a la respuesta del ftem
b), observando la gréfica y modificando
convenientemente la unidad de escala y
los intervalos de x ey, determine el con-
junto de iméagenes.

Para cada una de las leyes e intervalos
dados los alumnos obtienen la grafica en
la que se pueden observar las caracteristi-
cas particulares de cada una.

A partir de la observacion de las grafi-
cas deben llegar a determinar el dominio
de cada una, concluyendo que es el con-
junto de los nimeros reales para los items
i) y ii) y el intervalo [3, +«) para el iii).

Luego, modificando los intervalos de
cada variable, si es necesario, deben lle-
gar a determinar el conjunto de imagenes
para cada funcién que es el conjunto de
los nimeros reales para el item i), el inter-
valo (-, 1] para ii) y el conjunto de los
numeros reales positivos incluido el cero
para iii).

Actividades 5 y 6. En estas actividades se espera que a partir de la observacion de
la gréfica de las leyes dadas, el alumno pueda responder a las consignas establecidas
favoreciendo ademas el desarrollo de habilidades para operar en y entre diversas re-

presentaciones de un mismo concepto.
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Enunciado Andlisis
5. Represente graficamente la ley La gréfica que deben obtener es:
fx) = x-2.

Observando la gréfica:

a) Analice las condiciones para que sea
funcién.

b) Determine el dominio y el conjunto
de imagenes.

¢) Indique para qué valores de x, f(x) > 0

d) Indique para qué valores de x, f(x) < 0.

e) Indique para qué valores de x, f(x) = 0

/

Tanto el dominio como el conjunto de
imagenes son el conjunto de los nUmeros
reales.

Para responder los ftems c), d) y e) se
espera que a partir de la observacion de
la grafica, el alumno pueda determinar
cuéles son las abscisas de los puntos que
se encuentran respectivamente por enci-
ma, por debajo o sobre el eje x. Las res-
puestas son (-, 2), (2, + )y X = 2, res-
pectivamente.

En este ejercicio es oportuno trabajar con los alumnos el concepto de imagen utili-

zando las potencialidades del programa.

Con el grafico en pantalla, presionando en la barra superior 1fu., seleccione Ima-
gen... para obtener la imagen de la funcién para un valor de x determinado. Por defec-
to comienza calculando la imagen en x = 0. En el menu que aparece en la parte infe-
rior de la pantalla, presionando <-i o d-> se pueden observar las imagenes de valores
de x préximos situados a la izquierda o a la derecha del anterior. Ademas del valor par-
ticular, en este ejercicio interesa saber si esa imagen es mayor 0 menor que cero.

Para determinar los valores de x para los cuales f(x) = 0, también puede seleccionar

el comando Raices.
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Enunciado

Andlisis

6. Represente graficamente la ley
f(x) = x2—6x + 5. Analice las condiciones
para que sea funcién y determine:

a) el dominio y conjunto de imagenes.

b) para qué valores de x, f(x) > 0.

c) para qué valores de x, f(x) < 0.

d) para qué valores de x, f(x) = 0.

e) las abscisas de los puntos para los
cuales f(x) = 5.

f) las abscisas de los puntos para los
cuales f(x) = f(2).

g) los valores del dominio para los
cuales f(x) < —4.

h) los valores del dominio para los
cuales f(x) = 4.

i) para qué valores de x, f(x) crece.

j) para qué valores de x, f(x) decrece.

La gréfica que deben obtener es:

\

Analizando la grafica y utilizando co-
mandos propios del programa se deduce
que f(x) es mayor que cero en
(=0, 1) U (5, +), menor que cero en
(1, 5) e igual que cero para 1y 5.

En los ftems e) y f) se espera que el
alumno pueda determinar las abscisas de
los puntos para los cuales toma un valor
particular. Estos valores son 0y 6 para e)
y 2y 4 paraf).

Los items @) y h) estan en relacién con
el conjunto de imagenes.

La funciéon decrece en (-, 3) y crece
en (3, +©).

Para responder el item e), resulta interesante sugerir a los alumnos que teniendo el
grafico en pantalla, a partir del menl que se despliega al presionar en la barra supe-
rior 1fu., seleccione Antiimagen... para obtener el valor de x que le corresponde a una
imagen determinada. Una vez que encuentra el primer valor de x que corresponde con
esa imagen, seleccione el botdn “Continuar” para obtener los restantes valores.

Para controlar las respuestas de los items i) y j) invite a los alumnos a investigar las
diferentes opciones que se presentan en el menu que estaba trabajando (1fu). Debe-
ra seleccionar la opcioén intervalo de crecimiento o de decrecimiento, segln corres-
ponda. En la gréafica podra visualizar en color rojo sobre el eje x, el intervalo correspon-
diente en el que se indican los extremos del mismo.
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Funcién de segundo grado

Daniela Muiller, Adriana Engler y Silvia Vrancken
Universidad Nacional del Litoral

Nancy Senn vy Liliana Urso
Escuela de Educacién Técnica Particular Incorporada N° 2010 IDESA

Funcién de segundo grado utilizando un software para graficar

Con la ayuda del programa Funciones para Windows, podemos graficar funciones
en términos de sus parametros.

En este trabajo representaremos funciones de segundo grado de la forma
f(x) = ax? + bx + ¢, en las que la variacién de los pardmetros a, b y ¢ permite explorar
el comportamiento de la grafica tomando como referencia a la funcion y = x2.

En las primeras siete actividades, se estudia la variaciéon de las distintas represen-
taciones de la funcion de segundo grado, a partir del analisis de como influyen en las
mismas la modificacién de los valores de los pardmetros.

En las actividades 8 y 9 se espera que el alumno analice las distintas formas de ex-
presar una funcién de segundo grado y las caracteristicas propias de la misma. Para
favorecer la resolucion de ambas, se indican los comandos propios del programa que
el alumno puede utilizar para corroborar sus respuestas.

—Guia para el alumno—

La siguiente es una secuencia de actividades disenada para resolver utilizando el
programa Funciones para Windows.

Se espera que a partir del andlisis de diferentes representaciones, determine cémo
se modifica la gréfica de una funcién de segundo grado al cambiar los parametros que
intervienen en su expresion algebraica.

Actividad 1.

a) Represente las siguientes funciones de segundo grado en un mismo sistema co-
ordenado:
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Dy =x i)y = 2 - 4x i) y = = %2 + 3

iv)y:%x2+2x+1 vV)y =—=x2-10x + 15

O

b) Analice el signo de “a” en cada una. ¢éEs mayor 0 menor que Cero? ...
Las ramas de la parébola, ése abren hacia arriba o hacia abajo? ....................

c) Represente las siguientes funciones en un mismo sistema coordenado

)y =-x2 i)y =-2x2-bx + 2 i) y = =3x% + 6x

iv)y=—%x2—2x+1 v)y:—%x2+2x+2

d) El signo de “a”, {es mayor 0 menor que Cero? .....................

Las ramas de la parabola, se abren hacia ...................

Por lo tanto:

Sia > 0, la parabola se abre hacia .................. y sia < 0, la pardbola se abre hacia

Actividad 2. Sea la funciéon de segundo grado y = ax® + bx + ¢, donde a, by ¢ per-
tenecen al conjunto de los nimeros reales, siendo a = 0.

Considere el caso en que b = ¢ = 0. Resulta asf la funcién y = ax.

a) Reemplace “a” por el valor uno. Obtiene la expresiony = ............cc.......

b) Represente esta funciéon considerando los intervalos [-4, 4] para las abscisas y
[-2, 10] para las ordenadas. Esta recibe el nombre de funcién base o funcion de refe-
rencia.

c) Conservando la funcién anterior, en el mismo sistema de coordenadas represen-
te las funciones que resultan de reemplazar “a” por 2, 3y 4.

Nota: es conveniente que en el menu de entrada de datos ingrese de a una las fun-
ciones y observe las modificaciones que sufre la gréafica.

d) Comparando las graficas de las funciones para los distintos valores de “a” con la
de la funcién base, se concluye que sib =c¢c = ...... ya... 1, la gréfica de la parabola

se “cierra” sobre elejede las ..........c..........

Actividad 3. Considere el casoenque b = ¢ = 0y “a” tome los valores 1, 11 yl
2'3 74

a) Represente en un mismo sistema de coordenadas las funciones que resultan de
asignarle a “a” los valores dados.
b) Comparando las graficas obtenidas con la de la funcién base, se concluye que si

b=c=... yO0O<a... 1, la gréfica de la parabola se “abre” con respecto al eje de
las oo, y a medida que es menor el valor de “a”, se aproxima més al eje de
las .o,
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Actividad 4. Considere el casoenquea = 1,¢c = 0y “b” tome los valores 0, 1, 2, 3y 4.

a) Represente la funcion que resulta de asignarle a “b” el valor cero. La expresion de
esta funcionresultay = ... Y BS ittt

b) Represente en un mismo sistema de coordenadas las funciones que resultan de
asignarle a “b” los restantes valores.

c) Comparando las gréficas obtenidas con la de la funcién base, écudl es el efecto
del pardmetro D? ...

d) Porlotanto, sia = ...... ,C= ... yb... 0, la gréfica de la parébola se “desplaza”
hacia la izquierday hacia ....................

Actividad 5. Considere el casoenquea = 1,¢c = 0y “b” tome los valores 0, -1, -2,
-3y 4.

a) Represente la funcion de referencia que resulta de asignarle a “b” el valor cero.

b) Represente en un mismo sistema de coordenadas las funciones que resultan de
asignarle a “b” los restantes valores negativos.

c) Comparando las gréficas obtenidas con la de la funcién base, écuél es el efecto
del Pardmetro “D"? ..o

d) Porlotanto, sia=...... ,C= ... yb... 0, la grafica de la parabola se “desplaza”
haciala ... y hacia abajo.

“on

Actividad 6. Considere el casoenquea = 1,b =0y “c” tome los valores 0, 1, 2, 3y 4.

a) Represente la funcion base que resulta de asignarle a “c” el valor cero.

b) En el mismo sistema de coordenadas, represente las funciones que resultan de
asignarle a “c” los demas valores.

¢) Comparando las graficas obtenidas con la de la funcién base, écual es el efecto
del Pardmetro C? ..o

d) Por lo tanto, sia =

za'"hacia ....................

= ... YyC .. 0, la grafica de la parébola se “despla-

Actividad 7. De manera andloga a la actividad anterior, considere a = 1, b =0y
que “c” tome los valores 0, -1, -2, -3y 4.

a) Represente la funciéon base.

b) En el mismo sistema de coordenadas, represente las funciones que resultan de
asignarle a “c” los restantes valores negativos.

c) Porlotanto, sia = ...... b= yC...... 0, la grafica de la parabola se “desplaza”

hacia ..o
Actividad 8. Sea la funcion de segundo grado y = —x® — 2x + 3.

a) Realice la grafica considerando intervalos adecuados para cada una de las va-
riables.
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b) Calcule los ceros x, y x, de la funcidén y corrobore su respuesta utilizando las op-

ciones del programa.
c) Escriba la funcion en su forma factorizada y = a(x — x,)(x — x,) y grafiquela en
el mismo sistema coordenado donde representé la funcion dada. ¢Qué observa?

d) Calcule analiticamente la abscisa y la ordenada del vértice. Indique si correspon-

de a un punto de maximo o de minimo de la funcion.
e) Determine el intervalo de valores de x para los que la funcién crece.

w0

a

f) Establezca el intervalo en el que la funcién es decreciente.
g) Por lo tanto, si es negativo, la funciéon alcanza un valor
. es creciente en el intervalo y decreciente en

X2 —Xx—4.

N —

Actividad 9. Considere la funcién de segundo grado y =

a) Realice las actividades sugeridas en el ejercicio anterior en los items comprendi-

dos desde a) hasta f).
b) Por lo tanto, si “a” es positivo, la funcion alcanza un valor
, es creciente en el intervalo ... y decreciente en

—Guia para el docente—

Andlisis de las actividades
Se presentan a continuacion algunas consideraciones sobre las actividades plan-

teadas que podré tener en cuenta en su implementacion.
Actividad 1. En esta actividad se presentan dos grupos de funciones de segundo
grado. En el primero, el signo del coeficiente principal de todas las funciones es positi-

vO 'y en el segundo, negativo.
A partir del andlisis de las gréficas de cada grupo de funciones, el alumno podra de-
terminar que si el signo de “a” es positivo, las ramas de la parabola se abren hacia arri-

bay si es negativo, hacia abajo.

El aspecto de las mismas debera ser como el que se muestra a continuacion:
a<o0
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Actividades 2 y 3. En estas actividades se analiza de qué manera influye en la gréa-
fica de la funcién de segundo grado el valor de “a” de acuerdo a que sea mayor o me-
nor que uno. Si bien se considera so6lo el caso en que “a” es positivo, las actividades
pueden replicarse para valores negativos del coeficiente principal.

Considerando la expresion algebraicay = ax? + bx + ¢, se analiza aqui el caso en
que by ¢ son nulos, resultando la funciény = ax®.

Asignandole a “a” el valor uno, se obtiene la expresiony = x?, que es la funcién que
se toma de referencia para analizar las diferentes modificaciones que sufre la gréfica.

Las distintas representaciones para cada actividad se muestran a continuacion:

a > 1 (Actividad 2) 0 < a < 1 (Actividad 3)

Observando las mismas el alumno deberé llegar a concluir que si se le asignan a
“a” valores mayores que uno, las ramas de la parabola se cierran sobre el eje de las
ordenadas. Si estos valores estan comprendidos entre cero y uno, las ramas se abren
con respecto al eje de las ordenadas. También puede decirse, en este Ultimo caso, que
se aproximan mas al eje de las abscisas.

Actividades 4 y 5. En estas actividades se analiza de qué manera influye en la gra-
fica de la funcién de segundo grado el valor de “b” de acuerdo con que sea mayor o
menor que cero. A partir de la funcion de referencia, manteniendo nulo el valor de “c” y
asignandole distintos valores a “b”, el alumno debera obtener representaciones como

las siguientes:

b > 0 (actividad 4) b < 0 (actividad 5)
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Observando las graficas puede analizar que siendo a positivo, si se le asignan a “b”
valores mayores que cero, la pardbola se desplaza hacia la izquierda y hacia abajo,
mientras que si los valores de “b” son menores que cero, la parabola se desplaza ha-
cia la derecha y hacia abajo. Puede resultar interesante plantear el interrogante a los
alumnos sobre cémo sera el comportamiento de la gréafica de la funcién en el caso en

que “a” sea negativo, manteniendo nulo a “c” y variando los valores de “b”.

Actividades 6 y 7. En estas actividades se analiza la influencia del valor del térmi-
no independiente “c” en la grafica de la parabola. A partir de la funciéon de referencia,
manteniendo nulo el valor de “b”, se le asignan distintos valores a “c”. Las gréficas que
se obtienen son como las siguientes:

c > 0 (Actividad 6) ¢ < 0 (Actividad 7)

A partir del analisis de las representaciones se puede concluir que si “c” es positivo
se observa un desplazamiento hacia arriba de la gréfica de la funcién, mientras que si
“c” es negativo el desplazamiento es hacia abajo. Es oportuno e interesante proponer
como tarea que analicen de manera similar la influencia de “c” en el caso en que “a”

es negativoy “b” nulo.

Actividades 8 y 9. En estas actividades, mediante el desarrollo analitico de algunas
consignas y el analisis de la grafica que obtiene, se procura favorecer el desarrollo de las
habilidades para trabajar entre las distintas representaciones de un mismo concepto.

Al solicitar el célculo analitico de los ceros de la funcién dada y de las coordenadas
del vertice, el alumno podra realizarlo si esos conceptos fueron dados con anterioridad.

Las graficas que puede obtener para cada actividad se presentan a continuacion:
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Actividad 9

-

En las mismas se muestran los ceros de cada funcién tal como lo presenta el pro-
grama al seleccionar la opcién Raices del menu que se despliega al presionar 1fu.

Para corroborar la respuesta al item d), puede seleccionar en el mismo menu la op-
cién Maximos para la actividad 8 o Minimos para la 9. Los nimeros que se observan
en cada caso corresponden a las coordenadas del vértice de cada funcidn representa-
da. Al seleccionar estas opciones, las graficas son como las siguientes:

Actividad 8

Actividad 9

A\

Maximos

N\

Minimos

A partir de la observacion de estas gréaficas resulta mas sencillo determinar en cada
caso, los valores de x para los cuales a funcién es creciente y el intervalo donde es de-
creciente. El alumno puede corroborar su respuesta seleccionando la opcion intervalo
de crecimiento o de decrecimiento del menu superior.
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Guia para el uso del programa Funciones

El programa Funciones para Windows version 2.7 puede descargarse gratuitamente
desde la pagina del autor: http://www.lagares.org

Para acceder al menu de ayuda, se puede presionar el botén correspondiente en la
pantalla principal o la tecla F1 una vez que se presenta la gréfica en pantalla. En este
menu, en el ftem referido a funcionamiento, pueden observarse las siguientes normas
de sintaxis:

7. FUNCIONES para Windows v:2.61 - o x|
Archivo Edicion Marcador Ayuda
indice I Buscar I Alras ]ﬂislotiall << l »

Normas de sintaxis
Para escribir las funciones se deben seauir unas normas de sintaxis
que, en principio, son las usuales. Las describimos a continuacion:
La variable independiente la representaremos mediante X.
Se permite y recomienda el uso de paréntesis.
Las operaciones admitidas son:
+ Suma
Diferencia
Producto
Divisidn
Potencia &
b

> = % 1

Por ejemplo, si se desea representar la funcion f(x) = x° — 2x? — 2x, respetando las nor-
mas de sintaxis, en el cuadro correspondiente a la funcion F(x) se introduce x® — 2x? — 2x
como se muestra a continuacion:
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FUNCIONES - ENTRADA DE DATOS E
P ] | —

FX)= [x"3-2x"2-2*x
GX) =

En Origen y Final, tanto del eje X como del eje Y, deben escribirse los valores que
determinan los limites inferior y superior de los intervalos en los cuales se vera la grafi-
ca de la funcién. Por defecto, estos valores son [-7,5; 7,5] para el eje de las abscisas y

[-5, 5] para el eje de las ordenadas.
Una vez completado esto, para visualizar la gréfica, presione el botdon Aceptar. Para

el ejemplo presentado, se obtiene lo siguiente:

Archivo Opciones 1fu. 2Ffu, 2

En la barra superior, al presionar Opciones, se despliega un menu en el que si se-
lecciona Valor unidad ejes resulta:

Archivo Opciones 1Ffu, 2fu. 7

5

1234567
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Si desea volver al menu donde se ingresa la expresion de la funcién, del menu que
se despliega al presionar Archivo, seleccione Cambiar funciones o parametros. Alli
podra modificar la expresion algebraica ingresada, agregar otras o modificar los extre-
mos de los intervalos de variacién de ambas variables y la escala.

En el ejemplo anterior, si en el menu de entrada de datos se modifica, por ejemplo,
el valor de la escala por 2, resulta la siguiente gréfica:

x*3-2x"2-2x H=E
Archivo Opciones 1fu. 2fu. ?
4
2
6 -4 -2 2 4 b6
2
-4

La modificaciéon de este valor de la escala es importante para presentar una grafica
que no esté tan sobrecargada y en especial cuando los extremos de los intervalos son
valores muy grandes.

Consideremos la funcion y = 2x* + x3 — 17x2 — x 4+ 15. Utilizando los intervalos de
variacion que por defecto presenta el programa, se obtiene:

2 4+x°317x"2x+15  [H[=]B]

Archivo Opciones 1fu. 2Ffu. ?

Modificando los extremos de los intervalos de variaciéon para x y para y (rango de
visualizacion) se obtienen distintas visualizaciones de esta funcién. Por ejemplo, si se
toma [-5, 5] — [-50, 50] se obtiene la siguiente grafica donde pueden observarse las
caracteristicas propias de una funcién polinomial de grado cuatro:
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1fu. 2fu,

/N

?

V4

o/

En este caso, se ha considerado como valor de escala para las abscisas uno y para

las ordenadas, diez.

Una vez que se ha representado la funcién, utilizando comandos propios del pro-
grama es posible determinar las caracteristicas propias de la funcion.

En la barra superior, al presionar la opcion 1fu, se despliega un menu que sélo esta
activo cuando se representa una Unica funcion. Su aspecto es el siguiente:

Archivo Opciones [BR{THN 2 fu. ?
Imagen... Alt I
Antiimagen...
Raices

Discontinuidades aisladas
Maximos

Minimos

Puntos de inflexion
Derivada en un punto...
Integral definida. ..
Integral de linea. ..
Intervalos de crecimiento
Intervalos de decrecimiento
Intervalos de concavidad
Intervalos de convexidad
Funcién derivada
Segunda derivada
Funcién integral. ..

Ecuacion de regresion...

er puntos

Algunas de las opciones que alli figuran se describen a continuacion:

* Imagen: Se presenta un cuadro de didlogo en el que al introducir un valor de x se
obtiene el correspondiente valor de la imagen en la funcién representada. Si este va-
lor de x se encuentra dentro del intervalo de graficacion, se representa graficamente la
imagen que le corresponde. Los botones <-i y d-> muestran las iméagenes para valo-
res de x préximos a la izquierda o a la derecha del ingresado.
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* Antiimagen. a través de un cuadro de didlogo, al ingresar un determinado valor de
la ordenada que debe encontrarse dentro del intervalo de variacion establecido para y,
se indican de manera dinamica las abscisas de los puntos que corresponden a dichas
ordenadas.

* Raices: se muestran los ceros de la funcion, es decir las abscisas de los puntos
para los que la funcién vale cero.

» Maximos y Minimos: se muestran de manera dinamica las coordenadas de los
puntos de maximo o de minimo respectivamente.

* Puntos de inflexion: se dan las coordenadas de los puntos donde la grafica de la
funcién cambia su concavidad.

* Intervalos de crecimiento: sobre el eje de las abscisas se muestran en color rojo los
intervalos en los que la funcién es creciente y se indican los extremos de los mismos.

De manera similar se muestra lo correspondiente a Intervalos de decrecimiento, de
concavidad y de convexidad.
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