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Resumen

Este trabajo estd centrado en estudiar propiedades de continuidad de distintos operadores del
Analisis Armoénico en el contexto de los espacios de Zygmund de tipo Llog L generalizados
cuando interviene un par de pesos. Abordaremos este objetivo de dos maneras distintas. Por
un lado, asumiendo condiciones de tipo bump en el par de pesos y, por otro, considerando

estimaciones de tipo Bloom.

Las condiciones de tipo bump en el par de pesos aparecen como las andlogas adecuadas a
las condiciones de Muckenhoupt que intervienen en estimaciones con un peso. De hecho, las
primeras resultan ser un “fortalecimiento” de las segundas. En esta tesis obtenemos condiciones
de tipo bump, asociadas a promedios en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente
variable, que implican la continuidad de operadores potenciales y de Calderén-Zygmund, y sus
respectivos conmutadores, en espacios de Zygmund de tipo Llog L generalizados. Los simbolos
involucrados pertenecen a una amplia gama de clases de funciones, incluyendo las Lipschitz
y las funciones de variacién media acotada, BM O, entre otras. Para una clase particular de
simbolos pertenecientes a una versién variable de espacios Lipschitz, se obtuvieron condiciones

bump més débiles que involucran promedios en espacios de Musielak-Orlicz.

Por otro lado hemos obtenido estimaciones de tipo Bloom en el contexto de los espacios
con exponente variable. Estas proveen las clases de pesos y el conjunto de los simbolos co-
rrespondientes para que el conmutador de distintos operadores resulte acotado. En tal sentido,
definimos la clase de pesos Ay 4(.), que extiende al contexto variable la clase de Muckenhoupt
¢)

. . . 5 . .
y Wheeden A, ,, e introducimos los espacios con pesos BMO,'’, que generalizan al espacio

BMO y al conjunto de las funciones Lipschitz.

Para concluir estos resultados hemos definido el operador maximal, M), y su versiéon
fraccionaria, Mg, 4.), donde s(-) y B(-) son exponentes que pertenecen a ciertas clases. Estos
extienden, por ejemplo, al operador maximal de Hardy-Littlewood al contexto variable. Hemos
estudiado las propiedades de acotacién de estos operadores maximales en los espacios de Zyg-
mund de tipo Llog L generalizados ya que, como estas maximales controlan, en cierto sentido,
a los operadores potenciales y a los de Calderén-Zygmund, las propiedades de continuidad de

las primeras permiten derivar propiedades de continuidad de los segundos.

Una de las principales herramientas que utilizamos en este trabajo se encuadra en la teoria

\Y



VI Resumen

de dominacién sparse, que consiste en controlar operadores clasicos del Anélisis Armdnico por
operadores diddicos mas sencillos de manejar a la hora de obtener desigualdades con pesos.
En este marco, estudiamos las propiedades de continuidad de ciertos operadores sparse en
el contexto variable y probamos una versiéon de la descomposiciéon de Calderén-Zygmund del

espacio asociada a promedios definidos en el contexto variable.



Introduccion

Los temas abordados en esta tesis contribuyen al avance del conocimiento sobre el comporta-
miento de distintos operadores del Andlisis Armonico en el contexto de los espacios de Lebesgue
de exponente variable y, mas atn, en espacios de Zygmund generalizados. Expondremos dos
maneras de estudiar propiedades de continuidad de operadores en estos espacios: por un lado,
asumiendo condiciones de tipo bump en el par de pesos y, por otro, considerando estimaciones
de tipo Bloom. A continuacion daremos una breve descripcién del estado del arte respecto de
este tema.
Consideremos el operador maximal de Hardy-Littlewood definido para funciones localmente
integrables en R™ por la expresién
Mia) = swp o [ fwldy s e R
Qae:Qe0 |Ql Jg
donde Q denota la familia de los cubos en R™ con lados paralelos a los ejes coordenados.
Como es bien sabido, este operador es acotado en LP(R™), 1 < p < oo. En [81] Muckenhoupt,
motivado por la idea de obtener resultados para cierto tipo de problemas de convergencia
de series ortogonales, caracterizé la clase de funciones positivas y localmente integrables w,
usualmente llamada clase de pesos, tales que el mismo operador es acotado en L%, (R™); esto es,
demostré que una condicién necesaria y suficiente para obtener la desigualdad
A M f(z)Pw(x)” de < C . |/ (@) Pw(z)” dz,

es la condicién wP € Ay, es decir,

Sup (@/Qw(y)pdzo " (@/Qw(y)p' dy) W < 00. (1)

Poco después, Hunt, Muckenhoupt y Wheeden ([49]) consideraron el estudio de otro operador
més singular, la transformada de Hilbert, ligada intimamente a la convergencia en LP(R) de las
series de Fourier, y establecieron que la misma clase de pesos también caracteriza la acotacion
de este operador en LL,(R). Méas tarde, Coifman y Fefferman ([14]) dieron un argumento més
flexible que también se aplicaba a los operadores mas generales de Calderén-Zygmund.
Posteriormente surgié la idea de considerar este tipo de problemas para un par de pesos, esto

es, encontrar condiciones necesarias y suficientes en (v, w) tales que se verifiquen desigualdades

VII
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del tipo

M f(x)Pw(x)P de < C |f(x)Pv(x)P de. (2)
R R

Muckenhoupt y Wheeden ([84]) observaron que la condicién analoga a (1) para un par de pesos

[ ora)” (G fporra) e

es necesaria pero no suficiente para que el operador M este acotado de LY (R) en L%, (R). Por

dada por

ejemplo, si

w(z) = v —xlog(m)X(O’l/Z)(x) y o(r)= xlOgZ(x)/X(m/z)(fU)?

entonces el par (v,w) satisface la condicién (3) para p = 2 pero M no es acotado de L2(R)
en L2(R) (ver también [23] y [39]). Lo mismo ocurre, por ejemplo, con la transformada de
Hilbert (para un contraejemplo ver [84]). En [105] Sawyer y Wheeden dieron una condicién
necesaria y suficiente para la validez de (2) pero que involucra al mismo operador M y no
presenta ninguna de las propiedades estructurales asociadas con la condicién A,. Esto motivé
la busqueda de condiciones suficientes que sean méas simples y que, en algin sentido, estén mas
relacionadas con la condicién (1). Algunos resultados parciales se obtuvieron en [84], pero la
primera condicién de este tipo fue dada por Neugebauer en [90] donde se probé que si (v, w) es

un par de pesos tal que para alguna constante R > 1,

L R g >1/(RP) <1 hf )U(Rp’) A
Slelg<|Q|/Qw(y) Y |Q|/Qv(y) y < 00, (4)

entonces se verifica (2). Nos referiremos a este tipo de condiciones como condiciones de tipo
bump.
Recordemos que los pesos en la clase A, satisfacen una desigualdad de Holder al revés. Esto

es, si u € A, entonces existe € > 0 tal que

1/(14¢)
<|22|/QU(1/)1+5dy> < C@/QU(Z/) dy.

Por lo tanto, en el caso de un peso, la condicién (4) es equivalente a la condicién w? € A,. En
el caso de dos pesos, la condicién (4) es un fortalecimiento de (3).

El resultado de Neugebauer fue generalizado y mejorado por Pérez ([95]) quien probé que
la constante R podia ser eliminada en el primer factor de (4), y el segundo factor podia ser
reemplazado por un promedio de tipo Luxemburg ||-||%Q asociado a una funcién de Young ¢ y
un cubo Q € Q, en la escala de los espacios de Orlicz.

Respecto a los operadores de Calderén-Zygmund, en [29] Cruz-Uribe y Pérez estudiaron

condiciones andlogas a (4) que implican la propiedad de acotacién de estos operadores de L (R™)
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en L, (R™). Concretamente probaron que, si T' es un operador de Calderén-Zygmund y (v, w)

es un par de pesos tal que

1 NV
s (m/Qw(y) dy) [0, < (5)

donde R > 1y ¢ es una funcién de Young que satisface cierta condicién de integrabilidad,

entonces

/szvcwwu&wpdxscr F@)Po(a) da. (6)

Rn
También consideraron este tipo de resultado para el conmutador de orden m asociado a T' con
simbolo b en BM O, la clase de las funciones con oscilacién media acotada. Si b es una funcién

localmente integrable, el conmutador de primer orden de un operador lineal T' se define como
T f(z) = b(x)T f(x) = T(bf)(x), x€R",
y, para m € N, el conmutador de orden m, se define recursivamente por
T f(x) = (T*" )" f(x), =z eR",

siendo T%9 = T'. La funcién b se llama simbolo del conmutador. En el mismo trabajo los autores
conjeturaron que la condicién (5) podia debilitarse atin mas reemplazando también el promedio
sobre el peso w por un promedio de tipo Luxemburg asociado a una funcién de Young con ciertas
propiedades, de modo que (6) siga siendo valiendo. Esta conjetura fue estudiada ampliamente;
para una historia completa remitimos al lector a [24, 25, 26, 30] y a [68] por la extensa lista de

referencias que contienen.

Por otra parte, en [82] Muckenhoupt y Wheeden consideraron el operador maximal fraccio-

nario M,, 0 < a < n, definido por la expresion

Mmm—swrmml/mmw,mew,
QeQ:Q3z Q

y estudiaron propiedades de continuidad del mismo en espacios de Lebesgue con un par de

pesos. Los autores probaron que si 1 <p <n/ay 1/r =1/p— a/n, la siguiente condicién

SgQééw@WQmQaLw@W@fw<w 7)

es necesaria y suficiente para la acotacién de M, de LL,(R™) en L! (R™). Ademds, como en el
caso de la maximal de Hardy-Littlewood, la condicién andloga a (7) para un par de pesos (v, w)
no es suficiente para que se verifique

Mo f(z) w(z) de < C [ [f(z)[Pv(z)’ de, (8)
R™ Rn
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(para un ejemplo ver [28]). La condicién de tipo bump correspondiente fue obtenida por Pérez

(ver [92, 95]) quien probé quesi 0 < a <n, 1 <p<r < ooy se verifica

" 1 1 1/7" 1 Ry 1/(Rp’)
sup |Q[/n1/m=1/p ( / w(y)Tdy) ( [t dy) < o0,
QeQ Q[ Jo Q[ Jo

para alguna constante R > 1, entonces se satisface (8).

Posterior al trabajo de Neugebauer, en [104] Sawyer y Wheeden consideraron el problema
andlogo para el operador integral fraccionaria I, 0 < a < n, o también llamado potencial de
Riesz, definido por la expresion

f(y)
I.f(x) = ——=—dy, x€&R"™ 9
ot = [ )

En dicho trabajo se prueba que si 1 < p < r < oo y el par de pesos (v, w) satisface

) YR N /)
sup |Q[/m /11 ( / w(y)R") ( / v<y>—RP> <o (10)
Qeo Q[ Jo QI Jo

para alguna constante R > 1, entonces el operador I,, estd acotado de L}(R™) en L” (R"). Méas
aun, si R = 1, entonces la condicién (10) resulta necesaria. La expresién (10) también se conoce
como condicion de Fefferman-Phong generalizada, ya que la condicién Fefferman-Phong es un
caso particular de (10) cuandov =1, =1y p=1r =2 (ver [38]).

Motivado por el trabajo de Sawyer y Wheeden y los resultados en [11] y [12], Pérez (]92])
extendio el resultado de [104] para operadores mds generales, los operadores potenciales Pr,

definidos para cierta funcién de crecimiento I', por

Pof@) = [ Te-niwdy.  ser

siempre que esta integral sea finita. Ejemplos de operadores potenciales son el potencial de Riesz
y los potenciales de Bessel. En particular, el autor prob6 que si 1 < p <r < ooy (v,w) es un

par de pesos tal que para alguna constante R > 1,

N Y(Rr) /4 1/(Rp')
¢ 1/r—1/p <1 Rr) < —Rp’) ,
sup (@)l ol /Q w ol /Q v <o (11)

entonces Pp esté acotado de LE(R™) en L7 (R™). Aqui, la funcién I esté definida por

y ¢(Q) indica el lado del cubo @. Cabe destacar que en este trabajo el autor también debilité
la condicién (11) introduciendo promedios de tipo Luxemburg asociados a funciones de Young,
en la escala de los espacios de Orlicz. Més adelante, Li ([73]) considerd este problema para el
conmutador de orden m asociado a Pr con simbolo en BMO. Versiones en el contexto multilineal

de estos resultados pueden encontrarse en [7].
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En relacién a resultados de acotacién en el contexto de espacios de Lebesgue de exponente
variable (ver Seccién 2.1), se conocen diferentes articulos donde se obtuvieron estimaciones
para una amplia gama de operadores en el caso de un peso. Por ejemplo, en [6, 31, 63, 64] se
estudian los operadores de Calderén-Zygmund, en [6] también se consideraron los conmutadores
de estos operadores con simbolos en la clase BMO, en [6, 40, 63, 64, 101, 102] se trabaja con

los potenciales de Riesz y en [4] con los potenciales de Bessel.

Sin embargo, poco se sabe del problema asociado a un par de pesos en este contexto més ge-
neral. Estimaciones con pares de pesos para los operadores de Calderén-Zygmund considerando
al exponente involucrado constante fuera de una bola en dominios no acotados se obtuvieron
en [61], asumiendo condiciones no locales en el par de pesos, y en [59] considerando condicio-
nes modulares en el par de pesos. Estimaciones para los potenciales de Riesz en espacios de
Lebesgue de exponente variable para el caso particular del par de pesos (1,v), donde v es un
peso potencia, se estudian en [37] cuando el exponente involucrado es una funcién Lipschitz
en el intervalo (0,1), y en [62] considerando exponentes en una clase mds general. En [58] se
caracteriza la clase de pesos v para la acotacién del potencial de Riesz de LP(R™) en Lg(')(]R”),
y en [60] considerando al exponente involucrado constante fuera de una bola en dominios no

acotados y asumiendo condiciones de tipo modular.

Uno de los objetivos de esta tesis es, entonces, estudiar condiciones de tipo bump sobre un par
de pesos que permitan derivar propiedades de continuidad de los conmutadores de operadores
de Calderon-Zygmund y de operadores potenciales en espacios de Zygmund generalizados. Tales
espacios extienden la definicién de los espacios de tipo Llog L y de los espacios de Lebesgue al
contexto variable. Las condiciones deberan ser generalizaciones de las obtenidas en los resultados
descriptos anteriormente. Los simbolos que involucran dichos conmutadores se considerardn en
una amplia gama de espacios. En tal sentido, en la Seccién 3.3 presentamos los resultados

obtenidos, los cuales forman parte de nuestros trabajos [77] y [78].

Daremos a continuacién una breve descripciéon de los antecedentes relacionados con el se-

gundo objetivo de esta tesis.

Con el proposito de extender a espacios de Hardy en R"™ ciertos teoremas de factorizacién
de funciones holomorfas en el disco unidad, en el trabajo fundacional de Coifman, Rochberg
y Weiss ([15]), los autores demuestran una caracterizaciéon del espacio BMO en términos de
la acotacién de los conmutadores de las transformadas de Riesz en los espacios de Lebesgue.
Posteriormente, Bloom ([9]) prueba una extensién con dos pesos de este resultado para el con-
mutador de la transformada de Hilbert, H. Més precisamente, dados 1 < p < oo, uP, \P € A, y
b € L'(R), el conmutador H”! es acotado de L},(R) en L£ (R) si y solo si la funcién b satisface
que

1
||b]] = sup / |b — bg|dr < o0,
BMO, 0e0 fQde 0 Q
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donde v = p/A. Notar que si u = A, el conjunto de las funciones con norma |||,/ ~finita
es el clasico espacio de las funciones de oscilacién media acotada, y el resultado obtenido es
el de [15]. Recientemente, Holmes, Lacey y Wick ([47]) probaron esta caracterizaciéon para
todas las transformadas de Riesz. En el caso de operadores de Calderén-Zygmund, utilizando
la representacién de tales operadores en término de operadores Haar shift (ver [50, 51, 52],
entre otros), obtuvieron que si b € BMO,,, entonces los operadores de Calderén-Zygmund son
acotados de L (R™) en L (R™). Més tarde, Lerner, Ombrosi y Rivera-Rios ([71]) consideran este
problema para operadores de Calderén-Zygmund con un médulo de continuidad que satisface la
condicién de Dini (ver Seccién 3.3.2) y, a través de la técnica de dominacion sparse, extienden
la implicacién anterior. Mas adelante, en [70], demuestran el resultado para los conmutadores
de orden superior.

Por otro lado, en [48] y [1], se obtuvieron versiones del resultado de Bloom para el operador
integral fraccionaria y sus conmutadores, respectivamente.

En el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable hasta donde sabemos, no
hay resultados de esta naturaleza. En tal sentido, otro gran objetivo de esta tesis es estudiar
este tipo de estimaciones, a las que llamaremos estimaciones de tipo Bloom, en este marco mas
general. Es decir, nos propondremos obtener una clase de pesos asociada a exponentes variables
tal que si el simbolo b pertenece a BMO,, con v en dicha clase, se deriven propiedades de
continuidad en espacios de Lebesgue de exponente variable con pesos para los conmutadores
de los operadores de Calderén-Zygmund, como asi también, para los conmutadores del opera-
dor integral fraccionario. Los resultados obtenidos respecto a este objetivo se expondran en la

Seccién 3.4 y forman parte de nuestro trabajo [79].

Esquema de contenidos. Esta tesis se compone de cuatro capitulos. El contenido de cada
uno de ellos es brevemente el siguiente.

En el Capitulo 1 introducimos los espacios funcionales relacionados con las propiedades de
continuidad de los operadores que estudiaremos en esta tesis, los espacios de Musielak-Orlicz, que
generalizan a diferentes espacios de funciones, incluidos los espacios de Lebesgue de exponente
variable y los espacios de Zygmund generalizados.

El Capitulo 2 estd dedicado a presentar el contexto de los espacios de exponente variable.
Daremos su definicién y presentaremos los resultados y propiedades preliminares necesarios para
el desarrollo y comprensién de la tesis. En este capitulo, en particular, definimos la clase de pesos
que estard involucrada en los resultados correspondientes a estimaciones de tipo Bloom.

El propdsito del Capitulo 3 es exponer los resultados de continuidad de los conmutado-
res de los operadores de Calderén-Zygmund y los operadores potenciales en los espacios de
Zygmund generalizados. En tal sentido, previamente en la Seccién 3.1 introducimos y estudia-

mos las propiedades, en este contexto, de operadores maximales generalizados que apareceran
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en las demostraciones de dichos resultados; en la Secciéon 3.2 definimos las clases funcionales
de los simbolos involucrados con los conmutadores en cuestién y presentamos algunas de sus
propiedades. La Secciones 3.3 y 3.4 explicitan los resultados de continuidad en los espacios de
Zygmund generalizados obtenidos considerando condiciones de tipo bump en el par de pesos,
y estimaciones de tipo Bloom, respectivamente. Por dltimo, en la Seccién 3.5 introducimos al-
gunos aspectos de la teoria de dominacién sparse que serdn de gran utilidad para probar los
resultados de las secciones anteriores.

Finalmente, en el Capitulo 4 expondremos las pruebas de los resultados del Capitulo 3.

Luego de los capitulos descritos, para dar mayor claridad a algunas estimaciones, adiciona-
mos un Apéndice que contiene lemas relacionados con propiedades de funciones, cualidades de

los cubos en R™, entre otros temas auxiliares.

Contribuciones originales. Los trabajos a los que dieron lugar las contribuciones origi-

nales de esta tesis y los publicados en esta instancia de formacién son los siguientes:

e L. Melchiori y G. Pradolini. Potential operators and their commutators acting between
variable Lebesgue spaces with different weights, Integral Transforms Spec. Funct. 29 (11)
909-926, 2018.

e L. Melchiori, G. Pradolini y W. Ramos. Commutators of potential type operators with
Lipschitz symbols on variable Lebesque spaces with different weights, Math. Inequal. Appl.
22 (3) 855-883, 2019.

e L. Melchiori y G. Pradolini. Commutators of singular integrals with kernels satisfying ge-
neralized Hormander conditions and extrapolation results to the variable exponent spaces.
Potential Anal. 51 (4) 579-601, 2019.

e L. Melchiori, G. Pradolini y W. Ramos. Musielak Orlicz bumps and Bloom type estima-
tes for commutators of Calderon-Zygmund and fractional integral operators on variable

Lebesgue spaces via sparse operators.. En prensa. Analysis Mathematica, 2020.
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CAPITULO 1

Espacios de Musielak-Orlicz

En este capitulo introduciremos los espacios funcionales relacionados con las propiedades de
continuidad de los operadores que estudiaremos en esta tesis, los espacios de Musielak-Orlicz,
que generalizan a diferentes espacios de funciones, incluidos los espacios cldsicos de Lebesgue y
Orlicz, los espacios de Lebesgue de exponente variable y los espacios de Zygmund generalizados.

En la primer seccién describiremos la clase de funciones involucradas en la definicién de
los espacios de Musielak-Orlicz. Luego, en la segunda seccién, enunciaremos las propiedades
esenciales de estos espacios para el desarrollo de los resultados de esta tesis.

Muchos de los resultados de este capitulo se pueden encontrar en [98], [35] o [44], entre otros.

1.1. El conjunto de las ®-funciones generalizadas

Definicién. Sea ¢ : [0,00) — [0,00] una funcién. Decimos que ¢ es una ®-funcién si es

continua por izquierda y verifica que

11,rnt~>0+ (p(t) = 07

limy 00 ©(t) = 00 y
e es convexa, es decir,

plos+ (1—0)t) <op(s)+ (1 —0o)p(t), Voel0,1],Vs,te]0,00).

Observacion 1.1. Es inmediato de la convexidad que, si ¢ es una ®-funcién entonces, ¢ es

continua en [0,00) si y solo si ¢ es finita en [0, 00).

Ejemplos de ®-funciones son las funciones de tipo potencia, ¢,(t) = tP con p € [1,00), las
funciones de tipo Llog L, p4(t) = tP(log(e +¢))? con p € [1,00) y q € [0,00) y las funciones de
la forma ¢(t) = € — 1 con p € [1,00). Otro ejemplo es el de la funcién e (t) = 00 - X1 ) ()

(con la convencién oo - 0 = 0).
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Aunque es posible definir espacios de funciones usando las ®-funciones, estos no son lo
suficientemente generales para nuestros requerimientos entre los cuales estd, por ejemplo, ge-
neralizar a los espacios de Lebesgue cldsicos. Como veremos en el Capitulo 2, los espacios de
Lebesgue de exponente variable se definen a través de una funcién que depende no sélo de la
variable temporal, sino también de la variable espacial. Por lo tanto, es preciso generalizar las

®-funciones a este nuevo contexto de funciones definidas en el espacio-tiempo.

Definicién. Sea ¥ : R" x [0,00) — [0,00] una funcién. Decimos que ¥ es una ®-funcién

generalizada en R", y lo denotamos ¥ € G®(R"), si verifica que
e para todo x € R"™, ¥U(z,-) es una ®-funcién y

e U(.,t) es medible para todo t > 0.

Si ¢ es una ®-funcién y ¥(z,t) = ¢(t) para todo = € R", entonces ¢ es una ®-funcién
generalizada.

Las ®-funciones generalizadas verifican las propiedades contenidas en el siguiente lema.
Lema 1.2. Sean ¥ € G®(R") y x € R", entonces

(i) U(z,as) <a¥(z,s), Vae[0,1] yVs>0.
(ii) W(x,-) es creciente.

(iii) La funcion h(t) = V(xz,t)/t, t > 0, es creciente.

Demostracion. La desigualdad en (i) se deduce de la propiedad de convexidad de ¥(x,-) y de

que ¥(z,0) = 0. Para demostrar (ii), tomemos 0 < s < ¢, entonces por (i) tenemos que

U(z,5) = <:c ;t) < ?Il(a:,t) < W(z,t).

Ademas, si s > 0, dividiendo la desigualdad anterior por s, obtenemos (iii). O

La funcién inversa generalizada

A continuacién definiremos la funcién inversa generalizada de una funcién definida en R™ x [0, oo].
Definicién. Dada ¥ : R" x [0, 00] — [0, 00|, se define su funcién inversa generalizada por
U (z,t) =inf {fu>0:V(z,u)>t}, zecR" tel0, o0,

donde inf ) = oc.

Notemos que ¥ € G®(R") no implica necesariamente que ¥~! € G®(R"). De hecho se

puede ver que ¥~!(x,-) es, en particular, una funcién céncava para x € R fijo.
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Observacion 1.3. Sea x € R"™, si ¥(z,-) es invertible y creciente (decreciente), la inversa genera-
lizada coincide con la inversa usual. En efecto, notemos que si ¥(x,-) es invertible y creciente,
debe ser continua y estrictamente creciente. Sea ®(z,-) su inversa usual. Entonces ®(x,-) es
creciente y no negativa pues ®(z,0) = 0. Luego
U, t) =inf {u>0:U(x,u) >t} =mf{u>0: 0 U(z,u) > d(z,t)}
=inf{u>0:u>d(z,t)} = P(x,t),

para todo t € [0, c0].
El siguiente resultado enuncia algunas propiedades de la inversa generalizada.

Proposicién 1.4. Sean ¥ : R" x [0,00] — [0,00] y x € R™. Entonces

(i

) U(z,-) es creciente en [0,00] y

(i) U~Y(z,¥(x,t)) <t para todo t € [0, 00].
)
)

(iii) Si U(z,-) es continua por izquierda, entonces ¥ (x, V=1 (z,t)) <t para todo t € [0, c].

(iv) Si U(z,-) es creciente en [0,00), entonces Y~1(x,-) es continua por izquierda en (0,00) y

las desigualdades
t< U, U(a,t)+e) y t<U(x, 0 Nz, t)+e) (1.1)

valen para todo e >0 y t € [0, 00).

(v) SiW(x,-) es creciente y continua en [0, 00),
Uz, U(z,t)) =t y Uz, v Yz t)=t Vtel0,0).

(vi) Si ademas V(xz,0) =0, se tiene que ¥(x,-) es creciente y continua por izquierda en (0, 00)
si y solo si (1) "Y(x, ) = U(z,-) en [0,0).

Demostracion. (i) Si consideramos 0 < s < t < oo,
{u>0:V(x,u) >t} C{u>0:V(r,u) > s}

y tomando el infimo de tales conjuntos, resulta que ¥~!(z,s) < ¥~1(x,t). Luego, ¥~ (z,-) es
creciente.

(ii) Sea t € [0, 00], como
Uz, U(x,t) = inf{u>0: V(x,u) > V(z,t)}

y t pertenece al conjunto {u > 0: ¥(z,u) > ¥(z,t)}, tenemos que ¥~ (z, ¥(x,t)) < t.

(iii) Notemos que las desigualdades para t = 0 y t = oo son claras. Supongamos que existe
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t € (0,00) tal que ¥(x, ¥~1(x,t)) > t. Como ¥(x,-) es continua por izquierda, existe ¢ > 0 tal
que ¥(x, U~1(x,t) — ) > t. Luego

Mo, t) —e€{u>0:U(x,u) >t}

lo que contradice la definicién de ¥~!(x,t). Asi, U(z, ¥~!(x,t)) <t para todo t € [0, 00).
(iv) Notemos que las desigualdades en (1.1) valen si ¢t = 0. Supongamos ¢t > 0 y sea ¢ > 0. Como

U(z,-) es creciente, ¥(x,u) > ¥(x,t) + ¢ implica u > t. Luego

U, U(x,t) +¢) = inf{u>0: U(z,u) > U(x,t)+e}
=mf{u>1t:VY(z,u) > ¥Y(z,t)+c} >t

Por otro lado, supongamos ¥ (x, U~=!(z,t) +¢) < t para algiin t > 0. Entonces, como ¥(z, ) es

creciente,

TN, t) = inf{u>0: U(z,u) >t}
=inf{u >0 Yz t) +e: U(z,u) >t} >V (1) +¢,

lo que es absurdo. Luego ¥(x, U1 (x,t) + ) > t para todo t > 0.
Para ver la propiedad de continuidad por izquierda de ¥~1(z,-), tomemos s > 0 y {s;} ey una
sucesién que crece a s. Entonces, por (i), ¥71(z,s;) < U~l(x,s) para todo j € N. Luego el
lim; o U1 (2, s;) existe y se verifica que

lim U (z,s;) < U l(z,s). (1.2)

J]—00
Sea € > 0. Por la desigualdad (1.1), ¥(z, ¥~ (z,s;) + ) > s; y entonces

lim W(z, ¥ Y (z,s;) +¢) > lim s; = s. (1.3)

J]—00 J—00

Ademds, como ¥!(x,-) es creciente, U1(z,s;) < limj_o ¥ (,s;) v, por el crecimiento de
U(z,-) se tiene,
U(z, lim Ut (2,s;) +¢) > lim U(z, UV (2, s;) +¢). (1.4)
j—o00 j—o00
Luego, de (1.3) y (1.4), se deduce que s < ¥(x,lim; oo ¥"!(z, s;) +¢). Por lo tanto, aplicando
U—1l(z,.) y por el item (ii),
lim U (z,s;) +e> U Hz,s), Ve>0

J—00

y entonces lim;_,oo ¥71(z, ;) > U~1(x, s). Combinando esta desigualdad con (1.2), obtenemos
la igualdad y consecuentemente W1 (z, ) es continua por izquierda.

El item (v) se obtiene de combinar (ii), (iii) y (iv).
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(vi) Notemos que (¥~1)~1(z,0) = 0 = ¥(x,0). Supongamos que ¥(x,-) es creciente y continua

por izquierda y tomemos t > 0. Sea ¢ € (0,t) entonces, por los items (i) y (ii),
U N au) U2, U(n,t —e)) <t—e<t, VO<u<U(z,t—e).
Luego

(U H N, t) = inf{u>0: 0 (z,u) >t}
= inf{u > U(z,t —¢): U (x,u) >t} > U(z,t —e).

Como V¥(z, -) es continua por izquierda, haciendo tender ¢ — 0%, resulta (¥ =1)~1(z,t) > ¥(x, ).

Por otro lado, tomamos nuevamente ¢ € (0,¢). Por (1.1), ¥~ (z, ¥(x,t) +¢) > t, entonces
(Y, t) =inf{u>0: Uz u) >t} < U(z,t) +e.

Si hacemos tender ¢ — 0, obtenemos (¥~1)~!(z,t) < U(x,t). Luego (V1) (z,t) = ¥(x,t)
para todo z € R" y t > 0.

Reciprocamente, supongamos (¥~1)~! = W. Por el item (i), ¥~ !(x,-) es creciente en [0, 00).
Entonces, en virtud del item (iv), (¥=1)~!(x,-) es continua por izquierda en (0,00). Ademds,
por el item (i), (~1)~!(z, -) es creciente en [0, 00). Asf resulta que ¥(z, -) es creciente y continua

por izquierda en (0, c0). O

Notemos que las desigualdades de los items (ii) y (iii) del lema anterior pueden ser estrictas,
incluso si ¥(x,0) = 0 y ¥(z,-) es creciente y continua por izquierda en [0,00). Por ejemplo,

consideremos oo (t) = 00 - X1 00 (t). Entonces (¢oo) ™! (t) = X(0,0](t) ¥, por lo tanto,

(9o0) " (0sc(1/2)) = (9o0) T1(0) =0 < 1/2

Presentaremos a continuacién una versiéon generalizada de la Desigualdad de Young en este
nuevo contexto que serd una herramienta 1til para la obtencién de una generalizacién de la

desigualdad de Holder.

Lema 1.5. Sean ¥,A,© : R" x [0,00) — [0,00] tales que, para todo x € R", las funciones
U(x,-) y A(z,-) son crecientes y continuas y ©(x,-) es creciente y continua por izquierda. Si

ademds existe una constante C positiva tal que se verifica la desigualdad
U o, )A  (z,t) < CO Ha,t), VareR™ Vte]|0,00),

entonces

O(z,vu/C) < ¥(z,v) + A(z,u), VzeR" YVu,ué€|0,00). (1.5)
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Demostracion. Sean x € R™ y v,u € [0,00). Supongamos primero que V¥(z,v) < A(z,u),

entonces

vu = Uz, U(z,v)Az, Az, u)) (Prop. 1.4 (v))
< \Ilfl(:c,A(a:,u))Afl(m,A(x,u)) (Prop. 1.4 (1))
< CO™ (z, Az, u)).

Luego, como O(x,-) es creciente y por la Proposicién 1.4 (iii), obtenemos que
O(x,vu/C) < O(z, 07 (z, Az, u))) < Az, u).
Si U(x,v) > Az, u), por el mismo argumento obtenemos que O(x,vu/C) < ¥(z,v). Luego

O(z,vu/C) < max{¥(z,v), A(z,u)} < ¥(z,v) + Az, u). O

La funcién conjugada

Definicién. Sea ¥ € G®(R"), definimos la funcién conjugada de VU, y la denotaremos por
U* como

U*(z,t) = sup {ut — ¥(z,u)}, xe€R" te|0,00).
u>0

La funcién conjugada de ¥ € G®(R") es una ®-funcién generalizada. En efecto, probemos
que dado t > 0, la funcién WU*(-,t) es medible. Sean z € R", u € (0,00) \ Q y {u;}jen una
sucesién de nimeros racionales tal que u; ,* u. Como W¥(z,-) es continua por izquierda,

ut — ¥(z,u) = lim (u;t — V(z,u;)).

J—00

Luego,

U*(x,t) =sup (ut — U(z,u)) = sup (ut —¥(x,u)).
u>0 u€QN[0,00)

Sea a > 0. Entonces tenemos que se verifica U*(z,t) < a si y solo si ut — ¥(x,u) < a para todo

u € QN[0,00). Por lo tanto, como el conjunto

{z e R" : U*(2,t) <a} = ﬂ {z eR" 1 ut — ¥(x,u) < a}
u€QN[0,00)

es una interseccién de conjuntos medibles, es medible y podemos concluir que W*(-, t) es medible.
Asimismo debemos ver que dado x € R", ¥*(z,-) es una ®-funcién. Claramente, ¥*(z,0) = 0.

Como lim,,_,o+ ¥(z,u) = 0, existe u; > 0 tal que ¥(x,u1) < oo. Entonces

. * z. —
Jim W (z, ) > 1m (tuy — ¥(,u1)) = oo,
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Por otro lado, también existe ug > 0 tal que ¥(x,uz) > 0. Por Lema 1.2 (iii), tenemos que

U(z,u) > V(x,uz)u/us siempre que u > us. Luego,

U*(z,t) = méx { sup (ut — ¥(z,u)), sup (ut — \I/(a:,u))}

u<usg u>u2

. \IJ($7 UQ)
<maxqugt,supu |t — —— .
u>ug (]

Como el segundo argumento del méximo es negativo cuando t < ¥(z, ug)/ug2, podemos concluir
lim;_,o+ U*(z,t) = 0.

Para ver que U*(x,-) es convexa tomemos o € [0,1] y s,t € [0,00), entonces

U*(z,05+ (1 —o)t) = sup {u[os+ (1 —o)t] — U(x,u)}

u>0
< ili% {uos — oW (z,u)} + ig% {u(l—0o)t — (1 —0)¥(x,u)}

=oU*(z,s)+ (1 —o)¥*(z,1).

Por ltimo veamos que U*(z,-) es continua por izquierda. Sea b = inf{t > 0 : ¥*(x,t) = oo}.
La convexidad de ¥*(z,-) implica continuidad en [0,b). Como la continuidad en el intervalo
(b,00) es clara, nos queda ver que U*(x,-) es continua por izquierda en b. Sea A € (0,1),
como U*(z, Ab) < AU*(z,b) < U*(x,b), limsupy_,;- ¥*(x,A\b) < U*(z,b). Por otro lado, sean
k < U*(z,b) y up tales que k < u1b — ¥(x, up). Tenemos entonces que

lim inf U*(z, Ab) > liminf (ug Ab — ¥ (z,u1)) = urb — ¥(z,uy) > k.
A—1— A—1—

Luego, haciendo k tender a U*(z,b) por izquierda, resulta liminfy ;- U*(xz, Ab) > U*(z,b).
Asi U*(z,-) es continua por izquierda y concluimos que U* € G®(R"). Adem4s se verifica que
(U*)* = W (ver [[35], Corolario 2.6.3]).

Dada ¥ € G®(R"™), una propiedad muy importante que se deriva de la definicién de ¥*, es

la siguiente generalizacion de la desigualdad de Young en este contexto,
vu < U(z,0) + V" (z,u), VreR"Vou,ucl0o00). (1.6)

Dado t € [0, 00), evaluando la desigualdad anterior con v = ¥~ (z,t) y u = (¥*)~1(z,t) tenemos

que, en virtud de Proposicién 1.4 (iii),
T, ) () (1) < U(z, U (2, 1) + U (a, (%) 7L(z, 1)) < 2t. (1.7)

Mas aun, se verifica la siguiente relacién que es 1til a la hora de calcular funciones conjugadas

de ®-funciones generalizadas,

Uz, ) (U*) " x,t) ~t, VzeR,Yo,ué€[0,00) (1.8)
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(para su demostracién ver, por ejemplo, [[44], Teorema 2.4.10]), donde hemos considerado la
siguiente notacién que sera recurrente a lo largo de este trabajo. Dadas dos funciones F' y G,

denotaremos F(0) ~ G(0) si existen dos constante C1,Cs > 0 tales que
C1G(0) < F(o) < C3G(0), Vo

Si solo vale la desigualdad de la derecha, escribiremos F(o) < G(0).

1.1.1. #-funciones generalizadas de tipo Llog L

En esta tesis consideraremos, en particular, una familia de ®-funciones generalizadas asociada a
espacios de Zygmund generalizados del tipo L log L. Introduciremos a continuacién la notacién
correspondiente.

Dada una funcién p(-) : R™ — R, escribiremos

p- = inf p(z) y p*= supp=).
xER™ rERM

Definicién. Sean p(-) : R" — [0,00] y ¢(-) : R — R tal que ¢* < oco. Definimos la funcién
de tipo Llog L generalizada, @, ), para z € R" y ¢ > 0, por

(@) (log(e +1))1@),  p(z) < oo
Pp()a() (@ 1) = { (1.9)
o0 - X(l,oo) (), p(z) = oo,
con la convencién oo - 0 = 0. En el caso en que ¢(-) = 0, denotamos ¢,y = ¢y, 0-
Notar que, si en la definicién anterior agregamos las condiciones p(-) > 1y
2(p(z) — 1) +4q(z) >0, VzeR", (1.10)

entonces, en virtud del Lema A.2 del Apéndice, wp(,)yq(.)(x, -) es convexa. Por lo tanto, en este
Caso, Pp()q) € GR(R™) y, asimismo, ¢y, q()(7, ) es estrictamente creciente y continua para
cada x € R"™. Notar que, en particular, cuando p~ > 1y ¢~ > 0, la relacién (1.10) se verifica.
Por la forma que tienen estas funciones es facil obtener expresiones equivalentes a sus fun-
ciones inversa y conjugada asumiendo ciertas restricciones en los exponentes involucrados, como
se vera en el siguiente lema. Antes de continuar, recordemos que dado 1 < p < 0o, el nimero
p' =p/(p—1), el cual satisface 1/p+ 1/p’ = 1, es llamado exponente conjugado de Hélder de p.

Si p = 1 su exponente conjugado p’ se define como p’ = oo, y viceversa.
Lema 1.6. Sean x > 0 una constante y p(-),q(-) : R™ — [0, 00] tales que p~ >0 y g+ < 00. Si
U(x,t) = K @pyq0)(T,1), x€R™ L€]0,00),

entonces
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(i) su inversa generalizada W' satisface

U (z, 1) {tl/p(@(bg(em)q(l"’/p(@, si p(x) < 00
x,t) ~ ‘
X(0,00 (1), si p(x) = oo.

ii) Si ademds p~ > 1, la conjugada W* verifica
(i) p ; jug

'@ (log(e + 1))~/ @@= & p(z) < 0o

t, st p(x) = o0

U™ (z,t) ~ {

donde p'(z) = (p(z) — 1)/p(x).

En el caso en que p(-) =1, la conjugada V* verifica

- X1.00)(t), st 0
\Ij*(.’l?,t) ~ o0 (1, )( ) 51 Q(x)
[(x,t), st q(z) >0

donde la funcion T estd dada por

0, st t<1
@) = etl/m) —e, stt>1

Las constantes involucradas dependen de k, p~ y q™.

Demostracion. Sea x € R™. Si p(x) = oo, simples célculos muestran que

71_

U (2, 1) = (kg (2.1) T = (moo- X () = Ao (8):

Supongamos 0 < p~ < p(x) < oo. Denotemos ®(z,t) = tV/P@)(log(e + t))~2=)/P(@)  Para,

demostrar (i) basta ver que existen constantes L, R > 0 tales que
L®(x,t) <V (2,t) < R®(x,t), VYacR"Vt>0,

o, equivalentemente, en virtud de la Proposicién 1.4 (v) (notar que ¥(zx,-) es creciente y conti-

nua),

U(z, LP(z,t)) <t < V(x,RP(z,t)), VaxeR"Vt>O0. (1.11)
Si g(z) =0y C > 0 es una constante, se tiene que ¥(z, C®(z,t)) = x CP™®)t. Luego, (1.11) vale

con

(1/r)YP", sik>1 1, sik > 1
L=1L:= , y R=Ri:= U=
1, sik < 1, (1/r)VP7 sik < 1.

Supongamos ahora que 0 < g(z) < ¢*. Como log (e + tl/p(z)) < C'log(e +t), donde C' > 1 es

una constante (ver Apéndice, Lema A.5),

log (e + t1/P(®)) a() <ot
log(e + 1) - '
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Luego, si I :=min{1/(kC9"),1} < 1, obtenemos que
U(z, Ly®(x,t)) = LY st (log(e 4 t))~1@) (log (e + t1/7(@) (log (e + t))_Q(z)/p($)>)q(z)
- (z)
< L5 kt(log(e +1t))~9@ <log (e + tl/p(x)>>q <t

Asi concluimos la desigualdad de la izquierda de (1.11) con L = Lo. Para probar la desigualdad

de la derecha debemos ver que existe una constante Ro > 0 tal que
< m R (log(e + )71 (1og (c+ Byt (og(e + 1) 9/} )" (1.12)
para todo t > 0. Si Ry > 1, entonces
log <e + R t(log(e + t))_q(’”)) < Alog (e + Rot'/P@) (log(e + t))_q(x)/”(””)> ,

donde A > 1 es una constante (ver Apéndice, Lema A.5). Por lo tanto, para obtener (1.12),

basta probar que existen constantes Ry > 1y C > 1 tales que C < R’Qf /Aqu y

kC't - —olx q(x)
= (log(c + £))1® (10 (e + RS tllog(e + 1)), vixo. (1.13)

En efecto, tendremos que

kCt - R
= (log(e + t))2®) (10g (e-+ B elog(e +1) 1)) )
Ct .
: (1(>g(:th)qAQ+ log (e + Ryt (loge + t))‘Q<w>/p<x>)q

q(z)

log <6 + RotYP@ (log(e + t))—q(w)/p($)> ’

)
< %Rg(w) t
- )

(z)
(log(e +t))a()
y concluimos (1.12).
Para demostrar (1.13) tomemos 0 < ¢ < min{q*",1}. Por el Lema A.7 del Apéndice, existe
o4 > 1 tal que

AP e
log(e +1t) < = < ?t vVt > o, (1.14)
Tomemos Ry y C' tales que
—y . A q" ) 1 Ry
R, >max{A,l€1/q+(1_€), . ,log(e+0q)} y max{l,m(l_g)(ﬁ SCSA‘ﬁ'

Notar que entonces se verifica
q+
- +
A1y @R > ol o)

@ > (%) =

Supongamos t > o4, entonces por (1.14), (a) y (b) se tiene que

, (b) kC > max {/{,

kCt _ o\ 4@)
(ot + gy (108 (e 7% tos(e +1)1)))
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ct N 2\ )\ 4®)
- W <1°g (e + Ry (e/q") ¢! 6))
(log (e + tl—s))q(r)

kCt
> 0
= (log(e + )7
>kCt(1—e)?@

2 t,

donde hemos utilizado la desigualdad (A.V) con a = 1 — ¢ (ver Apéndice). Por otro lado, si

0 <t < gy, tenemos que (log(e + 1))4*) < (log(e + 0,4))?" . Luego,

rCt ) (log (e + RS t(log(e + t))*q(z))y(w)

> (log(:f)tf))q(x) (log (e + RS t(log(e + aq))*‘ﬁ))

>rCt>t,

q(z)

donde hemos utilizado (c) y (b).

Finalmente, eligiendo
L=min{Ly,L2} y R=mix{Ry,Ra},
valen las desigualdades
L&(z,t) <V Y(z,t) < R®(z,t), VzeR"Yt>O0.

Demostremos (ii). Sea z € R™. Notemos que, si 1 < p(x) < oo, por la equivalencia (1.8) y el

item anterior,

(W) (a,t) =~ ~ t1/7 @) (log(e + 1)) 1@/ i > 0. (1.15)

U—1(z,t)
Ademas, por la Proposicién 1.4 (vi) (notar que W*(z,-) es creciente y continua por izquierda),
P* = [(\I/*)_l]_l.

Supongamos p~ > 1. Si p(x) = oo, simples calculos muestran que

U*(z,t) = </€ gooo,q(.)(x,t)> = (/@oo . X(lm)(t))* =t.
Veamos el caso en que 1 < p~ < p(z) < co. Como p~ > 1, tenemos que (1/p’)~ > 0. Luego,
podemos aplicar el item (i) con (1/p')(-) v (¢/p)(:), en lugar de p(-) y ¢(-) respectivamente.
Asimismo, teniendo en cuenta que, si A,©® € G®(R"™) verifican A(z,:) < O(z,-), entonces

O (x,-) < A Y(z,), de (1.15) obtenemos que

U*(z,t) ~ () (log(e + t))—tz(w)p’(w)/p(l‘) — (@) (log(e 4 t)) @)/ (p(@)=1)
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como queriamos probar.

Finalmente, veamos el caso en que p(-) = 1. Si ¢(x) > 0, de (1.15) deducimos
()N, t) ~ (log(e + )", Vit >0.

Calculemos entonces la inversa generalizada de (log(e + t))?®). Notemos que, si 0 < ¢t < 1,
entonces t < (log(e4u))?®) para todo u > 0. Por otro lado, si t > 1, entonces t < (log(e4u))?®)

¢1/a()

solosiu>e — e. Luego

inf {u > 0: (log(e + u))?® >t} = T'(x,t).

Finalmente, si p(-) = 1 y ¢(x) = 0, de (1.15) deducimos (¥*)~1(x,t) ~ X(0,00]- Luego, por el
item anterior, W*(x,t) =~ 00 - X{1 o) (t)- O

1.2. Espacios de Musielak-Orlicz

Definicién. Sea ¥ € G®(R"). El espacio de Musielak-Orlicz LY (R") se define como el
conjunto de todas las funciones f medibles sobre R™ para las cuales existe un nimero positivo

A tal que
eI/ = [ ¥l @)/ da

es finita.

El primer precedente de estos espacios se da en el trabajo de Orlicz [91] en 1931 quien
consideré los espacios secuenciales P() y los espacios de funciones de Lebesgue de exponente
variable Lp(')(R), y demostro versiones de la desigualdad clasica de Holder en estos contextos.
Orlicz abandono el estudio de tales espacios, dedicdndose a espacios de funciones que hoy llevan
su nombre, introducidos por él en un trabajo junto a Birnbaum [8] (los mismos se definen a
partir de ®-funciones). Mas adelante Nakano define una versién méas general de los espacios de
Orlicz [87, 88], los espacios de Musielak-Orlicz, también llamados espacios de Nakano o espacios
de Orlicz generalizados, y Musielak y Orlicz desarrollan la teoria de los mismos [86, 85].

Notar que si ¥ € G®(R™) y f es una funcién medible, la aplicacién x — V(z,|f(x)|) es
medible (ver [[44],Teorema 2.5.13]), por lo tanto el funcional g, estd bien definido. Ademads, por
la convexidad de ¥(z,-) para x € R", g, resulta convexo.

Es facil ver que LY (R") = {f medible en R™ : g, (f) < oc}.

El funcional g, no es una norma para el espacio L‘I’(R”). En tal sentido, la siguiente defini-

cién introduce una norma en estos espacios.

Definicién. Sea ¥ € G®(R"). Dada una funcién medible sobre R" definimos el funcional

[fllg = A >0 0, (f/A) <1}
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Podemos también probar que LY(R") = {fmedible en R" : ||f||;; < oo}. De esta manera

tenemos el siguiente resultado de completitud.

Teorema 1.7 ([35]). Si ¥ € G®(R"), entonces |||y es una norma para el espacio de Musielak-
Orlicz LY (R™). Mds atin, (LY (R™), ||-|lg) es un espacio de Banach.

El siguiente resultado muestra algunas relaciones fundamentales entre la norma y el funcio-

nal. La demostracién es estdndar (ver, por ejemplo, [[35], Lemas 2.1.14 y 2.3.9]).

Proposicién 1.8 (Propiedad de la bola unitaria). Sean ¥ € G®(R") y f una funcion

medible. Entonces

(1) oy (f/I1fllw) <1 siempre que 0 < || f|lg < o0;y
(ii) [[fllg <1 yo,(f) <1 son equivalentes.

A continuacién enunciamos una generalizacién de la desigualdad de Holder en el contexto

de espacios de Musielak-Orlicz.

Lema 1.9 ([35]). Sea ¥ € G®(R"). Entonces, vale la siguiente desigualdad

. f(@)g(x) dz < 2|[fllg lglly- (1.16)

para todo par de funciones f € L¥(R™) y g € LY (R™).

La demostracién sigue los lineamientos cldsicos conocidos con las modificaciones obvias
como, por ejemplo, la desigualdad de Young que, en este contexto, estd dada por (1.6). Si,
en cambio, utilizamos la versién (1.5), obtenemos el siguiente resultado que impone ciertas

condiciones a la ®-funciéon generalizada pero que extiende la desigualdad de Holder clasica.

Incluimos su demostracién para maés claridad.

Lema 1.10. Sean ¥, A, 0 € G®(R") tales que, para cada x € R™, las funciones V(z,-) y Az, -)

son continuas. Si ademds para alguna constante C' positiva se verifica la siguiente desigualdad
U Yo, )A  (z,t) < CO Ha,t), VareR™ Vte]|0,00),

entonces

Ifglle <2C | fllw llglla (1.17)
para todo par de funciones f € L¥(R™) y g € LM(R™).
Demostracion. Basta suponer ||f|lg > 0y [|g]|, > 0 ya que, en otro caso, f =00 g =0 en casi

todo punto y la desigualdad es trivial.
Si, para cada « € R", aplicamos la desigualdad (1.5) a v = [f(z)|/ || fllg v v = |g(z)|/ |9]l»,

o (e airtetat) < (i)~ (i, ) o=

se tiene que
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Luego por convexidad (ver Lema 1.2 (i))

L. ( 2C|fH(f\)qu(llgllA)

o)
@( dz
Rn C”f”\y ||9HA

1

<3

1 1 \g(w)!>
- U — A d
S2/Rn ( ||f||@> +2/71 <‘”” loll, )
1

3

<-+-=1

1
2
donde hemos utilizado la Proposicién 1.8 (i). En virtud de la Proposicién 1.8 (ii), deducimos la
desigualdad (1.17). O

El siguiente es un resultado bésico de dualidad en el espacio LY(R") probado en [[35],
Corolario 2.7.5]. En tal sentido, recordemos que una funcién f es simple si es una combinacién

lineal de funciones caracteristicas de conjuntos medibles con medida finita, es decir,

k
fla) = sika,(2)
i=1
donde Aj,..., Aj son conjuntos medibles con medida finita, X4 denota la funcién caracteristica

del conjunto A y s1,...,5; € R.

Teorema 1.11 (Férmula de la norma conjugada en LY(R")). Si U ¢ G®(R") y el

. . . , . *
conjunto de las funciones simples estd contenido en LY (R™), entonces

Iflg~  sup /|f<x>g<x>|dx,
llgllgx<1/R™

geLY* (R"):

para toda funcion medible f.

1.2.1. La clase F

Introducimos a continuacién una clase de ®-funciones generalizadas que utilizaremos méas ade-
lante. Recordemos que Q denota la familia de los cubos en R™ con lados paralelos a los ejes

coordenados.

Definicién. Decimos que una 3-upla de ®-funciones generalizadas (¥, A, ©) pertenece a la

clase F si verifica las siguientes propiedades

F1. | %)y [¥ell, S 14Qlle para todo Q € Q.

F2. Dado x € R", las funciones ¥(z,-) y A(z,-) son continuas y se verifica

o, )A Nz, t) SO 2, t) Vo eR™ VYt >0.

F3. [Xgllg [1*0lle- < Q| para todo @ € Q.
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Ejemplos de 3-uplas de ®-funciones generalizadas que pertenecen a esta clase se expondran
maés adelante (ver Ejemplos 3.20, 3.21 y 3.22).

La importancia de la clase F en esta tesis se debe a que es de gran utilidad para lograr
desigualdades con pesos cuando las normas involucradas se asocian a ®-funciones generalizadas.
En particular trabajaremos con el siguiente resultado. Para enunciarlo introducimos la siguiente
notacién que utilizaremos con frecuencia. Dados f € Li. (R") y Q € Q, el promedio de f en Q,

fq, estd dado por
1
fo= @'/Qf(x) do = ][Qf(x) dz. (1.18)

Lema 1.12. Sea (V,A,0) € F, entonces

1, < 1Xafully [Xeuw ],
O~ Al Xy

para toda funcién f € L _(R™), todo peso w y todo Q € Q.

loc

(1.19)

Demostracion. Sean f € Ll , w un pesoy @ € Q. En virtud de la desigualdad de Holder (1.16)

y la condiciéon F3 tenemos que

1¥eflle 1*elle- _ 4o fle

o= glle Falle: ~ Tallo 20
Notemos que por F2, podemos aplicar la desigualdad de Holder (1.17) y obtener
1Xflo S IXafwlly [[Xow™ ||, -
Combinando esta desigualdad y la condicién F1, a partir de (1.20) concluimos que
N .

fo S
O~ Xl Xl

Observacion 1.13. De la demostracién del lema anterior deducimos que si (¥, A, ©) es una

3-upla de ®-funciones generalizadas que satisface las condiciones F1 y F2, entonces

[¥oullg _ ldQully
I*elle ™ 4y

para todo peso w y todo @ € Q.
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CAPITULO 2

Espacios de exponente variable

En este capitulo presentaremos dos casos especiales de espacios de Musielak-Orlicz que tendran
particular importancia para esta tesis: los espacios de Lebesgue de exponente variable y los
espacios de Zygmund generalizados (y su versién pesada). Comenzaremos con las definiciones
y enunciaremos algunos resultados importantes en estos contextos, unos extraidos de la biblio-

grafia y otros propios, que seran necesarios para nuestro trabajo.

2.1. Espacios de Lebesgue de exponente variable

En las ultimas décadas, los espacios de Lebesgue de exponente variable se han estudiado en for-
ma intensiva, si bien el trabajo de investigacién en dichos espacios se remonta como ya dijimos
a 1931 ([91]). Este resurgimiento se debe, en parte, a que resultan ser el &mbito apropiado para
analizar una gran variedad de problemas relacionados con ciertas clases de fluidos, llamados
electroreoldgicos, que se caracterizan por la capacidad de modificar significativamente sus pro-
piedades mecénicas cuando se les aplica un campo eléctrico ([100, 2, 3]). Ademads son el marco
adecuado para desarrollar ciertos procesos de restauracién de imdgenes ([13, 45]) y estudiar
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales ([5, 42]), entre otras aplicaciones.

Las propiedades de los espacios LP(") han sido estudiadas por diversos autores entre los cudles
podemos destacar el trabajo fundacional de Kovacik y Rakosnik [65] y los libros [35] y [21].

Presentamos a continuacién la definicién de estos espacios y ciertos resultados conocidos
en este contexto que seran de gran utilidad para el desarrollo de los resultados principales de
esta tesis. En algunos casos incluiremos las demostraciones para familiarizar al lector con las
técnicas usuales que se utilizan en este contexto.

Sea P(R™) el conjunto de las funciones p(-) : R™ — [1, co] medibles. Como ya hemos definido

en la Seccién 1.1, dado p(-) € P(R"), denotamos con ¢,y a la funcién

P 1

IN

p(x) < o0

Pp() (2, 1) = { 00 Xi00)(t),  px) =

para x € R" y ¢t > 0, con la convencién co - 0 = 0.

17
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El espacio de Lebesgue de exponente variable, que denotamos por Lp(')(]R"), es el es-
pacio de Musielak-Orlicz L¥»¢) (R™). Asi, LP()(R™) es el conjunto de todas las funciones medibles

f definidas en R™ tales que, para alguna constante positiva A,

0p() (f/N) = /R o (2, | £ (2)]/N) da < .

Segun el Teorema 1.7, una norma en este espacio estd dada por
Hng;p(,) = inf {)\ >0: Qp(.)(f/A) < 1} .

Con L (’)(R”) denotaremos el espacio de funciones f tales que fXy € LP()(R™) para todo

loc
conjunto compacto U C R™. Por simplicidad, en algunos casos denotaremos LP() = Lp(')(R”),
o) = LED®) 3 1y = Il © Illzo = 4l -
En el caso en que p € [1, 00] es constante, los espacios LPO) coinciden con los cldsicos espacios

de Lebesgue LP. En efecto, sea A > 0. Como

wm= [ (L) w5 [ e an

A Jn

tenemos que

n

op(f/N) <1 = </ |f ()P dm) v <A

Luego

1/p
1£]l, = fmf {3 > 0: gy(f/A) < 1} = ( [ i da:) |

R

Por otro lado, notar que
00(f/A) <1 <= f(z) <A ct.zeR"

Entonces

1fll =mME{A>0:000(f/A) <1} =mf{XA>0: |{z: f(x) > A}| =0} = supessern f(2).
Dado p(-) € P(R"), sea @y, la funcién definida por

@ /p(z),  1<p(x) < oo

@P(.)(x7t> - { o0 - ‘)('(1700)(75), p(l’) =

para z € R" y t > 0. En [35] se demostrd que el espacio LP¢) es isomorfo a LP(). Es por ello
que tomaremos indistintamente a Ppy ¥ & Pp(.) cOmMO las ®-funciones generalizadas asociadas
al espacio LP(). Observar también que, para todo ¢ > 0 el mapeo p — ©p(t) es continuo con
respecto a p € [1,00] y

lim @,(t) = poo(t), VE>0.

p—o0
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Esto sugiere que la expresion tP /p para p = oo tiene una interpretaciéon natural, que es precisa-
mente 0o - X o) (t).

A partir de los resultados del capitulo anterior se tiene que si p(-) € P(R™), (LPO), [RIEY
es un espacio de Banach. Por otro lado, podemos deducir la propiedad de la bola unitaria en
LP0) por la cual, si p(-) € P(R") y f es una funcién medible tal que 0 < [ £l < oo, entonces
op() (F/ 1 llp¢y) < 1. Ademds [|f][,.) < 1y 0p()(f) < 1 son equivalentes. Esta propiedad serd
usada recurrentemente a lo largo de toda la tesis.

De los Lemas 1.6, 1.9 y 1.10 se deducen generalizaciones de la desigualdad de Holder en
los espacios LP() pero solo para el caso en que los exponentes involucrados tengan supremo
finito pues, para p(-) € P(R"), la funcién ¢,.y(z,) con z € R™ no necesariamente es continua
en [0,00). Sin embargo, se puede probar un resultado que no considere esta restriccién. En tal

sentido veremos otra generalizacién de la desigualdad de Young.

Lema 2.1 ([35]). Sean p,r,s € [1,00] tales que 1/s = 1/p+ 1/r. Entonces, para cualesquiera

a,b > 0 vale la siguiente desigualdad

ps(ab) < pp(a) + o (b).

Enunciamos a continuacién la desigualdad de Holder para los espacios de Lebesgue de ex-

ponente variable que se obtiene a partir del lema anterior.

Lema 2.2 ([35]). Sean p(-),r(:),s(-) € P(R") tales que 1/s(-) = 1/p(-) +1/r(-) en c.t.p. de R".

Entonces
1fgllscy < 21 F 1y Nl (2.1)

para todo par de funciones f € LPC) y g e L™0).
Demostracion. Sean f € LP0) y g € L"), En virtud del Lema 2.1 tenemos que

para c.t.z € R". Supongamos que [[f| ), llgll,) <1y, en consecuencia, o,((f), 0r(1(9) < 1.
Luego, por la convexidad de ¢y v (2.2),

1 1 1
" (2fg> < L0y (F9) < L oo (P) + 0y ()] < 1.

Por lo tanto, ||fg\|s(‘) < 2. Para f y g en general el resultado se sigue por el argumento de

escala:si ||/, 19,y > 0, sean f = £/ 1 fll,) ¥ 3= 9/ gl Entonces || fllpy = 1g]l) =1

y, por el caso anterior, tenemos ||fv§||s(‘) < 2. Luego, por las propiedades de la norma podemos

concluir quel| fglls.y < 2 Fllpc) 19l - M
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Notemos que, si s(-) =1y p(-) € P(R"), del lema anterior deducimos
. f@)g(@)dz < 2|/ £l 91l (2.3)

para todo par de funciones f € P0) yge P )

En virtud del Teorema 1.11 y el Lema 1.6, tenemos el siguiente resultado de dualidad.

Teorema 2.3 ([35], Férmula de la norma conjugada en LPU)). Sea p(-) € P(R") con

p~ > 1, entonces para toda funcion medible f se verifica

1 1l = sup /n |f(x)g(x)|da.

geLr' () llgllr <1

Otras propiedades que verifica la norma ||-|| () ¥ que serén ttiles para el desarrollo de esta

tesis se enuncian en los siguientes lemas.

Lema 2.4 ([35]). Dados p(-) € P(R™) y una constante S > 0 tal que Sp~ > 1 se verifica
S

HfSHp(-) = [ spcy-

Lema 2.5 ([35]). Dado p(-) € P(R™). Entonces, para todo cubo Q € Q,

|l > min{L,|Q]}.

Presentamos a continuacion un resultado de inmersién de los espacios suma de espacios de
Lebesgue de exponente variable. El mismo sera 1util en la prueba del Lema 4.2 necesario para

obtener estimaciones asociadas a ciertos operadores maximales estudiados en esta tesis.

Lema 2.6 ([35]). Dados p(-),s(-) € P(R") tales que s(-) < p(-) en c.t.p. de R". Entonces
LPO) sy 150) 4 oo,

Mds ain, para toda funcion f € LPO), || f]| sy poo < 2 1 1oy

El espacio L*() + L> como es usual, denota el conjunto {f:f=9g+h,gc€ L0 h e L>}

dotado con la norma ||| ;s¢), j definida por

W llperspee = i lgllsey + 1Al -

geLs() heLo°:f=g+h (

Demostracion Lema 2.6. Sea f € LPC) con [fll,) < 1, entonces g,.)(f) < 1. Definamos las
funciones fo = sgn(f) max{|f| — 1;0} y f1 = sgn(f) min{|f|;1}. Asi f = fo+ f1. Si vemos que

se verifican las siguientes desigualdades

@s(-)(x7 |f0($)|) < QOP(.)($, ’f(x)’)a Vz eR" (2'4)

Poo(@, [[1(2)]) < @py (@, [f(2)]),  VzeR", (2.5)
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obtendremos que

ey = [ @ lfol@)de < [ o f@Dde = g (5 <1

o) = [ onlalfi@dr < [ g @D de = g (<1

En consecuencia concluimos [ fol[s.) < 1y [[fill < 1. En particular, || f[|;s¢) 4 < 2. Luego,
por el argumento de escala, concluimos || f{|s¢) 4 po0 < 2|10

Probemos entonces (2.4) y (2.5). Si [f(x)| < 1, entonces py.y(7, |fo(z)]) = 0y (2.4) vale
trivialmente. Asumamos entonces |f(x)| > 1. Si p(z) = oo, ¢,y (7, |f(7)]) = oo y (2.4) se

cumple. Supongamos p(x) < oo y, en consecuencia, s(z) < co. Entonces

@P(')(‘rv ‘f(x)’) > st(-)(x’ |f($)|) > @s(-)(‘r’ |f(x)| - 1))

y concluimos la prueba de (2.4). Por otro lado, notemos que si |f(x)| > 1, entonces se verifica

Poo(, | [1(2)]) = Poo(x,1) = 0y, si [f(z)] <1, tenemos que poo(, [ f1(2)]) = poo(z, | f(2)]). En
ambos casos resulta 9o (7, | f1(7)]) < @p)(z,]f()]), lo que demuestra (2.5). O

2.1.1. Condiciones de tipo logaritmicas

Para el estudio de propiedades de continuidad de operadores en los espacios LP() es necesario
asumir cierta regularidad en el exponente p(-), la llamada continuidad de tipo logaritmica o

continuidad log-Holder.

Definicién. Una funcién a(-) : R” — R es log-Ho6lder continua localmente en R™ si existe
una constante Cy > 0 tal que

< G
~ log(e +1/|z —y])’

la(z) — a(y)| Vr,y € R™ (2.6)

Por otro lado, decimos que «f-) satisface la condicién de decaimiento log-Holder en R™
si existen constantes ao, € Ry Cy > 0 tales que

Co

2 VYzreR 2.7
ogle+ &)’ " 27)

|a(2) — o] <

Decimos que una funcién «a(-) es log-Holder continua (globalmente) en R”, y lo denotamos
a(-) € LH(R™), si es localmente log-Holder continua y satisface la condicién de decaimiento

log-Hélder en R”, esto es, si verifica (2.6) y (2.7), respectivamente.

Cuando a(+) es continua y acotada, es decir, —co < a~ < a™ < oo, una condicién equivalente
a (2.6) es: existe una constante C' > 0 tal que

a(z) - a(y)] < ——°

<———— VzyeR",0<|z—y|<1/2, 2.8
~Tog (= — y) z =yl <1/ (28)
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(ver [[33], Lemma 3.2.] y [[35], Lemma 4.1.6]).

La condicion de continuidad log-Holder local fue introducida en este contexto por Sharapu-
dinov [106] en la forma (2.8) y luego en [33, 56, 57, 93, 99, 110, 111, 112] y [103]. En [33] Diening
prueba que si p(+) € P(R") es un exponente continuo con 1 < p~ < p* < 0o que verifica la con-
dicién (2.8) y, ademas, es constante fuera de una bola fija en R™ centrada en el origen, entonces
el operador maximal de Hardy-Littlewood estd acotado en LP()(R™). Posteriormente, en [22]
e independientemente en [89], los autores obtienen la misma acotacién pero reemplazando la
condicién de constancia de p(-) fuera de una bola por la condicién: existe una constante C' > 0

tal que
C

<———  VayeR" |z <yl 2.9
< Tote 7D yeR", Jo] <y (2.9

() — a(y)

Notar que la condicién (2.7) implica la condicién (2.9).

En esta tesis trabajaremos con la condiciéon de continuidad log-Holder global en el exponente
pues ésta es la mejor condicién puntual posible que implica la acotacién de M en Lp(')(]R”)
(ver [22, 93]). Sin embargo, es posible obtener resultados bajo condiciones més débiles pero de
tipo integral ([89]), segin la oscilacién media de p(-) ([67]) o el comportamiento de |||, en
promedios para la maximal M ([34]), entre otras.

Notemos que toda funcién que verifica (2.7) es acotada, en efecto,

C
la(z)] < |a(x) — o] + |ace| < 2

e <C Vo e R
> 10g(6+ ‘CL’D + ’aoo’ < Co+ ’@00’7 €

Damos a continuacién un ejemplo de una funcién en LH(R"™). Consideremos

C

afz) = log(e + [2))’ (2.10)

donde C € R. Por ser una funcién continua y acotada en R", para ver (2.6) basta probar (2.8).

Como «a(-) es una funcién Lipschitz resulta

la(z) —a(y)| S |z -yl < (2.11)

—log(|lz —y[)’
para z,y € R™. La condicién (2.7) se verifica con a, = 0.

En el siguiente lema se dan algunas propiedades relativas a las funciones log-Hélder conti-

nuas. Su demostracién es sencilla asi que la omitiremos.

Lema 2.7. Dadas a(-),n(-) € LH(R™) y S € R, valen las siguientes propiedades:
(i) a(-) £n() € LH(R").
(ii) Sa(-) € LH(R™).

Definicién. Denotamos por P!°9(R") al siguiente conjunto de exponentes

PlOg(Rn) _ {p(> c ’P(R") : l/p(-) € LH(RH)}'
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A veces, por simplicidad, escribiremos P9 = Pl9(R") y LH = LH(R").
Observacion 2.8. Notemos que, aunque el exponente 1/p(-) es siempre acotado cuando p(-)
pertenece a la clase P(R"), el exponente p(-) € P'9(R"™) puede no serlo (por ejemplo si tomamos

p(-) = 1/a(-) con a(-) como en (2.10)). Pero, si p(-) € P(R™) con p* < oo, entonces
p(+) € PP9(R™) siy solo sip(-) € LH(R"),

lo cual puede deducirse de la desigualdad
1 1
p(x) —pW)l = p)pW) | == — —=|, Vz,yeR"
(o) = p(0)| = o) |~ ]

En el siguiente lema se dan algunas propiedades relativas a los exponentes de la clase P9,

Las mismas seran de utilidad en las demostraciones de los resultados principales de esta tesis.

Lema 2.9. Dados s(-),p(-) € P9(R") y S € R tal que Sp~ > 1, valen las siguientes propieda-
des:
(i) Sp() € P9(R™).
(ii) p'(-) € PPI(R™).
(i) Siademds, p'(-) < s(-) yw(:) es el exponente definido por 1/w(-) =1/s(-)+1/p(-), entonces
w(-) € Pl9(R™).
(iv) Por otro lado, si s(-) < p(-) y B(:) es el exponente definido por 1/5(-) = 1/s(-) — 1/p(-),
entonces ((-) € P9(R™).
(v) Sis(-) yp(-) verifican sT,pt < oo, entonces (sp)(-) € PYI(R™).

Demostracion. (i) Ya que Sp~ > 1, se tiene que Sp(-) € P. Ademds, como 1/p(-) € LH, por
Lema 2.7 (ii), 1/(Sp(-)) € LH. Luego Sp(-) € P9.
(i) Como 1/p/(:) = 1 —1/p(-), p'() € P. Ademés, por el Lema 2.7 (i), obtenemos que
1/p'(-) € LH(R™) y, por tanto, p/(-) € P9,
(iii) y (iv): Dado que s(-),p(-) € P!, tenemos 1/s(-),1/p(-) € LH. Entonces, por Le-
ma 2.7 (i), 1/s(-) £ 1/p(-) € LH. Por otro lado, si p'(-) < s(-) entonces
be L1 1 _ 1 1
“w() o os() o p() T PC) ()

y resulta w(-) € P9, En cambio, si s(-) < p(-),

Luego B(-) € P9,
(v) Ya que s*,pt < oo entonces, por la Observacién 2.8, basta ver que (sp)(-) € PN LH.
Claramente (sp)(-) € P y como

[(sp)(x) — (sp) ()| < sT|p(x) — p(y)| + pT|s(x) — s(y)]

y s(+),p(-) € LH, concluimos (sp)(-) € LH. O
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A continuacién daremos algunas desigualdades entre normas en LP() de ciertas funciones
cuando p(-) € P9(R™). Las mismas serdn de gran utilidad al momento estudiar propiedades
de continuidad de operadores en este contexto.

La funcién que a cada cubo @ € @ le asigna el valor ”XQ”p(.) tiene la propiedad de dupli-

cacién cuando p(-) € P°9(R™). Més precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.10 ([94]). Si p(-) € P°I(R™), entonces eviste una constante positiva C, tal que la
desigualdad
||X2QHP(A) <G ||XQ||p(.) (2.12)

vale para todo cubo @ € Q.

El siguiente resultado estima la norma de la funciones caracteristicas de cubos en Q cuando

el exponente involucrado pertenece a la clase P9,

Teorema 2.11 ([35]). Sean p(-) € P9(R") y Q € Q. Entonces

¥l = @I/
donde (1/p)g denota el promedio de 1/p(-) en el cubo Q (ver (1.18)). Mds ain,

Aol ~ QI'P), si|Q<2" yreQ
Qlip(y — ‘Q‘l/poo7 si ‘Q’ > 1.

donde 1/pso €s la constante de decaimiento de 1/p(-) definida en (2.7).

Notemos que, dado un exponente p(-),

<;>Q+<;>Q:]£2P(ly)dy+]ép’(ly)dy:1’

Por lo tanto, si p(-) € P9(R™) , por el Lema 2.9 (ii) y el teorema anterior concluimos que

”XQ”p(.) ||XQ||p/(.) ~|Q, VQeQ. (2.13)
Maés atn, tenemos el siguiente resultado més general.

Corolario 2.12. Dados s(-),p(-) € P9(R") tales que s(-) < p(-). Supongamos que B(-) es el
exponente definido por 1/8(-) = 1/s(-) — 1/p(+). Entonces,

HXQHS(.) = H‘XQHQ(.) HXQHP(.)a V@R e Q.

Cuando p es un exponentes constante y G es una colecciéon de conjuntos en R™ disjuntos dos

a dos, la desigualdad de Holder “discreta” permite obtener

(/f pdm>1/p</cgg(az)p/dx>l/p Z/f )P da Z/ 2)? da

QEeG Qeg

1/p

QEeG
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< ([ sera) " ([ ot as) "

El siguiente resultado da una generalizacion de la desigualdad anterior en el caso de exponentes

variables.

Teorema 2.13 ([35]). Sip(-) € PP°Y(R") y G C Q es una coleccion de cubos disjuntos dos a

dos, entonces existe una constante G > 0 tal que la siguiente desigualdad

Z HfXQHp(.) ||9XQ||p/(.) <G ||f||p(~) HQHp/(.)
Qeg

vale para todo par de funciones f € Lp(')(R”) yge Lp,(')(R").

loc loc

Este tipo de desigualdades resulta muy util para extender resultados locales a globales.
Cuando la familia de cubos G que se considera no es disjunta pero tiene una propiedad de
solapamiento acotado, en [77] hemos probado un resultado andlogo al anterior. Para enunciarlo
recordemos la definicién de la familia de cubos diddicos. Sea Dy la coleccién de los cubos en R™
congruentes con el cubo unitario [0,1)" con vértices en Z". Para k € Z, sea Dy la familia que
retine los cubos de Dy dilatados por un factor 27 con vértices en (27¥Z)". Entonces la familia

de cubos diadicos se define y denota por

D:UDk. (2.14)
k

Lema 2.14. Sea p(-) € P9(R"), d € Z y Qo un cubo diddico. Si para cada i € N definimos el

conjunto O; como
0 ={iQ : QeD,QC Qo y UQ) =21

donde £(Q) indica el lado de @Q, entonces existe una constante G > 0 tal que la siguiente
desigualdad

Z Hin%QHp(.) ||9X3Q”p/(.) <G Hin%Qo”p(.) ||9X3Qo||p/(.) (2.15)
Qe0,

vale para todo par de funciones f € Lp(')(R”) yge Lp/(')(R”).

loc loc

Para demostrar este resultado necesitaremos el siguiente lema que involucra familias local-
mente N-finitas. Dada una constante N € N, decimos que una familia G de conjuntos medibles

es localmente N-finita, si

> Ay(z) <N, ctzeR™
Ueg

Por ejemplo, toda familia de conjuntos disjuntos es localmente 1-finita.
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Lema 2.15 ([35]). Sean p(-) € P9(R") y G C Q una familia de cubos localmente N-finita para

cierta constante N € N. Entonces

1 Xl
Z ORI [E? H Z fXq (2.16)
Qeg ¢ ey 1999 iy
para toda funcidén f € Llo(c) (R™).
Demostracion Lema 2.1/. Sean f € Li((? y g€ Lﬁ;g). Como p(-) € P9, por la equivalencia

(2.13) tenemos que

1 sl ngsgup,()

> 15l laial) = 3 15
- ||X3Q|r Tl
1/ Xsqll 5 191l
S/ Xy () 72 Xsq(z )71)
n Qggl X5l ngl [R=%e] 7
fXrp 9XF
:/ S X H [ S X H lpr( .
o\ 2 L )& O T
Luego, por la desigualdad de Hélder (2.3) y la definicién del conjunto Os,
1f X3, Xl ) 19 X300 X | /()
> &l ll9sel o S || D Xr——p > Ap——
Qe0, o) - Feo; 1[I Feo; 1%F

(")

Dado que la familia O3 es localmente N-finita con N = C(n), por el Lema 2.15 concluimos que

S &l l9Xsal, S | F a0 3 Xr| [lodse, 3 A
QGOl FEOg p() FGO?) p/(.)

< 1 Xogullg l9%sll ) - =
2.2. Espacios de Zygmund generalizados y la clase P!9to9

Una familia particular de los espacios de Musielak-Orlicz es la clase de los espacios de Zygmund
LP(log L) generalizados. A continuacién daremos su definicién y propiedades. Varios autores
han estudiado problemas de acotacion en estos espacios entre los que podemos citar: Cruz-Uribe
y Fiorenza ([20]), y Bernardis, Dalmasso y Pradolini ([6]) que obtienen generalizaciones de la
desigualdad de Wiener (ver [109] y [39]) en este contexto, Mizuta, Ohno y Shimomura ([80]) que
abordan el problema de la continuidad de los potenciales de Riesz en estos espacios, y Maeda,
Mizuta y Ohno ([75]) que estudian la convergencia de aproximaciones a la identidad en este

marco.
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Definicién. Dados p(-) € P(R") y ¢(-) : R"® — R tal que ¢* < oo que verifican la siguiente
relacién

2(p(z) — 1) + q(z) >0, VazeR", (2.17)

sea Pp(.),q(-) la ®-funcién generalizada definida como en (1.9) para z € R" y ¢ > 0, por

") (log(e 4+ 1)1, 1 < p(z) < oo

Pp().q(- (z,t) = {
POt OO'X(l,oo)(t)7 p(.T) =

El espacio de Zygmund generalizado LP()(log L)4)(R"), es el espacio de Musielak-Orlicz

asociado a @y 4(), esto es L¥a0) (R™). Denotaremos ||| o) (10g £)a)

)a = Mlleyar

Recordemos que la condicién (2.17) en los exponentes p(-) y ¢(-) es suficiente para que
©p(-),q(-) € GB(R™) (ver Subseccién 1.1.1). Por lo tanto, en todos los conceptos y resultados que
expondremos en este contexto supondremos, sin aclararlo expresamente, que ésta relacion se
satisface.

En Lp(')(log L)Q(') podemos introducir, entre otros, dos tipos de convergencia de sucesiones

que seran utiles para probar propiedades de densidad en estos espacios.

Definicién. Sean {f;} ey una sucesién en LP() (log L)1), Decimos que

e f; converge en modular Oop(y.a(y & f si para alguna constante § > 0,

lim Qcpp(.%q(.) (/B(f - f])) = 0. (218)

j—00
e f; converge en norma ||-||Lp(<)(logL)q(.) a fsi
lim || f — fill ;o 5 =0. 2.19
i, 1 = fill 1ot tog £)9 (2.19)
Con ciertas condiciones en los exponentes involucrados ambas convergencias son equivalen-
tes. Mas precisamente tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.16. Sean p(-) € P(R"), ¢(-) : R — [0,00) conp™, g+ < 0o. Sean {f;}52, una sucesion
de funciones en LPC)(log L)?)(R™) y f una funcién medible. Entonces las condiciones (2.18)

y (2.19) son equivalentes.

Demostracién. Supongamos que existe una constante 8 > 0 tal que se verifica (2.18). Tomemos
0 < A < 1/p. Entonces, por la desigualdad (A.VII) del Apéndice,

o, PN _f q(x)
e (P52) = [ (2520 (s (o L2

+ +

< ()}ﬁ)p [log <>\1ﬁ> + 1]q 00ty BU = 17))-
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Por lo tanto, para j suficientemente grande oy, , ., ((f = f5)/A) <1y entonces, por la propie-
dad de la bola unitaria, ||f — fj||L,,(.)(log pya) < A Luego, por la arbitrariedad de A, concluimos

(2.19). Reciprocamente, supongamos que se verifica (2.19). Entonces, dado 8 > 0,
jlggo 1B(f = i)l o) og £yatr = 5}3’20 1f = fill Lot (tog £yatr = O- (2.20)

Consecuentemente, para j suficientemente grade, ||5(f — f;)| L6 (log Lyat) < 1. Luego, por la

convexidad de Oy 4y tEDEMOS que

B(f = 1i)
ONBC = F)ll 1o tog £ya0
B(f — ;) )

f— f]) ||LP(‘)(]og L))

Q(PP(A)’Q(A) (5(1? - f])) = QLPP(A)yq(A) <||6(f - fj)HLP(‘)(]ogL

g ||B(f - fj)”LF(')(logL)Q(‘) Q@p(%q(‘) <”5(
<NBU = Il 1o tog 1ya0 -
Combinando esta desigualdad con (2.20) concluimos (2.18). O
g

Relacionado con la acotacién de operadores en estos espacios surge una clase de exponentes

que describiremos a continuacion.

Definicién. Sea ¢(-) : R” — R una funcién medible. Diremos que ¢(-) es loglog-Holder
continua en R”, y lo denotaremos por ¢(-) € P!9°9(R™), si —oc0 < ¢~ < ¢t < oo y existe
una constante C' > 0 tal que

c
<
~ log(e +log(e +1/]z —y[))’

lg(z) — q(y)] Va,yc R (2.21)

Notar que la condicién de continuidad log-Hélder local (2.6) implica la condicién (2.21) (ver
Apéndice, Lema A.8), pero a diferencia de la clase P"9(R"), a los exponentes en P99 (R™) no
les impondremos una condicién de decaimiento sino solo que sean acotados. Se verifica entonces
que

pt < ooy p(-) € P9(R™), entonces p(-) € P9°I(R™). (2.22)

En [75], los autores probaron el siguiente resultado de continuidad del operador maximal de

Hardy-Littlewood en los espacios de Zygmund generalizados.

Teorema 2.17 ([75]). Dados p(-) € PI(R™) con 1 < p~ < pt < oo y q(-) € Pldles(R"),

entonces el operador mazimal M es continuo en LPC)(log L)1C)(R™).

Observacion 2.18. Sea R una constante positiva y consideremos el operador maximal Mg defi-
nido por (M fF)1/R_Si p(.), q(-) verifican las hipétesis del teorema anterior y R < p~, de este
resultado se deduce que My es acotado en LP()(log L)90) (R™).
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En los siguientes resultados se presentan algunas propiedades relativas a los exponentes

loglog-Holder continuos.

Lema 2.19. Dados p(-), q(-) € P9°9(R™), entonces (pq)(-) € PP9°I(R™). Si ademds p~ > 0,
entonces (q/p)(-) € P9I(R").

Demostracion. Sean x,y € R™. Como
p(z)q(z) = p(y)a)l < Ip()lla(z) — q()] + la@W)llp(x) — p(y)]

< Pt +aqt
™ log(e +log(e +1/]x —y[))’

concluimos que (pq)(-) € P99, Por otro lado, como (¢/p)(-) = q(-)(1/p)(-) y (1/p)* < oo,

entonces (q/p)(-) € P99 se sigue de lo anterior. O

Proposicién 2.20. Sean q(-) € P9°9(R") y Q € Q. Entonces,

(log(e + 1/Q1)*™ = (log(e + 1/|Q)™Y),  Va,y € Q. (2.23)
Mds atin,
(log(e +1/|Q1))% < (log(e + 1/|Q)))*™  Va e Q, (2.24)
donde qq = JCQ q(z) dx.

Demostracion. Sean x,y € Q). En virtud del Lema A.12 del Apéndice, para demostrar (2.23) es

suficiente ver que existe una constante C' > 0 tal que
(log(e + 1/|Q))l1®—aWl < ¢

0, equivalentemente,

explq(z) — q(y)[log(log(e + 1/|Q|))] < C. (2.25)

Dado que ¢(-) € Pledlos,

log(e +log(e + 1/]Q1))
log(e +log(e + 1/]x — yl))

exp(lg(x) — q(y)[log(log(e +1/|Q]))) < exp (Cloglog(Q) > - (2.26)

Como z,y € Q, entonces |z — y| < /n|Q|Y/™. Luego

lo <e+lo <e+1>)<lo <e+lo <e+ L >)
ST Ve ) ) =BT T =y ) )

Por lo tanto, si probamos que

log <e + log <e + @)) < klog <e + log (e + W)) (2.27)




30 Espacios de exponente variable

para cierta constante x > 0 entonces, por (2.26), podremos concluir (2.25).
Verifiquemos entonces (2.27). Notar que, por la desigualdad (A.V) con a = 1/n y (A.VII) con

Cy = y/n (ver Apéndice), existe una constante k1 > 1 tal que

1 Jn 1
tog (“ \@) < nlog ( * m@rl/n> < f1log <€+ ﬁ\@!”") ’

y por lo tanto,
log(e+log(e+ 1>><log<e+mlog<e+ ! >>
il < L . I
Q| Vn|Q/m

Utilizando nuevamente (A.VII) con Cy = k1 (ver Apéndice) obtenemos

o o (e ) ) = s (v (< ) )
og|e og 6+|Q| < klogle—+log|e \/ﬁ|Q|1/n ,

para cierta constante x > 1, lo que concluye la prueba de (2.27).
Para demostrar la desigualdad (2.24) consideramos la funcién convexa h : R — R definida
por h(u) = (log(e + 1/]Q]))". Dado x € Q, por la desigualdad de Jensen y la desigualdad (2.23),

tenemos que

(log(e + 1/|Q))* = h(gq) < ][Qh(Q(y)) dy = ]2 (log(e + 1/|QD)*™ dy

~ ]fg (log(e + 1/|Q))"™ dy =~ (log(e +1/|Q]))*™ .

Estimaciones de HXQHp(~) a()

Como vimos en la Subseccién 2.1.1, en [35] los autores probaron que, si p(-) € P9(R"), en-
tonces [|Xg||,., ~ 1Q|(1/P)e para todo cubo Q € Q. Con el propésito de encontrar ejemplos
de 3-tuplas de ®-funciones generalizadas de tipo Llog L en la clase F (ver Subseccién 1.2.1),
en esta seccién generalizamos dicho resultado para el caso de la norma en LP()(log L)10), es-
to es, estimamos ||XQ||LP(')(1ogL)‘1<‘) con ciertos exponentes p(-) v ¢(-). Concretamente, en [78]

obtuvimos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.21. Sean p(-) € PPI(R™) con 1 < p~ < pt < oo y q(-) € PP9I(R") una

funcion no negativa. Entonces

1! o) o £yacr = Q112 (log(e + 1/]Q)))@/P)e

para todo cubo Q € Q.



Espacios de Zygmund generalizados y la clase P99 31

Para demostrar la proposicién anterior presentaremos algunos resultados obtenidos en [78]
respecto a la ®-funcién generalizada involucrada, ¢, .) ). Recordemos que, si p(-),q(-) son

funciones no negativas definidas en R™ tales que p~ > 0y ¢ < oo, en virtud del Lema 1.6,

. t1/7() (log(e + ¢))~1@)/P() i p(z) < 0o
Pp().a() (&) = ' (229
o) s p(r) = oo
y, si ademés p~ > 1,
(@) (log(e + t))—l](f)/(P(fﬂ)—l) si p(x) < oo
* T, t) ~ ’ 2.29
901?(')#1(')( ) { £ si p(x) = oo. ( )

Lema 2.22. Sean p(-) € P(R™), q(-) : R" — [0,00) con g7 < 0o y Q € Q. Entonces, para todo

t > 0, se tiene la siguiente desigualdad
< -1 q(z) ,—1
t < ]égop(.)’q(.)(x,t) dx ]g(log(e + 1)) (pp/(.)’q(.)(x,t) dz.
Demostracion. Es suficiente considerar t > 0 ya que el caso t = 0 es trivial. Sea =z € Q. Si
1 < p(x) < oo, por (2.28),
. t1/p(x) /7' (@) t

—1 - _
o000 @) €000 (@ 8) = G0 @@ (log(e + £)T@F@ ~ (log(e 1 1))@

Si en cambio, p(x) =1 o p(x) = oo, por (2.28),

t t

-1 -1 ~ —
(10]_711(.) (I’,t) 90007(]()(’1"71:) - (log(e 4 t))q(x) X(O,OO] (t) - (log(e 4 t))q(x) :

En todos los casos obtenemos

t
-1 -1 ~_ v
0000 @) Ep(0,00(® 1) = oo
Luego, considerando el mapeo convexo z — 1/z, en virtud de la desigualdad de Jensen tenemos
que
1 1
-1

P @t =t _ dr >t _ |

]é P0a0) o (log(e+1)1@p 1 (x,1) falog(e + D)1, (@ )dz

O]

Para enunciar el siguiente lema notemos que, si @« > 1y 8 > 0 son dos constantes y

Pap(t) = t*(log(e + 1))’
entonces, de (2.28) tenemos que

o p(t) =t/ (log(e + 1)~/ (2.30)
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Lema 2.23. Sean p(-) € P9(R"™) con pt < oo y q(-) € P9I (R™) una funcion no negativa.

Entonces, para todo Q € Q, wvale la siguiente desigualdad

o g WIS o (o 11D de
/pq’ /p)g Q
Demostracion. Sea (Q € Q. Notemos que

1 (a/p)q
(1/p)q Spf<eo y 0%

Luego, por (2.30) con a =1/(1/p)g ¥y 0 = (¢/p)q/(1/p)q, tenemos que

1<

7 amo (1/1QD) 2 (1/1QN) P2 (log(e + (1/]Q))) /P . (2.31)

g’ <1/p>Q

Dado x € Q, consideremos las funciones h y g, definidas por

h(z) = (1/|Q))* (log(e + (1/]Q])))~@/Pe

92(2) = (1/1QN) /P (log(e + (1/1Q1))~*

para z > 0. Notar que h y g, son funciones convexas y que h(1/p(x)) = g»((¢/p)g). Entonces,

en virtud de (2.31) y aplicando la desigualdad de Jensen dos veces obtenemos

i =((),) < o Gla) = ((2),)
1p
< f o0 () v = f f ol b v

Luego, en virtud del Lema 2.19 y la equivalencia (2.23) con ¢(-) = (¢/p)(:), tenemos que

_ (1/1Qp*/rt) _t o
P e (1/1QD S ]é (log(e + 1/|Q]))e@ @ ™ = ]é‘Pp(%),q(-)(x’ 1/1Q)) dz

1/p)q’ (1/p)g

O]

Demostracion Proposicion 2.21. Dado @ € Q consideremos las funciones f y g definidas por

F(2) = X))oy oy (1/IQ), @ €R”

o(z) = Xola) log(e + 1/1QD) Wt i (1/1Q). @R

Notemos que ||f|]<pp(') o Sty ||g||tp;(‘> o < (4 donde Cj es una constante positiva indepen-

diente del cubo Q. En efecto, por el Lema 1.4 (v),

s D)= [ Cutrato o S(@) o = /Q o0 @ 5oy (@ 1/1Q]) d
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= /Q 1/|Q|dx = 1.

Para la estimacién de la norma de g notemos que, dado = € @, por (2.28) y las desigualdades
(AVI) y (A.V) con a = 1/p'(z) (ver Apéndice), si C; < 1,

log(e + g(a)) = log (e + (log(e +1/1QD)"™ ¢t 40y (1/1QD)
2 log (e + Ci(log(e + 1/]Q)) "7 <1/|@|>1/p )
/CC 1
> log (+ Cu(1/1Q)'77)) 2 - log(e +1/1)

= log(e +1/]QJ), (2.32)

pues (p')T < co. Luego, por (2.29), (2.32) y la definicién de g, tenemos que

%p7y.0009) = /R Or()—a() p)-1) (@ 9(x)) da

~ / g(z)P' ™) "
~ Jq (log(e + g()))a=)/ @)=

o)
$ J, e iappeTee &

9 [Qog(e + 1/1Q1)%(1/1QI)7 @) (tog(e + /@)@ @]
Q

d
(log(e +1/]Q[)) 1)/ @(@)~1) :
= f og(e+ /1" gy 1,
Q
pues
1 p(z) 1
T ’ac——1>— x( — —1>—0.
o) (#0) - sy =1) =0 (% -
Asf obtenemos que ||g|| - e < 1.
Si aplicamos el Lema 2.22 con t = 1/|Q)| obtenemos la siguiente estimacién
1< rmf (@.1/1Q) o logle + 1/1QDI gyt (o 1/1Q do = fo [ gla)da.
Q Q

Luego, por la desigualdad de Holder (1.16) y el Teorema 2.17, llegamos a que

rcz|f @ 1/1Q]) da é(log<e+1/1Q|>>q<x>so;}.),q(.)@:,l/\@)dx

<2fq ||XQ||Lp(->(1OgL)q<‘> lgll,- <201 [ XQfQll et (tog £ya0

o()a()
S 2C M Fll oo log £yar S NI Lpe) og £yaer S 1

En particular, de esta cadena de desigualdades deducimos que

\Qerf (log(e +1/1QN)™@ oot (@ 1/1Q) dv < fo Xl oo gog s S 1o (233)



34 Espacios de exponente variable

Como fg = fQ 9017(?) q(.)(x, 1/|Q|) dx > 0, podemos dividir lo anterior por fg y obtener
21 . Goste + /10 gt 050 /10D o 5 1 g 1

<(f oo riabe) . ey

Usando el Lema 2.23 podemos estimar el lado derecho de (2.34) de la siguiente manera

-1 -1
(f eotmtinas) "< (o, )
@ Wrg /9
~ Q[P (log(e + 1/1Q1)) @)

que es una de las desigualdades buscadas.

Acotemos el lado izquierdo de (2.34). Por la desigualdad (2.24) y el Lema 2.23 tenemos que
@1 f Goste +1/1Q0)"™ ot 1/1QD) o
2 [Qllog(e +1/1QD f eyt (/1@ do
2 1Ql(og(e +1/1QD)™ o' (4, (1/1Q))

7hg (/g

~ |Q|(log(e + 1/1Q1))™@ |Q|~ /7)< (log(e + 1/|QI))~@/P)a

Ch <§>Q - 7@‘1(” W= fQ o= ]{2 <q<y) - ﬁf(é))) W= ]é o= @Q

obtenemos la otra desigualdad. O

Como consecuencia del resultado anterior deducimos la siguiente estimacion que serd de

utilidad mas adelante.

Corolario 2.24. Dados p(-) € P9(R™) con 1 < p~ < pT < 0o y Q € Q. Entonces
£ 11 do < 12l

Demostracion. De la segunda desigualdad de (2.33) reemplazando p(-) por p'(-) y ¢(-) por 0

deducimos que

]é W/1QDY7@ do |1l S 1. (2.35)
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Ahora bien,
/ﬁmmwww=/wwm*m=fwwm@,
Q Q 0

entonces, como consecuencia de (2.35), obtenemos que

Xoll,,
'QHM-)][ QI da 5 1.
QI Jg

Asi, por la equivalencia (2.13), podemos concluir

ﬁMW@MﬁWmW m

2.3. Espacios de Zygmund generalizados con pesos

Introducimos a continuacion una version con pesos de los espacios de Zygmund generalizados,

estos seran el ambiente donde estudiaremos propiedades de continuidad de distintos operadores.
Definicién. Sean p(-) € P(R") y ¢ : R™ — R con ¢t < oo que verifican la relacién
2(p(z) = 1) +4q(z) >0, VzeR" (2.36)

vy w un peso, es decir, una funciéon medible positiva y localmente integrable. Definimos la funcién

Pp(-),q(-) COMO

IN

p(z) < o0

<
() = oo,

w

tp(m)w(a;)P(z) log(e + tw(x))q(x)’ 1
Cr(ya() (T t) = Op()a() (@, tw()) = {

oo - X(l,oo) (t’w(l’)),

3

donde ¢y, 4(.) estd dada por (1.9).

Recordemos que la condicién (2.36) es suficiente para que la funcién ¢,y 4(.y(z, -) sea convexa
(ver Apéndice, Lema A.2). Por lo tanto, bajo esta condicién, goé”(%q(.) resulta ser una ®-funcion
generalizada. Al espacio de Musielak-Orlicz asociado a cp;f’(%q(.) lo denotamos [LT’(') (log L)? (')] w
Cuando ¢(-) = 0, el espacio LZ(') coincide con la versién pesada de los espacios de Lebesgue de
exponente variable dada en [[35], Seccién 5.8].

Denotaremos ||||(£r) (1og £)a¢)],, = Il a la norma en [LP0)(log L)?0)],,(R™). Notar

Pu(-),a()
que esta verifica que

1 ;20 tog L)1 = W o0 10g L)a0 >

pues

Ot qin () = /n Po)a() (@, f(2)) do = /n ep()a() (@ f(@)w(z)) dr = 0p, . ., (fw).
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Por esta razén es que nos referimos a w como un “peso multiplicador”. Este tratamiento de
los pesos se ve en el contexto clasico, por ejemplo, en [82, 108] y, es el usual en el estudio de
acotaciones con pesos en el contexto variable (ver, por ejemplo, [4, 19, 58, 76, 96]).

Notemos que la funcién conjugada de go;f’(.) o) verifica, para cada x € R" y t > 0,

w - — * 1/w
(Chiraer) (@:0) = (Bh)00)" " @),
En efecto,
(901190(~),q(~)) (1) = (Pp()q() (@, w(2)))" = sup {ut — @p()q0) (@ w(@)u)}
Por lo tanto, considerando el cambio de variables w(z)u = k, concluimos que

w * l * * w
(Fhrats) (1) = 30 {kw(x) ~ p().a) k)} = Gh,q0) (@ /(@) = (P50 40))" " (@,1):

Por otro lado, segin el Lema 1.6, @7 q(A)(:c,t) ~ "' (log(e + t))~9®)/ @)= Luego, del

Teorema 1.11 deducimos el siguiente resultado.

Teorema 2.25 (Férmula de la norma conjugada en [LP()(log L)4)],,). Sea p(-) € P(R™)
conp” >1, q: R" = [0,00) con gt < oo y w un peso, entonces
s tas sy =5 [ 1ot (237)
g n

se verifica para toda funcion medible f, donde el supremo se toma sobre todas las funciones g

tales que ng <1.

HLP() (log L)—9()/(p()=1)

A continuacién presentamos una versién del Teorema de la convergencia dominada en este
contexto que nos permitird obtener un resultado de densidad en estos espacios que sera de gran

utilidad para demostrar los resultados principales de este trabajo.

Teorema 2.26. Sean p(-) € P(R"), q(-) : R" — [0,00) con p*,qt < 0o y w un peso. Sean
{f; 721 C [LPO) (log L)1)y, y f una funcién medible tales que lim; o0 fj = f en c.t.p. de R"
y existe una funcién g € [LPV)(log L)1), que verifica que |f;(x)| < g(z) c.t.x € R, para todo
j € N. Entonces f € [LPO)(log L)1), (R™) y

Jim Lf = Fillzee og Lysc,, = O-
Demostracion. Notemos que
() = £5(@) P w ()P (log(e + | f(x) — f(2)w(x))) ")

[f@)]+ 15 @))P w(@)P ) (log (e + [| £ ()] + | f (@) Jw(x))) ")
9(@)"w(2)?™) (log(e + 29 (a)w(x))) )
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S (@) Dw ()P (log(e + g(a)w(@))) !,

donde hemos utilizado la desigualdad (A.VII) del Apéndice. La funcién (gw)P")(log(e + gw))4t)
es integrable entonces, por el Teorema de la convergencia dominada en el contexto clasico,
Jm 0,000 ((f = fi)w) = Tim | 1f (@) = £ (@) PPw ()P log(e + | £(x) — f5(2)w ()@ da

=0.
Consecuentemente, en virtud del Lema 2.16,

i, 1 = fill o0 og £)a01, = Hm ICf = F)wll o) tog £ya) = 0-
[

Con (LP0)(log L)9))1oc(R™) denotaremos el espacio de funciones f tales que, para todo
conjunto compacto U C R”, se verifica fAy € LP0)(log L)) (R™) . Notemos que, si w es un
peso en (LP0) (log L)), (R™), las funciones caracterfsticas de conjuntos compactos pertenecen
al espacio [LP() (log L)40)],,(R™). En general, sea g una funcién acotada con soporte compacto,
siw € (LPO)(log L)1) 100 (R™), p(-) € P(R™) v q(-) : R* — [0,00) con pt, ¢t < oo, entonces
g € [LP0) (log L)40)],,(R™), en efecto,

n

Oep(y.ar (W) = / 9(2)P@w(z)P™) (log(e + g(z)w(x)))*®) da

<1+ IIQIIOO)ﬁ/ w(@)"™) (log(e + |9l w()))?™ da < oo
sopg

< / w(z)P® (log(e + w(x)))1® dz < oo,
sop g

donde hemos utilizado la desigualdad (A.VII) del Apéndice. Mas adn, este conjunto es denso

en el espacio [LP()(log L))],,(R™) como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.27. Sean p(-) € P(R™), q(-) : R* — [0,00) con pT,q" < 0o y w en el conjunto
(LPO) (log L)1))10.(R™). Entonces el conjunto de las funciones acotadas con soporte compacto
es denso en [LP) (log L)10)],,(R™).

Demostracion. Sea f € [LP()(log L)?")],,(R™). Supongamos que R" = |J, K; donde {K;}ien
es una familia anidada de conjuntos compactos, es decir, K; C K;11 para todo i € Ny. Dado

i € Np, definimos

i, f(z) >
fz(x) = f(m)a —1 < f(x) <i Yy gz(x) = fl(x)XKz(x)v

—i,  f(x) < —i.
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para z € R™. Notar que, para cada i € N, g; es acotada, tiene soporte compacto y |g;| < |f].

Ademas, lim;_, g; = f. Entonces, por el Teorema de la convergencia dominada 2.26,

i — 0l w =
z’iglo”f g’”‘f’pm,qm

2.3.1. Clases de pesos

Definimos a continuacién una clase de pesos que introducimos en [79] y que extiende la conocida
clase A, 4 a exponentes variables. Esta serd la clase de pesos involucrada en las estimaciones de

tipo Bloom de la Seccién 3.4.

Definicién. Dados p(-),q(-) € P(R") y un peso w, decimos que w € Ap(.y q(.) Si existe una
constante C' > 0 tal que la desigualdad

Xow Xow™! /
I%quly [*ow"lly _ (2.38)

ol el
vale para todo @@ € Q. A la menor de las constantes que verifica (2.38) la denotaremos
[w]ap() a0

Notar que w € A, 4 €s equivalente a wl € Ag(yp'()- Més atin, cuando p y ¢ son
constantes, A, , es la clase de pesos introducida por Muckenhoupt y Wheeden en [82].

Cuando p(-) = q(-), denotamos Ay ) = Ay). Esta clase fue definida por Cruz-Uribe,
Diening y Hésto ([19]) y caracteriza la acotacién del operador maximal de Hardy—Littlewood
en Lﬂ(')(R").

En el siguiente resultado damos algunas propiedades ttiles de la clase A, ()

Lema 2.28. Sean p(-),q(-) € P°9(R™) tales que p(-) < q(-) y w € Ap(y 4. Entonces
(i) Para todo Q € Q,

||XQqu(.) | Xouw™ PO g

EREZ

(ii) w € Ap(.) N Aq(.).
(iii) w € Agyp(.y- Mds aiin, para todo Q € Q,

[XQull,,., HXQwAHq'(.) ~1
el Tl

Para demostrar este resultado notemos que, si s(-),7(-) € PPI(R") verifican s(-) < r(-) y
f € LiL _(R™), entonces

loc
X, X,
%o/l  Wafly
1%l ~ Tl

(2.39)
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En efecto, definamos 3(-) tal que 1/5(-) = 1/s(-) —1/r(-). Entonces, en virtud del Lema 2.9 (iv),
B(-) € P9 (R"). Luego usando la desigualdad de Holder (2.1) y el Corolario 2.12 se dedu-
ce (2.39).

Demostracion Lema 2.28. Sea [3(-) el exponente definido por 1/8(-) = 1/p(-) — 1/q(-) entonces,
por el Lema 2.9 (iv), 3(-) € P™9. Ademéas 1/8'(-) = 1/q(-) +1/p'(). Sea Q € Q luego, por la
desigualdad de Holder (2.1) y el Corolario 2.12, tenemos que

1%l 1wl [¥ew [y
||XQ||51(.) - ||XQ||q(.) ||XQ||p/(.)

< [wlaye) g0

Lo que demuestra (i).
Para probar (ii) tomemos @ € Q. Notemos que, como p(-) < ¢(-), por la desigualdad (2.39)

tenemos la siguiente estimacién

1XQull 0 [|XQuw™

v HXQ"‘UH(](.) | Xqu™!

P'()
Tl el ~ Tl Tl #0100
Analogamente, como ¢'(-) < p/(+), obtenemos
-1 -1
HXQqu(.) HXQ“) 7)< ||XQqu(.) HXQU’ PO el
- pL),q(-

||XQ||Q(A) ||XQ||q/(A) ~ ”XQ”q(.) HXQHp/(.)

Luego w € Ap) N Ay
Por otro lado, dado @ € Q, aplicando la desigualdad de Hélder (2.1) y el Corolario 2.12 tenemos

la siguiente estimacion

1= (][ w(z)w ™ (z) d:z>2 - ||XQw||p(.) HXQU)_ 70 HXQqu(.) HXQw—l 0
Q ~ ||XQ||p(.) HXQHP/(.) HXQHQ() HXQHq/()

1

Entonces, por la propiedad (2.39) y el item (ii) obtenemos que

| Xqwll,cy [¥ow

7090 Tl 1l

| XQullyy 1 %w ™y _ [w]
Aniyal- ~ A
w040 gl ¥l

S [’w]AP(.),q(.) [w]Aq<-)’

1< [w]

~

lo que prueba (iii). O

Consideremos p(-),q(-) € P9 (R™). Si s(-),7(-) € P9(R"™) son exponentes que verifican
s(-) > p() y r(+) < q(+) respectivamente, en virtud de la desigualdad (2.39), es sencillo ver que

Ap(),a() C As()r()-

La otra contencién no es cierta en general pero, en [79], hemos probado el siguiente resultado

de “apertura”.
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Proposicién 2.29. Sean p(-),q(-) € P9I(R") tales que 1 < p~ < p(-) < q(-) < ¢t < 00 y
w € Ap(y gy~ Entonces existen exponentes u(-),v(-) € PY9(R™) tales que (p/u)” > 1, ut < oo,
(@/V)">1ywe Ay

Notemos que las condiciones (p/u)” > 1y (¢’/v')” > 1 implican u(-) < p(*) y v(-) > q()

respectivamente. Para la demostracion de esta proposicion utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.30 ([19]). Sea p(-) € P9(R") con p~ > 1y w € Ay.). Entonces existe una constante
se (1/p,1) tal que w'/* € Agp()-

Demostracion Proposicion 2.29. En virtud del Lema 2.28 (ii), como w € Ap(),q(), entonces
w € Ap(y. De la misma manera, dado que w™ € Ay () ,(,), tenemos que w! € A (). Luego, por
el Lema 2.30, ya que p~ > 1y (¢')” > 1, existen dos constantes s € (1/p~,1) yr € (1/(¢)~,1)
tales que

w e Ay vy wme Ay, (2.40)

Definimos u/(-) = 1(sp(-)) y v(-) = (rg'(-))". Notemos que asi u(:),v(:) € PYI(R") (ver
Lema 2.9). Ademds u* < oo pues, como spT < ooy s < 1,
4/ n— 1 n— 1 )
(W)= @)" = ()] = Jlsp] > 1.
Asimismo, los exponentes u(-) y v(-) verifican que

Jop00-9+1 v T 0= (241)

3

£
—~

En efecto, notemos que

y, en consecuencia,

=p()(1—s)+1

como queriamos probar. La cuenta para demostrar la otra igualdad de (2.41) es anédloga y se
omite. De (2.41) se deduce que
() ()

mzp*(l—S)Jrl AT

Q

> ()" (1=r)+1,

<

~—
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de donde concluimos que (p/u)” > 1y (¢'/v)” > 1.
Para comprobar que w € Ay (), tomemos @ € Q. Por (2.40), el Lema 2.4 y el Lema 2.28 (i)

con u(-) < p(-) y q(-) < v(-) respectivamente, tenemos que

1% (| 1¥Qw™ |y (1Al [AQw™ [l " ~1
HXQHsp(-) HXQH(sp()) HXQHP(.) HXQHu’(.)

HXle/TH(rq HXQUJ I/THrq( ”XQwHU() HXQU}_I q'(+) 1/TN1
Ay ¥l ol Tl ) ="

Entonces, en virtud del Lema 2.28 (iii), concluimos que

I¥owll [Aew e
Pl Tl

esto es, w € Ay (- O
Otra propiedad de esta clase de pesos que utilizaremos se da en el siguiente lema.

Lema 2.31. Sean p(-),q(-) € P(R"), i, A € Apy 40y y v = pA~'. Entonces Pl Ap()a()
para todo m € N y cada h =0,1,....m

Demostracion. Sean m € N. Si h = 0, tenemos que Mim = A = B € Apyq()- Sean h €
{1,...,m} y Q € Q. Por la desigualdad de Holder (2.1) y el Lema 2.4, tenemos que

m—h m—h h m—h
Aot XA ‘X Aot
| q<->‘ o H QAmp” q<~>‘ R "2
Xl Xl Xl Xl
q(’) P'(") q() (")
h m—h h __m—h
< h -
~ h Lh h m—h
1ol Il ||XQ||m Xl 7,
L3 m—h
B HXQ>\||q(.) ||XQM||q( HXQ)‘ MO HXQ“_I MO
B2 B2 EZ]e el
h m—h
< [A]Xpm,q(-) [“]A§->,q<->'

Deducimos entonces que Ay m e A p(),()- O
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CAPITULO 3

Continuidad de operadores en espacios de Zygmund

generalizados

Este capitulo estd dedicado al estudio de las propiedades de continuidad de los operadores po-
tenciales, los operadores de Calderén-Zygmund y sus respectivos conmutadores, en los espacios
de Zygmund generalizados (EZG) con pares de pesos.
En tal sentido, en la primera seccién, introduciremos y analizaremos el comportamiento en
los EZG de ciertas maximales generalizadas que controlan, en algin sentido, dichos operadores.
En la segunda seccién especificaremos las clases funcionales de los simbolos con los que

trabajaremos y expondremos algunas propiedades estructurales de las mismas.

El propésito de las secciones tercera y cuarta es presentar los resultados obtenidos respecto a
la continuidad de los operadores principales en los EZG con un par de pesos, asumiendo primero
condiciones de tipo bump, y luego, condiciones asociadas a estimaciones de tipo Bloom. Para
esto, previamente daremos la definicién detallada de los operadores en cuestién. Una de las
técnicas principales que utilizaremos para probar dichos resultados se encuandra en la teoria de
dominacién sparse, es por eso que, en la iltima seccién introduciremos y expondremos algunos

aspectos de esta teoria necesarios para el desarrollo de la tesis.

Las demostraciones de los resultados presentados en este capitulo se expondran en el capitu-
lo 4.

3.1. Operadores maximales generalizados en espacios de Zygmund generalizados

En esta seccién introduciremos generalizaciones del operador maximal de Hardy-Littlewood y
de la maximal fraccionaria asociadas a ®-funciones generalizadas. Presentaremos resultados de
continuidad de los mismos en espacios de Zygmund generalizados. Estos seran esenciales para
obtener las estimaciones principales de esta tesis respecto a los operadores Calderén-Zygmund,

los operadores potenciales y sus conmutadores.

Definicién. Sean ¥ € G®(R"), f € LY (R") y Q € Q. El ¥-promedio de f en Q estd dado

loc
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por
¥/l

1%y
v el operador V-maximal generalizado asociado se denota por

Avof =

Myf(z)= sup Awgqf,
QeQ:Q3x

para x € R".

Cuando ¥ = ¢,y con s(-) € P(R"), el U-promedio lo denotaremos

X0 f Nl

Aoel =Tl
y al operador maximal generalizado asociado con M., f(x). Observar que, cuando s(-) = 1,
entonces M.y = M es el operador maximal de Hardy-Littlewood; y cuando s es constante,

M f = [M(|f[)].

El operador M.y fue introducido en [35] como herramienta para obtener resultados de
continuidad del operador maximal de Hardy-Littlewood en espacios de Lebesgue de exponente
variable con pesos. Como en el caso de M, si los exponentes involucrados verifican la condicién

de continuidad log-Holder global, entonces M) es continuo en los espacios de Lebesgue de

exponente variable. Concretamente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1 ([35]). Sean p(-),s(-),1(-) € PPI(R") tales que p(-) = s(-)I(-) y I~ > 1. Entonces

la mazimal M.y es acotada en Lp(‘)(R”). Mads precisamente, la siguiente desigualdad

HMS(~)pr(.) S ”pr(~)
vale para toda funcién f € LPC)(R™).

Por otro lado, como nombramos anteriormente (ver Teorema 2.17), si p(-) € PI(R") ve-
rifica que 1 < p~ < pt < ooy ¢(-) € PU9°I(R"), entonces la maximal M es acotada en
LP0) (log L)10)(R™).

En esta tesis serd conveniente obtener resultados que generalicen los Teorema 3.1 y 2.17 en
relacién al operador M, en espacios de Zygmund generalizados. En esta direccién, en [77],

obtuvimos el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sean p(-),s(-),l(-) € P9(R™) tales que p(-) = s(-)I(-), pt < oo y 1~ > 1. Sea
q(-) € Plogled(R™) tal que q(-) > 0. Entonces

My : LY (log L)10) (R™) — LPU)(log L)10)(R™).

Notar que cuando ¢(-) = 0 6 s(-) = 1, el resultado anterior coincide con los Teoremas 3.1
y 2.17 respectivamente.

Introducimos a continuacién una versién fraccionaria del operador maximal My.
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Definicién. Sean ¥ € G®(R"), 5(-) € P(R"), f € LY (R") y Q € Q. El operador V-

loc

maximal fraccionario generalizado Mp(.) ¢ se define como
Mgy wf(x) = sup [|Xgll5) Avf,
50), o l%ellse) Avo

para x € R". En particular, si ¥ = @), denotamos Mpg() ¢ = Mp() s,

Notar que cuando 3(-) = oo, el operador M, 4.) = My(.y. Cuando (-) =n/acon 0 <a <n
ys()=1, M, 8(-),s(-)./ = Mq es el operador maximal fraccionaria cldsico.
A continuacién enunciamos un resultado que obtuvimos en [77]. El mismo presenta la aco-

tacion de este operador fraccionario en el contexto de los espacios de Zygmund generalizados.

Teorema 3.3. Sean p(-),7(-) € PI(R") tales que p(-) < r(-) < rt < oo y q(-) € Plglod(R)
una funcion no negativa. Supongamos que [3(-) es el exponente dado por 1/8(-) = 1/p(-)—1/r(")
y s(-) € P9(R™) es tal que (p/s)~ > 1. Entonces

Mgy o0y : LPV(log L)1O(R™) < L") (log L)10)(R™).

En particular, si ¢(-) = 0 obtenemos que Mg, 4. : LPO(R™) < LTO)(R™).

Cabe destacar que en [77] el resultado anterior se presenta con una condicién un poco mas
fuerte. Concretamente, en dicho trabajo imponemos la condicién p~/s™ > 1, la cual resulta ser
mas fuerte que (p/s)” > 1 (ver Lema A.13 del Apéndice.)

Notar que cuando p(-) = r(-), entonces 3(-) = oo y, del Teorema 3.3, se deduce el Teo-
rema 3.2. Cuando 3(-) = n/a con 0 < a < n, s(-) = 1y ¢(-) = 0, el resultado previo fue
probado en [82] en el contexto de los espacios de Lebesgue cldsicos y en [10] en el contexto
variable. En ambos trabajos las propiedades de continuidad del operador maximal fraccionario
correspondiente fueron utilizadas para derivar propiedades del operador integral fraccionario en
los respectivos contextos. Por otro lado, otros ejemplos de acotaciones en espacios de Zygmund
generalizados pueden verse en [32].

En la demostracion del teorema anterior utilizaremos el siguiente resultado que presenta una
desigualdad puntual de tipo Hedberg ([46]), esta permite controlar al operador maximal Mpgy,s0)
por medio de una versiéon no fraccionaria del mismo bajo cierta relaciéon entre los exponentes

involucrados.

Proposicién 3.4. Sean p(-),r(-) € P9 (R™) tales que p(-) < 7(-). Supongamos que B(-) es el
exponente dado por 1/B(-) = 1/p(-) — 1/r(:) y sea s(-) € PYI(R™) tal que s(-) < B(-). Entonces

la siguiente desigualdad puntual
N r(- Y)/B(
Mp(),50)(@)(@) S Mgty soysir (970779 ) @) ng()/ ()Hg(.)

es vdlida para toda funcion g € LS(')(R”) y todo x € R™.

loc
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3.2. La clase de los simbolos

Introduciremos a continuacion las clases funcionales de los simbolos involucrados con los con-
mutadores que estudiaremos en esta tesis. En tal sentido definiremos los espacios Lipschitz

generalizados.

Definicién. Sea a : @ — [0,00) un funcional y p una constante positiva. Decimos que una

funcién b € Li (R™) pertenece al espacio Lipschitz generalizado L si

loc
1 1/p
Ib]| ;o = sup — <][ |b— bgl|” daz) < 0.
£ geoa@ \Jg" Y

Describimos a continuacién algunos ejemplos de los espacios £4. Los primeros se relacionan
en esta tesis con estimaciones de los conmutadores asociadas a condiciones de tipo bump en los

pesos (ver Seccién 3.3).

Ejemplo 3.5. Si a(Q) = 1 resulta LI = BMO, el espacio de las funciones con oscilacién media

acotada introducido en [55].

Ejemplo 3.6. Sea 0 < § < 1. Si a(Q) = |Q[*/™, entonces £} = IL(§). En particular, si § > 0,
estos espacios coinciden con los espacios de Lipschitz clasicos Ag definidos como el conjunto de

todas las funciones b tales que la desigualdad

[b(2) = b(y)| S o —yl° (3.1)

vale para todos z,y € R™.

Ejemplo 3.7. Sean r(-) € P(R"), 0 < a < ny a(Q) = |Q*/! HXQHT/(.)- En este caso,
Ll =

a

La,r(-) es el espacio introducido en [97]. Si ademéds r(-) € Plog(R™), n/a < r~ y 6(-) es

el exponente definido por

noonoor()
en virtud del Corolario 2.12, se verifica que |Q|*/™~1 1XQl,y = [1XQll,, /5. Asi, el espacio

Ll =1(8(+)) resulta ser una versién variable del espacio L(d) definido arriba.

Los siguientes ejemplos que involucran pesos se usaran para obtener estimaciones de tipo

Bloom (ver Seccién 3.4).

FEjemplo 3.8. Sean v un peso y 0 < 6(-) < n. Si a(Q) = v(Q) HXQHH/(;(.)/’Q‘a denotamos el
espacio L] = BMO:Z('). Cuando 6 < 1 es constante, L = L£,(9) el espacio de tipo Lipschitz

definido en [43]. Cuando § = 0, este espacio es el espacio BMO,, introducido en [83] que resulta

ser una version pesada del espacio BMO.

Presentaremos ahora una condicién en el funcional a que permite obtener propiedades de

los espacios L5.
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Definicion. Decimos que a satisface la condicion T, y lo denotamos a € Ty, si existe una

constante positiva ts tal que para todo Q € Q y todo cubo Q' C Q,

W(Q) < tawalQ). (32)
Llamaremos ||al|¢., a la menor de las contantes to, que verifican (3.2). Claramente, ||al/¢,, > 1.

La condicién Ty, fue introducida en [74] en el contexto de automejoras de desigualdades de
Trudinger y utilizada més adelante en [72] para definir una versién mas general de los espacios
Lf v probar relaciones entre ellos.

Claramente los funcionales de los Ejemplos 3.5 y 3.6 verifican Th,. Si 7(-) € P9(R") y
n/a < r~, el funcional a del Ejemplo 3.7 satisface To. Si 0 < a < 1, § > —a y, por ejemplo,
w(z) = |z|® y a(Q) = w(Q)|Q|*/" ", entonces a € Th.

El siguiente resultado establece que, en el caso en que a € T, los espacios £5 con 0 < p < oo,

coinciden.

Teorema 3.9 ([72]). Sean 0 < p < 00 y a € T, entonces L4 ~ L. y, para toda funcion
be LLRY), bl = bl 1.

En virtud del teorema anterior, de ahora en mas cuando a € T, denotaremos con L, al
espacio L5 con 0 < p < oo.

Notar que si p > 1 es constante, del Teorema 3.9 se deduce que

1/p
(fg b(a) — bQ|Pdw) <a @b, VQeo

donde a € T y b € L,. Una version de esta desigualdad con exponentes variables, que obtuvi-

mos en [78], se presenta en el siguiente lema.

Lema 3.10. Sean k un entero positivo y p(-) € P9(R"™) con 1 < p~ < p* < co. Sean a € Ty,
ybe Ly con ||bl|, #0. Entonces, para todo Q € Q,

[ Xlb - bQ‘ka(.) k
S b .
HXQHP() ~ (G(Q) H Hﬁa)

El siguiente resultado muestra una estimacién para la diferencia de los promedios sobre

cubos de funciones en £, cuando a € T

Lema 3.11. Sean a € T, y b € L,. La siguiente desigualdad

lbs@ — bql < llalle.. a(3Q) (18],

vale para todo Q € Q.
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Combinando los dos lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado que serda de gran
utilidad en las demostraciones de los teoremas principales de esta tesis que involucran simbolos

b en la clase L,, pues permite estimar promedios donde interviene b por miltiplos de ||b]| Lo

Lema 3.12. Sean k un entero positivo y p(-) € PI(R™) con 1 < p~ < pt < co. Sean a € Ty
ybe Ly con bl #0. 8 H € L\ , entonces

loc?

||XdQH”p(.)
||XdQ||p(.)

)

1. 1bw) ~ bl H ) dy 5 a(Q) I,
para todo Q € Q, donded =1 o d = 3.

En particular, cuando nos restringimos al espacio L(d(-)), también podemos controlar la
diferencia de la funcién y su promedio en un cubo de la siguiente manera. Esta estimacién estd

contenida en [78].

Lema 3.13. Sean 0 < a <n y r(-) € P9(R") que verifica n/a <1~ y 1o < 1(-). Sean 6(-) el

exponente definido por

y k un entero positivo. Supongamos que b € L(0(+)). Entonces la siguiente estimacion puntual

b(2) — bQ| S ||XQ||n/5(.)

vale para todo Q € Q y todo punto z € kQ, donde la constante involucrada depende de k.

3.3. Resultados de continuidad asumiendo condiciones de tipo bump

En esta seccién mostraremos resultados de continuidad sobre espacios de Zygmund generali-
zados con dos pesos involucrados donde los mismos cumplen una condiciéon de tipo bump en
el contexto variable. A las condiciones de este tipo las denominaremos condiciones BV. Pri-
mero presentaremos los teoremas obtenidos respecto de los operadores potenciales y luego, los
correspondientes a los operadores de Calderén-Zygmund, ambos con sus respectivos conmuta-
dores. Las pruebas de estos resultados se expondran en la Seccién 4.3 y se obtendran utilizando
la técnica de dominacién sparse que introduciremos mas adelante y como consecuencia de las
estimaciones probadas para los operadores maximales generalizados (Teoremas 3.2 y 3.3).

A lo largo de esta seccidn, y en lo que sigue de este trabajo, la constante m denota un entero

no negativo.
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3.3.1. Operadores potenciales

Definicion. Sea I' una funcién no negativa, localmente integrable en R™. El operador poten-

cial Pr se define como

Pof(@)= [ Te-niwdy  ser
siempre que esta integral sea finita.

Consideraremos, en particular, operadores potenciales con ntcleos en la clase SR definida
en [92], la cual retine a todas las funciones que verifican la siguiente condicién de crecimiento:

existen constantes positivas §, C'y 0 < e < 1 tales que

C
sup  I'(z) < okn I'(y) dy, (33)
ok < |z|<2k+1 5(1—e)2k <|y|<26(142)2k

para todo k € Z.

Notar que un ejemplo de operadores potenciales es el operador integral fraccionaria I,
(ver (9)), donde I'(t) = [t|*™™ con 0 < a < n. Otro ejemplo importante son los potenciales de
Bessel Jg ) para 3, A > 0 cuyo niicleo I' = Kj ) se define a partir de su transformada de Fourier
por

Ksa(©) = (3 + |72,

(ver [107]). En general las funciones radiales y no crecientes pertenecen a la clase R, como
asi también las funciones radiales y no decrecientes. Mds atn, si I' es esencialmente constante
sobre anillos, es decir, I'(y) < I'(z) para |y|/2 < |z| < 2]y|, entonces I' € R. Una condicién
similar a (3.3) pero més fuerte fue considerada en [54] donde se estudia la relacién entre Pr y
el operador maximal asociado Mt dado por
esw) = s DD jran, ge b,
eo@s: QI Jg

donde ¢(Q) indica el lado del cubo Q.

Recordemos que, si b es una funcién localmente integrable, el conmutador de primer orden

de Pr se define formalmente como
PR f(x) = b(@)Prf(2) = o(bf)(@), = €R"
y, para m € N, el conmutador de orden m, se define recursivamente por
PYMf(z) = (PY" Y f(z),  xeR™ (3.4)

donde Pfl’o = Ppr. Notemos que, en el caso particular de los operadores potenciales, (3.4) coincide

con

P f(a) = [ (@) = b0)" o~ )f )y,
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. ., b . .

El siguiente teorema muestra la acotacién de Pp™ en espacios de Zygmund generalizados
con pesos que satisfacen una condicién BV. En este caso el simbolo b se considera en la clase
L, introducida en la Seccién 3.2. Para enunciarlo consideremos la funcién I' definida para ¢ > 0

por

I'(t) :/|<tF(z) dz.

Teorema 3.14. Sean p(-),r(-) € PPI(R") tales que 1 < p~ < p(-) < r(-) < rt < oo, ¢(-) una
funcion no negativa en P9I(R™) y T' € R. Supongamos que a € Ty y b € Ly. Sea (v, w) un
par de pesos que verifica v € (Lp(')(logL)q('))loc(R”) y existen dos contantes R > 1y S > 1
tales que
sup a(Q)™ T'(£(Q)) 1%l | Xguwll g, H(,)")("?vilHS(p*)’
B ol TRalns ¥l

(3.5)

Entonces
e Lp(')(logL)Q(')} (R") < [LT(')(logL)q(')] (R™).

Cuando ¢(-) = 0, el resultado anterior nos provee la estimacién Pllf’m : Lg(') — LZ]('), generali-
zando al contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable el resultado de Pérez ([92])
cuando m = 0 y la estimacién de Li en [73] (ver Apéndice, Lema A.9), en el caso de los conmu-
tadores de orden superior. Notar que, a su vez, en el Teorema 3.14 la clase de simbolos es més

amplia que la que se considera en [73], la clase BMO.

Observacion 3.15. El par (v,w) donde

me ||XQU)H771(.)
v(x) = sup a(Q)"T(Q)Fp7
QEQ:Q>x ”XQ”m(,)

con 11 (-) > Rp* para R > 1, satisface la condicién (3.5) cuando p(-) =r(-) y S > 1. En efecto,
por la definicién de v y la desigualdad (2.39), tenemos que

e N Aulie 1% ey I¥wligye ¥l
Q" T(UQ) > < N <
ol alsey — Rallgy Aoul,,

De igual manera se ve que el par (v, w) con

- [Xull,,,.
v@) = sup  D(Q) T2,
QEQ:Q>z I QHTiz(-)
1/m
paraf(-) > Rrt satisface la condicién (3.5) cuando p(-) # 7(-), a(Q) = <||XQ||p(,) / HXQHT(,))
yS>1.

En el teorema anterior la condicién BV en el par de pesos involucra promedios asociados a
exponentes constantes. Sin embargo, podemos obtener una versién de la misma con promedios

relacionados a exponentes variables asumiendo ciertas condiciones adicionales en las constantes

RyS.
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Teorema 3.16. Sean p(-),r(-) € P9 (R") tales que 1 < p~ < p(-) < r(-) < rt < o0, ¢(-) una
funcién no negativa en PPI°I(R™) y T' € R. Supongamos que a € Too y b € L,. Sea (v, w)
un par de pesos que verifica v € (LP0)(log L)1) 1o (R™) y existen dos contantes R > r¥/r™ y
S > (p)t/(p')~ tales que

- 1%Ly 12wl ey €0 5

sup a(Q)™ T'(((Q)) (3.6)
QeQ HXQHP(.) ||XQ||RT(.) HXQHSP/(,)
Entonces
P | PO (log O] (RY) < |10 (log L)) (R").
Observacion 3.17. Si (v,w) es un par que verifica la condicién (3.6) entonces w € Lfgz(')(R”).

En efecto, razonando por el absurdo, supongamos que existe un conjunto compacto U C R" tal
que HXUwHRT(_) = oo. Consideremos @ € Q tal que U C @, entonces ||XQWHRT(.) = 00y, en

consecuencia, HXQWHRT(.) / ”XQ”R’I‘(~) = 00. Por lo tanto, de la condicién (3.6), deducimos que

HXQUAHSI;/(.)

=0.
HXQHSP/(.)

Pero, entonces
-1
_ @ < ||XQU||(sp/)/(.) HXQU HSp’(-) —0
Q™ ||XQ||(sp/)/(.) ”XQ”SPI(.)

Absurdo. Luego w € LRT(')(R”).

loc
Ejemplos de pares (v, w) que satisfagan la condicién (3.6) se obtienen como en la Observa-
cién 3.15 considerando n1(-) > Rp(-) y n2(-) > Rr(-).
Cuando Pr es el operador integral fraccionario la condicién (3.6) para m = 0 se puede

reescribir como .
1%L 1wl gy X0 5,

ol TXalmey T allsy

sup |Q\a/" (3.7)
Qe

Esta resulta ser la versién variable de la condicién obtenida por Sawyer y Wheeden en [104]

(ver (10)). Si p(-),7(-) € P°9(R™), entonces (3.7) es mas fuerte que la condicién

1¥all,¢) 1%l X0 e (3.8)
el Tl ¥l

sup |Q[*/"
QeQ

En efecto, en virtud de la desigualdad (2.39) tenemos que

HXQHT(.) HXQU)HRT(.) HXQUAHS;:'Q)

-1
1%,y 1wl |XQv ™, < QP
HXQHP(.) HXQHRT(-) HXQHSP’(-)

1ol Tl Xl

Es decir que, una condicién suficiente para la propiedad de continuidad de I, en los espacios

de Zygmund generalizados, es un fortalecimiento de la condicién (3.8) la cual, cuando p(-) es
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un exponente en la clase P9(R") y 1/r(-) = 1/p(-) — a/n, es la generalizacién a dos pesos
de la condicién A ) ,() definida la Seccién 2.3.1 (ver (2.38)). En particular, si ¢(-) = 0, la
condicién (3.7) es suficiente para la acotacion de I, de L]Z(') en Lrw(’). Sin embargo, el siguiente
resultado muestra que, como en el contexto cldsico (ver [104]), la condicién (3.8) es necesaria

para tal estimacién.

Teorema 3.18. Sean p(-),r(-) € PPI(R") tales que 1 < p~ < p(-) < r(-) < rt < 0y
0 < a<n. Sea (v,w) un par de pesos tal que w € LlTO(')(R”), vle Lp/(')(]R”) Yy

c loc
I : LEO(R™Y) — LI (R™). (3.9)
Entonces se satisface (3.8).

En el caso particular en que b € L(4(+)) (o sea, a(Q) = ||XQ||n/5(-))’ el Teorema 3.16 se puede
mejorar considerando hipdtesis menos restrictivas en los exponentes y una condicién sobre el
par de pesos mds débil que (3.6). Dicha condicién involucra normas que se definen a partir de ®-
funciones generalizadas (ver Seccién 1.1). Para enunciar el resultado correspondiente recordemos
que una 3-upla de ®-funciones generalizadas (¥, A, ©) pertenece a la clase F si verifica las
siguientes propiedades

F1. [ Xolly [1¥Qlls S [ ¥elle para todo @ € Q.
F2. Dado x € R", las funciones ¥(z,-) y A(z,-) son continuas y se verifica

Uz, ) Az, t) SO 2, t) Vo eR™, VYt >0.

F3. [Xolle | Xal

o S |Q| para todo Q € Q.

Teorema 3.19. Sean p(-),r(-) € PP9(R") tales que 1 < p~ < p(-) <r(:) <7t < oo yT € R,
Sea B(+) el exponente definido por 1/6(-) = 1/p(-) —1/r(-). Sea q(-) una funcién no negativa en
Ploglog(R™). Supongamos 0 < a < n y d(-) € PYI(R") que verifican nj/a < d~ y doo < d(-), y
sean §(-) el exponente definido por

() « 1

n n d()
y b e L(d(-)). Supongamos que (V1,A1,01),(Va,A2,02) € F son dos 3-uplas de ®-funciones

generalizadas tales que

’ __a() , _a()
My, : L" (~)(10g L) "O-1(R™) < L" (')(log L) 70T (R™)

My, : PV (log L)1O (R?) < L0 (log L)70) (R™).
Sea (v, w) un par de pesos tal que v € (LP(')(]Og L)Q('))loc(Rn) y

1%l 1Xgully, | Xvly,
Xl TXally, ol

sup ¥l 75, F((Q) (3.10)
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Entonces

Pp™ - (L0 (log L)), (R™) < [L™0) (log L)70)],, (R™).

Notar que, para ciertas ®-funciones, el teorema anterior extiende al contexto de los espacios
de exponente variable el resultado de Li ([73]).
A continuacién presentaremos ejemplos de 3-uplas de ®-funciones generalizadas que perte-

necen a la clase F y, que ademas, satisfacen las hipotesis del teorema previo para el caso en que
q(:) = 0.
Ejemplo 3.20. Sea r(-) € PY9(R") con 1 <r~ <rt <ooy

+
o> (3.11)

r
Si Wy (2,t) = t7"®) (log(e+t))7"@) A (x,t) = t(07)' @) y O, (t) = tlog(e+t), entonces (U1, A1, O1)
pertenece a la clase F. En efecto, sea @ € Q. En virtud del Lema 2.9, los exponentes or(-) y
(or)'(+) pertenecen a la clase P9 y, como (or)" < oo, se verifica or(-) € P99 (ver (2.22)).

Luego, por la Proposicién 2.21,

1201, 1Xalls, = 12l Lor 1og Lyerer [XallLorrer = 1QI T2 Tog(e +1/|Q)) Q| 7a

= [Qllog(e +1/1Q)) = Xl 10g . = [ Xalle, -

donde hemos utilizado el Lema A.1 del Apéndice. Concluimos entonces que se verifica la condi-

cién F1. La condiciéon F2 se sigue del Lema 1.6 pues

‘1’71(,117 t)Ail(:C t) ~ Mtl/(ar)/(x) — 4 ~ @*1(1;)
P  log(e + ) log(e+1t) ' V7

Por el Lema A.1 del Apéndice y la equivalencia (1.8) tenemos que

1 1
I¥elle, I¥elle; = =1 107 @ T0/1QD

~ Q).
Luego se satisface la condiciéon F3. Mas ain, se verifica que
My, : L"OR") — L"OR"). (3.12)

En efecto, si definimos s(-) = (o7)'(+) y I(-) = () /s(-), por el Lema 2.9, los exponentes s(-) y

I(-) pertenecen a la clase P'9(R"™). Ademés, [~ > 1 pues, por (3.11) tenemos que

y entonces

Ol

Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 3.1 para obtener (3.12).
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Ejemplo 3.21. Sea p(-) € P9(R") con 1 < p~ <pt < ooy
()"
)~
Si Wy(x,t) = t"' @) (log(e + )™ @) Ag(x,t) = t0P)@) v ©y(t) = tlog(e + t), como en el
ejemplo anterior podemos ver que (W3, Ay, 02) € F. Ademds, si r(-) € P9(R") es tal que
p(-) < r(-) <rt < ooy B(:) es el exponente definido por 1/8(-) = 1/p(-) — 1/r(-), se verifica

que

n>

(3.13)

Mpg(ya, : LPOR™) — LO(R™). (3.14)

En efecto, si definimos s(-) = (np')'(+) y I(-) = p(:)/s(:), por el Lema 2.9 los exponentes s(-) y
I(-) pertenecen a la clase P9 (R™). Més atin, [~ > 1 pues, por (3.13),

() =" <n@)” =)

Consecuentemente
p~ > (")) = [(np)']F
y entonces
P _
1< ———7— <.
[(np")']+

Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 3.3 para obtener (3.14).

Ejemplo 3.22. Si consideramos p(-), n y As como en el Ejemplo 3.21 y ademés u(-) € P9(R?)
con 1 < pu~ < pt < oo tal que
Lnp'(-) = 1/u(-) > € (3.15)

para alguna constante ¢ € (0,1) y v(-) € P999(R") entonces (Vs, Ay, ©3) € F donde
Wy (z,t) = '@ (log(e + 1))@y Oy(x,t) = 1@ (log(e + ¢))*@V®)

para «(-) definido por 1/a(-) = 1/u(-) + 1/(np’)'(+). En efecto, por Lema 2.19, el exponente
(uv)(+) pertenece a la clase P°9'°9(R™). Ademsés, por el Lema 2.9 (iii), a(-) € P9(R™). Entonces,

en virtud de la Proposicién 2.21,

HXQH\I/Q ”XQHA2 = ||XQ”LH(')(IOgL)(MU)(') HXQHL(W’V(-)
= Q|10 (log(e + 1/]Q1))*2|QIV/ W)
~ Q|2 (log(e + 1/]Q]))"

~ [ XQ M Loty (log 1y e () = [1XQ e, -

Luego vale F1. Por otro lado, por la Proposicién 1.6,

1 T 1/a(x
T RN -6t

Uyt (z, ) Ay (2, 1) =~ (log(e + 1))@ = (logle + 1)@ ~
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Consecuentemente la condicién F2 se verifica. Notemos que ademés, 1 < o~ < a™ < co. En

efecto, por la condicién (3.15),

Entonces o= > 1/(1 —¢) > 1. Ademas,

o) = () (p')' ()

—_— + 0.
W)+ Y () =S

Por lo tanto, aplicando la Proposicién 2.17 con p(-) = a(-) y ¢(-) = (av)(-), tenemos que
M : L®2(R™) — LO2(R™). Luego, por dualidad (ver Teorema 1.11), se verifica

1¥alle, 1XQlles ~ IXelle, sup l9(x)| dx
lglle, <1/

= sup
l9lle, <1

Xq [ lg(x)|dx
Q

O
1
—1Q sup ||¥o / l9(z)] da
lalle, <111~ 1@1 /o

<1Q[ sup [[Mgle, <@l
lglle, <1

(S}

Asi, la condiciéon F3 se verifica.

Observacion 3.23. Notemos que la condicién (3.10) con ¥; y W9 como en los ejemplos previos

es mas débil que la condicién (3.6) pues, si 0 < Ry n < .S, entonces

— -1
1%qully, [¥ewlng o %ev g, 1 sy
I¥alle, ~ 1%l g IXalle, ~ TXllsy

(3.16)

En efecto, en virtud de la Observacién 1.13, para probar la desigualdad asociada a Wy basta ver
que (®,A, V) con ®(z,t) = (@) y cierta funcién A es una 3-upla de ®-funciones generalizadas
que satisface las condiciones F1 y F2. Consideremos A(z,t) = t5()(log(e+1))*") con s(-) definida
por 1/s(-) = 1/(or(-)) — 1/(Rr(-)). Entonces, por la Proposicién 2.21, tenemos que

X5 Xl x = 11Xl Lrre) 13 Lo og £y = QI FD2|QI/92 log(e +1/]@Q))
= ’Q‘(l/(w))Q log(e +1/]Q) = HXQHLM(~)(10gL)M(-> = HXQH\pl

y, por el Lema 1.6, se verifica que

£1/s(x) £1/(o7)(@)

‘I)_l A—l ~ 1/(Rr)(z) _
(2, )A7 (=, 8) = ¥ log(e +t) log(e +1t)

~ W(1),

como queriamos probar. La desigualdad asociada a W9 se demuestra de la misma manera.
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3.3.2. Operadores de Calderén-Zygmund

Otra clase de operadores que consideraremos en esta tesis es la de los operadores de Calderén-

Zygmund la cual definiremos a continuacién.

Definicién. Sea w : [0,1] — [0,00) una funcién continua, creciente y subaditiva tal que
w(0) = 0. Una funcién w con estas caracteristicas se denomina mddulo de continuidad. Decimos
que un operador lineal T : C§°(R") — Li (R™) es un operador de Calderén-Zygmund
en R™ si se extiende a un operador acotado en L?(R"™) y existe un nicleo K (z,y) localmente
integrable definido fuera de la diagonal en R™ x R", tal que T'f puede representarse como
Tf(x)= | K(z,y)f(y)dy,
Rn
para toda funcién f € C°(R™) y x ¢ sop f. Adicionalmente, el nicleo K debe satisfacer las

siguientes propiedades.

CZ1. Condicion de tamano:

Ck
para alguna constante positiva Ck.
CZ2. Condicion de suavidad:
|z — 2| 1
K(z,y) — K(z,9)| + | K(y,z) — K(y, 2 Sw( , x—y| > 2z —z|.
K (z,y) — K(z,y)| + [K(y,z) — K(y,2)| 7=l T | | > 2] |

En esta tesis trabajaremos con mdédulos de continuidad que verifican la condicion de Dini

dada por
1
w(t
/ Q dt < oo.
o ¢
Notar que las funciones de la forma w(t) = Ct", donde C es una constante positiva y

0 < n < 1, satisfacen esta condicién (con éste médulo de continuidad la condiciéon CZ2 se
conoce como condicion estdndar).

Ejemplos de estos operadores son H, la Transformada de Hilbert en R, donde

1
K(z,y) = et

y las Transformadas de Riesz en R™, cuando

Tj —Yj

e—gtt TT (@1, Tn)s Yy = (Y1, 0n), J =1,

Kj(xa y) =

A continuacion enunciaremos los resultados obtenidos para operadores de Calderén-Zygmund
con moédulos de continuidad que satisfacen la condicién de Dini. Si T' es un operador con estas
caracteristicas, denotamos T' € w-CZ. El primer resultado muestra la acotacién del operador

T%™ en espacios de Zygmund generalizados con pesos que satisfacen una condicién BV.
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Teorema 3.24. Sean T € w-CZ, p(-),r(-) € P9(R") tales que 1 < p~ < p(-) <r(-) <rt < oo
y q(-) una funcién no negativa en P©9°I(R™). Supongamos que a € Too y b € Ly. Sea (v, w)
un par de pesos que verifica v € (LP") (log L)4))1,c(R™) y ezisten dos contantes R > 1y S > 1

tales que

-1
aup a(y 3@l 1¥gullg, 107 sy (3.17)
QeQ 1XQl,) ¥l p+ [ XQllsq-y

Entonces

Thm . Lp(')(logL)Q(')} (R™) < [LT(')(logL)q(')} (R™).

Cuando p(-) = r(-) y ¢(-) = 0, este teorema nos provee la estimacién 7™ : 20 < 20
extendiendo al contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable resultados de Cruz-
Uribe y Pérez (]29]). Notar que, a su vez, en el resultado anterior la clase de simbolos es mas
amplia que la que se considera en [29], la clase BM O, y la condicién en el médulo de continuidad
w es menos restrictiva.

Ejemplos de pares (v, w) que satisfacen la condicién (3.17) estan dados en la Observacién 3.15
considerando I' = 1.

Como en el caso de los resultados asociados a operadores potenciales (ver Teoremas 3.14
y 3.16), podemos obtener otra versién de la condicién BV (3.17) con promedios relacionados a
exponentes variables asumiendo ciertas condiciones adicionales en las constantes R y S como

se enuncia en el siguiente resultado.

Teorema 3.25. Sean T € w-CZ, p(-),r(-) € PI(R") tales que 1 < p~ <p(-) <r(-) <rt < oo
y q(-) una funcién no negativa en P9I (R™). Supongamos que a € Too y b € L4. Sea (v, w)
un par de pesos que verifica v € (LP0) (log L)4)10(R™) y existen dos contantes R > r+/r~ y
S > (p)t/(p')” tales que

sup a(Q)™ |’XQHT(.) ||XQw||RT(.) HXQvilnspx(.) (3.18)
QeQ HXQHP(.) ||XQ||RT(.) HXQHSI,/(.) '

Entonces
T [P0(log L)0] (R™) < [LO(0g L)1) (R™).

Ejemplos de pares (v, w) que satisfacen la condicién (3.18) estan dados en la Observacién 3.15
considerando I' = 1, n1(-) > Rp(-) y na2(+) > Rr(-).

Como antes, en el caso particular en que b € L(d(+)) (o sea, a(Q) = HXQHn/(;(.))» el resultado
anterior se puede mejorar considerando hipétesis menos restrictivas en los exponentes y una
condicion sobre el par de pesos asociada a ®-funciones generalizadas que resulta ser, en algunos

casos, mas débil que la condicién (3.18).

Teorema 3.26. Sean T € w-CZ, p(-),r(-) € PI(R") tales que 1 < p~ < p(-) <7(-) <rt < o0
y B(+) el exponente definido por 1/8(-) = 1/p(-) — 1/r(-). Sea q(-) una funcién no negativa en
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Plodlog(R™). Sean 0 < aw < n y d(-) € P9(R™) que verifica n/a < d~ y deo < d(-). Supongamos

que §(-) es el exponente definido por

o) e 1
n n d()
ybeL(5(-)).
Supongamos que (V1,A1,01), (Va, Ao, O2) € F son dos 3-uplas de ®-funciones generalizadas
tales que
/ __a() / ~q()
My, : L" (')(logL) FO-T (R™) < L" (')(log L) 70-1(R")

Y

Mgy p, 2 LV (log L)1 (R™) < L0 (log L)10)(R™).
Si ademds (v, w) es un par de pesos tal que v € (LP0) (log L)40))10.(R™) y

m Xl [XQully, [|Xev™ [y,
O Xl 1Xelly,  1Xally,

sup [ Xl (3.19)
QReQ

Entonces

T (27O (log L)1O],(R™) < (27O (log L)1), (R™).

Notar que las condiciones impuestas sobre los operadores maximales My, y Mg a, en
el resultado anterior coinciden con las del Teorema 3.19. Ejemplos de 3-uplas de ®-funciones
generalizadas que satisfacen dichas condiciones para el caso en que ¢(-) = 0 fueron presentadas
en los Ejemplos 3.20, 3.21 y 3.22. En tales casos la condicién (3.19) resulta mas débil que la
condicién (3.18) (ver Observacién 3.23).

3.4. Resultados de continuidad utilizando estimaciones de tipo Bloom

En esta seccién mostraremos estimaciones de tipo Bloom para los operadores de Calderén-
Zygmund y el operador integral fraccionaria. Las pruebas de estos resultados se expondran en
la Seccién 4.4 y se obtendran utilizando la técnica de dominacién sparse que introduciremos
mds adelante y las propiedades de la clase de pesos A, 4, (Proposicién 3.31).

El siguiente teorema muestra la acotacién del operador T%™ en espacios de Lebesgue de expo-
nentes variables con pesos que pertenecen a la clase A, () introducida en la Subseccién 2.3.1.

El simbolo b se considera en el espacio Lipschitz generalizado BM Oi('/)m (ver Ejemplo 3.8).

Teorema 3.27. Sean T € w-CZ y p(-), q(-) € PYI(R") tales que
1<p™ <p()<q(r) <q" <.

Sea 0(+) el exponente definido por
1

mé(-)_ 1 B
no p() q()
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Sip, A€ Apy gy, V=1/AybE BMOi(’) entonces

/m?
To™  [PO(R™) < LIV (RY).

Cuando p(-) vy ¢(+) son constantes e iguales, el resultado previo fue obtenido en [71] para el
caso del conmutador de primer orden y en [70] para érdenes superiores.

Por otro lado, para el operador fraccionario (Ia)b’m el resultado obtenido es el siguiente.

Teorema 3.28. Sean 0 < a < n y p(-), q(-) € PI(R") tales que
1<p™ <p()<q(-) <g" <o
Sea §(-) el exponente definido por

mi()+a 1 1
a(")

np()
Sipi, N € Apy gy, V=1/Aybe BMO%'/)W entonces
(L)%™ : LEOR™) — LI (R™).

Cuando p(-) y ¢(-) son constantes y 6(-) = 0, el resultado anterior fue probado en [48] en el

caso del conmutador de primer orden y en [1] en el caso de érdenes superiores.

3.5. Técnicas de dominacién sparse

Una de las técnicas utilizadas para probar los resultados principales de esta tesis se encuadra
en la teoria de dominacion sparse, que consiste en controlar operadores clasicos del Anélisis
Arménico por operadores diddicos més sencillos de manejar a la hora de obtener desigualdades
con pesos. Para presentar el marco en el que se desarrolla dicha teoria empezaremos con algunas

definiciones fundamentales que pueden encontrarse en [17, 27], entre otros.

Definicion. Decimos que una familia & de cubos de R™ es una grilla diadica si verifica las
siguientes propiedades.

1. Si Q € 2, entonces £(Q) = 2* para algiin k € Z.

2. Si P,Q € 2, entonces PNQ € {P,Q,0}.

3. Para todo k € Z, los cubos 2 = {Q € 2 : £(Q) = 2*} forman una particién de R".

El ejemplo clasico de grilla didadica es D, el conjunto de cubos diddicos en R™.

Definicion. Sea Z un grilla diddica. Decimos que una familia S C & es sparse si existe
n € (0,1) tal que
(S1) Para cada @ € S existe un subconjunto medible E(Q) C Q tal que

Q[ < |E(Q)]-
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(S2) Los conjuntos F(Q) son disjuntos dos a dos.

La coleccién de cubos de Calderén-Zygmund asociada a una funcién integrable en R™ se

obtiene a partir del siguiente resultado que puede encontrarse en [39, 36] o [41].
Proposicion 3.29. Sea f una funcion medible que verifica que
lim / x)dr =0
Q=0 Q]
donde el limite se toma sobre cubos Q) € D. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

(i) Para cada A > 0, existe una coleccion {Q;}jen C D de cubos disjuntos dos a dos y

mazximales con respecto a la inclusion de conjuntos, tal que

A< — f(z)dx
‘Q]‘ Q]
para todo j € N. Mdas atin, se verifica que
1
flz)de < 2™ A,
‘Qj| Qj

para todo j € N y
E/\_{azeR” M (z) } U@
jeN
(ii) Para cada I' > 0, existe una constante Cy, tal que si {Q;};en es la coleccion de cubos del

item (1) correspondiente al nivel A = C,I", entonces

Er={zeR": Mf(z)>T}c | 3Q;
JEN

Este resultado nos provee un ejemplo de familia sparse. En efecto, si tomamos a > 2" una
constante y para cada k € Z consideramos {Q;C }ien C D, la coleccién de cubos maximales del
item (i) correspondiente al nivel ¥, entonces la familia S = {Q;C }jeN,kez es una familia sparse.
Una prueba de esto puede encontrarse en [25].

A continuacién obtenemos una familia sparse asociada a una funcién f cuyo promedio en
Lp(‘)(]R”) verifica cierta propiedad, extendiendo asi al caso de exponentes variables el resultado

anterior. En tal sentido recordemos que dados p(-) € P(R") y f € L{ (R"),

_ ||XQf||p()

PO Xl

Si, ademds Z es una grilla diddica y x € R™, definimos

My f(x)= sup A,nof v Mynf(z)= sup A,,yolf
»0of (@) 0 Mg ol @ = s Ayoe
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Proposicién 3.30. Sean p(-) € P°9(R") y f una funcién medible que verifica que

|Q|—o00
donde el limite se toma sobre cubos Q) de una grilla diddica 2. Entonces valen las siguientes

afirmaciones:

(i) Para cada N\ > 0, existe una coleccion {Q;}jen C 2 de cubos disjuntos dos a dos y

mazimales, tal que para todo j € N se verifica que

HXijHp(.)

A< .
HXQJ'Hp(.)

(3.21)

Mads aiin, si C), es la constante provista por el Lema 2.10 se tiene que, para todo j € N,

HXQij(-)
y
By = {x €R": M7, f(z) > )\} - e (3.22)

JEN
(ii) Para cada I' > 0, existe A\g > 0 tal que, si {Q;}jen es la coleccion de cubos del item (i)

correspondiente al nivel \g, entonces

Er={z € R": My, f(x) >T} C | 3Q;. (3.23)
JjEN
(iii) Ewxiste una constante o > 0 tal que, si o > o y, para cada k € Z, {Q?}jeN denota la

coleccion de cubos mazimales del item (i) correspondiente al nivel o, entonces la familia

§= {Q§}jeN,keZ es sparse.

La demostracién de esta proposicién se expondra en la Seccién 4.5. En particular, cuando

p(-) = 1, del resultado anterior se deduce la Proposicién 3.29.

En los ultimos afios los resultados de dominacién sparse han tenido un rol fundamental en
la teoria de pesos, ya que han permitido obtener nuevos resultados y simplificar las pruebas de
resultados ya conocidos. Particularmente en [16], y [69] de manera independiente, se prob6 que
los operadores Calderén-Zygmund con médulo de continuidad satisfaciendo una condicién algo
menos general que la condicién de Dini se pueden dominar puntualmente por una suma finita

de operadores sparse de la forma

Asf(z) =) fq Xg(z), =z€R", (3.24)
QES
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donde S denota una familia sparse. Més tarde, en [66] se extendié el resultado a operadores
satisfaciendo la condicién de Dini. Posteriormente, en [18] se prob6 que el operador integral
fraccionario I, estd controlado por una suma finita de operadores sparse fraccionarios definidos

por la expresién

Aspsaf(@) =D 1Q1*" fq - Xy(x). (3.25)

QeS
donde 0 < o < ny S es una familia sparse de cubos en R". Cuando a = 0, Ag /o = As es el
operador dado por (3.24).
En esta tesis trabajaremos con una versién variable del operador Ag ,,/, €l cual definimos a

continuacion.

Definicién. Sea 5(-) € P(R") y S una familia de cubos sparse, el operador sparse de tipo

fraccionario generalizado Ag g(.) se define por

As s f (@) =Y Xl fo - Xo(@),  f € L. (3.26)
QeS
Si B(:) =n/a, As ) = Asn/a es el operador dado por (3.25).
En relacién al operador anterior hemos probado el siguiente resultado de continuidad entre

espacios de Lebesgue de exponentes variables con pesos.

Proposicién 3.31. Sean p(-),q(-) € P°I(R") tales que 1 < p~ < p(-) < q(*) < ¢+ < o0, sea
B(+) el exponente definido por 1/B6(-) = 1/p(-) —1/q(-) y S una familia sparse. Supongamos que

w € Ap(),q(), entonces

a(
Aspey s LB (R™) — LIO(R™).

Notemos que si en la proposicién anterior se considera p(-) = ¢(-), entonces resulta
As : LPO) — [PO), (3.27)

para w € Ap(.y. Esto generaliza el resultado probado en el contexto clasico en [26, 69] para el
operador sparse Ag.
Introducimos a continuacién un operador que se utilizara en los resultados que involucran

conmutadores.

Definicién. Sean m,h € Z7,0 < a < n y S una familia sparse. Denotamos Agb’:/a al operador

sparse de tipo fraccionario dado por

AST (0, F)(@) =Y [b@) = bo[" QI ™Mb = bol" flo - Xg(z), b, f € Li.
QeS
En el caso en que a = 0 este operador fue definido [71, 70] y, con « > 0, se introdujo en [1].
Notar que si m = h = 0, entonces A%%/a(b, f) = Asn/a(f). Por simplicidad, cuando a = 0,
denotaremos A?o’:) = A?’h.
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Los operadores anteriores controlan puntualmente a los conmutadores del operador integral

fraccionario como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3.32 ([1]). Sea 0 < a < n. Para toda funcion acotada con soporte compacto f y
be L’ .(R™), existe una familia {Qj}?il de grillas diddicas y una coleccion {Sj}?il de familias

sparse tales que, para cada j, S; C %j, y para c.t.p. x € R",

3" m
(L) f (2) Z_j; AZh (b1 1) ().

En relacién a los operadores Calderén-Zygmund con mdédulo de continuidad que satisface la

condicién de Dini se tiene un resultado similar.

Teorema 3.33 ([53]). Sea T € w-CZ. Para toda funcion acotada con soporte compacto f y
be LlOC(R”), existen 3" familias sparse S; tales que, para c.t.p. x € R",

7™ f () \<ZZA (b, | 1) (@)

7=1 h=0

Puede parecer un problema el hecho de que las familias sparse elegidas dependan de f, sin
embargo, a efectos préacticos, dicha circunstancia no restringe la aplicabilidad del resultado, dado
que, como veremos mas adelante, este tipo de dominacién se utilizard para obtener estimaciones

independientes de la familia sparse.
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CAPITULO 4

Demostraciones de los resultados del Capitulo 3

4.1. Resultados de la Seccién 3.1

Para demostrar el Teorema 3.2 fue esencial la siguiente proposiciéon que provee una estimacién
puntual para Ay o en funcién de M en el contexto de los espacios de Zygmund generalizados

(la prueba de la misma se expondrd una vez concluida la demostracién del Teorema 3.2).

Proposicién 4.1. Sean p(-),s(-),l(-) q(-) bajo las mismas hipdtesis del Teorema 3.2. Sea f
una funcién medible con HfHLp(.)(logL)q(.) <1 tal que f(x) > 1 o f(z) = 0 para todo x € R™.
Supongamos que Q € Q es un cubo con |Q| < 1 tal que Ay of > C para alguna constante
C>0.51<a<l, entonces

Po(-),q(-) (:‘Ca As(),Qf) S [M (@p(-)/a,q()/a('? f())) (x)]a7 Vz e Qa (41)

donde @y, 4 se define como en (1.9).

q(:
Una desigualdad similar a (4.1) en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente

variable (o sea, q(-) = 0) estd contenida en el siguiente lema probado en [35].

Lema 4.2 ([35]). Sean p(-),s(-),1(:) € PPI(R") tales que p(-) = s(-)I(-) y 1~ > 1. Seam > n
un entero, entonces existen dos constantes 6 € (0,1) y C > 0 tales que la desigualdad

- =
(04,000)" < [M (20 ) @] +C[M ((e+]-)7) (@)’
se verifica para todo cubo Q € Q, x € Q y toda funcion f tal que Hpr(,) <1/2.

Demostracion Teorema 3.2. Consideremos f € LP()(log L)?0). Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer f > 0y, por el argumento de escala, ||f||L,,(4)(log L) < 1. Luego, basta probar

que existe una constante C' > 0, independiente de f, tal que
/Rn ep().a() (& My f(x)) de < C.

Dividamos a f = f1 + f2 donde fi(z) = f(z)X(<1y(7) v fa(z) = f(2)X(p>13(z). Dado que,

para cada z fijo, la funcién ¢, 4()(z, ") es creciente y convexa, tenemos que

/ @100 (2 My f (@) da < / p()at) (@ My fi(@) + My fo()) do

n

65
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< /Rn Op().a() ($,2MS(.)f1($)) dm+/ Op()a() (x,QMS(.)fg(x)) dzx. (4.2)

n

Estimemos cada sumando separadamente. Para el caso de f;, fijemos x € R" y tomemos un
cubo @ € Q tal que x € Q. Como A,y ofi < 1, tenemos que log(e + Ay o f1) < log(e + 1).
Luego, por la desigualdad (A.VII) del Apéndice y, si § € (0,1) es la constante provista por el

Lema 4.2, tenemos que

(log(2) + 1)‘1Jr (AS(.)Qfl)p(x) (10g(e + AS(.),Qfl))q(x)
gle+ 1)1 077" (04,0 051)""

ep()a() (2,245 @ f1(2)) < 2P
1

<2
S (

|

donde m > n es un entero y H,,(x) = (e+ |z|)~™. Asi, tomando supremo sobre todos los cubos

M (O @]+ M (Ho) (@)

AN

en Q que contienen a z y, usando la continuidad de M en L', concluimos que

/ngop(.),q(.) (x,QMs(.)fl(x)) dr < /n [M (fp()/l*) (:U)]l_ dac—i—/ (M (H,,) (:U)]l da

n

S f@PDde+ | Hp(x) de
R™ R™

< /Rn <pp(.)7q(.)(w, f(x))dx + - Hm(aj)l_ dr <1

Por otra parte, para estimar el segundo sumando de (4.2) fijemos x € R™ y consideremos

los conjuntos A, B y C definidos por
A={QeQ:zeQ y Ayl <1},

B={QeQ:x€Q, A;nofa =1y |Q] > 1},
C={QeQ:zeq, Asoyefe=1y Q| < 1},

y las maximales M, MB y M dadas por

MAf(x) = sup Agy of, MBf(x) = sup A, MC f(z) = sup Agy o f.
f(z) sup oof f(z) sup o0l y (z) Sup As().Q

Entonces tenemos que
My fo(z) < MAfo(x) + MB fo(a) + MC fo(2)
y, nuevamente por el crecimiento y la convexidad de la funcién wp(.),q(.)(:v, -), tenemos que
/ Pp0a0) (2, 2My() fo(w) do < /R eprat) (@,4MA fo(a) da

+ /R Cp(r.a) (2, 8MP fo(x)) da + /R @p()al) (,8MC fa(x)) da.
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Como Ay qf2 < 1si@Q € A, la estimacién del término correspondiente a M Afy(x) se sigue
utilizando el mismo argumento que el correspondiente a fi.

Si @ € B, por el Lema 2.5, tenemos que A, qof2 < 1. En efecto, como ||XQ||5(.) > 1,
Asyfe < ||XQf2”S(.)- Pero, dado que fo > 1 o fo = 0, tenemos que

[ ) dy = / faly)*® dy < / fayP® dy
R*N{y:fa(y)>1} RrN{y:fa(y)>1}
S/R Pp(-),q() (y f2( ))dy <1,

en virtud de que HfHLP("(logL)q(') < 1. Luego HXQfQHs(.) < 1y, consecuentemente, Ay ofe < 1.
Entonces podemos proceder como con la estimacién correspondiente a f7.
Tomemos @ € C y sea a un nimero real tal que 1 < a < [~. Luego, por la Proposicién 4.1

obtenemos

Cp().00) (@, 8450y 0f2) S [M (0p()/as()/al f2())) (@]

Tomando supremos sobre todos los cubos Q € C y en virtud de que a > 1 tenemos que

/ <Pp<~),q<~)(%8Mcf2($))d$S/ [M (@p()/aa)/as f2(4))) ()] da
Rn Rn
5/R ot @ fala)) de S 1,

lo que concluye la demostracién. O

Para probar la Proposicién 4.1 enunciaremos dos lemas que demostraremos una vez concluida

la prueba de dicha proposicién. El primero establece una relacién entre Ay of y

[erera00 (Dl = 11 / f ()" (log(e + f(x))"*) da, (4.3)
cuando s(-) < p(-).

Lema 4.3. Sean p(-), s(-) € PPI(R") tales que s(-) < p(-) < pT < o0 y q(-) : R” = [0,00). Sea
f una funcién medible con HfHLp(.)(logL)q(g <1 tal que f(x) > 1 o f(x) =0 para todo x € R™ y
Q € Q un cubo con |Q| < 1. Entonces, existen dos constantes positivas Cy y Co tales que

(i) Si Agyof = C para alguna constante C' > 0, entonces [gop( i) (s f)]Q > (.

(il) Si [p P(’)ﬂ()( f)} > Oy, entonces Ay of < C2 [gop( 3 (5 )]

El segundo resultado auxiliar es el siguiente.

Lema 4.4. Dados p(-),s(-) € P9(R") tales que s(-) < p(-) < pt < oo y q(-) € P9°I(R") tal
que q(-) = 0. Sea f una funcidn medible con || f[| p0)(10g 1ya) < 1 tal que f(z) =1 0 f(z) =

para todo x € R™. Si Q € Q es un cubo con |Q| <1 tal que Ay qf > C para alguna constante
C>0yzxeQ, entonces

Asraf 5 ([entratr - f )]Q)l/p(x) (108 (¢ + [ep0ra)(+ )]Q»_q(x)/p(@ .



68 Demostraciones de los resultados del Capitulo 3

Demostracion Proposicion 4.1. Sea 1 < a < I~. Notar que, como a < [7 < () = p(-)/s(-),
tenemos que s(+) < p(-)/a. Podemos entonces aplicar el Lema 4.4 con s(+), p(-), ¢(-) reemplazados
por s(), p(-)/a y q(-)/a respectivamente y obtener que

a/p(a) —a(@)/p(x)
A0af < C([eprsmanal Do) (log (e + [otrymatyal-Hg)) :

para alguna constante C' > 0. Luego
q(z) a
(As, @1 (108 (e + [eptr/matral Do) ) <7 [M (ep0rjagorsal- ) @] (44)

Pero, como por el Lema 4.3 con s(+), p(:) y ¢(-) reemplazados por s(-), p(-)/a y q(-)/a respecti-

vamente, se verifica
As0).0F S [#pey/aacral g
a partir de (4.4) y la desigualdad (A.VI) del Apéndice, deducimos que

Corat) (T Asy0f) = (Agy. 0P (log (e + Ay 0 f)) "
< M (p7aq0)7a( ) ()]

que es la desigualdad (4.1). O

A continuacién presentamos las demostraciones de los dos resultados auxiliares.

Demostracion Lema 4.3. Dado que A, of > C, existe una constante C'3 > 0 tal que

s(x)
f()
/, (HXQHS. ) o= (45

Ademas, como |@Q| < 1, por el Lema 2.11, existe una constante C' > 0 tal que |Q| < C HXQH

s(: )
para todo = € ). Luego, por la hipdtesis en f, obtenemos que

f(x) p() g
/Q<HXQHS(~)> !QI/f IQ! ey’

=l / #r() (2))de = Cleprar (5 Nlg- (46)

Combinando (4.5) y (4.6) obtenemos que (i) vale con C; = C3/C. Para demostrar (ii) notemos

que, por la convexidad de ¢.)(z,-) y como Cy/ [cpp(,)7q(,)(~, f)]Q <1,

s(x) s(x)
Cif(z) Gy f(z)
dx < dz < O1C,
/Q ([%(-Lq(o(-,f)]Q IIXQIIS(.)> "= Tora0 6 Nlg /Q <HXQHS(.)> e

donde hemos utilizado (4.6). Consecuentemente, por la propiedad de la bola unitaria,

Asoyof <0 [wp(-),q(-)(',f)]Q
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El Lema 4.4 es consecuencia del siguiente resultado contenido en [80], cuya demostracion

detallada serd dada en el apéndice (ver Seccién A). Con el objeto de simplificar la notacién

denotaremos J = [sop(.),q(.)(wf)]Q y
B(z) = JY7® (log(e + 1)) W,z e R™.
Lema 4.5 ([80]). Sean p(-) € P'9(R™) con p* < oo y q(-) € P9"°9(R") tal que q(-) > 0. Sea

f una funcién medible definida en R™, no negativa con ||f||Lp(.)(10gL)q(.> <1yQ € Q un cubo.

Si J > Cy para alguna constante Cy > 0, entonces, dados x,y € QQ se verifica

E(z)™PW < J 7Y (log(e + J))4®) (4.7)

(log(e + E(x))) 9™ < (log(e + J)) ). (4.8)
Demostracion Lema 4.4. Sean Q € Q con |Q| < 1 tal que As(y,@f = C para alguna constante
C >0y zx € Q. Debemos probar que
Asyof 77O (log (e +.) 1M = B(x).

Notemos que, como Ay of > C, por el Lema 4.3 (i), existe una constante positiva C; tal que
J > (. Entonces

Aol 1 Xf/E@)
B) Il

< (I¥ansm<ee f1E@) | + 1%n i sa=pen fE@)]. ) 1¥all)

/ —1
<1+ HXQﬁ{y:f(y)ZE(r)}E(m) [R246]| s

s()
Estimemos el segundo término de esta suma. Como |@Q| < 1, por el Teorema 2.11 y el Lema 4.5,

tenemos que

/() r@) J
/Qﬂ{yf(y)>E(w)}[ B(a) 17@l0 /
s(y)
f(y) >p(y)/s(y) <log(e+f(y)) )lJ(y)/S(y) .
< _osler JA)) X, d
< /Qm{y:f(ypE(x)} (E(az) loa(e 1 B(x)) I¥elcy| v
o1 (f(y) )p@) <1og<e +f(y) >q<y> "
~ Rl Jonty:fy)>E@)y \E() log(e + E(x))
J—l
IQ! QN{y:f(y)>E(x)}

Luego, por la propiedad de la bola unitaria, obtenemos que

()@ (log(e + f(y)) @ dy < T~ = 1.

< 1.

s()

f 1
HXQﬂ{y:f(y)ZE(m)}M 1%l

Concluimos entonces que Ay of S E(r) como querfamos demostrar. O
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La siguiente observacién es ttil para la demostracion del Teorema 3.3.

Observacion 4.6. Sean p(-),r(+), B(-) y s(-) como en las hipStesis del Teorema 3.3. Supongamos
que I(-) =r(-)/[(B(-)/s(-)) s(-)]. Entonces [~ > 1. En efecto, como (p/s)” > 1, existe € > 0 tal
que (1+¢€) < (p/s)”. Entonces, para todo z € R", s(x) < s(z)(1+¢) < p(x) y

5(z) p(x)
r(z) —s(z)(1+¢) < r(z) —p(x)’ (4.9)

Multiplicando (4.9) por r(z) tenemos que

s(x)r(z) p(z)r(z) B(x),

(@) —s@)(+e) @) —plz)

lo cual implica que

Consecuentemente

(14+¢)< =1(x)
y entonces [~ > 1+¢ > 1.

Demostracion Teorema 3.3. Sea g € LP()(log L)40) tal que ||gHLp<4>(logL)q(.) < 1. Dado que la

condicién (p/s)~ > 1 implica que s(-) < 3(-), por la Proposicién 3.4 tenemos que

(gpc)/r(-))’

H gPO/B0) H . (410)

1M50),5090 s g 2yer S | Mesosscoysts a0

L") (log L)a()

Como
oy (07°0) = [ la@P @ de < [ o) log(e + o))" do < 1.

ng(')/ﬁ(')Hﬁ(_) < 1. Por otro lado, reemplazando p, s y [ por r, (8/s)'s y r/[(8/s)'s] respecti-
vamente en el Teorema 3.2, y en virtud de la Observacién 4.6, obtenemos que M(5(~)/s(~))’s(~) es

acotada en L"()(log L)40). Luego de (4.10) deducimos que

o < H gp(~>/r<~>‘

HMﬂ()vS()g‘ L"(‘)(log L) LT(‘)(IOgL)Q(‘) : (411)

Pero, por la desigualdad (A.V) (ver Apéndice), existe una constante C' > 0 tal que

@)

KIAAY T z)/r(z a
Q%«),qm(gp()/ ) :/ g(x)Pt®) (10g (€+9(l’)p( ) ))) dz

<o / 9(2)P@ (log(e + g(x)))1@ dz < 1,

OO

de donde deducimos que, 1. Luego, a partir de (4.11) obtenemos que

[ Mpy,5()9]

<
L) (log L)a() ~
1, lo cual concluye la demostracion. O

<
L) (log L)a() ~
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Demostracion Proposicion 3.4. Sean g € L Q€ Qyxe@. En virtud de que

loc ’

1 1 B —s() _ 1

s() BC) sOBO OB/

por el Corolario 2.12, se verifica que

||XQ||S(A) = ||XQ||5(.) ||XQ||(,3(‘)/5(.))/5(~) :

Como p(+)/r(-) + p(-)/B(-) = 1, por la desigualdad de Holder (2.1), obtenemos que

| 1Xagllsy — lXells H P()/B()
“10 gl 1%l )
Y p( /()

_ ll*ag s

S el S()H"g "
SM(5<~>/5<->>'s<>( P Hg " H

Luego, tomando supremo sobre todos los cubos Q € 9, se demuestra la desigualdad deseada. [

4.2. Resultados de la Seccién 3.2

Para demostrar el Lema 3.10 presentamos a continuacién una estimacién obtenida en [34].

Lema 4.7 ([34]). Sea p(-) € P°I(R™) con 1 < p~ < p* < oo. Entonces existe una constante
0 < v <1 tal que para todo Q € Q y toda funcién f € L (R™) con |f|g # 0,

Xl F 1L

20 < i,
ol ~ Ml

Demostracion Lema 3.10. En virtud del Lema 4.7 existe una constante 0 < v < 1 tal que para

todo cubo Q € Q y toda funcién f € L _ con |f|g # 0,

Il f1

S1f15. (4.12)
”XQ”p(.) ’Q

Fijemos un cubo Q € Q y consideremos la funcién f(z) = (b(z) — bg)*/¥. Notar que, como
[6llz, # 0, |flg # 0. Entonces, por la desigualdad (4.12),

Xolb — bol* v
%2l ~ bl s(][ \b(w)—erk/”d:c)
HXQHP(.) Q

Pero como k/v > 1, en virtud del Teorema 3.9, tenemos que

() =219 ()]
< [a(@) Il ,]*

Lo que concluye la demostracién. O
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Demostracion 3.11. Fijemos @ € Q. Notemos que

b3 — bq| < [bsq — bagl + [b2g — bg|

— b3 ]dx—l— /‘b — by \dm
I2Q\/ 9 IQ! N

—b3g|ldr + — / — byl dx
S Q] / At ) <
S aB3Q)bllg, +a2@Q) b, -
Luego por la condicién T, concluimos que
lbs@ — bal S llalle.. aBQ) [|bll ., -
O]

Demostracion Lema 3.12. Supongamos d = 3, el argumento para probar el caso d = 1 es similar.

Dado un cubo @) € 9, debemos probar la siguiente desigualdad

[XsQH|l,.
F 10w~ bol Hw) dy S a(3Q)* o, o . (1.13)
o 2
Aplicando la desigualdad de Hélder (2.3) y la equivalencia (2.13) tenemos que
/(. XS H .
F 10w~ bl H ) dy < | vo Iellho (4.14)
3Q ‘|X3Q||p/(.) ||X3QHp(.)

En virtud de los Lemas 3.10 y 3.11, el primer factor de este producto queda acotado de la

siguiente manera

[ Xsqlbsq
Fal,o  ~ sl ol
k
< (llalleca(3Q) 0llz,)" -
Finalmente, combinando (4.14) con la desigualdad anterior deducimos (4.13). O

Para probar el Lema 3.13 utilizaremos el siguiente resultado que provee una versién variable
de la desigualdad (3.1).

Lema 4.8 ([94]). Sean 0 < a < n y r(-) € PPI(R™) que verifica n/a < r~ y roo < r(-). Sean
d(+) el exponente definido por

ybeL(4(-)). Entonces

para todos x,z € R™.
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Demostracion Lema 3.13. Sea z € kQ, por el Lema 4.8 tenemos que

Notemos si x € Q, entonces |z — z| < |Q|"/". Luego, en virtud del Corolario 2.24,

1b(z) — bg sf QI @/ gy
Q

< ¥l 50 -

4.3. Resultados de la Seccién 3.3

Para presentar la demostracién de los teoremas relacionados con los operadores potenciales
enunciaremos primero dos lemas auxiliares. En tal sentido denotemos con I' y I a las funciones

definidas para t > 0 por

T)= sw T4 v [0= [ TIE)d
t<|y|<2t |zI<t

y recordemos que D es la familia de cubos diddicos (ver (2.14)). El primer lema da una discreti-
zacién del operador Pfi’m obtenido en [92] para el caso de m = 0y en [73] para los conmutadores.

Se incluye su demostracién para mejor comprension.

Lema 4.9 ([92, 73]). SeanT € R y b € L (R™). Dado x € R™ tenemos que

P @) < Y r<€<§>> 3 <T;,L>|b(x) — b X () /3 o) = ol 1)y (415)

QeD 7=0

Demostracion. Sea x € R™, entonces

@) = | [ 0 - b T - 1)
- Jos (o) )T =) S dy
(27t b(z) — b(y)|™ d
SSTE [ b -l

e e
VD SIE DAY AL CEL VLRI

VvEZ Q€eD:4(Q v
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Como la bola centrada en = de radio 277, estd contenida en 3Q si z € Q y 4(Q) = 277 (ver

Apéndice, Lema A.3), concluimos que
—(0(Q
b,m m
i pw)] < ST (U2 o) [ o6 - il an
QeD 3Q
Luego, en virtud del Teorema del binomio, deducimos (4.15). O

El segundo lema, que probamos en [77], contiene una estimacién 1til para extender resultados

locales a globales.

Lema 4.10. Seanw(-) € P9(R"), T € R y Qo € D. Entonces, para toda funcion f € L; )(IR{")

se verifica

loc

£ (19) el 3Qf||w<) %00/l
r 3 ALV 1+ 3 _ 4.16
> (") el [ ST+ QoI T (a6)

donde €,0 son las constantes provistas por la condicion fR.
En el caso particular en que w(-) = 1, la desigualdad (4.16) fue obtenida en [92].

Demostracién Lema 4.10. Sea f € L ()(R") y supongamos que £(Qg) = 2% con dy € Z. Por

loc

la equivalencia (2.13) y el Lema 2.14 tenemos que

_ Il
2 T (E( )) ‘3Q”Q’H1;Q u” Tl

QED:QCQo
~ Z 9-dnT (27471 Z HfXSQHw(.) HX?»QHWI(.)
d>do QCQo:4(Q)=2"4
< 1 ¥l ¥l 32 27T-01),

d>dgy

Notemos que, por la condicién R,

o2y < ) / L(y) dy

d>do d>dg 7 0(1—8)2~ d=l<ly|<o(1+e)2—¢

< [(y) X oan )| dy.
/lyéé<1+s)2do d;ﬂ §(1-€)2-91<|y|<b(1+2)2

Por el solapamiento acotado de los intervalos {(6(1 —¢)27971,§(1+¢£)27%) : d € Z}, concluimos

que

> rire s (y) dy = FI5(1 +)A(Qu).

d>do ly|<d(1+¢€)€(Qo)

Combinando estas estimaciones deducimos (4.16). O
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Se da a continuacién la demostraciéon del Teorema 3.16 ya que el Teorema 3.14 se obtiene

de un argumento similar con pequenos cambios.

Demostracion Teorema 3.16. En virtud del Teorema 2.27, es suficiente probar que

127 g s, = W iem0 g 2y,

para toda funciéon f no negativa acotada y con soporte compacto en R™. Recordemos que
= . Notemos que si ¥(z,t) = ") (log(e + t))2®),
H fH[L’“()(logL ()], H f‘ Lr<>(1ogL a()’ d (%) (logf )

entonces por el Lema 1.67 \I/*(x, t) ~ t"'®) (log(e +t))~1@)/("@)=1) " Consecuentemente, por dua-

lidad (ver Teorema 2.25), lo anterior es equivalente a probar que la desigualdad

/R R f@)he(@)9(@) do S 11200 og e,

vale para todo par de funciones f y g no negativas, acotadas y con soporte compacto en R con
||g||LT/(,>(log )-a()/r()-1 < 1. Consideremos un par de funciones f y g con estas caracteristicas.

Discretizando el operador (ver (4.15)) tenemos que
[ R @) uegto) do
r (49 Y —bgl z) — bo|" g(x)w(z) dx
ST ( > ) ZO/3Q b(y) = bal’ f(y) dy /Q b(a) = bg|" I g(x)w(x) dz. (4.17)
Llamemos s(-) = Sp/(-) y I(-) = Rr(-). Notemos que
p ) =0 <S®W) =s y rt<Rr =1l

lo cual implica que

En consecuencia, existen dos constantes A y F' tales que
(NT<A<p vy (IHT<F<().

Si definimos w(+), p1(-) como los exponentes que verifican

|
|
|
_I_
\
«
|
|
|
_l’_

en virtud de que s(-),1(-) € P9, resulta w(-), u(-) € P9 (ver Lema 2.9). Luego, utilizando el
Lema 3.12cond=3,k=j,p(-) =w(-)y H=f,yluegocond =1,k =m—7, p(-) = p(-) y
H = gw, podemos estimar el lado derecho de (4.17) por un multiplo de

r(19) o s 1 af s o X9l
T 3Q|a(3Q) ||p|)f. ———t) iy ST el
ST (1) > salataQ i, T [ ala(@)"? il

QeD 7=0
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Consecuentemente, como a € Ty, deducimos que
b’
[ 1P ey a)do
Rn

m me (4Q 1X30.f 10y, - [1XQgwl] .
< lz S a(3Q) F(Q) Qe QI A (1)
QeD 3Qw() Qllu()

El siguiente paso es cambiar la suma sobre todos los cubos diddicos, por la suma sobre

todos los cubos de una familia sparse. Dado que g tiene soporte compacto y w € e (ver

loc

Observacién 3.17), por la desigualdad de Hélder (2.1), el Corolario 2.12 y el Teorema 2.11

tenemos que

[ %gwlly _ o 9l I¥QXsopgwlyy 1%l _ - llgllc 1%sop ol
m ——— S lim S lim
Q= [1XQll, .y IRl Xl Xl R Q=00 |Q|(/De
9l o ”Xsopngl(.)
S lm -
|Ql—o0 Q!

Consideremos la constante o > 0 provista por la Proposicién 3.30 para pu(-), gw y la familia de
cubos diddicos D. Si o > méax{o, Cﬁ}, donde C), es la constante del Lema 2.10, en virtud de la

Proposicion 3.30 existe una familia sparse {Q;‘? }ienkez C D que verifica

k w() C2 o k+1

Para k € Z definimos los conjuntos

Gr = QeD:o/“<M<o/“+1 .
||XQ||M(.) o

Entonces todo cubo diddico @} con HXngHu(-)/HXQHu(~) # 0 pertenece exactamente a un
conjunto Gi. Més atin, si @ € G, por maximalidad (ver item (i) de la Proposicién 3.30) se sigue

que QQ C Q? para algin j € N. Luego, por (4.18) y como a € T, obtenemos que

/ PE™ f(2)w(2)g () da
RTL

(@) X N0y, . IXQawll,,(
< |Ib — 13
P2, 2 o4 T () s ol ) Tl
iy [0,
SIBIE YD M 3T a3 T <(5Q)> Bl o
kEZ jEN QEGk: QCQ¥ #N0)
Xorgw _ [ X530l
S oIz, ZZH H LCEALDY F(?) |3Q||Q|HXS§2H()
keZ jeN Q¥ “0

u() QegkiQCQ§
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Si €, 0 son las constantes provistas por la condicién R y I'(t) = f|z‘<t I'(z) dz, en virtud del Lema

4.10, a partir de la desigualdad anterior concluimos que

/ PE™ f(2)w(2)g (z) da
.

) [ 1
SR DS " aB3RE)™ T(1 + £)£(QY)] 13Q%] H

keZ jeN

‘w(.) HXQ?ngH()

|

307 )

Asi, si tomamos v = méx{3,0(1 + ¢)}, por la condicién a € T, la propiedad de duplicacién
de |||y si 7(-) € Plod (ver Lema 2.10), la desigualdad de Holder (2.1), el Corolario 2.12 y la

hipétesis en los pesos tenemos que

/ P f(2) w(2)g (z) da
RTL

. AR V578, [ R
SIBIE ST a(r@H™ T(ve(@%)) IvQ¥| (4.19)
keZ jeN H ,ka H Qk M( )
X - . X
5||b|ZZZa(’YQ§)m1~“(W(Q§))|7Q§|HXQkva H il HXQ”" | QWH
[eerl, ol 1%el, [%el,
[aee], HX H* 0

SIBIZ Y > 1Qs]

kEZ jEN H 1@k || 4

[%esl e

Sea ((-) definido por 1/8(-) = 1/p(-) — 1/r(-). Entonces por el Corolario 2.12, la dltima suma

"

HXW? F

()

es equivalente a

[t [aso

oz, S 5715 [,

keZ jEN HX»yQéc

Como la familia {Q?}jeN,keZ es sparse, existe una familia de conjuntos disjuntos {E(Q?)}jeN,kez
tal que |Q§| ~ |E(Q§‘)| Luego

[t [ e

|%e

’ (4.20)

IR @ lu(@late) de < IE 3 S 1E@) [0

keZ jeN pO) HXWQ

SIBIZ [ Myoyal o) )Ml ) .

Consecuentemente, por la desigualdad de Holder (1.16), de lo anterior concluimos que

()|

L) (log L)a(") ||MF(9) ”Lr’(-)(1ogL)—q<-)/(r(-)—1) .

/ IPE™ £ () () g ()
R’ﬂ
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Como p~ > A, en virtud del Teorema 3.3 se verifica
Mg(y4 0 IPO(log )" — L™ (log L)1),

ademds, por la Observacién 2.18, como (r')” > F, la maximal My es acotada en el espacio

LT/(')(log L)*q(')/(r(')*l). Por lo tanto concluimos que

b7
/R [PR™ f @) w(@)g (@) dz S BIIZ, 10l o) (1og £yt »
como queriamos demostrar. O

Demostracion Teorema 3.14. La prueba de este resultado sigue los lineamientos de la demos-
tracién del Teorema 3.16 reemplazando los exponentes s(-) y I(+) por las constantes s = S(p~)’
y | = RrT respectivamente. En efecto, en este caso tenemos s’ < p~ y I < (r7)" y podemos

tomar las constantes w, p, Ay F tales que s’ < A<p , ! < F < (rt),

111 111
w s A Y w | F°
O
Demostracion Teorema 3.18. Fijemos () C R™ con centro cg y sea
sq(y) = (1QIY" + [eq —y)* ™™
Entonces, para x € @ se verifica que
1 a—n a—n
— Q= < < . 4.21
Al <se@ <@l (a.21)
Notemos que podemos definir f €omo
fy) = 0 Xo(y)sq(u)” WPWo(y) PV, yer?,
donde 6 es la constante tal que va||p(.) = 1. En efecto,
/ (SQ(x)p/(x)/p(fv)v(x)fp’(x))p(w)v(x)p(x) de = / SQ(x)p’(fv)U(x)fp’(x) dr (4.22)
Q Q

Sméx{(|Q|ann)(P/)+,(|QaZn)(P/)_}/ v(z) 7@ d
Q

y, en virtud de que v=! € Lﬁ;g), esta ultima integral es finita. Observemos ademas que, por la
igualdad (4.22),
[Xasqu™t],,) = IFvllye) = 1. (4.23)

Dados z,y € R", como

QI e =yl < 1QIY"|eq — x| +1QY"|cq —y|
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< (IQI"" +eq — 2(|QI™ + |eq — yl) = [s(@)sq()] /™.

tenemos que
= y|*7" > Q' sq ()50 (y)-

Luego, por esta desigualdad y (4.23) obtenemos que
Iof(x) 2 IQll_“/"SQ(l‘)/ s@)” Wo(y) W dy 2 Q' " sq(x).
Q

Asi, por (4.23), la hipétesis de continuidad de I, (3.9), la tltima desigualdad y (4.21) concluimos

que
1= 1ol 2 o 2l sgull
2 QI | gsgu|] ¢, 1Xasqull
2 ’Q|a/n71 HXQ?FI P() HXQU}HT(.) :
Y esta tltima expresion, en virtud del Lema 2.13, es equivalente a la condicién (3.8). O

Demostracion Teorema 3.19. Como en la demostracién del Teorema 3.16 (ver (4.17)) basta

estimar el lado derecho de
| IR f@lu(alg(a) da
<2t ( )Z/ %)~ bl £z dz/ b@) = bo|™g(x)w(z) dv (4.24)
QeD

para un par de funciones f,g no negativas, acotadas y con soporte compacto en R" con
|]gHL,/<4>(logL),q(.)/(r<.>,1) < 1. Consideremos un par de funciones f y g con estas caracteristi-

cas. Por el Lema 3.13, podemos mayorar (4.24) por un multiplo de
ind 6«9) m
S (D) vl [ 11 [ seut)do (4.25)
QeD 3Q Q

El siguiente paso es cambiar la suma sobre todos los cubos diadicos, por la suma sobre todos
los cubos de una familia sparse. Sea a > 2" y sea {Q;“ }jen,kez la familia sparse provista por la

Proposicion 3.29 asociada a la funcién gw. Entonces, en particular, se verifica

1
of < —— g(x)w(z) dr < oL

Q¥ Jar

Procediendo como en la demostracién del Teorema 3.16 (ver (4.19)), deducimos que

[P sl dr 5 3506 | \Qj|f e ]{Q?g(z)w(z)dz,

keZ jeN
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donde v = max{3,d(1 + &)} con ¢, las constantes provistas por la condicién R. Luego, por la
condicién F, en virtud del Lema 1.12, podemos estimar esta ltima desigualdad por un multiplo
de

QY i

e

Asi, por la condicién en los pesos y el Corolario 2.12, llegamos a que

S5 T(Qh) HXQk

ke€Z jeN

n/8(")

k
J

. ]

vQ’“g

‘Xkafv’

L IR s@lu@ae)de S 3 37108 12l HX]

keZ jeN

Ao

|

Como {Q?}jeN,keZ es sparse, existe una familia {E(Qf)}mw& de conjuntos disjuntos tales
que |B(QF)| ~
\Al

J |. Consecuentemente,

X’Yng

, %

Ao

[ R @@t e £ 30 Y IB@) Xl

k€Z jEN H vQE ||
< / Msgyn, (0)(4) Ma, (9)(4)dy
]Rn

< ([ Mig0),a, (f0)]

270 1og £ 1M (D 170 10 Ly -a0/trr-1)

S HfUHLp(mogL)q(» .

Se da a continuacién la demostracion del Teorema 3.25 ya que el Teorema 3.24 se obtiene

de un argumento similar con pequenos cambios.

Demostracion Teorema 3.25. En virtud de los Teoremas 2.27 y 3.33, es suficiente probar que si

S es una familia sparse y

AL, (@) =D [b(@) = bo|™ " (1b = bol" g - Xg(x),

Qes

entonces se verifica

4s" @0 S Wl oy« HE O 1)

Lr( ) (log L)a()

para toda funcién f no negativa, acotada y con soporte compacto. Sea h € {0,1,...,m}, por

dualidad (ver Teorema 2.25) basta ver que

[ 9@ AZH b (a) o S 1N o000 00,
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vale para todo par de funciones f y g no negativas, acotadas y con soporte compacto con

ngil‘ L7 () (log L)~/ (r()=1) < 1. Consideremos un par de funciones f y g con estas caracteristi-

cas. Notemos que
/ (@) AG" (b, (@) de =) |Q!][ b(w) — bol" f(x) d ][ [b(z) = bo|™ "g(x) dzx.  (4.26)
R™ Qes Q Q
Sean s(-) = Sp/(+) y I(-) = Rr(-). Siguiendo las cuentas de la demostracién del Teorema 3.16
podemos definir exponentes w(+) y u(+) en la clase P9 como
1 1 n 1 1 1 n 1
N T Ny y N = 7N T =
w(-) s() A p) U6 F
donde A < p~ y F < (r')”. Usando el Lema 3.12cond =1,k =h, p(-) =w(- )y H=f,y
luego cond =1, k =m —h, p(-) = u(-) y H = g, a partir de (4.26) obtenemos que

b m w1Xa sl 1Xgll,.
[ s@AZ 0 @) dr S I0IE, S 1Qla(@) T T,
R™ Q€S Qllw() Qllu()
Como S es sparse, existe una familia de conjuntos disjuntos { E(Q)}ges tales que |E(Q)| ~ |Q|.
Luego, por la desigualdad de Holder (2.1), la equivalencia (2.13) y las hipdtesis en los pesos

tenemos que

m " X foll , 1Xv™ 1oy | XQgw I XQwlly.,
o) AT (b, ) () da S b2, S IEQ)la(@)”
Jl s “ et Mol Tl Melr el

| X vl [|¥ogw ",
SIBIZ D 1E@)a(@)™ Xl
%QZGS O Xl Tl

donde ((-) es el exponente definido por 1/5(-) = 1/p(-) — 1/7(-) y hemos utilizado el Corola-
rio 2.12. Luego la prueba se concluye como en la demostraciéon del Teorema 3.16 (ver desigual-

dad (4.20)). O

Demostracion Teorema 3.24. La prueba de este resultado sigue los lineamientos de la demos-
tracién del Teorema 3.25 reemplazando los exponentes s(-) y I(-) por las constantes s = S(p~)’
y | = RrT respectivamente. En efecto, en este caso tenemos s’ < p~ y I’ < (r7)" y podemos
tomar las constantes w, pu, Ay F tales que s’ < A<p , ' < F < (r*),
11,1 111
w s A uw I F
O

Demostracion Teorema 3.26. Como en la demostracién del Teorema 3.25 (ver (4.26)), basta

estimar

Z Q| ]i) |b(z) — bQ|hf(1:) dx ]é|b(x) - bQ]m_hg(:c) dr, he{0,1,...,m} (4.27)

QeS



82 Demostraciones de los resultados del Capitulo 3

para todo par de funciones f y g no negativas, acotadas y con soporte compacto con

9w ™ | o) rog 1y et/ < 1,

donde S es una familia sparse. En este caso, si k es un entero no negativo y H € Llloc, por el

Lema 3.13 tenemos que
k
]é b(x) — bl H (@) do S | X ., Ho
Luego podemos estimar (4.27) como sigue

>~ 1@l f [bla) - bol* @) do £ o) ~ bol™ @) d £ Y 1Q Xl s, Faso-  (425)
Qes Q Q Qes
Notar que por la condicién F, en virtud del Lema 1.12, los promedios de f y g verifican
X fvlly, HXQ”_IH\IJQ HXng_1||A1 [XQully,
fo S Y 90 -
1%l [1XQlly, 1XQlly,  Xlly,

Ademds, como S es sparse, existe una familia {E(Q) : Q € S} de conjuntos disjuntos tales que

(4.29)

|E(Q)| ~ |Q|. Luego, por la condicién en las maximales y la condicién en los pesos, a partir de

las estimaciones (4.28) y (4.29), tenemos que

S @ ]2 1b(z) — bo|" £ (z) da ]2 b(z) — bo|™ g () da

QesS

X X 1)71 X, wil X,
< 3B 1o, 1 s [0 T, Yo T, Xl
Qes [%lly,  Xely, ¥l ¥ly,

< / M (.ns () () Mo, (g~ ) (2) dv
-

S 1Mp(,8,(f0))]

-1
L) (log L)4() HMAl(gw )‘ L) (log L)—a()/ (p()=1)

Sl o) og £ya6) -

4.4. Resultados de la Seccién 3.4

Para las demostraciones de esta seccién daremos primero algunos resultados auxiliares. Recor-

demos que si 7 es un pesoy 0 < 4() < n,

1
[T E—— / b(z) — bo| da.
BMO, QeQ n(Q) HXQHn/(;(.) Q @

Por otro laso, si S es una familia sparse de cubos en R”, Ag denota el operador dado por

Asf(@) =) fo-Xo(z), zeR™
Qes

Definimos el operador (As), como (As),f(x) = n(x)Asf(z) y, si k € N, con (.Ag)f] denotamos

al operador (As), iterado k veces.
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Proposicién 4.11. Sean n un peso, 0 < §(-) < n y k un entero no negativo. Sea S una familia
sparse de la grilla diddica 9. Si b € BMOg('), entonces existe una familia S C 9 sparse tal que
S C S y para todo cubo Q € S se verifica la siguiente desigualdad,

k k n
| 1) = bl 1) 5 10 o Iy | (ASHIS@) o € LB
Cuando 6(-) = 0, este resultado fue probado en [71] para el caso k = 1, y en [70] para k > 1.
Para probar la Proposicién 4.11 enunciaremos un lema obtenido en [71].

Lema 4.12 ([71]). Sean 2 una grilla diddica y S C 2 una familia sparse. Si b € Li _(R™),
entonces existe una familia S C 2 sparse tal que S C S y para todo cubo Q € S,
1
b(x) —bol S & [, o) ~brldy- Xa(@),  ctp.acQ. (4.30)
RES R
RCQ
Demostracién Proposicion 4.11. Sea S la familia sparse provista por el Lema 4.12 yQ € S.

Entonces, por este lema y como b € BMO?,(')

Wwwszgém%mwam

, tenemos que

RCQ
1 Xl 50, n(R)
S bl gpgoper 2 ——pr—— ¥al2)
ReS
RCQ
n(R)
S HbHBMO;S](J ||XQ||n/5(.) Z W - Xr(z).
ReS
RCQ
Consecuentemente,
k
n(R)
[ @) = ol @)l o S 0 12l gy [ | 32 TRt - Ao | 1@l de. - 43)
Q@ Q ReS
RCQ

Notemos que, como los cubos de S pertenecen a Z (son diddicos), entonces

k
k
R R
77|(m>-2(1;¢(:c) - ¥ (Hn|(R.|)XRi(w)>
ﬁé‘é {RLRIQ%;ESk}cs =1 M4
k
n(1)
SO 1 C )
{R1,Ry,....Rp}cs \i=l
R;CQ
k
n(R;)
Sk!Z<H |R-|> Xr, (),
gk \i=1 g
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donde &, = {{R1, Ry, ..., R;} CS: R; C R;_1 C ... C Ry C Q} para 1 < j < k. Luego

)/kax)\dx

k .
II ﬂﬁ])) i B

k

n(R) e
/Q i Xr(z) | [f(2)]ldx < %; (H |R;|

ReS =1
RCQ

I
M
N/\
ﬂ‘

. :
RyCRE_1
k—1
R;
<S (M%) [ Aslsi@nte) as
5571 i=1 ‘ ” k—1

Utilizando este argumento k veces concluimos que

k

/Q TR Anta) | 1@l 5/@(«45)nlf\()d. (1.32)
RCQ

De (4.31) y (4.32) se deduce (4.30). O

El siguiente resultado presenta algunas propiedades de continuidad del operador (As)f;.

Lema 4.13. Sean p(-), q(-) € P°9(R") tales que p(-) < q(-). Supongamos que i, A € Ap(ya) Y
v=np/X. SimeN, n=v""yke{l,2,...m}, entonces las desigualdades

ot

Lo S0 (4.33)
Y An

e

> SISl s (4.34)
Li;zrlsz Linm
valen para toda funcion f € Li (R™).

loc

1
loc»

H(As)n(«‘ls)f;_lf)

Demostracion. Tomemos f € L

ey

= |[As(As)s ]

Ol ¢ )"
LY LS LS,
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Notemos que, en virtud del Lema 2.31, A\v!/™ e Ap(),q()- Luego, por el Lema 2.28 (ii), se verifica
Anp = At/m e Apy N Ag(y. Consecuentemente, por (3.27) y de lo anterior deducimos que

e

o S |(As)s

Siguiendo este razonamiento k — 1 veces més concluimos (4.33). La demostracién de (4.34) es

anéloga. ]

Demostracion Teorema 3.27. Por los Teoremas 2.27 y 3.33, basta probar que, si S es una familia

sparse y

= > Ib(x) = o™ " (1b = bel" o - Xo(x),
QeS
entonces para todo h € {0,1,...,m} y toda funcién f no negativa, acotada y con soporte

compacto se verifica

e

LK(A) 5 ||f”LZ() .

Por dualidad (ver Teorema 2.3) es suficiente ver que

/ ) Az)g(x) AT (b, f)(x) de < || Sl g

para todo par de funciones f y g no negativas, acotadas y con soporte compacto con ||g| 70 <1
Consideremos f, g un par de funciones con estas propiedades.
Sea S la familia sparse provista por la Proposicién 4.11 v Q€ S. Entonces, por esta propo-

sicién y denotando n = /™, tenemos que

[ @) 4376 D) = 3 (b bal" P [ ) — bl A @)o(w) do

QGS

e Z Q,!;(‘* /Q (Ag)hf(z) da /Q (Ag) (M) (x) da

donde entendemos (Ag)nm_h()\g)(m) = A(z)g(x) en el caso en que h = m. Notemos que, si
B(-) = n/(md(-)), por el Lema 2.4, se verifica HXQH?/J(-) = \\XQ\\ﬂ(_). Denotando Ag = A,

tenemos que
[ A@g@)Ag" b, () da

S 10100 Z %f( / A ( / A7 (Ag) (x) da (4.35)

= B0 o /R S 1l (Ahf)g - Kolw) | A g)(w) d
QeS
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= Bl o /R g (AL ) (@) A7 Og) () (4.36)

donde Ag B() ©8 el operador sparse fraccionario definido en (3.26). Supongamos h # m (o sea,
h € {0,1,...,m — 1}). Utilizando m — h veces el hecho de que el operador A es autoadjunto,

tenemos que

As gy (A4 f ) (@) A7) (@) dar = / A (At [ Ag gy (A8 ) @A @)g (@) da

R

Combinando estas estimaciones y por la desigualdad de Holder (2.3), obtenemos que

[ A@a@ A" b ) do S bl 00 |4 (457 [0 g sy (458)]) A gl

<1017 s[4 (A= [ As oy (405)])

O
L}

En virtud del Lema 2.28 (ii), el peso A pertenece a la clase Aq()- Consecuentemente, de la

desigualdad anterior, (3.27) y (4.33) (con k = m — h — 1) deducimos que

| A@g@) AL 0 1)) de S 101, 0 | 45 [ As o (431

I oper 11 As ) (A3F))]

S s Ve ]

)
L4

q(+)
L)\nm—h—l

a()
L)\nanh

Si h = m, la misma conclusion se obtiene aplicando la desigualdad de Holder (2.3) directamente
en (4.36).
Por el Lema 2.31, el peso A\p™ " = o pertenece a la clase A, (). Luego, utilizando la

Proposicion 3.31, obtenemos que

/ M@)g(@) A" (b, (@) da S (1Bl o0 HAZf \

) '
Linmfh
Finalmente, aplicando (4.34) concluimos que

[ A@g@AZ" 0 1)@ do 5 181 0 11,

= [|o||™ . ‘
101 g aroser £ 11z

como queriamos demostrar. O

Para la demostracién del Teorema 3.28 notemos que, bajo ciertas hipétesis en los exponentes,

se verifica BM Oig')m C L7 (R™). Mas precisamente tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.14. Sean p(-),q(-) € P'°(R") tales que p(-) < q(-). Supongamos que jui, X € Ap(y 40y,
v=p/\ Sean 0 < () <nymeN. Sibe BMOi(') entonces b € L (R™).

/m loc
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Demostracion. Sea K C R™ un conjunto compacto y consideremos un cubo @ tal que |Q| > 1

y K C Q. Entonces

/Kb(g;)|mdxg/Q\b(x)mdxg/Q|b(g;)—bemdx+(/Q\b(x)mx)m. (4.37)

Dado que b € L{ , el tltimo término de (4.37) es finito. Para estimar el primer término deno-
temos n = pt/m y notemos que, en virtud de la Proposicién 4.11 con f = Xg y con Q € 5’, la

familia sparse provista por dicha proposicion, tenemos que
/Q () — bl Xg(x) d S Iy, 0 1Kl /Q (Ag) Xo () da.
Luego, por la desigualdad de Hélder (2.3),
/Q bx) — bl K)o < 1017 o0 1 Xl sy [N el N ey (4:38)
Como por (4.33),
IMAg)T Xall ) = I(48)7 Xall a0 S HXQHLi% = %all g0,

de (4.38) concluimos que

/Q bw) — bal ™ X (@) dz S b1, 000 1 sy il [ ol

El lado derecho de esta desigualdad es finito ya que, en virtud del Lema 2.28 (ii), tenemos que
A E Aq() ]

Demostracion Teorema 3.28. En virtud del Lema 4.14 podemos suponer b € L" . Ademas, por

loc*

los Teoremas 2.27 y 3.32, basta probar que, si S es una familia sparse y

AT (0, F) () = 3 [b) — bol™ QI (b — bo|" fg - Xg(x),
QES

entonces se verifica

4520

o Sy e {01 m)

para toda funcién f no negativa, acotada y con soporte compacto. Por dualidad (ver Teore-

ma 2.3) es suficiente ver que

/n M@)g(@)Ag (b, f) () do S A1 o

para todo par de funciones f y g no negativas, acotadas y con soporte compacto con ||g|| 70 <1

Consideremos un par de funciones f y g con estas caracteristicas. Notemos que

[ @A 0 D) b = 3 1 —bal"P)a | 6e) — bl A ) de

QeS
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Sea S la familia sparse provista por la Proposicién 4.11 y Q € S. Entonces, por esta proposicion,

1/m

si definimos n = v/, de lo anterior tenemos que

| A@a@) AL, (b D) do
|Q’a/n ||XQ||ZL/5( )

subugmg(.)é a /Q (Ag)f(z) da /Q (Ag)m"(Ag) () da

donde entendemos (Ag)%”*h()\g)(x) = A(z)g(z) en el caso en que h = m. Si denotamos con
B(-) = n/(md(-) + a), por el Corolario 2.12, se verifica |Q|*/" ||XQ||nm/5(.) ~ ||XQ||5(.). Entonces

podemos reescribir el lado derecho de la desigualdad anterior como

X,
ol o0 S ”%’f“ /Q (Ag)! f(z) do /Q (Ag)m " (2g)(z) da

QeS

y entonces la demostracion se sigue como en la prueba del Teorema 3.27 a partir de la desigual-
dad (4.35) con los cambios obvios. O

4.5. Resultados de la Seccién 3.5

Recordemos que si p(-) € PY9(R™), en virtud de la equivalencia (2.13) y el Lema 2.10 (la
propiedad de duplicacién de ||-|| p(,)), existen A, B y C), tres constantes positivas tales que, para

todo cubo Q € Q se verifican

Q1 < Al X, 1%l < BIQ) (4.39)

||X2QHP(.) <G ||XQ||p(.) . (4.40)

Demostracién Proposicién 3.30 . Para probar (i), tomemos A > 0. Supongamos E) # () dado

que, de otra manera, no hay nada que probar. Sea Ay la familia de cubos definida por
Ay = {Q €9: Ap(.)’Qf > )\}.

Como E) # (), entonces Ay es no vacfa. Ademds, en virtud de (3.20), para cada Q € A, existe
un cubo maximal @' € Ay tal que @ C @’'. Llamemos {Q;}jen a la coleccién de tales cubos
maximales contenida en A). Claramente esta familia es disjunta dos a dos. Ademds, si @\J €9
es tal que Q; C @\J y E(@\]) = 2/(Q;), entonces @\J C 4Q; (ver Apéndice, Lema A.4). Luego,

por ser (); maximal y por (4.40) tenemos que

R P P o N ) PR
ol = gl %)~ " [,
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Para demostrar (3.22) veamos la doble inclusién. Si z € Ej, existe un cubo @ € Z tal que
Q> xy Apnyef > A Entonces Q C @Q; para algin j € N. Reciprocamente, si z € (); para
algtin j € N, por la propiedad (3.21), Ay q,f > A. Luego Mpoj(.)f(a:) > A, yasi x € E).
Probemos ahora (ii). Sea I" > 0 y supongamos, como antes, Er # (). Si x € Ep, existe un cubo

@ que contiene a x tal que A,y o f > I'. Sea k el unico entero que verifica 2~ (1) < p(Q) < 27*.
Entonces existen 1 < N < 2” y una familia de cubos {P} ', C 2 tales que, para todo
1<j<N,

N

(py=2"% Pne#0 y Qclyp

j=1

Ademds, uno de estos cubos, llamese P, verifica que A, o(f&Xp,) > T'/2". Pues, si no

N
||XQf\|p<.) _ AT
1%l 1%l

al HXQfXPij(.)

<Ay of =

22 gl

N N T
=D Ap(fXr) Zj =T
i=1 i=1

y tendriamos una contradiccién. Luego, como £(P;) < 2¢(Q), por (4.40) tenemos que

r [ XQnp, fl] () 1f Xp || ()
— < A yolfXp = TP p2 - P D24 ),
on r().Q(fXP)) X1, A E pAp(),p: (f)
de donde
r
Ap('),Pl (f) > W - )\0. (441)

Sea {Q;};en la coleccién de cubos del item (i) correspondiente al nivel Ag. Por (4.41), P € A),.
Entonces, por maximalidad, P; C @; para algin j € N. Por otro lado, como PN Q # 0y
Q) < U(Pr), Q@ C 3P; (ver Apéndice, Lema A.4). Consecuentemente, z € Q C 3P; C 3Q;, lo
que demuestra (3.23).

Finalmente probemos (iii). Sea az > 1 una constante que determinaremos mas adelante. Para

cada nimero entero k, consideremos los conjuntos

donde {Q }jen es la coleccién de cubos maximales y disjuntos dos a dos del item (i), que ademas

verifican

< 0 g2k, (4.42)

p()
Definamos Fk Qk \ Q+1. Entonces Fk C Qk Asimismo, los conjuntos Fk son disjuntos dos

a dos para todo k € Z y para todo j € N. En efecto, sean k,l € Z y i,j € N. Como

FFOF = (Q5 \ Qrer) N (QF\ ugr) = (QF N Q1) N (Qyy N ),



90 Demostraciones de los resultados del Capitulo 3

sik=1lei#j, Ff N EF! = ), pues los cubos {Q?}jeN son disjuntos. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, k& > [. Como Q11 C Q41,

FFOF = (QF N Q) \ Q.
Tomemos x € Ff N Fil, entonces verifica
af < Mz)f(x) < ot

Lo que es una contradiccién. Luego ij N Fl-l = () para cualesquiera k,l € Z y i,j € N.
Para comparar las medidas de Ff y Q;? notemos que
[FF] Q5N (QF N Qi) Q% N Qi

— =1- —\ 4.43
0" o o (4.43)

Vamos a estimar entonces \Qf N Q41| Por definicién de 41 tenemos que

erer)|-Slaoa- 3 e

- Hk+1
Q) + QQ;C

‘Q? N Qk+1’ =

QynlJort!

pues, si para ciertos k, i, j, Q?ﬂ@f“ # (), debe ser Qf“ - Qf. Por lo tanto, si A es la constante
de la desigualdad (4.39),

\Q;? N QkH’ <4 ¥ HXQM HXQM (4.44)
Qe ok i lp() i ()
QFT Q!
Notemos que, por la desigualdad (4.42), tenemos que
|[¥azn7] | ey
ket D7 0 B0 0 o o2k, (4.45)
| & p
k+1 k
Q" o i llp)

Ademais, como la coleccién {Qf“}ieN es disjunta, por la hipdtesis en p(-) y el Teorema 2.13,

existe una constante G > 1 tal que

> |rgarag

.k .
’“Qi +1§Q§

(4.46)

‘XQ?-

)S GHfXQ?

P

p() |¥apn %oy p() |

P(
Luego, por (4.45) y (4.46), podemos estimar (4.44) de la siguiente manera

)Q? N Qk+1‘ < Ao~k Z HXQerI fXQ;?
QT CQk

< Aa~UHD @G H f Xy

Xorn X
p() H QR Ny

R

p(*) ‘

(")

< Ao~ *DGC2AP Xy
J

p() P'()
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< Aa*l(;CgBng?y = aa*l\Q;?\

donde B es la constante provista por (4.39). Consecuentemente, si a > o, por (4.43), podemos

concluir que
B 3 > 0.
Q%
Luego § = {Q?}jeN,keZ es sparse. O
Recordemos que, dados 3(-) € P(R") y S una familia de cubos sparse, Ag g(.) denota al

operador dado por

As s f @) =Y 1%l fo - Xo(),  f € L.
QEeS

Demostracion Proposicion 3.31. Sea f € Lﬁ('). Por dualidad (ver Teorema 2.25) basta probar

que
[ 90) 14505 @) dx S 171

se verifica para toda funciéon g no negativa tal que H quw~

70 < 1. Dado que S es una familia

sparse tenemos que

/R g@) s s /@) dz < 3 1Q11 Xl el 90

QeS

S D E@)I Xl gy | fol 9 (4.47)
Qes

donde {E(Q) : Q € S} es la familia de conjuntos disjuntos que satisfacen |E(Q)| ~ |Q|.

Sean u(-),v(-) los exponentes provistos por la Proposicién 2.29 para w € A, 4., entonces
w € Ay()u()- Luego, por la desigualdad de Holder (2.3) y la equivalencia (2.13) podemos
mayorar (4.47) por un multiplo de

S 15(0) gl 17 M (20 Ty [ Ty WXl

Qcs - ”XQ”u- ||XQ||u/ o %l 1%l
E(Q)]]| X

< mm%sl Q) QHﬁ ||XQ||u(~) HXQ’\UI()

< fw u<>v<>/ Mgy (fw) () My (gw™ ") (z) da

S (04,0 00y [Mae) () (Mo (g07)

< [0l 1130

q ()

donde hemos utilizado que M,y : L0 s pd'0) Y Mgy : L0 — L90) en virtud de los

Teoremas 3.2 y 3.3, respectivamente. ]
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CAPITULO A

Apéndice

En este capitulo incluiremos algunos resultados auxiliares que otorgan mayor claridad a las

estimaciones de esta tesis.

Normas asociadas a ®-funciones de funciones caracteristicas

Lema A.1. Si ¢ es una ®-funcion creciente y continua en [0,00) entonces

lXll, = M Q€ Qeon |Q] 0. (A1)

Demostracion. Notemos que

o) ) e-r00(3)

Por lo tanto

inf {)\ >0 / ¢ (XQA(‘”)> do < 1} = fmf{\A>0:]Q|é(1/\) < 1}. (AII)
Como
Qo (1/A) <1 ¢ (1/X) <1/|Q)
= 1/A=¢ Ho(1/N) < ¢ 1(1/]Q)) Proposicién 1.4 (v)
= 1/671(1/1Ql) < A,
por (A.IT) podemos concluir (A.I). O

Propiedad de convexidad de las funciones de tipo Llog L

El siguiente resultado estudia condiciones en los exponentes de una funcién de tipo Llog L para

que la misma posea la propiedad de convexidad.

Lema A.2 ([75]). Sean a > 1 y B constantes. Denotamos fo g a la funcion definida por
fap(t) =t*(log(e +1))?, t > 0. Entonces,

93
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(i) si

2a—1)+ B8 >0, (A.III)

se verifica que f es convera.
(ii) Eziste K = K(a) > 0 tal que si
g < —K(a—1), (A.IV)

entonces f no es convezxa.
Demostracion. Como la derivada de segundo orden de f, g estd dada por
Fis(t) =t°72(e + 1) 2 (log(e + ))? 2 ga (L),
donde
9o 5(t) = a(a —1)(e + t)*(log(e + t))* + 2aBt(e + t) log(e + t) — ft*log(e + ) + B(B — 1)t

para todo t > 0 entonces, f, 3 es convexa en [0,00) si y solo si ga,5(t) > 0 para todo t € (0, 00).

Probemos (i). Supongamos primero 3 > 0. Entonces, como 5 —1 > —1,
9a,5(t) > Btlog(e +t)[2(e +t) —t] — Bt* > Bt[2(e +t) — 2] = 2et > 0,

y fa, resulta convexa. Si ahora 8 < 0, de la condicién (A.IIl), B > —2(a — 1). Entonces,

completando cuadrados,

2 2
Jap(t) = [\/a —1(e+t)log(e +t) + \/aﬁﬁt] — %tz — Bt*log(e +t) + B(B — 1)t
> () (2 +1oste) - (5 - )
= (—-B)t? (Ofl + 2> >0

y, nuevamente, f, g resulta convexa. Por lo tanto, concluimos la prueba de (i).
Para demostrar (ii) consideremos nuevamente dos casos. Si a =1y 8 < 0, o sea, la condicién
(A.IV) vale para cualquier constante K > 0, tenemos que

lim g, 5(t) = tli}r&[QBt(e +t)log(e +t) — Bt?log(e +t) + B(B — 1)t*]

t—00

= th’m [2Belog(e + t)t + Bt log(e +t) + B(B — 1)t]
— 00
= lim [2elog(e + t)t + {log(e + 1) + (8 — 1)}t*] = —o0
y, por lo tanto, f, g no es convexa en [0, 00). Supongamos ahora o > 1. Debemos hallar K > 0

tal que si
f<—K(a—1),
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f no resulte convexa. Sea A = 1 — 1/(2a). Para s > 1/, definimos 35 = —s(a — 1). Luego,

existe un unico ts € R tal que log(e + t5) = As. Como

s (t
9,55,(1) = a(e+t)*(log(e +t))* — 2ast(e + t)log(e + t) + st*log(e 4+ t) — s(—sa + s — 1)t
o —

= af(e +t)log(e + t) — st]* + st? [log(e +t) — s + 1],
tenemos que

0% tS
ga’ﬂg_(l) <alle4ts)s — stg)* + st [As — s + 1]

= ale +t)*M\2s% — a2(e + to)AsPt + as?t? + \s*t2 — s%t2 + st?
= ae?X\2s? + a2et A?s? + at?A2s? — a2edsty — a2)s%t2 + as?t? + As*t2 — §%t2 4 st
s

= st? {aeQ)\ZtSQ + oz2e)\2t— + aN’s — 0426)\25i — 02 s+ as+ s — s+ 1}

S S S

= st? {aeQ)\Q:Q + (a26/\2 - a2e/\) ti + (a [)\2 -2\ + 1] + - 1) s+ 1}

S S

2 s

= st? {aeQ)\Qs + (a26)\2 — a2el) ti +[a(l—=X) —1](1 = N)s+ 1} .

Notar que
S

lim — = lim -0

5—00 Tg s—00 e)\s —e

y a(l = X) — 1= —1/2. Entonces

t
lim 790[’55( 5) = —00.
5—00 S

Del limite anterior podemos deducir la existencia de K > 1/A tal que si s < Ky 5 = —s(a —
1) < —K(a—1), resulta g g, (ts) < 0. Luego f, 3, no es convexa para todo s < —K(a—1), lo

que demuestra (ii). O

Algunas propiedades de los cubos en R"

Dado @ € Q, vamos a denotar rg y cg al radio y al centro del cubo @ respectivamente.
Lema A.3. Sea Q € Q tal que £(Q) =27" conv > 0. Six € Q, la bola centrada en x de radio
277 estd contenida en 3Q).

Demostracion. Sea z un punto en bola centrada en x de radio 27%. Entonces

12
—c| S |lz—z|+|zr—c <7+n7:7 +l Sin*:l .
Por lo tanto, z € 3Q). O

Lema A.4. Sean SiQ y @ un par de cubos en Q.
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(i) SiQ C @\ Yy f(@) = 20(Q), entonces @ C 3Q.
(ii) Si QN Q#0y Q) < Z(Q\), entonces Q C 3Q.

Demostracién. Como Q C Q y 4(Q) =

2((Q), la distancia entre sus centros es, a lo sumo, rg.
Sea x € Q, entonces verifica |z — C@’ < rg- Luego

|x—%d=MFfdStha+k@—%M§@+WQ:¢M@D+ﬁ%@)
= Vn2(Q) + Vnl(Q) = vn3l(Q) = vnl(3Q) = r3q-

Por lo tanto, @ C 3Q.

Para demostrar (ii) tomemos z € Q e y € Q N Q\ Entonces

@ — cypl = o = cpl < o — col +leq — cpl Sro+ 1y —cal + Iy — gl < 2rg + g
= 2V/nl(Q) + Vnl(Q) < 3vnl(Q) = Vnl(3Q) = r,5.

Consecuentemente, ( C 3(Q), como queriamos demostrar. O

Algunas propiedades de la funcién logaritmo
Lema A.5. 5i0<a <1,
alog(e + z) <log(e+ 2%) <log(e+ 1)log(e + z), Vz>0 (A.V)
ysia=>1,

ogle 1 1) log(e + z) <log(e + z%) <alog(e+2z2), Vz>0

Demostracion. Supongamos 0 < a < 1. Por propiedades del logaritmo tenemos
alog(e + z) = log(le + z]*) < log(e” + 2%) <log(e + 2%), Vz>0.

Por otro lado, si z > 1, entonces log(e + z%) < log(e + z), y si 0 < z < 1, tenemos que
log(e + 2%) < log(e + 1) < log(e + 1)log(e + z). Si, en cambio a > 1, por propiedades del

logaritmo obtenemos
alog(e + z) = log([e + z]*) > log(e® + 2%) > log(e + 2%), Vz>0
Por otro lado, si z > 1, entonces log(e + 2%) > log(e + z), y si 0 < z < 1, tenemos que

1
1 V> —1 .
og(e +2%) > og(e + 1) og(e+ 2)
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Lema A.6. Sean z > 0, Cy <1 y Cy > 1. Entonces
Cilog(e+z) <2log(e+ Ciz), Vz>0 (A.VI)
Y
log(e + Caz) < (logCy+ 1) log(e +z), Vz>0. (A.VII)

Demostracion. Para probar (A.VI) basta ver que la funcién
B (e + C12)?
F(z)—log ((e—|—z)01 y ZZO,

es positiva o, equivalentemente, que la funcién

e+ C12)?
G(Z)_((e—'_z]jc,)l, 2207

estd acotada por debajo por 1. Como C; < 1 < 2, entonces G(0) = €271 > 1. Ademis G es

creciente en [0, 00), entonces podemos concluir (A.VI).

Sea z > 0, entonces

log(e + Caz) < log(Cae + Cyz) = log(Ca(e + z)) = log Cy + log(e + 2)
<log Cylog(e + z) + log(e + z) < (log Cy + 1) log(e + z),

lo que concluye la prueba de (A.VII).

Lema A.7. Dado € > 0 existe una constante o. > 1 tal que vale la siguiente desigualdad

)

t
logle+t) < —, Vt>o..
€

Lema A.8. Euxiste una constante C' > 0 tal que vale la siguiente desigualdad

1 1
<C ,
log(e +1/z[) =~ log(e + log(e +1/|z[))
Demostracion. Basta ver que existe una constante C' > 0 tal que

VzeR"\ {0}

log(e +log(e + |z])) < C'log(e + |z|), Vz e R"
Es fécil ver que existe una constante o > 1 tal que si |z| > o, entonces

log(e + log(e + [z[)) < log(e + [z|).

Por otro lado, si |z] < o, log(e + log(e + |x])) < log(e + log(e + o)) := C. Luego,

log(e +log(e + [x])) < C'log(e + [z]),

pues log(e + |z|) > 1.
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Comparando promedios

Sea 1 una ®-funcién, @ € Q y w una funcién. En esta tesis trabajamos con el siguiente promedio
de w en @ respecto a 7
| XQull,,
1%,
pero, como se nombro anteriormente, en la literatura aparece otro tipo de promedio, el promedio

de tipo Luxemburg |lw|, o, definido por

, 1
HmeQ:mf{/\>0:@’/Qn<wg\x)> dargl}.

Respecto a la relacién entre estos promedios cuando 7 es una ®-funcién de tipo L log L tenemos

el siguiente resultado.

Lema A.9. Sean p > 1 y q > 0 constantes. Para todo cubo Q € Q y toda funcion w se verifica

HXQwHLp(]ogL)q

Sl peog 1 (A.0.1)
HXQHLP(logL)q p( o8 )q7Q
y, en particular, cuando q =0,
[ XQwll
———= ~ || (A.0.2)
1l s e

Demostracion. Veamos que

100l 1o aog 1y0 S 101 1o 1og 230 0] ot 30,0

En virtud de la Proposicion 2.21 tenemos que

P a
[ w() g (o4 wE)Xo() .
Q HXQHLp(logL)q HwHLp(logL)q,Q HXQHLp@OgL)q HwHLP(logL)q,Q

P q
X
~ =S w(z) L log | e + w(@)to(x) dx
1Ql Jq HwHLp(logL)q,Q log(e +1/|Q|) HXQHLP(logL)q ||U)HLP(logL)q,Q

Supongamos que HXQHLP(logL)q > 1. Entonces,

P q
[ w(z) g [+ w(2)Xo(2) .
0 \ Tl 1rog e 10112 og 200 [ s
p q
< 1/ W@ (g (e @@ NN
Q) Q ||w||LP(]ogL)q7Q HwHLp(logL)qQ

Si en cambio HXQHLp(lOg ) < 1. Por el Lema A.G tenemos que

P q
[ () g (o4 wE)Xo() .
Q HXQHLP(logL)q HwHLP(logL)q,Q ||XQ||LP(logL)q HwHLP(IOgL)q,Q
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1og(1/ 1% o og £ya) + 1\ 1 w(z) 8 w(z)Xo(z) \ )
< ) T ) g
~< log(e + 1/]Q1) |Qr/Q Flmgre) \ " Tolomeiag))
< 10g(1/HXQHLp(1OgL)q)+1 !
log(e +1/]Q])4
< (log(e+1) + 1)4

donde hemos utilizado que, por el Lema A.5, se verifica que

1 1
1 | =1
" (ixmmogmq) o2 i 7 i)

1
< s (¢ + 77
1

<log(e+1)log <e + \Q!)

1 q
<log(e+1)log <e + @>
Si ¢ = 0 ademas se verifica

| XQuwll
lwllzr g S
PO~ Xl

1 w(z) >p < w(x) )p
— — || X dr = —_— d 1 |
|@|/Q<||XQw||Lp 1%l ) d /Q lagul,,) “°

Demostracion del Lema 4.5

pues

Para demostrar el Lema 4.5 probaremos algunas desigualdades auxiliares que involucran a F y

J. Recordemos que J = [gop(.),q(.)(',f)]Q y

E(z) = JYP@ (log(e + J))~1@/P@) - 5 c R™
Notemos que si definimos las funciones w(t) = A/log(e+1/t) y n(t) = B/log(e +log(e+1/t)),

donde Ay B son las constantes positivas provistas por las condiciones (2.6) y (2.21) para p(-)

y q(+) respectivamente, entonces estas condiciones se reescriben de la siguiente manera

Ip(z) —p(y)| < w(z —yl), Vz,yeR" (A.VIII)

lg(z) —q) <n(lz —yl), Vz,yeR" (AIX)
Las funciones w y 1 ademas verifican las desigualdades enunciadas en el siguiente resultado.
Lema A.10. Sean p(-) € P9(R™) y q(-) € P99 (R™) tal que q(-) > 0. Sea f una funcién

medible definida en R™ y Q € Q. St J >0 y C > 1 es una constante, entonces se verifican las

stguientes desigualdades
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(i) Ju@I™") <

ii) log(e + J w(CJ7V") < q
(ii) log Sly
i) (log(e + J)MCI") < 1,
(iil) (log( ) S

Si ademds, ||f||Lp(.)(10gL)q(.) <1, p denota el diagmetro del cubo Q y C,, = \/n, entonces

(a)w(p) < w(Cr JHY™) y  (b)n(p) < n(CpJH™) (A.X)

Demostracion. Por la definicién de la funcién w, para ver (i) es suficiente ver que
log J < log(e +C~1JY™).

Por las propiedades del logaritmo y (A.VII) tenemos que

Jl/" Jl/n
logJ <nlog|e+C 8 <n(logC+1)log | e+ o |
Analogamente, para probar (ii) veamos que
log(log(e + J)) < log(e+ J'/"C™).

Por propiedades del logaritmo, la desigualdad (A.V) con a = 1/n y (A.VII), tenemos que

1/n

J
. ) . (AXI)

Jl/n

C

log(e + J) < nlog(e + JY/™) = nlog <e+C’ ) < n(logC +1)log (e—i—

Luego, como log(log(z)) < log(x) para todo = > 1,

1/n
log(log(e + J)) < log(e + J) < n(logC + 1) log (e + JC > .

Por otro lado, por la definicién de 7, para comprobar (iii) basta ver que
log(log(e + J)) < log(e + (log(e + JY/"C™1)))

Por (A.XI), si C; =n(logC + 1), tenemos que

1/n
log(log(e + J)) < log <e + C1 log (e + JC ))

Jl/n
< (logCi+1)log [ e+log|e+ 8

en virtud de (A.VII). Finalmente, notemos que, si ||f||Lp(.)(10gL)q(.> < 1, por la propiedad de la

bola unitaria,

1 nn/2

1
J = ] /Q Po(),a() (@ f(2)) dz < l _ e

Luego p < C, J~ Y™ y las desigualdades en (A.X) se deducen de que w, n son funciones no

decrecientes. O
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Lema A.11. Sean p(-) € P9(R™) con p* < oo y q(-) € P9°I(R") tal que q(-) > 0. Sea f una
funcion medible definida en R™, no negativa con ||f||Lp<‘)(10g e 1y Qe Q. 8iJ>Co para

alguna constante Cy > 0, entonces existe una constante k > 0 tal que

E(z) = JYP®@) (log(e 4+ J))"9@/P@) > oz e Q. (A.XII)
Ademds, si p denota el didmetro del cubo Q y Cy, = \/n, se verifican las siguientes desigualdades
(1) JYCr@) < B(z) < JYP@) para todo x € R™.
(ii) log(e + E(x)) ~log(e + J) para todo x € R™.
(iil) E(z)"PW < E(z)~P@+w®) para todo x,y € Q.
(iv) (log(e + E(x)))~9®) < C(log(e + J))~9@)+10) para todo =,y € Q.

Las constantes involucradas dependen de los exponentes y de Cy.

Demostracion. Sea x € @, para probar (A.XII) basta ver que
(log(e 4+ J))2®) < C.J, (A.XIII)

para alguna constante C' > 0. Por el Lema A.7 con ¢ = 1/q* se deduce que, existe o, > 1 tal

que
+

(log(e +1))*" < (¢t Vit > o, (A.XIV)
Si Cy > o4, por la hipdtesis en J, J > o,. Luego por (A.XIV)
log(e + J)1®) < log(e + J)*" < (¢7)7" J.

Por otro lado, si Cy < o4, entonces 1 < g,/Cp. Luego, como 1 < J/Cy, o4 < Jo,/Cy. Por lo
tanto, en virtud de la desigualdad (A.XIV) obtenemos que

+

q
log(e + J)4®) < log ( e+ oqJ < (q+)q+ %4 J,
Co Co

concluyendo la prueba de (A.XIII).

Veamos (i). Sea z € R", claramente
E(z) = Jl/p(r)(log(e+ J))—Q(w)/p(r) < Ji/p@)
Por otro lado, por el Lema A.7 con e = 1/(2¢™"), existe 6, > 1 tal que
log(e +t) < 2¢¢/1) v > o
y, con el mismo razonamiento que antes, obtenemos log(e + J) < J 1/(2¢%) Por lo tanto,

(log(e + J))1@)/p(@) < qutﬂizz) < JY/ @)
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y entonces
E(z) = JYP@) (log(e + J))~9@)/p() > jl/p@@)=1/2p() — j1/2p(z)

como queriamos demostrar.

Por el item (i) y (A.V), tenemos que

log(e + E(x)) < log (e + Jl/p(x)) < log(e + J)

log(e + E(x)) > log (e + Jl/(2p(x))) > log(e + J) > Q;Jr log(e + J).

2p(x)
Consecuentemente log(e + J) ~ log(e + E(x)).
Sean x,y € @, entonces |r — y| < p. En virtud de la condicién (A.VIII) y de que la funcién w

es no decreciente,
Ip(z) —p(y)| < w(lz —yl) <w(p).

Supongamos p(z) > p(y). Por (A.XII), si k > 1,

E(z)P@—PW) < B(g)we),

ysik <1,
w(p)
K K
pues w(p) < 1. Si por el contrario p(z) < p(y) y suponemos x > 1, E(x)P*) < E(z)PW). Luego

E(z)PW) < E(x)—p(:v) < E(z) P@)+wl)

Si en cambio k < 1,

(z) (y)+w(p) +41
E(x)p(x) < <E<$)>p < <E($)>py P < <1>p E(x)p(y)—f—w(p)'

K K

Asi concluimos (iii).
Por otro lado, si ¢(z) < q(y), entonces (log(e + E(z)))9®) < (log(e + E(2)))®). Luego, por el

item (ii),
(log(e + E(x))) ¥ < (log(e + B(x))) "1™ = (log(e + 1)) "4*) < (log(e + J)) 4" 710).
Ahora, si g(z) > q(y), en virtud de la condicién (A.IX), tenemos que
q(z) = q(y) < nllx = yl) < n(p).
Luego, por (ii),

(log(e + J))4@)—a)
(log(e + J))"),

(log(e + J))*) (log(e + E(x))) =1

AN

IN

lo cual concluye la demostracion. O
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Demostracion Lema 4.5. Sean x,y € Q. Para ver (4.7) notemos que por el Lema A.11 (iii)
E(z)PW) < B(g)P@wl)
Supongamos F(z) > 1, por la desigualdad (A.X)(a)
B(z) P < E(z) P@+w(Cn 71"
ysi BE(z)/k > 1,

—p(x)+w(p) —p(@)+w(CpJ /™)
B(z)PW) < xp@+wl) (E(x)> P P JR—E—— (E(a:)) P

KR K

T\ K

N

w(CnJ—l/n),w( )
< <1> p E(x)*P(x)er(CnJ—l/n) < EE(x)*p(w)er(CnJ—l/n).

Luego, por definicién de E(z),
E(z)"PW < J ' (log(e + J))q(m)(t]w(CnJ*”"))l/p(x)((log(e + J))w(CnJ*”"))—q(w)/p(w)‘

Como, en virtud del Lema A.10 (i) y (ii), JuCnd ™) <y (log(e + J))w(c"‘]fl/") S 1,
respectivamente, concluimos (4.7).
Por otro lado, por el Lema A.11 (iv) y la desigualdad (A.X)(b)

(1og(c + E(2))) 7 5 (loge + 7))~ 10) S (log(e + 7))@,

Finalmente, por el Lema A.10 (iii) deducimos (4.8). O

Una propiedad de la funcién exponencial

Lema A.12. Sea A > 1 una constante y q(-) : R™ — R wuna funcidn. Si existe una constante

C > 0 tal que Al1®)~1W < C para todo x,y € R™, entonces A1®)~1W) ~ 1 Vg ye R

Demostracion. Notar que q(x) — q(y) < |¢(x) — q(y)| para todo z,y € R"™. Luego, como A > 1,
A1) =ay) < Ala@)—aWl < ¢,

Para ver la otra desigualdad, sean z,y € R" y distingamos dos casos. Si ¢(z)—¢(y) > 0, entonces

(1/A)4®)=a¥) < 1. Por lo tanto, 1 < A9®)=4W)_ Si en cambio, q(z) — ¢(y) < 0, tenemos que
(1/A)1@)=a) = Ala=)-aW)| < C. Consecuentemente, 1/C < A=), O

Una observacién sobre el infimo del cociente

Lema A.13. Sean f y g dos funciones positivas, entonces
L < (f> , (AXV)
g g

y la desigualdad puede ser estricta.
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Demostracién. Claramente f~ /gt es una cota inferior para la funcién f/g. Por lo tanto, por

definicién de infimo, obtenemos (A.XV). Por otro lado, si consideramos las funciones

f@) =@+l y gl@)=g+ o

ambas con dominio (1;19), tenemos que

L (DR S <f>_ _ <§> (19) ~ 0,79.

5 g(19) gt g



Conclusiones

Bajo condiciones de tipo bump variables, es posible obtener resultados de continuidad
con dos pesos para los operadores potenciales, los operadores de Calderén-Zygmund y sus
respectivos conmutadores en el contexto de ciertos espacios de Zygmund de tipo Llog L
generalizados. Contintda como problema abierto obtener estos resultados en espacios de

Zygmund de tipo Llog L generalizados donde interviene un exponente negativo.

Para debilitar las condiciones bump en un par de pesos donde intervienen promedios
asociados a funciones de tipo potencia, que permiten obtener ciertas propiedades de con-
tinuidad de operadores, resulta conveniente introducir promedios asociados ®-funciones

generalizadas, por ejemplo, las de tipo Llog L.

Utilizando estimaciones de tipo Bloom, es posible obtener resultados de continuidad con
dos pesos para los conmutadores del operador integral fraccionario y de los operadores de
Calderén-Zygmund en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente variable. En
este sentido, un problema abierto es la caracterizacién de las clases de pesos y simbolos

que intervienen en este tipo de resultados cuando se trabaja en el contexto variable.

Las técnicas contenidas en la teoria de dominacion sparse pueden utilizarse también en
el contexto de los espacios de exponente variable brindando una herramienta poderosa en
este sentido ya que, como sucede en el contexto clasico, permiten obtener demostraciones

mas sencillas.

Para probar los resultados principales de esta tesis se obtuvieron extensiones a los es-
pacios de Zygmund de tipo L log L generalizados, de resultados conocidos en el contexto
clasico, como asi también, resultados obtenidos en el marco de los espacios de Lebesgue
de exponente variable. Por ejemplo, el teorema de la convergencia dominada, resultados
de densidad y dualidad, la estimacién de la norma de las funciones caracteristicas, la

propiedad de continuidad de la maximal de Hardy-Littlewood, entre otros.
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