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PARA LA INDUSTRIA QUÍMICA
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Mención Mecánica Computacional

de la

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL

2019

Secretarı́a de Posgrado, Facultad de Ingenierı́a y Ciencias Hı́dricas, Ciudad Universitaria,

Paraje “El Pozo”, S3000, Santa Fe, Argentina.





UNIVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL

Facultad de Ingenierı́a y Ciencias Hı́dricas

Instituto de Desarrollo Tecnológico para la Industria Quı́mica

Centro de Investigación de Métodos Computacionales
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Resumen

En esta Tesis se desarrollan, adaptan y aplican herramientas computacionales para el diseño

de materiales avanzados interviniendo sobre la microestructura a fin de alcanzar respuestas ma-

croscópicas controladas a solicitaciones de origen térmico y mecánico (eventualmente acopladas).

Estos materiales de diseño o “metamateriales” exhiben propiedades extraordinarias, especialmen-

te favorables para aplicaciones ingenieriles especı́ficas. Dichas herramientas permiten optimizar la

respuesta macroscópica del material, o de la pieza fabricada con este. Se plantea ası́ un problema

de optimización no lineal con restricciones en donde la función objetivo a minimizar es el error

en el cumplimiento de esa repuesta macroscópica, y las variables de diseño definen la distribución

de microestructura dentro del dominio de análisis. Se trabaja con materiales cuantitativamente ca-

racterizables, cuyas propiedades fı́sicas pueden controlarse, en magnitud y anisotropı́a, variando

los parámetros que definen la microestructura del material. Se obtiene ası́ una herramienta compu-

tacional de diseño general de materiales, particularmente aplicada al diseño de metamateriales,

tanto para aplicaciones térmicas y mecánicas, como termo-mecánicas, y como una alternativa a la

clásica metodologı́a de diseño de metamateriales basada en transformación de coordenadas o ma-

peo conforme. Se tiene en cuenta también la fabricabilidad de los metamateriales diseñados, como

ası́ también propiedades termo-dependientes. Se aplican los conceptos de Optimización Discreta

de Material y de Material Isotrópico Sólido con Penalización para introducir simplificaciones y

obtener diseños de más fácil fabricación. Respecto al diseño de metamateriales térmicos, se di-

señan diferentes dispositivos para manipular el flujo de calor, como ser, concentrador de calor,

camuflador y bloqueador térmico, e inversor de flujo térmico, y se analizan tanto ejemplos en régi-

men estacionario como en régimen transitorio. Además, se describe la importancia del diseño de

metamateriales considerando el régimen transitorio antes de alcanzar el estado estacionario, y se

muestra una validación experimental de uno de los dispositivos diseñados computacionalmente.

Respecto al diseño de metamateriales mecánicos, se aplica la metodologı́a propuesta al diseño de

un dispositivo para camuflaje mecánico en régimen estático, y se resuelve la dificultad de materia-

lizar las propiedades resultantes de aplicar la metodologı́a de transformación de coordenadas a la

Elasticidad, impedimento principal para el desarrollo de metamateriales mecánicos fabricables.





Abstract

In this Thesis, computational tools are developed, adapted and applied for the design of advan-

ced materials. By changing the microstructure of those materials, controlled macroscopic respon-

ses are obtained under thermal and mechanical (also coupled) solicitations. These design materials

or “metamaterials” exhibit extraordinary properties, especially for specific engineering applica-

tions. Such tools allow the optimization of the macroscopic response of the material or the piece

fabricated with it. By this way, a nonlinear constrained optimization problem is proposed, where

the objective function to minimize is the error in the accomplishment of the macroscopic res-

ponses, and the design variables define the microstructure distribution in the domain of analysis.

Quantitatively characterized materials are used, whose physical properties can be controlled at

magnitude and anisotropy by varying the parameters that define the microstructure of the material.

By this way, a general design computational tool is obtained, particularly applied for the design

of metamaterials, with thermal, mechanical and thermo-mechanical applications, as an alternati-

ve of the classical design methodology of metamaterials, based on coordinate transformation or

conformal mapping. Fabricability of the so-designed metamaterials is taken into account, and also

thermo-dependent properties. To introduce simplifications in the fabrication, the concepts of Dis-

crete Material Optimization and Solid Isotropic Material with Penalization are applied. Regarding

the design of thermal metamaterials, different devices for heat flux manipulation are designed,

such as heat flux concentrator, device for thermal cloaking and blocking, and heat flux inverter.

These devices were tested under steady-state and transient regimes. Further, the importance of

designing thermal metamaterials considering the transient regime is highlighted, and a device for

heat flux inversion is experimentally tested. Regarding mechanical metamaterials, the proposed

design methodology is applied for the design of an elastostatic cloaking device, and the difficulties

in fabrication of coordinate-transformation-based mechanical metamaterials are overcome.
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3.4.1. Inversor de flujo térmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4. Diseño computacional de metamateriales mecánicos en régimen estático 65
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ÍNDICE DE FIGURAS vii

3.20. Distribución de temperatura en la placa, en ◦C; la diferencia entre isotermas es

0.9923 ◦C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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el caso del dominio homogéneo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.9. Evolución de la temperatura en el centro de Ωfijint desde la segunda etapa de ca-

lentamiento (t = 30000 s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.10. Distribución óptima de microparámetros en el metadispositivo (Ωdisp) para camu-
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La idea de encontrar nuevos materiales con propiedades efectivas exóticas, o que van más allá

de las propiedades de los materiales que se encuentran en la naturaleza, ha cautivado el interés de

la comunidad cientı́fica mundial. Una forma que está tomando gran impulso para lograr estos nue-

vos y muy avanzados materiales es la manipulación racional de la microestructura de un material,

transformándolo en un “metamaterial” (el prefijo meta viene del griego y refiere a “más allá de”),

con propiedades especialmente favorables para aplicaciones ingenieriles especı́ficas. Este nuevo

material posee propiedades que dependen mayoritariamente de la geometrı́a de la microestructu-

ra, y en menor medida de la naturaleza de los constituyentes de la misma. Un metamaterial será

superior, ya sea en rendimiento o en costo o en ambos, a los materiales ordinarios disponibles para

tales aplicaciones. La idea de diseñar la microestructura de un material no es algo nuevo. Ya en

1873 Maxwell y Thompson (1904) propusieron la noción de laminados, y luego en 1920, Lindman

(1920) usó un laminado formado por cobre y algodón para crear un metamaterial electromagnéti-

co, el cual poseı́a gran actividad óptica resonante a frecuencias de micro-ondas. Continuando con

esta manipulación de microestructura, Maldovan (2013) reconoce en la misma la oportunidad de

desarrollar materiales revolucionarios para controlar la propagación de calor, uno de los objetivos

especı́ficos que se persigue con el desarrollo de esta Tesis.

El concepto de metamaterial está comúnmente asociado al Electromagnetismo, campo en el

que se han conseguido metamateriales de propiedades extremas e impensadas, como refracción

negativa e invisibilidad (Pendry et al., 2006; Sihvola, 2007; Shamonina y Solymar, 2007; Zhelu-

dev, 2010; Kadic et al., 2013). Kadic et al. (2013) destacan que los metamateriales en Mecánica y

Termodinámica son muy recientes y mucho menos avanzados que en Electromagnetismo, pero al

mismo tiempo, hacen notar que Termodinámica y Electromagnetismo son matemáticamente equi-

1
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valentes en el caso estacionario, lo que invita a servirse de los avances en Electromagnetismo. Si

bien la Termodinámica es un área de la ciencia muy bien conocida y la idea de calor se conoce des-

de hace mucho tiempo, a veces se pierde la idea de cuán difı́cil es guiar el flujo de calor a voluntad

en determinadas aplicaciones. Manipular ese flujo térmico tiene implicancias considerables más

allá de la propia curiosidad cientı́fica, y puede dar origen a aplicaciones muy novedosas, como ser

el desarrollo de dispositivos térmicos análogos a los transistores, rectificadores y diodos electróni-

cos (Narayana y Sato, 2012). Para ello, es necesario controlar la magnitud y la dirección del flujo

calor usando (meta)materiales con una distribución prescrita de conductividad térmica anisótro-

pa. Narayana y Sato (2012) dan cuenta de esto y muestran ejemplos impresionantes de bloqueo,

concentración e inversión del flujo térmico. Inclusive, Fan et al. (2008) hablan de conductividad

térmica aparente negativa por inversión del flujo térmico en uno de sus dispositivos diseñados, lo

que afirma la potencialidad de los metamateriales térmicos.

En lo que concierne a la respuesta mecánica en tensión-deformación de los metamateriales,

ya no se encuentran analogı́as con el Electromagnetismo. Eso no impide que la manipulación de

la microestructura habilite respuestas extraordinarias como, por ejemplo, relaciones de Poisson

negativas (Almgren, 1985; Lakes, 1987; Theocaris et al., 1997; Bückmann et al., 2012; Babaee

et al., 2013), compresibilidad negativa (Bückmann et al., 2014) y ultra rigidez a ultra bajo peso

(Zheng et al., 2014), todas ellas propiedades extremas difı́ciles de lograr con materiales ordinarios.

El diseño de metamateriales se basa tradicionalmente en el concepto de “transformación de

coordenadas” (Pendry et al., 2006) o “mapeo conforme” (Leonhardt, 2006), en donde las ecuacio-

nes constitutivas permanecen invariantes ante un cambio de coordenadas del sistema. Se requiere

un importante desarrollo matemático, el cual a su vez depende de cada tipo de problema y está

limitado a condiciones de borde y de geometrı́a simples. Además, esta metodologı́a solo permite

determinar las propiedades que debe cumplir punto a punto el metamaterial, y no dice nada acerca

de cómo obtener las mismas, por lo que nuevas metodologı́as de diseño de metamateriales que

presten especial atención a esta desventaja contribuirán en gran medida al desarrollo y expansión

de estos nuevos materiales.

1.2. Diseño de metamateriales por transformación de coordenadas

Materiales para controlar ondas electromagnéticas fueron los primeros en ser estudiados. De

los trabajos de Pendry et al. (1996, 1999) surgió el término “metamaterial”, un nuevo tipo de

material en donde sus propiedades dependen solo de su microestructura (de tamaño menor que la

longitud de onda con la que interactua) y no de las propiedades quı́micas de sus constituyentes. Por

ejemplo, un material con ı́ndice de refracción negativa en el rango de micro-ondas fue obtenido
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(Smith et al., 2000). A su vez, la misma propiedad se logró tanto para frecuencias del orden de Gi-

gahertz como frecuencias visibles (Shelby, 2001; Houck et al., 2003; Grbic y Eleftheriades, 2004;

Shalaev et al., 2005). La metodologı́a de diseño de estos materiales fue propuesta por Pendry et al.

(2006) y Leonhardt (2006) simultáneamente, en lo que llamaron transformación de coordenadas

y mapeo conforme respectivamente. Consiste en un mapeo de las coordenadas de un dominio

sin deformar a uno deformado, y la introducción de este mapeo en las ecuaciones de balance del

problema. Primeramente fue aplicado a Electromagnetismo, en donde se comprobó que las ecua-

ciones de Maxwell permanecı́an invariantes ante este cambio de coordenadas, no sucediendo lo

mismo con el ı́ndice de refracción, en donde la permeabilidad y la permisividad eran escaladas

por un factor común. Aplicada esta metodologı́a, las propiedades punto a punto del material eran

determinadas en función de la tarea que se le solicitaba al metamaterial. En el caso de Pendry et al.

(2006) se buscaba diseñar un material para camuflar un objeto de la radiación electromagnética.

Beneficiándose de la analogı́a entre Electromagnetismo y Termodinámica en estado estaciona-

rio, algunos investigadores desarrollaron materiales con propiedades térmicas sin precedentes para

la manipulación del flujo de calor, como por ejemplo, el inversor de flujo térmico de Narayana y

Sato (2012) o el camuflador térmico de Schittny et al. (2013). Esta metodologı́a de diseño consiste

en adaptar apropiadamente la transformación de coordenadas de Electromagnetismo a la ecua-

ción de Fourier para conducción de calor (Narayana y Sato, 2012; Fan et al., 2008; Chen et al.,

2008; Guenneau et al., 2012; Schittny et al., 2013). Este enfoque ha sido aplicado a problemas

especı́ficos de manipulación térmica, y problemas generales todavı́a no han sido abordados, es

decir, cuando tanto el metamaterial o el dispositivo a fabricar con el no es de geometrı́a simple, o

cuando el flujo de calor debe ser manipulado en forma general (magnitud y dirección arbitrarias),

o cuando el flujo de calor externo no es homogéneo. Además, las propiedades requeridas punto a

punto en algunos casos requieren valores extremos difı́ciles de alcanzar, como ser, conductividad

nula o infinita, lo que dificulta la fabricación de estos nuevos materiales.

En el caso de sólidos elásticos, según Milton et al. (2006), las ecuaciones de la mecánica del

continuo no cumplen con estas caracterı́sticas de invariancia, y no pueden hacerse las mismas

analogı́as con Electromagnetismo. Si bien esto no impidió el desarrollo de materiales avanzados

aplicados a Elasticidad, se debió recurrir a otros enfoques diferentes de transformación de coorde-

nadas (Stenger et al., 2012; Kadic et al., 2012; Bückmann et al., 2014, 2015).

1.3. Diseño computacional de materiales

Manipular la microestructura de un material permite controlar a voluntad la respuesta ma-

croscópica del mismo, por lo que surgen posibilidades fascinantes de aplicación de las herra-
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mientas de diseño computacional de materiales (DCM) desarrolladas por Fachinotti et al. (2013,

2015c,b,a) al diseño de metamateriales. Dichas herramientas permiten optimizar la respuesta ma-

croscópica de un material (o de la pieza fabricada con este) tomando como variables de diseño

los parámetros que definen la microestructura en todo el material. Ası́, por ejemplo, el guiado del

flujo de calor en un dominio macroscópico variando espacialmente la conductividad anisótropa

(lo que se consigue interviniendo sobre la microstructura) resulta entonces un caso particular de

aplicación.

En un primer enfoque, conocido como FMO (Kocvara y Stingl, 2007), las variables que carac-

terizan la microestructura en un punto son las mismas propiedades efectivas en el punto. Sabiendo

además que en el punto a nivel macroscópico se necesita una propiedad térmica o mecánica dada,

generalmente anisótropa, la misma puede obtenerse usando optimización topológica a nivel del

volumen elemental representativo de ese punto (Giusti y Novotny, 2012). Alternativamente, si se

trabaja con un material “cuantitativamente caracterizable” (por ejemplo, un sólido con inclusiones

elı́pticas caracterizado por la densidad, elipticidad y orientación de las inclusiones (Kachanov y

Sevostianov, 2005)), sus propiedades fı́sicas pueden controlarse, en magnitud y anisotropı́a, va-

riando los parámetros que definen la microestructura del material.

Una vez diseñado computacionalmente un metamaterial (atendiendo a la fabricabilidad de

su microestructura), el mismo podrı́a realizarse usando técnicas de fabricación aditiva, como ser

microestereolitografı́a de proyección (Zheng et al., 2014), deposición de metales con forma (SMD)

(Bishop, 2010), escritura directa con láser por inmersión (Bückmann et al., 2012) o impresión 3D

(Bückmann et al., 2014).

1.3.1. Diseño de metamateriales basado en optimización

La utilización de técnicas de optimización ha demostrado ser adecuada y eficiente para trabajar

con dominios arbitrarios y suplir las desventajas del diseño por transformación de coordenadas. En

lo que refiere al campo del Electromagnetismo, se ha reportado la aplicación de técnicas de opti-

mización para encontrar los parámetros desconocidos de las láminas de un dispositivo camuflador,

utilizando algoritmos basados en gradientes (Xi et al., 2009), como ası́ también algoritmos genéti-

cos (Popa y Cummer, 2009). Aplicado al campo térmico, la primera realización de dispositivos

para manipulación de flujo de calor fue llevada a cabo por Dede (2010), que formuló el problema

de diseño de metamateriales como un problema de optimización, cuya solución proveı́a la distri-

bución espacial del metamaterial. De esta manera, Dede determinó la variación de la orientación

de las inclusiones en una placa de material compuesto con el objetivo de minimizar la resistencia

térmica de la misma. Luego, Dede et al. (2013a) determinaron la distribución de esa orientación
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en dispositivos para inversión de calor, concentración o camuflaje en alguna porción de esa placa.

Cada una de esas tareas era representada por una función objetivo especı́fica, que era formulada

para cada caso particular de manipulación térmica. Este último aspecto es la principal desventaja

de la metodologı́a seguida por Dede, sumado a que ha sido aplicada solamente al campo de la

manipulación de calor. En la presente Tesis, se plantea aplicar al diseño de metamateriales los

conocimientos de DCM desarrollados previamente, con el fin de obtener una herramienta compu-

tacional de diseño general de metamateriales, tanto para aplicaciones térmicas como mecánicas,

eventualmente acopladas. Se tendrá en cuenta la fabricabilidad de los metamateriales diseñados,

como ası́ también propiedades termo-dependientes, y se analizarán tanto ejemplos en régimen

estacionario como en régimen transitorio.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

El objetivo principal de esta Tesis es desarrollar, adaptar y aplicar herramientas computaciona-

les para el diseño de materiales avanzados interviniendo sobre su microestructura a fin de alcanzar

respuestas macroscópicas controladas a solicitaciones de origen térmico y mecánico (eventual-

mente acopladas). Estos materiales de diseño o “metamateriales” exhibirán propiedades extraor-

dinarias, especialmente favorables para aplicaciones especı́ficas.

1.4.2. Objetivos particulares

Como objetivos especı́ficos se proponen:

Diseño computacional de metamateriales térmicos: concentrador, inversor de flujo de calor,

y camuflaje térmico.

Diseño computacional de metamateriales mecánicos: camuflaje mecánico.

Diseño computacional de metamateriales termo-mecánicos: camuflaje mecánico bajo con-

diciones de bordes mecánicas y térmicas acopladas.

Fabricabilidad en el diseño computacional de metamateriales: transformación de un proble-

ma de optimización discreta en uno de optimización continua.

Ensayo experimental de los dispositivos diseñados: evaluación del desempeño de un inversor

de flujo térmico.

Diseño computacional de metamateriales térmicos considerando régimen transitorio.
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1.5. Estructura de la Tesis

La presente Tesis se organiza de la siguiente manera: en el Capı́tulo 1 (Introducción), se hace

una breve descripción de las motivaciones que estimularon la realización de la Tesis, haciendo

un repaso resumido por la historia de la evolución del desarrollo de metamateriales. Además, se

describen las tradicionales metodologı́as de diseño como ası́ también aquellas que están comen-

zando a ser aplicadas. Se destacan a su vez los objetivos generales y particulares perseguidos en la

presente Tesis. En el Capı́tulo 2, se explica con detalles el diseño de metamateriales siguiendo las

metodologı́as clásicas de transformación de coordenadas y de mapeo conforme aplicadas a la Ter-

modinámica. Luego, en el Capı́tulo 3, se plantea la nueva metodologı́a de diseño de memateriales

térmicos en régimen estacionario basada en optimización continua. Se diseñan diferentes dispo-

sitivos para manipular el flujo de calor en régimen estacionario, como ser, concentrador de calor,

camuflador y bloqueador térmico, e inversor de flujo de calor. También, se aplican los conceptos

de Optimización Discreta de Material y de Material Isotrópico Sólido con Penalización, para con-

siderar fabricabilidad y ası́ obtener diseños de más fácil fabricación. Por último, se muestra una

validación experimental de uno de los dispositivos diseñados computacionalmente. En el Capı́tulo

4, se aplica la metodologı́a basada en optimización al diseño de metamateriales mecánicos lineales

en régimen estático, y se diseña un dispositivo para camuflaje mecánico. Se consideran también

en estos ejemplos la fabricabilidad para simplificar los diseños obtenidos. Luego, en el Capı́tulo

5, se aplica la metodologı́a de diseño de metamateriales térmicos pero considerando el régimen

transitorio. Se diseñan dispositivos para bloquear el flujo térmico, como ası́ también dispositivos

que adicionalmente realizan camuflaje térmico. Además, se describe la importancia del diseño de

metamateriales considerando el régimen transitorio antes de alcanzar el estado estacionario. Por

último, en el Capı́tulo 6 (Conclusiones), se presentan los puntos y descubrimientos principales

que surgen del desarrollo de la Tesis. También, se listan las publicaciones cientı́ficas en revistas

y congresos que surgen tanto del desarrollo de la misma, como ası́ también de las actividades

de investigación del presente Doctorado, y se terminan mencionando algunos alcances que no se

incluyen en la presente Tesis y que son interesantes para ser considerados en trabajos futuros.



Capı́tulo 2

Diseño de metamateriales por

transformación de coordenadas

Leonhardt (2006) e independientemente Pendry et al. (2006) descubrieron que una transforma-

ción singular puede ser utilizada para lograr invisibilidad a las ondas electromagnéticas. La clave

del estudio de Pendry et al. (2006) es un corolario de los resultados de Post (1997), en donde las

ecuaciones de Maxwell se mantienen invariantes ante un cambio o transformación de coordenadas

adecuado. De esta manera, cubriendo un objeto mediante un ánulo o cáscara hecha de un material

especı́fico, el campo electromagnético puede ser controlado, pasando alrededor del objeto y retor-

nando sin ninguna modificación a su trayectoria original, como si el objeto no estuviera presente.

Importantes logros en invisibilizar ondas electromagnéticas fueron alcanzados tanto para frecuen-

cias de micro-ondas (Schurig et al., 2006; Liu et al., 2009; Landy y Smith, 2012) como frecuencias

visibles (Cai et al., 2007; Valentine et al., 2009; Gabrielli et al., 2009; Ergin et al., 2010; Zhang

et al., 2011a; Chen et al., 2011; Chen y Zheng, 2012; Chen et al., 2013a), y esas ideas fueron ex-

tendidas satisfactoriamente a otros campos (Wegener, 2013), como Termodinámica (Chen et al.,

2008; Li et al., 2010; Guenneau et al., 2012; Schittny et al., 2013; Narayana y Sato, 2012; Han

et al., 2013; Xu et al., 2014; Han et al., 2014; Hu et al., 2014; Dede et al., 2013a; Ma et al., 2013;

Narayana et al., 2013; Vemuri et al., 2014), Acústica (Chen y Chan, 2007a; Cummer et al., 2008;

Zhang et al., 2011b; Zigoneanu et al., 2014), y Mecánica (Bückmann et al., 2014, 2015; Fachinotti

et al., 2018b; Hostos et al., 2019). En el caso del calor, la clave para lograr invisibilidad es también

la forma invariante de la ecuación del calor en conducción ante una transformación curvilı́nea

(Milton, 2004; Milton et al., 2006). Metamateriales térmicos fueron introducidos inicialmente

considerando una cáscara hecha de materiales funcionalmente graduados (sus propiedades pueden

variar continuamente en el espacio) para el desarrollo de diferentes camuflajes (Fan et al., 2008).

Para esconder un objeto sujeto a un gradiente térmico, el mismo debe recubrirse con un disposi-

7
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tivo especialmente diseñado, de forma que no exista distorsión del campo de temperatura que se

encuentra por fuera de ese dispositivo camuflador.

Estos conceptos teóricos fueron probados experimentalmente por Narayana y Sato (2012), los

cuales construyeron un bloqueador térmico formado por cilindros concéntricos alternados de go-

ma de látex y silicona, los cuales fueron introducidos en un material base (agua de agar). Bajo

un gradiente térmico, el perfil de temperatura por fuera del dispositivo se mantiene casi inalterado

cuando se alcanza el estado estacionario. A su vez, motivados e inspirados por este trabajo, Han

et al. (2013) diseñaron un bloqueador térmico y establecieron los fundamentos teóricos y de di-

seño para crear camuflajes térmicos manufacturables utilizando solamente materiales homogéneos

distribuidos adecuadamente.

Continuando con el desarrollo de metamateriales térmicos, el problema de transferencia de

calor transiente fue solamente tratado por Guenneau et al. (2012), teniendo en cuenta el perfil

espacial de la capacidad de calor especı́fica (que no se tiene en cuenta en el caso estacionario

de Narayana y Sato (2012)). Adaptaron los conocimientos de las transformaciones en Óptica,

gobernada por la ecuación de onda (elı́ptica), a la Termodinámica, gobernada por la ecuación de

calor (parabólica), y los aplicaron al diseño de un camuflaje térmico y de un concentrador de

flujo de calor. Siguiendo esta metodologı́a, Schittny et al. (2013) realizaron experimentalmente

el primer dispositivo para camuflaje térmico utilizando solo dos materiales isótropos, haciendo

que el flujo de calor pasara alrededor de un objeto sin que distorsione el campo de temperaturas

exterior al dispositivo, y dando ası́ la impresión de que el objeto no estuviera presente.

En la siguiente Sección se desarrolla en detalle la metodologı́a seguida por Guenneau et al.

(2012), junto con las bases de la transformación termodinámica que rigen el diseño de metamate-

riales térmicos utilizando transformación de coordenadas. Se diseñará un dispositivo para camu-

flaje térmico, seguidamente de un concentrador de flujo de calor. Se determinarán las propiedades

punto a punto que debe poseer el metamaterial para poder cumplir con las tareas de manipulación

térmicas deseadas.

2.1. Metamateriales térmicos

Se considera la ecuación de difusión en un dominio heterogéneo Ω de dos dimensiones, con

una fuente interna de calor s,

ρ(x)c(x)
∂u

∂t
= ∇· (κ(x)∇u) + s(x, t) (2.1)
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donde u es la distribución de temperatura en cada punto x = (x, y) del dominio Ω, evolucionando

en el tiempo t > 0.

Ahora, si se produce un cambio de variable x = (x, y) → x′ = (x′, y′), cuya matriz Jacobiana

es J = ∂(x′, y′)/∂(x, y), quiere verse como queda expresada la Ecuación 2.1 en este nuevo

sistema de coordenadas. Adelantando un poco este resultado, la nueva ecuación de balance tiene

la siguiente forma:

ρ(x′)c(x′)det(J)
∂u

∂t
= ∇· (J−Tκ(x′)J−1det(J)∇u) + det(J)s(x′, t) (2.2)

Analizando los diferentes términos de las Ecuaciones (2.1) y (2.2), puede verse que poseen la

misma forma, pero ahora, la conductividad transformada

κ′(x′) = J−Tκ(x′)J−1det(J) = κ(x′)J−TJ−1det(J) = κ(x′)T−1, (2.3)

es una matriz, y aparecen determinantes de la matriz Jacobiana que multiplican a la capacidad

calorı́fica ρc y a la fuente interna s.

Una forma de obtener la Ecuación (2.2), es multiplicar la Ecuación (2.1) por una función suave

φ ∈ C∞
0 (Ω) (infinitamente diferenciable y continua a trozos), y luego integrar por partes:

∫

Ω
φρc

∂u

∂t
dxdy +

∫

Ω
(∇φ·κ∇u)dxdy −

∫

∂Ω
φκ∇u·ndl −

∫

Ω
φp dxdy = 0 (2.4)

donde n es el versor normal a la frontera ∂Ω del dominio de integración. Hecho esto, se procede

a realizar el cambio de variable x = (x, y) → x′ = (x′, y′), teniendo en cuenta que ∇ = J−1∇′,

siendo ∇′ el gradiente en el nuevo sistema de coordenadas. Aplicando esto a la Ecuación (2.4),

integrando por partes, y teniendo en cuenta que J−1∇′φκJ−1∇′u = (∇′φ)TJ−TκJ−1∇′u se

obtiene la forma variacional de la Ecuación (2.2):

∫

Ω

{(

φρc
∂u

∂t

)

det(J)

}

dx′dy′ +

∫

Ω

{(

J−1∇′φ·κJ−1∇′u
)

det(J)
}

dx′dy′

−

∫

∂Ω

{(

φκJ−1∇′u·n
)

det(J)
}

dl′ −

∫

Ω
{φp det(J)} dx′dy′ = 0 (2.5)

Esta ecuación sienta las bases de la transformación termodinámica para el diseño de metamate-

riales térmicos (Guenneau et al., 2012). De acuerdo con el mapeo o transformación de coordenada

seleccionados, se pueden diseñar diferentes metamateriales con aplicaciones especı́ficas. En la si-

guiente Sección se desarrollará esta metodologı́a para el diseño de dispositivos concentradores de

flujo de calor, como ası́ también dispositivos para lograr camuflaje térmico.
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siendo R(θ) la matriz de rotación en plano.

J(r,r′) =
∂(r, θ)

∂(r′, θ′)
=





R2
R2−R1

0

0 1



 = diag

(

R2

R2 −R1
, 1

)

(2.9)

J(r′,x′) =
∂(r′, θ′)

∂(x′, y′)
=

[

J(x′,r′)

]−1
= [R(θ′)diag(1, r′)]−1 = diag(1, 1/r′)R(θ′)

T
, (2.10)

por ser RT = R−1.

Introduciendo las Ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) en (2.7) se llega a:

J(x,x′) = R(θ)diag(1, r)diag

(

R2

R2 −R1
, 1

)

diag(1, 1/r′)R(θ′)
T

= R(θ)diag

(

R2

R2 −R1
, r/r′

)

R(θ′)
T

(2.11)

El determinante de esta matriz Jacobiana es det
(

J(x,x′)

)

= R2
R2−R1

r
r′ ya que las matrices de rota-

ción R(θ) y R(θ′)T son unimodulares. Con todo lo calculado anteriormente se puede determinar

la matriz de transformación T−1:

T
−1 = J

−T

(x,x′)J
−1
(x,x′)det

(

J(x,x′)

)

= R(θ)diag

(

R2 −R1

R2
, r′/r

)

R(θ′)
−1

R(θ′)diag

(

R2 −R1

R2
, r′/r

)

R(θ)T
R2

R2 −R1

r

r′

= R(θ′)diag

(

R2 −R1

R2

r

r′
,

R2

R2 −R1

r′

r

)

R(θ′)
T
,

(2.12)

donde se aprovechó el hecho de que θ′ = θ. Por último, despejando r de la Ecuación (2.6) y

reemplazando en la Ecuación (2.12) se llega la conductividad transformada dentro del dispositivo

camuflador,

κ′ = κT−1 = κ







R(θ′)





r′−R1
r′ 0

0 r′

r′−R1



R(θ′)
T







, (2.13)

donde los autovalores de κ′ (valores principales de la conductividad) son:

κ′r′ = κ
r′ −R1

r′
, κ′θ′ = κ

r′

r′ −R1
. (2.14)

Es importante aclarar que un mapeo más general, en donde el radio r′ dependa también de ángulo

θ, permitirá mapear dominios con formas arbitrarias (geometrı́as suaves). Para más detalles con-

sultar los trabajos de Nicolet et al. (2008) y Guenneau et al. (2012). Además, cuando r′ = R1 en
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las coordenadas transformadas, es decir, r = 0 en las coordenadas originales, la matriz de trans-

formación se vuelve singular, ya que el primer coeficiente de la diagonal desaparece y el segundo

tiende a infinito, lo que trae aparejado una conductividad radial nula y una tangencial infinita. Es

por ello que no se puede mapear un punto (r = 0) y se justifican los lı́mites impuestos a la variable

r en la Ecuación (2.6).

Respecto a la capacidad calorı́fica transformada de la Ecuación (2.2), utilizando r = R2(r
′ −

R1)/(R2 −R1) (despeje de la Ecuación (2.6)) se tiene:

ρ′c′ = det
(

J(x,x′)

)

ρc =
r

r′
ρc

R2

R2 −R1
=

r′ −R1

r′

(

R2

R2 −R1

)2

(ρc), (2.15)

la cual también se vuelve nula para r′ = R1 (r = 0 en las coordenadas originales). Esto significa

que se necesita tiempo infinito para lograr que el flujo de calor cruce la frontera interna del anillo

camuflador (Guenneau et al., 2012).

Caso de estudio

A continuación se propone un metamaterial para camuflar y bloquear térmicamente una región

determinada del espacio. El dominio de análisis consiste en una placa cuadrada con lados L =

8 cm, cuyas paredes laterales están sujetas a una condición de temperatura impuesta, como se

aprecia en la Figura 2.2, y las paredes superior e inferior se encuentran aisladas térmicamente.

Esto genera un flujo de calor unidimensional que va de izquierda a derecha. El flujo de calor

perpendicular a la placa se desprecia, por lo que se considera un problema de transmisión de

calor en dos dimensiones. El material base de la placa es poliimida, con conductividad térmica

kP l = 0.17Wm−1K−1, densidad ρP l = 1400 kgm−3 y calor especı́fico Cp
P l = 1090 Jkg−1K−1.

El dispositivo camuflador es el anillo Ωdis con radio exterior R2 = 3 cm e interior R1 = 2 cm que

rodea la región central que se desea camuflar.

Resultados

Luego de aplicar al dispositivo Ωdis el mapeo dado por la matriz Jacobiana 2.7, las distri-

buciones de conductividad térmica y capacidad calorı́fica en el dominio fı́sico con coordenadas

Cartesianas (x′, y′) están definidas por las Ecuaciones (2.13) y (2.15) respectivamente, y pueden

apreciarse en las Figuras 2.3a, 2.3b y 2.3c, donde se grafican las mismas en función de r′ el inter-

valo R1 < r′ ≤ R2. En la Figura 2.3b puede apreciarse que la conductividad κ′θ′ no está definida

en r′ = R1 = 2 cm, ya que tiende a infinito.

Aplicando el Método de los Elementos Finitos (MEF) se resuelve el problema transitorio dado

por la Ecuación (2.2) teniendo en cuenta las propiedades del dispositivo Ωdis definidas previamen-
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con Bij = ∂Nj/∂xi, tal que BT = gradT , y Ṫ es la derivada temporal de las temperaturas

nodales.

Para el término temporal de la temperatura se utiliza un esquema incondicionalmente estable

de diferencias finitas hacia atrás (Nithiarasu et al., 2016), lo que da origen al siguiente sistema

algebraico de ecuaciones en el instante de tiempo t+∆t:

C
Tt+∆t −Tt

∆t
+KTt+∆t = F (2.21)

Se utiliza una malla de 10000 elementos finitos rectangulares bilineales, y un paso de tiempo

igual a 100 s. Los resultados del campo de temperatura junto con las isotermas para diferentes

instantes de tiempo pueden observarse en la Figura 2.4. Puede verse como se obtiene un gradiente

térmico constante dentro del dispositivo a medida que avanza el proceso transitorio. En la Figura

2.4d puede observarse que toda la región a camuflar se encuentra solamente entre dos isotermas, es

decir, que la misma permanece casi a temperatura constante (gradiente térmico pequeño). Además,

las isotermas que están fuera del dispositivo no se ven alteradas. Las mismas se mantienen siempre

paralelas a lo largo del proceso transitorio, en concordancia con el flujo unidimensional resultante

de las condiciones de borde del problema. La no distorsión del campo de temperaturas fuera del

dispositivo coincide con la definición de camuflaje térmico. De esta manera, un observador que se

encuentre censando la temperatura en el dominio exterior al dispositivo no notará la presencia del

mismo.

Las propiedades térmicas en el borde interior del anillo (r′ = R1 en el dispositivo) no pueden

satisfacerse exactamente con MEF, por lo que puede verse un incremento de la temperatura en el

interior hasta que se logra un valor estacionario.

2.1.2. Concentración de flujo térmico

Se sigue la misma metodologı́a que en la Sección 2.1.1 pero en este caso se utiliza la siguiente

transformación geométrica lineal para concentrar el flujo de calor en un cı́rculo:



























r′ =
R1

R2
r, 0 ≤ r ≤ R2

r′ =
R3 −R1

R3 −R2
r +R3

R1 −R2

R3 −R2
, R2 ≤ r ≤ R3

θ′ = θ, 0 < θ ≤ π

(2.22)

Siendo R1 < R2 < R3 la misma mapea el campo que se encuentra en la región 0 ≤ r ≤ R2 sobre

la región 0 ≤ r′ ≤ R1 (compresión del espacio térmico), y el campo de la región R2 ≤ r ≤ R3

sobre R1 ≤ r′ ≤ R3 (expansión del espacio térmico).
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que en la Ecuación (2.12).

T−1 = J−T
(x,x′)J

−1
(x,x′)det

(

J(x,x′)

)

= R(θ)diag

(

R1

R2
, r′/r

)

R(θ′)
−1

R(θ′)diag

(

R1

R2
, r′/r

)

R(θ)T
R2

R1

r

r′

= R(θ′)diag

(

R1

R2

r

r′
,
R2

R1

r′

r

)

R(θ′)
T
,

(2.25)

Despejando r de la Ecuación (2.22) para el intervalo 0 ≤ r ≤ R2, y reemplazando en la

Ecuación (2.25) se llega la conductividad transformada,

κ′ = κT−1 = κ







R(θ′)





1 0

0 1



R(θ′)
T







. (2.26)

Siguiendo el mismo procedimiento pero para el intervalo R2 ≤ r ≤ R3, donde ahora

J(r,r′) =





R3−R2
R3−R1

0

0 1



 = diag

(

R3 −R2

R3 −R1
, 1

)

, (2.27)

se llega a la expresión de la matriz Jacobiana

J(x,x′) = R(θ)diag(1, r)diag

(

R3 −R2

R3 −R1
, 1

)

diag(1, 1/r′)R(θ′)
T

= R(θ)diag

(

R3 −R2

R3 −R1
, r/r′

)

R(θ′)
T
.

(2.28)

Luego, la matriz de transformación T−1 se define como:

T
−1 = J

−T

(x,x′)J
−1
(x,x′)det

(

J(x,x′)

)

= R(θ)diag

(

R3 −R1

R3 −R2
, r′/r

)

R(θ′)
−1

R(θ′)diag

(

R3 −R1

R3 −R2
, r′/r

)

R(θ)T
R3 −R2

R3 −R1

r

r′

= R(θ′)diag

(

R3 −R1

R3 −R2

r

r′
,
R3 −R2

R3 −R1

r′

r

)

R(θ′)
T
,

(2.29)

Despejando r de la Ecuación (2.22) para el intervalo R2 ≤ r ≤ R3, pero ahora reemplazando

en la Ecuación (2.29), se llega la conductividad transformada,

κ′ = κT−1 = κ











R(θ′)







r′+R3
R2−R1
R3−R2
r′ 0

0 r′

r′+R3
R2−R1
R3−R2






R(θ′)

T











. (2.30)
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Resumiendo, los valores principales de la conductividad en el espacio transformado son:

κ′r′ = κ, κ′θ′ = κ, 0 ≤ r′ ≤ R1

κ′r′ = κ
r′ +R3

R2−R1
R3−R2

r′
, κ′θ′ = κ

r′

r′ +R3
R2−R1
R3−R2

, R1 ≤ r′ ≤ R3

(2.31)

donde R1 y R3 corresponden a los radios interior y exterior del anillo (dispositivo) respectiva-

mente. En este caso, a diferencia del camuflaje térmico de la Sección 2.1.1, estas conductividades

no desaparecen o se vuelven infinitas, dado que cuando se diseña un concentrador no se rompe

la métrica, como si se hace cuando se requiere camuflaje. Es decir, existe una correspondencia

uno a uno entre la frontera del cı́rculo con radio r = R2 y con el de radio r′ = R1 bajo esta

transformación geométrica (isoformismo) (Guenneau et al., 2012).

Continuando con la capacidad calorı́fica transformada de la Ecuación (2.2), y utilizando r =

R2
R1

r′ (despeje de la Ecuación (2.22) para 0 ≤ r ≤ R2) se tiene:

ρ′c′ = det
(

J(x,x′)

)

ρc =
R2

R1

r

r′
ρc =

(

R2

R1

)2

ρc. (2.32)

Haciendo lo mismo pero con r =
(

r′ −R3
R1−R2
R3−R2

)(

R3−R2
R3−R1

)

(despeje para el intervalo R2 ≤

r ≤ R3) se llega a:

ρ′c′ = det
(

J(x,x′)

)

ρc =
R3 −R2

R3 −R1
, r/r′ ρc =

r′ +R3
R2−R1
R3−R2

r′

(

R3 −R2

R3 −R1

)2

ρc. (2.33)

Resumiendo, la capacidad calorı́fica en el espacio transformado queda definida como:

ρ′c′ = det
(

J(x,x′)

)

ρc =



















(

R2

R1

)2

ρc, 0 ≤ r′ ≤ R1

r′ +R3
R2−R1
R3−R2

r′

(

R3 −R2

R3 −R1

)2

ρc, R1 ≤ r′ ≤ R3

(2.34)

Caso de estudio

Se propone diseñar un metamaterial para concentrar el flujo de calor en una región determinada

del espacio. El dominio de análisis consiste en una placa cuadrada con lados L = 8 cm, cuyas

paredes laterales están sujetas a una condición de temperatura impuesta, como se aprecia en la

Figura 2.5, y las paredes superior e inferior se encuentran aisladas térmicamente. Esto genera

nuevamente un flujo de calor unidimensional que va de izquierda a derecha. El flujo de calor

perpendicular a la placa se desprecia, por lo que se considera otra vez un problema de transmisión

de calor en dos dimensiones. El material base de la placa es poliimida, cuyas propiedades están
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Capı́tulo 3

Diseño computacional de

metamateriales térmicos en régimen

estacionario

3.1. Metamateriales térmicos

El desarrollo de metamateriales térmicos surge de la idea de adaptar las metodologı́as de

transformación de coordenadas utilizadas en el diseño de metamateriales en Electromagnetismo

(Leonhardt, 2006; Pendry et al., 2006), a la ecuación de Fourier para transferencia de calor por

conducción. De esta manera, se desarrollaron materiales con propiedades térmicas impensadas o

extremas. La manipulación de flujo de calor utilizando estos nuevos materiales brinda técnicas

interesantes para manipular la energı́a térmica, y el desarrollo de los mismos puede permitir un

control sin precedentes de la conducción térmica (Maldovan, 2013).

Como se detalla en el Capı́tulo 2, la metodologı́a de transformación de coordenadas o mapeo

solo permite determinar las propiedades que debe cumplir punto a punto el metamaterial, sin decir

nada sobre cómo materializarlas, sumado al hecho de que se debe encontrar un mapeo adecuado

en función de la tarea de manipulación térmica que se quiera lograr. Por todo esto, es necesario

encontrar o desarrollar metodologı́as de diseño de metamateriales que presten especial atención

a estos puntos de manera de poder seguir contribuyendo al desarrollo y expansión de estos nue-

vos materiales, y poder llevar a escala industrial la fabricación de dispositivos con propiedades

térmicas extraordinarias. En virtud de ello, se propone utilizar las ideas de diseño computacional

de materiales desarrolladas en trabajos previos (Fachinotti et al., 2013, 2015c,b,a) y aplicarlas al

diseño de metamateriales térmicos para aplicaciones generales. Se podrá ası́ diseñar la respues-

ta macroscópica de un material, tomando como variables de diseño la estructura punto a punto

21
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del mismo. Para lograr esto, se pueden plantear dos metodologı́as. Por ejemplo, si sabe la pro-

piedad punto a punto que se necesita cumplir, la misma puede obtenerse usando optimización

topológica a nivel del volumen elemental representativo de ese punto (Giusti y Novotny, 2012).

Alternativamente, si se trabaja con un material “cuantitativamente caracterizable”, es decir, que

sus propiedades están definidas a nivel de volumen elemental por un número finito de parámetros,

las mismas pueden controlarse, en magnitud y anisotropı́a, variando esos parámetros que definen

la microestructura del material. Adoptando este último enfoque, en la siguiente Sección se propo-

ne desarrollar una metodologı́a de diseño computacional de metamateriales térmicos que permita

sortear las falencias explicitadas del diseño por transformación de coordenadas.

3.1.1. Conducción del calor en un cuerpo heterogéneo

Para comenzar con el diseño de estos nuevos materiales, se considera primeramente un domino

en dos dimensiones representado como Ω en la Figura 3.1, hecho de un material heterogéneo, con

frontera ∂Ω dividida en dos partes no superpuestas: ∂Ωq (en donde el flujo qpared está prescrito)

y ∂ΩT (en donde la temperatura Tpared está prescrita). En régimen estacionario, la conducción de

calor en Ω está gobernada por la ecuación

div (q) = s en Ω, (3.1)

y las condiciones de borde:

T = Tpared en ∂ΩT, (3.2)

q · n = qpared en ∂Ωq, (3.3)

donde q es el campo vectorial del flujo de calor, s es la fuente interna de calor, T es la temperatura,

y n es el vector unitario normal a ∂Ω.

�✁✂✄☎✆

✝✞✟

✝✞✠

✡☛☞
✞

✌✁✂✄☎✆

✝✞✟

✍✎✏✑✒✓✎✔

✕✎✒✎✕✏✑✒✓✖✗✘✙

✚✙✛ ✜
✡☛☞

✡✢☞
✣

✡✢☞
✤

Figura 3.1: Problema de manipulación de flujo de calor en el dominio Ω, donde las propiedades efectivas en cada

sub-dominio Ω(e) dependen de un grupo de parámetros p(e).
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Asumiendo que el flujo de calor obedece la Ley de Fourier, el mismo está dado por:

q = −k gradT, (3.4)

donde k es la conductividad térmica efectiva (tensor de segundo orden).

Usando el método de los elementos finitos (MEF), el campo de temperatura en Ω se aproxima

como:

T (x) = Nj(x)Tj = N(x) ·T ∀x ∈ Ω. (3.5)

En la formulación estándar (Galerkin) de MEF, el vector de temperaturas nodales T es la solución

del sistema algebraico de ecuaciones

KT = F, (3.6)

donde K es la matriz de conductividad global (Ecuación (2.19)), y F el vector de flujos nodales,

en este caso dado por

F =

∫

Ω
sN dV +

∫

∂Ωq

qparedN dS. (3.7)

El sistema de ecuaciones (3.6) es la versión de elementos finitos de la conducción de calor

(3.1), sujeta a las condiciones de borde (3.2) y (3.3), para el flujo de calor obedeciendo la Ley de

Fourier (3.4). Esto es un problema clásico de MEF, cuyos detalles pueden encontrarse por ejemplo

en el libro de Zienkiewicz y Taylor (2000) (fundamentos de MEF).

Se asume que Ω es un cuerpo heterogéneo, especı́ficamente que el material varı́a elemento a

elemento en la malla de elementos finitos Ω = Ω(1)∪Ω(2)∪· · ·∪Ω(E). En el elemento finito Ω(e),

las propiedades materiales o efectivas son funciones de un número finito de parámetros agrupados

en el vector p(e) = [p
(e)
1 , p

(e)
2 , . . . , p

(e)
M ], como se muestra en la Figura 3.1, es decir, el material es

cuantitativamente caracterizable a nivel de Ω(e). Algunos ejemplos de esos parámetros pueden ser

la orientación de fibras en polı́meros reforzados con fibras (Lund y Stegmann, 2005), la densidad y

factores de irregularidad en materiales con inhomogeneidades aisladas (Kachanov y Sevostianov,

2005; Tsukrov y Kachanov, 2000), el tamaño de partı́culas en implantes dentales (Rungsiyakull

et al., 2010; Chen et al., 2013b), o la densidad en problemas de optimización topológica (Sigmund,

2007). De esta manera, la conductividad efectiva en el elemento Ω(e) es

k(e) = k(p(e)). (3.8)



24 CAPÍTULO 3. DISEÑO COMP. DE METAMAT. TÉRM. EN RÉGIMEN ESTACIONARIO

Además, de la contribución de todos los elementos de la malla, la matriz de conductividad

global K es luego

K = K(P) (3.9)

con

P = [p(1) p(2) . . . p(E)]. (3.10)

Consecuentemente, al resolver la Ecuación 3.6, la temperatura nodal T queda en función de

P, y de esta manera lo hace el campo de temperatura T en Ω.

3.1.2. Manipulación de flujo térmico como solución de un problema de optimiza-

ción

El flujo de calor en el punto x(q) dentro del elemento finito Ω(q) viene dado por

q(q) = −k(p(q))B(x(q))T(P) ≡ q(q)(P). (3.11)

Manipular el flujo de calor dentro de Ω significa forzar que el mismo tome valores prescritos

q̄(q) en una serie de puntos de control x(q) ∈ Ω, con x(q) localizado dentro del elemento finito Ω(q)

y q = 1, 2, . . . , Q (ver Figura 3.1). Para cumplir esta tarea, se debe encontrar P (que determina

toda la distribución de parámetros que caracterizan al material en Ω) tal que

q(q)(P) = q̄(q), para q = 1, 2 . . . , Q. (3.12)

La búsqueda de P está restringida a un espacio de diseño admisible D. En general, no será

posible cumplir con la tarea dada utilizando P ∈ D, por lo que se intentará hacerlo de la mejor

manera posible resolviendo el siguiente problema de optimización no lineal con restricciones:

mı́n
P∈D

fobj(P), (3.13)

donde fobj es una función objetivo no lineal, la cual mide el error global en el cumplimiento de la

tarea en todos los puntos de control. La misma puede definirse como

fobj(P) =





Q
∑

q=1

w(q)
∥

∥

∥
q(q)(P)− q̄(q)

∥

∥

∥

2





1/2

, (3.14)
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con w(q) siendo el peso asignado al cumplimiento de la tarea en x(q), y que satisface
∑Q

q=1w
(q) =

1. Notar que este es un problema de optimización multi-objetivo tratado con el enfoque de suma

ponderada. Además, para w(q) = 1/Q = constante, fobj define la raı́z del error cuadrático medio

(RMSE) en el cumplimiento de la tarea en todos los puntos de control.

La elección de fobj viene dada por el hecho de elegir una función que mida el error en el

cumplimiento de la tarea en las unidades de esa tarea, es decir, en unidades de flujo de calor. La

forma elegida podrı́a traer problemas numéricos a la hora de resolver el problema de optimización,

ya que si la función objetivo tiende exactamente a cero, cuando se calcula el gradiente de esta

función, el mismo podrı́a tender a infinito (en la derivada de fobj con respecto a las variables

de diseño aparece un cociente que puede tender a cero). En el caso del presente problema, esto

nunca sucede, ya que con el espacio de diseño admisible D nunca se logra cumplir exacta y

simultáneamente q̄(q) en todos los puntos de control x(q) ∈ Ω.

3.1.3. Definición de metamaterial para conducción anisótropa del calor

Siguiendo a Narayana y Sato (2012), la conductividad efectiva anisótropa en un elemento Ω(e)

puede lograrse utilizando un material compuesto o laminado fabricado con láminas alternadas de

material A y B con diferentes conductividades isótropas. Como resaltan Schittny et al. (2016),

un laminado es un metamaterial ya que su conductividad efectiva, siendo anisótropa, va más allá

de las conductividades de sus materiales bases, las cuales son isótropas. El uso de laminados

formados por materiales de marcada diferencia de conductividad térmica conduce a una evidente

anisotropı́a en la conductividad efectiva, punto importante para la manipulación del flujo térmico.

Actualmente, el uso de estos materiales es algo común en la literatura (Narayana y Sato, 2012;

Narayana et al., 2013; Dede et al., 2013b; Vemuri et al., 2014; Bandaru et al., 2015; Chen y Lei,

2015).

Como se ve en la Figura 3.3, el Elemento de Volumen Representativo (RVE) de la microes-

tructura del laminado en un punto x(e) ∈ Ω(e) es un cuadrado unitario caracterizado por el vector

p(e) de componentes p
(e)
1 = d

(e)
A (espesor de la lámina de material A) y p

(e)
2 = θ(e) (orientación de

las láminas); el espesor de la lámina de material B es dB = le−dA, donde le = 1 es el espesor del

RVE. Las conductividades térmicas efectivas en x(e) en la dirección de las láminas (λ) y normal a

las mismas (τ) son (Kadic et al., 2013)

k̂λλ(x
(e)) =

d
(e)
A kA+d

(e)
B kB

le
= k̃λλ(d

(e)
A ),

k̂ττ (x
(e)) = le

d
(e)
A /kA+d

(e)
B /kB

= k̃ττ (d
(e)
A ).
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Estas son las conductividades principales, que pueden agruparse en la matriz

k̃(d
(e)
A ) =





k̃λλ(d
(e)
A ) 0

0 k̃ττ (d
(e)
A )



 .

Ahora, la matriz de componentes tensoriales de la conductividad efectiva referida a los ejes

fijos Cartesianos x− y en el punto x(e) puede ser calculada como

k̂(x(e)) = [R(θ(e))]T k̃(d
(e)
A )R(θ(e)) = k(p(e)), (3.15)

donde R es la matriz de rotación

R(θ) =





cos θ sin θ

− sin θ cos θ



 .

La ecuación (3.15) define explı́citamente la conductividad efectiva en un punto como función de

la microestructura en ese punto. De esta manera, la conductividad térmica del material en cada

punto puede ser cuantitativamente caracterizada por el espesor y orientación del laminado en ese

punto.

3.2. Metadispositivos para manipulación de flujo de calor

El estudio de metamateriales comenzó con el objetivo de buscar propiedades exóticas que no se

hallen en materiales ordinarios de la naturaleza, y continúa hacia la materialización de dispositivos

prácticos con determinadas funcionalidades (Tong, 2018). Este es un campo emergente en donde

estos dispositivos son diseñados interviniendo sobre la estructura de los mismos a nivel de escala

micro (Zheludev y Kivshar, 2012), y las propiedades logradas a escala macro son extraordinarias.

En esta Sección se diseñan metadispositivos para manipular el flujo de calor utilizando el concepto

de diseño computacional de materiales basado en optimización propuesto en la presente Tesis.

3.2.1. Concentrador de flujo de calor y camuflaje térmico

Se aplica la metodologı́a de optimización propuesta al diseño de un dispositivo para concentrar

el calor como una alternativa al diseñado por Chen y Lei (2015) mediante el enfoque de transfor-

mación de coordenadas. Este dispositivo, embebido en una placa sometida a un flujo prescrito, se

diseña para concentrar la energı́a térmica en el centro del mismo, mientras que a su vez, se intenta

mantener el flujo de calor externo sin alterar. Esta última condición corresponde con camuflaje
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térmico. Un observador externo al dispositivo, que cense el flujo de calor por fuera del mismo, al

no notar ninguna alteración, no se va a percatar de la presencia del dispositivo concentrador, por

lo tanto, se podrı́a afirmar que el dispositivo es invisible al observador (camuflaje).

El dominio Ω corresponde a una placa cuadrada de lados Lx = Ly = 14 cm sujeta a las

siguientes condiciones de borde: T = Tmax = 100◦C para x = −Lx/2, T = Tmin = 0◦C

para x = Lx/2, y q · n = 0 para y = ±Ly/2 (ver Figura 3.2). El flujo de calor normal a la

placa es despreciado, por lo que se asume un problema 2D de transferencia de calor. La placa está

hecha de una aleación de acero al 40 % de nı́quel con conductividad térmica homogénea e isótropa

kn = 10Wm−1K−1. Sin el dispositivo concentrador, el flujo de calor en la placa es

q0 =





kns(Tmax − Tmin)/Lx

0



 =





7.14 kWm−2

0



 .

El dispositivo considerado es el anillo Ωlibre ⊂ Ω con radio interior r = 1 cm y exterior R =

5 cm, ver Figura 3.2. Este anillo está diseñado para concentrar térmicamente el flujo de calor en la

región Ωfijint. Un requerimiento adicional es que el dispositivo mantenga el flujo de calor externo

al mismo (es decir, la porción restante de la placa Ωfijext) inalterado.

�
✁
�
✂
✄☎

�
✁
�
✂
✆✝

✞

✟

✠

✡

☛☞✌✍✎✏

☛✑✒✓✔✕✖

☛✑✒✓✒✗✖

✘✙

✘✚

✛✜✢✣✤✥✦✢✧★

✛✜✢✩✤✥✦✢✧★

Figura 3.2: Dominio de análisis para el problema de concentración y camuflaje térmico.

El dominio Ω es discretizado utilizando una malla de 70 × 70 elementos finitos rectangu-

lares bilineales, como se puede apreciar en la Figura 3.3(a). Cada elemento azul, perteneciente

al dispositivo Ωlibre, tiene un solo punto de muestreo de la microestructura, es decir, en cada

elemento finito se tienen dos microparámetros (d
(e)
A y θ(e)) que definen las propiedades efecti-

vas en ese elemento (ver Sección 3.1.3). En los demás elementos, el material es acero al nı́quel.

Como materiales que definen el metamaterial (laminado), se adoptan los utilizados por Chen y

Lei (2015), es decir, A=cobre y B=polidimetilsiloxano (PDMS), con conductividades isótropas
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de detalle que se considera aceptable para la solución, y el costo computacional del proceso de

optimización.

Problema de optimización

Diseñar el presente dispositivo implica resolver el problema de optimización dado por la

ecuación (3.13), cuya función objetivo es (3.14). La tarea de camuflaje se prescribe definiendo

q̄(q) = q0 en cada centro de los elementos en Ω(1) y Ω(2). La idea es evitar que el flujo de calor

aguas arriba y aguas abajo del dispositivo se vea afectado por la presencia del metamaterial. Sin

embargo, hay que aclara que para cumplir de la mejor forma posible el camuflaje, habrı́a que im-

poner q̄(q) = q0 en todos los elementos fuera del dispositivo (Ωfijext). Cuando a continuación se

analicen los resultados del problema de optimización, se podrá comprobar que la forma optada en

este ejemplo cumple también muy bien con la condición de camuflaje, por lo que se acepta como

válida. Luego, para la tarea de concentración de flujo térmico se define q̄(q) = (R/r)q0 en los

centros de los elementos en Ωfijint, con R/r = 5 en este caso. Notar que el vector P contiene como

variables solo los vectores p(e) que caracterizan la microestructura en los N = 1896 elementos de

Ωlibre, con P2e−1 = p
(e)
1 = d

(e)
A y P2e = p

(e)
2 = θ(e), e = 1, 2, . . . N .

Para el metamaterial definido en la Sección 3.1.3, el presente problema de optimización esta

sujeto a las siguientes restricciones de caja:

0 ≤ P2e−1 = d
(e)
A ≤ 1, (3.16)

0 ≤ P2e = θ(e) ≤ π, con e = 1, . . . , N. (3.17)

Restricciones adicionales pueden servir para evitar “complicaciones” (Bendsøe y Sigmund,

2003) como: dependencia con la malla de elementos finitos (explicado anteriormente), inestabili-

dades numéricas, no unicidad de la solución, presencia de múltiples mı́nimos, etc. Sin embargo,

para el presente dispositivo, solo restricciones de caja fueron adoptadas.

Como punto inicial del problema de optimización se toma d
(e)
A = 0.25 y θ(e) = 0.25π en

todos los elementos de Ωlibre. El punto inicial es muy importante en este tipo de problemas, ya

que las soluciones finales dependen mucho del valor que se elija. Si bien en esta Tesis no se

demuestra convexidad, estos fenómenos hacen suponer que el problema no es convexo y que

posee muchos mı́nimos locales. Igualmente, si bien las soluciones varı́an, con tal de que el error

en el cumplimiento de la tarea sea aceptable, la solución se considera como válida, es decir, no

es imperativo para en el presente caso encontrar la solución con “el mı́nimo error”, aunque serı́a

excelente poder hacerlo.

Finalmente, el presente problema de optimización no lineal con restricciones es resuelto uti-
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lizando el algoritmo de punto interior IPOPT desarrollado por Wächter y Biegler (2006). Es de

código abierto y permite resolver problemas con un gran número de variables y restricciones (del

orden de los millones). Se caracteriza principalmente por la utilización de métodos de filtrado para

las búsquedas lineales (Fletcher y Leyffer, 2002). En el caso de IPOPT, la solución en cada itera-

ción es aceptada si mejora la función objetivo o si lo hace la función de restricción. Hay que tener

en cuenta que IPOPT solo intenta buscar un minimizador local del problema, por lo que en pro-

blemas no convexos pueden obtenerse diferentes puntos de estancamiento con diferentes valores

solución, de forma tal que las diferentes soluciones van a depender de los puntos iniciales de las

variables de diseño. Por último, IPOPT necesita información de la primer y segunda derivada de

la función objetivo. En este caso, la matriz gradiente de la función objetivo respecto a las variables

de diseño se determina analı́ticamente, y se deja a IPOPT aproximar el Hessiano utilizando un

método de quasi-Newton.

Resultados

Las soluciones óptimas para dA (fracción de cobre ya que el RVE se asumió como un cuadrado

unitario) y θ (la orientación de las láminas) en el dispositivo son ploteadas en la Figura 3.4, junto

con la correspondiente distribución de temperatura. En este caso, el dispositivo cumple la tarea de

concentración y camuflaje con un RMSE igual a = 1.67 kWm−2 = 0.23‖q0‖.

Aunque se considera que este error es suficientemente bajo, la solución posee checkerboard,

principalmente en el campo de orientación de las láminas (Figura 3.4 en el centro). Como se ex-

plicó anteriormente, este efecto surge porque la formulación continua del problema de optimiza-

ción trata de representar la solución óptima distribucional (fractal). Esta solución no es interesante

o viable desde el punto de vista tecnológico o de fabricación, por lo que se puede recurrir nue-

vamente a la técnica de filtrado de densidad (Bruns y Tortorelli, 2001), de forma tal de obtener

soluciones con una variación continua de microparámetros. Con esta técnica, las componentes del

vector P continúan siendo las variables de diseño del problema de optimización (3.13), pero la

función objetivo (3.14) como ası́ también las restricciones (3.16) y (3.17) son evaluadas para el

vector de parámetros fı́sicos o filtrados P̃ = [p̃(1), . . . , p̃(N)]. Luego, la microestructura en cada

elemento finito e en Ωlibre está realmente caracterizada por el vector p̃(e), el cual es definido como

p̃(e) =

∑

i 〈r̃ −∆ei〉p
(i)

∑

i 〈r̃ −∆ei〉
, (3.18)

donde r̃ es el radio de filtrado (a adoptar) medido desde el centro del elemento finito e, p(i) es el

vector de variables de diseño asociado al elemento i, ∆ei es la distancia entre los centros de los

elementos e e i, y 〈x〉 es la función rampa (〈x〉 = x para x > 0, y 〈x〉 = 0 para x ≤ 0).
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camuflaje y concentración fue lograda con un RMSE igual a 2.04 kWm−2 = 0.29‖q0‖ (mayor

que la solución con checkerboard); individualmente, el RMSE para la tarea de concentración en

Ωfijint es 3.34 kWm−2 = 0.09(R/r)‖q0‖, mientras que para la de camuflaje en Ω(1) y Ω(2) es

igual a 0.39 kWm−2 = 0.05‖q0‖. Aunque el problema de minimización (3.13) considera solo las

porciones Ω(1) y Ω(2) de Ωfijext, el flujo de calor está prácticamente inalterado alrededor de Ωfijext:

el mismo se aproxima a q0 con un RMSE igual a 0.07‖q0‖.
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Figura 3.6: Distribución de las componentes Cartesianas de la conductividad térmica efectiva en el dispositivo concen-

trador, dadas en Wm−1K−1.
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Figura 3.7: (a) Distribución de temperatura en la placa, en ◦C; la diferencia entre isotermas es 2◦C. (b) Perfil de

temperatura a lo largo de a-d.

Chen y Lei (2015) definieron un ı́ndice para medir la eficiencia de la concentración como

f = |(Tb−Tc)/(Ta−Td)|×100, donde b y c son puntos localizados en la frontera de la región de

concentración de calor Ωfijint, y a y d son puntos localizados en la frontera externa del dispositivo

Ωlibre (ver Figura 3.7(b)). Para el presente dispositivo, su valor es f = 94.2%, cercano al ideal

f = 100%. Es importante remarcar, que el dispositivo diseñado por Chen y Lei (2015) basado en

el enfoque de transformación de coordenadas está hecho de 100 láminas radiales de cobre-PDMS,

y tiene una eficiencia teórica f = 96.3%, la cual cae a f = 88.1% para el dispositivo finalmente

fabricado.
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Comparando el presente dispositivo con el de Chen y Lei (2015), aparece una ventaja crucial

de la presente metodologı́a basada en optimización con respecto al diseño por transformación de

coordenadas: el dispositivo es diseñado solo para la tarea deseada (manipular un flujo de calor que

originalmente es unidireccional), evitando ası́ un “sobredimensionamiento” del mismo al realizar

tareas no deseadas o no prescritas (en el caso del dispositivo de Chen y Lei (2015), manipular el

flujo de calor proveniente de cualquier dirección). Más aún, si la tarea es solo concentrar el flujo

térmico, el camuflaje es un efecto colateral, resultado de aplicar la metodologı́a de transformación

de coordenadas.

Es interesante aclarar que el presente dispositivo puede verse como una inclusión neutral de-

bido a su efecto camuflador. El concepto de inclusiones neutrales se basa en la introducción de

una esfera recubierta de un cierto material en un medio isótropo, de forma tal que no distorsione el

campo fı́sico al cual está sometido ese medio. Haciendo una analogı́a con el dispositivo diseñado

en esta Sección, la introducción del mismo no deberı́a afectar el campo de temperatura en el domi-

nio Ωfijext. De esta forma, si se aplica el concepto de inclusiones neutrales (ver capı́tulo 7 del libro

de Milton (2004) y las referencias citadas), puede ser posible determinar en forma analı́tica un

material homogéneo e isótropo para realizar un dispositivo camuflador, solución mucho más con-

veniente que el uso de un metamaterial heterogéneo, ya que evidentemente facilita la fabricación

del dispositivo. Sin embargo, esta solución trivial no es aplicable al presente caso. En realidad,

aplicando la fórmula de Hashin y Shtrikman (1962), con las regiones externa (Ωfijext) e interna

(Ωfijint) del dispositivo con conductividad isótropa kns, se determina que la única forma de man-

tener el campo de temperatura exterior inalterado es que el dispositivo posea como conductividad

isótropa el mismo valor kns, lo que conlleva completamente a ignorar la tarea de concentración,

objetivo principal del dispositivo diseñado.

La presente metodologı́a permite el diseño de dispositivos manipuladores de flujo de calor

considerando solamente régimen estacionario. En el Capı́tulo 5 se extiende la misma a problemas

de transferencia térmica teniendo en cuenta también régimen transitorio, de forma tal de obtener

una metodologı́a general como la propuesta por Guenneau et al. (2012) basada en transformación

de coordenadas.

Costo computacional

Para mostrar que la metodologı́a propuesta no insume un costo computacional considerable,

se analizan los tiempos de las diferentes etapas del diseño computacional del presente metadispo-

sitivo para concentrar y camuflar el flujo de calor. En lo que concierne al pre-proceso, que consiste

en la definición del dominio, materiales, malla de elementos finitos, condiciones de borde, tarea de
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manipulación de flujo térmico, etc., el tiempo consumido es 0.18 segundos. Luego, la resolución

del problema de optimización propiamente dicho consume 182.4 segundos. En este problema se

logra la convergencia a partir de la iteración número 600 aproximadamente, pero IPOPT finali-

za el proceso en la iteración 1000 (máxima cantidad de iteraciones). Por último, el tiempo para

la impresión de resultados en Paraview (Ahrens et al., 2005) es de 1.6 segundos. En total, todo el

proceso dura aproximadamente 3 minutos, corriendo en una PC de escritorio (Intel Core i7-4790K

de 4.00 GHz y 32 GB de ram).

3.2.2. Camuflaje y bloqueo térmico

Un dispositivo para camuflaje y bloqueo térmico se diseña mediante la presente metodologı́a,

como alternativa al dispositivo de Schittny et al. (2013) basado en transformación de coordenadas.

Este dispositivo, insertado en una placa sujeta a un flujo de calor prescrito, se diseña para bloquear

el flujo de calor en la región que encierra y para mantenerlo inalterado por fuera del mismo.

El dominio Ω es una placa rectangular de lados W = 18 cm y H = 12 cm sujeta a las

siguientes condiciones de borde: T = Tmax = 80◦C para x = −W/2, T = Tmin = 25◦C para

x = W/2, y q · n = 0 para y = ±H/2 (ver Figura 3.8). Nuevamente el flujo de calor normal a la

placa es despreciado, por lo que se asume un problema 2D de transferencia de calor. La placa está

hecha de un material homogéneo e isótropo con conductividad térmica k0 = 85Wm−1K−1, por

lo que sin el dispositivo, el flujo de calor es

q0 =





k0(Tmax − Tmin)/W

0



 =





26.0 kWm−2

0



 .

El dispositivo manipulador de flujo térmico es el anillo Ωlibre ⊂ Ω con radio interno r =

2.5 cm y externo R = 5 cm, ver Figura 3.8. Este anillo se diseña para bloquear térmicamente la

región Ωfijint, hecha de cobre con conductividad isótropa kcobre = 394Wm−1K−1. Además, un

requerimiento extra del dispositivo es mantener el flujo de calor externo sin alterar, es decir, en la

región Ωfijext.

El dominio Ω se discretiza utilizando una malla de 75 × 50 elementos finitos cuadrados bili-

neales, como se observa en la Figura 3.9. Cada elemento azul, perteneciente al dispositivo Ωlibre,

tiene un punto de muestreo de la microestructura variable, es decir, en cada elemento finito se tie-

nen dos microparámetros (d
(e)
A y θ(e)) que definen las propiedades efectivas en ese elemento (ver

Sección 3.1.3). En los demás elementos, el material está fijado. Como materiales que definen el

metamaterial (laminado), se adoptan los utilizados por Schittny et al. (2013), es decir, A=cobre

y B=polidimetilsiloxano (PDMS), con conductividades isótropas kcobre = 394Wm−1K−1 y
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completa del mismo en la zona encerrada por el dispositivo.

El dominio Ω (Figura 3.14) define la región en donde el flujo de calor debe ser manipulado,

e intenta imitar el dispositivo de Narayana y Sato (2012). En este caso, el mismo es una placa

rectangular con lados Lx = 9 cm y Ly = 18 cm, sujeta a las siguientes condiciones de borde:

T = Tmax = 321.85K para x = −Lx/2, T = Tmin = 283.15K para x = Lx/2, y q · n = 0

para y = ±Ly/2. Nuevamente no se considera el flujo de calor perpendicular al dominio de

análisis. De esta manera, la placa original está sometida a un gradiente de temperaturas homogéneo

con magnitud 430Km−1 y dirección −x, idéntico al encontrado en el problema de inversión y

camuflaje térmico de Narayana y Sato (2012). Además, si se considera que la placa está formada

por agua de agar, con conductividad kagar = 0.57Wm−1K−1, el flujo de calor en la misma es el

dado por el vector q0 con magnitud q0 = 245.10Wm−2 y dirección x.
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Figura 3.14: Dominio Ω, unión de la región Ωdisp ocupada por el dispositivo, la región Ωinv de inversión de flujo, y la

región Ωcloak donde no debe alterarse el flujo de calor.

El dispositivo que ocupa la región Ωdisp (un anillo centrado con diámetro interior dint = 2 cm

y exterior dext = 6.5 cm) se diseña para invertir el flujo de calor en Ωinv (dentro del dispositivo)

y para mantener el flujo térmico sin alteraciones en Ωcloak (fuera del dispositivo). La Figura 3.14

muestra el dominio Ω = Ωdisp ∪ Ωcloak ∪ Ωinv, las condiciones de borde, y un cuarto de la malla

de elementos finitos para Ω, la cual es simétrica con respecto a los ejes x e y. Toda la malla está

hecha de 7625 elementos finitos bilineales, los cuales están distribuidos de la siguiente manera:

Ndisp = 4000 elementos en Ωdisp, Ninv = 2125 elementos en Ωinv, y Ncloak = 1500 elementos
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en Ωcloak.

En el caso del presente dispositivo, se utilizará cobre y polimetacrilato de metilo (PMMA) co-

mo materiales para el laminado (metamaterial), cuyas conductividades son kcobre = 403Wm−1K−1

y kPMMA = 0.22Wm−1K−1, respectivamente. Todos los materiales involucrados en este ejemplo,

tanto en el dispositivo como en la placa, tienen las mismas propiedades encontradas en el trabajo

de Narayana y Sato (2012), de forma tal que puedan ser comparados.

Problema de optimización

El dispositivo de inversión y camuflaje térmico se diseña planteando el problema de mini-

mización definido por la Ecuación (3.13), cuya función objetivo está dada por (3.14), en donde

q(q) = −q0 se prescribe en todos los elementos en Ω(q) ∈ Ωinv (inversión de flujo de calor), y

q(q) = q0 (camuflaje térmico) en todos los elementos en Ω(q) ∈ Ωcloak. A diferencia de los ejem-

plos de las Secciones 3.2.1 y 3.2.2, en este caso sı́ se impone camuflaje en todos los elementos

por fuera del dispositivo. El motivo del cambio se debe a que a medida que se fue avanzando en

el diseño de dispositivos manipuladores, especialmente aquellos cuya tarea de manipulación de

flujo es extrema (inversión de calor, como lo es el presente ejemplo), la tarea de camuflaje costaba

mucho más poder lograrla de la manera en la que se la venı́a imponiendo, es decir, que el flujo

aguas arriba sea igual aguas abajo. Es por ello que en este caso se pensó en imponer en todo el

dominio externo al dispositivo la condición de camuflaje. En definitiva, esta es realmente la for-

ma correcta de imponer esta tarea, pero en los primeros dispositivos diseñados la forma original

de fijarla permitı́a obtener buenos resultados. Por último, w(q) = 1/Q = 2.7586 × 10−4 (con

Q = Ninv + Ncloak = 2125 + 1500 = 3625) se asume constante. De esta manera se obtiene la

siguiente función objetivo:

fobj(P) =





1

Q





∑

q|Ω(q)∈Ωinv

∥

∥

∥q
(q)(P) + q0

∥

∥

∥

2

+
∑

q|Ω(q)∈Ωcloak

∥

∥

∥
q(q)(P)− q0

∥

∥

∥

2









1/2

. (3.19)

Esta representa el RMSE en el cumplimiento de la tarea de inversión en todos los elementos en

Ωinv combinada con la de camuflaje en todos los elementos en Ωcloak. Las variables de diseño

agrupadas en P son el conjunto de vectores p(e) caracterizando la microestructura en los N =

4000 elementos de Ωdev, con P2e−1 = p
(e)
1 = d

(e)
A y P2e = p

(e)
2 = θ(e), e = 1, 2, . . . N . Para el

metamaterial definido en la Sección 3.1.3, el presente problema de optimización está sujeto a las
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siguientes restricciones de caja:

0 ≤ P2e−1 = d
(e)
A ≤ 1,

0 ≤ P2e = θ(e) ≤ π, con e = 1, . . . , N.

A su vez, el problema de optimización no lineal con restricciones se resuelve con IPOPT (Wächter

y Biegler, 2006), y para no obtener checkerboard, se utiliza filtrado de densidad (Bruns y Tortorelli,

2001), con un radio de filtrado r̃ = 3.5mm (cuatro veces el tamaño promedio de un elemento en

Ωdisp). Como punto inicial del problema de optimización se toma d
(e)
A = 0.5 y θ(e) = 0.5π.

La solución del problema es el vector de variables de diseño P que define la distribución de

metamaterial en el dispositivo. Tal dispositivo es un anillo que produce la inversión de flujo en la

región que encierra, mientras que mantiene inalterado el flujo exterior. Ambas tareas se cumplen,

si no es exactamente, con un mı́nimo RMSE.

Resultados

Las soluciones para dA, dB y θ en el dispositivo son ploteadas en la Figura 3.15. La fracción de

cobre con los mayores valores forma dos espirales, lo que junto con la orientación de las láminas,

genera un camino de alta conductividad térmica, el cual facilita la inversión del flujo de calor en la

zona central del dispositivo. Este último se diferencia notablemente del dispositivo de Narayana y

Sato (2012), el cual posee 96 espirales de material compuesto que permiten rotar el flujo térmico

en su zona central. Esta caracterı́stica se debe a que el método de transformación de coordenadas

permite obtener un dispositivo para invertir un flujo de calor proveniente de todas las direcciones, y

el presente solo se diseña para un flujo unidimensional. En este punto se puede ver una ventaja de la

metodologı́a propuesta, en donde el dispositivo se diseña solamente para la tarea de manipulación

de flujo térmico deseada.

La Figura 3.16 muestra el campo de conductividad efectiva en el dispositivo Ωdisp, general-

mente anisótropa, como resultado de la distribución óptima del metamaterial. Para esta distribu-

ción de conductividades, el campo de temperatura resultante es el mostrado en la Figura 3.17. Allı́

puede verse que la tarea de inversión fue muy bien lograda, ya que las isotermas son rotadas en

el centro del dispositivo. Respecto a la tarea de camuflaje, si bien mayoritariamente las isotermas

fuera del dispositivo son verticales y equiespaciadas, se produce una compresión de las mismas

en los laterales del dispositivo (en la zona correspondiente al eje x del dominio Ω), por lo que

no se podrı́a afirmar que el camuflaje se cumple eficientemente en todo el dominio. Cuantitativa-

mente hablando, el RMSE en el cumplimiento de ambas tareas es 32.28Wm−2 = 0.13‖q0‖. Sin

embargo, si se desglosan ambas tareas, el RMSE para camuflaje es 43.80Wm−2 = 0.18‖q0‖, y
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clásicos problemas de optimización topológica. En primer lugar, la función objetivo en optimiza-

ción topológica es, o el volumen de material, o la rigidez (“compliance”) (Bendsøe y Sigmund,

2003), linearmente dependientes con respecto a las variables de diseño o de estado respectivamen-

te. Mientras tanto, la función objetivo que representa la manipulación de flujo térmico (Ecuación

3.14) es altamente no lineal con respecto a ambas variables. En segundo lugar, considerar el volu-

men de material (tanto como función objetivo o como restricción) es imperativo en optimización

topológica, no ası́ para la presente metodologı́a. Incluso, puede ser interesante minimizar o limitar

el volumen de material (por ejemplo, el del material más costoso), pero esto se encuentra fuera del

alcance de este Capı́tulo.

A continuación, se aplica primeramente el enfoque por DMO para el diseño de dispositivos

de fácil fabricación para manipular el flujo térmico. Se analizan nuevamente aplicaciones de con-

centración y camuflaje térmico (Sección 3.3.2), y se diseña una alternativa al dispositivo diseñado

en la Sección 3.2.1. Luego, se recurre al concepto de Material Isotrópico Sólido con Penalización

(SIMP), clásico en optimización topológica (Bendsøe y Sigmund, 2003), y se diseña un inversor

de flujo de calor con camuflaje térmico (Sección 3.3.4).

3.3.1. Optimización Discreta de Material (DMO)

En la Sección 3.1.1 se habı́a definido que en un elemento finito Ω(e), las propiedades mate-

riales o efectivas eran función de un número finito de parámetros agrupados en un vector p(e) =

[p
(e)
1 , p

(e)
2 , . . . , p

(e)
M ], y de esta manera la conductividad efectiva en el elemento Ω(e) era

k(e) = k(p(e)).

Aplicando DMO, se redefine la conductividad efectiva en el elemento Ω(e) haciendo uso de la

siguiente regla de mezclas:

k(e) =
M
∑

m=1

f (e)
m km, (3.20)

donde f
(e)
m es la fracción de material m en Ω(e) con conductividad efectiva km, y se cumple que

0 ≤ f
(e)
m ≤ 1 y

∑

i f
(e)
i = 1. Para una mejor fabricabilidad, el material en Ω(e) debe ser uno de

los materiales candidatos en vez de su mezcla, es decir, f
(e)
m deberı́a ser uno o cero. Asumiendo

p
(e)
m ≡ f

(e)
m como variables de diseño, estas son del tipo enteras, por lo que la solución del problema

de optimización (3.13) requiere de programación entera.

El inconveniente que surge es que programación entera es inviable cuando se trabaja con un

gran número de variables de diseño, como lo es el caso en que se discretizan dominios con mallas
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muy finas. En esta situación es conveniente utilizar un resolvedor de optimización basado en gra-

dientes, el cual requiere que las variables de diseño sean continuas. Para tal fin es que se recurre

al uso de DMO, donde f
(e)
m se asume como una función de M variables continuas ρ

(e)
i , las cuales

juegan el rol de variables de diseño, es decir, p
(e)
i ≡ ρ

(e)
i .

Para el óptimo ρ
(e)
i , f

(e)
m debe tender a uno o cero. Stegmann y Lund (2005) estudiaron varias

opciones para la función f
(e)
m , comparándolas en términos no solo de la proximidad a cero o uno en

la solución óptima, sino también teniendo en cuenta los efectos de las mismas en la convergencia

de la solución, recomendando ası́ utilizar la siguiente expresión:

f (e)
m = fm(ρ

(e)
1 , . . . , ρ

(e)
M ) =

f∗
m(ρ

(e)
1 , . . . , ρ

(e)
M )

∑M
i=1 f

∗
i (ρ

(e)
1 , . . . , ρ

(e)
M )

, (3.21)

con f∗
i (ρ

(e)
1 , . . . , ρ

(e)
M ) = (ρ

(e)
i )p

N
∏

j=1,j 6=i

[

1− (ρ
(e)
j )p

]

. (3.22)

La Ecuación 3.21 define la fracción del material m en el elemento finito e como función de

las variables de diseño continuas ρ
(e)
1 , . . . , ρ

(e)
M . La forma en que está definida automáticamente

hace que
∑

i f
(e)
i = 1, por lo que no hay necesidad de imponer restricciones para el problema de

optimización continua (3.13), el cual solamente esta sujeto a restricciones de caja: 0 ≤ ρ
(e)
i ≤ 1.

Como en optimización topológica (Bendsøe y Sigmund, 2003), valores intermedios de f
(e)
m son

penalizados ajustando p ≥ 3 en la Ecuación (3.22).

Validación del método

Con el propósito de validar la metodologı́a de DMO para el diseño de dispositivos manipula-

dores de flujo térmico, se reproduce el dispositivo propuesto por Vemuri et al. (2014) para bloqueo

térmico.

Dada una placa Ω originalmente de material acero al 40 % de nı́quel (con conductividad isótro-

pa kns = 10Wm−1K−1), se diseña un dispositivo que ocupa la región Ωlibre para bloquear el flujo

de calor en la región central Ωfijint (ver Figura 3.22). Como metamaterial se utilizará un laminado

formado por láminas alternadas de cobre y PDMS de igual espesor, con conductividad isótropa

kcobre = 398Wm−1K−1 y kPDMS = 0.27Wm−1K−1. Asumiendo tal laminado como un medio

térmico efectivo (Vemuri y Bandaru, 2013), las conductividades principales son

kλλ =
kcobre + kPDMS

2
= 199.13Wm−1K−1, kττ =

2kcobrekPDMS

kcobre + kPDMS
= 0.54Wm−1K−1,

donde λ y τ son los ejes principales paralelo y normal a las láminas respectivamente. La ecuación
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anterior es solo válida si las láminas tienen un espesor pequeño y alto contraste entre conductivi-

dades (Vemuri y Bandaru, 2013). En este caso, tal contraste es marcado (kcobre/kPDMS = 1474),

y en lo que respecta al espesor, siendo el dispositivo del orden de los centı́metros, deberı́a ser del

orden de 1 mm.

Finalmente, como materiales candidatos para construir el dispositivo manipulador de flujo

térmico se adopta este laminado de cobre-PDMS con diferentes orientaciones θ (ángulo entre los

ejes λ y x). Además, se intentará hacerlo de la mejor manera posible utilizando solo dos materiales

candidatos: el material 1 es un laminado con una orientación θ = 45◦, y el material 2 es el mismo

laminado pero con θ = 135◦.
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Figura 3.22: Ejemplo de validación: a) dominio de análisis, b) metamaterial utilizado para construir el dispositivo, c)

malla de elementos finitos del dominio Ω; los elementos celestes pertenecen al dispositivo, y en los rojos se prescribe

flujo de calor nulo.

Para el análisis por elementos finitos, el dominio Ω se discretiza utilizando 60 × 42 = 2520

elementos finitos cuadrados bilineales, como se muestra en la Figura 3.22c, incluidos los 840

dentro del dispositivo Ωlibre (los de color celeste).

La tarea de bloqueo térmico se prescribe imponiendo q̄(q) = 0 en los 60 elementos en Ωfijint

(los de color rojo en la Figura 3.22c). De esta manera, el problema de minimización (3.13) toma

la forma de:

mı́n
P





1

60

∑

q|Ω(q)∈Ωfixint

∥

∥

∥
q(q)(P)

∥

∥

∥

2





1/2

. (3.23)

Este es un problema de optimización no lineal con 1680 variables de diseño continuas, agrupadas

en el vector P = [ρ
(1)
1 , ρ

(1)
2 , . . . , ρ

(840)
2 ] y sujetas a las restricciones de caja 0 ≤ Pi ≤ 1. Como

punto inicial se toma ρ
(e)
1 = ρ

(e)
2 = 0.5 en todos los elementos de Ωlibre.

Resultados de la validación

El problema de optimización no lineal (3.23) se resuelve utilizando IPOPT (Wächter y Biegler,

2006), junto con un filtrado de densidad (Bruns y Tortorelli, 2001) para no obtener checkerboard.
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Las Figuras 3.23a y b muestran las variables de diseño óptimas ρ
(e)
1 y ρ

(e)
2 dentro del dispositivo.

Luego, utilizando las Ecuaciones (3.21) y (3.22), se calcula la fracción f
(e)
1 correspondiente al

laminado de cobre-PDMS a 45◦ (material 1), como se muestra en la Figura 3.23c; la fracción a

135◦ es simplemente f
(e)
2 = 1− f

(e)
1 (material 2). El dispositivo con esa distribución de material

cumple con alta eficiencia la tarea de bloqueo térmico: RMSE = 1.536 × 10−4‖q0‖, siendo

‖q0‖ = 7.8 kWm−2 la magnitud del flujo de calor en la placa sin el dispositivo.
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Figura 3.23: Ejemplo de validación: a) variable de diseño ρ
(e)
1 óptima, b) variable de diseño ρ

(e)
2 óptima, c) fracción

del laminado a 45◦ para los valores óptimos de ρ
(e)
1 y ρ

(e)
2 , d) dispositivo final, e) temperatura (mapa de colores con

isotermas cada 2◦C) y flujo de calor (flechas) en toda la placa.

La distribución de material en la Figura 3.23c está mayoritariamente libre de “zonas grises”

(aquellas donde el material no es ninguno de los candidatos pero si una mezcla de los mismos). Pa-
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ra evitar completamente estas zonas, se puede recurrir a los filtros de “blanco y negro” (Sigmund,

2007), en donde el material Ω(e) es aquel con la mayor fracción. Hay que aclarar que este tipo

de filtrado se aplica luego de obtener la soluciones óptimas de f
(e)
1 y f

(e)
2 , es decir, a posteriori.

La distribución resultante del metamaterial (discreta y por partes) puede verse en la Figura 3.23d.

La misma da origen a las distribuciones de temperatura y flujo térmico que se representan en la

Figura 3.23e. La tarea de bloqueo se sigue cumpliendo muy bien: RMSE = 9.454× 10−3‖q0‖.

Por último, la Figura 3.23d es realmente el dispositivo bloqueador diseñado por DMO, en

donde cada cuadrante está hecho con un laminado determinado de cobre-PDMS formando un

recubrimiento que protege al dominio Ωfijint. Este diseño coincide con el de Vemuri et al. (2014),

y sorprendentemente es la mejor forma de forzar el flujo de calor por fuera de Ωfijint utilizando los

dos materiales dados.

3.3.2. Concentrador de flujo de calor por DMO con camuflaje térmico

Se aplica ası́ la metodologı́a de DMO para el diseño de un dispositivo concentrador de flujo

térmico con camuflaje como una alternativa al diseñado en la Sección 3.2.1. La Figura 3.24a

muestra el dominio de análisis Ω, igualmente de aleación de acero al 40 % de nı́quel (kns =

10Wm−1K−1). Nuevamente el dispositivo está sometido a un flujo térmico homogéneo q0 con

magnitud ‖q0‖ = 7.14 kWm−2 y dirección +x.
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Figura 3.24: Ejemplo de concentración y camuflaje del flujo de calor: a) dominio de análisis, b) malla de elementos

finitos del dominio Ω; los elementos celestes pertenecen al dispositivo, y en los rojos y verdes se prescribe flujo de calor

para concentración y camuflaje respectivamente.

Definido ası́ el dominio, se quiere diseñar un dispositivo en la región Ωlibre para cumplir si-

multáneamente las siguientes tareas: 1) concentrar el flujo de calor en Ωfijint, y 2) mantener el

mismo inalterado en Ωfijext. Para este caso, tres materiales candidatos van a utilizarse, todos ellos

consisten en el mismo laminado de cobre-PDMS, pero con orientaciones diferentes: material 1
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con θ = 45◦, material 2 con θ = 135◦, y material 3 con θ = 0◦.

El dominio Ω se discretiza utilizando 70× 70 = 4900 elementos finitos cuadrados bilineales,

como se ve en la Figura 3.24b, incluyendo los 1896 elementos dentro del dispositivo Ωlibre (de

color celeste).

Problema de optimización

Al igual que el dispositivo de la Sección 3.2.1, la tarea de camuflaje q̄(q) = q0 se impone

en los 140 elementos de las franjas Ω(1) ⊂ Ωfijext y Ω(2) ⊂ Ωfijext (los elementos verdes en la

Figura 3.24c), mientras que la tarea de concentración es forzada fijando q̄(q) = qconc para los 80

elementos en Ωfijint (los rojos en la Figura 3.24c); en este caso, se adopta qconc = (R/r)q0, siendo

R/r = 5 la relación entre los radios exterior e interior del dispositivo respectivamente. Luego, el

problema de minimización (3.13) toma la forma de:

mı́n
P





1

220





∑

q|Ω(q)∈Ω(1)∪Ω(2)

∥

∥

∥
q(q)(P)− q0

∥

∥

∥

2
+

∑

q|Ω(q)∈Ωfijint

∥

∥

∥
q(q)(P)− qconc

∥

∥

∥

2









1/2

.(3.24)

Este es un problema de optimización no lineal con 5688 variables de diseño continuas agrupadas

en el vector P = [ρ
(1)
1 , ρ

(1)
2 , ρ

(1)
3 , . . . , ρ

(1896)
3 ], y sujetas a las restricciones de caja 0 ≤ Pi ≤ 1.

Como punto inicial se toma ρ
(e)
1 = ρ

(e)
2 = ρ

(e)
3 = 1/3 en todos los elementos de Ωlibre. Utilizando

IPOPT (Wächter y Biegler, 2006) como resolvedor, y junto con un filtrado de densidad (Bruns

y Tortorelli, 2001) para no obtener soluciones con checkerboard, se determina la primer distribu-

ción óptima de variables de diseño ρ
(e)
1 , ρ

(e)
2 y ρ

(e)
3 , las cuales luego son usadas para calcular las

fracciones de material f
(e)
1 , f

(e)
2 y f

(e)
3 de acuerdo con las Ecuaciones (3.21) y (3.22).

Resultados

Asumiendo de esta manera que el material en un elemento es aquel que posee la mayor fracción

(filtrado de “blanco y negro”), se obtiene el dispositivo representado en la Figura 3.25a, el cual

produce el campo de temperaturas y flujo de calor que se observan en la Figura 3.25b. Orientando

adecuadamente el laminado, el flujo térmico es guiado tan directo como sea posible hacia Ωfijint.

Cuantitativamente, el RMSE para la tarea de concentración es 0.284‖qconc‖ = 0.284(R/r)‖q0‖,

y para la tarea de camuflaje tiene un valor de 0.277‖q0‖. En comparación con el dispositivo

de la Sección 3.2.1, aumenta más de tres veces para la tarea de concentración y más de cinco

para la tarea de camuflaje. De esta manera, se obtiene un dispositivo de más fácil fabricación a

expensas de sacrificar rendimiento. El mismo puede fabricarse con técnicas de corte por chorro

de agua, por ejemplo. En la Figura 3.26 puede observarse cómo las diferentes orientaciones de
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los laminados se logran cortando una placa de material conductor térmico, y luego polimerizando

en los canales resultantes un polı́mero aislante. Este dispositivo fue realizado en los talleres del

Centro de Desarrollo de Ciencias Marinas, y en los laboratorios del Departamento de Ingenierı́a

Mecánica y Aeroespacial de la Universidad de California San Diego, Estados Unidos, bajo la

ayuda del Profesor P. R. Bandaru.
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Figura 3.25: Ejemplo de concentración y camuflaje térmico: a) dispositivo diseñado por DMO, b) temperatura (mapa

de colores con isotermas cada 4◦C) y flujo de calor (flechas) en toda la placa, c) temperatura a lo largo de y = 0 para

el presente dispositivo basado en DMO y para el diseñado en la Sección 3.2.1.

El dispositivo diseñado por DMO, más allá de las simplificaciones, sigue funcionando satis-

factoriamente bien al menos para la tarea de concentración, como se aprecia en la Figura 3.25c,

que muestra la distribución de temperatura a lo largo de la lı́nea y = 0, y hace una compara-

ción con desempeño del dispositivo de la Sección 3.2.1 que posee una variación continua de la

distribución de metamaterial. Para comprobar numéricamente que sigue cumpliendo la tarea de

concentración, como se hizo en la Sección 3.2.1, se calcula el ı́ndice de eficiencia (Chen y Lei,

2015) f = (Tc−Tb)/(Td−Ta), donde b y c son los puntos localizados en la frontera de la zona de

concentración Ωfijint, y a y d son aquellos ubicados en el borde exterior al dispositivo Ωlibre (ver

Figura 3.24a). Para el presente dispositivo, se obtiene un f = 88.37%, valor levemente mejor que
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conductividad en el elemento Ω(e) puede definirse como:

k(e) = kmin + (ρ(e))p(kmax − kmin), (3.25)

donde p > 1, y ρ(e) es una densidad artificial, con 0 ≤ ρ(e) ≤ 1. Seleccionando p ≥ 3, ρ(e) está

obligado a ser 0 o 1, es decir, el material en Ω(e) se fuerza a ser el de conductividad kmin o el de

conductividad kmax, respectivamente, en vez de una mezcla de ambos. Observar que, una vez que

kmin y kmax son dados, el material en Ω(e) está completamente determinado por un solo parámetro:

Pe = p
(e)
1 = ρ(e).

3.3.4. Inversor de flujo de calor por SIMP con camuflaje térmico

Se aplica el método de SIMP para el diseño de un dispositivo inversor de flujo térmico con

camuflaje como una alternativa al diseñado en la Sección 3.2.3. El dominio de análisis corres-

ponde al de la mencionada Sección y está representado en la Figura 3.14. Además, se utili-

zan las mismas condiciones de borde y se mantiene como material base de la placa el agua de

agar (kagar = 0.57Wm−1K−1), por lo que el flujo de calor en la misma (q0) tiene magnitud

q0 = 245.10Wm−2 y dirección x. Para el presente dispositivo simplificado se utilizarán dos mate-

riales isótropos y homogéneos, cobre y polimetacrilato de metilo (PMMA), cuyas conductividades

son kmax = 403Wm−1K−1 y kmin = 0.22Wm−1K−1, respectivamente.

Problema de optimización

El dispositivo se diseña planteando el problema de optimización definido por la Ecuación

(3.13), cuya función objetivo está dada por (3.14), en donde q(q) = −q0 se prescribe en todos los

elementos en Ω(q) ∈ Ωinv (inversión de flujo de calor), y q(q) = q0 (camuflaje térmico) en todos

los elementos en Ω(q) ∈ Ωcloak. Al igual que en la Sección 3.2.3, w(q) = 1/Q (con Q = 3625) se

asume constante.

Las variables de diseño se agrupan en el vector P, y para SIMP son el conjunto de densidades

Pe = p
(e)
1 = ρ(e) que caracterizan el material en los N = 4000 elementos de Ωdisp, y cuyas pro-

piedades efectivas (conductividad térmica) están dadas por la expresión 3.25. Además, el presente

problema de optimización está sujeto a las siguientes restricciones de caja:

0 ≤ Pe = ρ(e) ≤ 1, con e = 1, . . . , N.

A su vez, el problema de optimización no lineal con restricciones se resuelve con IPOPT (Wächter

y Biegler, 2006), y para no obtener checkerboard, se utiliza filtrado de densidad (Bruns y Tortorelli,
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2001), con un radio de filtrado r̃ = 3.5mm (cuatro veces el tamaño promedio de un elemento en

Ωdisp). Como punto inicial del problema de optimización se toma ρ(e) = 0.5, y la solución del

mismo es el vector de variables de diseño P que define la distribución de material en el dispositivo.

Tal dispositivo es un anillo que produce la inversión de flujo en la región que encierra, mientras

que intenta mantener inalterado el flujo exterior. Ambas tareas se cumplen, si no es exactamente,

con un mı́nimo RMSE.

Análisis de sensibilidad

Para la resolución eficiente del problema de optimización no lineal (3.13) es crucial el cálculo

analı́tico de la sensibilidad de la función objetivo fobj con respecto a cambios en las variables de

diseño Pe = ρ(e) (en el caso de SIMP). Se define como ∂fobj/∂Pe, y esta derivada se calcula

utilizando el método adjunto para una mayor eficiencia computacional, como sugieren Tortorelli

y Michaleris (1994). Para tal fin, la función objetivo fobj se reescribe como

fobj(P)− λ · (KT− F), (3.26)

donde el último término es nulo en virtud de la ecuación de equilibrio (3.6), y λ es un vector real

arbitrario (a determinar).

Diferenciando la ecuación (3.26) con respecto a Pe, se obtiene

dfobj
dPe

=
∂fobj
∂Pe

∣

∣

∣

∣

T=constante

+
∂fobj
∂T

·
∂T

∂Pe
− λ ·

(

∂K

∂Pe
T+K

∂T

∂Pe

)

=
∂fobj
∂Pe

∣

∣

∣

∣

T=constante

− λ ·
∂K

∂Pe
T−

(

Kλ−
∂fobj
∂T

)

·
∂T

∂Pe
, (3.27)

donde

∂fobj
∂T

= −
1

fobj

Q
∑

q=1

k(q)w(q)
(

q(q) − q̄(q)
)

B(x(q)), (3.28)

∂fobj
∂Pe

∣

∣

∣

∣

T=constante

= −
1

fobj

Q
∑

q=1

∂k(q)

∂Pe
w(q)

(

q(q) − q̄(q)
)

B(x(q))T, (3.29)

∂K

∂Pe
=

∂k(e)

∂Pe

∫

Ω(e)

BTB dV. (3.30)

Siendo k(q) la conductividad en el punto x(q) ∈ Ω(q) dado por la ecuación (3.25), y su derivada

con respecto a las variables de diseño Pe (densidad artificial en el elemento Ω(e)) es
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∂k(q)

∂Pe
=







pP p−1
e (kmax − kmin) si x(q) ∈ Ω(e),

0 en los demas casos.
(3.31)

Notar que si todos los puntos de control x(q) pertenecen a elementos con densidad fija, la

derivada dada por la ecuación (3.29) es nula. Normalmente, se coloca un punto de control por

elemento finito, por lo tanto, incluso si los puntos de control caen en un elemento con densidad

desconocida, la sumatoria en la ecuación (3.29) tiene al menos un solo término.

Ahora, para evitar el costo computacional de calcular ∂T/∂Pe en la ecuación (3.27), se adopta

λ como solución de la siguiente ecuación lineal:

Kλ−
∂fobj
∂T

= 0. (3.32)

Finalmente, una vez que se determina λ, la sensibilidad de la función objetivo al cambio de la

densidad artificial en el elemento finito Ω(e) es

dfobj
dPe

=
∂fobj
∂Pe

∣

∣

∣

∣

T=constante

− λ ·
∂K

∂Pe
T. (3.33)

Resultados

La Figura 3.27a muestra la solución óptima para la fracción de cobre en el dispositivo, dada

en cada elemento Ω(e) ∈ Ωdisp por w
(e)
cobre = (P̃e)

p
, con 0 ≤ w

(e)
cobre ≤ 1; w

(e)
cobre = 0 implica que

el material en Ω(e) es PMMA. La Figura 3.27b muestra la distribución de temperatura junto con

las isotermas en la placa como resultado de introducir el dispositivo. La Figura 3.27c describe la

temperatura a los largo de la lı́nea AF, donde claramente se aprecia como el gradiente térmico es

invertido en el segmento CD.

Cuantitativamente, tal dispositivo logra la tarea combinada de inversión y camuflaje con un

RMSE = 0.2788q0; individualmente, RMSE = 0.2287q0 para la tarea de inversión en Ωinv, y

RMSE = 0.3372q0 para el camuflaje en Ωcloak.

La estructura en forma de abanico observada en la Figura 3.27a está también presente en

el dispositivo de Narayana y Sato (2012), pero, mientras el presente dispositivo tiene solo dos

brazos, el de los autores tiene 96. No solo el dispositivo de la Figura 3.27a es más simple, sino

que también logra mejor la tarea de inversión. El flujo de calor calculado numéricamente es q(c) =

−0.56q0[cos 24
◦ sin 24◦]T q0 en el centro del dispositivo en (Narayana y Sato, 2012), mientras que

es q(c) = −0.84q0[cos(−6◦) sin(−6◦)]T en el dispositivo diseñado por optimización. Respecto
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a la tarea de camuflaje, la bondad del dispositivo propuesto por Narayana y Sato (2012) no fue

evaluada cuantitativamente en el trabajo de los mismos. Analizando el presente dispositivo, la

misma no se cumple de forma muy satisfactoria en todo Ωcloak, ya que se produce una compresión

de las isotermas, aguas arriba y abajo en el eje x del dominio Ω (lı́nea AF). Al igual que en la

Sección 3.2.3, los pesos w(q) para la tarea de camuflaje podrı́an incrementarse para cumplirla con

un menor error, pero no es alcance de la presente Sección.
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Figura 3.27: Solución óptima para el dispositivo inversor de flujo térmico con camuflaje: a) Fracción de cobre en el

dispositivo; b) temperatura en la placa, con isotermas separadas por 0.9923K; c) temperatura a lo largo de la lı́nea AF.

3.3.5. Inversor de flujo de calor por SIMP sin camuflaje térmico

Además de la bondad en el cumplimiento de una tarea determinada, los resultados de la Sec-

ción 3.3.4 muestran otra crucial ventaja del enfoque por optimización para diseñar dispositivos

manipuladores de flujo térmico con respecto a la metodologı́a por transformación de coordenadas:

únicamente la tarea que se desea es la realizada. De esta manera, el dispositivo ası́ diseñado no se

“sobredimensiona”, es decir, no necesita de 96 brazos para invertir el flujo proveniente de todas
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direcciones, sino que con solo dos lo logra para el flujo prescrito, que en este caso es unidireccio-

nal.

Ahora, si la tarea deseada es solo invertir el flujo térmico, la tarea de camuflaje es un efecto co-

lateral de aplicar la metodologı́a de transformación de coordenadas. Se demuestra en esta Sección

que la tarea de inversión puede lograrse más eficientemente si la tarea de camuflaje es eliminada.

Problema de optimización

El problema de optimización es idéntico al resuelto en la Sección 3.3.4, excepto por los

términos de Ωcloak en la función objetivo (3.19) que ahora están excluidos (de esta manera,

Q = Ninv = 2125). Este problema es resuelto utilizando la misma estrategia que la utilizada

previamente para la tarea combinada de inversión y camuflaje: se utiliza IPOPT (Wächter y Bie-

gler, 2006) como resolvedor del problema de optimización, p = 3 en la función de SIMP para la

conductividad (3.25), r̃ = 3.5mm para la definición del radio de filtrado en (3.18), y Pe = 0.5

como punto de inicio del problema de optimización.

Resultados

En la Figura 3.28a se puede apreciar la solución óptima para la fracción de cobre en el dispo-

sitivo, el cual produce la distribución de temperatura e isotermas sobre la placa que se muestra en

la Figura 3.28b; la Figura 3.28c muestra un detalle de la temperatura a lo largo de la lı́nea central

AF. En este ejemplo, la tarea de inversión es muy bien lograda con un RMSE = 0.0048q0, casi 48

veces más chico que el RMSE de la tarea de inversión en el dispositivo para inversión y camuflaje

térmico simultáneo (Sección 3.3.4).

Es aparente por la Figura 3.28a que la solución no está libre de “zonas grises”, es decir, de

aquellos elementos donde 0 < Pe < 1, haciendo que el material no sea ni cobre ni PMMA, sino

una mezcla de ambos. Esto dificulta la fabricación del dispositivo, lo que es un inconveniente si

se quiere lograr un dispositivo de fácil realización. Para evitar estas zonas grises, se puede recurrir

a los filtrados de “blanco y negro” (Sigmund, 2007) usados en la Sección 3.3.1. En este caso, se

utiliza un simple filtrado de blanco y negro a posteriori (finalizado el proceso de optimización)

con la siguiente estrategia: si la fracción de cobre w
(e)
cobre en un elemento Ω(e) es mayor a un cierto

valor w∗, el elemento se asume hecho de 100 % cobre; de otra manera, se asume hecho de PMMA.

Luego de realizar este filtrado con diferentes valores de w∗, la tarea no es tan bien resuelta como

con la solución óptima con grises de la Figura 3.28a. Observando la Figura 3.29, es aparente que

el mejor compromiso entre optimalidad y fabricabilidad se obtiene para un valor w∗ = 0.02, con

un RMSE = 0.4499q0 para la tarea de inversión. La correspondiente distribución de material,
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Figura 3.28: Solución óptima para el dispositivo inversor de flujo térmico: a) Fracción de cobre en el dispositivo; b)

temperatura en la placa, con isotermas separadas por 0.9923K; c) temperatura a lo largo de la lı́nea AF.

temperatura e isotermas se puede apreciar en la Figura 3.30.
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Figura 3.29: RMSE para la tarea de inversión en función del parámetro w∗ (el umbral por encima del cual se supone

que la fracción de cobre es unitaria).

Notar que el cumplimiento de la tarea de inversión se ha deteriorado considerablemente cuan-

do los grises son eliminados: este es el precio a pagar por la manufacturabilidad. No obstante,
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que para inversión es la suma ponderada de dos términos con diferentes unidades (de flujo térmico

y del cuadrado de flujo térmico). En esta sección se muestran otras aplicaciones del enfoque por

optimización utilizando SIMP. Ejemplos de concentración de flujo de calor y de bloqueo térmico

son desarrollados.

Problema de optimización

En todos los casos analizados en esta Tesis, la función objetivo es la definida por la ecuación

(3.14) con q̄(q) = αq0, donde q0 es el flujo de calor externo dado, y α = −1 para los elementos

en la zona de inversión, α = 1 para aquellos en la zona de camuflaje, α = 0 para los de la zona en

donde se quiere bloquear el flujo térmico, y α > 1 para aquellos en la zona de concentración.

Para los presentes problemas, el dominio y las condiciones de borde se detallan en la Figura

3.14, donde Ωinv (la región encerrada por el dispositivo) ahora se refiere tanto a la zona de concen-

tración como a la de bloqueo. En Ωcloak, es decir, fuera del dispositivo, ninguna tarea se prescribe.

Siendo estos problemas idénticamente similares a los resueltos en las Secciones 3.3.4 y 3.3.5, se

utiliza la misma estrategia para resolverlos: IPOPT (Wächter y Biegler, 2006) es el resolvedor de

optimización, p = 3 en la función de conductividad por SIMP (3.25), r̃ = 3.5mm en la definición

del filtro de densidad (3.18), y Pe = 0.5 como valor inicial del problema de optimización.

Resultados

La solución para el problema de concentración con α = dext/dint = 3.125 es la distribución

de material que se muestra en la Figura 3.31a, la cual produce la distribución de temperatura de la

Figura 3.31b. Para esta solución, el error en el cumplimiento de la tarea de concentración (función

objetivo) es RMSE = 0.67q0 = 0.21αq0, y el flujo de calor promedio en todos los elementos

finitos encerrados por el dispositivo es [2.63 0.00]T q0.

Para bloqueo térmico, la solución del problema de optimización determina la distribución de

material mostrada en la Figura 3.32a, causando la distribución de temperatura de la Figura 3.32b.

Para esta solución, la función objetivo tiene un valor RMSE = 0.0003q0, y el flujo de calor

promedio en todos los elementos finitos que encierra el dispositivo es [0.07 0.00]T q0.

3.4. Validación experimental

3.4.1. Inversor de flujo térmico

En esta Sección se quiere resaltar la fácil manufacturabilidad del dispositivo diseñado en la

Sección 3.3.5 para invertir el flujo térmico, como ası́ también validar experimentalmente los resul-
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Figura 3.31: Solución óptima para el dispositivo concentrador de flujo térmico: a) Fracción de cobre en el dispositivo;

b) temperatura en la placa, con isotermas separadas por 0.9923K.
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Figura 3.32: Solución óptima para el dispositivo bloqueador de flujo térmico: a) Fracción de cobre en el dispositivo;

b) temperatura en la placa, con isotermas separadas por 0.9923K.

tados numéricos obtenidos.

La Figura 3.33a muestra el dispositivo experimental fabricado siguiendo el diseño de la Figura

3.30a. Es de tan fácil fabricación que el mismo puede realizarse artesanalmente, como se hizo en

este caso. Utilizando una sierra de joyero, las dos hélices de cobre se cortan de una placa de 4mm

de espesor, y las dos de PMMA también de una placa del mismo espesor. Los cortes se realizan

con una tolerancia de ±0.5mm. Todas las partes ası́ cortadas se ensamblan utilizado un adhesivo

de cianoacrilato, el cual llena completamente los huelgos entre el cobre y PMMA (defectos de

fabricación). Este adhesivo posee una conductividad de 0.2Wm−1K−1, cercana a la de PMMA;

de esta manera, considerando el estado estacionario para conducción del calor, puede considerarse

que la interfaz cobre/PMMA se comporta casi como PMMA.

Se coloca el dispositivo en el centro de una bandeja horizontal, cuya base y paredes laterales
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Figura 3.33: Experimento de inversión de flujo térmico: a) dispositivo artesanal; b) dominio de análisis; c) configura-

ción del experimento.

están hechas de láminas de polietileno expandido (PE) de 5 cm de espesor, material de muy baja

conductividad térmica (cercana a 0.04 Wm−1K−1). Esta bandeja está equipada con tubos de cobre

de 5mm de diámetro ubicados en los laterales para materializar las condiciones de borde del

problema. A continuación, una solución caliente acuosa de 3% de agar es vertida en la bandeja,

que luego se deja enfriar hasta los 277.15 K durante 12 horas para que se transforme en un gel.

Como resultado, se logra un excelente contacto en las interfaces agar/dispositivo y agar/tubos-de-

cobre. La Figura 3.33b muestra la configuración experimental del dominio de testeo, incluyendo

el dispositivo embebido en el gel de agar. Para recrear las condiciones de borde del problema, uno

de los tubos de cobre es conectado a un circuito cerrado de agua a Tc = 303.15K±0.01K, y

el otro a uno con agua a Tf = 283.15K ±0.01K. La temperatura y los flujos de agua caliente

y frı́a son controlados utilizando un circulador termostático Julabo TD-12. El experimento se

lleva a cabo en un ambiente controlado, con una temperatura de 293.65K±0.5K, mientras que la

temperatura del dominio al comienzo del experimento (es decir, cuando se enciende el circulador)

es de 293.15K. La evolución de la temperatura a lo largo del experimento se registra utilizando una

cámara infrarroja Fluke Ti100, la cual posee una precisión de ±2K para el rango de temperatura

del experimento. En la Figura 3.33c se observa toda la configuración del experimento.

Hay que resaltar que el presente dispositivo reproduce las hipótesis del modelo numérico

(aquellas del experimento de Narayana y Sato (2012)) en lo que concierne a la geometrı́a del

dispositivo y de la placa de agar, a los materiales utilizados, y a las condiciones de borde, excepto

por la temperatura prescrita Tc en el lado caliente (x = −Lx/2).
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La temperatura original Tc = 321.85K tanto en el experimento de Narayana y Sato (2012)

como en el presente modelo numérico no puede utilizarse, ya que produce la fusión del agua de

agar en las cercanı́as del tubo de cobre caliente. Debido a que esto invalidarı́a la hipótesis de

conducción pura, se decide por adoptar en el experimento una temperatura menor Tc = 303.15K.

De esta manera, la magnitud del flujo de calor en la placa sin el dispositivo es q0 = 126.67Wm−2,

y la nueva distribución de temperatura es cualitativamente idéntica a la mostrada en la Figura

3.30b, donde solo debe cambiarse el lı́mite superior del rango de temperatura. De esta forma, la

habilidad del presente dispositivo para invertir el flujo térmico no se ve afectada por este cambio.

Resultados

La lı́nea de tiempo del experimento se asume que comienza cuando el circulador es encendido

para llevar los tubos de cobre a sus respectivas temperaturas. En ese instante, el dominio de prueba

(mostrado en la Figura 3.33b) se encuentra a 293.15K. Luego, la evolución de la temperatura del

mismo se registra cada cinco minutos. A lo largo de todo el experimento, la temperatura ambiente

se mantiene en 293.65K±0.5K.

Luego de 45 minutos, Figura 3.34a, la placa de agar cercana al tubo frı́o adquiere la tempera-

tura prescrita Tf , pero el lado caliente todavı́a se encuentra 8K debajo de Tc. No obstante, notar

que la inversión de flujo de calor en el centro de la placa ya se encuentra en desarrollo. Luego de

80 min, Figura 3.34b, la temperatura en el lado caliente alcanza Tc. A los 110 min, Figura 3.34c,

el campo de temperatura en toda la placa de agar con el dispositivo embebido puede considerarse

que alcanza el estado estacionario, y el flujo de calor es claramente invertido en el centro.

�✁✂✄☎✆✝�

�✁✂✞☎✆✝�

�✁✞✟☎✆✝�

✄✁✝✠☎✆✝�

✄✁✝✄☎✆✝�

✡☛ ☞✌ ✍✎✏ ✑☛ ✒✓ ✍✎✏ ✔☛ ✕✕✓ ✍✎✏

Figura 3.34: Imágenes térmicas de la placa de agar y del dispositivo obtenidas con la cámara infrarroja: a) 45 minutos;

b) 80 minutos; y c) 110 minutos.

Estas observaciones pueden ser cuantitativamente analizadas utilizando las curvas en la Figura

3.35, las cuales muestran la evolución de la temperatura a lo largo de la lı́nea central AF durante

el experimento, junto también con la temperatura estacionaria calculada numéricamente. En base





Capı́tulo 4

Diseño computacional de

metamateriales mecánicos en régimen

estático

4.1. Metamateriales mecánicos

Los metamateriales mecánicos son materiales de diseño cuyas estructuras internas permiten

obtener propiedades mecánicas novedosas, como por ejemplo, relaciones de Poisson negativas,

ultra rigidez con bajas densidades, o compresibilidad negativa. Como se comenta en la Sección

1.1, más allá de Electromagnetismo, el concepto de transformación de coordenadas se utilizó exi-

tosamente para el diseño de metamateriales para conducción de calor (Narayana y Sato, 2012;

Schittny et al., 2013), difusión de masa (Guenneau y Puvirajesinghe, 2013; Restrepo-Flórez y

Maldovan, 2016), y acústica (Chen et al., 2007; Cummer et al., 2008; Zhang et al., 2011c), por

citar algunos, aprovechando el hecho de que las ecuaciones involucradas permanecen invariantes

ante un cambio de coordenadas (Milton, 2004; Pendry et al., 2006). Sin embargo, para sólidos

elásticos, según Milton et al. (2006), las ecuaciones de la mecánica del continuo derivadas de la

ley de Newton y de la de Hook generalizada no cumplen con estas caracterı́sticas, y demuestran la

necesidad de utilizar, más allá del tensor estándar de cuarto orden, tensores adicionales de tercer

orden para lograr ejemplos de camuflaje mecánico. Para evitar esto, Brun et al. (2009), aplican

estas transformaciones sin la necesidad de incorporar estos tensores adicionales, pero lo hacen

rompiendo la simetrı́a del tensor elástico de cuarto orden, lo que produce materiales anisótropos

de Cosserat (Cosserat y Cosserat, 1909), sobre los cuales muy poco se conoce acerca de la for-

ma de materializarlos. Norris y Shuvalov (2011) demuestran además que estas transformaciones

producen materiales de Willis (Willis, 1981), los cuales tienen a los materiales de Cosserat como

65
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casos particulares simplificados.

A pesar de estas dificultades, varios investigadores han realizado esfuerzos considerables para

fabricar los metamateriales derivados de la transformación de coordenadas. Por ejemplo, Stenger

et al. (2012) diseñaron un dispositivo circular para camuflaje mecánico, con propiedades elásti-

cas efectivas que variaban radialmente. Luego, Kadic et al. (2012) propusieron utilizar materiales

pentamodales para intentar imitar las propiedades derivadas de estas transformaciones, y segui-

damente Bückmann et al. (2014) utilizaron estos materiales para lograr camuflaje mecánico en

régimen estático.

Considerando entonces el escaso conocimiento acerca de la realización de materiales especı́fi-

cos de Willis o de Cosserat, Bückmann et al. (2015) proponen un enfoque basado en reticulados

para el diseño de metamateriales mecánicos realizables. Esta metodologı́a permite determinar la

geometrı́a de fabricación de los reticulados que forman el material, para lograr ası́ las propieda-

des requeridas. Sin embargo, el enfoque se limita a este tipo especı́fico de materiales. Teniendo

en cuenta todas estas desventajas de la metodologı́a de transformación de coordenadas aplicada

al campo de la Elasticidad, se propone la utilización del enfoque basado en optimización para el

diseño de metamateriales mecánicos fabricables.

4.1.1. Campo de desplazamientos en un cuerpo heterogéneo

Sea Ω originalmente un cuerpo hecho de un material arbitrario, y u0 el campo de desplaza-

mientos en Ω bajo determinadas tracciones t̄ y desplazamientos impuestos ū en las porciones ∂Ωt

y ∂Ωu, respectivamente, de la frontera ∂Ω de Ω. Luego, se asume que una inclusión de un segundo

material, de mayor o menor rigidez que el material original, es insertada en la región Ωincl ⊂ Ω,

como se muestra en la Figura 4.1. La presencia de una inclusión afecta sensiblemente el campo de

desplazamientos en Ω, el cual ahora es u.
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①
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Figura 4.1: Dominio, condiciones de borde de carga y desplazamientos en el cuerpo Ω con una inclusión Ωincl, que

debe ser camuflada utilizando el dispositivo Ωdisp con una microestructura no homogénea.
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Utilizando el método de elementos finitos (MEF), el desplazamiento u en cualquier punto

x ∈ Ω se aproxima como:

u(x) =

Nnod
∑

n=1

φn(x)un = ΦU, (4.1)

donde φn es la función de forma asociada al nodo n de la malla de elementos finitos de Ω, n =

1, 2, . . . , Nnod, y un es el desplazamiento en este nodo (incógnita); para u ∈ R
Ndim (Ndim = 2

para estado plano de tensiones y deformaciones, Ndim = 3 para problemas generales en 3D), Φ ∈

R
Ndim×Ndof es la matriz que agrupa las funciones de forma, con Ndof = NdimNnod, y U ∈ R

Ndof

es el vector de desplazamientos nodales, cuyas componentes un = ū(xn) se prescriben en todos

los nodos xn ∈ ∂Ωu. Por el otro lado, las componentes incógnitas de U son determinadas como

solución de las ecuaciones de equilibrio:

KmU = Fm, (4.2)

donde Km y Fm son las matrices de rigidez global y el vector de carga nodales, respectivamente,

dados por

Km =

∫

Ω
[Bm]TCBm dV, (4.3)

Fm =

∫

∂Ωt

ΦT t̄ dS +

∫

Ω
ΦTb dV, (4.4)

con Bm como matriz de tensión/desplazamiento, C como los módulos elásticos efectivos, y b co-

mo las fuerzas de cuerpo. El sistema algebraico lineal de ecuaciones (4.2) es la versión de MEF

de las ecuaciones de equilibrio para sólidos elásticos lineales, cuya solución es ampliamente deta-

llada en la literatura (ver por ejemplo el libro de Zienkiewicz y Taylor (2000) en los fundamentos

de MEF).

Ahora, si la inclusión Ωincl se rodea por un dispositivo Ωdisp, y se deja que la microestructura

en cada elemento finito Ω(e) ∈ Ωdisp sea caracterizada por Npar parámetros escalares agrupados

en el vector p(e), cualquier propiedad efectiva del material en Ω(e) puede representarse como

una función de p(e), como por ejemplo los módulos elásticos C = C(p(e)). De esta manera, la

microestructura en todo el dispositivo es caracterizada ahora por el vector P formado por todos los

parámetros p(e) de todos los Ndisp elementos finitos en el dispositivo Ωdisp, entonces P ∈ R
Nvar

con Nvar = NparNdisp. Consecuentemente, siendo Km = Km(P) en las ecuaciones de equilibrio

(4.2), inmediatamente surge que u en cualquier x ∈ Ω depende de P, es decir u = u(x,P).
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4.1.2. Manipulación del campo de desplazamientos como solución de un problema

de optimización

Se supone ahora que se quiere esconder la inclusión Ωincl de la Figura 4.1. Para lograrlo,

es necesario manipular el campo de desplazamientos en Ω de tal manera de recuperar el campo

original previo a la introducción de la inclusión, en particular, recuperar u0 en una región Ωcloak =

Ω \ (Ωdisp ∪ Ωincl). De esa forma, un observador en Ωcloak no va a detectar la presencia de la

inclusión. Manipulando ahora de cierta manera la distribución de microestructura en Ωdisp, se

intenta buscar P tal que u(x,P) = u0(x) para todo x ∈ Ωcloak.

Para asegurar que el problema puede ser numéricamente resuelto, en vez de chequear el cum-

plimiento de la tarea en todos los puntos x ∈ Ωcloak, se lo hace en los Ncont predefinidos puntos

de control x̄(i) ∈ Ωcloak. Ası́, la forma discreta del problema de manipulación de desplazamientos

puede definirse como: encontrar P ∈ R
Ndisp tal que

u(x̄(i),P) = u0(x̄
(i)), i = 1, . . . , Ncont. (4.5)

Además, notar que no todo p(e) ∈ R
Npar define una microestructura admisible, lo cual restringe

la búsqueda de P a un conjunto de diseño factible D ⊂ R
Ndisp . En general, no va a ser posible

cumplir exactamente la tarea de manipulación de desplazamientos (4.5) buscando P en el conjunto

D. Por lo tanto, con el fin de obtener un diseño óptimo, se propone resolver el siguiente problema

de optimización no lineal con restricciones:

mı́n
P∈D

fobj(P), (4.6)

donde P juega el rol de variables de diseño, Ndisp es el número de variables de diseño, y fobj es la

función objetivo, definida como

fobj =

√

√

√

√

1

Ncont

Ncont
∑

i=1

∥

∥u(x̄(i),P)− u0(x̄(i))
∥

∥

2
, (4.7)

la cual representa la raı́z del error cuadrático medio (RMSE) en el cumplimiento de la tarea (4.5).

Utilizando el presente enfoque, es posible recuperar completamente el campo de desplaza-

mientos u0 en Ωcloak si el dominio factible de diseño D es lo suficientemente rico. Si no lo fuera,

se obtiene un dispositivo para el cual el error en el cumplimiento de la tarea alcanza un mı́nimo.
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4.1.3. Definición de metamaterial para deformación plana

Como metamaterial se utiliza nuevamente un laminado formado por dos materiales isótropos

(Material A y B). La microestructura en cualquier elemento finito Ω(e) ∈ Ωdisp está completamen-

te caracterizada por p(e) = [t
(e)
A θ(e)], siendo t

(e)
A el espesor relativo de la lámina de Material A y

θ(e)π la orientación del laminado; notar que el espesor relativo del Material B es tB = 1 − t
(e)
A ,

ya que Elemento de Volumen Representativo (RVE) se considera unitario (ver Figura 4.2). Aun-

que todos estos materiales son isótropos, el laminado Material A/Material B es marcadamente

anisótropo. En cada elemento finito, se adopta el marco Cartesiano local λτz como referencia,

con τ normal al laminado, λ y τ sobre el plano xy, y z es la dirección de deformación nula.

Las componentes tensoriales relevantes de las propiedades efectivas referidas al marco λτz son

listadas en la Tabla 4.1. Expresiones analı́ticas para bi-laminados sujetos a tensión plana fueron

obtenidas por Vasiliev y Morozov (2013) utilizando un análisis micromecánico. Siguiendo estos

autores, se derivan las presentes expresiones analı́ticas para deformación plana. Cuando las mis-

mas se refieren al marco local λτz, todas las propiedades fı́sicas del bi-laminado dependen del

espesor relativo de las láminas, es decir, de tA y tB . La dependencia con la orientación θ(e) se

introduce cuando estas propiedades son referidas a los ejes Cartesianos xyz.

Tabla 4.1: Propiedades mecánicas efectivas de un laminado formado por materiales A y B referidas al marco Cartesiano

local λτz.

Módulos elásticos Cλλλλ = Eλ(1− νλτντλ)[1− ν2λz − 2νλτντλ(1 + νλz)]
−1

Cττττ = Eτ (1− νλz)(1− 2νλτντλ − νλz)
−1

Cλλττ = Eτνλτ (1− 2νλτντλ − νλz)
−1

Cλτλτ = Gλτ

Módulos de Young Eλ = [EAtA(1− ν2A)
−1 + EBtB(1− ν2B)

−1](1− ν2λz)
Eτ =

[

(1− 2νA)(1 + νA)tA(EA(1− νA))
−1 . . .

+(1− 2νB)(1 + νB)tB(EB(1− νB))
−1 + 2ν2λτ (Eλ(1− νλz))

−1
]−1

Coeficientes de νλz = [EAtAνA(1− ν2A)
−1 + EBtBνB(1− ν2B)

−1][EAtA(1− ν2A)
−1

Poisson + EBtB(1− ν2B)
−1]−1

νλτ = [νAtA(1− νA)
−1 + νBtB(1− νB)

−1](1− νλz)

ντλ = νλτEτE
−1
λ

Módulo de corte Gλτ = GAGB(tAGB + tBGA)
−1
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4.2. Metadispositivos para manipulación del campo de desplazamien-

tos

4.2.1. Camuflaje mecánico

Se intenta recuperar el campo de desplazamientos que existı́a en un dominio Ω, previo a la

introducción de una inclusión Ωincl, de forma tal que no se detecte la presencia de la misma. Este

concepto no es otra cosa más que la definición de camuflaje, y puede hacerse una analogı́a con lo

desarrollado en la Sección 3.2.2, en donde se intenta recuperar el campo de temperatura original

con el objetivo de que no se detecte la presencia del dispositivo bloqueador de flujo térmico. En

el siguiente ejemplo se pretende diseñar un dispositivo que permita camuflar la presencia de un

agujero que se realiza sobre una placa de un material determinado.

Se aplica ası́ el diseño basado en optimización para diseñar un dispositivo para camuflaje

mecánico similar al diseñado por Bückmann et al. (2015), pero que utiliza el enfoque basado en

reticulados, el cual se aplica solamente a materiales cuya estructura interna está formada por esos

reticulados, y en donde se intenta encontrar la geometrı́a adecuada de los mismos para lograr la

tarea deseada de camuflaje.

De esta manera, dada una placa agujereada Ω hecha de nylon, y comprimida por una carga

de 100 kN/m aplicada en dos caras opuestas (ver Figura 4.2), el problema consiste en camuflar el

agujero Ωincl utilizando un anillo (dispositivo) que ocupa la región Ωdisp. Como materiales candi-

datos para el laminado (metamaterial), se eligen dos materiales isótropos: aluminio como Material

A, con módulo de Young E = 69GPa, coeficiente de Poisson ν = 0.32 y módulo de corte

G = 26.14GPa, y politetrafluoroetileno (PTFE) como Material B, con E = 0.5GPa, ν = 0.4 y

G = 0.18GPa. Las rigideces de estos materiales son sensiblemente diferentes que la del material

base (el nylon tiene E = 3GPa, ν = 0.4 y G = 1.07GPa).

La placa Ω se asume que está bajo un estado de deformación plana y se modela utilizando

una malla de 200 × 200 elementos finitos bilineales. Considerando la misma pero sin agujero, la

solución de MEF para el campo de desplazamientos, es decir u0, es la dada en las Figuras 4.4b

y c. Ahora, si se tiene en cuenta el agujero Ωincl y se descartan los elementos finitos que quedan

dentro de Ωincl, la solución de MEF para los desplazamientos, es decir unocloak, es la mostrada

en las Figuras 4.4e y f, y el error en el cumplimiento de la tarea de camuflaje es RMSEnocloak =

1.576mm = 0.531máx ‖u0‖, con máx ‖u0‖ = 2.970mm.

Ambas mallas (sin y con agujero) son estructuradas e idénticas, aunque difieren en el número

de elementos. Para lograr la malla con agujero, se eliminan los elementos correspondientes al

agujero (de la malla original) y luego se renumeran los nodos y elementos de la nueva malla
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contiene como variables solo los vectores p(e) que caracterizan la microestructura en los elemen-

tos de Ωdisp, con P2e−1 = p
(e)
1 = t

(e)
A y P2e = p

(e)
2 = θ(e), e = 1, 2, . . . Ndisp. Ası́, el número total

de variables de diseño es Nvar = 2Ndisp = 30168.

Para el metamaterial definido en la Sección 4.1.3, el presente problema de optimización esta

sujeto a las siguientes restricciones de caja:

0 ≤ P2e−1 = t
(e)
A ≤ 1, (4.8)

0 ≤ P2e = θ(e) ≤ 1, con e = 1, . . . , Ndisp. (4.9)

Como punto inicial se toma t
(e)
A = θ(e) = 0.5 en todos los elementos de Ωdisp. El problema de

optimización no lineal con restricciones (4.6) se resuelve utilizando nuevamente IPOPT (Wächter

y Biegler, 2006). Como sugiere Sigmund (2007), se utiliza también un filtrado de densidad (Bruns

y Tortorelli, 2001) para no obtener soluciones con checkerboard.

Resultados

Las Figuras 4.4(g.1) y (g.2) muestran la distribución calculada óptima de microparámetros en

el dispositivo camuflador (espesor de Material A y orientación de las láminas respectivamente),

la cual hace que el campo de desplazamientos sea el representado por las Figuras 4.4h e i, con

RMSE = 0.00128RMSEnocloak.

Considerando la medida del error en el cumplimiento de la tarea propuesta en el trabajo de

Bückmann et al. (2015), la cual es

∆ =

√

∑Ncont

i=1

∥

∥u(x̄(i),P)− u0(x̄(i))
∥

∥

2

√

∑Ncont

i=1

∥

∥u0(x̄(i))
∥

∥

2
× 100, (4.10)

se obtiene ∆ = 0.11% para el dispositivo diseñado. Este es un excelente valor de performance

comparado con el obtenido por Bückmann et al. (2015), el cual es ∆ ≈ 20%. Esto comprueba

nuevamente el buen funcionamiento de la metodologı́a de diseño computacional de metamate-

riales basada en optimización, en comparación con las metodologı́as clásicas de diseño de estos

materiales.

La gran diferencia de error entre el dispositivo de Bückmann et al. (2015) y el diseñado por

optimización es que el primero se basa en transformación de coordenadas, en donde se necesitan

propiedades de materiales extremas imposibles de lograr en la realidad. Sin embargo, para ser jus-

tos, el dispositivo de Bückmann et al. (2015) permite camuflar un agujero sujeto a esfuerzos que

resultan de cargas externas aplicadas en cualquier dirección. En cambio, el presente dispositivo
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4.2.2. Camuflaje termo-mecánico

Sea nuevamente Ω un cuerpo hecho de un material arbitrario, y u0 el campo de desplazamien-

tos en Ω como consecuencia de ciertas condiciones de borde térmicas y mecánicas. Cuando el ma-

terial en una región Ωincl ∈ Ω se reemplaza por otro con una marcada diferencia de conductividad

térmica, rigidez y/o expansión térmica, el campo de desplazamientos en Ω se ve significativamen-

te afectado. Si ahora, como se hizo en la Sección 4.2.1, se desea camuflar esa inclusión, se debe

diseñar un metamaterial en la región Ωdisp que cubra la inclusión Ωincl de tal forma que el campo

de desplazamientos resultante u se asemeje a u0 un una región determinada Ωcloak ∈ Ω.

Asumiendo un comportamiento termo-elástico lineal y pequeñas deformaciones, el campo de

desplazamientos en Ω está gobernado por la ecuación de equilibrio

divσ + b = 0, (4.11)

donde b son las fuerzas de cuerpo, y σ el tensor de tensiones de Cauchy definido por

σ = C : [ε−α (T − Tref)] ,

siendo ε = [ gradu+ ( gradu)T ]/2 el tensor de deformaciones infinitesimales, C nuevamente el

tensor de módulos elásticos, α el tensor de expansión térmica, T la temperatura y Tref la tempe-

ratura para deformación térmica nula. La dependencia de u respecto de T obliga el acople de la

ecuación de equilibrio (4.11) con la de conducción de calor

div (k gradT ) + s = 0. (4.12)

Aquı́, este problema termomecánico acoplado se resuelve utilizando nuevamente MEF, co-

mo se detalla en el artı́culo de Fachinotti et al. (2015c). Con Ω dividida en elementos finitos, la

microestructura en cada elemento Ω(e) en la región Ωdisp se caracteriza por el vector p(e) de mi-

croparámetros. Consecuentemente, cualquier propiedad material efectiva en Ω(e) es una función

de p(e), como es el caso de la conductividad térmica, la expansión térmica y el módulo elástico.

Acoplar los campos térmicos con la repuesta mecánica del dominio introduce una complicación

adicional en el diseño de metamateriales basado en optimización. A pesar de que el problema de

optimización se define solo en términos del campo de desplazamientos, el cumplimiento de la

tarea de camuflaje se va a ver afectado por la dependencia de los desplazamientos y la tempe-

ratura con respecto a la distribución de microparámetros. El presente enfoque puede verse como

una generalización de lo propuesto por Sigmund y Torquato (1996) para el diseño de metama-
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teriales con caracterı́sticas extremas de expansión térmica, donde solo las propiedades mecánicas

son consideradas, ya que la distribución de temperatura siempre está prescrita independientemente

de la inhomogeneidad en la conductividad térmica. Notar que el problema resuelto por Sigmund

y Torquato (1996) no involucra ni el acople entre el equilibrio de fuerzas y las ecuaciones de

conducción de calor, ni la dependencia de la temperatura con los microparámetros. Sin embargo,

estos aspectos son tenidos en cuenta en el presente problema termomecánico acoplado. De esta

manera, dada la placa agujereada Ω de la Figura 4.5, hecha de nylon, con condiciones de borde

térmicas y mecánicas (fuerzas externas y temperaturas impuestas), y despreciando las fuerzas de

cuerpo, se pretende camuflar el agujero Ωincl utilizando un anillo (dispositivo) que ocupa la región

Ωdisp. El presente dominio de análisis tiene las mismas proporciones que el de la Sección 4.2.1,

pero sus medidas absolutas han sido incrementadas para que el efecto de la temperatura sobre las

deformaciones sea más acentuado.
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Figura 4.5: Dominio Ω = Ωcloak∪Ωdisp∪Ωincl y condiciones de borde del problema termo-mecánico. Arriba,

el Elemento de Volumen Representativo (RVE) caracterizando la microestructura en el dispositivo Ωdisp.

Como metamaterial del dispositivo, se utiliza nuevamente un laminado formado por dos mate-

riales isótropos (Material A y B). Al igual que en la Sección 4.1.3, la microestructura en cualquier

elemento finito Ω(e) ∈ Ωdisp está completamente caracterizada por p(e) = [t
(e)
A θ(e)] (representada

por el RVE de la Figura 4.5). De esta manera, las propiedades mecánicas efectivas del laminado

respecto de los ejes locales λτz son las ya definidas en la Tabla 4.1. Ahora, si también se tienen

en cuenta las propiedades térmicas efectivas, en la Tabla 4.2 puede verse la dependencia de la

conductividad y de la expansión térmica con respecto a t
(e)
A (referidas a los ejes locales del la-

minado). La primera dependencia es análoga a la de la Sección 3.1.3, y la segunda fue obtenidas
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también utilizando un análisis micromecánico análogo al de Vasiliev y Morozov (2013). Luego, la

dependencia con la orientación θ(e) se introduce cuando estas propiedades son referidas a los ejes

Cartesianos xyz.

Tabla 4.2: Propiedades térmicas efectivas de un laminado formado por materiales A y B referidas al marco Cartesiano

local λτz.

Conductividad térmica kλλ = tAkA + tBkB

kττ = kAkB(tAkB + tBkA)
−1

Expansión térmica αλλ = [αAEAtA(1− νA)
−1 + αBEBtB(1− νA)

−1](1− νλz)E
−1
λ

αττ = αAtA(1 + νA)(1− νA)
−1 + αBtB(1 + νB)(1− νB)

−1

− 2νλταλλ(1− νλz)
−1

Como materiales A y B para este ejemplo se eligen ahora aluminio y polietileno, y además se

considera que el módulo de Young de estos materiales depende de la temperatura. Lo mismo para

el material base (nylon). Las funciones que relacionan el módulo de Young con la temperatura se

obtienen de una regresión no lineal de las funciones reportadas en las referencias de la Tabla 4.3. El

resto de las propiedades térmicas y mecánicas se mantienen constantes, con los valores mostrados

en la Tabla 4.4. Es importante destacar que aun si estas propiedades se mantienen constantes

para cada material constituyente del laminado, la sola dependencia del módulo de Young con la

temperatura genera cambios en todas las propiedades mecánicas efectivas listadas en las Tablas

4.1 y 4.2.

Tabla 4.3: Dependencia del módulo de Young (en GPa) con la temperatura tanto para el nylon, aluminio y polietileno.

Nylon Aluminio Polietileno

(Shibukawa et al., 1962) (Hopkins et al., 2012) (Govaert et al., 1992)

2.334
[

1.208−
(

1 + e−0.141T+48.5
)−1

]

EA = −0.04T + 80 EB = 136.155 e−0.0161T

Tabla 4.4: Propiedades térmicas y mecánicas del nylon, aluminio y polietileno.

Propiedad Nylon Aluminio Polietileno

Cond. térm. (Wm−1K−1) 0.31 kA = 205 kB = 0.46
Coeficientes de Poisson 0.4 νA = 0.32 νB = 0.46

Mód. de corte (GPa) E/(2 + 2 ∗ ν) GA = EA/(2 + 2 ∗ νA) GB = EB/(2 + 2 ∗ νB)
Expansión térmica (K−1) 8× 10−5 αA = 2.3× 10−5 αB = 15× 10−5

La placa Ω se asume que está bajo un estado de deformación plana, y dada la simetrı́a del

dominio y de las condiciones de borde, solo un cuarto de Ω con x ≥ 0 y y ≥ 0 es modelado

utilizando una malla de 100× 100 elementos finitos bilineales. El campo de desplazamientos u se
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determina resolviendo la ecuación de equilibrio (4.11) luego de resolver la ecuación de conducción

del calor (4.12) (la que genera el campo de temperaturas T ). Ambas ecuaciones son resueltas

utilizando MEF.

Considerando la placa de nylon sin el agujero, la solución de MEF para el campo de desplaza-

mientos, esto es u0, es la que se observa en las Figuras 4.6b y c; notar que máx ‖u0‖ = 9.19mm.

Para la placa con el agujero (Ωincl), sin el dispositivo camuflador, el campo de desplazamientos

es el mostrado en las Figuras 4.6f y g, y el error en el cumplimiento de la tarea de camuflaje es

RMSEnocloak = 4.02mm = 0.44máx ‖u0‖.

Problema de optimización

Se busca ası́ diseñar un dispositivo Ωdisp alrededor del agujero Ωincl, tal que los desplazamien-

tos se aproximen a u0 en todos los nodos exteriores a Ωdisp. Para ello se resuelve el problema de

optimización (4.6) con las variables de diseño p(e) = [t
(e)
A θ(e)] en cada elemento finito de Ωdisp

y agrupadas en el vector P. Como restricciones de caja se utilizan las mismas que en la Sección

4.2.1, y para el punto inicial se toma t
(e)
A = θ(e) = 0.5. El problema de optimización no lineal con

restricciones (4.6) se resuelve utilizando nuevamente IPOPT (Wächter y Biegler, 2006). Como

sugiere Sigmund (2007), se utiliza también un filtrado de densidad (Bruns y Tortorelli, 2001) para

no obtener checkerboard.

Análisis de sensibilidad

Nuevamente, para una resolución eficiente del problema de optimización (4.6), se requiere

el cálculo analı́tico de la derivada de la función objetivo con respecto a las variables de diseño

(df/dPi). Se utiliza nuevamente el método adjunto, y de esta manera la función objetivo puede

reescribirse como (Chen y Tong, 2005a):

f(P) = f(P)− ξT (KT− F)− λT (KmU− Fm) , (4.13)

donde los términos adicionales son nulos en virtud de las Ecuaciones de balance de MEF (3.6)

y (4.2). A diferencia del ejemplo puramente mecánico de la Sección anterior 4.2.1, el vector de

carga nodales Fm se redefine para tener en cuenta esfuerzos termo-mecánicos. De esta manera se

obtiene:

Fm =

∫

∂Ωt

ΦT t̄ dS +

∫

Ω
ΦTb dV −

∫

Ω
[Bm]T α (T − Tref) dV = Ft + Fb − FTh, (4.14)
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donde aparece el término adicional FTh correspondiente a los esfuerzos térmicos. Ası́, la derivada

(4.13) con respecto a la componente ith de P está dada por:

df

dPi

=
∂f

∂Pi

+
∂f

∂U

dU

dPi

− ξT
(

∂K

∂Pi

T+K
dT

dPi

+ K̂
dT

dPi

)

− λT

(

∂Km

∂Pi

U+Km dU

dPi

+ K̂m dT

dPi

+
∂FTh

∂Pi

+
∂FTh

∂T

dT

dPi

)

, (4.15)

donde K̂ tiene componentes K̂jk = (∂Kjl/∂Tk)Tl, mientras que las componentes de K̂m son

K̂m
jk = (∂Km

jl/∂Tk)Tl. Los términos en (4.15) puede reacomodarse como:

df

dPi

=
∂f

∂Pi

+

(

∂f

∂U
− λTKm

)

dU

dPi

−

[

λT

(

∂FTh

∂T
+ K̂m

)

+ ξT
(

K+ K̂
)

]

dT

dPi

− λT

(

∂Km

∂Pi

U+
∂FTh

∂Pi

)

− ξT
∂K

∂Pi

T. (4.16)

De forma tal de evitar el costo computacional de calcular dT/dPi y dU/dPi, los vectores adjuntos

se determinan resolviendo:

Kmλ =
∂f

∂U

T

, (4.17)

y
(

K+ K̂
)T

ξ = −

(

∂FTh

∂T
+ K̂m

)T

λ. (4.18)

De esta manera, la sensibilidad de la función objetivo con respecto a los microparámetros puede

calcularse como:

df

dPi
=

∂f

∂Pi
− λT

(

∂Km

∂Pi
U+

∂FTh

∂Pi

)

− ξT
∂K

∂Pi
T. (4.19)

Este cálculo de la sensibilidad se determinó considerando propiedades térmicas y mecánicas

termo-dependientes, lo que introduce una pequeña modificación en la metodologı́a propuesta por

Chen y Tong (2005b), en donde esa dependencia con la temperatura no era tenida en cuenta.

Resultados

Las Figuras 4.6(i.1) y (i.2) muestran la distribución calculada óptima de microparámetros en

el dispositivo camuflador (espesor de Material A y orientación de las láminas respectivamente),

la cual hace que el campo de desplazamientos sea el representado por las Figuras 4.6j y k, con

RMSE = 0.017RMSEnocloak. A su vez, en las Figuras 4.6d, h y l pueden observarse los campos

de temperatura resultantes tanto para la placa de nylon sin agujero, con agujero, y con el metadis-

positivo respectivamente.





80 CAPÍTULO 4. DISEÑO COMP. DE METAMAT. MEC. EN RÉGIMEN ESTÁTICO

caracterizable. Sin embargo, mas allá de la dificultad o imposibilidad de fabricar metamateria-

les anisótropos especı́ficos, estos enfoques producen metadispositivos inhomogéneos, lo cual es

también otra importante desventaja para el diseño de dispositivos practicables.

En la Sección 3.3.5 se introduce la idea de considerar que un dispositivo para manipulación

térmica puede comportarse como un metamaterial a escala macro siendo fabricado con incluso

unos pocos materiales isótropos. Ahora, esta forma de diseñar dispositivos de fácil fabricación

para manipular campos macroscópicos se extiende a problemas elastoestáticos. Particularmente,

se prueba su capacidad para diseñar dispositivos para camuflaje mecánico utilizando solamente

dos materiales elásticos isótropos y homogéneos.

4.3.1. Optimización Discreta de Material (DMO)

En un amplio rango de materiales, los llamados materiales “cuantitativamente caracterizables”

(Kachanov y Sevostianov, 2005), las propiedades materiales efectivas dependen de unos pocos

parámetros: el espesor y orientación de láminas en laminados (Peralta et al., 2017), la densidad

y los factores de irregularidad en materiales con inhomegeneidades aisladas (Kachanov y Sevos-

tianov, 2005), el tamaño de inclusiones prismáticas en compuestos elásticos (Fachinotti et al.,

2015c), la orientación de fibras en polı́meros reforzados con fibras (Lund y Stegmann, 2005), o

el tamaño de partı́culas o inclusiones en implantes dentales (Chen et al., 2013b). De esta forma,

estos parámetros pueden ser las componentes del vector p(e) en un elemento finito (al igual que

en la Sección 3.3.1).

Los metamateriales diseñados utilizando el enfoque de Bückmann et al. (2015) son cuanti-

tativamente caracterizados cuando p(e) define la topologı́a de la celda unitaria en el elemento

Ω(e). Actualmente, siguiendo el enfoque de Optimización Libre de Material (FMO) (Kocvara y

Stingl, 2007), materiales de Cosserat como los diseñados utilizando el enfoque de transformación

de coordenadas pueden ser representados asumiendo que las componentes de p(e) son las propie-

dades efectivas del material (o sus componentes si las mismas son tensores). De esta manera, el

presente enfoque basado en optimización puede tratar las demás metodologı́as de diseño como

casos particulares.

Para facilitar la fabricación, como se hace en la Sección 3.3.1, el material en cada punto

del dispositivo propuesto se selecciona de una lista predefinida de Ncand materiales candidatos.

Luego de seleccionado los mismos, con sus correspondientes módulos elásticos efectivos Cm,

m = 1, 2, . . . , Ncand, el tensor elástico efectivo C
(e) en cada elemento finito Ω(e) ∈ Ωdisp se define
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por la siguiente regla de mezclas:

C
(e) =

Ncand
∑

m=1

φ(e)
m Cm, (4.20)

donde φ
(e)
m es la fracción del material candidato m en el elemento finito Ω(e). Como el material en

Ω(e) debe ser uno de los candidatos y no una mezcla de ellos, φ
(e)
m deberı́a tender a uno o cero. Esto

hace que (4.6) sea un problema de optimización discreta, el cual es muy caro de resolver cuando

el número de variables de diseño es grande (como es el caso en donde hay Ncand variables por ele-

mento finito en una malla lo suficientemente fina). Es por ello que se transforma este problema de

optimización discreta en uno de optimización continua, el cual puede ser resuelto eficientemente

utilizando algoritmos basados en gradientes. Nuevamente, como se hizo en la Sección 3.3.1, se

utiliza la técnica de DMO propuesta en (Stegmann y Lund, 2005), donde φ
(e)
m se define como una

función continua de las variables reales ρ
(e)
m ∈ [0, 1]:

φ(e)
m =

(

ρ
(e)
m

)p
∏Ncand

k=1,k 6=m

[

1−
(

ρ
(e)
k

)p]

∑Ncand

j=1

(

ρ
(e)
j

)p
∏Ncand

k=1,k 6=j

[

1−
(

ρ
(e)
k

)p] ≡ φm(p(e)), (4.21)

con p(e) = [ρ
(e)
1 , . . . , ρ

(e)
Ncand

], y ρ
(e)
m jugando el rol de variable de diseño. Notar que el problema

de optimización continua (4.6) está sujeto a las restricciones de caja 0 ≤ ρ
(e)
m ≤ 1. Al igual que

en optimización topológica (Bendsøe y Sigmund, 2003), valores intermedios de la fracción de

material φ
(e)
m son penalizados seleccionando p ≥ 3 en (4.21). Luego de introducir la Ecuación

(4.21) dentro de la Ecuación (4.20), es aparente que los módulos efectivos en cada elemento finito

Ω(e) ∈ Ωdisp pueden expresarse como función del vector p(e), por lo que el número de variables

de diseño por elemento finito dentro del dispositivo es igual al número de materiales candidatos,

es decir, Npar ≡ Ncand.

4.3.2. Camuflaje mecánico por DMO

Se aplica ası́ la metodologı́a de DMO para el diseño de un dispositivo para camuflaje mecánico

como una alternativa al diseñado en la Sección 4.2.1. El dominio Ω de análisis es la misma placa

agujereada de la Figura 4.2, hecha de nylon (el nylon tiene E = 3GPa y ν = 0.4), y comprimida

por una carga de 100 kN/m aplicada en dos caras opuestas. El problema consiste en camuflar el

agujero Ωincl utilizando un anillo (dispositivo) que ocupa la región Ωdisp.

Se eligen los mismos materiales candidatos: aluminio como Material A, con módulo de Young

E = 69GPa y coeficiente de Poisson ν = 0.32, y politetrafluoroetileno (PTFE) como Material B,

con E = 0.5GPa y ν = 0.4.
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A diferencia del ejemplo de la Sección 4.2.1, la placa Ω se asume que está bajo un estado de

tensión plana. Se modela utilizando una malla de 200× 200 elementos finitos bilineales. Conside-

rando la misma pero sin agujero, la solución de MEF para el campo de desplazamientos, es decir

u0, es la dada en las Figuras 4.7b y c. Ahora, si se tiene en cuenta el agujero Ωincl y se descartan

los elementos finitos que quedan dentro de Ωincl, la solución de MEF para los desplazamientos, es

decir unocloak, es la mostrada en las Figuras 4.7e y f, y el error en el cumplimiento de la tarea de

camuflaje es RMSEnocloak = 1.845mm = 0.685máx ‖u0‖, con máx ‖u0‖ = 2.693mm.

Problema de optimización

Se diseña el dispositivo Ωdisp alrededor del agujero Ωincl, tal que los desplazamientos se apro-

ximen a u0 en todos los Ncont = 19972 nodos exteriores a Ωdisp. Se intenta ası́ camuflar Ωincl

resolviendo el problema de optimización (4.6) con las variables de diseño P definiendo el ma-

terial en todos los Ndisp = 15086 elementos finitos cuyos centros se encuentran en Ωdisp. Ası́,

el número total de variables de diseño es Nvar = 2Ndisp = 30168. Como punto inicial se toma

ρ
(e)
1 = ρ

(e)
2 = 0.5.

El problema de optimización no lineal con restricciones (4.6) se resuelve utilizando nueva-

mente IPOPT (Wächter y Biegler, 2006). Como sugiere Sigmund (2007), se utiliza un filtro de

suavizado de densidad Heaviside, tanto para obtener soluciones sin checkerboard, como para re-

ducir las zonas grises.

Resultados

La Figura 4.7g muestra la distribución calculada óptima de material en el dispositivo camufla-

dor, la cual hace que el campo de desplazamientos sea el representado por las Figuras 4.7h e i, con

RMSE = 0.00417RMSEnocloak.

Para eliminar las zonas grises que todavı́a se observan en el diseño óptimo de la Figura 4.7g, se

aplica un simple filtrado a posteriori de “blanco-y-negro” propuesto por Fachinotti et al. (2018a)

(Sección 3.3.5): si la fracción de aluminio en un elemento es mayor que un cierto lı́mite φ∗ ∈

(0, 1), el elemento se asume completamente hecho de aluminio; de otra manera, se considera como

PTFE. De esta manera, el dispositivo se vuelve más fácil de fabricar a expensas de deteriorar el

cumplimiento de la tarea, ya que ahora la distribución de material no es más óptima. A priori, la

elección natural para φ∗ deberı́a ser φ∗ = 0.5, lo que es equivalente a asumir que el material en un

elemento es aquel que tiene la mayor fracción; sin embargo, el correspondiente dispositivo (Figura

4.7j) cumple de una forma pobre la tarea de camuflaje, con un RMSE = 0.5495RMSEnocloak.

De hecho, el menor error en la tarea de camuflaje se logra para un lı́mite bastante bajo de φ∗,
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Por último, para una fabricación todavı́a más fácil, se eliminan las zonas estrechas de alumi-

nio en la parte superior e inferior del dispositivo mostrado en la Figura 4.7m, obteniendo ası́ el

mostrado en la Figura 4.7p, el cual tiene un RMSE = 0.0896RMSEnocloak. Este dispositivo tiene

un núcleo de aluminio con un recubrimiento de PTFE de espesor variable, actuando el conjunto

como un mecanismo flexible para camuflar el agujero.

Considerando la medida del error en el cumplimiento de la tarea (ver Ecuación (4.10)), se

obtiene ∆ = 0.40% para el dispositivo diseñado. Este es un muy buen valor de performance

comparado con el obtenido por Bückmann et al. (2015), el cual es ∆ ≈ 20%.

Extensión a múltiples cargas

Modificando la función objetivo, esta metodologı́a permite muy fácilmente cumplir con otras

tareas. Más aun, cambiar las geometrı́as, tanto del dispositivo como del dominio de análisis, o las

condiciones de borde (cargas y desplazamientos), implica solamente modificar el modelo de ele-

mentos finitos, sin alterar en ninguna medida la metodologı́a basada en optimización. Por lo tanto,

problemas reales o ingenieriles, complejos y hasta en tres dimensiones, pueden ser directamente

resueltos.

Por ejemplo, considerar múltiples cargas implica una fácil redefinición de la función objetivo.

Sea u0 = u0(x,F
(α)) el desplazamiento causado por una fuerza externa F(α) en el dominio Ω

sin la inclusión, y u = u(x,P,F(α)) el desplazamiento causado por esa fuerza en Ω en presencia

de la inclusión Ωincl junto con el dispositivo camuflador ocupando Ωdisp, donde la distribución del

material es definida por P. En presencia de múltiples cargas F(1),F(2), . . . ,F(Ncarga), la función

objetivo que representa el error en el cumplimiento de la tarea global de camuflaje puede ser

definida como una suma ponderada de los RMSE en el cumplimiento de tareas individuales, esto

es:

fobj =

Ncarga
∑

α=1

ωα

√

√

√

√

1

Ncont

Ncont
∑

i=1

∥

∥u(x̄(i),P,F(α))− u0(x̄(i),F(α))
∥

∥

2
, (4.22)

donde ωα es el peso asignado al cumplimiento de la tarea para la fuerza externa F(α); tı́picamente,

ωα = 1/Ncarga.

Como ejemplo de aplicación, al problema descrito previamente en la Sección 4.3.2 se le agrega

una carga vertical, como se muestra en la Figura 4.8. Ahora, el camuflaje tiene que lograrse tanto

para la carga horizontal (compresión en el ejemplo previo), como para la carga vertical (tracción).

En la placa de nylon con agujero, es decir, sin el dispositivo camuflador, el error en el cumplimien-

to de la tarea global es fobj = fnocloak = 1.8493mm = 0.6868máx ‖u0‖, con RMSE
hcomp
nocloak =
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Figura 4.8: Geometrı́a y cargas para el ejemplo de camuflaje mecánico bajo un estado de dos cargas.

0.6853máx ‖u0‖ para la compresión horizontal y RMSEvtens
nocloak = 0.6883máx ‖u0‖ para la trac-

ción vertical.

El dispositivo óptimo es el mostrado en la Figura 4.9g, para el cual fobj = 0.00212 fnocloak,

RMSEhcomp = 0.00207RMSE
hcomp
nocloak, y RMSEvtens = 0.00219RMSEvtens

nocloak. Más allá de que el

dispositivo cumple la tarea de camuflaje muy bien, se ve seriamente afectado por zonas grises.

Si se define ahora un dispositivo completamente discreto asumiendo que aquellos elementos

del dispositivo óptimo que tengan una fracción de aluminio mayor que φ∗ son completamente

hechos de aluminio, el mejor diseño es el obtenido para φ∗ = 0.033, mostrado en la Figura 4.9j,

para el cual el error global es fobj = 0.1101 fnocloak, y los errores individuales son RMSEhcomp =

0.1120RMSE
hcomp
nocloak y RMSEvtens = 0.1081RMSEvtens

nocloak.

Ahora, para una mejor manufacturabilidad, si se eliminan de este dispositivo aquellas pe-

queñas áreas de PTFE adyacentes al agujero, se obtiene el dispositivo mostrado en la Figu-

ra 4.9m, siendo levemente afectado el cumplimiento de la tarea, con fobj = 0.1104 fnocloak,

RMSEhcomp = 0.1124RMSE
hcomp
nocloak, y RMSEvtens = 0.1084RMSEvtens

nocloak.

Es importante resaltar que, debido a la naturaleza altamente no discreta del dispositivo óptimo

(Figura 4.9g), el cumplimiento de la tarea de camuflaje es considerablemente afectado por el fil-

trado de blanco-y-negro. Sin embargo, este es todavı́a satisfactorio, como puede verse cuando se

calcula el error ∆ (ver Ecuación (4.10)): ∆ = 10.74% para la tarea de camuflaje de la compresión

horizontal, y ∆ = 10.40% para la de tracción vertical.

Notar que los desplazamientos mostrados en la Figura 4.9 son aquellos producidos por la com-

presión horizontal, es decir, uhcomp. Ya que los dispositivos (el óptimo como también el discreto)

son prácticamente simétricos con respecto al centro de la placa, los desplazamientos producidos
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por la tracción vertical, es decir uvtens, son fácilmente derivables de uhcomp: incluso, las compo-

nentes horizontal y vertical de uvtens tienen mapas de colores casi idénticos a los mostrados en

la Figura 4.9 pero con sus rangos intercambiados. No sorprende ası́ que el presente dispositivo

cumpla la tarea de camuflaje de la misma manera para ambas cargas.

Tampoco es sorprendente, y vale la pena resaltarlo, que el dispositivo diseñado para múltiples

cargas cumpla la tarea de camuflaje para cada tarea individual de forma más pobre que aquel

dispositivo diseñado especı́ficamente para cada carga, como se hizo en la Sección previa 4.3.2.

Por último, se comprueba nuevamente ası́ la versatilidad del diseño computacional de materiales

para diseñar dispositivos con múltiples tareas.
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Capı́tulo 5

Diseño computacional de

metamateriales térmicos en régimen

transitorio

5.1. Metamateriales térmicos

Considerando ahora el régimen transitorio en el diseño de metamateriales térmicos, varios

trabajos bajo el enfoque clásico de transformación de coordenadas fueron realizados, como el ya

citado de Guenneau et al. (2012) en la Sección 2.1.1, y los trabajos de Narayana et al. (2013) y

Schittny et al. (2013). Narayana et al. (2013) fabrican un metadispositivo para bloqueo térmico su-

jeto a un proceso de conducción del calor transitorio, cuyo rendimiento se cuantifica en términos

de la disminución de la tasa de calentamiento de la zona protegida por el dispositivo. El mismo se

construye intentando emular la distribución de conductividad térmica anisótropa e inhomogénea

que determina el trabajo de Guenneau et al. (2012) utilizando transformación de coordenadas,

mientras que la distribución de la capacidad calorı́fica se determina empı́ricamente. Por otro lado,

Schittny et al. (2013) realizan un metadispositivo camuflador térmico donde emulan esa aniso-

tropı́a en la conductividad térmica pero consideran una capacidad calorı́fica efectiva inhomogénea

constante en todo el dispositivo. Es decir, en ambos trabajos no se considera la variación espacial

de la capacidad calorı́fica dada por la Ecuación 2.15 (en caso de camuflaje) como consecuencia

de la transformación de coordenadas. Esto último se debe nuevamente a que el enfoque basado

en transformación solamente determina la distribución de propiedades efectivas (requeridas para

logar la tarea de manipulación de flujo térmico), y no dice nada de cómo obtener esas propieda-

des, más aun en casos como los mencionados, en donde es necesario cumplir punto a punto varias

propiedades efectivas simultáneamente.

89
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5.1.1. Conducción del calor transitoria en un cuerpo heterogéneo

Se considera nuevamente un dominio en dos dimensiones representado por Ω en la Figura 5.1,

hecho de un material heterogéneo, con frontera ∂Ω dividida en dos partes no superpuestas: ∂Ωq

(en donde el flujo qpared está prescrito) y ∂ΩT (en donde la temperatura Tpared está prescrita). A

diferencia de la Sección 3.1.1, donde se considera solamente régimen estacionario, la conducción

de calor en Ω, teniendo en cuenta el perı́odo transitorio y que el flujo de calor obedece la Ley de

Fourier, está gobernada por la ecuación

ρc
∂T

∂t
= div (k gradT ) + s en Ω, (5.1)

con condiciones de borde

T = Tpared en ∂ΩT, (5.2)

q · n = qpared en ∂Ωq, (5.3)

y condiciones iniciales

T = T0 para t = 0, (5.4)

donde k es el tensor de segundo orden de la conductividad térmica efectiva, q es el campo vectorial

del flujo de calor, s es la fuente interna de calor, T es la temperatura, n es el vector unitario normal

a ∂Ω, y ρc es la capacidad calorı́fica efectiva.
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Figura 5.1: Problema de manipulación de flujo de calor en el dominio Ω, donde las propiedades efectivas en cada

sub-dominio Ω(e) dependen de un grupo de parámetros p(e).

Usando nuevamente MEF, el campo de temperatura en Ω se aproxima como:

T (x, t) = Nj(x)Tj(t) = N(x) ·T(t) ∀x ∈ Ω, (5.5)
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donde Nj es la función de forma asociada al nodo j de la malla de elementos finitos que representa

Ω, y Tj es la temperatura de ese nodo (incógnita). En la formulación estándar (Galerkin) de MEF,

el vector de temperaturas nodales T es la solución del sistema algebraico de ecuaciones

CṪ+KT = F, (5.6)

donde C, K y F son las matrices de capacitancia y conductividad global, y el vector de flujos

nodales respectivamente (Ecuaciones (2.18), (2.19) y (3.7)), y Ṫ es la derivada temporal de las

temperaturas nodales.

El problema transitorio (5.6) se integra en el tiempo utilizando nuevamente un esquema incon-

dicionalmente estable de diferencias finitas hacia atrás (Nithiarasu et al., 2016), lo que da origen

al siguiente sistema algebraico de ecuaciones en el instante de tiempo t+∆t:

C
Tt+∆t −Tt

∆t
+KTt+∆t = F, (5.7)

el cual debe resolverse para determinar la temperatura Tt+∆t en ese instante una vez que la tem-

peratura anterior Tt es conocida.

Como en la Sección 3.1.1, al ser Ω un cuerpo heterogéneo, el material varı́a elemento a ele-

mento en la malla de E elementos finitos Ω = Ω(1)∪Ω(2)∪· · ·∪Ω(E). En el elemento finito Ω(e),

las propiedades materiales o efectivas son funciones de un número finito de parámetros agrupa-

dos en el vector p(e) = [p
(e)
1 , p

(e)
2 , . . . , p

(e)
M ]. Ası́, la conductividad y capacitancia efectivas en el

elemento Ω(e) son

k(e) = k(p(e)) (5.8)

ρc(e) = ρc(p(e)). (5.9)

Además, de la contribución de todos los elementos de la malla, las matrices de conductividad

y capacitancia globales K y C respectivamente son

K = K(P) (5.10)

C = C(P) (5.11)

con

P = [p(1) p(2) . . . p(E)]. (5.12)
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De esta manera, de la Ecuación de balance (5.7) surge que la temperatura nodal en cada ins-

tante de tiempo t > 0 es una función de P, es decir, T = T(P, t).

5.1.2. Manipulación de flujo térmico como solución de un problema de optimiza-

ción

Si se asume nuevamente que el material obedece la Ley de Fourier, el flujo de calor en un

punto x(q) dentro del elemento finito Ω(q) es

q(q) = −k(p(q))B(x(q))T(P, t) ≡ q(q)(P, t). (5.13)

Manipular el flujo de calor dentro de Ω significa forzar que el mismo tome valores prescritos

q̄(q) en una serie de puntos de control x(q) ∈ Ω, con x(q) localizado dentro del elemento finito

Ω(q) y q = 1, 2, . . . , Q, ver Figura 5.1. Para cumplir esta tarea, se debe encontrar P tal que

q(q)(P, t) = q̄(q), para q = 1, 2 . . . , Q. (5.14)

La búsqueda de P está restringida a un espacio de diseño admisible D. En general, no será

posible cumplir con la tarea dada utilizando P ∈ D, pero puede lograrse con un error que puede

definirse como

f(P) =
1

tf

∫ tf

0
g(P, t) dt, (5.15)

donde g es la raı́z del error cuadrático medio en el cumplimiento de la tarea en todos los puntos de

control en el instante t, dada por

g(P, t) =





1

Q

Q
∑

q=1

∥

∥

∥
q(q)(P, t)− q̄(q)(t)

∥

∥

∥

2





1/2

. (5.16)

Finalmente, con el objetivo de cumplir la tarea dada de manipulación de flujo con el mı́nimo error

posible, se resuelve el siguiente problema de optimización no lineal con restricciones:

mı́n
P∈D

fobj(P), (5.17)

donde la función objetivo fobj define el error en el cumplimiento de la tarea, y el conjunto de

microparámetros Pi que definen la distribución de microestructura en el domino Ω juegan el rol

de variables de diseño del problema de optimización. Si el espacio de diseño factible D es lo

suficientemente rico, se puede obtener un muy buen diseño. Caso contrario, se lo intentará hacer
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de la mejor manera posible, es decir, con un mı́nimo error.

5.1.3. Definición de metamaterial para conducción anisótropa del calor

Nuevamente siguiendo a Narayana y Sato (2012) como en la Sección 3.1.3, la conductividad

efectiva anisótropa puede lograrse con un material compuesto o laminado formado por dos Mate-

riales A y B, de marcada diferencia de conductividades térmicas. De esta forma, la conductividad

efectiva referida a los ejes fijos Cartesianos x− y en un punto x(e) de un elemento finito unitario

puede ser calculada utilizando la Ecuación (3.15), donde el ángulo θ(e) para determinar la matriz

de rotación es aquel entre el plano de las láminas y el eje x, como se observa en la Figura 5.2. La

Ecuación (3.15) define explı́citamente la conductividad efectiva en un punto como función de la

microestructura en ese punto.

Luego, para un problema transitorio, es también necesario definir la capacidad calorı́fica efec-

tiva en función de esa microestructura. Siguiendo los trabajos (Guenneau et al., 2012; Liu et al.,

2017; Kadic et al., 2013; Ma et al., 2013), la capacidad calorı́fica efectiva en el elemento finito

Ω(e) se define como una regla de mezcla lineal

ρc(d
(e)
A ) = d

(e)
A ρcA + (1− d

(e)
A )ρcB, (5.18)

donde las capacidades calorı́ficas ρcA y ρcB corresponden a los Materiales A y B respectivamente,

y d
(e)
A es el espesor de lámina del Material A en Ω(e).

5.2. Metadispositivos para manipulación de flujo de calor

Hasta ahora se ha aplicado la metodologı́a basada en optimización al diseño de metadisposi-

tivos concebidos para realizar tareas de manipulación térmica pero solo en régimen estacionario.

Adaptando el análisis de sensibilidad bajo el método adjunto en problemas transitorios, se di-

señan metadispositivos cuyas tareas a realizar están prescritas a lo largo de un intervalo de tiempo

durante ese régimen transitorio.

5.2.1. Bloqueo térmico

Aplicando el presente enfoque basado en optimización se diseña un dispositivo para bloquear

el flujo de calor en la región que encierra el mismo. Este metadispositivo se compara con el di-

señado por Narayana et al. (2013), cuya distribución de conductividad térmica intenta emular lo

que deriva del análisis por transformación de coordenadas, y cuya capacidad calorı́fica se basa

en un análisis intuitivo propuesto por los autores. Para poder hacer esta comparación, se adopta
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Problema de optimización

Diseñar el bloqueador térmico implica resolver el problema de optimización dado por la

Ecuación (5.17), cuya función objetivo es (5.15). La tarea de bloqueo se prescribe definiendo

q̄(q)(t) = 0 en cada centro de los elementos en Ωfijint. Notar que para este problema, el vector P

contiene como variables solo los vectores p(e) que caracterizan la microestructura en los elemen-

tos de Ωdisp, con P2e−1 = p
(e)
1 = d

(e)
A y P2e = p

(e)
2 = θ(e)/π. De esta forma, el presente problema

de optimización esta sujeto a las siguientes restricciones de caja 0 ≤ Pi ≤ 1. Como punto inicial

se toma Pi = 0.5.

Nuevamente, el problema de optimización no lineal con restricciones es resuelto utilizando

el algoritmo de punto interior IPOPT desarrollado por Wächter y Biegler (2006). Para evitar la

aparición de checkeboards, se utiliza también la técnica de filtrado de densidad (Bruns y Tortorelli,

2001).

Análisis de sensibilidad

Para resolver eficientemente el problema de optimización no lineal (5.17) es crucial el cálculo

analı́tico de la sensibilidad de la función objetivo fobj con respecto a cambios en las variables

de diseño Pi (∂fobj/∂Pi). Se determina utilizando el método adjunto para una mayor eficiencia

computacional (Tortorelli y Michaleris, 1994). Ası́, la función objetivo fobj se reescribe como

fobj(P) =
1

tf

∫ tf

0
g(P, t) dt−

1

tf

∫ tf

0
λ ·

(

CṪ+KT− F
)

dt, (5.19)

siendo nulo el término adicional debido a la Ecuación de balance (5.6), y λ es un vector real

arbitrario el cual se debe determinar.

Utilizando integración por partes, fobj se puede expresar como

fobj (P) =
1

tf

[∫ tf

0
g (P, t) dt− λ ·CT

∣

∣

∣

tf

0
+

∫ tf

0
λ̇ ·CT dt−

∫ tf

0
λ · (KT− F) dt

]

,(5.20)

cuya derivada con respecto a la componente i-th de P es

dfobj
dPi

=
1

tf

[

∫ tf

0

(

∂g

∂Pi
+

∂g

∂T
·
dT

dPi

)

dt− λ ·
dC

dPi
T

∣

∣

∣

∣

tf

0

− λ ·C
dT

dPi

∣

∣

∣

∣

tf

0

+

∫ tf

0
λ̇ ·

dC

dPi
T dt

+

∫ tf

0
λ̇ ·C

dT

dPi
dt−

∫ tf

0
λ ·

(

dK

dPi
T+K

dT

dPi

)

dt

]

. (5.21)

Tomando dT/dPi = 0 para t = 0, y λ = 0 para t = tf según Chen y Tong (2004, 2005b), la
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ecuación anterior se reduce a

dfobj
dPi

=
1

tf

∫ tf

0

(

Cλ̇−Kλ+
∂g

∂T

)

·
dT

dPi
dt+

1

tf

∫ tf

0

[

∂g

∂Pi
− λ ·

(

dC

dPi
Ṫ+

dK

dPi
T

)]

dt.(5.22)

De esta forma, para evitar el gran costo computacional de calcular dT/dPi, se determina el vector

adjunto λ haciendo que:

Cλ̇−Kλ+
∂g

∂T
= 0. (5.23)

Este problema transitorio se integra en el tiempo al igual que (5.6), en donde se utiliza un esquema

incondicionalmente estable de diferencias finitas hacia atrás (Nithiarasu et al., 2016). Una vez

conocido λt+∆t en t+∆t (empezando desde λ = 0 en el instante final t = tf ), se determina λt

con la siguiente ecuación

C
λt+∆t − λt

∆t
−Kλt +

∂g

∂T

∣

∣

∣

∣

t

= 0. (5.24)

Utilizando el λ ya calculado, la Ecuación (5.22) se reduce a

dfobj
dPi

=
1

tf

∫ tf

0

[

∂g

∂Pi
− λ ·

(

dC

dPi
Ṫ+

dK

dPi
T

)]

dt. (5.25)

Finalmente, la sensibilidad de la función objetivo se aproxima utilizando la regla del trapecio para

integración numérica:

dfobj
dPi

≈
∆t

2 tf

n
∑

j=1

[

∂gtj
∂Pi

+
∂gtj−1

∂Pi
−
(

λtj + λtj−1

)

·
dC

dPi

Ttj −Ttj−1

∆t

− λtj ·
dK

dPi
Ttj − λtj−1 ·

dK

dPi
Ttj−1

]

. (5.26)

Resultados

La solución filtrada del problema de optimización (5.17), es decir, el espesor relativo de las

láminas de cobre (dA) y el ángulo de orientación del laminado (|θ|), puede apreciarse en la Figu-

ra 5.3. Para esta distribución de microparámetros, la conductividad térmica (componentes kij) y

la capacidad calorı́fica efectivas resultantes pueden apreciarse en la Figura 5.4. El presente me-

tadispositivo cumple la tarea de bloqueo térmico en Ωfijint y para el intervalo de tiempo (0,tf )

con un error fobj = 3.13Wm−2 = 9.15 × 10−3fobj0, siendo fobj0 el error sin la presencia del

metadispositivo, es decir, solamente la placa formada por el material base.

Es interesante notar que el dispositivo no es simétrico con respecto al eje y. Esto puede expli-
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Figura 5.3: Distribución óptima de microparámetros en el metadispositivo (Ωdisp). Espesor relativo de las láminas de

cobre (dA), y orientación del laminado (|θ|).
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Figura 5.4: Propiedades óptimas en el metadispositivo (Ωdisp). Capacidad calorı́fica efectiva ρc, y componentes kij de

la conductividad térmica efectiva con respecto al marco Cartesiano xy.

carse por el hecho de que los gradientes térmicos aguas arriba de Ωfijint son mayores que aquellos

aguas abajo durante el proceso transitorio de conducción térmica. De esta forma, aguas arriba las

láminas de cobre son finas y están orientadas verticalmente, haciendo que ρc sea bajo y kxx prácti-

camente despreciable. Esta distribución particular de las propiedades térmicas hace que se dificulte

el flujo de calor hacia Ωfijint, a pesar de los altos gradientes térmicos en esa región. Acercándose

a Ωfijint, los laminados son progresivamente reorientados y se van haciendo tangentes a la frontera

de Ωfijint, incrementando kxy y forzando a que el calor pase por fuera de Ωfijint. Aguas abajo de

esta región, las láminas de cobre son más gruesas, lo que lleva a un incremento en la capacidad

calorı́fica y conductividad térmica. Además, las láminas son reorientadas para ası́ conducir el calor

hacia afuera del dispositivo Ωdisp.
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La influencia del dispositivo sobre el campo de temperatura en el dominio Ω puede verse en

la Figura 5.5. También se pueden apreciar las lı́neas de flujo de calor, las cuales son bastante

diferentes que en el caso de conducción térmica unidimensional (lı́neas paralelas) en un dominio

homogéneo sin el dispositivo. La forma en que el metadispositivo guı́a el flujo de calor hacia

afuera de Ωfijint puede verse en estas lı́neas. Por último, y muy importante, la temperatura en Ωfijint

se reduce significativamente durante todo el proceso de conducción térmica en comparación con

el caso donde solo se tiene la placa homogénea. Esto último puede evidenciarse en la Figura 5.6 en

donde se grafica la evolución de la temperatura sobre el eje x de la placa durante todo el proceso

transitorio.
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Figura 5.5: Campo de temperatura y lı́neas de flujo de calor en el dominio Ω para diferentes instantes de tiempo.
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Figura 5.6: Temperatura a lo largo del eje x (eje de simetrı́a) para distintos instantes de tiempo para el domino Ω con

y sin el metadispositivo.
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el dispositivo, e imponiendo también q̄(q)(t) = 0 en cada elemento de Ωfijint, como se hizo

en la Sección 5.2.1. La distribución óptima de material para el presente metadispositivo pue-

de observarse en la Figura 5.10, el cual logra realizar la tarea combinada de camuflaje y blo-

queo con un error de fobj = 5.31Wm−2. Si se separan ambas tareas, el bloqueo se logra con

fobj = 4.46Wm−2 = 13.04×10−3fobj0, valor que es 1.425 veces el error obtenido para el dispo-

sitivo diseñado solamente para bloquear el flujo térmico, pero 0.84 veces el valor del dispositivo

bloqueador diseñado para régimen estacionario (Sección 5.2.2). En otras palabras, podrı́a decirse

que el presente dispositivo no funciona tan bien como aquel diseñado especı́ficamente para blo-

quear el calor en régimen transitorio, pero si lo hace comparado con el diseñado para trabajar en

régimen estacionario.
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Figura 5.10: Distribución óptima de microparámetros en el metadispositivo (Ωdisp) para camuflaje y bloqueo térmico.

Espesor relativo de las láminas de cobre (dA), y orientación del laminado (|θ|).

La influencia del metadispositivo sobre el campo de temperatura en Ω puede verse en la Fi-

gura 5.11. Las lı́neas de flujo térmico fuera del dispositivo (en Ωfijext) se mantienen prácticamente

inalteradas, lo que demuestra el buen cumplimiento de la tarea. A su vez, los gradientes térmicos

en Ωfijint son débiles, lo que también demuestra el buen comportamiento del dispositivo para blo-

quear el flujo hacia el interior de esa zona. Sin embargo, no son tan débiles como los del dispositivo

que fue diseñado especı́ficamente para esa tarea, particularmente al inicio del calentamiento (más

lı́neas de flujo térmico ingresan a Ωfijint). Esto demuestra nuevamente que un dispositivo diseñado

para cumplir múltiples tareas tiene un rendimiento menor que aquel diseñado para satisfacer par-

ticularmente una de esas tareas. Esto manifiesta de nuevo una ventaja de la metodologı́a basada en

optimización con respecto a la clásica de transformación de coordenadas, donde el camuflaje es

un efecto colateral de esa metodologı́a.
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Figura 5.11: Campo de temperatura y lı́neas de flujo de calor en el dominio Ω para diferentes instantes de tiempo para

el metadispositivo camuflador y bloqueador térmico.
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Conclusiones

En esta Tesis se presenta una novedosa metodologı́a de diseño computacional de materia-

les avanzados interviniendo sobre su microestructura a fin de alcanzar respuestas macroscópicas

controladas a solicitaciones de origen térmico y/o mecánico. La misma consiste en resolver un

problema de optimización en donde la función objetivo a minimizar es el error en el cumplimiento

de esas repuestas macoscópicas, y las variables de diseño definen la distribución de microestruc-

tura del material. Se demuestra exitosamente su potencial aplicándola al diseño de metamateriales

térmicos bajo régimen estacionario o transitorio, y metamateriales mecánicos en régimen estático.

Se diseñan ası́ metamateriales térmicos para controlar el flujo de calor difusivo en formas im-

posibles de lograr utilizando materiales ordinarios. Se minimiza una función que mide el error en

el cumplimiento de una tarea determinada de manipulación de flujo térmico, y las variables de

diseño del problema de minimización definen la distribución de microestructura en el dispositivo

manipulador. El aporte de este nuevo enfoque de diseño de metamateriales es la posibilidad de

resolver tareas de manipulación térmica arbitrarias utilizando solamente una misma función ob-

jetivo (a diferencia de otros enfoques por optimización), y se pueden representar concentración,

inversión y camuflaje térmico como casos particulares de aplicación. Esto es una ventaja en com-

paración con las metodologı́as de transformación de coordenadas y mapeo conforme, clásicas del

diseño de metamateriales térmicos, en donde se debe encontrar el mapeo adecuado en función de

la tarea de manipulación térmica que se quiera lograr. Lo interesante además es la posibilidad de

combinar diferentes tareas, permitiendo el diseño de dispositivos con múltiples capacidades de

manipulación térmica. Esto último habilita por ejemplo, el diseño de dispositivos concentradores

o inversores con el adicional de lograr camuflaje térmico como una tarea deseada, y no como un

efecto colateral, algo que no sucede con transformación de coordenadas, en donde la aparición de

camuflaje es consecuencia de esa formulación.

La potencialidad del diseño computacional de materiales se comprobó diseñando diferentes

103
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dispositivos manipuladores, como ser: dispositivo de alta eficiencia para concentración de energı́a,

que tiene además como caracterı́stica adicional la no distorsión del flujo térmico del entorno, es

decir, permite camuflaje térmico; dispositivo para camuflaje y bloqueo térmico; e inversor de flujo

de calor, con y sin camuflaje. Todo estos ejemplo mostraron además la facilidad del método para

adaptarse a diferentes tareas de manipulación térmica. Adicionalmente se comprueba la importan-

cia de diseñar un metamaterial considerando régimen transitorio. Los resultados mostraron que un

dispositivo para bloquear el flujo térmico en régimen transitorio posee un mayor desempeño que

aquel que fue pensado solamente para trabajar una vez alcanzado el estado estacionario.

En busca de lograr dispositivos de fácil fabricación se considera fabricabilidad, la cual permite

obtener metadispositivos para manipular el flujo térmico utilizando un número reducido de mate-

riales candidatos, que pueden ser laminados con diferentes orientaciones, o en el caso más simple,

materiales homogéneos e isótropos. En base a esto último se demostró que con el simple arreglo de

materiales isótropos y homogéneos se pueden obtener dispositivos para manipulación extrema de

flujo térmico, como lo es la inversión del flujo de calor, lo que prueba además que la manufactura

industrial de estos materiales será posible en el corto plazo. Más aun, con el objetivo de resaltar la

fácil fabricación de los dispositivos ası́ diseñados, se fabricó y ensayó un inversor térmico formado

por dos materiales homogéneos e isótropos (de contrastada conductividad), obteniendo excelentes

resultados de inversión térmica en comparación con dispositivos similares de la literatura. Todo

esto refuta la idea o creencia generalizada de que es imperativo utilizar metamateriales anisótropos

no homogéneos para la manipulación de campos macroscópicos.

Es importante resaltar que la metodologı́a clásica de diseño de metamateriales térmicos, basada

en transformación de coordenadas, solamente determina las propiedades punto a punto que debe

cumplir el material para realizar la tarea de manipulación térmica deseada, pero no dice nada

de cómo obtener esas propiedades, que en algunos casos llegan a tener valores extremos (por

ejemplo, conductividad térmica infinita o nula). Es por ello que surge una ventaja importante de la

metodologı́a de diseño computacional propuesta, y es que la misma permite determinar la forma de

fabricación de estos materiales, es decir, encontrar la distribución de microestructura que garantiza

el cumplimiento de la tarea de manipulación térmica con un mı́nimo error. Más aun, en procesos

de transferencia de calor en régimen transitorio, es necesario emular simultáneamente la capacidad

calorı́fica y la conductividad térmica resultante de la transformación de coordenadas, por lo que

en estos casos, la ventaja de la nueva metodologı́a es aun más notoria.

El diseño de metamateriales térmicos ha sembrado un camino novedoso para manipular la

energı́a térmica. Los ejemplos analizados en esta Tesis revelan la potencialidad de estos materiales

para controlar el flujo de calor difusivo, tanto en régimen estacionario como transitorio. Los ex-
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celentes resultados reportados abren nuevas posibilidades para estos materiales de diseño, los que

pueden encontrar aplicaciones en incrementar la eficiencia de dispositivos térmicos en colectores

solares, en proteger circuitos electrónicos de sobrecalentamiento, o en el diseño de los análogos

térmicos de transistores, rectificadores y diodos electrónicos.

Respecto al diseño de metamateriales mecánicos, debido al escaso conocimiento acerca de la

realización de los materiales resultantes de la clásica transformación de coordenadas aplicada a la

Elasticidad, la metodologı́a propuesta de diseño computacional permite sortear este inconveniente,

nuevamente debido a que la misma proporciona la distribución de microestructura que garantiza el

comportamiento deseado del material. Esto se comprueba exitosamente en los ejemplos analizados

en donde se diseñaron metamateriales mecánicos fabricables preparados para trabajar en régimen

elasto-estático. Los mismos permiten controlar a voluntad el campo de desplazamientos en un do-

minio arbitrario sujeto a esfuerzos tanto mecánicos, como termo-mecánicos. Se minimiza ası́ una

función que mide el error en el cumplimiento de una distribución de desplazamientos determinada

(y consecuentemente de deformaciones), y las variables de diseño del problema de minimización

definen la distribución de microestructura en el metadispositivo mecánico. El principal aporte de

este nuevo enfoque es que permite diseñar metamateriales mecánicos fabricables en general, y no

se limita a la aplicación en materiales basados en reticulados, metodologı́a utilizada hasta el mo-

mento para lograr la materialización de estos nuevos materiales. La potencialidad del método se

demostró diseñando un dispositivo para camuflar un agujero en una placa sujeta tanto a esfuerzos

mecánicos, como termo-mecánicos acoplados, logrando excelentes resultados, tanto mejor que los

de la literatura existente.

En vista de lograr también metamateriales mecánicos de fácil materialización, se conside-

ra nuevamente fabricabilidad para diseñar dispositivos formados por materiales isótropos y ho-

mogéneos que macroscópicamente se comportan como metamateriales, y permiten por ejemplo,

lograr camuflar un agujero en una placa sujeta a esfuerzos mecánicos utilizando solamente dos

materiales homogéneos e isótropos de contrastada rigidez.

Por lo que se conoce hasta ahora, transformación de coordenadas o mapeo conforme ha si-

do aplicado a problemas puramente mecánicos o térmicos, pero no a problemas termo-mecáni-

cos acoplados. Aún ası́, si se encontrara una transformación que resultase en la invariancia de

las ecuaciones elásticas y térmicas acopladas, todavı́a resta por determinar cómo lograr o emu-

lar simultáneamente las propiedades térmicas y mecánicas resultantes de dicha transformación,

y requeridas punto a punto del metamaterial. La presente metodologı́a de diseño computacional

resuelve nuevamente tal problema, ya que como se dijo anteriormente, permite determinar direc-

tamente la distribución de microestructura que debe cumplir el metamaterial para lograr la tarea
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deseada. De esta manera, su contribución al diseño de metamateriales mecánicos continúa siendo

de notable importancia.

6.1. Publicaciones en revistas cientı́ficas

A continuación se listan las contribuciones cientı́ficas derivadas del desarrollo del presente

Doctorado. Se separan aquellas publicaciones que derivan directamente del desarrollo de la Tesis,

como las que surgieron de otras actividades de investigación durante el Doctorado.

6.1.1. Publicaciones derivadas de la Tesis

I. Peralta, V. D. Fachinotti y Á. A. Ciarbonetti. Optimization-based design of a heat flux

concentrator. Sci. Rep. 7, 40591 (2017).

I. Peralta y V. D. Fachinotti. Optimization-based design of heat flux manipulation devices

with emphasis on fabricability. Sci. Rep. 7, 6261 (2017).

V. D. Fachinotti, Á. A. Ciarbonetti, I. Peralta e I. Rintoul. Optimization-based design of

easy-to-make devices for heat flux manipulation. Int. J. Therm. Sci. 128, 38-48 (2018).

V. D. Fachinotti, I. Peralta y A. E. Albanesi. Optimization-based design of an elastostatic

cloaking device. Sci. Rep. 8, 9857 (2018).

J. C. Álvarez Hostos, V. D. Fachinotti e I. Peralta. Metamaterial for elastostatic cloaking

under thermal gradients. Sci. Rep. 9, 3614 (2019).

J. C. Álvarez Hostos, V. D. Fachinotti, I. Peralta y B. A. Tourn. Computational design of

metadevices for heat flux manipulation considering the transient regime. Numerical Heat

Transfer, Part A: Applications (2019).

I. Peralta, V. D. Fachinotti y J. C. Álvarez Hostos. A brief review on thermal metamaterials

for cloaking and heat flux manipulation. Advanced Engineering Materials, 1901034 (2019).

6.1.2. Publicaciones derivadas del Doctorado

A. E. Albanesi, V. D. Fachinotti, I. Peralta, B. A. Storti y C. Gebhardt. Application of the

inverse finite element method to design wind turbine blades. Compos. Struct. 161, 160–172

(2016).
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B. A. Storti, J. J. Dorella, N. D. Roman, I. Peralta y A. E. Albanesi. Improving the efficiency

of a Savonius wind turbine by designing a set of deflector plates with a metamodel-based

optimization approach. Energy 186, (2019).

6.2. Publicaciones y presentaciones en congresos durante el Doctora-

do

Se detallan a continuación las diferentes publicaciones y presentaciones realizadas en congre-

sos durante la realización del Doctorado.

I. Peralta, Á. A. Ciarbonetti, A. E. Albanesi y V. D. Fachinotti. Diseño de metamateria-

les para manipulación del flujo de calor como solución de un problema de optimización.

Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, ENIEF 2016, Córdoba, Argentina.

Trabajo completo y presentación oral.

V. D. Fachinotti, I. Peralta, A. E. Huespe y Á. A. Ciarbonetti. Control of heat flux using

computationally designed metamaterials. 5th International Conference on Engineering Op-

timization, Iguassu Falls, Brazil. 2016. Trabajo completo.

I. Peralta y V. D. Fachinotti. Diseño de metamateriales térmicos considerando fabricabili-

dad. Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, ENIEF 2017, La Plata, Argenti-

na. Resumen y presentación oral.

B. A. Storti, I. Peralta, J. J. Dorella, N. D. Román, A. E. Albanesi y L. Garelli. Diseño y

optimización mediante CFD y Redes Neuronales de deflectores para una turbina Savonius.

Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, ENIEF 2017, La Plata, Argentina.

Trabajo completo y presentación oral.

J. C. Álvarez Hostos, I. Peralta y V. D. Fachinotti. Diseño basado en optimización de dis-

positivos para manipular el flujo de calor considerando propiedades de transporte termo-

dependientes. MECOM 2018, Tucumán, Argentina. Resumen.

J. C. Álvarez Hostos, I. Peralta y V. D. Fachinotti. Camuflaje mecánico frente a cargas térmi-

cas mediante dispositivos diseñados por optimización. MECOM 2018, Tucumán, Argentina.

Resumen.

A. E. Albanesi, I. Peralta, F. Bre, B. A. Storti y V. D. Fachinotti. Metodologı́a de diseño de

álabes de turbinas eólicas de material compuesto combinando optimización metaheurı́stica
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y topológica. Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, ENIEF 2019, Santa Fe,

Argentina. Resumen y presentación oral.

J. C. Álvarez Hostos, V. D. Fachinotti y I. Peralta. Diseño computacional de meta-dispositivos

para manipular el flujo de calor considerando efectos transitorios y propiedades termo-

dependientes. Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, ENIEF 2019, Santa

Fe, Argentina. Resumen.

6.3. Lı́neas de investigación a futuro

La versatilidad del enfoque basado en optimización desarrollado en esta Tesis muestra su

máxima expresión en los diferentes ejemplos analizados, desde la manipulación a voluntad de flu-

jos de calor, hasta la extensión a problemas con cargas térmicas y mecánicas acopladas, por lo que

su aplicación a otros casos de estudio se considera de interés para continuar investigando. Si bien

esa versatilidad lo hace indiferente a la dimensionalidad del problema, en la práctica se encuentran

limitaciones a causa de la potencia o del tiempo de cálculo. De hecho, se han desarrollado hasta

aquı́ herramientas programadas para correr en ordenadores de escritorio secuenciales, lo que no ha

permitido resolver problemas tridimensionales con la densidad de malla suficiente. De esta mane-

ra, se pretende a futuro desarrollar herramientas de computación de alta performance para llegar

a resolver problemas de 107 elementos finitos y variables de diseño, como mı́nimo. Para ello, se

pretende recurrir a métodos y plataformas de código abierto, como Code-Aster (ASTER), IPOPT

(Wächter y Biegler, 2006), pyOpt (Perez et al., 2012), por ejemplo. Se contribuirá ası́ también a

objetivos generales del lugar de trabajo en donde se realizó el Doctorado, como los encuadrados

en el Proyecto de Investigación para Unidades Ejecutoras del CONICET “Plataforma para Simu-

lación en Problemas Tecnológicos e Industriales”, donde se proponen desarrollar nuevos métodos

y plataformas de código abierto para la simulación de problemas en investigación, tecnologı́as

innovativas y aplicaciones industriales.

De esta manera, se listan a continuación algunos alcances que no se incluyen en la presente

Tesis y que son interesantes para ser considerados en trabajos futuros:

1. Modelado de no linealidades:

a) grandes deformaciones elásticas;

b) Elasticidad no lineal;

c) propiedades térmicas dependientes de la temperatura, incluyendo cambios de fase;
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d) determinación de la estrategia más eficiente de optimización: análisis y diseño si-

multáneo (SAND) o anidado (NAND) (Arora y Wang, 2005).

2. Estudio de diferentes plataformas de código abierto:

a) evaluación de una o varias plataformas de cálculo y de pre/post tratamiento, a fin de

incluir nuevas funcionalidades y facilitar la interconexión entre diferentes módulos

(resolvedor de elementos finitos, optimizador), incluyendo programas de desarrollo

propio;

b) implementación de las mismas en los clústeres del CIMEC, con adecuado soporte y

mantenimiento;

c) desarrollo de aplicaciones para el diseño de metamateriales.

3. Diseño computacional de metamateriales para aplicaciones termo-mecánicas de interés in-

dustrial: termoactuadores, concentradores de calor, paneles con PCM, mecanismos flexibles,

etc.

4. Explorar el uso de resolvedores globales:

a) evaluar en detalle el comportamiento computacional de los resolvedores “globales”

frente a los “locales”;

b) analizar y sistematizar la inicialización de los algoritmos de búsqueda de soluciones;

c) avanzar en el desarrollo de técnicas de descomposición que pudieran reducir la com-

plejidad combinatoria del problema.



110 CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES



Bibliografı́a

Ahrens J., Geveci B., y Law C. Paraview: An end-user tool for large data visualization. The visualization

handbook, 717, 2005.

Almgren R.F. An isotropic three-dimensional structure with poisson’s ratio = -1. Journal of Elasticity,

15:427–430, 1985.

Arora J.S. y Wang Q. Review of formulations for structural and mechanical system optimization. Structural

and Multidisciplinary Optimization, 30(4):251–272, 2005. doi:10.1007/s00158-004-0509-6.
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