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PROLOGO

Por la ventana de la oficina de Pola se ven las copas peladas de esos arboles oscuros
sin hojas, cuyas ramas se bifurcan muchas veces y presentan torsiones como de resortes y
pareciera que no les afecta la gravedad. Mirarlos es también mirar el cielo que cambia de
tono a medida que oscurece. El arbol frente a mi encierra algo mas que lo que simplemente
se ve en su compleja marana de ramas. Parecen dibujos, simbolos, senales. Cada vez que
me distraigo y miro por la ventana estd ahi, imperturbable, con su corteza negra por
la humedad, con una vida lenta y sutil pero firme. La pantalla lisa del cielo se entiende
perfectamente con él y le da palabras al cambiar, suavemente, de color: del celeste al
naranja y de ahi al violeta, que se oscurece hasta hacer perder su contorno. Si uno mira
fijo lo encuentra pero el dia terminé y se conoce la hostilidad que suelen tener los arboles
por la noche. Su mancha negra no trasmite mas emocién que las paredes de los caserones
o los adoquines.

Por la ventana abierta, se cuelan las méaquinas de lata y ruido que ahora, con esas

luces, atraviesan la avenida.






RESUMEN

En esta Tesis estudiaremos la continuidad de algunos operadores que surgen del semi-
grupo del calor {e""},~¢, donde L es un operador diferencial cuyas autofunciones forman
una base en L%(0, 00) respecto de una medida du para la cual L es autoadjunto. M4s pre-
cisamente, para cada valor de un parametro o > —1, consideraremos tres operadores difer-
enciales, que generan tres sistemas diferentes de funciones de Laguerre. Como es sabido,
estas funciones se obtienen a partir de los polinomios de Laguerre, que para cada valor
de «, forman un sistema ortogonal y completo en L*(R*, 2%e~%dz), donde Rt = (0, c0).
Expansiones de este tipo han sido estudiadas por [Mar82], [Muc69], [Muc70], [Ste94],
[Ste92], [Ste90], [MSTO05], [MSTO06], [Tha93], [Tha90b], [Tha90a], [Now03], [NS09],

entre otros.

En este contexto, analizaremos, para cada sistema y para cada valor del parametro
a, el operador maximal asociado al semigrupo, T* = sup,., |e ™|, y las correspondientes
integrales fraccionarias o potenciales de Riesz .77, con o > 0.

La idea subyacente para el tratamiento de estos operadores, como en el caso de otros
semigrupos, consiste en descomponerlos en lo que llamaremos la parte local y la parte
global. Para los sistemas de Laguerre, la localizacién de un operador R viene dada por
Rioef(2) = R(fX(2 4z))(¥), para cada x € RT. La conveniencia de considerar esta descom-
posicién es que los operadores que queremos estudiar, al ser localizados, se comportan
como las correspondientes localizaciones de los operadores asociados al semigrupo del
calor clasico. De esta manera, el problema de estudiar acotaciones con pesos para oper-
adores de Laguerre conlleva conocer previamente resultados sobre acotaciones con pesos
para operadores clasicos localizados. Asi, por ejemplo, es conocido (ver [NS06]) que la

Maximal Local de Hardy-Littlewood es acotada en LP(w) cuando w pertenece a la clase
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AP local, esto es, satisface la condicién AP de Muckenhoupt sélo para intervalos (a, b) tales
que 0 < a < b < 2a. En cuanto a la parte global de los operadores de Laguerre, seran esti-
mados en términos de operadores tipo Hardy generalizados, para los cuales sera necesario
entonces obtener condiciones sobre los pesos que impliquen su continuidad.

Para el operador maximal del semigrupo, estableceremos resultados de continuidad de
tipo fuerte, débil y débil restringido (p, p), 1 < p < oo, con respecto a cierta clase de pesos
definidos en R*. Nuestro propdsito serd hacer un andlisis completo, buscando el rango
optimo para cada parametro involucrado. Este objetivo sera totalmente alcanzado para
pesos potencia, donde obtendremos condiciones necesarias y suficientes para cada tipo
de continuidad. Sin embargo, para pesos mas generales, sélo obtendremos condiciones
suficientes que pueden expresarse mediante una condicion de tipo Muckenhoupt. Estos
resultados constituyen un refinamiento de los obtenidos por Stempak en [Ste94] y Macias,
Segovia y Torrea en [MSTO05] y [MSTO06].

Si bien estos operadores maximales son acotados para p = oo, cabe preguntarse si ellos
pueden ser extendidos continuamente a un espacio mas grande, de tipo BMO. En el caso
del semigrupo del calor clasico, esto no es posible ya que hay ejemplos de funciones BM O
tales que, al aplicarles el operador maximal asociado, dan por resultado una funcién que
es infinito en todo punto. No obstante, como veremos en esta tesis, es posible definir
espacios intermedios entre L> y el BMO clasico de John y Niremberg, para los cuales
los operadores maximales asociados a los sistemas de Laguerre resultan continuos.

Mas generalmente, introduciremos una familia de espacios pesados, de tipo BM O, aso-
ciados a una funcién 7(x), que llamaremos “radio critico” (ver Definicién 3.2.1 del capitulo
3, seccién 2), y demostraremos que tanto la funcién maximal de Hardy-Littlewood co-
mo el operador maximal del calor clésico, cuando son localizados en el sentido descripto
anteriormente, resultan acotados en dichos espacios, si el peso pertenece a la clase Al
local. Estos espacios se definen imponiendo, ademas de la oscilacién media acotada, una
condicién de acotacion de los promedios sobre bolas cuyo radio excede el valor critico
dado por 7 en su centro (ver Definicién 3.2.2 en el capitulo 3).

Volviendo al contexto de los sistemas de Laguerre presentados, los espacios BMO con

pesos apropiados se obtienen considerando funciones de radio critico particulares, siendo
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éstas distintas para cada sistema. Las condiciones sobre los pesos para la continuidad de
los operadores maximales estaran dadas por la clase A! local y por otras condiciones que
surgen del andlisis de la parte global de los mismos (ver teoremas 3.4.1 y 3.5.1 en las
secciones 3.4 y 3.5 respectivamente). Mds ain, englobaremos estas condiciones en una
unica y mas sencilla condicion suficiente que tiene un aspecto similar a la definicién de
la clase A' de Muckenhoupt. (ver Teorema 3.6.1 en la seccién 3.6 y el Teorema 3.7.1 en

la seccién 3.7).

Con respecto a la integral fraccionaria L™7, con 0 < 0 < a + 1, haremos un anélisis
similar al del operador maximal del semigrupo, pero esta vez considerando acotaciones
de tipo fuerte, débil, débil dual y débil restringido (p, q) en la regién
A, = {1l < pgqg< oo 2—1)—0 < % < %—l—a} (con 20 en lugar de o para uno de los
sistemas de funciones de Laguerre). En el interior de esta regién daremos condiciones
suficientes para el tipo fuerte en términos de la clase A”? de Muckenhoupt respecto de
una medida adecuada que depende de a (ver Teorema 4.3.1 en el capitulo 4, seccién 2). De
manera similar, presentaremos una clase de pesos cuya condicién sera suficiente para el
tipo débil (1, ¢) (ver Teorema 4.3.3, seccion 4.2). Para el caso particular de pesos potencia,
estableceremos condiciones necesarias y suficientes para todos los tipos de continuidad

mencionados, analizando completamente la regién A, (ver Teorema 4.9.1, seccién 4.7).

La organizaciéon de los temas mencionados anteriormente es la siguiente:

En el Capitulo 1 introducimos todos los elementos bésicos para el desarrollo de esta
tesis. Alli encontraremos las definiciones de los sistemas de Laguerre y sus propiedades,
y mostraremos cémo cada operador del semigrupo puede expresarse mediante un oper-
ador integral. Dado que los nticleos de estos operadores involucran funciones de Bessel,
recordamos algunas estimaciones que seran esenciales en nuestro trabajo. Asimismo, in-
troducimos las clases de pesos de Muckenhoupt locales y algunas de sus propiedades, en
particular su relacién con la maximal local de Hardy-Littlewood y su version fraccionar-
ia. Finalmente, recopilamos una serie de resultados relativos a la acotacién con pesos de

generalizaciones de operadores de tipo Hardy.
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En el capitulo 2 presentamos los resultados concernientes a los operadores maximales
de cada semigrupo de Laguerre sobre continuidad de tipo fuerte, débil y débil restringi-
do, primero para pesos potencias, y luego considerando pesos mas generales. Aqui intro-
duciremos, con todo detalle, las técnicas basicas para el tratamiento de los operadores y
su relacion con los operadores clasicos y de Hardy.

En el capitulo 3, introducimos la familia de espacios pesados de tipo BM O asociados
a una funcion radio critico, probando ademas la continuidad en ellos de los operadores
clasicos localizados. Asimismo, como una aplicacion de este estudio, obtendremos acota-
ciones con pesos de los operadores maximales de los semigrupos de Laguerre sobre espacios
BMO apropiados.

En el capitulo 4, presentamos y probamos los resultados de continuidad para las
integrales fraccionarias asociadas a los semigrupos de Laguerre.

Finalmente, en el apéndice incluimos un resultado original referente a la acotacién de

la maximal de Hardy-Littlewood local actuando sobre una versién local del espacio BMO,

1
loc?

con pesos en A; ., extendiendo asi el estudio realizado por Nowak y Stempak en [NS06].
La inclusién de este resultado en esta tesis no es caprichosa ya que sera una herramienta
esencial para obtener la continuidad de la maximal local en los espacios BMO definidos
en el capitulo 3. Hemos elegido ponerlo en un apéndice ya que es un resultado interesante

en si mismo y a la vez independiente de los sistemas de Laguerre.

Para terminar, mencionamos que los resultados del capitulo 2 han sido publicados
(ver [CRHO7]) al igual que los del apéndice (ver [CRHO09]). Los contenidos del capitulo

3 han dado origen a un articulo que sera en breve enviado para su publicacion.
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INTRODUCCION

Sea L un operador diferencial definido sobre ciertas funciones, reales o complejas,
medibles en un espacio (F,du). Supongamos que L tiene espectro {\; : k € I}, donde I
puede ser discreto o continuo, y que L es positivo y autoadjunto, de manera que cada A

es positivo. Es facil ver que la ecuaciéon del calor generalizada

ou

Y _ L
ot Y

admite la solucién
u(z,t) = e”\’“twk(x),

para todo k € I, donde A\, es un autovalor de L y 1, su respectiva autofuncién. La
condicién inicial u(z,0) = f(z) se satisface si f = 1. Luego, todas las funciones f que
sean combinaciones lineales finitas de las autofunciones de L proveen una solucién a la

ecuacion diferencial

du
(0.1) o
U(JZ,O) = f(x)

A partir de esto consideraremos una familia de operadores {7;};>o, definidos, en un
principio, sobre Hy, = gen{vx }rer, es decir, las combinaciones lineales finitas de {1}, de
la siguiente manera:

si

flw) =" cxthi()
kel

con constantes ¢, siendo /¢ un conjunto de indices finito, entonces

(02) Tfw) = 3 e Mep(e).

kEIf
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A esta familia de operadores {7} };>¢ la llamaremos semigrupo del calor asociado
a L. Por las propiedades que veremos a continuacién, a cada operador del semigrupo se
lo suele denotar como et
Para cada f € Hy y cada € E, tenemos que Ti(Tsf)(z) = T,+sf(x), para todo
t,s >0,y que Ty f(x) = f(z). Es decir,
» Tyl =T sy
n Ty =1d,
que son las caracteristicas de un semigrupo de operadores, segin Pazy en [Paz83|.
Siguiendo las definiciones de ese libro, es facil ver que {T;}+>0 es también un semigrupo
fuertemente continuo, es decir, fijos f € Hy, y x € E, la funcién que asigna a cada t
el valor T} f(z), es continua en [0, c0). Ademds, puede probarse que —L es el generador

infinitesimal de {T}}>0, es decir

Hm Ef(x)t_ f(CL’) _ —Lf(&?),

t—0+
y que u(z,t) = Ty f(x) es solucidn a la ecuacion del calor (0.1), para todo f € Hy,. Esta
tltima propiedad es la razén de ser del semigrupo. Cuando L = —A |, siendo A = >, 8%
el Laplaciano, se obtiene el semigrupo del calor clasico y su estudio conforma una de las
bases del andlisis arménico. Observaremos aqui que si {14} forman una base ortonormal
de L?(E,du), en particular, Hy, es denso y podemos extender la definicién de T} a todo

L*(E,du), pues si Y. cpi converge en L2, > e by también. Las propiedades de

semigrupo seran ciertas sélo en el sentido de L2.

Como veremos mas adelante, la definicion de T; se puede extender a mas funciones,
aunque no siempre se obtendra una solucién a la ecuacién (0.1). Sin embargo, estudiando

el operador Maximal asociado al semigrupo, dado por

(0.3) T" f(x) = sup [T f (x)],

>0
se puede saber para qué funciones y en qué sentido tendremos que se satisface la condicion
de borde lim;_,o+ T3 f = f. Por ejemplo, por el Teorema 2.2 del libro de J. Duoandikoetx-

ea, [Duo01], sabemos que si T* es el operador maximal asociado a {T;}, una familia
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cualquiera de operadores lineales en LP(FE, du), y si T* es de tipo débil (p, ¢), entonces el

conjunto
{re v e = et

es cerrado en LP(E, du). Para el caso en que {T;} es el semigrupo asociado a L, sabe-
mos que Hi,, las combinaciones lineales finitas de las autofunciones de L, estd con-
tenido en ese conjunto. Si ademds sucede que Hj, es denso en LP(E,du), tendremos
que limy;_,o+ T f(z) = f(x) en c.t.p., para toda funcién f en ese espacio. Por ese motivo,

el operador Maximal 7™ es uno de los operadores que nos interesara estudiar.

A partir del semigrupo {T; = e L'},50, podemos definir otros operadores, usando

formulas de subordinacion vélidas en los reales. Por ejemplo, a partir de la férmula

(0.4) e = = /OO 2e‘édu,
Vo Vu

1
vélida para todo 3 > 0, se define el semigrupo de Poisson, {P;};>0 0 {e7* };5¢, de la

siguiente manera:

P f( th f(z)du

]

para cada t > 0, y su respectivo operador maximal asociado,

P*f(z) = sup|P.f(x)).

t>0

Si consideramos expansiones de las autofunciones de L, tenemos

Z crthr) (x Z et Ckwk

Definido en un principio, al igual que {T}}, en Hy, y en L*(E,du), el semigrupo de
Poisson provee una solucién a la ecuaciéon de Laplace generalizada, es decir, u(z,t) =

P, f(x) satisface
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Observar que de la férmula de subordinacién (0.4) se deduce P* f < T* f y asi todos los
resultados de acotacién que pueden obtenerse para T* resultaran validos sobre espacios

donde la norma sea mondétona, es decir, donde 0 < f < g implique || f|| < [|g]|-

También podemos definir el operador .77, llamado Potencial de Riesz o integral

fraccionaria de orden o > 0. A partir de la férmula

1 0o
P / 6—t)\taﬁ
I'(o) Jo t

Si f es una expansién de {1y}, tendremos

L7 a)(@) =Y Mewtu(x).

Cuando L es un operador diferencial de segundo orden, como L = —A, representando
la “derivada” de orden 2, tendremos que, de manera formal, L2 representa la “integral”

de orden o.

Nos interesa estudiar la continuidad del semigrupo del calor entre ciertos espacios de
funciones, y también la de los operadores que surgen de él. Para eso, nos gustaria extender
la definicién del semigrupo a més funciones, ademds de aquellas de Hy, y L*(E, du), y tener
una expresion de los operadores que sea més simple para trabajar. Para eso observaremos
a continuacion que, bajo ciertas condiciones, cada T; puede escribirse como un operador
integral contra un ntcleo.

Supongamos que las funciones {1} }re; forman una base ortonormal en L*(FE,dpu).

Entonces, tenemos que

fla) =" < fbp > tn(x)

kel

(0.5) Tif(x) =) e < fih > du(x),

kel
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donde la igualdad es en el sentido de L?(FE,du) si f estd en ese espacio, y puntual si
f € Hy. En ese caso, las sumas seran finitas pues < f,¢p >= 0 si ¢} no estd en la
expresion de f.

Escribiendo como integral el producto interno < f, ¢y >= [, f(z)¢y(z)dp(z) en la

expresion (0.5), y sacdndolo afuera de la suma, tenemos que

(0.6) Tif(z) = [EWL(m,y)f(y)du(y),

donde

(07) WL(taxv y) - Ze_t)\kwk‘(x)zﬁ_k(y)'
kel

Cuando este ntcleo, que llamaremos nicleo del calor, esté bien definido, siendo la suma
una integral en el caso en que el espectro I sea continuo, tendremos una expresion integral
para el operador T}, dada por (0.6).

Es claro que cuando obtenemos una férmula puntual para el nicleo (0.7), (lo que
sucede en la mayoria de los casos tratados) esta expresion del semigrupo como operadores
integrales tiene sentido para una mayor cantidad de funciones que las de Hp,, aunque no
siempre obtendremos una solucién a la ecuacién (0.1). Diremos que u(z,t) = Tif(z)
provee una solucion formal a la ecuacién del calor.

Como dijimos, el nicleo del calor tiene en muchos casos una expresién puntual. Por
ejemplo:

HERMITE: En el libro de Thangavelu [Tha93], se puede ver que el operador L =

2 . . . . .
—dd? + a2, sobre el espacio (R, dz), tiene como autofunciones a las funciones de Hermite

1 22
hi(2) = — ™

N

donde Hj, son los polinomio de Hermite, dados por la formula
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para todox € Ry k=0,1,2,.... Por la formula de Mehler, sabemos que

v 1 L1 lRwig2ig)y 2wogy
(08) hk(x)hk(y)wk — _(1 . w2) 2¢ 21-w2 Y pp—
> 77

2

para todo |w| < 1. Luego, haciendo w = e™*" y multiplicando la ecuacién anterior por

1 /7 7/ .
e~! = w2, tendremos una férmula para el nicleo del semigrupo del calor:

Wilt,z,y) = Y h()hi(y)e O
k=0

1 [ e \E 1ldhe™ , o, 22
N ﬁ 1—eu) FP _51—6—4'5(3C +y)—|—1_6_4txy

que, como puede verse, es un nucleo simétrico y positivo. Si consideramos los poli-
nomios de Hermite n—dimensionales, que resultan autofunciones del operador L = —A +
|z|?, también hay una férmula que nos permite escribir puntualmente el nicleo del calor,
y de la que puede verse que es también simétrico y positivo.

LAGUERRE: Intimamente relacionados con los polinomios de Hermite se encuen-
tran los polinomios de Laguerre. Los sistemas de funciones obtenidos a partir de ellos
formarén bases ortonormales en L? sobre Rt = (0,00) con diferentes medidas, y serdn
también autofunciones de ciertos operadores diferenciales de segundo orden. En esta tesis,
consideraremos siempre expansiones respecto a alguno de los sistemas de funciones La-
guerre. En [Tha93] puede verse una férmula andloga a (0.8) que nos permitiré obtener
una expresion puntual nicleo del calor, que serd simétrico y positivo. En el Capitulo
1: preliminares, se encuentran todas las definiciones y propiedades de las funciones de

Laguerre.

-2 d
dz

oxd .—\

BESSEL: Otro ejemplo interesante es el del operador de Bessel Ay = —x 2T,

x
donde A es una constante positiva, estudiado por Betancor y su grupo en [ BCRFRM10Db)|
y [BCRFRM10a]. El espacio de base de las funciones consideradas es también RT. Este
operador tiene un espectro continuo: todos los reales positivos. Mas aun, si para todo

z > 0 consideramos

p.(r) = vxZJA_%(wz), z € R,
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donde J, es la funcién de Bessel de orden v, entonces Ayp, = 2%¢p,. Observar que . () =

©.(2). Luego, el nticleo del calor del operador e ' es

W(t,z,y) = /000 e_tZQQO:,;(z)goy(z)dz

que, a partir de una férmula que se encuentra en [Wat66], pag. 395, se puede escribir

como

1 /ay\3 TY\ 224y
7(“-7 y = 7\ 57 _[_7 <_) a
Witzy) m(m) ATV

para todot > 0,2 >0y y > 0, siendo [, la funcion de Bessel modificada de orden v. Ver
los preliminares para mas sobre J, y [,.
Recordemos que en el andlisis armoénico clasico se considera L. = —A, siendo A
el Laplaciano n-dimensional. Este operador tiene espectro continuo, siendo sus auto-
i2nz-2

funciones y autovalores {¢,}.crn ¥ {A. }.ern, respectivamente, donde ¢,(x) = e y

A, = |272|%. Luego, para cada t > 0, el nicleo del calor cldsico queda expresado por

W_a(t,z,y) = / e . (2)p.(y)dz

_ 2 i(x—v)-
_ / e t|27z| e’L(CE y) ZdZ,
n

es decir, W_a(t,z,y) = ®4(x — y), donde ®; es la antitransformada de Fourier de la

t|27z|?

funcién g(z) = e~ . Sabiendo que la transformada de Furier de e~ ™*" es la misma

funcion, haciendo el cambio de variable u = v/4nt 2z y obtenemos

B(a) = e
T GEt

que es la solucion fundamental de la ecuacién del calor %u = Au, y se lo conoce como

nucleo de Gauss-Weierstrass.

En nuestro estudio de las funciones de Laguerre, el espacio de base serd RT(0, c0).

I en forma integral, observaremos que los respectivos nicleo

Cuando consideremos cada e~
Ky(x,y) se pueden estimar dividiendo RT x R en tres zonas.
La zona local sera alrededor de la diagonal, méas precisamente,

A, ={(z,y) € R" xR* : £ <y < nx}, conn = 4 para los sistemas {L£5} y {{n}, yn =2
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para el sistema {p2}. En esta zona, veremos que el nicleo se comporta como el nicleo
del calor clédsico ®,(z — y), y por lo tanto, la parte local de los operadores, es decir, la
integral sobre A,, del niicleo contra una funcién f, estara acotada por la funcién maximal
de Hardy Littlewood, pero localizada en esa region.

Cuando consideremos la integral fraccionaria, en la zona local estimaremos por la
maximal fraccionaria local y por una version localizada de la integral fraccionaria clasica.

En las otras zonas, estimaremos por versiones modificadas de los operadores de Hardy.






CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo enunciaremos los conceptos bésicos y las herramientas que utilizare-
mos a lo largo de la Tesis. Por ejemplo, cuando denotamos x < y, queremos decir que
existe una constante C' > 0 tal que x < C'y. Cuando denotamos x =~ y, que se lee “x es
equivalente a y”, queremos decir que x < y y = 2 y simultaneamente, es decir, existen

constantes C' y ¢ tales que cx <y < Cx.

Observaremos también que las ecuaciones estdn enumeradas indicando el capitulo a
la que pertenece y el orden dentro de él, por ejemplo, la ecuacién (2.23) es la ecuacién
nimero 23 dentro del capitulo 2, independientemente de la seccién a la que pertenezca.
Por otra parte, todas las deficiones, lemas, teoremas, proposiciones y observaciones, estan
enumeradas indicando capitulo, secciéon y orden dentro de dicha seccién. Por ejemplo, el

Lema 3.1.4 es el cuarto lema dentro de la secciéon 3.1 del capitulo 3.

1.1. Polinomios y funciones de Laguerre.

Siguiendo la exposicién dada en el libro de Thangavelu [Tha93], vemos que, dado un

a > —1, los polinomios de Laguerre se definen por la férmula de Rodrigues como

v oara Ld* ot
e an(x):E%(e "),
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para todo x € RT = (0,00) y n = 0,1,2,.... Estos polinomios son ortogonales en el

espacio RT con respecto a la medida e *x“dx:

= e o -z, .o _F(k’—f—Oé—i—l)

Maés atin, cuando se los normaliza propiamente, { L%},, constituye una base ortonormal
en L2(R*, e x%dzx).

A partir de estos polinomios, consideramos tres tipos de funciones de Laguerre:

n! 1/2
@ _ @ —x/2, .af2
(L) 0 = (pesyy) Bl
(1.2) onlz) = Lo(a?)(22)"?
2n/! 1/2 2 2
_ @ —z?/2 a+1/2
(—F(n+a+ 1)> Lo(x%)e T
y
(1.3) () = Ly(z)a?
n! 2 «a —xz/2
- (P<n+a+1>> K

que resultan ser bases ortonormales en L?(RT), con respecto a la medida de Lebesgue
en los dos primeros casos, y con la medida x*dx para el tercero. Mas atn, cada uno de
estos sistemas es el conjunto de las autofunciones de un operador diferencial de segundo
orden, positivo y autoadjunto con respecto a la correspondiente medida (dz or z®dz).

Mas precisamente, estos operadores son

d2_d xr
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respectivamente, y las sucesiones de autovalores son
a+11%
n+ 5
n=0

El semigrupo del calor {e"**Z},. asociado al sistema { £} estd dado en forma integral

en cada uno de los tres casos.

por
12 () /‘Kmtxyﬂw@a
donde
Koot 20) Zﬁa Lo 7t(k+°‘7“)‘

La siguiente férmula nos servira para obtener una expresion puntual para este nicleo.
Se la conoce como férmula de Mehler y se la puede encontrar en [Tha93| y [Wat66].

Sea o > —1. Entonces, para todo z,y > 0 y todo w tal que |w| < 1, se tiene

= T(k+1) (—ryw)™2 _ W (—zyw) 2
_Wwrh e koo l_w(x+y)Ja ) -
2 T(k+a+1) H@Lily)w —w I—w
_a 1
= (xy)_% v’ e Tw @ 2($yw)2 :
1—w 1—w

donde J, es la funcién de Bessel de orden o y [,(2) = i~ “J,(iz) la funcién de
Bessel modificada (ver [Wat66] para su definicién). Usando (1.1), tomando w = e~ "y

multiplicando por w 3 , a partir de esta férmula tenemos que

1 1
(1.4) Kealt,z,y) = —2 o T8, (2(@“})2),
w

1—w
obteniendo asi una expresion puntual para el ntcleo del calor.
El siguiente Lema nos permitira estimar la funcién de Bessel y, por lo tanto, también

el nucleo del calor. Para una demostracién, ver [EMOT53], p. 5y p. 86.

Lema 1.1.1. Sea a > —1 y sea I,(z) =i~ “J,(i2) la funcion de Bessel modificada, o
con argumento imaginario, donde J, es la funcion de Bessel usual. Entonces existen dos
constantes positivas c, y C, tales que:

1. 510 < z<1 entonces cuz* < Iy(2) <Chz®,

2. s5iz>1 entonces coe*z V2 < I (2) < Cuez™V2,
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En otras palabras, el Lema nos dice que I,(z) ~ 2% cuando 0 < z < 1,y I,(z) ~
¢z~ 12 cuando z > 1.
A partir de este Lema, es claro que el nicleo del calor es, para todo t > 0, simétrico

y positivo.

En las demostraciones de nuestros resultados, usaremos una expresion mas conve-

niente del nicleo, tal como consideraron Stempak en [Ste94] y Macias, Segovia y Torrea

_t 1
en [MSTO06]. Haciendo el cambio de variable s = 1=~ = 1=%7 en (1.4), obtenemos el

14+e 2 1+w?2
nucleo

11— 82 1 1 1-— 82 1
1. N —i(s+5) ) 1 2
( 5) W£ (S z y) 2 25 e 4 @ 28 (‘ry) 2 ?

para todo 0 < s < 1 y todo z,y € R*. Con este cambio de variable, el operador maximal

asociado al semigrupo queda expresado por

Wiaf(x) = sup

0<s<1

/ Wea(s, 2,y f(y)dy'-

A partir del Lema 1.1.1, podemos dividir el nicleo en dos partes,
Wﬁo‘(sa T, y) = Wllla(sa Z, y) + Wga (S’ x, y>7

que serdn estimados de la siguiente manera. Fijemos z e y en RT, y consideremos el

conjunto

1— 2
L= )2 < 1} .

D(zy) = {s €(0,1):0< 5
Tomemos Wia(s,2,y) = Wea(s,2,Y) XDy (8) ¥ Wia(s,2,y) = Weals, Z,Y)X ey (),
donde D¢(xy) = {s € (0,1): %(:ﬂy)l/2 > 1}.

Usando las estimaciones de la funcién de Bessel del Lema 1.1.1 en el nticleo Wea(s, z, y),

tenemos:

1 — 2\ a+1
(1.6) Wia(s,2,y) ~ ( 253 ) (ajy)a/Ze—%(s-i-é)(z—&-y)

1— g2\ 2 s Iva— /a2
(1.7 We(so) = (150 ) (o) e i
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Para los otros sistemas de funciones, {¢%} y {¢¢}, por las relaciones con {£%} dadas
por (1.2) y (1.3), y haciendo el mismo cambio de variable, obtenemos los respectivos

nucleos del calor que usaremos, para 0 < s <1y 0 < z,y < oo:

Wee(s,z,y) = 2(zy)*Wea(s,2*,y?)

1—82 1 Llign 1y (24,2 1—82
= 75 (;(;y)2€ 7(s+o) (@ +y )Ia( 5 .Ty),

Wga(S,.fE,y) = ($y)_a/2W£a($7$,y)

11— 2

—a)2 —L(st1)(x 1— s 1
= § 9% (l'y) /26 4( +5)( +y)Ioz ( 5% (xy)Z) .

En el capitulo 3, relacionado a los espacios BM O, necesitaremos estimar al nicleo del
semigrupo de Laguerre de otra manera. Para ello, usaremos el siguiente Lema que estima

la funcién de Bessel modificada. Su demostracién puede encontrarse en [Wat66].

Lema 1.1.2. Sean a > —1 y I,(z) la funcion de Bessel modificada. Entonces existe

una constante Cy, > 0 tal que
_ 1
[V2rz e ?1,(2) — 1| < Cy—,
z

para todo z > é.

1.2. Espacios de Lebesgue y de Lorentz. Tipos de continuidad.

Consideremos un espacio de medida (E,du). En esta Tesis, E serd siempre RT =
(0,00) o un intervalo contenido en RT, y la medida serd, segin el caso, du(zx) = dz,
du(x) = z%dzx o, méas generalmente, du(r) = w(z)dr, donde w serd un peso de RT. Para
1 < p < o0, el espacio de Lebesgue LP(FE, dyu) es el conjunto de las funciones f, medibles

en (E,du), con norma LP(E, du) finita, siendo ésta

1/p
1l = ( / |f(ﬂf)|”du) ,
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sil<p<oo,o0
[f 1| oo (&.dyy = esssup | ()]
el
si p = 00.
Paral <p< ooy 1l <qg< o0, los espacios de Lorentz LP9(FE, du) consiste en todas

las funciones f, medibles en (F,du), para las cuales la quasi-norma

(5 [tug(077) )7 g < oo,

1 f o .an) =
supyg [t (0)7], q = 00,

es finita, donde
py(t) = p({z € E:[f(x)| > t})
es la funcién de distribucion de f. Se sabe que L*9 = {0}, para 1 < ¢ < co. Para p = 0o

y q = 00, estableceremos que
L (B, dpr) = L®(E, dp).

Los espacios de Lorentz LP>? satisfacen, para 1 < p < oo,

(1.8) LPY ey [PP ey [P
y
(1.9) PP =[P,

Tipos de continuidad. Para un operador sublineal R y para 1 < p, ¢ < oo, decimos

que R es de tipo fuerte (p, q) en un espacio de medida (F,du) cuando R satisface
R: LP(E,dp) —s LY(E, dy)

continuamente, es decir, existe una constante C' > 0 tal que para toda funcién f €

LP(E,du) se tiene que Rf € LI(E,du) y
IRl Lae,an) < ClLF |l Lr e
Por otra parte, decimos que R es de tipo débil (p,q) en (E,du) cuando

R: LP(E,du) — L**°(E,dp)



1.2 Espacios de Lebesgue y de Lorentz. Tipos de continuidad. 7

continuamente. Esto es equivalente a decir que existe una constante C' > 0 tal que

(1.10) (sup )\q/ du) q <C (/ \f(%)\pdu> '
A0 {z€E:|Rf(2)|>A} E

para toda funcién f € LP(E, du).

Dado que los espacios de Lorentz L% satisfacen LY < L% y L°** = L*° tenemos
que tipo fuerte implica tipo débil (p,p), siendo equivalentes cuando ¢ = oo. Por eso
generalmente consideramos 1 < ¢ < oo para el tipo débil.

Por ltimo, decimos que R es de tipo débil restringido (p,q) en (E,du), cuando

satisface
(1.11) R: LPYE, du) — LY (E, duy)

continuamente. Por la propiedad LP' C LP, tipo débil implica tipo débil restringido, y,
como LM = L' ambos tipos son equivalentes cuando p = 1. Ademds, como L>! = {0}, el
tipo débil restringido (oo, ¢) es trivial. Luego, para tipo débil restringido sélo consideramos
l<p<ooyl<g<oo.

Observaremos aqui que, en el libro [BS88], un operador R se define como de tipo débil
restringido cuando la desigualdad (1.10) se cumple para todas las funciones f que sean
caracteristicas de algin subconjunto medible de E. Ambas definiciones de tipo débil re-
stringido son de hecho equivalentes, como establece el Teorema 5.3, capitulo 5 de [BS88|.

Nosotros usaremos cualquiera de las dos, segin la necesidad.

En el capitulo 4 consideraremos también el tipo débil dual (p, ¢), también llamado

tipo fuerte restringido. El operador R serd de este tipo cuando
R: LPYE,du) — LY(E,dp),

continuamente, siendo 1 < p < co y 1 < g < oo. Observar que tipo débil dual implica
tipo fuerte, y es condicién necesaria para el tipo débil restringido, pero es independiente
del tipo débil.

Por detalles y definiciones de los espacios de Lorentz, ver, por ejemplo, [SWT1].
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Cuando consideremos espacios con pesos, habra una diferencia de notacién entre el
capitulo 2 y el capitulo 4. En el 2, donde estudiamos la continuidad fuerte, débil y débil
restringido (p, p) con pesos para el operador maximal asociado, estaremos considerando
el peso junto con la medida, es decir LP(w) = LP(RT, w(x)du(x)), donde du(x) = dx o
du(x) = xdz, y lo mismo para los espacios LP>®*(R" wdu) y LP(RT,wdp). Con estas
definiciones resulta que para p = oo se tiene que L™®(R™, w(x)du(x)) = L= (R, du).

Por otro lado, en el capitulo 4, donde estudiamos la continuidad (p, ¢) con pesos de
la integral fraccionaria, donde p y ¢ pueden ser diferentes, resulta mas conveniente usar

los espacios pesados
(1.12) LP={f:R" = R: fwe L’(R",dx)},

para 1 < p < oo, con norma || f||z» = || fw||,. Es decir, el peso estard elevado a la potencia
p,si 1 < p < oo, onteniendo asi || f||;» = || f|| cr(wr),- Para p = oo el espacio sera diferente,
dependiendo del peso. Esta versién de L permite definir espacios BMO con pesos y no
triviales y por eso sera adoptada también en el capitulo 3.
Para LP> y LP' consideraremos el peso como medida, aunque elevado a la potencia

p, es decir,

Lot = [PYRY WP (z)dx),
paral < p < o0,y

[P = [P°(RY, wP(x)dx),

para 1 < p < o0.

. 1
9, usaremos la notacién LE, L y

Cuando tomemos pesos potencia, es decir w(z) = x
L. Notar que todos los pesos estdn elevados a la potencia p. Diremos que un operador
es de tipo fuerte (p, ¢) con peso w cuando sea acotado de LP a LY. Lo mismo para el tipo

débil, débil dual y débil restringido (p, q) con peso w.

1.3. Algunos lemas ttiles.

Daremos ahora unas propiedades de los espacios de Lebesgue L? y los de Lorentz LP4

asociados a una medida. Recurriremos a una clase de espacios mas general, los espacios
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de Banach de funciones, y enunciaremos sus propiedades. Luego, en la Observacién 1.3.1,
enunciaremos esas propiedades para los espacios que utilizaremos en esta tesis, es decir,

los espacios de Lebesgue y los de Lorentz.

Dado un espacio de medida (E, du), denotamos con M al conjunto de las funciones
reales definidas en E que sean p-medibles. Consideraremos, siguiendo el libro de Bennet
y Sharpley [BS88], un espacio de Banach de funciones X = {f € M : p(|f|) < oo},
donde p es una funcién de norma, que se define mediante sus propiedades, como puede
verse en la pagina 2 de [BS88|. Considerando ||f||x = p(|f|), el espacio normado de
funciones (X, || - ||x) es un espacio de Banach.

El espacio asociado a X es X' = {f € M : ||f||x < oo}, donde

(113) ol = sup { [ 1fold: 7 € X, < 1.

El siguiente Lema se conoce como desigualdad de Holder, y es una de las herramientas
que mé&s usaremos en la demostracién de nuestros resultados. Lo citamos de [BS88|,

pagina 9, Teorema 2.4.

Lema 1.3.1 (Desigualdad de Hélder). Sea X wun espacio de Banach de funciones
u-medibles y sea X su espacio asociado. Entonces, para cualquier par de funciones p-

medibles f y g, se tiene que

(1.14) / Fald < 1 lxllglx

Otro Lema ttil serd el siguiente, también citado de [BS88], pagina 10, Lema 2.6.

Lema 1.3.2(Teorema de resonancia de Landau). Sea X wun espacio de Banach de
funciones p-medibles y g una funcion p-medible. Entonces, una condicion necesaria y
suficiente para que g pertenezca al espacio dual asociado X', es que fg sea integrable para

todo f € X.

La utilizacién que le daremos en esta tesis a estos Lemas sera con respecto a espacios

de Lebesgue y de Lorentz, como estableceremos a continuacion.
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Observacién 1.3.1. Los espacios de Lebesgue LP(FE,du), con 1 < p < oo, y los
espacios de Lorentz LP9(E, du), con 1 < p < ooy 1 < ¢ < 00, son espacios de Ba-
nach de funciones, y sus respectivos espacios asociados son L¥ (E,du) y LP9(E,du),
respectivamente, donde p’ es el conjugado de p, dado por % + i =1.

Mas auin, tenemos que a la norma de estos espacios la podemos escribir como

(1.15) | f |l e a :sup{/ |fg|du:g€Lp/’q,}.
E

La desigualdad de Holder implica

(1.16) [ 1751d < 1l

El Lema 1.3.2 implica que g € LP"9 (dp) si y sélo si J1fgldu < oo, para todo f €
LP9(dp). Observar que como LP = LPP los resultados anteriores valen para los espacios

de Lebesgue.

/
p

Para los espacios con pesos del capitulo 2, tenemos que (LP(w)) = L¥ (w7 ), para
1 < p < oo. Para el capitulo 4, donde consideramos LP = {f : fw € LP}, tenemos

(L2) = Lg,l, para 1 < p < oo. Para ellos también valen (1.14) y (1.13).

Los siguientes Lemas establecen resultados sobre el comportamiento de funciones de
la forma 27 o e™®z" en espacios LP y LP* con pesos potencia, y nos seran muy utiles

para las demostraciones de los resultados principales.

Lema 1.3.3. Sean n y v dos reales, 1 < p < 0o y 0 < a < co. Entonces, para la
funcion f(x) = x", se tienen los siguientes resultados:
1. f e L*((0,a),27dx) siy sdlo sinp+~v+1>0.
2. f € LP>®((0,a),x7dx) siy solo sinp+~v+1 >0 cuandon # 0, o v+ 1 > 0,
cuando n = 0.
3. f € LP((a,00),z7dx) si y sdlo sinp+~y+1<0.
4. [ € LP*>®((a,00),27dx) siy sélo sinp+~v+1 <0 cuandon #0, oy+1 <0,

cuando n = 0.
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En cada uno de los casos anteriores, la norma de f en los respectivos espacios serd,

cuando se cumplan las condiciones, iqual a una constante por a™ v .

Lema 1.3.4. Sean n y v dos reales, 0 < a < oo y 1 < p < oo. Entonces, para

C

la funcion g(x) = x"e~%, donde ¢ es una constante positiva, se tienen los siguientes

resultados:
1. g € LP(RY,27dx) siy sélo sinr+~v+ 1> 0.
2. g € LP((0,a),27dx) siy solo sinr+~v+1> 0. Cuando eso se cumple, se tiene

v+l

n+TX(011) ((I) + X(l,oo) (CL)

19| 2 ((0.0) 2 de) = @

3. g € LP®(RY 27dx) si y sélo si np+ v+ 1 > 0, cuando n # 0, o si y sélo si
v+1>0, cuando n = 0.

4. g € LP>®((0,a),x7dx) si y solo sinqr+~v+1 >0, cuandon # 0, o si y sélo si
v+ 1> 0, cuando n = 0. Cuando eso se cumple, se tiene

v+l

77JFTX(OJ)(CZ) + X(1,00)(@).

191l 2o ((0,0),07d2) = @

5. g € LP((a,00),27dx) para todo a > 0 y ademds

[ VoY

1911 2 ((a,00) aax) S € 2%(a)  para todo a > 0,

donde, sia>1, p(a) =1, ysi0<a<1 se tiene

1, np+v+1>0;
(1.17) p(a) =14 (log2)r, mp+v+1=0;
", py+1<0.

6. g € LP>((a,00),27dx) para todo a > 0 y ademds
91| £roc ((a,00) avde) S €7 2%b(a)  para todo a > 0,

donde, (a) =1 para a > 1 y para 0 < a < 1 se tiene

1, nmp+v+12>0;

y+1
n+-,

a , np+v+1<0.

b(a) =
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cuando n # 0, y

1, vy+1>0;
P(a) = 4§ (log2)r, y+1=0;

1+l

ar, ~v+1<0,

3 =

sin=0.

Lema 1.3.5. Para todo v real, L®(R*, 27dz) = L>®(R*,dz), y por lo tanto f(z) =
" € L*((0,a),27dz) si y sélo sim > 0, y f € L¥((a,00),27dzx) si y solo si n < 0.
En ambos casos, la norma es Ca”. Por otra parte, la funcion g(x) = xe™" pertenece a

L>((a,00),x7dx) = L*((a,00),dz) para todo a > 0 y toda v real y ademds

||g||Loo((a,oo)mdx) < e_gago(a) para todo a > 0,

donde, para todo a > 1, p(a) =1, y para 0 < a < 1,

I, n=0;
p(a) =
a’, n <0,

St p = 0.

Demostracion del Lema 1.3.3. La demostracion de los casos 1y 3 son triviales.

Probaremos solo el caso 2, ya que el caso 4 sale de manera andloga a éste.

Por la definicién del espacio, 27 € LP*°((0,a),z7dx) si y sélo si la norma
1
||| = <sup )xp/ x%lm)
x>0 JE,

Ey={x € (0,a): 2" > \}.

es finita, donde

Supongamos primero que 1 > 0. Entonces E), = ()\%,a) si0< AN<al,y Ey=0,si

A > a". Luego

(1.18) ||| = sup )\p/ 2Vdz.
A

1
0<A<an n
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Siy > —1 cuando n > 0, la desigualdad esperada nr+~v+1 > 0 pasa siempre. Veamos que
también la norma de x" es finita e igual a C' a’7+%l, para alguna constante C' = C'(n, v, p).

Si v = —1, entonces por (1.18) tenemos

N

n

|l"|P = sup APIn (%)
0<A<an

1
= C,a™ sup t*In -,
0<t<1 t

donde hicimos el cambio t = a%,, y como ese supremo es finito siempre, obtenemos ||| =
Ca. Si tomamos v > —1, con el mismo cambio de variable obtenemos

+1

|la"P = C, sup AP(a*—XT)
0<A<an
3 2
n
= Ca™ sup N(1-— (_77) )
0<A<an a
= C, a™"" sup (1 —tWTH),
0<t<1

donde el supremo del lado derecho es finito puesp > 0y AYTH > 0. Luego, ||2"|| = Ca" 5

Sigamos considerando 1 > 0 y tomemos 7 < —1. Luego, andlogamente al caso anterior,
obtenemos

1+l

la"l” = € @™+ sup 2t — 1),

o<1

y como VTH < 0, el supremo del lado derecho sera finito si y sélo si p + VTH > 0, es decir:

np+vy+1=>0.

Supongamos ahora que n < 0. Entonces E) = (0, min{a, )\%}) y

min{a,)\%}
||| = C, sup )\p/ 2Vdx.
A>0 0

Observar que la integral del lado derecho es finita si y sélo si v > —1. Ahora intro-

duciremos sucesivamente los cambios de variable ¢ = ﬁ y y = %, obteniendo

min{a,at™ }
=P = C’a”psuptp/ zVdx
t>0 0
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1
min{1,t7}
= C g®t! suptp/ 2Vdz.
>0 Jo

Como v > —1, tenemos que

1
min{1,t7} Yt
sup t”/ 27dr = Cméax{ sup *,supt’* " },
t>0 Jo o<t<1  t>1

y esto es finito si y sélo si p + WTH <0, es decir: np+v+1 > 0, pues n < 0. Observar

que np+v+1>0yn<0implican v > —1.

Por ultimo consideramos n = 0. Entonces Fy\ = (0,a), si0 < A < 1y E\, = 0, si

A > 1. Luego,

a
|2"||” = sup /\p/ Vdr = C o'
0

0<A<1

donde la ultima igualdad es cierta si y sélo si v > —1.

Demostracion del Lema 1.3.4. Observemos primero que que

Ccx

g(x) = a'e” " ~ X(O,l)(fﬁ)f7 + X(Loo)(x)x”e_c‘”,

y que el segunto término pertenece a LP(x7dx) y LP*°(z7dx) para todo n y todo ~
real. Entonces, para probar 1 y 3, sélo restaria ver que z" € LP((0,1),27dx) y a" €
LP>((0,1),27dz), bajo las respectivas condiciones necesarias y suficientes. Esto sale del

Lema 1.3.3, considerando a = 1.

Para los casos 2 y 4, observar que si 0 < a < 1, entonces g()x(0,a) =~ "X (0,a), ¥ POT
el Lema 1.3.3 obtendremos la estimacion de la norma deseada para 0 < a < 1. Por otra

parte, si a > 1, entonces

"0 S 9(2)X 0.0 S X0, + 7€ UX (1,00)-

Luego, las condiciones las impondra el término x7x(o,1) y la norma estard estimada por

una constante.
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Para probar 5 y 6, primero notar que, fijado a > 0, para todo x > a se tiene que g(x) <
e~ 2%"e”3% por lo que, si denotamos §(z) = x"e"2%, tendremos ||g|lx < e~2%|g|/x, con

X = L*((a,00),27dx) o X = LP*((a, 00), z"dx).

Estimaremos entonces la norma en ambos espacios de §(z) = z"e¢~*, donde en la ex-

ponencial por comodidad hemos sacado la constante 5. Probaremos primero que es menor

x x

que una constante si @ > 1. En efecto en ese caso tenemos z"e” X (a,00) < ae” X(1,00)5
cuya norma en ambos espacios es una constante finita.

Por otra parte, si 0 < a < 1, entonces,

~ —x

9(7) = X(@) (7)2" + X(1,00) (T) 27T,

y por lo tanto
19X (@00l x S 12"X@lIx + C,
para X = LP(RT,27dx) y X = LP*°(R*, 27dx). Veremos primero el caso 5, es decir, que
para X = LP(R*, 27dx), ||#"X(e1)l|x + C estd estimada por la funcién ¢(a) dada por
(1.17).
Sinp+ v+ 1> 0 entonces

1
12X @)l < / 2™ dr < oo,
0

por lo que [|GX(a00)llx S 1.

Sinp+ v+ 1 =0, entonces |[2"x(1)|% < ln% < ln% y entonces

~ 2.1 21
|9Xt@eollx < C+ (In2)5 < (In )5

para todo 0 < a < 1.
Por tltimo, si np+v+ 1 < 0 entonces [[z7x 1% S @™ =1, y como a1 > 1

para todo 0 < a < 1, se obtiene

N 31
HgX(a,OO)HX 5 a7I+ P

Para probar el caso 6, tomemos ahora X = LP*°(RT, z7dx).
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Observar que LP C LP*°, lo que implica

1
1 ;
127X @ llx < (/ x"”ﬂdﬂ?) ,

que sera menor a una constante finita si np + v 4+ 1 > 0. Por eso, consideraremos sé6lo

npy + 1 <0, y probaremos primero que, para 1 # 0,

L‘H‘
27X @ llx Sa™ 7.

Por definicién de LP*° se tiene que

p __
127X (1) | = sup t"p/ 2Vdx.
t>0 {ze(a,1):an>tn}
Supongamos primero n > 0. Haciendo los cambios de variable u = %2 y s = L,
a a
obtenemos
1
P +y+1
ol S @ sup s [
0<s<oo méx{s,1}

donde el supremo de la derecha es finito considerando n > 0y np+ v+ 1 < 0, lo que
ademas implica v+ 1 < 0.

Para n < 0, tenemos que

S
2" X (@ % S @™+ sup s’”’/ wdu,
s>1 1

donde nuevamente el supremo de la derecha es finito, considerando sucesivamente v+1 >

0,v+1<0y~v+1=0,yusandoque np+~y+1 <0.

Tomemos ahora 7 = 0. En ese caso, v+ 1 < 0, y por la definicién de la norma del

espacio X = LP®(R™, 27dz), tenemos

1 1
2" X @) 1% = sup AP / 2Vdy = / V.
<s< a a

Si v+ 1 = 0, entonces fal a7dz < In(2). Siy < 0, entonces fal 2dr < a”™t. Con eso

concluimos la demostracion.
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1.4. La maximal de Hardy-Littlewood Local y los pesos locales.

Recordaremos aqui las clases de pesos de Muckenhoupt A! y AP, 1 < p < oo, re-
stringidas al espacio RT = (0, 00). Diremos que una funcién w(x) es un peso en R7 si es
no negativa y localmente integrable en R™, es decir, f ;w(r)dr < oo para todo intervalo

I CRT.

» Un peso w pertenece a AP(R™), 1 < p < oo, si existe una constante C' > 0 tal que

(1.19) |—}| ( /1 w(x)dx) " ( /1 w(x)—p’/Pdg;> " <C

para todo intervalo I CC R*.

» Un peso w pertenece a A'(RT), si existe una C' > 0 tal que

(1.20) ﬁ < /I w(x)d:c) (esieslupwl(x)) <c

0, equivalentemente,

w(l) < C|I| esxsei[nfw(x)

para todo intervalo I CC R*.

= Denotaremos A% = ., AP.

La semi-norma AP de w, denotada por [w],, es la menor constante C' que satisface
(1.19), para 1 < p < oo, o (1.20), para p = 1. Observar que w € AP implica w(x) > 0

c.t.p.

Como es bien sabido (ver, por ejemplo, [Duo01]), estos son exactamente todos los
pesos para los cuales la funcién maximal de Hardy Littlewood M, dada, en R, por

M) = swp  ——

0<a<z<b<oo b—a

b
/ F@ldy, @€ R,

es de tipo fuerte (p,p), para 1 < p < oo, y de tipo débil (1,1), con medida con w(zx)dz.

Las constantes de la continuidad de M dependen de p y [w],.

En esta tesis consideraremos otra funcion maximal, mejor adaptada a la estructura

de R y a los semigrupos de Laguerre, introducida por Nowak y Stempak en [NS06].
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Definicién 1.4.1. Para todo x > 1, la maximal de Hardy-Littlewood local de
orden k, esta dada por
) 1
(1.21) Mioerf(x) = sup — [ |f(y)ldy,
zel€ly |I| I

para toda f € L} (RT) y x € R, donde

loc
(1.22) Z.={(a,b) : 0 < a<b< ka}

es el conjunto de los intervalos k-locales en RT.

En la familia de intervalos locales Z,., puede tomarse b < ka en lugar de b < ka,
pues, por la continuidad de la integral, eso no hace diferencia al tomar el supremo en la
definicién de M, .. Lo mismo pasa para todas las propiedades que involucren a la familia
..

Naturalmente, la maximal local tiene asociada una clase de pesos locales, que resulta

mayor que la clase AP. M&s precisamente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.4.2. Dados 1 < p < oo y k > 1, decimos que un peso w pertenece

a la clase AP

Ies Sl oexiste una constante C' = C(k,p) tal que las condiciones (1.19), si

1 <p<oo,o0(1.20) si p=1, se cumplen para todo I € Z,, siendo Z, el conjunto de los

. . [o'e) _ p .
intervalos k-locales. Para p = oo, tomaremos Af. =, 47, La seminorma [w], . es

la menor constante C(k, p) que satisfacen las condiciones (1.19) o (1.20).

Observaremos aqui que la clase A7 es en realidad independiente de x. Mds exacta-

mente, por la Proposicién 6.1 de [NS06], se tiene que A}, . = A}, para todo £ > 1.

loc,k

p

Por esta razoén, la denotaremos simplemente con A;, ., y nos referiremos a sus elementos

como pesos AP locales. Sin embargo, notar que la seminorma [w], . si depende de k.
7’ 7z p . .
Maés atin, puede pasar que un peso w pertenezca a A} .y que [w],, crezca a infinito con

1

k. Por ejemplo, si w(z) = 1, se puede probar que w € A}

loc,

. bara todo k > 1, y que

[w]2,x — 00 cuando Kk — oo.

De la Proposicién 6.3 de [NS06], tenemos el siguiente resultado de continuidad para

la maximal local en espacios LP(w)y LV>®(w).
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Teorema 1.4.1. Siw € A}  entonces, para todo k > 1, My . es de tipo fuerte (p,p)
con medida w(x)dx , para 1 < p < oo, y de tipo débil (1,1) con medida w(x)dx, para
p = 1. Las constantes de acotacion dependeran de p, de Kk y de w solo a través de la

SEMINOTMaA (W) -

Notar también que A? C AP | como se observa directamente por la definicién. Mds

loc?

0 0

P para todo § € R, pues 2° ~ a°,

atn, considerando pesos potencia, vemos que 2° € A}

para todo z € (a,b) € Z,. Por otra parte, se sabe que que 2° € AP si y sélosi —1 < § <

K
loc

p—1,cuandop > 1,y —1 < § < 0, cuando p = 1. Luego, M} _es de tipo fuerte (p, p) y débil
(1,1) con cualquier peso potencia. Este resultado y la eleccion de la Maximal Local en
las estimaciones asociadas al semigrupo de funciones de Laguerre, nos permitird obtener

mejoras en los resultados ya conocidos sobre acotacién de los operadores que surgen del

semigrupo, con pesos generales y con pesos potencia.

1

Consideraremos otra propiedad de los pesos locales. Observar que si w € A;,,

en-

tonces, directamente de la definicion se obtiene que

I
(1.23) w(l) < C’,{||?||w(5)
para todo I € Z, y todo S subconjunto medible de I. Mas ain, por el Corolario 6.5
de [INS06], estd propiedad también se cumple para todo 1 < p < oo. Nos referiremos a
ella como la propiedad de duplicacién local. La utilizaremos principalmente en los

capitulos 3 y 4, asociada a espacios BMO.

Lema 1.4.1. Sea w € A} . con 1 < p < oo. Entonces, para cada k > 1, existe una

constante C' dependiendo de k, p y [w]p.x, tal que

para todo I € I, y todo conjunto medible S C I.

p

loc- EIUN-

Otras propiedades conocidas para la clase AP clasica también valen para A

ciaremos dos que usaremos.
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p

oe: con 1 < p < 00, tenemos las

Lema 1.4.2. Para las clases de pesos locales A

siguientes propiedades:

1 /
1. we AY siy sélo siw 1 € AY

loc loc?

2. AP < AP | para todo p > p,

loc loc

p*
loc*

3. Siwe AP | con p > 1, entonces existe 1 < p* < oo tal que w € A

loc?

La demostracién de la primera es trivial y la segunda se obtiene facilmente usando
la desigualdad de Holder. Para probar la tercera hay que seguir la demostracion del
caso clasico dada en el Corolario 7.6 del libro de Duoandikoetxea [Duo0O1]. Para ello
necesitaremos una versiéon local de la desigualdad de Hélder inversa (Teorema 7.4 de
[Duo01]), cuya prueba es andloga a la demostracion del citado libro, y que enunciaremos

a continuacion.

Lema 1.4.3. Sean 1 < p < oo yk > 1. Siw € A} . entonces existen constantes

positivas C y €, dependientes sdlo de p y de [w],x, tales que

1 LG
(m/llerE(x)dx) < m Iw(x)dx,

para todo I intervalo k-local.

En el capitulo 4 consideraremos la integral fraccionaria asociada a expansiones de
Laguerre. Para el estudio de la zona local, introduciremos el siguiente operador y la clase

de pesos asociada a él.

Definicién 1.4.3. Para 0 < e <1y k> 1, la Maximal Fraccionaria de Hardy-

Littlewood “Local” esta dada por

. 1
(1.24) = / £ ()ldy,

erEIH

donde Z, es el conjunto de los intervalos x - locales.
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Consideremos, asociada a M una clase de pesos locales tipo Muckenhoupt A?*?

loc,k) loc,k?

donde Kk > 1y 1< p,q < co. Esta clase contiene los pesos w en RT tales que

1 1
1 q , »’
(1.25) sup —— </wq(x)dx) </w‘p (x)dac) < 00.
ez, I \Jr I

El supremo de (1.25) serd la norma Afog . de w. Cuando ¢ = 0o 0 p’ = 0o se tomard, como

1

es usual, el supremo esencial sobre el intervalo I de w o w™", respectivamente.

= AP, es decir, la clase de pesos

Otra vez, tenemos que para cualquier £ > 1, Aj! loo.20

no depende de k. Por esta razén la llamaremos s6lo con AP¢. Sin embargo, la norma del

peso si dependera de k. Todo esto resulta de observar que w € A si y sélo si w? € AJ

loc locy

conr=1+ z%' Por el Lema 1.4.2, tenemos ademas las siguientes propiedades.

Lema 1.4.4. Para las clases de pesos locales AY?, con 1 < p,q < 0o, se tiene que:

loc’

g
loc 7

1. we Al sy sélo siw™ € A

2.8 1<p<ooyl<qg<oo, setiene AP C AT para todo 1 < g~ < q.

loc loc 7

3. 8511<g<ool<p<ooywe AP entonces w € APT para algin g < ¢* < o0o.

loc’ loc 7

Demostracion. La primera es trivial, y para la segunda usamos que

/

Cons:1+]i.

q

WweE AP = L € ATP s P € A8

loc loc loc»

Luego por el Lema 1.4.2 con A? . tenemos que w? € A3 para todo § > s. Si tomamos

loc? loc

q = _1, entonces ¢~ < qy s=1 —i— . lo que implica que w € A? . La tercera se hace

de la misma manera. O

Para la Maximal Fraccionaria Local tenemos el siguiente resultado de continuidad en
espacios de Lebesgue con pesos. Aca consideramos L? = {f : fw € LP}, con || f|;r =

| fwllp, para < p < oo, y L9*(w?), para 1 < ¢ < o0.

Teorema 1.4.2. Sean 1 <p<qg<o00,0<e<1yr > 1. Sl——;—ewaAloc,

entonces, sip > 1, M§ __ es de tipo fuerte (p,q) con peso w, es decir

loc,k

P — LT

loc K
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ysip=1, es de tipo débil (1, ﬁ), es decir,

1 %700
M., : Ll — LS

loc,k

La demostracion esta basada en la de Nowak y Stempak en [NS06], para el caso de

la Maximal de Hardy-Littlewood local con un peso A7 ..

Demostracién del Teorema 1.4.2. Sean 1 < p < g < oo, w € AP y k > 1. Para

loc

n+3)

cada n € Z, llamemos I,, = [k", Kk . Definamos el peso w,, en R cono w en [, pidiendo

ademads que sea simétrica alrededor de k™ y periddica con periodo 2|1,|. Por otra parte,

observar que w € A7 gy sblo si w? € A]  donde r = g(1 —€) =1+ 7%. Como se

loc loc)

establece en [NS06], se puede probar que w? pertenece a la clase A” global en R y la

norma esta estimada por arriba por la norma Aj . de w?, multiplicada por una constante

loc,k
independiente de w y n. Luego, [w,]are < Clw] Apa siendo AP? la clase que considera
todos los intervalos de R, y donde la constante C' es independiente de w y de n.

(k"1 k"T2). Si I es un intervalo

Tomemos f € LP(w) y llamemos f, = fxi, v Jn =
k-local que interseca a J,, entonces I C I, y tenemos que Mj . f(x) = Mj,., f.(x), para
todo z € J,. Luego

/Ooo(Mfoc,Hf(x)w(x))qu = Z/ ¢ o ful(@)wn(z))

nez

S (TACRNEIRE

nel

( [ 1@t |pda:) ,

donde hemos usado la acotacién en R de la Maximal fraccionaria de Hardy-Littlewood

IN

clasica para un peso AP9.

Como p < g, la funcién p(t) = tr es convexa en (0,00) y por lo tanto es facil ver que

~ </ (@) |pd"’3> = (% / [ fu(@)wn (2 |de>
= 3(/Ooolf(:v)w(x)|f’dx)g,
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Luego, obtenemos el resultado deseado para 1 < p < g < ooy é = 110 —e Parap=1
se procede andlogamente (ver Proposicién 6.3 de [NS06]). Para ¢ = oo, sale de la misma
manera en que se prueba el tipo fuerte (p, 00) de la maximal fraccionaria clésica para un

peso w € AP4, O

Otro operador clasico localizado que aparecera, aunque en menor medida, en el capitu-

lo 4, es la integral fraccionaria clasica local, definida para 0 <e <1y x > 1 por

RT 1
(1.26) I, (o) = / ol

Proposiciéon 1.4.1. Sean 0 < e <1 y k > 1. Luego, para 1 < p < q < oo tales que

€
loc,k

L =1 _¢ypara un peso w € AY?, se tiene que |

il loe? es de tipo fuerte (p,q), sip > 1,y

tipo débil (1,q), con peso w.

Demostracién. Para p > 1y ¢ < oo, se puede imitar la demostracion del Teorema
1.4.2 para Mj,,. . y obtener el mismo resultado. También, para p > 1, se lo puede deducir
de ese Teorema, probando una version local de la conocida desigualdad de Welland,
enunciada mas bajo. Daremos los detalles para x = 2, ya que puede resultar de interés

en si misma.

loc loc

Denotemos Ij,. = Ij,.,. Observar que Ij,.f(x) = I°(fx(z 21))(¥), donde I¢ = c(—A)72,
la integral fraccionaria clasica. Luego, podemos usar la desigualdad de Welland (ver

[WelT75]), que establece

/() < 2 (M f(@))* (M ()

para todo 0 < § < min {e, 1 — €}, donde M€ es la maximal fraccionaria clasica en R*. Es

facil probar que M(fx(z 22)) (%) < Mj,.4f(2). Luego obtenemos
1 1
(1.27) o () S (Migluf (2))* (M52 f (2))

para todo 0 < § < min{e, 1 — €}. Por otra parte, por el Lema 1.4.4, se tiene que si

Pt

3. Si en la ecuacién (1.27) tomo

w € AP? entonces existe g7 > ¢ tal que w € A

_ 11 11 11
0= s — or entonces, como ¢ = - —¢, tendremos F=5 (e +9). Luego, por el Teorema
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g
loc

1.4.2, Mf;;‘; es de tipo fuerte (p,q") con peso w. Por otra parte, w € A para todo

g~ < q. Eligiendo entonces q% = % + 0, tenemos que q% = % — (e — 9), y por lo tanto
Mle;:‘il es de tipo fuerte (p,q~) con peso w. Notar que § satisface 6 < min{e, 1 — €} y que
1101

.= §(q—+ - q%) Luego, tomando norma LI en (1.27) y aplicando Hélder con r = 2%,

obtenemos

1

Wt 5 ([ D) Mz @) )

e—0 3 €+0 3
N ||MlOC74f||zq_ HMlocAfH ’

+
L

f§ ||f||L57

Donde la ultima desigualdad sale por lo dicho anteriormente para los operadores maxi-

€—0 €—90
males My %y M 7). 0

loc

1.5. Espacios BMO.

Sea w un peso definido en E, donde E puede ser RT, R", o alguna bola o cubo
contenido en R™. Recordemos que el espacio de oscilacion media acotada en F,
BMOg(w), se define como el conjunto de las funciones f localmente integrables en £ que

satisfacen

1
(1.28) w0 / (@) - filde < C.

para todo cubo I C E, donde f; = ﬁ f[ f(x)dx es el promedio de f en I. La seminorma
| fllBMOR(w) €s la menor constante C' que satisface esa condicion. Observar que toda
funcién constante c.t.p. tiene seminorma BMOg(w) igual a cero, y son las unicas con esa
propiedad. Por ese motivo, se considera a las funciones que difieren en una constante como
iguales en BMO, de manera que || f||gymoy(w) sea una norma y BMOg(w) un espacio de
Banach.

Cuando w = 1, escribiremos BMOg, y denotaremos con BMO,(w) a este espacio

cuando E = R", y simplemente con BMO(w) cuando E = R* = (0, 00).
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En [Duo01], capitulo 6.2, se demuestra que para probar que f € BMOg(w) no hace
falta considerar el promedio f; en (1.28), sino hallar una constante a, que puede depender

de I, tal que
7l
— | |f(x) —aldx < C,
o 1@ —al

con (' independiente de 1.

Por otra parte, observar que || f|| spog(w) < 2| fw ™|, por lo que L2, C BMOg(w),
donde hemos usado la notacién (4.11) para los espacios de Lebesgue. La funcién f(z) =
ln(%)x(o’l) es un ejemplo de una funcién no acotada que estd en BMO;. Ademas, |f| €
BMO si f € BMO, pero la reciproca no es cierta. Enunciaremos ahora una propiedad
muy util, que es consecuencia de de la desigualdad de John-Niremberg, y que puede
hallarse en [Duo01], para el caso sin pesos, pero que puede extenderse para cualquier

peso de las clases AP (MWT76]).

Lema 1.5.1( Propiedad de normas equivalentes). Sea p € (1,00) y sea w € A", para

cualquier r < p'. Si definimos

1 - 1/P
| fll(BMOB W), = Sup (M/I\f(ﬂﬁ) — f1|Pw p(fc)dx) :

donde el supremo se toma sobre todo cubo I C E, entonces, || f|(BMop(w)), €5 una norma

en BMOg(w), equivalente a la norma || f| prmoy(w)-

Dado que nos serd ttil en los capitulos 3 y 5, enunciaremos ahora unos resultados
acerca de la Maximal de Hardy-Littlewood actuando en BMO. Denotaremos con M a la
maximal en R" y con Mg a la maximal soportada en un cubo ) C R", es decir, tomando
los promedios sobre bolas contenidas en ).

En [BDS81], Bennet, Sharpley y De Vore probaron el siguiente resultado para el

operador maximal de Hardy-Littlewood M actuando sobre BMO,,:
Si f € BMO,, entonces Mf = o |[Mf|smo, < C| fllsmo,-

Para el operador maximal T* relacionado al semigrupo del calor clasico, es decir
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T f(z) =sup| | T(z,y)f(y)dy|

s>0 R™

donde T(z,y) es el niicleo del calor en (3.2), vale el mismo resultado que para la funcién
maximal Hardy-Littlewood recién mencionado, usando que Mf y T*f son comparables
(ver, por ejemplo, [STO05], page 1113).

Para el caso con pesos, sobre la maximal de Hardy-Littlewood se tienen los siguientes
resultados. En [BDS81], Teorema 4.2, se demuestra la versién sin pesos del siguiente

resultado, cuya demostracion surge facilmente adaptando aquella prueba a este caso.

Teorema 1.5.1. 1. Sea Q un cubo fijo en R"™ y sea w un peso de la clase A (Q).
Si f pertenece a BMOg(w) entonces Mg f pertenece a BMOg(w) y

Mg fllBrogw) < CllfllBroow):

donde C depende solamente de la dimension n y la constante A(Q) de w.
2. Seaw € AY(R™). Si f pertenece a BMO,,(w) y si Mf no es idénticamente infinito,

entonces M f pertenece a BMO,(w) y

IMf | Bronw) < CIlfll BrO )

donde C depende sélo de la dimension n y la constante Al de w.

1.6. Operadores de Hardy.

Los operadores de Hardy clasicos, estan definidos para funciones reales, medibles en

R*, de la siguiente manera: el operador de Hardy clasico en cero
1 €T
Hof(z) =— [ f(y)dy,
T Jo
y el operador de Hardy clasico en infinito
Heofe) = [ 1),

para todo z € R*. Observar que los operadores de Hardy son adjuntos uno del otro, en

el espacio de medida (R*, dx).
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El primer resultado de continuidad en espacios de Lebesgue para estos operadores fue
dado por Hardy en 1939 y establece lo siguiente: dado p > 1, el operador Hy estd acotado
de LP(RT, z°tP~1dx) en LP(RT, 2 1dz) siy sélo si a < 0, y el operador H, estd acotado
en los mismos espacios si y so6lo si a > 0.

En general, suelen considerarse operadores de Hardy modificados, que son variaciones
de los operadores clasicos. Un resultado con pesos generales para operadores de Hardy
fue expuesto por Muckenhoupt en 1972 en [Muc72]. Aqui copiamos los resultados de un

articulo posterior de Muckenhoupt y Andersen, [AM82], donde estudian los operadores

modificados

Pfa) = [ s
y

Qufte) = [ sy
donde 7 € R.

Teorema 1.6.1( Tipo fuerte de Py). Sean 1 < p < ¢ < o0o. Dados dos pesos en R,
U yV, tenemos que Py es de tipo fuerte (p,p) con los pesos U y V', es decir, existe C
independiente de f tal que

(/ooo |P0f($)|qU(SE)dx); <C ( /Ooo \f(x>|pv<x>dx>;’ |

sty solo si
sup </ U(x)dm) ' (/ Vi(x)dx) ' < .
r>0 r 0

Teorema 1.6.2( Tipo fuerte de Qg). Sean 1 < p < q < 0o. Dados dos pesos en R,

U yV, tenemos que Qq es de tipo fuerte (p,p) con los pesos U y V si y sdlo si

sup </0 U(ac)da;)é </°o v—’i(x)dx) 7 e

A lo largo de la tesis, consideraremos distintos tipos de operadores de Hardy

modificados.
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En el capitulo 2 consideramos

1 x
Hof(z) = 935“/0 fy)y’dy

L) = [ -
donde f y 17 son mayores a —1. El tipo fuerte (p, ) con pesos de estos operadores se obtiene
usando los Teoremas 1.6.1 y 1.6.2. Més exactamente, es claro que Hf : LP(R*, w(z)dz) —

LP(RT, w(z)dz) siy solo si Py : LP(RY, 2“8 dy) —s LP(RT, =22 dz). Luego, por el

8P ) x(ﬂ+1)P

Teorema 1.6.1, tenemos que Hg es de tipo fuerte (p, p), con medida w(z)dz, para 1 < p <

00, si y sélo si

< w(z) , T By’
(1.29) Srgl@t)(/r x(ﬁﬂ)pdx) (/Ow v (x)x dx) < 0.

Andlogamente, por el Teorema 1.6.2, tenemos que H_ es de tipo fuerte (p,p), con

e

medida w(x)dz, para 1 < p < 0o, si y sélo si

/
P

1 _p P
Coarar ) | [T e @)
(1.30) ?«gg (/0 w(z)x dx> /T Ry dx < 00.

Con respecto al tipo débil, en [AM82] se demuestran resultados con dos pesos dis-
tintos para los operadores P, y (),, que cubren todos los valores de 7. Los citamos a

continuacion.

Teorema 1.6.3. Sean 1 < p < ¢ < oo yn < 0. Entonces, P, es de tipo débil (p,q)

con pesos U y V', es decir, existe C' independiente de f tal que para todo X\ > 0

</{I:Pnf<w>>x} UW)dw) E ([ |f(x)|pV(:r)dfr); ,

sty solo st

supr (/OO U(x)dx) ' (/O v—if(x)da:) .
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Teorema 1.6.4. Seann >0, 1 <p < g < 00 y consideremos

B(n.a) = sup (/OO (g) %dw); (/0 Vz;/(x)dx)pll .

Si B(n,a) < oo para algin a > 0, entonces P, es de tipo débil (p,q) con pesos U y V.
Reciprocamente, si P, es de tipo débil (p,q) con pesos U y V entonces B(n,a) < oo para

todo a > 0.

Teorema 1.6.5. Sean 1 < p < g < oo yn > 0. Entonces, Q) es de tipo débil (p,q)
con pesos U y V sty solo si

supr” (/OTU(x)dx> (/TOOVJ;I(x)dx>p < .

Teorema 1.6.6. Seann <0, 1 <p < g < 00 y consideremos

st =g ([ (7)) ([ o)

Si B(n,a) < oo para algin a > 0, entonces @, es de tipo débil (p,q) con pesos U y V.

Q=
=

Y e

Reciprocamente, si (), es de tipo débil (p,q) con pesos U y V' entonces B(n,a) < oo para

todo a > 0.

Podemos utilizar estos resultados para los Hardy modificados Hg y HZ . Observar que

la desigualdad
IHD fllznoe o) S 1 12wy
se satisface si y sélo si
||P(ﬁ+1)9||LPv°°(w) S HQHLp(w(m)rﬁp),
poniendo g(z) = f(x)x?. Luego, como 8+ 1 > 0, por el Teorema 1.6.4 tenemos que Hg

es de tipo débil (p,p) con peso w si y sdlo si existe a > 0 tal que

*rrye w(z) , TY gy P
(1.31) igg(/r <E> $(ﬂ+1)pdm) (/Ow PX daz) < 00

para 1 <p < oo, 0,8 p=1,

< rrye w(x) P
1.32 su <—> dx esssup —— | < oo.
( ) r>I(? /7“ z Al < :L"E(O,rg) UJ(LE) )

=
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Anélogamente, usando los Teoremas 1.6.6 y 1.6.5, tenemos que, paran > —1y 1 <

p < oo, HZ es de tipo débil (p,p) con peso w si y sélo si

1 w o
(1.33) sup " (/ w(x)dx) ’ (/ w_z(x)x_(nﬂ)p/dx) < 00,
r>0 0 r

cuando —1 <7 <0, o

e

(1.34) sup (/ <§>ax"pw(:c)d:c> ’ (/ w_];(gc)x("*l)p/dx) < o0
r>0 0 r r

para algin a > 0, cuando n > 0. En ambos casos, si p = 1 se toma el supremo esencial

donde corresponda.

En el capitulo 4, sobre la integral fraccionaria de Laguerre, consideramos, en la seccién

5, los operadores de Hardy modificados con exponencial:

e

;,o /O fy)y’dy

By f(2) = —

y su adjunto

e_y

H2Y f(z) = wn/ Wf(y)dy

T cx

donde > —1, 7> —1y o > 0. A veces, en lugar de e™*, consideraremos e~ “*, con
¢ una constante positiva, y e~°** También para estos operadores el tipo fuerte (p,q) con
pesos se obtiene de los Teoremas 1.6.1 y 1.6.2 (ver Teorema 4.6.1 de la seccién 4.5).
Con respecto a los resultados de tipo débil, para el operador ﬁg;’ los obtenemos usando
los Teoremas 1.6.6 y 1.6.5 (Teorema 4.6.4 de dicha seccién). Sin embargo, el tipo débil
para ﬁg *” no puede deducirse de los Teoremas 1.6.4 y 1.6.3. Recurrimos a otro resultado
de tipo débil, sobre operadores més generales, sacado de [MROSSG97], cuya aplicacién
a ﬁg’“ se enuncia y se demuestra en el Teorema 4.6.2. De todas maneras, nos sera mas

util una condicién suficiente para el tipo débil de Hg ? en términos de una hipdtesis més

manejable, que establecemos en el Teorema 4.6.3.
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Cuando consideramos pesos potencia, se tienen resultados mejores y més ajustados
que los que surgen de simplemente aplicar estos teoremas al caso particular w(x) = 2°.
Para ﬁfj 7y ﬁgg’, tenemos condiciones necesarias y suficientes sobre el pardmetro J para
todos los tipos de continuidad (p, ¢), con 1 < p, g < oo. Estos se enuncian y se demuestran

en la ultima seccion del capitulo 4.

En el capitulo 2, seccién 3, para obtener mejores resultados con pesos potencia, en
lugar de H? se considera un operador mas chico, T", dado por

o [ s

T"f(x) = sup
0<s<1

donde {¢}sc(0,1) s una familia de funciones positivas, continuas, uniformemente acotadas
y rapidamente decrecientes en infinito. Observaremos aqui que T < H? |y que T" serd de

tipo débil donde HY falla. Los detalles, en la seccién 2.3.






CAPITULO 2

CONTINUIDAD (P, P) CON PESOS PARA LOS
OPERADORES MAXIMALES DE LAGUERRE.

2.1. Introduccion.

El objetivo de este capitulo es probar, para cada uno de los tres sistemas de funciones
de Laguerre considerados, la continuidad en espacios LP con pesos para los operadores
del semigrupo del calor y para el operador maximal asociado.

Para cada sistema, daremos condiciones necesarias y suficientes sobre el exponente de
un peso potencia para que los operadores del semigrupo estén bien definidos en espacios
de Lebesgue, y para obtener continuidad de tipo fuerte, débil y débil restringido (p,p),
con 1 < p < oo, para el semigrupo y para el operador maximal asociado él. Para probar
eso, consideraremos a los operadores del semigrupo en su forma integal, y obtendremos
estimaciones puntuales de su ntcleo.

Como consecuencia de esas estimaciones, consideraremos también una clase de pesos
del tipo de la AP de Muckenhoupt que serd suficiente para el tipo fuerte (p,p) y el débil
(1,1) del operador maximal asociado, y que contiene todos los pesos potencia del parrafo

anterior.

En [Ste94], uno de los trabajos lideres sobre operadores relacionados con las expan-
siones en funciones de Laguerre, K. Stempak, demostrd, entre otros resultados, que los

correspondientes operadores maximales de los semigrupos asociados a los sistemas {£%},
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{ 2} v {£2}, dados por (1.1), (1.2) y (1.3), respectivamente, son de tipo débil (1,1) en
(R*,du), con du(xr) = dx en los dos primeros casos y du(x) = x%dx en el tercero. El
parametro «, inicialmente considerado mayor a —1, debia cumplir restricciones a priori,
a > 0 en el primer caso y a > —% en el segundo.

Explayandonos mas sobre los resultados de ese articulo, diremos que para el sistema
{£2} con a > 0, Stempak probd que para toda f € LP(R* dx), 1 < p < oo, u(z,t) =
e L f(z) es una solucién C* a la ecuacién del calor Ou = —Lu, tomando el operador

ot

e ™ f en su forma integral. Ademds, prueba la estimacién
e f(w) < Ce PP f ()

para toda f € LP(R*,dx), 1 < p < 0o, donde f* es una funcién maximal que se acota por
la maximal de Hardy Littlewood. Esta estimacién implica el tipo débil (1, 1) del operador
maximal asociado, que, a su vez, implica que lim,_o e ™ f(x) = f(x), en c.t.p, para f

localmente integrable. Por ultimo, demuestra que

_4otl
t53

le™fllp < Ce™ =" || £y,

lo que implica que lim;_,o e ™ f = f en LP, para 1 < p < co.

La demostracion de estas afirmaciones se basa en parte en que las normas L” de las
funciones de Laguerre {£%} se pueden estimar por potencias del orden de n, y esto se
conoce solo cuando o > 0. Esa es la razon de la condicion a priori sobre a.. Para los otros
sistemas pasa algo similar.

Para el sistema {L£%}, estos resultados fueron extendidos para valores negativos de «
por Macias, C. Segovia y J. L. Torrea en [MSTO05], apareciendo el llamado fenémeno
del lapiz: para o > 0, W7o es de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < oo, y cuando
—1 < a <0, es de tipo fuerte si y solo si —5 < % < 5 + 1, obteniendo ademads, en los
bordes, el tipo débil (=5, —%) y el tipo débil restringido (§ + 1, § + 1).

En [MSTO06], los mismos autores continuaron el estudio del sistema {£%} con o > —1,
proveyendo una descripcion completa de la acotacién del operador maximal asociado W*
con pesos potencia x°, suponiendo a priori la condicién § > —1. Esta restriccién en el

exponente nos parecié poco natural en el espacio de medida (R*,dr), donde z° es una
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funcion localmente integrable para todo real ¢, dado que todo subconjunto compacto de
R* se mantiene lejos del cero.

Como primer resultado para esta tesis, nos propusimos prescindir de esa restriccion
sobre el exponente § y extender los resultados a los otros sistemas. Siguiendo de cerca
a [MSTO06], usamos sus ideas de base y refinamos las estimaciones obtenidas alli para

mayorizar los operadores del semigrupo por otros mejor adaptados a la estructura de R*.

La estrategia que usaremos para obtener las estimaciones deseadas sobre el niicleo para
el sistema {L£3}, serd béasicamente el mismo modus operandi para los deméds sistemas,
y también para la integral fraccionaria (capitulo 4 de esta tesis) y, en parte, para la
continuidad de W7. en espacios BMO (capitulo 3). Este método, descripto para este
caso al incio de la seccién 3, consistird en dividir el espacio RT x R* en tres zonas, y
en cada una de ellas estimar el nicleo de cada operador integral del semigrupo. De esta
manera la funciéon quedarda mayorizada por operadores mas familiares, como la Maximal
de Hardy Litlewood local y versiones modificadas de los operadores de Hardy.

Para los otros dos sistemas restantes, no es necesario buscar de la misma manera esti-
maciones similares. Usaremos cambios de variable apropiados que nos permitan transferir
puntualmente las estimaciones obtenidas en el primer caso para los otros nicleos. Esa

clase de conexién entre los sistemas ha sido también aprovechada en [AFTO06].

La organizacion de este capitulo sera la siguiente. En la seccién 2 enunciaremos los
teoremas principales, correspondientes a los semigrupos de cada sistema de funciones de
Laguerre y sus respectivos operadores maximales. En la seccién 3 describiremos la forma
de proceder para demostrar los teoremas, presentaremos algunos operadores involucrados
y enunciaremos algunas de sus propiedades. En la seccion 4 presentaremos un resultado
de acotacién en LP(R*, 2°dx), para un operador general controlado por una combinacién
de los operadores dados en la seccion anterior,esto es, la maximal local y los operadores
tipo Hardy. Este resultado nos permitira demostrar los tres teoremas en un solo paso, una
vez obtenidas las correspondientes estimaciones para cada semigrupo. Dichas estimaciones

puntuales se probaran, para cada uno de los sistemasd en la seccién 5, como un paso previo
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a la demostracion de los teoremas principales. Por ultimo, en la seccion 6, estableceremos
condiciones suficientes, sobre pesos mas generales que los pesos potencia, para obtener
el tipo fuerte (p,p) y el tipo débil (1,1) del operador maximal asociado a cada uno de
los tres sistemas de funciones de Laguerre. Si bien estos resultados contienen parte del
teorema para pesos potencia, hemos elegido esta secuencia ya que fue el modo en que

fuimos obteniéndolos.

Por 1ltimo, queremos acotar que preguntas concernientes a la convergencia de ex-
pansiones en funciones de Laguerre han sido consideradas por varios autores. Ver, por
ejemplo, [Mar82], [Muc69], [Muc70]|, [Now03], [Ste94|, [Ste92], [Ste90], [Tha93],
[Tha90b], y [Tha90a]. También hay resultados recientes de A. Nowak y P. Sjogren con
respecto al tipo débil (1, 1) para el operador maximal asociado al semigrupo del calor,
para todos los sistemas de funciones de Laguerre, en dimensiones mayores (ver [NS09]).
Para los dos tltimos sistemas de funciones de Laguerre, en [Now03], A. Nowak obtuvo
algunos resultados incluyendo pesos mas generales Sin embargo, para el sistema {p2},
la clase que él considera, la clase de Muckenhoupt A,(dz), no depende del pardmetro a,
como deberia esperarse, ya que los nicleos mejoran cuando « crece. Nosotros presentamos

aqui resultados en esa direccion, al final del capitulo, en la seccién 6.

2.2. Los teoremas de continuidad con pesos potencia.

Antes de enunciar los teoremas, recordemos que para p = 1 el tipo débil y el tipo débil
restringido son equivalentes. Por simplicidad, los resultados de tipo débil para p = 1 estan
incluidos dentro de los de tipo débil restringido. Recordemos que en este capitulo, los pesos
forman parte de la medida y no estan elevados a la p, a diferencia de la continuidad en

espacios de Lebesgue considerada en el siguiente capitulo.

Teorema 2.2.1. Sean a > —1 y 1 < p < co. Para el semigrupo {e 2 },~o, asociado
al sistema de funciones de Laguerre {L%}, dadas por (1.1), tenemos los siguientes resul-

tados: Para todo t > 0, el operador e”'V2 f es finito c.t.p. para toda f € LP(RT, x%dx),
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1 <p<oo,siysilosid<(§5+1)p—1,y para toda f € LPA(RY, 2%dz), 1 < p < o0, si
y s6lo si0 < (5 +1)p—1.

t

Mas aiin, siT=e V2, t >0, 0 T = Wha, el operador mazimal asociado al semigrupo,

tenemos que:

1. Para 1 < p < oo, T es de tipo fuerte (p,p) en (R, 2%dx) si y sélo si —5p—1<
d<gp+p—1

2. Para cada § € R, T es de tipo fuerte (00,00) en (R, 2%dx) si y sélo si a > 0.

3. Paral < p < oo, T es de tipo débil (p,p) en (R*,2°dx) si y sélo si —Sp—1<
0 <gp+p—1, cuando o # 0, 0 si y s6lo st =1 <6 <p—1, cuando a = 0.

4. Para 1 < p < oo, T es de tipo débil restringido (p,p) en (R*,z°dx) si y sdlo si
—5p—1<0<5p+p—1, cuando a # 0, 0 si y sélo si =1 < < p—1, cuando

a=0.

Teorema 2.2.2. Sean o > —1 y 1 < p < oo. Para el semigrupo {e %}, asoci-
ado al sistema de funciones de Laguerre {©%}, dadas por (1.2), tenemos los siguientes
resultados:

Para todo t > 0, el operador e "¢ f es finito c.t.p. para toda f € LP(RT,2%dx),
1 <p<oo,siysdlosid<(a+2)p—1,ypara toda f € LPY(RY,2%dz), 1 < p < o0, si
y slo sid < (a+3)p—1.

t

7/ e . j— & . .
Mds atin, si T =e ™, t >0, 0T = W, el operador mazimal asociado, tenemos

que:

1. Paral < p < oo, T es de tipo fuerte (p,p) en (RT,2°dz) si y sdlo si —(a+1)p—1 <
d<(a+3)p+p—1.

2. Para cada § € R, T es de tipo fuerte (c0,00) en (R*, 2%dx) si y sélo si a > —3.

8. Paral < p < oo, T es de tipo débil (p,p) en (RY,2°dz) siy sdlo si —(a+3)p—1 <

0 < (Oz+%)p+p—1, cuandoa;«é—%, 0 sty solo st —1 <6 < p—1, cuando

N | —

o= —3.
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4. Para 1 < p < oo, T es de tipo débil restringido (p,p) en (R*,z°dx) si y sdlo si
—(Oz—i—%)p—l <0< (a—l—%)p—l—p—l, cuando o # —%, 0siysolosi—1<d<p—1,

[

cuando o = —

Teorema 2.2.3. Sean a > —1 y 1 < p < oo. Para el semigrupo {4 },~4, aso-
ciado al sistema de funciones de Laguerre {{}, dadas por (1.3), tenemos los siguientes
resultados:

Para todo t > 0, el semigrupo del calor e ¢ f es finito c.t.p. para toda f € LP(RT, 2°+*dx),
1 <p<oo,siysdlosid< (a+1)p—1,ypara toda f € LPH (R, 2%7%dx), 1 < p < oo,
siy solo si o < (a+1)p — 1.

t

’ ’ 3 — e . .
Mis aiin, si T=e" ¢t >0, 0 T = Wja, el operador mazimal asociado, entonces se

satisface:

1. Para 1l < p < oo, T es de tipo fuerte (p,p) en (R*, 2%%%dx) si y sélo si —a —1 <
d<(a+1)(p—1).

2. T es de tipo fuerte (0o, 00) en (RY, 2°+*dz) para todo 6 € R.

3. Para 1l < p < oo, T es de tipo débil (p,p) en (R*, 2°T%dx) siy sélo si —a — 1 <
6 < (a+1)(p—1).

4. Para 1 < p < oo, T es de tipo débil restringido (p,p) en (RY, 2°+*dz) si y sélo si
—a—1<d6<(a+1)(p—1).

Observacién 2.2.1. Permitasenos observar que las condiciones sobre ¢ para la buena
definicién de los operadores del semigrupo, son exactamente las que aseguran que las
funciones de Laguerre £& pertenezcan al espacio LP(2%dr), 1 < p < oo, o al espacio
LPY(2%dx), 1 < p < oo, para el caso tipo débil restringido. De hecho, como £2(z) ~ x/2
cuando z — 07 y L%(z) ~ O(e™*) cuando z — oo (ver [Tha93], pigina 27), L
pertenecerd a LP(z°dz) siy sélo si d > —$p — 1 (a > 0 cuando p = 00), y a LP!(2%dx)

si y s6lo si § > —§p — 1. Observaciones analogas se sostienen para los sistemas {¢f} y

{6}
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2.3. Relacion con los operadores de Hardy y la Maximal local.

La demostracién de los Teoremas consistira en estimar por arriba y por abajo cada
operador del semigrupo {e '} por operadores mds simples y familiares, para cada op-
erador L. de Laguerre. La estimacion serd puntual y, en un sentido, uniforme para todo
t>0.

Consideraremos e ™" f en su forma integral, es decir

e f(x) = /OOO WGz, y) f(y)du(y),

con dy = dx o du(r) = x*dx, dependiendo el caso. Dejando x fijo, dividiremos R* =
(0,00) en tres zonas, dependiendo de z. En cada una de ellas el niicleo serd més simple

y lo podremos estimar mejor. Exactamente, dividiremos de la siguiente manera:

R+ = (0, Z] U(%,@:) iz, c0).

Al intervalo del medio lo llamaremos zona local. Ahi tenemos que y ~ x, es decir,
existen constantes ¢ y C tales que cx < y < Cx para todo y € (§,4x). La integral del
nucleo del calor contra f en esa zona estara acotada superiormente por la Maximal de

Hardy-Littlewood local de f, es decir, el operador

b
Micf@) = s [l

O<a<z<b<ka
donde k es una constante mayor a 1. En la estimacion obtendremos x = 16. Las propiedades
de este operador que usaremos aqui estan enumeradas en la seccién 1.4. Por el Teorema
1.4.1, y como 2° € Al para todo § real, tenemos que My, es de tipo fuerte (p,p),
con 1 < p < oo, y tipo débil (1,1), para cualquier peso potencia. Cuando p = oo, y co-

mo L>®(R*, 2°dx) = L>®°(R*, dx) para todo 4, se puede obtener facilmente el tipo fuerte

(00, 00) para M., con cualquier peso potencia.

Al intervalo (0, {] lo llamaremos zona global en el origen y a [42, 00) zona global
en infinito. En esas zonas cada y permanece alejado de z una cierta distancia que es pro-

porcional a x. En ambas zonas estimaremos por operadores de Hardy modificados.
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Recordemos que, para § > —1 y n > —1, estos operadores son

2.1) HY f(z) = P! / " f)yPdy

y su adjunto

(2.2) HY f(z) = 27 / T F )y dy,

en cero y en infinito, respectivamente, donde f es una funcién real, medible en R*, y
x € RT. Los valores de n y 3 que apareceran en las estimaciones dependerdn tanto del
sistema como del valor del pardmetro . Méds precisamente, para los sistemas {£}, {p2}

y {¢2}, obtendremos f =n=%, f=n=a+1yn=0, = q, respectivamente.

Observar que la desigualdad de Holder en espacios de Lorentz (1.16) implica que
Hgf(x) es finita ct.p. para todo f € LP(RT,2%dx) sil < p<ooy~vy < (B+1)p—1,
y para f € LPY(RT, 27dz), usando el Lema 1.3.3,si1 <p<ooyy < (B+1)p— 1.
Para H?, sucede algo similar, sin embargo, como veremos més adelante, en lugar de este
operador consideraremos otro méas chico, T", que estara bien definido para toda funcion

f en cualquiera de esos espacios.

Las propiedades de continuidad sobre estos espacios se resumen en los siguientes lemas.

Lema 2.3.1. Para Hg, se tienen los siguientes resultados.

a) Para 1 < p < oo, siy < fp+p—1 entonces Hg es de tipo fuerte (p,p) en RT con
medida 7dx.

b) Para p = 0, Hg es de tipo fuerte (00,00) en Rt con medida x7dx para cualquier ~y
real.

¢) Parap=1, siy < [ entonces Hg es de tipo débil (1,1) con medida z"dx.

d) Paral <p < oo, siy < ffp+p—1 entonces Hg es de tipo débil restringido (p,p) con

medida x"dx.

Demostracién. Para probar a), verificamos que w(x) = z7 satisface la condicién
(1.29) si y sélosi v < fp+p—1, cuando p > 1. Luego, Hg es de tipo fuerte (p,p). Para la
parte ¢), vemos que w(x) = z7 satisface (1.32) si s6lo si v < 3, y por lo tanto Hg serd de

tipo débil (1,1).
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La parte b) se cumple pues 5 > —1y L*>®((0,00),z7dx) = L*((0,0),dx), con igual-
dad de normas. Como tipo débil implica tipo débil restringido, para probar d) es suficiente
con ver que Hg es de tipo débil restringido (p, p), con medida z"dx, para vy = fp+p — 1,
oseap=(y+1)/(B+1). Sea f € LP*(27dz). Usando la desigualdad de Holder para

espacios de Lorentz obtenemos

Ho (@) 1@y @797 e (0.0) 70

Como p > 1, tenemos  # v y ademas p'(8 —v) + v+ 1 = 0. Luego, el Lema 1.3.3
implica que [|y”7 (| .00 ((0.2) s7de) 8 finita. Es un calculo fécil ver z=7~1 € LP**(27dx) si

y s6lo si v = Bp + p — 1. Por lo tanto, obtenemos la desigualdad deseada

||H(B)f”Lp7°°(x’de) S C Hf”val(x'de)-

Lema 2.3.2. Para H!_ tenemos los siguientes resultados:

a) Para 1 < p < o0, siy > —np — 1 entonces H, es de tipo fuerte (p,p) con medida
xVdx.
b) Para p = oo, sin > 0 entonces H' es de tipo fuerte (co,00) con medida xVdz, para

todo v real.

Jyz-n=1 n#0 o .
c) Parap =1, si entonces HY. es de tipo débil (1,1) con medida

y>-1, n=0
xVdx.

Demostracién. Para probar a) se verifica que w(x) = x7 satisface (1.30) si v >
—np — 1. Para probar c¢), se comprueba que para esos valores de 7, w(z) = x7 verifica las
condiciones (1.33) y (1.34). La parte b) sale igual que en el Lema 2.3.1.b, usando esta
vez que 1 > 0. U

Observemos que si v = —np — 1, con n # 0y 1 < p < oo, entonces H’ no es
de tipo débil (p,p) con respecto a la medida z7dz. Mas exactamente, si consideramos

g(x) = X(0.) log™* (%) a:*%('”l), con % < € < 1, entonces g € LP(z7dx) pero H g ¢

L (2Vdx), si v = —np — 1. Para comprobar esto usamos que para todo 0 < x < le
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H7 g(z) > Ca"log"* (1), y que esta tltima funcién no pertenece a LP>(z7dz) (los
detalles de estan afirmacion seran dados mas adelante, en el capitulo 4, Lema 4.8.2, parte
3).

De acuerdo a los resultados obtenidos en [MSTO06], esperamos obtener tipo débil
(p,p) con n = § para el operador maximal asociado a las funciones de Laguerre {£5} y
por lo tanto los operadores que usamos para mayorarlo deberian tener esta propiedad.

Por esta razén, consideraremos, en lugar de H? el operador T, definido por

(2.3) T"f(x) = sup [T{f(z)].

0<s<1

donde {TZ}SE(O ;) €8 una familia de operadores mas ajustados que HY , definidos por

Tw@%=W/m%@V@wﬂ*@,

donde {¢;}se(0,1) es una familia de funciones no negativas y uniformemente acotadas que

satisfacen

(2.4) s ()Y llzaa,o0) < 00

paratodo 9, 0<s<1l,z>0y1<g<o0,y
(2.5 swp [ o) Y < oo

0<s<1Jo Y
para todo 1 < ¢ < oo. Observar que, para todo s € (0,1), si ps(y) es continua en y y
rapidamente decreciente en infinito, entonces (2.4) se satisface. Como ejemplos de tales
funciones @, mostraremos aquellas que aparecen en la seccién 4, en las demostraciones

de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2, respectivamente:

(2.6) eoly) = (L) et

y :
27) o) = (L) e,

donde € y ¢ son constantes positivas.



2.4 Un resultado para un operador mas general. 43

Por (2.4), T7f(x) es finita en c.t.p. para f € LP(R*, 27dz), para todo 1 < p < ooy
todo 7.

Por ser la familia {¢,} uniformemente acotada, T" satisface
(2.8) T (x) < CHL|f](x) Va € (0,00)
y, por la desigualdad de Holder y (2.5),

(2.9) T () < Ca| oot

La desigualdad (2.8) implica que todas las propiedades del Lema 2.3.2 para H?, también
se cumplen para T". Por (2.4), T" es de tipo fuerte (00, c0), también cuando n = 0. Por
ultimo, la desigualdad (2.9) implica que T" es de tipo débil (p, p) con medida x7dz, para

v = —np—1, con n # 0, ya que en ese caso x" pertenece a LP>®(zVdx).

Resumimos las propiedades de continuidad de T” en el siguiente lema.

Lema 2.3.3. Sea n > —1. Entonces se tiene:

a) Paral < p < oo, siy > —np—1 entonces T" es de tipo fuerte (p,p) con medida x"dx.
b) Para p = oo, sin > 0 entonces T es de tipo fuerte (00,00) con medida x7dx para

todo v real.

> pp— 1, 0
c) Para 1 < p < o0, si 1= n7 entonces T es de tipo débil (p,p) con

y>-1, =0
medida xVdx.

2.4. Un resultado para un operador mas general.

Para poder demostrar los tres teoremas de una sola vez, estableceremos en estasec-
cién un resultado de acotacion en espacios de Lebesgue para una familia de operadores
mas generales que tengan ciertas propiedades y que, por cierto, seran satisfechas por los
semigrupos de los tres sistemas de Laguerre.

Maés precisamente, trataremos con operadores que puedan ser estimados en términos
de los tres operadores nombrados en la seccion anterior: el operador de Hardy modificado

en el origen Hg, dado por (2.1), el operador T, dado por (2.3), un poco menor que el de
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Hardy modificado en infinito Hfo, y la Maximal de Hardy Littlewood local M, ., dado
por (1.21), en la seccién 1.4. Con esta herramienta, la demostracion de los teoremas que
se hara en la seccion siguiente, consistira en probar que valen dichas estimaciones, es
decir, que los semigrupos asociados a cada sistema satisfacen las hipotesis de la siguiente

proposicién, para apropiados valores de los parametros 5y 7.

Proposicion 2.4.1. Sea R un operador sublineal definido sobre funciones medibles

de RT. Supongamos que existen constantes > —1, 7> —1 y k > 1 tales que
(2.10) Rf ()] S HYIf[(2) + Mige o f () + T f ()

en ct.p.x € RY y para toda funcion f medible en RY, (o donde los operadores de la

derecha estén definidos), y que ademds para algin a > 0 se verifique

(2.11) RIf|(x) 2 2" / @)l

para ct.p. x € (0,a) y toda f medible en RT soportada en (0,a), entonces valen los
siguientes resultados:

1) Para 1 < p < oo, R estd bien definido en LP(RT, 27dx), es decir, Rf es finito c.t.p.

para toda f € LP(RT, 27dx), siy sélo siy < (B+ 1)p—1.

11) Paral < p < oo, R estd bien definido en LP'(R™, z7dx), si y sdlo siy < (f+1)p—1.
111) Para p=1, R estd bien definido en L*(R™,z7dz) si y sélo si vy < .
1v) Para p = oo, R estd bien definido en L°°(R™, 27dx) para toda v € R.
Con respecto a la continuidad en estos espacios, tenemos que:

a) Para 1 < p < oo, R es de tipo fuerte (p,p) en (RY, x7dx) siy sélo si —nqp —1 < v <
(B+1)p—1.

b) Para cada v real, R es de tipo fuerte (co,00) en (RY,27dx) si y sdlo sin > 0.

¢) Para 1 < p < oo, R es de tipo débil (p,p) en (RT,27dx) si y sdlo si —np —1 < v <
(B+1Dp—1, cuandon #0, 6 =1 <~y < (8+1)p—1, cuando n = 0.

d) Parap =1, R es de tipo débil (1,1) en (RT,27dx) siy sélo si —m—1 < v < 3, cuando
n#0,0—-1<vy<p, cuandon = 0.



2.4 Un resultado para un operador mas general. 45

e) Para 1 < p < oo, R es de tipo débil restringido (p,p) en (RT,z7dx) si y sdlo si
—nmp—1<~v<(B+1)p—1, cuandon#0, 6 =1 <y <(B+ 1)p—1, cuando n = 0.

Corolario 2.4.1. Sea {Rs}se; una familia de operadores definidos sobre funciones
medibles de RT. Si la estimacion por arriba (2.10) se cumple de manera uniforme para
todo s € I, y la estimacion por abajo (2.11) se satisface para algin s € I, entonces las

conclusiones de la Proposicion 2.4.1 se cumplen para el operador maximal asociado R*,

dado por R* f(z) = sup,e; |Rs f(x)].

Observacién 2.4.1. Observar que la hipétesis (2.10) implica las condiciones sufi-
cientes de los resultados mientras que la hipdtesis (2.11) nos da las necesarias. Para la
demostracion de los Teoremas principales de este capitulo se usara el Corolario 2.4.1,
probando que el semigrupo asociado a cada sistema de funciones de Laguerre satisface
las estimaciones requeridas para ciertos valores de 8 y n. De esta manera, los resultados

saldran directamente de las conclusiones del Corolario.

Demostracién de la Proposicion 2.4.1. Observemos primero que si denotamos
por X alguno de los espacios involucrados (el espacio LP, LP*>* o LP! y sus versiones
con pesos), entonces f € X siy sblo si |f| € X, con igualdad de normas en X. Ademas,
05 /S g implica | fllx < llgllx.

Para ver que las las condiciones sobre los pesos son suficientes, utilizaremos la esti-
macién por arriba (2.10) y los resultados conocidos sobre los operadores que aparecen en
el lado derecho de la desigualdad. Por ejemplo, para probar las condiciones suficientes
de I), II), III) y IV), basta observar que el dominio de M;,., y T" contienen todos los
espacios LP(RT, z7dx) para todo 1 < p < oo y todo 7y € R, y el dominio de Hg contiene
LP(RT, 27dx) (o LPY(RT,27dz)) sil < p < ooy vy < (84 1)p — 1 (respectivamente,
I1<p<ooyy<(B+1)p—1). En L®(R", 27dzx) = L>®°(R",dz), Ry estd bien definido
siempre, ya que hemos supuesto > —1. Para probar ahora las condiciones suficientes de
los enunciados a) hasta e), basta usar los resultados de tipo fuerte, débil y débil restringi-
do (p,p) para pesos potencias de los operadores involucrados, contenidos en los Lemas

2.3.1y 2.3.3 y en el Teorema 1.4.1 de la seccién 1.4.
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Ahora probaremos que las condiciones sobre ~ de los resultados I, II, IIT y IV son
también necesarias. Supongamos entonces que |Rf(z)| < oo para c.t.p. x € RT, y para
toda f € LP(RT,27dx). Luego, R|f|(x) es finita c.t.p. para toda f € LP(R*, 27dz) y la
hipétesis (2.11) nos da

1ty < oo 91 € (0,0, a7d0)
Luego, por el Lema 1.3.2 de la seccién 1.3, tenemos 3°~7 € LY ((0,a),27dz). Si 1 <
p < 00, esto pasa si y s6lo si v < fp+p—1 (caso I). Si p = 1 (caso III), entonces
y?=7 € L=((0,a,), 27dx) = L*°((0,a,),dz) si 'y sdlo si y < 3.
Para el caso II), usando nuevamente el Lema 1.3.2 y la observacion que le sigue,

obtenemos

Yy e Lp/’oo(((),as),x“’dx).

Por el Lema 1.3.3, esto implica que, cuando 3 # =, se tiene (8 —~)p'+~ > —1, es decir, la
desigualdad deseada v < (64 1)p — 1. Cuando 5 = ~, obtenemos esa desigualdad usando
que > —-1yp>1.

Veremos ahora que las condiciones para la continuidad del operador R son también
necesarias. Para ello sea [ = x(s,). Claramente, f pertenece a LP(RY, 27dz), con 1 <
p < 0o, y también a LP1(RT, 27dz), con 1 < p < oo, para toda v € RT, y ademads, por la

hipétesis (2.11), tenemos, para alguna constante A, que

(2.12) z" < ARf(x), paractp. z € (0,a).

Analizemos ahora cada uno de los casos. Caso e) Supongamos que R es de tipo
fuerte (0o, 00) con medida z7dz. Entonces Rf € L*®(R*,z7dx) = L*®(R*,dz), y por

(2.12) tenemos que

2" < A para ctp. x € (0,a),

y esto pasa si y s6lo si n > 0.
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Caso a) Supongamos que R es de tipo fuerte (p,p), con medida x7dz, 1 < p < oo.
Entonces, por (2.12) tenemos que z" € LP((0,a), x7dz), y esto implica v > —np — 1.

Casos b), c¢) y d) Supongamos ahora que R es de tipo débil o tipo débil re-
stringido (p,p) con medida z7dz, para 1 < p < oco. En ambos casos tendremos que
xm € LP>*((0,as),27dx) y esto, por el Lema 1.3.3, implica v > —np — 1, sin # 0, o
v>—1,sin=0.

2.5. Demostracion de los teoremas de la seccion 2.2.

Como anticipamos, las demostraciones de los teoremas consistirdn en probar que cada
operador de cada semigrupo de Laguerre considerado satisface la estimacién por arriba
(2.10) de manera uniforme en el pardmetro s y la estimacién por abajo (2.11), para los
valores de 1 y B que correspondan. Luego, la Proposicion 2.4.1 y el Corolario 2.4.1 nos
implicaran los resultados de acotacion deseados, tanto para cada operador del semigrupo

como para el operador maximal asociado.

Demostracion del Teorema 2.2.1. Sea a > —1 una constante fija. Consideramos

al semigrupo {e~F£e}, 4, asociado a las funciones (1.1), con cada operador en forma

t
. . . . _e 2
integral. Recordemos que, por medio del cambio de variables s = *=¢— transformamos

14+e 2
e~thee f(x) en

0 = / " Woen (s, 2 ) f (),

donde 0 < s < 1y el niicleo esta dado por (1.5), es decir

11-—*8 _ligi1y(y 1—s 1
Wes(s,2,9) = 3 e oo, (122wt ).

para) < x < ooy 0 <y < 00, siendo [, la funcién de Bessel modificada (ver Lema 1.1.1

en seccion 1.1). De esta manera el operador maximal del semigrupo nos quedara

Wief(x) = sup |[Ryf(z)| = sup

0<s<1 0<s<1

[ Wests.a y)f(y)dy‘-
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Probaremos que {R;} y el Operador Maximal W7}, satisfacen las hipdtesis de la

Proposicién 2.4.1, con n = = § y k = 16.

Primero veremos que para cada s € (0,1), Ry satisface la estimacién por abajo (2.11),
con constantes dependientes de s. Mas exactamente, obtendremos que existe una con-

stante C tal que
Wea(s, z,y) > Cy (zy)%, para todo 0 < 2,y < s.

. . &2 1
Primero observemos que si tomamos 0 < z,y < s entonces 12—j(azy)2 <1, y por la

estimacién de la funciéon de Bessel dada en el Lema 1.1.1, seccion 1.1,

I (1 ;352 (xyﬁ) ~ (ry)?,

[N]1e)

obtenemos

4y

1—82 a+1 N .
We(sa) = (F55) @nie ® = Cant,

[N]])

donde hemos usado 0 < x,y < s.

Probaremos ahora que los operadores integrales R, satisfacen la estimacion por arriba
(2.10) uniformemente para todo s € (0,1), de manera de obtener esa estimacién también

para Wi.. Para eso, fijamos € RT y dividimos en tres zonas la integracién respecto de
y:
Zona global en el origen: y € R™ tales que 0 < y < 7.

Zona global en infinito: y € R™ tales que 4z < y < oo.

Zona local: y € R* tales que § <y < 4x.

Nuestro objetivo serd probar, para cada = € R, s € (0,1) y cualquier funcién f

medible en RT, las siguientes estimaciones:

(2.13) /4 Wea(s,z,9)|f(y)|dy < H?!ﬂ(m) (caso global en el origen),
0

o0

(2.14) Wea(s,z,9)|f(y)|dy < T2|f|(x) (caso global en infinito),

4z
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y

4x
(2.15) Wea(s,z,9)|f(y)|dy < Migesf(z) (caso local),

w8

con k = 16. Por comodidad tomaremos siempre una funciéon f no negativa.

Comenzaremos por estimar el nicleo (1.5). Si llamamos

2

> (ay)? < 1} :

Ds(x)i{yE]R*:Og

por las estimaciones de la funcién de Bessel (Lema 1.1.1), tenemos

L) = (S52) @

2s

ol
w[R

para todo y € Dy(x) y

para todo y ¢ D(x).
Luego, si denotamos con Wia (s, z,y) y Wia (s, x,y) las restricciones del niicleo Wea (s, z, y)

a Dg(z) y Ds(x)¢, respectivamente, a partir de (1.5) obtenemos

1 1 . 82 a+1 . ) )
Wea(s,z,y) = | = (zy)F e~ iG+DE+)
S

1_ 2 atl [ x
(2.16) < ( 23) (zy) S e~ 5
s
y
2 1—82 % 1 1 1 1—s2 %
Wia(s,z,y) =~ 5 (zy) TeaCHD @Y 5 (@)
s
(1_82>§( ) ; ‘xézyw Slz2+y2)?
= TY) 4e s e
2s
g2\ 3 !
(2.17) < (12 : )2@;.@) jo-idadt
s
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Probaremos que (2.13), (2.14) y (2.15) se satisfacen para cada nicleo Wia(s,z,y) y

W2 (s, x,y).

Consideraremos primero las zonas globales.

Caso global en el origen: Para 0 <y < 7, querriamos obtener

(2.18) Wea(s, x,y) Sz 27 1ys,

Luego, integrando contra f en (0, ), esa estimacion del nticleo nos darfa
I 1 x N

/ Wea(s,z,y) f(y)dy < T/ fy)y2dy

0 T2 0

%

= Hg f(2),

obteniéndose (2.13). Para el nticleo (2.16) tenemos

1
Wéa (87 I7y) r§ SOH_l

€T a+1
= gj_%_ly% (-) @_Cf‘
S

o a
x2y26_ s

(2.19)

Para el nicleo (2.17), observar que cuando 0 < y < §

Entonces

1
1—82 1_32 1 T2 _cz+
W) s 5 (P k) e

1
donde ¢ = 35

. . —g2
Consideramos primero o > —%. En ese caso, dado que %(my)l/ 2 > 1, tenemos

(1 ;882 (-’L’y)m) < (1 - (aﬁy)m)a

2s
y el niicleo W2, nos queda igual al nicleo W}, obteniendo la estimacién (2.19) para

N

2
WLQ .

Por otra parte, si —1 < a < —%, tenemos

Wia(s,z,y) <
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3 1
_a_q a (T PR _ex (Y -1 —cl
= €T 2 y2 — (& s — [ s
S S

T\ 55

_a_1 o —c

5 T 2 oy <_> € s,

donde la ultima desigualdad es consecuencia de que —5 — % > 0.

Observar que a+1 < 2+ 3siysélosia < —1,yademds 0 <y < 2y L= (:vy)l/2 > 1

implican ¢ > 4. Entonces, tomando ¢ = meix{oz + 1,2 + 2}, obtenemos la estimacién

(2.20) Wiea(s,z,y) S <£)€e*c%x 271y%,

S

Dado que (f)6 e < O, tenemos (2.18).

Caso global en infinito : Consideramos 4x < y < oco. Como el nicleo Wiea (s, z,y)

es simétrico respecto z e y, usando el caso anterior obtenemos a partir de (2.20) que

Wﬁ"‘(S?x?y) S C x%y_%_1¢s(y)7

donde ¢,(y) = (¥) e —¢{ y e = max{a + 1, a4 3y

s

Luego, integrando contra f en (4z,00), obtenemos la estimacion deseada (2.14):

fv/ fly +190s( )dy

o0

Wea(s,z,y) f(y)dy < sup

4x 0<s<1

= T ()

Observar que las funciones ¢,(y) son uniformemente acotadas y satisfacen las condi-

ciones (2.4) y (2.5) requeridas en la definicién del operador T%.

Caso local: Fijamos 0 < z < 0o, y consideraremos aquellos y tales que § <y < 4z.

Para ellos tenemos (xy)% ~ xy x+y~x. Luego, el nicleo (2.16) satisface

:L.C!

$a+1 e

m\&

1
Wha(s,2,9) S —pe ™ S =

9

recordando que a + 1 > 0. Luego, integrando contra f en (7, 4x) obtenemos

4x 1 4x
Whlse)fwdy S 1 [ 1wy

L]
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5 C Mloc,lﬁf(x)a
donde la tltima desigualdad surge por ser (7, 4x) un intervalo 16-local que contiene a z.

Ahora probaremos la misma estimacién para el segundo nicleo (2.17). Empecemos

por definir, para cada entero k, los conjuntos disjuntos

|x%—y%| k
— <2 +1}.

(2.21) Bp(z) ={y:2" < "

Llamemos kg al tinico entero que satisface
1
oho+3 < (f) < kot
T \s
Para todo k < ky tenemos
By(r) = (ak, ax—1] U [bg_1, by

con

(2.22) ap = (x7 — 2%253)2 b, = (27 + 2"253)2.

Por esta expresion es claro que a  x y by \( x cuando k — —oo. También, para todo

k < ko tenemos

Sakogak<x<bk§bk0§4x

1R

(g, bry) \ {2} = U By ().

k<ko

Consecuentemente, podemos esribir

%

W2a(s,2.0)f(y)dy = / Wi (s, 2 ) Fy)dy

L]

+ ) Wa (s, 2, y) f(y)dy
k<ko By()
4z

+ Wia(s,z,y) f(y)dy

bk,

= [+ I1I4IIL

Para I y III, obvservar que por nuestra eleccion de ky tenemos
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g, < 1—6x < 1—6x < by, -

Entonces, tanto si y € (§,a,) como si y € (by,,4x), existen constantes positivas tales

que

1 1 2
C2oy2P .
e s < e “s.

Esta estimacién en (2.17) nos da

ﬁ W2 (s, y) () dy

N
/N
w |8
~~——
|

o)

4

® |8
SHE
M&z\»
S
8

~
—~
s
QU

<

S_, Mloc,16f (ZIZ’)

y también
4x

Wga(sv‘ra y)f(y>dy S C Mloc,le(x)'

by
ot —y %P2
Para estimar II, observar que si y € Bj(x) entonces “—2—- > 22% y el niicleo (2.17)

queda acotado por

1

(s2)>

1

b — ay’

k k
Wga(s, z,y) S e 2 < 92k =22

donde en la dltima recordamos la definicién (2.22). Como By(x) C (ax,bg) v estos son

intervalos locales conteniendo a x, tenemos que

1 or
Wa(s,z,9)f(y)dy < ) 2% — f(y)dy
k<ko By () k<ko k= Ak Jaq

_ 92k
< Mloc,lfif(x> Z le ?
5 Mloc,16f<x>7
obteniendo la estimacion deseada también para II.

Con esto concluimos la demostracién del teorema.
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Observacién 2.5.1. Si mantenemos el factor 1 — s? en las anteriores estimaciones

del ntcleo, obtendremos

| Westsaa iy < €00 = o) (@) + Muaad () + T°24(a)

para todo 0 < s < 1, donde ¢ = min{a + 1,1/2}. Por el cambio de variable s =

t/2

(1 + e7¥2)/(1 — e7*/?) obtenemos que 1 — s? es equivalente a e~*/2. Por lo tanto, para

todo t > 0, obtenemos

(2.23) e~thee f(x) < Cem 2t (Hg/Qf(x) + Mioea6f(x) + Ta/Qf(x)) :

Demostracién del Teorema 2.2.2. Andlogamente al caso de las funciones {L£%},
el semigrupo del calor puede considerarse como una familia de operadores integrales con

nucleos
(2.24) Wea (s, 2,y) = 2(zy)"*Wea (s, 2%, %)

para s € (0,1). Esta igualdad sale de la relacién que existe entre las funciones £ y ¢,

como se ve en (1.2), seccién 1.1 . El operador maximal asociado quedaria entonces

Wiaf(x) = sup
0<s<1

/ Woa(s,z,y) f(y)dy| .

Probaremos que este semigrupo satisface las hipdtesis de la Proposicién 2.4.1 y del
Corolario 2.4.1, paran = f = o+ 3 y £ = 4. Por la relacién (2.24) entre los sistemas
{¢%} v {L£4}, usaremos algunas estimaciones obtenidas en la demostracién del Teorema

2.2.1.

Para obtener la estimacién por abajo (2.11) conn = = a + —, usamos lo obtenido
en la demostracién del teorema anterior: para cada s € (0, 1), existe una constante C; tal
que

Wﬁa(s,x,y) 2 OS (xy)a/27

para 0 < z,y < s. Luego, (2.24) implica

Wa (87 r,y) > Cs(xy)a+1/2
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paratodo 0 < z,y < sy 0 < y < 1. Luego, integramos contra una f en (0, s) y obtenemos

lo que buscamos.

Para obtener la estimacién por arriba (2.10), con constante independiente de s € (0, 1),
consideramos f una funcién medible y no negativa en R, y fijamos x € R*. Como hicimos

con la demostracion del Teorema 2.2.1, dividimos en tres casos.

Caso local: /2 < y < 2x. De (2.24) tenemos que

2x

2z
/ W (s,2,y) f(y)dy = 2272 / Wea (s, 2%, %) f(y)y'dy.
/2 2/2

Si introducimos el cambio de variable z = y? obtenemos

2x 422

1
Wga(8,$2,y2)f(y)yl/2dy =5 Wea (s,x2,z)g(2)dz,
x/2 2 x2 /4

donde g(z) = f(2'/?)21/4. Aplicando la estimacién (2.15) obtenida en el Teorema ante-

rior, es decir
dx

WEO‘(S?:Ea y)f(Q)dy S C Mloc,le(x)7

x/4

obtenemos
2z

W (s,2,9) f(y)dy < Cx"*Mige,16 (7).
z/2

Cambiando de variable nuevamente vemos que

pl/2

1
Mioe.16 9(27%) = sup )y ?dy

0<al/2<x<bl/2<4al/? b—a al/2
Como

b—a—= <b1/2 + a1/2)(b1/2 i a1/2) ~ :L‘(bl/2 B al/z)

y y ~ x, tenemos que

1
(2.25) Mige,16 9(2%) < C liocAf(x)

y por lo tanto,
2x

Wgoa<3>377y)f(y)dy S C Mloc,4f($)'

z/2

Caso global en el origen: 0 < y < z/2.
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En las zonas globales usaremos la estimacion (2.20) obtenida en la demostracién del

Teorema anterior:

AN z
Wertsoan) < € (2) e oba ™y, o<y <
S

=8

donde € = mdx{a + 1,% + 3} es positivo.

En la zona global en el origen, con 0 < y < x/2, usamos la relaciéon (2.24) y la

desigualdad anterior para obtener
W¢a(8, x, y) S C:L,—(a+1/2)—1ya+1/2
para 0 < y < /2. Por lo tanto tenemos

/2
/ Wa(s,2,y)f(y)dy < C H5 ™ f(x)
0
para todo s € (0,1).

Caso global en infinito: 2z < y < oco.
Andlogamente al caso anterior, usando de nuevo la estimacién (2.20) esta vez con x e

y cambiados, (recordar que los niicleos son simétricos), obtenemos
Wea(s, o, y) < Ca®H1/2y= 27155 y)

€ 2
para 0 < y < z/2, donde @(s,y) = ¢(s,y*) = <%> e~¢s. Como esta funcién ¢ también
satisface las condiciones requeridas en la definicion de los operadores T", llegamos a

oo o 1
Wee(s,2,9) f(y)dy < C T*72 f(a).
2z

Por lo tanto, la hipétesis (2.10) de la Proposicién 2.4.1 se satisface, con n = 5 = oz+%

y k =4, y la constante de acotacién independiente de s. O

Demostracién del Teorema 2.2.3. En este caso consideramos la medida du(y) =

y“dy, que aparecera multiplicando el ntcleo de los operadores integrales.
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Procediendo de una manera andloga a la demostracién del Teorema 2.2.2; usando esta

vez la relacién (1.3) de la seccién 1.1, nos queda
Wea (s, 2,9)y* = 272 Wea(s, z,y)y?.

Es muy simple ver que, para todo s € (0,1), los operadores integrales con nticleos
Wia(s, xz,y)y®, satisfacen las hipétesis (2.10), con constante independiente de s, y (2.11),
de la Proposicién 2.4.1, tomando n = 0, f = a y k = 16. Por lo tanto, obtendremos los

resultados deseados reemplazando v por d 4+ « en las conclusiones de la Proposicion. [J

2.6. Continuidad en espacios con pesos mas generales.

En la seccién anterior, hemos acotado de manera puntual nuestros operadores maxi-
males asociados a los semigrupos de Laguerre por operadores de Hardy modificados y la

maximal de Hardy-Littlewood local. Mas precisamente, hemos obtenido:

(2.26) Wiho <HY? + Mer6 + HY?,
ot l ol

(2.27) Wio S HE 2 4 Mo + H 2,

and

(2.28) Wi SHG + Mjgei6 + HY,

donde Hy, H y M., estan dadas por (2.1), (2.2) y la ecuacién (1.21) de la seccién 1.4,
respectivamente.

De hecho, hemos obtenido unas estimaciones mas fuertes, usando el operador T", dado
por (2.3), en lugar H_. Pero, por (2.8), las desigualdades de arriba también se cumplen.
Estas estimaciones nos alcanzaran para lo que queremos probar en esta seccion, esto es,
el tipo fuerte (p,p) y débil (1,1) con respecto a pesos més generales para los operadores

maximales asociados a los semigrupos de Laguerre. Para esta continuidad, los operadores
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H7 y T" se comportan de la misma manera, como se ve comparando los Lemas 2.3.2 y

2.3.3.

Para el operador M., la clase A7 . dada por la Definicién 1.4.2 de la seccién 1.5,
nos da una caracterizacion de los pesos para los cuales el operador M, . es de tipo fuerte

(p,p), para 1 < p < oo, y tipo débil (1,1). Para los operadores H y Hl ,connp > —1y

(oo}

£ > —1, como hemos visto en los preliminares, seccién 1.6, tenemos que

. H'B es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < 0o, con respecto a w(zx)dz siy sélo si

e’} 1/p r
(2.29) sup (/ w(x)xpw“)dx) (/ pﬁdm)
r>0 r 0

» H? es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo, con respecto a w(x)dz si y sélo si

r 1/p 00 o ) /v
(2.30) sup (/ w(:p)xp"dx) </ w(z) ra? (”+1)d:ﬂ) < 0
r>0 0 r

= HJ es de tipo débil (1,1) con respecto a w(x)dz si y sélo si

(2.31) sup (/ <Z>Ew($)x_’3_1dx) (ess Supw(:lr)_lxﬁ) < 00
r>0 r x xE(O,T)

para algin € > 0.

» H?. es de tipo débil (1,1) con respecto a w(z)dz si y sélo si

A 1
e ([ () ) (s i) <=

para algin € > 0, cuando n > 0, o
" 1
2.33 sup r” / w(x dx) esssup ————— | < o0
( ) T‘>13 ( 0 ( ) (me(r, ooI)) 1377+IW(.CL’)>
cuando —1 <7 < 0.
Consideraremos la siguiente clase de pesos.

Definicién 2.6.1. Seann > —1y > —1 tales que n+ 8 > —1. Para 1 < p < o0,

decimos que un peso w pertenece a la clase Ag 5 sl existe una constante C' tal que

(2.34) ( / bw(x)a:p"da;) ( / bw(g;)‘ixp’ﬁdg;f <C / b P dx

para todo 0 < a < b < o0.

S
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Para p = 1, decimos que w € Avlz,ﬁ si existen constantes positivas C'y v tales que
b\ X b
(2.35) / <— + —> w(z)x"dz ) esssupw(r)tz? < C'/ " dx
a x b z€(a,b) a
cuando n # 0, o
b b
(2.36) (/ w(x)da:) esssupw(r) 2’ < C / 2P dx
a z€(a,b) a

cuando 1 = 0, para todo 0 < a < b < oc0.

Una clase de pesos similar para p = 1 fue introducida en [AK82]. Notar que los pesos
potencia que pertenecen a AZ 5 son exactamente aquellos que satisfacen las condiciones
de la Proposicién 2.4.1. Mas exactamente, w(z) = 2° € Azﬂ siysélosi —1 —np <6 <
fp+p—1lcuandol <p<oo,0—-1—-n<d<Pcuandop=1yn=#0,0-1<d<p
cuandop=1yn=0.

Ahora enunciaremos los resultados con pesos generales para los operadores maximales

de Laguerre.

Teorema 2.6.1. Sea a > —1, 1 < p < o0 yw € A% o. Entonces W}a es de tipo

272

fuerte (p,p) para p > 1 y de tipo débil (1,1), en el espacio (RT,w(x)dx).

Teorema 2.6.2. Sea a > —1,1<p<ooywe A? . Entonces Wia es de tipo

1 1
oty ats

fuerte (p,p) para p > 1 o de tipo débil (1,1), en el espacio (RT,w(x)dx).

Teorema 2.6.3. Sea a > —1, 1 < p < o0 y w(x)z® € Ag, (o equivalentemente
w € AP(x%dx)). Entonces Wj. es de tipo fuerte (p,p) para p > 1 y de tipo débil (1,1) en
(RT, w(z)z*dzx).

Probaremos los tres Teoremas simultdneamente.

Demostracion. Mostraremos que si w € AZ 5 entonces w satisface las condiciones
para la continuidad de los operadores M, ., Hg y H7_, dadas al principio de esta seccién.

Entonces, las estimaciones (2.26), (2.27) y (2.28) nos daran los resultados enunciados.
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p
loc?

Sea w € Afz,ﬁ' Facilmente se puede ver que w € A, | 1 <p<oo,yaquexr >~a=>~b
para todo x en un intervalo local (a,b), donde 0 < a < b < 2a.

A continuacién, consideremos 1 < p < co. Probaremos que w satisface (2.29) y (2.30).
Notar que w € A es equivalente a decir que w(x)a?"""% € AP(z"*Pdx). Entonces, por
la teorfa de los pesos AP de Muckenhoupt, sabemos que w(z)zP"~"# € A4(x"Pdz), para

algin 1 < ¢ < p. Esto, junto con la desigualdad de Holder, nos da

2.37) ([ stepmc) ( /a”wg)dx)t ([ eras)’

/

para todo 0 < a < b < oo, con v(z) = (w(x)xp"_"_ﬁ)_% A
Sea r > 0. Partiendo la integral en intervalos diddicos, usando (2.37) y que (0,7) C

(0,72%) para todo k > 0, obtenemos

[ele] o0 T2k+l
/ w(x)z PP dr < C Z(T2k)_p(n+ﬁ+l)/ w(z)xPdx
r k=0 0
oo A

/

IN

C Z (T2k)(11*p)(77+ﬂ+1) (/ v(x)dx) !
k=0 0

< C oyt /rw(x)x”pdx,
0

donde la tltima desigualdad se obtiene por que la suma » 2ka=pP)(1+B+1) o5 una constante

finita. Por lo tanto, usando nuevamente que w € Afz g» se tiene

L

(/ w(x)x_p(ﬁﬂ)dx) ’ </ w(x)_lgxp/ﬁdx) e
T 0

para todo r > 0. Por lo tanto, la condicién (2.29) se satisface.

Por otro lado, notemos que por la misma propiedad de los pesos AP que usamos, para

w se tiene
_2 ,
(w(l«)xl’"—’?—ﬁ) e Al (3777-1-/3(137)’

para algin ¢’ < p’. Entonces

/

b , b S 4 b q
/ w(z)” v 2 d (/ (w(x)xm_”_ﬁ)pq'ﬂwa) ~ (/ x"wdx)

/
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para todo 0 < a < b < 00, y procediendo andlogamente a como hicimos antes se obtiene

(2.30).

Consideremos ahora p = 1. Para probar que se cumplen (2.31), (2.32) (cuando n > 0)
y (2.33) (cuando —1 < 1 <0) , usaremos las siguientes herramientas:

. 1
Siwe An, 5 entonces

(2.38) b~ essinf w(z) < C essinf w(x)z™”
z€(b/2,b) z€(a,2a)

y

(2.39) a" essinf w(r) < O essinf w(z)z"™
z€(a,2a) ze(b/2,b)

para todos los a y b positivos tales que b > 2a.
Maés aun,
. AN
essinf w(z) < C, b7 / <—> w(z)xdx
z€(b/2,b) b/2 b
para todo v > 0. En efecto, por la condicién (2.35) tenemos que

b
/ (§>7w(m)x”dx < CVPY essinf w(x)r™?

b z€(a,2a)
para algin v > 0 si 7 # 0, o con v = 0 cuando n = 0; entonces (2.38) se verifica. La

desigualdad (2.39) se comprueba de una manera similar.

Ahora probaremos (2.31). Sean 7 > 0y € > 0, entonces

ok+1p

/Oo <£>Ew(x)x_ﬁ_ldx =C iz_ke(%)_ﬂ_lf “oyde
. k=0 ?

kg

Como w satisface la condicién A}, y (2.38), tenemos que para todo k € Ny,

2k+1p

(2k7’)_ﬁ_1/ w(z)dr < C(2"r)77 essinf w(x)
2k x€(2kr,2k+1y)

< C essinfw(z)z™
z€(s,2s)

para todo 0 < s < r. Entonces, como € > 0 obtenemos

/ <£>€w(x)x_ﬁ_1dx < C essinf w(z)z™

x z€(0,r)

y asi la condicién (2.31) se satisface.
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Para probar (2.32), escribimos
r2=k

/Or <§>E”($>xndf’” =C 22’“ (r27*)" / w(z)dz.

2—k—1

Usando (2.39) y la condicién A}, se obtiene

locy

r2=k
(7’2’“)77/ w(z)dr < C essinf w(x)x"

9—k—1 z€(s/2,s)

para todo s > r y todo k € Ny. Se deduce entonces que

/ <E>6w(1’)x"d$ < C essinf w(z)z"™
0

r z€(r, 00)

y la condicién (2.32) se satisface para todo 7, en particular, para n > 0.

1
locy

Para —1 <7 < 0, como w € A, ., se obtiene que

/ w(z)de < C Zr?’k ( essinf  w(x).
0 k=0 ©

ze(r2—k—1 r2—k)

Por (2.39), para todo s > r tenemos

| w(z)de < C 2k 1 essinf w(z)x™!
/0v ( ) - <k2:0 )xE(s/Q,s) ( )
lo cual implica

7“’7/ w(z)dz < C essinf w(z)z™,
0

z€(r, 00)

ya que n < 0. Por lo tanto, (2.33) se satisface para —1 < n < 0.
Para probar que la desigualdad de arriba también se cumple para n = 0, consideramos

r > 0. Para casi todo z € (r,00), existe algtin k € Ny tal que x € (r2%,r2¥*1). Entonces

w(x) et < (7“2"7)7571 esssup w(y) 'y?

ye(0,r2k+1)

< C (/Orw(as)dx)l.

donde la tultima desigualdad se cumple por la Definicién 2.36. Finalmente, tomando

esssup sobre (r,00) obtenemos (2.33) para n = 0. O



CAPITULO 3

ESPACIOS BMO RELACIONADOS A
SEMIGRUPOS DE FUNCIONES DE LAGUERRE.

3.1. Introduccion.

En este capitulo estudiaremos la continuidad de los operadores maximales asociados
a semigrupos de Laguerre en espacios de oscilacién media acotada (BMO) apropiados.
Para el segundo sistema de funciones de Laguerre {¢2}, dado por (1.2), definiremos un
espacio BM O, adaptado a este sistema. Lo haremos a partir del espacio Héa ={f €
L' : Wi.f € L'}, introducido por Dziubanski en [Dzi08], donde Wi es el operador
maximal asociado al semigrupo. En ese articulo, el autor demuestra que, para o > —%, el
espacio H, ;a tiene estructura atémica, como era de esperarse por analogia con el analisis
armonico clasico. En ese caso, las condiciones sobre los atomos son un poco diferentes a
las clasicas. Nosotros definiremos nuestro espacio BM O, a partir de estos nuevos atomos,
emulando el caso cldsico, donde BMO es el espacio dual del H'.

Nuestro objetivo en este capitulo, ademds de enumerar las caracteristicas de BMO,,
sera probar la continuidad de W7, sobre esos espacios, y sus versiones con pesos. Luego,
extenderemos los resultados obtenidos para el primer sistema de funciones de Laguerre
{£2}, dado por (1.1). Hemos elegido este camino (de comenzar con el sistema {¢%})
ya que en ese caso el nicleo del calor presenta una forma mas simple y cémoda para

trabajar en un espacio como BM O donde las estimaciones en norma ya no dependen sé6lo
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del tamano de la funcién. En el caso del sistema {¢%} resulta més evidente su relacién

con el caso clasico y esto sera fundamental en nuestro enfoque.

Comenzaremos el capitulo generalizando esa clase de espacios BMO y enumeraremos
sus propiedades especiales en la seccién 3.2. En la seccién 3.3 probaremos la continuidad
sobre ellos de dos operadores clasicos, en sus versiones localizadas. Por un lado, volvemos a
considerar la Maximal de Hardy-Littlewood local de orden s, dada por la Definicién
1.4.1 de la seccién 1.4. También introduciremos el operador maximal del semigrupo
del calor localizado Tj,., definido como

(3.1) Tioef () = sup

0<s<1

Y

/ "L ) f(y)dy

donde Ty(x,y) es el nicleo del calor clésico, dado por

1 _la—y?
e 4s

(3:2) T(r0) =

Para probar la acotacién de estos operadores sobre los espacios BM O introducidos en
la seccién 3.2, usaremos el comportamiento de la funciéon maximal de Hardy-Littlewood
local sobre espacios BMO locales con pesos en A} . Este resultado, que extiende la teoria

de M, ya conocida, es tratado y probado en el capitulo 5 de esta tesis.

En las secciones 3.4 y 3.5 consideraremos el caso particular de los espacios BMO
con pesos de la seccién 3.2, asociados a los sistemas {¢%} y {L£2}, respectivamente.
Estableceremos la continuidad de los operadores maximales asociados a los semigrupos en

dichos espacios pesados, suponiendo hipétesis apropiadas sobre los pesos. La continuidad

*

I, Sobre estos espacios, obtenida en la seccién

del operador maximal del calor localizado T
3.3, sera crucial para obtener los resultados deseados. Observamos aqui que los resultados
de la seccién 3.4 concernientes al sistema {L£J} se obtendrdn de lo obtenido para {¢%}
con pesos y de la relacién existente entre ambos sistemas.

En la seccién 3.6 definiremos una clase de pesos, similar a la clase A; de Mucken-
houpt, que implicara las condiciones para la continuidad de los operadores maximales

considerados. Mostraremos que esa clase contiene los mismos pesos potencias dados en

las secciones anteriores, y que ademas incluye pesos de la forma 1+ 27, para todo v € R.
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Finalmente, en la seccién 3.7, estudiaremos un BMO asociado a las funciones de
Laguerre {{2} y estableceremos un resultado de continuidad con pesos para el operador
maximal asociado al semigrupo, donde la condiciéon sobre los pesos tendra la forma de

una clase similar a la tratada en la seccion 3.6.

3.2. Los espacios BMO,(w).

En esta seccién introduciremos la funcién radio critico, que nos permitira definir los
espacios BM O deseados, y consideraremos nuevamente los pesos AP locales, estableciendo

propiedades bésicas pero ttiles en esos espacios.

Definicién 3.2.1. Dada una funcién continua y positiva 7 definida sobre R*™ = (0, 00),

diremos que es una funcién radio critico si

(3.3) lilr(r)l+ 7(z) =0,
y
(3.4) T(y) < 7(z) + 7]z —yl,

para algiin 0 < v < 1y todo z,y € RT.

Ejemplos de funciones radio critico son 7(x) = vz, paray < 1, 0 7(x) = min{yz, b},con
b> 0.

Asociados a una tal funcién, podemos distinguir distintos tipos de intervalos. Ante to-
do conviene recordar que trabajaremos solamente con intervalos no vacios I = B(x, R) =
(x — R,z + R) tales que I C RT, de modo que siempre supondremos 0 < R < z. Los
intervalos que distinguiremos son los siguientes:

» Intervalo critico: I = B(x,7(x)) = (x — 7(z), x + 7(2));
» Intervalo sub-critico: I = B(z, R) tal que 0 < R < 7(x);

» Intervalo super-critico: I = B(x, R) tal que R > 7(x); 0, més
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» Intervalo \-super-critico: I = B(x, R) tal que R > A7(z), donde 0 < A < 1 es
una constante fija. En otras palabras, I es un intervalo A-super-critico respecto a

T iy solo si [ es super-critico para 7" = Ar.

A continuacién enumeramos algunas propiedades utiles de 7(x) y de los intervalos

relacionados. Las pruebas son totalmente elementales asi que las omitiremos.

Proposicién 3.2.1. Sea 7 satisfaciendo (3.3) y (3.4). Entonces
a)
(3.5) 7(x) < vz, para todo v € RT.

b) Sea k = i—v Si I es un intervalo critico o subcritico para T, entonces I es un
intervalo k-local (ver (1.22) en preliminares). Mds aiun, si I y J son dos intervalos
criticos o subcriticos para T tales que I N J # (0, entonces I U J es un intervalo
k2- local.

¢) Si I es un intervalo critico para T, entonces +7(x) < 7(y) < k7(x) para todo par

14

x,y €1, donde k = ﬁ Mas ain, si I y J son dos intervalos criticos para T tales

que I NJ #0, entonces L7(x) < 7(y) < K*7(x), para todo par x,y € TU J.

Lema 3.2.1. Existe una sucesion creciente de nimeros reales positivos {a;} ez tal que

los intervalos criticos I; = (a; —7(ay), a;+7(a;)) son disjuntos y satisfacen J o, I; = R

Demostracién. Para definir la sucesion {a;};ez, consideramos primero j = 0y
ponemos ag = 1 e [y = (1 —7(1),1+ 7(1)). Dado que 7(z) < vz, para algin 0 < v < 1

fijo, se tiene que 1 — 7(1) > 1 —~ > 0, lo cual implica I, CC R*.

Para j > 0, definiremos a;;1 para que se satisfagan a1 > a; y

(3.6) aj + 7(a;) = aj1 — 7(a1).

De esta manera, el intervalo ;1 estard a la derecha de I; y ellos tendran un extremo en

comun.
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Para elegir a;;1, sea h la funcién h(z) = z — 7(x) y b la constante b = a; + 7(qa;).
Notar que h es continua y el lim,_,, h(x) = 400, pues h(x) > (1 — )z, para todo = > 0.
Entonces como b > h(a;), existe al menos un valor y > a; tal que h(y) = b. Si tomamos

aj1 = Inf {y > a; : h(y) = b}, este valor a;; satisfacera (3.6).

Similarmente definimos a;_; para j < 0 de modo que a,;_; < a; y que

(3.7) aj-1+ 7(aj-1) = a; — 7(a;).

En este caso consideramos h(z) = = + 7(x) y b = a; — 7(a;). Siendo h continua
y verificindose que lim, o+ h(x) = 0 y que 0 < b < h(a;), podemos elegir a;_; =
sup{0 <y < a; : h(y) = b}.

De esta manera hemos elegido una sucesién {a;};ecz que satisface (3.6) y (3.7).

Finalmente para probar que {I;} cubre R*, es suficiente con probar que

(3.8) jginw a; = +00

y

(3.9) lim a; =0.
j——o0

Ambos limites existen puesto que {a;};ez es creciente y toma valores en R*. Supong-
amos que lim; ,,a; = b < +oo. Entonces, haciendo j — 400 en (3.6), se obtiene
b—7(b) = b+ 7(b) y esto implica que 7(b) = 0. Sin embargo esto no puede pasar para
ningtin b > 0 dado que 7 es una funciéon radio critico y por lo tanto positiva sobre todo
R* . En consecuencia queda probado (3.8).

De manera anéloga, si suponemos lim;_,_,, a; = a > 0, haciendo j — —oo en (3.7) se

obtiene 7(a) = 0. Por lo tanto, (3.9) también vale.

Enumeraremos ahora propiedades que involucran pesos locales. Las definiciones y

p

e S€ dieron en la seccién 1.4, del capitulo 1: Preliminares.

propiedades de los pesos A
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o0

Recordemos que Ays.

= Up21 A} .. En este capitulo nos serd muy util la propiedad de

duplicacién para pesos locales, enunciada en el Lema 1.4.1. Observar que esta propiedad,

1

para p = 1, surge directamente de la definicién de A;,..

En el préoximo Lema mostramos cémo un intervalo A-super-critico puede ser medido

con un peso local en términos del cubrimiento que acabamos de ver.

Lema 3.2.2. Sea w € A}, 7 funcion radio critico e I un intervalo \-super-critico
para 7. Si J ={j € Z:I; NI # 0},donde {I;} es el cubrimiento por intervalos criticos
del Lema 3.2.1, entonces
(3.10) w(I) = w(ly),

JjeT
con las constantes de estimacion dependiendo sélo de A, de la constante y de (3.4), y de

2
[w]p.ks con p tal que w € Afoc Y K= (i_jy) .

Demostracién. Dado que I CC R* se tiene I = e ﬂl_j, y la primera desigualdad

es trivial.

Sea I = B(xg,R), con g € RT y Ar(z9) < R < . Supongamos primero que

87 = 1. En este caso I C I;, para algin j € Z. Asimismo se tiene w € A}

para algun
1 < p < oo. Entonces por la Proposicién 3.2.1 b) I; es un intervalo—i%Y local y el Lema
B!

1.4.1 de duplicacién nos da

sty <o (M) w,

Entonces, dado que R > A7(zo) y que por la Proposicién 3.2.1 ¢), 7(x¢) =~ 7(a;), obten-

emos la segunda desigualdad (3.10).

Supongamos ahora que §7 = 2. Entonces I C I; U [;1;, para algun entero j. Dado

- 2
que por la Proposicién 3.2.1 b) y ¢), I[; Ul;1; es un (%) -intervalo local y p(a;) =~

plaji1) =~ p(xo), por el Lema 1.4.1 se obtiene nuevamente (3.10).

Finalmente supongamos que £.7 > 2. Denotemos por jy el primer entero de J y por

J1 el dltimo. Si j es tal que jo < j < ji entonces I; C I y como I; son disjuntos, podemos
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escribir

(3.11) > w(ly) € w(Iy) + w(I) + w(l),).
€T

Por otra parte, usando otra vez el Lema 1.4.1 y la Proposicién 3.2.1 obtenemos
w(ljy) < w(ZjyU L)
< CW(IJ'(H—I)

< Cuw(I).

Anélogamente, w(l;,) < Cw(Ij,—1) < Cw(I). Por lo tanto de (3.11) se sigue (3.10). O

Con estos antecedentes estamos en condiciones de introducir los espacios BM O, (w)

que nos interesan.

Definicién 3.2.2. Sea 7 una funcién radio critico y w un peso en R*. Diremos que

1
loc

una funcién f € L}, (RT) pertenece a BMO,(w) si existe una constante C' tal que f

satisface la condicion de oscilacion media acotada

1
(3.12) 0 / ) - fildy < C,

para todo intervalo sub-critico I y la condicion de promedios acotados

1
(3.13) - / F)ldy < C,

para todo intervalo I critico o super-critico . La norma || f||zao, ) se define como la

menor de las constantes C' que satisfacen ambas condiciones.

Observacién 3.2.1. Como [, |f(y) — frldy < 2 [,|f(y)|dy para cualquier intervalo
I, se tiene BMO,(w) C BMO(w). Ademds, L®(w™!) = {f: fwu™! € L} C BMO,(w),

puesto que ﬁ [ 1f(x)|dz < || fw ||, para cualquier intervalo I CC R,

Observacién 3.2.2. Notemos que si se pide que la condicién (3.13) valga solamente

para los intervalos super-criticos, por continuidad, también valdra para los criticos.
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Observacién 3.2.3. En el capitulo 5 de esta tesis, introduciremos un espacio tipo

BMO sobre Rt que llamaremos BMO} (w), para k > 1, asociado a la familia de in-

loc

tervalos locales Z,, dada por (1.22), seccién 1.4. A BMOy .(w) lo definiremos como el

loc

conjunto de aquellas funciones que satisfacen la condicién de oscilacion media acotada
para los intervalos k-locales, y la condicién de promedios para los intervalos mas grandes.

La relacién entre BMO,(w) y BMOJ (w) es como sigue.

loc

1+y

Dado k > 1, si tomamos 7o(x) = yx con + satisfaciendo x = 1, entonces el conjunto

de todos los intervalos sub-criticos y criticos para 7y es exactamente Z,, el conjunto de
los intervalos k-locales . Asi BMO,(w) = BMOJ .(w). Mas generalmente, para cualquier

loc

funcién radio critico 7 satisfaciendo (3.3) y (3.4), y para cualquier x > }J_“—z, se tiene
(3.14) BMO,(w) C BMO;, .(w),

en vista de (3.5), v < “= y del hecho obvio que 7 < 7’ implica que BMO, C BMO,..

?§|I
—

+

La introduccién de estos espacios estd inspirada, como dijimos, en el estudio de los ade-
cuados substitutos de los espacios BMO(w) en el contexto de los semigrupos asociados a
los sistemas de Laguerre {¢2%}, {£2} y {£2}. Ciertamente, si tomamos p(z) = ¢ min{z, 1}
y w =1, BMO, es el dual del espacio atémico H}. asociado a {2}, estudiado por J.
Dziubanski en [Dzi08]. Ademés, si tomamos o(z) = §min{xz,1}, obtenemos el espa-
cio BMO asociado al sistema {L£{}, que serd el dual del espacio atémico asociado a ese
sistema, también considerado por Dziubanski. Para el sistema {£5} usaremos el mismo es-
pacio BMO que consideramos para { £}, es decir, tomando la funcién radio critico o(z).
En las ultimas secciones del capitulo nos concentraremos en estos casos particulares y

estudiaremos la accién de los correspondientes operadores maximales de los semigrupos

de difusién asociados sobre los respectivos espacios BMO.

Ahora estableceremos algunas propiedades ttiles de los espacios BM O, (w).
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El siguiente Lema nos dice que es suficiente comprobar la condiciéon de promedios

acotados (3.13) sélo para los intervalos criticos para concluir que una funcién estd en

BMO;(w).

Lema 3.2.3. Seaw € A;S. y 7 una funcion radio critico. Supongamos que una funcion

localmente integrable f satisface

1
(3.15) m/llf(xﬂdx <A

para todos los intervalos criticos I CC RY, con A una constante dependiendo solo de
f y de w. Entonces para cada 0 < A < 1, (3.15) también vale para cualquier intervalo

A-super-critico con constante C A, donde C' es la constante del Lema 3.2.2.

Demostracién. Sea I un intervalo A-supercritico y sea J = {j € Z : [, NI # 0}.
Como cada [; es critico, por hipétesis se tiene
[l < 3 [ 5@l
I 7

< A) w(Iy)
JjeT
< ACw(I),

donde la ultima desigualdad resulta del Lema 3.2.2. U

Como una inmediata consecuencia tenemos:

Corolario 3.2.1. Seaw € A y f € L}, que satisface (3.12) para todos los intervalos

suberiticos respecto a un 7. Entonces, f € BMO,(w) si y solo si f satisface la condicidn

de promedios acotados (3.13) para todos los intervalos criticos de .

Corolario 3.2.2. Siw € A, y f € BMO.(w), entonces

loc

1
m/l|f(x)|dx < Cillfll Bmo- ()

para todo intervalo \-supercritico 1.

Corolario 3.2.3. Si 7 ~ 7" y w € A entonces BMO,(w) = BMO.(w), con

loc

equivalencia de normas dependiendo solo de las constantes que relacionan T y 7'.
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Demostracién. Sea 7 < 7'y f € BMO,(w). Para obtener f € BMO.(w), de
acuerdo al Corolario 3.2.1, s6lo necesitamos probar (3.13) para I = B(xg, 7' (x)), con
xo € RT. Como 7/(xg) > ¢7(x0), I es un intervalo c-super-critico para 7 y asi el resultado

sigue del Corolario 3.2.2. O

Observaciéon 3.2.4. Notar que dados 7y 0 < A < 1, los intervalos A-super-criticos
se vuelven super-criticos con respecto a 7 (z) = A7(z). Por el Corolario 3.2.3, tendremos
BMO,, = BMO:;,. Esto implica que lo que vale para intervalos super-criticos vale también
para los A-super-criticos, con A fijo, pues habra dependencia de A en las constantes. Es
decir, no podemos cambiar \ demasiadas veces ya que la norma BMO con respecto a Ty
puede irse a infinito cuando A — 0. En capitulos anteriores ya hemos puntualizado que
algo similar sucede con los pesos locales: si bien Afom contiene los mismos pesos que para
cualquier otro valor £ > 1, podemos encontrar un peso tal que la constante de pertenencia
a la clase A}, crezca a infinito con  (basta tomar w(z) = ). Por esa razén muchas
veces haremos las pruebas explicitando los valores de k y A que necesitemos considerar

para obtener los resultados deseados.

El siguiente lema extiende a BM O, (w) la familiar consecuencia de la desigualdad de

John-Nirenberg para el espacio BM O clasico, enunciado en Seccién 1.5 de Preliminares.

p

Lema 3.2.4( Equivalencia de normas). Sea w € A},

1 <p< oo, yT una funcion
radio critico. Entonces, para cada 1 < r < p', existe una constante C' = C(r,w, ) tal que

si f € BMO,(w) se tiene

1/r
(3.16) (ﬁ /B f(x) — fB|’"w1—T(x)dx> < ClfllBaro. w)

para todo intervalo critico o sub-critico B, ie: B = B(xg, R) con 0 < R < 7(x9), ¥y

1/r
(3.17) (%B) / |f<x>|fw1-r<x>dx) < Cllf lmron

para todo intervalo super-critico, ie: B = B(xg, R), con R > 7(x).
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Demostracién. Sea f € BMO,(w). Entonces, en vista de (3.14), f € BMOy: (w),

loc

1+ , . ’
ﬁ. En el apéndice, capitulo 5, se prueba que dado k > 1 y un peso w € A

p

con Kk = loc?

para cualquier r tal que 1 < r < p', se tiene

1 - 1/r
(@ [ @)= sl <x>daz) < Ol fllawror -

para todo intervalo k-local B. Entonces la Proposicién 3.2.1 b) implica que (3.16) se

cumple para cualquier intervalo critico o sub-critico para 7.

Probemos ahora (3.17). Consideremos primero B = B(xg, 7(z)). Entonces

(o /. |f<x>|’”w1-r<x>dx)l/r < (- ) If(x)—fBlrwl_T(x)dx)l/r

Por (3.16), el primer término del lado derecho estd acotado por || f| zwmo, ). Para el

T

locy Y aS1

segundo término observemos que r < p’ y w € AP implican que w'™" € A

1.l Brzo, (w)-

IA

Finalmente para el caso B = B(xg, R) con R > 7(z), usamos el resultado para
intervalos criticos que acabamos de probar obteniendo
[t@re@ar < 3 [ 1@re @
B o7

S CHfHTBMOT(w) Zw(jj)>

JjeT
donde J ={j € Z : I; N B(zo, R) # 0} e {I;} es el cubrimiento por intervalos criticos.
Aplicando entonces el Lema 3.2.2, se obtiene (3.17). O

Como hemos comentado en la Observaciéon 3.2.4 ;| bajo las mismas hipétesis, la condi-
cién (3.17) también se cumplird para intervalos A-super-criticos, con constante dependi-

endo de \.
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Por ultimo presentamos una version de una propiedad bien conocida y muy util, valida

para el caso de funciones en BMO(w) con w € A;. Dado que nosotros sélo supondremos

1

loes 1a propiedad valdra igual si nos restringimos a intervalos locales. La prueba

que w € A

sera omitida ya que sigue los mismos pasos del caso clasico.

Lema 3.2.5. Sean J y J' dos intervalos con el mismo centro tales que J C J' € T,

para algin k > 1. Entonces, si f € BMO,(w) yw € A}, se tiene

locy

(3.18) 17@) — folds < Coul flaro, () 2 In (‘J—' ; 1) |
i’ RN

3.3. Continuidad de los operadores clasicos locales en BM O, (w).

En esta seccién estudiaremos la continuidad, en los espacios BMO,(w) de dos oper-

adores clasicos, en sus versiones localizadas: la Maximal de Hardy-Littlewood local M,

*
locy

y el operador maximal asociado al semigrupo del calor clasico localizado, T} ., dados por

(1.21), seccion 1.4, y (3.1), seccién 3.1, respectivamente.

1

L. la maximal de Hardy-

En el apéndice (capitulo 5), se prueba que, para w € A

Littlewood local M,,., es continua de BMOj: (w) en BMOy (w), con la constante de

loc

acotacién dependiendo de k. Como ya hemos senalado en la Observacién 3.2.3, tales
espacios son casos particulares de nuestra familia BMO,, mas ain, BM O} (w) contiene
a todos ellos.

Basados en ese hecho, probaremos ahora un resultado mas general.

Teorema 3.3.1. Sea k > 1 y 7 una funcidn radio critico satisfaciendo (3.3) y (5.4),

1
locy

para algin 0 < v < 1. Entonces, siw € A,,,, el operador My, es acotado en BMO,(w),

1

loc.k de w.

con norma dependiendo solamente de k, v y la constante A

Demostracién. Fijemos k > 1. A lo largo de la prueba supondremos que vy € (0, 1)
es tal que Kk > i—:’{ Entonces, en vista del Corolario 3.2.3, podemos extender el resultado
al caso 0 < ¥ < 1, considerando 7 = %T.

Sea f € BMO,(w). Por la Observacién 3.2.3, se tiene que BMO,(w) C BMO} .(w).

loc

Entonces, como consecuencia del Teorema 5.3.1 del Capitulo 5, [[Mjoc.f|lBrmor @) S

loc ~
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1

| fll Mo, (o), Slempre que w € Aj.

En particular esto implica que M., es localmente

integrable y que

ﬁ /I Miocf() = (Mice,ef)1ldr < ClfllBrr0, )

para cualquier intervalo I compactamente contenido en RT.

Por otra parte, por el Corolario 3.2.1, es suficiente probar la condiciéon de promedios

acotados

1

(3.19) 5 / My f(2)ldz < Ol f 30, -

para cualquier B = B(xg, 7(x¢)). Sea B* = B(xq,e1(x0)), donde € = % > 1. Escribimos

i
f=fi+ fo,con f1 = fxp v fo = fxp.

Para f;, aplicamos la desigualdad de Holder y usamos que w € A]  implica que
wl™? € AP para cualquier p > 1, y que en consecuencia Mo : LP(w'™P) — LP(w!™P)

continuamente. Por lo tanto

1
5 /B Moo fi ()| d

(o7 [ MinbitoPa > (@)ae )

< o (g [ r@re @)

Como B* C B(xo, /7o), el Lema 1.4.1 de duplicacién nos da que w(B*) < C,w(B).

IN

Por lo tanto la equivalencia de las normas dada en (3.17), hace valida (3.19) para f;.

Con respecto a fy probaremos que para r € B

w(J
(5.20) Mises () < € o,y sup .

donde el supremo se toma sobre aquellos J € Z, tales que z € Jy JN B* # (). En
efecto, observemos que para evaluar el miembro izquierdo para algin x € B es suficiente

considerar intervalos x-locales J tales que JNB # () y JNB*“ # (). En este caso obtenemos

(3.21) |J| > (e — 1)7(z0).
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Si z; denota el centro de J, usando (3.4) y (3.21) se tiene
() < vlwg — @o| + 7(20) < C4|J].
Luego, usando el Corolario 3.2.2, se deduce (3.20).

Ahora, para cada uno de los intervalos J que intervienen en el supremo en (3.20),
el intervalo J' = J U B, por la Proposicién 3.2.1 b), es un intervalo x?-local. Luego de

(1.23), y en vista de que |J| ~ |J'|, se sigue que w(J) < @) < «B) " 46 donde

/] ||~ Bl
w(B)
Mloc,/{f?(z) 5 Hf”BMOT(w)Wa
y asi (3.19) es vélida también para fo. O

En lo que sigue consideraremos la parte local del semigruupo del calor clasico y su
operador maximal asociado, T}, dado en (3.1). Como podria esperarse, T} . resulta
controlado por alguna apropiada funciéon maximal local. Tal desigualdad, junto con el

Teorema 1.4.1, nos ayudard a obtener la acotacién de T}, sobre BM O, (w).

Lema 3.3.1. Eziste una constante C tal que T},.f(x) < CMperf(x), con k =4, para

loc

todo x € RY y toda [ localmente integrable.

Demostracion. Sea f una funcion localmente integrable. Tenemos que probar que

/ Ty, )| f (9)lde < OMiponf(), 5 = 4,

[ SIS

para cualquier z € R y s € (0,1). Para z y s fijos, llamemos j, al entero que satisface

200t /s < x < 200%2, /5 y sea B; = B(x,274/s). Por la eleccién de jg, tenemos que

. 3 5 .
§x—2”°\/§<1x y Zx<x+230\/§<2x

N8

y entonces

x x 3 )
) T 2HuB, U2,
(2’ m)c(2’4m)u ]DU(4x7 x)?
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de modo que podemos escribir

3
2x 1

Ty(a, )l f()ldy < ﬁst(:v,y)lf(y)ld:vﬂL / To(z.y) 1 (v)\dy

Bj,

o

; / (e, 9) £ (y)|de
= I(x)+ 1I(z)+ I11(x).

Para I(x) y I11(x) la estimacion sigue facilmente ya que en ambos casos Ty(z,y) < 1
y los intervalos de integracion son 4-locales, contienen al punto x y sus medidas son

equivalentes a x.

Por otra parte, escribimos

nw=> [ Tl

Siy € Bj\ Bj_1, para j < jo, se tiene |y —x| > 2771/ lo cual implica Ty(z,y) < \%6*2%.

Entonces,

Jo
b1
) < ) e % 2]’f f(y)dy,

donde los promedios estan acotados por M., f(x), ya que para todo j < jo, B; C
(3.27) y en consecuencia los intervalos son 4-locales. Luego, como Z?OZ_OO e~ 279 < o,

obtenemos I1(x) < Mo f(2) y con eso concluimos la demostracion. d

Observacién 3.3.1. Notemos que My, .. f(2) < 0o en c.t.p. x para cualquier funcién
localmente integrable en RT. De hecho, para evaluar My, . f(z) para x € [27,277] j € Z,
podemos reemplazar f por la funcién integrable fx[-22i+3). Por lo tanto, el Lema 3.3.1

nos dice que T}, comparte también esta propiedad.

A continuacion probaremos el resultado mas importante de esta seccion.

1

Teorema 3.3.2. Sea 7 una funcion radio critico y w € Aj,,.

Entonces el operador

mazimal T}, es acotado en BMO,(w).
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Demostracién. Sea f € BMO,(w)y B = B(zg, R), con g € Rt y R > 0.

Probaremos en primer lugar que T f satisface la propiedad de promedios acotados

loc

(3.13) cuando R > T(go). Para ello usamos el Lema 3.3.1 y luego el Teorema 3.3.1.

Entonces, en virtud del Corolario 3.2.2, se obtiene

/ T3 f(@)lde < I fllsaro. o)

para todo intervalo %—super—crl’tico B, esto es, con R > @

Dado que la propiedad de promedios acotados implica la de la oscilacién, solo resta

probar que para 0 < R < @,

1

(3.22) i)

[ MTins (@) = ddo < Ol fllmsio.o
B

vale para algin ¢ = ¢(f, B).
Teniendo en cuenta el Corolario 3.2.3, podemos suponer que v = é y por lo tanto

7(z) < §, para todo x € R¥.

Sea entonces B* = B(xo,3R) y escribamos f = f; + fo + f3, donde f; = (f —
fB*)XB*a fo = (f = fe)xe v fs = fp-. Ahora tomemos z; € B(x, 3) tal que
c=T; .(fa+ f3)(x1) < co. Notemos que por la observacion anterior T} .(f2 + f3) resulta
finito en casi todo punto Si denotamos con Tsf(x) = f Ts(z,y)f(y)dy, se tiene que

x/2
T f(x) =supycsoq |Tsf(z)|. Entonces

Tioef () — ¢ < Ar(x) + Ag(x) + As(2),

donde
Al (ZL’) - Tfocf1($)7
Ax(z) = Sup I Tsfolw) = Tufoln)],
y

Az(z) = sup ’Tvsf:),(x) - Tvsfs('fl)‘-

0<s<1

Para obtener (3.22) serd suficiente con probar, para i = 1,2, 3, que
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(3.23) 57 [ Az < Clllswo.cor

Para A;(z), observemos que w € A}, implica w™ € A2 . Entonces por el Teorema

1.4.1 de la seccién 1.5, M} es de tipo fuerte (2,2) respecto al peso w™!, y consecuente-

mente lo es también T} _,

por el Lema 3.3.1. Entonces, utilizando la desigualdad de Holder

llegamos a

N

i [ < (o [Men@re o)

(ﬁ/ f(z) — for zw_l(x)d;U);
<

S I fllBao, @),

N

donde en la tltima desigualdad hemos usado la propiedad de duplicacién local de w

(Lemma 1.4.1) y la propiedad de equivalencia de normas (3.16).

En cuanto a As(z), notemos primero que

2x 211
[D Ts(x,y)dy—/cl T(z1,y)dy

2 2

’Tsfi’»(x) - Tsf3(3€1)| = ‘fB*|

Haciendo el cambio de variables z = = y 2 = % en cada integral, obtenemos

75
N
/ e 1dz
7

€T

T2vs .2
S / e 1dz
*1
—k

r1
52
< / e 16dz
7

Como z y z7 pertenecen a B, que estd contenido en B(x, %T(IO)), tenemos que
T —x @
< | 1|€7 d

r1
2
/ e 1dz| S ,
B x
5 Vs :

para alguna constante ¢. Dado que B* C B(xo, (%)) C (Lo, 320) = Iy, el cual es un

_'_

2x 2z
/ Ts(ac,y)dy—[c1 Ts(z1,y)dy
=

N8

T ~ 1] ~ o de donde

418l

intervalo supercritico para 7, se obtiene
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Fofalw) = Tofalm)] S — N

(1o)
| Lol
w(B

(S

S I llBro, w)

)

S I fllBmorw B[

para todo x € B, donde en la iltima desigualdad se usé la propiedad de duplicacion

(1.23) de la seccién 1.4 y que Iy € Zy. En consecuencia, (3.23) vale también para As.

Finalmente, en cuanto a A,, mostraremos que para cualquier z € B,

w(B
(324) 2a(o) < Flavio. T
lo que implicara (3.23) para As,.

Notemos que

Ay(z) < sup

0<s<1

s(%y)X(g,zx) - Ts(ffhy)X(%l,zm) |f2(y)|dy

§ Agl(fb) + AQQ([E) + Azg(ﬂf),

donde

An(z) = sup / To(e,) |fa(y)ldy,
(£,20)\ (5L ,221)

0<s<1

Ag(z) = sup / To(w1,y) | f2(v)ldy
(5 221)\(£,22)

0<s<1

Ala) = sup | T, y) = T, )| | o0l dy:
0<s<1J (2 20)N (%L 221)
Llamemos B, = (5,2r) \ (%,2%1), con x # z;. Observemos que x,z; € ( Zo, g.ito)

implica que (3,2zr) C (1763:0, ng) y (1%:1:0,;1:1:0) C (%,2x,). Entonces, para y € B, se
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tiene |z —y| > |y — xo| — |z — x| = 320 y asi Ty(z,y) < Cx—lo. Por lo tanto
1

Ap(z) S w0 ). |f(y) — fB|dy
1 B,

< X[ ywdy+ g,
Zo JB, Zo

Puesto que |B,| < Clz — x| < C|B| y el intervalo local Iy = (£x0, 22¢) contiene a

B, y a B*, se obtiene

Ap(z) < ailvwwy

w(Zo)

< Cllfllsmo,w |I |
y, usando nuevamente la propiedad (1.23) de la seccién 1.4, queda probado (3.24) para

A1 . En forma andaloga, se obtiene lo mismo para Ass.

Resta probar (3.24) para Ass. En primer lugar notemos que B* C (%xo, gxo) y que
(19—6£U0, %:ro) C (%, 2$) N (%1, 2931) C (176x0, 4:700) Esto implica que (%, 23:) N (%1, 2:)31) N B*¢
es no vacia y esta contenida en Iy \ B*, donde I = (1—76x0, %xo).

Por otra parte, siendo T un operador de Calderén-Zygmund a valores vectoriales, o
también aplicando el Teorema del valor medio a Ts(x,y) en la variable x, se tiene

T — 2
sup [Te,9) = Tan )| < O
si |y — 1| > 2|z — 1], lo que se cumple para x € B, z1 € B(zo, %) y y € (B*). Asimismo,
ly — x1] =~ |y — xo| y entonces

sup [Tu(e.) — Tifan.)] < O

0<s<1 Iy - l’o|2.

Consecuentemente, usando que (%, Qx) N (%, Qxl) C Iy, obtenemos

Ay sr [ =T,
Io\B* ly — 0|

Llamemos B; = B(z, 3’ R) y elijamos j; el inico entero que satisface 370 < £& < 3%0+1,

Luego,

Iy C ( 950, > UBJ0+1 U ( Zo, 2330) .

Dado que 3R < 7(z9) < %, se tiene que jo > 1. Por lo tanto podemos escribir

8 Y
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dy + R / )—_ff*dy.
Bjy+1\B1 |y — o

El primer término puede ser estimado como As;(z). Para el segundo se tiene

Jo
Bj0+1\Bl ‘y - $0| . B]'+1\B]' |y - xo’

Jj=1

Agz(7) S mi;g . |f(y) — B

< Z 32j i), MW el

Notemos que cada Bj;; es un intervalo local ya que Bj,.1 C Ip. Entonces usando el

Lema 3.2.5 con J = B* = By y J' = Bj1, se obtiene

W(B) < j
E . < —E <
SQJR/J+1\B fB ~ ||f”BMO (w) R — 3
w(B)
<
S I fllByo, @ B[

De esta manera hemos obtenido (3.24) para Ay3(z) y la prueba del Teorema estd com-

pleta.

Si, para una funcion radio critico 7, consideramos en lugar de T} , el operador mas

locy

pequeno

(3.25) Thporf(2) = sup

T(z)2<s<1

ﬂ L) fy)dy)

con los valores de s alejados de cero, podemos obtener un resultado mas fuerte que nos

sera util en la proxima seccion. Mas precisamente:

Proposicién 3.3.1. El operador T}, . es acotado de BMO,(w) en L>®(w™"), para

w e Al

loc*

Demostracién. Sea f € BMO,(w). Sin pérdida de generalidad, por el Corolario
3.2.3, podemos considerar v = %. Fijemos x € R y 0 < s < 1 tal que z sea un punto de

Lebesgue de w y s > 7(x)?. Notemos que para un tal z se tiene que essinf,c; w(y) < w(z),
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para cualquier intervalo I conteniendo a x. Ahora elegimos ky < 0, el Unico entero tal
que 2F < L\/? < 2kt y llamamos By = B(z,2%\/s) N (%, 2x), para k > ko. Observemos
que los intervalos By son crecientes y que, después de un cierto ki, son iguales a (3, 2x).
Dado que By \ By = {y € (%,2z) : 2F < % < 281} para kg < k < k; — 1, podemos

escribir

2z 2 ki—1
_ ly—=| yz\
[oFvwa < [ vwas X [ S

3 By, k+1\Bk
ki—1

—c 2k

< [ @iy > e [ iy
Bk k=ko Brr

Veremos que cada uno de los intervalos By, con ky < k < kq, es un mtervalo ~-super-
critico para 7. De hecho, si denotamos con by el centro By y con Ry su radio, puesto
que B(z, 37(x)) estd contenido en B(xz,2%/s) y en (%,2z), para todo k > kg se deduce
que B(xz,37(x)) C By y por lo tanto 7(z) < 2Rj. Entonces, usando (3.28), obtenemos
7(bx) < 7(z) + £z — by] < Z Ry. Luego, cada By, es un intervalo -super-critico para 7

y el Corolario 3.2.2 implica que

2x ki—1
ly—af? .,
[D S fW)ldy S 1fllsyo, w) (w(Bko) +> e 22kw(3k+1)> ,
2

k=ko

Por otra parte, como B, C (%,2x), ellos son intervalos locales, y como w € Aj,, se

tiene w(By) < |Bi|infyep, w(y) S 2%y/s w(z), ya que = es un punto de Lebesgue de w

perteneciente a By. Esto nos lleva a

k1—1
_ly=sl? .
\/—/ Tl fWldy < 1 fllmo, ww(z) <2k° + Z e 2%2’“*1)
k—ko
Sl Byo, wyw(z).

En consecuencia,
Tioer f(2) S | fllBrO, (0w ()

vale c.t.p. x € R*. quedando la prueba completa. O
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3.4. Espacio BMO asociado al sistema {¢©%}.

En esta secciéon consideraremos el semigrupo de difusién asociado a las funciones
de Laguerre {5} y su operador maximal denotado por W.. En [Dzi08], Dziubanski

definio en este contexto el correspondiente espacio de Hardy
(3.26) Hio={f€L'(R"): W,.feL(R"}

probando una descomposicién atémica. Los intervalos que soportan a los 4tomos de H}.
satisfacen diferentes condiciones dependiendo de la funcién radio critico asociada, que en
este caso resulta ser

(3.27) p(x) = éml’n{x, é}

De aqui resulta razonable introducir como substitutos de BM O pesados, a los espacios
con pesos de la seccién anterior BMO,(w), para p la funcién dada por (3.27).

Facilmente se comprueba que p satisface

(3.28) p(y) < plz) + %Iw —yl.

para z e y en RT, lo cual nos da (3.4) con v = 1/8. Entonces, de acuerdo a la Proposicién

3.2.1-b, todo intervalo subcritico para p es también un intervalo ——local

Nuestro objetivo en esta seccion es probar que el operador maximal Wi, preserva los

espacios BMO,(w) para cualquier « > —1/2, bajo apropiadas suposiciones sobre w.

En primer lugar recordemos que el operador maximal del semigrupo de Laguerre

puede ser expresado como

Waf(x) = sup
0<s<1

/ W (s, 2. 9) £ (9)dy]

donde el nicleo Wa (s, z,y) estd dado por (1.5), es decir

2 2
1 S ('Iy)%e_%(s"'_%)(l’Q'*‘yQ)Ia (1 - wy) .

2s

Wea(s,x,y) = 55

donde I, es la funcién de Bessel modificada (ver seccién 1.1).
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A continuacién enunciaremos el Teorema de acotacion para el operador maximal W7,
actuando sobre BMO,(w). Las hipdtesis (3.29) y (3.30) impuestas sobre w estan direc-

tamente relacionadas con la estimacion del nucleo dada en el Lema 3.4.1 enunciado mas

1

adelante. Ademas le pediremos al peso que satisfaga la condiciéon A .

ya que, como
hemos visto, nos garantiza la acotacién del operador maximal local del semigrupo del
calor clasico. Posteriormente, en la seccién 5, daremos una condicién tinica sobre el peso,

mas amigable; que implicard las tres condiciones que aparecen en el siguiente enunciado

y que se parecera mas a una de tipo A; de Muckenhoupt.

loc

Teorema 3.4.1. Sea a > —1/2 y w € A} satisfaciendo para algin 0 < € < % Yy

alguna constante C' > 0,

—ex? 1 ‘ a+1
(3.29) e / w(y)y™dy < Co(x)
0
Y
L oo 2\ at+l 2
(3.30) sup x“*?/ (y_) e s w(yg dy < Cw(z),
0<s<1 " S y*t2

para casi todo x € RT. Entonces W es continuo en BMO,(w).

Corolario 3.4.2. Para o > —% y un peso potencia w(x) = x°, se tiene que Wi es

acotado sobre BMO,(w) si —a — 3 <d <a+ 1.

Observemos que el rango de potencias para d que aparece en el corolario anterior
coincide con el caso limite p = oo dado en el Teorema 2.2.2 del capitulo 2, el cual resulta
6ptimo. Ademas, si reemplazamos la condicién (3.30), més fuerte aunque més sencilla,

por

W%/ e A0 gy < ),

3
a+2

el rango de las potencias se traduce en —a — % <o<a—+ %, y por lo tanto se pierde el

ca805:a+%.
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Para probar el Teorema 3.4.1, necesitaremos las siguientes estimaciones del nicleo
Wea (s, x,y). La demostracion de este Lema puede rastrearse en las pruebas de los Teore-
mas 2.2.1 y 2.2.2 del capitulo 2, ya que utilizamos estimaciones similares. Por comodidad,

la repetimos acé.

Lema 3.4.1. Para el niicleo Wya(s,z,y) dado por (1.5), con a > —3, se tiene

- .Z’Q a+1 a2 1 il
Wwa(S,x,y) ~ — € 16 s y 2,

para cualquier 0 <s <1 y0 <y < 3.

Demostraciéon. Usando el Lema 1.1.1 de la seccién 1.1 sobre las estimaciones de la

funcién de Bessel, se tiene que para 0 < =gy < 1,

1 o 82 a+1 ) ) ) Y
Wwa(s,m,y) ~ < ) (:py)o""ée_z(s"‘g)(x +y°)

2s
2\ a+1
x 122 1 1
< (5) et
S zots
Por otra parte, si = xy > 1, usando el mismo Lema obtenemos

1
2 2 -3
W@a(ij7fy) 5 1 5 (gjy)% (1 5 xy) ’ efi(er )(z2+y? )6 2352123/_

Dado que * xy >1ya>—z, se tiene

1 —s2 3 1—s2 \*
( ) = ()
Ademas
et @) A5y i ety)? - Ay
< e

donde en la tltima desigualdad hemos usado |z — y| > z/2, ya que 0 < y < 3. Esto

conduce a
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llegando a la estimaciéon buscada. U

Demostracion del Teorema 3.4.1. Para T} , el operador maximal del calor clasico,

+ (W =T

loc

locy

). De acuerdo al Teorema 3.3.2 sobre la con-

es acotado sobre BMO,(w). De

podemos escribir Wi, = Tj

loc
tinuidad de Tj,., sélo necesitamos probar que Wi, —T7

locy loc

hecho probaremos la siguiente desigualdad mas fuerte

(3.31) (Wea f(2) = Thof (2)] S | fllBMO, )W (), para c.t.p. z € RT,
esto es, [[(Wea = Tio) fllew— S IfllBrmo, w)-
Seaw € A}y sear € RT satisfaciendo (3.29) y (3.30) y tal que es también un punto

de Lebesgue de w. Entonces, para f € BMO,(w), descomponemos |W7. f(z) — T7,.f(z)]

en cuatro partes:

(Woaf (@) = Tioof (2)| < If(2) + LLf(x) + LILf(x) + 1V f(2),

donde
2x
If(z)=| Weaf(z) — sup | | Wea(s,z,y)f(y)dy|
0<s<1 %
2x
‘IJZf(:E) = sup L¢4p0£(8a 17731)j7<31)(1l/ )
p(z)2<s<1
2x
1Ifa) = sw [ Warls,0) = Tl
0<s<p(z)? J £
y

Vi@ =| swp | / (w)dy| — T f ()]

0<s<p(x)?

Nuestro objetivo es obtener (3.31) para cada término.

Para I f(x), observemos que
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If(z) < sup /  Woa(s, 2,91 (9)Idy + sup / T Wals, 2.9)| £ () ldy

0<s<1 Jo 0<s<1 T

= Aof(z) + Axf(2).

Usando la estimacién dada en el Lema 3.4.1 obtenemos

0<s<1 \ S rots

1’2 a+1 La2 1 x )
Aflz) < C sup (—) HE s [t

< (y)]y**2dy,

aee

para cualquier 0 < € < —.

Dado que los intervalos de la forma (27" !z, 272) para cada entero i son super-criticos

para p, se deduce

T [ee] 277556
1 i Na+t
[ 1rwltay 5 St [ il
0 i=0 27y
00 2 g
S Ilmwo,w 2 0 [ ww)dy
i=0 27y
v 1
S o, [ wlo)y
0

En consecuencia,

—ex? 1 ’ a+l
Aof(z) < || fllBMo,we P / w(y)y*t2dy
T2 Jo

y la hipdtesis (3.29) nos conduce a

Aof () S I fllBmoO, ()w(T).

Para A, f(x), usando la simetria del nicleo (1.5) y la estimacién del Lema 3.4.1, se

tiene

) oo y2 atl 2 1
Ao f(z) < sup x“*?/ (—) e T —=[fyldy <
2 Yy o2

0<s<1 T
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e 2255)2 atl (2822 1 i+l
< oati ( —c @2 p
~ OS<1;I<)1£C zzl ( S ) € (22x)a+% /2le |f(y)| Y,
donde ¢ = %. Ademas,
gitly, oit1, yio
L 1@l S 1levo,w [ wlids S1lavo, [ ey

donde la tltima desigualdad se deduce de la definicién de A} .. Luego,

1 o y2 a+1 y2 1
Anf(@) S Ifllswoe sup 2o+ / (—) =% L)y
0<s<1 T
S W fllBmo,wyw(z),

con ¢ = %, donde en la ultima desigualdad hemos usado que w satisface (3.30), para

. 1
algin 0 < e < 6

Ahora notemos que Wa(s,z,y) S Ts(z,y), paratodo 0 < s < 1y 0 < 2,y < o0.
Esto se sigue facilmente de las estimaciones de las funciones de Bessel incluidas en el
Lema 1.1.1 de la seccién 1.1 .Entonces, ambas, I1 f(x) y IV f(z) resultan controladas por
T}, )| fI(x), donde este operador ha sido definido en (3.25). Como f € BMO,(w) implica

que |f| € BMO,(w), la Proposicién 3.3.1 sobre la continuidad de Ty, , nos da

L f(x) + 1V (2) < C|[fllBro,ww (@),

Por tltimo consideramos el tercer término /11 f(x). Para ello reescribiremos el nucleo

(1.5) como
Wgoo‘ (57 X, y) - (I)Clas(87 z, y>q)l?es(s7 z, y>q)87“7“(87 z, y)?

donde

(NI

4 B 52
(332) ®clas(5a :L" y) — (Tﬂ;) e—%b&—yh,
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1 — 52 2 1—s 1 — 2
(3.33) Oy (s, z,y) = (27T 238 xy) e~ T ] ( 238 my)
y
1—s2\? e
(3.34) O, (s, 2,y) = (1 n 32) e,

Ahora escribimos

(Wea(s,z,y) = To(x,y)] = |Peras(s, 2,y)Phs (5,2, y)Perr (s, 2,y) — Ts(x,y)|
< | Pras(s, 2, y) — Ts(, )| Poes (8, 2, Y) Pepr (8, 2, Y)
+ |q>bes(57xay) - 1|Ts(xay)q)err(sax7y)

+ |q>err(37x>y) - 1|Ts(x>y)
3

= ZQi(Sax7y)'

i=1

Debemos probar que

(339 | sl wldy < 1o, (o),

N8

para 0 < s < p(z)*ei=1,2,3.

En primer lugar consideremos (s, z,y). Si para = e y fijos, definimos la funcién

|z —yl|?

h(t) = (4nt)"2e~ "2, de (3.2) y (3.32), tendremos que ®q4(s,7,y) = h (ﬁ) y que

Ts(z,y) = h(s). Luego, el Teroema del valor medio aplicado a h en [s, %] implica
|(I)clas(37 x,y) - Ts(xvy)‘ <C 83/27

con C independiente de x e y. Ademds, usando que Ppes(s, z,y) < C (por el Lema 1.1.1)

y Ourn(s, z,y) < €25 para 5 <y <2ry0<s<l1,seobtiene

1
(3.36) Qi(s,z,y) < CE.

Poniendo I, = (5,2z) y notando que I, es un intervalo super-critico para p y que

también es un intervalo 4-local, se deduce que
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1
| Lz |

2x
L Qu(s,,9)|f (9)|dy < C

2

/ [fW)ldy < C| fllBrmo,w) essinfyer, w(y).
L

Por lo tanto, (3.35) vale para i = 1 ya que = es un punto de Lebesgue de w.

Por otra parte se tiene

Qs (s,2,y) < | (s,2,y) — 1|s2.

bes

Como%<y<2xy0<s<p(x)2,locualimplica0<s<éy0<s<z—z,noes
1-s2
2s

1—s2
2s

zy > ). Entonces,

dificil comprobar que xy > % (mds precisamente obtenemos
en vista de (3.33) y el Lema 1.1.2 de la seccién 1.1, se obtiene (3.36) para Qs(s,x,y) y

en consecuencia (3.35).

Consideremos ahora i = 3. Ponemos

93(3, z, y) = |(I)err(8a z, y) - HTS(xa y)
1— 82 1/2
< 1(55) -1 T + e - 1Ty
= Q31(57 x, y) + 932(57 Zz, y)
Para el primero de estos ntcleos, como y >~ x y s < g—z, obtenemos nuevamente una

estimacién del tipo (3.36):

Finalmente para (35(s, z,y), por el teorema del valor medio y usando y ~ x se tiene

ly—x|?

Qus(s,2,y) S Vor'e T

8] =

Si0 < x <1, entonces y/s1? <1< % y obtenemos también que Q35(s, z,y) <

Sea ahora z > 1. Dado que /s < p(z) = &, tenemos que /sz? < z. Luego,

1
T35 |y

/ (s 2. )| fW)ldy S « / 5 £ () dy

z z
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1
N d
= / Gl

2z 2
(3.37) + :1:/ e f(y)ldy.

+5z

Puesto que f € BMO,(w), w € Al y « es un punto de Lebesgue de w, podemos

loc
acotar el término del medio por una constante veces || f|| zaro, w)yw().
Respecto al primero

oo L
(3.38) a:/ T e

2

(y)|dy,

ko ok
y)|dy§2x/ » -
k=1 Y%7 78z

donde con ky denotamos al entero tal que x — % < % <x-— lg—g. Esto es, elegimos

ko tal que ko < 42% < ko + 1. Observemos que = > 1 implica que ky > 3.

k2

Siye (z— 5 o— L&) entonces [z —y|* > £, y como s < p(z)?* = 5=, podemos

8z ? 8x

deducir que

_ly—=? K2
e <e 1.

Entonces, llamando I* = B(z, %), llegamos a

e yaf?
(3.39) I W
okt ©

Para 1 < k < kg, observemos que cada I* es un intervalo critico o super-critico ya
que w > p(x). Ademads, ky < 422 implica que I¥ C (gx —93) y asi I* resultan ser inter-
valos locales. Entonces, (3.39) se acota por una constante veces || f||sao0,w) w(z)k e =
Poniendo esta estimacién en (3.38), se obtiene la desigualdad requerida para el primer

término de (3.37).

Finalmente, para el tercer término de (3.37), elegimos k; > 1 de modo que x + ]g—; <
2r < x+ % (0, equivalentemente, k; < 8% < k; + 1) y procediendo en forma anéloga

a lo que hicimos para el primer término podemos llegar a

k41

el \dy < ng lusl? J
o W xZ/ £)ldy

+as
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k1
2
<oy et [l
k=1 Iz

donde J¥ = (z — &,z 4+ 1), Llamemos ¢, y Ry, al centro y al radio de J¥ y observemos

que el centro de J? es z. Entonces, para k > 1, se tiene ¢, > x y como p es decreciente

1
8x

k 1 LTk
< (5 +1)g; = Ry. En consecuencia, J; es un

en (1,00), obtenemos p(cx) < p(x) =
intervalo super-critico para p y como también es local, podemos proceder como antes
obteniendo la misma acotacion.

Reuniendo las estimaciones hemos llegado a

/swmawwmwscwmmwwm,

N8

completando asi la demostracion del teorema. O

3.5. Espacio BMO asociado al sistema {L£{}.

En esta seccion introducimos versiones pesadas de BMO,, el espacio BMO rela-
cionado al sistema ortonormal de funciones de Laguerre {£%}. Obtendremos resultados
de acotacion en estos espacios para el correspondiente operador maximal del semigrupo,
transfiriendo lo probado para el caso del sistema {¢%} a través de la relacién existente

entre ambos semigrupos.

Para el sistema de funciones de Laguerre {£&}, dado por (1.1), denotaremos con W7o
al operador maximal asociado a este semigrupo. Como en el caso de las funciones de
Laguerre {45} y el operador W7, en [Dzi08], Dziubanski también consideré el espacio
tipo Hardy

Hpo ={f€L':Wp.fe L'},

probando una descomposicién atomica.
En base a ello, el espacio pesado de tipo BM O adecuado para el sistema {£%} resulta

de la Definicién 3.2.2 cuando la funcién radio critico es o(x) = §min{z,1}. Es fécil

comprobar que o satisface la condicién (3.4) con v = 1/8, esto es,
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(3.40) 7(y) < o) + 5l — ),

para cualquier x e y en R™. No es dificil probar que BMO,, para w = 1, es el espacio

dual del espacio de Hardy H}., introducido por Dziubanski, cuando a > 0.

En lo que sigue, para o > 0, estableceremos resultados de acotacién para W7. sobre

BMO,(v) bajo apropiadas suposiciones en el peso v.

Teorema 3.5.1. Sea o > 0 y v un peso pertenenciente a A}, y satisfaciendo

—ex 1 ! <
(3.41) i [ vy < Cofa),
X2 0
Y
o oo a+1 v
(3.42) sup x?/ (Q) e s UE+)1 dy < Cv(x),
0<s<1 T S Y2

1

6, Y para casi todo x € RT. Entonces el

para algunas constantes C' > 0 y 0 < € <

operador maximal Wa resulta acotado sobre BMO,(v).

0

Corolario 3.5.2. Para o > 0 y un peso potencia w(zx) = 2°, se tiene que Wha es

acotado en BMO,(v) si =5 —1<0 < 5.

Para probar el teorema, notemos que de las definiciones de las funciones de Laguerre
(1.2) y (1.1), se deduce que hay una relacién muy precisa entre los sistemas {©%} y {£}.

Exactamente se tiene

NG

(3.43) £a(x) = %%M>.

En la demostracion del Teorema 2.2.2 del capitulo 2, se ha mostrado que W7, puede

ser expresado como

Wiag(x) = sup
0<s<1

/ Wea(s,z,y)g(y)dy| ,
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donde

(3.44) Wiee(s,2,4) = 5 (29) Wi (5, V. V).

Esta igualdad sugiere que el resultado para W7 del Teorema 3.5.1 podria ser derivado

del andlogo para W, probado en la seccion anterior (ver Teorema 3.4.1).

Basdndonos en (3.43), definimos una transformacién lineal R, actuando sobre fun-

ciones definidas en R* = (0, 00), de la siguiente manera

(3.45) Rf(z) =
Claramente la inversa de R es

(3.46) R7g(y) = V29(y*)y.
Para este operador tenemos el siguiente resultado sobre los espacios involucrados.

1
loc

1

si y solo st v = Rw pertenece a A,,,.

Proposicién 3.5.1. Un peso w pertenece a A

Mds aiin, R resulta un isomorfismo de espacios de Banach entre BMO,(w) y BMO,(v),

1

siempre que w € Aj,..

Para la demostracién usaremos el siguiente Lema.

Lema 3.5.1. Si (a,b) es un intervalo critico para o, entonces (v/a, V/b) es un intervalo

1

5-supercritico para p. Reciprocamente, si (a,b) es un intervalo critico para p, entonces

(a%,b?) es un intervalo super-critico para o.

Demostracién. Recordemos que p(z) = £ min{z, 1} y que o(z) = { min{z, 1}. Sea

I = (a,b) un intervalo critico para o, esto es, |I| = 20 (%2). Llamemos I = (Va,Vb).

Entonces

= ;:0 a+b 2
=1 ( 2 )\/E+\/l3'

Si aTer < 1 se tiene
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lo cual implica que

Si 2t > 1 entonces o (“E) =1 y asf

Por lo tanto, I es un intervalo %—super—critico para p.

Sea ahora I = (a,b) un intervalo critico para p, esto es, |I| = 2,0( ) y llamemos
I' = (a?, b*) Entonces

a+b

1| = |I|(a+b) = Qp( ) (a+b).

Si “T“’ < 1 se tiene que p (“T“’) = %“T“’, lo cual implica que
! 1 2
'l = <(a+0b)
8
15 2
> 8(a +07)

AV
[\}
q
N
)
[\]
o | 4
(wpl
3]
N——

Si, en cambio, “;’b > 1 obtenemos ,0( +b) = %a%b y en consecuencia
1 a’ +b?
I''==>>40
=g zi0 (55,

resultando I’ un intervalo super-critico para o.

O

Prueba de la Proposicién 3.5.1. Sea w € A}y v = Rw, con R dada por (3.45).

Supongamos que I = (a,b) es un intervalo s-local. Como

\/_/ é:1:4alan—\/_/ u2du

se deduce que

(3.47) v([) ~ aiw(I),
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donde T = (Va, \/l_)) Notemos que I es un intervalo V/k-local. Entonces, por propiedad

de la clase Al . se obtiene

loc)

w(I) < Cy |I]infw(y)

yel
1
< 2 T2
< Cga 2| infuw(z?),
donde hemos usado que |I] = Vb — \/a = \f+f ~ a~z|I|. Luego, por (3.47),

o(I) < G fngx—%w(x%)
S

~ Cy|I irgv(a:)

Reciprocamente, si v € A}, , podemos probar de manera andloga que w = R~'v, dada

por (3.46), pertenece a A}, usando esta vez que I € Z,, implica que I’ = (a?,b?) € Z,e.

Sean ahoraw € A}, y f € BMO,(w). Para v = Rw, encontraremos una constante C,

independiente de f, de modo que

1

3.48 — [ IR dr < C w)>

(3.49) 7 [ IRr@)ldr < Clllsmo,

para todo intervalo I critico o super-critico respecto a o, y

1

349) —/Rf.T)—Cd.%SCfBMopw,

( o0 ), IR( | /18210, (@)
para alguna ¢ = ¢(f, I) y cualquier [ intervalo sub-critico respecto a o. Esto nos dara que

| Rfl Bao,w) S 11 fll B0, (w)-

En primer lugar, en vista del Corolario 3.2.1, para probar la condicién de promedio
acotado (3.48) serd suficiente considerar intervalos I = (a,a*) que sean criticos con

respecto a . Haciendo el cambio de variable u = y/z, como a < a* < %a, obtenemos

JIRs@iz - / Fh) et

= \/_/ u2du

i/rf )ldu,

12
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donde I = (v/a,v/ax). Dado que por el Lema 3.5.1, I es un intervalo %—critico para p, el

Corolario 3.2.2 implica que

/f\f(U)ldu < I fllsao,ew(

(3.50) S IfllBmo,wvl)a™,

=

donde la ultima desigualdad resulta de (3.47), ya que I es un intervalo local. Luego,

(3.48) se cumple para intervalos I o-criticos.

Sea ahora I = (a,b) un intervalo sub-critico para o. Tomemos a* de modo que a <
b < a* y que (a,a*) sea un intervalo critico para o. Probaremos que (3.49) se cumple para
I y para una cierta constante ¢ = ¢(f, ).

Haciendo el cambio de variable u = /x y denotando I= (va,Vb), se tiene
/I]Rf(x) —cldx = 2/f]%f(u)ué — cludu
- \/§/T|f(u) — \/iu%chﬁdu
< /f|f(u) - \/§aic|u%du + || /f|a}l — u%|u%du
= I+1I.

Eligiendo ¢ = \/Lﬁa‘i f5, en virtud de (3.47), obtenemos

1< at / F(u) — frdu
< | flsaro, D).

Por otra parte,

11 < |cai(bt —at)|]|

174N
=
=
|
IS
PN
\
3
=
=
s
&
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donde hemos usado (3.50) para el intervalo critico (a, ax).

1

e ¥ I C (a,ax), el cual es un intervalo local, por la propiedad (1.23)

Puesto que v € A

1
loc

de los pesos A, se deduce que v((a, ax)) < o(l).

~Y

Asimismo observemos que
b—a= (b% — a%)(bi + a%)(b% + a%) ~ (b% _ a%)a%.

De esta manera llegamos a que I satisface la desigualdad deseada (3.49).

La comprobacién de que R™!, dada por (3.46), es también acotada de BMO,(v) a
BMO,(w), se obtiene de forma analoga.

0

Prueba del Teorema 3.5.1. Consideremos un peso v que cumpla las hipotesis del

1

e, de acuerdo a la

teorema y tomemos w(y) = Rv(y) = v2u(y?)yz. Como v € A

1

! . Ademés, haciendo u = y2 y z = x2 en las condiciones (3.41)

Proposicién 3.5.1, w € A

y (3.42), se obtiene que w satisface

1 z
o€ / w(u)u”%du < Cw(z),
0

3
20t2

a+l = U2 o —eﬁ W(U)
sup 2472 — e s dy < Cw(z),

0<s<1 S uots
para casi todo z € RT. Entonces las hipétesis del Teorema 3.4.1 se cumplen y Wi es
acotado en BMO,(w).

Por otra parte, de (3.44) podemos escribir
(3.51) Wi =RoW/.oR™

Luego, la Proposicién 3.5.1 y el Teorema 3.4.1 implican que Wi, es acotado en BM O, (v).
Il
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3.6. Las clases de pesos A}”OO.

En esta seccién introducimos una clase de pesos, en el espiritu de la clase A' de Muck-
enhoupt, de modo que la acotacién de los operadores maximales de Laguerre, estudiados
en las secciones anteriores, sobre los espacios BMO pesados correspondientes resultan

validas.

Dado un n > —1/2, para cada 6§ > 0 consideremos la clase A,17’9, compuesta por

aquellos pesos w que satisfacen

n -1 n 2n
(3.52) /%dm esssup% < C/x—ed:v
r (1+2) zer (1+2) 1 (L+2)?
para todo intervalo I C RT.

Notar que (3.52) es equivalente a decir que el peso w(z)x™"(1 + z)? pertenece a
Al (due(z)), donde dug(x) = %dm.

Denotemos con A = g5 A)7.

Respecto a los pesos potencia se tiene que x? € A7177°° siysolosi —n—1< 4§ <.
De esta manera recuperamos todas las potencias de los Corolarios 3.4.2 y 3.5.2, tomando
n=a+3yn=$%, respectivamente. Para pesos de la forma w(z) = (1+ x)°, se tiene que
we Al =A siysolosin>0y —n—1<4d <. Sin embargo, tales pesos w pertenecen
a la clase A}Y’Oo para cualquier § € R, siempre que n > 0.

En lo que sigue probaremos que los pesos w pertenecientes a Ail’oo satisfacen las
hipétesis de los Teoremas 3.4.1 y 3.5.1, cuando n = o + % y n = g, respectivamente.

Esto derivard en la obtencién de desigualdades con pesos para Wia y Wra, bajo estas

suposiciones. Mds precisamente:

1700 *
atl’ entonces Wia es

acotado en BMO,(w). Asimismo, sia >0 y v € As™, Wa es acotado en BMO,(v).

Teorema 3.6.1. Sea o > —1/2. Si un peso w pertenece a A

Demostracién. Consideremos a > —1/2yn=a+ %, por lo que n > 0. Probaremos

que un peso en A}]’OO satisface las hipotesis del Teorema 3.4.1, obtenindose asi la conclusién



3.6 Las clases de pesos A}foo. 101

deseada para W7. . Respecto al operador W7o y n = ¢, el resultado se obtiene en forma

analoga de modo que omitiremos esta prueba.

Sea entonces w € A717’°°, esto es, w satisface (3.52) para algin 6 > 0. Fécilmente se

1
loc*

obtiene que w € Aj, .. En efecto, para I = (a,b) intervalo local se tiene

[ = ),

(I+z)  (1+a)
wH(z)z" a”
su dx ~ supw ™ (z),
T ™ Ty e W

x2n a*n
dx ~ Il.
/,(1+a:)29 sl el

Luego, reeemplazando con estas estimaciones en la (3.52), se obtiene w € A}

loc*

Probaremos ahora que w satisface la hipdtesis (3.29) del Teorema 3.4.1. Mas atn,
mostraremos que para cualquier € > 0 vale que

2
—€x
(&

(3.53)

1-7]4’1

t[@@w@swm

para casi todo x € RT, donde n = a + %, para alguna constante C' que dependa de ¢, 6,
1y de la constante A}? del peso w.

Sea x € RT un punto de Lebesgue de w. Entonces tenemos
2

e—e:v2 T eféz x e
/ w(y)y'dy < / w(y)y'e 2V dy
0 0

e [T wiy)y
< Oy dy.
= x"“/o (T+yP "

Usando ahora la condicién (3.52) para el intervalo I = (0, z) llegamos a

“w(y)y” , _ 0 / Ty
—27 _dy < C Inf w 1+ ——d
4 Sy w0+ [ sy

y€(0,z)

< C’w(x)x"(l—irx)g/ y*dy
0

Cw(z)x"™ (1 + x)?,

IN
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donde para estimar el infimo esencial hemos usado que x es un punto de Lebesgue de w.

En consecuencia,

- /W(y)y”dy < Ce ™ (1+x) w(x)
0

antl

IA
Q
£
&

Probaremos ahora que w satisface la hipdtesis (3.30) del Teorema 3.4.1, esto es, para

n=a-+ % y cualquier € > 0 existe una constante C' = C(¢, 0, a,w) de modo que

[e'e] y2 a+1 _ﬁ 1
(3.54) x”/ = e s w(y) dy < Cw(z),

y'r]+1

para casi todo x € RT y para todo 0 < s < 1. Con este fin veremos primero que un peso

w € A717’9 satisface

b
inf w(y) <C inf w(y)y",

3.55
( ) (]. + b)g ye(%b) y€(a,2a)

para cualquier a y b con b > 2a. Ciertamente,

b . e J
. < 0

< Cb‘Q”‘l/b () —Ld
- A

Ahora usamos (3.52) para el intervalo (a,b) obteniendo

b b y277
inf w < O inf w(y)y (1 + 9/ . S—!
L0700, (y) < ot (W)y (1 +y) Ot
p—2n-1 b )
< C fnf e d
- yel(gza)w(y)y (1+a)9/a yay
< C inf w -,
< ¢ mof (v)y

Para probar (3.54), fijemos x € RT, un punto de Lebesgue de w, y 0 < s < 1. Sea kg
un entero tal que 2¥0\/s < z < 2%+l /5. Si ahora denotamos por J, = (2%y/s, 2F1\/5s),

se obtiene
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< Y akeresdt e STV ()
<02 CINOTRRIA

k+1 -
< Cz4k(a+1)e—§4k (2 \/g) !

———— — inf W(y>,

P (1 + 2k+1\/§)9 YTy

donde en la tltima desigualdad hemos usado la propiedad de los pesos A} . (1.20), puesto

1

e ¥V que Ji es un intervalo 2-local.

que w € A

De acuerdo a nuestra eleccién de kg, se sigue que x < 2¥T1,/s para cualquier k > k.
Entonces, en virtud de (3.55) con b = 25+1\/s y a = £ (observar que 2a < b) se obtiene,

para k > kg, que

(28 Vs) , -
— ¥ 7 inf < C f n
Aoy anf @) = C i ey

< Cw(z)z™,

ya que x es un punto de Lebesgue de w(y)y~". Luego, la desigualdad deseada (3.54) ha
quedado probada. Il

3.7. El espacio BMO asociado al sistema {/?}.

Para estas funciones de Laguerre, dadas por (1.3), seccién 1.1, el operador maximal

€S
Wi f(r) = / Wi (s, 2, 9) £ (9)y" dy

- /0 <g)gwﬁa(s’xay)f(y)dy.

X

Para este sistema, el espacio BMO asociado serd el mismo que para el sistema {£2}, es
decir, BMO, con o(x) = %min{x, 1}. Enunciaremos ahora un teorema de continuidad
para Wj, sobre BMO,(v), siendo v un peso satisfaciendo una condicién similar a las
dadas en el Teorema 3.6.1. Observar que, para este operador en estos espacios, se puede

obtener facilmente, de la misma manera en que probaremos el siguiente teorema, resul-

tados similares a los del Teorema 3.5.1, con tres condiciones sobre v en lugar de una. Sin
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embargo, nos remitiremos a una version del Teorema 3.6.1 ya que la consideramos mas

interesante.

Teorema 3.7.1. Sea o > 0 y sea v un peso en RT. Si existe > 0 tal que

v(z)x® v (z) / @
3.56 ————dz esssup ——, < C | ———dx
(8:56) /I(1+:c)9 xelp(1+x)9_ r (1+a2)?
para todo I C RT, entonces Wj. es acotada en BMO,(v).

Demostracién. Observar que si w(z) = v(z)z 2, con v satisfasciendo (3.56), entonces
w E Age y por lo tanto el operador W.. es continuo en BM O, (w). Por otro lado, observar
que Wi, = S™1o Wk, 0 S, con Sf(x) = f(z)r2 (con esta notacién se tiene w = Sv).
Luego, para lograr el resultado deseado bastard con ver que S es un isomorfismo entre

BMO,(v) y BMO,(w) como espacios normados.

Probaremos solamente que si f € BMO,(v) entonces Sf € BMO,(w). Hay que

verificar que

1
(3.57) m/j|5f($)|dl“ S fllBro, )

para todo [ critico para o,y

1
(3.58) - [ 188@) = erlds < 1o,

para todo I subcritico.
Observar que todo intervalo critico o subcritico para o es también local, por lo que si
I=(a,b)ygc¢€Lj,,qg>0,entonces [,g(z)x2dr ~a> [, g(x)dz, y en particular, w(I) ~

a2v(I). Luego, (3.57) se verifica facilmente. Para probar (3.58) hacemos lo siguiente:

1 1 & _a a
m/f‘sf(y)—Cﬂdy = CL;U(I)/I]f(y)y —cry 2y?|dy
1 _a
~ m/llf(y)—cfy |dy
< A+ B,

con

o1 a
AZ@/}U(Q)—QG |dy
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y

. |CI| / _a _a
B = a 2 —Yy 2 dy
v(I) 1| |

Si tomamos ¢; = fa? facilmente se obtiene A < | fll BrMO, (v)-
Para B, obervamos que la funcién =2 es derivable en I = (a,b), con 0 < a < b < 2a,
y entonces
_a_q

a2 —y 2| ~ja—yls 2 S (b—a)a 2

ya que s esta entre a e y, y por lo tanto

Si llamamos I = (a, 2a), entonces

1 v(I)
< — <
‘f1| = |I| /I:’f’ = HfHBMO(r(U)b_aa

luego B
v(I) (b—a)
B < ) —— < v
S 1 fllBao, o) @ S 1/l B30 ()

donde la ultima desigualdad surge usando la propiedad de duplicacién (1.23), ya que

ve A O

loc*

Observacién 3.7.1. Podemos englobar los resultados de los Teoremas 3.6.1 y 3.7.1
considerando una clase de pesos con dos pardmetros diferentes n y 8 (como hicimos en
la Definicién 2.6.1 de la seccion 2.6 y como haremos en el capitulo siguiente, seccion 4.2,
Definicién 4.3.1), de la siguiente manera.

Dados n y [ tales que n + 3 > —1, para cada ¢ > 0 consideremos la clase A};f;,

compuesta por aquellos pesos w que satisfacen

n -1 B n+p
/%dw esssupM < C’/(lx—dx
I I

(1+x) ecr (I14+2)? — + x)%
. 17 - 179
para todo intervalo I C R*. Denotaremos con A, 5" = Jys 4,5
Luego, si un peso w pertenece a la clase Arllzgo, obtendremos la continuidad de los
operadores Wro y WE. en sus respectivos espacios BM O(w), considerando n = = § y

n=p0=a+ %, respectivamente. Por otra parte, si w(z)z® € A;z;o, conn =0y [ =a,

entonces W. es acotado en BM O, (w).






CAPITULO 4

LA INTEGRAL FRACCIONARIA ASOCIADA A
FUNCIONES DE LAGUERRE

4.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos la llamada integral fraccionaria o potencial de Riesz
asociada a los tres sistemas de funciones de Laguerre considerados. Buscaremos establecer
resultados con pesos en espacios de Lebesgue, mas exactamente, condiciones sobre los
pesos y los parametros correspondientes para obtener continuidad de tipo fuerte, tipo
débil, tipo débil dual y tipo débil restringido. Para los pesos potencia, las condiciones seran
necesarias y suficientes, teniendo en cuenta el rango mas amplio posible de los parametros
involucrados. Para pesos mas generales, definiremos una clase que sera condicién suficiente
para el tipo fuerte y el tipo débil.

Para poder obtener estos resultados, consideraremos en primer término el sistema
{£2} y procederemos de manera andloga a como hicimos con el operador maximal asoci-
ado al semigrupo. Es decir, estimaremos puntualmente la integral fraccionaria por arriba
y por abajo por tres operadores familiares y usaremos sus resultados de acotacién. Dos de
ellos son operadores de Hardy modificados. El tercer operador sera una version localizada
de la maximal fraccionaria de Hardy-Littlewood.

Los operadores de Hardy también apareceran estimando la integral fraccionaria por

abajo, aunque restringidos a un intervalo cerca de cero, tal como hicimos en el capitulo
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2. Esto permitird que cuando consideremos pesos potencia, las condiciones suficientes
obtenidas sean también necesarias.

Como hemos mencionado en la introduccion de esta tesis, y que ampliaremos en la
siguiente seccién, podemos considerar esta integral fraccionaria como un operador integral

contra un nucleo simétrico y positivo:

L7 f(x) = / KO (2, y) fy)dy.

Para obtener las estimaciones deseadas, fijaremos un x € Rt = (0, 00) y dividiremos la
zona de integracion (0,00) en tres partes, una zona local (§,4x), una zona global cerca
de cero (0, ) y una zona global cerca de infinito (4z, 00). La aparicién de esos operadores
familiares estara relacionada con la ”zona” donde se estara integrando. Mas exactamente,
en la zona local, donde cada integrando y sera equivalente al centro z, aparecera la
maximal fraccionaria local, junto a una funcién potencia de x. Por otra parte, en las
zonas globales, donde el integrando esta de alguna manera lejos del centro x, podremos
estimar por los operadores de Hardy, en cero y en infinito, respectivamente, estimacion
que también se hara presente inferiormente.

En la segunda seccién introduciremos el concepto de integral fraccionaria o potencial
de Riesz para un operador general y nos restringiremos al caso de las funciones de Laguerre
{L£2}, obteniendo una expresién integral contra un nicleo simétrico y positivo.

En la tercer seccion enunciaremos dos Teoremas para pesos generales, un de con-
tinuidad fuerte y otro de continuidad débil. Introduciremos una clase de pesos que nos
daran las condiciones suficientes para dicha continuidad. Como corolarios, enunciaremos
los resultados obtenidos cuando tomamos pesos potencias. Esos resultados seran am-
pliados en la seccién 9, obteniendo condiciones necesarias y suficientes para todos los
parametros posibles.

Para poder demostrar estos teoremas, en la cuarta seccién, encontraremos estima-
ciones de la integral fraccionaria de Laguerre en términos de los operadores arriba men-

cionados, a través de las estimaciones de su nicleo en distintas regiones.
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En la quinta seccion, nos concentraremos en la integral fraccionaria restringida a

una zona local, mas exactamente, a (%La:’, 4x), y probaremos la continuidad de tipo fuerte

€

loc- Usaremos un

de ésta, estimandola por medio de la maximal fraccionaria local M
resultado con pesos para Mj,, ., enunciado y demostrado en la seccién 1.4. Ademds, la
naturaleza autoadjunta de la integral fraccionaria local de Laguerre nos dard un resultado
extra que la maximal fraccionaria local no comparte: el tipo fuerte para p = 1.

En la seccion 6, enunciaremos y demostraremos resultados de acotacién con pesos
generales para los operadores de Hardy modificados, que surgen de la estimacién de la
seccién 4.

En la seccién 7 demostraremos los Teoremas de la seccion 3, probando que un peso
en la clase tipo AP4 alli definida satisface las condiciones suficientes para la acotacion de
la integral fraccionaria local (seccién 5) y los operadores de Hardy modificados (seccién
6).

Los resultados ajustados con pesos potencia para los operadores de Hardy modificados
se enunciaran en la seccién 8. Para demostrarlos, usaremos la desigualdad de Holder
para espacios de Lorentz, y obtendremos de una manera mas “artesanal” las condiciones
suficientes, probando ademas que son necesarias mediante una seleccién de funciones
como contraejemplos.

En la seccion 9 enunciaremos de dos maneras diferentes los resultados obtenidos para
la integral fraccionaria de Laguerre con pesos potencia. Estos resultados, que incluiran
aquellos de los corolarios de la seccion 3, nos brindaran condiciones necesarias y suficientes

¢ ampliando el

para el tipo fuerte, débil, débil dual y débil restringido (p, ¢) con peso x
rango de los p y ¢ posibles. Dado que los operadores de Hardy aparecen estimando la
integral fraccionaria de Laguerre por arriba y por abajo, los resultados seran casi una
consecuencia de lo obtenido en la seccién anterior.

Finalmente, en las secciones 10 y 11 obtendremos resultados similares para la integral
fraccionaria asociada a los sistemas {¢&} y {£2}, respectivamente. Para ello, nos basare-

mos en parte en las relaciones entre las integrales fraccionarias de estos sistemas y {£$},

ya analizada en las secciones anteriores.
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Como comentario final, observamos que si bien usamos ideas similares a las del capitu-
lo 2, las estimaciones y demostraciones e incluso los resultados de los Teoremas, se vuelven
més largos y engorrosos ya que analizamos la continuidad para pares (p,q) en una zona
mucho mas amplia. Asimismo, y por esta misma razén, hemos invertido el orden de los
resultados respecto a ese capitulo, comenzando por los pesos mas generales para luego

pasar a los pesos potencia.

4.2. El operador integral fraccionaria o potencial de Riesz.

Consideremos L un operador diferencial de segundo orden en R™ = (0, 00). Supong-
amos que L tiene una familia de autofunciones ¢,,, paran = 1,2, ... con autovalores reales
A\,.. Supongamos ademés que {p,} es una base ortonormal para L*(R*, du(z)), de manera
que cada funcién f es ese espacio se puede escribir como f(z) = > < f, o, > (),

donde
< f,¢n >:/0 F@)en(y)du(y).

Sea o > 0. Para cada f € L?*(R",du), el operador integral fraccionaria o po-

tencial de Riesz L.77 se define como

(4.1) L7f(x) = < @n, f > M Tpn(2).

n=0
. . . _g ’
Observar que si L es un operador diferencial de segundo orden, L™ 2 corresponderia,

de manera formal, a la integral o-ésima.

La integral fraccionaria L™, bajo condiciones apropiadas, se puede escribir también

como un operador integral. Usando que para todo A > 0 se verifica

1 0o
P— / e—t)\trf@
(o) Jo t

y que el semigrupo del calor {e"™};5¢ se define en L*(R™, du) como

e f(x) =D <o, f> e Ppn(x),
n=0
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podemos transformar la expresiéon (4.1) en

1 dt

(4.2) L7 f(z) = (o) /000 e_th(x)t“?.

Dado que, como vimos anteriormente, cada operador e~ tiene forma integral, por

(4.2) L7 también la tendra, al menos para funciones que tengan una expansion finita en

la base {¢,}, y podemos escribir

(4.3) L f(x) = / " K, 0) () duly),
donde
(4.4) Kp(,z,y) = % /000 HL(t,x,y)t”%

y Hi(t,z,y) = > oo e o, (x)pn(y) es el nicleo asociado a e~ ™.

Observar que la forma (4.1) es igual puntualmente a la forma integral (4.3) para toda
funcién f que sea combinacién lineal finita de {©,}, y para f € L? la igualdad se da en
el sentido de L?. Claramente, cuando se conozcan estimaciones precisas del niicleo, como
en el caso de los sistemas de Laguerre, la forma integral de L7 tiene sentido para una

mayor clases funciones.

En este capitulo, hasta las dos tltimas secciones, estudiaremos la integral fraccionaria
L7 asociada a un sistema de funciones de Laguerre, donde L, = —x% — % + 7+ % es
un operador diferencial de segundo orden en R*, con a > —1y o > 0.

Las autofunciones de L, estan dadas por las funciones de Laguerre

n' 1/2
4. e _ LY —x/2,.a/2
(45) ) = (o) Lo

para © € Rt y n € N, donde {L%} son los polinomios de Laguerre. Las funciones
{£>} forman una base ortonormal en L*(R*,dr) (acd du es la medida de Lebesgue).
La integral fraccionaria asociada a los sistemas {¢%} v {£%} (considerando en este caso
du(x) = z%dz), se estudiardn en las tltimas secciones, siguiendo las ideas esbozandas

para el sistema {L£2}.
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Como hemos visto anteriormente, para cada t > 0 el semigrupo del calor esta dado,

en su forma integral, por

etLo f(z) = / T Was(t), 2, 9)f (4)dy

donde
1—e /2
y Wa(s,z,y) esta dado por (1.5), es decir
11— 82 1 1 1-— 82
_1 —L(s+1)(a+y) 1/2
(4.7) W (s, x,y) 5 55 ¢ I, < 5 (xy) )

para 0 < s < 1, siendo [, la funcién de Bessel modificada.

Tras hacer el cambio de variable (4.6) en la expresion (4.4), el nicleo de la forma

integral de L7 es

1
(4.8) Ko (z, ) = / Wa(s, 2,100 (5)ds,
0
donde
207t (1+s 1
(49) als) = 2 o (122) 12

Observar que K*?(x,y) es simétrico y positivo. Por lo tanto, el operador L_7 es

autoadjunto en L*(RT, dx).

4.3. Continuidad en espacios de Lebesgue con pesos para L_°.

Empezaremos definiendo en forma general la clase de pesos que implicard la con-

tinuidad en espacios de Lebesgue de la integral fraccionaria de Laguerre.
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Definicién 4.3.1. Para 1 <p,q<ooyny S talesquen+S+;+5>0(n+5>0
cuando p = 1 y ¢ = o0), consideramos la clase Ag:‘é, compuesta por los pesos w de RT

que satisfacen

1

(4.10) ( /I wq(m)andx)‘ll ( /] w”'(x)xﬁp’dxy <C ( /l = dx)l_e,

para todo I C R, donde € = }D— %. Tomaremos la norma del supremo esencial cuando g =

o0 0 p/ = 0o, donde corresponda. En caso de que sucedan simultdneamente, resultando

e = 1, tendremos que w € A}?“Zf si y sélo si

supw(x)z” esssupw ' (x)z” < C esssupx™?,
zel el zel

para todo I C RT.

La condiciénaprioriﬁ—l—n—i—éjtl% >0, (n+ >0 cuando p =1y g = o0) se pide
para la integrabilidad en cero de la medida dv(z) = o= dz. Si tomamos 1 <p,g<o0y

o > 0 tales que % > % — oy o <n+ [+ 1. Las hipotesis de los Teoremas para L_ que

«

vienen a continuacion nos dardn esas condiciones, cuando 3 =1n = 5.

Obervaremos también que, exceptuando el punto p = 1 y ¢ = 00, si denotamos
_ _Bdm_ . , . Btn
v(z) = w(x)z" 11-9, entonces w € Arl siy solo si v € API(dv), con dv(z) = = dz, y

esto pasa si y sélo si v? € A"(dv), donde r =1+ Z.

Como ya enunciamos en los preliminares, los espacios de Lebegue y Lorentz con pesos

que consideraremos en este capitulo son

(4.11) LP={f:R" - R: fue LP(R",dx)},

(que, para 1 < p < o0, es igual a LP(wP)), con norma || f||,» = || fw|l,, también
Lt = [PYRT, wP(z)dx),

paral <p < oo,y
LP>® = [P°(RY, wP(x)dx),

para 1 < p < oo. Cuando tomemos pesos potencia, es decir w(x) = z°, usaremos la

notacién L2 I2' y LP*. Notar que todos los pesos estdn eclevados a la potencia p.
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Diremos que un operador es de tipo fuerte (p, ¢) con peso w cuando sea acotado de LP a
LYy de tipo débil (p,q) cuando lo sea de LP en L%°.

A continuacién, enunciaremos el teorema de continuidad fuerte con pesos generales
para L 7, la integral fraccionaria asociada al sistema {L£%}. Como se puede ver en el

Capitulo 2 Seccién 6, para este sistema hay que considerar n = 8 = 5.

Teorema 4.3.1. Seana > —1,0<o<a+1lyl<p<g<oo. Paral <p<q< o0
talesque%k%}—a,opampzlylgqgootalque%>1—0,opamq:ooy
1 < p < oo tal que % < o, se tiene que el operador L7 es de tipo fuerte (p,q) con peso

w e A%, es decir, existe una constante C' > 0 tal que
272

Lo Fllze < Clifllee,

para toda f € LP.

La demostracién se hara en la seccion 6 de este capitulo, con resultados obtenidos
en secciones siguientes. Si consideramos pesos potencia, es decir w(z) = 2%, tendremos el
* Y Y

siguiente corolario con condiciones suficientes para el tipo fuerte (p, q).

Corolario 4.3.2. Seana > -1, 0<o<a+1y1l<p<q<oo. Entonces, tenemos
los siguientes resultados:

Paml<p§q<ootalesque$2 -0,

D=

Si—5 — é <o< g5+1- % entonces L% es de tipo fuerte (p,q) con peso x°, para

1<p§q<ootalesque%2]%—a.

51 —5 —% <0 < § entonces L7 es de tipo fuerte (1,q) con peso 20, para 1 < g < o0
tal que q < ﬁ

Si—5 <0< g5+1-— % entonces L% es de tipo fuerte (p,00) con peso x°, para

1 <p < oo, talquep>§.

S1—5 <6 < § entonces L7 es de tipo fuerte (1,00) con peso 2%, para o > 1.

Demostracién. De una manera mas general, demostraremos que w(z) = 2° € AZ’%

sfysélosi—n—L<d<p+1—-—3% paral<p<qg<oo —n—2=%<§<p, para
y n q p q

p=1lyl<g<oo, n<di<f+l- paal<p<ooyg=oco-n<d<f
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para p = 1y ¢ = oo. Notar que la condicién (4.10) se cumple para todo intervalo (a,b),
con 0 < a < b < oo, siy sblo sise cumple para todo intervalo de tipo 2-local (es decir,
con b < 2a) y para aquellos de la forma (0,b), con b > 0. Como ya hemos notado, las
condiciones sobre intervalos locales se cumplen para todos los pesos potencia. Luego, las

condiciones deseadas se obtendrén facilmente al integrar en (0, ).

g

Observar que estas condiciones del Corolario sobre los exponentes son necesarias y
suficientes para la clase A%, , aunque del Teorema 4.3.1 sélo se deduce que son suficientes
272

para la continuidad del operador L_?. Si bien no hemos podido probar que para pesos

—0

-7, en la seccion

m4ds generales la condiciéon A%% es necesaria para la continuidad de L
272
8 demostraremos que para pesos potencia los rangos de los exponentes son ajustados, es

decir, necesarios y suficientes para la continuidad del operador.

. _ 1 c s P.g

Observaremos aqui que para el caso p = 1y ¢ = —, la condicién A%% no es
suficiente para el tipo fuerte. Podemos, sin embargo, obtener tipo débil cambiando un
poco la condicion.

Definiremos ahora una clase de pesos que dara una condicion suficiente para el tipo

1

débil (1,q) de L.“. Observar que para p = 1, tenemos que 1 — ¢ = .

Definicién 4.3.2. Para 3, ny 1 < ¢ < oo tales que §+n + % > 0, consideramos la

P :
clase A% de los pesos w en R que satisfacen

bra x\7 . xP b ‘
4.12 -+ = q n4 < (+B)aq
i ([(G5) i) s <o [arm

para todo 0 < a < b < oo y para algiun v > 0, donde C = C(8,1,v,w,q), cuando n # 0,

o que satisfacen

1y ([ o) s 2 <o [fona)

para todo 0 < a < b < oo, cuando n = 0.

Con estas condiciones, y considerando 7 = = 7, enunciaremos el siguiente resultado

de tipo débil (1, q).
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Teorema 4.3.3. Sean a > —1,0 <o <a+1yl <qg< x tal queéz 1—0. 5
w € Aﬁqg*, entonces el operador L7 es de tipo débil (1,q), con peso w, es decir, eziste
272

una constante C' > 0 tal que
Lo fllzge < CllFlcy

para toda f € L.

La demostracion se hara en la seccion 6. Observemos aqui que por las hipdtesis ten-

. . ey . . 1 *
emos siempre «g > —1, la condicién a priori para la clase Ac% . Por otra parte, como
272

~v > 0 se tiene (% + %)7 ~ (%)7 + (%)W, por lo que el cumplimiento de la condicién (4.12)

es equivalente a que se cumplan

b aN\” % x'B b q
4.14 — q n4 < (+B)aq
g () ) s <o [armar)”

=

Qe
Qe

(4.15) ( / ’ <%>7wq(x)x”qu) iﬁ%% <C ( / b x(n+B)de)

simultaneamente, para todo 0 < a < b < 0.

Considerando pesos potencia, tenemos el siguiente Corolario. Como dijimos antes,

estos resultados seran ampliados y ajustados en la Seccién 7.

Corolario 4.3.4. Sean o > -1, 0 <o <a+1y1 <qg< oo tal que : >1—o0.

LS

Entonces, L7 es de tipo débil (1,q) si —5 — % <6 <5, cuando a # 0, o0 si —é <6 <0,

cuando o = 0.

Demostracién. Para un peso potencia z°, probaremos que las condiciones sobre §

. . . 1 * ,
enunciadas en el Corolario son suficientes para que z° pertenezca a Ag% . Més aun,

a
272

se puede ver facilmente que son también necesarias. Lo haremos a continuacion, luego

probaremos que la condicion es suficiente.

l,q * . o . . , .
Sea w(r) = 2° € A% Primero observemos que Sup (g ) T 2 % es finito si y sélo si
272 ’

§ < §. Luego, § < § es una condicién necesaria para (4.12) y (4.13). De la misma

manera, vemos que > —1 es condicién necesaria para (4.13), cuando o = 0. Para ver
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que d > —5 —é es también condicién necesaria cuando a # 0, tomamos b =1y 0 < a < %

en (4.14). Entonces

Lra\T (sia o 5\7
/ <—> 202y ( sup x2_5> < C(1 — a7t
a T a<z<l

lo que, usando § < § y observando que (a,2a) C (a,1), se obtiene

2a
/ <9>7$(5+%)qu <C.
a T

Luego, a®T2)9t1 < C para todo 0 < a < %, y entonces tenemos que § > —

a 1
2 q’

Veremos ahora que las condiciones sobre d son suficientes. Supongamos que o # 0 y
« 1

—5—3 < 0 < 5. Entonces, para todo 0 < a < b < oo se tiene (supa<l,<b x%_‘s)q = p(5 =9,

Por otra parte, como v > 0 tenemos v + 6 + §)g+ 1 > 0 y por lo tanto

b a
/ (;)7 2O+ 2)ady = Oplo+)at (1 B <%>v+(5+2)q+1) |

Ademas, como las hipdtesis me aseguran ag > —1, tenemos que el lado derecho de (4.12)
es ff x%4dy = ch™t! (1 - (%)aq+l). Luego, la condicién (4.15) con w(x) = 2° se satisface

si y solo si

(4.16) 1_ <%>7+(6+‘§)q+1 <C <1 - (%>aq+1)

para todo 0 < a < b < o0.

17T+ 5)a+1
1—teg+l

Si analizamos la funcién ¢(t) = , vemos que ¢(0) = 1 y, aplicando
L’Hopital, que lim;_,;- ¢(t) = C' > 0. Luego ¢ es continua en [0, 1] y por lo tanto acotada.

En consecuencia, (4.16) se cumplird para todo 0 < a < b.

Probaremos ahora que w(z) = 2° satisface (4.14) cuando —% — % <0< Gya#0.

Observar que, haciendo la sustitucion u = § y usando que (0 4 §)g + 1 > 0, tenemos

b 1
[ ) sormmntt o [ (2) yerpen
o \T v L
(1= (5) )oorem
b )

N
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donde hemos usado que v > 0. Luego, tenemos

b q
/ <2>7x<5+3>q+1d_x ( sup gg‘éé) < poar (1 - <9>7> .
a X X a<z<b b

Si elegimos v = aq + 1, que es positivo por hipétesis, tendremos que

b q
a\"” a dz a_
/ (_) l‘(6+2)q+1— ( sup x? 6) 5 bozq-l—l _ CLoaq—&—l
a T T \a<z<bd

b
/ zdx
a

De una manera analoga, cuando v = 0 y —% < 0 < 0 obtenemos que w(x) = x

12

que es lo que queriamos probar.
5

satisface la condicién (4.13).

t

Como ya hemos comentado, en la seccién 7, obtendremos que los resultados con pesos
potencia de los Corolarios 1 y 2 son ajustados, es decir, son necesarios y suficientes.
Ademas, ampliaremos el rango de p y ¢, considerando % —0 < % < % + o, y obtendremos
también para todos ellos resultados ajustados de tipo débil dual (p,q) (continuidad de

LP! en L9) y tipo débil restringido (p,q) (continuidad de LP' en L9).

4.4. Estimaciones del operador L_°.

En la siguiente Proposicion estableceremos una estimacién puntual del operador, por
arriba y por abajo, que serda fundamental para nuestros resultados. Los operadores in-
volucrados seran los siguientes:

La Maximal Fraccionaria de Hardy-Littlewood “Local”, dada, en la Definicién

1.4.3 de la seccion 1.4, por

1
(4.17) My o f(0) = sup i [ 17(w)ldy
xzel€l,, |[| I
con 0 < e < 1,donde Kk > 1y Z, es el conjunto de los intervalos “x - locales de R™” | es

decir: Z,, = {(a,b) CR" : 0 < a < b < ka}. Cuando € = 0, el operador es la Maximal de

Hardy-Littlewood local My, ,, ya considerada anteriormente.
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El operador de Hardy modificado con exponencial en el origen, dado por

(4.18) 2 f(z) =e y)y2 dy,

donde ¢ es una constante independiente de cualquier pardmetro, y su adjunto el operador

de Hardy modificado con exponencial en infinito, dado por

(4.19) R fw) = ot [ Sy

Proposicién 4.4.1. Sean o > —1 y 0 < 0 < a + 1. Entonces, para toda f medible

en Rt y todo x € RY tenemos

Y

(4.20) L7 f(@)] S HE 7 f 1) + HET|f(@) + L% f ()

donde a

L7 f(x) = / K (2, 9)  (y)dy

4
la llamamos integral fraccionaria local de Laguerre y estd estimada por

xO’—E

4.21 L ¢ _—
( ) ‘ 1 + 3320'76

)| S C Mlgoc,16f(x)7

a, loc

para todo 0 < e < 1 tal que € < 20 y kK = 16, con C' dependiendo solo de o, o ¥ €.

Por abajo, para toda f medible con soporte en (0, }l) y todo = € (0, }1), tenemos

(4.22) Lo f|(x) = H3 7| f|() + LT[ f] ().

Para demostrar esta Proposicion, usaremos el siguiente Lema de estimacién puntual

del nicleo.
Lema 4.4.1. Sean a« > —1 y 0 > 0. Para todo 0 < z,y < o0, el nicleo de L se

divide en dos partes,

K% (x,y) = Ka(z,y) + Kg(z,y)

donde cada una se estima de la siguiente manera:
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Para Ka(z,y) por arriba se tiene

G a—
(4.23) Ka(z,y) S o+ y)ori—e e P, (v + ),
donde @, ,(z) =1 para z>1y
1, O<o<a+l;
(4.24) D, ,(2) = log(%)@, oc=a+1;
zotl=o, o>a+1,
cuando 0 < z < 1, y por abajo
(wy)*”? 1
(4.25) Ky(z,y) 2 =g para todo 0 < x,y < o
Para Kg(z,y) se tiene
1 min{1,,/zy} N d
(4.26) Kp(x,y) ~ - / 73 R pmestary) 85
(zy)* Jo s

Las constantes ¢ dentro de las exponenciales son distintas en las acotaciones por arriba
y abajo, y no dependen de ningun pardmetro. En cambio, las constantes que acompanan

multiplicando cada expresion, dependen de o y o.

Demostracién. Usaremos la expresion del nicleo K*7(x,y) dada por (4.8), donde
Wa(s,z,y) v ¥,(s) estda dado por (4.7) y (4.9), respectivamente. Para poder estimarlo, lo
dividiremos en las regiones donde W, (s, z,y) ¥ ¥y (s) sean mas familiares.

Fijemos x e y en RT, y consideremos el conjunto

1 — 52
s

D(zy) = {3 €(0,1):0< (zy)Y? < 1} .

Como se probd en la seccion 1.1, usando las estimaciones de la funcién de Bessel del
Lema 1.1.1 en el nicleo W, (s, x,y), se obtienen las estimaciones (1.6) y (1.7), es decir,

para todo s € D(zy) tenemos:

1—s2\ 9 _1(e4l
Wals.z,y) = (= (ey)*/2ems(2)e)
S
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y para todo s € D(zy) = {3 € (0,1): %(my)l/2 > 1},

1— g2
2s

1/2 s
Wa(s, z,y) ~ ( ) ($y)_1/46_2|ﬁ+ﬂ|26_%.

Por otra parte, para estimar la funcién 1, dada por (4.9), observando que log (E) =

25 + O(s®), podemos decir que

1
(4.27) Vy(s) ~ 57! para s € (0, 5)
y
1 1 1
(4.28) Wy (8) = s log” ™! (1——3) para s € (5, 1).
A partir de lo observado recién, dividimos el nicleo K, ,(z,y) en cuatro:
Kulo) = [ Wiz (o)ds
D(xy) N(0,3)
Kaaley) = [ Wols, 2, 4} (5)ds,
D(zy) N(3.1)
Kas(z,y) = / Wa(s, z,y)ibo(s)ds
D(zy)*N(5:1)
y

Kg(z,y) :/ Wa (s, z,y),(s)ds.
D(zy)°N(0,3)

Consideraremos luego Ka(z,y) = Ka1(z,y) + Kao(z,y) + Kas(z,y).

Primero estimaremos el nicleo K41 (z,y). Notemos que para s € D(zy) N (0, 1), por

(1.6) y (4.27), tenemos

a/2 . o—a— —cm+1
Wals,,p)(s) = (ay)/ 270 =5

con ¢ = }l para la estimacion por arriba y ¢ = % para la estimacion por abajo. Entonces

KA,l('xa:lD = /;( ' WQ(S,.I',y)wU(S)dS
zy »

3)
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(@ +9)*™ Ipeynol) \ 28 s

Observar que

(4.30) (“”y)m 1) C D(ay) N (0,3) (B(xy)1/2 1) |

2 9 2 8 "9

Entonces, tras hacer el cambio de variable u = "’32—7;1"’, por abajo tenemos que

atl-o oty
/ (I‘ + y) 670% ds > /\/ﬁ uoc+1faefcud_u
- )
DO,y \ 28 $ 7 Jouy u

Notar que si considero 0 < z,y < 3 entonces (1,2) C (z + y, %) y la integral es

mayor que una constante. Luego,

(zy)*/?

4.31 K >C—-=Ht
( 3 ) A,1($7y) _C($+y>a+17‘7’

para todo 0 < z,y < %, y como el ntcleo y las partes en que se divide son positivas,

obtenemos la acotacion por abajo (4.25).

Veremos ahora que vale la estimacion por arriba (4.23) para K 41(z,y). Usando (4.29)

Tty

y (4.30), haciendo el cambio de variable u = % ¥ y sacando una parte de la exponencial

afuera de la integral, obtenemos

(l‘y)a/2 B :
Kai(v,y) S 7€ elety)
(ZL‘ + y)a+1_a z+y

ol

ﬁ

zty
ik uOt-‘rl—O’

du

—Cu

e

Six+y > 1, estiro la integral de la derecha de 1 a 0o, que serd una constante finita

para cualquier valorde a y 0. Si0 < x+y < 1, y como % > 2 siempre, tenemos

4 z+y
3 VY 2 du

wdu
/ ua+1—a€—4 — < ua-{—l—a_ + .

Por eso, si @ + 1 — o > 0 la integral se acota por una constante, si « +1 — o = 0 se

ﬁ

acota por log (ﬁ), ysia+1—0 <0, se acota por (x +y)*"177. Luego hemos obtenido

que

(zy)*/?

s € ),

KA,I(x7 y) S

con ¢, , dada por (4.24).
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Ahora probaremos la misma estimacién para el nicleo K 4o(x,y). Observar que si

s € D(zy) N (3, 1) entonces, por (1.6) y (4.28) tenemos que

W, ( )¢( ) 1-s a+1( )oc/2 —1(s+1)(z+y) 1 log”™! 1
oSy 8= 2s 7Y ¢ 1—50g 1—s

1

~ (xy>a/2€—c(x+y)(1 _ S)a loga—l (1_) :
— S

con ¢ = g para la estimacién por arriba y ¢ = Z% para la estimacién por abajo. Observar

también que D(zy) N (3,1) C {s:0 <1 —s < i}. Luego, haciendo el cambio de variable

u = log (l—is), que nos da du = % y 1 —s=e"", obtenemos
a/2 —c(z+y) OO —(a+1)u O’du
Kaa(z,y) < C (zy)* e € u’—,
log 2 u

siendo la integral del lado derecho una constante finita, pues a + 1 > 0. Por otra parte,
es facil ver que (z + y)*t7e=<@+y) < @, (r + y), para todo 0 < 7,y < co. Luego, la

estimacién (4.23) también sucede para K4 o(z,y).

Para estimar K4 3(,y), notar que

1 1 1
D¢ N(=,1 : <l-s<—

11) # 0, debemos pedir xy > 1, caso contrario el niicleo

por eso, para tener D(xy) N (5

es idénticamente cero. Usando las estimaciones (1.7) y (4.28), tenemos que K4 3(x,y)
estd estimado por arriba por

1
(zy)t/4

VAV el il? /

1
log” ™! (1-— s)_%ds.
1 1 1—s
{S:%<178<§}

Si hacemos el cambio u = log (ﬁ), la integral de la derecha queda acotada por una

. . 4 . _ _ 2
constante finita. Tirando el término e ¢V*=V¥" obtenemos

1

Kas(z,y) < X{Iy>1}W6_C(x+y)€_cm

N

($y)a/2€—c(x+y)

(zy)*/?

([E + y)a+1—a

N

6_8(m+y) QQ,U (x + y)?
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procediendo en la dltima desigualdad igual que con K4 o(z,y).

Por tltimo, para estimar el nicleo Kg(x,y), observemos que

13 1
<O, ml/n{§, gy/.’lfy}) C Dc(l'y) N (0, 5) C (0, min{§, T
Formalmente consideraremos la zona de integracién (0, min{1,x}). Por

(1.7) y (4.27) tenemos

ST

min{lz} . va—val? ds
KB’D(:E,ZU) ~ (zy)~ / s 2 VIRV o= 2T T2
0

S

Luego, como [v/z + /y|* ~ = + y, obtenemos la estimacién (4.26).

O

Demostracion de la Proposicion 4.4.1. Sean o > —1y 0 > 0 < a+ 1. Para toda

f medible en R* y todo z € R, dividiremos la forma integral de L. en tres partes:

L f(2) = ( / "y / Yy / OO) K (2, f (4)dy

A la integral del medio la llamaremos integral fraccionaria local y la denotaremos por
L%, La estimacién (4.21) correspondiente a ella la probaremos al final. Las otras dos
integrales corresponden a las llamadas zonas globales: la primera en cero y la tercera en
infinito.

Probaremos primero

T

(4.32) / K () fy)dy < TE (@),

con ﬁ(;%’a dado por (4.18). Para eso, alcanza con ver que

e

Y
o

(4.33) K™ (z,y) S e

—_

—0

X

para todo 0 <y < 7. Si probamos esto, por la simetria del nicleo también obtenemos

K (z,y) S e
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para todo y > 4x y por lo tanto
| e fdy S HE S,
4z
donde HZ” dado por (4.19).

Considerando 0 < y < %, usaremos las estimaciones del Lema 4.4.1 y probaremos
(4.33) para cada una de las partes en que se divide el nicleo. Observar que = +y ~ «

para todo 0 <y < § y como ¢ < a + 1, por (4.23) tenemos

[N]})

Y _
K < — .
Alz,y) S peeserly
Por otra parte, a partir de (4.26) y agregando el término (xff)%, tenemos que

Kp(x,y) estd estimado por arriba por

a/2 VZY —%—a a+t+l—c a2
(434) (l’y) / (\/xy) ($+y) e_\f45\f| dS
0

(x 4 y)oti-—e s s s

Observemos que, para 0 < y < 7, se tiene |vr — \/§|2 > c(xr 4+ y) y entonces tenemos

IvVa— a2 + e
e 1 < efcxsyefc s

ety donde hemos usado también que 0 < s < 1. (La
constante ¢ no es siempre la misma).
Luego, tenemos que la integral en la parte derecha de (4.34) estd acotada por

T 1o at+l—o
—clo+y) / v (x/l“y) . (x + y> eztnds
0 S

S S

. , . 1— _erty .
Al ser 0 < a4+ 1 podemos tirar el término (”Tﬂ/)oHr 7e~¢" . Luego, con el cambio de

variable t = @ obtenemos

(333/)% —c(x - —la —c dt
Kp(z,y) < W@ (z+y) 1 727 % t?

(=3
Y2 -
_ . e cx
x2 e

Probaremos ahora la estimacién en la zona local (4.21). Observaremos aqui que

27 O0<zx<1

xo—€

1+220'7€ =
x 7, x> 1.
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Tomemos 0 < z,y < oo tales que 7 < y < 4r. En este caso,  ~ y. Usando el Lema

441y 0 >0 <a+1, tenemos

Ka(z,y) S _(x fz;jfl—a eery)
(4.35) ~ xll_ae—cw.
y
(4.36) Kp(z,y) < T2 /mfﬂ{lw} s"_%e_sxe_% %
0

Con estas estimaciones probaremos (4.21), para todo 0 < € < 1 tal que ¢ < 20.
Consideremos una f medible en Rt y fijemos x € RT. Integrando el nicleo K4(z,y)

contra f en (§,4x), de (4.35) obtenemos

4x 4x
1
| Kawniwa| £ e [ 1wy
: :
S :L.J—Ee—cw Ml€oc,16 (ZL’)
:L.O-_E .
S WMZOC,IGf(x)v

donde la ultima desigualdad se obtiene para todo ¢ < 20. Notar que la constante de
estimacién dependen de €, a y o.
Por otra parte, a partir de la estimacién (4.36), la integral de Kg(z,y) contra f en

(§,4x) estd estimada en su valor absoluto por

1 min{1,z} . 4z V- vil? ds
4.37 — TTEem - E f)ldy—-
(437) = e [ S i

4
Primero estimaremos la integral de adentro,

4z

_ IVE—val?
e 4s

(4.38) fy)dy.

»a\

Fijamos x y s y consideramos las coronas disjuntas

VT — /Yl
Cr = €R+:2k<—<2k+1,



4.4 Estimaciones del operador L_°. 127

para cada entero k. Si tomamos k < kg, donde kg es el menor entero que satisface

(4.39) ko3 < \/§ < kot
S

tenemos
9 25
( 4r) — {x}C(Z 16 )Uky CkU(1—6x,4x).

y la integral (4.38) queda acotada por

67 NV /ey
(4.40) [C y)dy + Z )dy+/ e & f(y)dy.

1 k<ko 16$

Ivz— vl z
Siy e (4, lﬁx) oy € (16x,4x) entonces e~ T < e~ %, para alguna constante c.

Luego, para la primera y la tdltima integral de (4.40) tenemos

e 2 4z 2 4z
167 |Va—al _ Wzl ek
[C T p(y )dy+/5 e = flydy < e / fy)dy

4 16

Mloc 16 ( )ml—Ge—Cf'

Para acotar el término del medio de (4.40), consideramos, para los enteros k < kg, las

bolas

VT — /Y
B, = eRt . X VI - oktl

= (Ve =2"2Vs), (Ve + 27Vs)?)

que contienen a las coronas Cy. Notar que, por (4.39), todo k < ky satisface 2¥72,/s < ‘/75
y por lo tanto (v/z + 2872\/5)? < 92 < 9(y/z — 2¥72,/5)%. Luego, cada By, es un intervalo
16-local y ademas | By| = 2¥"3,/xs. Entonces

22 92 e 1—e 1
S [ gwar 5 30w T s [

k<ko k<ko
oo
S Miaf(@)(ws) s Y e 2K,
—0o0

Observar que la serie del lado derecho es una constante finita si y sélo so € < 1. Luego,

por (4.40), tenemos
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4z

_Ive-val®
[ 4s

)y S Mipe,of () (217575 + (5)'5")

Ms\a
-
|
B

y (4.37) nos da

S Mige 6/ () [1h1(2) + ()]

/Z " Ko y) () dy

donde
min{xz,1} . d
ey s [ s
0 S
y
. min{z,1} . d
(4.41) o) = a:2/ g7 5w
0 S

Para 1, tenemos

Pi(z) < x"_ee‘“"’/ <£> T et ds
0

S S
x?¢ o dt
< 1_"_1,20'76 ecm/ tifo'efct_
— 14 ( ) 1 t
o€
< C ——.
- 1 +x20'—6

Para 1), vemos que si 0 < x < 1 entonces

Pa(z)

[\
&

A
O\é
[Va)

Q

ol

| QL
V)

y si x > 1 entonces

IN
8
4
N
3
~
3
wl
Q)
L
| &

IA
P
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o€

Luego, ¥2(7) $ 155z= ¥ obtenemos asi

O—€

T

WMZGOC,IGJ:(I)‘

[D Kp(e,y)f(y)dy| <

Juntando esta estimacién con la obtenida para el nicleo K4(x,y), obtenemos (4.21).

La estimacion por abajo (4.22) sale facilmente considerando (4.25) y obteniendo

(zy)*”?

K% (x,y) > Ka(z,y) 2
( y) fe A( y) ~ (I +y)a+1_a

para todo 0 < z,y < i.Luego, tomando 0 <y < 7 0 4r <y < oo e integrando contra f,

obtenemos la estimacion deseada.

4.5. Integral Fraccionaria Local de Laguerre.

En esta seccién consideraremos la integral fraccionaria de Laguerre localizada, es decir,

el operador

(1.42) / K (2, ) f(y)dy.

Como hemos visto anteriormente, el niicleo K“7(x,y) es simétrico y positivo, por lo que

L_ %, serd un operador autoadjunto en L?(R*, dx). Para obtener los siguientes resultados

de continuidad fuerte, usaremos, cuando p > 1, la estimacion obtenida en la Proposicion

4.4.1, es decir

g—€

x €
|La loc )‘ <C lioc,lﬁf(x>a

para todo 0 < € <1 tal que € < 20, donde M, ;4 es la maximal fraccionaria local. Para

ser mas precisos, bajo las hipotesis requeridas, el término se puede acotar por

-
e
una constante, lo que nos deja la maximal fraccionaria estimando a L_,., que hereda sus
propiedades de continuidad.

Observar que esta estimacion no depende del parametro «. Para p = 1, usaremos la

autoadjunticidad de L9 vy lo obtenido para ¢ = oo

a, loc
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Consideremos una clase de pesos locales tipo Muckenhoupt Ai;im donde Kk > 1y

1 < p,q < o0, definida en la Seccién 1.4 por la condicién (1.25). Enunciaremos ahora la

—0

Proposicion de continuidad en espacios de Lebesgue para L9,

Proposicion 4.5.1. Sean o > =1, 0 <o < a+1y1l < p < q < oo tales que

— 0. Siw € A}l entonces L7, es de tipo fuerte (p,q) con peso w.

1>
i

D=

Para demostrarla usaremos la estimacién (4.21) de la Proposicién 4.4.1 y el Teorema
1.4.2 de continuidad fuerte para la Maximal Fraccionaria Local, donde 1 < p < o0,

enunciado y demostrado en los preliminares. Este Teorema establece, para 1 < p < ¢ <

oo,0§e<1yn>1,que,si%:;1)—eyw€Ap’q entonces M¢

il loc.r €5 de tipo fuerte

(p, q) con peso w. Observaremos que para p = 1, se tiene el tipo débil (1,¢q) de M, .. Sin

loc,k*

—0

2 0e POdemos

embargo, para nuestros propdsitos no nos es 1util ese resultado, pues para L

obtener algo mas fuerte. En efecto, como L9, es autoadjunto, y ademds, al estar acotada

€

focr» €8 de tipo fuerte (p,00) para un peso en AP se obtiene, por dualidad, que

por M

L, % €s de tipo fuerte (1,q) con peso w € A}O’g. Los detalles ser veran en la siguiente

demostracién.

Demostracion de la Proposicion 4.5.1. Sean 0 <o <a+1y 1 < p,q < oo tal

que i —0 < % < é. Tomo e = = — %. Observar que € < 1 siempre, excepto cuando p = 1

1
p
y ¢ = oo. Omitiremos ese caso hasta el final de la demostracién. Por las condiciones de

Py q, tenemos que 0 < € < o. Luego, por (4.21), L 9 . < Mj,c.16 ¥, por Teorema 1.4.2,

a,loc ~
p,q ; 3 —0 .
w e AT implica L P — LY.

loc a, loc

Consideremos ahorap =1y 1 < ¢ < . Siw € A9 entonces wt € A?O,’COO, donde

1 < ¢ < oo. Usando el resultado previo, tenemos L o L!_, — L,. Como L oc €8

autoadjunto, y considerando que podemos escribir la norma L, como

(4.43) [fllzz =  sup

/
geL? _y:llgll<1

/ " f@)gla)ds

(pues (LP) = Lil,l y podemos usar (1.13)), es facil ver que

L%t LY — L8 = L%, L7, — L

a, loc a, loc w1y



4.5 Integral Fraccionaria Local de Laguerre. 131

Obtenemos asi el resultado deseando para p = 1.

Para el caso p =1y ¢ = 00, que sélo surge cuando o > 1, usaremos esta estimacion:

X

o—1 4z
(4.4 L d @) <€ s [ 1)y

para todo x € R*. Esta sale facilmente para el niicleo K 4(x,y) < 5. Para Kp(x,y)

xl—0o
: DR L Vi y ,
tiramos el término e~ % en la expresién de nicleo (4.36)y obtenemos

1 /min{l,x} L ds /4x
< Pt Pt il d
s ;) w

o—1

4z
! / F@)dy.

4z

Kg(z,y)f(y)dy

z
4

~ 1 + x20'71

donde hemos procedido igual que para (), dada por (4.41), con € = 0. Luego, hemos
obtenido (4.44).

Observar que w € AV significa

supw(z) supw(z) < C
zel zel

para todo I intervalo local, donde con sup denotamos el supremos esencial. Consideremos

o—1

z € R™ un punto de Lebesgue de w Como o > 1, despreciamos el término o= en

(4.44) y obtenemos

Ll 5 [ Wldy sup w(z)

2 2€(% 4a)

S fwll sup w(z) sup wi(z)
2€( 7 4x) 2€( 7 4x)

S Il

para c.t.p. v € RT. Con esto terminamos la demostracion.

g

Observaciéon 4.5.1. Podemos extender los resultados obtenidos para p y ¢ por encima

de la diagonal, es decir, con 1 < g < p < 0o, considerando pesos w € AP = AP la clase

loc loc?
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AP local, dada por la Definicién 1.4.2. Usando la estimacion (4.21) con € = 0 y aplicando

Holder con § > 1y p < oo, obtenemos

prq L
o p

1
Y o0 x p—q 4
1LaG0ef 12g, < [ Mioe,6 f I, (/0 (1 n $20) dx)

Si w e A}, entonces ||Mpci6fllzz < CJf|lzz. Por otra parte, la integral del lado

loc?

derecho es finita si y s6lo si apquq >—1y a;%]q > 1. La primera pasa siempre y la segunda
solo si % < i + 0. Facilmente se puede ver que para p = oo se pide la misma condicion,
es decir, % <o.

Luego, tenemos el siguiente resultado: para 1 < p,q < oo tal que % < % < %D—l— o, si

we Al , entonces L_% : LP — L.

loc a, loc

Haremos una tltima observacién. Cuando consideramos pesos potencia, es decir,

)

w(z) = 2° con ¢ real, es facil ver que pertencen a cualquier clase AD?

loc

para todo 9,

% ~ a° para todo

ya que en esas clases consideramos sélo intervalos locales y se sabe que z
x € (a,b), donde 0 < a < b < Ka, siendo k > 1 una constante fija. Luego, usando el

Teorema 1.4.2 y la Observacién 4.5.1, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.5.1. Paraa > -1, 0<o<a+1y1<p,q< oo tal que%—ag

Q=

<

a, loc

% +o, L_9  es de tipo fuerte (p,q) con peso x° para todo & real.

4.6. Operadores de Hardy modificados.

Al considerar la integral fraccionaria de Laguere en las zonas globales, es decir, fuera
de la zona local 7 < y < 4w, aparecerdn los operadores de Hardy modificados con

exponencial.

Definicién 4.6.1. Dados > —1, 7 > —1 y 0 > 0, considero los Operadores globales
u operadores de Hardy modificados con exponencial , H>? (en cero) y H%7 (en infinito),
definidos para las funciones medibles de R* en R de la siguiente manera:

e

(1.45) 07 1) = s [ fway
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y

(4.46) (o) = [ LT

y”]-‘rl—o'

Observaremos que en las estimaciones de la integral fraccionaria de Laguerre, estos
operadores aparecen con una constante dentro de la exponencial, es decir, aparecen e~
y e~ en ﬁg’a y ﬁg’f, donde ¢ es una constante independiente de cualquier pardmetro.
Para simplificar los célculos, consideraremos en esta seccién ¢ = 1.

Notar que el operador en cero y en infinito son adjuntos entre si, cuando g = n. A
partir de los Teoremas 1.6.1 y 1.6.2 de la seccién 1.6 del Capitulo 1, podemos obtener los

siguientes resultados de tipo fuerte:

Teorema 4.6.1. Sean > —1,n>—-1,0 >0y 1 <p<qg < oo. Entonces:

Hy? @ L2 — LY

sty solo si
o) e~ % q % a , i
4.47 —— ] d )2 d
(4.47) ili%) {/a (w(az)xﬁHg) ZE:| {/0 (w(2)2”)" dz| < oo,

70 . TP q
H?? . [P — LY

sty solo si

(48) s [ /O " (@(@)a)? da:} % [ / h (wl(x)wi—_f_a)p/ do

Para p' = 00 0 ¢ = 0o se toma, como es usual, la norma L>®(R") donde corresponda.

1
Y

< 0Q.

Demostracion. Los teoremas 1.6.1 y 1.6.2 que implican los resultados de arriba valen

para 1 < p < ¢ < oo. Para extenderlo a ¢ = co y 1 < p < oo observamos lo siguiente.
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Dado que para el mismo parametro los operadores de Hardy en cero y en infinito son

adjuntos uno del otro, se tiene, para todo 1 < p, ¢ < oo y tomando § = 7, que
115, X . , . TT o . 4 /
Hy? : Lf — L} siysélosi HZY : LT, — LP_,

Ademas, por definicién de las clases de pesos, w satisface la condicién (4.47) para el

par (p,q) si y sélo si w™! satisface la condicién (4.48) para el par (¢, p'). Luego, el tipo
fuerte (1,¢), con 1 < g < oo y peso w™', del Teorema 4.6.1 para H’g"’ implica el tipo
fuerte (p, 00) para ﬁgg’, con 1 < p < ooy peso w. Andlogamente, se obtiene el tipo fuerte

(p,00), con 1 < p < 0oy peso w, para ﬁg"’.

Para el caso p =1y ¢ = 00, se puede ver facilmente que la condicién correspondiente
es suficiente y necesaria para el tipo fuerte (1, 00) con peso w. Lo haremos a continuacion.
Observar que este caso sélo aparece cuando o > 1.

Para probar que la condicion es suficiente, considero  un punto de Lebesgue del peso

w. Entonces

~5 e Yw(y
B ] < 1 D e [ L0y
e aly)
< Wl S i olle™ 50

para c.t.p. © € RT. Luego, si la condicién (4.47) se satisface parap = 1y ¢ = oo, entonces
tendremos ||ﬁ€”f||LBo S fllzy, o sea, HY es de tipo fuerte (1,00).
Demostraremos ahora que la condicion es necesaria. Fijemos a > 0. Si ﬁg 7 es de tipo

fuerte (1, 00) con peso w, entonces tenemos

/f 5dy‘<0/ |f(y)w(y)ldy,

para toda f € L. con soporte en (0,a). Si llamamos A, = esssup,s,w(z)

ess sup wlr
:L‘Zap ( B+1—0'

—x

e
2P +1—0 y

g = fw, entonces

< C Aa”QHLl(O,a)a

/Oa g(x)rPw™(x)dx
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para toda g € L'(0,a). Es decir, la integral de la derecha representa un funcional lineal

y continuo en L(0, a). Luego, la funcién h(z) = rPw=z € L>=(0,a), y entonces tenemos

1Al (0, a) = sup

91”9HL1(0,@)§1

< CA,

/0 " o) h(w)da

para todo a > 0. Esto es justamente la condicion (4.47).

Por dualidad, este resultado nos implica el analogo para ﬁgg’.

Enunciaremos ahora unos resultados de tipo débil con pesos generales para los oper-
adores de Hardy modificados con exponencial.
Del articulo [MROSSG97] usamos un Teorema que, adaptado a este operador, nos

da el siguiente resultado.

Teorema 4.6.2. Sean 1 < g < oo, 1 <p<q yw un peso en RT. Entonces

Hy? : [P — L3>

sty solo si

(4.49) sup ||l'_('8+1_0)6_x||L8)’°°(a,oo) ||$B||Lp’ (0.0) < O
a>0 w1

La condicién (4.49) no nos resulta muy 1til, pues no es tan simple deducirla a partir
de la clase A;’%*, que es lo que nos interesa hacer. Sin embargo, a partir de los Teoremas
de tipo débil 1.6.3 y 1.6.4 de la Seccién 1.6, obtenemos el siguiente resultado, con una

condicién méas conveniente que sera suficiente para el tipo débil (1, q).

Teorema 4.6.3. Sean > —1,0 >0y 1 < q < oo. Si un peso w satisface
1
> e\ wi(x)e 29 a 2P
4.50 su / (—) —d:r;> esssup —— < 00
( ) r>13 ( r x Canal we(O,rI)) w(r)

para algin v > 0, cuando 8 +1—0 >0, o
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1
1 o0 . q B
(4.51) sup ——— (/ wq(:c)e2qd:c) ess sup % < 00
T 7 r

r>0 z€(0,r) wl\T

cuando B+ 1— 0 <0, entonces ﬁg’g es de tipo débil (1,q), con peso wi(zx).

Demostracion. Consideremos el operador de Hardy modificado sin exponencial

W) = s [ Sy

que satisface ﬁg’a flz) = e_”“Hg’U. Por los Teoremas 1.6.3 y 1.6.4 tenemos el siguiente
resultado: HJ” es continuo de L'(w) en L (wi(2)e~2%) si y sdlo si w satisface (4.50),
cuando S+ 1—0 >0, 0 (4.51), cuando  + 1 — ¢ < 0. Usaremos este resultado con ﬁ{f’“
para probar la tesis del teorema, que es la siguiente:

sup A?

o @ S
A>0 J{ee(0,00)HG 7 () >N} ?

para toda f € L.

Observemos que para todo entero k > 0 se tiene e le™® < e <e*siz e[k k+1].

Luego, para cualquier A > 0, tenemos que

wi(z)de = / wl(z)dz
10 < {z€(kk+1):e==[HY 7 f(z)|>A}

< Zezq/ wq(x)e_%qu.
o {ze(0,00):[HS £( )\> =}

/{we(o,oo)qﬁgv“ f(@)|>A}

Por el resultado enunciado mas arriba para el operador Hg 7 tenemos

—k\ 4
_z e
/ e £ 1l (5)
{we(0,00):|HY 7 f(2)|> 25}

Luego,

1 o~ &
wi(@)de ST+ D e %
/{x6(07oo):|ﬁg’af($)|>)‘} “ A kzg

y como la suma del lado derecho es una constante finita, obtenemos la desigualdad deseada

para todo A > 0. 0
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Para el operador ﬁgg’, podemos usar directamente los teoremas 1.6.6 y 1.6.5 de la
seccién 1.6, que establecen el tipo débil para el operador de Hardy modificado en infinito
@, con dos pesos distintos. Acd, la exponencial dentro de la integral en ﬁgg’ pasa del otro

lado como un peso. Luego, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.6.4. Sean 1 < p < g < oo. Entonces, para —1 < 3 <0,
H2O . [P —s L&
sty solo st

a % o0 w’l x)e % P’ ﬁ
(4.52) iti}gaﬁ [/0 wq(x)dx] [/a <%) da:] < 00,

y para 5 >0,
H?? . [P — LT

sty solo st

1

(4.53) sup [/0 (g)7 (w(x)xﬁ)quf [/OO (“x;i—xl)_i)p dx] "

para algin v > 0.

4.7. Demostracion de los Teoremas.

Acé demostraremos los Teoremas 4.3.1 y 4.3.3, de continuidad fuerte y débil, respec-

—0

tivamente, con pesos generales, para el operador L_7,

asociado al sistema {L£}. Para
ello, usaremos la estimacién por arriba (4.20) del operador L. 7, dada por la Proposicién
4.4.1 y probaremos que un peso en las clases de las hipdtesis satisface la condiciones
suficientes para la continuidad de los operadores involucrados. Por comodidad, y para
poder usar esta demostracién en los otros sistemas de Laguerre, consideraremos las clases
AVl y A;Z%*; luego, tomando n = 3 = §, obtendremos los resultados de los teoremas.

—0

Usaremos el resultado de continuidad fuerte para la integral fraccionaria local L9, (que
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no depende de 1 ni /3), dado en la seccién 6, y los teoremas de continuidad fuerte y débil

para los operadores de Hardy ﬁ§ 7Ty ﬁggf, dados en la seccion 7.

Demostracién del Teorema 4.3.1. Tomemos w € A}, es decir, que satisface (4.10).

Es facil ver que w € AP? dado por (1.25). Mds atin, para cualquier p y ¢ y cualquier

loc?
intervalo local I, es decir, de la forma (a,b) con 0 < a < b < ka, para alguna constante
k > 1, la condicién (4.10) y la condicién (1.25) son equivalentes. Luego, por la Proposi-
cién 4.5.1, la integral fraccionaria local L 9 . serd de tipo fuerte (p,q) con peso w, para

1 <p<q<ootales que = >

151
a=p
Ahora probaremos que si w € A} entonces HJ + H7¢ estd acotado de L?, en LY,
suponiendo o < n+ [+ 1 y las hipotesis sobre p , ¢ y o dadas en el enunciado del teorema,
esdecir:1<p§q<ooy§Zé—a,p:1y$>1—a,oq:ooy%<a.
Observar que estas hipdtesis implican n + 8 + é + z% > 0, y por lo tanto la medida
dv(zx) = T dr es integrable en cero, lo que es necesario para considerar la clase Af]”%.
Obervar también que cuando 8 = n = 5 la hipdtesis del Teorema o < a + 1 im-

plicarda 0 < 7+ f + 1. Lo mismo pasara cuando consideremos los otros sistemas, como

veremos en las ultimas dos secciones, considerando distintos valores de n y .

Haremos las cuentas solo para el operador de Hardy en cero ﬁg,a pues, como ob-
servaremos al final, ﬁ,g,a y ﬁgo” son adjuntos entre si y por lo tanto la continuidad del
primero nos implicard la del segundo.
>

Consideremos primero 1 < p < ¢ < oo tales que — o0, y llamemos € =

SR
|
Q=

1> 1
q P

Probaremos la condicién (4.47) de continuidad fuerte para ﬁg,a. Sir > 0, entonces

k+1, k
00 W($)€_$ q 2 e 6_2 rq
/T (xﬁ+1a) dv = Z/ z)a"dr (2kr)aBTnt1-0)
k+1 —kr 0O—€
S [ st e
(ri)q(ﬂ-‘rn—i-l—e)
2k+1

(4.54)

N

1
‘1
Z / d” ok )a(B+n+1=o)’
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_ 4B 8
donde v(x) = w(x)x" ao y dv(z) = xl%zdx, y ademds hemos usado que e 49179 <

> % — o implica € < o. Como ya hemos comentado

para todo t > 0, ya que la hipotesis % >
después de la Definicién 4.3.1, el cambio de notacién por v y dv esta justificado por la
siguiente observacion. Es fécil ver que w € AP% si y sélo si v € AP4(dv), la cldsica clase
AP% en RY con medida dv, y a su vez, v € AP(dv) si y sblo si v € A*(dv), donde
s =1+ 1% = (1 — €)g. Ademas, por la teorfa cldsica de los pesos de Muckenhoupt, y
como s > 1, pues p > 1, se tiene que si v? € A*(dv) entonces v? € A%(dv), para algin

1 < 5 < s. Luego, por ésto y por la desigualdad de Holder, para w € Aﬁz% se satisface

(4.55) /qu(zy (/Iv—gi’ldy) . ~ v(I)?,

para todo intervalo I C R*, donde dv(z) = vt dy y 1 < § < ¢q(1 —¢). Luego, usando
(4.55) con I = (0,251r), obtenemos

2k+1p

) ok+1, 1-3
/ vidv S v ((0,2571))° (/ U‘gqldy)
0 0

5 r 1-s
< (bt ( / Ud> 7
0

para todo k > 0. Usando (4.55) otra vez con I = (0,7), nos da

2k+1p

/ vidv < (2’“7‘)("+6+16)1§eu((0,7’))_§/ vldy
0 0

r -
/ vidy ok(n+f+1—e) 1=
0

12

Luego, introduciendo esto en (4.54), tenemos que

© (wlx)e\ " L N gkresi-o(i—a)
/T (xﬁ+1—a) dr S /0 vi(z)dv ra(n+B+1—e) ;%2 e

" 1
< q ngq _
~ /0 wi(z)z dxrq(nJrﬁer)’

donde la suma del lado derecho es finita pues § < ¢(1 —€) y, por hipétesis, e < 5 +n+ 1.

Luego, usando la desigualdad (4.10) con I = (0,7), tenemos

1
v

[ (C;(fi—)e)dx) ([ @era) <c
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y por lo tanto la desigualdad (4.47) se satisface para todo r > 0 y para un peso w € A77 5

con1<p§q<ootalque$2 —o0.

1
p
Tomemosahorapzly1§q<ootalque%>1—a.

La hipdtesis w € A;:% implica

z? \?
4.56 /wq x) " dx <su —) ~ /x(’”ﬁ)qd:c,
(4.56) i (x) o i

para todo I C R", donde (n+ 8)g > —1 y sup = esssup . Tomemos ahora r > 0. Luego,

procediendo como hicimos en el caso p > 1, y usando (4.56) con I = (0, 28+1r), obtenemos

2k+1

* (w(z)e™® qd < )z"d e
: R r S Z - v)x™Mdx (2F7) (B +1=a)a

o] ok+1, 1‘5 —q ei2qu
< 2B U
- ;A CEE(O,Q’P“'lr) W(l‘) (2kr)(77+,3+1—0')q
g\ 1>
x k
S | osup —— (2% (0 Dag—2ragh,.
(me(o,r) W(iﬂ)) kz:;

donde la tltima suma estd acotada para todo r > 0 por la integral [ ¢"~De~"dt, que

es finita si y sélo si % > 1 — o, como en este caso.

Por 1ltimo, veremos que si w € Ag’,zo yp =2 %, entonces w satisface la condicion para
la continuidad de HS™.
Sea r > 0. Para todo = € (r,00) que sea un punto de Lebesgue de w(y)y", elijo un

k>0 tal que = € (2Fr, 28+1r). Entonces

w(x)e™ e~2r
—rie S W@ s,
x (2k7)n
672]%
< sup wY' e
~ y€(0,2’£)+17") W)y (2Fp)ntotize

Ahora, usando la condicién (4.10) con ¢ = oo y I = (0,2%!r), y procediendo andloga-

mente a como vinimos haciendo, obtenemos

w(a:)e‘x -1 ol _ok,
Ww (HW ( )y/BHLP/(O,r)> (2k7") pe 2
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1
Como t° re~t < C para todo t > 0 si y sélo si % < o, obtenemos, luego de tomar el

supremo esencial en (r,00), la desigualdad buscada.

Acabamos de ver que si w € Af]’% entonces Hg’a es acotado de LP en LY. Para el caso
~ L _
H77, observamos que si w € A2} entonces w™' € AP y esto implica que Hi es acotado
! / -~ -~ -
de L?_, en L”_,. Luego, por ser H27 el adjunto de H{“, se deduce que H%7 es de tipo

fuerte (p,q) con peso w, para 1 < p < g < oo tales que % > - — 0, o tipo fuerte (p, o),

D=

para p > 1 tal que % < 0, siendo w un peso en Af]"é.

Antes de demostrar el Teorema 4.3.3, enunciaremos el siguiente Lema que nos sera til

en la demostracién.

Lema 4.7.1. Siw € A;’%* entonces

(4.57) inf w)r™” < mf wx)a™
xe(%b) z€(a,2a)
Y
(4.58) inf w(@)a™ < Inf wz)z",
2€(a,20) we(b )

para todo 0 < a < b tal que b > 2a. Nuevamente, hemos considerado inf = essinf.

Demostracién. Consideraremos 7 # 0. Para n = 0 sale igual y mas facil. Para b > 0

y0<a< g, usando Holder obtenemos

, - L
xel(nbfb)w(x):v < v |, w(z)dx
27 5
b% b %
S po+1 (ﬂ wq(:v)dx>
3

1
1 b\ a
S —b”+6+l (/ (B) wq(x)m”qu) .
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La condicién (4.15) implica

1

1 k 0
imf w(z)z™ < - (/ x("+ﬂ)qu) inf w(x)z™"?
0

me(g,b) b77+5+5 z€(a,b)

< inf w(x)s’.
z€(a,2a)

Hemos obtenido (4.57). La demostracién de (4.58) es andloga a ésta. O

* . .
Demostracién del Teorema 4.3.3. Si w € Au%. entonces, considerando interval-
22

os locales, se puede ver facilmente que w € A7 y por lo tanto la integral local L% es

loc a, loc

de tipo fuerte (1, ¢), como establece la Proposicién 4.5.1.

Veremos ahora que si w € Anﬁ , para 1 < ¢ < oo tal que % >1—o0,y B yn tales que
o<n+p+1yademés n8 > 0, entonces ﬁg’a + ﬁgg’ estd acotado de Ll en LI
Luego, tomando n = 8 = 5, que satisface esas hipdtesis, y usando la estimacion de la

Proposicién 4.4.1 obtenemos el resultado deseado.

Consideremos primero 3+ 1 — ¢ > 0. Probaremos que w satisface la condicién (4.50)
para el tipo débil del operador H”. Tomando I, = (2%r, 25*1r) y usando la condicién

(4.14) para n # 0 tenemos

& 7wl —34 2 k
[y eeie s 22 o [ (B2) wrtarame prace Eraatyon-on
r T T e

—q
e

QJGIk

q

22 k”(lnfw x)T _B)
zel}

donde en la ultima desigualdad hemos usado la hipdtesis % > 1 — 0. Notar que, como

A

v > 0, para obtener (4.50), bastard con probar

para todo entero k > 0. Para ver esto, fijemos k y observemos que para todo z € (0, 2""1r)

existe un ndmero positivo a < 2Fr tal que x € (a,2a). Si ademés x es un punto de
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Lebesgue de w(y)y ™, usando (4.57) con b = 2¥™r, de manera que I, = (£,b) y 2a < b,

obtenemos

wx)z™? > if w(y)y ™ >C nf wy)y™”
y€(a,2a) yel}

con C independiente de a, k y r. Luego, tomamos el infimo esencial en (0,25 r) y
obtenemos

4.59 inf w(z)z? < inf  w@)z? < inf wx)z”.
( ) ;elk () Nxe(ol,121k+1r) (z) Nxel%ﬂ”) (w)z

Sin = 0, entonces el término (g)v y procedo andlogamente. Luego, w satisface (4.50),

cuando B+ 1 —0 > 0.

Tomemos ahora  + 1 — o < 0. probaremos que w satisface (4.51) de tipo débil para

HJ. Usando que w € Ay que I, = (25,2417, se tiene

loc

1 o s 1 - ok
m/ WHlw)erstde < mZ/I wila)de ==
r k=0 * 'k

1 > 4 ok
< supw Nz > ok pe= T
r(B+1-0)q ; (xelk ( )
1 1 & et
< ? q+ rq
—  p(Btl-o)q (xelg)fﬂ,)w L)X ) Z

k=0

donde en la ultima desigualdad hemos usado (4.59). Luego,

q
1 /°° . z?

_ wi(z)e 29z | sup ——

r(B+1=o) r ( ) <$E(077") w(w))

estd estimada por arriba por

(4.60) > QR(FH1=0)a (k) (=141~ ra,
k=0
Si 41— 0 < 0, entonces, usando que % — 14+ 0 > 0 y despreciando el término
k
(2'“7’)(5_1”)‘16_27”‘1, la suma (4.60) queda acotada por una constante. Si f+1— 0 = 0,

observar que las hipétesis 0 <n+ 8+ 1y nf > 0 implican 5 > 0 y por lo tanto o > 1.
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Luego tenemos é >0>1—o0y (4.60) queda acotada, para todo r > 0, por la integral

fooo e_%qt(%ﬂ_”)q%, que es finita. Por lo tanto, w satisface (4.51), para 8+ 1 — o < 0.

Para probar que w € A}7 B* satisface las condiciones para la continuidad de ﬁgg’, es
decir, (4.52) v (4.53), se procede andlogamente a como hicimos recién con H2. Con esto

concluimos la demostracion.

4.8. Resultados con pesos potencia para los operadores de Hardy

% con 6 € R*, usando los Teoremas

Cuando consideramos un peso potencia w(zx) = z
4.6.1, 4.6.2 y 4.6.4 podemos obtener condiciones necesarias y suficientes sobre d para los
tipo fuerte y débil (p, q) de los operadores ﬁg 7y ﬁgg’. Sin embargo, estaran limitados sélo
a valores de p y ¢q tales que 1 < p < ¢ < 0o. Procediendo de otra manera, podria decirse
mas artesanal, podemos considerar todos los posibles p y ¢ y ademas obtener resultados
ajustados de tipo débil dual (es decir, continuidad de LP!* en L9) y tipo débil restringido
(continuidad de LP! en L%*°). En las demostraciones de los siguientes teoremas se usardn
la desigualdad de Holder, estimaciones de la norma L" y L™ de funciones de la forma
2y 2" donde 1 < r < ooyn € R (ver Lemas 1.3.3, 1.3.4 y 1.3.5 de la seccién
1.3), cuando % > %. Usaremos el Teorema 4.6.1, sélo para obtener el tipo fuerte (p, q) de
los operadores en la recta % = i — o, con 1 < p,q < co. Ademas, para probar que las

condiciones son también necesarias, encontraremos funciones precisas que nos serviran de

contraejemplos (ver Lemas 4.8.1 y 4.8.2).

Teorema 4.8.1. Sean > —1, 0 > 0 y ﬁg,o el operador de Hardy modificado
en el origen dado por (4.45). Entonces, tenemos los siguientes resultados ajustados de

acotacion con pesos potencia.

1. Tipo fuerte: Paral < p < oo y 1 < q < o0, ﬁg’o es de tipo fuerte (p,q) con

peso ° siysélosiéz —0y5<ﬁ—|—1—%.

1
p
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Parap=1y1<q< o0, ﬁg"’ es de tipo fuerte (1,q) con peso x° si y solo si
éZl—ayégﬁ, excepto cuandoézl—ayézﬁ.

Parap =11y q = oo, ﬁg’a es de tipo fuerte (1,00) con peso x°

sty solo si
c>1yd<p.
2. Tipo débil: Para 1 <p<ooyl<g< o0, ﬁg’g es de tipo débil (p,q) con peso
0 sz’yso/losiézi—a y(5<ﬁ+1—%.
Parap=1y1l<q< oo, ﬁg"’ es de tipo débil (1,q) con peso x° si y sdlo si
%21—0’, y o < [, excepto cuando%zl—a, yd=pFyo=p+1 (en cuyo caso
tendremos 6 = — ).

3. Tipo débil dual: Para 1l <p< ooyl < g < oo, ﬁ{f’“ es de tipo débil dual (p,q)

con peso x° siy sdlo si ¢ > L —0 yd < B+ 1~ excepto cuando ;= 5 — 0y
= _ 1
0=p0+1-1.
Paral <p < oo yq=o0, H' es de tipo débil dual (p,0) si y sélo sz'%ga
yééﬁ—i—l—%.

4. Tipo débil restringido: Para 1 <p < oo y1 < q < 00, ﬁg’o es de tipo débil

restringido (p,q) con peso x° si y solo si % > % —ocyd < pB+1- i, excepto

%zé—a,&zﬁ—l—l—%yazﬁ—l—l (encuyocasotendremoséz—%).

Observacién 4.8.1. En nuestro caso relacionado a expansiones de Laguerre, con-

sideraremos 8 = «/2, donde a@ > —1. Observar que la condicién para tener tipo débil

restringido (p, q) cuando % = ]lj —oyd=5+1- ;lw es decir 0 # § + 1, sucede siempre

si consideramos 0 < 0 < a + 1, como es el caso.

Teorema 4.8.2. Seann > —1,0 >0y ﬁg: el operador de Hardy modificado en el
origen dado por (4.46). Entonces, tenemos los siguientes resultados ajustados de acotacion

con pesos potencia.

1. Tipo fuerte: Para 1l < p < oo y 1 < q < o0, ITIZO" es de tipo fuerte (p,q) con

peso x° siysélosiézzl)—ay5>—n_é'

Paral <p < oo yq= o0, ITIZO‘7 es de tipo fuerte (p,00) con peso x° si y sélo

SZ%SO- y52 -, excepto Cuando % =0 y5: —1.
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0

Parap =1y q = oo, IZIZ;J" es de tipo fuerte (1,00) con peso z° si y sélo si

c>1lyd>—n.

2. Tipo débil: Paral <p< ooyl <q< oo, ﬁggf es de tipo débil (p,q) con peso x°

siysélosiéE%—ayéZ—n—é, exceptocuandon:Oyéz—é,oézi—a

yo=—n—q

0

Parap=1y1<q< o0, ﬁgg’ es de tipo débil (1,q) con peso x° si y sdlo si

éZl—ayéZ—n—é, excepto cuandon =01y 0 = —

)

1

.

3. Tipo débil dual: Paral <p < oo y 1 <q < oo, H? es de tipo débil dual (p,q)
con peso x° si y sélo sz’%Zi—a y5>—77—%.

Para 1l <p < oo yq= 00, ﬁgg’ es de tipo débil dual (p,o0) con peso x°

St Y
solo si ]lj <o yd>—n, excepto cuando % =0,0=-nyn=o.

4. Tipo débil restringido: Para 1 < p < oo y 1 < g < o0, ﬁgg’ es de tipo débil

) 1

restringido (p,q) con peso x° si y sdlo si % > % —oyd>—n— 2, excepto cuando

1_1_ - 1 _ — 1_1_ - 1 _ —
=y 0 0=—y—nyn=00, =2 -0, 0=——nyn=o.

Observacién 4.8.2. Observaremos aqui que las condiciones del Teorema 4.8.1 para
el tipo fuerte § < g+ 1 — % parap > 1y d < [ para p = 1, en realidad implican
que |ﬁ€af(a:)| < oo para casi todo z € Rt y para todo f € L, como se verd en la
demostracion del Teorema. También se prueba que, para 6 < f+ 1 — ﬁ, ﬁg,a f es finito
c.t.p. para toda f € L?l. Maés aun, esas condiciones son también necesarias, como resulta
del Lema 4.8.1, parte 1 y 4.

Por otra parte, para obener ademas la continuidad del operador en espacios de
Lebesgue, debemos agregar la condicion % > % — o para los resultados tipo débil y
débil restringido (p, q), y % > % — o para el tipo débil dual.

En el caso del operador Hne

oo !

se vera en la demostracion del Teorema 4.8.2 que
|ﬁggf(x)| < oo para c.t.p. de RT y para todo f € L2y f € I¥' tomando p y &
cualquier valor posile, y las condiciones sobre d, p y ¢ del Teorema seran para establecer

la continuidad de operador.
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Antes de demostrar los Teoremas, estableceremos los siguientes Lemas que nos serviran
para establecer que las condiciones suficientes para la continuidad de los operadores son
también necesarias. Esto se probara por el absurdo, encontrando una funcién de contrae-

jemplo.

Lema 4.8.1. Sean 1 < p,q < o0, 8> —1,0 >0 y ¢ real. Considero la funcion

_s_1 _ 1
9(z) = X0z’ 7 log™? (5>

para 6 > 0 y algun 0 < ¢ < 1 suficientemente chico. Luego, se tiene que:

1. 5i 0 > 119, con 1 < p < oo, entonces g € L. Si ademds 6 < 1 y(Szﬂ—l—l—%,
entonces HY"g = oo en todo punto de (0, c).

2.51<p<ooyf>1 entoncengL’g’l. Si ademci50<1+% ,eon 1l < g < oo,
%:%—0 yézﬁ%—l—%, entoncesﬁg’agg’Lg.

3. Sio=p04+1,1<p<oyl<g<oo talque%:%—a y5:ﬁ+1—%, tomando
1<f<1+ % tenemos g € L2 pero ﬁg"’g ¢ L.

4. 810>1yd>0+1— i, entonces ﬁg’(’g(z) = o0 para todo = € (0,¢).

5. Para 0 > 1 y todo § real, ﬁg’gg(:v) 2 h(x) para todo x € (0,¢), donde h(x) =

X(0,0) (x)x“%*a log™* (%) Si % < IlJ — o, entonces h ¢ L¥™ .

Demostracién. Para probar 1, tomemos % < 0 < 1. Luego

¢ 1\ dz
P loo=% [ =) 2=
oty = [0 (5) 2
:/ t=odt
log%

y la dltima integral, donde se hizo el cambio ¢t = log (%), es finita pues 6 > %. Por otra

parte, para x € (0,¢), y tomando § = 5+ 1 — %, tenemos

~3. 1 T 1\ dy
o = g [ ()2

- t0dt
R

= o0

12

12
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donde hemos usado que 0 < 1.

Antes de seguir con los otros casos, probaremos que, si ¢ > 1, entonces g € L?l, para
1 < p < ooy todo é real. Esto nos servira en cada caso siguiente, y también en el proximo

Lema.

Como 6 > 1, ya hemos probado que g € L}. Veremos ahora que parap > 1, g € Lg”l.

Esto pasa si y sélo si
/ A ()VPdt < 0o
0

donde Ay es la funcién de distribucién, dada por

Ag(t) = / 2P dx.
{z€(0,c):g(x)>t}

Consideremos primero }17 + 0 > 0. Si tomamos ¢ suficientemente chico tendremos que g

0
1
5+1

§(@) = 275 log~" (i) (Olog™! (i) L

p

decrece en (0, ¢). Por ejemplo, elegimos ¢ tal que log% > y obtenemos que

es negativa para todo 0 < z < c¢. Luego

Ag(t) = / 2P dx.
(0,0)N(0,9~1 (1))

Para 0 < t < g(c), y usando que dp + 1 > 0, tenemos
Ag(t) = / 2Pdr = C Pt
0

y para t > g(c)
Luego, por un lado

y por el otro
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donde en la ultima desiguladad hemos hecho el cambio de variable t = g(u), obser-
vando que g decrece y g(0) = oo. Como ademads

lg'(u)| < Cu~ v 0! log™’ (1), la integral de la derecha estd acotada por

¢ 1
Jree ()
0 u) u

que es finita para 0 > 1. Luego g € L2
Consideremos ahora ¢ + i = 0. En ese caso, como g es creciente en (0, c), A,(t) =0

para todo t > g(c), y para 0 < t < g(c) tenemos

A (1) = /gcl(t) édaf = log (ch(t)> .

o0 1 gle) c
A (1) 7Pdt = / lo p( )dt
/0 g( ) 0 s g=(1)
c 1 c
= logr [ =) d'(u)d
/0 og <u>g(U) u,

donde hicimos la sustituciéon g(u) = t, usando que g crece y ¢g(0) = 0. Luego, como

Luego,

¢ (u) = 0log™"! (%) %, y tomando s = log %, tenemos

(o @] C 1
/ A (O)VPdt < 0 / logr ! (-)d—“

donde la ultima integral es finita pues 6 > %.
Por dltimo, consideremos ¢ + ]lo < 0. En este caso la funcién también es creciente, y

procediendo como antes, obtenemos

& _ 5
(1) < / 2 dr = C (g7 (1)) X090 (1)
g

/Ooo N(OFdt < /g(c) (g (1)

0

~ / u5+%g’(u)du

0
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¢ 1
0 u) u

donde la tltima integral es finita pues 6 > 1. Luego, g € LY.

Continuaremos ahora con los casos 2 y 3. Veamos a que se parece Hg’ag. Tomo 1 <

p<oo. Comod=p+1— zl)’ se tiene que, para todo x € (0, ¢),

~ z 1\ d
Hg’”g(x) ~ x_(6+1_”)/ log_e (—) i
0

vy, vy
1 oo
~ xa_p_‘s/ uldu
logi

~ xafifzs logl—G (l) ’
Xz

donde la ultima integral es finita pues 6 > 1.

Para el caso 2, tomamos 1 < ¢ < oo y obtenemos que

- c 1
IHo g5 2 / 25 log1=0 (—) du,
5 0 x
siendo la integral de la derecha infinita pues % =10y (1-60)g> —1. Por lo tanto,

1_
Hy"g & Lj.

Para el caso 3, si ahora ademdés suponemos que o0 = (8 + 1 entonces ﬁg’gg(x) ~
log'~? (%), para todo 0 < z < c¢. Probaremos que ﬁg’ag no pertenece a L. Observar
que bajo nuestras hipdtesis tenemos § = —%. Sabiendo que log!~? (%) crece, pues 0 > 1,

hacemos el cambio A = log' ™ (%) y obtenemos

~ 1 “dx
a2l ~ ~ sup lo (1-n)q <_>/ i
H 0 gHLg 0<tEC g ; -
1
t

= sup log?~? (
0<t<c

> sup logl1-0+! <1> |

0<t<c?

? < cyque tlogt <log¢ <logi

donde en la ultima desigualdad hemos usado que ¢
para todo 0 < ¢t < ¢®. Luego, como ¢q(1 — 6) + 1 > 0, este ultimo supremo es infinito y

por lo tanto h & L™,
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Probaremos ahora la parte 4. Llamemos £ = § + 217 — [ — 1. Entonces, para y € (0, ¢),

~3s 1 v o1\ dy
Hy7g(z) ~ xﬂ+1—a/0 y~*log™’ (;) o

Como 6 > f+1— é implica & > 0, para todo y suficientemente chico tenemos que

logi < y~4, v por lo tanto log ™’ 5 2 y*. Luego,

~ 1 “1dy
HP° > Y —x

para todo 0 < x < ¢, con c suficientemente chico.

Por 1ltimo, probaremos la parte 5. Tomando # > 1 tenemos

- 1 1d
Hy7g(r) 2 / Y log ™! agy

12
8
7
D=
i
E\H
0 o
8= 0°
]|
I
S
QU
IS

_1_ 1 2

~ 27 26 [10g1—9 + —logl_(’—

x x

Para estimar la diferencia del lado derecho, usaremos el teorema del valor medio con

la funcién ¢(t) = log' ™ % en el intervalo (£,

). Como ¢'(t) = (n— 1)1 log ™" 1y log_e%
es creciente, tenemos que p(x) —p(x/2) = $4'(2) > C, log™? 2 donde £ < & < z. Luego,
HZg(x) > h(z) , donde h(z) = X(O,c)(:p)xafifa log™? (2). Tomemos ahora é < % -0y
un 0 cualquiera. Si ¢ = oo entonces o — % <0y h(z)r® = 27 log_ei — 00 cuando
x — 0%. Luego, h ¢ L$°. Para ¢ < oo, probaremos ahora que la norma L¥* de h es
infinita.

Sio— % — 3§ >0, la funcién h es creciente en (0, c). Luego

||h||%g,oo = suph(t)? 2%dx

t>0 \/{'xe(o,c):h(x)>h(t)}

iy 2 2t
> sup ¢lo=3)a=0q log_eq—/ 20y
0<t<s3 tJi
~ sup plo—platl log %
0<t<3

SN )
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Como (o — %)q + 1 < 0, la funcién del lado derecho tiende a infinito a medida que
t se acerca a cero. Luego, ||h[[ 2= = co. Consideremos ahora o — % —0<0.Siceslo

suficientemente chico, h es decreciente en (0, ¢) y entonces
min{t,c}
|A]| 400 = sup h(t)q/ 2%dz.
é
t>0 0
Supondremos g > —1 pues, caso contrario, ||hl| s~ = co. Entonces

Iy 2 sup ey
0<t<c

| N

~ sup ¢t platl log ™%
0<t<c

Y

donde el supremo del lado derecho, como dijimos antes, es infinito si o — 117 —0<0.
Por lo tanto, hemos concluido que el operador ﬁg’a no es de tipo débil restringido
(p,q) cuando 1 < p < 0y 1 < ¢ < 00, 0 lo que correspoda cuando p = 1, p = o o

q = 00.

Lema 4.8.2. Sean 1 <p,q< o0, 0 >0,n>—1 y 0 real. Entonces:

1. La funcién f = X(1,1) pertenece a P, 1<p<oo,yall,1<p< oo, pero

ﬁ’gg’fg{[,g,lgq<oo,si5:—n—%.

2. Para [ = X(1,1); tenemos que ﬁgg’f FLI sil<g<ooyd<-—-n-— %, 0 8i

1§q<oo,77:0y5§—é.

3. Paméz—%—nyéz%—a, la funcion

1
(4.61) o) = xaolor? (1) a7,

con % < 0 <1y para algin 0 < ¢ < 1 suficientemente chico, pertenece a L%,

1 <p< oo, pero ﬁgg’g ¢ LY, para 1 < g < oo.

4. Paran=o, % = }—17 —oyd=—-n— % (o0 equivalentemente 6 = —%), la funcion g

dada por (4.61) con % < 0 < 1 pertenece a LE', 1 < p < oo, pero ITIZ;;’g ¢ LI,

1 <gq< o0
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5. Para todo 8 real, H?? g(z) > h(z) para todo x € (0,¢), donde g estd dada por
o ~ a—%—é —0 1 1 ;1 1_
(4.61), con 8 > 1, y h(z) = x5 (r)r log™ 3. Ademds, si ; < - — o0,

entonces h ¢ LY™ .

Demostracién. Caso 1. Sea [ = X(L1)- Claramente, f € LY paral < p < ooy

fe L§’1 para 1 < p < oo, para todo J real. Por otra parte, para todo 0 < x < %), se tiene

~ efy
N L
(z.00)n(0,2) Y17

",

12

y ademas, sil <g<ooyd=-—n— %, entonces
1
2
la"ll%, > / £y = oo,
S
0
Luego, H™0 f ¢ Li.

Caso 2. Consideramos nuevamente la funcién f = x (1 1y, con la cual ya hemos visto
3

que H™9 f(z) ~ 2" para todo z € (0, 1). Para ¢ = oo, resulta claro que 2 ¢ L>(0, 1) si
0 < —n. Luego, ﬁgg’f ¢ L5° bajo esa condicién. Consideremos ahora ¢ < co. Para n # 0,

tenemos que

n|(4 — nq dq
||z ||Lq(0 1) = supt / x*dz.
s\ t>0 {z€(0,3):n>tn}

Si n > 0, entonces

=

2
n|4 — e da g
||z HLZ(O,%) sup /t x%dx

0<t<i

2
> sup tM / %dx
t

0<t<}

~ +6q+1
sup ¢matoatt

0<t<i
donde el tltimo supremo es infinito si supongo § < —n— %. Si, en cambio, n < 0, entonces
t
2"%4 01y 2 sup " [ 2*dx
L5(07§) 0 1
<t<i 0
donde, si dg < —1, la integral del lado derecho es infinita, y, caso contrario, el supremo

que resulta también lo es, al tomar § < —n — é.
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Considero ahora n = 0. Como H"7 f(z) = C' para todo z € (0, 3), eso nos da que,

para 0 < A < C,

5 2 s
/ ~ x¥dr = / x*dx
{z€(0,3):[HL’ f(2)|>A} 0
donde la integral del lado derecho es infinita si tomo § < —é. Luego,
B2 £ e = oo,
Por lo tanto, hemos obtenido que si § < —n — é para 1 < g < oo, (recordar que

L3> =L>) 0sin=0ydJ < —% para 1 < ¢ < oo, entonces H% f ¢ L.

Caso 3. Considero la funcién (4.61), para algin 0 < ¢ < 1. Como hemos visto en el
Lema 4.8.1, parte 1, g € LY si % < 0 < 1. Veremos ahora que ﬁgo”g(x) 2 7(z), para todo
x € (0,c%), con 7(x) = x" logl_e(%), y luego que 7 ¢ LY™, para 1 < ¢ < .

Comon+1—0oc+0+ % =1, para todo = € (0, c?) tenemos

~ ¢ 1\ d
frego)l = o [og (1) 2
z y) vy
log%
m”/ uwdu
log%

log %
x" / w?du
1
log =

12

Vv

donde hemos usado el cambio de variable u = log i Al considerar 0 < z < 2, tenemos

log% < %log% < log% y entonces

~ 1
gt 2 atog' ™ (1),

donde hemos integrado usando que 6 < 1.

Veremos ahora que 7(z) = X(o,2)2" logl_e(%) no pertence a L, para # < 1. Cuando
q = oo, tenemos § = —n y entonces 7(z)z’ = log' ’(1), que tiende a infinito a medida
que x se acerca a cero. Luego, 7 ¢ L. Para 1 < ¢ < oo, veremos que 7 ¢ LY. Observar

que
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Il = supat [ s
A>0 {z€(0,c2):7(z)>A}

= sup 7(t)?

/ 22z,
0<t<c? {z€(0,c?):7(z)>7(t)}

Sin < 0, tenemos que 7 decrece y 6¢ > —1, y entonces

1 t
”TH%q,oo == sup " 1Og(1_6)q " ‘qud‘r
s 2 t
0<t<c 0

1
= C sup logt=% (—)

o<t<c? t

= o0
donde hemos usado ng+dq+1=0y 1 —6 > 0.

Si n = 0, 7 también decrece y g = —1. Luego, para todo 0 < t < c2,

t
1
/ 2%dr = / —dx = 00
{z€(0,c2):7(x)>7(t)} o ¥

y por lo tanto la norma LY de 7 es infinita.

Si n > 0 entonces 7 crece en (0, c?), si tomamos ¢ suficientemente chico. Luego

2

1 C
'W%“ZC&mWW@HMG>/Jﬂm
t

0<t<c?

. . 2 2 2t
Si consideramos 0 < t < %, entonces f: 2%9dr > ft 2%dx = Ct7+!. Luego

1
I7llzg= = C wpbyemc):m,

2
c
0<t<7

al ser § < 1.

Caso 4. Como ya hemos visto en el caso anterior que H%7g(z) > 7(z), con 7 & L™

para 6 < 1, s6lo nos restaria probar que g € Lg’l. En el Lema anterior probamos que

g€L§’1s19>1y5+%#O,OSiQ>I—l)yé—l—%:0.Enestecaso,comon:0,%:%—a

yo=—-n-— %, tenemos § = —% y por lo tanto podemos decir que g € LP!, eligiendo

Lg<1.
p
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Caso 5. Analogamente al caso 5 del Lema 4.8.1, podemos probar que, para todo

0 <z < g, se tiene
~ ¢ 1d
Hgéag<x> ~ g / y—5—%—n+0 logfe - Y
x )

2z
1 d
Z xa—;—é/ 1Og—¢9_ Yy
z Y

1
> 277 log

donde la funcion de la derecha, como hemos visto en el Lema 4.8.1, caso 5, no pertenece

a LY 1 < ¢ < oo, cuando % < % — 0. Con esto concluimos la demostracion.

Demostracion del Teorema 4.8.1. Consideremos 1 < p,q < oo y 0 real. Para

obtener las condiciones suficientes para el tipo fuerte (p,q) con peso x°, usaremos la

desigualdad de Holder, que nos dard resultados por encima de la recta % = % — 0. Para

Py q en esa recta, usaremos el teorema para pesos més generales 4.6.1, considerando

w(z) = 2°.

Para todo z € R™ tenemos

~B0 efx z _
W@ < s [ @y

e " _
< ”f”L?WHy'B §||Lp’(o,x)~

Sip>1lyd<p+1-— %, osip=1yd < p, entonces ||yf8*5||Lp/(0,x) — P Luego,

bajo esas hipotesis tenemos

118,0 o—14 2
(4.62) He f(@)] < [1f | ppa” 7 e

y tomando la norma L en cada lado, obtenemos
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~ 1
IHG7 Fllzg < 1 fllzzlla™ 7e g
Si ademds ¢ < o0 y é > % —0,08i¢g=00Yy ]l) < o, entonces ||$07%e*x||q < 00 y por

lo tanto el operador ﬁg,a serd de tipo fuerte (p,q) con peso 2°.

Observar que, excepto para ¢ = oo, usando Hoélder hemos obtenido resultados sélo

para p y q tales que % > i — 0. Para la recta % = % —o,conp>1yq< oo, usaremos el

Teorema 4.6.1. Sin mucha dificultad podemos probar que, si d < + 1 — % y % = % — o,

entonces w(r) = 20 satisface la condicién (4.47).

Ordenando, hemos obtenido que ﬁg"’ es de tipo fuerte (p, q) con peso z° si

-1<p§oo,1§q§oo,%2%—a,5<ﬂ—l—1—%.
-p:1,1§q<oo,%>1—cr,5§ﬂ
-p:1,1§q<oo,l:1—cr,5<5

sp=1,g=00,0>1,0<p.

Por la parte 1 del Lema 4.8.1, esta claro que para 1 < p < ooy 1 < ¢ < oo tales que

% > é — 0, ﬁg’a no es de tipo fuerte ni débil (p, q) con peso 2°,si 6 = B +1— %. Veremos

mas adelante que para esos valores de ¢, el operador es de tipo debil dual para % > i -0,

y tipo débil restringido, para % = % —o0.

Para p =1, % >1—0yd <, obtuvimos que ﬁg,a es de tipo fuerte, excepto cuando
% =1—0y d =/, donde no lo es, como establece la parte 2 del Lema 4.8.1. Sin embargo,
como veremos a continuacion, el operador es de tipo débil, siempre y cuando o # 5+ 1.

Caso contrario, por la parte 3 del Lema 4.8.1, no tendremos tipo débil (1, q).
Consideremos p = 1, é =1—0y 0 =p. Por la desigualdad (4.62), tenemos
~ o 1 —
857 ()] S iy,

Por la parte 3 del Lema 1.3.4, = Lo>=(x%dz) siy sblo si & # —%, 0 , equiv-
alentemente, o # [+ 1. Luego, tendremos tipo débil (1, ﬁ) para d = (3 si consideramos

o # [+ 1. La condicién es también necesaria, como establece la parte 3 del Lema 4.8.1.
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Veremos ahora los tipo débil dual (p,q) con peso z° para § = 8+ 1 — 110 y é > ]lo —0
cuando ¢ < 00, 0 % < 0 cuando ¢ = oo. Usando la desigualdad de Holder para espacios

de Lorentz, siendo (LP!(2%7dx))" = L¥*>*(x%7dz), con 1 < p < 00, obtenemos

—T

~ 6 -
37 F@)] < g s 187 ot e 009,000

Notar que 5 —dp=(B+1)(p—1)#0y (8—9p)p' + dp+ 1 = 0. Entonces, por la parte

2 del Lema 1.3.3, tenemos
118,0 —x Lt4o—
(4.63) He? f(@)] < ([ fll e a7

1igm .
Como, por el Lema 1.3.4, e %z» 7% ¢ Lisil>1_—05 cuando1 < g<oo,0l<o
q p p

cuando ¢ = oo, tenemos el resultado deseado. Para probar que ﬁg’” no es de tipo débil

dual (p, ¢) cuando é = % —oyd=0p+1— %, basta con aplicar la parte 2 del Lema 4.8.1.

Probaremos ahora el tipo débil restringido (p,q), considerando 1 < p < o0y 1 <
q < oo tal que é = ]19 —oyd=0+1-— ]13. Por la desigualdad (4.63), tendremos que
HYO f € LE™ si o = L$™. Como ya hemos mencinado (ver sino Lema 1.3.4), esto

pasasio # f+1. Que ﬁg"’ no es de tipo débil restringido cuando % = % —0,0=0+1- ]lj
y 0 = 3+ 1 sale de la parte 3 del Lema 4.8.1.

Cuando % < %— cod>p+1— %, por el Lema 4.8.1, no tenemos tipo débil restringido

P,q), ni débil (1, ¢), ni débil dual (1,00), para el operador ﬁg"’. O

Demostracion del Teorema 4.8.2. Procederemos andlogamente a como hicimos

con el operador ﬁO’B 7. Aplicando la desigualdad de Holder, tenemos

HZY f ()|

IN

9577/ \f(y)|y,7+ﬁdy
xr
11z 2 ey 2l ot .o

(4.64) S WMl 2 e(x),

IN
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donde, por el Lema 1.3.4, parte 5, p(z) =1 paraz > 1y para 0 < z < 1,

1, (5<0—77—§;

p(r) =4 (log2)7, d=0—5— 1
o—n—06—1 o1

x P,0>0—n >

sil<p<oo,y

1, 0<o—n—1;

p(r) =
o >0 —n—1,

si p = 1. Luego, el operador estd bien definido en L§ para todos los p y  posibles, y para
obtener que es de tipo fuerte (p, ¢) alcanza con ver que z"e~“*p(x) € L, o, simplificado,

que 2" (z) € L(0,1).

Considero primero 1 < ¢ < oo. Para § < 0 — 3 — %, con p > 1, tenemos que

2" 0p(x) € L4(0,1) siy sélosi (n+8)g+1> 0, es decir, § > —% —n. Parad >o0—n—1,

esto pasard si % > % —o0.

Luego, para obtener el tipo fuerte (p,q), con 1 < p < 0y 1 < g < 00, pedimos

1 _
q

ny % > % — 0. Notar que también podemos agregar el segmento de recta

o > —

% = % — o, para 1 < p < q < oo, usando el Teorema 4.6.1. Facilmente se puede probar

que si 0 > —% -ny % = % — o entonces w(z) = 2° satisface la condicién (4.48) y tenemos
que ﬁgg’ es de tipo fuerte (p, ¢). Observar que, por el Lema 4.8.2, parte 1, para § = —é—n,
q < 00, no tenemos tipo fuerte ni tipo débil dual (p, ¢). Parag = ooy 1 < p < oo, tenemos
que z"0p(z) € L>=(0,1) siy sélosi § > —ny % < 0, excepto cuando p > 1, 0 = —ny

1
% = 0, pues en ese caso p(r) = (log %)?, que no esta acotada en cero. Por el Lema 4.8.2,
parte 3, tenemos que en ese caso el operador no es de tipo fuerte (%, o0), pero si de tipo

débil dual, como veremos mas adelante, aunque si y sélo si o # 7.

Usando la desigualdad (4.64), probaremos el tipo débil (p,q),con1 < p < ooyl < g <
o0, para H™7. Para eso bastard probar que ap(z)e™® € L (z%dx). Consideraremos
0=—-n— %, pues para § > —n — % ya obtuvimos el tipo fuerte. Observar que sip > 1y
% > %—O‘, entonces § < 0—77—% yen ese caso p(r) = 1. Parap=1y % > 1—o0, también

tenemos op(r) = 1. En esos casos, por la parte 3 del Lema 1.3.4, 28¢(x)e™* = ae™* €
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Lo (x%dz) si y s6lo si n # 0. Luego, obtenemos tipo débil (p, q), con § = —é — 1, para
p>1ly %1 > 110 —o,op=1y % > 1 — o, siempre que 1 # 0. Como consecuencia del Lema
4.8.2, parte 2, ﬁgg’ no es de tipo débil restingido (p, q), cnandon =0y § = —é. Por otra
parte, si é = % —oyp>1, )= (log %)i En ese caso tampoco tenemos tipo fuerte,
como implica la parte 3 del Lema 4.8.2, sino tipo débil restingido (p,q), como veremos

mas adelante.

Probaremos ahora el tipo débil dual y el tipo débil restringido (p,q) con peso z°.

Tomaremos 1 <p< ooyl <qg<o0.

Por los resultados que hemos obtenido, alcanza con considerar § = —% -ny % = %—0.

Aplicando Holder para espacios de Lorentz en la definicién de ﬁggf, y usando, en la

segunda desigualdad, la parte 6 del Lema 1.3.4conn=0c—-—n—1—0p,vy=dpyr =7y,

obtenemos
HL f(z)] < ||f||L§v1 " He_yya_n_l_ap||LP'7°°((x,oo),z5Pdr)
< Il o (),
donde, al ser n + (v + 1)1% = % — ]lj — o0 =0, tenemos ¥(x) = 1 cuando y dp + 1 # 0,

1
o Y(x) = (log %)P’, cuando 0p + 1 = 0. Observar que 0p+ 1 = 0 si y sélo si n = o.

Consideramos primero 1 # o para asi tener ¢)(x) = 1. Observar que 2" e~ € L}

siysélosid>—n— %, cuando ¢ < 00, y § > —n, cuando ¢ = oo (ver Lemas 1.3.4

y 1.3.5). Luego, como tenemos § = —n — %, el operador ﬁgg’ es de tipo débil dual (o
débil restringido) (p,o0) con peso x°, pero, para 1 < ¢ < o0, ﬁggf no es de tipo fuerte
ni débil dual (p, ¢) como implica el contraejemplo del Lema 4.8.2, parte 1. Sin embargo,
si tendremos tipo débil restringido, siempre que 1 # 0, pues, por el Lema 1.3.4, e~ 2" €
L™ sio > —é —mn, cuando n # 0, 0 si § > —%, cuando 1 = 0. Como ya hemos observado
antes, cuandon =0y 0 = —% no tenemos tipo débil restringido (p, ).

Si consideramos 17 = o, por la parte 4 del Lema 4.8.2, ﬁgg’ no es tipo débil restringido

(p,q)para1<p<ooy1ngoo,conpesox‘s,paraéz—%—nyéz —o0.

1
p

Cuando % < % —cgo0od < -—-n+1-— %, por el Lema 4.8.2, no tenemos tipo débil

restringido (p, ¢), ni débil (1, q), ni débil dual (1, 00), para el operador ITIZ’O".
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Otra forma de expresar los resultados. En los siguientes Corolarios, escribiremos
los resultados de los Teoremas 4.8.1 y 4.8.2 dividiéndolos por zonas (distintos valores de
py q)y no por el tipo de continuidad. De esta forma resultard més facil deducir los
resultados de la siguiente seccién para la integral fraccionaria de Laguerre con pesos

potencia (Teorema 4.9.1), considerando 5 =n = «/2.

Corolario 4.8.3. = Para la zona 1: 1 < p,q < oo tales que % > %— o,

tenemos que:
ﬁg,o es de tipo fuerte (p,q) y tipo débil con peso x° siy sélo sid < B+ 1 — %,
parap>1,yd <[, parap=1. ﬁg’g es de tipo débil dual y tipo débil restringido
(p,q) con peso x° siy sélo sid < B+ 1— %.
= Para la zona 2: 1 <p<oo yl<g< x tales que%:%—a, tenemos
que:

ﬁg"’ es de tipo fuerte, débil y débil dual (p,q) con peso x°

sty solo si § <
B—i—l—%. ﬁg’“ es de tipo débil restringido (p, q) con peso x° siy sélo si§ < ﬁ—i—l—%,
para o # 5+ 1 y5<ﬁ+1—%:—é, para o = [+ 1.

= Para la zona 3: p=1yq= ﬁ, tenemos que:

ﬁ{f"’ es de tipo fuerte (1, ﬁ) con peso x° si y solo sid < B, con § < B en el

caso de que ¢ = Q. ﬁg"’ es de tipo débil (1, ﬁ) con peso x° si y solo si § < 3,
para o # 5+ 1, y5<ﬁ:—$, para o = 5+ 1.

= Para la zona 4: p= % Yy ¢ = 00, tenemos que:

ﬁg"’ es de tipo fuerte (%, o0) con peso x° siy sélo si 6 < B+ 1— 0, y de tipo
débil dual sty solo st 0 < f+1—o0.

Corolario 4.8.4. = Para la zona 1: 1 < p,q < oo tales que % >1_ g,

p
tenemos que:

ITIZ’O‘7 es de tipo fuerte (p,q) y tipo débil dual con peso x° siy sélo si § > —n— %,
para q < 0o, y & > —n, para ¢ = o0. ﬁgg es de tipo débil y tipo débil restringido

)

(p,q) con peso x° si y sélo si § > —n — %, paran #0, yd > —é, para n = 0.
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= Para la zona 2: 1 <p<oo yl<qg< x tales queéz%—a, tenemos

que:
ﬁgf es de tipo fuerte, débil y débil dual (p,q) con peso x° siy sélo sid > —n—é.
ﬁgg’ es de tipo débil restringido (p,q) con peso x° si y sélo si & > —n — %, para

n#£0yn#o,yd>—c—n paran=0o0n=o0.

» Para la zona 3: p=1y q= ﬁ, tenemos que:

H"o es de tipo fuerte (1,—=) con peso x°

Y 1—0o

sty solo si 0 > —n— 1+ 0, con

0 > —n en el caso de que q = oo. ﬁgg’ es de tipo débil (1, %) con peso x°

Sy
solosido>—-n—140, paran#0, yd > —é, para n = 0.
= Para la zona 4: p= % Yy g = 00, tenemos que:
ﬁggf es de tipo fuerte (%, o0) con peso x° siy sélo si & > —n, y de tipo débil

dual si y solo si 6 > —n, paran # o, yd > —n, paran = o.

4.9. Resultados ajustados con pesos potencia para L_°.

Para pesos potencia, aplicando los Teoremas 4.3.1 y 4.3.3 con w(z) = x°, con § real,

obtenemos condiciones suficientes para el tipo fuerte (p, ¢) con p < gy tipo débil (1, ¢). Sin
embargo, podemos obtener mejores resultados. Mas concretamente, tenemos el siguiente

Teorema.

Teorema 4.9.1. Sean a > —1 y 0 < 0 < a+ 1. Entonces, para el operador L_7,

tenemos los siguientes resultados con pesos potencia.

Zona 1:1§p,q§ootalesque%—a<%<%—|—0.

5siyso/losi—%—é<5<%+1—%,

» L7 es de tipo fuerte (p,q) con peso x
agregandose el extremo izquierdo cuando ¢ = oo y el derecho cuando p = 1.

)

» L7 es de tipo débil (p,q) con peso x° siy solo si —§ —% <i<g+1- %, cuando

a#0, o0 —% <i<1-— %, cuando o = 0, agregdndose el extremo derecho cuando

p=1.

)

» L7 es de tipo débil dual (p,q) con peso x° si y sdlo si —5 — % <o<5+1- %,

agregandose el extremo izquierdo cuando q = oo.
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» L7 es de tipo débil restringido (p, q) con peso x° siy sélo si —%—é <0< %+1—5,

cuandoa;éo,o—é<5§1—%, cuando o = 0.

Zona?:%:%—a, conl<p<ooyl<g<oo.

» L7 es de tipo fuerte, débil y débil dual (p,q) con peso x° si y sdlo si -5 = é <
a 1
o< 5 +1-— >
» L7 es de tipo débil restringido (p, q) con peso x° siy sélo si —%—% << %+1—%,
cuando a # 0 y o # 20, —% << 1—%, cuando o = 0, 0—0—% <0< 0—{—1—%

(equivalentemente —% <0<1-— %), cuando o = 20.

Zona 3:p=1,q¢= .
1
-0

)

» L7 es de tipo fuerte (1, =) con peso x° siy solo si =5 +0—1<d < 5.

w L7 es de tipo débil ( ,ﬁ con peso x° si y solo si —5+0—1<04 <35, cuando

a#0,00—1<06 <0 (equivalentemente —% <6 <0), cuando o = 0.

Zona4:q:oo,p:§.

w L7 es de tipo fuerte (}r, o0) con peso x°

siy sélosi—5<d<g+1-—o0.
» L7 es de tipo débil dual (%,oo) con peso x° si y sélo si -5 <0< §+1-o0,

cuando a # 20, 0 —o < 6 <1 (equivalentemente —% <0 <1), cuando oo = 20.

Demostracion. Para probar las condiciones suficientes usaremos la estimacién por
arriba dada en la Proposicion 4.4.1. Observar que, por el Corolario 4.5.1, la integral
fraccionaria local L7, es de tipo fuerte (p, q) para cualquier peso 2° en toda la region
considerada, es decir, 1 < p,q < oo tales que 119 —o0< % < i + 9.

Usando entonces los resultados de acotacién con pesos potencia para los operadores de
Hardy, enunciados en la seccién anterior, tomando n = 8 = 5, obtenemos las condiciones
suficientes deseadas.

Para ver que esas condiciones son también necesarias, usamos la estimacién por abajo
(4.22) dada en la Proposicién 4.4.1 y nuevamente los Teoremas 4.8.1 y 4.8.2, esta vez las

afirmaciones sobre las condiciones necesarias sobre el exponente §. Esto es posible hacerlo

ya que las funciones test usadas en las demostraciones estan soportadas en el intervalo

(0,3).



164 La integral fraccionaria asociada a funciones de Laguerre

g

Por tltimo, enunciaremos como un Corolario otra forma de escribir el Teorema 4.9.1,

considerando los casos posibles de §.

Corolario 4.9.2. Sean aa < =1, 0 < o < a+1y 1l < p,q < oo. Entonces, para
%— o< % < %%—a, el operador L7 tiene las siguientes propiedades de acotacion respecto
w(z) = 2°. En todos los casos, los rangos de § y a son ptimos.

a) Si —%—% << %—{—1—%, L. 7 es de tipo fuerte (p,q). Mds ain, sip=1y1<¢q< ﬁ,

L.° es también de tipo fuerte para 6 = —5, y siq =00y le < p < o0, es de tipo fuerte

&

5- Paraoc=1,p=1yq=o00, L7 es de tipo fuerte en ambos bordes.

para 6 = —
b) Paméz—%—%,L;” es de tipo débil (p, q) sz% < %—a ya#0 (conp>1yq<o0),
osip=1,q= ﬁ ya#0 (conq<oo). Porotra parte, L7 es de tipo débil dual si
q:oo,pzi ya#20 (conp>1), yde tipo débil restringido si%:%—a,a%() Y
a#20 (conp>11yqg>o0).
c) Paméz%%—l—%, L7 es de tipo débil dual (p,q) si%< %—a (conp>11yqg< o),
0 8l q=00 ypz% (conp>1). Ademds, L% es de tipo débil sip =1 yq:ﬁ (con

q < o), y de tipo débil restringido si % = % —0 (conp>1yq>o0).

4.10. La integral fraccionaria asociada al sistema {¢}.

Llamemos L_d a la integral fraccionaria asociada al sistema de funciones de Laguerre
{02} dado por (1.2). La relacién ¢2(x) = £2(2%)(27)Y/? nos permite escribir el nicleo
de la integral fraccionaria KZ.(w,y), dado en forma general por (4.4), como KJ%(z,y) =
2(zy)2 K7(22, y2), donde el niicleo del lado derecho es el de la integral fraccionaria L,
asociada al sistema {L£}, que estuvimos estudiando en las secciones anteriores de este

capitulo. Mas ain, tenemos que

=

(4.65) L3 f(z) = ZB%L;UQ(LE2), con g(z) = f(z%)z_ :

Con esta relacién podriamos obtener resultados de tipo fuerte (p, q), pero sélo obten-

driamos algo sin pesos, o con p = ¢. Utilizaremos mejor las estimaciones puntuales para
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L,7 de la Proposicién 4.4.1 obteniendo una similar para L&, en términos de operadores

de Hardy modificados y la maximal fraccionaria local.

Enunciaremos ahora los resultados de continuidad con pesos generales para L,J. Aca
también consideraremos los clases A)% y Al’q dadas por las Definiciones 4.3.1 y 4.3.2,
tomando esta vez n = = a + 5. Observemos que para este sistema el rango de p y ¢ se

1< 1

agranda, ya que consideramos % > }10 — 20 en lugar de 2 =25 — 0, como sucedia con el

operador L_°.

Teorema 4.10.1. Seana > —1,0< o <a+lyl <p<g<oo. Paral <p<qg<
(op=1yq=00) tales que%Z%—Zf, opampzlylgqgootalque%>1—20, 0
para ¢ =00 y 1 < p < oo tal que 110 < 20, se tiene que el operador L,d es de tipo fuerte

(p,q) con peso w € Apfr ap1- Parap=1y1 < q < oo tal que é :%—20, el operador
2’ 2

*

o 1,9
L& es de tipo débil (1,q) con pesow € A otlatl -

Para demostrar este teorema usaremos la siguiente estimacion del operador Ld .

Lema 4.10.1. Sean o« > —1 y 0 < 0 < a + 1. Para toda f medible en R* y todo

r € RT se tiene

L7 F(@)) S FST 21 f(@) + [L57 of (2)] + H 27| £ (),

donde L3 1. es la integral fraccionaria local asociada a este sistema, dada por
2x
(4.66) Lot ioef (@) = | KZ%(x,y) f(y)dy,
3
,0 +%,a

y los operadores de Hardy Ha+ Hgo estan dados por

—cx? x
~ o . e
Hy % f(x) = g /0 Fw)y’dy

2
e~

H227 f(x )—xn/ Wf(y)dy-
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Observar que los operadores de Hardy modificados con exponencial ahora tienen un
—cx? — . . .

factor e”“*" en lugar de e™“*, como los hemos venido considerando. Sin embargo, este

cambio no afecta en nada los resultados de continuidad que hemos demostrado en las

secciones 2.5 y 2.8.

Demostracion del Lema 4.10.1. Para demostrar esto, usaremos la relacién
(4.67) K3*(2.y) = 2(ey) 2 K7 (2, ")

y la Proposicion 4.4.1. Observar que en esa Proposicion, para demostrar las estimaciones
de L7 restringida a la zona global, se probé que el niicleo K**(z,y) enlazona 0 <y < §
satisface (4.33). Luego, para 0 < y < 3, usando (4.67) se obtiene

oe—s—%

2 Y

xa+%+lf2o ’

K3, y) S e

Luego, integrando contra f en (0, ) obtenemos

x

/0 * K ey fy)dy| < S (o)

y andlogamente

/2 K2 (a,y) f(y)dy| < A5 f(a).

O

Observar que en la demostracion del Teorema 4.3.1, hemos considerado valores gen-
erales 1 y [, obteniendo asi que para un peso w en AZ:%, el operador ﬁ{i’” + ﬁggf es de

tipo fuerte (p,q) para 1 < p < ¢ < ootalesqueéz %—a,op: 1y%> 1—o0,0
g=00Yy ]lo < 0. Lo mismo hicimos en el Teorema y 4.3.3, obteniendo que ﬁg"’ + ﬁggf

es de tipo débil (1,q) para é >1l—-0oywe€e A}]%* Luego, si consideramos 20 en lu-

gardeocyn=p=a+ %, obtendremos los resultados de continuidad deseados para
~ 1, ~ 1, . ., —0o

Hg+2’ + ;“32’ . Por lo tanto, usando la estimacion del operador L& del Lema 4.10.1,
el Teorema 4.10.1 quedard demostrado si establecemos un resultado de continuidad para

la integral fraccionaria local L;Z loes QUE enunciaremos a continuacion.

Lema 4.10.2. Sea 0 <o < a+1. Para LJ ., la integral fraccionaria local asociada

al sistema {p%} dada por (4.66) se tiene:
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1. Sil<p<qg<oo,osip=1yq=o0, talesque$>1—)—20 entonces L7, es

>, loc

de tipo fuerte (p,q) para un peso w € APL.

loc*

Lq
loc*

2. 8ip=1y é > 1— 20, entonces L7 , . es de tipo fuerte (1,q) para w € A

p, loc

3. 8p=1yl<q< oo tal que . = 1—20, entonces L ;Z . es de tipo débil (1,q)
L
loc*

para w € A

4. S5tq=00y1l<p< oo tal que - L'> 20, entonces L2, es de tipo fuerte (p,o0),

=, loc

para w € AP,
Demostracion. Evitaremos hasta el final de la demostracién el casop =1y ¢ = o0,

de manera de tener € < 1 si € = ]l? —

Q=

Observar que por la relacién entre los niicleos de los sistemas {¢%} v {£} tenemos

1

Lo oof (2) = 22L7%,.9(2%),  con g(z) = f(22)271.

FNT

Recordemos la diferencia entre los dos operadores locales: para definir L;;’ loc 10tEgramos

2 4z). Por la estimacién de L9 dada por (4.21), para todo

a, locs © (Z’ a, loc

en (§,2r) y para L_°

0 < e <1 tal que € < 20, obtenemos

20—¢€

z 1_en e
L2 toef ()] 5m$2 Mioe169(2%).-

~Y

Por la misma manera en que se prob6 (2.25), se puede ver que x%_€Mfoc716g(a:2) <

. L p20—¢
Mioeaf(x). Luego, despreciando el término o= obtenemos

(4.68) Lo toe (@) S Mige,af (2)

para todo 0 < e < 1 tal que € < 20.

Luego por el Teorema 1.4.2 del capitulo 1, usamos la continuidad de Mj,., con € =

i_1 para obtener que L_J

q paral <p <

es de tipo fuerte (p, ¢) con un peso w € AP?

>, loc loc)

q_ootalesque§>5—20.

Parap:1y1§q<ootalque%>1—20 usamos que w € A;? sty solo

siwl e AT y entonces, por lo probado recién, L._7, es de tipo fuerte (¢’,00) con

loc %, loc

peso wt. Luego, el resultado deseado sale por ser el operador L7 , ~autoadjunto. 4.3.1

<, loc
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Consideremos ahora é = 117 — 20, con q < oo. Luego, tenemos o < % Observar que en

la zona local § < y < 2z, tenemos KJ“(r,y) =~ rK7%(z% y?). Usando la estimacién
del niicleo K”“(z,y) dada por el Lema 4.4.1, tenemos que K2%(z,y) = Kgﬁ(x,y) +
ng%(x,y), donde

1
o, ~ —cz? <
K%A(:z:,y) - .:Ex%%e ~ pl-o
y
min{1,2?} 2

’ 1 2 lz—y|? ds

nga x,y ~ 807567081 e*CT_

@,B( ) ) 0 S

o0 2
1 lz—y| ds
S / s773e s —,
0 S

Al integrar K;:Z(x, y) contra f en (3,2x), facilmente se obtiene que estd acotada por

Mlz(;’cA (z), que es de tipo fuerte (p, q), con p > 1,y de tipo débil (1, ¢), con peso w € AN4,

siempre que é = 117 — 20.

Para el niicleo K% (7, y), haciendo el cambio de variable ¢ = @, 4 — —d5 obten-
emos
1 * dt
KI%(x,y) S ———— t2 % —
oB(TY) S z — y|1—20/0 ;

donde la integral del lado derecho es una constante finita pues o < % Luego, al integrar,

obtenemos

2x
/ K7 (2, F()ldy < Bl f](),

N8

donde 29 , es la integral fraccionaria clésica, definida en la seccién 1.4 de Preliminares por

(1.26). Luego, por la Proposicién 1.4.1 , tomando € = 20 y kK = 2, obtenemos que I,%;'c’z,

—0

y por lo tanto también L_7 ., es de tipo fuerte (p,q) y débil (1,g), con peso w € AP

loc

1 1
ara - = = — 20.
p q p

Por 1ultimo, tomemos p = 1 y ¢ = oo. Observar que % > % — 20 implica 20 > 1.

orloc (4:44), y haciendo el correspondiente cambio de variable,

Por la estimacion para L

obtenemos que

T

20—-1 2z 2z
LI S 1y | @IS [ 1)l

~ 1+x2(2a—1) v
2
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Luego, procedemos como hicimos para L_% en la demostracion de la Proposicion 4.5.1

a, loc

para este caso, y obtenemos que [|[L,d f|lze S |||y - O

Finalmente, para obtener resultados ajustados con pesos potencia, para 1 < p,q < 0o
tales que = —20 < < = + 20, andlogos a los obtenidos para L_“ en la seccién 4.7, se
usa la estimacion por arrlba del Lema 4.10.1 y la siguiente estimacién por abajo, que se
obtiene facilmente de (4.22) y de la relacién entre los niicleos de L7 y LJ: para toda f

medible con soporte en (0, 1) y todo z € (0, 1), tenemos
o Noz—i-l,a Noa—&—l,a
(4.69) L2 fI(z) 2 Hy " *7 [f(z) + Hoo * 7 [ f] ().

Observar que por el Lema 4.10.2, los resultados de continuidad de L_J, = valen para

%, loc
todo peso potencia, para 1 < p < g < oo tales que % > }D — 20. Para extenderlo a
é < % < % + 20, notar que por la estimacion

x20‘

’L olOC()|N1+ Ao

loc4f( )

tenemos un resultado analogo a la Observacion 4.5.1 para L_J en la zona deseada.

™, loc?
Luego, las condiciones necesarias y suficientes para la continuidad de L,J con pesos
potencia saldran de los Teoremas de la seccién 4.8 para operadores de Hardy, con n =
b =a+ % Estos resultados pueden enunciarse reemplazando, en el Teorema 4.9.1, o por

20y a por 2a + 1.

4.11. Resultados para el sistema {(%}.

Consideremos ahora el sistema de funciones de Laguerre dadas por (1.3). El operador

a tratar viene dado por

T) = /Ooo K7 (2, y) f(y)ydy = /OOO (i)Q Kz, y) f(y)dy

donde K7%(z,y) es el nicleo de L 7. De las estimaciones para K7%(z,y) del Lema 4.4.1

se obtiene

W SHYTf+ L% f +HY S
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donde L_ 7, . es la misma integral fraccionaria local del sistema {L£$}, y los operadores

—0

de Hardy tienen el factor exponencial e™**. De la Proposicién 4.5.1 para L9,

y de los
Teoremas para los operadores de Hardy de la Seccién 4.5, considerando la clase Af]:% y
Arli’ﬁ* conn =0y 8 = «a, obtenemos, como vinimos haciendo hasta ahora para los otros

sistemas, los siguientes resultados.

Teorema 4.11.1. Seana > —1,0<o<a+lyl <p<g< 0. Paral <p<qg< oo

talesque%Z%—a,oparapzlylgqgootalquei>1—0,opamq:ooy

1 <p < oo tal que 110 < 0, se tiene que el operador L,y es de tipo fuerte (p,q) con peso
w € Ag:i. Por otra parte , sip=1y1 < q < o0 es tal que é > 1— o0, entonces L2 es

de tipo débil (1,q) con peso w € Aé:g*.

Teorema 4.11.2. Sean o > —1 y 0 < 0 < a + 1. Entonces, para el operador L, ,

tenemos los siguientes resultados con pesos potencia.

Zona 1:1§p,q§ootalesque%—0<%<%+o,

)

» L,J es de tipo fuerte (p,q) con peso x° siy solo si —% << oz+1—%, agregandose

el extremo izquierdo cuando q = oo y el derecho cuando p = 1.

)

» L, es de tipo débil (p,q) con peso x° siy solo si —% < d<at+l- %, agregandose

el extremo derecho cuando p = 1.

)

» L, es de tipo débil dual (p,q) con peso x° si y solo si —5 <d<a+1l- %,

agregandose el extremo izquierdo cuando q = oco.

)

» L, es de tipo débil restringido (p,q) con peso x° si y solo si —% <di<a+l- %.

Zona?:%:]l)—a, conl<p<ooyl<g<oo.

d

» L7 es de tipo fuerte, débil y débil dual (p,q) con peso x° siy sdlo si —é <o <

1

J

» L7 es de tipo débil restringido (p,q) con peso x° siy solo si —% <d<a+l- ]%.

1

l—0"

Zona 3:p=1, q=

)

—) con peso x° siy sélo sioc—1<6 < a.

» L, es de tipo fuerte (1,
» L, es de tipo débil (1, ﬁ) con peso x° si y solo sioc—1<6 < a.
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Zona 4:q=00,p==.

)

» L7 es de tipo fuerte (%, o0) con peso x° siy sélo si0 << a+1-—o0.

» L7 es de tipo débil dual (1,00) con peso 2° siy sélo si0 <6 <a+1—o0.






CAPITULO 5

APENDICE: LA MAXIMAL DE
HARDY-LITTLEWOOD LOCAL Y BMO.

En este capitulo definiremos un tipo local de espacio BMO con pesos sobre R y

probaremos la continuidad de la maximal local de Hardy-Littlewood en esos espacios,

1

loc*

bajo la condicién de que el peso pertenezca a la clase local A; . Aunque los resultados
de este apéndice se utilizan en el capitulo 3, se lo puede considerar independiente de los
capitulos 2 a 4, y de los sistemas de Laguerre. Sin embargo, lo incluimos en la Tesis pues
nos parece de interés por si mismo, ya que amplia lo conocido para M., y define un

espacio BM O apropiado para ese operador.

5.1. Introduccion

Repasemos la definicién de intervalos locales, criticos, y la maximal local, de la seccién
1.4. Fijemos k > 1. Decimos que I = (a,b) es un x -intervalo local si 0 < a < b <
ka, y llamaremos intervalos criticos a los de la forma (a,xa) para a > 0. También
denotaremos con Z,, a la familia de los intervalos locales con respecto a k. Como ya
hemos visto, la maximal local de Hardy-Littlewood en Rt de orden k estd dada, para

cualquier funcién medible f : Rt — R, por

My f(z) = sup |—}| / F()ldy,

xelel,

para todo x € RT.
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Recordemos que este operador es de tipo fuerte (p,p), p > 1, y de tipo débil (1,1) con

p

un peso w siy sélo si w € A7 | la clase de los pesos A, locales de RT, introducidos en

p

la Definicién 1.4.2 de la seccién 1.4. Recordemos que A; .

es independiente de x aunque

la seminorma A?

e S1 puede depender. Sera muy tutil en esta seccién la propiedad de

duplicaciéon local, dada en el Lema 1.4.1, y que para p = 1 surge directamente de la

1

definicién de la clase A;, ..

Es bien sabido que M, la funcién maximal usual de Hardy-Littlewood, no esta acotada
en BMO, el espacio de oscilacién media acotada de John y Nirenberg. De hecho, Bennet,
Sharpley y De Vore demostraron en [BDS81] que para todo funcién f en BMO(R™), o
bien Mf = oo o bien Mf € BMO. También en ese mismo articulo, se demuestra que
cuando el espacio de base considerado es un cubo, entonces si la maximal M es acotada
en BMO (ver el Teorema 1.5.1 de la seccién 1.5 para el caso w = 1).

El objetivo de este capitulo es investigar el comportamiento de la maximal local de
Hardy-Littlewood M, . en un espacio BM O con pesos que sea apropiado. Este resultado
es nuevo ain en el caso sin pesos.

El espacio BMO local con pesos, BMOy .(w), se definird en la Seccién 2. En la

seccién 3, mas precisamente en el Teorema 5.3.1, enunciaremos la continuidad de M,

1
loc*

en BMOj, (w) para pesos w tales que w € Aj,.. Notar que si definimos L, = {f :

fw™t € L>®°(R")}, estd claro que My, : L2, — L, para pesos w € A} . Tal clases

loc*

de pesos se pueden ver como el caso limite de las desigualdades con pesos en LP, es decir

Mioe,s + LP(wP) — LP(wP), ya que la condicién requerida, w? € A} . es equivalente a

w® € AY  Como L*, € BMO(w) C BMO;j (w), es natural pedir w € A}, para

loc* loc

asi obtener la acotacién de My, en BM Oy (w). Observar que para la maximal Hardy-
Littlewood clasica M (ver el Teorema 1.5.1 de la seccién 1.5), ese tipo de continuidad no

se satisface.

5.2. El espacio BMO local.

Definicién 5.2.1. Para x > 1 y un peso w en R*, denotaremos con BMOj (w) a

1

la familia de todas las funciones f € L.

(R™) que satisfacen la condicion de oscilacion
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media acotada
1
5.1 — — frldx < C, todo I € Z,,
(5.1) w(])/l|f($) frldx < para todo
y la condicion de promedio acotado
1
5.2 —/fx dx < C,, paratodo I € T
(52) @ e

donde hemos considerado Z¢ = {(a,b) : @ > 0,b > ka}. La norma BMOj (w) de f es la

menor constante Cy; que satisface ambas condiciones, y serd denotada con || f[|garor (w)-
oc

Enumeraremos algunas propiedades del espacio BM Oy (w).

Observar que por la condicién (5.2), || f|lsmor

loc

(w) €8 una norma y no sélo seminor-
ma, como sucede con el espacio BMO usual. Por otra parte, dado que ﬁ f[ |f(x) —
frldx < 2L [; | f(z)|dz para todo I subconjunto medible de los reales, se tiene que
si f € BMOj, (w) entonces la condicién de oscilacién media acotada (5.1) se satisface
para todo I C R*. Luego, BMOj; .(w) C BMO. Ademss, si 1 < k < ' entonces
BMO} (w) < BMOY, (w). Méas atin, tenemos que:

Lema 5.2.1. Si w € A entonces BMOF (w) = BMOF (w) para todo r,k' > 1,

loc

es decir || fl| paor (w) = HfHBMolk’ () Para todo f en esos espacios, con las normas y las
oc

constantes de equivalencia dependiendo sdlo de w, k y K.

Demostraciéon. Consideremos 1 < k < k. Por la observacion hecha antes del Lema,
serd suficiente con probar que si f € BMO} (w) y I € I¢, entonces % [ 1f(@)]de <
CHfHBMOf/l, con C' = C(k, ', w). Eso nos dard BMO¥ (w) C BMOF (w) .

Si I € Zj, entonces no hay nada que probar. Si I = (a,b) € Zjy N Z tenemos ka <

b < k’'a. Entonces, usando el Lema 1.4.1, obtenemos

’

Ju@ias < [ i@l

1l garop w(la; 5'a))
< Cllfllprop wila, ka))

Ol £l pasoy. (1):

IA

IA
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y con esto completamos la prueba. O

El siguiente Lema dice que es suficiente con probar la condicién de promedio acotado

(5.2) sélo para intervalos criticos para obtener que una funcién esta en BMO;: (w).

Lema 5.2.2. Sea w € AS.. Si una funcion f satisface (5.2) para todo I = (a, ka) con

a > 0, entonces [ satisface (5.2) para todo I € I¢.

Demostracién. Sea I = (a,b) con b > ka y sea jo > 1 un entero tal que x/°a < b <

kI9T1q. Entonces
witlg

/|f |dx<jzo/ 2)|dz.

Dado que cada (k’a, k' "'a) son intervalos criticos, por hipétesis tenemos que

/I|f(x)|dx < C, Zw((ﬂja, 1))
< Cplw() +w ((K°a, s a))] .

Como el intervalo (k70 ~la, k/°*t1a) pertenece a Z,s, el Lema 1.4.1 implica que

w((K°a,k"a)) < w((K° e, a))
< O, w((k" a, ka))
< Cww(I).

Por lo tanto, hemos obtenido [, |f(z)|dz < C, w(I) para todo I € Zf. O

Otra propiedad muy ttil es el siguiente Lema de equivalencia de normas. Notar que,
en el contexto del BM O clasico, esto es consecuencia de la desigualdad de John-Nirenberg

(ver el Lema 1.5.1 de la seccién 1.5).

Lema 5.2.3. Propiedad de equivalencia de normas. Sea w € AY y xk > 1. Para

loc

1 <r <y, existe una constante C,, = C(r, k, [w]px) tal que si f € BMOy (w) entonces

1/r
(5.3) ( /|f — fil'w' (@ )dw) < Gy [[flBmo,(w)
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para todo I € IL,;, y

1 . 1/r
. —_— T " <
(5.0 (s [ @de) < Cullfllawo
para todo I € Z¢.

p
loc

Demostracién. Seaw € A} |y f € BMO;j; .(w). Primero, probaremos que se cumple

(5.3). Para todo i € Z, sea J; = (k',x""3). Entonces, w € AY 'y J; € L. implican

w € AP(J;), con [w]ar(s,) < [w]pk, para todo i € Z.
Como BMOy; (w) C BMO(w), el BMO con peso soportado en R, f

Ji S BMOJi(CU),

y por la desigualdad de equivalencia de normas para BMO, (w), tenemos

1 . 1/r
(m / ) — filf T(x)dx) < Gl a0,

para todo I C J;. Dado que la constante C; depende de i sélo a través de [w]ar(s,),
podemos reemplazarla por una constante C) independiente de J;. Por lo tanto, como
todo intervalo local I € Z, estd contenido en algin J;, i € Z, obtenemos el resultado

deseado (5.3).

Para probar que también se satisface (5.4) para I = (a, ka), observar que

(ot [ @) " (st [0 fire i) "
e N 1/

< ()

El primer término del lado derecho, esta acotado por || f|| saor

loc

(w)- Podemos probar es-

to siguiendo el mismo argumento que utilizamos par demostrar (5.3). Para el segundo

r
locy

término, observar que I pertenece a Z,2 y que w'™" pertenece a A | ya que w € A7 'y

p < 7',y ésto implica w'~"(I)V/"w(I)Y/" < C, |I|. Entonces

(DN < ol [

< Cli ||f||BMOp(w)‘
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Para extender este resultado a I = (a,b) con b > ka, hay que proceder andlogamente

a la prueba del Lema 5.2.2. O

5.3. Continuidad de M, en BMO; (w).

loc

Ahora estableceremos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.3.1. Dados k > 1 yw € A, existe una constante C' = C(k, [w]1 ) tal

loc’

que
HMlOC,HfHBMOp(UJ) < CHfHBMOp(w)

para todo f € BMOy;, (w).

loc

Demostracién. Sea f € BMOj, (w). Primero probaremos que la condicién de os-
cilacién media acotada (5.1) se satisface para M, f. Consideremos I = (a,b) € Z, es

decir, con 0 < a < b < ka. Vamos a probar que

1
(5.5) w0 / My (2) = cldz < Cllfllpa0,0,

para alguna constante ¢ dependiendo de f, [ y C' = C(k, [w]1 ).

Sea jo € Z tal que k% < a < k07! llamemos [y = (k71 k7%3). Entonces, para
todo x € I y todo J = (d/,V') € Z, con z € J, tenemos J C Iy. Esto es cierto ya que
INJ # 0 implica @ < by b > a, y por lo tanto b < ka' < kb < k?a < k13 y

a >V /k>a/k > r"!. Entonces, para todo x € I, se tiene que

Mloc,nf(x) S Mlof(m)a

donde Mj, es la maximal de Hardy-Littlewood soportada en Iy, es decir, para cada = € I,
se toman los promedios en f sélo sobre intervalos que contienen a x y estdn contenidos
en Io.

A continuacién, acotamos el lado izquierdo de (5.5) por la suma de A y B, donde

1
A= m /1 [Mioe,ef () = My, f(2)|dx
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1
= ﬁ/I|M10f(gv) — c|dx.

Consideramos primero A. Dado que para todo x € I tenemos M, f(z) < My, f(z) <
Mioe, f () + Mg, f(2), donde

y

Miof(@) = s 17l

xeJClo,JELS

/ Mloc

Si J eIt = {(a,8) : a > 0,8 > HCM} y J C Iy = (k%71 k/0F3) entonces |J| >

(k= 1)rio~t = =L

entonces

|. Esto implica que

Mp f(x) < G [F(y)ldy

![0’ I
CLJ(I())
< Cy HfHBMOp(w)Wa

para todo x € I, donde la ultima desigualdad sale de (5.2), ya que f € BMOy (w) y
Iy € I¢.

Entonces
1| w(lo)
5.6 A<C, W) —————.
( ) = Hf”BMOp( )w([> |[0|
Comow € A}, Iy €Ly I C Iy, (1.23) implica
1
w(lp) < Cn%w([)

y entonces A estd acotada por || f || zrro, ) multiplicado por una constante C' = C(, [w]1 x).

1
- 5 / M, f(z) — cldz,

consideramos ¢ = (M, f);. Observar que M) f < oo en c.t.p., pues f € BMO(w).

Para obtener lo mismo para

Ademss, w € A}y Iy € 5 implica w € A'(Iy), con la constante A'(Iy) dependiendo
sélo de [w]; 45, ¥ por lo tanto es independiente de Iy y de I. Luego, usamos el Teorema

1.5.1 con @ = I para obtener B < C|| f| 5moy, ), con C = C(k,w). Como || || proy, w) <

| flBrrow) < || fllBro,(w), hemos obtenido la desigualdad deseada.
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Ahora probaremos que la condicién de promedio acotado (5.2) se cumple para M. . f-

Por el Lema 5.2.2, sera suficiente con probar

1
. N Mocn d S K w
5.7 7 | Miscsd@)ds < Cul llonio, o
para I = (a, ka), donde a > 0.

Sea I* = (a/k, ﬁ%a) y consideremos f = f; + fo, con f1 = fxr- v fo = fx+c, donde
el complemento se toma en RT. Probaremos que la desigualdad (5.7) se cumple para

Mioe,r f1 ¥ Migex f2 por separado.

Consideremos primero M, . f1. Usando la desigualdad de Holder , obtenemos

(5.8) / My f1 ()] < ( / My f1 ()P0~ (2)d )/

Como w € Al C A? v por lo tanto w™! € A2 , por la continuidad de la maximal

loc loc Y loc)

de Hardy-Littlewood local (Teorema 1.4.1 de la seccién 1.4), tenemos que M., es de
tipo fuerte (2,2) con peso w™!. Entonces, el lado derecho de (5.8) estd acotado por una

constante multiplicando

(59) (st 1@ @) "

Dado que I* € Z,s, I C I* y |I*| = C|1], la propiedad (1.23) implica w(I*) < Cy w(I),

y por lo tanto (5.9) estd acotada por

e (s [0 >da:)1/2.

Finalmente, como I* € Z¢, usamos la desigualdad (5.4) con r = 2 para obtener que el

lado izquierdo de (5.8) estd acotado por una constante C' = C([w]y 5, k) multiplicada por

£l Brzo, (w)-

Consideremos ahora M, . fa(z), con € I = (a, ka). Observar que para f, y ese x, es
suficiente con tomar el supremo de los promedios de la maximal local sélo sobre aquellos
J € T, tales que x € Jy JNI* # (. Recordemos que I* = (%,R%CL). Si un intervalo
J = (a', V') satisface J NI # () , entonces a’ < ka y a < b'. Si también J € Z,,, entonces

a > a/ky b < k%a. Luego, obtenemos J C I**, donde I** = (a/k, k?a). Observar que
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I* C I'**, ya que k > 1. Ademds, si JNI* # () entonces b’ > K3a y ésto, junto a a’ < ka,

implica |J| > C,|I**|. Luego, para todo = € I hemos obtenido

1
Mloc,HfZ(x> S Cn W |f<y)|dy
[**
W(I**)

donde la ultima desigualdad se cumple pues f € BMO} (w)y I'™ € Z¢.

loc

Por ultimo, dado que w € A}, I** € Z,4 y I C I**, la propiedad de duplicacién (1.23)

locy

de la seccion 1.4 implica

1
m/I|Mloc,nf2(I)‘dx é CH ”fHBMOp(w)'

De esta manera hemos probado el Teorema 5.3.1.

5.4. Una condicion necesaria.

En [MWT76], Muckenhoupt y Wheeden introdujeron otra versién de un espacio BMO
con pesos. Mas precisamente, dado un intervalo I, en la condicién de oscilacion media
acotada, w(I) es reemplazada por essinf,c; w(z)|I|. De manera similar, consideremos en

esta secciéon la correspondiente version local de ese espacio.

Definicién 5.4.1. Denotaremos con BMO;”"(w) al espacio de todas las funciones f

localmente integrables en R™ que satisfacen

1
11 B < fet
G1) essinfxelw(x)‘]‘/l|f(x) frldz < Cy, paratodo I € Z,,
y
(5.12) 1 /‘f( o < C ol aa
. essinf erw(x)|I] J; r)|ar =~ Ly, para l = (a,ka),a )

La norma || f{| pasor-() serd la menor constante C,; que satisface ambas condiciones.
oc

w)
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Es claro que BMO;7*(w) € BMO} (w), ya que para cualquier peso w y cualquier

loc

intervalo I se tiene w(B) > essinf,eyw(z)|I], y, por el Lema 5.2.2, una funcién sélo
necesita satisfacer la condicién de promedio acotado en intervalos criticos para pertenecer
a BMO} (w). Ademds, si suponemos w € Aj,., entonces BMO;"(w) = BMO} (w), con
equivalencia de normas. Luego, por el Teorema 5.3.1, tenemos que M., esta acotada

de BMO} (w) en BMO(w), si w € A}

o Probaremos ahora que la reciproca de este

loc*

resultado también es cierta.

Teorema 5.4.1. Si k > 1, entonces M., : BMO} (w) — BMO (w) siy sdlo si

loc
w€E Al

loc*

Demostracion. Por lo remarcada después de la definicién 5.4.1, solo necesitamos

probar la necesidad de la condicién w € A} . Supongamos que Mo, estd acotada de

loc*

BMO§ .(w) en BMO;%(w) y consideremos un intervalo I € Z,. Dado que L™(w™!) =
{f: fw™t € L*(RT)} estd contenido en BMOY (w), tenemos

1
1 Mocn _Mocn d d < ! 00
613) e [ M () = M f@)ldedy < ClLfe”|

para todo f € L®(w™!).
Dividimos el intervalo I en seis subintervalos disjuntos con igual longitud, es decir,

hacemos
[:[1U[QU[3UI4UI5U16

7]

donde todos los I; son disjuntos y |I;| = '5'. Mds precisamente, si I = (a,b) entonces

I; = (a‘i‘b_Ta(i_ 1)7a+l)_Tai)v i=1,..,6.

Si consideramos f = wyy,, entonces (5.13) implica

(5.14) [ Mot @) = Mo s ldody < 1P fngw(x),
nJn xre
Si x € I entonces claramente M, . f (¢ w fh lfl = . Si y € I, entonces para

todo intervalo J tal que y € Jy JN 1 7é (0 se tiene |J| > |]2 U I3] = 2|I;|. Luego,

Mipenf(y) < ;w(}h) y eso implica |Mjpe o f(2) — Mo f (y)] > Cw(11)/]I] para todo = € I

y y € I. Por lo tanto, si integramos sobre I; y Iy, la desigualdad (5.14) nos da
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w(l) < C|I| ;relgw(:c)
Anélogamente, podemos obtener la misma desigualdad para los otros intervalos I;,
i = 2,...,6, considerando f = wyy, e integrando sobre x en I; e y sobre I;, donde I;
estd al menos una distancia |I|/3 lejos de I;. Por ejemplo, a Iy lo comparamos con I5, y
a I3 con I, o I.

Luego, siguiendo este camino llegamos a
w(l;) < O ingw(x), fori=1,...,6.
BAS

Finalmente, sumando en i obtenemos que se satisface la condicién A! para el intervalo

I € 7,. Por lo tanto, w € A} O

loc*






EPILOGO.

La media manana adormece mi mesa de trabajo.

Un sol leve apoya un dedo sobre este teorema, un dedo que atraviesa los densos
nubarrones, la gris nave nodriza del viento y las tormentas que agita las més altas ramas
de los arboles del botanico, una verde tribuna a tres pisos del suelo que luce alegre,
arengadora y de repente se queda quieta, pasmosa y paralizante.

(Hay algo que me dicen y mi cabeza no sabe que es. Pero mi cuerpo parece entender
y por eso lo escribe.)

Todo es fruto del cielo, del sol que esta vedado en estos dias, aunque a veces una franja
pequena y celeste aparezca y nos brinde un retazo de color puro. entre tanta penumbra
ocre de muebles de madera.

Abbey Road surgiendo de un vinilo crea una atmédsfera donde el tiempo se eterniza.

No conozco el anio de este acontecimiento. No existen coordenadas que lo puedan
contener.

(Al cerrar los ojos mi cuerpo se escapa en un reflejo que se vuelve sonido y llega
al botanico, entre los remolinos que dejan los coches a mas de 60 km por hora por la

avenida).
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