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Resumen

En los ultimos 20 anos el analisis real asociado a los operadores de tipo Schrédinger
ha comenzado a desarrollarse de modo progresivo y especialmente durante la ultima
década muchos han sido los trabajos que buscan extender los espacios y resultados sobre

operadores, conocidos en el analisis del Laplaciano, a este contexto.

De manera general, se llama operador de Schrodinger a un operador de la forma
L =-A 4+ V,donde V es un potencial no negativo. El propdsito de este trabajo es
profundizar en el estudio de algunos de los operadores y espacios asociados al analisis
armoénico relacionado con el semigrupo cuyo operador infinitesimal es el operador de
Schrodinger £, donde V' es no idénticamente nulo y satisface una desigualdad anti Holder

de orden ¢ con ¢ > d/2, donde d > 3 denota la dimensién.

Mas especificamente, estamos interesados en definir y estudiar espacios de tipo Hardy
y BMO con pesos en este contexto, H}(w) y BMO,(w), como asi también estudiar la
acotacion de ciertos operadores integrales singulares y fraccionarias en tales espacios y
en LP(w). Las clases de pesos a los que hacemos referencia son clases de pesos similares
a las introducidas por Muckenhoupt en el contexto clasico, pero con cierta dependencia

de p, donde

1
r B(z,r)

A lo largo de este trabajo se desarrolla una teoria general que abarca espacios y
operadores relacionados a lo que denominamos funcién radio critico, esto es, una funcién

p no negativa y continua tal que existen constantes c,, Ny > 1 tales que para cada
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r,y € R? se cumple

—No

o1+ 5 T < < pt (142 (‘5") 2

Es conocido que dado un operador de tipo Schrodinger con un potencial V' que sa-
tisface las condiciones ya mencionadas, la funcién p definida a partir de tal V' por (|1
satisface la condicién (ver [39]), y es por ello que todo el andlisis desarrollado para
una funcion radio critico es aplicable al contexto de L.

Una de las herramientas principales para llevar adelante esta tarea es el desarrollo de
una teoria de extrapolacién adecuada a los operadores maximales y pesos que surgen en
el andlisis de L. Esta teoria es desarrollada en un marco bastante general de manera que
puede adaptarse a nuestro contexto.

Como consecuencia de este desarrollo es posible obtener resultados novedosos como la
acotacion L (w) —BMO,(w), L' (w)— H}:(w) y en LP(w) para operadores caracteristicos
del analisis asociados a £ como ser las transformadas de Riesz y otros.

Por otra parte, también estamos interesados en establecer desigualdades con pesos

para operadores asociados a L, es decir, desigualdades de la forma

/Rd |Tf(z)Pw(z) de < C’/Rd 1S (2)|Pw(z) da,

donde, por lo general, T" es un operador con cierto grado de singularidad o su conmutador

y S es alguna funciéon maximal, ambos dependientes de p y por consiguiente de V.



Introduccion

El propdsito de este trabajo es profundizar en el estudio de algunos de los operadores
y espacios asociados al andlisis arménico relacionado al semigrupo cuyo operador infini-
tesimal es el operador de Schrodinger £ = —A+ V', donde V' es un potencial no negativo,
no idénticamente nulo que satisface la propiedad anti Holder-¢ con ¢ > d/2, donde d
denota la dimensién la cual se supondra mayor o igual que tres.

Los resultados fundamentales que sentaron las bases para el desarrollo de la teoria del
analisis arménico relacionado al operador de Schrodinger bajo las hipotesis mencionadas
anteriormente, se encuentran en el trabajo de Z. Shen (ver [39]).

Alli se introducen las herramientas basicas como la definicion de la funcién radio critico
asociada al potencial V', sus propiedades, las estimaciones de la soluciéon fundamental y
el comportamiento de operadores tipo transformada de Riesz, en este contexto, sobre los
espacios de Lebesgue.

Dado que el operador £L = —A + V es una perturbacion de —A, es esperable que
localmente y dependiendo del tamano de V', el comportamiento de los operadores aso-
ciados al analisis arménico de L se parezca al de los operadores clasicos. Este es el papel
que juega la funcion radio critico. Asi, por ejemplo, los niicleos de las transformadas de
Riesz de ambos contextos son “similares” en un entorno de la diagonal determinada por
esta funcién radio critico. Esta similitud significa que la diferencia entre ellos en esa re-
gién resulta acotada por un nicleo positivo que genera un operador acotado en todos los
espacios de Lebesgue incluyendo los extremos p =1y p = o0.

Hay aun muchas cuestiones relevantes y resultados que son bien conocidos para el

andlisis relacionado al operador de Laplace (i.e. V' = 0) cuyas contrapartes, en el contexto
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Schrodinger, no han sido suficientemente investigadas.

Asi, recientemente en [5], los autores introducen una familia de pesos A (que incluye a
las clases de Muckenhoupt) y demuestran que diversos operadores del andlisis relacionados
a L = —A+V resultan acotados sobre LP(w) para w en Af. Entre ellos se encuentran el

operador maximal del semigrupo y las transformadas de Riesz.

Los sustitutos naturales para p = 1y p = oo, esto es los espacios H: y BM O, fueron
introducidos y estudiados en [I8] y [19] respectivamente. Recientemente, diversos autores
han contribuido a enriquecer esta teoria, ver por ejemplo [14], [15], [20], [41], [43], [44] y

[45]. En particular, mis directores de tesis han hecho algunos aportes al tema (ver [4]).

Por otra parte, la teoria de extrapolacién para el caso del Laplaciano, introducida en
1984 por J.L. Rubio de Francia (ver [37]y también [25]) ha cobrado renovados brios en los
ultimos anos, obteniéndose nuevas e interesantes aplicaciones, (ver por ejemplo [9], [10],
110, [13], [16], [1I7], 23] v [32]). Estas incluyen desigualdades vectoriales, desigualdades
débiles, en espacios de Orlicz, desigualdades de tipo Sobolev-Poincairé y acotacién de

diversos operadores en LP con exponente variable.

Uno de los objetivos fundamentales de este trabajo es poder desarrollar una teoria
de extrapolacion que se adectie al contexto Schrodinger, de manera que los resultados
obtenidos, ademas del valor que poseen en si mismos, permitan obtener desigualdades
integrales entre operadores, que por una parte son de comparacién y por otra nos dan la
acotacion de los mismos en LP(w), para un w pertinente, como asi también desigualdades

vectoriales.

El teorema de extrapolacion original de Rubio de Francia es un elemento tedrico
de gran profundidad pero, en principio, no resulta facil su aplicaciéon a casos concretos
ya que supone conocer la acotaciéon de un operador en espacios LP con pesos para un
cierto valor py, 1 < py < oo y para todo peso en la clase A, de Muckenhoupt. En la
mayoria de los casos, no se dispone de un valor py para el cual resulte mas facil probar la
acotaciéon y, por otra parte, los operadores més interesantes no preservan LP, para p = 1

o p = o0. Sin embargo, estos operadores satisfacen en los valores extremos de p alguna
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acotacién con pesos sustitutos, las cuales pueden probarse en forma independiente. En
esta direccion, presentamos en nuestro contexto, un par de teoremas de extrapolacién
(ver Teoremas y que nos permiten extrapolar a partir de acotaciones del tipo
L>® — BMO y H' — L' con pesos.

En [I1] los autores dan un nuevo enfoque al teorema de extrapolacién para desigual-
dades LP pesadas que relacionan dos operadores, donde los pesos varian en la clase A, de
Muckenhoupt. Pero, los més interesante es que disenan un método que permite probar un
caso particular en forma relativamente sencilla y aplicable a diversos operadores clasicos.
La técnica se basa en una desigualdad probada por Lerner (ver [30]) y en una estimacién
puntual de la maximal sharp del operador en cuetion.

En este trabajo se prueba que esta técnica puede adaptadarse también a nuestro
contexto, donde, tanto los pesos como los operadores estan controlados a través de la
funcion radio critico p. Para ello se obtienen versiones apropiadas de la desigualdad de
Lerner, usando una maximal sharp adecuada al contexto.

A pesar de que nuestro marco de referencia es el operador de Schrodinger, en general
a lo largo de la tesis se desarrolla una teoria a partir de lo que denominamos funciéon
radio critico, esto es una funcién p no negativa y continua para la cual existen constantes
cp, No > 1 tales que para cada x,y € RY se cumple

No

C"lp(x)(lJr pr(—x)y|)— <ply) <c p(:z)(1+ Wp(;;/\)fvﬁl

A partir de esta funcién base p, se introducen clases de pesos y operadores para los
cuales se intenta probar desigualdades en LP con pesos. Mas ain dada p, se introducen
los espacios extremos correspondientes, esto es, los adecuados sustitutos de H' y BMO
pesados. Cabe observar que todas las condiciones impuestas a las familias de pesos, ope-
radores o espacios, en el caso limite p = co (que corresponde a V' = 0) resultan ser los
clasicos, provenientes del operador de Laplace.

Como se mencion6 anteriormente, dado un operador de tipo Schrodinger con un po-
tencial V' que satisface ciertas condiciones, existe una funcién radio critico definida a

partir de tal V', y es por ello que todo el anélisis desarrollado para una funcién radio
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critico p es aplicable al caso de L.

En el primer capitulo presentaremos el contexto del operador de Schrodinger, el cual,
como acabamos de mencionar, nos servira de referencia a lo largo de este trabajo, asi como
también las herramientas fundamentales para abordar el estudio de los operadores y pesos

que surgen en este contexto.

En el segundo capitulo comenzaremos desarrollando una teoria de extrapolaciéon bas-
tante general en términos de una familia de operadores lineales y sus pesos asociados.
Este marco surge como una necesidad cuando se quiere trasladar los resultados clasicos de
extrapolacion del contexto del operador de Laplace al de Schrodinger. Luego, adaptamos
resultados de extrapolacion ya existentes los cuales estan referidos a pares de operado-
res (ver [12]) y establecemos el enunciado preciso de la propiedad necesaria en nuestro

contexto.

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, en el tercer capitulo se define lo que es
una funcién radio critico y se presentan operadores maximales asociados (locales M ;oc y
no locales Mg, con 0 > 0) y los pesos correspondientes a los mismos, es decir, aquellos
que los hacen acotados en LP(w). Estas clases de pesos resultan ser mas grandes que las
clases A, de Muckenhoupt. A continuacién, se define un adecuado espacio de oscilacién
media acotada, BMO,(w) para un peso w en las clases mencionadas y se presenta un

operador de tipo maximal sharp Mg, el cual permite caracterizar tal espacio .

En el cuarto capitulo comenzamos probando una apropiada desigualdad de tipo Fef-
ferman-Stein con pesos. Teniendo en cuenta esta desigualdad y algunos de los teoremas
de extrapolacién provistos en el Capitulo [2] establecemos un teorema que permite ex-
trapolar una desigualdad en LP(w) y desigualdades a valores vectoriales a partir de una
desigualdad L>(w) — BMO,(w). Luego, se introducen familias de operadores T' cuyos
nicleos satisfacen ciertas propiedades de tamano y suavidad relacionadas con la funcién
radio critico p. Estas estimaciones son similares a las satisfechas por los nicleos de las
integrales singulares clasicas como asi también por el nticleo de la integral fraccionaria.

De hecho, si permitiéramos a p ser idénticamente oo, se obtendria la teoria clasica. En
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vista de lo anterior y considerando las propiedades satisfechas por los nicleos, probamos
la acotacién L>(w) — BMO,(w) para los operadores T" antes mencionados y obtenemos,
gracias al teorema de extrapolacion ya demostrado, la acotacién de tales operadores en
LP(w) y en L}, (w), para w apropiados. Posteriormente se aplican los resultados obteni-
dos a diversos operadores del analisis relacionado a L, especialmente operadores del tipo
transformada de Riesz y la integral fraccionaria. Para ello se prueba que los nicleos de
tales operadores cumplen con las condiciones necesarias establecidas con anterioridad.
Iniciamos el Capitulo |5| probando una version p-local de la desigualdad de Lerner, una
desigualdad bastante general que relaciona la norma L'(w) de una funcién localmente
integrable f, con la norma L! (Méocw) de M g f. Luego, se prueban estimaciones puntuales
para las funciones sharp de los operadores introducidos en el Capitulo |4] y sus conmu-
tadores, las cuales combinadas con la desigualdad de Lerner y un adecuado teorema de

extrapolacion permiten obtener desigualdades de comparacion de la forma

/}Rd |Tf(z)[Pw(x) de < (J/]Rd 1S f(z)[Pw(x) dr,

donde S es un adecuado operador maximal y 7" son los operadores mencionados anterior-
mente o sus conmutadores, con w perteneciente a una familia apropiada de pesos, que
contiene a la clase A, de Muckenhoupt, y 0 < p < oo. Se finaliza el capitulo aplicando
los resultados obtenidos a operadores en el contexto Schrodinger.

Finalmente, en el sexto y ultimo capitulo se definen los espacios de Hardy H;(w)
asociados con una funcién radio critico p para pesos que cumplen condiciones relativas a
la misma p. En tales espacios se prueba una descomposicion atémica como asi también la
correspondiente caracterizacién en término de ciertas transformadas de Riesz p-locales. Se
demuestra ademés la acotaciéon H)(w) — L*(w) de los adjuntos de los operadores del tipo
integral singular introducidos en el Capitulo [dl Estos resultados son interpretados para el
caso L. En este sentido se prueba que los espacios de Hardy considerados, H ;(w), cuando
p proviene de un operador de Schrodinger coinciden con los espacios H}(w) (definidos
en [18] y [31]) definidos en términos del operador maximal del semigrupo generado por L.

De esta manera, se pueden obtener desigualdades pesadas de tipo H}(w) — L'(w) para
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diversos operadores tratados por Shen, que no se conocian con anterioridad. Asimismo,
se obtiene en este marco tanto la descomposicién atémica como la caracterizaciéon me-
diante transformadas de Riesz asociadas a £, generalizando los resultados de [18] y [31].
Finalmente, se prueba un adecuado resultado de extrapolacién que permite concluir la
acotacién en LP(w) de tales operadores, a partir de las desigualdades H pl (w) — LY (w)
obtenidas.

Es pertinente observar que la mayor parte de los resultados originales de este trabajo

se encuentran resumidos y publicados en [I] y [2].



Capitulo 1

Contexto Schrodinger

Como hemos acotado en la introduccion, a lo largo de esta exposicion trabajaremos
en un marco general que incluye el andlisis arménico proveniente de ciertos operadores
de Schrodinger £ = —A + V. Més atn este modelo nos servird de guia y en las diversas
instancias aplicaremos los teoremas obtenidos a ese contexto, los cuales resultaran en

nuevos aportes a la teoria analitica asociada a L.

Por esta razon comenzaremos describiendo el contexto de los operadores de Schrodin-
ger con los que trabajaremos. Consideremos el operador diferencial de Schrédinger £ =
—A +V en R, para d > 3, donde V es un potencial que satisface condiciones bastante
generales. En particular, se puede tomar V(z) = |z|?, de modo que incluye el caso del
oscilador armonico. Teniendo en cuenta las condiciones sobre V' el operador £ genera un
semigrupo de difusién. En este capitulo comenzaremos describiendo algunas estimaciones
conocidas para los nticleos de los elementos de este semigrupo. De igual modo presentare-
mos propiedades de una cierta funcién, que denominaremos funcién radio critico p, la cual
estd asociada al operador de Schrodinger y cumple valiosas estimaciones y propiedades

que nos seran de gran utilidad.



2 Contexto Schrodinger

1.1 El operador L

Durante todo este trabajo vamos a suponer que el potencial V' es no negativo, no
nulo y pertenece a una clase anti Holder RH,, con ¢ > d/2. Una funcién localmente

integrable V' esta en la clase anti Holder RH, para algin s > 1, si existe C' > 0 tal que

(|‘%|/BVS(I) dm>l/s < c(ﬁ/}gv(u@) dx) (1.1.1)

se cumple para toda bola B en R%. El siguiente lema resume algunas propiedades impor-

la desigualdad

tantes de estas clases (ver [18] y [39], y las referencias en ellos).
Lema 1.1.1. Sea q > 1.
1. RH, C RH,, q <p < oc.

2. SiV € RH, entonces existe € > 0 el cual depende sélo de la constante C' en (|1.1.1])

y la dimension tal que V € RHgy..

3. StV € RH, entonces existe C > 0 tal que para 0 <r < R < 0o se verifica

1
rd—2

Ry\i-2 1
v dy< () o / VW 1)

Ademds, V' pertenece a la clase de pesos As, de Muckenhoupt. En particular, V (x)dx

B(z,r)

es una medida doblante, esto es, existe Cy > 0 tal que para todo x € R yr >0

/ V(y) dy < Co/ V(y) dy, (1.1.3)
B(z,2r)

B(z,r)
4. 81V satisface
1
max V(z) < O<®/ V(x) dl‘).
B

zeB

Entonces, V € RH, para todo q > 1.

Observacion 1.1.2. A partir de y es equivalente considerar en nuestras hipdtesis
qg>dj/20q>d/2.

Observacion 1.1.3. Teniendo en cuenta [/, el caso en que V' es un polinomio no negativo

y en particular, el operador de Hermite H = —A + |z|?, entran en nuestra consideracién.
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Bajo las condiciones impuestas al potencial V', es bien sabido que —L genera un

semigrupo de difusién {T;};, Ty = e £ (véase [40] y las referencias en ¢él).

Los operadores T; son integrales y estan dados por ntcleos que resultan ser simétricos
(en x e y), conjuntamente continuos (en ¢, = e y) y uniformemente acotados,
Tf(e) = 2 f @) = [ Ta) () dy
R
cuya expresion concreta se desconoce. Sin embargo, a partir de la férmula de Feynman-
Kac se sigue que

|z—yl|?

0 < Ty(z,y) < Wilz,y) = (dnt) e =

También es posible dar mejores estimaciones para el tamano de los nicleos Ty(z,y).
Para ello es necesario considerar la funcion radio critico p asociada al potencial V| la

cual esta definida del siguiente modo

1
p(x) = sup {r>0: — V< 1}. (1.1.4)
T B

En estos términos se conoce una estimacién para la diferencia entre los nicleos T; y

W, (ver (3.2) en [18]), a saber, dado € > 0 existe C' > 0 tal que si |z — y| < p(z),

plx) ) |z —yl
Proposicién 1.1.4. (Ver [21] y [29]) Si V € RH, con q > d/2, entonces para todo

Wiz, y) — Ti(z,y)| < C <|x - y|)€ ! (1.1.5)

N > 0, existe una constante Cy tal que para todo x ey en RY,

= (1 + v ﬁ) 7N.

Ty(x,y) < C 42 e oy +
H@y) < O 0@ o)

(1.1.6)

Ademas es posible obtener una cierta regularidad Lipschitz para los ntcleos, la cual

también es consecuencia de que V' € RH,.

Proposicién 1.1.5. (Ver [22]) Si V € RH, con q > d/2, entonces existe 0 < § <

min{1,2 — %l} y ¢ > 0 tales que para todo N > 0, existe una constante C'y tal que

z,y) — Ty(x o — o] ' —aj2 -zl ViV -N
e 079)|SCN< Ve >t <1+p(:c)+p(y)) » (1L7)

cuando |x — zo| < V1.
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1.2 Funcion radio critico asociada a £

La funcién m(z, V') = 1/p(z) fue introducida en [38] para un potencial V' que satisface

1
méx V() < C(@ /B V() dr).
para toda bola B en R?, con el objetivo de estudiar el problema de Neumann sobre un
grafico Lipschitz con dato en LP(RY) para el operador L. Luego, en [39] se extiende el

estudio de p considerando més generalmente V € RH,, ¢ > d/2.

A partir de la estimacién (1.1.2]), y la suposicién ¢ > d/2 se sigue que para todo

r € RY,
) 1
Hm e V(y) dy =0
y
1
lim — V(y) dy = 0.

d—2
r—oo 1T B($,T‘)
Como consecuencia de tales observaciones es claro que 0 < p(z) < oo para todo

r € R? y también
7 )
s V(y) dy = 1.
p(r)d=2 B(z,p(z))

Mas ain, nuevamente por ([1.1.2)), si

1

e V(y) dy ~ 1, entonces r =~ p(x).

B(z,r)
El resultado que damos a continuacion serd muy utilizado en lo que sigue pues permite
relacionar el valor de p en puntos distintos de R? y en particular, afirma que tal funcién

toma valores “similares” para puntos “similares”.

Lema 1.2.1. (Ver [38]) Existen constantes c,, Ny > 1 tales que para cualesquiera x,y €

Rd

ol (1415 (;j")% < o) < ol (14 2 (;)y‘) (121)

En particular, p(x) ~ p(y) cuando |v —y| < Cp(x), para alguna constante C' > 0.
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El siguiente lema es usado para controlar la integracién de V' sobre una bola.

Lema 1.2.2 (Ver [26]). Supongamos que V- € RH, para algin q > d/2. Sea p > log, Co+
1, donde Cy es la constante en (1.1.3)). Entonces para todo xo € R y R > 0 eziste C > 0

tal que

R H
V(y) dy < CRI™2 (1 + ) . 1.2.2
/B(:co,cR) ( ) p(iCo) ( )

1.3 Operadores asociados al semigrupo de difusién
El semigrupo generado por £ da una respuesta al problema de difusion

9u(p,t) = —Lu(x,t)

ot
u(z,0) = f(z)
en el sentido de que para f adecuadas la solucién viene dada por wu(z,t) = T,f(x).

En este marco hay varios operadores que resultan importantes para el estudio de las
propiedades de las soluciones del problema de difusién o su estado estacionario. Asi, para
la convergencia en casi todo punto de u(-,t) a f cuando t tiende a cero, se necesitan
estimaciones del operador maximal asociado, esto es,

T f(x) = sup [T, f(x)].

t>0

Otra herramienta 1til en el estudio de la suavidad de las soluciones son las potencias

negativas del operador £ que pueden expresarse en términos del semigrupo mediante

dt

£l = [ et

y las transformadas de Riesz de primer orden

1571/2 V2 p-1/2
8:1:1» ’

y sus adjuntas u otras de orden superior como

0 10

Vet
&’ci (?xi’
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Al saber que los operadores T; vienen dados a través de nicleos T;(z,y), es posible
demostrar que los operadores recién mencionados también tienen nicleos asociados.

En el caso de £7%/2 se pueden derivar estimaciones a partir de las enunciadas en las
Proposiciones y [I.1.5, mientras que en el caso de algunas de las transformadas de
Riesz, las que involucran derivadas, se requiere un trabajo mas cuidadoso. Estas son de
hecho integrales “singulares” y las técnicas desarrolladas por Shen en [39], consisten en
comparar con el caso de las correspondientes Riesz clasicas, usando métodos de ecuaciones
en derivadas parciales. Estas nuevas integrales singulares son mejores que las de tipo
Calderén-Zygmund en cuanto a tamano en el infinito, pero algunas de ellas son peores en
cuanto a suavidad. Esto trae como consecuencia que en el caso V € RH,, d/2 < ¢ < d,

1/2

las transformadas de Riesz V.L~"/* no resulten operadores acotados en todos los espacios

LP(RY), 1 < p < oo.
Incluimos aqui algunos de los teoremas mads relevantes probados en [39], que ilustran
la situacién y serdan una herramienta bésica en este trabajo (ver Teoremas 0.4, 0.5, 0.8,

3.1y 5.10).

Teorema 1.3.1. Si V € RH, con q > d. Entonces V(=A + V)72 (=A+ V)12V y
V(=A + V)7V son operadores de Calderén-Zygmund.

Teorema 1.3.2. Si V € RH, con q > d/2. Entonces, para v € RY, (=A + V)" es un

operador de Calderon-Zygmund.

Teorema 1.3.3. Si V € RH, con q > d/2. Entonces los operadores VY/2(—A+V)71/2 y
V(=A+V)~! son acotados en LP(R?) para 1 < p < s con s = 2q y s = q respectivamente.
Ademds, cuando d/2 < q < d, el operador V(—A + V)™Y/2 es acotado en LP(R?) para
l<p<sconl/s=1/qg—1/d.

Otros operadores que contemplamos en este trabajo son los conmutadores de trans-
formadas de Riesz-Schrodinger con operadores de multiplicacién puntual por funciones b
que pertenecen a una clase un poco més amplia que la clasica BMO. Algunos resultados

previos en esta direccién pueden encontrarse en [20], [6] y [7].



Capitulo 2

Resultados sobre extrapolacion

El teorema de extrapolacién de Rubio de Francia afirma que, dado un operador subli-
neal 7', el conocimiento de la acotacién de T" en LP°(w), con 1 < py < oo, para todo peso
w en la clase de Muckenhoupt A,,, es suficiente para inferir la acotacién de 7" en LP(w),
con 1l <p<ooywen A, Este teorema aparece por primera vez en su célebre trabajo
[35]. Desde entonces, muchos autores han extendido y generalizado este resultado (ver
[25], [36] y [37], entre otros).

Recientemente, en [11] (ver también [12]) los autores dan una prueba simplificada
que permite extender la propiedad de extrapolaciéon a algunos espacios de funciones de
Banach con pesos, donde desigualdades a valores vectoriales aparecen naturalmente. La
herramienta clave es nuevamente el algoritmo de Rubio de Francia, basado en la conexion
entre la funcién maximal de Hardy-Littlewood y los pesos de Muckenhoupt.

En la primera parte de este capitulo nos ocupamos de la propiedad de extrapolacion
para clases de pesos que surgen de la acotacién LP(RY) de una familia de operadores, en
lugar de un inico operador como es el caso del operador maximal y las clases Muckenhoupt
A,. Nuestro modelo de aproximacién a esta situacién son los pesos que aparecen en [5],
en el contexto del andlisis relacionado con el operador de Schrédinger. En ese caso, como
veremos en el Capitulo [3] dichas clases de pesos corresponden a los w para los que algin
miembro de una determinada familia de operadores maximales {M g to=0 es acotado en

LP(w).
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En la segunda parte del capitulo adaptaremos, de acuerdo a nuestras necesidades, un
resultado de extrapolacién para pares de operadores, el cual fué probado inicialmente en

I1].

2.1 Un contexto general de extrapolacion

En esta seccion establecemos teoremas de extrapolacién generales en espacios de Le-
besgue con pesos los cuales estan asociados a una familia de operadores sublineales. Por
un peso nos referimos a una funcién no negativa y localmente integrable definida en R.

Supongamos entonces que tenemos una familia de operadores positivos y sublineales
{Ty}oer, donde I es un cierto conjunto de indices, de modo que cada Tjy es un operador

acotado en LP(R?) para todo 1 <p <ooy € I.

Definicién 2.1.1. Dado # € I y 1 < p < 00, definimos la familia Ug como el conjunto

de pesos w tales que Ty preserva el espacio LP(w).
Denotaremos mediante [w], g = ||7y||r(w) la norma usual del operador Tp.

Definicién 2.1.2. Dado @ € I definimos la familia U como el conjunto de pesos w tales

que para alguna constante C, Tyw < C'w en casi todo punto.

En tal caso [w]; ¢ se define como el infimo de aquellos C' que satisfacen la desigualdad
. . ’ o 0 .
anterior. Designamos ademds U, = Uyc; Uy v Uso = Ups1 Up.
Adicionalmente vamos a suponer que tales familias cumplen las siguientes propiedades

bésicas semejantes a las de los pesos de Muckenhoupt:
ul) U, C U, cuando 1 <p <gq.

u2) Siw € Ug, para algin p > 1 y un € € I, entonces existe ' = ¢'(p,0), tal que

w'™* € UY y la constante [w' 7], ¢ depende de w solo a través de [w],p.

u3) Siw; € Ufl y wy € U192 para algin par 61,0y € I, entonces para todo p > 1 existe
0 = 0(p,01,02) tal que wlwéfp € Ug y la constante [wlwéfp]p,g depende de w; y ws

solo a través de [wi]1g, ¥ [wal1,0,-
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Observacion 2.1.3. De u2)) se sigue que w € U, si y sélo si w' ™ € Uy . También, la

propiedad dice que si wy, wy € Uy, entonces wlw;_p e U,.

Siguiendo a [12] los resultados de extrapolacién de esta seccién se expresan en términos
de pares de funciones ( f, g) pertenecientes a .%, una familia de pares de funciones medibles
y no negativas.

Dado p > 0 y un peso w € Ug, g>1,0 €1, laexpresion

f(z)Pw(x)de < C/ g(x)Pw(x)dx, (f,g) € .ZF, (2.1.1)
R4 Rd

significa que la desigualdad vale para todo par (f,g) € . siempre que el lado izquierdo
sea finito, con una constante C' dependiendo de w sélo a través de [w], .

Bajo las consideraciones anteriores presentamos el siguiente resultado. El mismo tam-
bién se puede obtener como consecuencia del Teorema 3.28 en [12], sin embargo, es in-

cluido aqui en aras de una mayor exhaustividad y con otra demostracion.

Teorema 2.1.4. Sea 1 < py < oo y supongamos que (2.1.1)) vale con p = py para todo
w € Uy,. Entonces (2.1.1) también vale para todo p, 1 < p < oo, y todo w € U,.

Demostracion. La prueba de este resultado sigue las lineas del Teorema 3.9 en [12]. Sean
l<p<oo,felywe Ug. A partir de se sigue que w'™* € Ug,/ para algiun ¢’ € [
con [w' ], o dependiendo de w sélo a través de [w],g. Dadas hy € LP(w) y hy € LP (w),
ambas no negativas, siguiendo el algoritmo de Rubio de Francia (ver [36]) definimos los

operadores

= TFhy(x) = (T})*hy(x)
Xhi(v) = 0 - X' hy(x) = ~ o 2
) =2 L o) = 2 g

donde T}, f = Ty (fw)/w y Ty, para k > 1, es la composicién del operador Ty, k veces y

Ty es la identidad (andlogamente para (1},)"). La funcién Zh, satisface

hy < Rhy, (2.1.2)

[Zh || Lrw) < CllhallLow), (2.1.3)
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To(%#hy) < 2| Tyl Le(w) %R, (2.1.4)
y para Z'hs, tenemos
hy < %'hy, (2.1.5)
19" ha | L () < Cllhzll o () (2.1.6)
Tgl(w:@/h2> S 2||T9//‘|Lp/(w)w:@/h2. (217)

Ahora fijemos (f, g) € .#. Podemos suponer, que f y g son no nulas y estan en LP(w)

y considerar

hl = f + g
[llzew) — Nlgllzeq)

Claramente hy € LP(w) y ||h1]|zrw) < 2. Como f € LP(w), por dualidad, existe hy €

L (w) con [hall s )y = 1 ¥ tal que

Il = [ el

Si llamamos wy = Zhy y we = w#' hs, entonces a partir de (2.1.5)) y la desigualdad

de Holder con respecto a la medida wy se sigue

1 1lowy < /chm VP () o)z

< ( ]Rdf(x)powl(x)l_powg(x)dx) l/po(/m wl(m)wQ(x)dw) it

Vamos a comenzar estimando /7. Por la desigualdad de Holder con respecto a la

medida w y las propiedades (2.1.3) y (2.1.6)), obtenemos

II < ||92l701||1/”O ||92’h2||1/p0 < 47| by ||1/P0 ||h2||1/P0 < 8L/,

Lr(w)

—Po

) . . 1
Para estimar I vamos a aplicar la hipdtesis para el peso ws = w; "w,. En efecto,

siendo || T4 || o () < [w]pe, las desigualdades (2.1.4) y (2.1.7) implican que los pesos w; y
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ws pertenecen a U? y U respectivamente con constantes dependiendo de w sélo a través
de [w], . Por lo tanto, de la propiedad , existe algin o = a(po, ), tal que ws € UZ,
con [ws)p,.» dependiendo de w sélo a través de [w],g. Para poder utilizar la hipdtesis del
teorema, debemos comprobar que I < co. A partir de (2.1.2)), tenemos f < || f||zr(uw)w1,
entonces

I< HfHLP(w) ] JPo/Po < Sl/pOHfHLp(w) < .

Por lo tanto, aplicando (2.1.1)) con p = ¢ = py y considerando que g < ||g||zr(w)w1, 1o

cual se desprende de ([2.1.2)), obtenemos que

I< o( /R d g(x)powg(x)dx) o

1/po
< CHgHLp(w)(/ wl(:c)wg(a:)dx>
R

< C8Y7||g|| Lo (w)

y la prueba concluye para el caso p > 1.
El caso p = 1 se sigue facilmente considerando 1/pf, = 0.

]

Como una consecuencia del Teorema obtenemos el siguiente resultado de extra-

polacién con reescalamiento.

Corolario 2.1.5. Sea 0 < r < pg < oo y supongamos que (2.1.1)) vale para p = po, y
todo w € Uy, r. Entonces (2.1.1)) vale para todo p > r y con w € Uy,

Demostracion. Vamos a comenzar denotando con %, la familia de pares (f",¢"), con
(f,g) € Z. Por hipétesis, si w € U;)O/r para algin 6 € I, tenemos

(f) )y rw(@)de = | f(x) w(r)de
Rd Rd

<C [ glz)w(x)dx
R4

— 2V VP T (2 ) dx
~C [ gy u.

donde la constante C' depende de w sélo a través de [w]y, /r0-
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Por lo tanto, hemos probado la desigualdad (2.1.1)) con exponente p = py/r y pesos
w e Ugo /rs AT la familia .%,.. Ahora a partir del Teorema se sigue para todo g > 1
y todo w € U,,

[ @ <c [ ey re@ds (.9 € 7.
R R

donde la constante C' depende de w sélo a través de [w],p para algin 6 € I. Entonces,
dado cualquier p > 7, tomando ¢ = p/r, el resultado se sigue a partir de desigualdad
anterior.

]

El siguiente corolario proporciona una desigualdad en norma LP(w), para w € Uy y

p > 0.

Corolario 2.1.6. Sea 0 < py < 0o y supongamos que (2.1.1)) vale con p = py, para todo
w € Uy. Entonces (2.1.1) vale para todo p, 0 < p < 00, y todo w € U.

Demostracion. Fijemos r, 1 < r < 0o, y consideremos la familia .%,, de aquellos pares

(fro/m gPo/m) tales que (f, g) € .%. Por la hipétesis, si w € UY para algin 6 € I, entonces
| aprye@is = [ et
R4 R4
< C/ g(x)PPw(z)dx
Rd
= C/ (g(z)P/") w(x)dz,
Rd

para todo par (f,g) € .#, con constante C' dependiendo de w sélo a través de [w], g.
Por lo tanto, hemos probado la desigualdad (2.1.1)) con p = r para la familia .%; y los
pesos U,.. De este modo, aplicando el Teorema [2.1.4] obtenemos

| @ <0 [ (gam s, (g7 € Fa
Rd R4
para todo 1 < g < oo y todo w € Uj.

Ahora, sea p > 0y w € Uy. A partir de la propiedad , existe ¢ > p/po tal que
w € U,. Tomando r = pog/p > 1, entonces p = pog/r, y obtenemos la desigualdad

deseada.
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O
Otra consecuencia del Teorema [2.1.4] es la siguiente desigualdad a valores vectoriales.

Corolario 2.1.7. Sean 0 < r < py < 00 y supongamos que (2.1.1)) vale con p = pg, para

todo w € Uy, r. Entonces

[(=0)7,. =cl(za)”

vale para todo p y vy tales que r < p,v < 0o, y todo w € Uy,

, A(fing)}i € Z,

LP(w)

Demostracion. Sean r < p,vy < oo y consideremos la familia .%., de pares (F,G), donde

- (;fxw)lh, Glr) = (;giw) "

con {(fi,9:)}: € #. Usando el Corolario tenemos que la desigualdad (2.1.1)) vale
con p =y q = 7/r, entonces para todo w € UG/T7 0 € I, existe una constante C

(dependiendo de w sélo a través de [w], /) tal que

117 ) Z/ filz)w(z)de < CZ/ (2)dz = Cl|GI}+ s

para todo (F,G) € #,. Ahora, estamos de nuevo en la hipdtesis del Corolario con

po = 7 para la familia .%,. Entonces obtenemos

1/y 1/~
H(Zf:) 1l < ClI G = OH (Zgz)

para todo w € U,, con la dependencia deseada de C.

LP(w) Lr (w)

]

En el proximo resultado nuestro objetivo es la obtencién de una desigualdad como
(2.1.1)) sin pedir la finitud del lado izquierdo. En esta situacién, vamos a decir que
vale irrestrictamente. Este tipo de resultados estan més en el espiritu del teorema original
de Rubio de Francia, y son ttiles para obtener acotacion de operadores en espacios de

Lebesgue con pesos.
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Teorema 2.1.8. Sea 1 < py < oo y supongamos que (2.1.1) vale irrestrictamente con
P = Do, Yy para todo w € Up,,. Entonces (2.1.1) vale irrestrictamente para todo p, 1 < p <

00 y todo w € U,.

Demostracion. Vamos a aplicar el TeoremaMpara las familias %, = {(fn,9) : (f,9) €
F}, donde f,,(z) = xB(o,n) min{ f(z),n}, para cadan € N. Como f,, < f, se sigue a partir

de la hipotesis que

fulwPw(x)ds < C / g(eyuw(z)dz, (f.g) € F,
R4 Rd

para todo w € U, con la constante C independiente de n y dependiendo de w sélo a
través de [w],, ¢ siempre que w € Ugo, para algun # € I. Ya que el lado izquierdo de
la desigualdad es finito, podemos aplicar el Teorema [2.1.4] a cada familia .%,. Entonces,
para cadan € N, si 1 < p < ooy w € U, se tiene que
fo@)Pw(z)de < C | g(x)Pw(z)dz, (f,g) € F.
R4 R4
Ahora, si (f,g) € %, por el Teorema de Convergencia Monétona como f, 7 f,

obtenemos

Observacion 2.1.9. Claramente como consecuencia de este resultado podemos obtener

(con la misma prueba que antes) las correspondientes versiones irrestrictas de los Coro-

larios 2.1.5] 2.1.6] y 2.1.7]

En lo que sigue vamos a demostrar un resultado de extrapolaciéon para un rango

limitado de valores de p, a partir de una desigualdad en py = 1.

Teorema 2.1.10. Sea 1 < s < 0o y supongamos que para todo peso w tal que w® € Uy

se verifica

/]Rd f(x)w(x) dx < C/ g(x)w(z) dz, (f,g) € ZF. (2.1.8)

R4
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Entonces, para todo 1 < p < s y para todo w tal que w/P)" = e U.,, con 1, =

sb— L S+ 1= p(s_;), se cumple

f(@)Pw(x) dx < C'/ g(x)Pw(zx) de, (f,g9) € Z. (2.1.9)
R R4

Demostracion. Fijamos 1 < p < sy w tal que w®/?" = wsr € U-,. De este modo,
se sigue que w®/P1-7) = 1P ¢ Ur: luego existe 6 > 0 tal que Tj es acotado en
L7 (w' "), Asf para toda funcién no negativa h € L (w'™?") consideramos el algoritmo

de iteracién

oo
Z 28 ell’“

Lh(w=)

Como antes Zh satisface las siguientes propiedades

h < %h, (2.1.10)

1L g 10y < 21110 (2.1.11)

L7 (w!7')?
To(#h) < 2Ty gy 2 (2.1.12)

En particular, (2.1.12) nos dice que Zh € U;.

Sea (f,g) € #. Podemos suponer que f € LP(w). Por dualidad, existe una funcién

no negativa h € L (w) tal que 1Al ) =1y

I fllrw) = /Rd f(z)h(x)w(x) d.

Ahora definimos H(z) = (2 (hw)*)"*' (z)w~'(z). Entonces, como h € L¥ (w), obser-

vando que s'7) = p', se sigue que (hw)® € L™(w'™"). Luego, teniendo en cuenta las

propiedades (2.1.10)), (2.1.11)) y (2.1.12), obtenemos

h<H, (2.1.13)

1| 1ot () < 2, (2.1.14)
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y
(Hw)* € U,. (2.1.15)
Por lo tanto, a partir de la desigualdad de Holder y la propiedad ([2.1.14)) tenemos que
[ s@H @) do <l Bl
< 2[[fll o) < o0
Luego, aplicando las propiedades (2.1.13]) y (2.1.14)), la hipétesis para el peso Hw
obtenemos

1l < | F@)H(@)la) da
< C/Rd g(z)H (z)w(x) dz

< Cllgllr ) 1 | 2o ()

< Cligllzrw),

lo cual concluye la prueba.

]

En forma similar a lo realizado para el Teorema puede probarse que el teorma
anterior vale irrestrictamente.

Vamos ahora a probar un teorema de extrapolacion similar al Teorema pero a
partir de una desigualdad en el punto extremo py = co. Dado un peso w tal que w=! € U?,

0 € I, la expresién

[fwllze < Cllgwlize,  (f,9) € F, (2.1.16)

debe entenderse en el sentido de que la desigualdad se cumple para todos los pares
(f,9) € F siempre que el lado izquierdo sea finito, con una constante C' dependiendo de
w sblo a través de [w1]; 4.

Antes de presentar el teorema, establecemos el siguiente lema técnico cuya prueba es

elemental y se puede encontrar en [27] (ver el corolario después del Lema 4 allf).
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Lema 2.1.11. Sea 1 < p < oo y f en LP(w). Entonces existe una funcién positiva F en

1/p
/ oy U0 <9
R N

1/p
([ 1Pu) =t
R

Teorema 2.1.12. Si (2.1.16)) vale para todo peso w tal que w=' € Uy, entonces (2.1.1))

LP(w= Y=Y tal que

vale para todo p, 1 < p < 00, y todo w € U,.

Demostracion. Sea w € U, y (f,g) € .#. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que fy g pertenecen a LP(w). A partir del Lema [2.1.11], existen un par de funciones no

negativas 'y G in LP(w="®~1) tales que

1E || o u1/6-1y < 2, (2.1.17)
£l zpawy = 1 fwt/ PV F7Y| e, (2.1.18)
G| 2o (uo-1/-1y < 2, (2.1.19)
y
lgllzeqw) = llgw" PG| e (2.1.20)

Como w € U, existe § > 0 tal que Ty aplica LP(w=/®1) en sf mismo, donde Tyf =
Ty(fw=®=D) /3y~ =1 Ahora, el algoritmo Rubio de Francia se aplica a h = F + G

definiendo

k=0 QkHTngzp(w,l/(p,l))

De la definiciéon de & , se sigue que

h < Zh, (2.1.21)

|20 Lo -1/-1) < 2[[h]| o -1/6-1)y, (2.1.22)
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Ty(%h) < 2| Tyl| o111, Zh. (2.1.23)

La tltima desigualdad implica que w=/®=Y 2h € U, con

[w™ YD Zh]1 o < 21Tyl o170

N

(al igual que en el Teorema [2.1.4} la cantidad HngLp(wq/(pfl)) depende de w sélo a través
de [w]p’g).

Por lo tanto, de (2.1.20)), (2.1.21)) y utilizando la hipdtesis, obtenemos

9l oy = g/ #=0G 1=
> gt/ (h) | (2.1.24)

> C| fw" "D (%h) 7| =,

siempre que || fw'/ P~V (Zh) 7|~ < co. En efecto por (2.1.21) y ([2.1.18), tenemos

1 fwt/ "D (ZR) e < || fwt/ PV E | e
= [l < oo

Finalmente,

Iy < @0 (2R) |} |20l

p
Lp(w—1/(- 1)

S CHgHI[)/P(w)v

donde en la ultima cadena de desigualdades hemos usado (2.1.24), (2.1.22), (2.1.17) y
@1.19).

]

Corolario 2.1.13. Sea r > 0 y supongamos que (2.1.16|) vale para todo w tal que w™" €
Uy. Entonces (2.1.1)) vale para todo p > r y todo w € Uy,

Demostracion. Comencemos considerando la familia .%, de pares (f",¢") con (f,g) € Z.

Sea w tal que w™' € Uy y (f, g) € .%. Usando la hipétesis con w'/",

T 1/r T
7wl = || fw'/"|| o
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< Cllgw!’"|

r 1/r
— Clg"w||}~.

Por lo tanto, hemos demostrado (2.1.16)) para la familia .%,. De este modo, aplicando el

Teorema [2.1.12] tenemos
f@WM@WSC/Q@WM@M7(Wﬂ36%,
R4 R4

para todo ¢ > 1 y todo w € U,. Finalmente, dado p > r el resultado se sigue tomando

q=p/r.
O

Observacion 2.1.14. El Teorema [2.1.12] (y su corolario) se pueden probar con la hipdtesis
mas fuerte que (2.1.16)) vale irrestrictamente. Para ello podemos modificar ligeramente la
prueba tomando h = G, ya que no resulta necesario verificar que || fw'/®=D(Zh) ||~ <

oo. Luego, claramente las conclusiones también se mantienen sin restricciones.

Con el fin de establecer nuestros préximos resultados presentamos las siguientes clases

de pesos.

Definicién 2.1.15. Dados 1 < p, q < oo definimos,

Upq = {we Llloc(]Rd) rw ™ e Ulﬂ)//q}

Upoo = {w € Lig,(RY) : w™ € Uy }.
Teorema 2.1.16. Sea 1 < s < 00. Supongamos que la expresion

[fwllze < Cllg]

Ls(w?) (f7g> S ‘9\7

vale para todo peso w € Us o, siempre que el lado izquierdo sea finito, donde la constante

C' depende de w solo a través de [w_sl]w para todo 0 tal que w™* pertenece a U?. Entonces

1fllzaqwsy < CllgllLr@wn), (f.9) € Z, (2.1.25)
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vale para todo p y q tal que 1 <p < s, 1/p—1/q=1/s, y todo w € U,,, siempre que el
lado izquierdo sea finito. Mds aun, la constante C' en (2.1.25|) depende de w sélo a través

! . !
de (WP |14p g0 siempre que w™P pertenece Uy

i cono € l.

Demostracion. Seanl < p < s,conl/p—1/qg=1/syw € U,,. Consideramos f € L?(w?)
y g € LP(wP), y escribimos

(s/p)(1/3)

ot = ([ (et o) +a

/ S 1/s
= g ) oy

De ello se deduce por dualidad que existe una funcién no negativa G tal que

=1 (2.1.26)

1/s
191l (wr) = (/Rd |g(:r)w(:c)”'ISG(m)‘lw(a:)‘p'dx) : (2.1.27)

Por otra parte, por el Lema [2.1.11], sabemos que existe una funcién no negativa F' €

Li(w™) tal que

1 F | ooy <2 (2.1.28)

y
11l Loy = Il fw® F~H | poe. (2.1.29)
Por la definicién de la clase U,, tenemos que v = w? € Ui4pjq- Si denotamos

r=1+4+9p'/q, asi v = q/s', y a partir de (2.1.26) y (2.1.28) se sigue que HGSI/SHLT/(U) =1

y ||F5'wp'_q'SIHLW(U) < 2% respectivamente.
Siendo que v € U?, para algin 6 € I, existe 0 = o(r,0) € I tal que el operador

T'f = T,(fv)/v aplica L" (v) en sf mismo con

/

1ol oy < [0 7P Lo (2.1.30)

pero segin la dltima cantidad depende s6lo de [v],..
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Ahora procedemos siguiendo el algoritmo Rubio de Francia con h = G¥/5 + F* w?' ~¢¢

gg/h(x) _ Z (Tc/r) ]’L(ZL‘)

k 1 ||k '
k=0 2 HTO'H 'r’(,u)
Asi, tenemos que

h < %'h, (2.1.31)
122" B || 1y < 2|l 1 0y (2.1.32)

Ty (B ) < 2|| T4 por oy 2 0.

La tltima desigualdad y (2.1.30) afirman que el peso (#'h)w™" pertenece a U con
(Z'R)w )10 < 2[0] .

. . e, _ ’ I
En consecuencia, por la definicién de U, ., el peso u = (%Z'h)~Y/*'wP'/*" pertenece a

Us o con constante dependiendo de w™? sélo a través de [w™P /]ne conr=1+7p/q.

Ahora, volviendo a ([2.1.27)) y usando (2.1.31]), obtenemos
1/s
ot = ([l 6w e Vas
R
1/s
> ([ s@putarar)
Rd
> C|| full e,
donde en la tultima desigualdad hemos utilizado la hipdtesis con u bajo el supuesto que
| ful|pe < oo.
En efecto, como F¥w? 9% < Z'h, se deduce que

LF (1) b || oo = (|2 1) 0P ] |
< I fF |

= ”f”Lq(wq) < 0.
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Luego, de (2.1.32) y siendo ¢ = —p’ + gp’/s’, tenemos que

1/q
sy < ([ @0ty oy ) oo

< Cllgllzewr)-

2.2 Extrapolacion para pares de operadores

El otro resultado de extrapolacion que necesitaremos no se encuadra ya en el contexto
de una familia de operadores sino que es un caso particular de los resultados para pares de
operadores contenidos en [12]. Sin embargo, por completitud, enunciaremos el resultado
principal y daremos una versién “irrestricta” del mismo, que nos sera de utilidad més
adelante

En [12] los autores proporcionan resultados de extrapolacién en términos de una fami-
lia .# de pares (f, g) de funciones medibles y no negativas. Alli, ellos también consideran
un operador maximal y pesos w asociados con una base, B, i.e., una coleccién de conjuntos
abiertos B C RY, definidos del siguiente modo.

Maf (o) = sup [ 17wl .
Bz |B|
para todo x € UgepB y Mpf(xz) =0 en otro caso.
Para cada 1 < p < oo, un peso w pertenece a la clases A, 5, si existe una constante

C' tal que para toda B € B,

(/Bw> Up(/Bw_pil)l/pl <c|B|.

El infimo de todas las constantes C', que satisface la desigualdad anterior es denotado
mediante [w], s.

Los resultados son obtenidos bajo la hipotesis de que el operador maximal Mg es
acotado en LP(w) para todo w € A,3y 1 < p < oo. Este tipo de bases son llamadas

bases de Muckenhoupt.
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Cuando p = 1, decimos que w € A, 5 si Mpw(z) < Cw(z) para casi todo = en R%.
El infimo de todas las constantes C', que satisface la desigualdad anterior es denotado
mediante [w]; 3. Como es usual, vamos a indicar A, g = U,>14, 5.

Dados dos operadores Ty S vamos a denotar mediante (7T, S) el conjunto de todas
las funciones f tales que T'f y Sf son finitas en casi todo punto. Sea p > 0 y un peso

w € Ay, con g > 1, la expresion

/ |Tf(x)|Pw(x)dx < C’/ |Sf(z)Pw(z)dz, fe F(T,S), (2.2.1)
R4 R

significa que la desigualdad vale para cada f € Z(T,S) siempre que el lado izquierdo
sea finito, con una constante C' dependiente de w solo a través de la constante [w], 5 y la
familia Z (T, S) es un subconjunto de (T, S).

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposicion 3.20 y el Corolario 3.18

contenidos en [12].

Teorema 2.2.1. Dada una base de Muckenhoupt B y dos operadoresT y S, supongamos
que existe po > 0 tal que (2.2.1) vale para todo 0 < p < py y todo w € Ay g. Entonces la
desigualdad (2.2.1)) vale para todo 0 < p < 00 y w € A . Ademds,

(), <)

vale para 0 < p,q < 00 y cada w € A .

, Afilic #(T1,9), (2.2.2)

LP(w)

LP(w

Como en la seccién anterior, es posible obtener desigualdades como (2.2.1) y (2.2.2))

sin pedir la finitud del lado izquierdo. En esta situacién diremos que (2.2.1) y (2.2.2)

valen rrestrictamente.

Teorema 2.2.2. Dada una base de Muckenhoupt B y dos operadoresT" y S, supongamos
que existe pg > 0 tal que vale irrestrictamente para toda f € P(T,S), todo
0<p<poyw € Ay p. Entonces, la desigualdad vale irrestrictamente para toda
fe27T,8), todo 0 < p<ooyw€ Axp. Ademds, vale irrestrictamente para

toda f € P(T,S), cualesquiera 0 < p,q <00 y w € A .
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Demostracion. Sea T, f(x) = xp(on min{|Tf(z)|,n}, para todo n € N. Claramente,
T.f <|Tf| paracadan € Ny Z(T,S) C U, >, Z(T,,5). A partir de estas consideracio-

nes se sigue para n € N,

/Rd T (@) w(z)de < © /R ISf@)Pw(e)de,

para todo 0 < p < pg, w € A1y cada f € P(T,S), donde C es independiente de n y
depende de w sélo a través de la constante [w]; g. Podemos aplicar el Teorema a la
familia 2(T,S) C 2(T,,S). Por lo tanto, para cadan € N, si 0 < p < 00, w € A y
fea(T,S),
| mf@re@ar<c [ |sp@lud.
R4 R4

Ahora, si f € 2(T,S), por el Teorema de Convergencia Monétona siendo |T,, f| 7 |T f],

obtenemos

| rs@putas = in [ (TP <0 [ 18P

Esto prueba que la desigualdad ([2.2.1) vale irrestrictamente para todo 0 < p < oo,
weAopy fe2(T,S). Un argumento andlogo puede ser aplicado para probar (2.2.2)).
m



Capitulo 3

Funcion radio critico: pesos,

maximales y BMO

En este capitulo presentamos el contexto basico en el que trabajaremos en lo que
sigue y que como ya dijimos, tiene por modelo el andlisis relacionado al operador de
Schrodinger bajo las condiciones en el potencial explicitadas en el Capitulo

En el capitulo anterior hemos presentado teoremas de extrapolacién en dos contextos:
el de los pesos asociados a una familia de operadores y el de los pesos correspondientes
a una maximal de promedios asociada a una base de Muckenhoupt. Aqui introduciremos
los casos particulares en los que aplicaremos los teoremas de extrapolacién. Para ello
comenzaremos dando una definicion precisa de lo que damos en llamar funciéon radio
critico p. A partir de tal funcién presentamos ademéds dos tipos de operadores maximales
y pesos relacionados con los pesos de Muckenhoupt clasicos. Uno de estos operadores
es un operador maximal p-local el cual fue introducido y caracterizado en [5] mediante
pesos que satisfacen la condicién de Muckenhoupt para bolas B(z,r) con r < p(z). Por
otra parte, se define una familia de operadores maximales dependiente de un parametro
6 > 0, para la cual cada operador es puntualmente menor al clasico de Hardy-Littlewood
y que, en el sentido del capitulo anterior, estd asociada a las clases de pesos A7, que
fueron introducidos en [5].

Dado que para estas clases de pesos queremos aplicar resultados de extrapolacion des-
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de p = 0o y que los operadores que nos interesan no preservan L, introducimos espacios
de tipo BMO con pesos asociados a la funcién radio critico p, los cuales indicaremos
con BMO,(w), y damos una caracterizacién del mismo a través de un operador maximal
sharp apropiado Mg. Estos espacios resultan de interés pues en los capitulos que siguen se
establecerd la acotacion L>(w) — BMO,(w) de operadores T' caracteristicos del analisis
de L para pesos adecuados en la clase A2 . Esta acotacién, en conjuncién con la carac-
terizacion del espacio BMO,(w) mencionada y con algunos resultados de extrapolacién
del Capitulo , nos permitiran deducir la acotacién en LP(w), 1 < p < oo y desigualda-
des vectoriales para una amplia familia de operadores T', que contiene a los nombrados

anteriormente.

3.1 Pesosy funciones maximales asociadas a una fun-
cién radio critico p

En esta seccion nos ocupamos de maximales y clases de pesos que recientemente han
surgido en conexion con el operador de Schrédinger (ver [5]). Como dijimos, estas clases

se ajustan al contexto general del capitulo anterior para obtener algunas aplicaciones.

Definicién 3.1.1. Llamamos funcién radio critico en R? a cualquier funcién no negativa
y continua p : R? — (0, 00) con la propiedad que existen constantes c,, Ny > 1 tales que
_No o

o) (1422 <) < pt) (14 22 (3.1

p(x) plx)

para todo par z,y € R%

Ademsas, una bola B(z,r) C R? serd llamada critica si r = p(x).

Observacion 3.1.2. Resulta necesario observar que en la expresion (3.1.1) la desigualdad
del lado izquierdo puede deducirse a partir de la del lado derecho (y viceversa). Sin
embargo, por la frecuencia con la que usaremos estas desigualdades preferimos incluir

ambas en la definicion de lo que es una funcion de radio critico.
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No resulta dificil probar que si p es una funcién radio critico, para cualquier 5 € R, la
funcién definida por p = p también lo es, con constantes Ny y ¢; = max{1, 8}"c, donde
Ny y ¢, son las constantes asociadas a p. Mdas atin, si 5 < 1, es claro que las constantes
de p y p coinciden.

La estimacion implica que si ¢ > 0y x,y € 0B, para alguna bola critica B,

entonces

p(x) < Coply), (3.1.2)

2No+NZ

donde Cy = (1 4 0) MoFT
En [18] los autores obtienen que (3.1.1)) determina la siguiente descomposicién de R?
por bolas criticas. Si bien, ellos lo hacen cuando p proviene de un potencial V' asociado
a un operador de Schrédinger £ = —A + V| la herramienta que utilizan para probar tal

resultado no es mas que la desigualdad (3.1.1]), méas precisamente (3.1.2)). Esta descom-

posicién serd una valiosa y 1util herramienta a lo largo de este trabajo.

Proposicién 3.1.3 (Ver [18]). Eziste una sucesion de puntos x;, j > 1, en R?, tal que

la familia de bolas criticas Q; = B(xj, p(x;)), j > 1, satisface
II) Para todo o > 1 existen constantes C' y Ny tales que, Zj XoQ, < Cohr,
Siguiendo [5] vamos a considerar una clase de pesos locales asociados a p.

Definicién 3.1.4. Dado 1 < p < oo se define la clase Az’loc, como el conjunto de pesos

1/p L\ P
() ()" scm
B B

para toda bola B = B(z,r), con r < p(z).

w que satisfacen

Definicién 3.1.5. La clase A”'°° est4 definida como aquellos pesos w que satisfacen

1
— < (Ci 1.
|B‘/Bw_01%fw, (3.1.3)

para toda bola B = B(x,r), con r < p(x), donde el infimo debe entenderse como el infimo

esencial con respecto a la medida de Lebesgue.
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Denotaremos ademds A21°¢ = U5, AzJOC,

Recordamos una propiedad importante de estas clases cuya prueba se puede encontrar

en [5] (ver Corolario 1 allf).
Proposicién 3.1.6. Sean 1 <p < oo y > 1. Entonces
Joc __ APBp,loc
APOC = APOC (3.1.4)

Dada una funcién radio critico p, vamos a definir un operador maximal asociado
naturalmente a las clases de pesos Az’lo".

Algunas de las siguientes definiciones requeriran considerar la familia de bolas
B,={B(z,7): z€ R% r < p(2)}. (3.1.5)

Definicién 3.1.7. Dada f € L] _(R?) definimos el operador maximal p-local del siguiente

loc

modo

oc o L
Mese) = s sl

xeBeB,

En concordancia con lo afirmado anteriormente, el siguiente teorema relaciona de for-
ma univoca la maximal M ;‘)C y los pesos Agvloc. Una prueba del mismo puede encontrarse
en [5].

Teorema 3.1.8. Un peso w pertenece a Agloc, 1 <p<oo, siysolo si M;OC es acotada

en LP(w). Ademds, siw pertenece a AP, el operador M})OC es de tipo débil (1,1).

Observacion 3.1.9. Antes de continuar, queremos senalar que dada una funcién radio
critico p, el teorema anterior asegura que la familia B, definida en (3.1.5) es, en efecto,
una base de Muckenhoupt, en el sentido definido en la Seccién y el resultado de

extrapolacion del Teorema es valido en este contexto .

Anélogamente al caso clasico se definen también las clases AZ?}IOC.

Definicién 3.1.10. Dados 1 < p,q < oo se define la clase Ag:}fc , como el conjunto de

1/p' 1/q
(o) ) somes
B B

para toda bola B = B(x,r), con r < p(z).

pesos w que satisfacen
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p,loc

loc o3 £ N
siysolosiw™ € Al—i—p’/q y

Como en el caso cldsico es facil comprobar que w € A7

w € AZ’;}OC si y solo si wP € AZ’IOC. Por otra parte, en asociacion a estos pesos tenemos la

siguiente funcién maximal.

Definicién 3.1.11. Dada f € L. _(R%) vy 0 < a < d definimos el operador maximal

loc

fraccionario p-local del siguiente modo

1
loc,a _
M sa@) = sw e [ 1)

x€EBEB,

Proposicién 3.1.12. Sea 0 < a < d. Entonces

1AL f wl| e < CLf e ey (3.1.6)

. ) . a— Jloc
si y sdlo siw es tal que w¥@=d € APC,

Demostracion. La prueba es la usual en estos casos y sélo es incluida aqui en afan de
completitud.

Sea z € R? y una bola B = B(xg,r) con r < p(zy) que lo contiene. Consideremos
ademéds f € L\ (R%) y un peso w tal que w¥(@~49 ¢ A’f’loc. A partir de la desigualdad de

loc

Holder con exponente d/« y la condicién sobre el peso se sigue

/B )| dy = / F@lw)w (y) dy

< (/B )| w(y) ¥ dy) a/d(/Bw(y)d/(ad) dy) e

< LB ] oo sy inf ™.

Teniendo en cuenta la desigualdad anterior se sigue (3.1.6)).
Reciprocamente, tomando f = yp(w? @ con r < p(z) en (3.1.6), se llega facil-
mente a que w® (@4 ¢ APV

]

A partir del resultado anterior y del Teorema [2.1.16 para la familia cuyo tnico ope-

rador es MySS |y .F = (M3 f,|f]), obtenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.13. Sea 0 < a < d. Un peso w pertenece a Ag:};’c, l<p<dfa, 1/q =

1/p —a/d siy sdlo si M)>>* es acotada de LP(w?) en LI(w?).

Vamos ahora a presentar unas clases de pesos (no locales) asociados a la funcién radio

critico p, las cuales fueron introducida en [5] en conexién con el semigrupo generado por

L.

Definicién 3.1.14. Dado p > 1 y 6 > 0 las clases AZ"’ se definen como el conjunto de

(/Bw> 1/p</Bw_p11>1/P’ < C|B| (1 + p(;)y, (3.1.7)

para toda bola B = B(x,r).

pesos w tales que

El infimo de las constantes en (3.1.7) serd denotado mediante (w), .

Definicién 3.1.15. Dado 6 > 0 la clase A’f’e estd definida como aquellos pesos w que

satisfacen

1 r\’,
E/BwSC(l—i-m) 1%fw, (3.1.8)

para toda bola B = B(x,r), donde el infimo debe ser entendido como un infimo esencial

con respecto a la medida de Lebesgue.

Como antes, para este caso, el infimo de las constantes en serd denotado me-
diante (w)1,. Usaremos la notacion A% = Uy A% p > 1y A2 = Uy AP,

Claramente, las clases Agﬁ son crecientes con 6, y para ¢ = 0 coinciden con las clases
usuales de Muckenhoupt A,. Més atn, la inclusién es propia. Tomemos por ejemplo, p = 1
y w(z) = 1+ |z|?. Ahora, para 3 > d(p — 1), el peso w pertenece a AP, pero no a A,

loc

No resulta dificil verificar que si p > 1, entonces A C AL°°. Ahora presentaremos

algunas propiedades de las clases Af.
Proposiciéon 3.1.16. Sean 1 < p < ¢ < o0.

(1) Siw € Ab, entonces w € AL,
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(1) Siw € Af, entonces w' P € AL
(i11) Si wy,wy € A?, entonces wyw, * € AP,
(1v) Siw € A}, entonces existe v > 1 tal que w? € Af.

Demostracion. Las propiedades (|f) y son elementales y se prueban de la misma ma-
nera como se procede para las clases de Muckenhoupt. Con el fin de probar , consi-
deremos zy € R, r > 0 y denotemos B = B(zg,r). Como w;,w, € Af, existe § > 0 tal

que

0
r
ety

para i = 1,2. Asi

wilz) ™! < supwi(e) ! = (infuy(x) ' < c(wr](g?)l@ = )9.

B

Entonces, tenemos

1/p L 1/p
(/wlw;_p) (/(wlw;_p)pl)
B B

< Cun(B)YPuwy(B)-7)/7| B|#=/p (1 N

r ) (p—1)0/p

plo) (3.1.9)

r >9/(p—1)p’

% w2(3)1/p’w1(3>1/(17p)p"Byl/(pfl)p/ (1 + p(x )
0

=1+ p<;o>)9'B"

Finalmente, la prueba de la propiedad se encuentra contenida en el Lema 3

de [7]. O

Observacion 3.1.17. Vale la pena mencionar que existe un control preciso de las constantes
en las propiedades y (1) en la Proposiciéon |3.1.16, En efecto, se sigue facilmante a

partir de la definicién de las clases que (w'™"), g = (w),q. Con respecto a (IiI), se sigue
de BLI) que (wiwy ")pp < (wi)10(w2)10-

Vamos ahora a definir operadores maximales adecuados para las clases Af.
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Definicién 3.1.18. Dado § > 0y f € Li _ el operador maximal Mpa viene definido como

loc

r

—0
0 — 1 d
Mpf(w) = sup (”mm) |B<xo7r>|/3(xo,r> )] dy

Si para cada 8 > 0 denotamos M/f = Tp, veremos en el siguiente teorema que Af
coincide con las clases U, de la Seccién , para cada 1 < p < oco. Sin embargo, puede
no ser cierto que para un 6 fijo las clases Ug asociadas con Mg coincidan con Ag’e.

Por otra parte, es facil verificar que A’l”e = U!. En efecto, si x es un punto de Lebesgue
de w tenemos que infgw < w(x) y si vale, tomando supremo sobre todas las bolas
que contienen a z llegamos a Mgw(w) < Cw(z). Reciprocamente, si w € UY, entonces
para cualquier bola B = B(x,r), la desigualdad (1+r/p(x0))_9% < Miw(z) < Cuw(x)

vale en casi todo punto x de B, lo cual implica (3.1.8]).

Teorema 3.1.19. Sea 1 < p < co. Un peso w pertenece a Ab si y sdlo si existe 0 > 0 tal

que M) es acotada en LP(w).

Demostracion. Comencemos suponiendo que para un peso w existen constantes 6 > 0y

C tales que
/Rd | M flPw < C/]Rd | f|Pw, (3.1.10)
para toda f en LP(w).
Sea B = B(z,r) para algin x € R y r > 0, y tomemos f = (w + €)~/®~Vyp, para
e > 0. De este modo, f pertenece a LP(w). Teniendo en cuenta la definicién de Mg, y

(3.1.10f), tenemos

(4560 "o () e Lames v

Por lo tanto, tomando limite cuando € tiende a cero, obtenemos que w € Az’a.

Por otra parte, supongamos ahora que w € Af. Entonces existen 6 > 0y C' tales que

w w T p71§C|B|p 1+ —— Hp, (3.1.11)
/B /B p(x)

para toda bola B = B(x,r).
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Para obtener la acotacion, sera suficiente considerar la version centrada del operador

M;j definida mediante

~ B r - 1 )
M () = sup <1 * p(sc)) Bla.r)] /B(x,m 1o 7€ Lo

Puede verse sin dificultad que M7 f(r) ~ Mgf(x). Por una parte, es claro que Mgf(x) <

M7 f(x); mientras que a partir de (3.1.1)) se sigue que M7 f(x) < CMg/(NO+1)f(l'), con
¢ = 2%(2¢,)7/ Mo+ En efecto, si ¥ € R? y x € B(wg, ), a partir de la desigualdad (3.1.1)

obtenemos
2r r |z — 20 ) No
1+ —<1+4+2¢ —(1+—
p(x) ? p(xo) p(zo)
r r No
<1+ 2c (1 + )
pp(xo) P(xo)
r No+1
< 2¢, (1 + >
p(wo)
Luego,

r -7 1
(1 * p<x0>) Bleo.r) /Bm,?«) 1

o —o/(No+1)
< (2Cp)‘7/(N0+1) (1 + ))

1 /
— TR |/
p(ﬂ? ’B(l‘o, 7“)’ B(zo,r)
) —o/(No+1) 1
<2 (1455

< Qd(Qcp)U/(No-l—l)Mg/(No-i-l)f(l-)_

B o /]
‘B($’ 2T)| B(x,2r)

A partir de la ultima estimacién, se sigue lo afirmado.
Sea ahora o > 0 el cual serd determinado mas adelante. Observemos que si f € LP(w),

tenemos que
M¢ f(x) < M2, f(x) + MS, f (),

donde
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Por lo tanto, debemos verificar que tanto M7, como M, son acotados en LP(w).

Como para todo o > 0y x € RY, M7, f(x) < My f(z) y Ab C A%, la acotacién de
M7, se sigue a partir de la acotacion de M;OC para los pesos Az’loc (ver Teorema .

Con el fin de acotar M, consideremos el cubrimiento {Qy }x>1 provisto por la Propo-

sicién Ahora para x € Q llamamos R; = {r : 277 !p(x) < r < 27p(x)}, y entonces

usando (3.1.1)) tenemos

Mo f(x) = sup sup ( - )_UlB(l i

Jj>1 reR; x 7”)’ B(z,r)

< C’sup / (3.1.12)
j>1 ;pQJp
< C’sup

i>1 plx /

Finalmente, de (3.1.11)), obtenemos

| gapre <> / M fPw

k>1

CZ 2 j(o+d)p |f|
coguin ()
k>1 121 par)® j Qr

2—J j(o+d)p
<C sup ————

;pl p(ay) ( cJQk‘f‘pw)

p—1
y (/ -y 1)) (/ w)
¢ Qk cjQk
<C sup 21’(09)10(/ \f|pw>
Zl j=1 ¢ Qg

con ¢; = 29(c,2MN0 +1).

k>
<0y 270w (Z |f|pw)
j>1 k>1 V¢
< C(Z 2—j(0p—9p—N1)> / |f|pw,
j>1 R

donde la ultima serie converge tomando o > 6 4+ N;/p. Aqui N es la constante que

aparece en la Proposicion [3.1.3
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Observacion 3.1.20. Observar que hemos probado las inclusiones Ug C Ag’e C Uy para

o> (No+1)(0+ N1 /p). Ademas, siguiendo las constantes en el Teorema |3.1.19| tenemos

Clwlpe < (W)po < W0,
para o > (Ny + 1)(0 + N1 /p), y C > 0 independiente de w.

Proposicién 3.1.21. Las clases U,, 1 < p < o0, asociadas a {Mg}9>0 satisfacen ,

@ Yy 1@ de la Seccion .

Demostracion. Como Ab = U, (ver Teorema (3.1.19)), la propiedad se sigue de () en
la Proposicién [3.1.16

Con el propodsito de verificar , sea l < p<oo,>0ywée Ug. A partir del

Teorema |3.1.19| tenemos w € A§,07 y entonces usando de la Proposicién [3.1.16] obte-

o 0 .. o ’
nemos que w!=? € AZ} . Utilizando nuevamente el Teorema [3.1.19|resulta w! =7 € Ug, con

0 > (No+1)(0+ N1/p') (ver Teorema|3.1.19| para conocer el significado de las constantes

de esta expresion). Notemos que debido a la Observaciones [3.1.17] y [3.1.20 la constan-

te [w! "], ¢ depende de w sélo a través de [w],g. La propiedad puede verificarse
analogamente.

]

Antes de continuar veamos un resultado que nos serda de utilidad posteriormente y

nos habla de la acotacion de Mg para p = 1.

Proposicién 3.1.22. Dado un peso w € A, para 0 suficientemente grande, la funcion

maximal le es de tipo débil (1,1) con respecto a w.

Demostracion. Supongamos que w € A7 para algin o > 0. Sea Qp = B(xy, p(z1)),
k > 1, el cubrimiento de R? provisto por la Proposicién [3.1.3} Siguiendo el Teorema|3.1.19
obtenemos

My f(x) S My“f(z) + My*f(x)

donde

M%2f(z) = sup (1—1— i >_0 ! / /1.
p r>p(x) p(x)) 1B, Ja@r
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it .
°¢ es suficiente acotar

Teniendo en cuenta que M)*° es de tipo débil (1, 1) para w € AP
6,2
M2 f.
Como en (3.1.12) , para x € @y, si denotamos Qi = ¢;Qk, con ¢; = 27(c,2M0 + 1),

tenemos que

M2 f(x) < Csup 2*]'9 1f1 < Z 2z / | flw
’ j21 w(Q})

| k:’ Qi j>1

¢ —j(0—0) - C A
< @ & /Q =

donde en la segunda desigualdad usamos que w € A’. Entonces

w{z € RY: MI?f(z) > A}) <> w({z € Qr: A/w(Qr) > A/C})

k>1

<_Zw“z/ |l
i>1 k>1

<_/ |f|w <Z2 J(9UN1))

j>1
y el resultado se sigue tomando # > o + N7, donde N; es la constante que aparece en la
Proposicién 3.1.3]
O

También en este caso vamos a considerar una familia de pesos con dos parametros y

la maximal asociada a tales pesos.

Definicién 3.1.23. Dados 1 < p,q < ooy 6 > 0 se define la clase Ag’q, como el conjunto

de pesos w que satisfacen

1/p 1/q r 0
(o) () <cmen ()
B B p(x)

para toda bola B = B(x,r). Denotaremos mediante A? = Ug>oA%?

Ademas, para 1 < p < ooy 6 > 0 definimos la clase Ap’ como el conjunto de pesos

w tales que w? € A?? y denotamos AP = UpsoADY
Observacion 3.1.24. No resulta dificil comprobar que w € A siy sélo si w ' A1+p ”

o equivalentemente w? € Al tq/p
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Definicién 3.1.25. Dada f € L] _(R%), 0 < a < dy 6 > 0 definimos

loc

—0
r 1
M f(x) = sup (1 + ) / |f(y)] dy.

A continuacién veremos la acotacion del operador maximal fraccionario recién defini-

do.

Teorema 3.1.26. Sean 0 < a < d, 1 <p<d/ayl/q=1/p—a/d. Un peso w pertenece

a AP siy sdlo si existe 0 > 0 tal que M?* es acotada de LP(w?) en LI(w?).

Demostracién. La prueba sigue los lineamientos de la demostracién del Teorema [3.1.19]
Por tal razon sélo expondremos las diferencias con ese caso. En primer lugar, comenzamos
suponiendo que MJ* es acotada de LP(w?) en L9(w?) y consideramos la funcién f = (w+
e)_p'XB para una bola B = B(x,r). A partir de aqui se procede como en el Teorema
y se concluye que w € Ag:g.

Para ver la otra implicacion, tomamos un peso w € Az’e, para un ¢ > 0. Como antes

»q

serd suficiente considerar la version centrada del operador M7 definida mediante

. r\ ° 1
MO’,a ) = su 1 + / , [ Lloc.
P f(z) T>%) ( p(x)) |B(z, )|t~/ o) |f f 1

A partir de (3.1.1)), se sigue como antes que M7 f(z) < ch(No“Vaf(x), con ¢ = 242
(2¢,)7/ (o),

Sea o > 0 el cual serd determinado después. Para f € LP(w), tenemos que
M7 f(a) < MY f(x) + M7y f(x),

con

ro\ 7 1
M7 f(x) = sup <1 + ) / /1,
o r<pl) p(x)) B, )= I

r\ 7 1
MISf(@) = sup (1+ ) [
P2 r>p(z) p('r) |B($C, T) |1—a/d B(z,r)
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Para todo o > 0y z € R?, resulta M7 f(z) < Mo f(x) y AP C Abe¢, con lo cual

la acotacion del operador M 7 se sigue a partir de la acotacion de M, loca de [P(wP) en

L(w?) para los pesos A2l (ver Teorema [3.1.13)).

En forma totalmente andloga a lo hecho para el Teorema [3.1.19| obtenemos que

M f( ) o 2 jlo+d—a) |f|
sa < Sup—/ ,
i1 plee)= S o,

con ¢; = 29(c, 2™ +1).

Finalmente, teniendo en cuenta que el peso w € A gy q/p > 1, se sigue que

LIRS / (Mg ot

k>1
9—i(ot+d—a)q q
coXap () (] w)
kzzl j=t p(xw(dia)q ¢ Qk k
9—j(o+d—a)q a/p
oS ] )
;_1 ]21 p(xk)(dfa)q Cij
) a/p’
(L) (L)
cjQp ¢ Qk

q/p
< C’Zsup 2_j("_9)q(/ \f\pwp)
j ¢ Qk

k>1 J21
<Y 2o (Z yf|pwp>
j>1 E>1v ¢
. N a/p
<o(Zze)( [ )
j>1 Rd

donde la ultima serie converge tomando o > 6 4+ N;/p. Aqui N; es la constante que

aparece en la Proposicién |3.1.3

]

Observacion 3.1.27. En este caso no se puede proceder usando técnicas de extrapolacion,
pues 1o resulta cierto que dado 6 > 0, || M5 f wl|g < C||f| Lasayaray, para todo peso w
tal que w/ (=4 ¢ A7

En vista de lo probado en el Teorema [3.1.19] la Proposicién y la Observa-
cién [3.1.20, podemos aplicar los resultados de la Seccién al contexto de los pesos

A,
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A continuacién enunciamos varios teoremas: el primero se deduce de los Corola-
rios y 2.1.7 el segundo es consecuencia directa del Teorema [2.1.10 el tercero se
sigue de los Corolarios y y finalmente, el cuarto se obtiene a partir del Teo-
rema 2.1.T0

Teorema 3.1.28. Sean 0 < r < pg < o0 y supongamos que para todo w € AZO/T se

verifica
famu(ds <0 [ g u@ds, (fg) € 7.
Rd Rd

Entonces para todo p > r y todo w € AZ/T se cumple

f(@)Pw(x)dx < C/ g(x)Pw(x)dx, (f,g) € F.
R4 Rd

Ademds, parar < p,y < oo y todo w € AZ/T se cumple
1/ 1/y
[(=#)" ], =l ()
i Lr(w) i

Teorema 3.1.29. Sea s > 1 y supongamos que para todo peso w tal que w' € Al se

, Afig)lic 7.

LP(w)

verifica
f(@)w(z) dr < C / g@yw(e) de,  (f.9) € Z.
]Rd IRd

Entonces, para todo 1 < p < s y todo w tal que w/P) € Aﬁp, con T, = p(j%;), se cumple

f(@)Pw(z) dr < C / g(eyu(z) dz, (f.g) € F.
R4 R4

Teorema 3.1.30. Sea r > 0 y supongamos que para todo w tal que w™" € A} se cumple
| fwlze < Cllgwllr=, (f,9) € Z.
Entonces, para todo p > r y todo peso w € Af/p se verifica
, f@)Pw(z)dr < C’/dg(x)pw(x)dx, (f,g9) € Z.
R R

Ademds, parar < p,y < oo y todo w € AZ/T se cumple

I(=a)7,. =<ell(za)”

. A(fi9i)} C Z.

LP(w)
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Teorema 3.1.31. Sea 1 < r < oo. Supongamos que para todo peso w tal que w™" € A}

se verifica

[fwllze < Cllgllr@r,  (f9) € F

Entonces, para todo par p y q tales que 1 < p <r, 1/p—1/qg=1/r, y todo w € AP, se

cumple

I fllcaws) < Cllgllrry, (f,9) € F

3.2 Espacios de tipo BMO asociados a p

Como en el caso clasico los operadores mas interesantes del analisis asociados a £ no
preservan L>(w) incluso aun en el caso w = 1.

En su lugar ellos aplican L*(w) en un espacio ligeramente més grande. Este espacio
es una version apropiada de BMO, el espacio de John-Nirenberg.

En esta seccion presentamos este espacio, el cual puede ser caracterizado en términos

de un operador maximal sharp adecuado.

Definicién 3.2.1. Dado un peso w definimos el espacio BMO,(w) como el conjunto de

las funciones f en L _(R?) que satisfacen que para alguna constante C,

||XB|ZI|L°° / |f fB| <C, r < p(aj‘)’ (321)
v
% /B Ff1<C r=p) (3.2.2)

para toda bola B = B(z,r) C R%, donde fp = ﬁ It

La norma || f|| gayo,w) en BMO,(w) esta definida como la menor constante que satis-

face (3.2.1) v (3.2.2).

Si tomamos el caso limite p = oo, la definiciéon anterior da una de las versiones con
pesos de los espacios de oscilacion media introducidos por Muckenhoupt y Wheeden en

[33]. También notemos que otra version de estos espacios fue considerados en [3], aunque
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ambas definiciones coinciden siempre que el peso w sea tal que w™! pertenezca a la clase
de Muckenhoupt A;.
Para una funcién localmente integrable definimos una version localizada de la funcion

sharp como sigue.

Definicién 3.2.2. Dada f € L\ _ se define

loc

1
Vi@ = s o L1 = soliy = s sl

xeBeB, x€B=DB(z,p(z)

Como es de esperar, el espacio BMO,(w) puede ser caracterizado por medio del

operador M?.

Lema 3.2.3. Sea w un peso. Si f pertenece a Li (R?), entonces
Sl < 1 saro, < 1Ml

Demostracion. Comencemos probando

£l 30, ) < IME(Fwlze. (3.2.3)

Consideremos B = B(zg,r) con r < p(zo). Entonces, para casi todo punto = en B

tenemos

L — wlr f x
(i1 17 = 7el) < w@)
< IV

En el caso r = p(x), para casi todo punto z en B,

wl\x i f x
@ (g [ 1) < w@rine
< IVl

y asi, tomando supremo en x sobre B, obtenemos (3.2.3]).
Para ver la otra desigualdad, consideremos B = B(xg,7) con r < p(xq). Luego, para

casi todo punto x en B se sigue

(g7 17 fol) < Doxalm (o [ 11 7al)

< [ fllBro,w)-
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Procediendo del mismo modo para los promedios sobre las bolas de la forma B =

B(z, p(z)) obtenemos el resultado deseado.



Capitulo 4

Acotacién de operadores asociados a

p via extrapolacion

El objetivo principal de este capitulo es lograr la acotacién de L>(w) en BMO,(w) y
por extrapolacién de LP(w) en si mismo, de operadores que vienen dados por un nicleo
que puede ser singular, el cual cumple ciertas estimaciones de tamano y suavidad relacio-
nadas con p. Como siempre, nuestro modelo de aproximacién es el contexto del semigrupo
generado por L, pues veremos que existen varios operadores que aparecen en el analisis
asociado a L cuyos nucleos satisfacen estimaciones como las que se presentan aqui. De-
sigualdades en LP sin pesos para tales operadores fueron obtenidas por Shen en [39).

En vista de este objetivo, en la primera seccién vamos a comenzar estableciendo
una desigualdad de tipo Fefferman-Stein la cual serd clave para poder extrapolar una
desigualdad en LP(w) y desigualdades a valores vectoriales a partir de una desigualdad
L>*(w) — BMO,(w), con la ayuda de los resultados del Capitulo

En la Seccién vamos a presentar operadores T cuyos nucleos K satisfacen ciertas
propiedades en términos de p y probaremos que tales operadores son acotados de L*(w)
en BMO,(w) para pesos adecuados en A%° y por consiguiente en LP(w) de acuerdo con
el teorema de extrapolacién que obtendremos en la Seccién (4.1}

Finalmente, en la dltima seccién, aplicaremos los resultados obtenidos en la Seccién [4.2]

a operadores concretos que aparecen en el contexto del operador de Schrodinger cuyos
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nicleos, como probaremos, satisfacen las estimaciones necesarias establecidas con ante-

rioridad.

4.1 Una desigualdad de tipo Fefferman-Stein

La desigualdad clasica de Fefferman-Stein establece una relacién entre las normas con

pesos de la maximal de Hardy-Littlewood y la maximal sharp asociada. Explicitamente

/]Rd |Mg(x)Pw(zx) de < C/]Rd |Mﬁg(l‘)|pw(x) da,

para todo peso w € Ay = Ule A,, siempre que el miembro izquierdo sea finito. Asi,
para g constante, el miembro izquierdo serd infinito y el derecho cero.

En [34] esta desigualdad fue extendida al contexto de espacios de tipo homogéneo,
tanto de medida finita como infinita.

Para probar una desigualdad apropiada en nuestro contexto vamos a usar la validez
de la desigualdad clasica en una bola, por lo que usaremos la versién de medida finita

de [34]. Més precisamente, recurriremos al siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea (2,d, ) un espacio de tipo homogéneo regular en medz’dﬂ y de
medida finita. Sea g € L% una funcion positiva y w € As. Entonces, para todo p,

1 < p < oo, existe una constante C' tal que si [|[Mg| ) < 00, se cumple

| Mgt@)ruta) duta) SCw(Q)< . ; / gdu>p + O [ Mg ula) duta).

(2
Observacion 4.1.2. Aunque no se menciona en [34], en el caso de medida finita, mirando

la prueba es facil observar que no hace falta suponer la finitud del lado izquierdo y el

resultado vale para cualquier funcién integrable g, siempre que || M g||zr(w) < 0.

Cuando el espacio de tipo homogéneo es una bola @ en R?, las definiciones de Mg y

Mé, mirando a ) como un espacio de tipo homogéneo, son las siguientes.

'Recordemos que un e.t.h. (©,d, i) se dice regular en medida si la medida yu es regular, esto significa

que para todo conjunto medible E, dado € > 0, existe un conjunto abierto G tal que F C Gy u(G\FE) < ¢.
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Definicién 4.1.3. Dada una funcién g € L{ (RY) y z € RY,

loc

1
Mgg(x) = sup

r€BEF(Q) |B N Q| BNQ

1
Mg(z) = sup
@ veser) |1BNQ| Jpro

donde F(Q) ={B(y,r) :y € Q,r > 0}.

|9 — gBnql, 7 €Q, (4.1.2)

Las clases de Muckenhoupt correspondientes, las cuales se indican mediante A,(Q),
para p > 1, también se definen mediante promedios en B N Q) para B € F(Q). Vale la
pena notar que para £ = @, se tiene que Mqf(x) ~ Mf(z), x € Q y para f integrable
en Q y f su extensién como cero a todo R<.

En el contexto en el que estamos trabajando, la versién de la desigualdad de Fefferman-
Stein que probaremos involucra la maximal local M, g}f para 0 < B < 1 apropiado, la
maximal sharp M p’j y los pesos A%°¢ definidos anteriormente. La misma extiende un
resultado similar pero en el contexto no pesado establecido en el Lema 2 de [6] y la
prueba se desarrolla mediante la misma técnica.

Antes de presentar tal resultado, definimos una funcién maximal sharp que nos serd de

utilidad en la prueba de la desigualdad descripta.

Definicién 4.1.4. Dada una funcién radio critico p definimos el siguiente operador ma-

ximal para g € LL (RY) y z € R,

loc
.0 1
M g(x) = sup lg — gB|, (4.1.3)
reBeB, |B| B
Es claro que M g(z) < M’g(z) pues
: .0 1
Mgg(x) = M; 7 g(x) + sup e | {9 (y)ldy.
2eB=B(zp(2)) | Bl /i

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 4.1.5. Si 1 < p < co y w € AP, entonces existen constantes 0 < 8 < 1 y

C > 0 independientes de p tales que

| tgsg@putde <c [ M gl

para toda g € Li (R?).

loc
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Demostracién. Vamos a usar la descomposicién {Q%};,, del espacio R? dada por la Pro-
posicion asociada a la funcién radio critico py = p/co, donde ¢y = 4¢,2™0 y tanto c,,
como Ny son los dadas en la Definicién [3.1.1]
Vamos a denotar a = ﬁ = ﬁ, pues ¢,, = ¢, ya que 1/cy < 1y tomamos 5 = a/co.
Siguiendo la prueba del Lema 2 en [0], si () es una bola critica con respecto a py y

x € (@, es facil ver que

M g(a) =M% g(x) < Maglgxag) (@). (4.1.4)

También, si z € 2Q), entonces para alguna constante C,

M;o(gx20)(x) < OMjy g(x). (4.1.5)

Aqui M2ﬁ denota el operador maximal sharp localizado definido en para la funcion
radio critico 2py.

Consecuentemente, si llamamos wy = WXaqy, resulta

/ ‘Mloc ’pw < Z/ ‘ loc ’pwk

Usando la Proposicién es sencillo verificar que si w € A21°¢ Tuego wy, € Ao (2QY),

para todo £ > 1 con una constante independiente de k. Por lo tanto, estamos en con-

diciones de aplicar el Teorema y las desigualdades (4.1.4) y (4.1.5)), para obtener

MggPe <> [ P
/]Rd‘ ﬂp(g>’ _; 2Q2’ 2Q2(9X2Qg)| k

< oz{wk 209 (9200)" + | 2Q0<gx2Qg>||’zp(wk,2Qg)} (4.1.6)

<5 reng ) + |, o)

Como MZ° M #O < Mﬁ’og, y usando el solapamiento acotado debido a la Proposi-

2po

cién [3.1.3], se sigue
0 1p 8.0 ,|P
Ek /2Q2 | My, glPw < /}Rd ( Ek xmg)IMp glPw
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< C/ |ME0g|Pw
]Rd

SC/ \Mﬁg|pw.
Rd

Con el fin de tratar el otro término en el lado derecho de (4.1.6) veamos primero que,

debido a (3.1.1)), tenemos

2Q% C B(w,p(z)) C (co+ 1)@y, (4.1.7)
para todo x € 2Q%. En efecto, sea x € 2Q%. Comencemos probando la primera inclusién.

De (3.1.1)) se deduce

(@) & — |\ 2\ No _ €0
<1+ oo (14 2] <2 =
p(x) p(x) Co 4

Ahora si z € 2QY, entonces
4
|z =2l < o —anl + |z — 2l < —plzy) < pl2),
0

y asi 2Q C B(z, p(x)).
Por otra parte, usando nuevamente (3.1.1]), obtenemos para x € 2Q9

[0] 0
T —T No+1 2 No+1
p(x) < c,p(wy) (1 +! p(xk)k|> < ¢pp(@i) (1 + c_()) < 2% p(ay).

Para z € B(z, p(x)), tenemos

2 2
2 = el < |2 — ol + |z — wl < p(a) + —plan) < (2% + C—)pm) < (o + Dp(a).
0 0

Por lo tanto, se sigue B(z, p(z)) C (co + 1)Q5.

De las inclusiones en (4.1.7)) y la Proposicion resulta
0 1 '
w(2Q )( / \g(y)!dy)
Z : |2Q2’ 2QY

<y [ v [ o)

<c [ wo(oaw [ " |g<y>|dy)pdx

<C /R Mg P ()
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Como una consecuencia del Teorema m y el hecho que para toda g € Li (RY) y

loc

£ >0, se cumple g < M é‘fg en casi todo punto, se deduce el siguiente corolario.

1

ocs ENtonces existe una

Corolario 4.1.6. Sea 1 < p < co yw € A%°¢. Si g pertenece a L

constante C' tal que

/ g(x)[Pw(z)de < C / | Mig(z)[Pw(z)da.
R4 Rd

En vista de los resultados de la Seccién [3.1], podemos reformular la extrapolacién en el
punto extremo p = oo para incluir el caso de operadores que estdan acotados de L™ (w) en
BMO,(w) o de L¥*(w¥*) en BMO,(w) para ciertos pesos w. Los resultados obtenidos

son los siguientes.

Teorema 4.1.7. Sea v > 1 y T un operador acotado de L>(w) en BMO,(w) para
cualquier w tal que w™" € A{ con constante dependiendo de w sdlo a través de (w™")1 g
siempre que w~ € AT’G. Entonces T' es acotado en LP(w) para todo r < p < oo y todo

w e AZ/T. Ademds,

()"

vale para r < p,vy < 00, y todo w € A

, {fitien € L7, (w), (4.1.8)

LP(w)

1/~
< CH(ZMP)
Lr (w) i

P
p/r°

Demostracion. Por la hipotesis en T' y el Lema tenemos
IMAT fw|| e < C|lfw] ree,

para todo peso w tal que w™" € Af. Debido al Teorema [3.1.30| llegamos a la conclusién
que Mﬁ oT es acotado en LP(w) siempre que 7 < p < o0 y w € Ag/r. Por lo tanto,
la acotacién de T se sigue del Corolario [4.1.6, Finalmente, las desigualdades a valores

vectoriales también son consecuencia del Teorema [3.1.301

]

Teorema 4.1.8. Sean 0 < o < d y T un operador acotado de LY*(w¥®) en BMO,,(w)
para todo peso w tal que w=¥ (4= ¢ AL con constante dependiendo de w sdlo a través de
(w=¥@=)), 4 siempre que w=¥ @) ¢ A’ Entonces T es acotado de LP(wP) en L*(w®)

para todo par p y s tales que 1 <p < d/a y1/p—1/s=a/d y todo w € AL .
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Demostracion. Teniendo en cuenta hipétesis en Ty el Lema tenemos
IMAT fw|ree < Cllfllzogur),

para todo peso w tal que w~%(@=®) ¢ A? Aplicando el Teorema [3.1.31| con r = d/a se

sigue que para todo par py stal que 1 <p <d/ay1l/p—1/s=a/dy todo w € AP

||(M£ o T)fl Ls(ws) < CHfHLP(wP)‘

p

Ls/p Y €1 particular w® € A%1°°; en vista del

)
o0

Luego, como w € Al ; entonces w® € A

Corolario [4.1.6[ se sigue la tesis.

4.2 Integrales Singularesy Fraccionarias asociadas a p

Teniendo en cuenta el dltimo resultado es posible probar la acotacién de ciertos ope-
radores en LP(w) para 1 < p < 0o, a partir de conocer una estimacién L*-BMO, con
pesos para tales operadores.

En [39], Shen prueba la acotacién LP(RY) para varios operadores integrales singulares
relacionados al contexto Schrodinger. Tales operadores tienen nicleos cuyos tamanos
estan controlados por la funcion radio critico asociada a L. Estos también satisfacen
alguna condicién de suavidad puntual o integral. Cabe senalar que a veces tales operadores
son acotados solo para p > py con py > 1.

Con esto en mente, en esta seccién vamos a considerar ciertas familias de integrales
singulares o fraccionarias asociadas a p, que, como veremos, sus propiedades nos permi-

tirdn ponernos en las hipétesis del Teorema [4.1.7]

Definicién 4.2.1. Dada una funcion radio critico p y 0 < o < d diremos que el niicleo

K pertenece a S(p, 00, ) si satisface las dos condiciones siguientes:

(1) Para cada N > 0 existe Cy tal que

Cn e —y\ 7"
K (z,y)| < p—— <1+ e ) : (4.2.1)

para todo par z,y € R.
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(11) Existen constantes C'y A > 0 tales que

|z — o)

K (z,y) — K(zo,y)| < CW,

(4.2.2)

para todo z,y € R?, siempre que |z — xq| < @
En esta clase, hemos anadido un parametro adicional o con el propdsito de incluir

también integrales fraccionarias.
Observacion 4.2.2. Es preciso senalar que la condicién (I) puede ser planteada equiva-

lentemente en términos de p(y). En efecto, teniendo en cuenta de relacién (3.1.1]) puede

verse que

|z — ul . |z — ul No+1
e ) (423)

para todo z,u € RY.

Definicién 4.2.3. Dada una funcién radio critico p y 1 < s < oo diremos que el niicleo

K pertenece a S(p, s) si el mismo satisface las dos condiciones siguientes:

(1) Para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

/s , R\
(/ IK(:v,y)Isdy) < CyR™* (1 + ) : (4.2.4)
R<|y—z0|<2R p(l'g)

para todo x € B = B(xg,7),y R > 2r.

(11) Existe una constante C' tal que
1/s
S ([ K - Kapby) e @29
=1 2k+1B\2k B

para toda bola B = B(xg,r) con r < p(zg) y todo z € B.

Ahora estamos en condiciones de probar la acotacién de L*(w) en BMO,(w) de

operadores con nicleos en S(p, 00,0) o0 S(p, s).

Proposicién 4.2.4. Sea T un operador de tipo débil (1,d/(d — «)) cuyo nicleo K per-
tenece a S(p,00,a) con 0 < o < d. Entonces, T es acotado de L¥*(w?®) en BMO,(w)

para todo peso w tal que w=¥@=) ¢ Af,
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Mds aiin, si T es acotado en LP(RY) para todo p > 1 y K pertenece a S(p,c,0),

entonces T es acotado de L>(w) en BMO,(w) para todo peso w tal que w=' € Al

Demostracion. Sean B = B(xo,7) y B = B(x, p(a,)) con zg € Ry r < p(x). Escribi-
mos f = fi+ fa+ fz, con fi = fxopy f3 = fX(gB)c-

Sea 0 < a < d. Comencemos estimando uniformemente |T f3(z)| para z € B. Cuando
z € Beye (2B) se sigue que |z —y| ~ |zg — y| y ademés p(z) < Cp(x,). Designemos
con B, = 2¥B. Luego, a partir de , la desigualdad Holder con exponente d/a y

d
considerando # tal que w™ @« € A’f’e, obtenemos

|f(y)] 2o —y\
The<c [ —<1+—) dy

apye [To — y[?™

> IO(IO) (2B)° y|d—oc+N Y

g@mwg%mm;wwéwmmw

k>1
1 1 2/(d (d—a)/d
< CwaHLd/a Z%—N(W i w(y)_ /( —a)dy)
E>1 k+1| J Bgg1

> (1 + 2k+lp(ﬂco))9(1_d)

<WWMWZH o)

k=1 10X By e

||waLd/a 22 (N-6(1-2))

“oxslli =

< ofellpe

lwxslLe’
donde la ultima desigualdad se sigue considerando N suficientemente grande.

Vamos a estimar ahora |T fo(x) — c¢g|, donde cg = T fo(x) y © € B. Designemos con
ko = sup{k : 2"r < 2p(x¢)} y lamemos By = 2% B(xq,r). Como |x—x0\ < ly—x0|/2 para
todo x € B ey € (2B)°, usamos la suavidad del nicleo dada por y como antes, la
desigualdad Holder con exponente d/a y que el peso w satisface que wTE € A’l”e para
algtin 6 > 0. Luego,

wmw—m$/~|mmmmw—K@wm

2B\2B
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Bep |0 — y|metA

ko
1
SCT’\ZW/B |f(y)|dy

k>1
ko

1 1 e (d—a)/d
< C||fw||Ld/aZW( w(y) ady)

k>1 ’Bk+1| Bk+1

ko Y k41 0(1-%)
2 kT iy d
< Clfulln Y (1 T )

kZl wXBk+1 HLOO

<C ||fw||Ld/a 9—kX
loxall~ &

< ol
lwx sl
donde hemos utilizado el hecho que (1 + 2k+1r/p(aso))g < 57 para todo k < ky y 6 > 0.

Supongamos ahora que « > 0. El tipo débil (1,d/(d — «)) de T y la desigualdad de

Kolmogorov (ver [24]) implican,

g1, it < P [ o= g [
Bl Sy =B Ly T T By O

Luego, a partir de la desigualdad de Hélder con exponente d/a y el hecho que w=%(4=2) ¢

Al se sigue

1 1 1-a/d
— [ ITHW)|dy < C|lfw|pae| == [ wly) ¥ @dy
Bl Js 2B] Jus

[ fwll o

<C .
|wx Bl Lo

lo cual concluye el caso a > 0.

Consideremos ahora el caso o = 0. Como w™! € A’f’e, para algin 6 > 0, de acuerdo
con de la Proposicion |3.1.16| se sabe que existe v > 1 tal que w™" € Af’e. Ademas,
a partir de la desigualdad de Holder’s con exponente v y considerando que 1" es acotado

en L7, se tiene
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g Ll < (o [ !Tfl(x)\”dw)w
< c(ﬁ | rf<x>wdx) "

1 1/’7
SCWWWGﬁﬂ&w@ﬂm>
0/~
colue (1, )

~ [wxesllze (o)
< o lfwl
lwxs|| L~

Finalmente, observemos que tanto para T f; como para T f3 hemos estimado los pro-
medios en B(zy,7) para r < p(zg), lo cual implica la acotacién de la oscilacién. Para T f,
hemos estimado la oscilacién solamente, pero cuando r = p(xg) es fo = 0 y la proposicién

queda probada.

Proposicién 4.2.5. Sea 1 < s < 0o y T un operador acotado de L* en L*>° con nicleo
K perteneciente a S(p,s). Entonces, T es acotado de L>®(w) en BMO,(w) para todo

peso w tal que w—* € Al.

Demostracion. Sea w tal que w* € A?? para algin 0 > 0. Sea 2o € R? y B = B(xo,r)

con v < p(xg) y B = B(xg, p(xg)). Escribimos f = f1 + fo + f3, con fi = fxep vy
fz = fX(2 B)e- Comenzamos estimando el promedio ﬁ f 5 |T fi|dx; usando la desigualdad

de Kolmogorov y la hipétesis en w obtenemos

1 BIL-1/¢ O\
5/ Th(@)de < BT '|B, ( /QBmx)\Sd:c)

1 ) 1/s
< O fwl| g (@ /ZBw(x)_S dx)
0/s

lwxap|| Lo p(o) [wx sl
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Ahora, para = € B, estimaremos |T'f3(x)|. Denotando By = 2B, k > 1, y conside-

rando que w™* € A1 , se sigue

||fXBk+1| Lo < ||fw||L°°||7JU_1XBMrl L

’o~ ’ w oo
< C(1+ 20 | By [V HJ; “L||L
Bjyy HL%

< Czk(9+d)/s’p(xo)d/sf [ fwl| e ‘
lwx sl re

Ahora usamos (4.2.4) para obtener,
Th@IEY [ K@l @l

k>1 k+1\Bk

1/s 1/s'
<>(/ |K<x,y>|8dy) ([ 1)
;( Bip1\Bi Bii1

1/s
||fw||L°° ok(0+d)/s d/s K s /
> Kz y)ldy
|wXB||L°° Biy1\Bs

k>1

||fw||L°° 22 (N— 0

Toxalli~ 2=
donde la ultima serie converge tomando N suficientemente grande.

Finalmente, vamos a estimar |Tfy(x) — cp|, con cg = T fo(zg). Sea By = 2B y
ko = max{k : 251 < 2p(x0)}. Vamos a usar nuevamente que w=* € A?’ para deducir

que para todo k < ky,

||fXBk+1| Ls S ||fw||L°°”w_1XBk+1| L
ok+1,.\ 0/¢' , wlls e
< C(l + ) |Bk+1|1/s Hf HL
p($0) ”wXBk-HHLOO
C(Zk )d/s ||fw||L°°
lwxsl|re

La ultima desigualdad junto con (4.2.5]) implican

T folx) — 5] < / @I y) — K(zoy)|dy

2B\2B
ko 1/s 1/s
([ - Keonba) ([ 1)
k—1 Br41\Bxk Bra1
1wz = ok s o\
< Ce—— ) (2) |K (2, y) — K(z0,y)[*dy
[wxs |l Lo 1 Biy1\By
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[ fwllzee

<(C .
|lwx Bl Lo

Como antes, hemos estimado los promedios para T'f; v T'f3, y la oscilacion para T fs;

pero como para r = p(xg) es fo =0, la acotacién en BMO,(w) queda probada.

4.3 Algunas aplicaciones al contexto del operador de
Schrodinger

En esta seccién vamos a considerar un operador de Schrodinger en R¢ con d > 3,
L=—-A+YV,

donde V' > 0, es un potencial en las condiciones establecidas en el Capitulo [I} es decir,
es no nulo y pertenece a RH, para algin ¢ > d/2. Sabemos que asociado al potencial V'

existe una funcién auxiliar p definida para z € R? como

1
p(:z:):sup{r>0:W/ Vgl}.
r B(z,r)
Ademas, de acuerdo a [39, Lemma 1.4], si V' € RH,, la funcién p verifica (3.1.1)), es

decir, es una funcién radio critico.
En vista de esto, vamos a presentar algunas aplicaciones de los resultados obtenidos
en las secciones previas a ciertos operadores que aparecen en el analisis de —A + V.
Vamos a comenzar aplicando la Proposicién y la Proposicién [4.2.5] para algunos

operadores asociados a £ que fueron considerados en [39] para el caso sin pesos.

Teorema 4.3.1. Si V € RH, con q > d, entonces los operadores (—A + V)~12y,
V(=A+V)™Y2 4y V(=A+ V)V son acotados de L=(w) en BMO,(w) para todo peso

w tal que wt € AL,

Demostracion. De acuerdo con el Teoremall.3.1|estos son operadores de Calderén-Zygmund.
Mas atin, sus ntcleos satisfacen (4.2.1)) con av = 0 (ver la estimacion (6.5) dada en [39]) .

Por lo tanto, el resultado se sigue directamente de la Proposicién [4.2.4] O
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Observacion 4.3.2. Es relevante notar que, no obstante el operador V(—A + V)71V es la
composicién de los otros dos, no se puede deducir su estimacién L*(w)-BMO,(w) de la

de aquellos.

Teorema 4.3.3. Si V € RH, con q > d/2, entonces el operador (—A + V) es acotado

de L*>(w) en BMO,(w) para todo peso w tal que w' € Al.

Demostracion. Como en la prueba del Teorema |4.3.1] el resultado se sigue directamente
de la Proposicién [£.2.4] donde las hipétesis se satisfacen debido al Teorema [I.3.2] y la
estimacién (4.3) en [39)].

]

Teorema 4.3.4. Si V € RH, con q > d/2, entonces los operadores (—A + V)~1/2V1/2)
(=A+ V)WV y (=A+V)"V2V son acotados de L>(w) en BMO,(w) para todo peso w

tal que w=* € AL, con s =2q, s=q y1/s =1/q—1/d cuando q < d, respectivamente.

Demostracion. Denotando Ty = (—A + V) V2VY2 Ty = (A + V) Wy Ty = (A +
V)~Y/2V, vamos a aplicar la Proposicién a cada T}, 7 = 1,2,3. De acuerdo con el
Teorema los operadores Ty, Ty v Ty son acotados en LP(R?) para p > (2q), p > ¢
y p > s, con s tal que 1/s = 1/q — 1/d respectivamente. De modo que resta demostrar
que los niicleos de T, j = 1,2, 3, estan en S(p, s;) con s1 =2¢q, ss =qy 1/s3 =1/q¢—1/d
cuando ¢ < d.

La prueba de que los nicleos de T}, 7 = 1,2, 3 satisfacen la condicién (4.2.5)) estd con-
tenida en la prueba del Teorema 1 en [26].

Comencemos por verificar la condicién (4.2.4]) para el nicleo de T5. De acuerdo a lo

probado en [39] (ver pag 538) se sabe que para todo N > 0, existe C' > 0 tal que,

\x—y\)‘N 1 ( 1 / V(z) )
Ko,y §0(1+ . IO
K@, )l 0@ ) e \Jr—al oy 7 =2t

Sean 2o € R? y » > 0. Tomemos = € B(xg,7) y R > 2r. De este modo si y €

B(zo,2R) \ B(xo, R), tenemos que |x — y| =~ |x — x¢| = R, con lo cual en vista de (4.2.3)
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se sigue

—N/(No+1)
T — T 1 1
Ky(a,y)| < C (1 n 0') (| ; h(XB(mo,:aR)V)(y))

p(xo) |z — @0t \ |2 —

Por lo tanto,

1/s3
(/ IKg(x,y)ISde>
R<|y—=z0|<2R

» R —N/(No+1) /4
s (1 ) (F+ 1CsmVll )

donde I; es la integral fraccionaria (clasica) de orden 1. A partir de la acotacién de I, el

hecho que V € RH, y la férmula (1.2.2) (ver Lema [1.2.2)) se sigue

1/s3 1/q
( / |fl<xB<x0,3R>V><y>|83dy) < o( / |v<y>|qdy)
R4 B(z0,3R)

<crR [ Vil
B(z0,3R)

7
< CRYa2 (1+ a ) .
,0(170)

Luego, teniendo en cuenta que d/s3 —1=d/q—2y d/sy =d—d/q+ 1, obtenemos

1/83
( / rK?,(x,yWde)
R<|y—wo|<2R

—(N/(No+1)—p)
5 led (1 + > (Rd/3371 _'_Rd/q72)
p(o)
R —(N/(No+1)—p)
SRS (1 + ) ,
p(@o)

lo cual finaliza la prueba siendo N arbitrario.
Por lo tanto, solamente resta verificar la condicién (4.2.4)) para los ntcleos de T y T5.
Sean g € R? y 7 > 0. Tomemos = € B(xg,r) y R > 2r. A partir de los Lemas 2 y 3 en

[26], para cada N > 0, existe C' > 0 tal que, para j = 1,2,

’x_y’)_N 1 /2
Ki(z,y §C<1+ -V (y)I/
‘ ]( )’ p(l’) ‘x_y‘d,j ( )

De este modo si y € B(xg,2R) \ B(zg, R), tenemos que |z — y| ~ |r — x¢| ~ R, con lo
cual teniendo en cuenta (4.2.3) y que V' € RH, se sigue
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. i/ (2q)
(/ K oy
R<|y—zo|<2R
. —2gN/j Vv q 3/(2q)
/ (14 =) W,
R<|z—x0|<2R p() |z — a0|(@7)24/5

R —N/(No+1) 4 3/(29)
< (1+ ) —_— (/ Viy)id )
< p(x0) R\ J B 2R) (v)*dy
R

R\ NV/Wotl) pjdjag /2
1+ ) : ( / V(y dy)
p(xo) Rd=i B(z0,2R) )

R\ OV (No+1) = /2)
( P(ﬂfo))
donde en la ultima desigualdad hemos usado el Lema m y que —d/s; =d(j/2q —1).

b

Siendo N arbitrario, se sigue la prueba.

O

Como una consecuencia del Teorema [4.1.7y los teoremas anteriores se obtienen los

siguientes resultados.

Teorema 4.3.5. Si V. € RH, con q > d, entonces los operadores (—A + V)~12v,
V(-=A+V) Y2 yV(-=A+V)7V estin acotados en LP(w), para 1 < p < oo y para todo
peso w € Ab. Mds atn, ellos satisfacen la desigualdad a valores vectoriales (4.1.8) con

1 <y <oo.

Teorema 4.3.6. SiV € RH, con q > d/2, entonces el operador (—A+V)" estd acotado

en LP(w), para 1 < p < oo y para todo peso w € Ab. Mds ain, se satisface la desigualdad

a valores vectoriales (4.1.8)) con 1 < v < oo.

Teorema 4.3.7. Si V € RH, con q > d/2, entonces los operadores (—A + V)~1/2V1/2)
(—A + V)W y (=A +V)7Y2V estin acotados en LP(w), para s' < p < 0o y para todo
peso w € Ag/s,, cons=2q,s=qyl/s=1/q—1/d cuando q < d, respectivamente. Mdas

atn, ellos satisfacen la desigualdad a valores vectoriales (4.1.8]) con s' < v < o0.

Vamos a terminar esta seccion con un resultado que prueba la acotacion de la integral

fraccionaria asociada a L.
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Recordemos que dado 0 < aw < dy f € LP(RY), p > 1, la integral fraccionaria asociada

a L estd definida como

0 d
Lfe) = £ = [ et S = [ Kawrw)dy
0 R
donde
e d
Ko(e,y) = / T(ey) 1 . (43.1)

y e £t > 0, es el semigrupo del calor asociado a £ . Se sabe (ver Proposiciones y
1.1.5) que si V € RH,, ¢ > d/2, entonces para cualquier N > 0 existe una constante C

tal que

o (1 PR ﬁ) -

Ti(x,y <Ot Y% o
.9) @) T o)

para todo z e y en RY, y también que si 0 < A < min(1,2 — g), existe una constante C

tal que

(T (,y) = Ti(wo, y)| < C (p;_—\/;0|>)‘ et (1 " T\/j} " T\/yg)) :

siempre que |z — x| < V1.
Observacion 4.3.8. Como una consecuencia de la estimacion de T}, el operador Z,, esta aco-
tado puntualmente por la integral fraccionaria clasica y entonces, en particular, Z,, es de
tipo débil (1,d/d — a).

La proposicién que sigue prueba que el nicleo K, satisface las condiciones de tamano

y suavidad que nos permitiran usar la Proposicién 4.2.4]
Proposicién 4.3.9. StV € RH, con q > d/2, entonces K, pertenece a S(p, o0, ).

Demostracion. Para probar (4.2.1) supongamos primero que |y — z| < p(y). Entonces,
por ([1.1.6) y un cambio de variables, resulta

o0 7z2
Kaly.5) < [ e semn
0

C e deay/o ds
/ e s sl = (4.3.2)
0

Ty — 2] s

C ly — Zl)‘N
< — (1 4+ = )
ly — z|d- ( p(y)
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Por otra parte, cuando |y—z| > p(y), usando nuevamente (|1.1.6)) y un cambio de variables,

obtenemos

—N
=l Vi dt
Ku(y,2) < / e e (1 + _> Hla—d)/2
0 p(y) t

N 00
Op(y) / s S(d7a+N)/2 @ (433)

- ly — 24N B

C ly — Zl)_N
S T 4~ 1+ )
ly — z|d- ( p(y)

lo cual prueba que K, satisface (4.2.1)).
Ahora, dado M > 0, probaremos que K, satisface (4.2.5)). Mds ain, probaremos que

si |y — x| < |y — z|/2, para cada M > 0 existe una constante C' tal que

ly — x| < Iy—Z|>M
Ko(y,2) — Ko(z,2)| < C—2—"L__(1+ : 4.3.4
|Ka(y, 2) (z,2)| 2T o) (4.3.4)

En primer lugar, vemos que

Koy, 2) — Ko(w, 2)|

o dt
S O
0
ly=al® dt >0 dt
<[ M-t v [ ) - o]
0 ly—al?

=I+1I

Para hacer frente a II usamos ((1.1.7) con N = M para obtener

-M

ot t dt

]I§C|y—x|/\/ 6_% (1+L) Hla—d=x)/2 &
0

p(y) t’

y entonces se procede de manera anédloga a (4.3.2) y (4.3.3).

Con respecto a I, dado L > 0, a partir de ((1.1.6) con N = L tenemos

|y—:r:\2 22 —L
I< C’/ e (1 Y ) a2 &
0 p(y) t

ct
ly—a? L
+C/y ozt (1 N ﬁ) a2 Ot
0

p(z) t
—III+1V.
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Ahora usando la estimacién e~ < s7#/2 para R = A — a + d + L, obtenemos

y-al? Nk dt
III < Cp(y)L/ <|y . ‘ ) t(a—d—L)/Q?
0

Lo rly=al?
iy P(y) Y t(afde+R)/2ﬂ (4.3.5)
ly — z|F t

—L
_ o ly—a (W—d)
ly = 2|T A\ p(y)
Si |y — 2| < ply), escogemos L = 0, siendo 1 < 2M(1 4+ =21)=M jentras que si

p(y)

ly — 2| > p(y), hacemos L = M, y asf ('Z(;‘)_M <2M(1+ |y d ) M Por lo tanto,

IL[<CLJ2:EEL-(L+EClﬂ)_M
T |y = zfdmeA p(y)

Para tratar con IV, cuando |z — y| < %]y — z|, se sigue que y € B(x,|ly — z|) ¥

|z — z| ~ |y — z|. Entonces, usando la estimacién (3.1.1)) tenemos

bt s ol ()
S(L+%éé) ‘

Procediendo como en (4.3.5) y usando la estimacién previa obtenemos

ly — = o — 2]\
w<c 1+

|z — z[d=atA p()
M
ly — ( w-zg%“
<C 1+ X
|y — z[d-atA p(y)

O

Teniendo en cuenta que Z, es de tipo débil (1,d/(d — «)) (Observacién {4.3.8) y la
Proposicién obtenemos la acotacién LY (w®*)-BMO,(w) para los pesos corres-

pondientes.

Teorema 4.3.10. Sea V € RH, con q > d/2. El operador I, es acotado de LY*(w¥)

en BMO,(w), para todo w tal que w T € Al

Como una consecuencia del Teorema y el resultado previo obtenemos el siguiente

teorema.
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Teorema 4.3.11. Sea V. € RH, con g > d/2, 1 < p < d/a y1l/p—1/s = a/d. El

operador L, es acotado de LP(wP) en L*(w®) para todo peso w € Ab .



Capitulo 5

Desigualdades de comparacion con

pesos entre operadores asociados a p

En este capitulo buscamos desigualdades del tipo

[ st a<c [ siput) de 50

donde Sy T son operadores, w pertenece a una familia de pesos apropiados y 0 < p < oo.
Los operadores que tenemos en mente se relacionan con una funcién radio critico p y en
su mayoria ya han ido apareciendo en capitulos anteriores.

Maés precisamente, vamos a considerar funciones maximales y maximales sharp p-
locales, integrales singulares y fraccionarias, asi como sus conmutadores, cuyos nucleos
tienen un decaimiento extra dependiendo de p.

Con respecto a las clases de pesos en , a diferencia del capitulo anterior, vamos
a trabajar con pesos p-locales A”1°¢ (ver Definicién . Estos pesos son los que dan la
acotacion de la funcién maximal p-local en espacios de Lebesgue pesados.

Las pruebas originales para desigualdades del tipo en el caso clasico estan basa-
das en la llamada desigualdad de los buenos-A, que relaciona a las funciones distribuciéon
de Sf y T'f. Més recientemente, en [I1] se desarrolla un nuevo enfoque para probar estas
desigualdades, basado en resultados de extrapolacién para pesos A.,. Los ingredientes

necesarios en este enfoque son: una desigualdad integral debida a Lerner, la acotacion
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puntual de la maximal sharp de T'f y un apropiado teorema de extrapolacion.

En este capitulo seguiremos el segundo camino para obtener tales desigualdades. Si-
guiendo esa linea, en la Seccién [5.1| probamos una version p-local de la desigualdad de
Lerner y establecemos el enunciado preciso de la propiedad de extrapolacion para pesos
AP:le¢ necesario en nuestro contexto.

En la Seccion aplicamos esta técnica para dar una prueba alternativa de la de-
sigualdad de Fefferman-Stein que fuera establecida en el capitulo anterior, la cual deman-
dard una estimacién puntual de ME(M°f).

En las secciones siguientes nos ocupamos de los distintos operadores T introducidos
en el capitulo anterior, como asi también de sus conmutadores, obteniendo adecuadas
estimaciones puntuales para ME(T f), la cual pondra de relieve cuales son los correspon-
dientes operadores S en cada caso. A continuacion, se combinan los tres ingredientes para

obtener los resultados buscados.

5.1 Desigualdad de Lerner y extrapolacién

El siguiente teorema proporciona una version p-local de la desigualdad de Lerner (ver

[30] y [12]).

1

L (RY), entonces

Teorema 5.1.1. Si f y u son funciones no-negativas pertenecientes a L

f@)u(z)de < C Mgf(:v)M[l,ocu(x)dx, (5.1.1)
R4 Rd

donde la constante C es independiente de f y u.

Demostracion. El punto inicial de la prueba es una version de la desigualdad de Lerner
en espacios de tipo homogéneo que se puede encontrar en [28]. Cuando ésta se aplica a

una bola en R?, se obtiene

/B f@)u(z)ds < C /B ML f(x) Mpu(z)de, (5.1.2)
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para f y u funciones no-negativas en L (R%) y B una bola de R?, donde

1
Mpf(x)= sup
o ( ) z€PeF(B) |PQB| PNB

|£1;

Mﬁfx = sup ———
B ( ) zePeF(B) |PﬂB| PNB

1
£~ ool + = [ 111
i 1Bl J5
con F(B) ={B(y,r): y€ B, r>0}.
A continuacién, de acuerdo con la Proposicién [3.1.3] podemos considerar { By}, un

cubrimiento por bolas de radio critico, pero asociada a la funcién radio critico p/2, es
decir, By = B(wg, p(wx)/2) y lamamos uy = uxp, ¥ fr = fXB,-

No resulta dificil verificar que para todo x € By,

Mp,ui(x) S MPu(x) (5.1.3)

M, fi(x) S MEf(x). (5.1.4)

En efecto, sean © € By, y B € F(By), con x € By B = B(z,r). Supongamos

primeramente que r > p(zy). Es claro que en este caso By C B,y asi BN By, = By. Luego

1 1
_ U = —— wp < M%Su(x) < Mu(x).
\BﬂBk] BNB; |Bk‘ By, p/2 ) P ( )
Ademas,
1 1 . ﬂ
’BQBM BAB ’fk_(fk)BﬂB;J = ‘Bkl 5 ‘f_ka‘ SMP/Qf(x>§Mpf(x)
NBy, )

Por otra parte, sir < p(zy), existen & € BNBy, y 7 = r/4 tales que la bola B = B(i, )

verifica B C BN By.. De este modo

1 1 4
_ | gT/ U S—/ u| < 4AMu(z),
|B N By BmBk‘ |B| B‘ | |B| B‘ | Pl
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esto concluye la prueba de (5.1.3). Asimismo,

1 1
S \fe = (fi)BrB| < 75—==—
|BN Bl Jpnp, s |B N Bl Jpnp,

’B‘/|f 5!

’B‘/’f fB + ’fB_.fB‘

]B\/’f /B +E/’f fB]

<_ —

< M f(2).

If = fal + |fz— feogl

Como también |By|™" [, [fil < M}f(2), queda probada la desigualdad (5.1.4).
Finalmente, usando la desigualdad (5.1.2)) y la propiedad de solapamiento acotado

dada por la Proposicion (3.1.3] se sigue que

" f(@)u(z)dr < Z ; fr(x)ug(x)dz

k>1 k

<S>0 M fulr)Mp u(z)de

k>1 7 B
< Z Mloc ( )dl’
E>1
loc
< " Mgf(x)Mp u(z)de.

]

Antes de finalizar la seccién presentamos el teorema de extrapolacién que nos serd de
utilidad a lo largo de todo el capitulo. Dada una funcién radio critico p, el Teorema |3.1.8
asegura que la familia B, introducida en es, en efecto, una base de Muckenhoupt,
en el sentido definido en la Seccién [2.2]y el resultado de extrapolacién del Teorema
es valido en este contexto. Mas precisamente, recordando que Z(T,S) denota el dominio
comun de Ty S, es decir, el conjunto de todas las funciones f tales que T'f y Sf son

finitas en casi todo punto, tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 5.1.2. Dados dos operadores T' y S, supongamos que existe py > 0 tal que para

todo 0 < p < po y todo w € A" se verifica

/Rd T F () Pw(z)dz < O/Rd Sf@)Pw(@)de,  fe DT, S).

Entonces, para todo 0 < p < oo y todo w € AP¢ se verifica

/ |Tf(x)|Pw(x)dx < C’/ |Sf(z)Pw(z)dz, feP2(T,9).
R4 R4

Ademds, para cualesquiera 0 < p,r < oo y w € APIC se tiene

[(s2wsr) 7], el ()

'I’

. {fiti c F(T1,5).

LP(w)

LP(w)

5.2 Una prueba alternativa de la desigualdad de Fef-

ferman - Stein

En esta seccion vamos a presentar una prueba alternativa de la desigualdad de tipo
Fefferman-Stein relativa a los operadores maximal sharp local M}} y maximal local M;OC
con pesos p-locales, la cual ya fué establecida en la Seccién [4.1] Sin embargo, esta nueva
version del teorema presenta dos ventajas, a saber, extiende el rango de p hasta 0 y ademas

proporciona una desigualdad a valores vectoriales. El enunciado preciso es el siguiente.

Teorema 5.2.1. Sea 0 < p < oo y w € AP, entonces existe una constante C > 0 y

0<n<1tal que

/R M )P < O /}R M ()P, (5.2.1)

para toda f € Li (R?).

loc

Mads ain, si 0 < r < oo entonces existe una constante C yn < 1 tal que

H S () ) » IMﬁ(fi)lr)l/T

)

<C (5.2.2)

LP(w) LP(w)
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Como fue mencionado en la introduccién vamos a probar este resultado siguiendo la
técnica desarrollada en [11]. En la seccion previa hemos obtenido dos de los ingredientes
principales, una desigualdad de Lerner adaptada y un apropiado teorema de extrapola-
cion. Por lo tanto, solo necesitamos probar alguna desigualdad puntual entre Mﬁ ) M};;)C

!
y Mj.

Proposicion 5.2.2. Sea 0 < § < 1. Entonces existe una constante C > 0 tal que para

toda f € Li (RY),

loc

[ME(My< ) (x)]° < CME, f(x),
para algin > 1 dependiendo solo de las constantes ¢, y Ny en (3.1.1)).

Demostracion. Sea xp € R? y una bola B = B(yo,r) la cual contiene a 2o y 7 < p(yo).

Llamemos Bt = {z € B: M)*° f(z)° > ((M;*°f)°) p}. Entonces,

1 loc 5 loc £\6 x:i loc £(,\6 _ loc £\6 "
o [ s — sl = 2 (g — (Ol

Vamos a considerar también dos operadores auxiliares

My~ f(x) = sup {% /P [f()ldy :w € P C3B, rp < PWP)}’

Mot f(z) = sup {% /P [f(y)ldy :x € P, PN (3B)°#0, rp < pm’)}’

donde zp y rp son el centro y el radio de la bola P respectivamente.

A partir de estas definiciones, se sigue para x € B,
My f(x) = max{ My f(x), Myo* f(2)} v My fz) < Mp*(fxan)(2).

Por lo tanto, si Wy = {z € BT : M° f(z) > MY“*f(z)} y Wy = BT\ Wy,

obtenemos
2 [l 9
g1 | MEra) = (O] de = o [ M p ) = ()]
+ i [M;oc;#f(l.)(s _ ((M,l;ocf)é)B] dz

1Bl Jw,
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=I+1I.

Para estimar I, observemos que a partir de la desigualdad triangular, M}fc’_ flz) <

M;l;oc((f — fag)xsB)(z) + f3p, para x € B. Se sigue entonces

1< 2 [ 0 — fam)xas)@)) de + 2 [(fag)® — (M) 5]
Bl Ju,
=11+ 1V.

Considerando el hecho que M;OC es de tipo débil (1,1), la desigualdad de Kolmogorov
implica
5
1
111 < C(—/ |f(z) — f33|dx> < C(Mgpf(xo))‘s.
|1B| J35
Con el fin de acotar IV, supongamos primero que 3r < p(yo), entonces fzp <

MY° f(x), para todo = € B, de modo que IV < 0. Por otra parte, si p(yo) < 3r < 3p(yo),

obtenemos

IV <2 1 d ’ 2 3 d ’ 5.2.3
—_— < 2.
< <|3B|/33'f )l y) < (|B<yo,3p<yo>>| S y) (5.23)

< O(M3, f(0))".

Para estimar I es suficiente mostrar que para cualquier x € B, M}f“* f(x)’ —
(Mleef)P)p < C(M],f(20))?. Seaw € By P = P(2,5), tal que z € Py PN (3B)° # 0,
con s < p(zp), asi B C 3P. Una vez més hay que distinguir entre dos posibles situaciones.
Supongamos primero que 3s < p(zg), esto implica que M,l)ocf(y) > f3p, para todo y € B.

Por lo tanto,

)

(fp) = (M) < (fp)° = (fsp)’ < |fp— fap’ < (L/ |f(y) — f3P|d$)
1Pl Jp
5
< (i [ 1) = urlae) < COUEf)
Por otra parte, si p(z9) < 3s < 3p(z0), se procede como en para obtener
(f) = (M f))e < (fp) < (far)’ < C(MS,f(x0))’.

Tomando supremo sobre P, obtenemos la desigualdad buscada.
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Ahora vamos a probar que para todo y, € R,

1
- Mloc 5d C Mﬁ (5.
| B(y0, p(30))] /B(yo,p(yo)) o S (@) de < Of ﬁpf(xo))

para algin g > 3. Para este fin, primero vamos a demostrar que existe g > 3 tal que

M< f(z) < M(fXByo8p(0)) (@), Para todo z € B(yo, p(yo))-

Denotamos @@ = B(yo, p(yo)) y tomemos = € Q). Sea P = B(xp,rp) tal que = €

Py rp < p(zp). Teniendo en cuenta (3.1.1) obtenemos p(zp) < ¢,2Mp(z) y p(z) <

Mo . 26 No+14 oo
2N+ p(yp), debido a que v € Q. Sea z € Py definamos 8 = 1+c,2 o+l entonces

|z —wo|l < |z —xp| + |zp — 2| + |2 — yo| < 2p(xp) + p(yo) < Bp(yo)-

Por lo tanto, P C 8@, lo cual implica M})‘)Cf(x) < M(fxpq)(x), para todo x € Q.

Por la desigualdad de Kolmogorov,

o s < o [ antroerar <o [ \f(x)|dx)6

< C(Mj,f(x0))".

y la prueba queda terminada ya que Mgp < Mgp para a < b.

Corolario 5.2.3. FExiste 0 < n <1 tal que
loc £\d 1/ f
(M, (M f)° ()]0 < CM f (=),
para toda f € Li (R?).

loc

Demostracion. Observemos que paran = + < 1, las funciones radio critico p y np satisfa-
n=3 Py NP

cen la desigualdad (3.1.1)) con las mismas constantes (¢, y Ny). Por lo tanto, la Proposicién
es valida intercambiando p/f y p.

Teniendo en cuenta esta estimacién, la prueba del teorema se sigue facilmente.



5.3 Operadores integrales singulares y fraccionarias asociados a p 71

Prueba del TeoremaZ21. Sea f € LL (RY) y w € A Si 0 < ¢ < 1, debido al

loc

Teorema y el Corolario tenemos
/ M @)l w(e) de < © / M (M f)2() M (z) da
R
<C [ PEF@ M) do
<C [ @) ula) da

El resultado se sigue ahora a partir de Teorema [5.1.2] O

5.3 Operadores integrales singulares y fraccionarias
asociados a p

El objetivo de esta secciéon es lograr probar desigualdades del tipo para el caso
en que 7" es un operador integral singular o fraccionario con un ntcleo K, el cual satisface
condiciones de suavidad y tamano relacionadas a p. Este tipo de operadores fueron ya
considerados en el capitulo anterior.

Con el fin de dar el enunciado preciso de nuestros resultados necesitamos introducir

el siguiente operador maximal.

Definicién 5.3.1. Dado 0 < s < 00, 0 < a < dy 0 > 0 definimos

—0 1/s
r 1
M f(x) = sup <1+ ) |B(l’oﬂ”)|a/d(— |f|5) :
P B(zo,r)>z p(JTo) |B(ZL‘Q,’I")| B(zo,r)

Vamos a abandonar el pardmetro « en la notacién anterior cuando a = 0 y el pardme-

tro s cuando s = 1. Teniendo en cuenta este operador maximal vamos a probar los

siguientes resultados.

Teorema 5.3.2. Sea 0 < p < oo yw € A%°°. Si T es un operador de tipo débil (s',s')
para algin s > 1 y su nicleo pertenece a S(p,s), entonces para cualquier 6 > 0 existe

una constante C' tal que

/Rd |T f(x)|Pw(x)dx < C’/]Rd |M§’S,f(a:)|pw(m)dx, (5.3.1)
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se verifica para toda f € Ly (RY).

loc

Mas atin, si 0 < r < oo existe una constante C' tal que

1/r 1/r
el

i

<C (5.3.2)

Lr(w) Lr(w)

Teorema 5.3.3. Sea 0 < p < oo yw € A%, Si T es un operador de tipo débil (1,d/(d—
a)), con 0 < a < d y su nicleo pertenece a S(p,00,a), entonces para cualquier 6 > 0

existe una constante C' tal que

[ rs@peis <o [ e P, (533)
R4 R4
para toda f € L (RY).

Mas aiun, si 0 < r < oo existe una constante C' tal que

H (Z rsz-r“) ! (Z \Mﬁ“fm) "

T

(5.3.4)

<C
)

LpP(w Lp(w)

Como en la seccion previa, para probar estos teoremas necesitamos una estimacion

puntual para la funcién maximal sharp de cada familia de operadores.

Proposicién 5.3.4. Sea 1 < s < oo y T un operador de tipo débil (s',s") con nicleo K

perteneciente a S(p, s). Entonces, si0 < d <1y >0, existe una constante C' tal que
ﬁ 5 1/6 0
[My(IT f°)(2)]/° < OM, o f (),

para toda f € L{ (R?).

loc

Demostracion. Sea f € Ly (RY) , 2 € Ry § > 0. Consideremos B = B(zg,r) con

r < p(zg) tal que x € B. Escribimos f como f = fi + fo + f3, con fi = fxap ¥y

f3 = fXB(xo,2p(x0))C'

Como 0 < 6 <1, se sigue

}|Tf|6 —C%| <|Tf —cpl’ <|TH]+|Tfa—cal’ + |Tf]°
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donde cg = T fy(zp). El hecho que cp sea finita se sigue de la finitud de T f5(z1) para
algin z; € B (debido a que T es de tipo débil (¢, s')) y la suposicién (4.2.5)).

El tipo débil (s, s") de T', nos permite aplicar la desigualdad de Kolmogorov y obtener

para § < s,

1 1/é 1/5 1/s' 1/s'
<|?| / |Tf1(y)\5) ay< B |BW ( | 11 |dy)
(|2B|/ 1 'd‘”)

S CMZS/f(I')

Ahora veremos que |T'f3(y)] < CM!, f(x), para todo y € B. Sea B, = 2B, donde
B = Bz, p(x0)) y N > 0. Entonces, a partir de (#.2.4) tenemos

ThWI< [ 15K,
(2B)c
<>/ K (y, 2)|dz

k>1 k+1\Bk

1/s
<C» 27 kN( |f (z)|5ldz>
Z |Bk‘+1| Bt

k>1

< OMJ f(x) Y 27V,

k>1

y la serie es finita tomando N > 6.

Finalmente, veamos que |T fo(y) — cg| < CM) , f(x) para todo y € B. Sea By, = 2B
v ko = méax{k : 2"r < 2p(z0)}.
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En este caso, usamos para obtener

T foly) — cn] < / N, 2) - K (o, 2))dz

2B\2B
1/s 1/s
< Z ( [ Ee - K(xo,zﬂwy) ( [ e dz)
Bk+1\Bk Byt
ko 1/s
< OM! 1) S (@) ( [ K - K z)\ﬁdy)
=1 Br4+1\Bx

1/s
C’Me,fx Ry d/s/< K(y,z) — K(xg, 2 sd>
< psS ()E (2%r) /k+1\ k| (y, 2) (20, 2)|°dy

k>1
< C'Mﬁs,f(x),
(5.3.5)

donde hemos usado el hecho que (1 + %)7 <57 para k < kyy vy >0.

Notemos que, tanto para T f; como para T f3, hemos hecho estimaciones puntuales, por
lo que de hecho, hemos estimado sus promedios para bolas B = B(zg,7) con 7 < p(xo) y
por lo tanto, sus oscilaciones. Por otra parte, para T f, hemos estimado solo su oscilacién
sobre B, sin embargo no es necesario estimar su promedio ya que en el caso B(zg,r) con
r = p(xg), la funcién fy es idénticamente cero.

La prueba de la Proposicion esta completa.

]

Proposicién 5.3.5. Sea T' un operador de tipo débil (1,d/(d — «)), con 0 < a < d y
nicleo K perteneciente a S(p, 00, ). Entonces, si0 <6 < d/(d—a) y 6 >0, existe una

constante C' tal que

[ME(TF1°) (@) < CMp* (=),

para toda f € Li (R?).

loc

Demostracion. Sea f € LL _(R?), z € R, 0 > 0y B = B(xg,7) con r < p(zo) tal que
x € B. Se procede dividiendo la funciéon f = f; + f2 + f3 como en la Proposicién [5.3.4
Como alli, sera suficiente estimar los promedios de T'f; y T'f3 y la oscilacion de T fo

cuando 7 < p(xp).
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El tipo débil (1,d/(d — «)) de T y la desigualdad de Kolmogorov implican para
0<0<d/(d—a),

1 1/é 1/6 (d—a)
(5 [ rawr) ar< BEZ22 (i)
< C(m /23|f(y)|dy)

< CM)° f(x).

A fin de probar |T'f3(y)| < CMS*f(x), para todo y € B, consideramos By, como
antes. Entonces para y € By z € Byyy \ By, tenemos p(y) < p(xo) v |2 — x| < 2|z — ).
Ahora, a partir de (4.2.1)), obtenemos para N > 0,

C 2=y \ "
Ky, 2)) < |z —y|t (H p(y) )

C |z —xo]\ Y
< ————(1+ (5.3.6)
|2 — 2ol p(xo)
—kN o—kN

S C - C ~ )
(25p(20))=% | Bjyy Lo/

Entonces, usando la desigualdad anterior tenemos que

Thw <Y / DK (g, 2)|dz

k>1 7 Brt1\ Bk

<cY 2 kN(]Bk =z / 1|f(z)|dz)

k>1

< CM?f(x) (22 = 9)

k>1

y la serie es finita tomando N > 6.
Finalmente, veremos que |T'fa(y) — cg| < CM$® f(x) para todo y € B, donde ¢ =
T f5(xo). El hecho que cp es finito se sigue de y la definicién de f,. Vamos a denotar
By, = 28B. Por lo tanto, para y € By z € Byy1 \ By, tenemos que |y — xg| < Iz_—;ol
Ahora, a partir de la condicién se sigue

2—k/\ 2—k:/\

ly — 2o
’K(‘CEO? Z) - K(y? Z)‘ S C’xo . Z’d*a‘i’)\ S C(ri)dia S C|Bk+1‘1ia/d‘ (537)
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Por lo tanto, para kg como en ({5.3.5)), obtenemos

wmw—®s/l FEIE (Y. 2) — Kz, 2)|dz

2B\2B
ko 9—kA
<c [ e
1 |B/€+1|1 o/d Bi4+1

]

Prueba del Teoremal5.3.2. Sean f € L{ (R, 0> 0y w € AP 8i 0 < g < 1, debido a

loc

la desigualdad de Lerner (Teorema [5.1.1]) y la Proposicién vVemos que

| rs@ptes < ¢ [ AT @M w@i < 0 [ M @)l

El resultado, se sigue ahora del Teorema de extrapolacién (Teorema |5.1.2)). O

Prueba del Teorema[5.3.3. La prueba es similar a la del Teorema pero usando la
Proposicién [5.3.5] en lugar de la Proposicién [5.3.4] O

5.4 Conmutadores de integrales singulares y fraccio-
narias asociados a p

En esta seccién nos ocuparemos de los conmutadores de los operadores considerados
en la seccién previa con simbolos pertenecientes a una clase de funciones més grande que
la usual BMO, los cuales fueron introducidos en [6]. Los tres ingredientes utilizados en
la seccién anterior para probar las desigualdades de nuestro interés, a saber, desigualdad
de Lerner, alguna estimacion puntual y extrapolacion, ya no seran suficientes para tratar
con ellos. En efecto, deberemos apelar ademas a los resultados de la Seccion [5.3]

Asimismo, vamos a requerir suposiciones ligeramente mas fuertes sobre los nicleos de
los operadores por lo que introduciremos subclases de S(p, s) y S(p, 00, ). Més precisa-

mente,
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Definicién 5.4.1. Dado 1 < s < oo diremos que un nicleo K pertenece a Sy(p, s) si éste

satisface la desigualdad (4.2.4)) y la siguiente condicién de suavidad

(ir') Para cada 7 > 0 existe una constante C; tal que

) 2k’ T 1/s
St (14 2 5) ([ IKes) - KapPay) - <c
=1 p(x0) 2k+1B\2k B

(5.4.1)

para toda B = B(xg,r) con r > 0y casi todo punto x € B.

Definicién 5.4.2. Dado 0 < a < d diremos que un nicleo K pertenece a Sy(p, 0o, ) si

este satisface la desigualdad (4.2.1)) y la condicién de suavidad siguiente

(1) Para cada M > 0y algin 0 < A < 1 existe una constante C' tal que

A —-M
r—y Tr—z
|K(l', Z) — K(y,Z)‘ S CQ—Z% (1 + ﬁ) > (542)

siempre que |z — y| < %\x —z|.

Con respecto a los simbolos, utilizaremos las clases BM Ope, introducidos en [6] y cuyo

estudio fué profundizado en [7].

Definicién 5.4.3. Dado 6 > 0, el espacio BM Ope es definido como el conjunto de las

funciones localmente integrables b que satisfacen

1 r\?
1Bz, 7] /BW) b(y) — bpldy < C (1 + p(rr)) : (5.4.3)

para todo z € R? y r > 0.

El infimo de las constantes en da una norma para b € BM Oz, denotada por
[b]¢. Consideramos ademéds BM O = UgsoBMO].

A partir de la definicion , es claro que BMO C BMOg C BMOg/ para 0 <
¢ < 0,y por lo tanto BMO C BMQO;°. Més alin, esta es, en general, una clase mds
grande. Por ejemplo, cuando p es constante (lo cual se corresponde a V' una constante

positiva) las funciones b;(z) = |z;|, 1 < j < d, pertenecen a BMO5° pero no a BMO.
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Para estos simbolos daremos una propiedad de sus oscilaciones en la cual tienen par-
ticipacion espacios de Orlicz.
Dada una funciéon de Young ¢ y una funcién localmente integrable f vamos a consi-

derar p-promedios sobre una bola o un cubo (denotada/o por @) definidos como

=1in : L m) }
Hﬂb@-f{A>0-@hé¢<A <1\

Si denotamos por ¢ la funcién de Young conjugada de ¢, es bien conocida que la

siguiente versiéon de la desigualdad de Hoélder vale

1
I@ké”“ < 2| flloelglse. (5.4.4)

La siguiente proposicion contiene algunas propiedades del espacio BMO7° que serdn

utiles a lo largo de esta seccion.
Proposicion 5.4.4. Sea 0 >0, y b e BMOg.
1) Para cada 1 < s < o0,

<é/3|b—b3\s>l/s < 1, (1+p(rx))9/, (5.4.5)

para toda B = B(xz,r), con x € R yr > 0, donde ' = (Ng + 1) y Ny es la

constante que aparece en (3.1.1)).

11) Para (t) = e' — 1, también tenemos

r

)
1b—bsllus < m9(1+565> | (5.4.6)

para cualquier bola B = B(z,r), con @' como en ((5.4.5)).

11) Para cada 1 < s < o0,

1 s s 2k o
2D 2kB\b—bB] < (bl k 1+p(1:0) , (5.4.7)

para cualquier bola B = B(xg,r) y k € N, con § como en ((5.4.5).
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Demostracion. Las pruebas de (5.4.5)) y (5.4.7) aparecen en [6]. La desigualdad (5.4.6) se

puede demostrar en forma casi idéntica a la prueba de la Proposicién 3 en [6], excepto
que en lugar de la desigualdad (9) alli, necesitamos mostrar que dada una bola By existe

una constante C' tal que

lg — gBllet—1,8 < Cllgll B7mo(B) (5.4.8)

para toda bola B con B C Byy g € BMO(By). Aqui, por BMO(B,y) y la correspondiente
norma || - | smo(s,), nos referimos a la versién localizada de BMO donde solo las bolas
contenidas en B, son consideradas.

Con el fin de probar la desigualdad ([5.4.8)), por la definicién ||g—gp||et—1,5, es suficiente

mostrar que para alguna constante C,

—QB’ )
—1dz <1.
|B|/ (C||9||BMO (Bo)

Recordando la desigualdad clésica de John-Nirenberg, se sigue que existen constantes

C1 y Cs, dependiendo solo de la dimensién d, tal que si B C By y t > 0, entonces

Cot
H{z € B:|g(x) — gp| >t} < Crexp <——2)> |B|,

9/l BrroB,

para toda g € BMO(B).

Por lo tanto, tomando C' > (14 C})/Cs, se deduce

gB| >
1 dx
|B|/ <C||9||BMO Bo)

— 7 | e € Blat) = gu > Chlglmvom Yt

G
<c/ RN =
>0 . CCy—

]

Con el fin de establecer los resultados principales de esta secciéon, vamos a considerar

la siguiente funcién maximal.
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Definicién 5.4.5. Para 0 > 0, 0 < a < d y una funcién de Young ¢, definimos

,r‘ —0
MIOf(e) = sup (1+—) B .0
e x€B=B(z,r) p(Z) v

Observemos que cuando (t) = t*, con s > 1, la funcién maximal M7 coincide con
la funcion M7 considerada en la seccion previa.
Antes de continuar, recordemos que dado un cierto operador 7'y una funcién b se

define el conmutador [T, b] del siguiente modo
b, T]f(x) = T(bf)(x) = b(2)Tf(z), «e€R™
A continuacién presentamos los principales resultados de esta seccion.

Teorema 5.4.6. Sea 0 < p < 0o, w € A% y b € BMO. Si T es un operador de tipo
débil (s',s") para algin s > 1 y su nicleo pertenece a Sy(p, s), entonces para todo o > 0

existe una constante C' tal que

/ [[b, T] f (z)[Pw(z)dz < C/ | M7, f (z)[Pw(x)dz. (5.4.9)
R R

para toda f acotada y de soporte compacto, donde ¥(t) = t* log(1 +t)*.

Mas atun, si 0 < r < oo entonces existe una constante C' tal que

S riar) S )
(Swnnr)”]<e|(mar)

i
para cualquier sucesion { f;} de funciones acotadas y de soporte compacto.

<C , (5.4.10)

Lr(w)

LP(w)

Teorema 5.4.7. Sea 0 < p < oo, w € A%° y b € BMOX. 51T es un operador de tipo
débil (1,d/(d —a)), 0 < o < d, con su nicleo perteneciente a Sy(p, 00, ), entonces para

cualquier o > 0 existe una constante C' tal que

/R b T @) P < © /R ME2 f(2)Puz)d, (5.4.11)

d

para toda f acotada y con soporte compacto, donde (t) = tlog(1l + t).
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Mas atn, si 0 < r < oo entonces existe una constante C' tal que

1/r 1/r
H (Zimisr) (S hznr)

<C
LP(w)

, (5.4.12)

LP(w)

para toda sucesion {f;} de funciones acotadas y de soporte compacto.

Como en las secciones previas, para probar estos teoremas necesitamos estimaciones

para la funcion maximal sharp de cada familia de operadores.

Proposicién 5.4.8. Sea 0 > 0,1 < s < o0, b € BMOg y T un operador de tipo débil
(s',8") con nicleo K perteneciente a Sy(p,s). Entonces, si 0 < § < 1,0 < e yo >0,

existe una constante C' tal que
(M|, T)f) (@) < Clo{ (M (T ) (@) + My, f(2)}  ae.
para toda f acotada y con soporte compacto, donde 1(t) = t* log(1 +t)*.

Demostracion. Sea f una funcién acotada y de soporte compacto, z € R% o > 0y

0 < § < 1. Entonces tenemos

1/5
(L6, T) 7)) < sup (ﬁ / ||[b,T1f\6<y>—c%\dy)

r€EBEB,

. 1/6
e (§ / Hb,T]f(y)\‘sdy) .
z€B(&,p(£)) | | B(&,p(€))

Para tratar con el primer término de (5.4.13), consideramos B = B(xg,r) con r <

(5.4.13)

p(xg) tal que x € B. Escribamos f como f = fi + fa, con f; = fxap, y entonces

H[b?T]fP - C(SB} < HbaT]f - CB‘(S
< (b= bap)Tf° + |T(f1(b—bop))|* + [T(f2(b — bag)) — c5’,

con cg = T(fo(b— bap)) (o) (esta cantidad es finita debida a las hipétesis sobre f y b, y
la condicién (5.4.1))).

Por la desigualdad de Holder con exponente €/4, y usando ((5.4.5)) obtenemos que para
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V= méX{l, 65/(6 - 5)}7

(|;| /(\b( )—b2BHTf(Z)D6dZ>1/5
<|B| / b(2) b2B|VdZ>1/V(%/B’Tf(z)|6dz)1/€ »
<|B|/|Tf ‘dz)l/e

< Cbla(MP(Tf))().

| /\

Del hecho que T es de tipo débil (¢',s’), y usando la desigualdad de Kolmogorov’s
con & < e < s, la desigualdad (5.4.4) con o(t) = exp(t'/*) — 1, y la desigualdad (5.4.6))

obtenemos

Lo -mapere) <o [ uome —nba)
(i s —saors) - <e(iz |, )

, p /s
< C(1 528 (0 = b25) 28

= CHle/J,?BHb_bQBHet_l,QB (5.4.15)
<142 11
N ? p(zo) v2B

CleM; . f(z),

para cualquier ¢ > 0 con C' dependiendo de o > 0 ya que r < p(zg).

Ahora vamos a ver que |T(fa(b — bag))(y) — cs| < CIM7, + M7 ](f)(x) para todo
y € B, donde cg = T'(fa(b — bag))(xp). Denotando By, = QkB y

1/s
K* (o, y) = (25r) (/ |K(y,2)— K (xo,Z)|st> ,
Bi11\Bg
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de la desigualdad de Holder se deduce

T(fa(b = b2p))(y) — el < CZ/ K (0, 2)|[f(2)(b(2) = bap)l|dz

k>1 k+1\Bk

1/s
<Y k¥ ( L[ e - bw)ls'dz)

= | Bital J .,

1/s'
< O3 Ko y) ( L[ e - ka+l>rs’dz)

=1 | B+l J By

1/s
1 /
+C Y KF(xo,y)bop — bo,., | <— |f(2)]° dZ) :

= Bl by,

Entonces, a partir de la desigualdad (5.4.4) con o(t) = exp(t'/*) — 1, (.47) y (5.4.6), la

ultima expresion esta acotada por un multiplo de

Z Ick(x()a y) ||b - ka+1 ||€t—17Bk+1 ||f||¢,Bk+1

- ke 0’ 1/s’
[b]ezickuo,wk(up?%)) (wiﬂ‘ [ere) sa
= 0'+o
< CRUME, + M) (Z (1 25) K y>)

y la serie converge debido a la hipétesis (5.4.1)).

Ahora vamos a tratar con el segundo término de (5.4.13)). Sea ) una bola critica tal

que x € () y, como antes, escribamos f = f1 + f2, con fi = fx2g. Entonces

16, T1F1° < (b = ba) T FI° + [T (fr(b — bag))I° + |T(fa(b — b))’

El promedio de los dos primeros términos de la expresién anterior, puede ser acotado

de igual modo al que fue realizado en (5.4.14)) y (5.4.15|) respectivamente. Para afrontar el

tercer término, veamos que |T'(fo(b—bag)(y))| < C[MJ, + M7 ](f)(x) para todo y € Q.
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Si denotamos Qj, = 2FQ, a partir de la desigualdad de Holder y (4.2.4) se sigue

T(f2(b = baq))(y)] < Z/Q o K (y, 2)f (2)(b(2) = baq)|d=

k>1

1/s
<Oy g ( 1 )0z b2Q>|S’dz>

k>1 |Qk+1’ Qrt1

1/s
<Yy 2 ( . £ (2)(b(2) — ka+1)|s/dZ>

1/s
_ 1 p
+022 kNysz—kaHy( 1£(2)] dz) .

k>1 ‘QkJrl‘ Qr41

(5.4.17)

Finalmente, usando nuevamente (5.4.4) con ¢(t) = exp(t'/*) — 1, (5.4.7) v (5.4.6)

obtenemos que la tltima expresion esta acotada por un multiplo de

Z 2_kN||b - ka-H ||€t*17Qk+1 HfH¢7Qk+l

k>1

1/s
+Clo Yy 27 Vk(1 + 2" ( 1 |f(Z)|s/dZ> (5.4.18)

k>1 |Qk+1| Qr+1

< Cblo[MZ,, + MS)(f)(x) (Z kz—’“N—"’—“)) .

k>1

Por lo tanto, escogiendo N > 6 + ¢ la ultima suma es finita.
Y la prueba concluye a partir del hecho que M7, < M7 .

O

Proposicion 5.4.9. Sea 6 >0, b € BMOg y T un operador de tipo débil (1,d/(d — «)),
0 < a < d, con nicleo K perteneciente a Sy(p, 00, a). Entonces, para 0 < 6 < e <1y

o > 0, existe una constante C' tal que
(ME(I[b, TV (@) < Clo{(My(TF) (@) + M73 f(x)}  ace. x,

para toda [ acotada y con soporte compacto, donde 1(t) = tlog(1l +t).
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Demostracién. Sea f una funcién acotada y de soporte compacto y z € R?. Como antes

1/6
(ME(|b, T)f1°) () S sup (Fa/BH[byT]fl‘s(y)—C%\dy)

xeBeB,

1 s (5419)
s (F / r[b,T]f@)de) .
z€B(£,p(8)) | ’ B(&,p(8))

Para acotar el primer término, sea B = B(xq,r) con r < p(z) tal que z € B. Como
en la Proposicion [5.4.8] vamos a proceder dividiendo la funcién f, como f = f; + fo, con

fi = fxap. Siendo 0 < § < d/(d — «), se deduce

|1[b, T)f|° - C%} < (b= bap)Tf° +|T(f1(b—bop))|* + |T(f2(b — bag)) — c5’,

con cg = T(fa(b — bap))(xo) (esta cantidad es finita por la desigualdad (4.2.1)) y las

suposiciones sobre f y b).

El promedio de los dos primeros términos puede acotarse de igual forma a la realizada

en (5.4.14) y (5.4.15) con ¢’ = 1.

Vamos a demostrar ahora que |T'(f2(b — bap))(y) — cp| < C[M7 " + MJ*|(f)(z) para
todo y € B, donde cg = T(fa(b — bag))(wp). Denotamos By, = 28B. Por lo tanto, para
y € By z € Bry1 \ By tenemos |zg — y| < |“”°2—_Z| A partir de (5.4.2)), obtenemos para
M>0y0< A<,

|0 — y* A
[K (0, 2) = K(y,2)] < C 1+

|wg — z[F7otA p(zo)
2R ( |o —z\)_M
<C 1+
(2Fr)d=e p(xo)

co TP <1+ 2k )M
T B[t p(zo) '
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Por lo tanto, usando la estimacion previa se sigue que
T (f2(b = b2p))(y) — sl
<C [ K@) - Kl 0 - bas)ds
k>1 Y Br+1\Bk

<oy (1+25) Hm/d( : |f(2)(b(2)—sz)|d2)

k>1 p(xo) | Bl Bt

ky -M
SCZQ‘“(H ’ ) |k+1|“/d( 1 |f<z><b<z>—b3k+1>|dz>

= p(xo) Bl Jpy.

2k \ M 1
+Cy 27 (1 + p(%)) [bo5 = by, || B | < |f(2)|dz) :

=1 |Bit1l JB,is

Ahora, con los mismos argumentos que en ((5.4.16)), se sigue que la tltima expresién puede
acotarse por un multiplo de

2ky o
Zz“(w ) B | — b e | oo

k>1 )

+llo S )>M+9/|Bk+1|a/d( = o)

ri —M+60'+o
< Clblo[M7;] + My](f) (Z k27 kA (1 + )) ) :

a1 P($0

Por consiguiente, eligiendo un apropiado valor de M, la ultima suma es finita.
Ahora nos ocuparemos del segundo término de (5.4.19)). Sea @ = B(xg, p(zo)) una

bola critica tal que x € @) y, como antes, escribimos f = f1+ fo, con fi = fx2q. Entonces

16, T1F1° < (b = ba) TI° + [T (fr(b = bag)) | + |T(fa(b — b2q)) -

El promedio de los dos primeros términos puede acotarse como antes. Para el tercer
término veremos que |T'(fo(b — bag)(y))| < CIM 7 + MJ<](f)(x) para todo y € Q. Si

denotamos Q; = 2*Q, paray € By 2 € Qi \ Qr, se sigue |z — x| < 2|z —y| y por (3.1.1)
obtenemos p(y) < p(xo). A partir de (5.3.6)), obtenemos que para N > 0,

2—kN
|Qpa |1/

Entonces, la desigualdad se sigue como en (5.4.17)) y ((5.4.18]) con s’ = 1.

|K(y,z)| < C

Y la prueba concluye siendo M7 f < M’ o wl O]
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Prueba del Teoremal[5.4.6 Sea f una funcién acotada y de soporte compacto, o > 0y
w € A?™°°. Fijamos €, 0 < € < 1. Debido al Teorema m y la Proposicién m tenemos

que para cualquier 0 < p < ¢,
| @ <€ [ (b TP M (s
< C’/ \M})OC(Tf)e(x)P/ew(x)dx + C’/ |M;’,¢f(x)]pw(x)dx.
R4 R4
(5.4.20)

Por lo tanto, a partir del Teorema [5.1.2] la desigualdad anterior también vale para
todo 0 < €< 1,0 < p < ooy cualquier w € AP,
Fijemos 0 < p < co y w € A%, Como w € A#°° sabemos que w € Ag’loc para algin

f > 1. Ahora escogiendo ¢ < min{p/3, 1} tenemos Ag’loc C AY /lfc y usando la acotacion

de M en LP/<(v) para pesos v € AP /lfc (ver Teorema|3.1.8) y el Teorema/|5.3.2/obtenemos

[ ns@re@ar < [ Merr @ o + ¢ [ g @ P
R R Ré

< C’/}Rd |T f(x)|Pw(x)dx + C’/}Rd |M;¢f(x)|pw(ac)dx

< C’/}Rd |M;8,f(:r)|pw(x)dx + C/Rd | M7 f(z)[Pw(x)dz.

El resultado se deduce entonces del hecho que M7, f < M7 f a.e..
En cuanto a la desigualdad a valores vectoriales ((5.4.10|), a partir de la desigualdad

(5.4.20) y el Teorema se sigue que para cualesquiera 0 < p,r < oo, w € APlc y
0<e<,

1/r e/r 1/e
H(ZHT,W) <o |(Smemr)
' Lr(w) ' Lo/ (w) (5.4.21)
1/r
+ C <Z!M§¢fi|r> ,
i v (w)

para toda sucesién { f;}; de funciones acotadas y de soporte compacto.

Observemos ahora que de acuerdo con el Teorema (3.1.8, B, = {B(z,r) : 7 € R, r <

p(z)} es una base de Muckenhoupt, es decir, que la maximal asociada M})OC, es acotada
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en LP(w) para todo 1 < p < ooy todo w € AZ’IOC. Entonces, a partir del Corolario 3.12

en [12], se sigue que

1 1/q
(SZwear)

para todo par 0 < ¢,7 < o0 y todo v € A,’;’loc.

<C

LY (v)

, (5.4.22)
L7(v)

(; |gi|q) "

Como antes, fijando 0 < p,7 < co y w € API¢ en la expresién (5.4.21)), se sigue que

como w € Ag’loc para algin 8 > 1, escogiendo € < min{p/f3, 1} tenemos que w € A? /1?c

Luego, a partir de (5.4.22)) con v = p/e y ¢ = r/e y el Teorema obtenemos,

E/’I’ 1/6 6/7‘ 1/6
|| (Z \M;“[(Tfi)fw/ﬁ) < (Z rTfm)
i Lp/<(w) i Lp/<(w)

1/r
- (Z!Tf#")
) Lp(w)
1/r
<| (S

A partir de la estimacion anterior, la desigualdad (5.4.21]) y teniendo en cuenta que

LP(w)
M7y f < MJ,f ae., sesigue la tesis.
m

Prueba del Teorema[5.4.7. La prueba es similar a la del Teorema [5.4.6] pero usando la
Proposicién y el Teorema |5.3.3| en lugar de la Proposicion y el Teorema [5.3.2

respectivamente.

5.5 Aplicaciones al contexto del operador de Schrodin-
ger

Los siguientes teoremas establecen un control de algunos de los operadores més im-
portantes que aparecen en el andlisis de (—A + V) (ver [39]) por apropiadas funciones

maximales.
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Teorema 5.5.1. Sea 0 < p < oo, w € A2)°°, 0 > 0 yb e BMOY. Si V € RHy con
q>d, yTi = (—A+ V)2V, T, = V(=A+ V)2 4y Ty = V(—A + V)"V, entonces

existe una constante C' tal que

/ T f (x)[Pw(z)dx < C’/ | M f(z)[Pw(x)de, j=1,2,3;
R R4

[ Tiareis <c [ Mg, fapeeds, =123
Rd R4
para toda funcion f acotada y con soporte compacto, donde () = tlog(1 +t).

Mas atn, si 0 < r < oo entonces existe una constante C' tal que

H (Smuwr) " (Swgar)”

(2

<C

LP(w)

, J=1,2,3

LP(w)

<C
LP(w)

o J=12,3;
LP(w)

(Z b Tj](fm) " (Z e, fm) i

para toda sucesion {f;} de funciones acotadas y con soporte compacto.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema , los operadores (—A+V) Y2V, V(-A+
V)~Y2y V(—=A+V)~'V son de tipo Calderén-Zygmund y por lo tanto, son de tipo débil
(1,1). Més aun, sus nucleos satisfacen para o = 0 (ver estimacion (6.5) dada en
[39]). Por lo ultimo, usando la estimacién (39) dada en [4], la desigualdad (19) en [6]
y la desigualdad (6.6) en [39]1] se sigue que los nticleos de tales operadores satisfacen la
condicion (5.4.2)) . Por lo tanto, los resultados se siguen directamente de los Teoremas m

yB-47
O

Teorema 5.5.2. Sea 0 < p < oo, w € A% 0 >0 yb € BMOg. 5tV € RHy con

q>d/2yT = (—A+V)7, para v € R, entonces existe una constante C tal que

| ri@preds <o [ 7@ Pu)ds,
Rd Rd

L Aunque la desigualdad (6.6) en [39] es probada para N = 0, un argumento similar puede ser aplicado

para cualquier constante positiva V.
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[ b ri@Pates < ¢ [ g, s@Pus,

para toda funcion f acotada y con soporte compacto, donde 1(t) = tlog(1+t).

Mas atn, si 0 < r < oo entonces existe una constante C' tal que

1/r 1/r
H (Z |sz-v) (Z rM;:fil?")

<C

Lr(w)

)

Lr(w)

<C

LP(w)

1/r
(gl )

)

9

Lr(w)

H(Xijub’T](fi)y)l“

para toda sucesion {f;} de funciones acotadas y con soporte compacto.

Demostracion. El resultado se sigue a partir del Teorema y el Teorema [5.4.7] donde
las hipétesis se satisfacen debido al Teorema y la estimacién (4.3) en [39
m

Teorema 5.5.3. Sea 0 < p < oo, w € A%°, ¢ >0y b € BMO3. 51V € RHy con
q>d/2, yTy = (—A+V)V2V12 Ty = (=A+ V)W y Ty = (-=A+V)"V2V, entonces

existe una constante C' tal que

| mt@pe@ds<¢ [ 0 f@Pud, =123
R4 R4 J

[l zl@reed <o [ g f@Peds, =123
R4 R4

para toda funcion f acotada y con soporte compacto, donde (t) = 5 log(1 + t)sg', con
$1=2q, so=qyl/s3=1/q—1/d cuando q < d.

Mas aun, si 0 < r < oo entonces existe una constante C' tal que

S inr) Sz r)
()|, e ()

2La estimacioén (5.4.2)) es probada en [39] para el caso N = 0, el mismo argumento es véilido para todo
N > 0.

, J=1,2,3

LP(w)

<C
)

LP(w
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<C

LP(w)

, J=12,3;

1/r
(sl )

i

||(Zi:‘[b’79](fi>|T>l/r

LP(w)

para toda sucesion {f;} de funciones acotadas y con soporte compacto.

Demostracion. Vamos a aplicar el Teorema y el Teoremal[5.4.6)a cada T}, j = 1,2, 3.
A partir del Teorema [1.3.3] los operadores Ty, Ty y T3 son acotados en LP(R?) para

p > s}, respectivamente.

La prueba de que los nicleos de T}, j = 1,2, 3 satisfacen la condicién (4.2.4)) estéd con-

tenida en la prueba del Teorema |4.3.4]

Por otra parte, la estimacién para el nucleo de T3 se sigue directamente a
partir del Lema 6 en [7]. En efecto, en tal lema se muestra una estimacién similar sobre
las diferencias respecto de la segunda variable para el nticleo del operador adjunto de T3,
es decir, V(—=A 4 V)72,

Por lo tanto, sélo queda por verificar para los nicleos de T y Ts.

Denotamos por K los nicleos de los operadores Tj, j = 1,2. Se sabe (ver [20]), que

si V € RH, para algin ¢ > d/2, entonces para j = 1,2

x — xo|* To— Y N .
|Kj(z,y) — K (w0, y)| < CW (1 + |p°(x0) |> V(y)'?, (5.5.1)

cuando |z — zo| < w, para todo N >0 y algiin 0 < A < 1.

Por la desigualdad de Hélder, es suficiente probar que K satisface (5.4.1) para s; = %q.

Sea B = B(xg,r) y denotemos By = 2*B. Por lo tanto, para x € By k > 1, teniendo en

3Los autores prueban en [26] que (5.5.1) vale para |z — x¢| < mlgyl, pero usando las desigualdades

(8) ¥ (10) en [26], y la desigualdad (7) en [7], no resulta dificil ver que (5.5.1)) sigue siendo cierta para

| — 20| < Lo;yl'
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cuenta (5.5.1) con N = M(1+ j/2) y tomando M > (log, Cy + 1), tenemos

3/(2)
2q
(/ | Kj(2,y) — Kj(wo,y)|7 dy)
By+1\Bk

< C(ngﬁ <1 - %) b ( Buss V<y)Qdy>

3/(29)

d]/2q i/2
S C d —j+A (1 + > (/ V(y)dy)
By
dJ/2q ;
< r @ d — (1+ > (2hr)@-23
)

=Cr (2<)2(> 1+ pifm)_M

o 3 (287) =4/ Cald) (1 2y )M
<ot ——— 1+ ,
(2kr)> p(z0)

donde en las desigualdades previas hemos utilizado que el potencial V' € RH,, es doblante

y ademds la estimacién (|1.2.2)) contenida en el Lema [1.2.2, Asi, para cualquier 7 fijo,

obtenemos
N e\
S (el (1 + ) ( [ G- K(xo,ywdy)
=1 p(xo) 2k+1B\2k B
2k —M+T
gCZkQ“(H r) ,
1 P(l‘o)

y la serie es finita e independiente de zy tomando M suficientemente grande. Para ver
esto ultimo se divide la suma hasta ky y desde kg + 1 en adelante, con ky tal que

2kop ~ p(xp). La primer suma se acota por 021@1 k27" y la segunda se estima por

Oy Do 2T SO

r

O

Para finalizar la seccion vamos a establecer un resultado de comparacion para el
operador Z,.

Como una consecuencia de la Observacién [£.3.8] sabemos que Z,, es de tipo débil
(1,d/(d — @)). Ademds, a partir de la Proposicién [4.3.9 se tiene que K, € S(p, 00, a),
mds atn teniendo en cuenta la estimacién ([(£.3.4), K, € Sy(p, 00, ). Entonces, a partir

del Teorema y el Teorema [5.4.7], obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 5.5.4. Sea V € RHy con q > d/2, 0 < p < co, w € A%, y b € BMOY.

Entonces, para cualquier o > 0 existe una constante C' tal que

| Eaf@Petdr<¢ [y s s
Rd Rd

| b Zli@reeis <o [ pMgfepe@,

para toda funcion f acotada y con soporte compacto, donde ¥(t) = tlog(1l +t).

Mas ain, si 0 < r < oo entonces existe una constante C' tal que

1/r 1/r
H (Z \Iafiv) (Z IM,?’O‘fiV>

(2

<C

LP(w)

Y

LP(w)

<C

?

LP(w)

1/r
(Z \Mggfirr)

%

H (Z Hb,za]fm)l/r

para toda sucesion {f;} de funciones acotadas y de soporte compacto.

Lp(w)
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Capitulo 6

Espacios de Hardy con pesos

asoclados a una funcion radio critico

Durante los ultimos anos varios autores como [18], [19], [20], [21], [22], [31] y [45] han
definido, estudiado y caracterizado espacios de Hardy en el contexto del operador L.

En particular, Dziubanski y Zienkiewicz introducen en [I§] un espacio de Hardy apro-
piado en el contexto de los operadores de Schrodinger como el conjunto de funciones
integrables tales que sus imagenes bajo el operador maximal del semigrupo generado por
L también son integrables. Alli, los autores obtienen una descomposicién atomica de tal
espacio y una caracterizacion por medio de adecuadas transformadas de Riesz. Recien-
temente, en [31], los autores ampliaron estos resultados a espacios de Hardy con pesos,
también en el contexto Schrodinger, donde los pesos se toman en la clase de Mucken-
houpt A;. En otra direccién, en [21], se trata el caso de los espacios no pesados H7, para
p < 1, obteniéndose también una descomposiciéon atéomica. Vale la pena resaltar que en
el camino los autores muestran que estos espacios pueden caracterizarse mediante una
adecuada localizacion del operador maximal asociado al semigrupo del calor clasico.

Uno de los objetivos de este capitulo es definir espacios de Hardy con pesos en relacion
con p, donde los pesos en cuestion pertenecen a las clases A7 y Al°¢, como asf también,
obtener una descomposicién atémica para tales espacios. Al igual que en [18] y [31]

basamos nuestra descomposicion atomica en la de los llamados espacios de Hardy locales
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pesados estudiados por primera vez por Bui en [8] y mds recientemente por Tang en
[42]. Cabe mencionar que espacios de Hardy sin pesos asociados a una funcién p, fueron
estudiados en [45] en el contexto de un espacio de tipo homogéneo cuya medida satisface
una propiedad de anti-duplicacién.

Ademas, vamos a demostrar que algunas de las familias de integrales singulares intro-
ducidas en el Capitulo 4/ o sus adjuntos estdn acotados de H'(w) en L'(w).

En particular, estos resultados pueden aplicarse al semigrupo de Schrodinger y obtener
la acotacién de Hj:(w) en L'(w) de varios tipos de transformadas de Riesz como V(—A +
V)12, las cuales fueron presentadas originalmente en [39], mas ain, Hj(w) puede ser
caracterizado por medio de V(—A + V)~1/2,

Por otra parte, siguiendo algunos resultados contenidos en el Capitulo [3] vamos a

probar una propiedad de extrapolacién a partir de desigualdades H}(w)-L'(w) con pesos

en A} .

6.1 Espacios de Hardy

Comenzaremos esta seccién considerando cuatro tipos de operadores maximales. Los
dos primeros estan relacionados con una funcién radio critico genérica p y el semigrupo
del calor clésico, mientras que los dos siguientes, se definen a partir del semigrupo {7;},
asociado a un operador de tipo Scrodinger £. Veremos a continuacion que tales operadores
estdn acotados por funciones maximales consideradas en el Capitulo [3| e introduciremos
espacios de Hardy determinados por los mismos, probando ademas, la equivalencia de
tales espacios bajo las condiciones adecuadas.

Dada una funcién radio critico p introducimos los siguientes operadores maximales

Wif(z) = sup [Wif(x)]

0<t<p?(x)

Wyf(x) = sup  [W; f(z)]

0<t<p?(x)
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donde W; es el operador integral asociado al nicleo del calor clasico

1 _la—y]?
Wiz, y) = (artyar®

y W}°¢ es el operador integral asociado al niicleo

thOC<l,7 y) = Wt(‘rv y)XB(x,p(:U))(y)
Cuando p proviene de un operador de Schrodinger £ = —A +V con V € RH, para
q > d/2, vamos a considerar también otros dos operadores maximales, a saber,

T* f(x) = sup | T, f(2)]

t>0

T*0f(x) = sup|T,” f ()]

t>0

donde {T;}; es el semigrupo cuyo generador infinitesimal es £. Como ya se ha dicho, T;
estd dado por un operador integral con un cierto ntcleo Tj(z,y). Andlogamente, T,°° es

el operador integral con nicleo

T°°(2,y) = T(%, ) X Ba,p(a)) ().

Siendo V' no negativo la férmula de Feynman-Kac implica que 0 < Ty(z,y) < Wi(z,y).

En lo que sigue, nuestro objetivo es demostrar que cualquiera de estos operadores ma-
ximales aplicados a una determinada funcién f estd acotado por debajo por |f|. Para este
fin vamos a comprobar que, para apropiados pesos w, estos son los operadores maximales
asociados a alguna aproximacién a la identidad en L'(w) en casi todo punto.

En primer lugar vamos a ver que tanto W) como T™ estan acotados puntualmente
por cualquier funcién maximal Mg, con ¢ > 0, mientras que los operadores locales Wp*’o
y T*° estén controlados por M)*°f.

En efecto, la siguiente proposicion se cumple.

Proposicién 6.1.1. Sea f € L. .. Entonces

loc*

a) W;(|f|) < CgMgf y TH(f]) < CgMgf, para todo 6 > 0.
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b) WyO(lf) < CMpef y T(|f]) < CM*f.

Demostracion. Para ver la primer desigualdad en @) tomamos By, = B(r,2/t) y N >

d + 1. Luego,

Wil ])(x /tmxyu<M@

<o [ (14520 vl
<oy [ ()

k>0 v Br+1\Br Vi
N

[z — ]
o [ (1)l

El primer término estd acotado por un multiplo de

1 1
Ztmm/&ﬂ |f(y)] dy

k>0
1 + 2k —N+d+1
coy e R [ ) an
k>0 | Biet1 Bt
Ahora, si t < p(x)? obtenemos que 2(1 + 2¥) > pe: ;/ y entonces la ultima expresion

esta acotada por Mévfdflf(x). Tomando N = 0 +d+ 1, obtenemos la acotacién buscada.
Para afrontar el segundo término observemos que, si t < p(x)?, tenemos 27¢ < (1 +

T\/j))_a para todo € > 0. Por lo tanto,

1 |z y|)
— 1+ |f(y)] dy
td/2 B(x,\/1) ( \/g

; /
< |f(y)| dy
t42 J g

SC(“*J%) \/x oWl

< C’Mgf(x).

Observemos también que la primera desigualdad en @ se sigue con los mismos pasos,
pero ahora la suma se extiende hasta ky — 1 con kg = méax{k : 2°v/t < p(z)}, por lo tanto
aparece un nuevo término

1 |z — y| > -
O | (14 £l dy
L2 B )\ Bz 240 ) Vi
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Asi, teniendo en cuenta que para N > d + 1 es (1 + 2F)"N+d+l < 1y 2ko\/t ~ p(x)

obtenemos

ko _

W0 S Y M 51 o G —‘ . Ml
y la desigualdad se obtiene pues los radios de las bolas son a lo sumo como p(z). Nétese
que no usamos aqui que t < p(z)%.

En cuanto a la segunda desigualdad en [f)) el hecho que 0 < Ty(z,y) < Wi(z,y) vy la

observacién anterior implican
T*0\f|(x) = sup T1|f|(x) < sup W[ f|(x) < M (z). (6.1.1)
> >

Finalmente, designando Bj, = 2B(x, p(z)), la desigualdad restante se sigue consi-

n

derando la estimacién ([1.1.6)) con exponente N > 0 y el hecho que e™® < s72 con

d+1<n<N

oc _ VEN Y lzyl?
(T, — T f]() < sup -7 (1+—) / 1 7(y)] dy
B(ﬂﬂp(ﬂﬁ))C

A
[0}
[an
ho]
~
L
Ny
VN
2%
N————
3
VN
—
+
<
|
2
NE
[\)
z
—
-
=
&
Ned

t>0 p(z p() Bi\Bi_1
1
< 27k / £
p(‘%)d k:221 By,
1\
<C —k
- ; (1+2k) 1Bl J5 |f|

(6.1.2)
donde la tercer desigualdad se sigue facilmente considerando separadamente los casos
0<t<p(x)yt>p(x)

Teniendo en cuenta que 7 es arbitrario, la estimacién anterior junto con , per-
miten obtener la segunda desigualdad de E[) pues Mﬁlf’c < ZGMg para cualquier 6§ > 0.
O

Observacion 6.1.2. Los operadores W y T* son de tipo débil (1,1) con respecto a los

) 1
esos A?. Lo mismo acurre para W*° v T%9 con respecto a los pesos A”°°. Esto es una
1 P 1
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consecuencia de los resultados correspondientes para Mg y M})OC. En particular, los dos
primeros aplicados a funciones en L'(w) con w € Af, son finitos en casi todo punto y lo

: - : . !
mismo es vélido para los otros dos aplicados a funciones en L'(w) con w € AJ™°.

Lema 6.1.3. Si f € Cy, el conjunto de las funciones continuas de soporte compacto,

entonces Wi f, Tif, Wlef y Ti°cf convergen puntualmente a f cuando t tiende a cero.

Demostracion. La afirmacién es bien conocida para el semigrupo del calor. Para el resto

de los casos, vamos a demostrar que sus diferencias tienden a cero. En efecto,

Wy — W) f ()] < /| Wl )] dy
el (6.1.3)

< CHfHOO/ e % dz.
|2|>p(x)/2vt

Siendo p(x) > 0 para todo x, la dltima integral tiende a cero con t.

Ademds, a partir de la estimacién dada en [21], para t < p(z)?,

donde ¢ es una funcién de Schwartz positiva y € > 0, obtenemos el resultado para 7} f.

Por 1ltimo, observamos que
(T, = T,°) f ()| < (W, = W) £ ()

lo cual se sigue de la estimaciéon puntual Ty(z,y) < Wi(z,y) entre los nicleos. Luego,

procediendo como en ((6.1.3)), se concluye la prueba.

Con estas observaciones, podemos probar el siguiente resultado.
Proposicion 6.1.4. Las siguientes desigualdades valen en casi todo punto
DI <Wofylfl <Tf para f € L'(w) yw € A7,

) [fl SWOf y |f| < TOf para f € L'(w) yw € AP



6.1 Espacios de Hardy 101

Demostracion. Como una consecuencia de la Observacion [6.1.2] el lema previo y la den-
sidad de Cy en L'(w), por argumentos estdndar, obtenemos la convergencia a f de W, f,
T, f, Wle y T!°¢ en casi todo punto, para f en L'(w) y w segtin corresponda. Usando que
el limite estd acotado por el supremo y que p(x) > 0 se obtiene 1)) y .

O]

Ahora estamos en condiciones de introducir los espacios de Hardy de nuestro interés.

Definicién 6.1.5. Para una funcién p que satisface (3.1.1]) y un peso w, podemos definir

los espacios de Hardy

H;(w) = {f € L'(w): ||W;f||L1(w) < oo},

H;,o(w) = {f € L'(w): HW;’OfHLl(w) < oo} )

Si w € A, por la Proposicién la cantidad [|[W} f||z1(w) se convierte en una norma
y lo mismo ocurre cuando w € A?'°° para W0 Fll £t ) -

De este modo definimos
Iy = W, fley v Il @) = 1W, 0 flloi -

Ademds, por la Proposicién m tenemos que || fllriw) < [[fllmiw) ¥ [ flloiw) <

HfHH;’O(w) para w € A? y w € A?™ respectivamente.

Definicién 6.1.6. Cuando p estd asociada a un operador £L = —A + V', podemos definir
también

H}(w) = {f € L'(w): 1T fllrw) < oo},

Hpo(w) = {f € L'(w) : [T fll 1) < oo},

con normas dadas por

Il = 1T florw) v Il ) = 1T f ).
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Consideraciones analogas a las realizadas anteriormente son validas para estos espacios

y asi

12ty < N fllmLw), Para w € Af,

Jloc
[l < I lly s para w € AP,

Es preciso senalar que el espacio H}(w) con w = 1 fue introducido por J. Dziubariski
y J. Zienkiewicz en [I8] como el espacio de Hardy natural en el contexto Schrodinger y
también esta definicién aparece en [31] para w € A;.

El resultado principal de esta seccién se ocupa de las relaciones entre estos espacios.
Teorema 6.1.7. Dada p y un peso w, tenemos
a) H)(w) = H,(w) para w € A7 con normas equivalentes.

b) Cuando p proviene de un operador de Schrodinger £, H)(w) = Hp(w) para w € A] y

H)o(w) = Hp o(w) para w € AP con normas equivalentes en ambos casos.
En particular, los cuatro espacios coinciden cuando p proviene de un tal L y w € Af.
Demostracion. En vista de la Proposicién serd suficiente mostrar que
) Wy — W0 < Sy
m) |T*— T < 5.
un) (W0 =T+ < S,

con Sy acotado en L'(w) para w € A? y Sy acotado en L'(w) para w € A",

Sea Qr = B(xy, p(z1)), k > 1, un cubrimiento de R como en la Proposicién N

we AN,
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Para , denotamos B; = 2/ B(z, p(z)) con x € R? y observamos que dado N > d
—le—y[?

* * e 4
;Wi s [ Sy

t<p%(x)

<C sup t(N—d)/Z/ ’f(y)‘N dy
t<p?(z) lz—y|>p(x ‘x y‘

< Cp(x Nd)Z/ dy

>0/ Bi+1\B; |95_CU|N

2—i(N—=d)
<C —/ f(y)|dy
§‘>0 Bl Bm\ ()|

j>
=CSf(z).

A partir de (| es sencillo verificar que para cualquier x € (), existe una dilatacion

fija tal que B(z, p(x)) C Qx = CQy, con C = ¢,2™0 +1. Siendo p = p(21) ~ p(x) y usando

que w € AY?, se sigue

~5(N=d)
/ Sif w<CY w(Qr) ZQI;’—QH/W@W

k>0 §>0

iN— 21Q)
<Cy oW d’Zw‘éijT) /mk /]

>0 k>0

<0y 20 d”>Z/

>0 k>0 7%

<c [ I (22 AoV—de- Nﬂ)

7>0

| flw
21 Qy,

donde N es la constante de la Prposicién [3.1.3] La estimacién se consigue tomando N

suficientemente grande.
En cuanto a , procediendo anédlogamente a lo hecho en (6.1.2) obtenemos, para
N >0,

(T — T f(2)| < C pla dZM/ )| dy = CSLf(a).

i>1 27 B(z,p(x))

p,loc

Finalmente para verificar [I11), sea w € A]""" y observemos que

(W = T%%) f ()] < sup [(W;> = T3°°) f()] +  sup |[(Wf(2)]
=0 t>p(@)? (6.1.4)

= S1f(z) + Saaf(z).
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Para tratar con el primer término utilizamos la estimacion ((1.1.5)), la cual afirma que

dado € > 0 existe C' > 0 tal que

cuando |z — y| < p(z).

Como antes, si € Qy, entonces B(z, p(x)) C Qr v pr = p(zx) =~ p(z). Por lo tanto

Soaf(z) < C’p;;ﬁ/é %

[, susitayoteras < coe [ 1100 ( A ) ay

Para y € Qy, la bola Q. € B = B(y, Mp(y)) con M = ¢,(C + )Nty p(y) =~ p.

dy

y asi

Entonces la integral interior se estima por

/g|wl—0(§|)d : pkz 2 JB|/

<Cpk22 € inf w

7>0 2B
< Cprw(y).

donde en la segunda desigualdad hemos usado que A'°¢ = AMPloc,

Por consiguiente,

SQJf w S C ~ |f| w
Qk Qrk

para alguna constante C' que depende solo de las constantes en (3.1.1]). Luego, teniendo

en cuenta el solapamiento finito de {Qg}«, la suma en k da

/ Sz,lwaO/ ] w
R4 R4

Para el segundo término en ([6.1.4)), tenemos

oC 1
sup |W/°°f(x)| < sup Py /B( o) |f(y)] dy
z,p(x

t>p(z)? t>p(x)?

: /
< |f(y)] dy,
p(r)? B(x,p(x))
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asi,

/Rd Saaf(@)w(z) do < Z/Qk @(A@,p(x)) If(y)] dy)w(x) da

E>1
w(Qx)
SCZE@MAQﬂ”@
sogggawu)é|ﬂmuy
C w d
< g&éJﬂw|@>y

<c [ 15w dy

6.2 Descomposicién atémica y caracterizacién por
transformadas de Riesz p-locales

No resulta dificil obtener una descomposicién atémica para los espacios de tipo Hardy
definidos en la seccién previa a partir de la realizada por Bui en [8] para el espacio de

Hardy local con pesos en Aj.

Definicién 6.2.1. Dado w € A; se define el espacio de Hardy local del siguiente modo
pH(w) = {f € L'(w) : sup [Wif(2)| € L'(w)},
0<t<1
Este resulta ser un caso particular de le(w) con p = 1. Més ain, podemos considerar

un espacio de Hardy R-local de la siguiente manera.

Definicién 6.2.2. Dado w € A; y R > 0 definimos el espacio de Hardy R-local como

Po(w) = {f € L'(w): sup [Wif(x)| € L'(w)}.
0<t<R?
Como asi también

Pho(w) = {f € L'(w) : sup W f(a)| € L'(w)}.

0<t<R2
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Aplicando el Teorema [6.1.7, obtenemos

Hf”h}%(w) = HWp*fHLl(w) = HW;’OfHLl(w),

parap= Ry w € A;.
Siguiendo lo realizado por Bui en [§] vamos a considerar la siguiente nocién de dtomo

local.

Definicién 6.2.3. Dado R > 0 y un peso w, se dice que una funcién a es un hj-adtomo

si satisface que existe xg y r tales que sopa C B(xo,r), vy
D) lalle < w(B)™
_ : R
) [pa=0,sir<2.

Teorema 6.2.4. (Teorema 5.2 en [§] ) Sea w € Ay. Una funcidén f pertenece a hh(w) si

y sdlo si existe una sucesion de hy-dtomos {a;}; y nimeros {\;}; tales que
= Z i,
en el sentido de L*'(w) y Y, |\i| < oo. Ademds,
11wy = nf { Z INi| s f = Z)\iai, para a; hp-dtomos }

Observacion 6.2.5. En [31] también aparece la siguiente propiedad de tal descomposicion:
si f € hi(w) es tal que sop f C B(x,r) con 7 > R, entonces los dtomos pueden ser

escogidos con soportes contenidos en B(z, Cor) para una constante Cj independiente de
fyr.

La prueba del Teorema aparece en [8] para R = 1. Con respecto a la Observa-
cién a pesar de que fue citada en [31] como probada en [8] no hemos sido capaces
de encontrar tal resultado alli. De hecho, Bui obtiene la descomposicién atémica como
consecuencia de un resultado andlogo para H'(w), el espacio de Hardy clésico con pesos
Ay, y siguiendo la equivalencia: f € hi(w) si y sélo si f — ¢ x f € H'(w), donde

pertenece a ., la clase de Schwartz, [+ =1y tiene momentos de orden superior nulos.
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Vale la pena senalar que una descomposicion atémica arbitraria de una funcién con
soporte compacto f € hi(w) puede no compartir la propiedad senalada en la Observa-
cién [6.2.5] Ademds, la descomposicién construida en [8] para funciones en H'(w) con
soporte compacto no parece gozar de esta propiedad. Segin consideramos, es necesario
exhibir una descomposicién atémica que satisfaga tal afirmacién. Para este fin, un paso
crucial es la construccién de los dtomos con soportes en los conjuntos de nivel de una
funcién gran maximal que permita la convolucién sélo con funciones de soporte compacto
.

Esta funcién gran maximal caracteriza el espacio hl(w) a partir de la siguiente obser-

vacion trivial.

Proposicién 6.2.6. Sea w un peso en la clase Ay. Entonces, f € hi(w) si y sélo si

Maf(z) = sup | * f(z)| € LY (w), donde A es una subclase cualquiera de B;.
t<1 e

Aqui, B es la clase dada en [§] por

B, = {¢ €S Y |2*D’¢|lx < 1}

lae],|BI<N:

donde N; es un nimero suficientemente grande que solo depende de w y d. La prueba de
la proposicién es una consecuencia directa del Corolario 1 alli presentado.

Entonces, podemos elegir 24 = {1 € By : sop ¥ C B(0,¢)}. De este modo resulta que
una construccion de los atomos puede ser desarrollada de un modo similar a lo hecho en
[8] para H'(w), pero con algunas variantes adaptadas a la naturaleza local de los espacios
y siempre que c¢ se tome lo suficientemente grande.

Sin embargo, la constante ¢ puede elegirse de modo que s6lo dependa de la dimension.
Esta vez los dtomos son construidos con soporte en los cubos contenidos en Qy = {z :
My f(z) > 0}. La ventaja es que cuando f esta soportada en B(xg,r), conr > 1, entonces
Qo C B(zg, 7+ ¢) C B(xo, (1 + ¢)r). Llamando Cy = 1 + ¢, la Observacién se sigue
para R = 1.

Senialamos aqui que en [42] (en un contexto mds general) el autor introduce espacios
de Hardy locales pesados por medio de una funciéon gran maximal envolviendo también

convoluciones con funciones de soporte compacto.



108 Espacios de Hardy con pesos asociados a una funcion radio critico

Para R # 1, el problema puede ser reducido a R = 1 por medio de la siguiente

observacién.

Observacidn 6.2.7. Una funcién f € hi(w) siy sélo si f(R-) pertenece hi(wq/r), donde,
como es usual, wy/r(z) = w(Rx)/R?. Més ain, la aplicacién f — f(R-) es una isometria.
Ademds, senalamos que w; /g pertenece a Ay siy sélosiw € A; y con la misma constante.
Esto permite mostrar que la equivalencia entre las normas atémica y la maximal dada

en el Teorema [6.2.4] puede escribirse con constantes independientes de R.

En lo que sigue vamos a denotar por ~ la constante
7 =7(p,d) = 2¢,Co(1 + 2Cy)™

donde Cj es la constante de la Observacion ¢, ¥y No son las constantes de p dadas

en (3.1.1). Con esta notacién podemos introducir la nocién de (p, w)-atomos.
Definicién 6.2.8. Una funcién integrable a se dice que es un (p, w)-adtomo si

(1) Existe una bola B(xzg,r) con r < vp(x) tal que sopa C B(x, 7).

() llalle < sEmE-

(1) Sir <~ 'p(xo), entonces [p,a = 0.

Segiin fue establecido en la Proposicién [3.1.6, para cualquier § > 1, la clase A%

Bploc
A

coincide con pero con una constante que puede crecer con 5. Con esto en mente,

es facil obtener la siguiente propiedad para estos pesos.

Proposicién 6.2.9. Sea w € A2 y B, = B(xg, p(o)) para xo € R Entonces existe
un peso v € Ay tal que v|p, = w|p, y ademds la constante de v en A; depende sdlo de la

I
constante de w en AP°.

Demostracion. Vamos a usar el hecho de que si un peso satisface la desigualdad A; para
toda bola contenida en By, es posible encontrar la extensiéon v, (ver [5]). Para verificar
que w|p, satisface tal propiedad, consideramos B = B(x,r) C By. Por (3.1.1) existen

constantes ¢, co > 0 tales que ¢1p(z9) < p(x) < cap(xp) y entonces, sir < p(zg), tenemos
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r < p(f) y por la Proposicién |3.1.6|w € A’f/cl’loc. Por lo tanto, la desigualdad A; es vélida

C

para la bola B. [

loc loc

Observacién 6.2.10. Como w € A2 implica que w € A%'° podemos encontrar una

extensién A; de w|gp, para cualquier > 1.

Ahora estamos en condiciones de establecer y probar la siguiente caracterizacién del

espacio H (w).

Teorema 6.2.11. Sea p una funcion que satisface (3.1.1) y w € AL'°°. Entonces, una
funcion f € H)(w) siy sdlo si existe una sucesion de (p,w)-dtomos {a;}; y escalares
{\i}i tales que

=Y N, (6.2.1)

en el sentido de L'(w). Ademds,

HfHH;’O(w) ~ {nf { Z Ai| 2 f = Z i@, a; (p,w)—citomo} (6.2.2)

Demostracion. Primero vamos a mostrar que para cualquier descomposicién de f tenemos
£l HY o (w) < >; |Ai]. De modo usual es suficiente probar que para cualquier (p, w)-dtomo

a se verifica que a € H) j(w) y ademds existe una constante fija C' tal que

HCLHH;@(w) <C.

Consideremos a y By = B(xg,7) como en la Definicién [6.2.8] esto es sopa C B(zo, ),
r < yp(xo). Vamos a estimar las normas ||W%ll1agyw) ¥ Wyl L1 (aBo)ew), Para
alguna constante A > 1 que sera elegida méas adelante.

Claramente, siendo Wy > 0y [[Wy(z, -)||zr = 1, resulta que W% < ||al|s, con lo cual

se tiene
w(Bo)

donde C depende de A y la constante A?'°° de w.

||W;’0a||L1(ABO,w) < <C,

Para estimar [[Wal|£1((xgy)e ), Tecordemos que

Woa(z) = sup / Wiz, y)aly)dy| .
B(z,p(x))NBo

t<p?(z)
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Por lo tanto, W °a(x) > 0 implica |z —zo| < 7+ p(z) < (v+(2+7)"c,)p(x0) = Fp(0).
Entonces,

W, el amean = | W, aly)dy.
Ar<|z—zo|<Fp(x0)

Escogiendo A = v > 2, se sigue que s6lo tenemos que considerar el caso r < p(xg)/~y
y por consiguiente fRd a = 0. Usando esta propiedad y el hecho que |x — xo| > Ary

|y — x| < r implican |x — zo| ~ |z — y|, el teorema de valor medio proporciona,

W;’Oa(:c) < sup/ Wiz, y) — Wiz, x0)| la(y)|dy
ly—zo|<r

>0
d+1
r
Slolle (=)
|z — x|
donde hemos usado que [VW|(z) < 1 |d —. Por lo tanto, escogiendo j, tal que 2071y <

Fp(x) < 2701 se sigue que

w(x)

104l s aoyeny < llafloor / dx
2

r<|z—zo|<Yp(xo0)

<l ||OOZ HET: / dx (6.2.3)

|£L’ _l»old—i-l

\<2Jr
B .70 ]
< |Bo infw) 277 <1,
’(U(Bo) Bo =2

loc

ya que w € AP con B = 27.
Con el fin de demostrar la reciproca, vamos a considerar un cubrimiento {Qy}x de R?
por bolas de radio critico Q) = B(zy, p(z))) como en la Proposicién [3.1.3] En relacién

con este cubrimiento, existe una particién de la unidad {vy }x, la cual puede elegirse de

modo que satisfaga las siguientes propiedades (ver [19])
1) 0 <y <1, sopyy C 2Q.
1) ¢y € C1(R?) con |V < , donde py = p(xx).

ur) >, v, =1

Asociado con tal cubrimiento, existe también una sucesién {wy}, de pesos en la clase

Ay tal que wilacyg, = Wl2cyg,, de acuerdo a la Observacion 6.2.10) (donde Cj es la
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constante de la Observacién . En particular, todos los pesos wy tienen constante
A; independiente de k. Claramente, f = Y, fiy y teniendo en cuenta la propiedad de
solapamiento finito de {2CQy }x, la suma tiene un nimero finito de términos para cada
x € R?. Ademads, vamos a probar la siguiente afirmacién:

Si f € H;,O(w), entonces fiy, € h;k(wk) y para alguna constante C, tenemos

S 1kl ) < ClF i - (6.2.4)
k

Para probar la afirmacion, primero observemos que sop fi, C 2Qk, v de este modo la

funcién Wr0(fiy.) estd soportada en 3Qy y para = € 3Q; se sigue

W0 (fn)(x) = sup

t<p%

< sup /| Wl ) ) — vy

t<p3
/| ‘ m<x,y>f<y>dy]¢k<x>
r—y|<pk

/| Wi, y)f(ywk(y)dy‘

+ sup

t<pi

= B, + B;.
Utilizando que ¢y (z) — vi(y)] < 24y Wiz, y) < Id obtenemos

~ Pk ~ |z—

1 f()

Bk S
Pk Jiz—y|<pp |z — y[d-t

dy.
Como Cy > 2 tenemos que wy, = w en 3@ y entonces

/3@ By de < = [ 1) @) gy (6.25)

Pk JaQ, lz—yl<p |.CE y|d !

Descomponemos diddicamente la integral interior y la acotamos por

kaQJr/ ‘ w<pk223 1nf w

§>0 B(y,277 p) Y27 pr) (6.2.6)
S prw(y)
para todo y € 4Q);, donde hemos tenido en cuenta el hecho que w € A’f’loc. Por lo tanto,

a partir de la propiedad de solapamiento acotado de {4Qy}, logramos ver que

S [ oBtws> [ s [ 1w 1l
© /3Qk K JAQk R
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Volviendo con B?, teniendo en cuenta que estd soportada en 2Qy, y que a partir de ([3.1.1))
existen constantes ¢; y ¢ dependiente sélo de p, tales que ¢i1pr < p(z) < copy para todo

x € 2Q)y, resulta

B2 (z) < ty(x) sup / Wi, )| ()l dy
c1pp<|r—y|<capr

t>0

+ ¢r () sup

t<pj,

[ Wi
lz—y|<p(z)

= By + B
Para x € 2Q);, llamando ¢, = ¢ + 2 se sigue

[ i
ly—zr|<e2py

1

2,1
Bk 5 d
Pk

y entonces,

/ B (2)w(z)dr < w(ng)/Q \f(y)|dy§/ [ (y)|w(y)dy, (6.2.7)

2Q% Py 2Q

1 -
°“ para 3 = ¢. Nuevamente, la suma sobre k resulta

donde hemos usado que w € A%
acotada por || f{|1(w)-
Finalmente, para z € 2Q); tenemos
B (x) S vi(x) sup

t<p(z)?

+p(z)  sup /| Tl
z—y|<p(x

c1 pz <t<62p%

/90—y|<p(x) Wile,y)f (y)dy'

Claramente la suma sobre k del primer término da W0 f(x) y entonces ||[W O f||p1(w) =

111 o

Por otra parte, el segundo término estd acotado

1

—~ |f(w)ldy

Pl J&Qx

para cada x € 2@) y la estimacion se sigue como en (6.2.7)) .
De este modo, la prueba de la afirmacion esta completa.

Ahora, teniendo en cuenta que cada wy pertenece a Ay y fiy € hik (wy) podemos

aplicar el Teorema y obtener para cada k, una sucesién de h;k (wy,)-dtomos {a?}j y
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escalares {\}; tales que

e = Z kak,

J

Z ’)\ﬂ < OHfIDth;k(wk),
J

donde en la tultima desigualdad la constante es independiente de k.

Por lo tanto, por la afirmacién probada
Z |)‘§| IS Z ||f¢k‘|h},k(wk) N ”fHH;,O(w)‘
j.k k
De modo que sélo queda por demostrar que cada a? es un (p, w)-atomo. Fijamos k. Como

cada a¥ es un h) (wy)-dtomo, ellos satisfacen

(a) sop af C By = B(z,r}),

(b) llaflloe < wi(BF)~",
(c) sirk < $py entonces [p,ak = 0.

Maés atin, por la Observacién [6.2.5, como la funcién fi)y esta soportada en B(xzy, 2py) se

tiene que B(z¥,rF) C B(xy, 2Copy). En consecuencia,
\xf — x| < 2Copr y rf < 2CHpx (6.2.8)
De la condicién (3.1.1)) resulta que

pr = plax) < co(1+2C) ¥ p(a)

y luego
rf < 2¢,Co(1 + 2Co) " p(xh) = vp(ah).

J J

Asi la condicién se satisface.

Ahora, como B(xy,2Cypr) = 2CoQk y teniendo en cuenta que w y wy coinciden alli,

tenemos que wy(B (2%, r¥)) = w(B(a*, %)) v asi se sigue de ([b)).

Jr'J Jr'J
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Finalmente, supongamos que Tf < p(m?)/v A partir de (6.2.8]) y la desigualdad ((3.1.1])
deducimos

1
p(ak) < ep(1 + 2C,) N/t () < 5Pk

Por lo tanto, r} < 3p; y por (d) arribamos a que [, a¥ = 0 como querfamos ver.

Observacion 6.2.12. Observemos que cuando p(x) = R, el Teorema da una exten-
si6n del resultado de Bui, establecido anteriormente como el Teorema [6.2.4]

En efecto, cuando w € Af demostramos que hp(w) coincide con hjo(w) y como
AR C A?’loc obtenemos una descomposicién atémica para el espacio hj(w) cuando w €

AR estos son los pesos para los cuales existe § > 0 tal que

w(B(z,r)) r\Y .
WO ) < (14 2V fup .
1Bz, )| < ( +R> o ™

No es dificil ver que los pesos de la forma w(x) = 1+ |x|? satisfacen la condicién anterior

pero no estan en la clase A;.

Observacion 6.2.13. A partir de la prueba del teorema anterior se deduce que

112 o) > 1 ¥kllng, (-
>1

Una de las desigualdades esta contenida en la afirmacion. Para la otra, teniendo en cuenta

la descomposicién atémica que figura en la prueba, se tiene
11 gy S Z M| < ZZ M| S Z 1 ¥kllny, (-
k,j kg k

Para terminar esta seccién damos una caracterizacion del espacio de Hardy H ;O(w)

en términos de una transformada de Riesz p-local.

Definicién 6.2.14. Sea 1 una funcién suave, radial, n € C5°(R?), 0 < n < 1, sop n C

B(0,2) y n = 1 en B(0,1). Si R; denota la transformada de Riesz cldsica con nicleo
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ki(z) = zj/|z|*™, se define el operador transformada de Riesz p-local como

Rif(x) = v-p/k‘j(ﬂf —y)n ('Z&f') f(y) dy

—vp. [ K= )f) dy

Es conocido que este tipo de operadores estan acotados en LP(w), 1l <p < ooy w €

Aploc (ver [5]), incluso si consideramos un corte no suave, mas precisamente 7 = X p(o,1)-

En [§] se da una caracterizacién del espacio de Hardy local hi*(w) para un peso w € A;
en términos de R? con p = R. De hecho, esta es realizada para R = 1, pero se extiende
facilmente a cualquier R > 0 (ver Observacion . Senalamos que las constantes en la
equivalencia de normas son independientes de R y que solo dependen del peso w sélo a
traves de la constante A;. Para obtener la caracterizacion en términos de la transformda
de Riesz p-local del espacio H) ,(w), para w € AP vamos a proceder en forma similar

a la prueba del Teorema |6.2.11] con el fin de reducirla al caso hh(w).

Teorema 6.2.15. Sea p una funcion radio critico y w € AP . Entonces f € H) o(w)

siy solo si f, Rif, j=1,....d pertenecen a LY (w). Ademds
d
1l = Wl + S IR oo
j=1

Demostracién. En primer lugar probaremos que siw € A9™°°, RY es acotada sobre dtomos,
mas precisamente
[Rjal|Lrw) < C
donde a es un (p, w)-atomo soportado en una bola B = B(xg,r), r < yp(xy). Como antes,
vamos a estimar || RfallLi(apw) ¥ [|Rfallz1((aB)e.w), Para algin A > 1 que serd establecido
mas adelante. Para la primera norma, usando que w € A§’1°C y la acotacion de R;? en
LP(w) obtenemos
1R all L ap ey < RS LoguywAB) Y < Clla| 1oguwyw(AB)

w(AB)
w(B)

<C AB] nfw < C)\dﬂ infw
w(B) AB w(B) B

< Cllallew(AB) < C

< O)\
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donde usamos que w € Ai‘w ¢ de acuerdo a la Proposicién m

Teniendo en cuenta que sop n C B(0,2) y procediendo en forma similar a la prueba
del Teorema , podemos elegir A = 77 con 7 = v+ 2¢,(3+~)"0. Por la eleccién de A,
tenemos como antes que Rfa(z) = 0 para x ¢ AB a menos que r < 7~ 'p(20) y entonces

J a = 0. Luego,

uﬁwwhs/Mﬂx—w—wﬂx—xmmwndy

r d+1
SCMWm(ﬁj}J)

donde hemos usado que |VE?(2)| < C/[z|**" y que |z —y| ~ |z — x| para y € By
xr ¢ \B.
Por lo tanto, procediendo como en ([6.2.3)) obtenemos la estimacion deseada.

Ahora, supongamos que fy R? f estdn en L' (w). Vamos a probar un resultado similar

a (6.2.4]), a saber, para cada j

Z IR (for) ey S NS fllorw) + 1 Flerw) (6.2.9)

E>1
con la misma notacion de alli.

En efecto, hagamos
| RS (o) ()] < [Wn(2) R f ()| + |RF*(f ) () — du() BS* f ()]
=I(z) + II(z).

Para el segundo término, teniendo en cuenta las propiedades de v, obtenemos para

T € Qy

Vi (y) — i ()] C | f(y)]
II(z) < dy < — _ WAL g
“”14@%w et '“w'y—phé@%ww—m*1%

y la estimacién se sigue en forma similar a (6.2.5) y (6.2.6), pues la funcién R*(fx)

estd soportada en 4Q) .

Por otra parte,

I(z) < [¢e(x)(RF* = RY)f(2)] + [Ye(0)Rf(2)| = Lz) + L(x).
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Teniendo en cuenta que para ¥ € 2Qy, tenemos que cipp < p(z) < capp, con ¢ =
No
(c,3N0) 71y ¢y = ¢,3%+T, tenemos

(o) < Cunta) [ o ) dygcw’;? | 1wl
c1pp<|t—y|<2c2pi cQx

donde ¢ = 2(cy+1). Continuando como en y teniendo en cuenta que sop I; C 2Qy,
podemos estimar la expresién por |9 f|| 11 (w)-

Por lo tanto, integrando Ir(z)w(z) y sumando sobre k obtenemos ([6.2.9).

A continuacion, siendo wy, un peso Aj, utilizamos la caracterizacion por transformadas

de Riesz de h{*(wy) para obtener

d
1 rllnor gy S Nkl Lt + > IR (fow)ll 2 (-

Jj=1

Finalmente, en vista de la Observacion [6.2.13|y por (6.2.9)) logramos ver
d
1l S Wl + S IR
=1

lo cual concluye la prueba del teorema.

6.3 Acotacion en espacios de Hardy de integrales sin-
gulares de tipo p

En los Capitulos 4]y |5| consideramos algunos tipos de integrales singulares asociadas a
p. En esta seccién vamos a estudiar el comportamiento de los adjuntos de tales operadores

actuando en el espacio de Hardy H}(w) para w € Af.

Definicién 6.3.1. Dada una funcion radio critico p diremos que el nicleo K pertenece

a S'(p, 00) si satisface las dos condiciones siguientes:

1) Para cada N > 0 existe Cy tal que

Cn 2 —y|\ 7"
K (2, y)| < T (1 0 ) , (6.3.1)

para todo par z,y € R.
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2) Existen constantes C'y A > 0 tales que

|y—y0|A

K (%, y0) — K(z,y)] < Cmy

(6.3.2)
para todo z,y € R?, siempre que ly — yo| < Iw—2yo|‘

Observacion 6.3.2. Es preciso recordar que la condicion ((6.3.1)) puede ser planteada equi-
valentemente en términos de p(z) de acuerdo a lo establecido en la Observacién [1.2.2)

como consecuencia de la desigualdad (4.2.3)).

Antes de establecer los teoremas principales de esta seccién, presentamos un resultado
que nos sera de utilidad y cuya prueba puede encontrarse en [5] (ver Lema 5 alli). El mismo

nos proporciona una desigualdad de tipo anti Holder para las clases Af.

Lema 6.3.3. Siw € AL, 1 < p < oo, entonces existen constantes positivas 6, n y C tales

o)™ <e (o fyw) (i)

para toda bola B = B(z,r).

que

Teorema 6.3.4. Sea T un operador acotado en LP(R?) para todo p > po, para algin
po > 1 tal que su micleo K € S'(p,00) y w € Al. Entonces T aplica H)(w) en L'(w)

continuamente.

Demostracion. Es suficiente verificar que para cualquier (p, w)-dtomo a, ||Ta| 1 < C.

Sea B = B(xg,r) tal que sop a C B con r < yp(xo). Entonces, si denotamos B = 2B

1/p A\ VP
/ |Talw < (/ |Ta|p) (/ wp> :
B R4 B

Teniendo en cuenta el Lema [6.3.3] si escogemos p = max{1 + 1/4, po}, obtenemos que w

satisface la desigualdad anti Holder con exponente p’ y entonces

p ~ ~
/~ |Talw < C’(/ |a]p) |B|_1/pw(B) < Cllal|ew(B) < C.
B B

donde en la ltima desigualdad usamos que w € A,
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Por otra parte, observemos que si y € By z ¢ B tenemos que |z — zo| ~ |z — y|.
Llamando By = B(xo,v 'p(x0)) se verifica que B¢ = (BC N BS) U (B, \ B). Entonces,

usando que p(y) ~ p(xy) para y € By la condicién resulta

laloo (va—xo!)_N
Ta(z)|w(z) de < C w(x dy dx
/chBgr i) <0 [ o) [ (R0
w(z)
< Clla ~7 / —dx
lal] NZ P Fepmp 2
rd , w(QJJr By)
<(C—— P — A
) Z 25|
mwaQ J(N=0)
j>1
<C,

donde 6 es tal que w € A’l”e y N es tomado lo suficientemente grande.
A continuacién, observemos que By \ B # 0 siy solo si 2r < vy p(xg) y entonces
podemos suponer que [ a = 0. Por lo tanto, para x € By \ B, usando la condicion (6.3.2))

se tiene

ool < [ 1K) = Kol v < Clal ()

Por lo tanto, para jy tal que 27°r ~ v~1p(x), se sigue

Ta(x)|w(z) de < Clallrd™™ / N
[, T de < Clal Z e

T—x0|=29T

d
r 7]/\w(2 B)
<C 22 ‘QJB‘

<C,
ya que para cualquier 1 < j < jo, 297 < v 1p(x0). O
Operadores con nicleo en la clase §’(p, 00) aparecen en el contexto Schrodinger cuando

el potencial V' satisface una desigualdad anti Holder de orden ¢ > d. Sin embargo, cuando

d/2 < q < d, incluso las transformadas de Riesz tienen ntcleos que no estan en §'(p, 0o).
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Con el fin de considerar esos casos se introduce la clase S’(p, s).

Definicién 6.3.5. Dada una funcién radio critico p y 1 < s < oo diremos que el niicleo

K pertenece a 8’'(p, s) si el mismo satisface las dos condiciones siguientes:

17) Para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

1/s R -N
< / |K(x,y)|sdx) < CNR‘d/S/<1 + ) : (6.3.3)
R<|z—x0|<2R p(o)

para todo y € B = B(xg,r) y R > 2r.

2’) Existe una constante C' tal que

1/s
S ([ K- Keall) sc 630
2k+1B\2k B

k>1

para toda bola B = B(xg,r) con r < p(xq) y todo y € B.

Teorema 6.3.6. Sea T un operador acotado en LP(RY), para todo 1 < p < s, para algin
s > 1 tal que su nicleo K € S'(p,s). Entonces T es acotado de H)(w) en L*(w) para

todo w tal que w® € A?.

Demostracion. Sea a un (p,w)-atomo y B = B(xg,r) su soporte. Procedemos como en

el teorema anterior dividiendo el dominio de integracion. Comenzamos integrando sobre

1/p ) /v
/ Talw < (/ |Tayp) (/ wp> |
B R4 B

Escogemos ahora p < s, pero lo suficientemente cerca, de modo que w® satisfaga la

B =2B.

desigualdad anti Holder con exponente p'/s’ y siendo r < yp(xq) dicha cantidad esta aco-

i )

e, / . . .,
Usando la condicién A} para el peso w® se sigue la estimacion.

tada por un multiplo de

A continuacién, como antes, separamos B¢ = (B¢ N BS) U (B, \ B). Observemos

que By \ B # 0 siy s6lo si 2r < v 'p(z) vy entonces, al igual que antes, podemos
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suponer [a = 0. Teniendo en cuenta esto, la condicién (6.3.4) y tomando j, de modo

que 2707 ~ v71p(xy), tenemos

/B |Ta(o)|w(z) de

o\B
Jo . 1/s
<clal . e ([ ) - Kealds)
>0 B \ Joit1B\2iB
ER
<
< Cw(B) 1%fw
<C,

donde hemos utilizado que 2/r < v~ !p(xq) para j < jo.
Para acotar el primer término de la unién, descomponemos la integral diddicamente

y logramos ver que

/ Ta(z)|w(z) dx
<l [ ( [t e )ay (6.5

BenBg
‘ 1/s
< Cllafloe 3 [w¥ (21 Bo)] Y / ( / |K<x,y>|8dx) dy.
2341 By\ 29 By

>0 B
Ahora, si 2r < v p(xq) podemos aplicar la condicién (6.3.3]) con R = 29y~ !p(zy). Luego,

como w® € A’l”e, para algin ¢ > 0, tomando N > /s, resulta

/ Ta(z)w(z) dz < Cllalle|BI D 2773 inf w

27 B,
BenBg =1 0

<C 2l inf w
w(B) Bo (6.3.6)

1Bl
<
< Cw(B) 1%fw

<C.

Por otra parte, en caso de ser 2 > v 'p(x), se sigue que r ~ p(zg) y By \ B = 0.

/

Entonces, procedemos como en ([6.3.5) y (6.3.6) pero con R = 2/r y tomando N > /s

obtenemos.

[ T e < Clal | ([ 16wt ar)ay
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1/s o )
<ol [ ([, Eri) a5

j=>0
9i+1,\ ~(N=3)
<clalulsl Y (1+2.5) it
= p(zo) 2B
1B|
< (C inf w
~ w(B) B

<C.

6.4 El caso Schrodinger

En esta seccién vamos a tratar con operadores derivados del contexto del operador de
Schrodinger £ = —A+V, con V un potencial no negativo y que satisface una desigualdad
de tipo anti Holder de orden ¢, ¢ > d/2 y d > 3. De modo que, de aqui en adelante, p es
la funcién definida por que, como hemos dicho, satisface la desigualdad .

Como fue probado en la Seccién 2, cuando w € Af el espacio de Hardy H}:(w) coincide
con H)(w) = Hjy(w) por lo que podemos aplicar todos los resultados obtenidos en
las secciones anteriores. Por lo tanto, se tiene una descomposicién atémica de Hj(w),
una caracterizacién por una transformada de Riesz p-local , asi como la acotacién de
operadores “p-singulares” de H}(w) en L'(w).

Ahora vamos a aplicar los resultados de la seccién anterior a algunos operadores

derivados de £ que, como veremos, satisfacen los supuestos anteriores.

Teorema 6.4.1. Supongamos que V- € RH, con q > d. Entonces los operadores V(—A+
V)~V2 (= A+ V)YV y V(=A+V)7IV son acotados de H:(w) en L' (w) para w € Af.

Ademds, si V € RH, con q > d/2 lo mismo vale para el operador (—A + V)%, ¢ € R%

Demostracion. De acuerdo a lo establecido en los Teoremas y |1.3.2] estos son ope-
radores de tipo Calderon Zygmund, asi sus niucleos satisfacen la condicién (6.3.2) y son

acotados en LP(R?) con 1 < p < co. Ademds, sus nicleos verifican ([6.3.1)) (ver prueba
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de los Teoremas y 4.3.3)) . Observar que aunque los nicleos pueden no ser simétri-
cos, p(y) en el lado derecho de ([6.3.1) puede ser reemplazado por p(z) en vista de la

desigualdad (4.2.3)). O

Teorema 6.4.2. Supongamos que V € RH, con q > d/2 y sean Ty = VY/2(=A+V)~1/2
Ty =V(=A+ V) yTy =V(-A+V)V2 Entonces los operadores T;, j = 1,2,3 son
acotados de H}(w) en L*(w) para pesos w tales que w'i € A? donde s1 =2q, s =q y s3

satisface 1/s3 = 1/q — 1/d cuando q < d.

Demostracion. De acuerdo con el Teoremal[l.3.3] los operadores T7, To y T3 son acotados
en LP(RY) para p > s’;, respectivamente.

El hecho que los ntcleos de Tj, j = 1,2, 3, satisfacen la condicién (6.3.3) es consecuen-
cia de que los nicleos K j, de los operadores adjuntos Tj, satisfacen la condicién (4.2.4]),
lo cual fue establecido en la prueba del Teorema m En efecto, dados zo € R, r > 0,

y € B(zg,7) y R > 2r, se sigue que para todo N > 0, existe una constante Cy tal que

1/Sj 1/8j
( / Ko 0)]” d:c> s ( / Ry )] dx)
R<|z—z0|<2R R<|z—z0|<2R

R —N
< COyR™%¢ (1 + ) .
P(iUO)

(6.4.1)

Anidlogamente, la prueba de que los nicleos de los operadores T}, j = 1,2, 3, satisfacen
la condicion ([6.3.4]) se sigue a partir del hecho que los ntcleos de los operadores adjuntos
satisfacen la condicion (4.2.5)), lo cual estd contenido en la prueba del Teorema 1 en [26].

O

En lo que sigue vamos a demostrar que al igual que en el caso sin pesos, el espacio
H}(w) con w € A}, puede ser caracterizado en términos de la transformada de Riesz-

Schrodinger, a saber, por las componentes R; del operador vectorial V(—A + V)~Y/2,

Teorema 6.4.3. Supongamos que L = —A+V conV € RH, y sea w un peso. Entonces,
f € Hiw) siysdlosi fyR;feL (w),ysecumple ademds alguna de las siguientes

condiciones
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a) Sig>dywe Af.
b) Sid/2<q<dyw’ €A conl/s=1/q—1/d.

Mds aiun, en cualquiera de los casos,

d
1 e wy = (1Nl ) + Z IR f Nl 2t ) -
j=1

Demostracion. A partir de los teoremas anteriores solo necesitamos probar que si f y
R;f estdn en L'(w) entonces f € Hp(w).
Nuestro objetivo es utilizar la caracterizacion previa dada en el Teorema |6.2.15] Si-

guiendo la prueba del Teorema 3 en [5] escribimos

Rif(x) = (Rjf(x) = Ri(fxe.)(®) + (B; = Ry)(fxm) (@) — R;(fxe) (@)
+ Rif(z) = Ajf(x) + Ajf(x) + Af(x) + R;f(x),
donde R; denota la transformada de Riezs clasicay E, = {y € RY: |z —y| < p(y)}.
Siguiendo el argumento en [5], pagina 13, las normas L' (w) de A% y A? estdn acotadas
por || f|lziw) para w € AL siq>d, o w® € Al sid/2 < q<d.
Ahora, para el primer término, observamos que B(z,c 'p(x)) C E, C B(x,cp(z)),
con ¢ = ¢,2". Ademés, siendo n = 1 en B(0,1) y n = 0 en B(0,2) se obtiene para su

valor absoluto,

sl s |

R4
1

s f 1) dy.
P(2)? J e cr2)p))

Finalmente como para = € Qx, p(x) ~ p(zx), la norma ||A]f]|L1 @) estd acotada por

n(‘x_y‘)—x@(y) /()] d

|z —yl?

|1 £1 £t (w) Procediendo como en (6.2.7) para cualquier w € AJ".
Por lo tanto, usando el Teorema y el Teorema [6.2.15] obtenemos

d
HfHH;(w) S ||fHH;,O(w) Sl + Z 1R £l £t (w)
j=1

d
Sl + D IR F M),
j=1

y el resultado se sigue. O
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Para finalizar el capitulo, vamos a utilizar un resultado de extrapolacién que fue
demostrado en el Capitulo , y permite extrapolar una desigualdad en norma LP(w) a
partir de una desigualdad en norma L'(w) para pesos w que seran detallados en breve.
Esto esta motivado por el siguiente hecho, cuando decimos que un operador S es acotado
de H:(w) en L'(w) para un cierto peso w, en definitiva, tenemos una desigualdad en

norma L' (w) entre los operadores S y T*, més precisamente, existe C' > 0 tal que

| I8s@lu(@)de = 5w < Uy = C [ 1T f@)fu(e)ds,
R4 Rd

donde T es el operador maximal asociado al semigrupo generado por L.
Si consideramos dos operadores S y T', a partir del Teorema [3.1.29|aplicado a la familia
F ={(Sf,|Tf]): f€ 2(T, )} obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.4.4. Sea 1 < s < 00, supongamos que para todos los pesos w tales que

w? € A? se cumple

/Rd |Sf(x)|w(r) de < C’/}Rd ITf(x)|w(z) dz.

Entonces, para todo 1 < p < s y todo w tal que w/?) = W € Aﬁp, con 7, = spll, +1=

S—

p(j%;) , se verifica

/rwuwwmmsc/rmuwmwm.
R4 R4

Observacién 6.4.5. Dados 1 < p < s, si un peso w satisface que w®/?’ ¢ Aﬁp entonces,
1

w T € A )¢ ¥ Teciprocamente.
Teniendo en cuenta el teorema anterior y que el operador maximal del semigrupo 7™

es acotado en LP(w) para 1 < p < ooy w € Af (ver Teorema 2 en [3]), es posible obtener

resultados de acotacion en LP(w) para operadores que sean acotados de Hj(w) en L' (w).

Teorema 6.4.6. Sea 1 < s < co. Supongamos que el operador S es acotado de H}(w)
en L'(w) para todos los pesos w tales que w® € Af. Entonces, S es acotado de LP(w) en

st mismo para todo 1 < p < s y todo w tal que w T € Ag,/s,.

'Recordamos que Z(T,S) denota el conjunto de todas las funciones f tales que T'f y Sf son finitas

en casi todo punto
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Demostracion. La prueba se sigue directamente a partir del teorema anterior y el hecho
1
que para 1 < p < 00, si un peso w es tal que w »—1 € Ai,/s, entonces w € Az.

]

A partir del teorema anterior y los resultados principales de la seccién previa es
posible obtener resultados de acotacién en LP(w) para operadores que satisfacen ciertas
condiciones de acotacién en LP(RR?) y cuyos niicleos pertenecen a 8'(p, 00) 6 8'(p, s). Més

precisamente, a partir de los Teoremas vy [6.3.6], y el Teorema de extrapolacién

obtenemos los siguientes resultados.

Teorema 6.4.7. Sea T un operador acotado en LP(R?) para todo p > po, para algin
po > 1, tal que su nicleo K € §'(p,00). Entonces, T es acotado de LP(w) en si mismo

para todo 1 < p < oo y todo w € Ab.

Teorema 6.4.8. Sea T' un operador acotado en LP(R?), para todo 1 < p < s, para algin
s > 1, tal que su nicleo K € S'(p, s). Entonces, T es acotado de LP(w) en si mismo para

1
todo 1 < p < s y todo peso w tal que w »—1 € Ag,/s,.
Como consecuencia de los teoremas previos obtenemos.

Teorema 6.4.9. Supongamos que V € RH, con q > d. Entonces los operadores V(—A+
V)7V2 (= A+V) Y2V y V(= A+V) IV aplican LP(w) en si mismo para todo 1 < p < 0o
y todo w € Ab. Ademds, si V € RH, con q > d/2 lo mismo vale para el operador
(-A+ V)%, CeR.

Teorema 6.4.10. Supongamos que V € RH, conq > d/2 y sean Ty = VY3(=A+V)~1/2
Ty =V(=A+V)™' yTy = V(=A+V)"Y2, Entonces los operadores T;, i = 1,2, 3 aplican
LP(w) en si mismo para todo 1 < p < s; y todos los pesos w tales que W € Ag,/s,_

donde s1 = 2q, s = q y s3 satisface 1/s3 =1/q — 1/d cuando q < d.



Conclusiones

En esta tesis hemos podido definir y caracterizar espacios de tipo Hardy y BMO con
pesos, H:(w) y BMOg(w), en el contexto del operador de Schrodinger £. Las clases de
pesos que hemos considerado son clases similares a las introducidas por Muckenhoupt en
el contexto clasico, pero con cierta dependencia de la funcién radio critico p asociada al
potencial V.

De forma general, hemos sido capaces de desarrollar una teoria que abarca espacios
y operadores relacionados a lo que denominamos funciéon radio critico p. Teniendo en
cuenta que asociado al potencial V', el cual determina a un operador de tipo L, se tiene
una tal p, todo el andlisis llevado adelante para una funcién radio critico p es aplicable
al contexto de L.

Para realizar esta tarea, se ha desarrollado con éxito una teoria de extrapolacién
en un marco bastante general, de modo que pudo ser aplicada al contexto Schrodinger
y extiende a este contexto algunos de los resultados sobre extrapolacion que han sido
probados en la ultima década.

Ademés, pudimos probar la acotacién L>*(w) — BMO,(w) de algunas integrales sin-
gulares y fraccionarias, como asi también, que los adjuntos de tales operadores singulares
aplican H}(w) en L'(w). Como una consecuencia de los resultados de extrapolacién ya
mencionados, obtuvimos la acotacién en LP(w) de tales operadores. En particular, estos
operadores integrales incluyen a operadores clasicos del andlisis arménico adaptados al
contexto de £, como ser las transformadas de Riesz VL™1/2, £71/2V | la integral fraccio-

a/2

naria £~%/“ entre otros.

Por otra parte, también hemos podido establecer desigualdades con pesos de la forma
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| T fllerwy S ||SfllLr@w), donde, por lo general, T' es un operador con cierto grado de
singularidad o su conmutador y S es alguna funciéon maximal, ambos dependientes de la

funcion radio critico p asociada al potencial V.
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