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RESUMEN

Muchos de los problemas en estadistica se basan en estudiar el comportamiento de una o
mas variables llamadas respuesta a partir de un conjunto de variables llamadas predictoras.
Para ello se toman mediciones u observaciones, se hace un anélisis exploratorio de estos datos y
se propone un modelo matemético que explique su relaciéon. Uno de los modelos més usados y
estudiados es la regresion lineal. Cuando el ntimero de predictores p es grande comparado con
el tamano de observaciones n, muchos de los métodos tradicionales en estadistica comienzan a
dar estimaciones que pueden ser muy pobres. En particular, en el contexto de regresién lineal
se vuelve un problema estimar el vector de pardametros con el método de minimos cuadrados,
usado tradicionalmente en el caso n > p.

Cuando nos encontramos en una situacién donde p > n es usual aplicar alguna herramien-
ta de reduccién de dimensiones, es decir reducir la cantidad de predictores sin que se pierda
informacién acerca de la respuesta. Dentro de los métodos de reduccién de dimensiones en-
contramos el llamado Partial Least Squares (PLS), frecuentemente encontrado en la literatura
de la quimiometria. PLS nacié en 1966 como un método iterativo dado por un algoritmo que
obtenia buenas predicciones segtin los quimiométricos, pero que no tenia un modelo matematico
asociado y por ello muchas de sus propiedades eran desconocidas. Anos més tarde en 1990 I. S.
Helland mostré que en un contexto de regresién lineal, el algoritmo PLS en realidad obtiene una
expresion cerrada para la estimacion de parametros, obteniendo también una correspondiente
formula para la versién poblacional. Finalmente en un trabajo de Cook, Helland y Su del 2013
se describe un modelo de reduccién conocido como envelope regression y se prueba que PLS es
un modelo envelope para los predictores. En 2018 Cook y Forzani estudian este modelo en un
contexto de alta dimensién con una componente y obtienen resultados sobre la consistencia n, p
asintética de la prediccion dada por el estimador generado con PLS.

El objetivo de esta tesis es extender los resultados de Cook y Forzani para hallar la distri-
bucién n, p asintética de la prediccon PLS. En un contexto general, encontramos la presencia

de un sesgo no aleatorio en esta convergencia y damos condiciones para que sea despreciable.



v Resumen

Proponemos estimadores para la varianza asintética y para el sesgo, mostrando su consistencia.
Utilizando éstos deducimos a su vez intervalos de confianza y prediccién para el parametro da-
do por el modelo. Finalmente, mostramos ejemplos y simulaciones para ilustrar los resultados

expuestos.



INTRODUCCION

El método Partial Least Squares (PLS) ha sido ampliamente usado en muchas dreas de la
ciencia. Fue planteado inicialmente por [Wold, 1966b] en el contexto de regresién lineal como
un algoritmo iterativo que obtenia predicciones muy buenas en el estudio de quimiometria
en casos donde el nimero de observaciones n no era necesariamente mayor que el nimero de
variables predictoras p. Al tratarse de un algoritmo, no habia un modelo matemaético de fondo y
por ello gran parte de la comunidad estadistica rechazaba este método. En [Helland, 1988| el
autor observa que bajo el modelo de regresion lineal el algoritmo obtiene una expresién cerrada
para el estimador del parametro, lo cual le permite deducir una féormula poblacional de éste y
por lo tanto tener un modelo PLS de regresion lineal. Afios més tarde en [Cook et al., 2013]
los autores obtienen dos resultados importantes. Primero, el modelo PLS puede verse como
un modelo de reduccién de dimensiones en regresion lineal conocido como envelope regression.
En segundo lugar, obtienen la distribucién asintética del estimador PLS cuando n — oo y p
es fijo. En [Cook and Forzani, 2018] se plantea el estudio de PLS en un contexto de alta
dimension, es decir cuando n,p — oo, obteniendo la consistencia de la prediccion dada por el
estimador PLS con una componente. En esta tesis mostramos la distribucién n, p-asintética de
la prediccién usando el algoritmo PLS para una componente y ademés obtenemos intervalos de
confianza asintoticos para la media y valores predichos.

El Capitulo 1 estd dedicado a introducirnos en la regresion lineal, la idea béasica de este
modelo y parte de la notacién que usaremos luego. Seguidamente hablamos un poco sobre las
limitaciones de algunos métodos cuando se considera el caso particular en que el tamano de una
muestra no es superior al tamafio de variables predictoras. Luego exponemos algunas ideas para
enfrentar estas limitaciones. Una de estas ideas motiva lo expuesto en los siguientes capitulos.

Por otro lado, en el Capitulo 2 nos concentramos en introducir las ideas basicas que con-
forman el método Partial Least Squares (PLS). Comenzamos con una breve resena histéri-
ca de PLS, la aplicabilidad que ha tenido en distintas areas de investigacion asi como sus

principales usos. Hablamos de los algoritmos que dieron inicio a este método [Wold, 1966b],
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[de Jong, 1993] y una importante observacién en [Helland, 1988] nos permite obtener una
expresion del estimador en regresion lineal. Ademas introducimos las ideas bésicas de enwvelope
regression [Cook et al., 2007] para mostrar su relacién con PLS. El capitulo concluye con un
resultado de [Cook et al., 2013] para un caso particular de este método.

En el Capitulo 3 exponemos nuevamente nuestro contexto de estudio y el enfoque que damos
a nuestro desarrollo. Comenzamos hablando sobre el trabajo en [Cook and Forzani, 2018] y
exponemos la idea de los autores para usarla como punto de partida. Una serie de resultados
parciales conllevan a nuestro teorema principal, el cual usaremos para deducir ciertos corolarios
y otros resultados.

Finalmente dedicamos el Capitulo 4 a presentar una serie de simulaciones y ejemplos que
puedan ilustrar los resultados teéricos desarrollados. La tesis concluye con una seccién de apéndi-

ces donde exponemos las demostraciones de los resultados presentados a lo largo del trabajo.



NOTACIONES

Reproduciremos en este apartado las notaciones y definiciones que seran utilizadas a lo largo
de esta tesis con el objetivo de que la lectura resulte fluida.

Notacién. Utilizaremos la notacién R™*"™ para indicar el conjunto de todas las matrices
reales de dimensién m x n. La traspuesta de una matriz o de un vector z se denota como z” .
Para M € R™*", span(M) C R™ es el subespacio generado por los vectores columnas de M.
Las letras en negrita seran usadas para todos los elementos matematicos que no sean escalares.

Definicion. Sea M una matriz simétrica de dimensién n x n. Esta matriz M se dice semi-
definida positiva, y lo denotamos como M > 0, si cumple que para todos los vectores no nulos
z € R" vale z' Mz > 0. Si la ecuacién anterior satisface la desigualdad de forma estricta, es
decir z' Mz > 0 para todo vector no nulo z € R”, se dice que M es definida positiva.

Definicién. El rango de las columnas de una matriz M € R”*" es el niimero maximo de
columnas linealmente independientes que esta contiene. De forma andloga, se define el rango
de las filas de M como el nimero maximo de filas linealmente independientes. Para cualquier
matriz M el rango de las filas es igual al rango de las columnas y este nimero es llamado el
rango de M y denotado por rank(M).

Definicion. El producto de Kronecker de las matrices A : m xn y B : p X g, denotado con

A ®B, es la matriz mp X ng
CL11B oo alnB

amB ... an.B
Definicién. La funcién vectorizacion vec : R™*™ — R™" actiia sobre una matriz apilando

las columnas como un solo vector. Es decir, si a; son las columnas de A, entonces

ai

az
vec(A) =
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Definicién. Sea v € RP, denotamos por P, a la matriz proyeccién en la direccién de v,

’U’UT

es decir, P, = oTo Ademsds, decimos que Q, = I — P, es la matriz de proyeccién en el
complemento ortogonal de span(v). De manera més general, usaremos P () y Q(.) para denotar
las proyecciones sobre un correspondiente espacio y su complemento ortogonal.

Notacion

= Denotamos con ||-|| a la norma L? y ||| » a la norma Frobenius de matrices.
» Usaremos tr(-) para denotar la traza de una matriz.
» El superindice * denota el complemento ortogonal de un espacio.
= Usamos ~» para indicar convergencia en distribucion. Ademads usaremos 2, para denotar
convergencia en probabilidad.
Si Ay B son dos sucesiones
» A = O(B) significa que existe un nimero positivo K y un natural Ny = No(K) tal que
|A| < K|B| para todo n > Nj.
» Decimos que A < Bsi A=0(B)y B=0(A).
Sea X,, una sucesién de variables aleatorias
= Decimos que X, , = Op(anp) si para todo € > 0 existe una constante K = K(¢) y un

ntimero natural No = Ny(e) tal que
p (|2

Qn,p
Decimos que X, , = op(1) si Xp, 2, 0 cuando n,p — oo.

§K>Zl_‘€a vn7pZN0

Notacién. Dada una muestra Xi,...,X,, del vector aleatorios X € R? ¢ Y € R denotamos
- :
s X = — E X;: vector promedio para la muestra xi,...,Xy.
n
i=1

¥ = var(X) es la matriz de covarianza de X.

o = cov(Y, X) es el vector de covarianza entre Y y X.

S =

n—14 ,
=1 =1

son los estimadores clasicos de X y o.



CAPITULO 1

REGRESION LINEAL Y EL MUNDO DE LA ALTA
DIMENSION

Este capitulo introductorio estda dedicado a explicar una de las ideas fundamentales de la
estadistica: la regresién, que sera el soporte para el contenido a desarrollar en el resto de la
tesis. Ademds buscamos echar un poco de luz sobre su importancia, la dificultad que presentan,
v la necesidad de su estudio.

El concepto general de regresién es antiguo, de hecho vemos sus primeras apariciones en
[Galton, 1886] en un estudio sobre genética donde se estudia cémo se transmite el cardcter
humano de la altura de una generacién a la siguiente. Podriamos decir informalmente que la
regresiéon busca explicar la relaciéon entre una o mas variables dependientes y una o muchas
variables independientes. Desde luego, existen muchas formas en que podriamos analizar este
fenémeno pero aqui nos concentramos en la mas comun de todas: la llamada regresion lineal.

Investigadores basan sus resultados en observaciones e informacién que recolectan del mun-
do real (experimentos). Para relacionar estas observaciones, es necesario establecer el método
descriptivo que mejor explica los fendmenos observados. Para ello, se selecciona un modelo (de
regresion) que explica alguna caracteristica en funcién de otras. Todo modelo de regresion se

conforma de ciertas piezas fundamentales:

= Un conjunto de variables independientes, que se corresponde con datos observados y
que nosotros representaremos por un vector X;, donde el subindice ¢ corresponde con el
1-ésimo sujeto observado.

= Una o maés variables dependientes, que también observamos y que nosotros indicaremos
con Y; (en esta tesis trabajamos sélo con una variable dependiente).

= Un término de error que no es observable en los datos y que denotamos como ¢;.
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= Un modelo estadistico, que generalmente se caracteriza con parametros desconocidos.

La familia de métodos de regresién pueden representarse por la expresion

Y= f(Xi) + ¢

El objetivo de los investigadores es seleccionar y estimar la funcién f que mejor se ajusta
(explica) los datos. Notemos que luego del proceso de recoleccién de datos y elecciéon del modelo,
nuestra siguiente meta es el calculo de los parametros desconocidos. Desde luego, no somos
capaces de hallar estos valores verdaderos, debido a la presencia del ruido no observable y que
en general no hay una ley conocida de relacién, por lo tanto debemos estimarlos usando la
informacién que tenemos en los datos. A partir de esto, lo que en realidad estamos haciendo
es reduciendo la informacion de los datos a unas pocas cantidades que, esperamos, representen
adecuadamente toda (o al menos la gran mayoria de) la informacién relevante que hay detras de
la relacién entre las variables observadas. Esta idea de estimacion de pardmetros desconocidos
fue introducida en [Fisher, 1922], una de las referencias mas importantes que contiene la
mayoria del lenguaje estadistico que usamos hoy en dia. A continuacién, vamos a desarrollar el

enfoque que a nosotros nos importa, que es la eleccién de una funcién f lineal.

1.1. Modelo clasico de regresion lineal miltiple

La regresion es un concepto basico y cominmente usado en el analisis predictivo de datos.
Dentro de la familia de métodos de regresion, el modelo lineal es el més estudiado de forma
rigurosa y uno de los méas usados por la comunidad cientifica debido a su sencillez y fécil
manipulacién, que no por ello minimizan el impacto aplicativo que puede tener este modelo.

Este trabajo de tesis recae sobre el modelo de regresién lineal clasico con una sola respuesta,
que se basa en que la variable respuesta Y € R se relaciona linealmente con la variable predictora

X € R? a través del siguiente modelo de regresion lineal
Y =py + 8" (X - px) +e, (1.1)
donde ¢ es independiente de X con E(¢) = 0, var(e) = 72 y donde ux = E(X), uy = BE(Y).

Aqui B8 € RP es un vector desconocido de parametros y estimar f se reduce a estimar (3.

Asumimos que tenemos un conjunto de n datos independientes (Y;, X;), i = 1,2,...,n tomados
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de las variables (Y, X) siguiendo el modelo (1.1). Si usamos la notacién

X11—X1 XlQ—XQ le—Xp
Y1 _ _ _ €1 B1
v — Cx= Xo1 — X7 Xog—Xo ... Xgp—Xp = 8=
Y., _ _ _ €n Bp
X1~ X1 Xp— Ko . Xep— X

entonces el modelo para la muesta puede escribirse en notacién matricial como
Y=Y1,+XB8+¢e, Y,ecR"BcRXecR"™P

donde 1,, es el vector de unos de dimensién n y X se conoce usualmente como la matriz de
disenio. De esta forma, el problema se reduce a hallar el estimador ,@ de B que mejor ajusta este
modelo. Una forma de lograrlo es usar el método de minimos cuadrados obteniendo el estimador
que denotaremos como Bols- En términos de los estimadores muestrales de o = cov(X,Y) y

3 = var(X) se tiene que

Bos = 715, (1.2)
>

o (1.3)

donde & y & estdn definidos en (0.1) siempre que st exista, y esto ocurre con probabilidad
1sin > p+ 1. Notemos que & = (n —1)"'X"X y & = (n — 1)"'X”Y. El método de mini-
mos cuadrados es muy antiguo y fue inicialmente presentado por Gauss en su estudio sobre
el movimiento de los cuerpos celestes [Stigler, 1981]. Una vez que el investigador cuenta con
la estimacion de B puede usarla para hallar valores predichos Y y sus intervalos de confian-
za, que pueden ser tiles para analizar la eficiencia del modelo propuesto, incluso puede hacer
predicciones sobre la variable respuesta en valores no observados en la base de datos (con la
precaucién no de extrapolar, es decir, desviarse del rango de variables predictoras observadas).
Una advertencia comtn que suele figurar en la bibliografia es el hecho de que debemos tener
una suficiente cantidad de observaciones para que nuestro andlisis de los datos (con el modelo
propuesto) tenga algin sentido. Por ejemplo, imaginemos que vamos a ajustar un modelo con
una variable respuesta y una predictora (p = 1) a través de una recta. Debemos estimador dos
parametros: la ordenada al origen y la pendiente. En la Figura 1.1 se ajusta un modelo lineal
para 100 observaciones. La recta de minimos cuadrados es aquella que mejor ajusta los datos
de acuerdo a su comportamiento. Pero ;qué ocurre si sélo disponemos de dos observaciones?
Estariamos intentando hallar la recta que mejor ajusta dos puntos. Dicha recta es ni més ni

menos que la recta determinada por esos dos puntos, y por lo tanto el ajuste sera perfecto. El
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4

FicuraA 1.1. Representacion clésica de una regresién lineal simple.

error, es decir la diferencia entre el valor verdadero y el valor predicho, es 0 para los datos de la
muestra. Lo mismo ocurre si tuviéramos que ajustar un modelo con dos variables predictoras
(p = 2) y sélo disponemos de dos observaciones. En este caso existen infinitos planos que con-
tienen a dos puntos y nuevamente la diferencia entre el valor verdadero y el predicho es 0 pues
el ajuste es perfecto. Todo esto nos lleva a concluir que si estamos ajustando un modelo con p
pardametros, uno debe usar n > p + 1 observaciones para tener unicidad de la expresién (1.2).
Esta es una situacion que se ha manifestado en casi todos los experimentos desarrollados en el

siglo 20.

1.2. Alta dimensionalidad

Si observamos la expresién (1.2), claramente una de las mayores dificultades es obtener la
inversa de 3 (o XTX). Para la existencia de dicha inversa es necesario que la matriz sea de
rango completo, y esta suposicién se cumple con probabilidad 1 si n > p ;Qué nos dice esta
desigualdad? Simplemente que tenemos mas observaciones que variables predictoras. Podemos
interpretar que el nimero p representa la cantidad de informacién (o features) que tenemos

sobre cada observacion. Hasta hace unos anos éste era el contexto clasico en la estadistica: tener
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poca informacién sobre un nimero grande de sujetos de estudio. Sin embargo, ocurrié un cambio
de paradigma que supone ahora estudiar casos donde sucede lo opuesto, es decir p > n. Desde
luego, si p > n entonces la matriz dada por X satisface rank(X) < n—1, y como el rango resulta
a lo sumo n, XTX (y por lo tanto f)) tendra rango incompleto. De esta manera, el estimador
B\ols ya no es Unico, y debemos pensar en buscar alternativas para este método de estimacion.
Este problema en realidad es uno de los tantos que ocurre debido a la configuracién p > n.

El desarrollo de nuevas tecnologias para la recolecciéon de datos ha hecho posible que se
puedan tomar una gran cantidad de medidas de manera simultdnea. Estos datos producidos a
tan gran escala se llaman de alta dimensionalidad, y estan presentes hoy en dia en casi todas
las ramas de la humanidad, incluyendo medicina, genética, astronomia, finanzas, ciencias socia-
les, etcétera. El hecho de tener acceso a un gran numero de informacion parece, en principio,
una bendicién. Ya que mientras mas datos tengamos, mejor serd nuestro andlisis estadistico.
Desafortunadamente, el analisis de datos en alta dimension es muy desafiante, ya que la sepa-
racién entre informacién til del ruido es muy dificil de lograr. Este problema se conoce como
la maldicion de la dimensionalidad. La mayor parte de la estadistica clasica desarrollada en
el siglo 20 se enfocé en el estudio de datos donde el nimero n de unidades experimentales
era significativamente mayor comparado con el nimero de caracteristicas p de cada individuo.
Maés aun, gran parte de la teoria estadistica desarrollada eran resultados asintéticos bajo una
configuracién donde p es fijo y n tiende a infinito. Desde luego, esta teoria es muy util para
analizar datos donde n es grande, y p es chico, pero puede presentar serios problemas para
datos modernos de alta dimensionalidad. Algunos ejemplos claros donde esta configuracién se
hace presente pueden verse en [Giraud, 2014]. Por ello se ha dado lugar a un aumento en el
esfuerzo de la comunidad estadistica y de analistas de datos por lograr un desarrollo de nuevas

herramientas que permitan afrontar esta dificultad.

1.3. Estimacién de la matriz de covarianza

Una interesante observacion es el hecho de que la matriz de covarianza empirica, ademas
de no ser invertible, no es representativa en el contexto de alta dimensién cuando p es de la
escala de n o mayor. Por ejemplo, supongamos que X € N,(0,I) y que tenemos una muestra de
n observaciones i.i.d. de este vector. La matriz de covarianza muestral para las observaciones
X(l), . ,X(”) se denota por 3. Una propiedad conocida es que como E (XXT) =1, el estimador

> converge a la matriz identidad cuando n tiende a infinito y p es fijo por la ley de los grandes
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numeros. Por lo tanto, es de esperar que el espectro (conjunto de autovalores) de 3 se concentre
alrededor de 1 cuando n es significativamente mayor que p. Sin embargo, esta propiedad se pierde
cuando p aumenta proporcionalmente con el tamano de muestra. En la Figura 1.2 se observa el

comportamiento del espectro de > para distintas relaciones de n, p.

n=1000,p =10 n =1000, p = 100
S e = - = = . o —
© e — —_
o- ] —
©
©
o
© -
<
o
< -
N
S o~
S - °r r
[ T T T T T 1 [ T T T T T 1
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FicurA 1.2. Histogramas para la distribucién de los autovalores de s para

distintos valores de p cuando n es fijo.
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TABLA 1.1. Norma Frobenius de las matrices X =1y > para los casos presen-

tados en la Figura 1.2.

p | IElr=vP| [%]r
10 | 3.162278 | 3.167374

100 10 10.45743

1000 | 31.62278 | 44.81538

2000 | 44.72136 | 77.56161

En el histograma superior izquierdo de la Figura 1.2 vemos el caso para n > p donde se
observa un comportamiento uniforme de los autovalores de . En los demés histogramas vemos
que no se sigue este patrén de distribucién uniforme. Ademds en la Tabla 1.1 vemos que la norma
de & parece alejarse de la norma de X. Incluso en este caso aparentemente sencillo, debido a
que se trata de una distribucién normal estandar, la estimacion 3 es un pobre estimador de X
en estos casos. Mds atn [Marcenko and Pastur, 1967] mostraron que para el caso ¥ =1 la
densidad empirica del espectro (es decir, la distribucién de los autovalores) de 3 no converge a
una masa puntual en 1 como esperarfamos.

Cuando p es fijo y no depende de n, el estimador clasico de la matriz de covarianza es un
estimador consistente de 3 con orden n~'/2. Pero cuando p es mas grande que n o depende de
n el estimador puede ser muy diferente de 3. Por ejemplo, como se ve en la Figura 1.2 mientras
mayor es el cociente p/n hay una mayor concentracién de los autovalores cerca de 0.

De este modo, se abre un debate sobre qué opciones considerar para la estimacién de X
(cuando p > n) que nos sea 1til para hallar los estimadores de los pardmetros del modelo
propuesto. Algunas soluciones para este problema consisten en suposiciones sobre la forma de
la matriz 3. Por ejemplo, existen métodos de regularizacion conocidos como hard thresholding
que obtienen un estimador consistente [Bickel and Levina, 2008]; descomposicién modificada
de Cholesky [Huang et al., 2006]; construccién de estimadores sparse basados en penalidad
LASSO [Rothman et al., 2008]. Algo que tienen en comun la gran mayoria de estos métodos
es que dependen de suposiciones que se hacen sobre la estructura (desconocida) de la matriz
de covarianza para obtener buenos estimadores o para resolver la dificultad que supone hallar
la inversa del estimador. En general esta estructura impuesta para tener consistencia es que
la matriz sea sparse (rala) suponiendo asi que muchas de las covarianzas son cero y por con-
siguiente se considera un modelo donde las predictoras estdn poco correlacionadas marginal o

condicionalmente. Otra posibilidad que abre camino a nuevos métodos es cambiar la forma en
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que hallamos el estimador en (1.2) de manera tal que no se requiera calcular la inversa. Este

enfoque serd el que nosotros estudiaremos en los préximos capitulos.



CAPITULO 2

INTRODUCCION A PARTIAL LEAST SQUARES

El nombre Minimos Cuadrados Parciales o Partial Least Squares (PLS) se usa para hacer
referencia a una coleccién muy general de métodos estadisticos [Vinzi et al., 2010]. En efecto
PLS puede verse como una familia de procesos que incluyen un gran ntmero de variantes y
posibilidades que ayudan a lograr diversas tareas, dependiendo del objetivo del analista. Unos
de los tantos métodos que pertenecen a esta familia se usa en regresiéon, el cual se conoce como
PLSR (Partial Least Squares Regression) [Wold et al., 2001]. Este serd el eje central en esta
tesis, por lo tanto cada vez que mencionemos PLS nos vamos a referir a PLSR. En este capitulo
haremos una breve introduccién histérica a este método y sus aplicaciones més recientes (para
una referencia mas completa ver [Vinzi et al., 2010], [Zotto, 2012]).

PLS es uno de los primeros métodos para prediccion en regresién lineal de alta dimension
en el caso en que el nimero de observaciones n no necesariamente es mayor que el nimero
de predictores p. Su surgimiento fue un largo proceso, en el cual diferentes aspectos de este
método fueron en realidad extraidos de otros (en gran parte debido a la insuficiencia de es-
tos) y fueron refindndose con el paso del tiempo. El trabajo pionero en PLS se le acredita
mayormente al Prof. Herman Wold, que lo establecié como un algoritmo de prediccién en qui-
miometria [Wold, 1966a], [Geladi, 1988], [Wold, 2001]. Se destaca en esta drea pues frente
a predictores con alta colinealidad ha mostrado tener una mejor performance con respecto a
métodos como minimos cuadrados ordinarios y otras técnicas similares conocidas en el mundo
de la alta dimensién. El algoritmo NIPALS de Wold [Wold, 1966b] es reconocido como el
punto de partida en la evolucion de PLS. Este método tiene mucho potencial en diversas dreas
de la ciencia [Berntsson and Wold, 1986], [Vong et al., 1988|, [Saaksjarvi et al., 1989],
[Gottfries et al., 1995], [Schwartz et al., 2009].
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En los afios 1930 la tesis doctoral de H. Wold [Wold, 1938] en el campo de las series
temporales, en la Universidad de Estocolmo lo llevé a un teorema sobre la separacién de las
contribuciones estocasticas y deterministicas en una serie de tiempo. Luego de recibir su doc-
torado, Wold se aventuro en el estudio de la regresion en modelos econométricos. Esto lo llevo
a desarrollar el método de punto fijo en los comienzos de 1960, que se trata de un método para
disenar modelos de caminos (path models) que obtienen buenos resultados numéricos con pocas
iteraciones. Esta experiencia con modelos iterativos jugé un rol importante ya que motivaron a
Wold para sus futuros desarrollos en PLS.

Un punto de inflexién en la historia ocurre cuando H. Wold desarrolla el método NIPALS
(Non-linear Iterative Partial Least Squares) mencionado anteriormente. Algunos de sus usos
fueron una reinvencién del mismo método propuesto por Fisher en [Fisher, 1922]. Wold mostré

[Noonan and Wold, 1977| que NIPALS resolvia los siguientes problemas

= componentes principales

= correlacion candnica

= modelos hibridos de componentes principales y regresion multiple
= componentes principales en el caso de informacién parcial

» sistemas interdependientes

= estimacién en el modelo y en la estructura de residuos

= regresién cociente

= andlisis de factor.

El método NIPALS contiene muchas propiedades interesantes que facilitaron el camino para
el uso de métodos PLS. Estos toman una posiciéon intermedia entre el analisis de datos y los
métodos tradicionales basados en la suposiciéon de que las observaciones siguen una distribucién
de probabilidad conjunta. El enfoque PLS era libre de distribucién y se comenzé utilizando
como un algoritmo iterativo.

Se requirieron varios anos de experimentacién hasta que Wold dio una forma més definitiva
de PLS a fines de 1977 [Noonan and Wold, 1977, considerado como el nacimiento de PLS tal
como lo conocemos hoy. Una de las propiedades principales de PLS que atrajo a la comunidad
cientifica fue el hecho de que no habia una restriccién en el cociente entre el nimero de variables
v el nimero de objetos estudiados. Esto abrié un camino al andlisis de datos que permitié incluir
muchos conjuntos de datos que previamente no habian sido considerados debido a que contenian

muchas variables y pocas observaciones. Ademas, un aspecto importante del método PLS es que
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evita caer en la trampa de la colinealidad que siempre molesté a gran parte de la comunidad
cientifica [Jagpal and Brick, 1982], [S. Wold and et al., 1984].

La relativa escasez de estudios sobre la regresién PLS en las principales revistas de estadistica
puede deberse, parcialmente, a un principio contemporaneo que gobierna la regresion en alta
dimension. En las ultimas dos décadas la comunidad estadistica ha adoptado la idea conocida
como sparsity como una caracterizacion natural de la regresion en alta dimension, posiblemente
esto fue lo que inhibi6é la consideracion de otros paradigmas igualmente plausibles. Cuando
hablamos de sparsity nos referimos a un modelo donde, independientemente de la dimensién
en la que estemos trabajando, sélo un pequeno nimero de variables son las que importan. En
efecto, muchos han visto la idea de sparsity como algo que obedece a una ley natural: si estas
enfrentando un problema de regresion en alta dimensién entonces naturalmente éste debe ser un
modelo sparse. De hecho, algunos ven esta opcién como la tinica posible. En contraste con esto,
la regresién estandar con PLS funciona mejor en casos de modelos abundantes (anti-sparse)
donde muchas predictoras contribuyen informaciéon sobre la variable respuesta. Citando dos

fragmentos de [Wold et al., 1996] (traduccién propia)

En situaciones con muchas variables, digamos mds de 50 o 100, hay una fuerte
tentacion de reducir drdsticamente el niumero de variables en el modelo. FEsta
tentacion estd reforzada por la “tradicion” que existe en regresion sobre reducir
las variables tanto como sea posible para obtener la matriz X bien condiciona-
da. Como se discute a continuacion, sin embargo, esta reduccion de variables
usualmente elimina informacion, genera interpretaciones erréneas e incremen-
ta el riesgo a obtener modelos espurios. Una mejor alternativa a la reduccion
de variables es dividir las variables en bloques conceptualmente significativos y
luego aplicar modelos jerdrquicos multibloque PLS (o PC). Estas ideas fueron
presentadas por Wold, Martens y otros autores alrededor de 1986, pero en pa-
pers bastante oscuros.

[...] Con modelos de proyeccion multivariable como PLS y PCA, sin embargo,
la situacion es diferente. Estos métodos funcionan bien incluso con muchas va-
riables aun si el nimero de observaciones N es pequerio. De hecho, mientras
mayor es el numero de variables relevantes, mds precisos son los scores t (y u
en PLS), porque tienen las caracteristicas de promedios ponderados de todas las
variables X oY y un promedio es mds preciso mientras mayor es el numero

de elementos que forman la base de dicho promedio. Por lo tanto no hay una
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verdadera necesidad de quedarse con un numero pequeno de variables; solo las
variables verdaderamente irrelevantes deberian ser eliminadas para estabilizar el

modelo y sus predicciones.

Desde luego, esto genera una dicotomia que distingue a PLS de métodos de regresion sparse.
Si muchos predictores aportan informacién relevante de la respuesta en una configuracion de
alta dimensién entonces los métodos sparse generalmente fallaran, debido a que la regresién no
es sparse, sin embargo métodos que tienen en cuenta que muchas predictores aportan, llamados

abundantes como regresion PLS, pueden ser eficientes.

2.1. Algoritmo NIPALS

Como ya fue mencionado, PLS nacié como un algoritmo iterativo planteado por H. Wold
bajo el nombre de NIPALS el cual presentamos a continuacién. Ademds veremos que tipo
de conclusiones podemos extraer. El algoritmo NIPALS requiere seleccionar previamente el
nimero de iteraciones que van a realizarse, que nosotros llamaremos ¢q. Se suele referir a la
cantidad ¢ como el numero de componentes y se determina haciendo uso de la informacién de
los datos. Generalmente esta cantidad se calcula con un método de seleccién conocido como
cross-validation.

Sean X € R™P la matriz de predictores centrada y sea Y € R™! el vector de respuestas
centrado. El algoritmo NIPALS se construye de la forma dada en el Algoritmo 1, donde hemos
usado la notacién ¢1(-) que denota la funcién que devuelve el primer autovector, no necesaria-
mente normalizado. Como en esta tesis nos concentramos en el caso de una componente, veamos

la expresion del estimador al realizar un paso del algoritmo NIPALS. Primero tenemos que

oXxX,vy =0

w1 = &
S1 = X&
o XX
1~ 5TXTXe
_ Y'X&
= STXTX G

y observando que XY = (n — 1)5 y XX = (n — 1)3 obtenemos
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Algoritmo 1 NIPALS
Inicializar: X; =X, Y; =Y

Elegir: ¢ < min {rank(f)),n - 1}
parad=1,...,q:

Gx,y, «— (n—1)"' X7y,

wy + U (aXd,Yd&)T(d,Yd)

Sq < ded
XTs4
ld — %
S78d
T
Y, 84
T
S48d .
Xd+1 — Xd — Sdld

mq <

Yar1 <—Yd—sdm:‘§
W, € RP*Y « {wy,...,w,}
S, € R™ Y« {s1,...,5,}
L, € R {1y, ... 1}
M, € R™9 « {my,...,my}

IBnpls = Wq (ngq)_lMg

B\npls = Wl (L{Wl)_lMlT

= wi({fwy) " 'm{

I
Q)

TxTxe\ " TxTY
5TXTXe) oTXTXe

(67%6) 675, (2.1)

I
o)

Notar que esta forma es independiente del autovector elegido de span(&). Si bien muchas ver-
siones del algoritmo PLS fueron apareciendo en diversos trabajos, en [de Jong, 1993] se plan-
tea una variante conocida como Statistically Inspired Modification of the Partial Least Squares
(SIMPLS) que, segun el autor, ofrece varias ventajas sobre el método tradicional de NIPALS.
Al igual que éste, SIMPLS opera sobre la estructura de las matrices de datos y obtiene un esti-
mador de 8. Generalmente los estimadores de 3 que generan los dos algoritmos son diferentes,

sin embargo se relacionan en el siguiente resultado presentado en [de Jong, 1993

Proposicion 2.1. Sean Bspls Y ,@npls los estimadores generados por SIMPLS y NIPALS respec-

tivamente, construidos con q¢ componentes
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1. Si se usa una componente, es decir ¢ = 1, entonces Bgpis = Brpls-

2. 81 la respuesta es univariada, es decir r = 1, entonces nuevamente Bsps = Brpis-

Hemos introducido el algoritmo méas basico de PLS en un contexto de regresion para llegar
a un estimador de 3, pero no hay que olvidar que inicialmente esto fue propuesto como un
método de prediccidn, sin estimar pardmetro alguno y sin un modelo matematico de fondo. En
el trabajo [Helland, 1988] el autor noté que bajo el modelo de regresién lineal, el algoritmo
NIPALS de PLS con ¢ componentes genera un estimador para 3 con una férmula cerrada, la

cual satisface

~ e\l
IBnpls = Wq (Wq 2Wq> Wq o, (22)
donde ademés la matriz Wq es base del subespacio de Krylov (&, 2&, 228, ce f:q*la). Una

vez que esta expresién fue deducida, el siguiente paso de Helland [Helland, 1990] fue proponer
la correspondiente formula poblacional reemplazando los estimadores. Podemos decir entonces

que tenemos un modelo PLS para regresién lineal, dado por

Y =py +8" (X—px)+e (2.3)
B=wW,(WI'sw,)  Wle, (2.4)
donde los vectores de W, son una base ortogonal del subespacio de Krylov
(o, Yo, X%, ..., 2‘1710'), y los vectores wq,...,w, se obtienen como un proceso de ortogo-

nalizacién de Gram-Schmidt del espacio de la sucesién de Krylov o, Xo, ..., 29 o. Dicho

esto, vemos que W7 = o y por (2.2) obtenemos la forma de 3 para una componente
B=o(c"2o) lol0,
y su correspondiente versién muestral
B =5(6T8e) 6" s, (2.5)

En esta tesis no nos detenemos mucho a analizar algoritmos pues no es el foco de nuestra
investigacion. Sin embargo es importante su mencién pues da el paso inicial a lo que sigue y
permite complementar la historia desarrollada. Lo importante es rescatar la forma del estimador

generado por el método PLS para ¢ = 1 dado en (2.5).
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2.2. Envelopes y su relacion con PLS

En [Cook et al., 2007] se introduce la nocién de envelopes, luego desarrollado para mo-
delos lineales multivariados en [Cook et al., 2010] y més generalmente en [Cook, 2018], un
método de reduccién de dimensiones para el vector de predictores X (en un contexto mas ge-
neral, también sirve como método de reduccién para las variables respuestas). El objetivo de
envelope regression es separar claramente la informacién relevante para el objetivo del estu-
dio de aquella parte que es irrelevante, lo cual recae un poco en la nocién de [Fisher, 1922]
sobre lo que entendemos por estadisticos suficientes. En esta seccién trataremos de introducir

brevemente de que se trata esta metodologia y luego su relacién con PLS.

Definicién 2.2. Sea R un subespacio de R” y M € R"*" simétrica. Decimos que R reduce a

MsiMRCRYy MR* C R*. Es decir, M mapea a R y R+ en subespacios de ellos mismos.
Asi mismo, también se puede establecer una equivalencia que sera muy importante

Proposicién 2.3. [Cook et al., 2007, Proposicién 2.1] R reduce a M € R™™" simétrica si y

solo si M puede escribirse de la siguiente forma
M = PrMPzr + QrMQr (2.6)
donde Pg es la proyeccion sobre span(R) y Qr es el complemento ortogonal.

Ahora estamos en condiciones de definir formalmente un envelope en su forma mas alge-

braica.

Definicién 2.4. Sea M € R™™" simétrica y S C span(M). Entonces el M-envelope de S se
denota como Em(S), v es la interseccién de todos los subespacios de R" que reducen a M y que

contienen a S.

Esta definicién considera sélo los subespacios de reduccién que contienen a un subespacio
en particular, §, que usualmente estd generado por un vector de parametros.

Como ya dijimos, el objetivo del método envelope es separar la informacién relevante que
puede haber sobre un vector de respuesta Y, dejando de lado una proporcion de informacién irre-
levante para una correcta prediccién. Sin embargo, en este desarrollo no hemos hecho menciéon
sobre ningtin modelo matematico subyacente que determine la relaciéon entre estas variables.
Podemos asumir por un momento que soélo disponemos de un vector de respuestas ¥ € R y

un vector de predictores X € RP, de los cuales contamos con una muestra aleatoria (X;,Y;),
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i = 1,2,...,n. En varias oportunidades mencionamos que los enfoques clasicos estadisticos
pueden no funcionar cuando p > n o cuando hay mucha colinealidad entre predictores. Una
solucién posible es reducir la dimensién del predictor X sin perder informacién importante sobre
Y. Denotemos entonces con PgX a la reduccién de estos predictores, donde S C RP. Claramente
PsX debe portar toda o al menos la gran mayoria de la informacién que X tiene sobre Y. Esto
se interpreta diciendo que dado PsX, Y es independiente de QsX. Podemos establecer esta
condicién como

Y L X |PsX. (2.7)

Esta condicién es el motor central detras de la reduccién suficiente de dimensiones (SDR), cuyo
objetivo es reducir la dimensién de los predictores sin requerir un modelo para la regresiéon de
Y en funcién de X. La interseccion de todos los subespacios para los cuales vale (2.7) se llama
subespacio central y se denota por Sy |x. Por ejemplo consideremos el modelo de regresion lineal:
Y = py + B (X — px) + ¢ con e Il X. En este caso la respuesta sélo depende del vector de
predictores a través de 87X, y por lo tanto ¥ 1L X ] BTX y Sy|x = span(8). En la aplicacién,
problemas como la alta dimensionalidad de los datos o la colinealidad pueden dificultar distinguir
la parte de PsX de X que es relevante para predecir Y, ya que puede existir una porcién
irrelevante en la parte complementaria QgsX. Para compensar esta posible complicacion se
requiere ademas que aquella parte que seleccionamos como relevante sea independiente de la
parte irrelevante, es decir, PsX Il QsX. Bajo la suposicién de normalidad de los predictores,
esta condicién es equivalente a cov(PsX, QsX) = Ps¥XQs = 0 (cuando no podemos asumir
normalidad, la condicién de independencia suele reemplazarse por la de covarianza 0). Esto a
su vez es equivalente a

3 =Ps3¥Ps+ QsXQs, (2.8)

y podemos observar que esta condicién es en efecto la definicién de subespacio reductor que
vimos en (2.6). Esta nueva condicién junto con (2.7) permite establecer una buena definicién

de envelopes para contextos de prediccion

Definicion 2.5. El envelope de prediccion para la regresion de Y en funcién de X es la in-

terseccion de todos los subespacios reductores de ¥ que contienen a Syx, y se denota por

Ex(Syx)-

Antes de continuar, recordemos que envelope es un método de reduccién de dimensiones, es
decir, un método donde se busca seleccionar una pequena parte de las p predictoras X con la

esperanza de retener la informacién que estas nos aportan a Y. El objetivo de estos métodos es
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encontrar, si existe, una matriz ® € R’*? donde ¢ < p (y en la muestra se espera que ¢ < n)
que permita reducir la dimensién bajo la transformacién X — ®7X € RY y luego estimar un
nuevo vector de pardmetros mediante un método como minimos cuadrados. Generalmente ® es
desconocida y se estima a partir de los datos, pero supongamos por un momento que es conocida

y no estocastica. Si partimos de nuestro modelo lineal
Y =py + 87X — px) +¢, (2.9)
considerando la reduccién de X dada por ® obtenemos un nuevo modelo
Y =py + 07 @7 (X — px) + ¢, (2.10)

donde tenemos un vector de pardmetros n € R? para las nuevas variables predictoras reducidas
®1X. Notar que a partir de (2.10) se tiene la forma para 3 del modelo (2.9) dada por 3 = ®n.

Bajo el modelo (2.10) y como X > 0 el vector n serd

n= (VaLr(CPTX))_1 cov(®TX,Y)

= (¢Txz®) @70,

y como n > ¢ se puede hallar el correspondiente estimador de minimos cuadrados 7,5 =
($T§:$)—1$T& si tenemos un estimador conocido para ®. De esta forma podemos hallar el

estimador plugin

B =27, = 2(d7=d) @75, (2.11)
En primer lugar, notamos que este estimador de 3 no requiere el cédlculo directo de ! sino
que la inversa que se necesita es la de (@Tfiff') € R?%4, Segundo, una propiedad del estimador
(2.11) es que es invariante bajo transformaciones no singulares a derecha de </I\>, lo cual implica
que ,@ depende de ® s6lo a través del subespacio span(‘f’).

Sea B = span(83) el subespacio de R generado por 3. El modelo lineal muestra que Y
depende de X sélo a través de BTX, por lo tanto bajo la Definicién 2.5 se sigue que como
Syix = B el envelope es Ex(Syx) = Es(B). De esta forma, tomando ® € RP*Y como una
base semi-ortogonal del envelope s (B) (donde ¢ es la dimensién del envelope) tenemos una
reduccién de dimensiones y considerando ® tal que (®, ®g) € RP*P sea una base ortogonal se

tendra la descomposicién de ¥ dada por (2.8) de la siguiente forma

> =33"20d” + 3@ TP 0] .
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De esta forma, la idea de reduccion de dimensiones en un contexto de regresién dada por 3 = ®n
combinado con la teoria de envelope permiten definir el modelo envelope de regresién lineal dado

por
Y =py + 0t ®T(X — px) +¢
E=oYd" + &Y 8],
donde ¥ = ®TX® y Ty = &/ TPy.
La relacién entre envelope y PLS ha sido descrita en varias oportunidades;

[Cook et al., 2013], [Cook, 2018], [Cook and Forzani, 2018|. Mostramos ahora que el mo-

delo PLS poblacional es en realidad un modelo envelope.

Teorema 2.6. Bajo el modelo de regresion lineal si B satisface (2.4) con W, una base
ortogonal del subespacio de Krylov (0',20',220',...,2‘1*10'), entonces tomando ® = W, €

RPX4, &y € RP*P~9 como antes y n = (WqTEWq)_l WqTO' se tiene que B =®n y
Y =332 ed” + 3@ TP P! (2.12)

Adicionalmente, podemos notar que ®TX® = var(®TX) € R y dTBP®) = var(®] X) €
R(P—a)x(p—q)

Veremos el caso ¢ = 1 que sera el que desarrollamos en el resto de la tesis. En este caso, W7 es
una base para el espacio generado por o y por lo tanto podemos considerar Wy = £ = o /Volo.
Queremos ver que se cumple (2.12). Sea £y € RP*®P~D tal que (¢,£y) € RP*P es una base

ortogonal. Definiendo Py = £, Qu =1 — P, = £of) v Q = £73¢ de (2.4) se tiene que
8= 00 Wl e = Q_IPO-CT =0 lo.

Mss ain, como 3 = X o notamos que o = Qo, i.e., Q es un autovalor de X. De aqui

podemos concluir que

Y= (Pa' + Qa’)2<Pa’ + Qa‘)
= PO'EPO' + PO'EQO' + QO’EPU + QO’EQO'
= PGEPU + QO’EQU

= 007007 1 Lol S0 6T

va que PoXQq = e el = QEETEOEOT = 0 y lo mismo para QsXP,.
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En términos de lo que mencionamos antes, esto significa que podemos pensar en £/ X como
la parte relevante de X (la que contiene informacién sobre Y) mientras que £2 X es la parte

irrelevante. Por la observacion del Teorema 2.6

Tso
X)="xe=""% —q 2.1
var(£* X) = £° 3¢ o >0 (2.13)
var(€l X) = €'ty = Q0 > 0, (2.14)

donde la ultima desigualdad significa que €2y € RP=D*(P=1) o5 yna matriz definida positiva.
Por lo tanto tenemos el modelo lineal en una dimension para envelope, que a su vez corresponde

con el modelo de regresién PLS con una componente

Y = py + BT (Xi — px) + &

— y + (Q_lx/aTa) (X —px) +ei, i=1,....n (2.15)
¥ = Q0T 4 2,007 (2.16)

Se sigue de (2.9) y B=X"lo = Q1o que
T

var(Y) = 0% = 8128 + 2 = % + 72, (2.17)

2.3. Resultados para p fijo

Como ya fue mencionado, en [Cook et al., 2013] se obtienen los primeros resultados sobre
la distribucion asintdtica del estimador PLS. Bésicamente la conexién se refleja en el hecho de
que un algoritmo como NIPALS o SIMPLS puede usarse para estimar una base de Ex(B). Dicha
base juega el rol de matriz reductora tal como se mencioné al principio de la Seccién 2.1.

Uno de los resultados principales fue establecido para r = ¢ = 1 ya que cualquier caso en
donde r > 1 o0 ¢ > 1 implican una complejidad superior y que atn son objeto de investigacién.
En [Cook et al., 2013] se probd, en primer lugar, que si Bpls es el estimador PLS del coeficiente

B dado en (2.5) entonces si n > p con p fijo, se tiene una expansién

Vi(Bus — B) = VL (X;, Yy, B) + Op(n~Y/?), (2.18)

donde I'(X;, Y;, 3) es una expresién que depende de la muestra y del vector 3. Dicha expresién
ahora no es relevante pero volveremos a ella mas adelante cuando unifiquemos conceptos (ver
Seccién 3.3). La clave fundamental, que discutiremos ampliamente en las demostraciones del

siguiente capitulo, es que la expansién anterior permite deducir el siguiente resultado
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Proposicién 2.7. [Cook et al., 2013, Proposicién 10] Para n — oo y p fijo se tiene que

\/ﬁ(ﬁpls — B) es asintdticamente normal con media 0 y varianza asintdtica

avar(vnBs) = Q2 (372 + BT 26Q.2Q,) (2.19)

que depende de los momentos de (X,Y) y del modelo (2.9).

En [Naik and Tsai, 2000] se prob6 que bajo un modelo un poco més general que (2.9) y
bajo ciertas condiciones sobre el espectro de 3, el estimador ,@pl s es un estimador consistente de
B con una constante de proporcionalidad. Es decir /é\pls LN CB cuando n — oo y p es fijo. Por
otro lado, en [Chun and Keles, 2010] se prob6 que el estimador PLS de 3 era consistente
cuando p/n — k = 0, pero era inconsistente si k& > 0 bajo condiciones de sparsity. Por esta
razén se limito la discusién al estudio de propiedades del estimador muestral para el caso n > p
con p fijo y n — oo, mientras que el caso p > n quedaba abierto.

Volveremos a la expresién (2.19) mdas adelante y veremos que juega un papel importante
en los resultados a desarrollar. Una observacion de este resultado es que permite comparar
performance de PLS versus OLS, que depende de medidas como el cociente 72 / 032/ <1y del
nivel de colinealidad. Se puede ver que existen configuraciones donde PLS tiene una performance
peor que OLS a nivel asintético, asi como también existen niveles de colinealidad para los cuales
PLS es mejor que OLS asintéticamente. Por ejemplo, puede verse que si var(X) = ¥ = o’1

entonces la varianza asintética del estimador PLS nunca es menor que el del estimador OLS.



CAPITULO 3

RESULTADOS ASINTOTICOS

3.1. Prediccion PLS

Como ya fue mencionado, en [Cook et al., 2013] se obtuvieron resultados sobre el
comportamiento del estimador PLS para el caso en que n — oo y p es fijo. En
[Cook and Forzani, 2018] se dio un primer paso al estudiar comportamientos asintéticos
en alta dimension de la predicciéon PLS para ¢ = 1 en regresién univariada, con la esperanza
de asentar las bases para una posible extensién a casos més generales (¢ > 1,7 > 1). Hablamos
de prediccién porque ahora nos encontramos en una configuracién donde n, p — co. Este es un
nuevo caso donde estamos agregando predictoras a nuestra matriz de disefio. Podria suceder
que n y p crezcan con distinto orden, permitiendo que p > n, en cuyo caso estamos anadiendo
més informacién que observaciones. Esto implica que o y ¥ ya no son de dimensién fija (por
cada nueva variable predictora, la matriz ¥ agrega una columna y una fila), y por supuesto el
vector de coeficientes 3 tampoco es de dimensién fija. Obsevamos que esto es un problema a
la hora de establecer un resultado de convergencia asintética para n,p — oo pues deberiamos
definir una distribucién limite con matriz de covarianza de dimensién no fija. La clave en el
trabajo [Cook and Forzani, 2018| para evitar este problema es estudiar el producto escalar
entre el estimador de PLS y una nueva observacién (X, Yy ) independiente de la muestra, que

sigue el modelo
Yy = py + B (Xn — px) +en

y compararla con el valor predicho }A/N =Y + BZ}S(X ~ — X), lo cual nos da una expresién para

la diferencia
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Yy =Yy = (Y = py) + Bpis — B)(Xn — pix) — (Bpis — B)" (X — px)
—BT(X — px) +en.

A continuacién los autores prueban que el comportamiento n, p asintético de la prediccion estéa
determinada por el orden de (Bpls - B)(Xy — px) € Ry que bajo ciertas condiciones se
obtiene la consistencia. Notemos que la ventaja de estudiar este término es que se trata de
una cantidad escalar, la cual depende de p (pero no en la dimensién). Tomando esta idea como
punto de partida, vamos a deducir algunas propiedades del estimador PLS e ir presentando
otros resultados que se deducen de nuestro analisis.

En este capitulo vamos a extender el trabajo de [Cook and Forzani, 2018] al hallar y
estudiar la distribucién asintética de ﬁ;sG en regresién lineal con una componente (¢ = 1),
donde G € R? es un vector no estocéstico seleccionado por el usuario. Por ejemplo, seleccio-

~

nando G = (1,0,0,...,0) la distribucién asintética de 8L

,1sG podria usarse para inferir sobre

la primera componente de 8. Tomando G como un nuevo valor no observado de la matriz
aT

de X, podriamos usar la distribucién asintética de gy + 8

,1sG para estudiar valores prome-

dio. A su vez notaremos que esto también es una extensién de la Proposicién 2.7 del trabajo
[Cook et al., 2013]. La restriccién que hacemos a la hora de tomar una componente es una
limitacién notable. Sin embargo, existen muchos casos de regresiones que requieren sélo una
componente asi que puede esperarse que nuestros resultados tengan un valor practico sustan-
cial [Chiappini et al., 2021], [Cook, 2018, Seccién 4.4.4], [Nadler and Coifman, 2005],
[Berntsson and Wold, 1986], [Kettaneh-Wold, 1992] y este trabajo serd el puntapié ini-

cial para estudiar a futuro el caso ¢ > 1.

3.2. Cantidades que gobiernan las distribuciones

En esta seccién vamos a mencionar e interpretar algunas de las cantidades que controlan
los resultados asintéticos de BszSG y de Yy que presentaremos luego. Primero, recordemos el

estimador del vector de coeficientes 3 y su correspondiente contraparte poblacional
By, = (67%5) ‘6T 50, B=(c"S0) o"oo.

Ademis recordamos que el estimador de iy es fly = Y — BE X asf que con predictores centrados,
los valores ajustados pueden expresarse como )A/; =Y + BZ (X; — X). EI valor predicho de Y

ls

para un nuevo valor no observado Xy de X resulta Yy = E(Y|Xy) =Y + A;;S(XN - X).
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Ahora continuamos con algunas de las definiciones més importantes para los resultados a

presentar a continuacién. Sean

Clp, k) = tr ((QGZQU)’“> = tr(QF) (3.1)
1/2
K=(mors) *+oots @2
Q \2 op1 C(p,?2
/= <na'Ta> * m(fTo') * n(o('z;a';27 3.3)

con Q y € definidos en (2.13) y (2.14). En lo que resta, vamos a suponer que Q/(no’

o)y
C(p,k)/n(cT o)k para k = 1,2,3,4 estén acotados cuando n, p — oo. Notemos que esto implica
que K y J estan acotados también. Nuestros resultados asintéticos requieren que J — 0 cuando
n,p — 00, lo cual vale sélo si los tres sumandos distintos de J convergen a 0. De manera
similar, vamos a pedir que C(p,4)/n(o’a)* converja a 0 con n,p. Las expresiones de K,.J
fueron introducidas en [Cook and Forzani, 2018] aunque levemente distintas, sin embargo
ambas formas son comparables (ver Apéndice A).

Consideremos el cociente Q/aTa' que aparece como primer sumando de J. Por (2.17),
(Q/O'TO')*1 < 012/ y, como a%/ se mantiene constante cuando p — oo (ya que la respuesta
es unidimensional y no depende de p), vemos que /o’ o estd acotado inferiormente por 1/0%.
Si (/o o) crece cuando p — oo entonces correspondientemente 72 debe decrecer y es técni-
camente posible que ocurra 72 — 0. Encontramos que esto es implausible en las aplicaciones y
por eso vamos a super que 72 estd acotado lejos de 0, lo cual implica que (Q/ol o)™ < o2 y
Q/oTe >1/0}.

Si, cuando n, p — 0o, VQ = Varl/Q(ﬁTX) crece mucho maés rdpido que Vol = cov(Y, ETX)
entonces es posible que Q/ ol o — 00, en cuyo caso la correlacién p(Y, X ) — 0 cuando p — oc.
En este caso para mantener una senal, el tamano de muestra debe crecer més réapido que Q/ olo
para obligar al sumando (€2/ O'Tcrn)l/ 2 de J a converger a 0 cuando n,p — co. Esperamos que
en casi todos los problemas de regresién sera apropiado acotar €2/ ol o inferiormente cuando
p — 00, por lo que siempre habré algo de senal presente en la regresién, y entonces podemos
considerar Q/o’o =1 en J.

Los sumandos restantes de J pueden ser representados como una comparacién del ruido en X
representado por Qg y la sefial representada por o’ o: C(p, k)/n(cTe)* = n~1tr{(Qo/oTo)*}.
Si los autovalores del ruido ¢ = Var(ﬂgX) estdn acotados cuando p — oo, lo cual podria
ser una condicién razonable en muchas aplicaciones, entonces cuando n,p — oo se tiene

C(p,k)/n(cTa)t =< p/n(cTe)k, el cual debe estar acotado cuando n,p — oo para k = 1,2, 3, 4.
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En regresién sparse, ol o = 1 y entonces p/n debe estar acotado. En regresién abundante,

olo = py entonces C(p, k)/n(eTe)* < 1/np*t — 0 para k =1,2,3,4.

3.3. Distribucion del estimador

En esta seccién describimos la distribucion asintética de una versién escalada de (Epls— BTG
cuando n, p — 0o. Aunque estamos considerando el caso de alta dimensionalidad al hacer tender
ambos pardametros a infinito, nuestros resultados pueden adaptarse directamente al caso n — oo
con p fijo. En este sentido nuestro enfoque también cubre los resultados de [Cook et al., 2013|
para g = 1. Lo desarrollado a continuacién requiere varias cantidades que vamos a definir, antes
de presentar los resultados de nuestro estudio. Por conveniencia notacional, sea m = n — 1.

Ahora, definamos

R:94<a—a—94pdi_zw>
A:—<2+C(p’1) , Clp1) |, c<p,2>>

m - m2Q  Vm2eTo Y m2Qolo
T N1/a T~ . (6—-0)lo (cdTo N
A= (c"Yo) (0d—0) (ocd+o)(oc—0)+ Tyo <0'TU_0'T20' o+ AB
~ _ S=~0-1 _ S0l
U=(5- a)T [QU(O' Yo T) 4+ o0 -0 LA
oclo

El término A lo definimos para facilitar las definiciones de A y U. Estas cantidades se derivan
de una expansién de (ﬁpls — B)TG como se muestra en el siguiente resultado, cuya prueba se

encuentra en el Apéndice D.

Proposicion 3.1. Supongamos que vale el modelo de regresion PLS para una componente dado

por (2.15) y (2.16). Entonces

oc'Ye

cTYo

-1
(Byis — B)'G = ( > R+ A+ 80)"G. (3.4)

El comportamiento asintético de estas cantidades en esta expansion de (,@pls — ﬂ)TG se

describen en el siguiente resultado. En preparacién, definamos

-2

V(@) = LG (37 + 4T88Q,3Q,) G (35)
-2

L [(GTe)*Qr + 03 GT £y 4] G] (3.6)
Q—Q

ST AT 2 T
nG (EJY UU)G
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b__<(0'To'_T2) Clp.1) . 2m+ ) C'(p,2)>7

3.7
molo Y m2QoTo YmQoTo (3.7)

3 D7)
donde V(G) es usada como la varianza asintética de (Bpls —B)T'G y b juega el papel de un sesgo.
Cada una de las expresiones para V(G) son ttiles y su uso dependerd del contexto. A menos que
sea necesario aclararlo, suprimiremos el argumento de la varianza y escribiremos simplemente

V' para hacer referencia a V(G). En efecto, esta expresién de V' coincide con el caso no escalar

de p fijo dado en [Cook et al., 2013] tal como fue descrito en la Proposicién 2.7.

Proposicion 3.2. Supongamos que valen las hipdtesis de la Proposicion 3.1, y consideremos

las siguientes hipdtesis adicionales:

(a) X~ Np(px, %)
(b) E(e*) del modelo (2.15) estd acotada
(¢) J — 0 cuando n,p — oo

(d) C(p,k)/n(cTe)* estd acotado cuando n,p — oo para k = 3, 4.

Entonces
L Zigz — 14 0,(])
b=0(J)
bajo la hipdtesis (a), E(U) =b
bajo las hipétesis (a) y (b), V"V/?RTG ~» N(0,1)
bajo las hipdtesis (a),(b) y (c), V"V2ATG = 0,(J)

bajo las hipdtesis (a),(b),(c) y (d),

/
VIR (U - BWU) BTG =0, (JW + <C(p;4) )1 2) .

S & e e

n(o!o)
Por (3.4) tenemos que

ol'se
ocTYo

-1
y—1/2 (Bpls —B(1+ b))T G= ( ) [V71/2RTG Ly2ATG
L V2 - BUY) BTG + V*l/QE(U),BTG] .

Para obtener nuestros resultados asintéticos vamos a requerir que

~ A/\ 71 ~ A/\
o) <°T2‘7> (UTEU - 1) v-128TGb - 0.

n(ocTo)4 oS0 oS0

Usando la conclusién 1 de la Proposicién 3.2 para controlar el cociente & L& / oS0, tenemos

nuestro resultado principal
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Teorema 3.3. Supongamos que valen todas las hipétesis de la Proposicion 3.2.

(1) Si JV28TGH =0y C(p,4)/n(eTa)* = 0 cuando n,p — oo, entonces

vz (3pzs - B+ b))T G~ N(0,1). (3.8)
(1) Si
Q C(p,1 C(p,2 C(p,4

cuando n,p — oo, entonces se satisface la condicion (I).

Aunque la sucesién no estocédstica representada por b converge a 0 cuando J — 0, repre-
senta un potencial sesgo al utilizar el Teorema 3.3 como punto de partida para inferencia en

aplicaciones. Escribiendo
/2 (3 4 12 (3 r 1/2 T
V2 (B - B +0) G=V2(By - 8) G-V2pTGY (3.10)

vemos que el término que es afectado por el sesgo es despreciable si v 287Gb — 0 cuando
n,p — oo. Como estamos pidiendo que J — 0, la condicién v/ 287Gb — 0 implica la
condicién suficiente JV 287Gb — 0 del Teorema 3.3, pero no viceversa. Si G € spanJ‘(B)
entonces 37 G = 0 y la contribucién del sesgo es nula. Si G ¢ spanJ‘(ﬁ) entonces el sesgo puede
jugar un rol notable. Para computar la importancia del sesgo, usamos cotas inferiores de V' para
encontrar condiciones en las que este término converge a 0. Notemos que
(eTa/Q) HGTUHZ
72||GTa|® + 02 (6To /Q)GT QLG
T

=02

VoHBTG) =n

(3.11)

donde la cota superior se alcanza cuando G € span(3). Como la eleccién de G no afecta a b
(ver (3.7)), esto indica que el efecto del sesgo serd mas prominente cuando G € span(3). Se
sigue de (3.11) que V~1/2 1B7Gb| < V/nlb| (O'TO'/Q’7'2>1/2. En consecuencia, v/n|b| — 0 es una

condicién suficiente para evitar el efecto del sesgo cuando G ¢ spanL(ﬁ). Observemos que

Clp.h) C*(p,1) L2 02 )

molo Y'm2Q0To Y mQoTo

vl < va (|77 - 7

Esta desigualdad nos da condiciones suficientes para v/n|b| — 0. Como |o7 e /Q — 7| y 0% son

acotados, tenemos

Cp,1) _ Cl1)
"meTo vnolo =0,
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la cual implica que v/nC?(p,1)/m*Qo’o — 0. Esto nos conduce a la tltima condicién

C(p,2) _ C(p,2)
mQolo ~ /n(oTo)?

Notemos que si C(p,2)/vn(ola)? se va a 0, entonces C(p,4)/n(c’o)? se va a 0. Resumimos

todo esto en el siguiente resultado

Corolario 3.4. Bajo todas las hipdtesis de la Proposicion 3.2

(1) Si/nlb| = 0 y C(p,4)/n(cT o) = 0 cuando n,p — co, entonces

V2 (B — BTG~ N(0,1). (3.12)
(IT) Si
WeTe Y W2 (eTap Y

cuando n,p — oo, entonces vale la hipdtesis (I).

Las hipdétesis de la parte (II) del Corolario 3.4 son importantes porque nos dan condi-
ciones suficientes bajo las cuales podemos despreciar el potencial efecto del sesgo y por lo
tanto construir intervalos de confianza asintéticos para BTG en la manera usual, como se
describira en la siguiente secciéon. Supongamos que los autovalores del ruido £y = var(EOTX )

T

estan acotados cuando p — oo y que olo =< p' para 0 < t < 1. Entonces si n,p — oo,

Clp,k)/vn(cTa)t < p/vn(eTe)k < n=2p=F Como n=/2p'~t > n=1/2p! =2 la conclusién
del Corolario 3.4 valdré si n="/2p'~* — 0.

TABLA 3.1. Implicaciones practicas de la condicién (1) del Corolario 3.4 cuando

T

los autovalores de Qg estdn acotados y olo =< p' para 0 <t < 1.

t [0 1/2 3/4 1

n>|p° p Jp 1

Algunas implicaciones de esta condicién se dan en la Tabla 3.1. En regresion sparse ¢t = 0
debemos tener n relativamente grande con respecto a p?, lo cual es generalmente una condicién
muy compleja en regresién de alta dimensionalidad. Sin embargo, si la senal crece como P34
entonces sélo necesitamos n del orden /p, lo cual podria ser alcanzable en muchas regresiones.
Si la senal es abundante ¢ = 1 entonces p no juega un rol y el comportamiento asintético es

equivalente a una configuracion con p fijo. A su vez nuestros resultados son aplicables en el caso
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p fijo siendo viélidas las condiciones del Corolario 3.4 y sus conclusiones, coincidiendo con la
Proposicién 2.7.

Ademas de todo lo mencionado anteriormente, una conclusién interesante de nuestros resul-
tados es que nos permiten concluir el resultado central de [Cook and Forzani, 2018, Teorema

1] cuya demostracién se encuentran en el Apéndice F, a saber

Teorema 3.5. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.2,

. 1>>2 . Cp.2) >

nolo n(ocTo)?

(Bpls - IB)TZ(BPIS - B) =0, (nl + <
y por lo tanto para Xy — pux ~ N(0,X) con ¥ definida en (2.16) se tiene

3. 1/2
(Bpls - ,@)T(XN — HX) — Op (n—l/Q + C(p, 1) n < C(p, 2)2> > .

nolo n(oTo)

3.4. Intervalos de confianza

Una vez hallada la distribucién asintética de estos estimadores, podemos construir intervalos
de confianza asintéticos para (1 + b)BTG. El Teorema 3.3 nos permite concluir directamente

que
CI, (1+b)87G) = [BﬁSG + 24,V (3.13)

donde z,/; denota un percentil seleccionado de la distribucién normal estandar. Bajo el Coro-
lario 3.4 el mismo intervalo se convierte en un intervalo de confianza para 87 G, en Cuyo caso
nos referiremos a él como C1, (87 G).

Versiones muestrales pueden construirse para el intervalo dado en (3.13) usando un esti-
mador plug-in para V. Para construir un estimador de V simplemente hacemos plug-in en sus

términos constituyentes dados previamente, es decir

oz
V="G"$52 - 557G, (3.14)
n
donde ﬁpls =5'Ss /6. El siguiente resultado, cuya demostracién se encuentra en el Apéndi-

ce G muestra que asintéticamente es razonable reemplazar V por V en la construccién de

intervalos de confianza

Teorema 3.6. Bajo todas las hipdtesis de la Proposicion 3.2 se tiene que

<<

251, n,p— . (3.15)
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Adicionalmente, tenemos una condicién suficiente para la cual podemos reemplazar b por b,

el cual nos permite obtener un intervalo de confianza para 87 G

Teorema 3.7. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.2 y la condicion (II) del Teore-

ma 3.3, \/ﬁ(g— b) 250 cuando n,p — oo, donde

C(p, 1 O2(p, 1 Cl(p, 2

b=—
Y ~T Y N~ ~ AN A~T~
mo- o m2Qole mQelo

y C(p, k) = tr(EF) — QF

pls- En consecuencia, un intervalo de confianza asintdtico para BTG es

1 .
CI(BTG) = —— |BL.G £ 2, ,,V/?].
(8" G) 1+b[ﬁ /2 ]

pls

En el siguiente capitulo veremos algunas simulaciones que nos ayudaran a comprobar la

veracidad de estos intervalos.

3.5. Intervalos para prediccion

Los intervalos de confianza discutidos en la seccién anterior para 81 G y (1+d) BT G requieren
que G sea un vector no estocdstico de RP. La estimacion para la media condicional en una nueva
observacién Xy de X es E(Y\XN) =Y+ B\TplS(XN — X). Si bien Xy es fijo, tenemos que X
es estocastico y por lo tanto el correspondiente vector G = Xy — X resulta ser estocéstico. En
consecuencia, los intervalos presentados en la seccién anterior pueden no ser apropiados para
una media condicional F(Y|Xy) o para prediccién. En esta seccién presentamos los intervalos
para esas cantidades.

Sean

MY |Xy) =py + (14 5)B"(Xy — px)

Dy = E(Y[Xy) = M(Y|Xy)
-2
wXn) =V(Xy = px) + —
donde V() estd definido en (3.6). La distribucién asintética de Dy estd dada por el siguiente

resultado

Teorema 3.8. Supongamos que los datos (X;,Y;), i = 1,...,n son observaciones inde-
pendientes de un vector aleatorio normal multivariado de dimension p+ 1 (X,Y) que sigue el

modelo dado por (2.15) y que ademds satisface las hipdtesis de la Proposicion 3.2. Entonces

w Y2(XN)Dy ~ N(0,1). (3.16)
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La demostracion de este teorema se construye de la siguiente forma. Primero, haciendo un

poco de algebra se tiene que

wil/Q(XN)DN _ wfl/Q(XN) (Y — uy — 5T<X — NX))
0 200 (B — 1+ 0BT Ry —pix)) (317)

—wTV2(XN)(Bpis — B)T (X — px).

El dltimo término converge a 0 en probabilidad asi que por el teorema de Slutsky no juega

ningun rol en la distribucién asintética del término izquierdo de (3.16).

Lema 3.9. Bajo las condiciones del Teorema 3.8,
w2 (X ) (Bpis — BT (X — px) L5 0

cuando n,p — 0.
El siguiente lema muestra caracteristicas de los términos restantes

Lema 3.10. Bajo las condiciones del Teorema 3.8,

~ T
Wip = V(Xy — px) "'/ (szs -1+ b)ﬁ) (Xn — px) ~ N(0,1) (3.18)
Znp=vnr (Y — py — BY(X — px)) ~ N(0,1) (3.19)
Y~y — B (X~ px) L (B — (1+0)8) (X — pix). (3.20)

La conclusién (3.18) se sigue inmediatamente del Teorema 3.3; (3.19) se sigue de la distri-
bucién normal multivariada y porque vale el modelo de regresién lineal; (3.20) se sigue ya que
bajo normalidad (X,Y) ﬂépls.

Sean

a = 77/\/5 y b = V1/2<XN _ NX)
P L2(X ) P wi2(Xy)

Despreciando el término que ya dijimos era irrelevante para la distribucién asintdtica, sélo nos

interesa trabajar con
wVA(XN)DN = anpZnp + bnpWap. (3.21)

De aqui vemos que asintéticamente w™ /2 (Xn)Dy es una combinacién lineal no estocéstica de
dos variables aleatorias independientes, donde cada una converge en distribucién a una normal

estandar.
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A partir de (3.18) y (3.19) y observando que ai’p + bi,p = 1, el siguiente resultado general

concluye la prueba del Teorema 3.8.

Lema 3.11. Sea (anp,bnp) una sucesion en R? tal que a?%p + bi,p = 1 para todo n,p, y sea

n7p

Whp

(Zn,ps Wh.p) un vector aleatorio en R? tal que ~» N3 (0,1), entonces

an,pZnp + bnpWnp ~ N(0,1).

El Teorema 3.8 nos permite construir intervalos de confianza basdndonos en w™'/2 (Xn)Dn.
Sin embargo, nuestro principal interés es deducir resultados para E(Y|X) a partir de E(Y]X) —

E(Y|X) = Dy +bB8" (X — px). Escalando esta cantidad con la varianza tenemos
W 2% ) (BYIX) = BYIX)) = w2 (X0 Dy w7 2(X)bBT (X — px).

Para el cuadrado del ultimo sumando

wolo

Qr2’

w (XNt (BT (X — ux))2 <V HXy — px)b? (BT (Xy — Mx))2 <nb .

En consecuencia, terminamos concluyendo un argumento similar a aquel que nos condujo al

Corolario 3.4 y obtenemos el siguiente resultado

Corolario 3.12. Supongamos que valen las condiciones del Teorema 3.8 y que \/n|b| — 0

cuando n,p — co. Entonces
W 2(Xy) (E(YIX) = B(Y[X)) ~ N(0,1).

Con este corolario podemos construir intervalos aproximados para E(Y|Xy) y para Yy =

E(Y|Xy) + en usando un método plug-in para obtener un estimador & de w, es decir
ClL, (E(Y|Xy)) = [E(Y|XN) + za/zalﬂ(XN)} (3.22)
= ~ o\ 1/2
CLo(Yn) = [E(Y|XN) + 200 (B(Xy) +72)" } . (3.23)
De manera similar a las interpretaciones que dimos en la seccién anterior, si v/n|b| no converge
a 0, entonces (3.22) y (3.23) pueden ser interpretadas, bajo el Teorema 3.8, como intervalos
de confianza para M (Y |Xy) y M(Y|Xy) + en. En el caso en que y/n|b| no converge a 0 pero

las condiciones del Teorema 3.7 se satisfacen, atin podemos usar b para construir intervalos de

confianza.






CAPITULO 4

SIMULACIONES Y APLICACIONES

4.1. Distribucion asintdtica

Tlustramos ahora una simulacion que muestra el potencial impacto que puede tener el sesgo

~

sobre la distribucién asintética de 87,

,1sG- En este caso, la proporcion que elegimos es n = p/2.

En el marco del modelo para una componente dado por las ecuaciones (2.15) y (2.16), vamos a
tomar iy =0, 7=1/2, Q=00 y Qy = I,_1. El vector o fue generado con Lpl/zj elementos
con distribucién normal estandar y los restantes igualados a 0. De esta forma se tiene que
olo = \/p- Notemos que bajo esta configuracién C(p, k)/n(a'TO')]’C = p~*/2 y por lo tanto J — 0
y C(p,4)/n(cTe)* — 0. Nuevamente para enfatizar el efecto del sesgo tomamos G = o como
en la discusién de la ecuacién (3.11). Con esta configuracién, X fue generado con distribucién
N(0,X) y luego generamos Y acorde a (2.15) con errores que siguen una distribucién N (0, 72).
Para cada par (n, p) la simulacién fue repetida 500 veces y se construyeron dos histogramas. Uno
representa la expresion Dy = V12 (Bpls -B(1+ b))T G y el otro Dy = Y12 (Bpls — ﬁ)T G.
El resultado se muestra en la Figura 4.1.

Como /n|b|J < J — 0, tal como lo predice el Teorema 3.3 el histograma de D se desplaza
para coincidir con la densidad de una normal estandar, mientras que el histograma para Do

no converge en distribuciéon a una normal estdndar pues no se satisfacen las condiciones del

Corolario 3.4 con las configuraciones de esta simulacién, por ejemplo v/n|b| < 1.

4.2. Coverage

Hemos construido una serie de simulaciones para ilustrar el comportamiento de la version

muestral de los intervalos de confianza dados en (3.13) cuando n = /p crece con p. Para cada
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FiGURA 4.1. Resultado de la simulacion para las distribuciones de D1 y Ds: El
histograma derecho (azul) representa el término D; mientras que el histograma
izquierdo (verde) es para Ds. La curva azul representa la densidad de una normal

estandar.

par (n,p) construimos o de forma que tenga Lp3/ 4J elementos generados independientemente
de una distribucién normal estandar con los restantes p — Lp3/ 4] elementos seteados a 0. Con
p = 1024 como el valor mas grande considerado en nuestra simulacién, o tiene 181 elementos
distintos de 0. Luego establecemos Q = ol o, Q) = I,_1 y (o,00) que sea una matriz ortogonal
de px p. A continuacién creamos X de acuerdo a (2.16), 3 = QLo y con esto ya podemos crear
nuestros datos (X;,Y;),i = 1,...,n independientes tal que X; ~ N(0,X),Y|X ~ N(B1X;, 1).

Por conveniencia hemos elegido tomar G como un vector con distribucién multinormal estandar
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y luego se construye el intervalo de confianza aproximado de nivel 95% de acuerdo a (3.13)
usando el estimador plugin de V. Esta simulacién fue repetida 1000 veces y se contaron la
cantidad de veces que el intervalo contenia a (1 + b)ﬂTG y BT G. Los resultados se presentan
en la Tabla 4.1.

Este ejemplo satisface las condiciones de la Proposicion 3.2 y por lo tanto vale el Teorema 3.3.

Por ejemplo

Clpk) _ 1
n(eTa)k = p3k/a-1/2

Més atin vale la condicién (I) del Corolario 3.4 pues v/n|b| < n~ /2. Sin embargo, no vale la

C(p,1
condicién (II) de Corolario 3.4 pues Cl)

TABLA 4.1. Resultados del coverage para los intervalos de confianza (3.13) para
el valor indicado en la primera fila. La tercera y cuarta columna son para la
configuracién donde v/n|b| — 0, la quinta y sexta columna son para la situacién
donde /n|b|] /4 0, y la dltima columna es para el intervalo ajustado dado en

el Teorema 3.7.

n p |BTG (1+bpTG|B'G (1+bvp'G| BTG

16 256 | 0.924 0.897 0.766 0.887 0.856

22 512 | 0.949 0.920 0.734 0.927 0.903

32 1024 | 0.947 0.946 0.742 0.952 0.920

Cabe mencionar algo importante que sucede con esta configuracion. Hemos tomado 2 =
olo y var(Y|X) = 72 = 1. Si recordamos que 3728 = Q'oT o y observamos la ecuacién
(3.7) vemos que el primer término se anula. Como los términos restantes del sesgo son de menor
orden, esta configuracién hace menos prominente el efecto del sesgo, permitiendo acelerar la
convergencia.

Para enfatizar el efecto que puede tener el sesgo en los intervalos de confianza, vamos a
repetir la simulacién pero esta vez tomando 7 = 1/2, G = o y usamos el verdadero valor de
V. Como fue remarcado anteriormente, esta eleccién de G donde G € span(3) maximizara el
efecto del sesgo, y ahora el primer sumando de (3.7) va a contribuir al sesgo. En la Tabla 4.1
vemos que en esta situacién los resultados para CI, (87 G) sufren en comparacién con CI,((1+

b)BTG) ya que v/n|b| no converge a 0, sino que v/n|b| = 1. Sin embargo, JV /2|87 Gb| <
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VnJb(aTe /)2 = V2nJ|bl — 0 y vale el Teorema 3.3. Més atn, valen las condiciones

(II) del Teorema 3.3 y por lo tanto el intervalo ajustado del Teorema 3.7.

4.3. Datos: mejillones

En [Cook, 2018, Seccién 4.4.4] se utilizé PLS para analizar una base de datos provenientes
de un estudio ecoldgico de mejillones, donde la muestra fue tomada en Marlborough Sounds,
una extensa red de valles de la isla sur de Nueva Zelanda. La variable respuesta Y es el logaritmo
de la masa muscular del mejillén, y 4 variables predictoras fueron consideradas, siendo éstas los
logaritmos de la altura, ancho y largo del caparazén (medidas en milimetros), y de la masa del
caparazoén (medido en gramos). El tamafnio de muestra es n = 79 y p = 4, es decir estamos en
el caso clasico de p fijo y n > p. En la Figura 4.2 vemos el resultado de hacer un método de
cross-validation para determinar el niimero de componentes al ajustar el modelo PLS con estos
datos. Observamos que una sola componente es adecuada, por lo tanto estamos bajo el contexto

q = 1 de nuestro estudio.
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F1GURA 4.2. Determinacion del niimero de componentes por cross-validation
para los datos de mejillones.

A modo de ilustracién, en la Figura 4.3 vemos el grafico de la respuesta versus los valores

predichos del ajuste PLS con una componente. El grafico muestra una clara relacién lineal sin
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dar senales de que haya algin comportamiento anémalo. En la Figura 4.4 vemos el grafico de
los valores ajustados por el modelo PLS con una componente versus los valores ajustados por

el método clésico de OLS.

FicuraA 4.3. Datos de mejillones: Plot con las respuestas observadas Y; versus
los valores ajustados }A’z que provienen del modelo PLS con una componente,

qg=1.

Los valores de las estimaciones de los coeficientes dados por los ajustes OLS, PLS y enve-
lope, asi como también sus errores estandares asintéticos se muestra en Tabla 4.2. Los errores
estandar de OLS son los usuales, mientras que los errores estandar de PLS son diag(‘/}l/ 2),
donde V est4 definida en (3.14). Los errores estandar de envelope fueron obtenidos usando es-
timacién plug-in de la matriz de covarianza asintética de los estimadores de los coeficientes en
[Cook et al., 2013]. Ver también Teorema 4.5 de [Cook, 2018]. Vemos que los errores de la
estimacion dada por OLS son entre 6 y 60 veces mas que aquellos correspondientes al estimador
de PLS. Este tipo de diferencias no son inusuales en la literatura de envelopes, tal como lo
muestran los ejemplos en [Cook, 2018]. Sin embargo, no notamos una diferencia radical en
los errores estdndar entre las estimaciones de envelope y PLS. Aun los valores para PLS son
ligeramente mas grandes, los érdenes parecen coincidir.

Las diferencias en la Tabla 4.2 se reflejan visualmente en la Figura 4.5 la cual contiene

la representacién visual de los intervalos de confianza para los coeficientes de OLS, PLS y
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Valores predichos por PLS vs Valores predichos por OLS

FiGURA 4.4. Datos de mejillones: Plot de los valores ajustados 371 dados por el
modelo PLS con una componente ¢ = 1, versus los valores ajustados utilizando

el modelo OLS. La recta azul representa y = x y se incluye para mejor claridad.

TABLA 4.2. Estimaciéon de los coeficientes y sus correspondientes desvios
estdndar (S.S.) correspondientes a tres ajustes para los datos de mejillones:
Ordinary least squares (OLS), Partial Least Squares con una componente

(PLS), y envelope en una dimensién (ENV).

OLS PLS, ¢=1 ENV,¢g=1

Estimacién S.D. | Estimacién S.D. | Estimacion  S.D.

31 0.741 0.410 0.142 0.0063 0.141 0.0052
32 —0.113 0.399 0.153 0.0067 0.154 0.0056
33 0.567 0.118 0.625 0.0199 0.625 0.0194
34 0.170 0.304 0.206 0.0086 0.206 0.0073

envelope, donde cada intervalo se comput6 como estimador + z,/3S5.D. Como era de esperarse,
los intervalos de confianza para OLS dominan el grafico, mientras que los correspondientes a PLS
y envelope se perciben casi como puntos a la derecha del intervalo dado por OLS. Nuevamente,

esta diferencia entre los intervalos dados por OLS y los otros dos modelos es bastante tipica.
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Ny ® Estimacion OLS
Estimacion PLS
Estimacion envelope
2 — IC OLS
— IC PLS
— |IC envelope
i

FicuraA 4.5. Datos de mejillones: Plot de los intervalos de confianza para cada
uno de los cuatro coeficientes del vector 8, utilizando los métodos

OLS, PLS y envelope.

4.4. Datos: dopamina

En [Chiappini et al., 2021] presentaron los resultados de una serie de experimentos para
predecir la concentracion de dopamina pura Y. Para el vector de predictores, ellos midieron
p = 706 puntos muestrales a lo largo de curvas de espectrogramas para cada una de las n = 10
preparaciones que fijaron. Como cada muestra consiste de un analito (sustancia quimica a ser
estudiada) puro de dopamina, aplicaciones de la ley de Beer indican que la regresién PLS sélo
posee una componente [Nadler and Coifman, 2005]. Nuestro andlisis de componentes para
PLS en estos datos (similar a lo que vemos en la Figura 4.2) mostraron como conclusién que
podemos tomar g = 1. Usamos estos datos como base para una simulacién en la que deseamos

estudiar la precisién de los intervalos hallados en la Seccién 3.5.
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FI1GURA 4.6. Voltamperograma: en esta figura se ven lo que los quimiométricos
obtienen al hacer sus estudios. Cada curva representa una muestra preparada a
una cierta concentracién. El vector de predictores se forma tomando una discre-

tizacién de cada curva.

Luego de ajustar el modelo correspondiente a PLS con una componente, hallamos Bplsa Tpls
y los tratamos como pardmetros poblacionales para generar 10 nuevas respuestas tal que y; =
Y + é\;} o(X;—X)+Tps€i parai = 1,...,10 donde los ; son copias independientes de una variable
aleatoria con distribucién normal estandar. Usando el método leave-one-out, removemos la j-
ésima observacién, usamos PLS son una componente para ajustar las restantes 9 observaciones,
construimos los intervalos de confianza para E(Y|X;) y E(Y|X;) + ¢j, y luego evaluamos si
E(Y|X,) y Y, caen o no en los correspondientes intervalos. Repetimos el proceso para cada
j=1,...,10 y luego replicamos toda la simulacién 1000 veces. Ademés hemos repetido toda la
simulacién para n = 100.

Los resultados se presentan en la Tabla 4.3. La segunda y tercer columna nos muestra los

valores de coverage de los intervalos para E(Y|X ) y para Yy, como fueron presentados en (3.22)
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y (3.23). Los indices de coverage para n = 10 son bajos, pero se observa un comportamiento muy
bueno para n = 100. Notamos ademés que los valores de coverage para n = 10 son similares
a aquellos que vimos para tamanos de muestra chico en Tabla 4.1. Desde luego, el tamano
de muestra requerido para alcanzar valores cercanos al nominal van a depender de muchas
caracteristicas de la regresién.

TaBLA 4.3. Simulacién para los datos de dopamina: Coverage observados para

intervalos de confianza aproximados de 95% para E(Y | Xn) v Yn.

n || Clo.os(E(Y | Xn)) | Clo.os(Yn)

10 0.864 0.886

100 0.943 0.946

Los intervalos de confianza que hemos usado para ilustrar este caso se basan en la suposicién
de la normalidad multivariada de X tal como vimos en la Proposicién 3.2. Si bien nosotros
simulamos errores con distribucién normal, no hemos estudiado la distribucién del vector de
predictores X € R sino que usamos los valores observados en [Chiappini et al., 2021].
Como los indices mostrados en la Tabla 4.3 se acercan al valor nominal de 0.95, la distribucién
normal de los predictores puede no ser un requerimiento estricto para resultados representativos

siempre que se disponga de tamanos de muestra suficientemente grandes.
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APENDICE A

NOTACION

Introducimos nuevamente la notacién y el modelo que usaremos de ahora en adelante para

facilitar la lectura del apéndice. Suponemos que vale el modelo lineal PLS con ¢ = 1; i.e.
Y = py +0B7(X — px) +e¢, YVeeR, B,XeRPX ¢IX (A1)
cone ~N(0,72), B=0clo(c?S0o) oy
By = (67%56) ‘6756, (A.2)
Ahora, para un nuevo vector Xy la prediccion es

i} :Y-FBTPZS(XN—X).

Ademsds en lo que sigue usaremos las siguientes notaciones y resultados directos

R =var(¥Y) =2+ 0786 7 = var(e) = var(V]X) (A3
-
clo

£y € RP*(P~1) ¢] complemento ortogonal de £

T
. T oo
Py =" = o TS0
- T
o =Lt =1-P, T (A.4)
Qo = €134,

= U7 + £,Q0l]

Con esta notacién, 8 = Q 'o. Més atn denotamos

C(p,k) = tr(QeEQq)", (A.5)
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Q \"? C@p1)
K= . A.
(TLO'TO') T oTe (A.6)
Q \'"? 1) Cp2
/= <no’T0') T T n(eTea)?’ (A7)
y suponemos que K = O(1),J = O(1).
Vamos a suponer que
C(p.3) C(p.4)
n(eTo)3 o) n(eTo)* o)

T
" oo ,
Observemos que como 052/ es una constante positiva, 72 y BTEﬁ = Ol estan acotados supe-

riormente:
B'E8=—-<oy, T <oy (A-8)

Adicionalmente, requerimos que 72 esté acotado lejos de 0, asi 72 =< 1. Si ademés tenemos que
BTE3 esta acotado lejos de 0, entonces obtenemos que ol o =< Q. En este caso K y J serdn

reemplazados por

1 Cpo1
K= %+ nS)TU)’ (A.9)
j=L Ced, Cr2) (A.10)

vn  nolo  n(eTo)?

Notemos que estos son equivalentes a los definidos en [Cook and Forzani, 2018], ya que

( c<p,3>3)1/2 - (c<p,1> c<p,2>2>”2< ! <c<p,1>+ C(p,2) )

n?(ocTo) nolo n(oTo) V2 \noTo ' n(cTo)?

V2
Adaptando la demostracién de [Cook and Forzani, 2018, Proposicién 1] a (A.6) y (A.7)

tenemos el siguiente resultado

Teorema A.1. Si K,J — 0 cuando n,p — oo, entonces

igj — 1+ 0,(J) (A.11)
;2; —140,(J)

55& — 77 (140,0)

TS _ olo (14 0,(J)).

clo oTYo



APENDICE B

ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS

Lema B.1. (Momentos de la distribucién x?) Si X ~ x2,, entonces
E(X®)=m(m+2)(m+4)...(m+2(k - 1)).
Los siguientes momentos pueden encontrarse en [Antunes Percincula et al., 2020].

Lema B.2. (Momentos de la distribucién Wishart) Si W ~ Wish(m,X) para ¥ € RP*P

simétrica definida positiva, entonces

E(W)=mX
E(trW) = mtrX
var(trW) = 2mtr(X?)
E(trW?) = mtr?(Z) + (m? 4+ m)tr(X?)
var(trtW?) = (8m3 + 20m? + 20m)tr(2?1) 4 4(m? + m)tr*(X?)

+ 8mtr(T2)tr3 () + 16(m? + m)tr(T?)tr(X)

E(trW*) = mtr* () 4+ (m* + 6m> + 21m? + 20m)tr(Th) + (2m? + 5m? + 5m)tr?(T?)
+ 6(m? 4+ m)tr(Z?)tr?(T) 4 4(m? + 3m? + 4m)tr(T3)tr(X)

E(W?) = mZtr?(X) 4 (m? +m) <2tr(22) + 222tr(2)) + (m> + 3m? + 4m) X3,

Lema B.3. Si W ~ Wish(m,X) para ¥ € RP*P simétrica definida positiva y a € RP, entonces

a’Wa 9
aTsa ~ Xm



50 Algunos resultados conocidos

Lema B.4. Sea € € R" que cumple E(€) = 0, var(é) = 721, y E(&}) = O(r"). Entonces para
matrices Q, den xn y A, con Q. semidefinida positiva y tal que AQ, = A tenemos que para
€= Qné;

E(e” Ae) = 2tr(A) var(e” Ae) = O (r*(tr(A% + ATA))). (B.1)

Demostracién. Sélo necesitamos calcular la varianza para el caso de A simétrica, ya que

el caso general se deduce considerando A + AT, Ahora,
var(el Ae) = var(é1Q,,AQ,.€)
= var(tr(Q,AQ,&é1))
= vec (Q,AQ, )var(vec é€1 ) vec(Q,AQ,,),

pero var(vec ééT) es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son de orden 7*. De aqui

obtenemos el resultado, ya que tr(Q,AQ,)* = tr(A?). [ ]



APENDICE C

EL MODELO Y LOS ESTIMADORES

Sin pérdida de generalidad vamos a asumir para las demostraciones que E(Y) =0y E(X) =

0. De ahora en maés consideramos m = n — 1. Suponiendo la normalidad de X1,...,X,, sea
Xi
X=| : | eR”P, vec(XT)~ N(0,I,®%).
XT

Se sigue que

F = (Xl_x,...,xn_x)=XTQneRpX”,

eeT

Q,=1-—cR™cone=(1,...,1)7,
n

vec(F) ~ N(0,Q,®X),

y luego como rank(Q,,) = m, W = FF? ~ Wish(m, X). Por lo tanto

5= ) (- V)X - X)

_ %Z(ﬁTXi—kei—,BTX—E) (X; — X)
=1
1 — _ _ 1 — _
= EZ(XZ' - X)(X; - X)'8 + EZ(Q - 8)(X; —X) (C.1)
i=1 i=1
= lW,EI + iFs
m m
~ WP +Fe
=

donde € es un vector con componentes ; — £. Vamos a suponer que € satisface E(g) = 0,

var(e) = 72Q, y E(e}) = O(r).
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Observemos que 8728 = 0" 2670, y
3= (X -X)(X; - X)' = —FF' = —W. (C.2)
Lema C.1. Con las definiciones de arriba,
FI'3~ N(0,8'28Q,), vec(F' Qo) ~ N(0,Qr3Q0 ® Q)
y FT3 es independiente de FT Q.

Demostracién. Como FT'8 € R", FI'8 = vec(FTB) = (87 ®Q,)vec(X). De manera
similar, tenemos para F1Q, € R™?, vec(FT Qq) = (Qq ® Q,)vec(X). Ahora recordemos que

vec(XT) ~ N (0,2®1,) y notemos que

F'p3 (BT ® Q,,)vec(X) BreQ,
= = vec(X)
vec(FTQ,) (Qos ® Q) vec(X) Q-2Q,
0 BTE6Q. (B"2®Q,)(Qe® Q)
~N 7
0 (Qo®Qn)(E8®Q,) QrXQsr®Qy,
pero
(IBTZ®Qn)(QG®Qn) = O'TQU ®Q, =0. |

Por el resultado anterior,

Corolario C.2.

FTBBTF ,
M = arsp "~ Wish(1, Q) (C.3)
B'W3
H=Q,WQ, ~ Wish(m,Q,XQ,) vy HILBIF M N (C.5)

L = FTQ,F, entonces tr(L¥) = tr(H*)  para k=1,2,..., yLILBTF,M,N (C.6)

o QWBATWQ,
AL

~ Wish(1,Qe2Qy), tr*(T)=1tr(T?) y TLB'F,M,N
(C.7)

tr((LM)¥) = tr*(T)N*, keN. (C.8)
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Demostracion. Solo demostraremos la distribucién de T, ya que el resto es directo. Por

el Lema C.1, FT'Q, es independiente de F''3 y tenemos que

Q.FF'B[F"3 ~ N(0,Q,2Q,8"FF'3),

Q,FF'3
(BTWB)1/2
Entonces T|FT8 ~ Wish(1,QoXQs), y ya que la distribucién de T|FTB no depende

FTB ~ N(O, QO’ZQU)'

del valor del argumento condicionante, la distribuciéon sin condicionar es la misma T ~

Wish(1,QeXQq ). [ |
Con los resultados anteriores podemos mostraron algunas propiedades de &. Es claro que
E(g) = o, més ain
s 1
Lema C.3. E(667) = ool + — (00! +02X).
m

W3+ Fe
m

Demostracién. Recordemos que o = y que € es independiente del resto,

E(eel) = # (E(WBB"W) + E(Fee' F))
(B, WAB"WP,) + E(Q,WBH WQ,) + B(FecF))

donde la tltima igualdad se sigue del hecho de que F'8 I FT'Q, por Lema C.1. Ahora por

Corolario C.2 y el hecho de que var(e) = 7°Q,,,

B(667) = # (coTE(N?) + BTSBE(N)E(T) + rE(W))

_ % (aTm(m +2) + BTSAMQrSQy + r2mX)

1
=00l + —(oo” + 0},

m
donde usamos Lema B.1 y Lema B.2, junto con 0'32/ =p'sp + 2 [ ]
Esta claro que
var(o) = — (Zoy + oo’) (C.9)
(o —-0o)lo 020T%0 + (ocT0)?
var =
olo m(oTo)?
EAY) 1

“o(-8) e
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T
donde el orden se sigue del hecho de que g ch = O(1) por (A.8). Adicionalmente, si Q =< o’ o,

= _ T
tenemos que var <(UTU)U> = O(1/m).
oclo

Ahora, recordemos que € IL F, y por lo tanto por el Lema B.4

Lema C.4. Tenemos que € satisface E(e) = 0, var(e) = 7°Q, , E(e}) = O(?) y
e L M,N,H,L, T. Ademds, si A € R™™" es cualquier funcién de M, N,H,L o T tal que

AQ, = A, entonces tenemos que
E(e’ Ae) = ?E(tr(A)), var(e Ae) = O (' E(tr(A? + ATA))) . (C.11)
Como consecuencia directa del Corolario C.2 y del Lema B.2, tenemos que

Lema C.5. Recordando que H ~ Wish(m, QeXQo) y T ~ Wish(1, Qe XQq). y también que
tr((QoXQq)¥) = C(p, k), tenemos

E(trH) = mC(p, 1)
E(tr*H) = m*C?(p, 1) + 2mC(p, 2)
E(trH?) = mC?(p, 1) + (m* +m)C(p,2)
var(trH) = 2mC(p, 2)

E(trT) =C(p,1)

E(tr’T) = E(trT?) = C%(p,1) 4+ 2C(p,2)
var(tr'T) = 2C(p, 2).

Més atin por Lema B.2 y Lema C.5

Corolario C.6.

nzizf.tf:;z o0
ol it
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Demostracién. Las primeras cuatro igualdades son una consecuencia directa de Lema C.5
y la definicién de J. Para la quinta, usando (C.5) y Lema B.2 tenemos

var(trH?) _0 <m3C(p, 4) +m2C?(p,2) + mC(p,2)C?(p,1) + m2C(p, 3)C(p, 1)>

mi(aTo)t m*(oTo)t
C(p, k
y como (LT)k estan acotados para k =1, 2, 3,4, tenemos el orden.
m(o!o)

Para la ultima igualdad, nuevamente usando (C.5) y Lema B.2 se sigue que

B O mCH(p,1) +m'C(p,4) + mPC*(p,2)
mS(eTa)t m®(oTo)t

m*C(p,2)C*(p, 1) + m*C(p, 3)C(p, 1))
* m®(oTo)4 ’

C(p, k
(p, k) - estdn acotados para k = 1,2, 3, 4, tenemos el orden. [ ]

Yy como W






APENDICE D

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.1

Recordamos las definiciones

R = Ql<(a — o) - QP (S —z)a>, (D.1)
C denia Ta a L (@-0)To (6T 7Se
A=(0'Yo) (6—-0)(cd+o)(c—0)+ oo (UTJ oTso | ¢
2 C(p,1) 5 Cp1)  3C(p,2)
—~ (m S O s+ e ) B, (D.2)

U=(6-0)7 .

g

Q,(6 - 260 +o— 2091]

(24 CD L Cb RO

— + +o
m m2Q) Ym20To " m2QoTo

(D.3)

Entonces tenemos

786 [ ~p - eISe | o o
oo (PG —07G) = @50 )7 C

3 (0720) 1 (675)57G —

= [(ETE')&TG - (O'TO')O'TG] (eTxe)™!

., &'sF
=+ (O'TZO') 1—m (O'TO')O'TG

=T+ Ts.
Primero para 77, mediante manipulaciones algebraicas
T = [(676)6"G - (¢70)0”G] (67S0) !
- [(a ~ )6 -0)F-0) G+ (G —0)(6-0)0 G+ G —0) o6 —0)G

+ (@ -0)oc’G+oT (¢ -0)(6-0)'G
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+ 076 —0)oTG + oTo(6 - a)TG] (oTSo) L

= [(3 —0)(6-0)(6-0)"G+(6-0)"(G-0)0"G+2(6-0)"0(c-0)"G
+2(6 - 0)0o’G +olo(6 — a)TG} (0TSe) L

= [(5‘ ~0)(6+0)(6-0)'G+(6-0)(G-0)0"G

+206 -0)loo’G+olo(a - O')TG} (e1se)™!

_ 1 ~  \T__T T (~ T
= Tyg [2(0’ o) oo G+o o(oc—o0) G}

1 ~ T/~ T ~ T/~ ~  \T
—|—0_T20(0' o) (¢ —o)o G+0'T20' [(0' o) (cd+o)(oc—0o) G|.

Ahora para T5, nuevamente mediante manipulaciones algebraicas

- TS
-1 |o7Ss
T o300 |oTS0 1 (UTU)GTG

~1 [(a —o)(E-%)(6 - o) G )T - (- o) 'S(6 — o)

oS0 oS0 oS0 oS0
6-0)T%c ol(E-%)6-0) c'(E-%e o'SGE-0)] 1 . 1
G
oTxo oc'Yo "> oS0 (07 0)o
-1 (6 -0 ol(E-%)o N
= G
O'TEO'[ ocTYo oo (o7 0)o
Ll G -a)T(=E-%)(6—o0)
oS0 oS0
G-0)T(E-S0  G-0)"S6E-0)], ¢+ 1
2 G
+ oS0 + oS0 (07 0)o
-1 [ (-0 ol(E-%)] o . 1
= G
UTEO'[ T30 oo (07 0)o
-1 o[E@E+0)-2%c, » ]
+ UTEG'(U —0) [ Tyo (oc7o)|o" G.

Usando las expansiones de T} y Ts, y arreglando algunos términos, tomando (& — U)T €omo

factor en el tercer y sexto término, tenemos

7S5 1 _ _
% <[/3\;28G - ﬁTG) = —Tsg [2(0’ ~0)loe’G +oTo(6 - 0)'G
1
+ m(& —-o)l'(¢ -o)d’G

1

+;G£k&—ﬂ”3+ﬂ@—0FG
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-1 [ (-0 ol(E-%)] o . 1
G
> [ Txe | o730 (o7 0)o
-1 . o[EE+0)-2%c, » ] o1
“Tso (o0 — o) [ Tso (c'o)|o" G
1 ~ ~
= —Tsg [2(0’ ~0)l'oe’G +olo(c - O')TG} (D.4)
-1 [ (-0 ol(E-%)] o . 1
2 G
T Ty [ x| ol3o (o7 0)o
1 ~ ~ ~
+ Tsg {(0' —o)l(e+o0o)6 - U)TG}
1 G +0)-280, ¢ ] 7
TSy (o0 — o) [(0' —0o)— TSo (o 0')] o' G.
ool

Como Yo =Qo, Py = —7—y o'Yo = Qolo, y por la definicién de R (D.1), los dos primeros
olo

sumandos de (D.4) son

1

2(6¢ —0)'oo’G+o'o(d—0)'G

ol'Yo
*orsa 2 ot e |G
_ (,-le:a 26 - 0)00"G - QW(JTU)UTG]
= Qo-lTO' [2(8’ —o)loo?G - QW(UTU)UTG}
oo ae - T 2 o)
_ Q;TU 26 - 0)700"G - 2(6 ~ 0)" 00" G|
ol e - ae - T 2 )
_o-1 [(5_ — o) - UT@_E)UU}TG

Qoo
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G -0)lo (aTa 6750

Insertando en (D.4), sumando y restando ) oG, y por la defini-

oTYo oo oTXo
cién de A (D.2)
"S5 T T T 1 ~ T/~ ~ T
oT5g (G = BTG) =RTG+ - [(6 ~)'(5 +0)(5 o) G

~

(o +o0)—2%0
cTYo

[(& o)1 +o)(6 - a)TG}

1
+ ocTYo

=R'G +

@ —o)T [(a— o) - (aTa)] pEye

oclYo

(¢ -0)o (&TO' B 3T§0> TG

ocTYo oo o730

~

N 1 (o +o0)—2%0
ocTYo ocTYo
G-0)o (670 'S0 G
cTYo oo o730

& —o)7 [(a o) - (aTa)] pae!

=R'G+ ATG

+ ;(
ocTYo

(6-0)Ta <aTa a—T%) T

a—a)T[(a—a)—

ocTYo oo o730

2
i <2 4 C(p7 1) UYC(p7 2>> Qflo_TG‘

n n2Q n2QoTo
T TE
Ahora, nuevamente usando el hecho de que Yo = Qo y P, = 70’;’ , Q= 7 =9 T U, 6lo =
. N oclo olo
o'e,6"30 = 0'35,
1 ol 36 +0)—280, -
Ol (G R e L e
(e - o)lo (6To B A TG
ocl'Yo clo o070
| N 7~ 36 +0)-280, o olo TS0
T (¢ —o) -(U —o) - oclYo (o70) - ToTo * O-O'TZO':| o G
41 o [~ S o -« ~ =~
= Ty (o — U)T (0 —0o)— 360 ' -3+ 20 — Py + PO-EO'Q_I:| ol'G
oo ]
1 s _/\ o « ~ =~
— m(a — U)T _o' — 360 '+ -0 — Py(o — EUQ_I)}UTG
1 R r o~ ~
= ﬁ(a —-0)l' Qs -0 ) +0 -2 eTG,
oo ]

asi que por la definicién de U (D.3),
6"%6 (

7 =7 (8h,G - BTG> —RTG+ATG+UF"G.
ol Yo

pls



APENDICE E

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.2
Y DEL TEOREMA 3.3

Con la descomposicién dada en la anterior seccién, la demostracién del Teorema 3.3 se

divide en los siguientes lemas.
Lema E.1. Bajo las condiciones (a) y (b) V/?RTG ~» N(0,1).
Lema E.2. Bajo las condiciones (a), E(U) = b.

Lema E.3. Bajo las condiciones (a) — (d),

/
V2 (U -EU)BG=0, <J1/2 + (C(p’ 4)4> 1 2) :

n(oTo)

Lema E.4. Bajo las condiciones (a) — (c), V'V2ATG = 0,(J).

E.1. Demostracién de la Proposicién 3.2

1. es la Ecuacién (A.11) (ver también [Cook and Forzani, 2018]).

O'TO'
0 = O<1)7 = O(l)v 032/ = 0(1)7

2. se sigue de la definicién de J y b, y el hecho de que
J=0().

es el Lema E.2.

es el Lema E.1.

es el Lema E 4.

A

es el Lema E.3.
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E.1.1. Demostracién del Teorema 3.3

Por la Proposicién 3.1 tenemos que

~ -1
- T c'Ye
—~1/2 —-12npT —1/2 AT
1% /(,@pls—ﬁ> G:(UTEU> {v PRTG +Vv12ATG

+ VAU - EU) BTG+ VT PEW)ETGY,

y usando que E(U) = b,

o'ye

-1
g ~o ~1/21T —1/2 AT
UWU) {v7'PRTG +v2ATG

y-1/2 (@,,S (14 b)ﬁ)TG - (

+ VY2 (U - BU)) BTG}
Ly <<3T§3> o 1) baTG
ocTYo '

~ T C 4 1/2
vl (szs -1+ b)B) G=V"’R7G +0, <J1/2 + <(p’ )4) > :

n(eTo)

Queremos ver que

Por Proposicién 3.2 para obtener este resultado vamos a necesitar que

o'ye
ocTYo

—1
) —1|v12187Gb| — 0,

y por (A.11) esto es equivalente a
JV=1218TGb| — 0.

Esto prueba la primera parte del Teorema 3.3. Para la segunda parte, observemos que

V=1237G| = O(v/n) por (3.11) y

JV2BTGY = O(v/n) J|b)

/
= O(vn) <<Q>1 T O, C2) )

nolo nolo  n(oTo)?

X

_<ﬂb_g)cmn , C’(p.1) 5 Cp.2)

Q molo Y m2QoTlo Y'mQoTlo

_0 Q V2 0p, 1) n C(p,2)
- 26T o nioTe | n3/i(eTo)?

Cp.1) |, C(p.2) )

n32(cTo)2 | n32(acTo)t

_l’_
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T
donde hemos usado el hecho de que UQU =0(1), 7 = O(1), var(Y) = O(1), J = O(1). La

parte (II) se sigue entonces por hipdtesis.

E.1.2. Demostracion del Lema E.1

Observemos primero que por (C.1), y el hecho de que X0 = Qo, I, =Ps+Qq, B = O lo,
R=0Q""! <(& —0)—Q'PL(E - E)a)

— ! <a _ 91PG§30>

— Qﬂj n <(Xi - X)(X; - X)T8+ (Xi — X)(e; — &)
=1
-0 P, (X; — X)(X; — X)%)
1 n
=23 (@alx = X006 - X8+ (%, - X e - )

i=1

—1 n
= (Q Z Qo X; X7 B+ Xi€i> - Lot (QeXX"B + Xe¢)
m i1 m

R- 0" (Q,XX"+Xe),

n ~
m

O R
con R = — Z; QC,XiX?,B + X;€&;.
1=
Primero demostraremos que

V7I2RTG ~ N(0,1),

donde V = V(G) = Q@ ?n'GT [B7% + (B728)QsEQs]| G como en (3.5). Luego mostrare-
mos que V12071 (QUXXT[?+X€)TG = Op(nfl/Q) y esto concluye la demostraciéon del
Lema E.1.

Para probar la normalidad asintética de RT G, recordemos que asumimos EX) =0y

definamos

Z; = Q0 1 (Q.XiX] B + Xiei)' G
= I(XTBXTQ,G + & XTG).
Notemos que X; Il g; y X7 8 I X¥'Q,, més aiin X! 8 ~ N(0,87%8), XI'G ~ N(0,GTZG),

X7QyG ~ N(0,GTQs2Q,G), v € satisface E(e) = 0, var(e;) = 72 y E(e}) = O(r1). Por lo

tanto
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E(Z?) = 972(var(XZT,6)var(XzTQaG) + Var(si)var(X?G))

2((B"28)(GTQe2Q,G) + TH(GTEG))

E(z}) < 807" (B(X] )" E(X]Q-G)") + E(e) E(X] G)"))
=0 (27 ((8"=8)%(G"Qr2Q,G)* + TGTEG)?))

= O(n?V?).

. ~ 1 . . L
Ahora, como los Z; son i.i.d., y RTG = = E Z;, entonces la siguiente funcién caracteristica
n
i=1

SDV—l/2RTG HSOZ V1/2 =¥z W .

Por el teorema de Taylor y el hecho de que E(Z) =0y E(Z?) =nV,

t t / 1 t 2 /) ¢ 2

t iE(Z) 1 tQ i2E(Z%) + t
nViz 2V’ o\ n2v

1 2
=1- 3 2VnV—i—o( >

=1=5 + ¢ <n2V>
t2 1 t\3
o (o )| <3 ()

| < M en un entorno de 0. Pero como todos los momentos de la variable Z existen, ¢”

satisface

— 14

donde

con ’(P///

es continuamente diferenciable, y |¢%| < 2|EZ%| < 2(EZ*)** en un entorno de 0. Entonces

0 i <1 _t 3(EZ4)/ 1 t (48n2V2)3/4—c t ’
n?V )|~ 3\ nV1/2 3\ nV1/2 - \Wn)

Asi que claramente

Oy-1257gt) — e~/ cuando n,p — oo y se sigue que  V/2RTG ~» N(0,1).
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Notar que esto es una demostracién “clasica” del teorema central del limite, pero estamos

usando n,p — oo.

Nos queda ver que

V2071 (Q,XXT8 4+ Xe) G =V 1207 (XT8)(X7Q,G) + &(XTG))

= Op(n_l/z)-

Nuevamente X I € y XT3 1L XTQq, con XT3 ~ N(0,n718723), XTG ~ N(0,n 'GTZG),
_ 1
XTQ,G ~ N(0,n 'GTQ,XQ,G) y € satisface E(€) = 0y var(€) = —72. Luego

n

E(XTB)(X"Q,G) +&(X"G)) =0,
E (((XT,B)(XTQ,,G) + é(XTG))Q) = var(XT B)var(XT Q, G) + var(¢)var(XT G)
= 5 ((6720)(G7Q,3Q,G) + *(GT5G))

Q2
==V
n

_ _ _ Q
Se sigue entonces que (X' 3)(X'Q,G) +&(X'G) =0, <1/2V1/2) y el hecho de que
n

V207 (QuXXTB + Xe)| G = 0,(n?)

queda probado.
E.1.3. Demostracién del Lema E.2 y Lema E.3

Usando que Qo' o = 0! S0, tenemos

~T ~T T
U=t 57Q,6 -+ &7Q,Se0 1+ 27 T 27 4, 0 >0
olo olo ocloc oc'Yo ol Yo

+ < 2 C(p, 1) 2 C(p7 1) + U%/C(p, 2))

— + +o
m m2Q) Ym20Ta " m2QoTo

1 1 BN 1 ~
= (a\-TQaa-) - <0_TG_ATQUZQ0'6'Q_1) — (TATQUEPU&Q_1>

g

+o
Ym20Ta ' m2QoTo

+<2 C(p,1) QC(p,1)+J%C(p,2)>

= = : E.1
U1+U2+U3+U4+<m+ 3 TV Te T 0.Ty (E.1)
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E.1.3.1. Orden del primer término

Por el Apéndice C,

1 1
Ui = -6 Qo6 = (B"WQ, W +e"FTQ,Fe + 28" WQqFe)

clo m2olo

=U;1+ U2+ Us.

Para estudiar el orden de U;, vamos a estudiar el orden de Uy 1,U;2,U;3, y adaptamos la

notacion del Corolario C.2

s Urg:

E(B"WQ,Wg) = (3"E8)E(Ntx(T))
= (B"SB)E(N)tr(E(T)) por (C4)y (C.7)
E(B"WQ,Wg)* = E(tr((Qe WBB"WQ,)?))

= (B7SB)’E(N?)E(tr*(T))  por (C.4)y (C.7)

(87=B)

m2olo

- (’TSQTE;@ mtr(E(T)) por Lema B.1
Qfl
= Wtr(E(T))

E(Ui1) = E(N)tr(E(T))

1

i (oTa)? (BE(N*)E(tr*(T)) — B(N)*tr*(E(T)))

var(Uy 1) =

T 2
- m (m(m + 2) B(tr*(T)) = m*tr*(E(T)))  por Lema B.1

— BEO B ((T) + mvar(x(T)))  por (C.7)

m*(oTo)?
J
~o(z)
m
, . olo
por Corolario C.6, [Cook and Forzani, 2018] y 0 - O(1).

s Upa:
E(e"FTQ,Fe) = E(e"Le) = rtr(E(H)) por (C.6) y (C.11)
E(eTFTQuFe)? = E(E.(eTLe)?)) por (C.11) y (C.6)

= E(vare(e'Le) + E?(¢"Le))
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=271 (E(L?)) + r*E(tr*(L))  por (C.11)

= 2r'tr(E(H?)) + 7 E(tr*(H))  por (C.6)

7_2

E(U2) = mtf(E(H))
4

ooy

7_4

B m(olo)? (2tr(E(H2)) + var(tr(H)))

var(Uy 2) = 2tr(E(H?)) + B(tr*(H)) — tr*(E(H)))

=0 <J) por Corolario C.6 y 72 = O(1).
m
v Ups:

E(B"WQ,Fe) =0 por (C.11)
E(BTWQ,Fe)? = r2(BT28)E(tr(LML))  por (C.11), (C.3) y (C.6)
= r2(BT2B)tr(E(L?)E(M)) por (C.6)

= (BTEB)tr(E(L*Q,)) por Lema B.2

= (87 £6)tr(E(H?))
E(U3) =0
7_2 T
var(U; 3) = mffaTiﬁ)gtr(E(HQ))

T
=0 (J> por Corolario C.6, % =0(1)y 2 =0(1).
m

Por lo tanto

-1 -2
B(th) = (gintr(E(T)) " mQUTotr(E(H))>
-1 2
= (gsz(p, 1) + —5——mC(p, 1)) por Lema B.2
B olo C(p,1)
N (Q * TQ) molo
— o3 Sl (E:2)
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E.1.3.2. Orden del segundo término
Para Us, nuevamente por el Apéndice C

—1 ~T ~ .
U2 - O'TEO'O- QO’EQGU
1

= (ﬁTWQaWQUWﬁ +e"FT'Q,WQ,Fe + 2eTFTQaWQaW5>
m3 (o1 Xo)

=Uz1 4+ U2+ Uss.

Para estudiar el orden de Us, vamos a analizar el orden de Us 1,Us.2,Us 3.

= Upi:
E <BTWQUWQ0Wﬂ> =E <tr (FTBB"F(FTQ.F)?) )
= (B"E£8)r(E(ML?))  por (C.3) y (C.6)
= (B7EB)r(E(M)E(L?))  por (C.6)
= (BTEP)tr(E(Q,L?) por (C.6) y Lema B.2
= (B Ep)tx(E(H?))
E((B"WQ,WQ,Wp)*) =
= FE (tr (FTQ,FF' BB FF' Q. FF' Q,FF' 33 FF' Q,F))
= (B7EB)’E (tr(LML®ML))  por (C.3) y (C.6)
= (8728)*tr(E(Em((LML)?)))
recordando que M ~ W (1,Q,,) v que M 1L L, se tiene LML|L ~ W (1, L?)
= (B728)*tr(E(L%*r(L?) 4 2L%) por Lema B.2
= (B726)*(E(tr*(H?)) + 2tr(E(H")))  por (C.6),
—(8"EB)

E(Uyy) = mtr(E(H2))

= 2 ()

(8"=8)

mb(aTE0o)?

var(Usg 1) = (E(tr2(H2))
Four(B(HY) — 1 (B(HY))
4

- ?n—ﬁ (var(tr(HQ)) + 2tr(E(H4)))
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_O<J+ C(p,4) )

m  m2(eTo)*

O'TO'

por Corolario C.6 y == = O(1).
s Upy:
E<5TFTQO.WQ,,F5) = 2 E(tr(FTQ,WQ,F)) por (C.11)
= 7?B(tr(L?) por (C.6)
= r%tr(E(H?))  por (C.6)
E ((e"FTQsWQ,Fe)?) = E ((e"L%)?)
= E (vare(e'L%) + E2(e"L%))  por (C.11)
=27 E(tr(LY)) + 1 E(tr*(L?)  por (C.11)

= 2r'tr(E(HY) + 1 E(tr?(H?)  por (C.6)
72
m3(eTXo)

7_4

mb(eTX0o)?

7.4

= W (2tr(E(H4)) + Var(tr(HQ)))

E(UQ.Q) = tI‘(E(HQ))

var(Us.g) = (2tr(E(HY)) + E(tr*(H?)) — tr*(E(H?)))

0]
m m2 O'TO' 4

por Corolario C.6, UQU =0(1)y 2 =0(1).

s Uss:

E(sTFTQaWQ,,W6> =0 por (C.11)
E((e"FTQeWQ,WB)?) = E(e"F' Qo WQ, WBB" WQ, WQ, Fe)
= (BT2B)E(e"L?ML%) por (C.6) y (C.3)
= (BTE8)rtr(E(L?ML?))  por (C.11)
recordando que M ~ W(1,Q,,) y que M L L, asi que L?ML?|L ~ W (1,L*%)
= (B8T28)r*tr(E(LY) por Lema B.2
= (8"2B)r*u(EM"))  por (C.6)

E(Uz3) =0
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(8"Ep)7? 4
_ofZLy C@Y
m m?(O'Tcr)4
T
por Corolario C.6, % =0(1) y *=0(1).

Por lo tanto

-2 2

tr(E(H2) + m

E(Us) = tr(E(H?))

> (mC?(p,1) + (m* +m)C(p,2))  por Lema B.2

UQ;T) o’ >( C*(p,1) Cp2) . Cp2) )

g m?2(cTa)?  m(aTo)2  m?(oT0o)?

2
_ _Gy< C(p,1) C(p,2) C(p,2) ) (E.A)

m?Q(eTa)  mQoTo) m2Q(cTo)

¢
2

C(p,4)

=01+ b )

E.1.3.3. Orden del tercer término

Para Us, usamos el hecho de que Py = —
o

67Q,EP,5
ol'Yo
Q

~ m¥(eTo)? <5TWQGWBﬂTWﬂ +e'FTQ,WBB Fe + ' F1Q, WBB WS

Us = —

+ eTFTﬂﬂTWQGWB>
=Us1+Uso+Uss+Usyg.

Para hallar el orden de Us, vamos a encontrar el orden de Us.1,Uss,Us 3, Us.4.

w Usq:
E(BTWQ,WBB"Wg) = E (tr(T)N*(8"28)*)  por (C.7) y (C.4)
= (B7EB)’E(tx(T))E(N?)  por (C.7)
= (B728)*m(m + 2)E(tr(T)) por Lema B.1
E((B"WQsWBBTWB)?) = E ((tr(T)N*(8"WB)?*)?)  por (C.7)

= (B726) E(tr*(T))E(N")  por (C4)y (C.7)
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Q

EUs1) = —W(BTzﬁ)zm(m +2)E(tr(T))
Y.
_ _m+2) (m; 2 B(tr(T))
2(3T 4
var(Us 1) = m (B(tr*(T))E(N*) — E(tx(T))E*(N?))

0 <1z> (mPE(tr*(T)) + m*var(tr(T)))

mb(eTo)
usando el hecho de que E(N*) = E*(N?) 4 8m(m + 2)(m + 3) por Lema B.1

O'TO'

Q
= O(J/m) por Corolario C.6.

y que =0(1)

s Uso:

E (e"FT'Q,WBB Fe) = 7°E (tr(LM(B"£8)))  por (C.11), (C.6) y (C.3)

= (8" 26)tr(E(L)EM))
= 2(BTEB)tr(E(LQ,)) por Lema B.2 y (C.6)
= 7%(8"=8)tr(E(H))

E((e"F'Q,WBB"Fe)?) = E ((¢"LM(8"=8)e)?)  por (C.3) y (C.6)
= (B7EB)’E (vare(e' LMe) + E2(¢'LMe))  por (C.11)
= (B'2B)%E (r*tr((LM)? + LMML) + r*tr*(LM))  por (C.11)
= (BTEB)2E (tr(T?)N? + tr(L*M?) + tr*(T)N?)  por (C.8)
= r'(B726)? (tr(E(L*) E(M?)) + 2tr(E(N?) E(T?)))

por (C.6) y (C.7)

= r4(B7S6)* ((m + 2)tr(E(H?)) + 2m(m + 2)tx(E(T?)))

por Lema B.2, (C.6) y Lema B.1

E(Us2) = —WL;;(O_QWTZ(IBTZIB)W(E(H))
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7_4

var(Us.) = 5 ((m+2)tr(E(H?))

mb(oTo)?
+2m(m + 2)tr(E(T?)) — tr*(E(H)))

=0 <W{2> por Corolario C.6 y 72 = O(1).
» Usa:

E(e"FT'Q,WBB"WB) =0 por (C.11)
E((e"FTQ,WBB"WpB)?) = (B7£B)°E (e"LM?Le)  por (C.6) y (C.3)
= (8" £6)’tr(E(L*)E(M?)  por (C.11) y (C.6)
=72(BTEB)3(m + 2)(m + )tr(E(L*Q,)) por Lema B.2

= 72(BT28)3(m + 2)(m + 4)tr(E(H?))  por (C.6)

E(Us3) =0

Q2
WTQ(BTEB)SW +2)(m + 4)tr(E(H?))

_ 772(7,1 +2)(m + 4)tr(E(H?))

Var(Ug.g) =

- mSQ(eT o)

—0 <m4(01TU)2> tr(E(H))
olo

por —o— = O(1) y 7% =0(1)

= O(J/m) por Corolario C.6.
» Usa:

E (e"F'BB"WQ,WgB) =0 por (C.11)
E((e"FTBB"WQ,WB)*) = E (("F'Btr(T)N(B"58))*)  por (C.7)
= 7(8728)*tr(E(t*(T)N’FTB8"F))  por (C.11)
= 7*(BTEB) (B (tr*(T)N*M))  por (C.3)
= 7(B726)’tr(B(T*)E(N®)  por (C.7) y (C4)

=72(BTEB)3m(m + 2)(m + 4)tr(E(T?))  por Lema B.1
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E(Us4) =0

02
WTQ(ﬂTﬁﬂ)i”m(m +2)(m + 4)tr(E(T?))
2

_ mm(m +2)(m + 4)tr(E(T?))

var(Us4) =

Entonces
) = - pery) T aem))
3 m?2 g m3(oTo) g
Q(m+2) 72
= —TC(]), 1) — mmC(p, ].) por Lema B2
T 2 2\ C(p,1
:<a a<1+>+7'> (PT)
Q m m /) molo
_ C(pa 1) UTU 2 C(pa 1)
T om0 Q T oy m2olo (E.6)
var(Us) = O(J/m). (E.7)
E.1.3.4. Orden del cuarto término
Finalmente, para Uy
U = clo B TS0 B ocTSo
1T 6T oTxe oTYo
_(28'Wo BTW2B |\ ('Flo  TFTWB
-\ moTo m2olo molo mioleo
=Us1+Uso

y s6lo necesitamos estudiar los érdenes de Uy 1 y Uya.

» Uy: Vamos a usar que 87283 = 02670 y 0 = Q3.

E(B"™Wo)=mpB'So por Lema B.2

:mO'TO'

E((8"Wo)?) = Q*(B"£8)°E(N?)  por (C.4)
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= ("o B(N?)

= (cTe)*m(m+2) por Lema B.1

T g
Var <€n:¥a ) B mz(alTa)2 (e o)m(m +2) —m*(o”7)?)

2

m

E(BTW?B) = BT (mZtr(Z) + (m* + m)E?) B por Lema B.2
=m(8TEB)tr(2) + (m* + m)o’ o
=mo’lo (U 'tr(Z) + m+1)
=mo’o (U 1C(p,1) +m+2) (E.8)
E((B"W?B)*) = BE((8"W(Ps + Qs)WB)?)
= E((8"WP,WB)*) + E((B"WQ,Wp)?)

+2E((BTWP,WB)(BTWQ, W3))
Q4
RCd

Q2
+ QE(,BTE,B)?’E(N?’H(T))

B'EB) E(NY) + (B"S8)’E(tr*(T)N?)

por (C.7) y (C.4)
= (070)? (B(N) + Q2E(N?)E(t1*(T))
+2Q ' E(N?)E(tx(T)))  por (C.7)
= (0"0)? (B(N) + Q2E(N?)(C*(p, 1) +2C(p, 2))
+2Q7'E(N*)C(p,1))  por (C.5) (E.9)
var (ﬂTW%’) _ E(NY) +Q?E(N?)(C%(p, 1) +2C(p,2))

m2olo mi

N 29‘1E(NZ’)C(P» 1) (E.10)

m? (Q72C?%(p,1) + 2(m + 2)Q7'C(p, 1) + (m + 2)?)
ma

O'TO'

8 J .
= + O, <m> por Corolario C.6 y q - 0(1)

E((B"Wo)(8"W?B)) = QE((B"WB)(B"W (P + Qs )WS))
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_ .ﬁi;(ﬂTEﬂ)?’E(N?’) +Q(B"E8)*E(Ntr(T))

por (C.7) y (C.4)
= (o70)? (E(N?) + Q 'E(N*)E(tx(T))) por (C.7)

= (olo)? (E(N?’) + Q' E(NHC(p, 1))  por (C.5)
B(Us1) = — (W n 2>

m m

T TYA2
var(Uy.1) = 4var (I?no"yaa) + var <,8VVﬁ)

m2olo

. <E((ﬁTWU)(ﬁTW2ﬁ)) ) E(BTW2ﬁ)>

m3(oTo)? m2olo

1.0 < / ) 4 <E<N3> + 9‘1£§N2>E<tr<tr>>>

4 (mQQWiC(n 1) +m?(m + 2))

m3
1
o) 1o ()
m m
por Corolario C.6 y UQU =0(1)

J
- O <) .
m
» Ujyo: Vamos a usar B13F8 = 0* 2670 y o = Q8.

EE€TFTa) =0 por (C.11)

E(ETFTWB) =0 por (C.11)

E((e"FTo)?) = r*tr(E(FToo’F)) por (C.11)
= 7?Q*(B"EB)E(N)  por (C4)
=?mQo’e  por Lema B.1

E((e"FTWB)?) = rtr(E(FTWBBTWF))  por (C.11)
=’ BTE(W°)8
= 23T (mEtr* () + (m? + m)(Str(B?) + 2%t (X))
+ (m® +3m? +6m)¥%)B8  por Lema B.2

=20l a(mQ 1t (Z) + (m? + m)(Q Hr(B?) + 2t1(2))

+ (m? 4+ 3m? + 6m)Q)

(E.11)
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E((e'FTo)(eTFTWP)) = QE(eTFT 33T WFe)
= Qr’tr(E(FTBBTWF))  por (C.11)
=Qr’g"E(W?)3
= Q2B (mEtr(T) + (m* + m)E?)B  por Lema B.2

=2l o(mtr(2) + (m* + m)Q)

E(Us2) =0
E((eTFTg)? E((eTFTW3)2
var(Uyo) = 7555(0-7“0-))2 ) + (524(010-)[23) )
B("F o) (" F W)
2 m3(oTo)?
2m?Q
" mdolo
TQ(Q—ltrQ(E) + (m + 1)(9—1tr(22) + 2tr(2])))
* m3olo
T T
72(Q 42 () + (m + 1)(Q 1r(22) + 2tr(X))
B m3olo
m+6)Q) — 272mtr (X
+( . )77330'T0' M
72 (0 2(8) + (m + 1) tr(32) + 2:(8) + (m + 6)Q)
a m3olo
olo
:0(7;]1> por — =0(1)yr*=0(1).
Con lo cual
E(Us) = - (% + ;) (E.12)
var(Us) = O(J/n). (E.13)

E.1.3.5. Orden de U

T
Por (E.1), (E.2), (E.4), (E.6), (E.12), y usando el hecho de que 0% = % + 72, tenemos

E(U) = E(Ul) + E(Uz) + E(Ug) + E(U4) + <2 + C(p7 1) + 0'32/ 52(20)_,7}; + 075/2%8_)}20_))

m m2Q)
_ 2 C(pa 1)
~ Y eTo
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o2 < C(p,1)*> | C(p.2) , C[2) )

m2Qole  mQoTo m2Qoleo

_C,1) <UTU +02) C(p,1)

mS ) Y m20To

()

+ < 2 C(p7 1) 2 C(p7 1) + O'%C(p, 2))

— + +o
m m2Q Ym20To = m2QoTo

molo Y m2QoTo Y mQoTo

<7_2 B UTU) C(p,1) o2 C(p,1)? , C(p,2)
Q
b

Adicionalmente

U— EU) =0, ((;) v m}/2 <m6£((,—pT’i))4> 1/2> .

Luego, recordando que V2|87 G| = O(yv/n) por (3.11) obtenemos

/
Vfl/Q(U _ E(U)),BTG _ Op <J1/2 + < C(p74)4>1 2) |

n(oTo)
E.1.4. Demostracion del Lema E.4

Necesitamos probar que V12ATG = Op(K) (y esto concluye el resultado ya que K < .J),
donde

~ T ~T RS
_ (T 1/~ T/~ ~ (6-0)o (0 o 3o
A=(o"S0) (G- 0) (6 +o)6 o)+ T T (aTa‘aTEU)”

2 C(p,l) 2 C(pvl) 032/0<p7 2)
(m e T e T niaeTs p (E-14)
=A;+Ax+ Ag (E-15)
R R R 5 _ g\ 5T TS
definiendo A; = (67 Xo) Y6 —0) (6 +0) (6 —0), Ay = (O-O-ngy e (ZTZ — ZT2:> oy
_ (2 CY)  ,Cll)  oiC[D2)
finalmente Az = <m + 20 + oy " g g + 00T B.
Usando las definiciones de X, & y que o’ Xo = Qo' o, o = Q3
T, e'FTwWo pBTW?2o
oS = m267%c  m20TSo ! (E-16)
7730 C(p,1) 2
E (o'TEO' —-1] = . + p. usando (E.8) (E.17)

cTYo m2ol Yo m2ol Yo

TS TRT 2 TNAT2
var(a o _1> :E<8VV‘7> +Var<’6VVU>
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78 y del Teorema 3.3
TFTWo 1
1
=0, () usando (E.11). (E.19)
m

E.1.4.1. Primera cota

e oi¥+ ool

Por (C.9) tenemos que E((6 — 0)TG) = 0 y var( — 0)'G) G. Como
m
T
72, a% =1, 3 =Ps0Ps; + Qo20Qs ¥ % = O(1), tenemos que existe una constante C' tal

que

Gl (22 +00")GT < CGT (7’2 + (B728)Q,20Q, )G

= On?V.

Como consecuencia Q" 'V"12(6-6)T'G = 0,(1). Por otro lado como (67 Xe)™1Q = (7)™

y (A.11),

/\T/\

T PN T~ c'o
o) 106 — 729 4

(0" o) (6 —0) (0d+0) Ty

= OP(K)

y tenemos la cota para Aj.

E.1.4.2. Segunda cota

Usando Yo = Qo,

G-

o 1
O'TZO' = Op <\/m> por (C].O)

olo &TEO'_ oo ) c'Yo )
clo o070 clo olYo

= 0, (K) por (C.10), (E.17) y (E.19)

G'oo’G < CnVQo'lo.

De donde obtenemos que V~1/2ATG = 0, (K).
E.1.4.3. Tercera cota

La cota es una consecuencia de 8 = Q oy

Q0 2GTec’G = 0(nV)
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79

o3.C(p,2)

— + +o
m m2Q Y m2eTo

(2 Clp.1) o C,1)

de donde se sigue que V71/2A3TG =0, (n*1/2> ]

m2Qolo

):o<

1
n

)






APENDICE F

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.5

Consideremos Xy ~ N,(px,3) una nueva observacién de X y supongamos sin pérdida de

generalidad que pux = 0. Si probamos que

Bos — B (Boss — B) = O, (1 . (

n

C(p,1) >2+ C(p72)2> ,

n(eTo) n(eTo)

entonces por la independencia de X y Bpls tenemos que E((,é'\plS - ﬁ)TX ~) = 0y ademads
var((Bpis = B)"Xn) = E((Byis — B) S(Bys — 0)).

lo que concluye el resultado.

Para probar la primera parte del teorema, por Proposicién 3.1

2 T o' So T T T
(Bpis — B)" Xn = (R"Xy + ATXy +UB X y) . (F.1)

ol'Yo

Para encontrar el orden de (B\pls — ,B)TE(B\pZS — B) podemos proceder de la siguiente manera:
'Se
ocl'Yo

hecho de que Ex, (XyX%) = . Entonces, para analizar el orden de (Bpls — ,B)TE(,@pls - 0)

consideremos < ) (Bpls -B)Tx NX]:C,(B\I,ZS — ) y tomemos esperanza en X, usando el

s6lo necesitamos los érdenes de RTSR, ATSA y U28738.

F.1. Orden del primer término

Notemos que RTER es positivo, asi que RTEZR = Oy (ER(RTER)), y como Fr(RTXy) =
0 tenemos que, tomando V = V(Xy),
Er(R"ER) = tr (ZER(RR"))

= Ex, (tr (Xy XL Er(RRT)))
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= Bx, (X} Er(RRT)Xy)
= EXN (varR(RTXN))

n
= EEXN (V)7

donde varg (R?X ) puede ser hallado analogamente a var(R? X ) = V del Apéndice E, usando
O-1 QW3 + Fz-:.

m
Para mostrar el orden de Ex, (V'), recordemos que

que R =

Q*Z
V="oXL[E2+ Q2 (070)Qs2Q0] Xy
n

02,2 O 35T
= T tr (EXNXIJ\}) + #tr (QO’EQGXNX%QG) .

Por lo tanto

0272 O 30T
Ex, (V)= m tr(X?) + Ttr(QGZ2QU)
0272 O30l

_ T(Qz +C(p.2) + ————C(p,2)

usando que tr¥? = Q% + C(p, 2), tr(Qs2°Qs) = C(p, 2),

T
= 0(1) y 7% = 0(1)

_ 1 C(p,2)

-0 (5 + ).

y entonces podemos concluir que
1 Cp2)
T _ - )
R 3R =0, (n + Yo ) . (F.2)

F.2. Orden del segundo término

Recordemos que A = A1 + Ag + Ajs. Vamos a estudiar el orden de ATS A s6lo mirando
los érdenes cuadréticos A7 A,

Comenzamos con

1 ~

~ AT ~ 2
ATsA, = m(a ~o0)'S(@-0)(d’d-0lo)".

Notemos que

E (Ulea(a —o)'S(6 - 0')> _ ﬁcr (Svar())

- 0T

1 . 22032, + Yool
= T
m



F.3 Orden del tercer término

2 T
_ 1 (032/ (Q +C’(p,2)> L e Yo

n

_o(8 ., Cey

nolo  nQ(oTo)

n

Entonces, como este es un término positivo

<&—a>Tz<a—o—>zop< QL Cp2) )

oTYo

Para el resto de la expresién

1 7~ 1.2 olo (oo olo 9
oy @77 7) =Q<UTU‘1 =g O
por (A.11). Luego tenemos
Q C(p,2) \ olo
ATSA; = : K?
! 1=0p <n0'T0' nQelo)) Q Op(K7)
1 C(pa 2) 2
— Op <n + nQQ Op(K )
Para AQTEAQ, observemos que por el Apéndice E
~ 2 /a7 ~rs N\ 2
T _((e-0)o oo 0 %o T
Ay BAz = < olo > <0'To' a'TEa'> pEs

= Op(K?/n)

y para AgEAg, notemos que por el Apéndice E

2 Cpl) | 5, Cp1)  o3C(m.2)\°
T _ (=~ 2 % T
Ay 2As = <m R—Ty) ViteTe T m¥eTo pxp

= 0,(1/n*)B"S8

= 0,(1/n2).

F.3. Orden del tercer término

. Cp.4) \*
Sabiendo que U = E(U) + Op | | J/n+ =3 ,como J =0(1) y

n?(oTo)
O(1), tenemos que

U*BTEB = (E*(U) + Op(1/n)) B'E3

- ((282)" - (£28)) o

o1 () (55))

)

Cp.4) _
n(ela)t
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F.3.1. Orden general

Por (F.1) podemos concluir

(Bpis — B)TE(Bpis — B) = (1 + 0y(J))?

1 C(p?2)
O (n+ n$? )

+0, (i 4 2)) Op(K?)

nf)?2
+ Op(K?/n) + Op(1/n?)

rou (4 (852) + (552

1 Clp,1)\* C(p2
= O (n + <n(8’jT0'))> + n(o('];U;) ’




APENDICE G

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.6

Para probar el resultado, observemos que

plS ~92 2 G EG
2oy ﬁJGW&@—U&UG
= [+ 11+ I11.

Vamos a probar que I 21 yII, 111 240 cuando n, p — oco.

Para I11, observemos primero que por (3.6) tenemos que GT (Zo? — 00?)G < GTZG, y
GTSG GTSG

arsc ~ X2, por Lema B.3, entonces E reib>rel

como m > =1 por Lema B.1 y

GTSG
GT (2o} —00™)G

= 0,(1).

@—2
Este hecho junto con Qiil; = 0,(1) por (A.11) y que 6% — 0% = 0,(1), nos dicen que

Q. , GTSG

22
=0y —ov) GT(Zo? —00T)G

® N

= op(1).

111 =

o)

Observemos ahora que si probamos 2, 1, entonces 11 L5 0se sigue, pues 02 1=0,(J)

por (A.11).
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Vamos a probar que I =1+ Op(m_l/Q). Por Lema C.3 y Lema B.2,
S e 1 1
E (GT(20§ - O'O'T)G> —GT'SGo2 — GT <2a§ + <1 + ) ao-T> G
m m
1
=Gl (o} —06™)G + <—GT (Zo3 + oo?) G> ,
m

GT (Zo? NG
y €Omo (Zoy +o0) = O(1) tenemos
GT (X0} —00T) G

E(I)=1+0(m™"). (G.1)
Ahora vamos a acotar la varianza de I.

var (GT(EJ% - &&T)G) =0 (var(GTEJG) + var ((&TG)2)) .

G'SG < 2
Recordando que metsa "~ x2,, tenemos que var(GIEG) = E(GTEGV. Para el otro
L. . W3+ Fe
término, como 0 = ——
m

var((61G)?) = %0 (var(e"FTGG'Fe) + var(GTWBBTWG)) .

Usando Lema B.2, Lema B.4 y Corolario C.2
var(e' FTGG'Fe) = O (' E ((GTWG)?)) = O (r'm(m + 2)(GT=G)?)
=0 (m*(GTEG)?).
Para la segunda parte

GITWEBTWG = GT(P, + Q,)WBBTW (P, + Q,)G

- (o"ay (20 ) r20"e) (2708 (9 wa,e)

8754 8734
e (BTWBY L (QeWBBTWQ,
e Eﬁ)<ﬂTzﬂ>G < BTW )G

= (67G)’N? + 2(67G)N(BTWQ,G) + (BTZB)NGT TG,
y por lo tanto
var(GTWBBTWG) = 0<var (67 G)?N?) + var (BTSB)NGTTG)
+var (67G)NBTWQ,G) )
Ahora, por el Corolario C.2 y el Lema B.1 tenemos

var (67 G)*N?) = (7 G)*O(m?) = O (m*(GT=G)?).
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GI'TG
Nuevamente por el Corolario C.2, la independencia de T y IV, y el hecho de que m ~
2
Xla
var ((B7SB)NGTTG) — (87S8)H(GT Qo TQu G2 var(Nyvar O LG
T GTQ,2Q,G

GITG GITG
2 2
+var(N)E <W> + B (N )var <cm,m> )

=0 (m*(G'=G)?).
Para los otros, £ (NﬁTWQaG) =0, asi que

var (6" G)NBT'WQ,G) = (67 G)’E (N?*GTQ, WBB'WQ,G)

eluyel >

_ (- T\2/aT T 3 cTo SO _C
= (67G*(BTSB)(GTQrEQ,G) E(N )E<GTQa2QaG

=0 (m*(G"EG)?).

Como consecuencia

1 GTxG)?
var(l) = (G52 —o-o-T)G)2O <( - ) ) =O0(1/m),

y podemos concluir que [ =1+ Op(m_l/ 2), lo cual termina la prueba.






APENDICE H

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.7

Vamos a mostrar primero que si \/ﬁ(B —b) LN 0, entonces podemos usar b para obtener un
intervalo de confianza para 87 G. Observemos que por el Teorema 3.3 y el Teorema 3.6 tenemos

que
VT (Byis — (14 0)8)"G ~ N(0, 1),
entonces si mostramos que
V120 -p)B"G L0
queda claro que
VB - (1+5)B)TG ~ N(0,1),

y el resultado se sigue. Recordemos que por (3.11) V_l/z\,BTG\ < +/n, tenemos

~N\ —1/2

1208 % Vo12187G|
121 —pl18Tq = | — DA el |

v - 676 () NG

v Vnlb—b| 25 0.
Necesitamos probar que bajo las condiciones de la Proposicién 3.2 y la condicién (II) del

Teorema 3.3,
V(b —b) 250,

donde

~ ~

. 1 C2(p, 1 2

~T A~ Y N A~ Y X <5~
mo* o m2Qy 070 mQy, 61 o

con a(p, k)= tr(f]k) - ﬁ’;ls. Vamos a demostrar que cuando n, p - oo,

) va (5(19, 1) C(p,1)> 20,

mole molo
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(ii) \/ﬁ< 2 C(p’1)2> 250,

AT A 2 T
m2QpZSUTU m2Qoto

(ii) Jﬁ( g(p’2)A - C(p’2)> LN}

mQy ;67 o mQolo

De estos resultados, se sigue que

C(p,1) C? C(p,2
(f’T ) (p, 1) A(p’/\ ) — convergen a 0. Luego, como
7’ m2Q o0 LT mQyolo
vale b — 0 y también 6% y 7 son y/n-consistentes, tenemos el resultado.

H.1. Demostracién de (i)

Por definicién de @(p, 1)y C(p,1) = tr(X) + 0,
Ja (C(f”{) C(p, )) fA (tr(ETJr)L - tr(E))

mole molo
To Qs — O
+\/5fo< pls > (H.1)
ole

molo

+Vn b, (UTG—1>

molo \oTo

Para el primer término, por el Lema B.2 y el hecho de que mE ~ Wish(m,X), sabemos que

tr(S) — tr(X) = 0, ((“(;“12))1/3 =0, (frn n <C(§;2))1/Z> .

O'TO'

Por Teorema A.1, tenemos —=—= — 1 = O,(K). Por lo tanto
olo

r(X r(X Q 1 C(p,2 1/2
\FA G <t (n?tha< )> =0 (nO'TO' " <n(c51;a§2> )

~

Q
Para el segundo término, por (A.11) tenemos que gs —1=0,(J), ast que

oclo ﬁpls -0 Q
= =0, —— ] 0,(J).
\/ﬁUTO' molo P <\/ﬁaTJ> o)
Para el tercer término

sl (fo ~ 1) _0 <C(1’1)> 0,(n'1K)

moTo \olo n3/toT o
s Q@ N\ oy | (CED
P\ \VnoTo n3/4aT o n3/4oT o '
Q C(p,1
Entonces por las condiciones (II) del Teorema 3.3, ——— = O(1) y ) 250, y como

n3/4eT o

Vnolo

J — 0, todos los términos de (H.1) tienden a 0.
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H.2. Demostracién de (ii)

AT"\/\

~ o' Yo

Recordando que 2,;; = —— tenemos
pis olo

m2Q,67 6 m2Qolo Q mole molo oTse (oTo)?

+2\/ﬁUTU C(p,1) (5(]), 1 C(p,l)) ((&T&P O'T20'>

\/ﬁ( a/gp, lA)QA _ Clp, 1) ) _ \/EO'TO' <6(£9,1A) _ Clp, 1))2 <(6’T§')2 O'T20'>

Q molo \ moTe molo 6736 (0Ta)?

e () (S )

mola T35 (ola)?

075) o730

No es dificil ver de (A.11) que ( (oTo? 1 = Op(J). Esto, junto con el hecho de que
olo

, 6755
C(p,1
UQU =0(1)y \/TEZ;T?J' = O(1) por la condicién (II) del Teorema 3.3, y por (i), concluimos

(i).

H.3. Demostracién de (iii)

Por la definicién C(p,2), junto con C(p,2) = tr(2?) + Q%, y observando que QPZSET& =

o'Ye,

m$y.67F mQolo meTse molXo

_ \/HSTEJU <tr(§]2) - tr(22)>

ﬁ( Cp.2)  Cp.2) ) _ ﬁ< Cp.2) c<p,2>>

oIS mol Yo

TE 925_92
+vnZ A°'< ol (H.2)

736 \ moTXo

+ a2 Hb<ﬁ§a—g.

m(cTo)? Q \5Tys

Para el primer término, por el Lema B.2 y el hecho de que mE ~ Wish(m, X), sabemos que

+(E2) — (32 = O, (tr2 2t (tr<23>tr<2>>1/2 X (tr(24)>1/2>

m m?2 m

n n?

() (1) (5

zd%Cﬂ+ﬂnD+Cm%+<agwmu»V2
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TE T
Por (A.11), tenemos que % —1=0p(J). Por lo tanto usando los resultados 79 _ 0(1),
0 Cloh oo Q
T o1y m = O(1) para k = 1,2, 3,4, se sigue que

o' S (t(3F) — x(3?) Q@ V. (Cey Y Cm? 1
\/ﬁ?rTchAr< moTXo = O (\/ﬁo-Ta-) +<n3/4o-To.> +n3/4(0.T0.)2+ﬁ :

2
Para el segundo término, por (A.11) tenemos que é);s —1=0,(J), asi que

Tso (0%, — 02 0
VT 2T s =0, [ ——— ) 0,(J).
cTse \ moTZo vnolo
Para el tercer término,

2 (G 1) =0 () outnti

“meTo) 0 \575s
0 Q@ \"*_ Cp2)
- P\ \Vnolo n3/4(cTo)?

Cp,)  Cp2) [ Crp2) ’
n3/toTa 3/ (aTo)? n3/4 (T )2 :
——— =0(1

Vnolo Ly n3/4oTa’ n3/t(oTo)? 7
0, y como J — 0, todos los términos de (H.2) convergen a 0 y concluimos (iii).

Entonces por las condiciones (II) del Teorema 3.3,



APENDICE 1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.8

I.1. Demostracion del Lema 3.9

Por la normalidad conjunta de (X,Y’) se tiene Bpls I X, luego tenemos que E((Bpls —

B)T(X — px)) = 0. Més atin, podemos proceder como en el Teorema 3.5
~ < 1 ~ PPN
var((Byis = B)" (X = x)) = ~E((Byis = BT E(Byis — B)).

y por Teorema 3.5 tenemos

n n(eTo) n(oTo)

2
(7-2/”)71(/@1)[3 - ﬁ)T(X - p’X)(X - /"’X)T(Bpls - 16) = Op (1 + < C(p’ 1) ) + C(p7 2)2> )
y como w™ H(Xy) < (r2/n)"!, tenemos que

. _ 1/2
W 2(XN)(Byis = B)T (X — px) = Oy < L ¢, 1) + < ¢, 2)2> )

Vvn ' n(oTe) n(oTo)

que tiende a 0.

1.2. Demostracion del Lema 3.11

Observemos que por compacidad de la bola unitaria en R? para cada subsucesién
: 2 2 .
(@ny pr» Ong pp) €xiste (a,b) con a” + b = 1 y una subsubsucesién (ankj 7ij’b"kj 7pk].) — (a,b).
Znp

Entonces como ’ ~» N3 (0,I) tenemos que
Wn?p

Zn 7p

Whp

ankj Pk anj Pk + bnkj Pk Wnkj Py — (ankj P bnkj ,ij) ~ N(Ov 1)7
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ank-zpk-
ya que (ankj 7ijﬁbnkjmkj )I 7 =L

Nk . .
k] ,Pk]

Por lo tanto para cada t € R, consideremos y,, = F (elt(“”vPZ"’Per”vPW”vp)). Para cada
2
s . C e N
subsucesion y,, p, hemos probado que existe una subsubsucesién Y, pp, € 2 Esto implica
2
_i2 .
que ynp — € 2 y el resultado se sigue.



