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Resumen

Este trabajo tiene por objeto el estudio de las Transformadas de Riesz asociadas al
operador de Schrodinger en R?, esto es, L = —V+V, donde el potencial V es no negativo,
no idénticamente nulo y cumple una desigualdad reverse-Holder de orden ¢, con ¢ > d/2'y
d > 3. Esta condicién expresa que los promedios sobre bolas en norma ¢ estan mayorados
por una constante veces los promedios, y en particular requiere que V pertenezca a Li. .
Como la funcion V(z) = |z|? satisface esta desigualdad cualquiera sea el valor de g,

nuestro trabajo incluye el caso del Oscilador Arménico.

Consideramos solamente las transformadas de Riesz de primero y segundo orden pues
son las que interesan a efectos de proveer una informacién cualitativa sobre soluciones de
la ecuacion diferencial asociada. A diferencia del caso V' = 0, aqui las transformadas de
Riesz de segundo orden no son una simple composiciéon de las de primer orden, por lo que
su estudio debe hacerse independientemente. Mas especificamente, los operadores objeto
de analisis son: VL~Y2 V2L=1 V1212 V[~ y VY2V L~ y sus adjuntos. Respecto a
estos ultimos, como en este contexto no conmutan las derivadas con el operador diferencial
L, las transformadas de Riesz y sus correspondientes adjuntos pueden tener propiedades
muy diferentes, como sera evidente a lo largo de la exposicion.

Para estos operadores, que llamaremos Transformadas de Riesz-Schrodinger, obten-
dremos distintos tipo de resultados que podemos englobar en estimaciones de suavidad y
de tamano.

Asi, en los capitulos 3 y 4, obtenemos acotaciones de algunos de estos operadores
sobre apropiadas versiones de espacios BMO y Lipschitz pesados. Bajo estas minimas
condiciones sobre el potencial, Shen demostro que, salvo la transformada Ry = VL~1/2
cuando ¢ > d, todas las restantes mencionadas son acotadas en LP sb6lo para p en un
intervalo finito del tipo (1, s], por lo que no podemos esperar acotaciéon ni siquiera en
BMO. De otro modo, por interpolacion, resultarian acotadas en LP para todo el rango
de p, esto es, 1 < p < oo. De aqui que nuestros resultados en el Capitulo 3 se aplican
mayormente a los adjuntos. Sin embargo, en el siguiente capitulo se dan acotaciones
de suavidad para los restantes operadores, suponiendo condiciones mas fuertes sobre el
potencial.

En cuanto a resultados que dan estimaciones de tamano de nuestros operadores, ob-
tenemos, en el Capitulo 5, versiones apropiadas de lo que damos en llamar desigualdades
de tipo Fefferman-Stein, en las cuales se estima la norma en L” de T f respecto a un peso
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arbitrario en términos de la norma-p de f respecto a algin operador maximal apropiado
aplicado al peso dado. Como es esperable, los operadores maximales que aparecen son los
propios del contexto Schrodinger.

Otros resultados en LP con pesos son obtenidos en el ultimo capitulo. Alli se obtienen
para todos las Riesz y sus adjuntas desigualdades con pesos diferentes pero del tipo llama-
do pesos factorizados. Estas desigualdades incluyen el caso de pesos iguales y constituyen
una extension del caso ya conocido.

Finalmente cabe mencionar que un aporte novedoso de este trabajo reside en encontrar
una expresion local para el ntcleo de la Transformada de Riesz-Schrodinger de segundo
orden Ry = V2L~!. Esto nos permiti6 incluirla en nuestro analisis asi como aplicar otros
resultados ya conocidos para las restantes transformadas, como el caso de la acotacion
en LP con pesos iguales.
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Introduccion

El anéalisis armoénico clasico en el espacio euclideo d-dimensional se basa en el estudio
de los operadores relacionados al problema de difusién del calor y a la ecuacion de Laplace,
esto es,

» Difusion del calor: hallar u(z,t) tal que

{%:Amu, reRY t>0,
u(z,0) = g(z).

» Ecuacion de Laplace: hallar u(z) tal que

Au(r) = f(x), r € R (2)

Para poder obtener informacion cualitativa de la soluciéon u en términos de los datos g
y f respectivamente, se introducen operadores apropiados que actian sobre estas funcio-
nes. El problema se reduce asi al estudio de su comportamiento sobre distintos espacios
de funciones. En el caso de la ecuacion de Laplace juegan un rol muy importante las
transformadas de Riesz, que dan informacion sobre las derivadas de la solucion. Con es-
ta motivacion, en 1952, A. P. Calder6on y A. Zygmund, usando novedosos métodos de
variable real, logran probar la acotacion de las transformadas de Riesz en los espacios
de Lebesgue. En realidad, resuelven un problema mucho méas general introduciendo una
familia de operadores (que luego pasaran a llamarse integrales singulares de Calderén y
Zygmund) y probando su continuidad en tales espacios. De este modo, sus resultados po-
dian aplicarse a ecuaciones elipticas mas generales. Este descubrimiento fue fundamental
para el avance del analisis armoénico y contintia siendo un tema de investigacion en la
actualidad de gran interés.

El objetivo de este trabajo es incursionar en el comportamiento de las correspondientes
transformadas de Riesz en el contexto del operador de Schrodinger, esto es, cambiamos
—A en los problemas mencionados por L = —A + V, con V una funcién no negativa
y localmente integrable. Mas concretamente, para L (que es en particular un operador
diferencial de segundo orden y no negativo), podemos plantearnos el semigrupo de difusion
generado por L y su correspondiente ecuacion del estado estacionario. Esto es,
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» Problema de difusion para L: hallar u(z,t) tal que

ot

{ U — [, u, reRY t>0, (3)
u(z,0) = g(z).

» Ecuacion de Schrédinger: hallar u(x) tal que

Lu(z) = f(z), z € R (4)

Las transformadas de Riesz-Schrodinger de primer y segundo orden (que permiten
establecer propiedades de las derivadas de la solucion u) se definen, como en el caso de
Laplace, mediante

R, =VL 2 Ry, =V’L™L

Vale aclarar que si L = —A (esto es, V' = 0) se obtienen las transformadas de Riesz
clasicas mencionadas anteriormente.

La presencia del potencial V' motiva el estudio del comportamiento de otros opera-
dores como V2L=Y2 VL=t y V2V L~" que incluimos dentro del nombre genérico de
transformadas de Riesz-Schrédinger. A menudo, para distinguir un tipo de transformadas
de otras, llamaremos a R, y R transformadas de Riesz-Schrodinger singulares mientras
que nos referiremos a estas tltimas como transformadas de Riesz-Schrédinger que involu-
cran el potencial. La razén para diferenciarlas es que mientras R, y Ro son tan singulares
en el origen como las transformadas de Riesz clasicas, las otras tres transformadas son
de hecho operadores acotados en L'(dx).

En las dltimas décadas se ha trabajado intensamente en las propiedades de operadores
relacionados al semigrupo generado por L = —A+V. Nuestro enfoque aqui sigue el marco
que aparece en el trabajo pionero de Z. Shen [31]| (1995), donde se imponen condiciones
bastante débiles sobre el potencial. Mas precisamente, se supone que V satisface una
desigualdad de reverse-Holder de orden ¢ > d/2 con d > 3, esto es, existe alguna constante

C tal que
1/ )”q 0/
— v} <= [V 5
(rB| , <18l /), ©)

para toda bola B C R?. En particular esta teoria incluye el caso del Oscilador Arménico
va que la funciéon V(x) = |z|? satisface esta desigualdad cualquiera sea el valor de q.

Para estas transformadas de Riesz-Schrédinger, Shen realizdé un profundo estudio de
su comportamiento sobre los espacios LP, donde se muestra que, dependiendo de ¢, las
propiedades de estos operadores pueden empeorar. Asi, por ejemplo, R es un operador
de Calderon-Zygmund si ¢ > d mientras que R, no es acotado en todos los LP, cualquiera
sea el valor de ¢ < o0.

Mas tarde (ver [7]), se estudio la teoria de pesos correspondiente a las transformadas
de Riesz-Schrodinger R4, esto es, determinar los pesos w tales que este operador preserve
LP(w), 1 < p < oo. Asi, para el caso ¢ > d se obtienen clases denominadas AP que
incluyen propiamente a las clases de pesos para las integrales singulares clasicas, es decir,
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las clases A, de Muckenhoupt. Heuristicamente, esto es debido a que si bien la presencia
de V puede hacer perder regularidad en el niicleo, también origina un mayor decaimiento
en el infinito. Méas recientemente, en [2], se prueban desigualdades con este tipo de pesos
para familias de operadores del estilo de las integrales singulares de Calder6n-Zygmund,
pero adaptadas al contexto Schrédinger, tratando de incluir a todas las transformadas de
Riesz-Schrodinger.

Es sabido que en el caso clasico el espacio L*> no es preservado por las transformadas
de Riesz. Sin embargo, la imagen de L°° es un espacio un poco mas grande: el espacio
BMO de funciones de variacion media acotada, estudiado por John y Nirenberg.

En el contexto Schrodinger, en 2005 (ver [13]), se introduce un espacio de tipo BMO
que resulta ser un subespacio propio del de John y Nirenberg y que se demuestra que es
preservado por ciertos operadores como por ejemplo el maximal del semigrupo generado
por L. Siguiendo con esta linea de espacios, se definen en [6] los correspondientes espacios
de suavidad, obteniéndose resultados de acotacion para la transformada R; . Mas tarde
en |23| se prueban resultados de regularidad para una familia de operadores que satisfacen
ciertas condiciones de tamano y suavidad adaptadas al contexto Schrédinger, pero en lo
que se refiere a transformadas de Riesz solo es aplicable al caso R; con ¢ > d.

En cuanto a resultados sobre espacios que miden tamano, también debemos mencionar
algunos otros antecedentes importantes. Como dijimos, en [7] se inici6 una teoria de pesos
adaptada al analisis relacionado con este semigrupo, dando como resultado una familia
méas amplia que las clases de Muckenhoupt correspondientes al semigrupo del calor. Mas
tarde, en [2], se obtienen desigualdades con pesos en estas nuevas clases para una familia
general de operadores, que incluye a la transformada de Riesz-Schrodinger Ry y a los
operadores VY/2L=1/2 VL=1y VY/2VL~! no asi al operador R..

El objetivo de este trabajo es profundizar el analisis del comportamiento de estas
transformadas de Riesz-Schrodinger, dando estimaciones tanto de tamaifio como de sua-
vidad. La idea rectora a lo largo de su desarrollo es obtener estos resultados en un marco
abarcativo, tratando de englobar los operadores que nos interesan: las transformadas de
Riesz de primero y segundo orden que incluyen sélo derivadas, asi como aquéllas que
involucran potencias positivas del potencial V', ademas de sus operadores adjuntos.

En este sentido juega un papel crucial la funcion de radio critico p, que definiremos
formalmente en el Capitulo 1, asociada a un potencial V' que satisface la condiciéon de
reverse-Holder de orden ¢, con ¢ > d/2. El marco general de R? dotado de una funcion de
radio critico, en el capitulo 2, introduciremos dos familias distintas de operadores, en tér-
mino de las cuales probaremos teoremas de acotacion en espacios de suavidad (Capitulo 3)
y desigualdades con pesos (Capitulos 5 y 6). Para poder aplicar luego estos resultados
generales, mostraremos, mayormente en el Capitulo 2, cuales de los operadores de nuestro
interés satisfacen las condiciones requeridas para pertenecer a cada familia. Algunas otras
estimaciones en esta direccion seran probadas en los capitulos 4 y 5. Cabe mencionar que
tanto los espacios de suavidad mencionados asi como los pesos estan también definidos
en términos de una tal funcion de radio critico prescindiendo del potencial que la origine.
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Como es sabido, para obtener resultados en espacios de regularidad, ademas del ta-
mano del nicleo, necesitamos una condicion de suavidad, puntual o integral, respecto de
la primer variable y asi lo requerimos para definir la familia que llamaremos operadores
de Schrédinger-Calderon-Zygmund (ver cap. 2) la cual esté incluida en las clases de
operadores consideradas en [2| y generaliza la dada en [23]. En particular, al ser parte
de los operadores que aparecen en [2], se pueden obtener los resultados en L” con pesos
obtenidos en ese trabajo, como sera también probado en el Capitulo 2.

Aqui vale observar que, bajo las minimas condiciones en el potencial que estamos
suponiendo, salvo la transformada de Riesz de primer ordenen en el caso ¢ > d, los
demés operadores que nos interesan no pertenecen a esta familia; sin embargo todos los
operadores adjuntos de los antes mencionados satisfacen las condiciones requeridas, como
es demostrado en el Capitulo 2. En particular destacamos que para la transformada de
Riesz de segundo orden o su adjunta, no encontramos en la literatura ni siquiera una
expresion para el niicleo de la misma por lo cual debimos resolver primero este problema.
De hecho en ese mismo capitulo logramos encontrar una expresion local del mismo que
resulta suficiente para probar las estimaciones necesarias para concluir que el adjunto de
Ro es un operador de Schrédinger-Calderén-Zygmund.

En el Capitulo 3 se trabaja con esta primer familia de operadores y se logra un
teorema general de acotacion en espacios de regularidad con pesos y que luego se aplica
a los distintos operadores que integran esta familia, estos resultados estan publicados
en [4]. Como dijimos, en este analisis no se incluyen a la mayoria de los operadores que
nos interesan sino a sus adjuntos. La pregunta que surge entonces es si bajo suposiciones
un poco mas fuertes sobre el potencial podemos incluir el resto de los operadores que
nos interesan: la transformada de Riesz de segundo orden y aquéllas transformadas que
contienen potencias de V como VY/2L=1, VL='y V/2VL~'. La respuesta a este problema
la damos en el Capitulo 4.

Para definir la segunda familia de operadores hemos tenido en cuenta lo que podriamos
llamar el método de comparacion introducido por Shen en [31]. Esta técnica consiste en
obtener estimaciones de las transformadas de Riesz-Schrédinger de primer orden compa-
randolas con las correspondientes transformadas de Riesz clasicas asociadas a —A. Dado
que los niicleos no son positivos, la comparacion debe hacerse estimando su diferencia.
Esta diferencia resulta ser un niicleo que ya no es singular, que define un operador aco-
tado, incluso en L', si se restringe a un entorno adecuado de la diagonal en R?? el cual
varia en funciéon del potencial V', més precisamente con la funcién de radio critico p. Esta
segunda familia, que también introduciremos en el capitulo 2 y a los que nos referiremos
como operadores de Schrédinger localmente comparables con uno de Calderén-
Zygmund, nos permite "traspasar” ciertas desigualdades ya conocidos en el caso clasico
al contexto de los operadores singulares relacionados al semigrupo de Schrédinger.

En el mismo Capitulo 2 se muestra que las Transformadas de Riesz-Schrédinger que
nos interesan pertenecen ellas mismas a esta segunda familia la cual requiere que los
ntucleos satisfagan una condiciéon de tamano con decaimiento y la comparacion local con
un nicleo de Calderon-Zygmund. En el Capitulo 5 nos dedicamos a obtener desigual-
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dades que llamaremos de Fefferman-Stein para los miembros de esta familia. Por tales
desigualdades entenderemos estimaciones del tipo

[rive<c [1pmo (6)

donde w es un peso arbitrario y M un operador maximal que depende de las propiedades
de T'. Dado que esta clase de desigualdades son conocidas para los operadores de Calderén-
Zygmund (ver [28]), el método de comparacion resulta muy util para este fin.

En el Capitulo 5 probaremos entonces un teorema general para los miembros de esta
segunda familia y donde se dan desigualdades en norma-p tanto para el operador como
para su adjunto. El teorema es luego aplicado a diversas instancias y alli aparecen en
el miembro derecho operadores maximales propias del contexto Schrédinger. En parti-
cular, se obtienen desigualdades para R;, Ro y sus adjuntos al igual que para las otras
transformadas de Riesz-Schrodinger que involucran el potencial V.

Finalmente, en el Capitulo 6, intentamos dar una generalizacién de las desigualdades
de tipo Fefferman-Stein del capitulo anterior al estilo de las desigualdades con pares
de pesos factorizados que aparecen en [11] para el caso clasico. Cabe puntualizar que
estos pesos proveen una familia de pares de pesos que depende de dos pesos arbitrarios
wy y we de modo que, especificando wy y wsy, se obtienen pesos u y v para los cuales
puede concluirse la acotacion de de LP(v) en LP(u) del operador en cuestion. Aqui nos ha
parecido méas conveniente trabajar en el contexto de la primer familia, esto es, la clase
de los operadores de Schrédinger-Calderon-Zygmund. Esto se debe en parte a que da pié
para probar en el contexto Schrodinger una serie de hechos que resultan de interés en si
mismos y pasibles de otras aplicaciones. Tal es el caso de una desigualdad de Lerner para
producto de pesos como asi también desigualdades con dos pesos en LP para operadores
maximales asociados a una funcién de radio critico p.

Con estas herramientas se obtiene también un teorema general para operadores de
Schrodinger-Calderén-Zygmund que, si bien puede aplicarse sélo a los operadores ad-
juntos, un argumento de dualidad nos permite derivar también desigualdades con pesos
factorizados para todas las transformadas de Riesz-Schrodinger bajo consideracion. Estas
desigualdades asi obtenidas constituyen una generalizaciéon de las ya conocidas para el
caso de pesos iguales. Un punto que es necesario senalar es que para aplicar el teorema
general se necesitan estimaciones de la funcion maximal sharp de los operadores adjuntos
en cuestion, las que habian sido obtenidas previamente en [2].

Quizés conviene terminar esta introduccion aclarando que los resultados de este ulti-
mo capitulo no alcanzan, afortunadamente, a contener a los demostrados en el capitulo
anterior, si bien nos proveen de muchas desigualdades que no pueden deducirse de las
tipo Fefferman-Stein. Esta situaciéon es puesta de manifiesto en la dltima seccion de este
trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

Dedicaremos el primer capitulo de esta tesis a describir la teoria en la que estan
enmarcados los resultados originales de los capitulos siguientes. Dividimos los preliminares
en dos secciones: teorfa clasica y contexto Schrédinger.

En la primer seccion daremos algunas definiciones y resultados clasicos que pueden
encontrarse en cualquier libro de anélisis real avanzado (ver, por ejemplo, [12] o [17]). En
particular, haremos énfasis en resultados de la teorfa de Calderéon y Zygmund. El objetivo
de esta primer seccion no es s6lo dar un marco histérico sino que también pretendemos
unificar la notacion y establecer algunos resultados que seran aplicados en los capitulos
que siguen.

La segunda seccién estd dedicada a describir la teoria relacionada al operador de
Schrodinger L = —A + V. Alli; daremos algunas definiciones y referencias a resultados
conocidos que seran de utilidad mas adelante.

1.1. Teoria clasica

En esta seccion daremos algunas definiciones y resultados clésicos del anélisis real que
seran ttiles para nuestro trabajo. Comenzamos describiendo los espacios de Lebesgue y
de suavidad y sus generalizaciones con pesos para luego pasar a ver algunas nociones de
la Teoria de Calderon-Zygmund. Antes pondremos en comin algunas notaciones.

Alo largo de esta tesis trabajaremos principalmente en el espacio euclideo d-dimensional
R?. Denotaremos por |-| a la norma en R? y dx a la medida de Lebesgue. Si x € R usare-
mos la notacion ™ = méx{z,0}. Dado un conjunto £ C R? medible, denotamos |E| a la
medida de Lebesgue de E'y xg a la funcion caracteristica de . Dado un cubo @) denota-
mos por [(Q) la longitud de su lado, de manera que [(Q)? = |Q|. Denotamos por B(z,r)
a la bola abierta de centro z y radio r y wy la constante que verifica |B(z,r)| = war?.

Para una funciéon f localmente integrable y un conjunto E de medida positiva, usaremos
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habitualmente las siguientes notaciones

%/Ef(a:)daz = ]éf(x)dfv = fe

Una funcién w es un peso si es no negativa y localmente integrable. Dado un peso w
y un conjunto medible £ denotamos

1.1.1. Espacios de Lebesgue y generalizaciones

Para 1 < p < 0o y un peso w, denotamos por LP(w) al espacio de funciones medibles
f tales que

oo = ([ epua) <o

Usaremos la notacion LP para referirnos a estos espacios cuando w = 1. Como es usual,
usaremos la notacion L>° para referirnos al espacio de las funciones esencialmente aco-
tadas. Para 1 < p < oo, el espacio dual de L? es L?, donde p/ denota el exponente
conjugado de p, esto es,

1
p D

Dados 1 < p, ¢ < 0o, y un par de pesos (u,v), diremos que un operador 7" es de tipo
fuerte (p, q) respecto al par (u,v) si existe una constante C' tal que

1T fllzae) < CIlfllzew),

para toda f € LP(v). Esto es, T es acotado de LP(v) en L9(u). Sip =gy u = v diremos
simplemente que T es acotado en LP(u).

Para poder definir el tipo débil debemos definir en primer lugar el espacio de Lorentz
LP> Para 1 < p < oo y un peso w definimos L»*>°(w) como el espacio de funciones f
tales que

[f 1 zroe ) = Sup Mo({z € RY: |f(a)] > AP < oo

Decimos que un operador T' es de tipo débil (p,q) respecto al par (u,v) si existe una
constante C' tal que

T fll ooy < Cllfllzr ),

o equivalentemente, para todo A > 0,

q/p
o e B (TS > ) < 5 ([ @)
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Para establecer las desigualdades pesadas del capitulo 6 debemos definir una familia
de espacios de funciones que generalizan a los de Lebesgue: Los espacios de Orlicz. Sin
embargo, puesto que nuestro interés es definir operadores maximales asociados, s6lo esta-
mos interesados en definir estos espacios en dominios con medida finita. Daremos algunas
definiciones y propiedades que necesitaremos en los capitulos siguientes. Remarcamos
que estos resultados pueden encontrarse en la literatura sobre espacios de Orlez (ver, por
ejemplo, el libro de M. Rao y Z. Ren [30]).

Diremos que una funcion ¢ : [0,00) — [0,00), es una funcién de Young si es
continua, convexa, estrictamente creciente, ¢(0) = 0y ¢(t)/t — oo cuando t — oc.
La funcion identidad ¢(t) = ¢ no es, seglin esta definicién, una funciéon de Young. Sin
embargo, algunos resultados que involucran funciones de Young se aplicaran también la
funcion identidad. Haremos explicita esta observacion cuando sea el caso.

Dada una funciéon de Young ¢ y un cubo () definimos el promedio de f respecto a la
norma L? de f en @) como

||f||A,Q:fnf{A>o:ﬁ/QA(@) i < 1}, (1.11)

siempre que el conjunto sea no vacio. Del mismo modo podemos definir el promedio sobre
una bola B o sobre cualquier conjunto de medida positiva y finita. Una propiedad que
nos serd 1util mas adelante es la siguiente: dada una funciéon de Young ¢ y un ntimero

r >0, [|f"ls. = [[f1}.q donde ¢(t) = (t7).

Ademas, es posible definir un orden en la clase de funciones de Young de la siguiente
manera: diremos que ¢(t) & () si existen constantes c;, co y to positivas tales que
c19(t) < P(t) < c(t) para todo t > to y diremos que ¢(t) =< (t) si existen ¢ > 0y
to > 0 tales que para todo t > ty, ¢(t) < 1(ct). Observar que t < ¢(t) para toda funcion
de Young ¢. De (1.1.1) se sique que si ¢ =< 1), existe una constante C' que depende de ¢
y de ¢ tal que para todo cubo @ y funcion f, || flls.o < C|l fllv.q-

Dada una funcién de Young ¢ se define su funcién complementaria ¢ como

o(t) = sup{st — ¢(s)}, t > 0. (1.1.2)

s>0

¢y ¢ satisfacen t < ¢~1(t)p1(t) < 2t y la siguiente generalizacion de la desigualdad de
Holder.

Proposicion 1.1.1. Dada una funcion de Young ¢,

1
@/Q‘f(x)g(@’dx <2 flls.cllgls.e (1.1.3)

para todo par de funciones f, g y todo cubo Q). Mds generalmente, si ¢, ¥ y v son
funciones de Young tales que para todo t > to > 0 = (t)p7'(t) < cv™!(t), entonces
existe C tal que

1f9llo.e < Cliflecllgllse (1.1.4)
para todo par de funiones f, g y todo cubo Q.
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Observacion 1.1.2. Todos las propiedades aqui expuestas valen también si consideramos
bolas en lugar de cubos.

1.1.2. Espacios de suavidad y BMO

Definiremos aqui el espacio de las funciones con oscilaciéon media acotada introduci-
do por John y Nirenberg en [20]| para luego dar algunas propiedades de este espacio y
generalizaciones. En la siguiente seccion definiremos espacios de este estilo adaptados al
contexto del operador de Schrédinger que serédn utilizados en los capitulos posteriores.

Dada una funciéon f localmente integrable, diremos que f esta en BMO si existe una
constante C' tal que

1
Bl /B |f — fs| < C, para toda bola B c R%. (1.1.5)

Es posible definir || f|| paso como el infimo sobre las constantes para las cuales vale 1.1.5, sin
embargo || || pamo no es una norma, de hecho, para toda funcion constante ¢, ||c|| a0 = 0.
Podemos solucionar este problema pensando en el espacio cociente con las funciones
constantes, esto es, pensando que dos funciones que difieren en una constante coinciden
como funciones de BMO. Este espacio estd intimamente relacionado con el siguiente

operador maximal sharp. Para f € Li,, se define
M) =sw iz [ 1= fal, (1.16)
B>z |B|

donde el supremo es tomado sobre toda las bolas B C R? tales que B 3 . Es inmediato
que

BMO ={fe€Li, :MfecL>®} (1.1.7)

loc -

y que L* C BMO.

Vamos a considerar también la siguiente generalizacion de estos espacios dada por
Peetre en [27] para el caso no pesado. Dado 0 < < 1 y un peso w definimos el espacio
BMOP(w) como el conjunto de las funciones localmente integrables f tales que

1
—B)/ |f — fs| < C|B|?¢, para toda bola B C R?, (1.1.8)
B

y definimos anélogamente || f|| grros(w)- Si B = 0 este espacio coincide con el espacio
BMO(w) definido por Muckenhoupt y Wheeden en [26]. Ademas, para el caso w =1y
B, estos espacios resultan ser los espacios Lipschitz-5. Més atn, si w es un peso duplicante
entonces estos espacios tienen la siguiente descripcion puntual debida a Harboure, Salinas
y Viviani (ver [19]). Antes, definimos para un peso wy 5 > 0

w(z)
Wi (z, ) :/ e (1.1.9)
g B(z,r) ‘Z - x’diﬁ
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para € R? y » > 0. Esta cantidad es finita para casi todo = y es creciente en r para
tales z. Como se pone en evidencia en lo que sigue, nos da un modulo de continuidad que
puede variar en cada punto dependiendo del tamano de w.

Proposicién 1.1.3. Si w es un peso duplicante y 0 < B < 1, el espacio BMO®(w)
coincide con la version puntual A°(w) que contiene a todas las funciones f tales que
existe una constante C' que satisface

[f(2) = F(y)l < CWg(z, [ —yl) + Was(y, [+ —y])], (1.1.10)

para casi todo x, y € R,

1.1.3. Pesos de Muckenhoupt

Las clases de pesos A, desarrolladas por B. Muckenhoupt en el ano 1972 ([25]) fueron
el comienzo de una gran cantidad de trabajos dedicados a encontrar desigualdades con
pesos para operadores del andlisis armonico, junto con diversas aplicaciones para estas
desigualdades. Daremos las definiciones de estas clases para luego dar algunas propiedades
y resultados. En la siguiente seccién introduciremos ciertas clases que generalizan a las
de Muckenhoupt y serdn de gran importancia en algunos de los resultados principales de
esta tesis.

Para 1 < p < oo diremos que un peso w € A, si existe una constante C' tal que

</Bw>1/p (/Bw_”%)w < C|B|, (1.1.11)

para toda bola B = B(x,r). Para p = 1 diremos que w € A; si

1
— <Ci 1.
|B|/Bw_01%fw, (1.1.12)

para toda bola B = B(x,r). Si consideramos M la maximal de Hardy Littlewood
1
Mf(@) =swp— [ If], (1.1.13)
Bz |B| /s

es inmediato que la condicién 1.1.12 es equivalente a

Mw(z) < Cw(z) ctpr e R (1.1.14)

Ejemplos simples de pesos A, son las potencias de |z|. Como es facil comprobar
w(x) = |z|* € A, siysélosi —n < a < n(p — 1), para 1 < p < oo. Cuando p =1
este resultado vale para —n < o < 0. Usaremos la notacion A = {5, 4,. Algunas
propiedades de estas clases se enuncian a continuacién.

Proposicion 1.1.4.
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1. Ay, C A, si1<p<q.
2. we A, siysdlosiw ™ € Al
3. Siwy, wy € Ay entonces wlw%_p €A,

4. (Duplicacion). Siw € Ay existe una constante C' tal que

/ w(y)dy < C/ w(y)dy, r > 0. (1.1.15)
B(z,2r) B(z,r)

5. (Desigualdad de reverse-Hélder). Siw € Ay existen constantes C' y e > 0 tales que

para toda bola B C RY,
1 . Y(+s) o /
— € < — . 1.1.16
(L) <im e —

Si consideramos M la maximal de Hardy Littlewood

Mf(z) —sup‘B|/|f| (1.1.17)

B>z
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. Sea M la mazimal de Hardy Littlewood.

1. M es de tipo débil (1,1) respecto a w si y sélo si w € A;.

2. 811 <p<oo, M es de tipo fuerte (p,p) respecto a w si y solo si w € A,,.

Observacion 1.1.6. En las definiciones dadas en esta sub-seccién pueden intercambiarse
las bolas por cubos puesto que las clases de pesos resultan ser las mismas y las maximales
son equivalentes.

1.1.4. Operadores de Calder6n-Zygmund

En esta seccion describiremos brevemente algunos resultados clasicos sobre operado-
res de Calder6on y Zygmund. Si bien las definiciones y los resultados que expondremos
aqui estan amplimente tratados en la literatura, queremos explicitarlos por los siguientes
motivos:

Por un lado, una da las estrategias que usaremos en este trabajo consiste en definir
una clase de operadores con ciertas semejanzas a la de Calderén y Zygmund que contenga
a las transformadas de Riesz-Schrodinger y otros ejemplos de operadores relacionados al
operador de Schrédinger L = —A+V que nos interesan (ver Capitulo 2). Posteriormente,
los resultados que obtendremos en espacios LP, BMO y de suvidad para estos operadores
seran (en algin sentido) similares a los conocidos para los de Calderén y Zygmund (ver
capitulos 6 y 3).
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Por otro lado, describiremos otra familia de operadores asociados a L que pueden
ser localmente comparados con los correspondientes operadores asociados a —A. En par-
ticular, apareceran naturalmente las transformadas de Riesz que estan incluidas en la
teoria de Calder6én y Zygmund y, en consecuencia, valen para ellas los resultados que
describiremos a continuacion (ver Capitulo 5).

Diremos que una funcion K definida en R x R\ {(z,z) : 2 € R%} es un nicleo
estandar con constantes A y J si satisface la condicién de tamano

K (2, y)] < T (1.1.18)
y las condiciones de regularidad en ambas variables
: Alr —2'|°
|K(z,y) — K(z',y)| < Pl (1.1.19)
si|lz—y|>2x—2y 5
K (2,y) = K(z,y)] < ‘ij _yfﬂé (1.1.20)

si |z —y| > 2y —y|

Si K es un nicleo estandar, diremos que un operador lineal T tiene nticleo asociado
K si satisface
Ti@) = [ K(wy)f)dy (1121)
R
para toda funcion f € C° y x ¢ sop(f). Si T tiene un nicleo asociado K y es acotado
en L*(RY), esto es,
1T fllz> < Bl f]z2, (1.1.22)

para toda f € L*(R?) entonces diremos que T es un operador de Calderén-Zygmund
con nicleo asociado K. Enunciamos a continuacién resultados clasicos de acotacién para
operadores de Calderon-Zygmund en espacios LP(w) y BMO(w).

Observacion 1.1.7. Es posible definir esta clase de operadores pidiendo acotacion en algtin
po 1 < py < oo en lugar de L? y los resultados que se obtienen son los mismos.

Teorema 1.1.8. Sea T es un operador de Calderon-Zygmund. Si1 <p < oo yw € A,
entonces T es acotado en LP(w). Si w € Ay entonces T es de tipo débil (1,1) respecto a
w.

Uno de los mas importantes ejemplos de un operador de Calderéon-Zygmund es la
transformada de Hilbert H y sus generalizaciones a dimension mayor, las transformadas
de Riesz de primer orden R; = V(—A)~'/2. Estos operadores tendran un papel impor-
tante en este trabajo ya que nos serviran para aproximar localmente las transformadas
de Riesz asociadas al operador de Schrodinger en el Capitulo 2.

Para estos operadores valen las acotaciones en LP(w) dadas en el Teorema 1.1.8.
Ademas, preservan los espacios BMOP(w) para ciertas clases de pesos y 0 < 8 < 1. Mas
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precisamente, si w € Ao = J,, 4, vy satisface

18 w(y) w(B)
|B| ™4 / Wfiy < C—= ] para toda bola B C R, (1.1.23)

entonces R, es acotada en BMO?(w) para 0 < 8 < 1 (ver [26] v [24])

También apareceran méas adelante las transformadas de Riesz de segundo orden dadas
por Ry = V?(—A)~!, relacionadas a las segundas derivadas de una solucion de Au =
f. Sin embargo, como las derivadas conmutan con el Laplaciano se tiene que Ré’j =
Ri(R})* = —R! o R! y asi muchos resultados validos para R, pueden trasladarse a Ro.

1.1.5. Integrales fraccionarias

La integral fraccionaria clésica esté asociada a potencias negativas de —A y resulta ser
un instrumento muy tutil en diversos problemas. Como el operador de Laplace contiene
derivadas de segundo orden, (—A)'/2? da una especie de "integracién”, es decir, la idea
de una operacién inversa a la “derivacién” (—A)Y2. Asi, en general, podemos pensar que
(—A)7*/? es una integracion de orden s y por esta razéon se denomina a este operador 1.
Usando la transformada de Fourier es facil ver que es un operador de convolucion. Mas
precisamente,

L) =2t ) _ / Flo — ylyldy. (1.1.21)

2
Estos operadores mejoran la integrabihdad local de las funciones, como veremos a conti-
nuacion en lo que se conoce como Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev sobre integracion
fraccionaria.
Teorema 1.1.9. Sean 0 <s<dyl <p<q< oo tales que
1 1 s
p g d
Entonces eziste una constante C' = C(d, s, p) tal que
(Nl zaay < Cllflloway sip>1,
[ Ls(f)ll oo may < Cllfllprray 81 p=1.

Como es de esperar, las integrales fraccionarias también mejoran la suavidad de las
funciones. Mas precisamente, transforman funciones Lipschitz-a en funciones Lipschitz-
a—+ s. En este trabajo no usaremos este tipo de resultados pero el lector interesado puede
hallar en [19] una version en espacios Lipschitz con pesos.

(1.1.25)

1.2. Contexto Schrodinger

Como ya hemos dicho, las transformadas de Riesz y mas generalmente las integrales
singulares juegan un rol central en el estudio del semigrupo asociado al operador de
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Laplace. En particular, hemos repasado algunas de las propiedades fundamentales de estos
operadores, la teoria de pesos asociada y los espacios de suavidad que ellos preservan.
En esta seccion, nos proponemos rever algunas de estas cuestiones cuando cambiamos el
operador diferencial —A por —A + V. Esto da origen a un “anélisis armoénico” que ya no
es invariante por traslaciones y por lo tanto los operadores fundamentales no seran de
convoluciéon. Ademés, muchos de estos operadores perderan algo de suavidad dependiendo
de las condiciones que pidamos al potencial V.

Comenzaremos describiendo el marco en el que trabajaremos, esto es, las suposiciones
sobre V' y mencionaremos algunas de las propiedades que pueden obtenerse. Seguiremos
el enfoque del trabajo de Shen [31], recordando la funciéon de radio critico asociada al

potencial asi como algunas propiedades de la solucion fundamental de la ecuaciéon —Au+
Vu=f.

En lo que resta del capitulo introduciremos y discutiremos algunas propiedades de las
familias de pesos propias de este contexto que aparecen en la literatura y su relaciéon con
apropiados operadores maximales. También describiremos los correspondientes sustitutos
de los espacios BMO y BMO? con pesos.

1.2.1. El operador de Schrodinger

A lo largo de esta tesis, el operador de Schrodinger que trataremos es de la forma
L=—-A4+V enR?% d> 3y supondremos siempre que el potencial V es una funcién no
negativa, no idénticamente cero, localmente integrable y que pertenece a la clase reverse-
Holder RH, para algin ¢ > d/2, esto es, existe una constante C' > 0 tal que

() <6

Algunas propiedades conocidas de estas clases se enuncian en la siguiente proposicion.

para toda bola B C R

Proposicién 1.2.1. Sean q¢>1yV € RH,.

1. RH, C RH), si ¢ < p < o0.

2.V € RHy. para algin € > 0 que depende sdlo de la constante en (1.2.1) y de la
dimension.
3. Existe C' > 0 tal que s1 0 <r < R < 0o se verifica
1
= viwdy <o

d—2
r B(z,r)

r\2-d/a 1 /
—= V(y)dy. (1.2.2)
R) Rd—2 B(z,R)

4.V € Ay. En particular es un peso duplicante, esto es, existe Cy tal que

/ V(y)dy < 02/ V(y)dy, r>0. (1.2.3)
B(z,2r) B(z,r)
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Observacion 1.2.2. En vistas de la apertura de las clases reverse-Holder dada en la pro-
posicion anterior, serd equivalente considerar ¢ > d/2 o ¢ > d/2.

Observacion 1.2.3. En la literatura aparece usualmente la clase RH,, definida como el
conjunto de las funciones localmente integrables que satisfacen

spV(z) <

— | V(x)dr para toda bola B C R (1.2.4)
zeB |B‘ B

Es inmediato que RH., C RH, para todo ¢ > 1. Este es el caso de cualquier polinomio
no negativo y, en particular, del potencial V(z) = |z|? que est& asociado al operador de
Hermite H = —A + |z|%

1.2.2. Funcion de radio critico

En su trabajo de 1995 (|31]), Shen introduce la siguiente funcién de radio critico
asociada un potencial V' no negativo, no idénticamente nulo y tal que V € RH, para
q>dj2.

1
p(ac):sup{?“>0:Td—_2 o )Vgl}, r € R (1.2.5)

La idea fundamental de Shen es que los operadores asociados a L = —A + V pueden
verse como una perturbacion de los correspondientes operadores asociados a —A a escala
menor que p(x). Esta idea queda en evidencia en la técnica que denominamos método de
comparacion, usada por Shen para obtener desigualdades en L” para las transformadas
de Riesz-Schrodinger y adoptada en este trabajo para definir, en el Capitulo 2, ciertas
familias de operadores asociados a L.

Mas alla del método de comparacion, la funcion de radio critico p asociada a V' ha
probado ser una pieza fundamental en el analisis de operadores asociados a L, apareciendo
tanto en las estimaciones para los operadores como en las definiciones de algunos espacios
relacionados. Dedicaremos lo restante de esta seccién a dar algunas propiedades de esta
funcion. En primer lugar notamos que, bajo la hipotesis sobre el potencial, la funcion de
radio critico satisface 0 < p(z) < oo para todo x € R%. Ademas,

=3
—_— Viy)dy = 1. 1.2.6
p(r)d—2 B(z,p(z)) () ( )

La desigualdad que enunciamos a continuacion sera de gran utilidad pues nos da una
idea de la variacion de la funcién p para distintos puntos en R<.

Proposicién 1.2.4. (ver Lema 1.4 en [31]) Exzisten constantes Cy, No > 1 tales que para
cualesquiera x, y € RY,

,NO

Cy'p(w) (1 + ‘%;’ ‘) < p(y) < Copla) (1 + ‘xp(;)y |

En particular p(x) ~ p(y) si |z —y| < Cp(x) para alguna constante C' > 0.

NQ/N0+1
) (1.2.7)



1.2 Contexto Schrédinger 11

Observacion 1.2.5. Muchos de los resultados para operadores asociados a L pueden po-
nerse en el contexto de R? con una funcién de radio critico, esto es, una funcion
p: R — [0,00) y que satisface, para ciertas constantes Cy y Ny la desigualdad (1.2.5),
que no necesariamente debe provenir de un potencial V' asociado.

A lo largo del trabajo diremos que una bola B = B(x, ) es una bola critica si r = p(z)
y que es una bola subcritica si 7 < p(x). También sera ttil definir el conjunto

B, ={B(z,r) CR*: 7 < p(x)}

que contiene a todas las bolas subcriticas en R?. La desigualdad (1.2.7) implica que si
o0 >0y x, y € oB para una bola critica B, entonces

p(x) < Coply), (1.2.8)

2Ng+1 . . .
donde C, = C%(1 + o)™+ . Como consecuencia de esto tenemos el siguiente resultado

que puede encontrarse en |14].

Proposicién 1.2.6. Eziste una sucesion de puntos {z;};en tal que la familia de bolas
criticas Bj = B(xj, p(x;)) satisface

1) |JB;=R1

jeN

11) Existen constantes C' and Ny such that for any o > 1, ZXaBj < O™,
jEN

La siguiente desigualdad para V serd usada repetidas veces en lo que sigue y es

consecuencia de (1.2.2) y de (1.2.3).

Lema 1.2.7. Sea V € RH, para algin q > d/2. Sea Ny =log, Cy + (2 — d), donde Cy
es la constante de duplicacion de V. Entonces, para vo € R? y R > 0,

1 R N2 p(xo))d/q_z
— Viy)dy <C 1+ > (1 + )
Ri=2 /B(zo,R) w)dy ( p(zo) R

Enunciamos por tltimo el siguiente lema, que es una ttil consecuencia de la desigual-
dad (1.2.7)

Lema 1.2.8. FEzxiste C' > 0 que depende solo de Cy y Ny tal que

. . No+1
HII yISC(HM y|>
p(y) p(x)

para todo x, y € RY.
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1.2.3. La solucion fundamental

Esta seccion estd dedicada a dar algunas estimaciones de la solucion fundamental
del operador L = —A + V. Supondremos como siempre que el potencial V' satisface
una desigualdad de reverse-Holder de orden g > d/2. Las siguientes estimaciones para el
tamano y la regularidad de la soluciéon fundamental pueden encontrares en las paginas
517 v 535 de [31].

Proposicién 1.2.9. Sean V € RH,, con ¢ > d/2 y ' la solucidn fundamental del

operador L = —A +V in R%. Entonces, para cada N > 0, existe una constante Cy tal
que
ID(x,y)| < CN; (1 + u) ) (1.2.9)
T eyl p(z) ’
Y 5 v
ID(z + h,y) — D(z,y)] < CN#(H i(xjm) , (1.2.10)

para 6 = min{1,2 —d/q}. Mds ain, si V € RH, con q¢ > d,

1 |z — y!)_N
VI(z,y)| < C 1+ . 1.2.11
VI y)l N\JJ—M“( p() ( )

Ademas, enunciamos la siguiente estimacién para la diferencia entre la soluciéon fun-
damental de L y la de —A.

Proposicién 1.2.10. Sean V € RH,, con q > d/2, ' la solucidn fundamental del
operador L = —A +V y Ty la solucion fundamental de —A en RY. Entonces existe una
constante C' > 0 tal que

T — 2—d/q
Tz, y) — Tolesy)| < —C ('p($§/|) . (1.2.12)

En particular, esta desigualdad nos dice que I' tiene el mismo tipo de singularidad
que I’y en la diagonal.

1.2.4. Clases de pesos asociadas a una funcién de radio critico

En esta seccion vamos a definir y dar propiedades sobre algunas clases de pesos re-
lacionadas a una funciéon de radio critico p que satisface (1.2.7), en particular para p
asociada a un potencial V. Estas clases de pesos, que aparecen por primera vez en [7],
seran fundamentales para el desarrollo de esta tesis puesto que estaran involucradas en
los resultados para las transformadas de Riesz-Schrodinger asociados a L.

En primer lugar, dada una funcion de radio critico p, definiremos las clases A7 que
contienen a las clases A, de Muckenhoupt.
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Definicion 1.2.11. Para p > 1 definimos Af = Uezo Agﬁ, donde AIP;G es la clase de pesos

w que satisfacen
1/p LN\ r \?
(/ w) (/w pl) < B (1+—) , (1.2.13)
B B p(x)

para toda bola B = B(z,r). Para p = 1 definimos Af = U Af;e, donde A?? es 1a clase
>0

1 T o
I < J— {
B] /Bw <C (1 + p(x)) 1%fw, (1.2.14)

para toda bola B = B(z,r).

de pesos w tales que

Dado un peso w, § > 0y p > 1, denotaremos por [w],y al infimo de las constantes
en (1.2.13) sip > Lo en (1.2.14) si p = 1. Claramente las clases A2? son crecientes con 0 y
coinciden con la clase A, cuando § = 0. De esta manera, tenemos que A, C Af. Ademés,
puede verse que esta inclusion es propia tomando, por ejemplo, p =1y w(z) =1+ ]x\ﬂ
Asi, para § > d(p—1), se tiene que w € AP pero w ¢ A,. A menudo usaremos la notacion

A=A

p>1

Estas clases de pesos satisfacen ciertas propiedades que son anélogas en las clases A,
de Muckenhoupt. Las resumimos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.12. Sean w, wy y ws pesos y 1 < p < q < 0.

p p
1. Ap C Af.
2. Siw € Ap, entonces wi P e AZ"
3. Siwy, wy € A7, entonces wlw;_p € Ap.
4. Siw € Az’e existe una constante C' tal que

w(B(z, R)) < Cw(B(z,r)) (?)dp (1 + M)pg ,

para todo v € RY, r < R.

Motivados por la propiedad 4 podemos definir las siguientes clases de duplicacion
asociadas a una funcion de radio critico.

Definicién 1.2.13. Para p > 1 definimos D}, = U DZ’G, donde Df;e es la clase de pesos
0>0
w tales que existe una constante C' > 0 tal que

w(B(z, R)) < Cw(B(z,r)) (E)dﬂ (1 + i>0’ (1.2.15)

r

para todo z € RY, r < R.
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De esta manera, tenemos que la propiedad 4 de la Proposicion 1.2.12 implica que
AP C Df. Del mismo modo que con las clases A, podemos definir las clases de funciones
que satisfacen una desigualdad de reverse-Holder apropiada en este contexto.

Definicion 1.2.14. Sea n > 1, definimos RH) = Uezo RHT’]”H, donde RH,/;’H es la clase
de pesos w que satisfacen

) <o ef)(og)

para toda bola B(z,r).

La relacion entre las clases A2 y RHf fue probada en el Lema 5 en [7].

Teorema 1.2.15. Siw € Af existe algin n > 1 tal que w € RH.

Como en el caso clasico, la propiedad de tipo reverse-Hélder para los pesos Af tiene
las siguientes consecuencias.

Corolario 1.2.16. Sea w € Al para algin p > 1. Entonces:

1. Eziste v > 1 tal que w” € Af.

2. Sip>1 existe e >0 tal que w € A)__.

3. Sip>1, A=Al

q<p

Ademas, tenemos la siguiente propiedad para las familias RH”.

Lema 1.2.17. Sea w un peso tal que w € A5 N RHp para algin n > 1. Entonces, existe
v > 1 tal que w € RHY, .

Demostracion. Sea p > 1 tal que w € AL N RH} y sea ¢ = n(p — 1). Existen p > 1y
0y, 65 > 0 tales que w € Ag’el N RH;?’GQ. Usando ambas condiciones es inmediato que
w’ € A

Luego, usando el Teorema 1.2.15, existe v > 1 tal que w" € RH.. Esto nos dice que
w € RHY, . O

Clases de pesos locales

Otras clases de pesos que pueden definirse a partir de una funcién de radio critico son
las clases locales. Definiremos estas clases y daremos algunas de sus propiedades siguiendo
nuevamente |7|. Recordemos que, para una funcion de radio critico p, denotamos B, como
la familia de bolas B(x,r) tales que r < p(z), esto es, las bolas sub-criticas.
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Sil<p< oo se define Ag’loc como la clase de pesos w que verifican la condicién A,

de Muckenhoupt
1/p 1\ WP
(/ w> (/ w_P—l) < C|B|, (1.2.17)
B B

solo para bolas B € B,. Del mismo modo, para p = 1 se define ATJOC como la clase de
pesos w que satisfacen

1
— <Ci 2.
|B‘/Bw_01%fw, (1.2.18)

para toda bola B € B,. Es inmediato que, para p > 1 estas clases locales son méas grandes
que las AP, teniendo asi

p p;loc
Ap C A) C A

Anéalogamente pueden definirse RH@IOC como la clase de pesos que satisfacen la con-

dicion (1.2.16) para toda bola B € B, y Dﬁ’IOC como la clase de pesos que satisfacen

w(B(z, R)) < Cw(B(z,7)) (?) (1.2.19)

para todo r € RY r < R < p(z).
Una propiedad sobre estas clases locales que usaremos a menudo se enuncia en la
siguiente proposicion y fue probada en [7].

Proposicion 1.2.18. Sean p una funcion de radio critico y 8 > 1. Entonces para u > 1,
Dﬁ,loc — Dﬁp,loc y para 1 S p < 00, AIp),loc — AIB)p,loc'

1.2.5. Operadores maximales asociados a una funcién de radio
critico

Dada una funcién de radio critico p, definiremos en esta seccion ciertos operadores
maximales asociados que estan intimamente relacionados con las clases de pesos definidas
en la seccion anterior. Recordemos que, dada una funciéon de Young ®, una funcion f
localmente integrable y una bola B se definen los promedios ® de f como

1fl|e,p = inf {A >0 ﬁ/ o (@) dt < 1} : (1.2.20)
B

siempre que el conjunto sea no vacio. Luego, si B, es el conjunto de bolas B(x,r) tales
que 7 < p(x) v 8 > 0 definimos los siguientes operadores maximales asociado a ® y p.

MEPF(@) = sup || lo.n (1.2.21)

-9

,

MY f(x) = sup (1+ 0) | flo.5- (1.2.22)
B(zo,r0)3x P($0)
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Es claro que si 8 = 0, el operador definido en (1.2.22) es la maximal de Hardy-Littlewood
asociada a una funcién de Young ¢. Ademas, para todo 6 > 0,

MR f(x) < MEPf(x) < My f(x). (1.2.23)

Vamos a obviar la funcion p en la notacion cuando la funcién de radio critico sea clara
del contexto. Ademas, vamos a obviar la letra ® cuando la funcion sea ®(t) =t y vamos
a escribir MP1°¢ y MP? para referirnos al caso en que ®(t) = ¢".

En las proximas proposiciones veremos la relacion entre los pesos asociados a una
funcion de radio critico y los correspondientes operadores maximales. Una caracterizacion
. . 0 1 . .
inmediata de los pesos A7 y A7 es la siguiente.

Proposicion 1.2.19. Un peso w estd en la clase A siy solo si MPPw(z) < Cw(x)
para casi todo x € R?. Del mismo modo, un peso w estd en la clase A‘f’loc sty solo st
MPlew(z) < Cw(x) para casi todo x € RY.

Ademas, al igual que en el caso clasico, los pesos asociados a p estan caracterizados
por la acotacion en LP(w) de los correspondientes operadores maximales.

Teorema 1.2.20. Sea 1 < p < oo. Un peso w pertenece a Af si y sélo si existe 6 > 0
tal que M?? estd acotado en LP(w). Del mismo modo, un peso w pertenece a Ag’l"c sty
solo si MPY¢ estd acotado en LP(w).

1.2.6. Espacios de suavidad y BMO asociados a una funcién de
radio critico

Dedicaremos la tultima seccion de este capitulo a definir ciertos espacios BMO y
de suavidad analogos a los de la Seccién 1.1.2 pero adaptados al contexto Schrédinger.
Trabajaremos sobre operadores asociados a L actuando sobre este tipo de espacios en los
Capitulos 3 y 4.

En un trabajo del afio 2005 ([13]), Dzsiubanski, Garrigés, Martinez, Torrea y Zienkie-
wicz dan la primera definicion del espacio BM O, de funciones de variaciéon media acotada
asociado a una funcién de radio critico p. Buscando el espacio dual del espacio de Hardy
natural en el contexto Schrédinger, que habia sido previamente definido por Dzsiubanski
y Zienkiewicz en [15], definen el espacio BM O, como el conjunto de las funciones f € L.
tales que

1
@/BV — fB| £ C, para toda bola B (1.2.24)

1

B
Notemos que la condicion (1.2.24) es la que define el espacio BMO clasico de John y
Nirenberg, por lo tanto, el espacio BMO, resulta ser un subespacio de BMO. Ademas,

puede definirse una norma en este espacio como el infimo sobre las constantes C' que
satisfacen al mismo tiempo (1.2.24) y (1.2.25).

/ |f| < C, para toda bola B = B(x, R), con R > p(x). (1.2.25)
B
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Los espacios en los que trabajaremos son extensiones de BAM O, en dos direcciones:
por un lado incluyen un parametro 5 que indica el grado de suavidad (8 = 0 seria BMO)
y por otra parte incluyen un peso que interviene tanto en las condiciones de tamano como
en las de oscilacion /suavidad. Mas precisamente, dada una funcion p de radio critico, para
0 < <1lyunpesow € Lj, se define la siguiente extension del espacio BMO,. Decimos
que una funcion f € L}, pertenece a BMO?(U)) si existe una constante C' tal que

1
- — < O|B|P/4 toda bola B 1.2.26
o7 L1 = sl < CIBI*. para toda ol (1.2.26)

1
—/ |f| < C|B|?¢, para toda bola B = B(x, R), con R > p(z). (1.2.27)
w(B) Jp

Este espacio aparece por primera vez en [5|. Del mismo modo que en BMO,, la norma
1/l prso () Puede definirse como el infimo de las constantes C' que satisfacen (1.2.26)
P

y (1.2.27).

Al igual que en el caso clasico, es posible probar que, si § > 0 y bajo cierta hipotesis
de duplicacién para el peso w, se puede dar una descripciéon puntual de tipo Lipschitz a

estos espacios. Recordemos que para 8 > 0y w € L}, habiamos definido

w(z)
W (.’])77‘) == / —dZ,
g B(z,r) |Z - ‘T|d7/8

para todo z € R? y r > 0. Diremos que f esta en el espacio Ag(w) si existe una constante
C tal que

[f(2) = f(y)| < CWs(z, |z —yl) + Ws(y, |z — y])] (1.2.28)

|f(@)| < CWp(z, p(z)) (1.2.29)

para casi todo z, y € R?% De igual manera, puede definirse una norma en este espacio
tomando el infimo de las constantes C' que satisfacen (1.2.28) y (1.2.29).

Como remarcamos anteriormente, para casi todo z € R% Ws(z,r) es finito para todo
r >0y es siempre creciente como funcion de r. Ademas, si w € Df tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 1.2.21. Sea p una funcidn de radio critico. $10 < <1 yw € D, para
algin p > 1, entonces

B — B
Aj(w) = BMO,(w)
y las normas son equivalentes.

Reservamos la prueba de esta proposicion para la Seccion 3.1, donde daremos también
otras propiedades sobre los espacios BM Og (w).
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Capitulo 2

Integrales singulares asociadas al
operador de Schrodinger

El estudio de integrales singulares asociadas a L = —A + V para V en cierta clase
reverse-Holder fue iniciado por Shen en el afio 1995 (ver [31]). En ese trabajo se prueba
la continuidad en L? de ciertos operadores asociados a L tales como las transformadas de
Riesz-Schrédinger de orden uno, Ry = VL2, y de orden dos, Ry = V2L

Para obtener la continuidad en LP(R?) de R, Shen la compara con la transformada
de Riesz clasica R; = V(—A)"Y/2, Esta diferencia tiene un niicleo que ya deja de ser
singular en un entonrno de la diagonal que depende del potencial V' a través de la funcion
de radio critico p. Por otra parte, Shen muestra que la soluciéon fundamental de la ecuacion
Lu = f tiene un decaimiento en el infinito, en una escala dada por p, mayor que cualquier
potencia inversa y este comportamiento se traslada también al ntcleo de R;.

El operador R resulta ser un operador de Calderén-Zygmund si el potencial V € RH,
con g > d, consecuentemente vale la continuidad en LP para todo 1 < p < oco. Sin embargo,
siV € RH, con d/2 < q < d tenemos que R, es acotado en L? para 1 < p < py, donde py
es tal que 1/py = 1/q—1/d. Mas atin, Shen prob6 que este rango es 6ptimo (ver seccion 7
en [31]).

El caso del operador de orden dos R, es diferente. Si V' € RH, con d/2 < ¢ < oo,
puede obtenerse la acotacion en LP para el rango 1 < p < ¢ y, al igual que en el caso
anterior, este rango es 6ptimo. Como consecuencia de esta tltima observacién vemos que,
bajo estas minimas hipotesis, Ro no puede ser un operador de Calder6n-Zygmund, no
importa cual sea el valor de q.

De los resultados obtenidos para Ry y R, via dualidad, se deduce que R} con ¢ > d
resulta acotado en LP para todo p, mientras que Ry con d/2 < q < d y Rj resultan
acotados en un rango de tipo (r,00) con r > 1.

Siguiendo algunas ideas de [31], [2] ¥ [23], el proposito de este capitulo es definir
dos familias de operadores asociados a L aislando las propiedades fundamentales de los
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ntcleos de las transformadas de Riesz-Schrodinger que nos permitan recuperar resultados
de continuidad sobre espacios de tamano y suavidad.

Para definir la primer familia, en la Seccién 2.1, consideramos operadores integrales,
acotados en LP para algin p y definidos a través de un niicleo K que presenta ciertas
semejanzas con un nucleo estandar. Aqui, las condiciones de tamano y suavidad requeridas
en el nicleo estan adaptadas para englobar a los ejemplos de las transformadas de Riesz-
Schrédinger que mencionamos antes. Posteriormente, los resultados de los capitulos 3 y 6
estaran también enunciados en este marco mas general y en el cual se encuadran algunos
de los operadores que nos interesan.

La segunda familia considera operadores que puedan ser localmente comparados con
un operador de Calderon-Zygmund clésico y cuyo nicleo satisfaga una condicién de ta-
mano similar a la que usamos para definir la primer familia. Esta familia serd definida
en la Seccién 2.2 y los resultados del Capitulo 5 estaran enunciados para este tipo de
operadores.

Luego de definir ambas familias nos dedicaremos a mostrar cuéles de las transformadas
de Riesz-Schrodinger y sus adjuntas pertenecen a una u otra familia y sacar algunas
conclusiones, la mayoria conocidas, sobre estimaciones en L” con pesos.

Creemos conveniente finalizar esta introducciéon con una tabla a modo de resumen
que muestre los ejemplos de operadores que consideraremos a lo largo de esta tesis y las
pertenencias a las familias F; y F5 que definiremos en las secciones siguientes. Adjuntamos
ademés las referencias donde encontrar cada uno de los resultados. Cabe destacar que la
tabla estd hecha bajo las hipotesis minimas, esto es, V € RH, para algin d/2 < ¢ < co.

En la lista hemos incluido todos los operadores que hemos denominado transformadas
de Riesz-Schrodinger y sus adjuntos. La tabla muestra que salvo el caso de R; cuando
q > d, el resto de las transforamadas estan en la familia /5 y no en la F; mientras que sus
adjuntos pertenecen a F; y no a F5. Como dijimos, los resultados de suavidad no pueden
valer para las transformadas de Riesz-Schrodinger (salvo el caso excepcional mencionado)
ya que estan acotads en LP solo para p en un intervalo finito de tipo (1,r), por lo que alli
debemos trabajar con la familia ;.

Para los resultados de los capitulos 5 y 6 que contienen desigualdades en LP con
dos pesos, trabajaremos con F; y JF, respectivamente. Sin embargo, el hecho de que un
operador esté en la clase y no lo esté su adjunto no es esencial ya que en los dos casos
obtendremos conclusiones para ambos.
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Operador | V € RH, Fi(s,9) Fa(s,e)
4 3:00,5:1—21 8:00,5:2—§
q>
R ver Proposicion 2.3.1 ver Proposicion 2.3.7
d
S =DPo, € = 2—2
g <qg<d no pertenece 1
ver Proposicion 2.3.7
p §=00,0=1 3:oo,€:2—§
* q >
Ri ver Proposicion 2.3.1 ver Proposicion 2.3.7
S = Do, 5 - 2 — 4
d<g<d 1 no pertenece
ver Proposicion 2.3.5
s=qe=2—14
Ro q> 14 no pertenece !
ver Proposiciéon 2.3.12
4 s:q,ézmin{1,2—§}
RS q>5 no pertenece
ver Proposicion 2.3.9
SIQ/%gz’V(Q_d)
VL= q > 521 no pertenece 1
ver Observacion 5.3.4
s=4q/v, 5:1111’11{1,2— 4}
L=VY q > %l I no pertenece
ver Proposicion 2.4.6
S = Dy,
Y=1/2v7 [~ d = 1 d
V VL q>3 no pertenece c = (7 — 5) < — E)
ver Observacion 5.3.7
5 =Dy, 5:m1'n{1,2— ﬂl}
LYVV—1/2 qg>14 1 no pertenece

ver Proposicion 2.4.3

Tabla 2.1: Ejemplos de operadores
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2.1. Operadores de Schrodinger-Calderon-Zygmund

En esta seccion definiremos una primer familia de operadores asociados al operador
de Schrédinger con ciertas semejanzas a los de Calderén y Zygmund. Las ideas que
dan lugar a las definiciones propuestas vienen de intentar generalizar algunas clases de
operadores considerados por Ma, Stinga, Torrea y Zhang en [23] y ciertos tipos de ntcleos
estudiados por Cabral, Bongioanni y Harboure en |2|. Para comenzar, cabe senalar que
la familia que presentaremos estd diseiada para englobar los operadores adjuntos de
las transformadas de Riesz-Schrédinger. De esta manera, los ejemplos naturales serian
Ry = L7'?V, Ry = L7'V?, y operadores que involucran el potencial como L~/2V1/2,
L'V, VL7'V'/2 los cuales, como Shen ha mostrado, son acotados en LP(R?) para p en
un rango de tipo (r,00), con r > 1 dependiendo de g.

Por cierto, es posible dualizar cada una de las condiciones y asi estariamos incluyendo
a las transformadas de Riesz-Schrodinger Ry y R. De todos modos a efectos de la conti-
nuidad en LP cualquiera de los dos enfoques resulta indiferente pues, mediante dualidad,
a partir de la acotacién de unos se obtienen la acotacion de los otros y reciprocamente ya
que 7™ =T'. La conveniencia de la definicién que damos se vera en el Capitulo 3 donde
establecemos resultados de suavidad tipo BMO y Lipschitz, la cual requiere que los ope-
radores sean continuos en LP para p cerca de infinito, que es el caso de los adjuntos de las
transformadas de Riesz-Schrédinger. De hecho, es sabido que si un operador preserva LF°
para algin py y también el espacio BM O entonces, por interpolacion, también es acotado
en L, p > po.

En |2], Bongioanni, Cabral y Harboure definen una clase de operadores para los cuales
muestran desigualdades pesadas en LP, donde p esté en un rango (r,00) con r > 1. Aqui
daremos una familia con una condicién diferente en la suavidad que, como veremos, resulta
ser més fuerte. La razon de esta eleccion es que bajo estas hipotesis podemos también
acotar estos operadores en espacios de tipo BMOf(w). De todos modos, los ejemplos que
nos interesan caen en este enfoque mas restrictivo.

Definicién 2.1.1. Para 1 < s < ooy 0 < § < 1 decimos que un operador T es un
operador de Schrédinger-Calderdn-Zygmund de tipo (s, ) si

(I,) T esta acotado de L* en L*°.

(I1,) T tiene un nicleo asociado K : R x R? — R, en el siguiente sentido

Tf(x)= /]Rd K(z,y)f(y)dy, fe€ L* con soporte compactoy z ¢ sopf. (2.1.1)

Mas aun, el nicleo K verifica: Para cada N > 0 existe una constante C'y tal que

1 1/s R -N
d |K(x,y)|5dy) < CyR™ (1 + —) : (2.1.2)
(Rd /R<|xoy|<2R p(x)
para |z — xy| < R/2. Existe una constante C' tal que

1 / 1/s (T 5
— K(z,y) — K(xg,y de) <CR -, 2.1.3
(Rd R<\xofy\<2R| ( ) ( 0 )| <R) < )



2.1 Operadores de Schrodinger-Calderon-Zygmund 23

para |z — zo| <1 < p(z9), r < R/2.

Para s y § dados, denotaremos Fi(s,d) a la familia de operadores de Schrédinger-
Calderén-Zygmund de tipo (s, 6).

Observacion 2.1.2. Es facil ver que si K satisface (2.1.2) solo para © = xg, entonces
también vale para z tal que |r — z9| < R/2. Asimismo, que K satsifaga (2.1.3) para
r < R/2 equivale a que valga para r < c¢R para algiun 0 < ¢ < 1.

La condicion (2.1.2) es una condicion de tamatio integral con decaimiento extra en
el infinito mientras que la condicién (2.1.3) impone una condicion de suavidad en la
primera variable. Notar que si un nicleo K satisface (2.1.2) y (2.1.3) para algin s > 1,
entonces también satisface esas condiciones para cualquier 1 <t < s. Para el caso s = 0o
introducimos la siguiente definicion donde consideramos estimaciones analogas al caso
s < oo pero puntuales en lugar de integrales.

Definicién 2.1.3. Para 0 < 0 < 1 decimos que un operador 7' es un operador de
Schrédinger-Calderén-Zygmund de tipo (oo, d) si
(I) T esta acotado de L' en L.

(I1) T tiene un nicleo asociado K : R? x RY — R, en el sentido de (2.1.1) que verifica:
Para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

Cy |z =y -
K < — 14+ —= : 2.1.4
Kol < 9 (10 E2) v 2y (2.1.4)

Existe una constante C' tal que

C |z — x| ’
|K(z,y) — K(z0,y)| < p—T ( =) cuando |z — y| > 2|z — zo|. (2.1.5)

Para s y § dados, llamaremos Fi(0c0,d) a la familia de operadores de Schrédinger-
Calderén-Zygmund de tipo (00, d).

Es facil ver que si un niicleo satisface (2.1.4) y (2.1.5) entonces satisface (2.1.2) y (2.1.3)
para todo 1 < s < 0.

En el siguiente lema mostramos que si un nicleo satisface las condiciones (2.1.2)
y (2.1.3) entonces, en cierto sentido, también podemos obtener un decaimiento extra
para la condiciéon de suavidad.

Lema 2.1.4. Sea T un operador de Schridinger-Calderdn-Zygmund de tipo (s,d") para
algin 1 < s < oo y para todo §' € (0,0). Entonces, para cada N € N, existe una constante
Cw tal que el nicleo asociado K satisface

1 1/s G/ s R —-N
— K(z,y) — K(xo,y de) <CyR | = <1+—) , (2.1.6
(7 o a0 000 (R (i) 010
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para |x — x| <1 < p(xo), 7 < R/2 si s < 00 0 bien satisface

C r—y Nz — 2]\
|K(x,y)—K(xo,y)| < P— (1 + |p(m) |) (||m — y0||> , cuando |x—y| > 2|x—x0].
(2.1.7)

st s = o00. En particular, esto puede aplicarse a cualquier operador de Schridinger-
Calderon-Zygmund de tipo (s,0).

Demostracion. Sea &' € (0,6), elegimos & € (0,0) y o € (0,1) tales que (1 — o)) = &'
Sean 7, * € R?y r, R > 0, tales que |x — x| <7 < p(z0) y < R/2. Notar que en esta
situacion, tenemos que existen C y Cy tales que Cip(x) < p(zo) < Cop(z).

Si llamamos A al lado izquierdo de (2.1.6), usando (2.1.2) tenemos que

1< (o [t ko) < onr (14 YT

Entonces, usando (2.1.3) con ) para acotar A'77 obtenemos, para nuestra eleccion de o,

A< CyR™ <%>5, (1 + %) o

Como N esta a nuestra disposicion obtenemos (2.1.6).

O

Estamos ahora en condiciones de enunciar los siguientes resultados de continuidad
en espacios LP(w) para integrales singulares asociadas a L. El primero es un resultado
de tipo fuerte en LP(w) y es una consecuencia directa del Teorema 5 y la Proposicion 6
en [2]. El segundo resultado nos da el tipo débil en el extremo p = 1 para el operador
adjunto y puede encontrarse como Teorema 3.6 en [9)].

Teorema 2.1.5. Sea 1 < s < oo y T un operador acotado de L* en L*>° con nicleo K
que satisface (2.1.2) y para el cual existe una constante C' tal que

1/s
St ([ K@y - Keoplay) <0 @1y

k>1

para toda bola B = B(xo, 1) y para todo x € B con r < p(zg). Entonces, T es acotado en

LP(w) para s' < p < oo y para todo w € AZ/S" Consecuentemente, el operador adjunto T

P
p'/s"

Teorema 2.1.6. Sea 1 < s < 0o y T un operador acotado de L% en L¥*>° con nicleo K
que satisface (2.1.2) y que para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

1/s

S (1425 ( L. |K<x,y>—K<xo,y>|8dy) <Oy, (219

k>1 P(xo)

estd acotado en LP(w) para 1 < p < s y para todo w tal que w' P € A
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para toda bola B = B(xo,r) y para todo x € B con r < p(xo). Entonces, si w* € Af, el
operador adjunto T es de tipo débil (1,1) respecto a w.

Como veremos a continuacion, ambos teoremas pueden aplicarse a la clase de opera-
dores de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s, ).

Corolario 2.1.7. Sea T un operador de Schridinger-Calderdn-Zygmund de tipo (s,0)
para algin 1 < s < oo y 0 < 4§ < 1. Entonces

p

(a) T es acotado en en LP(w) para s < p < oo y para todo w € A7,

(b) el operador adjunto T estd acotado en LP(w) para 1 < p < s y para todo w tal que

1- p
wre A,

(¢) T es de tipo débil (1,1) respecto a w para todo peso w tal que w® € Af.

Mads ain, si T es un operador de Schridinger-Calderdn-Zygmund de tipo (s,0) para
todo s > 1, entonces

(d) T y T son acotados en LP(w) para 1 < p < oo y para todo w € AP,

(e) T es de tipo débil (1,1) respecto a w para todo w € A?.

En particular, (d) y (e) valen para un operador de Schridigner-Calderon-Zygmund de
tipo (00, 0).

Demostracion. Para aplicar los Teoremas 2.1.5 y 2.1.6 basta verificar que la condicion (2.1.6)
implica (2.1.9) que a su vez es mas fuerte que (2.1.8). Si T es un operador de Schrodinger-
Calderon-Zygmund de tipo (s,0) para algin 1 < s < ooy 0 < ¢ < 1 tenemos que, usando
el Lema 2.1.4, para todo N > 0

S (2) " (1 . 2—)) ) ( / VK K y>|8dy> N

1 p(xo
< O Y ()

k>1

<Oy Z 27k < Oy

k>1

Si T es un operador de Schrodinger-Calderén-Zygmund de tipo (s, d) para todo s > 1,
el resultado sigue de que U, A(, oy = A5 v Uysi{w ws € AP} = A O

Observacion 2.1.8. Como una consecuencia de este resultado, tenemos que las clases
Fi(s,d) son, para un ¢ fijo, decrecientes con s, para 1 < s < oc.
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Para integrales singulares asociadas a L también se conocen algunos resultados de
continuidad en espacios de regularidad tipo BMO%(w) definidos en la Seccion 1.2.6.
Recordemos que, dada una funcién de radio critico p, un peso w y 0 < < 1 decimos
que una funciéon localmente integrable f pertenece a BM Oﬁ (w) si satisface

/ \f — fs] < Cw(B)|B|*?, para toda bola B, (2.1.10)
B

/ |f| < Cw(B)|B|?¢, para toda bola B = B(x, R), con R > p(x). (2.1.11)
B

En [23] se obtiene el siguiente resultado para operadores de Schrodinger-Calderédn-
Zygmund de tipo (00, d). En realidad el enunciado que alli figura requiere de una hipotesis
méas fuerte puesto que pide una condicién de suavidad en ambas variables del nicleo.
Omitimos aqui esa condicién puesto que no es necesaria para obtener el resultado.

Teorema 2.1.9. Sea T un operador de Schridinger-Calderon-Zygmund de tipo (c0,9),
para algin 0 < § < 1. Entonces, para todo 0 < 8 < 6§, T estd acotado en BMOp/B sty solo
st existe una constante C' tal que
B
1
<@) — [ |T1(y) — (T1)g|ldy < C (2.1.12)
r 1Bl /s

para toda bola B = B(x,r) conr < p(x)/2 si >0 0

log (@) % /B T1(y) — (T1)|dy < C (2.1.13)

para toda bola B = B(x,r) conr < p(x)/2 si f = 0.

Notar que este resultado no puede aplicarse a operadores de Schrodinger-Calderén-
Zygmund de tipo (s,d), para s < oo puesto que requiere condiciones mas fuertes en el
nucleo. Un ejemplo en el que valen las hipotesis de este teorema es el operador R; con
q > d, como fue mostrado en [23]. Sin embargo, se habian obtenido previamente, en [6],
desigualdades en BMOf(w) para el operador R} que, para V € RH, con ¢ < d, no
satisfacen las condiciones puntuales (2.1.4) y (2.1.5). En el Capitulo 3 daremos resultados
en espacios de suavidad pesados para Operadores de Schrodinger-Calderén-Zygmund que
generalizan los resultados de [23] y [6].

2.2. Operadores de Schrodinger localmente compara-
bles con operadores de Calderén-Zygmund

En esta seccion describiremos otra familia de operadores relacionadas a L influencia-
da por el método de comparacion usado por Shen en [31]. La caracteristica que define a
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estos operadores es la existencia de un operador de Calderén-Zygmund clésico (ver Sec-
cion 1.1.4) que aproxima localmente a estos operadores. Aqui, como es usual, la nocion
de localidad viene dada a través de la funcion de radio critico p.

Definicion 2.2.1. Sea 7" un operador lineal con nicleo asociado K en el sentido de (2.1.1).
Para 1 < s < 0oy 0 < ¢ < 1, diremos que T es un operador de Schrédinger
localmente comparable con un operador de Calderén-Zygmund de tipo (s,¢)
si el nicleo K satisface las siguientes propiedades.

(as) Para cada N > 0 existe Cy tal que, para todo 2o € Ry R > 0,

1 1/s . R -N
L |K<x,y>|8dx) < OwR- (1+ ) ,
(Rd /R<:rom|<2R N p(ﬂ?o)

siempre que |y — zo| < R/2.

(bs) Existe un operador de Calderon-Zygmund T, con nucleo Kj tal que, para algunas
constantes C'y € > 0

1 1/s . R €
— K(x,y) — Ko(z,y de) < CR™ ( )
(Rd /R<xoz|<2R| ( ) O( )| p(l’o)

cualesquiera sean 29 € RY, 0 < R < p(xo), y € R? tal que |y — 20| < R/2.

Para s y ¢ dados llamaremos F»(s, ) a la familia de operadores de Schrodinger localmente
comparables con un operador de Calderén-Zygmund de tipo (s, ¢).

La condicion (as) puede verse como una condiciéon de tamafio con un cierto "decai-
miento en el infinito” para el nicleo, mientras que la condicion (bs) nos dice que K tiene
la misma singularidad en el origen que un ntcleo de Calderén-Zygmund. Sin embargo,
ninguna de estas condiciones es simétrica ya que la integracion es siempre en la primer
variable. En consecuencia, no obtendremos las mismas estimaciones para 1"y para 1™.

Se sigue de la definicion que las familias F»(s,¢) son, para un € > 0 fijo, decrecien-
tes con s. Para s = oo introducimos la siguiente definiciéon considerando estimaciones
puntuales en lugar de integrales.

Definicion 2.2.2. Sea T un operador lineal con nicleo asociado K en el sentido de (2.1.1).
Para 0 < ¢ < 1, diremos que 1" es un operador de Schrédinger localmente com-
parable con un operador de Calderén-Zygmund de tipo (o0o,¢) si el nucleo K
satisface las siguientes propiedades. siguientes condiciones.

(a) Para cada N > 0 existe Cy tal que

-N
K, y) < 5 (1 4 ﬂ) |
T—y] (@)
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(bso) Existe un operador de Calderon-Zygmund Tj con niicleo K tal que, para algunas
constantes C'y € > 0

Ko C  (lz—yl\"
e = ot < -5 ()

Para sy ¢ dados llamaremos F5(s, €) a la familia de operadores de Schrodinger localmente
comparables con un operador de Calderon-Zygmund de tipo (s, €).

Observacion 2.2.3. La condicion (as) es similar a la condicion (2.1.2) con la diferencia
en la variable que estamos integrando en cada caso. Esto se debe a que los modelos de
operadores que tuvimos en cuenta para definir Fi(s, d) son los operadores adjuntos de los
modelos para F(s,¢). De esta manera, si T* es el operador adjunto de Ty el nucleo de
T satisface (2.1.2) entonces el nicleo de T satisface la condicion (ay) y reciprocamente.
La condicion (as) es igual a (2.1.4).

Para operadores en esta familia podemos obtener el siguiente resultado de acotacion
en LP que se sigue de generalizar las técnicas empleadas en [31].

Teorema 2.2.4. Sea T un operador de Schrédinger localmente comparable con un ope-
rador de Calderon-Zygmund de tipo (s,€) para algin s > 1 y 0 < e < 1. Entonces T es
acotado en LP para todo 1 < p < s.

Demostracion. Consideremos T un operador de Schrodinger localmente comparable con
un operador de Calderén-Zygmund de tipo (s,e) para algiin s > 1y 0 < e < 1. Sean Tj
el operador de Calderon-Zygmund que aproxima localmente a Ty K su nucleo asociado.
Vamos a estimar puntualmente el operador adjunto 7*. Para x € R? y una funciéon f
localmente integrable tenemos que

T°f(z)= | K*(z,y)f(y)dy

Rd

=/ [K*(ﬂ%y)—Ka(x,y)]f(y)der/ Ki(z,y)f(y)dy — (2.2.1)
(2.0(2))

B(z,p(z))

+/ K*(z,y)f(y)dy =1+ 11+ III.
(z,p(2))

En el primer término vamos a usar la desigualdad de Holder y la condicion (by) para
obtener

1/s 1/s
1] < Z ( I K () — K3z p)|° dy) ( / |er)
2771 p(z)<|z—y|<277 p(x) B(z,27 p(x))

<022J8(|Bx2jp ,/ |f|) < CMof().

En el segundo sumando basta observar que

17 = / ( )Ké(x,y)f(y)dy‘ < 25up
z,p(z)

r>0

/w yl>r Ko*(x’y)f(y)dy’
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Finalmente en 1717, usamos la desigualdad de Holder y la condicion (as) para obtener

oo 1/s 1/s
1<y ( / | |K*<:c,y>|5dy) ( / |f|s)
= \V2ip(@)<la—yl<2i+p(a) B(2,21p(a))

< (g o I )" s o

con tal de elegir N > 0. Entonces, se sigue que,

/

T"f(z)| < CMy f(z) + C'sup

r>0

/x o Ké(xay)f(y)dy‘ . (2.2.2)

Luego, T™* resulta acotado en LP para p > s’ y en consecuencia T resulta acotado en LP
para p < s. O]

2.3. Transformadas de Riesz-Schrodinger singulares

En esta seccion consideramos las integrales singulares Ry = VL™'/2 y Ry = V2L,
junto con sus operadores adjuntos R* = L™'/2V and R% = L~'V2. A estros operadores,
R1 v Ro los llamaremos frecuentemente transformadas de Riesz-Schrodinger de orden
uno y dos respectivamente.

El propoésito de esta seccidon serd analizar cuales de estos operadores estan en las
familias F; y JF, definidas previamente. Mas precisamente, probaremos que R} y Rj
son operadores de Schrodinger-Calderén-Zygmund de tipo (s,6), para algtin s > 1y
0 < 6 < 1. Una vez probado esto, podremos aplicar el Coroloario 2.1.7 para obtener
desigualdades en LP(w) para Ry, R}, R vy Rj. Ademads, contaremos con ejemplos para
aplicar los resultados de los Capitulos 3 y 6 que estdn enunciados para esta familia de
operadores.

Posteriormente, pasaremos a probar que R; y Ro son operadores de Schrodinger
localmente comparables con operadores de Calderon-Zygmund de tipo (s,€) para ciertos
valores de s > 1y € > 0. De esta manera, tendremos ejemplos para aplicar mas adelante
los resultados del Capitulo 5.

Para R, las estimaciones necesarias para probar que pertenece a alguna de las familias
son conocidas. Por otro lado, el caso de R es diferente ya que no se conocen estimaciones
sobre el ntcleo. En [31], Shen prueba la acotacion en LP de Ry para 1 < p < ¢ siempre
que V € RH,, ¢ > d/2. Sin embargo, el método que utiliza no requiere estimaciones para
el nicleo asociado pero, a la vez, no puede ser aplicado para obtener resultados con pesos
en AP. Aqui en la Seccién 2.3.2 daremos una expresion precisa (aunque local) para el
nicleo de Ry que nos permitira probar que R3 es un operador de Schrodinger-Calderon-
Zygmund de tipo (g, 0) y una estimacion para la comparacion con la transformada de Riesz
clésica Ry = V?(—A)~! que servird para probar que R es un operador de Schrodinger
localmente comparable con uno de Calderén-Zygmund de tipo (g, ¢).
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2.3.1. La transformada de Riesz-Schrodinger de primer orden

Sea V' un potencial en la clase reverse-Holder de orden ¢ para algin ¢ > d/2. El
analisis para los operadores Ry y R} es diferente en los casos ¢ > dy d/2 < ¢ < d.

El Teorema 0.8 en [31] asegura que R; y R} son operadores de Calderon-Zygmund si
q > d. Entonces, en este caso ambos operadores estan acotados en LP para 1 < p < ooy
son de tipo débil para p = 1. Mas atn, en el mismo teorema se muestra que sus ntcleos
asociados satisfacen las siguientes condiciones de tamano y suavidad puntuales (2.1.4)
y (2.1.5) con § =1 —d/q para Ry y § = 1 para R}. En consecuencia, tanto Ry como su
adjunto resultan ser operadores de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (0o, d) con el
valor de § correspondiente en cada caso.

Proposicién 2.3.1. Sea V € RH, con q > d. Entonces R1 y R} son operadores de
Schridinger-Calderdn-Zygmund de tipo (00,d) con d =1 —d/q y 6 =1 respectivamente.

Las conclusiones del Corolario 2.1.7 para R; y su adjunto para ¢ > d ya son conocidas
(ver Teorema 9 en [2] y Teorema 7.2 en [9]). Las enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Sea V € RH, para q > d, entonces los operadores R1 y R} estdin
acotados en LP(w) para 1 < p < oo y para todo w € AP, Mds atn, st w € A7, ambos
operadores son de tipo débil (1,1) respecto a w.

Dado que el nucleo de estos operadores satisface estimaciones puntuales, pueden ob-
tenerse resultados en espacios de suavidad sin pesos BM Of aplicando el Teorema 2.1.9
probado en [23]. La condicién T'1 para R} es inmediata ya que Ryl = 0. Por otro lado,
una prueba de la condicion T'1 para Ry puede encontrarse en [23], § 4.6. De esta manera,
vale el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3. Sea V € RH, con q > d, entonces R, estd acotado en BMOg para
todo 0 < B <1—d/q y R} estd acotado en BMOE para todo 0 < § < 1.

Cabe destacar que estos resultados para el caso particular de R; y R} habian sido
probados previamente en [6], Teorema 1.

Para el caso d/2 < q < d, el Teorema 0.5 en [31] nos dice que R} es acotado en LP
para p, < p < oo con pgy tal que 1/py = 1/q — 1/d. Més atin, su nicleo asociado, K7,
satisface las siguientes estimaciones.

Lema 2.3.4. Sea V € RH, para d/2 < q < d. Entonces, para 6 = 2 — d/q y para
cualquier N > 0 existe una constante Cy tal que

Cy ( 1 1 )

Ki(z,y)| < Glr,y)+ —— |, 2.3.1

Ki(e,) e O+ (231)
p(x

~

3 (,) — Ko, )| € —2N )N()( Gl ).

_ _ qld—1 —_ ld
<1+‘x<}l§' |z =y z —y| |z =y

)

(2.3.2)
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si | — x| < |z —y|/16, donde

G(z,y) = /B( &dz. (2.3.3)

wle—yl/a) 12 = Y|*!

La desigualdades (2.3.1) y (2.3.2) pueden encontrarse en la Seccion 5 de [31].

Sean zy, * € R?y R > 0 tales que |z — zo| < R/2. Usando la acotacién de la integral
fraccionaria clasica I; de L7 en L con 1/py = 1/q—1/d (ver Seccién 1.1.5) y la propiedad
de reverse-Hdélder del potencial V' obtenemos

1/po Vv Po 1/po
( / |G<x,y>|p°dy) c( / ( [ e dz) dy)
R<|wo—y|<2R R<|zg—y|<2R \J B(z,cR) |z—y\
1/po
C (/ |Il(XB(:r,cR)V)|pO)
Rd
1/q
<c(]..,"
B(z0,éR)

< CRYe1 / v

B(z0,éR)

N2
< CRYPo! (1+—R ) :
p(z)

IN

IN

(2.3.4)

donde, en la ultima desigualdad, usamos el Lema 1.2.7. Esta estimacién, combinada
con (2.3.1) nos da (2.1.2) para K3, esto es, la condiciéon de tamanio para ser un operador
de Schrodinger-Calderén-Zygmund con s = pg. Del mismo modo, (2.3.2) y (2.3.4) nos
dan (2.1.3) para K7, obteniendo asi el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.5. SiV € RH, con d/2 < q < d, R} es un operador de Schridinger-
Calderon-Zygmund de tipo (po,d) para po tal que 1/po=1/q—1/d y § =2 —d/q.

Nuevamente, las estimaciones obtenidas en LP(w) al aplicar el Corolario 2.1.7 son
conocidas (ver Teorema 11 en [2] y Teorema 7.3 en [9]). Las enunciamos en el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.6. Sea V € RH, para d/2 < q < d y po tal que 1/py = 1/q — 1/d,
entonces el operador R estd acotado en LP(w) para py < p < 0o y para todo w € Ag/p,o.
Consecuentemente el operador Ry es acotado en LP(w) para 1 < p < py y para todo w tal
que w'™P € Ag//p;)- Mds atin, siwP € A?, Ry es de tipo débil (1,1) respecto a w.

En este caso no podemos aplicar el Teorema 2.1.9 para obtener estimaciones en espa-
cios de suavidad. Sin embargo, en [6] se prueban desigualdades en BM O (w) para estos
operadores en el caso d/2 < ¢ < d, usando métodos diferentes (ver Teorema 2).

Pasaremos ahora a probar que R4 es un operador de Schrodinger localmente compara-
ble con un operador de Calderon-Zygmund de tipo (s, ) para ciertos valores de s y € que
dependen de ¢. De la Observacion 2.2.3 y las estimaciones dadas arriba para R7 se sigue
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que Ky, el nicleo asociado a R satisface (as) con s = pg si d/2 < q < d y satisface (a)
sig>d.

Resta probar la condicion (bs). Para esto, consideramos la transformada de Riesz
clasica Ry = V(—A)"Y2, Para el caso ¢ > d, la condicién (bs,) fue enunciada y probada
con € = 2—d/q en [6], Lema 3. Para el caso d/2 < ¢ < d tenemos la siguiente desigualdad
que puede encontrarse en |31] como (5.9).

SiV e RH, con d/2 < q < d, existe una constante C tal que

CKilx C o 1 |z — y\ >
|’C1(l’,y) Kl( 7y)| S |l’—y|d71 (G( 7?/)+ |x—y| < p(a:) ) >7

donde G(z,y) = G(y,z) con G definida en (2.3.3) y K; el nicleo de R;. Sean zy € R?,
0 < R < p(p), y € RY tal que |y — x| < R/2. Podemos seguir los pasos de (2.3.4) usando
nuevamente el Lema 1.2.7 pero teniendo en cuenta ahora que R < p(x)

~ 1/po R 2—d/q
Gz, y)[Pdx < CRYP-1 [ — (2.3.5)
7y )
R<|wo—y|<2R p(o)

con pg tal que 1/pg = 1/¢—1/d. Aplicando las tltimas dos estimaciones obtenemos (b;) de
la Definicion 2.2.1 para Ry con s = py y € = 2 — d/q, probando asi el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.7. Sea V € RH, con q¢ > d/2. Entonces Ry es un operador de Schri-
dinger localmente comparable a un operador de Calderdn-Zygmund de tipo (po,2 — d/q)

con po tal que 1/po = (1/q—1/d)".

2.3.2. La transformada de Riesz-Schrodinger de segundo orden

Sea V € RH, para ¢ > d/2. Daremos, en primer lugar, una expresién para nicleo
K% de 'R5 que nos servird para probar que R} es un operador de Schrodinger-Calderon-
Zygmund de tipo (¢,d) con 6 = min{l,2 — d/q}. Posteriormente, estableceremos un
resultado de comparacién entre R, v Ry que nos permitird probar que R, es un ope-
rador de Schrédinger localmente comparable con un operador de Calderén-Zygmund de

tipo (¢,2 — d/q).

Consideramos Rj para un potencial V € RH,, ¢ > d/2. En primer lugar, del Teore-
ma 0.3 en [31] sabemos que R} esté acotado en LP para ¢’ < p < co. Entonces, el siguiente
paso es encontrar una expresion para su nticleo 5 y probar que satisface (2.1.2) y (2.1.3)
para s = ¢q. Como esperamos que este operador sea una integral singular, debemos ser
muy precisos al escribir su ntcleo.

Sea I'(x, y) la solucion fundamental de L. Usaremos que, para un y fijo, u(x) = I'(x, y)
satisface Lu = 0 en una bola B tal que d(y, B) > 0.

Sea entonces u una solucion de Lu = 0. Para localizar la funcién u fijamos dos puntos
diferentes a, b € R? y tomamos 0 < R < |a — b|. Sea ahora ¢ una funcion radial C*,



2.3 Transformadas de Riesz-Schrédinger singulares 33

0 < ¢ < 1, soportada en B(0,3/8) y tal que p(x) = 1 para todo x € B(0,1/4). Con
esta funcion ¢ localizamos la solucion u a la bola By = B(a, R/4) multiplicando u por

-—a ., .
B, = ¢ (T) De esta manera nos aseguramos también que sus primeras y segundas

derivadas estan acotadas por CR™' y CR~2 para alguna constante C independiente del
centro y del radio de la bola.

Como en la pagina 532 de [31], para una solucion u de Lu = 0 en B(a, R), tenemos
que
A(W}Bl) = 7731A(u) + uA('/yBl) +2Vu - Vnp,

2.3.6
=np, Vu+ulA(ng, )+ 2Vu - Vng,. ( )

Si Ty es la solucion fundamental de —A, tenemos entonces que si x € B(a,3R/8)

ul(@)s () = / Po(, €)(—A(uns, ) (€))dé

Rd

- / Lol €, (V(Ou€)de — [ Tol, Eyu() A, (€)de

+2 [ Vaol'o(,8) - Vg, (§u()dE.

Rd

Ahora, podemos reemplazar u por I'(+, y) siendo y cualquier punto fijo en B(b, R/8).
A continuacién, para x € B(a, R/8) siendo npi(x) = 1, tomamos derivadas segundas a
ambos lados para obtener una expresion del nicleo de Ro para tales x e v,

Kalary) = ViPle,) = V3 [ Taler, s VIOT(E n)e

- /]Rd V%FO(x7 §)F<§7 Z/)AUBl (g)dg +2 Rdv%v2r0(x7 5) ' V77B1 (£)F(£, y)d§7

donde V; y V5 denotan las derivadas respecto de la primer y segunda variable respecti-
vamente. Notar que para x, y como arriba, la segunda y tercer integral convergen abso-
lutamente, dado que Anpg, v Vnp, estan soportadas en la corona R/4 < |a —&| < 3R/8,
con lo cual |x —&| > R/8 y |y — &| > R/4. Luego, en ambos casos estamos integrando
en un conjunto compacto y alejado de las singularidades. El primer término es, salvo un
signo, la transformada de Riesz de segundo orden asociada al Laplaciano aplicada a una
funcion en L? con soporte compacto. Entonces, el primer término puede ser escrito como

—Ra(np, VI(-,y))(z).

Entonces, para obtener una expresion para el nicleo K3 de R, intercambiamos x e y
en la expresion de arriba. De esta manera obtenemos

K3le) = = Ralm VI (e )(0) = [ FiTa(y, T (o, €) A (€)1

+ 2 i V%VQFO(?% 5) : VT]B1 <§>F($, é)dé,
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para x € B(b, R/8) e y € B(a, R/8), donde hemos usado la simetria de la funcion I'. Para
hacer la notaciéon mas amigable vamos a renombrar los centros de las bolas haciendo

= 9y b = xy y escribiendo ny = ¢ (Tyo) en lugar de np,. Con esta notacion

tenemos la siguiente expresion

K3(2,y) = = Ra (L(z,)Vno) (y) — | Vilo(y. T (w, §)Ano(€)ds
ke (2.3.7)

2 4 V%VQPO(y7 5) ' VUO(QF(CL“’ £)d£7
R
para x € B(xo, R/8), y € B(yo, R/8), R < |xo — vol-

Ahora, vamos a usar esta representacion del niicleo para verificar las condiciones (2.1.2)
y (2.1.3) y probar asi que K% es un operador de Schrodinger-Calderon-Zygmund. Para
lograr esto necesitamos hacer la siguiente observacion.
Observacidn 2.3.8. Para verificar las condiciones (2.1.2) and (2.1.3) tenemos xg, x € RY,
r, R > 0 dados, con |x — x| < r < R/2y debemos integrar en la corona Cr = {y € R¢:
R < |zg—y| < 2R}. Por la Observacion 2.1.2 podemos suponer que r < R/8. Para poder
usar la representacion (2.3. 7) elegimos una cantidad finita de puntos {y;}, con y; € Cg
v tales que {B(y;, R/8)}M, sea un cubrimiento de Cz. Remarcamos que M puede ser
elegido dependiendo solo de la dimension d. De esta manera, podemos usar (2.3.7) para
x € B(xo, R/8), y € B(yi, R/8) con n; = ¢ (F£).

Proposicion 2.3.9. Sea V € RH, con q > d/2. Entonces Ry = L~'V? es un operador
de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (q,d), con § = min{1,2 — d/q}.

Demostracion. Como R} es acotado en LY solo resta verificar que su niicleo K satisface
las condiciones (2.1.2) y (2.1.3). Sean entonces z, 7o € RYy R > 0 con |z — x| < R/S.
Aplicando la Observacion 2.3.8 y llamando Cr = {y € R%: R < |vg — y| < 2R} podemos

escribir
1/q 1/q
(/ mxaywwo <§j(/|ﬁ*myﬂ@0 |
Cr

En cada bola B; = B(y;, R/8) podemos aphcar la representacion (2.3.7), luego
3

(/CR G5 (, )| dy)l q SZZ:: (/ 1155 (2, )] )1/(1’

7j=1 1
donde para y € B;
’C§71($, y) = R2 (F(‘Ta )Vnz) (y)a

Kialo0) = [ Tuly OT (0, A€
Kio(o) = [ VEVLo0.6) - Tn(E)T (o, )
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Para K3 ;, como Ry es un operador de Calderén-Zygmund tenemos que, para cada B;

(/BilK;’l(I’y”qdy) (/ [Rs (I, ) Vi) <y>|qdy)1/q
<C(/ T(z, &)V |qd§) q7

donde B; = B(y;, 3R/8). Usando la estimacion (1.2.9), la propiedad de reverse-Holder de
V' y el Lema 1.2.7 obtenemos

( / el y>|qdy> oo — ( / W(&)d&) " (1 ¥ %)N
1 R

Para K5, ey € By, parai=1,2,..., M

Kt ()] < / T, )] [V2Toly, )| A (6)|de

B-\B'

donde hemos usado el soporte y el tamano de An;, junto con las estimaciones de tamafio
para [' y I’y lejos de sus singularidades. En consecuencia, tenemos que para cada B;

1/q d/q -N -N

R R / R
KE (2, y)|%d <—C 1+—) = RYIC (1+ —) . (238
(/Bz‘ 2,2( y)\ y) Rl N( p(x) N p(x) ( )

Finalmente, usando un argumento similar, podemos obtener la misma estimaciéon para
K5 3. Como el nimero M depende solo de la dimension, (2.1.2) queda probada para 3.

Ahora, debemos verificar la condicion (2.1.3). Como antes, usamos la Observacion 2.3.8
para escribir

(/CR K5 (2, ) —/c;<x0,y)|qdy> " < ii (/ K3 (2.y) QJ(xO’qudy) v

7j=1 =1

Para K3 ; tenemos que en cada bola B;

(/, wssoon —stewran) "< ([ (o) o ns )
C
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Usando la estimacion (1.2.10), la propiedad de reverse-Holder del potencial y el Lema 1.2.7

obtenemos
1/q
(/ VC21 'y y 21($0,y)’qd3/>

<o () i (fpvere)” (v505)

<on () s, Ve 1+ 155)

O

Sumando sobre i se obtiene la desigualdad requerida.

Finalmente, podemos obtener las estimaciones de suavidad para K3, and K3, de
la misma manera en que obtuvimos las estimaciones de tamano, usando la desigual-

dad (1.2.10) en lugar de (1.2.9). O

El Corolario 2.1.7 junto con la Proposicion 2.3.9 nos dan desigualdades en L” con
pesos para ambos Rq y R5.

Teorema 2.3.10. Sea V € RH, con q > d/2, entonces:

(a) R estd acotado en LP(w) para ¢ < p < oo y para todo peso w € Ap/q,,

(b) Ry estd acotado en LP(w) para 1 < p < q y para todo peso w tal que w' P € Ap g

(¢) Ry es de tipo débil (1,1) respecto a w siempre que w9 € Af.
Mds aiin, si V € RH, para todo ¢ > 1, entonces:

(d) Ro and Rj estdan cotados en LP(w) para todo 1 < p < 0o y para todo w € A?,

(€) Ry es de tipo débil (1,1) respecto a w siempre que w € Af.

Recientemente, en [22|, fueron obtenidas estas desigualdades en LP(w). Las clases
de pesos, aunque parezcan diferentes, puede probarse que son exactamente las mismas.
Sin embargo, el autor sigue un camino diferente, probando desigualdades de tipo good-A\
adecuadas. Las desigualdades de tipo débil (1, 1) para R son nuevas, atin en el caso no
pesado.

Nuevamente, al no poder contar con estimaciones puntuales para el nicleo K3, los
resultados de suavidad del Teorema 2.1.9 no pueden aplicarse.

Para finalizar esta seccion probaremos que R, es un operador de Schrédinger com-
parable a un operador de Calder6n-Zygmund. Como en el caso de la transformada de
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primer orden, las estimaciones que probamos para K3 implican que K, satisface (a,) para
s = q. Resta probar (bs). Antes, debemos enunciar el siguiente resultado de comparacion,
considerando Ry = V?(—A)~! la transformada de Riesz clasica de segundo orden cuyo
nicleo llamaremos K.

Lema 2.3.11. Supongamos que V € RH, con q > d/2. Sean y, zo € RY y R > 0 tales
que R < |y — xo| < p(xo). Sea x € B(xg, R/8), entonces existe una constante C' tal que

4
[Ka(2,y) — Koz, y)| < CIR2(VIY, ) XB(ao.r/) ()] + % (P(]jo)) ’

cone=2—d/q.

Demostracion. Sean I' y 'y las soluciones fundamentales de L y —A respectivamente.
Como puede verse en la pagina 540 de [31],

(w.9) = Tolery) = = [ Tule OVOL (e (2.3.9)

]Rd

De esto podemos obtener la siguiente expresion
Ka(a,y) = Ka(z,y) = Vil(z,y) — Vilo(z,y) = =V} /d Loz, )V (E)T(y, €)dE. (2.3.10)
R

A continuacion, definimos los siguientes dominios de integracion: J; = B(zo, R/4), Jo =
B(y,R/4) y J3 = (J1UJy)°. El término correspondiente a la integral sobre J; es, salvo un
signo, la transformada de Riesz de orden dos aplicada a una funcién en L9 con soporte
compacto.

IVf/J Loz, V(L (y, §)dE| = [Ra(VI(y, ) XB(ao.r/4) (2)] (2.3.11)

En J5, como estamos lejos de la singularidad de I'y, podemos usar las estimaciones de
tamano de I' y I'y junto con la desigualdad de Holder para obtener

ViTo(z, &)V (T (y, §)d§

Jo
C V(&)
< — ———d{ 2.3.12
Rd B(y,R/4) |y - §|d_2 ( )

1 1
C / g dé 7

<& V"M&) (/ —) |
Rd < B(y,R/4) ©) Bly.R/a) Y — £|d=24q

En la primera integral podemos usar la condicién de reverse-Holder para V' junto con el
Lema 1.2.7, mientras que en la segunda integral ¢ > d/2 implica (d — 2)¢’ < d, entonces

¢ 1 oy C [ R \7
/JZ V%Fo(:v,é)v(é)F(y,f)d€’ < @Wm < i <p(%)) , (2:3.13)
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dado que y € B(zg, p(xo)).

Para estimar la integral en J3 escribimos el dominio como Js3; U J3, donde J3 = {& €
RY: R/4A<|y—§& <2R A |vg— €& > R/A} y Jyo = {6 € RY . |y — €] > 2R}. En Jyy
estamos lejos de las singularidades de I' v 'y, entonces

dg

: V(e
/ ) v1r0<x75>v<§>r<y,5>d5\ <of it
C

o e (2319)
v de < =
= R2d=2 /B(y,2R) VIO < R4 (P(Io)) 7

donde hemos usado nuevamente el Lema 1.2.7 en la ultima desigualdad.

En cuanto a Jsy es facil ver que |x — &| > 3|y — £]|/8, entonces

2 V(e A
Vlro(l’,f)v(f)r(%f)df' < CN /]32 ’SL’ _ £’d|y _ €|d—2 (1 T p(y) ) df

V(€) ( |y—£|>‘N
C d¢.
< N/ e\ ) ®

Joz (2.3.15)

Supongamos que 2R < p(y). En este caso dividimos el dominio de integraciéon en

Ji1 ={€€R":2R< |y —&| < p(y)} v Jso2 = {£ € R : |y — €] > p(y)}. En Jso para
ko € N tal que 2*1R < p(x) < 2K R podemos escribir

/ [4¢3)
g J 2F—1R<|y—¢|<2FR |y — &[22

ko
1 1
d
2 Ry @R /B(y,m ik
ko —d
<L > ok (ﬁ)Q ’
T R P(y)

_c ( R )‘“l/q
~ R\ p(xo) ’

donde hemos usado el Lema 1.2.7 y que d > 2 — d/q. En Jso9, sea u = log, C1, donde C

A
Mz

V(§)
—
/2R§|y§|<p(y) |y - §|2d72 ‘=

IN

(2.3.16)
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es la constante de duplicacion del potencial V. Con esta notacion

V() ( ) V()
C _ NS
N/|x—§|2p(y) |?J —§|2d_2 \y 5\ Z /zk Lo(ax)|ly—&| <25+ p(y) Iy §|2d 2

Cy 1
V(&)d
S Z 2kN (ka(yx)>2d—2 L(y,Qkp(y)) (5) 5

k=1

Cn = 1 1 /
Vi(&)d
] Z i et [, V€

~ p(y) B(y.p(y))

C C [ R \*¥
< - < — [ — ’
~ p(y)? T Re <P(I0)>

eligiendo N suficientemente grande y usando que p(y) ~ p(zg), R < Cp(xo) y 2—d/q < d.

(2.3.17)

Finalmente, si 2R > p(y), el conjunto Jso; es vacio y la estimacion sobre Jso se sigue
de las desigualdades (2.3.17). O

Con estas estimaciones estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.12. Si V € RH, con q¢ > d/2, Ry es un operador de Schridinger
comparable a un operador de Calderon-Zygmund de tipo (q,2 — d/q).

Demostracion. Como hemos dicho, solo resta verificar la condicion (b,) para el ntcleo /Cs.
Sean xg, y € R? y R > 0 tales que |y — 29| < R/2 'y R < p(x). Vamos a comprobar la
condicion (bs) con s = ¢. Usando la Observacion 2.3.8 y el Lema 2.3.11,

1/q
( / Kale,y) - Ko<x,y>wx)
R<|zo—z|<2R

< i (/ |KCa(, y) — Koz, y)lqdfﬂ) '

(L (e 8 )

donde las bolas B; son de la forma B(z;, R/8), para ciertos centros z; tales que R <
|zo—x;| < 2R. Dividiendo la integral en dos términos es inmediato que el segundo nos da el
resultado deseado. Para el primer término, usando que Ry es un operador acotado en L9 y

7M> T
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aplicando el Lema 1.2.7 y la estimacion para el tamano de la solucién fundamental (1.2.9),
1/q
</ |R2(Vr(yy')XB(x()7R/4))<I>|qu>
B;

1/q
< c( [ viere x>rqu>
B(zi,R/4) (2.3.18)

_ CR_d/q, (i) 2—d/q .
B p(zo)

2.4. Transformadas de Riesz-Schrodinger que involu-
cran el potencial

En esta secciéon consideraremos los operadores L™V para 0 < vy < d/2,y L~ 7VV1~1/2

para 1/2 < v < 1. Estos operadores fueron considerados por primera vez por Shen en [31],
los primeros para el caso v = 1/2y v =1 y los segundos so6lo para el caso v = 1. Alli se
prueba la acotacion en LP para p en un rango de tipo [s,00), 1 < s < oc.

Aqui, vamos a establecer algunos resultados generales que nos llevardn a mostrar que
estos operadores resultan ser operadores de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s, 0)
para algin s adecuado en cada caso y, posteriormente, obtener desigualdades en LP(w)
mediante el corolario 2.1.7. Si bien es cierto que estos operadores también resultan ser
ejemplos de operadores de Schrodinger comprables a uno de Calderén-Zygmund, deja-
remos la prueba de esto para el Capitulo 5. Esto se debe a que las estimaciones que
obtendremos para el tamano seran un poco mejores que las requeridas aqui, permitién-
donos probar inmediatamente la condicion (bs) para To = 0.

Nuestro punto de partida sera ver que todos estos operadores pueden escribirse como
un operador fraccionario compuesto con la multiplicaciéon por una potencia del potencial
V. Esto, que es inmediato para operadores de la forma L=7V7, resulta cierto también para
los de la forma L="VV7~1/2. Por esta razén, comenzamos estudiando algunas integrales
fraccionarias generales relacionadas a L. Posteriormente, en el capitulo 3, este enfoque
abstracto nos serd de utilidad para probar condiciones tipo 71 para estos operadores.

En esta seccion supondremos que el potencial satisface una desigualdad de reverse-
Holder de orden ¢ > d/2. A menudo usaremos técnicas diferentes para los casos d/2 < ¢ <
dy q > d. En este tiltimo caso podemos suponer ¢ > d puesto que las clases reverse-Holder
son abiertas.
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2.4.1. Un contexto general

Sea T un operador integral con nicleo asociado K, esto es,

Tf(x)= | K(z,y)f(y), forze R (2.4.1)

Rd

Sea 0 < v<d 1<o<ooy0<d < 1. Diremos que un nicleo K es un ntiicleo
p-fraccionario de tipo (v,0,d) si para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

1 1/c R _N
T K (z, y)l”dy) < CyR™ (1 + —) : 2.4.2
(Rd /R<:Jcoy<2R N p(a:) < )

para |[x —xo| < R/2y

1 1/o " -~ R —-N
— K(z,y) — K(xg,y "dy) <CyR ™ (= <1+—> ,
(0 frorn g ) = K o) (R (U m s

para |[x — x| < 1 < p(zg) y r < R/2. En el caso limite 0 = oo, diremos que K es un
niicleo p-fraccionario de tipo (v,00,0) si satisface las siguientes estimaciones: Para
cada N > 0 existe una constante Cy tal que

1 T —y N
K (z,y)| < ONWO + | () |> , para x # y, (2.4.4)

‘K(x7y) - K(ﬂfo,y)| S CN

L

—-N
[ — gt p<x>) - cvando | =y| > 2fr =z

(2.4.5)

Observacion 2.4.1. Notar que si K es un niicleo p-fraccionario de tipo (v, 00, d), entonces
es de tipo (v, 0,9) para todo o > 1.

Ahora, suponiendo que K, es un nicleo p-fraccionario, vamos a obtener propiedades
de un operador T con nticleo H(z,y) definido como

H(z,y) = K,(z,y)V"(y). (2.4.6)

Proposicion 2.4.2. Sea T un operador con nicleo H definido como arriba, con V &
RH, para q > d/2. Supongamos que K, es un nicleo p-fraccionario de tipo (v,0,0) con
d/v > od'. Entonces, T es un operador de Schridinger-Calderdon-Zygmund de tipo (s,0)
con s tal que 1/s = 1/o + v /2q.

Demostracion. Daremos una prueba para o < oo, si 0 = oo el resultado sigue mediante
los mismos argumentos, usando las desigualdades (2.4.4) y (2.4.5) en lugar de (2.4.2)

y (2.4.3). Observemos que la hipotesis d/v > ¢ implica ¢ > 0'v/2, luego — = —+2i <1
s o 2
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En primer lugar, vamos a verificar las condiciones (2.1.2) y (2.1.3) para H. Sean
zo, * € R4 R > 0 tales que | — x9] < R/2. Usando la desigualdad de Holder, la
estimacion (2.4.2) y la propiedad de reverse-Holder del potencial tenemos que para cada
N > 0 existe una constante Cy tal que

1 1/s
(—d / |Ky<x,y>vv/2<y>|5dy)
R J B(zo,2R)\B(z0,R)

1 1/o 1 v/2q
< (L Klenlds) (g [ o)
(Rd /B(a:o,QR)\B(xO,R) R J (a0 2R)

< OnR™™ (id / V(y)clyy/2 <1+ i )_N
R B(z0,2R) p(o)

R\ VN2
< RICy (1 N —>
(o)

(2.4.7)

)

donde hemos usado el Lema 1.2.7 en la tltima desigualdad. Usando la estimacion (2.4.3)
y un argumento similar obtenemos la condicién de suavidad

1 S
(— / K (2, )V (y) — K, (0, y)V”/2<y>|de)
B(z0,2R)\B(z0,R)

i 5 o (2.4.8)
<O () (”pm)) ’

para |x — xo| <7 < p(xg) y 1 < R/2.

Para ver que T es acotado de L® en L***° vamos a mostrar que 7' f esta puntualmente
acotado por un operador maximal de Hardy-Littlewod adecuado aplicado a f, a saber,

1 ) 1/s
M. f(2) = sup (ﬁ [ s dy) |

B>z

que es acotado de L* en L**°. De hecho

Tf(x)] =

[ sty ) sy

< / K, (2, 9) VY2 )) £ (9) dy + / K, (2, 0) [V () ()l dy
B(z,p(x)) B(

,p(z))°
= Al + AQ.
(2.4.9)

Para A; dividimos la bola |z — y| < p(z), lamando B_; = {|z — y| < 277p(x)}. Usando
la desigualdad de Holder, la estimacion (2.4.2), y la propiedad de reverse-Holder para V/
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junto con la definiciéon de p, tenemos que

n=cy [ K (2, ) [V ()] £ ()l dy

j=0 Y B=j\B-j-1

[e.e]

1/o
sc. (/B . \Ku(x,y)\”dy>
" v/2q 1/s
X(/ _V(y)"dy> (/B _If(y)lsldy>

oo v/2q
< C;(Wp(x))” <|Bl_j| . V(y)qdy> (2.4.10)

1 1/s
x| =— [ [fwldy
<|B—j| B,

00 . dv v/2
< OMyf(x)p(x)” Yy 2 (- >< ! d/ Vq(y)dy) q
B(z,p())

gt p(z)
J v/2
CM, ) y 5 (1) < L V(y)d )
= ;o plz)* /Bu,p(:c)) i
< CMs’f(w)a

puesto que 2 —d/q > 0. Para A, usamos la desigualdad de Holder y la estimacion (2.4.7)
. Llamando B; = {|z — y| < 2/p(z)}, obtenemos

<O f:QJ <|;|/B\B]1|H(a:y > <|B|/|f ) "

24.11
< CNMof(a zz - S

< CMS’f( )7
eligiendo N suficientemente grande. O

2.4.2. Operadores de tipo L7YVV7~1/2

Para ver que este tipo de operadores resultan ser de Schrédinger-Calderon-Zygmund
vamos a estudiar el operador fraccionario L=V y aplicar los resultados de la subseccion
anterior en este caso. Notar que L~V deberia ser un operador fraccionario de orden
2y — 1. Para mantener la notaciéon de 2.4.1 vamos a llamar K, a su nicleo asociado, con
v =2y — 1. Cuando v = v = 1, el operador L~'V tiene niticleo asociado

Ki(z,y) = Val'(z,y), (2.4.12)
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donde V) es el gradiente respecto a la segunda variabe y I'(z, y) es la solucién fundamental

de L. Cuando 1/2 < v < 1, y entonces 0 < v < 1,

1 [ ,
K, (a,y) = —5 (—ir) "% Vol (z,y, 7)dr, (2.4.13)

donde I'(z,y, ) es la solucion fundamental del operador L + iT. Para obtener esto utili-

zamos (2.4.12) y la siguiente formula del célculo funcional
1 . -1

—— [ (=i7) (L +i7) " dr, 1/2<y<1.
2m Jp

La siguiente estimacion para el nacleo VoI'(z,y,7) puede encontrarse en la pagina 538

de [31]. Para cada N > 0, existe una constante Cy tal que

Cyn ( 1 1 )
Alz,y) + —— |,
>N (z,y) |z — y[d1

_ od—2
(1+ ‘T|1/2|$ —y[)¥ (1 + li(;%‘ lz —y|
(2.4.14)

L7 =

|v21—‘(x7 Y, 7_)’ S

con A definido como en (2.3.3).
Si g > d tenemos la siguiente estimacion (ver ecuacion (6,1) en [31]). Para cada N > 0

existe una constante Cy tal que

Cxn 1
. 2.4.1
>N |z — y|*! ( 5)

’V2F<x7 Y, 7_)’ S
(L |72 =y (14 28

1 1 1
Sid/2 < q<d,sean R> 0y pp tal que — = — — 7 Usando (2.4.14) junto con (2.3.3)
Po ¢

tenemos que para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

1/170 CN d/ L

—_ !4+
(/R . ZR!VzF@v,ym)Imdy) < ST (2406)
<lz—yl< (1 + |7‘|1/2R)N (1 + m)

Tomando 7 = 0 obtenemos que K satisface (2.4.4) si ¢ > d y satisface (2.4.2) en el caso

d/2<q<d,c0nV:1ypota1quepioz<;_;>

Para K,, con 0 < v < 1 observamos que

00 7_71/;1 C
Oy
/0 (1+ Tl/zR)NdT Ri-v (2.4.17)
si N > 1. Volviendo a (2.4.13) nos queda
1 | —y| ) -
Ky(z,y)l < C (1 + : 2.4.18
Ky (2,y)] A P—e e ( )



2.4 Transformadas de Riesz-Schrédinger que involucran el potencial 45

cuando ¢ > d y

1/po , |LE‘ . yl -N
( / 1K, (z, y)!”°dy) < CyR-poty (1 + ) , (2.4.19)
R<|z—y|<2R ,O(iL‘)

para d/2 < q < d. Esto es, para 1/2 < v < 1, el niicleo de L™V satisface (2.4.4) si ¢ > d

+
y satisface (2.4.2) si d/2 < g < d, con v =27y — 1,y 0 = pg yal que pio = <% — é) :

Para obtener una estimacion de suavidad sobre K, usaremos la siguiente desigualdad
(ver ecuacion (21) in [18]). Para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

|v21—‘($a Y, T) - VQF('TOa Y, T)l

< (la=molY’ Cn L Ay +———
—\ |z —y =y \ N \Jz —yl¢=2 |z —yld-t)’
(L+ 7]z —yN (1+

p(x)
para 6 = min{l,2 — d/q}, siempre que |x — x¢| < 2|z — y|. Con un argumento similar al
que utilizamos para obtener las estimaciones de tamano podemos ver que, si 0 < v <1
y 0 = min{1,2 — d/q}, para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

x — x| x — -
| K, (z,y) — K, (20,y)] < CN% (1 + ‘p@jjy‘) , cuando |z —y| > 2|z — x|,

sig>dy

1 1/po
(@/ K (2,y) — Ky(xo,y)lmdy>
R<|zo—y|<2R

< CyR™ (%)6 (1 + i) 7N,

(2.4.20)

para |z —xo| <7 < p(xg) yr < R/2,s1d/2 < q<d.

Notar que los valores de pg y v para los cuales valen las estimaciones cumplen d/v > pj,.
Entonces, podemos aplicar la Proposiciéon 2.4.2 que nos da el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.4.3. Sean 1/2 < v < 1y V € RH, para algin q > d/2. Entonces,
LYNVVI=Y2 es un operador de Schrédinger-Calderdn-Zygmund de tipo (py,0) con § =
1 1 1\" 2y-1
min{1l,2 —d/q} y p, tal que — = (———) + .
! Py \g d 2¢
Como una aplicacion del Corolario 2.1.7 obtenemos las siguientes desigualdades en
espacios LP(w) para estos operadores.

Teorema 2.4.4. Sea 1/2 <~y <1,V € RH, conq > d/2, 1/2 <~y <1 yp, tal que

1 1 1\T 2v—-1
— = (— — —) + 7 . Entonces:
Dy q d 2q

(a) LTIVVI™Y2 estd acotado en LP(w) para pl, <p < oo y w € Ag/p;f
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(b) VY2V L™ estd acotado en LP(w) para 1 < p < p, y w tal que w'™? € A

(¢) VY72V L™ es de tipo débil (1,1) respecto a w siempre que wP € A”.
Mds ain, st V € RH, para todo q¢ > 1, entonces:

(d) L™YVVI=H2 g VITYEV LY estdn acotados en LP(w) para 1 < p < oo y w € AL,

(e) V772V L™ es de tipo débil (1,1) respecto a w si w € AY.
Observacion 2.4.5. El Teorema 4.3 en [31] garantiza la acotacion en L(R?) para el opera-
dor V2V L~'. Es esperable que este resultado pueda extenderse para los demés valores
de v aqui propuestos y en el correspondiente espacio L'(w). Sin embargo, no podemos
garantizarlo a través del Teorema 2.1.5. En el Capitulo 5 obtendremos este resultado
esperado, utilizando otros métodos.

2.4.3. Operadores de tipo L7V7

Para estudiar estos operadores procederemos como en la subseccion anterior. Consi-
deramos, para 0 < 7 < d/2, el operador fraccionario L~ y su nicleo asociado J,, tal
que

L7V f(z) = /d Jy(z, )V (y) f(y)dy. (2.4.21)
R
Para J, tenemos las siguientes estimaciones que pueden encontrarse en |?], pagina 587.
Para cada N > 0 existe una constante Cy tal que

1 xT—y N
|J5(x, y)| < T (1 + ‘p@ ‘) : (2.4.22)

y existe una constante C' tal que

|z — 2|’

|5 (2,y) = Jy(z, )] < Cm,

if 2|x — 2] < |z — vy, (2.4.23)
para 6 < min{1,2 — d/q}. Un argumento similar al dado en el Lema 2.1.4 nos dice que
para cada N > 0 existe una constante C'y tal que

jz — 2° e —y\ 7"
| Ty (2, y) — T4 (2, )] < WC’N 1+ , if 2z —z] < |z —y|, (2.4.24)

p(z)

para § < min{1,2 — d/q}.

Las desigualades (2.4.22) y (2.4.24), junto con la Proposicion 2.4.2 nos dan el siguiente
resultado.

Proposicién 2.4.6. Sea 0 <y <d2yV € RH, para algin q¢ > d/2. Entonces, L~V
FEs un operador de Schridinger-Calderdn-Zygmund de tipo (s,d) con § = min{1,2 —d/q}
ys=q/v.
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Aplicando el Corolario 2.1.7 obtenemos las siguientes propiedades de acotacién en
LP(w) para estos operadores

Teorema 2.4.7. Sea 0 <y <d/2yV € RH, con q > d/2. Entonces:

(a) L7V estd acotado en LP(w) para (¢/v) <p < oo yw € Ag/(qm,,

(b) VIL™ estd acotado en LP(w) para 1 < p < q/v y w tal que w' ™" € A fa))

(¢) VIL™7 es de tipo débil (1,1) respecto a w siempre que w9/ € AL,
Mds ain, si V € RH, para todo q¢ > 1, entonces:

(d) L=V y VIL™Y estdn acotados en LP(w) para 1 <p < oo yw € AL,
(e) VIL™7 es de tipo débil (1,1) si w € Al.

Este resultado era conocido solo en los casos v =1/2y v =1 (ver [2] vy [32]).

Observacion 2.4.8. Al igual que para el operador V2V L' se comnoce acotacién en
LY(RY) para VL' y VY2712 (ver Teorema 3,1 y Teorema 5,10 en [31]). Es esperable
que este resultado también pueda extenderse para los demas valores de v aqui propuestos
y en el correspondiente espacio L'(w). Sin embargo, no podemos garantizarlo a través del
Teorema 2.1.5. En el Capitulo 5 obtendremos este resultado esperado, utilizando otros

métodos.
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Capitulo 3

Continuidad en espacios de suavidad y
BMO

Trabajaremos en este capitulo en la continuidad de operadores asociados a L sobre los
espacios BMOf(w) definidos en la Seccion 1.2.6. Los operadores sobre los cuales daremos
resultados seran los pertenecientes a la primer familia definida en el capitulo anterior,
esto es, los operadores de Schrodinger-Calderon-Zygmund (ver Seccion 2.1). Esta familia
resulta ser adecuada para trabajar en espacios de regularidad y BMO puesto que la
condicion (2.1.3) requerida es una condicion de suavidad para el nticleo asociado.

En el Teorema 2.1.9, probado por Ma, Stinga, Torrea y Zhang en [23], se da una
condicidén necesaria y suficiente sobre la funciéon T'1 para obtener la acotacion de un ope-
rador T' de Schrédinger-Calderon-Zygmund de tipo (0o, d) en BMOS(w) para el peso
w = 1. Como hemos visto en el capitulo anterior, algunos ejemplos relevantes de opera-
dores asociados a L no pertenecen a esta familia de operadores, con la hipotesis minima
de V € RH,.

Nuestro principal objetivo en este capitulo seré extender el Teorema 2.1.9 en dos direc-
ciones. Por un lado, queremos ampliar su alcance para que incluya a los de Schrodinger-
Calderén-Zygmund de tipo (s,0) también en los casos s < oo. Por otro lado queremos
establecer los resultados de acotacion en espacios BMOf(w) para pesos w asociados a la
funcién de radio critico p, definidos en la Seccién 1.2.4. Al igual que en el caso s = oo
debemos agregar una condiciéon sobre la oscilacion de T'1 a las estimaciones que definen
las clases Fi(s,0), que resulta también necesaria.

Finalmente, aplicaremos el resultado de continuidad en espacios BM ij (w) alos ejem-
plos de operadores de Schrédinger-Calderon-Zygmund presentados en el Capitulo 2. Para
ello nos quedara solamente verificar que satisfacen el requerimiento sobre T'1, lo cual serd
posible demostrar en todos los casos.

Para los operadores que habian sido considerados por Ma et al. (esto es, operadores
de tipo (00, d)), obtenemos desigualdades similares pero pesadas. Para los operadores que
son de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s,0) con s < oo queremos destacar los
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casos particulares de R} cuando d/2 < g < d y R} para d/2 < g < oc.

Para R} podemos recuperar resultados que habian sido probados en [6] por distintos
métodos, obteniendo aqui una clase de pesos més grande. Para R} los resultados son
totalmente nuevos, incluso en el caso w = 1. Por dltimo, para el caso de L=YVV 7~ 1/2 y
L™V mostraremos que satsifacen la condicion 71 mediante un tratamiento general al
estilo del Capitulo 2.

3.1. Algunas propiedades de los espacios BM Og (w)

Recordemos que, para una funcién de radio critico p, un peso w y un parametro
0 < B <1, el espacio BMO?(w) fue definido en la Seccion 1.2.6 como el conjunto de las
funciones localmente integrables tales que existe una constante C' que verifica

1
(D) /B |f — fs| < C|B|?¢, para toda bola B (3.1.1)

1
—/ |f| < C|B|?/¢, para toda bola B = B(x, R), con R > p(z). (3.1.2)
w(B) /g

Observacion 3.1.1. Siuna funcion f satisface (3.1.2) para cierta bola B, entonces también
satisface (3.1.1) para la misma bola. Luego, es suficiente pedir (3.1.1) para bolas B(z, )
con r < p(x).

Las clases de pesos para las cuales obtendremos resultados en BM Of (w) son subcon-
juntos de las clases de Muckenhoupt asociadas a una funcion de radio critico p, definidas
en la secciéon 1.2.4. Para pesos en estas clases podemos dar algunas propiedades de los
espacios BM O/ (w) que nos seran ttiles mas adelante.

La primera propiedad que presentamos a continuacion nos da una definicién equiva-
lente para el espacio BMOg(w) bajo hipotesis apropiadas para el peso. De forma mas
precisa, nos muestra que es suficiente verificar la condicion (3.1.2) para bolas criticas.
Para una prueba de esto, referimos a la Proposiciéon 4 en [1]

Lema 3.1.2. Sean w € AP' para algin p > 1y f € Li,.. Si

loc*

1
A = sup / |f] < o0, (3.1.3)
zER? w(B(w, p(l’)))p({ﬁ)ﬁ B(z,p(x))
entonces existe una constante C' tal que
),
sup ————— |f| < cA. (3.1.4)
ge[%d) U)(B<$, T)>Tﬂ B(z,r)
r>p(x

Observamos que, siguiendo la prueba dada en [1], resulta facil relajar la condicion
sobre el peso y alcanza con pedir que sea duplicante local, esto es, w € Dﬁ’loc para algin
w1,
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La segunda propiedad que enunciamos seguidamente es una consecuencia de una de-
sigualdad de tipo John-Nirenberg y nos da normas equivalentes en los espacios BMOf(w).
Puede encontrarse como Lema 4 en [1].

Lema 3.1.3. Seaw € AP, 1 <s<p/,0<3<1yfeBMOS(w). Entonces,

’B‘ﬁ/d ( / [ ) = CHfHBMOE(wy (3.1.5)

para toda bola B = B(xz,r) conr > p(z), y

|B’B/d ( / |f = /sl w' 8) < CHfHBMofj(w)a (3.1.6)

para toda bola B = B(z,r).

Observacion 3.1.4. Como una consecuencia del lema anterior podemos obtener una norma
equivalente en BM Of (w) para cada 1 < s < p/, ya que las desigualdades opuestas se
siguen de la desigualdad de Hoélder.

La ultima propiedad nos da una condiciéon puntual que es suficiente para verificar que
una funcion pertenece a BMOS (w).

Lema 3.1.5. Sea 0 < <1 yw € Ap para algin p > 1. Si para alguna funcion medible
[ existe una constante C' tal que

[f(z) = ()] < Cw(B(z, |z —y|)le —y|”™ para z, y € RY, con |z —y| < p(x) (3.1.7)

1@)] < Cu(B(z, ple))p(a)*~* para z € RY, (3.1.8)
entonces [ € BMOf(w).

Demostracion. Sea f una funcion que satisface (3.1.7) y (3.1.8). En primer lugar, vamos
a verificar la condicion (3.1.2). Por el Lema 3.1.2 es suficiente considerar bolas criticas,
va que w € A9 C APl¢. Sea 1o € R? y B, la bola B, = B(x, p(x)). Usando la
desigualdad (1.2.7), tenemos que si z € B,, existen constantes ¢; y ¢z, que dependen s6lo
de p, tales que ¢1p(zg) < p(x) < cap(xp). Entonces,

Bmmmsc/ww@wmwmwwx

By

< Cp(x0) w(B(wg, 2¢2p(10)))
< Cp(zo) w(B(zo, p(x0))),

donde, en la ultima desigualdad usamos que w € Af C DPf, es decir, tiene la propiedad
de duplicacion (ver Proposicion 1.2.12).
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Vamos a verificar ahora la condicion (3.1.1). Sean 2y € R? y B la bola B = B(z,r),
con 7 < p(xg). Aplicando (3.1.7), tenemos que

| 1#@) = falde < |B|//|f ldydr
< 0@ / / w(B(. [z — yl))le — yl*~dyde

< o220, 7)) x — dydx
|B\ | ™
S CT ( (x07 ))a

donde usamos nuevamente que w € Dy. O

3.2. Un Teorema 1'1 para espacios de suavidad con pe-
SOS

En esta seccion enunciaremos el resultado central del capitulo y algunas de sus con-
secuencias. Este teorema nos da un criterio de tipo T'1 para establecer la continuidad de
un operador de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s, 6) en espacios BMOS (w).

En primer lugar necesitamos hacer algunas consideraciones sobre el significado de T'f
siendo 7" un operador de Schrédinger-Calderén-Zygmund de tipo (s,0) y f una funcién
en BMOS (w).

Recordemos que un operador 7' es un operador de Schrédinger-Calderon-Zygmund de
tipo (s,d) si es acotado de L en L**° y tiene un nicleo asociado K que satisface las
condiciones de tamano y suavidad (2.1.2) y (2.1.3) (ver Definiciéon 2.1.1).

Sea 29 € R?y R > p(x), definimos

TF(2) = T(f Xpooon) (@) + / K(r.y)f(w)dy, =€ Bl R).  (321)

B(z0,2R)°

Como veremos en la prueba del Teorema 3.2.2, el primer término del lado derecho tiene
sentido si w satisface las hipotesis alli impuestas ya que, en este caso fXp(,2r) € L¥
para f en BMO?(w) (basta tomar k = 0 en (3.3.7)). Ademas, la integral en el segundo
término es absolutamente convergente (ver ecuacion (3.3.4)). Sin embargo, lo que importa
en este momente es verificar que la definiciéon tiene sentido para el caso especial f = 1.
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De hecho, XB(u2r) € L*" y ademas, usando el tamaiio el nicleo dado por 2.1.2,

/ |K (2, y)|dy < Z/ K (2, y)|dy
B(z0,2R)° =1 2k R<|zo—y|<2kT1R

o0

IN

1/s
( rmwm@ (241 Ry
=1 \J2FR<|wg—y|<2t+1R

Z (2kR) =

eligiendo N suficientemente grande. Aqui hemos usado que para cualquier z € B(zg, R),
p(x) < Cp2M R por la desigualdad (1.2.7).

IN
9

Ademas, vale destacar que la definicion de T'f dada en la ecuacion (3.2.1) es indepen-
diente de R. De hecho, si B(xy, R) C B(xz), R') tenemos que

T(fxB@yr)) (@) = T(fXB(o.r)) (T)
= T(fXB(mg,R')\B(xo,R))(I)

=/ K(2,y)f(y)dy
B(w6 ,R"\B(z0,R)

:/ K@@ﬂwm—/ K (z,9) f(y)dy,
B(z{,R')

B(zo,R)
para casi todo x € B(xg, R).

Para poder establecer desigualdades en BM Of (w) para nuestra familia de operadores
que depende de un parametro s, 1 < s < oo, debemos introducir la clase de pesos F?
definida como

Fr=|JRH,NA?

0 (3.2.2)

n>s’

Para obtener ejemplos de pesos en esta clase basta considerar un peso w tal que
w* € Af. De esta manera, como w® € A existe algiin o > 1 tal que w® € RH? (ver
Proposicion 1.2.12). Luego, existen constantes 01 y 0 tales que

(o hoe) <o f) ()

92/8 +91
< C'l'%fw <1 + —>

/ (1+ r )92/S+91
|B! p(x) '

Esto implica que w € RHf para n = os' > s'. Ademas, usando la desigualdad de Hélder

es facil comprobar que w® € A? implica w € A?. Entonces, tenemos que w € FP. Para
ejemplos de pesos A puede verse el Lema 4 en [§] y recordar ademéas que A; C A7
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En la siguiente proposicion daremos algunas propiedades de estas clases que seran
utiles mas adelante.

Proposicioén 3.2.1. Las clases F? son crecientes con s, mds aun

e =4,

s>1

Demostracion. Si s; < sy entonces 1 > sy implica que n > s, y RHE N AS i C RHP N
AP

s2/n'"

Por otro lado, para todo n > 1, RHf N Ap y C A?_, entonces |J,., F¥ C AZ,. Re-
ciprocamente, si w € A, por definicion, w E AZ para algin p > 1. Entonces, como
mencionamos arriba, w € RHJ para algin n > 1. Ahora, podemos escoger s tal que
s/n" = p. En este caso, tenemos que w € As/n N RHY para n > s'y s > 1, entonces

w e Jyoq FP O

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema T'1 para espacios de suavidad
con pesos que anunciamos anteriormente.

Teorema 3.2.2. Sea T un operador de Schridinger-Calderén-Zygmund de tipo (s, ) para
algin 1 < s < ooy 0 << 1. Seanﬁyuﬁjostalesque0§6<5y1§u<l—l—%.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) existe una constante C' tal que la funcion T1 satisface

1 r B+d(p—1)
g L - sl <c (S5 (3.2

para toda B = B(xzo,7), 1o € RY y 0 <1 < p(x0)/2, i B3>0 or > 1, o bien

‘B’/m — (T1)p|dy < Clog™ (@) (3.2.4)

para toda B = B(xg,7), 10 € RY y 0 <1 < p(x0)/2, si =0y p=1.

(b) T estd acotado en BMOf(w) para todo w € F{ N Dy con la norma del operador
dependiendo de w sdlo a través de las constantes de las clases F{ y D?.

(¢) T estd acotado en BMOZ(w) para pesos w de la forma w(z) = |z — xo41,
zo € R?, con norma independiente de x.

Aplicando el resultado anterior y la Proposiciéon 3.2.1, obtenemos el siguiente resultado
para s = 00.

Corolario 3.2.3. Sea T un operador de Schridinger-Calderdn-Zygmund de tipo (s,d)
para algin 0 < 6 < 1 y para todo s > 1. Sean 5y p tales que 0 < <oyl < pu< 1+5_TB.
FEntonces, tanto (a) como (c) del Teorema 3.2.2 son equivalentes a la acotacion de T en
BMOf(w) para todo pesow € A5 NDY. En particular, este resultado vale para operadores
de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (00, 0).
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Si especificamos el Corolario 3.2.3 para p = 1 obtenemos la siguientes equivalencias.

Corolario 3.2.4. Sea T un operador de Schridinger-Calderén-Zygmund de tipo (s,d)
para todo s > 1 y para algin 0 < § < 1. Sea 0 < B < O. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) Esizte una constante C' tal que la funcion T'1 satisface la desigualdad

1 r A
Eﬂé”“”‘”“ﬂ@30<mmﬂ’ (3.2.5)

para toda bola B = B(xg,7), 10 € R" y 0 <71 < p(x0)/2, st f >0 0 la desigualdad

51 L T10) = (sl < Clog™ (M) (3.2.6)

para toda bola B = B(xg,7), 19 € R" y 0 <1 < p(x0)/2, si §=0.

(b) T estd acotado en BMOS(w) para todo peso w € Af N DY con norma del operador
dependiendo de w solo a través de las constantes de las clases F y DY,

(¢) T estd acotado en BMOS(w) para w = 1.

Observamos este resultado vale, en particular, para operadores de Schrodinger-Calderon-
Zygmund de tipo (00,d) y que en este caso (a) <= (c¢) es exactamente el enunciado del
Teorema 2.1.9 probado por Ma et al. Por lo tanto, nuestros resultados dan una equivalen-
cia adicional para este caso. En particular, cualquier operador de Schrodinger-Calderén-
Zygmund de tipo (00, d) acotado en BMOY(w) para w = 1, esta automaticamente acota-
do en BMO?(U)) para todos los pesos de la forma w € A?_NDY}. Como hemos mencionado
anteriormente, esta clase contiene a la clase Af.

Muchos de los ejemplos que presentaremos mas adelantes son operadores que satisfa-
cen la condicion (3.2.3) para « en un intervalo abierto. Teniendo en cuenta esto, podemos
escribir la siguiente consecuencia ( aqui F¥ quiere decir A%).

Corolario 3.2.5. Sea T un operador de Schridinger-Calderén-Zygmund de tipo (s,0)
con 1 < s < oo tal que para cada o € (0,¢) existe una constante C,, que satisface

1 T @
IELWJﬂ@—@%WﬁQ4m@) (3.2.7)

para toda bola B = B(xg,r) con r < p(x0)/2. Sea 6 = min{4,e}, entonces para todo

5 ; 8 ; -8

0< B <4, T estd acotado en BMOp(w) siempre que w € FYN D7, con 1 < p <14 ==.

De esta manera, obtenemos desigualdades en—BMOf(w) para todos los ejemplos que
aparecen en [23].
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3.3. Prueba del Teorema

Antes de dar una demostracion del Teorema 3.2.2 necesitamos enunciar y demostrar
algunos lemas técnicos. En el primer lema damos una estimaciéon sobre los promedios en
bolas sub-criticas en términos de la norma BM Og (w). Recordemos que las funciones de
este espacio tienen sus promedios acotados en bolas super-criticas y las oscilaciones sobre
bolas sub-criticas.

Lema 3.3.1. (ver Lema 5 en [1]) Sea B = B(xo,7) con r < p(zo) y f € BMOS(w) con
we D Sip>10p0>0, existe una constante C tal que

w(B) 5 ( plao)\ "
91 < Cl o T (2 . 531)
Sipu=1y B =0, existe una constante C' tal que
w(B) p(xo)
|fBl < CIIfHBMoﬁ(w)W (1 +1og70 . (3.3.2)

En el siguiente lema estimamos oscilaciones sobre bolas super-criticas para una f €
BMO(w) en términos de su norma.

Lema 3.3.2. Seaw € A?, ND: y0 < B <1. Entonces existen constantes >0y C >0
tales que para toda funcion f € BMOS('LU) y cualquiera sea la bola B = B(zg,7) y k € N

se verifica
1/o
w(2¥B)Y (/ |f = fB|Uw1_”)
2B

2k 0
<C|f 5 rPw(B)2kdnth) (1 + ) ,
[{— o

siu>1o0pB>0,y
, Lo 2\’
w(QkB)l/a (/k |f - fB|Jw1_U) < CHfHBMog(w)w(B)kad (1 + —)) )
2B
sipu=1yp=0.

Demostracion. Como w € A2, N D7, existe ¢ > 0 tal que w € Ag’,e, N Df;@'. Podemos
escribir

1/c
w@ B ([ 17 galow)

1/o
< W(QkB)l/U (/k \f = forp + forp — for-1ip + ...+ fop — fB|Uw1_U>
2+ B

< w(QkB)l/o’
2kB

1/c k
([ 4 fmarut=e) & e 48) ™ 3 b - fzuB\]
=1

= A+ Ay
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Para A; usamos el Lema 3.1.3 y la duplicaciéon de w para obtener

A1 £ Ol asog (27 w0(2 B) V7w (2 B)
< Ol fllparog (@) w(2B)

2kp \
< C”fHBMop(w)T/Bw(B)T“(dWﬁ) (1 427 ) .
p(xo)

Para A, usamos la condicion Ag’,e junto con la duplicacion. Suponiendo que dy—d+5 > 0
obtenemos

k
/ P 1
Ay Sw@B) (0 2B) Y 18
i=1 2B

2hr \" &L w(2'B)
<C|f s |2FB (1 + —> p R Lo —
11l 5aros ) |2" Bl (o) > (@) 215

20" k
) Z 2i(d,u,—d+ﬁ)
i=1

2k7’ 20
<C|f 5. rPw(B)2k A5 (1 + ) :
H HBMOP (w) ( p(CU())

w(B)
< CHf||BMo§(w)TB|2kB|— (1 +

2k
| B| p(xo)

Comopu>1ypB>0,du—d+>0yesnulosiysolosiu=1y [ =0. Entonces, en
ese caso tenemos que

. 2k’]" 260
A, < B)E2 1 .
2 < || fllBro,wyw(B)k ( +p($0))

Entonces, para 6 = 26’ se cumple la desigualdad que queriamos probar.

Ahora, estamos en condiciones de dar una prueba del Teorema 3.2.2

Demostracion del Teorema 3.2.2. Para ver que (a) == (b), tomemos una funcién f €
BMO?(w) y un peso w € FP N D’ Antes de verificar la condicion (3.1.2) hacemos la
siguiente observacion. Sean xo € RY, R > 0y Bg = B(xg, R). Sea g una funcién tal que
9= fxeBg si R> p(x0) y 9= (f — fBr)X2Bg si R < p(x0). En cualquiera de estos casos,
afirmamos que existen o > ' y 6 > 0 tal que

1/o 7
“1/o R
(/ \g\") < C||f||BMOﬁ(m)RBw(QBR)|BR| 1/ (1 + ) . (3.3.3)
2Bpr L p(wo)

Para ver esto, sean 1 > s’ y # > 0 tales que w € A?on, N RHf;’@ N DZ’G y o€ (s’, S%ﬁ,) a
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elegir. Definimos ( = y aplicamos la desigualdad de Holder con ( y (' para obtener

sna

1/c 1/c
(/ Igl") <C (/ Igl”w”C“’w”‘”C)
2Bg 2Bg
1 1 1
o o6~ o’
<C </ |g|”<w1_"<) ‘ (/ w ¢-1 ) .
2BR 2BR

Como o( = (ﬁ) yw € 148/77
acotarlo en términos de la norma BMOﬂ( ). Para el segundo factor hacemos la siguiente
observacion: como w € RH[ N A%, por el Lema 1.2.17, existe € > 0 tal que w € RH?

nte*
CC_ll UC_ — n cuando 0 — §'. Entonces,

podemos escoger o > s’ pero suficientemente cerca a s’ tal que 77 = <n-+e En
conjunto, obtenemos que

podemos usar el Lema 3.1.3 en el primer factor para

Observemos que o > s 1mphca > n y ademas

C—l

1o 1,4 1o R\’
([ 1) <l oo BB % 5 = (142
2BRr ('IO)

0
< o B e (B Bal 7 (14 -2

para alguna Constante C que depende de w sélo a través de las constantes de las clases
Fry Diy 6 =

o g IS

GC’

Para verificar la condicion (3.1.2), por el Lema 3.1.2, es suficiente considerar bolas
criticas. Sea B, la bola B, = B(xo, p(zo)). De acuerdo al significado que dimos a T'f,
dividimos la funciéon de la siguiente manera

J = Ixes, + [xX@B,) = f1 + fo

Aplicando el Teorema 2.1.5, sabemos que T" esta acotado en LP para p > s’ con w = 1.
Esto, junto con la estimacion (3.3.3), nos da

1/
/ T < ( / ITfll”) B,V
B, B,
1/c
S (/ ’f’o) ’prl/o-/
2B,

< CHfHBMog(w)pB(xO)w(Bp)-
Para f5, si x € B,,

TR@IS [ Kl 6]

00 1/s 1/s’
<oy / K (2, )| *dy / F)dy)
T \J2++1B,\2¢B, 2k+1p,

k=
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Para estimar el segundo factor en la suma podemos usar nuevamente la desigual-

dad (3.3.3). Asi, para k € N

1/c

1/s
(/ If(y)ls'dy) < (/ If(y)l“dy> 2B, |1/ e
2k+pr 2k~+1Bp

< C||f||BMOE(3;)(2kp(x0))6w(2kBp)|2kBp|_1+1/S/2k9

8 w(B,) ok(dpu—d-+20+5) |2kBp| 1/5"

Byl

< C'||f“BMOﬁ(w)p(xO)

donde, en la tltima desigualdad, usamos que w € Dﬁ’e.

Luego, como el nicleo de T cumple la condicién de tamatio (2.1.2), sumando sobre k
resulta que

8

k(N —du-+d—20+8)

B =1 (3.3.4)
pW
Bl

T fo(z)| < CNHfHBMOf

0)” B

< CN”fHBMOff(w)p(xo)

escogiendo N suficientemente grande. Con estas estimaciones queda probado que T'f
cumple la condicién de promedios sobre bolas criticas (3.1.2).

Ahora, veremos que la condicion sobre las oscilaciones (3.1.1) se satisface para T'f.
Sean zy € RY, r < p(xg) y sea B la bola B = B(zg,r). Dividimos la funcién f de la
siguiente manera

f=—fe)xes+(f— fB)xesr:+ =5+ 2+ fs (3.3.5)

Elegimos R > p(x0) tal que 2B C B(zo, R) = B. Aplicando la definicion dada
en (3.2.1) a esta descomposicion, sumando y restando fp en la integral sobre B¢, tenemos
que para x € 2B

Tf(x)=T(fxp)(x)+ | K(z,y)f(y)dy

Bec

=T(f1)(@) + T((f — fB)xp2p) (@) + [BT(x5)(7)

+ 5 K(xvy)(f_fB)+fB BcK(:L‘yy)dy

Be

—T(f)@) + [ K(@,y)(f(y) - fa)dy+ foT1(x).

(2B)°
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Luego,

/BITf(rc) )Bldr < ’B|//]Tf1 — Tf1(2)|dzda

\By///(w (@,y) — K(z,9)|[f(y) — fldydzdz

/ Tfy(x) — (Tfy)slde.

Para el término correspondiente a f; procedemos igual que antes, usando nuevamente
la acotacion en LP para p > s’ de Ty la desigualdad (3.3.3). Para el segundo término, si
x, 2z € B,

/<23 1 Gy) = KC)lIF) = aldy

1/5 1/5/ (
K — K S o s’ .
S kGZN (/QkJrlB\QkB ‘ (x,y) (z,y)\ ) (/QkJrlB ‘f fB’ )

Acotemos primero el segundo factor de la suma. Para v tal que vs' = (s/7')’, usando
nuevamente el Lema 3.1.3 y la condicion de Reverse-Hélder-n del peso w junto con el
Lema 3.3.2 y la duplicaciéon Df, obtenemos, suponiendo > 10 >0,

3.3.6)

1/s
(/ \f = fBI° )
2k+1p
1
(L) ()
2k+1 R 2k B

1
/ / 7 Ui ﬂ 2k 0
< (/ |f = fs™ wl—VS)” w(2¥B)Y¥ |2F B| V¥ (1+ r ) (3.3.7)
s (o)

2k 30 1
<C|f 5, rPw(B)2kdntB) (1 + —) okBls 1
11l 5aros )" w(B) (o) 12°B|

30
w(B) _ 2k 1
< C f 3 Tﬁ_Qk’(dﬂ d+p) (1 + ) 2k’B S
” HBMOp(w) |B‘ ,O(:L‘()) ’ ’

Por otra parte, para el primer factor podemos usar la condicion de suavidad con
decaimiento dada en el Lema 2.1.4, con ¢’ tal que du — d+ 5 < ¢’ < 9. De esta manera,
volviendo a la desigualdad (3.3.6),
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/(;3 )C‘K@j?y) o K(Z,y)Hf(y) - fB‘dy

w(B 1, - ok . 30—N i
< CHfHBMij(w)TB (B ) Z |2kB| s 9 ko' gk(dp—d+f) (1 + ) |2kB|s’

\ | eN p(xo)
2k7" 30—N
< Ol paro posesd) (14 21)
BMO, (w %ZN p(z0)
w(B)

<C BZNTT
< Hf”BMoff(w)T |B| )

con tal de elegir N suficientemente grande y usando que du — d + 8 < ¢'. De la misma
forma, podemos arribar al correspondiente resultado si u =1y g =0.

Finalmente, para estimar el término corrspondiente a f3, usamos el Lema 3.3.1 y la
condicion T'1. Siu > 10 8 > 0,

< Il |§9|) (p f°))d(”_l)+ﬁ [ 171 - (T

< [ fllw(B)r”.

De la misma forma podemos obtener el resultado en el caso restante, en el que p =1y

B=0.

Para mostrar que (b) = (c), vamos a probar que los pesos w,, = |z — x|~ €
F?'N Dy uniformemente en x. De hecho, vamos a mostrar que estos pesos pertenecen
a la clases correspondientes a 6 = 0, es decir, las clases de pesos clasicas, las cuales son
invariantes por traslaciones. Consideraremos solamente el caso u > 1, ya que si p = 1
tenemos que w,, = 1.

Sean 79 € R?y 1 > 1. En primer lugar, vamos a probar que w,, = |x—xo|¥*~1 € D,
Seanr > 0,0 >1, B=B(y,r)y cB = B(y,or).

Supongamos primero que |y—zo| > 20r. Siz € 0B tenemos que |z—zo| < |x—y|+|zo—
y| < or+fro—yl < 3lzo—ylysiz € B, [x—xo| = [y—xo|=ly—2| > ly—wo| =1 = |y—0|/2.
Luego, obtenemos

Wy (0B) = / |z — 20| " Vdz < Cly — x| ™™V (0r)?

Blyom) (3.3.8)

< Cad/ |z — 20| " Vda < Cotw,, (B) < Co¥w,, (B)
(y:7)

con C' independiente de x.
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Veamos ahora el caso |y — x| < 207r. Six € 0B, |x — xo| < |z —y| + |xo — y| < 207,
Entonces, como d(u—1) >0

Wy, (0B) = /B( ) |z — 2|V
Yy,or
< C(or)™

< Cad"/ |z — 2o|*Vda (3.3.9)
B(zo,r)

< Cad“/ |z — 20|V
B(yr)
< Co%w,,(B).

Podemos concluir que w,, = |z — xo|¥*~V € D,.

Finalmente, siendo w,, un peso potencia, se sabe que w,, € As y que wy, € Ny>1 RH,,
con constante independiente de x.

Para ver que (¢) = (a) vamos a considerar solamente el caso u > 1, puesto que, si
p =1, w,, =1y laprueba es la misma que la del Teorema 1.1 en [23]. Consideramos la
familia de funciones

hxo (ﬂj) = méx{p(x())d(u_l)—i_ﬁ - |$ - x0|d(u_1)+ﬁa 0}7

para zo € R? Aplicando el Lema 3.1.5, que nos provee de una condicién suficiente,
veremos que estas funciones estan en BM Of (wy,) uniformemente en xy. En primer lugar
vamos a verificar la condicion de suavidad. Como max{0, ¢} es una funciéon Lipschitz-1 y
t7 es Lipschitz-y para 0 < v < 1, tenemos que

g (£) = By ()] < [Jarg — 21D — |y — | H0e= 04|
< C'llwg — x| = |wg — y|| "™ V*° (3.3.10)
< C’]m _ y’d(u—l)+ﬂ_

Por otro lado, si |z — x¢| > 2|z — y| resulta

sz(B($, |ZL’ — y|>)

> Clz — o|™ V]a —y)’
|z — y|?=?

> C|Q§' o y|d(u—1)+5

Y

y si |z — x| < 2|z —y|

wgc()(B(Iu ‘I - y‘)) > C|£L' . y|d(u—1)+ﬂ‘
|z —y|*=o

Luego, estas desigualdades junto con (3.3.10) prueban la condicién de suavidad.
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Para ver la condicion de tamano que exige el Lema 3.1.5 podemos suponer que z €
B(zg, p(x0)), de lo contrario h,,(x) = 0. Entonces, p(z) ~ p(xy).Tomando y, tal que
2p(xo) < |yo — xo| < 3p(xg) tenemos que h,, = 0y la estimacion de arriba nos da

way (B, p()
Py r

Notar que en ambos casos las constantes son independientes de z.

[y (2)] < €

Ahora, supongamos que T esta acotado en BMOf(w) para pesos de la forma w(z) =
|z — w0|¥#=V. Sean 7 € R? y 0 < r < p(x0)/2, consideramos B = B(x,r). Para este
xo, consideramos la funciéon h,, definida anteriormente que, como vimos, pertenece a
BMOg(wa) con norma independiente de zy. Podemos escribir Th,, = Thy +Tho 4 Ths,
donde hy = (hzo_(hxo)B>X23> hy = (hﬂco_(hwo)B)Xch y hy = (hHCo)B‘ Como Wzy € FfﬂDZ,
podemos verificar que T'hy y T'hy estan en BMOf(wmo) de la misma manera que fue hecho
al probar (a) = (b), ya que no usamos la condicion 7'1 sino so6lo las hipotesis generales
sobre el operador. Entonces, para la oscilaciéon sobre B de Thz obtenemos

()i [ 1= (0] < [ [Thy = (Thaul + 3 [ [The = (Tho)l

< waO(B)rﬁ < Crdts,

Para una constante C independiente de zo. Finalmente, usando que (hy, )5 > Cp(xq)4H—D+8,

1/|T1 (T1) \<c< . >d(ﬂ_1)+ﬁ
1B /5 P17 (o)

3.4. Aplicaciones

En esta secciéon aplicaremos los resultados de la Seccién 3.2 para obtener continuidad
en espacios BM Off(w) de algunos operadores singulares asociados a L que fueron intro-
ducidos en el Capitulo 2. En particular, probaremos la acotacion en BM Og(w) para las
transformadas de Riesz-Schrodinger R si ¢ > d, Ry y R% si ¢ > d/2 y para algunas fami-
lias de operadores que involucran a V, a saber, L™V para 0 < vy < d/2 y LYVV~1/2
para 0 <y < 1.

En el Capitulo 2 se prob6 que todos estos operadores resultan ser de Schrodinger-
Calderén-Zygmund de tipo (s,d) para ciertos valores de s y ¢ en cada caso. Entonces,
de acuerdo a los resultados obtenidos en la seccion 3.2, resta probar la condicion (3.2.7)
sobre T'1 para poder establecer la continuidad en BMOg(w) para estos operadores.
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3.4.1. Transformadas de Riesz-Schrodinger singulares

Supongamos que el potencial V' estd en la clase RH, para ¢ > d/2, siendo d la
dimension del espacio y sea py tal que 1/py = 1/q — 1/d. Para las transformadas de
Riesz-Schrédinger de primer orden debemos distinguir dos casos: d/2 < ¢ <dy q > d.

En el primer caso, como hemos mencionado, R; esta acotado en LP para p € (1,po] vy
este rango es 6ptimo. En consecuencia, no podemos obtener desigualdades en BMOf(w)
para este operador. Por otro lado, es inmediato que se verifican la condiciéon (3.2.7) para
su operador adjunto R* = L~™Y/2V, puesto que R¥(1) = 0. De esto y la Proposicién 2.3.5
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1. SeaV € RH, cond/2 < ¢ <dyd=2—d/q. Entonces, para cualquier
0 < B <0, Ry estd acotado en BMOg(w) siempre que w € F NDf con1 < p < 1+6_TB
y po tal que 1/py =1/q —1/d.

Para el caso ¢ > d, vimos que tanto R como R} resultan operadores de Schrodinger-
Calderén-Zygmund de tipo (00,d) con 6 = 1 — d/q para Ry y 6 = 1 para R} (ver
Proposicion 2.3.1). Nuevamente, la condicion (3.2.7) se verifica trivialmente para R}
mientras que para R, tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.4.2. (ver Proposicion 4.12 en [23]) Sea V € RH, con ¢ > d y B =
B(xg,7) para zg € RY y 0 < r < p(x0)/2. Entonces,

) tog (P20) - [ 1R~ (Ri)slay < C.

(11) (p(f@)a ﬁ /B R1(y) — (R1)pldy < C, para o < 1 —d/q.

Aplicando el Corolario 3.2.5 tenemos el siguiente resultado para R; y su adjunto
cuando ¢ > d.

Teorema 3.4.3. Sea V € RH, para q > d y sea w € A5 N DY, Entonces

(a) Si0<pB<1l—d/qgyl<pu< 1+1_(1/Tq_ﬂ, entonces Ry estd acotado en BMOS(w).
(b) Si0<pf<lyl<pu<l+ %, entonces R} estd acotado en BMOS (w).

Para la transformada de Riesz-Schrédinger de segundo orden R, sabemos que es
acotada en LP para p € (1,¢] si V € RH, y ¢ > d/2. Nuevamente, este rango resulta
o6ptimo, por lo que no podemos esperar obtener acotacion en espacios BMOg(w) siq < oc.
Por otro lado, vimos en la Proposicién 2.3.9 que el operador adjunto R resulta ser un
operador de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (g,d) con 6 = min{1,2 — d/q}. De
esto y del Corolario 3.2.5 obtenemos.

Teorema 3.4.4. Sean V € RH, con q¢ > d/2 y 6 = min{1,2 — d/q}. Entonces, para
0 < B <9, RS estd acotado en BMOf(w) siempre que w € FPODf, con1 < pu < 1—}—5_75.

11
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3.4.2. Transformadas de Riesz-Schrodinger que involucran el po-

tencial
En esta seccion retomaremos los operadores L=7V7 para 0 <y < d/2,y LVV 12
para 1/2 < v < 1 que fueron introducidos en la Seccion 2.4. Sabemos que estos opera-
dores son de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s,d) para ciertos valores de s y 0
especificos en cada caso. Por lo tanto, para obtener la continuidad de estos operadores
en BM Og (w), resta verificar que cada operador aplicado a la funcion 1 satisface la con-

dicion (3.2.7). De hecho, probaremos esta condicién en un contexto méas general como el
de la Seccion 2.4.1.

Recordemos que un nicleo K es un nicleo p-fraccionario de tipo (v,0,d) si para
cada N > 0 existe una constante C'y tal que

1 1/c R N
T K (z, y)|”dy> < CnR™™ (1 + —) : (3.4.1)
(Rd /R<:Jcoy<2R N p(l’)

para |z —xo| < R/2y

1 1/o it r 5 R —N
Td K(z,y) — K(zo,y "dy) <CyR™ (5 (1+—) :
CIARLCEEE v (7)o

(3.4.2)
para |r — x| < r < p(xg) y 7 < R/2. En el caso limite, 0 = oo decimos que K es un
nicleo p-fraccionario de tipo (v, 00,0) si satisface las estimaciones puntuales (2.4.4)
v (2.4.5).

Notemos que la primera condicién impone un cierto tamano y decaimiento mientras
que la segunda se relaciona con la suavidad lejos de la diagonal y requiere también de-
caimiento en el infinito. En particular, el parametro v estd asociado al tamano, § a la
suavidad y o indica la norma en la cual se miden ambas propiedades.

En la siguiente proposicion establecemos un resultado de continuidad entre espacios
LP y BMO, para un operador integral con nucleo p-fraccionario que nos ayudaréa a probar
la condicion T'1 ya que, como vimos en la Seccion 2.4, los operadores que involucran V
pueden mirarse como un operador fraccionario multiplicado por una potencia de V.

Proposicién 3.4.5. Sea K un nicleo p-fraccionario de tipo (v,0,90) y T el operador

integral asociado. Entonces, T' es acotado de LP en BMO,'fd/p, sip>o'y g <p< ﬁ,
donde (v — §)" = max{v — 4,0}.
Demostracion. Podemos suponer que o < oo, va que el caso 0 = oo se sigue de la

Observacion 2.4.1. Sea f € LP. En primer lugar observamos que para cada bola B =
B(xg, R) con R > 0, 7y € R? se tiene que

1
@ /B |T(fx28)(7)|dr < CHprR”_d/R

De hecho, podemos usar la condicion de tamario (3.4.1) para obtener que para cada z € B,
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IT(fxes)(@)] < / K ()| f()ldy

B(z,4R)

<o ([ wear) ([ vors)”

j:;Q 1/p ’
C rd IRy~ lp
< ;(/Mvw )) e

< Ollfll,R=P Y 274D < O||f|l,R"?,

J=0

yaquep>o'yv—d/p>0.

Ahora, para mostrar que Tf € BMO% ™ %?, vamos a verificar en primer lugar la con-
diciéon (3.1.2) sobre promedios en bolas criticas. Sean zo € R? y B, = B(z, p(z0)).
Escribimos f = fxa2B, + fX(@2B,)c- La observacion anterior aplicada a B, nos da la es-
timacion necesaria para f;. Para verificar la condicion para f, usamos nuevamente la
estimacion (3.4.1) y la desigualdad de Holder. Asi, para x € B,,

T(f2) ()|

IN

/<23 K@l w)ldy

o0

1/o 1/0’
<c ( [ |K<x,y>|“> ( /| |f(y)|“'dy)
; wiB,\2/-1B, 21 B,

Jj=2

> 1/p
<On 2, (/ i/ @)‘pdy) (2 (o)) 12—

< Ol fllplan) = 3 27N < C f (o)~

J=2

(3.4.3)

puesto que p(z) ~ p(xg) v podemos elegir N > v — d/p.

Finalmente, debemos verificar la condicion (3.1.1) sobre las oscilaciones en bolas sub-
criticas. Sean zo € RY, 0 < r < p(z9) y B = B(xo, 7). Escribimos f = fxap + fX(@2B)e-
Como antes, solo resta verificar la condicion para fy. Como en (3.4.3), usando esta vez la
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propiedad de suavidad (3.4.2) tenemos que, para x, z € B

T(f2)(x) = T(f2)(2)]

<o ([ e -geor) ([ vwrs)”

7j=2
0 p ‘
<Cn Y. ( / | f<y)ypdy) (27y)r=d/r=i0 (3.4.4)
‘o \J2B
< O||f],rr= P Z 9~ (6—v+d/p)
j=2
< Clfllpr =7,
donde usamos que p(v — ) < d, esto es, p < #. ]

Observacion 3.4.6. La Proposiciéon 3.4.5 implica, en particular, que si T es un operador
integral con nicleo p-fraccionario de tipo (v, 0,d) entonces

T f(x) = Tf(2)] < Cllfllpla = 21"~

siempre que p > o’y g <p< ﬁ. Esto se sigue de que el espacio BMO? clasico

coincide con Lip(f) cléasico para 8 > 0.

Ahora, aplicando la proposicion anterior y la Proposicion 2.4.2, vamos a obtener esti-
maciones para la oscilacion de T'1, donde el operador T tiene un nacleo H(z,y) definido
por
H(z,y) = K,(z,y)V""(y)
y K, es un nicleo p-fraccionario.
Proposicién 3.4.7. Sea T un operador integral con micleo H tal que H(x,y) = K, (z,y)V"/?(y),
donde V. € RH, con q > d/2 y K, es un nicleo p-fraccionario de tipo (v,0,0) con

d/v > o'. Entonces para todo 0 < o < min{6,v(2 — d/q)/2} existe una constante C, tal
que

1 T “
E /B(xw) |T1(x) — (T1)p|dx < C, (p(xo)) (3.4.5)

para toda bola B = B(xg,r) con r < p(zo)/2.

Demostracion. Sean zy € RY 0 < r < p(xg)/2, B, = B(zo,7) y B, = B(zg, p(x0)). Si z,
z € B,

T1(x) — T1(2)] =

R4 R4

< H(z,y) — H(z,y)dy

B,

= A + Ay

s H@w) - eyl
(Bp)e
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Por la proposicion 2.4.2, como d/v > o', T es un operador de Schrodigner-Calderon-
Zygmund de tipo (s,d) con 1/s = 1/0 + v/2q. Entonces, si definimos C; = {2/ 1p(z) <
|z — y| < 27p(x)}, podemos usar la condiciéon de suavidad (2.1.3) para obtener

40 <CY [ |HG) ~ By
] 1/s
<0} (/C [H(z,y) — H(z,y)lsdy> (29 p(o)) (3.4.6)
4

—C(mlﬂé

S
— \ 2/p(x)
Para estimar A; vamos a aplicar la Proposiciéon 3.4.5 que acabamos de demostrar.

NER

IN

J

d d
Sea T, un operador integral con nucleo asociado K, sea o < § y sea p € (—, (—5)+>
v (v—

a elegir. Como K, satisface (3.4.1) v (3.4.2) tenemos que, de acuerdo a la proposicion
anterior, T, esta acotado de L? en BMOZ_d/p, entonces

AH{/ &WWWM@VJQ@WWW@@’
lzo—y|<p(zo)

= [T(V"2x5,)(2) = T(V*"x5,)(2)] (3.4.7)
1/p
< Crufd/p / Vpu/2 .
< 5,
. 2q d : : )
Si — < 1/——(5)+ podemos elegir p = 2¢/v y usar la propiedad de reverse-Holder de

orden q del potencial V' para obtener

v/2 dv
< Cr%(Q—%) (P(ﬂfo)d/B V) plz0)24 (3.4.8)

;300
<P(9Eo)) ’

donde, en la ultima desigualdad, usamos la definicion de p.

2 d
4 > W, debe ser v > 4. Luego, para cualquier 0 < a < ¢, podemos elegir
v v —
d

, de manera que pr/2 < q. Usando nuevamente la propiedad de reverse-Holder

IN
Q

Si

p:
V—«
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y la definiciéon de p obtenemos

v/2
A < Crop"=© (p(a:o)d/ V)
B (3.4.9)

Sc(péo))a'

Ahora estamos listos para enunciar resultados de suavidad para las transformadas
de Riesz-Schrédigner adjuntas que involucran el potencial. Consideremos primero los
operadores L 'VV 712 para 1/2 < v <1y V € RH, con ¢ > d/2. En la Seccién 2.4.2
vimos que estos operadores resultan ser de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s, 9)
con 6 =min{l,2 —d/q} y s tal que

1 /(1 1++2’y—1
s \qg d 29

Maés atn, sabemos que

LVVIY2f(g) = K, (z,y)V7™Y2(y) f(y)dy, (3.4.10)

Rd

donde K, es un nucleo p-fraccionario de tipo (v, pg,d) con v = 2y—1, § = min{1,2—d/q}

v po tal que 1/py = (1/q¢ — 1/d)*. De esto y aplicando los resultados de la Seccion 3.2

y la Proposicion 3.4.7 tenemos el siguiente resultado de continuidad en BMOg(w) para

estos operadores.

Teorema 3.4.8. Sean V € RH, con ¢ > d/2, 1/2 <y <1y 5 = (’y—%) (2— §>'

Entonces, para todo 0 < < 6, LIVVIY2 estd acotado en BMOg(w) siempre que
11 2y — 1

- 1 +
wEFS”ﬂDﬁ,con1§u<1+6_75ystalque;:(g_a) + P

Mads ain, st V. € RH, para todo q > 1, el resultado vale para w € A% N Dy, y
o= 2y — 1.

Finalmente consideramos operadores de tipo L™7V7 para 0 < v < d/2. En la Sec-
cion 2.4.3 vimos que estos operadores son de Schrodinger-Calderén-Zygmund de tipo (s, 0)
con s =¢q/yyd=min{l,2 —d/q}. Ademés

L) = [ IV @) )y (3.4.11)

Rd

donde J, es un niicleo p-fraccionario de tipo (27, 00,d). Aplicando los resultados de la
Seccion 3.2 y la Proposicion 3.4.7 obtenemos el siguiente Teorema.
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Teorema 3.4.9. Sean V € RH, conq > d/2,0 <y <d/2y 0 = min{d,v(2 — d/q)}.
Entonces, para todo 0 < [ < 6, L™"V7 estd acotado en BMOff(w) siempre que w €

p 5—p
Fq/wﬂDfL, con 1 <p <14+ =F.

Mds ain, si V. € RH, para todo q > 1, el resultado vale para w € A% N Dy, y
6 = min{1,2y}.



Capitulo 4

Mas resultados de suavidad bajo
suposiciones mas fuertes en el potencial

En el Capitulo 3 dimos resultados de suavidad para R; cuando ¢ > d, y para R}
y R% cuando ¢ > d/2. Sin embargo, no establecimos ninguna propiedad de regularidad
para R cuando d/2 < g < d, y Rs. De hecho, sabemos desde el trabajo de Shen ([31])
que bajo la hipotesis de V' € RH, para algin ¢ > d/2, los operadores R y R preservan
los espacios LP para valores de p en un intervalo de tipo (1,s], con s un nimero que
depende de ¢. Ademaés, Shen prueba que este rango de espacios es Optimo para estos
operadores. De esta manera, no podemos esperar conseguir resultados en espacios de tipo
BMO o de regularidad de tipo BMO” con sélo la suposicién de que V pertenezca a
RH,. El objetivo de este capitulo es encontrar hipotesis sobre el potencial V' que nos den
condiciones suficientes para garantizar la acotacion en espacios de regularidad BMOf(w)

de estos y otros operadores que involucran el potencial como VL' y V1/2V L1,

La respuesta para R; en el caso ¢ > d y w = 1, fue dada por Ma, Stinga Torrea
y Zhang en [23]. Mas ain, como hemos probado en el Capitulo 2, R; es un operador
de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (00,d) con § = 1 —d/q, si ¢ > d. En [23],
los autores muestran un teorema general para luego aplicarlo en particular a este caso.
Posteriormente, nuestro Teorema 3.2.2 permite extender estos resultados al caso pesado.

El caso de la transformada R, es esencialmente diferente. Como Shen probé, si V €
RH, para q > d/2, se tiene que R, es acotado en LP para 1 < p < ¢, y que este rango
es 6ptimo. De esta manera, para poder conseguir resultados en espacios BMO? debemos
considerar alguna hipotesis adicional sobre el potencial V. Al menos, necesitamos que el
potencial V' sea tal que asegure la acotacion en LP para todo p > 1.

De acuerdo con el Corolario 2.8 y la prueba del Teorema 0.3 en [31], esto sucede si V
satisface

V(z) <

, para todo x. 4.0.1
) oy

Sin embargo, creemos que esta hipotesis no es suficiente para obtener resultados de
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suavidad, y por lo tanto proponemos que V' pertenezca a RHy/» y ademds que existan
constantes a 'y C' tales que
|z —yl|*

V(z) = V(y)| < Cp2+a(a:) , para |z —y| < p(2). (4.0.2)

No es dificil ver, que (4.0.2) implica (4.0.1). Supongamos que V satisface (4.0.2). Sea
r€RYeye B= B(z,p(x)). Por (4.0.2), tenemos

V) < V) + i < ¢

Si integramos, y usamos la definicién de p, tenemos

C '
<

P@) = Pl

1 1
Viz) < = deyS—/V+
@ <15 [,V OW <15 |,

A lo largo de este capitulo, trabajaremos con el potencial de Schrodinger cuyo poten-
cial V€ RHy, y satisface la condicion (4.0.2) para algin o > 0.

4.1. Regularidad de R,

Dedicaremos esta seccion a probar un resultado de regularidad para R, bajo las
condiciones en el potencial V' descriptas anteriormente. La estrategia serd probar que
Ro resulta ser de Schrédinger-Calderén-Zygmund de tipo (oo, d) para cierto valor de 0.
Luego, bastara probar una condicion de tipo 1'1 para obtener, mediante el Corolario 3.2.5,
la acotacion en BM Of (w) para los valores de 8y pesos w alli presentados.

Proposicion 4.1.1. Sea V € RH, con q > d/2~y supongamos que V' satisface (4.0.2).
Entonces Ry es un operador de tipo (00,d), con § = min{l,2 — d/q, a}.

Demostracion. Para probar las estimaciones (2.1.4) y (2.1.5) vamos a hacer uso de la
expresion del nicleo Ky de Ry dada en la seccion 2.3.2. Sean z, y € R? y definimos
R = |z —y|. Elegimos z¢ € R? tal que x € B(zg, R/8). De esta manera, podemos escribir

,C2<$7 y) = _R2(77:E0F('7 y)V) (CE) - V%F()(x? g)r(gv y)Anxo (g)df
R (4.1.1)

+2 5 ViValo(z,€) - Vg, (§T (€, y)dE,

donde 7,, es una funcion Cg° soportada en B(zg,3R/8) que vale 1 en B(zq, R/4), 'y '
son las soluciones fundamentales de L y —A respectivamente y Ry = V(—A)7! es la
transformada de Riesz de orden dos asociada al Laplaciano.

Para estimar el tamafo de Ky (z,y) dividimos el nicleo en los tres sumandos anteriores
que llamamos Ko 1, Koo y Ko 3.
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Para Ko 1, si Ky es el nicleo de Ro,

‘K2,1(x7 y)l =

/ Ko(z — 210 ()T (2, 9)V (2)d2
B(z,R/2)

/ Kl ) (V) - TV ()

< [ Kaa = 2 (NI ) - Vil i)

n / Ky (2 — 2) [0 (2)V (@) [T (2, ) — T, )|
B(z,R/2)

s el = DDV @l (2) — 11z
B(z,R/2)

=I1+11+1I1.

En I podemos usar (4.0.2), el soporte de 7,,, el tamano de Ky y de I' y el Lema 1.2.8
para acotar

_ Oy / v — 27 <1+ ’Z—y’>Ndz
= 07(x) JBosrys) 1T — 2|4z — y|?? p(y)
C R\ Y d

< d—2 2]\; (1+_> / zd—

Ri=2pte(r) p(y) Blao3R/s) [T — 277

24« —N

<% Ga) (0 5m)

Rd \ p(x) P(y)

con N=N/(Ng+1)—2—a.

Para estimar /1 vamos a usar el tamafio de Koy, las estimaciones (1.2.10) y (4.0.1), y
que el soporte de 7,, estd contenido en B(zg,3R/8).

Cy ( R )N / dz
II< 1+ B
?(w) Ri-2+0 p() Blao3Rys) [T — 2770
2 —N
p(r) p(r)

(14 %)N

Finalmente, para 1] usamos (1.2.9) y (4.0.1), y que sop(1 —n,,) C B(zo, R/4)¢, para

IA
QO

IN
22 =
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obtener

-N
17 < : C'Nd72 (1+ R ) / dz _
p*(z)R p() Ba,R/2)\B(x0,/4) |T — |

Combinando las estimaciones para I, I y [1] obtenemos la estimacion de tamano
deseada para Ky .

Veamos ahora el término Kyo. La herramienta principal es usar que el soporte de
An,, (€) esta incluido en el anillo {€ € RY : R/4 < |zg — & < 3R/8}, luego estamos
suficientemente lejos de las singularidades de I' y de T'g. Ademaés, como |An,, (§)| < C/R2.

Oy |z — 51>N d¢
IC s xZ, Z/ S _/ (1 +
Kaz(z.9)l R? JRjaciwg—e|<3Rys p() ly — &|2 |z — €]

Puesto que si R/4 < |xg — &| < 3R/8, tenemos que |x — &| ~ |y — | ~ R. La estimacion
de tamano del término Ky 3 puede hacerse de igual manera.

(4.1.3)

Veamos ahora que el nticleo Ky satisface (2.1.5). Sean x, 2/, y € R? tales que |z —2/| <
|z —y[/16 y sea R = |x — y|. Podemos encontrar zo, yo € R? tales que [yo — x| > R, z,
2’ € B(xo, R/8), y € B(yo, R/8). De esta manera, dividiendo el nAzcleo Ky como antes,
tenemos que
Ka(z,y) = Ka(a', y)| < [Kan(z,y) — Kaa (2’ y)|
+ [Kaa(z,y) — Kop(2', )
+ [Kas(z,y) — Ko@)l

Para la suavidad de Ky vamos a usar que el operador R estd acotado en espacios
Lipschitz-6, esto es,
Ko (@,y) — Koa (2, y)| = Ra(T(, )V ) (2) — Ra(L(, ) Vi, ) ()]
<NV y) oyl — 21
con & = min{1,2 —d/q,a}.
A continuacion, vamos a estimar la norma ||V (-, y)n,, HLipS' En primer lugar recorde-

mos que sop(n.,) C B(xg,3R/8) C B(x, R/2). Entonces, si z ¢ B(x, R/2) tenemos que
IV (2)I'(2,y)Nw(2)] = 0. Si z € B(x, R/2), usando que |z —y| ~ Ry (4.0.1),

VErome s S (Y (1) "< L

IN
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eligiendo N > 2. Luego, si |z — 2/| > R/4,

|z — 2

Ri+6

V()T (2, 9)0 (2) = V(22 y)nee (7)) < C (4.1.4)

Por otro lado, si |z — 2/| < R/4, descomponemos

V()T (2, 9120 (2) = V(2T 9)00 ()] < V(2)770 (2) [Ty, 2) = Ty, 2')]
+ V()L )11 (2) = 1y (21)]
+ 02 y)lne, (2)|V(2) = V()]
=A+B+C.

En A tenemos que si z ¢ B(z,R/2), A =10.Si z € B(x,R/2), 2/ € B(z,3R/4) y
|z —y| ~ |2/ — y| ~ R. Entonces si § = min{1,2 — d/q},

A<CN|z—z'|5 R\’ 1+i _N<C’|z—z’|5
=7 Rdte o(2) o(2) = T Rdts

eligiendo N > 2.

Si z, 2 ¢ B(x,R/2) tenemos que B = 0. Si z € B(z, R/2), se sigue que 2z’ €
B(z,3R/4) y |z — y| ~ |2’ — y| ~ R. Entonces

lz—2| [ R\’ R\ Y |z — 2| R\V |z — 2/
B < —_— 1 < 14+ ——~ <
= o) Utaey) SO Uuy) =CRe

eligiendo N suficientemente grande.

En C tenemos que si 2’ ¢ B(z,R/2), C = 0. Si 2 € B(x,R/2), z € B(z,3R/4) y
|z —y| ~ |2/ — y| ~ R. Entonces, si |z — 2’| < p(z) podemos usar (4.0.2) para obtener

lz—2)* ( R \*™ R\Y |z — 2|
c<cC 1 <C
= YN pd+ta p(2) + p(2) = Rd+a 7

eligiendo N > 2+4a. Si|z—2'| > p(z), Acotamos |V (2) =V (2)| < V(z)+V (') obteniendo
dos términos C; y Cy. En cada uno de ellos usamos (4.0.1) para obtener

Cy R\
c, < 1
LS p?(z)Rd—2< +p<z'>)

S () ) ()

Clz — Z|
< hE

eligiendo N suficientemente grande.
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Combinando estas estimaciones tenemos que
||VF(-,y)77a;0||Lips < CR™%9 entonces

/ |$ . :E/|S
’IC2,1($7 y) - ICQ,l(‘r 7y)‘ < C|I‘ . y|d+8'
Para estimar la suavidad de K2 vamos a usar que
|z — 2|
[ViTo(w, &) = Vilo(', O < T —ea

que sop(An,,) C{£ € RY: R/8 < |z —&| < R/2} y que |An,,| < C/R?. Entonces,

|IC2,2($7 y) - ’C272(ZE,7 y)| = ‘/ [V%FO(‘Tv 5) - V%FO(I'/’ g)} F(yv g)Anxo (§)d§

C _
S _2/ ‘Zl a i
R R/8<|z—¢|<R/2 [z — &|Fty — ¢
< Cle — 2| d¢
- Rl R/s<|o—g|<m/2 |T — &|TT
Cle — 2|
- Rd+1 ’
Finalmente, para Ko 3 usaremos la estimacion
2 2 / |z — 2|
[ViValo(z, ) — ViValo(2', §)| < g

que sop(Vn,,) C{€ € R : R/8 < |z —¢&| < R/2} v que |Vn,,| < C/R, para obtener

(Kas(2,y) — Kas(a',y)| = 2 ‘/ [ViValo(z, &) — ViValo(a', €)] - Ve, (§T(y, &) dE

/
¢ e N,
R Jris<jo—ej<ry2 |7 — &|4T2y — €42
< Cle — 2| d¢
T RN JRis<ia—g<rye [T — €42
Cle — 2|
- Rd+1

]

A continuacién, vamos a usar el Corolario 3.2.5 para obtener el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2. Sea V € RH, con q > d/2, que satisface (4.0.2) para cierto valor de
a>0.50=mn{l,2—-d/qa} y0 < p <4, entonces el operador Ry es acotado en

8 - -8
BMOp(w) siempre que w € AL, N DA, con 1 < p <1+ ==
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Para poder aplicar el Corolario 3.2.5, tenemos que probar que Rs(1), bajo las condi-
ciones del Teorema 4.1.2, satisface la estimacion de oscilacion (3.2.7) para algin € > 0.
Para probar la desigualdad requerida, necesitamos establecer las siguientes herramientas.
La primera es una consecuencia del Lema 2.3.11 dénde se comparan los ntcleos Iy con
K, enunciada en el siguiente lema.

Lema 4.1.3. Sea V € RH, con q > d/2, y sean Ko y Ko los nicleos de Ry y Ry
respectivamente. Eziste una constante C tal que si xo € R yr < p(xg)/2,

B0 ), ()
Koz, y) — Ko(x,y)|dyde < C :
’B<I07T)’ B(zo,r) B(J:O,r)| 2( y> 2< y)| Y p(xo)

con 6 = min{1,2 — d/q}.

Demostracion. En primer lugar hacemos

1
[B(xo, )] ~K
‘B(‘%O? T)‘ /;(mo,r) /B(xo,v') ”C2(x7 y) 2(3:’ y) ’dydf

1
SEe o, 162l ) = Kl ) dedy
! zo,T y,2r

< - Kao(z,y) — Ka(z,y)|drdy.
|B(SL’0, 7’)| B(zo,r) J; 27IrL|r—y|<2-d+ Ly

Para y, j fijos podemos cubrir cada corona {z : 277r < [z—y| < 277*!r} con una coleccion
de bolas {B;; = B(x] 7.97773r)} de manera que los centros x] pertenecen a la corona y
la cantidad M sélo depende de la dimesion. Luego, para z € B;; podemos aplicar la
expresion dada en el Lema 2.3.11 para obtener

1
1B(z0,7)| -K dyd
|B(:L“07 T)| /B(xo,r) /;(asom) “C2<17, y) 2(‘%7 y>| yax

T o 22,
< ——— Ko(z,y) — Ko(x, y)|dzdy
|B(I07T)| B(zo,r) Z | 2 2( )|

]021

1
< O /B . Z / Ra(VT( 9)x s ) ()l dady

_]O’Ll

1 / / (2~ ]7“
TR 2T rdy
|B((L’0,T’)| B(zo,r) j= 0 i—1 2 ]T’ ij)

=A+D.

Para estimar B es facil ver que

p=oM <p(

>)i2 <c(5t)
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En A para p > 1, podemos hacer

co M

1
A<(C——W—
S ’B(;UO’TM B(xo,’r‘)jgo;</3m.
1 oo M ) P y §
= “IBleo /B(W)ZZ( [ were) df) (277 dy
1

!Rz(VF(wy)XB;,j)(x)!pde) (279r) ¥ dy

=0 i=1 ¥
oo

< CM (2—jr)d/p+d/p’—d+2dy

‘B(‘/EO? T)‘p2($0) /;(mo,r)

=¢ (p<;o>)2’

donde hemos usado que el operador Ry es acotado en L, la estimacion (1.2.9) para T y
la estimacion de tamano (4.0.1) para el potencial.

§=0

O

El siguiente resultado establece una estimacion sobre la suavidad de la diferencia de
los ntcleos.

Lema 4.1.4. Sea V € RH, con q > d/2, y sean Ky y Ko los nicleos de Ry y Ry
respectivamente. Existe una constante C tal que si zo, yo € RY, R < |z — yo| < p(x0), ¥
y x’ pertenecen a B(xg,r) conr < R/8, ey € B(yo, R/8),

a2, y)—Ka(z, y) — [Ka(2', y) — Ka(z'y)]|

Cr (4.1.5)

< R (o) + R2(VT(y, )2p) () — R (VT (Y, )1 ) ()]

Demostracion. De acuerdo a [31] (pag. 530),

I(w.9) - Lolg) =~ [ Lol V(0. e
Usando la notacion D(x,y) = Ka(x,y) — Ka(z,y) vy la ecuacion de arriba tenemos que

|D(x,y) — D(z',y)]

- \v% [Tt overe.ga-vi [ ro<x',s>V<s>r<y75>d5\
< 'V% / Lo(ie, V(€T (Y, €y (€)dE — V2 / Fo(x’,f)wmy,f)nm(f)ds‘

+ ‘v%/Ib(x?g)V(g)F(yvg)(l - nzo(€>>d€ - V%/FO($/7£>V(£)F(Z/7£><1 - Uxo(f))df‘
=1+1I
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Para I, tenemos que

I= |R2(Vr(y7 )%o)(f) - RQ(VF(yv )77960)<x/)|

En /I, vamos a usar que sop(l — n,,) C (B(zo, R/4))¢, entonces

< / Ko, €) — Koz, )|V (€)|T(y, €)|de.
|E—z0|>R/4

Para acotar este término vamos a dividir {|{ — zo| > R/4}UJ; + Jp + J3, donde J; =
{ly=¢l < R/8}, Jo = {R/8 < |y—&| < 2p(w0), [0 —&| = R/8} y Js = {[y—¢&| = 2p(x0)}-

En Jy, |z —§| ~ |2 =& ~R

’ 07“5 d
| 1ot~ Kl OV O < gz | ‘

p? (o B(y,R/8) |y — £|4-2

< () (pgo))Q‘

En JQ,

/ o g

. 1Kz (z,8) — Ko (2, §) V()T (y, §)|dE < RI-2p2(z) /|z ¢[>Rr/16 |7 — |90
< C (Y’ (L)
~ RI\R/) \p(zo))

Finalmente, en J;, como |z — &| > p(x¢), vamos a usar el Lema 1.2.8 para obtener

/J Ko(2,€) — Kala', )|V ()T (y, )] de

1 Iy—fl)_N
1 d
d+5/y £1>2p(w0) |y §|d 2p*(§) ( " p(y) ¢
!y—&!)Q( |y—£|)‘Nd
m>d+6/y T 5|d (” 00 ) T ow :

7,5 ’y _ 5’)N+2N0+2
1 d
azo)d“/y e>2p(z0) 1Y — §|d( W) ¢

ro o dg

P(a0) 5N Jyy-eizapteo) ly — 4V

< Op(#;d“ S R <%>5 (p(]jo))z'

Aqui hemos usado también que p(xg) ~ p(y), puesto que |zo — y| < 2p(xo).

I/\
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A continuacion damos la prueba del Teorema 4.1.2.

Demostracion del Teorema 4.1.2. Vamos a usar la Proposicion 4.1.1 y el Corolario 3.2.3.
Como dijimos, bastara ver que Ry(1) satisface la condicion de oscilacion (3.2.7).

Sean zy € R, r < p(xg)/2 y x, 2’ € B(xp,r). Escribimos

T1(x) — T1()| =

lim / K(z,y)dy — lim K(x’,y)dy‘
lz—y|>e

e—0t e—0t |2/ —y|>e

: Elg(?* /|x yl>e Kwv)e (‘Zp&oy)‘) W /x —y|>e K v)e <|‘T//)(_l’oy)|> dy‘
e G- (G
< lim A. +

e—0t

donde ¢ es una funcion C§°(R) con soporte en [—2,2] y que vale 1 en [—1,1]. Si K5 es el
nicleo de Ry y D(z,y) = Ko(z,y) — Ko(z,y), descomponemos A, de la siguiente manera

= |, e - seale (G55)
1. e ()
AL (Lp(xo%')dy—/lx_yww('Z;&;%‘)i

/’ D Myww+/ D(a,y)ldy — Ay + Ay + Ag.
|lx—y|<r

|z’ —y|<r

Para A; vamos a usar el Lema 4.1.3 para estimar

/ / Ay drdr’ < ——— / / D(z,y)|dydx
.T,'O, | (zo,r) ¥ B(zo,r) ’B Zo, T | (zo,r) (z0,2r)
<c ) |
(ﬂ(xo)

con 6 =min{l,2 — d/q}. Es inmediato que podemos estimar Az de igual manera.
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Vamos a dividir el término correspondiente a A; de la siguiente manera

=| [ 2w () vt - e (1) xx/yb,«(y)dy'
< [ 10 = D o () Memson b
v [0l o () = (M) | iemsortonas
/ID ' y)le < v y|) [ Xlo—yl>r (¥) = Xjor—y>r ()| dy
= A+ App + Ajs.

En Ay, podemos descomponer de la siguiente manera

Ay < / D(z,y) — D(a',y)\dy
r<|z—y|<8p(zo)

Jo
0 J2ir<la—y|<2tir

con jo € N tal que 2707 < 8p(xg) < 27071y, Podemos cubrir cada corona con una coleccion
de bolas {B;; = B(y:j,2°?r)}, de manera que los centros estéan todos dentro la corona
y la cantidad M depende s6lo de la dimension. Luego, para y € B;; podemos usar el
Lema 4.1.4, para obtener

An DY [ DG - DGy

j=0 i=1
< OZZ / Rao(VT(y, ) () — Ro(VT(y, s, ) (') dy
7=0 =1
]O
+OZZ/ Sl
7=0 =1
= A1 + Aa,

donde B; = B(xo,2'7'r). Asi, es inmediato que

g

Ao < CM (

Para Ajj; observamos que para 0 = min{1,2 — d/q, o}, tenemos

A <Clz —z ‘622/ IV (y,-)ns, HLlpé Y.

7=0 =1
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Ahora, si y € B, j, vamos a estimar ||[VI'(y, -)T]BjHLipg. En primer lugar, si z, 2’ son
tales que |z — 2’| < 277?r tenemos que

V()L (y, 2)np,(2) = V(2 ) (y, '), ()] < [V(2) = V(Z)|T(y, 2)Ins, (=)
V()IL(y, 2) — (y, 2')ns, (2
V(I (y, 2)Ins, (2) — n5,(
=T +1I+III.

)

) (4.1.6)

Para estimar I observamos que I = 0si z ¢ B;. Luego, si z € B;, tenemos que |z—y| ~ 27r

¥ /o /|

e = EEd
= ) @ S Pa) ()

En I7 tenemos que, de la misma manera, [/ = 0si z ¢ B;, luego si z € B}, |z — y| ~

[ =yl =2ry

L)
1< Clz ‘ 2| ’
Pl @755
con 0 = min{l,2 — d/q}. Finalmente, I/] = 0si z ¢ B; y 2/ ¢ B;. Luego, si alguno de
estos puntos estd en B; |z — y| ~ |2’ — y| ~ 2/r. Usando la suavidad de 7,

[z = 2

< .
M= g

Por otro lado, si z € B;

C
‘V(Z)FWBJ (Z)’ < pg (xo) <2j7")d72

y vale cero si z ¢ B;. Entonces, si |z — z| > 2/7?r tenemos que

/ / / |Z — Z/|g
VT2, (=) = VT s, ()] < O S

Entonces, concluimos que

C
P (a0) (@)

”VF(y, ')UBj “Lipg <

Luego,

/526]0

— _ 118,.2-6 2-4 AN
AnlgCM’x - 22]”><C|x ikl (p(%)) <c(|x x’).

p*(xo) r N

Acotemos ahora Ajs. En primer lugar observemos que

sop (gp ('pr(;g) 0 <|Z)<;Oy>|>) C {y € R?: 2p(zo) < |2/ — y| < 10p(wo)}. (4.1.7)
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Aplicando el teorema del valor medio para ¢ tenemos que

|z — ']

T — |
A SC’( )/ Koz, y)| + | Ko (2! —y dy§C<| ),
- P(x0) ) Jap(wo)<lar—yi<100(a0) el =) p(o)

usando las estimaciones de tamano para Ko y Ko.

Para Az vamos a usar que sop (X|z,y|>r — X\x'—y\>r) C B(wo,4r) y el Lema 4.1.3 para
estimar

1 / / 1
—_— Ajzdrdr’ < —/ / |D(2',y)|dydx’
|B(ZL‘0, T) |2 B(zo,r) J B(zo,r) |B(ZE07 T)| B(zo,r) J B(zo,4r)
é
T

=¢ (P($0)> ’

Por ultimo vamos a acotar el término B. En primer lugar escribimos

B< ‘/’Cz(l’,y) (90 (fp(_xg) m v <|Z//)(;oy)|>) dy‘

+ ‘/(K(x,y) —K(',y)) (1 — (pr(;g)l)) dy’ BB

con 6 =min{l,2 —d/q}.

En B; usamos (4.1.7), el teorema del valor medio para ¢ y el tamano de Ky para
obtener

|z — ]

BgC( )/ Koz, y dy§C<|x_x|>. 4.1.8
! ,O(ZIZ'()) 2p(mo)§\m’—y\§10p(zg)| 2( )’ p(l'o) ( )

Finalmente, en By, vamos a usar la suavidad de Ky para estimar

BQ S / |/C2($,?J) —’Cg(l'/,y”dy
|lz—y[>2p(z0)

- d
< Clx — :1:'|6/ %
lo—y|>2p(z0) |T — Y|TT

<o)

De todas las estimaciones anteriores se deduce que R,(1) satisface (3.2.7) con e = § =
min{1,2 —d/q,a}.

]
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4.2. Operadores que involucran el potencial

En esta seccion analizaremos transformadas de Riesz-Schrodinger de tipo VY L™ para
0<~vy<d/2,y VY2V L™ para 1/2 < v < 1, actuando sobre espacios BMO%(w). La
estrategia serd similar a la seccion anterior. En primer lugar probar que son operadores de
Schrédinger-Calderén-Zygmund y posteriormente aplicar el Corolario 3.2.5 para obtener
correspondientes resultados en espacios de suavidad.

4.2.1. Operadores V'L™7

Consideramos operadores de tipo V'L~ para 0 < v < d/2. En primer lugar, mostrare-
mos que, bajo las hipdtesis adicionales sobre V| estos operadores resultan de Schrodinger-
Calderon-Zygmund. Para esto observamos que el nicleo asociado viene dado por

VYL f () = / V(@) () () dy.

Rd

donde J, es el niicleo asociado al operador integral fraccionario L™ que, como vimos en
el Capitulo 2, satisface las condiciones de tamano y suavidad (2.4.22) y (2.4.24).

Proposicién 4.2.1. Sea V € RH, con ¢ > d/2 y 0 <~y < d/2. Si existe o > 0 tal que
V' satisface (4.0.~2) entonces VYL~ es un operador de Schrédinger-Calderon-Zygmund de
tipo (00,0) con § = min{l,2 — d/q, o, y}.

Demostracion. Sea 0 <y < q/2yV € RH, con ¢ > d/2, que satisface (4.0.2) para algin
a > 0. En primer lugar vamos a mostrar que el nicleo V7(x)J,(z,y) satisface la condicion
de tamano puntual (2.1.4). Utilizando (4.0.1) y (2.4.22) tenemos que, para cada N > 0
existe C'y tal que, si z # y,

x X CN "T—y’ h
V(@) Jy (2, )] < p¥(z)|x — y|d—2v (l_l_ p(x) )

Cn <1+ |$—y|)_N+2Fy'
Tz -yl p(z)

Para ver la condicion de suavidad puntal (2.1.5) consideramos |z — y| > 2|z — 2/| y
escribimos

V(@) Jy(,y)=V7 (") ]y (2, )]
< V(@) (@, y) = Ty (2, y) + [y (2 ) [V (@) = V().

Para el primer término usamos la suavidad del nacleo J, dada en (2.4.24) y la esti-
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macion (4.0.1) para obtener

: Cnlz — ') o —y[\ 7"
Y — < 1
V()| Jy(2,y) — Jy (2, y)| < ()2 |z — y[d-21+0 + p(z)

& — ') - — g\ N
<C 1 ,
SO —yee U )

con 0 = min{1,2 — d/q}.

Para el segundo término vamos a usar que la funcion ¢ — t7 es Lipschitz-y con
4 = min{1,~}. Usando ademas (4.0.2), (2.4.22) y el Lema 1.2.8 obtenemos

DIV @) =V < V) = Ve (14 220

<0 |z — /| (1+ Ix—y|>_N
< Cn - - —
p()C+e)y |z — y|d=27 p(y)

|m—x’ﬁa <1 ’$_y’>—N/(No+1)
|z — y|dtie p(z)

<Cy

]

Usando la proposicion anterior y el Corolario 3.2.5 podemos probar el siguiente resul-
tado.

Teorema 4.2.2. Sean 0 < v < d/2, V € RH, para q > d/2 y supongamos que 4
satisface (4.0.2) para cierto 0 < a < 1. i 6 = min{1,2 —d/q,,av} y 0 < 8 < 6,
entonces VYL~ es acotado en BMOB(w) siempre que w € A5, N DY y1<p <1+ %.

Demostracion. Por la Proposicion 4.2.1 tenemos que V7L~ es un operador de Schrédinger-
Calderén-Zygmund de tipo (oo, d). Por lo tanto, resta probar que el operador V7L™7 sa-
tisface (3.2.7) para poder aplicar el Corolario 3.2.5 y obtener el resultado deseado. Para
ver esto consideremos x € R? y 2 € B(x, p(z)), vy escribimos

VL (2) — VIL(2)| = ‘vv(x) /R I (2, y)dy — V7(2) /

Jy(z, y)dy’
Rd

d
<V [ 1) = Il
R
HV) = V@) [ 15l = A+ B
R4
Para tratar A vamos a dividir la integral sobre R? en los siguientes dominios D; =

{yeR: |z —y| <2z —z[}, Dy={y e R : 2z —z[ < [z —y| < p(a)} y D3 = {y € R":
|z — y| > p(x)}. De esta manera, podemos usar la condicion (4.0.1) para escribir

C 3
g Z/D T, (2, y) — Jo(2,9)|dy = Ay + Ay + As.
=1 g

A<
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En A; no podemos usar la estimacion de la suavidad de J,. Acotamos la diferencia
por la suma y obtenemos dos términos A;; y A2. En A obtenemos

. /
|J5 (@, y)|dy
pZ'y(x) |lx—y|<2|z—2z| ’

C / dy
N pQFy(x) |lx—y|<2|z—2z| |$ - y|d—2'y

<o)

De igual manera puede obtenerse la misma estimacion para Ajs.

Ay <

AN

En A, podemos usar (2.4.23). Si § = min{1,2 — d/q} < 2,

A2<C|x—z|5 dy |z — 2|

)
—_ — < .
- p27<1’) /x—y|<p(x) |CL’ - y|d_27+6 N ( ,0(?[7) )

Por otro lado, si § > 2+,

W—ZP/ dy (W—ﬂ)h
A, < C —— < (C .
? pQ’V(x) 2|z—z|<|z—y| ‘513' - y‘d72fy+5 p<$)

Finalmente, cuando 6 = 2+, para cualquier € > 0 tenemos

z—z\° 1 dy z— 2 \*°
Ay < C —— <C :
p(a) ) Je =27 Jlamyicp) 12 =yl p(@)

Para As, usamos la estimacion (2.4.24), y obtenemos

T _
Ay < Sl =20 / W §O<|x Z') ,
PPN(E) oy izpa) | — yld 2N p(x)

eligiendo N suficientemente grande.

Para estimar B usamos (4.0.2), (2.4.22) y que la funcion ¢ +— t7 es Lipschitz-5 con
4 =min{1,~v}. De esta manera,

B < |V(x) —V(z)ﬁ/ _On (1+ u)Ndy

ra |2 =yl p(z)

|z — 2™ (/ dy N dy
<ol R ——_ W
p(z)2'y+a'y |z—y|<p(z) |Z - y|d—2’y |z—y|>p(z) |Z - y|d_27+N

<o(5")"

eligiendo N > 2~.
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4.2.2. Operadores V'-V2V 7

En esta seccion consideramos el operador V=2V L~7 para 1/2 < v < 1. Llamemos

K, al nucleo asociado al operador VL™7. Si v = 1, tenemos que, para si f € Lj,

VIRYL f () = V() / ViD(2, ) (9)dy = V" (2) / K\ (2, 9) £ (y)dy.

Mientras que, para 1/2 <y < 1,

K. (z,y) = %/R(—h)ﬂvlf(x,yﬁ)dﬂ (4.2.1)

donde I'(z,y, ) es la solucion fundamental del operador —A + (V +i7).

Vamos a usar esta expresion del niicleo para probar que, bajo las hipotesis adicionales
sobre el potencial, V7~Y/2V L™ es un operador de Schrédinger-Calderén-Zygmund. Para
ello, necesitaremos la siguiente estimacion para I'(x,y,7), que puede encontrarse en la
pagina 538 de [31]. Si V € RH, con ¢ > d/2, para cada N > 0 existe una constante C
tal que

-N
9 <O (1 e —yl) ™ (14 22

1 V(u) 1
o P Tt -1 )
|z — 9 B(z,|z—y|/4) |z — ul lz —yl

Antes de probar que el niicleo asociado a V712V L =7 satisface condiciones de tamaiio
y suavidad necesitamos probar el siguiente lema que nos da una estimaciéon para la deri-
vada segunda de I'(z,y, 7) bajo las hipotesis sobre el potencial que estamos considerando
en este capitulo.

Lema 4.2.3. Sea I'(z,y,7) la solucion fundamental de —A + (V +it). Sea V € RH,
con q > d/2 y tal que satisface (4.0.2) para cierto o > 0. Entonces, para cada N > 0
existe una constante Cy tal que

(4.2.2)

C -3 T — -
VI (2, y,7)| < E —Ny|d (14722 —y|) (1+ ‘p(a:)y‘> , para x #y.

Demostracion. Llamamando I'(z,y,7) a la solucion fundamental de —A + (V +i7) y
Co(x,y,7) a la solucion fundamental de —A + i7 es posible obtener la siguiente formula
similar a (4.1.1),
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vﬁm%ﬂz—w/ﬁwnammwma%ﬂwwm

R4

—LWH@&W@WM%Q% (1.2.3)

V%V2F0(aj7 fa 7—) ’ an‘o (5)1—‘(57 Y, T)df =A + B + C.

R4
Aqui |z — x9| < |r — y|/8 ¥y n es una funcion infinitamente diferenciable tal que
sop(n) C B(xo, 3z —y[/8) y n=1en B(xo, |z —yl|/4).

Para la solucion fundamental I'(z, y, 7) tenemos las siguientes desigualdades que pue-
den encontrarse en [31] (pag. 535 y Teorema 2.7). Para cada N > 0 existe Cy tal que

-N
W@yﬁﬂ_—ilﬁgﬂ+7mk— o) (1+“‘“) 429

€ p(y)
Ademas, si | — x| < |z —y|/2

C |z —¢&l°

Ty, 7) = Tz, y, )|_.(

con § = min{1,2 — d/q}. De esta manera, podemos estimar B y C al igual que se hizo
n (4.1.3).

El término correspondiente a A puede pensarse como una integral singular con nicleo
K7. Este niicleo puede no tener promedio cero sobre coronas, sin embargo, podemos
escribir

K;(l’,y) = (K;(x,y) - Kg(l',y)) + Kg(mvy) (4'2'6)

El nicleo K3 tiene promedio cero sobre coronas. De esta manera podemos seguir la
estimacion que hicimos en (4.1.2) usando ahora (4.2.4) y (4.2.5) junto con las hipotesis
adicionales sobre el potencial para obtener para cada N > 0 una constante Cy tal que

’/Kg(x’f)r(fvyuﬂ%o(f) ()dg| < |§O e (1+T1/2|SC y|)_3 <1+|xp(_xjy|>_ )
(4.2.7)

Para el término correspondeinte a la diferencia entre K3 y K9 usamos la siguiente
estimacion

K5 (2, y) — Ky(z,)| < (4.2.8)

|z —y|d=2
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Aplicando esta desigualdad y la estimacion (4.2.4) tenemos que
/ K52, €) — K3, T (€, . Ty (OV (€)dg
B(zo,3|z—yl/8)

p(y)

- NN

<C / (14712 —y|) N(1+u) .
-

- B(o,3lz=yl/8) |z — &]972]y — &[72p2(€)

_ —N+3No+1
(1+7‘1/2|x—y|) N <1+ 'i&%‘) ’ d¢
S ONT / - >
|z — y|=2p* () B(z,|z—y|) |z — &J42
Cntlz —yl? ) N =y [\ T
< S (T4 72—y 1+
rE ) o)
CN . _N42 ’.CC o y’ —N+3Np+3
< 14722 —y (1 +
FETAARRL o0
(4.2.9)

0
Proposiciéon 4.2.4. Sea V € RH, para q > d/2. Si existe a > 0 tal que V satis-

face (4.0.2) entonces VT2 L7 es un operador de Schridinger-Calderdn-Zygmund de
tipo (00,0), con 6 = min{l, a(y —1/2)} .

Demostracion. En primer lugar escribimos

_ —N
lz—y|\ Y (14722 -y V(u)
IVil(z,y,7)] < Cy (1 + (@) ( z— g2 ) mdu
B(z,|lz—y|/4)

T — 1+77%2 —y
+CN<1+’ y]> ( _’ dl’) =1+11

Ahora usando la condicion (4.0.1) podemos estimar I de la siguiente manera

_ -N
reoy (14220 e du
N p() |z — y[?—2 B(z,|z—y|/4) P2 (u)|r — uldt

B —N+2No 120, _ 1\
< Cy (1 Lz y‘) (Lt 77w — vl) / _du 4970
B

p() p?(x)|x — y|i—2 oyl [T —ult?
\x B y\ —N+2Ny+2 (1 + 7_1/2’1, . y’)—N
<Cy(1+ =% —
p(z) |z —yl

donde hemos usado también la desigualdad (1.2.7).
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De esta manera, tenemos que para cada N > 0 existe una constante C'y tal que

IKﬂLyHSI;§%EH(1+LZ&?)_ . (4.2.11)

Para 1/2 < v < 1, usando la ecuacion (4.2.1) y haciendo un cambio de variables 7|z—y|* =
52, obtenemos

|x _ y|)N+2N0+2 1 / ( s >2'y 23
K (x,y)| <C (1 + _— ds
@yl < Ov | 1+ 700 T S \e—yl) sV z—yP

—N+2Np+2 —2v+1
_ 1 v
§%0+wy0 /S ds
R

o) Ty ED f, At
|fL’ . yl —N+2Np+2 1
SCW(“Fpm>) Tyl @D

(4.2.12)

Luego, si 1/2 < v < 1 podemos usar la condicion (4.0.1) y obtener para cada N > 0
una constante Cy > 0 tal que

_ C [z =y
7—-1/2 N
V) K ()| < (145

CN (1 + ’x . y’)N+2N0+2’y+1
SN Cey '

) —N-+2Ng+2

(4.2.13)

Veamos ahora la condicion de suavidad. Sean |z — 2/| < |z — y|/2. En primer lugar
notamos la siguiente consecuencia del Lema 4.2.3. Para cada N > 0 existe una constante
Cy tal que

Cn|z — 2| 1/2 -3 [z —y -
Vil(z,y,7) = Vil'(2',y,7) < ——— (1 + 7z —y 1+ .
(4.2.14)

Usando esta estimacion y procediendo como en (4.2.12) tenemos que si 1/2 < v < 1, para
cada N > 0 existe una constante Cy tal que

Cnlz — 2| e —y[\ "
B e . ' 4.2.15
K (2,y) = Ky (2, y)] < 7 g0 T ) ( |

Ahora, escribimos
VIR (@) K () = VIV () Ko (2 )| = (V2 (@) [ (2, y) — Ko (2, )

+ Ky (@ )|V (@) = VIR (a) = A+ B
(4.2.16)
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Usando la estimacion (4.2.15) junto con la condicion (4.0.1) tenemos para cada N > 0
una constante Cy tal que

A< Cnlz — 2| H!m—y! -
= plx) 7tz — yldri=(rD p(x)

o ( |x—y|)‘N+27‘l
S Te—um U o) |

(4.2.17)

Para estimar B vamos considerar dos casos. Si |z — 2| < p(x) podemos usar la
condicion (4.0.2) junto con la estimacion (4.2.12) para obtener, para cada N > 0,

B < On 1+ ] _N\V(x) — V("2
T o =yl p(x)

< C'N 1 |l’ — y’ - |I — Z‘,|Oé(’y_l/2) (4 2 18)
Sl @I We) ) e -

CN|J; _ x/’a(“f—l/Q) ’J,’ o y’ —N42vy—14+a(y—1/2)

Finalmente, si |[z—x'| > p(x), vamos acotar la diferencia de los potenciales por la suma.
En el primer término podemos usar la condicion (4.0.1) junto con la estimacion (4.2.12)
para obtener en cada término,

-N
< Cn 14 |$ - ?J|
= p(x) )z — gyl p(x)

<Ol \x—m)‘“%

= o=yt p()

(4.2.19)

A continuacion aplicaremos la proposicion anterior y el Corolario 3.2.5 para obtener
el siguiente resultado de regularidad para el operador V=12V L7,

Teorema 4.2.5. Sea V € RH, para q > d/2 y supongamos que V satisface (4.0.2) para
cierto 0 < v < 1. Sea 0 = min{1,a(y — 1/2)} y 0 < § < 0, entonces V'"'2VL™ es
acotado en BMO?(w) siempre que w € A5, NDHy1<p<1+ &Tﬁ.

Demostracion. Por la Proposicion 4.2.4 tenemos que V1712V L=7 es un operador de
Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (00,6), con § = min{1, a(y — 1/2)}. Para poder
aplicar el Corolario 3.2.5 tenemos que mostrar que el operador satisface una condicion
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tipo T'1. Sean z, z € B(xg,r) con r < p(xg)/2. Escribimos

VTR L (2) — VPRV L (2] = VIY2(x) / K. (2, y)dy — VV/2(2) / K. (2, )dy
< V) V) [ 1 Gy
+V20) [ | (o0) - Ko(e)ldy = A+ B

En A vamos a usar (4.0.2) junto con la estimacion (4.2.12) para obtener

B 1 e —y[\ "
< . y=1/2
A< Cy|V(z) = V(z) / |z — y|i=(2r=1) (1 " p(x) )

|z — 2|0 (/ dy N dy
<Cy +p" (2)
p(l’) (@2+e)(r=1/2) (.%) lz—y|<p(zx) ’l’ - y’di(?yil) |lz—y|>p(x) ’l’ - y’d7(2fyil)+N
)

|z — z]or=1/2 2y-1

< O oyEaem ) Y
a(y—1/2)

e (rx !> ,

p(zo)

eligiendo N > 1.
En B escribimos
B< V7—1/2(z)/ | K (2, y) — By (2,9)]dy
lz—y|>2]z—2|

+VA/_I/Q(Z)/ <2 ‘|Kw(w7y) — K,(2,9)ldy = By + Bs.
r—y|<2|z—=z

En B; podemos usar la estimacion de suavidad para K., dada en (4.2.15) junto con (4.0.1),
eligiendo N > 0 arbitrariamente pequeno

N p<lj0)27_1 |z—y|>2|z—2| |(L’ - y|d+1—(27—1)+N N p(l‘o)

Finalmente, en By, acotamos | K, (7, y)— K, (z,y)| < |K,(x,y)|+|K,(z,y)|, obteniendo
dos tAlrminos. Estimamos ambos de igual manera.

C dy
v Kol <o |
lz—y|<2|z—z| ! p(2)27Y S yi<2jo—s 1T — y|i=r=1)

=¢ (',@')




Capitulo 5

Desigualdades de tipo Fefferman-Stein

En la teoria de desigualdades pesadas en LP un problema relevante es el siguiente: dado
un operador 7'y 1 < p < 0o, encontrar un operador positivo M tal que desigualdades
del tipo

/!Tflpwﬁ/lf!p/\/lw, (5.0.1)

valgan para alguna familia razonable de funciones, bajo minimas hipotesis sobre el peso
w. Sin embargo, una desigualdad como esta so6lo tiene sentido cuando Mw es finito c.t.p.
y, por supuesto, es deseable obtener un operador M lo mas pequeno posible.

La primer aparicion de este tipo de desigualdades es un clasico resultado de Fefferman-
Stein ([16]) para T'= M = M el operador maximal de Hardy-Littlewood, esto es,

/ny\ng/mpr, (5.0.2)

para 1 < p < oo.

Cuando T es un operador integral singular, Cérdoba y Fefferman mostraron en [10]
que la desigualdad (5.0.1) vale tomando Mw = M,w = (M(w"))/", para cualquier
1 < r < oo. Sin embargo, se sabe que la desigualdad no vale cuando r = 1y T es la
transformada de Hilbert.

Posteriormente, en [33], Wilson obtiene desigualdades paral <p <2y M = Mo M,
mejorando los resultados de [10] puesto que M o M(w) < M(w")"/" para todo r > 1y
vale la desigualdad estricta para ciertos pesos w

En 1995, C. Pérez ([28]) dio una respuesta completa a este problema con técnicas
diferentes incluyendo desigualdades de tipo débil para p = 1. Para obtener una desigual-
dad mas justa propone trabajar con operadores maximales que involucren promedios
asociados a funciones de Young que pueden ser més pequenios que M,. Enunciaremos
precisamente estos resultados pues serdn esenciales para nuestro trabajo, pero primero
necesitamos recordar e introducir algunos conceptos.
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Las definiciones de funciones de Young y de los operadores maximales asociados a
ellas fueron definidos en el Capitulo 1. Aqui necesitamos definir ademas D,, como la clase
de funciones A de Young que satisfacen

/c°° (ﬁ)?’—l% <0 (5.0.3)

Teorema 5.0.6. (ver Teorema 1.5y §3 en [28]) Sea 1 < p < 00, y sea T' un operador de
Calderdon-Zygmund. Supongamos que A € D,. Entonces existe una constante C' tal que
para cada peso w

para algin ¢ > 0.

/Rd Tf (y)[Pw(y)dy < C/Rd |f(y) [P Maw(y)dy. (5.0.4)

El siguiente teorema trata el caso limite p = 1 y también es un resultado de C. Pérez.
Aqui enunciamos una version que puede encontrarse en [11] como Teorema 9.31.

Teorema 5.0.7. Sean T un operador de Calderon-Zygmund y A € Up>1 D,. Entonces

existe una constante C' tal que para cada peso w y para todo X > 0 se tiene
d C
wly €RTTIY) > AN < + | 1F ()| Maw(y)dy. (5.0.5)
R

Algunos ejemplos de funciones en la clase D, son A(t) = tlog’ '""(1 + 1) o A(t) =
tlog? (1 +t)log? '™ (log(1 + t)) para cualquier £ > 0. Para la clase U,>1 Dy, podemos
tomar A(t) = tlog®(1 +t) para cualquier € > 0.

En este capitulo vamos a probar resultados de este tipo para operadores asociados
a L. La clase de operadores con la que vamos a trabajar es la familia de operadores de
Schrédinger localmente comparables con operadores de Calderon-Zygmund definida en la
Seccion 2.2. Elegimos trabajar con esta familia ya que la técnica que usaremos consiste
en comparar localmente con operadores de Calderén-Zygmund clasicos, para los cuales
podemos aplicar los Teoremas 5.0.6 y 5.0.7. Enunciamos estos resultados generales en la
Seccidon 5.1 y damos las correspondientes demostraciones en la Seccion 5.2.

Posteriormente, en la Seccién 5.3 vamos aplicar los resultados de este capitulo a
los ejemplos de operadores de Schriodinger localmente comparables con operadores de
Calderon-Zygmund dados en la seccion 2.3, esto es, los operadores Ry y Ro y sus adjun-
tos R4 y R5. Para estos operadores, conseguimos obtener desigualdades del tipo (5.0.4)
con algunas diferencias. En todos los casos, el operador maximal que aparece del lado
derecho satisface M1 < 1, luego las desigualdades que obtengamos implican acotacion
en LP. Por lo tanto, el rango de p serd a veces limitado, exactamente como en el trabajo
original de Shen. Por otra parte, podemos esperar obtener un operador M mas pequeiio
debido al decaimiento de estas transformadas de Riesz-Schrodinger en el infinito. Ademas,
puesto que los nticleos no son simétricos, es esperable que los resultados sean distintos
para T'y su adjunto. Aqui, queremos remarcar que las desigualdades que mostramos para
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los operadores adjuntos no son obtenidas por un argumento de dualidad. De hecho, pro-
cediendo de esta manera no podriamos obtener una desigualdad con un peso arbitrario
en el lado izquierdo como las que buscamos.

En la Seccién 5.3 también mostramos resultados para operadores de tipo L=V para
0 <y < d/2y L7VV?Y2 para 1/2 < v < 1. Estos operadores pertenecen a la
familia mencionada eligiendo T = 0. Esto se debe a que los nicleos no son singulares
y por lo tanto las integrales que los definen existen en el sentido de Lebesgue. De hecho
satisfacen, ademas del decaimiento, una condiciéon de tamano en la diagonal que asegura,
por ejemplo, la acotacion fuerte en L' (w) para w € Af. Hemos elegido entonces tratarlos
separadamente de los casos Ry y Ro para enfatizar las mejores propiedades de sus ntcleos
que nos permiten obtener mejores desigualdades. Sin embargo, como veremos, usaremos
en la prueba estimaciones obtenidas en el caso anterior.

Finalmente, en la Seccién 5.4 usaremos los resultados previos para dar condiciones
suficientes sobre la funcién f que aseguren integrabilidad local de T'f, siendo T alguno
de los operadores mencionados. A su vez, estos resultados pueden aplicarse a ecuaciones
diferenciales asociadas a L y derivar condiciones suficientes para que, por ejemplo, las
primeras o segundas derivadas sean localmente integrables en norma-p. Esta aplicacion
aparece al final de la Secciéon 5.4.

5.1. Resultados obtenidos por comparaciéon

En esta seccién vamos a considerar el espacio R? con una funcién de radio critico
p:RY— (0,00), esto es, una funcion que satisface (1.2.7). Vale recordar que si p es una
funcion de radio critico, entonces para cualquier v > 0, vp también es una funciéon de
radio critico. Mas atin, si v < 1, vyp satisface (1.2.7) con las mismas constantes que p.

La técnica que aqui usaremos para lograr desigualdades tipo Fefferman-Stein difiera de
la de los capitulos anteriores y rescata las ideas originales de Shen sobre comparacién local
de los operadores Riesz-Schrodinger con los de la teoria asociada al operador de Laplace. Si
bien también enunciaremos resultados generales, las hipotesis estan orientadas a explotar
tal comparacion, alentados por las desigualdades ya mencionadas para operadores de
Calderén-Zygmund (Teorema 5.0.6 y Teorema 5.0.7).

Enunciamos a continuaciéon los teoremas principales de este capitulo. Los operadores
maximales que aparecen aplicados al peso w son los definidos en el Capitulo 1, Sec-
cion 1.2.5.

Teorema 5.1.1. Sea T" un operador de Schrédinger localmente comparable con un ope-
rador de Calderdn-Zygmund de tipo (s,€) para algin 1 < s < oo y € > 0. Entonces, para
cada 0 > 0 y cualquier w € Li. ., w > 0, T y T* satisfacen las siquientes desiqualdades

loc»

/ TfPw < G / Jave (5.1.1)
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siempre que 1 <p < s yr=(s/p),

[ 17w < o [ 1POE 4 30, (5.12)

con s' < p < oo y cualquier funcion de Young A € D,.

Si el nucleo K satisface estimaciones puntuales podemos obtener un estimaciéon maéas
precisa para 7', como corolario del teorema anterior.

Corolario 5.1.2. Sea T un Operador de Schridinger localmente comparable con un
operador de Calderon-Zygmund de tipo (co,€) para algin € > 0. Entonces, T y T™* satis-
facen (5.1.2) para 1 < p < 0o y cualquier funcion de Young A € D,,.

El Corolario 5.1.2 se sigue inmediatamente del Teorema 5.1.1 puesto que las condi-
ciones (@) ¥ (bs) implican a las condiciones (as) y (bs) para todo 1 < s < oo, y son
simétricas en x e y.

Para el caso limite p = 1 podemos obtener las siguientes desigualdades de tipo débil.

Teorema 5.1.3. Sea T un Operador de Schridinger localmente comparable con un ope-
rador de Calderdn-Zygmund de tipo (s,€) para algin 1 < s < oo y € > 0. Entonces, T
satisface

w({|Tf] > A}) < %/mMg,w, para A > 0, (5.1.3)

cualquiera sea el peso w € L., w > 0. Mds aun, si T es un Operador de Schrédinger
localmente comparable con un operador de Calderdn-Zygmund de tipo (0o, ¢€), entonces,
para cualquier funcion de Young A € Up>1 D,,

w{|Tf| > A}) < %/m (MY + M°) w, para A > 0. (5.1.4)

Asimismo, la desigualdad (5.1.4) también vale para T*.

El nicleo asociado a algunos operadores relacionados a L satisface una condicion de
tamano mas fuerte que (as). Para estos operadores podemos obtener desigualdades més
precisas sin necesidad de usar la técnica de comparacion.

Teorema 5.1.4. Sea T un operador lineal con nicleo asociado K. Supongamos que para
algin s > 1 y 6 >0, K satisface
(¢cs) Para cada N > 0 ezxiste Cy tal que

(/ K (x y)lsdx) " e (1 + p<x°>)_5 (1 ;= >_N
R<|zo—z|<2R ’ N R p(xo)

Cualesquiera sean xg € R, R >0, y € R? tales que |y — zo| < R/2.

Entonces, para cada 0 > 0, T satisface (5.1.1) para 1 < p < s y ademds
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[rave < e [ 13t w), (5.15)

para s’ < p < oo y cualquier y w € L ., w > 0.

loc»

5.2. Pruebas

Antes de dar las demostraciones de los teoremas de la seccién anterior debemos esta-
blecer algunos lemas técnicos que seran ttiles en lo que sigue. En general, los operadores
maximales no pueden controlarse puntualmente por operadores localizados. Sin embargo,
esto es posible si estamos considerando funciones soportadas en bolas sub-criticas y para
puntos cercanos al soporte. En el siguiente lema determinamos cuanto debemos contraer
una bola critica para que podamos establecer este tipo de control.

Lema 5.2.1. Sea A una funcion de Young y By una bola critica. Eriste vy > 0 tal que
st 0 < v < g entonces para toda funcion f medible,

Ma(fX8,) () < CME(f) (@), (5.2.1)

para todo x € 2vBy. Aqui, la constante C' depende sdlo de la dimension y de la funcion

A.

Demostracion. Supongamos x € 275, con 7y a elegir. Sea M § la correspondiente maximal
centrada, esto es, tomando supremo s6lo sobre bolas con centro en el punto x. Como
M4(f)(z) < CMS(f)(x) para cualquier funcion f con constante dependiendo sélo de la
dimension y de la funcion A, es suficiente considerar bolas centradas en . Sea xq el centro
de By y supongamos r > 3vp(xg). Entonces B(x,r) D B(x,3vp(x)) D vBo y

1 1
- 9l < JNE
‘B($7 7“)’ B(x,r)NyBo ‘B(.I', 3"}/p($0)) vBo ’B(:C7 3710(1.0))’ B(z,3vp(z0))

g1,

para cualquier g no negativa.

Ahora, Si A > 0, podemos aplicar la desigualdad anterior a g = A(|f|/\) obteniendo
que, para r > 3yp(zo),
1FXBoll 4@y < 1fllaBe.3v80)-

Entonces, si z € 2vB,,

M5(fxyBo)() < sup | fllaBer-
r<3vp(zo)

Para completar la prueba, basta tomar ~y tal que 3vp(xo) < p(x) para todo x € 2vBy.

De la desigualdad (1.2.7), tenemos que p(xq) < p(2)Co(1+27)N0, luego v debe tomarse
tal que
37Co(1 + 2y)Ne < 1. (5.2.2)
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Como el lado izquierdo tiende a 0 con 7, existe vy > 0 tal que, para 0 < v < 7 vale la
desigualdad. O

Las condiciones (ay) v (bs) estan escritas de manera apropiada para probar las de-
sigualdades propuestas para T™. Para esclarecer la prueba de las desigualdades enunciadas
para 1" proponemos las siguientes condiciones equivalentes.

Lema 5.2.2. Para cada s > 1, las condiciones (as) y (bs) son respectivamente equiva-
lentes a las condiciones

(a’) Para cada N > 0 existe Cy tal que

1/s ) R _N
</ |K(a:,y)|sd:1:) < COyR™Ys (1 + > ,
B(zo,R/2) p(ro)

para R < |y — zo| < 2R.

(b)) Ezisten C y e > 0 tal que

1/s €
( R

K(x,y) — Ko(x,y de) < CR™* (—)

(/B(IO’R/Q)l (z,y) — Ko(z,y)| e

para R < |y —xo| < 2R y R < p(xo).

Observacion 5.2.3. En (as) la corona R < | — x| < 2R puede ser reemplazada por la
corona R < |z — x9| < ¢oR, ¢o > 1 con un cambio fijo en la constante Cy. Similarmente,
en (a.), la corona R < |y—xo| < 2R puede sustituirse por R < |y—x¢| < ¢ R. Esto resulta
de aplicar (as) o (a)) un nimero finito de veces. Comentarios analogos valen para (by)

v (b)) S

Demostracion del Lema 5.2.2. Sea K un nicleo que satisface (a;) para algin s > 1.
Vamos a mostrar, en primer lugar, que (a;) = (a}). Sean 2o € R%, R > 0 e y tales
que R < |xg — y| < 2R. Es facil verificar que B(zg, R/2) C {z : R/2 < |z — y| < 4R}.
Entonces, aplicando la conidicion (as) y la observacion anterior obtenemos

1/s 1/s
( / \K(:c,ynwx) < ( / |K<x,y>|8dx)
B(zo,R/2) R/2<|y—z|<4R

—N
< COyR™ ¢ <1 + i)
p(y) )

-N
< COyR™ ¢ <1+ R) ,
P(flfo)

donde hemos usado el Lema 1.2.8 en la dltima desigualdad.

Par ver que (a,) = (as) sean o € RY, R > 0 e y € B(z, R/2). El anillo {z : R <

s

|z — 29| < 2R} puede cubrirse por M = M(d) bolas de radio R/4 y centros z;, tales que
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R < |z; — xo| < 2R, para i = 1,..., M. Para cada una de estas bolas puede verse que
R/2 < |x; —y| < 5R/2. Aplicando la condiciéon (al) en cada bola,

]_/s M 1/8
( / \K(w)fdsc) <y ( / |K<x,y>|8dx)
R/2<|y—z|<4R ; B(z;,R/4)

=1

M —-N
/ R

S o (14—

i1 p(@;)

R —N
< CNR™ (1 + ) ,
P(ﬁo)

IN

donde usamos nuevamente el Lema 1.2.8 en la tultima desigualdad.
Omitimos la prueba de (bs) <= (b)) pues sigue las mismas lineas que la anterior.

O
Daremos a continuaciéon las demostraciones de los teoremas de la secciéon anterior.

Demostracion del Teorema 5.1.1. Sea T" un operador de Schrédinger comparable a un
operador de Calderén-Zygmund de tipo (s,¢), para algin s > 1, £ > 0. Sea T el corres-
pondiente operador de Calderén-Zygmund con nicleo K. Sean K el niicleo de T', w un
peso, # >0, 1 <p < sy A una funcion de Young que satisface (5.0.3).

Probaremos en primer lugar la desigualdad (5.1.1). Sea vy como en el Lemma 5.2.1.
Para algtin v < 7 a elegir, sea {B,} la descomposicion del espacio dada en la Proposi-
cién 1.2.6 para la funciéon de radio critico vp. Podemos escribir

[rre<y

| i
neN n

- Z/ |T(fx2B,) + T(fX(an)C) + To(fx2m,)

neN

P

(5.2.3)

Pw

<G (ZN /n IT(fX28,) — To(fxam,)Pw + ) / I T(fX@2B.)e)

neN
+Z/n To(fx28.)

neN

pw) = C,(I+IT+1II).

En I11, como Ty es un operador de Calderén-Zygmund, podemos aplicar el Teore-
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ma 5.0.6 y el Lema 5.2.1 para obtener

IIT = Z/|To Ix2m,)|P(wxs,)

neN

< CZ/!szBnlpMA(wXBn)

neN

< CZ/ | f[P MY (w

neN

<c [ i)
puesto que A € D,

Para estimar I usamos las desigualdades de Minkowski y Holder, obteniendo

H_Z/ fX(an

_Z/ U( o K@Dl >|dyrw(x)dz
) nelt /(QB"” Tl </ : K <Iay)|’”w(az)dw> " dyr

p

§2/2

1/s 1/rp
(/ \K(x,y)\%iw) (/ w“w)dz) dy
neN LkeN ’“Bﬂ\2’°3n Bn, n

con r = (s/p)’. A continuacion, aplicamos la condicion (a),) para K, que es equivalente a
la condicién (as) por el Lema 5.2.2. Para cada N > 0,

i ) 1/rp p
I1 < C’NZ Z 128 B,,|~1/¢ 27kN /QkB |f(v)] (/ wr(x)dx) dy]

neN LkeN

i 1/p]?

1/r
<Cy > | prB e () (/ w%x)dx) dy
2k B, 2k B,

neN | keN

1/p]P
1 1/r
< 2—I<:(N—9/p) / D 2k’9 / r

neN | keN

<Oy Y |2 ( /2k3n|f<y>1prw<y>dy)l/p]

neN LkeN

p
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Finalmente, usando la desigualdad de Hélder para la suma en k y eligiendo N =
N1 +6/p+ 1, donde N; es la constante en Proposicion 1.2.6, obtenemos

p/v’
I1<Co) [Z p7HND / [F ()" Mfw(y)dy] [Z 2k<N1+1>]

neN LkeN 2¥Bn keN
< Cp Yy 27D / <Z X2k3n> [P Mw
Rd
keN neN

< Gy / P Ml
Rd

Solo resta estimar I. Sea D(z,y) = K(z,y) — Ko(z,y), observando que para x € B,
y debido a nuestra eleccion de v, 2B,, C B(x, p(x)), resulta

I = Z/ T(fxz2B,) — To(fx2B,)|[Pw

< Z [ / . D<x7y>f<y>dyrw<j>dx "
3> [ [ / o |D<x,y>uf<y>\dy} w(z)ds

< | |h(@)[Pw(z)de = |[hl7, g,
R4

donde
h(x) = / D )| () dy.
B(z,p(x))

Ahora bien, por la eleccién de B,, se puede ver que para cada k fijo y cualquiera sea n
podemos tomar 2% bolas disjuntas de la forma B, ; = B(z!, ,,2 *yp(z,)) tales que para

0>\/3,

9dk

B, c|JoB,, C20B,.
=1

Mas atn, existe una constante que depende so6lo de o y d tal que,

odk

Z:Xcr35”c S Cd,UX2an~

=1

Entonces, por la Proposicion 1.2.6, {0 B/, , };,, cubre R y

Y Xont, < Caope

In
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Fijemos 0 = 2v/d. Es posible elegir v suficientemente pequeno tal que, si z € 2\/c_ZBfl,k
y 278 1p(z) < |y — x| < 27%p(x) entonces

€ Bl =1y 4Vdy2 " p(x,) < |y — ol < By2 7 p(a,)}.

para cierto f > 4v/d (por ejemplo, podemos tomar v = (2Co(5v/d)Mt)~1 y g =

3CH(5Vd)No+2).

Ahora, escribimos h de la siguiente manera

x) = th(x) =

o0

/ D)Wy
k=0 Y B(x,27Fp(2))\B(z,27 1 p(z))

Entonces, para el cubrimiento del espacio {2\/33517,6}”71, se tiene, para r = (s/p)/,

AR |
n,l

p
/ !D(:c,y)!\f(y)ldy] w(e)de
2vaB. , LJ B2~k p(@)\B(@2-51p(a))

3o |,
RZJ 2VdBl, . |/ E!

n,k

i P (5.2.5)

1/p
3 / |f(y>|</ |D<x,y>rpw<x>dx) dy
n,l El QﬁBiz,k’
1/(rp) 1P

5[ ([ o) ([ g o) ]

donde hemos aplicado las desigualdades de Minkowski y Holder en los tltimos dos pasos.
Ahora, usando la condicion (b,) para D(z,y) y la Observacién 5.2.3 y la definicion de M?
para bolas sub-criticas obtenemos

1/(rp)
Il < © S (2 o))~/ 2o /ﬁ i |f(y)|< /ﬁ B,W@dm) ay
n,l n,k

n,k

1/r
—ke 1 1
<2 ’”’Z/l | f(y) (IBB T Lo w(fv)dx> dy (5.2.6)

< 02 ’ffpz / (y) [P MO w(y)dy

< O 2" k€p||f||Lp(M9

\D(fv,y)llf(y)ldy] w(w)de

p

Finalmente,

ol < D il < C Y271 fllivaagw) < Clfllioarow)- (5.2.7)

k>0 k>0
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Usando ahora las estimaciones obtenidas para I, I1 y [II llegamos a la desigual-
dad (5.1.1).

Ahora, vamos a probar la desigualdad (5.1.2). Como en (5.2.3) podemos escribir
/ T* flPw < C,(I* + IT* + I1T*),

y estimar [/1* de la misma manera que hicimos para 11, puesto que 7 también es un
operador de Calder6n-Zygmund.

Para I1*, se tiene

-y / (Xl

neN

=S L[, meis@le)

neN

(5.2.8)

Si y € B, usando nuevamente la desigualdad de Holder y la condicion (ay),

/ K (2, )| (@)
(23")6

) 1/p 1/p
< K (. )P dm) ( / |f|p)

keN

1/s 1/p
<o ([ imtaba) ([ ir) s
oy \J2rtip,\2k B, ok+1B,

1/p (5.2.9)
<Oy )y 2N (]éB |f|p)

keN

11/p 1/p
<Oy S g lzg—w]

k
| keN 2¥+1 By keN
r /P

<o |2 f

keN M1 By,

Entonces, recordando la definicion de M? para bolas super-criticas,

1
I<c 9 kN P / d
N Z Z |2k+1B | 2k+1,, |f‘ 2k+1B, w(y) 4

neN keN

R e T

neN keN 2+ B,

—k(N—0) 0
<oz [ (zx> o

keN

(5.2.10)

<Co [ 1M
Rd
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eligiendo N = Ny +6+1, donde Nj es la constante que aparece en el lema de cubrimiento
por bolas criticas (ver Proposicion 1.2.6).

Solo resta estimar I*. Procedemos como en (5.2.4) para llegar a

Z/ I T*(fx2.) — T3 (fx2B,)[fw < ”h’*HLP(w

neN
donde
hWF/ D, y)|f (0)\de.
B(y,p(y))

Ahora,

| D(x, y)| f ()| d.

=> hiy) =

Para cada k fijo, usamos la desigualdad de Holder y escribiendo B(y, p(y)) = By,

1/s 1/p
hi(y) < C ( / |D(z, y)\%) < / | f|P> (27 p(y)) Y/ (/P
2-kB,\2-*+1B, 2-kB,

(5.2.11)

k=0 /B(yﬂ"“p(y))\B(y,Z—’“—lp(y))

Ahora, para un  fijo, consideramos nuevamente el cubrimiento { B(2!, ,, 2v/dv2 7% p(x,,)) }ny-
Usando la condicion (bs), tenemos que

[WED S oI
n,l n,k

p/s
|D(z, y)|sd:c> w(y)dy

n,k

2—I<:p’€
<C e w(y)d
Z (/ﬁBl ) (27%p(yn))? /ﬁBg,k W)dy
1
<Oy ke / P dyd
2| WO Gpry ], e

< 092"“”52 / !fI”M"w

< 092 kaHfHLp MOw
(5.2.12)

Entonces, como hicimos en (5.2.7)

12" o) < C Y IRl o) < ClLE N po(arow) (5.2.13)
k



5.2 Pruebas 105

Usando las estimaciones para I*, II* y I11* obtenemos (5.1.2).
[

Observacion 5.2.4. Vale notar que las estimaciones obtenidas para [ y I/ también son
validas en el caso p = 1. Siguiendo las mismas ideas llegamos a

2/ I T(fx(2Bn)e)|w < Co /Rd |f 1M (w), (5.2.14)

neN

Z/ T(fx2m,) — To(fxz2s,)|w < Cy /Rd | F1 MO (w). (5.2.15)

neN

A continuacion damos una prueba para las desigualdades de tipo débil (1,1) del
Teorema 5.1.3

Demostracion del Teorema 5.1.3. Sea T un operador de Schrodinger comparable local-
mente con un operador de Calderén-Zygmund de tipo (s, ). Sean Tj el correspondiente
operador de Calderéon-Zygmund, K y K los nicleos asociados a 7'y Ty v w un peso.
Supongamos primero que 1 < s < co. Consideramos de nuevo { B, },en, la particion del
espacio asociada a yp, con 7 elegido como en la prueba del Teorema 5.1.1. Sea A\ > 0,
podemos escribir

w{|Tf] > ) < S w({e € By : [Tf()] > A))

neN

<> w({z € Bu: [T(fxe8,) (@) = To(fx28,)(x)] > A/3})

neN
(5.2.16)
£ 3 w{e € Bu: [T(xen,) (@) > A3,

neN

+Y w({z € By |To(fxem,) (@) > A/3}) =T+ 11+ I11.

neN

Para estimar 11 podemos usar esta vez el Teorema 5.0.7 junto con el Lema 5.2.1 para
obtener

1= w({z € By : [To(fxen,) ()] > A/3})

neN

< ZwXBn({fC | To(fxzs,) ()| > A/3})

neN

< %Z/Q FIMa(wxs,) (5.2.17)

neN

C
<SG

neN

C ocC
<5 [ 1)
Rd
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para toda A € Up>1 D,. En particular, podemos elegir A(t) = t* ya que no vamos a
obtener nada mejor en los otros términos.

Para estimar I y 11 podemos usar las desigualdades de tipo fuerte para p = 1 enun-
ciadas en la Observacion 5.2.4, obteniendo asi (5.1.3).

Ahora, supongamos que s = oo, esto es, que el ntucleo K satisface las condiciones
puntuales () ¥ (bso). Sea A > 0, usamos la misma descomposicion que en (5.2.16) para
obtener

w({|Tf>A}) < T+ 11+ 111,

y tratamos I/1 de la misma forma, arribando a

I.[]<—/ ‘f| lOC 7

para cualquier A € |J,., D,

Para estimar /1 usamos la desigualdad de Chebyshev,

1= wi{r € By IT(fxes.) ()] > A/3D)

<n€ZN / T(fx@Bn)e)|(x)w(r)ds 218
- Z / (Z /2k+1B \2kB ‘T y)Hf( )|dy) w(ﬁf)dl’

Ahora, usando la condicion (as) y la definicién de M?,

n<_z L5 gy (L 1) wls

neN v Bn keN

kN 1
%%2 /2k+13 |f(y)] (—|2k+any i, w(:v)d:v) dy
: % S Y2 [ ) wdy (52.19)

neN keN 2+ By,
<oy [ (&) M )iy
keN neN

<Co [ @I (w)ds

eligiendo N = N; + 0 + 1.
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Para estimar I usamos la desigualdad de Chebyshev y (b.,), obteniendo

1= wl{e € Bu: (T = To)(fxa) ()] > A/3})

jEN
3
<3 [ (] 1K) - Kbl )y ) wiods
: 5.2.20)
O ([ (\x—y\) ) (
< — dy | w(x)dx
32 o o ool o )
o d/q—2
< S plwa [ 1) [t - v wdrdy
neN
Ahora, si y € 2B,,, llamando BY = B(y, 3yp(z,)), se tiene
[ o=y e < [ eyt
n By
< —yIFw(x)dx
kEZN/; k+lBy\2 kBy | ( )
kas
< Cp(xy)° —/ w(x)dx
P D e fosrogy )
< Cplan) M w(y).
Finalmente,
I< —Z/ (y)| M w(y)dy < —/ |f ()| M *w(y)dy. (5.2.21)

JEN

Reuniendo las estimaciones para I, I, y II] llegamos a 5.1.4. La misma desigualdad
puede obtenerse para T™* porque las condiciones (as) v (bso) son simétricas en x e y en
vistas del Lema 1.2.8.

]
Terminamos esta seccion con la prueba del Teorema 5.1.4.

Demostracion del Teorema 5.1.4. Sea T un operador lineal con nicleo K que satisfa-
ce (¢s). En primer lugar, observamos que la condicion (¢g) implica las condiciones (as)
v (bs) con Ky = 0. Entonces, procediendo como en (5.2.3) escribimos

/ T flPw = Z/ T(fx28,) + T(fx2ps)[fw

neN

<G (Z/ T(fx28,) |pw+2/ T(fxzBe)l

neN neN

) C,(I +I1).
(5.2.22)
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De esta manera, la estimacion (5.1.1) vale para 1 < p < s siguiendo la prueba del
Teorema 5.1.1 y teniendo en cuenta la Observacion (5.2.4) en el caso p = 1.

Para obtener la estimacion (5.1.5) procedemos como arriba para obtener
[irsrusa (S [ a3 [ oo

neN
y tratamos [* y II* de la misma manera que en la prueba del Teorema 5.1.1. ]

> = C,(I* + IT*)

(5.2.23)

5.3. Aplicaciéon a operadores relacionados a L

En esta seccion aplicaremos los resultados que acabamos de probar a algunos ope-
radores asociados a L. Particularmente, trabajaremos con las transformadas de Riesz-
Schrédinger singulares presentadas en la seccion 2.3 y aquellas que involucran al potencial
V' introducidos en la secciéon 2.4.

Para las transformadas de Riesz-Schrodinger Ry y Ro probamos que son operadores
de Schrédinger comparables con un operador de Calderén-Zygmund en las Proposicio-
nes 2.3.7y 2.3.12. Luego, aplicamos los Teoremas 5.1.1 y 5.1.3 para obtener desigualdades
de tipo fuerte (p, p) y de tipo débil (1, 1) respectivamente. Resumimos estas desigualdades
en los siguientes teoremas.

Teorema 5.3.1. Sean V € RH, para q > d/2, § > 0 y py tal que 1/py = 1/q —1/d
Entonces, para todo peso w valen las siguientes desiqualdades cuando q < d:

[ Rasrw<c [1srmt, (531)
para 1 <p <po yr = (po/p),
[Rispw <o [ 1rotEw s a0, (532
para py < p < 0o y cualquier funcion de Young A € D,,
w({(Ruf > 2 < 5 [ 1t (533
St q > d, tenemos que
/!le]pw < Cy / | fIP (M w + M )w, (5.3.4)

para 1 < p < oo y cualquier funcion de Young A € D, y ademds para p =1,

w({[Rf] > A}) < / 1M, (5.3.5)



5.3 Aplicacion a operadores relacionados a L 109

N C
w({Rif| > < 5 [ 1w, (5.3
para cualquier funcion de Young A € Up>1 D,.

Teorema 5.3.2. Sean V € RH, para ¢ > d/2 y 6 > 0. Entonces para todo peso w valen
las siguientes desiqualdades:

/|R2f|”w < Cy / | fIPMow, (5.3.7)
para 1 <p<qyr=(q/p),
[ Rssvw < con [ Irpase+ 2y (538)
para ¢ < p < oo y cualquier funcion de Young A € Dy,
Cy

w{Raf > N) < S [ 1M (5.3.9)

Observacion 5.3.3. Es claro que a medida que ¢ crece los rangos de p se hacen mas
grandes. Ademas en los casos Ry si ¢ < d y R las desigualdades para los adjuntos son
mejores y no dependen de ¢g. En cambio los operadores maximales de (5.3.1) y (5.3.7) van
variando con ¢ y acercandose a la estimacion obtenida para los adjuntos cuando ¢ tiende
a d y a infinito respectivamente.

Finalizamos esta seccién considerando, para V' € RH,, ¢ > d/2, los operadores de
tipo V7L~ para 0 < vy < d/2 y V'~Y2VL~7 que fueron introducidas en la Seccion 2.4.
Mostraremos que estos operadores satisfacen la condicion de tamafio (cg), lo que nos
permitira aplicar el Teorema 5.1.4.

Comencemos con los operadores de la forma V7L ™7, Para cada 0 < v < d/2, podemos
escribir K, el ntcleo de VL™, como
Ko (z,y) = V()5 (2, y)

donde J, es el niicleo correspondiente del operador integral fraccionario L™7. Para J,
tenemos la siguiente estimacion puntual que puede encontrarse en [23|, pagina 587. Para
cada N > 0 existe Cy tal que

1 T—y N
|y (2, )| < WCN (1 + |p(x) |) : (5.3.10)

Vamos a mostrar que esta estimacion para J, nos da la condicién (cy) para K, con
s = q/v. En efecto, sean zp, y € R? y R > 0 tales que |y — 29| < R/2. Aplicando los
lemas 1.2.7 y 1.2.8 obtenemos

v/q
/ 15 (2, 9)|d
R<|z—z0|<2R

—N/(No+1) /
< On i i AR (5.3.11)
<1+ 1%
R*==v p(o) B(z0,2R)
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con N = N/(Ny + 1) — yNo.

Observacion 5.3.4. De estas estimaciones se sigue que si 0 < v < d/2, el operador V7L~
es un operador de Schrodinger localmente comparable con un operador de Calderén-

Zygmund de tipo (¢/v,7(2 — d/q)).

Aplicando estas estimaciones junto con el Teorema 5.1.4 llegamos al siguiente resul-
tado.

Teorema 5.3.5. Sean V € RH, para ¢ > d/2, 0 <y < d/2 y 6 > 0. Entonces, para
todo w >0, w € L, se verifican

/ VL fPw < G / |FP M, (5.3.12)
para 1 <p <q/y,r=(q/()) y
/ LV fPw < C / FP M7, (5.3.13)

para (q/v)" <p < .

Como mencionamos en la introducciéon de esta secciéon, podemos aplicar este teorema
para obtener la acotacion en L'(w) de este operador que no estaba garantizada en el
Teorema 2.4.7.

Corolario 5.3.6. S5i V € RH, para q > d/2, y 0 < v < d/2, el operador VL™ es
acotado en L'(w) siempre que wla/ e Al. Mds aun, si V. € RH, para todo q¢ > 1
entonces VIL™7 es acotado en L'(w) siempre que w € Af.

Demostracion. Sea V € RH, para algin ¢ > d/2 y w un peso tal que w @/ € A?. Por
el Teorema 1.2.19 tenemos que existe § > 0 tal que M%w @' (z) < Cw' @' () para
casi todo punto o € R%. Esto es, M{,  w(z) < Cw(z) para casi todo punto z € R%.
Aplicando el Teorema 5.3.5 para el correspondiente 6 tenemos que

Ahora, si V € RH, para todo ¢ > d/2 tenemos que para todo r > 1y para todo 6 > 0
existe C' tal que

[wvrswsc [t (5:3.14)

Por otro lado, si w € A existe r > 1 tal que w" € Af, luego existe # > 0y C' > 0 tal
que M?w(z) < Cw(z) para casi todo x € RY. Combinando esto con (5.3.14) tenemos el
resultado deseado. O

Consideramos ahora los operadores V712V L™ para 1/2 < v < 1. En la seccion 2.4
mostramos que su nicleo asociado K7 puede escribirse como el producto K7(z,y) =



5.3 Aplicacion a operadores relacionados a L 111

K, (z,y)V7~Y2(z), donde K, es un niicleo fraccionario de orden v = 2y — 1 tal que para
cada N existe una constante C'y tal que

Cy ( |x — y|)_N
K, (z, <——— |1+ , 5.3.15
| ( y)l | y|d_2,y+1 P(y) ( )

siV e RH,cong>dyquesid/2<q<d,

1/po , R -N
(/ \Kl,(x,y)\podx) < CR/Pot-l (1 + —) , (5.3.16)
R<|z—y|<2R p<y)

con pg tal que 1/py =1/q — 1/d.
Veremos que esta ultima desigualdad implica (¢;) para s = p, donde p, satisface

1 1 1\" 2y—-1
—=-==) + . 5.3.17
Dy (q d) 2q ( )

Sean wg, y € R y R > 0 tal que |y — z9| < R/2. Si ¢ > d, y en consecuencia p, =
2q/(2y — 1), podemos usar la estimacion (5.3.15), la condicion reverse-Holder de V' y el
Lema 1.2.7 para obtener

/ K, (2, )V ()| 55 de
R<|z—xz0|<2R

2y—1

Cy (/ ) g ( i )N (5.3.18)
RAZ2HUA [ p(a0 2m) p(o)

—(v=1/2)(2—d/q) -N
< Cy R4 (1+M) <1+ R ) :
R p(xo)

2y—1
2q

con N =N — Ny(y—1/2).

Si d/2 < q < d se tiene que 1/p, = 1/py + (27 — 1)/(27). La desigualdad de Hélder
junto con (5.3.16) y una nueva aplicacion del Lema 1.2.7 nos da

1/py
/ K (o, )V 2 (@) da
R<|z—z0|<2R

1/po k
<(/ Klgpas) ([ v T G319
R<|z—z0|<2R B(z0,2R)

—(v=1/2)(2—d/q) -N
< CR™Y7 (1 + M) (1 + al ) .
R p(xo)

Observacion 5.3.7. De estas estimaciones se sigue que si 1/2 < v < 1, el operador
V=12V L7 es un operador de Schrédinger localmente comparable con un operador de
Calderén-Zygmund de tipo (p,, (v —1/2)(2 —d/q)) con p, como en (5.3.17).
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Aplicando estas estimaciones junto con el Teorema 5.1.4 llegamos al siguiente resul-
tado.

Teorema 5.3.8. Sean V € RH, para ¢ > d/2, 1/2 < v <1y 6 > 0. Entonces, si p,

satisface (5.3.17), las siguientes desigualdades valen para todo w > 0, w € Li..,

/|v“/2VL7f|Pw < Cy / |fIPMPw, (5.3.20)
para 1 <p <py, 7= (py/p) ¥
/yL—VVVV—l/Zf\pw < Cy / | fIP M w, (5.3.21)

para pl, < p < oo.

Al igual que hicimos con el operador V7L~ podemos obtener la acotacion en L' (w)
para este operador, generalizando el resultado dado en el Teorema 2.4.4 en el extremo
p = 1. Omitimos la prueba pues es analoga a la del Corolario 5.3.6.

Corolario 5.3.9. SiV € RH, para q > d/2, y 1/2 < v <1, el operador VI=Y2V L™ es
acotado en L'(w) siempre que why € Al Mds ain, siV € RH, para todo ¢ > 1 entonces
VIV L™ es acotado en L' (w) siempre que w € Af.

5.4. Sobre la integrabilidad local de T'f y T f

En esta seccion aplicaremos los resultados de la secciéon 5.1 a un peso de la forma
w = xpg. Estudiando el efecto de los operadores maximales obtenidos actuando sobre w
vamos a obtener condiciones sobre f que aseguren algin tipo de integrabilidad local de

Tf.

Lema 5.4.1. Sean 6 > 0, ¢ una funcidn de Young y Q = B(zq, p(xq)). Ezisten cons-
tantes positivas c1 y co tales que

| — x|\’ o | — wg ) Y
c |1+ —) < Mgxg(x) < e (1 + —) (5.4.1)
< p(zq) g p(zq)

Demostracion. Sean Q = B(xg, p(zg)) una bola critica y § > 0. Sea ¢ una funciéon de
Young, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢(1) = 1. Recordando que

—6
B
Mixole) = s (1425 ol

B(zp,rB

observamos que basta considerar bolas B tales que QNB # (). De lo contrario ||xg|le.5 = 0,

ya que
) 1 XQ
= . — <
Ixellss mf{A |B‘/B¢(A)_1}
1

. . 1
o e () =)

(5.4.2)
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Consideremos en primer lugar una bola B = B(xpg,rg) con rg < p(xp). Siz € B e
y € BNQ,

|z —2q| < |z —y|+ |y — 2l < 2rp + p(xq) < 2p(wp) + plrg).

Ademas, como B es sub-critica, @ es una bola critica y BN Q # () tenemos que p(xp) =~

p(y) =~ p(xg). Entonces, .
2 — wql < Cplaq), (5.4.3)

para alguna constante C' > 0. Entonces, si = ¢ Q = B(zg, Cp(z0))

ME*(xo)(@) = suw [Ixallsn =0.

re<p(zB)

Por otra parte, siz € Q y BNQ # 0,

HXQH@B:inf{ .!B’j}f;'@ (%) }
Sﬁﬂ{ <> } (5.4.4)

=1/ (1) =1

Entonces, tomando el supremo sobre todas las bolas tenemos que, si z € Q,

ME (o)) < 1< (14 22 (5.45)

para cualquier o > 0.

A continuacion, consideramos el operador

-0

M09t r) = su (1 + 7A—B) .

5" (@) (@) Sup o) Ixelle.5 (5.4.6)
re>p(rp)

Como antes, basta tomar el supremo sobre todas las bolas B tales que Q N B # ().
Sea y € Q N B, entonces p(y) =~ p(xq). Aplicando el Lema 1.2.8

- -0 - —0/(No+1) - —0/(No+1)
(1+ ) §0(1+—) §C<1+ ) |
p(xp) p(y) p(rq)

Sea z € B. Supongamos en primer lugar que = ¢ 2@), entonces

|z — x| <z —y|+ |y —2q| < 2rp + p(rg) < 2rp + |1 — 20]/2

y por lo tanto |z — z¢g| < 4rp. Luego,

6 _ —0/(No+1)
<1+—Qi> §0(1+E;£E5 .
P(xB) P(xQ)
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Como antes, tenemos que ||xg|l¢,5 < 1. Entonces, si z ¢ 2Q),

ME"ng)(a) < € (14 L2

donde o = 0/Ny.
Por otro lado, si x € 2Q), podemos concluir

M2 (yg) (@) < My(xo)(x) = Swp [[xqlle.s < 1.

Entonces, como |r — zg|/p(zq) < 2,
Ma'gld’(x@)(:c) <C (1 + |I — xQ|) 7
¢ p(zq)
para cualquier ¢ > 0.
Usando que Mg < Mdl)OC + Mz’gwb, las estimaciones anteriores nos dan la desigualdad

de la derecha en (5.4.1). Para la otra desigualdad, dado = consideramos B, = B(xzq, |z —
zg| + p(zg)): Entonces x € B, v ||x¢ll¢.5, = 1. En consecuencia,

Ma)e) 2 (1 S e o (14 TR

]

Observacion 5.4.2. Como una consecuencia del Lema 5.4.1, todos los operadores maxi-
males que aparecen en los Teoremas 5.1.1, 5.1.3 y 5.1.4 y en el Corolario 5.1.2 satisfacen
la desigualdad (5.4.2) para ciertas constantes ¢; y ¢y cuando son aplicados a la funcion
X¢ para () una bola critica.

Proposicion 5.4.3. Sean p > 1 y ¢ una funcion de Young. Existe 0 > 0 tal que, para
toda bola critica Q) = B(xo, p(zo))

/|f|”M£(><Q) < 00 (5.4.7)

sty solo si existe 0 > 0 tal que

/ % < 0. (5.4.8)

Demostracion. Sean p > 1y ¢ una funcién de Young. Sea Q = B(xo, p(z9)) una bola
critica. Es inmediato que existen constantes positivas ¢ y ¢ que dependen s6lo de xg y p
tales que

c 1 c

[y sl ST <1k
p(zo) p(zo)

(5.4.9)

vale. Entonces, la equivalencia entre las condiciones (5.4.7) y (5.4.8) se sigue de la ecua-
cion (5.4.9) y el Lema 5.4.1. O
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Teorema 5.4.4. Sean 1 < p < oo y T un operador tal que para alguna funcion de Young
¢ y todo 0 > 0 existe una constante C > 0 tal que

/|Tfypw < c/|f|ngw, (5.4.10)

p
loc*

para todo peso w. Entonces, si una funcion [ satisface (5.4.8), Tf € L
Tf es finita en casi todo punto.

En particular

Demostracion. Sean 1 < p < oo y T como se enunci6. Sea f una funcion que satisfa-
ce (5.4.8) para algin o > 0. Entonces, aplicando la Proposicion 5.4.3, existe algin 6 > 0
tal que (5.4.7) vale para toda bola critica Q.

Sea B una bola en R?, de acuerdo con la Proposiciéon 1.2.6 podemos cubrir B por una
cantidad finita de bolas criticas By, ... By. Usando la hipotesis en el operador para tal 6,

NG ENJ JEY

N
<C> [1srMn, < .
i=1
va que f cumple la condicion (5.4.8). O

Para los operadores que satisfacen una desigualdad de tipo débil para p = 1 se puede
obtener un resultado andlogo siguiendo las mismas lineas que en la prueba del teorema
anterior.

Teorema 5.4.5. Sea T un operador tal que para alguna funcion de Young ¢ y para todo
0 > existe una constante C' tal que

w{|Tf] > A}) < C/ |f\Mgw, para todo \ > 0, (5.4.11)

1
> En

para todo peso w. Entonces, si una funcion f satisface (5.4.8) conp =1, Tf € L.

particular T'f es finito en casi todo punto.

Estos resultados pueden ser aplicados a todos los operadores considerados en la sec-
cion 5.3 ya que, como vimos, los toeremas de la secciéon 5.1 valen en estos casos. En parti-
cular, destacamos que para Ry y R} podemos aplicar los teoremas 5.4.4, para 1 < p < oo,
y5.4.5,siV € RH,con q > d. Parael caso d/2 < q < d, la conclusion vale para 1 < p < py
y p > pp respectivamente. Por otro lado, los Teoremas 5.4.4 y 5.4.5 se pueden aplicar a
Ry paral <p<qy q>d/2. De manera similar VL', V12v L=y V2L=Y2 cumplen
las hipotesis del Teorema 5.4.4 para 1 <p<q, 1 <p <p;y 1l < p<2qrespectivamente.

En [31], Shen obtuvo estimaciones en L? para las derivadas de soluciones de ecuaciones
diferenciales relacionadas al operador de Schrodinger como consecuencia de la continuidad
en LP de las transformadas de Riesz-Schrodinger (ver corolarios 0,9 y 0,10). Aqui, con
nuestros resultados, podemos dar informacién cualitativa sobre su integrabilidad local.
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Corolario 5.4.6. Supongamos V € RH, para algin ¢ > d/2 y que —Au+Vu = f en
R?, con f que satisface (5.4.8) para algin o > 0 y p > 1. Entonces,

1. sil<p<q, Vuell

loc?

2.8i1<p<gq, VuelLl

loc 7

3. sil<p<p, V2Vue L

loc?

donde py satisface 1/py = (1/q — 1/d)* +1/(2q).

Demostracion. Poniendo u = L™ f resulta VZu = VL 'f, Vu = VL ' f y V/2Vu =
V12V L= f. Como hemos hecho notar, los operadores Ro, VL™ !y V2V L~ satisfacen
las hipotesis del Teorema 5.4.4 para los valores de p indicados por lo que este corolario
es una consecuencia de ese Teorema. m

Corolario 5.4.7. SeaV € RH, para algiin q > d/2 y sea po tal que 1/py = (1/q — 1/d)".
Supongamos que —Au + Vu =V - F, con F una funcion vectorial tal que |F| satisfa-
ce (5.4.8) para algin o > 0. Entonces,

1. sipy <p<poy, Vue Ll

loc”

2. siphy<p<2q VVuecll

loc*

Demostracion. Demostraremos solamente 1 ya que 2 es analogo. Si ponemos v = L™V F
resulta Vu = R (R} - F). Por lo tanto, para demostrar que Vu € Lj = sera suficiente
verificar que los operadores T; = R - Ry ; satisfacen las hipotesis del Teorema para
Py < p < po. De hecho, para un tal valor de p, usando el Teorema 5.3.1 se tiene

/ RA(RE9)Pw < Co / RY gl MPuw
<c / 9P MO MO

para cualquier v > 1 ya que A(t) = t¥ € D,. Eligiendo v > r resulta facil ver que
MPoM? < MY, por lo que 1 se sigue aplicando el Teorema 5.4.4 ya que | Fj| satisface (5.4.8)
para 1 <7 <d.

]



Capitulo 6

Desigualdades con pesos factorizados

El objetivo de este capitulo es obtener desigualdades con dos pesos para los operadores
integrales singulares asociados a L que fueron considerados en los capitulos anteriores. Los
pares de pesos que exhibiremos son bastante generales y estan expresados como productos
cuyos factores dependen de dos pesos arbitrarios w; y ws.

La motivacion de esta elecciéon de pares de pesos viene de intentar generalizar las
desigualdades de tipo Fefferman-Stein que fueron obtenidas en el Capitulo 5. Sin embargo,
veremos sobre el final de este capitulo (ver Seccion 6.6) que si bien obtenemos muchos
ejemplos de pares de pesos, no alcanzamos a recuperar algunas de las desigualdades
mostradas en el capitulo anterior. Por otra parte, las desigualdades con pesos factorizados
que aqui analizaremos si contienen el caso de pesos iguales, recuperando las acotaciones
en LP(w) presentadas en el Teorema 2.1.5. Esto no es posible al menos en forma directa,
a partir de las desigualdades de tipo Fefferman-Stein.

La familia para la cual estaran enunciados los resultados de este capitulo es la pri-
mer familia definida en el Capitulo 2, esto es, los operadores de Schrodinger-Calderén-
Zygmund. Esta eleccion se debe en parte a que da pié para probar en el contexto Schro-
dinger una serie de hechos que resultan de interés en si mismos y que podrian tener otras
aplicaciones.

Por otro lado, una de las herramientas claves en este capitulo serd conocer el com-
portamiento de una apropiada funciéon sharp aplicada a T'f. Cuando T es un operador
de tipo Schrodinger-Calderon-Zygmund se conocen algunos resultados dados por Cabral,
Bongioanni y Harboure en [3]. Para ser més precisos, dada una funcién de radio critico p
se define la maximal sharp local de una funcion f € Li . como

1 1
V@) = sw o [ 150 = ol + s ot
r BBEB[;’E |B| B B(z,p(2)) |B(z7,0(z))| B(z,p(2))

|f(y)|dy, (6.0.1)

Para los operadores de Schrodinger-Calderén-Zygmund definidos en el Capitulo 2 tenemos
la siguiente desigualdad que involucra la maximal sharp.

Proposicién 6.0.8. Sean 1 < s < oo y T un operador de Schrodinger-Calderdn-
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Zygmund de tipo (s,0). Entonces, si 0 < n < 1 y o > 0 existe una constante C tal
que

[MA(TF") ()] " < CMG f (), (6.0.2)

., / . . . . . . .,
para toda funcion f € Ly .. Ademds, si el nicleo asociado K satisface las estimaciones

puntuales (2.1.4) y (2.1.5), para 0 <n <1y o >0, existe una constante C' tal que

[ME(T ") ()] " < OMC f(x), (6.0.3)

1
loc*

para toda funcion f € L

La proposicion 6.0.8 se sigue inmediatamente de las Proposiciones 3 y 4 en [3].

6.1. Desigualdades con pesos factorizados

Los pesos con los que trabajaremos se llaman pesos factorizados y tienen la ventaja
de proporcionar una forma constructiva de generar pares de pesos para los cuales valgan
desigualdades en LP con pesos distintos. Enunciamos a continuacién, de forma precisa,
el resultado central de este capitulo. Para operadores que satisfacen una desigualdad
como (6.0.2), en particular los operadores de Schrédinger-Calderon-Zygmund, podemos
obtener la siguiente desigualdad en norma p con pesos factorizados.

Teorema 6.1.1. Sean 1 < s < oo y T un operador que satisface la desigualdad (6.0.2)
para todo 0 >0 y 0 <n < 1. Dados s’ < p < oo y dos pesos wy y wa, sean ¢ y P un par
de funciones de Young tales que d(t) = tlogP™ (1 +t), para 6 > 0 y £(t) = (tP/*)) es
tal que € € Ep)s)- Entonces, para cada 0 > 0 existe una constante C = C(p,0,¢,v) tal
que

/ITflpwl(Mgm)l‘p/s' < C/Iflp(Mgwl)wé"’/s’. (6.1.1)

En particular, si v duplica y satisface

/:O (ﬁ)p/m% < 00, (6.1.2)

se cumple la desigualdad (6.1.1).

Desigualdades de este estilo aparecen en [11]| en el caso clasico. Observemos que,
bajo la suposicién de V € RH, con ¢ > d/2, los operadores a los cuales aplicaremos este
teorema seran los adjuntos de las transformadas de Riesz-Schrodinger. De todas maneras,
las desigualdades obtenidas se pueden dualizar y nos dan resultados similares para las
transformadas de Riesz-Schrodinger.

Reservamos la prueba del Teorema 6.1.1 para la Seccién 6.5, ya que necesitamos
algunas herramientas que desarrollaremos en las secciones siguientes y que pueden tener
interés en si mismas.
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Es natural pensar que una buena desigualdad con pares de pesos para un operador
T, recupere los resultados conocidos para desigualdades con el mismo peso. En lo que
sigue veremos que del teorema que acabamos de enunciar se obtienen los resultados
establecidos en el Capitulo 2 para operadores de Schrédinger-Calderén-Zygmund. Para
ello necesitamos enunciar y demostrar la siguiente generalizacion del clasico lema de
factorizacion de pesos A,.

Lema 6.1.2. Sean 1 <p < oo yw un peso en Ap, existen dos pesos wy y wy € Al tales

_ 1-p
que w = wiwy .

Demostracion. En primer lugar consideramos p > 2y w € AP, esto es, existe § > 0

p
p?
tal que w € Ag’a. Por la proposicion 1.2.12 tenemos que w'™? &€ Ag}e. Aplicando el
Teorema 1.2.20 podemos elegir o > max{0/p+ Ni,0/p' + N1} de manera que M resulte
acotado en LP(w) y en L” (w'™""). Para ese ¢ definimos el operador

Sof = (w VP a1t ) T e (),

Es facil ver que S, esta bien definido y es acotado en LP(R?). Ademas para f, g > 0y
A>0
Se(f+9) < Se(f) +5:(9),  Se(Af) = AS:(f).

Para ver esto observamos que cada promedio

( SN i)
) )
p(ﬂ?o) ’B(I’O,T)’ B(zo,r)

es sublineal respecto a f, ya que p — 1 > 1. Tomando el supremo sobre las bolas que
contienen a x obtenemos la sublinealidad del primer término de S,. La sublinealidad del
segundo término se sigue de la sublinealidad de M?.

Llamando C(w) = [|S,||rsra) y tomando una funcion g € LP(RY) con || gl rrray = 1,
definimos la funciéon ¢, € LP como la suma de la serie convergente

0o = Y (20(w))7S5%(9),

JeN

donde S es la composicion j veces del operador S,. Esta serie converge absolutamente
en LP puesto que [|S?|| < C(w)’. Tomemos ahora,

wy = w’PePt Yy wy = w VP

. . 1- P .
Es inmediato que w = wyw, *, més atn, podemos ver w; y ws estan en la clase AJ. De
hecho,

So(p) < 2C(w) Y _(20(w)) 77153 (g) < 2C(w)e.
JEN
Esto es,
(w—l/pMo'<g0p—lw1/p))1/(p_1) X wl/ngww—l/p) < 20 (w)e.
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Entonces, usando que ¢ = (w™/Pw; )Y/ @~ = /Py,
Mw, <2C(w)w; y  M7we = 2C(w)ws.

Asi, aplicando la Proposicion 1.2.19, tenemos que wy, wq € Af.

. . 0
Para el caso 1 < p < 2 usamos que si w € Ag’e, entonces w!™F € Az} y p’ > 2. Luego,
. o/ 1—p' 1—
por lo probado, existen vy, vy € A tales que w'™ = viv, 7, esto es, w = vyv; ’.

]

Ahora, estamos en condiciones de probar que la desigualdad con pesos factoriza-
dos (6.1.1) implica la continuidad en LP(w) dada en el Teorema 2.1.5. Sea T" un operador
de Schrodinger-Calderén-Zygmund de tipo (s,d) para algin s > 1y 0 < § < 1. Sean
w e A,y f € LP(w) para algin p > §'. Por el Teorema de factorizacion de pesos

p/s'
. 1-p/s’
tenemos que existen dos pesos w; y wy en la clase A} tales que w = wyw, P/¥ Para

wy existe 6 tal que wy € A’f’el. Ademés, aplicando el Lema 1.2.15, tenemos que existen
r1 > 1y vy >0 tales que w; € RH?™. Esto es, para cualquier B = B(z,7),

1 1/m r \" 1
wp=[— [w) <cof1+-) = . 6.1.3
Foallesz <|B|/B“’1) < (U(z)) rB|/B““ (6.13)

Sean ¢ como en el Teorema 6.1.1 y # > 0 a elegir, usando la estimacién anterior y que
wy € AP" tenemos que

—0
.
M) = sup [fwnlloser (1+—)
¢ B(z,r)3z BG) p(Z)

—0
i
<C sup il s <1+—)>

B(z,r)3z p(Z
—0+11
1 6.1.4

< C sup (— w1> (1 -+ L> ( )

B(z,r)3x |B(Zv T)’ B(z,r) IO(Z)

r —0+v1+61
< Cwy(z) sup (1 + —)
B(z,r)3z p(’Z)

< Cwy (),

eligiendo 6 > 6; + v1. Del mismo modo, podemos elegir # suficientemente grande para
que exista una constante C' tal que Mjws(z) < Cwy(z).
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Entonces, aplicando el Teorema 6.1.1 con # elegido como arriba tenemos que

/WTow::/Wwawﬂ@‘”y

§C/|Tf|pw1(Mgw2)1_p/s/
< C/yfyp MOwy )wy P (6.1.5)

gc/umwkm

< C/ |flPw.

6.2. Descomposicion de Calderéon-Zygmund en un cubo

Para probar las desigualdades con pesos factorizados del Teorema 6.1.1 vamos a nece-
sitar versiones adaptadas al contexto Schrodinger de desigualdades clésicas como la de-
sigualdad de Lerner y la desigualdad con dos pesos para la Maximal de Hardy-Littlewood.

La técnica que usaremos para demostrar las desigualdades que necesitamos consiste
en probarlas, en primer lugar, cuando el espacio es un cubo R C R% En esta situacion, es
decir cuando el espacio sea un cubo, usaremos tanto en la maximal como en la definicion
de las clases de pesos, cubos en lugar de bolas. La razéon es que nos basaremos en la des-
composicion de Calderén-Zygmund que presentamos mas abajo, para la cual la geometria
de los cubos resulta més apropiada. Luego, cuando extendamos las desigualdades a todo
R? via la descomposiciéon en bolas criticas, volveremos a las versiones de maximales y
pesos basadas en bolas.

Para un cubo R fijo en R? y una funcién f integrable sobre R definimos la funcién
maximal sobre cubos asociada a R como

M f(x) zwm@/UI (6.2.1)

QCR

Del mismo modo, introducimos la maximal diddica como

M%(:szm/U

QEDR

Donde Dy es la familia de sub-cubos diddicos obtenidos al bisecar R.

A continuacion desarrollaremos una descomposicion de tipo Calderon-Zygmund cuan-
do el espacio es un cubo R C RY. Esta herramienta serd fundamental para poder obtener
los resultados de las siguientes secciones. La prueba de este resultado es muy parecida al
caso de R? con obvias modificaciones.
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Lema 6.2.1. Sean R un cubo en R? y f € L'(R). Entonces

1. Para cada \ > @/ |f| existe una coleccion de cubos {Q;} en Dgr, mazimales y

disjuntos tales que

O = {zeR: Mif(x) >\ = UQ],

con la propiedad

A< —— ). 2.
<|Q]| \f\<2 (6.2.2)

1
2. Sean a > 2% y ko tal que a*' < E/ |f| < a™. Para k > ko denotamos {Q*}
R

la familia de cubos diddicos de altura N = a* dada en 1 y Q¢ = ng = Uj Q?. Sea

Qk \ Qk—i—l Entonces los conjuntos EJ’“ son disjuntos dos a dos, Ejk C Qf Yy
|Ek| > 6|Qk| para alguna constante fija B € (0,1) que depende sdlo de la dimension
Y de a.

3. Sea Q) = {x € R: Mgf(x) > A}, para X\ > f—};‘fR|f|. Entonces si {Q;}; es la
familia de cubos diddicos dada en 1 de altura \/4%, tenemos que
Q)\ C Uj@j,

donde Q; = 3Q; N R.

Demostracion. Sea f € LP(R). Para probar 1 podemos suponer Q¢ # ) pues de otra
manera no hay nada que probar. Sea A > fR |f|, consideramos

sz{QeDR:]é|f|>A},

que serd no vacio. Por la hipotesis sobre A\, tenemos que para cada () € A, existe un cubo
Q' maximal tal que Q@ C Q" € Ry @ € Ay. Denotamos por {Q;}; la familia de estos
cubos maximales. De esta manera, si (); es el padre diadico de @);

1
24\,
/s !f\ ‘Qﬂ \f|<

Para ver 2 procedemos igual que en R%. Sean a > 2¢ y kq tal que a*~! < fR |f| < a*o.
Para k > ko consideramos {Q%} la familia de cubos diddicos para altura A\ = a* dada
en 1y asi tendremos Qf = Q% = UJ; Q). Sea Ef = QF \ Q.. De Qf,, C Qf, se sigue
que los conjuntos EJ’“ son disjuntos dos a dos. Por otro lado, si Q? N Qf“ # () entonces,
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de la maximalidad de los cubos se deduce Q¥ C Q%. Luego,

1
k _ k+1
@nonl= Y @< ¥ o w

. k41 . Ak+1
Z:Qi+ gQ? l:Qi+ QQI;

1 ” (6.2.3)
k
< g | <TI0k

2d
Ast | Ef| > == |Q}).

Veamos finalmente 3. Sea A\ = A\/4% > fr | f|, consideramos la familia de cubos maxi-
males disjuntos {@),} dada en 1 para altura A Entonces, vale 6.2.2 para cada j y A

Si x € Q,, por definicion, existe ) C R tal que fQ |f| > A. Tomamos ny tal que
20— < [(Q)/I(R) < 2™, Existen N < 2¢ cubos distintos Pi, P,,... Py € Dg, que
intersecan a @ y tales que [(P;) = 2™I[(R) para i = 1,...,N. Mas ain, @ C Ufil P;.
Debe existir entonces ig < N tal que fPiO |1 > %1Q|, pues de otro modo

1
<@Lm<@2/m<A

Asi,

Entonces, existe un cubo @), en la familia maximal {Q;} de altura}\ tal que P, C Q-
Como QN P, #0yl(Q) < l(Pm) < (Qj,) afirmamos que Q C Qj, = 3Qj, N R. En
efecto, sean y E Q, z € QN P, y llamemos z;, al centro de P, , tenemos que

dOO(yaxio) S dOO(y’ z) + d00(27xio) S Z(Q) + Z(Plo)/Q
< l(PZO) + Z(RO)/Z < SZ(QJO)/Q

Esto es, @ C 3Q;, N R. ]

(6.2.4)

6.3. Una desigualdad de Lerner para pesos factorizados

En esta seccién probaremos una desigualdad de Lerner para pesos factorizados que
generalizara la dada en [21]. Como mencionamos, la técnica consiste en probar en primer
lugar una version de esta desigualdad cuando el espacio es un cubo R C R?. Para esto,
definimos el siguiente operador maximal sharp asociado a un cubo:

f i) — sy 3.
Mise) = swp oo [ 17 ol o [ 1) (6:3)

QEDR
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donde Dpg es la familia de cubos diddicos que se obtiene a partir de R por biseccion. Por
otro lado, necesitamos definir las correspondientes clases de pesos cuando el espacio es
un cubo R. Decimos que un peso w € A,(R) si existe una constante C' tal que

</Q w) : (/Q w,ﬁ)”p’ < clQl, (6.3.2)

para todo cubo ) C R. Del mismo modo, decimos que un peso w esté en la clase RH..(R)
si existe una constante C' tal que

ess sup w(z / (6.3.3)
TEQ |Q|

para todo cubo () C R. Ademéas vamos a necesitar los siguientes resultados, cuyas de-
mostraciones omitiremos por ser analogas al caso RY.

Lema 6.3.1. 1. St w € RHo(R) entonces existe p > 1 tal que w € A,(R).

2. Siw e Ay(R), 1 <p < oo entonces existe una constante C' tal que

(la) =<5

para todo cubo Q) y todo conjunto E C ) medible.

Con esta herramienta demostraremos una version de la desigualdad de Lerner en cubos
y con dos pesos.

Proposicién 6.3.2. Sea R un cubo en R? y sean w y W dos pesos tales que w, W €
LY(R) y W € RHo(R). Entonces, para f > 0 se liene

/wa < 0/ M, f Miw W, (6.3.4)
R R

con C' una constante que depende solo de la dimension y de la constante de RH,, de W.

Demostracion. Como W € RH.(R) tenemos que W € L>®(R). Ademés, sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que w € L*(R). En efecto, llamando w,(z) =

min{w(z), n},
/fwntc/Mnggwntc/M,nggwm
R R R

va que M%w,(z) < Mgw(z). Entonces, como w, 1 w, podemos usar el teorema de la
convergencia mondétona para obtener

/wa— lfim fwnWSC/Mngwa
R

n—0o0

Sea u = wW, por la observacion anterior podemos suponer u € L*(R). Sean a> 24
y m'y ko los tnicos enteros tales que a™ ! < ||ul|por) < @™y ™! < up < a™. Para
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cada ko < k < m consideramos {Q%}; los cubos de Calderén-Zygmund de altura * para
la funciéon u, dados por el inciso 1 del Lema 6.2.1. Entonces

7 u > a®, para cada j > 1,
|Q]‘ Q¥

QU ={r € R: Miu(x) > a"} = UQ?
jeN
Es claro que Q4 =0y Qf = R.
Para kg — 1 < k < m definimos

bi(x) = Z(U(ﬁ) — ugr)Xqx (),

jeN
uoe si oz € QF
= — b = Qj J
ge(x) = ulz) = bel2) { u(z) si x € R\ Q
Y bi—1(2) = u(x) — ug, gry—1 = Ur, bm(z) = 0. Entonces, podemos escribir

m—1

u(@) = Y (@) = b (2)) + gy (2).

k=ko—1
Paracada kg —1 <k<m—-1yj>1,

(bi(2) = b ()i () = (ulr) — ugrlxge(a) = D (ule) — ugees) gy
#Q Q)

(6.3.5)

Entonces, como ugr < 2%a*, tenemos que para casi todo = € Q¥
J

bk(2) = b1 (@)] < [u(@)xgs(@) = Y u(@)xgen(@)| Fugr+ Y ugrixgen ()
i:Q}-H'lCQ}? i:QI-H'lCQ]?
(3 J G J
S ak+1+2dak+2dak+1 S (1+2a>2dak :Cak,
(6.3.6)

donde, para el primer sumando, hemos usado que para x € Q? \ Qﬁﬂ tenemos que
a® < Mgu(r) < a* y asi, por el Teorema de diferenciacion de Lebesgue, u(z) < aft!
en casi todo punto de Q5 \ Qf ;.

Ademas, integrando (6.3.5)

/k bi(x) — bgr1(z)dx = 0.

J
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Entonces podemos escribir

/Rf(l’)U(w)dw:/f(l“)gko—l(ﬂf)dHE/f(w)(bk(x)—bm(x))dx

(6.3.7)
_uR/f )z + ZZ/ — o) (u(@) = by (x))da
ko—1 j
Tomando valor absoluto, siendo f >0y u > 0,
/f dm<uR/f daH—cZZ / — for)de
ko 1 j
(6.3.8)
<uR/f dx+cZZqu/ |f(x fQ;?]d:r;
ko—1 j
=I+1I

Para estimar I usamos que W € RH.(R)

[:ﬁ/Rw(QJ) da:/f
< g7 J, e g [ Wete [ f@as
< [ G Low) G 1) e

g/M;gwMng.
R

Para estimar I1 vamos a usar la parte 2 del Lema 6.2.1. Tenemos que, para cada Q"j
existe un conjunto E]k C Q? tal que \Eﬂ > ﬂ|Q§\ con € (0,1) dependiendo solamente
de la dimensién y del nimero a. Ademas los conjuntos Ef son disjuntos dos a dos en j y
en k. Como W € RH,, existe una constante C'y p > 1 tal que

B\ B
Q51) = W@

Para todo 7, k.

Entonces,
g = |Q_1§| o w(z)W(x)dx
< 2 w@dr 2 [ W) (6.3.9)
Q51 S Q51 J g
< Cﬁ,pik w(x)dx 1 W (z)dx
0 S " 108
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Por lo tanto,

IIZCZZqu/ ka|dm

kolj

SCZZ@’% i |, |@’f|/ ~ faglds
<CZZ/ M f Miw W

ko—1 J

< C/Mnggw w.
R
O

Del lema anterior podemos pasar a una desigualdad también de tipo Lerner en el
espacio R? que tenga en cuenta la funcion p. Recordemos que

M f(2) = sup |B|/yf Jldy. (6.3.10)

Bam

Donde, B, = {B(z,r) : v < p(x)}. Ademas, como los resultados previos se han obtenido
para cubos, hacemos la siguiente observacion sobre la Proposiciéon 1.2.6.

Observacion 6.3.3. Dada una funcién de radio critico p, podemos aplicar la Propo-
sicion 1.2.6 a p = p/\/a, logrando un cubrimiento por bolas criticas respecto a p,
{B, = B(zn,p(z,))}, de manera tal que la familia {B, = B(z,, p(z,)/Vd)} también
sea un cubrimiento. De esta manera, si denotamos por (),, al cubo inscripto en B,,, la
familia {Q,} serd un cubrimiento por cubos de R? conservando la misma propiedad de
solapamiento acotado enunciado en la Proposicion 1.2.6.

Teorema 6.3.4. Sea p una funcion de radio critico y {Q,} el cubrimiento por cubos
asociado a p como el descripto previamente. Sea W un peso en R? tal que W € RH,(Q,,)
uniformemente en n. Entonces, para cualquier peso w y f € Li., f >0, se verifica

fuW < C/ M f MPw W, (6.3.11)
Rd R4

para C' que depende solamente de la dimension y de las constantes de p y de reverse-
Hélder de W.

Demostracion. Sean w, = wxqg, vV fn = fXo,- Afirmamos que, para x € (), existe una
constante C' independiente de n tal que

M} (w,)(x) < CMP(w)(x) y M} (f)(x) < OMY(f)(x). (6:3.12)

Para ver esto tomemos = € (), y un cubo ) € Dy, tal que z € (). Consideramos Bg =
B(zg,Tq), donde zq es el centro de Q y rg = d*/21(Q)/2. De esta manera Q C Bg C B,
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vy |Bg| = c4|Q| para alguna constante ¢4 que depende s6lo de d. Definimos o = 27 Gy !,
donde Ny y Cp son las constantes que aparecen en (1.2.7). De esta manera, sirg < ap(z,),

Q% A% <1 " M) < ac,2Vp(xq) = plaq).
p(xn)
Luego, si rg < ap(x,), Bg es una bola sub-critica y asi

— | w, < — w < CMP“w(z).
1Ql Jo |Bal J s,

Por otro lado, si rg > ap(z,),
1 / Cq Cq 1
— | w, < — w< ——— w < CMP°w(x).
Ql Jo |Bql /s, ol By| Jp,

Veamos ahora la otra desigualdad. Consideramos nuevamente z € @), y ) € Dg,, con
x € (). Sean Bg, g y o como antes. Entonces se tiene que

1
|Qn| Qn

|/

11 <
IB | /B,

o= foal <y [ 1 = el < (5t 15— I

1 Cdq
AR I

Por lo tanto

< ,g;, . (1 = Toal +1mg = fo (6.3.13)
|B | Bo |f fBQ‘

Consideramos nuevamente dos casos. Si ro < ap(z,) tenemos que Bg es una bola
sub-critica. Luego,

1 1 Cd Cd
_ — < — — < CM!f(x).
|@!/Q'f Fol 101 Jo W15 1Bql 5,1~ T2 ¥ 1,1 [y, 11 = OV )

Por otro lado, si rg > ap(x,), como Q C B, y |Q| > |B,|/Ca,, podemos obtener

1 e LT gy G
gl LVt Qn|f|§,Q|/|f foul + S5, fQ|+|Bn| i
C’dp

gOM}if( ),
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parax € () y para C' que depende solo de d y de p. Teniendo en cuenta la Proposiciéon 6.3.2,
las desigualdades anteriores y el solapamiento controlado de los cubos ), resulta

neN 7 n (6.3.14)
< 02/ M:f MPYw W
By

neN

< C Mgf Mp,locw W

R4

donde en la segunda desigualdad hemos usado que W € RH.(Q,) uniformemente en
n. [

6.4. Desigualdad con dos pesos para M’

En esta seccion desarrollaremos una desigualdad en LP con dos pesos para la maximal
M? asociada a una funcion de radio critico p. Recordemos que la funciéon maximal M7 f
para una funcion localmente integrable f se define como

ol — rg \ 1
Mf(x)‘B:BéZEBDx(”p@B)) rB\/B'f" (6.41)

Al igual que en la seccién anterior, probaremos en primer instancia una desigualdad
analoga a la buscada cuando el espacio es un cubo R C R? y el operador es la maximal
de Hardy-Littlewood correspondiente Mg sobre cubos. Nuestra herramienta principal ser&
nuevamente la descomposicion de Calderon-Zygmund dada en la Seccion 6.2 y por esta
razén la maximal serd tomada sobre cubos.

Méas precisamente, para un cubo R C RY consideramos la maximal My definida
en (6.2.1). Decimos que un par de pesos (w,v) esta en A,(R) si existe alguna constante
C tal que

w(Q N R)YPlP/P(QNR)YP < ClQNR, (6.4.2)

para todo cubo @ con centro zg € R. Al igual que en el caso de R?, no podemos asegurar
que la maximal Mp, esté acotada de LP(v) en LP(w) con sblo esta hipotesis. Una condicion
suficiente viene dada por lo que se conoce como condicion bump, esto es, (w,v) satisface

[0l anrllv P |0nr < C, (6.4.3)

para todo cubo @) con centro zg € Ry una funciéon de Young ¢ adecuada. Observar que
@ N R puede no ser un cubo pero tampoco serd un rectangulo muy excéntrico ya que el
centro del cubo @ pertenece a R por lo que |Q N R| > ¢|@Q)|.
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Mas precisamente, dado 1 < r < oo, decimos que una funcién de Young ¢ € &, si

para alguna constante ¢ > 0,
< p(t) dt
/ et (6.4.4)
Lt t

Bajo esta hipotesis en ¢ es posible asegurar la acotacion en LP(R?) de la funcion maximal

M, f(z) = sup [|f]lo.-

QCR?
Q>z

Teorema 6.4.1. Sea 1 < p < oo, My, estd acotado en LF(R?) si y sélo sip € E,.
Para una prueba de este resultado puede verse [29].

Observacion 6.4.2. Si ¢ es una funcion de Young tal que ella y su conjugada ¢ dupli-
can, (6.4.4) es equivalente a

’ r—1
Va4 dt
e \p(t) t
Una prueba de este resultado puede encontrarse en la Proposicion 5.10 de [11].

Enunciamos a continuacion el resultado de acotacion con dos pesos para el operador
Mp, cuando R es un cubo en R%.

Teorema 6.4.3. Sean 1 < p < oo y ¢ una funcidn de Young tal que su conjugada
¢ € E,. Si el par de pesos (w,v) satisface la condicion (6.4.3) entonces Mg es acotada de
LP(v, R) en LP(w, R) con norma dependiendo sélo de p, d y de la constante que aparece
en (6.4.3).

Demostracion. Sean R un cubo en RY 1 < p < ooy f € LP(v, R). Suponemos sin
pérdida de generalidad f > 0. Definimos a = 2% y ky como el menor entero tal que
ﬁ i} rf< a*. Consideramos para cada k > ko la familia de cubos de Calderén-Zygmund
{Q?}jzl de altura a* dados en el Lema 6.2.1. Entonces, para cada j > 1,

k

a f < 24ak.

- 1
%
|Q]’ Qk
Aplicando el Lema 6.2.1 tenemos que, para cada k > kg

O ={z € R: Mpf(z) > 4%"} c | J QF,
jz1
donde @f = BQfﬂR. Sea (w, v) un par de pesos que satisfacen (6.4.3) para alguna funcion
¢ tal que ¢ € &,.

[ tsro= [ LTSS | arpe

E>ko K\ Q41

) (6.4.6)
< / |MpflPw+ Y 4% w( Q) = T+ 11.
R\Qy,

k>ko
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Para acotar I notamos que si z € R\ Qy,,

d k 4%q,
Mpf(r) < 4%ab < 220 [
|R| Jr
y que la condicion (6.4.3) para el par (w,v) implica
[ | rllv™ Pl R < C,

Tomando Q = R y usando ¢ € &y Entonces,

oo ()

p
— qP4%P (’_]1%‘/ fvl/pv—l/p) w(R)
R

< Capll fo' 75 pllv™ 711 g (R)
< C(d,p,v,0)|R]|| fo'7||} 5

:C(d,p,v,w)/prv.

(6.4.7)

Para I1, aplicando la desigualdad de Hoélder y la condicion (6.4.3) a 3@;? N R lo cual
es posible ya que Q;? C R,

IT< Y 4%y " w(Qh)

k>ko j=1

p
1 ~
< C(d) (— f) w(Q))
,;ko Q5[ Jo !
jz1
< C(d,p) Y 0PI gullo™ 71l so( @)
k>ko
jzl
< Cldypv,w) 3 107G gilQ5).

k>ko
jz1

(6.4.8)

Finalmente, podemos usar la parte 2 del Lema 6.2.1 junto con el Teorema 6.4.1 para
obtener

11 < Cd,po.w) 3 o8 g 5

k>ko

j=>1
< C<d7p7 v, w) § / M(z;(fvl/pXR)p

Ek

ijZklo J (649)

<Cldpow) [ MRy
Rd

< C(d,p, v, w, 6) /R £,
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k s k k k k
ya que E7 son disjuntos, £} C Qf C Ry |E}| > c|Q].

]

A continuaciéon vamos a aplicar el Teorema 6.4.3 para obtener una desigualdad con
dos pesos para M?. Antes, debemos dar algunas definiciones y hacer algunas aclaraciones
sobre la notacion. En primer lugar, dado un cubo () de centro x¢ y lado l vamos a denotar
rq a la cantidad rg = Vdlp/2. De esta manera Q C B(zg,7q), la bola circunscripta.

Como en la seccion anterior, para obtener el resultado para M7, la idea es cubrir R?
por cubos y aplicar el resultado previo en cada cubo. Para ello usaremos el cubrimiento
descripto en la Observacion 6.3.3.

Antes de enunciar el teorema, definimos las clases de pesos que resultaran adecuadas
para la acotacion de esta maximal. Dado 1 < p < 0o, # > 0 y una funcién de radio critico
p, decimos que un par de pesos (w, v) satisface una condicion (p, p, #)-bump si existe una
funcion de Young ¢ con ¢ € &, tal que

[ PP

0
B
<A1+ ) , 6.4.10
> ( p(zp) ( )

para toda bola B(zp,rp) C R%

Observacion 6.4.4. Si en la desigualdad anterior reemplazamos las bolas B por cubos
Q = Q(zg,79), ambas desigualdades resultan equivalentes con un cambio en la constante
que denominamos A dependiendo s6lo de la dimension y de 6.

Teorema 6.4.5. Sean 1 < p < 00, > 0 y un par de pesos (w,v) que satisface una

condicion (p, p,0)-bump. Entonces, existe oq tal que para todo o > ¢ el operador M? es
acotado de LP(v) en LP(w).

Demostracion. En primer lugar notemos que si consideramos la correspondiente maximal
centrada

Vil = su "\ L
Mef(z) = p(1+p(x)> B | f1, (6.4.11)

r>0 I7T>| B(z,r)
se tiene, de (1.2.7),
M f(z) < M f(x) < 2¢CoM/ MotV £ (). (6.4.12)

Por lo tanto, basta mostrar el resultado para M?. Comenzamos acotando M"f(x) por

~ 1 r o\ 7 1
s < sw [ s (140 ]
0<r<p(z) |B‘ B r>p(z) ,0(:13') ’B(:C,TH B(z,r) (6413)

= Mlocf(x) + Mgc;rlobf(x)'

Sea {Q,} el cubrimiento de la Observacion 6.3.3 que cumple B(z,,d ?p(z,)) C
Qn C B, = B(zy, p(z,)). Sea B = B(xz,r), con r < p(z) y n tal que x € @Q,. Afirmamos
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que existe 7 = v(p) tal que B C vQ,. En efecto, si y € B,

ly —zn| <y — 2[4+ |2 — 25| <75+ p(zn) < p(2) + p(T0)
< (142NN o) = yd P p(x,).

Llamando Q,, = ~v@Q),, tenemos que para x € (),
Moo f(z) < Mg (fx5,) (2), (6.4.14)

ya que si B C Qn, también lo estard el cubo circunscripto.

Ahora, para poder aplicar el Teorema 6.4.3 debemos ver que el par de pesos w, = wxg,
Y Un = UXg, satisfacen (6.4.3) para R = Qn y ¢ tal que ¢ € &y. Para ello tomamos un
cubo @ C R? con centro xq € Q. vy consideramos dos casos.

Si rg > 2vp(z,) se sigue que ) D Q. va que rg € Q. implica que |y — zg| <
vd=Y2p(x,) < d"?rg. Luego, en este caso,

o/

0
z vp(w,) 5
¢7Q7l S A (1 + ) = CvaﬂA7

s @na s o gna, < w1,

con A la constante de la Observacion 6.4.4.

_ Por otro lado, si rqg < 2yp(x,), un argumento geométrico simple muestra que |¢Q) N
Q.| > |Q]/2¢. Entonces

[/
x vp(2n) 7
w1l 0na 10w Pls.gra, < Casllwy?lpellvyllsq < CasA (1 + = ) = Cagp04,

p(n)
Ahora, usando la desigualdad (6.4.14) y el Teorema 6.4.3,

[ ecspw e S [ igpns [ g (6.4.15)

neN
yva que la constante del Teorema 6.4.3 resulta independiente de n.

Veamos ahora el término conrrespondiente a Mgob. Aqui volvemos a considerar el
cubrimiento {B,} por bolas criticas. Sea B = B(z,r) con r > p(x) y n tal que = € B,
. BElijamos ko € N tal que 2R~ 1p(z) < r < 2Rp(x). Como z € B, Cy'27Nop(z,) <
p(z) < 2Cop(xy,). Llamando B, = B(z,,2Cop(x,)) tenemos que B C 2%B, y |B| >

cg42~Nod|2k0 B3, |. Entonces

~ r\ 7 1
Vg f ) = s (1425 /)
glob r>p(x) IO(I) ’B<x77n)| B(z,r) (6 4 16)
] 4.
< Csup2 ™" ——— | f1,

keN |2kl§n| kB,



134 Desigualdades con pesos factorizados

con constante C' dependiendo so6lo de p, d y o pero no de n. Luego, de la desigualdad
anterior, Hoélder y la hipotesis para el par w, v,

[ 1tre <Y [ g

neN

<o swrt (o [ i) i,

nen kEN |2kén| 2k B,

<O w(Ba) Y 2 <_| 1 |f\%) v @ By

kD -
neN keN 2 B"‘ 2+Bn

ok B, v~/ (2k B, )PV
<Y gty 2B n / flPw 6.4.17
Yoty [ (6.4.17)

keN neN ‘QkB”‘

<CAY Y c e [ g

keN neN 2+Bn

< CAY okl N / | ffPw
2% By,

keN neN

coas oo [ i,
<ciy [ e

keN

donde en la tltima desigualdad usamos el solapamiento acotado de {B, }. Tomando o >
0 4+ Ny, resulta la acotacion buscada para Mg, vy el teorema queda demostrado.

O

A continuacion, vamos a aplicar el resultado anterior para obtener desigualdades para
ag
M?.

Corolario 6.4.6. Sean 1 < s <p < o0, 8 >0 y (w,v) un par de pesos que satisfacen

una condicion (p/s, p,0)-bump. Entonces, existe oq tal que si o > oy, M7 estd acotado
de LP(v) en LP(w).

Demostracion. Sean 1 < s < py (w,v) un par de pesos que satisface una condiciéon
(p/s, p,0)-bump, podemos aplicar el resultado para s = 1 de la siguiente manera,

[1ezsro= [urepto<c [l (6.4.18)

]

Para finalizar esta seccion presentamos ejemplos de pares de pesos que satisfacen una
condicion (r, p, #)-bump.

FEjemplo 6.4.7. Sean w; y wy dos pesos, § > 0y 1 una funcion de Young tal que £(t) =
(") es tal que zi € &.. El par (0,9) = (wi (Mwa)' =", (MPwy)wy ") satisface una
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condicién (r, p,#)-bump. En efecto, para una bola B C RY, reescalando y usando la
definicién del operador maximal,

10" | = i (Mwa)' " 1}5
0/r (6.4.19)
r r B
<memmH/Q+——J .
B p(zp)
Por otro lado,
~_1/r 1/r

107" les = 1M w1)' " w5

o/r (6.4.20)
—1/7 1/r B
ﬂmu/wm/@+ )
p(zp)
Las dos estimaciones juntas nos dan la condicion (p, p,#) bump para el par (w,v).

Observacion 6.4.8. Si ¢ es una funcion de Young duplicante es facil ver que § y € resultan
ser ambas duplicantes. Usando la Observacion 6.4.2 resulta que & € &, si y solo si

/coo (%)H% < 0. (6.4.21)

6.5. Prueba del Teorema 6.1.1

Antes de dar una prueba del teorema central de este capitulo vamos a establecer
algunos resultados que involucran composiciones de operadores maximales. Estos resul-
tados y algunas de sus consecuencias seran herramientas necesarias para la prueba del
Teorema 6.1.1.

Para comenzar necesitamos establecer el siguiente resultado auxiliar cuya demostra-
cion puede verse en [11] Proposicion 5.6.

Lema 6.5.1. [Ver Lema 4.1 en [29]] Sean ¢ una funcion de Young, f una funcion tal
que || fllo.5 = 0 cuando |B| — oo y A > 0. Entonces
2. 44
ERIEI PR

En particular, si f tiene soporte compacto la desigualdad anterior vale.

Lema 6.5.2. Sean B una bola en R y 0 < f € LL.. Sean ¢ y ¢ dos funciones de

Young. Si definimos, parat > 1,
t
= [ ote/wyax
1

y I es una funcion de Young tal que G(t) =< F(t), existen constantes ¢y y co tales que

A¢WMM%M”@§ME+Q/ Feaf (4))dy

3BN{f(y)>1/2}

[{z € R : Myf(z) > A} <3d/
{weR%|[(@)[>)/2)
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Demostracion. Aplicando el teorema de Fubini y el Lema 6.5.1 tenemos que

/B b (Mo (Fxsm)(y)) dy = / T WO [ € B My(frss)(x) > AY] dA

<c1|B|+/ W) [{z € B My(fxas)(x) > A} dA

3cl|B|+c1/ ¢’<A>/ ¢ Cff’” )dmdA
1 {z€3B:f(x) >/\/2}
2f(x
<alp|+e [ / " (@) ¥/(N)drda
{z€3B:f(z)>1/2} J1

= |B| + cl/ G(cf(z))dz
{z€3B:f(x)>1/2}

Scl\Bl—Fcl/ F (cof(z))dx
3B

(6.5.2)

[

Proposicion 6.5.3. Sean 0 > 0, f una funcion medible y p una funcion de radio critico.

1. M”’IOC(Mgf)(a:) < CMZf(:U), para toda funcion de Young ¢ tal que ¢(t)/t" es casi
creciente, para algin r > 1.

2. M°(M} Y ) (x) < CMY f(x), para funciones ¢ y ¢ de Young tales que para G(t) =
fl Y(t/N)dA se tiene que G < ¢.

Demostracion. Sea v € R? y B(zp,r5) 3 x una bola en R? con rz < p(zp), queremos
ver que,

1
‘E/BM;’]‘“ < CM) f(). (6.5.3)

En primer lugar descomponemos f = fxsp + fXra\35 = f1 + fo. Para ver (6.5.3) para f
debemos hacer previamente la siguiente observacion. Usando el Lema 6.5.2 para ¢(t) =t
y para f/\ se tiene

1 ! /@) ))
>\|B’ /3M¢(fl) =G ()\ * /SBﬁ{f(x)>1/2} F (Cz A o '

Como ¢(s)/s" es casi creciente

G(t) = /1t¢ (;) IX < (1) / D < oo,

Luego, podemos tomar F(t) = C¢(t). Ademéas, como integramos en {f(x) > 1/2} y F es

convexa
<C2f (z) ) v
A A
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Asi . c o/
MB!/B P BBl e A
' 1 1 Cf
inf)\:—/MfSC’ Sinf/\:—/ gb(—)Sl.
W, Mol = Chs it | oA\N) =Y
Luego

1 _
T /B Moy < O\ f o

y como Mg < My, tomando el supremo sobre B queda demostrada la desigualdad (6.5.3)
para fi.

Para fo,, vamos a mostrar que para todo x, z € B, se tiene que que Mg(fg)(Z) <
C’Mg(f?)(a:) Tomemos B = B(xp,75) > 2 tal que BN 3B # 0. Entonces, rg < 75y
B C 3B. Luego

. —0 B —0
Il (142725 ) < Cllalloas (14 725
—0
< Clfllos (1+ 222 (654

(zg)
< CMg(fz)(x)-

Promediando sobre B obtenemos la estimacion buscada.

)

)

Veamos ahora 2. Sea v € Ry B = B(zp,r5) > z. Queremos ver que

1
Bl (1+ 755

p(zB)

O/M;;’l“f < CM{f(z). (6.5.5)
> B

Como antes, descomponemos f = f; + fs, como M£’IOC < My podemos usar el Le-
ma 6.5.2 como arriba para obtener que

1
ol /Q MEY £, < 1] 130

—0
dado que hemos supesto que G(t) < C¢(t) Multiplicando a ambos lados por (1 + &8 )

p(zB)

—0
que es equivalente a (1 - p?;Z)) obtenemos (6.5.5) para f.

Para f5, como Mg’loc < Mg, podemos usar (6.5.4), que es valido para cualquier funcion
de Young y cualquier bola. Ademas, Mg < Mg puesto que ¥ < ¢. En efecto, sit > 1,

/ltw G) < (1)
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[ o)z [e(G)mze ()

Entonces, tomando promedios sobre z € B obtenemos (6.5.5) para f.

m
Como una aplicacion del anterior resultado podemos obtener los siguientes corolarios.
Corolario 6.5.4. Sean 0 < 6 < 1, 0 > 0 y ¢ una funcion de Young. Entonces, para

cualquier funcion medible f tenemos que (]\Jgf)‘S € Alc, siempre que Mgf < 00.

Demostracion. Dada ¢, consideramos 1 (t) = ¢(t'/°). Como

1%

(Mg f(x))’ = sup ———25—
Q3 <1_|_ Q )
rQ<p(zq) p(zq)

|rf||¢Q_mf{Xs /(\f!) }
:mf{ / (W) 1},

- H|f| Hd),Q :

tenemos que
(MGf)° = MP(If1°).

Ademas, 1(t)/t'/% es casi creciente debido a la convexidad de ¢. Entonces, podemos
aplicar el item 1) de la Proposicion 6.5.3, para ver que M£5(\f|5) € Alee,

O

Observacion 6.5.5. Notar que para cualquier f medible se tiene que sz(x) < 00 para
todo € RY, o bien M{f = oo.

Recordemos que un peso u pertenece a la clase RH® si existe una constante C tal
que

Supu < — [ u,
Bl /5

Para toda bola B = B(xpg,rg) con rg < p(xp).

El siguiente lema nos da una manera de construir pesos en RH!°¢.

Lema 6.5.6. Siw € AY°, entonces w™ € RH!® para todo v > 0.
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Demostracion. Sea B = B(xp,rg) un cubo con rg < p(zp). En primer lugar debemos
observar que aplicando la desigualdad de Hélder con exponentes v+1y (v+1) = (y+1) /7,

() () (o) oo

Entonces, para x € B, usando que w € AP®

cwse( ) <

]

Corolario 6.5.7. Dados un peso w, una funcion de Young 1, 0 > 0 yr > 1, se tiene
que (Mjw)'™" € RHY N AL, para todo s > r.

Demostracion. Aplicando el Corolario 6.5.4 con § = =1 se tiene que (]\LZUJ)Z%i e Alec,

Entonces, aplicando el lema anterior con v = s — 1 obtenemos (MJw)'™" € RHY".
Ademas, como Al*¢ C A!9¢ tenemos que (Mgw)% € A% Entonces (Mjw)'™" € A¥¢. O
Finalizamos esta seccion con la prueba del teorema central de este capitulo.
Demostracion del Teorema 6.1.1. Sea 0 <n <1 a elegiry p > ¢/,
N\ P / )
L e B O TS L e
:/|Tf|’7w§7/p(Mgw2)(1‘1’/5')’7/1%,

para cierta funcion b € L&/ tal que ||h|;pmy = 1.

Usando el Teorema 6.3.4 y el Corolario 6.5.7 tenemos

n/p
</ \Tf|pw1(M$w2)1‘p/s> < /Mﬁ(|Tf]”)Mp’loc(wiﬂph)(Msz)(l—p/s n/p.

Ahora, es posible fijar la funciéon F(t) —=p/n logp/”*HS(l +1) y elegirn < 1y 6 > 0 tales
que p/n—1+0 = p—1+4. De esta manera, es facil comprobar que F'(t) € £¢,/,. Usando la
desigualdad de Holder para funciones de Young (ver Proposicion 1.1.1) podemos escribir

M} h) < eME (] ") MR (h)
= (Mg, (wn))"P M (h),
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donde ®¢(t) = tlog? (1 4 t). Usando esto, la desigualdad (6.0.2) para la maximal
sharp del operador T y la desigualdad de Hélder tenemos que, para todo o > 0,

n/p
( / ITflpwl(M$w2>1"’/s') <G, / (MG )1 (MERwy )P (MEw,) P/ /e pretoc,
N\ P N\ Y@/
< C, (/(M;f)p]\/[qp);locwl(MZwQ)l—p/s) (/(Mﬁh)(P/n) ) ]

El segundo factor est4 acotado por una constante ya que F' € Eny v ||| pmy = 1.
En el primer factor podemos elegir ¢ > oy y usar el resultado con dos pesos para la
maximal M7 dada en el Corolario 6.4.6 ya que, en vistas de la hipotesis sobre psi, el par
de pesos (M2 *“wy, (MSw,) ~#/*, (MeMg’éocwl)wé_p/S/) es un par admisible para r = p/s’
de acuerdo al Ejemplo 6.4.7, obteniendo

Jomzprasgen 0t < [1frarage e,

Finalmente, usando la segunda parte de la Proposicién 6.5.3 tenemos que Mqup,’Olocwl <
CMfw, con ¢(t) = t1logP™®(1 4 t) para obtener el resultado deseado

/\Tf|pw1(M§,w2)1p/S' < C/!f!”Mf;wlw;P/S’

6.6. Aplicacion a integrales singulares asociadas al ope-
rador de Schrodinger

Esta seccion tiene dos objetivos. En primer lugar vamos a enunciar los resultados de
acotacion con dos pesos que se siguen de aplicar el Teorema 6.1.1 a los ejemplos de Ope-
radores de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (s, d) introducidos en el Capitulo 2,
esto es, los operadores RY = L™Y/2V, Ry = L~'V? y las familias de operadores L=V
con0<y<d/2y L'VV7™/2con1/2<~<1.

Observemos que las desigualdades del Teorema 6.1.1 dependen de T so6lo a través del
parametro s, el cual fija tanto los valores permitidos de p como los pares de pesos. De esta
manera, las aplicaciones consistiran en escribir la conclusion del teorema para el valor
particular de s. Vale destacar aqui que podemos dualizar las desigualdades obtenidas para
estos operadores, obteniendo asi desigualdades para R; y Ro. En segundo lugar vamos a
comparar este tipo de desigualdades con las obtenidas en el Capitulo 5 para los mismos
ejemplos de operadores aunque usando diferetes técnicas.
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6.6.1. Aplicaciones

Comencemos analizando las transformadas de Riesz-Schrodinger R, v Ro. Para R,
debemos diferenciar dos casos. 5Si V € RH, con ¢ > d, vimos en la Seccién 2.3 que tanto
R1 como su adjunto R} son operadores de Schrodinger-Calderon-Zygmund de tipo (0o, 6)
con § =1—d/qy ¢ = 1 respectivamente. En consecuencia, aplicando la Proposicion 6.0.8
tenemos que para todo 0 <7 < 1y o > 0 existe una constante C' tal que

[ME(RY F17) ()7 < OM7 f(x). (6.6.1)

Luego, podemos aplicar el Teorema 6.1.1 para obtener el siguiente resultado

Teorema 6.6.1. Supongamos que V € RH, con q > d.Sean 1 < p < oo, wy y wy dos
pesos y ¥ y ¢ un par de funciones de Young tales que 1 duplica,

/:O (ﬁ)“% <% (6.6.2)

y ¢(t) = tlog!™ (1 + 1), para algin § > 0. Entonces, para cada 6 > 0, eziste C = C(p, )
tal que

/\le]pwl(Mzwg)lp S C’/|f\p(Mgw1)w;p (663)

Ademds, la misma desigualdad vale para el operador Rj.

En el caso d/2 < g < d tenemos que R} es un operador de Schrédinger-Calderon-
Zygmund de tipo (pg, ) para pg tal que 1/pg =1/q—1/dy § =2 —d/q. Por la Proposi-
cion 6.0.8, para 0 < n <1y o > 0 existe una constante C' tal que

[ME(RTFI) @)V < OM, f(x). (6.6.4)

Nuevamente, podemos aplicar el Teorema 6.1.1 para obtener el siguiente resultado.

Teorema 6.6.2. Supongamos que V € RH, con q > d/2. Sean pjy < p < 00, wy y wsy
dos pesos y ¥ y ¢ un par de funciones de Young tales que v duplica,

[ e 069

y ¢(t) = tlog!™ (1 +t), para algin § > 0. Entonces, para cada § > 0, eziste C = C(p, )
tal que

/ R f P (Mw,) P/ < C / P (MEwy ywy ™7, (6.6.6)

y en consecuencia, por dualidad,

/‘le’pl(Mzwl)l_p/w;_p,/po < C/|f|p,wi_p/(MZw2)1_p//p0. (6.6.7)
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Para la transformada de Riesz-Schrodinger de segundo orden vimos que, si V € RH,
con ¢ > d/2, R% es un Operador de Schrédinger-Calderon-Zygmund de tipo (g,6) con
0 = min{1,2 — d/q}. En consecuencia, para 0 < n < 1y ¢ > 0 existe una constante C'

tal que
[ME(R5f|") ()] < OM f (). (6.6.8)

Aplicando el Teorema 6.1.1 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.6.3. Supongamos que V € RH, con q > d/2. Sean ¢ < p < 00, wy y wy
dos pesos y ¥ y ¢ un par de funciones de Young tales que v duplica,

/COO <#)W—1% < %0, (6.6.9)

y () = tlog!™ (1 +t), para algin & > 0. Entonces, para cada 6 > 0, eziste C' = C(p,6)
tal que

[ 1R 0us) < 0 [ 1P, (6.6.10)

y en consecuencia, por dualidad,
/\R2f|”/(M§w1)1‘plw§_p'/q < C/|f|”/w}""(M§w2)1—P’/‘1. (6.6.11)

De nuevo, podemos dualizar este resultado para obtener

Un analisis similar puede hacerse para los operadores de tipo L=V con 0 <y < d/2
y LYVV771/2 para 1/2 < v < 1. Enunciamos a continuacion los resultados obtenidos.

Teorema 6.6.4. Sean 0 < v < d/2,V € RH, conq > d/2, p > (q/7)", w1 y we dos
pesos y ¥ y ¢ un par de funciones de Young tales que v duplica,

/COO (#)W—l% < 0, (6.6.12)

y () = tlog!™ (1 +t), para algin & > 0. Entonces, para cada 6 > 0, eziste C' = C(p,6)
tal que

/|LVVVf]pwl(Msz)lp/(q/W < C/ |f\p(Mgw1)w;_p/(q/7)/, (6.6.13)
Y en consecuencia

/ (VYL 7 (MG ) 7wy P/ < € / | 17wy (Mwg) 172/ @), (6.6.14)

Teorema 6.6.5. Sean 1/2 <~y <1,V € RH, con q>d/2, p> (q/Y), con p, tal que

1 1 1\" 2y—1
= (— — —> + 2 . Sean wy y we dos pesos y ¥ y ¢ un par de funciones de Young

py \g d 2q
tales que 1 duplica,
o0 t p/ply_l dt
— — 6.6.15
[ Gm) Fe= (6:0:19)
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y () = tlog!™ (1 +t), para algin & > 0. Entonces, para cada 6 > 0, eziste C' = C(p,6)
tal que

/ |L7YVVIY2 f Py (Mfw,) PP < C / | f\P(Mgwl)w;”’/”'”, (6.6.16)
Yy en CONSECUENCcLa

/ VI L P (Mfw) w7 < C / P wy ™ (Mfwa) /P (6.6.17)

6.6.2. Relaciéon con las desigualdades del Capitulo 5

En este capitulo obtuvimos ciertas desigualdades que involucran espacios LP con pesos
diferentes para operadores asociados a L como las transformadas de Riesz-Scrhodinger R4
y Ro. Una pregunta natural en este punto es qué relacion tienen estas desigualdades con
las que mostramos en el Capitulo 5 para los mismos operadores. Veremos a continuacion
que, aunque las desigualdades de este capitulo parecen ser mas generales, no podemos
recuperar a partir de ellas todas las desigualdades de tipo Fefferman-Stein que obtuvimos
en el Capitulo 5 via comparacion.

Sean V € RH, con g > d/2, T alguno de los operadores de Riesz-Schrodinger Ry 0 Ro
y T™* su operador adjunto (R} o R} respectivamente). Como vimos en el Capitulo 2, T
es un operador de Schrédinger-Calderon-Zygmund de tipo (s, d) para ciertos 1 < s < oo
y 0 < § < 1 que dependan de ¢. Supongamos que s < oo, tomemos p' > s y 6 > 0.
Podemos aplicar el Teorema 6.1.1 para obtener la siguiente desigualdad:

/ T fIP wn (M w,)' 7 < € / AP (MG )y " (6.6.18)

para cualquier par de pesos wy, wsy, siempre que ¥ v ¢ sean funciones de Young tales que

o/ NP/ g

y o(t) = tlogp/“(l + t) para algtin € > 0. Mediante un argumento de dualidad podemos
obtener,

/|Tf|p(Mfsp,w1)1_pwél_p//5,)(l_p) < C/ |f|pw}_p(Mq‘Zp,w2)(1_p'/sl)(1_p), (6.6.20)
que puede reescribirse como

/\Tf!p(Mgp,wl)lpwép/s < C/ [FIPwy (M) wa) P/, (6.6.21)

Por otro lado, para p y s como arriba podemos aplicar el Teorema 5.1.1 para obtener
las siguientes desigualdades:

/ TfPu<C / FPM, (6.6.22)
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para cualquier peso u, donde r = (s/p)" y

/lT*f|p’U < C/|f|P/sz,U, (6623)

para cualquier peso v siempre que la funciéon de Young A, € D,. Ahora, podemos
dualizar las desigualdades (6.6.22) y (6.6.23) para obtener

/yT*f|p (M) <C/|f|p (6.6.24)
/ TP, ) < C / fPot . (6.6.25)

Intentemos en primer lugar recuperar las desigualdades (6.6.22) y (6.6.25) para T
de (6.6.21). Si ponemos wy = 1 en (6.6.21) tenemos que

[ o, wye <o [l (6.6.26)

De esta manera obtenemos una desigualdad més débil que (6.6.25) puesto que ¢, debe
ser de la forma ¢, (t) = tlogp,“(l +t) para € > 0, mientras que puede elegirse A, (t) =
tlog? ~1te.

Ahora, si ponemos w; = 1y wy = u®/~?) = 4(/?)" en (6.6.21) obtenemos
/]Tf‘pu < C/|f\p(Mpr,u(s/p)’)1p/s I/\f\ng(u), (6.6.27)

donde G(t) = 1, (t*/?)"). De la condicion (6.6.19) para 1, se sigue que G debe satisfacer

oo /yls/py N/ gy
— : 6.2
/C (G(t)) L (6.6.28)

Luego, no podemos elegir G(t) = t(/P)" = " (pero si cualquier potencia mayor que 7).
Esto es, no podemos recuperar (6.6.22).

A continuacion, intentaremos recuperar las desigualdades (6.6.23) y (6.6.24) para T*
a partir de (6.6.18). Si hacemos wy = 1 en (6.6.18) obtenemos

/\T*f\p'wl < C/\f\p’Map,wl, (6.6.29)

con ¢y (t) = tlog? *5(1 +t), lo cual no nos permite recuperar (6.6.23). Del mismo modo,
poniendo w; = 1 y wy = uPIE/"=P0) = 4(/P)" en (6.6.18) tenemos

/IT*fV’ M, Py <0/|f|p’ = (6.6.30)
esto es,
/ T fIP' (MEu) ™ < C / |fI7ut (6.6.31)

con G como arriba. Luego, tampoco aqui podemos elegir G(t) = ¢" para recuperar (6.6.24).



Conclusiones

= Es posible dar una expresion puntual local para el nicleo de la Transformada de
Riesz-Schrédinger de segundo orden Ry = V2L 7L,

» Las transformadas de Riesz-Schrodinger de primero y segundo orden, incluyendo
aquéllas que involucran potencias del potencial V' o sus adjuntas, en muchos casos se
pueden tratar simultaneamente, definiendo familias que engloben sus propiedades
basicas necesarias para probar las estimaciones deseadas. Una propiedad que com-
parten todas y que las hace mejores que las Riesz clasicas es su fuerte decaimiento
en el infinito, medido ya sea en media o puntualmente.

» Bajo la condicion reverse-Holder de orden ¢ > d/2 sobre el potencial, es posible
obtener obtener estimaciones de suavidad con pesos para las adjuntas de las Trans-
formadas de Riesz-Schrédinger. Si requerimos ¢ > d para VL™/? o una condicién
mas fuerte para los otros casos, valen también estas estimaciones para las restantes
transformadas.

= Mediante el método de comparacion local con las correspondientes transformadas de
Riesz asociadas a —V, es posible demostrar desigualdades de tipo Fefferman-Stein
para R; = VL2 R, = V2L™! y sus adjuntas. En el caso de estas tltimas los
operadores maximales que se aplican al peso resultan menores que los que aparecen
en el caso clasico, si bien para alguno de los operadores el rango de p es més
restringido.

= Las transformadas de Riesz-Schrédinger que involucran el potencial tienen un ta-

mano cerca de la diagonal que las hace mejores que el resto, de modo que pueden

obtenerse estimaciones de tipo Fefferman-Stein que incluyen el caso fuerte para
=1.

= Los operadores en cuestion y sus adjuntos satisfacen desigualdades en LP para pares
de pesos factorizados, cuya forma se expresa en términos de operadores maximales
propios del contexto Schrodinger. Estos operadores maximales son menores que sus
correspondientes versiones en el contexto clasico del laplaciano.

= La presencia del potencial V' con hipdtesis muy débiles ocasiona que en general los
resultados para los operadores adjuntos sean mejores que los correspondientes a las
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transformadas de Riesz-Schrodinger. Esto sucede tanto cuando estamos analizando
suavidad como en el caso de las desigualdades de Fefferman-Stein.
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