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Resumen

La presente tesis se enmarca dentro de la teoria de codigos, més precisamente estudia-
mos codigos algebraico-geométricos ciclicos y logramos avances originales significativos
para comprender propiedades estructurales de estos codigos, especialmente dentro de los
codigos algebraico-geométricos racionales.

Usando como base el lenguaje de cuerpos de funciones desarrollado en el libro Algebraic
Function Fields and Codes, de Henning Stichtenoth [16], que es bibliografia de referencia
en el drea (ver también [10,17,19]), iniciamos el estudio de codigos algebraico-geométricos

ciclicos y brindamos respuestas a los siguientes problemas:
» Construir coédigos algebraico-geométricos ciclicos.

» Clasificar cédigos algebraico-geométricos ciclicos racionales, segin la equivalencia

monomial.

Primero nos centramos en entender la estructura de los codigos algebraico-geométricos
ciclicos en el contexto de cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos finitos, F//F,, y
luego tuvimos la necesidad de encontrar un método para construir tales codigos. En el
caso general, pudimos hacerlo mediante el uso del grupo de automorfismos Autg, (F'). Para
ello, disenamos un método, al cual llamamos método sigma, que nos permite construir
tales codigos, y desarrollamos ejemplos de aplicacion del método. Denominamos como
cédigos sigma-ciclicos a los codigos obtenidos con el método sigma. Un articulo importante
relacionado al andlisis de automorfismos de cédigos es [14].

Ademas de considerar dichas construcciones en cuerpos de funciones, desarrollamos

resultados y ejemplos de codigos algebraico-geométricos ciclicos construidos en extensio-
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nes F’/F de cuerpos de funciones, lo que puede ser de suma importancia al momento de
intentar construir sucesiones de cddigos ciclicos, como puede verse en [3,15,18].

También presentamos otra manera de hallar cédigos ciclicos, en este caso racionales,
usando polinomios interpoladores de Lagrange, siguiendo el espiritu mostrado en [6]. Esto
di6 origen a los codigos L-ciclicos y nos condujo a analizar la relacion que puede existir
entre cddigos sigma-ciclicos y cddigos L-ciclicos sobre cuerpos de funciones racionales.

Después de dar respuesta al problema de construccién de codigos algebraico-geométri-
cos ciclicos, nos enfocamos en estudiar la equivalencia monomial en el caso de codigos
sigma-ciclicos racionales, siguiendo la idea de Lépez y Nart dada en [9)].

En su trabajo, Lopez y Nart estudian los denominados codigos de Reed-Solomon Gene-
ralizados, o simplemente cédigos RSG, y logran realizar una clasificacion segtin clases de
equivalencia de tales cédigos. Este trabajo nos motivé a intentar realizar tal clasificacion
considerando la familia de codigos ciclicos. El problema de identificar cédigos ciclicos
equivalentes fue tratado también en, por ejemplo, los articulos [1,5], mientras que en [12]
se estudia, no la equivalencia, sino la igualdad de c6digos en el caso general.

Con respecto al problema de la equivalencia, consideramos cédigos sigma-ciclicos ra-
cionales Cz(D, G), con divisores G de un solo punto, es decir, G = rP para un lugar Py
un nimero natural r. Si P es un lugar racional cualquiera, probamos que existe un tnico
cédigo sigma-ciclico, salvo equivalencias, para cada longitud y dimension fijas. Si P no es
racional, en algunos casos pudimos reducir el problema a lo ya demostrado y, en otros,
realizamos experimentos computacionales para obtener informacion al respecto.

Parte de lo desarrollado en esta tesis se encuentra publicado en la revista Finite Fields

and Their Applications [2].



Introduccion

Motivacion

Puede decirse que la teoria clasica de codigos comienza en 1948 con el trabajo [13]
de Shannon, donde se muestra que a todo canal de comunicacion con ruido se le puede
asignar un numero, llamado capacidad del canal, y que ésta se relaciona con el tipo de
herramientas que se pueden usar para evitar transmitir mensajes erréoneos. A partir de
este trabajo, se comenzaron a desarrollar fundamentos matematicos que luego serian la
base de las implementaciones practicas que permitieron, efectivamente, colaborar en la
deteccion y correccién de errores en la transmision de informacion.

Dentro de los cédigos usados en la industria, adquirieron una gran relevancia ciertas
clases particulares de cédigos ciclicos, como los cédigos de Reed-Solomon y los codigos
BCH, debido a sus capacidades de correcciéon y a la sencillez de su implementacion.

En 1981, Manin muestra en [11] que existe una funcién «, que involucra a los denomi-
nados parametros relativos y que brinda informacién de suma importancia respecto a los
codigos que se obtienen a partir de usar como alfabeto al cuerpo finito con g elementos, F,.
Sin embargo «, resulta ser una funcién que no podemos explicitar.

Dentro de la teoria clasica de cédigos fue posible obtener ciertas cotas inferiores y
superiores para . Pero, sin dudas, la cota mas importante proviene del trabajo [1§]
de Tsfasman, Vladut y Zink, que requiere de la utilizacion de los denominados codigos
algebraico-geométricos, construidos dentro del contexto de cuerpos de funciones o de
curvas algebraicas, motivo por el cual los codigos algebraico-geométricos adquieren gran
popularidad.

Asi, es de gran interés estudiar codigos algebraico-geométricos ciclicos, para combinar

todas las bondades de los cédigos ciclicos con las de los codigos algebraico-geométricos.
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Objeto de estudio, problemas y antecedentes

El objeto de estudio de esta tesis esta formado por los codigos algebraico-geométri-
cos ciclicos. Estamos interesados en entender su estructura y en sistematizar formas de

identificarlos o construirlos.

La definicién clasica de cédigo de bloque sobre un cuerpo finito F, indica que un
codigo C de longitud n es un subespacio vectorial de Fy. Decimos que C es ciclico si es
cerrado por permutaciones ciclicas de sus coordenadas, es decir, si (c1, ¢, c3,...,¢,) € C,

entonces debe suceder que (¢g,¢3,...,¢p,¢1) € C.

Dentro de la teorfa clasica de cédigos, construir cédigos ciclicos de longitud n sobre IF,
consiste simplemente en considerar un polinomio ménico g que divida a ™ — 1, y usar el

ideal (g) del anillo F,[z]/(z™ — 1) para obtener el cddigo ciclico
C= {(co, C1,Coy -y Cn1) : CoF T4 cor® + - Fcpg" Tt E (g)} )
En nuestro caso, usamos la teoria de cuerpos de funciones para construir cédigos
C=Cc(D,G) ={(z(11),2(R),...,2(F)) : z€ L(G)},

donde D y G son divisores con soportes disjuntos tales que D = P, + P, + --- + P,
estd formado por n lugares racionales distintos, y £(G) es el espacio de Riemann-Roch

asociado al divisor G dado por
LG)={z€F : (2)+G>0}U{0}.
En este contexto, C es ciclico si y solo si
(u(Py),u(Ps),...,u(Py),u(P)) € C VYV (u(P),...,u(P,)) eC.
Luego, (u(Py),u(Ps),...,u(P,),u(Py)) € C siy solo si existe v € L(G) tal que

(u(Py),w(Ps),...,u(Py,),u(Pr)) = (v(P1),v(P),...,v(Py_1),v(FP,)).
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Asi, podemos determinar que C es ciclico si para cada u € L(G) hallamos un elemen-

to v € L(G), que satisfaga el siguiente sistema:

o(P) = u(P),

v(B) = u(B),
(1)

v(Brer) = u(B),

o(Fy) = u(h)

Luego, el problema de construir codigos ciclicos queda reducido a determinar cémo y
cuando podemos encontrar, para cada u € £(G), un elemento v € £(G) satisfaciendo (1).
Respecto a este problema, una manera de resolverlo consiste en trabajar con el grupo
de automorfismos Autg, (F'), como lo haremos a lo largo de casi todo el Capitulo 3 (Sec-
ciones 3.1 a 3.4). Otra manera, pero que solo serd aplicable al caso de cuerpos de funciones
racionales, consiste en utilizar polinomios interpoladores de Lagrange (Seccién 3.5).

Una vez resuelto el problema de construir codigos algebraico-geométricos ciclicos, nos
interesa determinar cuantos cédigos no equivalentes podemos obtener, para lo cual, en
esta tesis, consideramos la equivalencia monomial. Este problema es de suma importancia
por estar relacionado con el problema de determinar si la familia de cédigos ciclicos es
asintéticamente buena, lo que ain se encuentra sin respuesta.

Relacionado a este problema de cédigos equivalentes pudimos dar respuestas, a lo largo
del Capitulo 4, en el contexto de codigos racionales, y con divisores G de un solo punto,
es decir, cuyo soporte tiene un solo lugar. En este caso, usamos fuertemente propiedades
de los cuerpos de funciones racionales y también que el grupo Autg, (Fy(z)) es isomorfo
a PGLy(F,).

Resumiendo, los dos grandes problemas a los que nos enfrentamos en esta tesis son:
» Construir cédigos algebraico-geométricos ciclicos.

» Clasificar codigos algebraico-geométricos ciclicos racionales, segin la equivalencia

monomial.

Con respecto al problema de construir c6digos ciclicos en nuestro contexto de cuerpos de

funciones, no hay trabajos previos directamente relacionados. Los trabajos mas cercanos
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son [15], donde se estudian codigos transitivos y autoduales, y [3], donde se estudian
codigos transitivos por bloques.

Lo mismo sucede con el problema de clasificar codigos segiin clases de equivalencias, pe-
ro vale la pena destacar algunos articulos relacionados, donde diferentes autores trabajan
con el enfoque clasico de codigos.

En [1] se analiza la equivalencia de cddigos ciclicos en base a los polinomios generadores
y usando isometrias. También se relacionan cédigos ciclicos de longitud n con cédigos
ciclicos de longitud nm, con un mismo generador g, ya que si g divide a 2" — 1, también
divide a ™ — 1. Ademas, se tratan los llamados cédigos constaciclicos, que surgen de
considerar divisores g de 2™ — a para a € I, no nulo.

En [5] se estudié la equivalencia de c6digos ciclicos de longitudes p”, donde p es un
nimero primo y r es un numero natural. En este caso el enfoque es desde la teoria
de grupos, mediante el uso de p-subgrupos de Sylow de los grupos de automorfismos
asociados a los cédigos que se quieren comparar.

En [9] Lépez y Nart no se enfocan en c6digos ciclicos sino que trabajan con cédigos
racionales en general, considerando solamente divisores G = rP,,. Deducen que la can-
tidad de cédigos no equivalentes de longitud n se relaciona con el conteo de drbitas de
longitud n, y realizan un trabajo combinatorio para obtener los resultados buscados.

En general, ni los trabajos antes mencionados, ni otros trabajos del area, utilizan
nuestro enfoque de cuerpos de funciones y nuestra construccién de coédigos sigma-ciclicos

al momento de intentar determinar equivalencia de cédigos ciclicos.

Organizacion del texto

La tesis se separa en dos partes. Por un lado, encontraremos los Preliminares vy,
por otro, lo que corresponde al Trabajo original. En Preliminares brindaremos las
bases necesarias de cuerpos de funciones (Capitulo 1) y de codigos algebraico-geométricos
(Capitulo 2), mientras que en la segunda parte desarrollaremos el trabajo original que
sustenta esta tesis, estudiando por un lado cédigos algebraico-geométricos ciclicos en
general (Capitulo 3), y cdédigos algebraico-geométricos ciclicos racionales en particular

(Capitulo 4). Para tener en claro la notacién y el lenguaje que usaremos en esta tesis,
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recomendamos leer la Parte I: Preliminares, ain si la persona que lee estd familiarizada
con el tema, para poder tener una lectura lo mas fluida posible de la Parte II: Trabajo

original.

En el Capitulo 1 agruparemos las definiciones y resultados fundamentales para trabajar
con cuerpos de funciones algebraicas. Particularmente, en la Seccién 1.2 presentaremos
los cuerpos de funciones racionales que seran de suma importancia a lo largo de todo el
Capitulo 4. También definiremos los divisores de un cuerpo de funciones que se necesitan,
por ejemplo, para definir los espacios de Riemann-Roch, y enunciaremos el Teorema de

Riemann-Roch y varias consecuencias importantes del mismo.

En el Capitulo 2 describiremos brevemente las definiciones béasicas de la teoria clasica
de codigos, para después adentrarnos en los cddigos algebraico-geométricos en general,

pero también en los codigos algebraico-geométricos racionales en particular.

En el Capitulo 3 realizamos un andlisis pormenorizado de los cddigos algebraico-
geométricos ciclicos que pueden construirse mediante automorfimos, a los cuales denomi-
namos codigos sigma-ciclicos, y desarrollamos el método sigma que nos permite construir
tales codigos. En relacion a esta construccién, el Lema 3.1.5 sustenta al método sigma.
Luego presentamos varios ejemplos de cédigos sigma-ciclicos, tanto sobre cuerpos de fun-
ciones racionales como no racionales. Seguidamente, exponemos relaciones entre codigos
sigma-ciclicos y extensiones ciclicas de cuerpos en la Seccién 3.4. Los resultados mas im-
portantes de esta seccién son la Proposicién 3.4.1, el Corolario 3.4.4, y el Teorema 3.4.6.
Finalizamos el capitulo con una construccién alternativa, que nos permite incluso pensar

la ciclicidad en codigos mas generales que los codigos algebraico-geométricos.

En la Seccion 3.1 analizamos las propiedades estructurales de los cédigos AG ciclicos
y mostramos cémo podemos construirlos mediante el uso de automorfismos de Autg, (F),
dando lugar a los denominados cédigos sigma-ciclicos, basados en los Lemas 3.1.3 y 3.1.5.
Esto da lugar a la Secciéon 3.2, donde esquematizamos el método sigma, que usaremos

sistematicamente para construir cédigos sigma-ciclicos.

En la Secciéon 3.3 brindamos una serie de ejemplos, algunos con un enfoque general

como en el Lema 3.3.1, y otros mas especificos, donde construimos cédigos usando raices
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de la unidad (Ejemplo 3.3.2), o polinomios de Artin-Schreier (Ejemplo 3.3.3), o un cuerpo

de funciones hermitiano (Ejemplo 3.3.4).

En la Seccién 3.4 procedemos a estudiar y aplicar nuestro método al caso de extensiones
de cuerpos de funciones, y vemos que los codigos ciclicos estan fuertemente ligados con
extensiones de Galois ciclicas, como puede apreciarse en la Proposicion 3.4.1 y en el Teo-
rema 3.4.6. Ademads, presentamos ejemplos sobre extensiones de Kummer (Ejemplo 3.4.2)

y extensiones de Artin-Schreier (Ejemplo 3.4.3).

En la Seccién 3.5 dejamos por un momento de lado los automorfismos, y presentamos
una construccién alternativa en el caso de cuerpos de funciones racionales, que nos permite
en ciertas ocasiones determinar ciclicidad, dando lugar a los llamados cédigos L-ciclicos.
Mostramos condiciones para que un cédigo sea sigma-ciclico y L-ciclico, pero también

vemos que un coédigo puede ser L-ciclico sin que haya automorfismo alguno involucrado.

En el Capitulo 4 nos enfocamos en el problema principal de esta tesis, que es el de
clasificar segin clases de equivalencia a los codigos sigma-ciclicos racionales, construidos
a partir de cuerpos de funciones, y determinar, cuando sea posible, cuantos cédigos no
equivalentes existen. Nos motiva a estudiar este problema el trabajo [9], en el cual se
realiza un analisis relacionado a la cantidad de érbitas que existen de una longitud dada,
considerando la accién del grupo PGLy(F,) sobre el conjunto P*(F,) = F, U {co}. Sin
embargo, no todos los cédigos que se consideran en [9] son ciclicos. Asi, al concentrarnos
en esta tesis en codigos ciclicos, logramos probar resultados que no son posibles en el caso

general.

En la Seccion 4.1 analizamos codigos construidos a partir de automorfismos, no sola-
mente describiendo tales codigos sino también dando formas explicitas para construirlos.
Usando que Autg, (Fq(z)) es isomorfo a PGLy(IF,) y considerando la accién de PGLy(IF,)
sobre P!(F,), probamos que las érbitas generadas por esta accién nos permiten cons-
truir codigos ciclicos. También caracterizamos los automorfismos que fijan el lugar en el

infinito, que resulta ser fundamental para las siguientes secciones.

En la Seccién 4.2 brindamos una clasificaciéon de los codigos abordados en la seccion
anterior, en cuanto a equivalencia de codigos, y demostramos que, salvo equivalencias,

existe un unico cédigo sigma-ciclico, fijadas la longitud y la dimensién. Mas precisamente,
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estudiamos c6digos de la forma Cz (D, G) con G = r P, para algtin 8 € P!(F,). En primer
lugar, probamos algunos resultados técnicos junto con las Proposiciones 4.2.2 y 4.2.6,
que nos permitieron reducir el problema a considerar § = oo, ya que cualquier cédigo
de la forma C.(D,rPs) con 3 # oo, puede escribirse como C.(D',rPy,), eligiendo D’
adecuadamente.

Como caracterizamos las matrices de PGLy(F,) que fijan a Py, podemos usar esas
matrices para determinar las longitudes posibles de los codigos. Asi, fijada la longitud, solo
resta comparar los posibles codigos que pueden construirse. En algunos casos encontramos
que, fijadas la longitud y la dimension, todos los cédigos son iguales, y en otros casos
encontramos que todos son equivalentes. Este desarrollo se plasma en el Teorema 4.2.12,
que es consecuencia de las Proposiciones 4.2.3, 4.2.6 y 4.2.11.

Finalmente, en la Seccién 4.3 estudiamos el caso de cddigos sigma-ciclicos construidos
con divisores GG que no sean racionales. En algunos casos, podemos reducir el problema a lo
expuesto en las secciones anteriores, pero hay situaciones que no pueden contemplarse en
el andlisis previo. Asi, desarrollamos ejemplos computacionales para dar alguna respuesta
parcial acerca de las alternativas que quedan fuera de nuestro desarrollo tedrico.

Como hacemos notar al comienzo de dicha seccidn, si trabajamos con algin automorfis-
mo que fija algun lugar racional, digamos Pj3, entonces para cualquier lugar () no racional
que también quede fijo tenemos que los divisores @) y (deg@)P son equivalentes, y los
cédigos asociados también lo son. Asi, solamente nos queda por analizar qué sucede si el
automorfismo usado para construir codigos mueve todos los lugares racionales.

Si A es la matriz asociada a un automorfismo que no fija lugares racionales, entonces | A|
divide a g + 1. Si resulta que |A| = ¢ + 1, mostramos en la Proposicién 4.3.3 que todos
los cédigos de longitud ¢ + 1, fijada la dimension, son equivalentes. Llegados a esta
situacion, resta analizar el caso en que |A| es un divisor propio de ¢ + 1. En este caso,
solamente podemos probar qué sucede en el caso particular de la Proposicion 4.3.4, donde
vemos que Cp(D,Gy) ~ Cz(D,G3), pero no podemos cambiar arbitrariamente D por D’
como sucedia en la seccién anterior. Para comprender mejor esto, procedimos a realizar
ejemplos computacionales, y encontramos casos donde existen dos cédigos sigma-ciclicos

no equivalentes.
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Capitulo 1

Cuerpos de funciones algebraicas

En este capitulo introduciremos las definiciones basicas y los resultados de la teoria de
cuerpos de funciones algebraicas. Salvo que se indique lo contrario, las definiciones y los
resultados (con sus demostraciones) pueden encontrarse en [16].

A lo largo de este capitulo K serd un cuerpo arbitrario.

1.1. Lugares

Definicién 1.1.1. Un cuerpo de funciones algebraicas F'/K de una variable sobre K es
una extensiéon de cuerpos F' D K tal que F' es una extensién algebraica finita de K (z)

para algun elemento x € F' trascendente sobre K.

Nos referimos a F'//K simplemente como cuerpo de funciones.

Como es usual, supondremos que K es el cuerpo total de constantes de F', es decir, que
K ={z € F : zes algebraico sobre K}.

Observacion 1.1.2. Los elementos de F' que son trascendentes sobre K pueden caracteri-
zarse asi: z € F' es trascendente sobre K si y solo si F'/K(z) es una extensién de cuerpos

finita, o de grado finito.
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Fjemplo 1.1.3. El ejemplo mas simple de cuerpos de funciones algebraicas es el cuerpo
de funciones racionales F' = K(x) para algin elemento x trascendente sobre K. Cada

elemento 0 # z € K (x) tiene una tunica representacion de la forma
z:@Hpi(x)”i, (1.1)
i=1

con 0 # a € K, p; € K[z] ménico irreducible para todo i, p; # p; si i # j, y n; € Z para
todo 1. O

Un cuerpo de funciones F'/K puede representarse como una extensiéon de cuerpos al-
gebraica simple de un cuerpo de funciones racionales K (z), es decir, F' = K(z,y) donde
¢(y) = 0 para algin polinomio irreducible ¢(7T") € K(z)[T]. Si F//K es un cuerpo de
funciones que no es racional no es claro que todo elemento 0 # z € F admita una
descomposicién andloga a (1.1).

A continuacién presentamos objetos claves en el contexto de cuerpos de funciones, los

anillos de valuacién, que se asocian con los conceptos de lugar y valuacién discreta.

Definicién 1.1.4. Un anillo de valuacién de un cuerpo de funciones F/K es un anillo

O C F que satisface:
1. KCOCF.
2. Para todo z € F resulta que z € O o 271 € O.

La definiciéon anterior estd motivada por el caso de un cuerpo de funciones raciona-

les K(x). Dado p(z) € K(z) un polinomio ménico irreducible, consideramos el conjunto

O — {%  fl@),g(a) € K(2), pla) | g<x>}'

Es sencillo ver que O, es un anillo de valuacién de K(z)/K.

Notar que si ¢(z) € K(x) es moénico irreducible distinto de p(x), entonces Oy # Oga)-
Proposicién 1.1.5. Sea O un anillo de valuacion de F/K. Entonces:

1. O es un anillo local, es decir, O tiene un unico ideal mazimal P = O\O*, donde

O* es el grupo de unidades de O.
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2. Sea 0 # z € F. Entonces z € P si y solo si 271 ¢ O.
3. El cuerpo de constantes K satisface que K C O y K NP = {0}.
La importancia de los anillos de valuacién se aprecia en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.6. Sean O un anillo de valuacion de un cuerpo de funciones F/K y P C O

su unico ideal mazimal. Entonces:
1. P es un ideal principal.

2. 51t P=t0O y0# 2z € F, entonces z tiene una unica representacion de la forma

z =1"u para algin n € Z y algin u € O*.

Definicién 1.1.7. Un lugar P del cuerpo de funciones F'// K es el ideal maximal de algin
anillo de valuaciéon O de F'/K. Cualquier elemento ¢t € P tal que P = tO se denomina
elemento primo o parametro local para P. Denotaremos con P(F") al conjunto de todos

los lugares de F/K.

Observacion 1.1.8. Si O es un anillo de valuacién de F/K con ideal maximal P, en-
tonces es usual escribir Op en lugar de solamente O pues este anillo estd univocamente

determinado por P. En efecto,
Op={z€F : z'¢ P}

Otra descripcién del concepto de lugar puede darse en términos de una valuacion

discreta.

Definicién 1.1.9. Una valuacién discreta (o simplemente una valuacion) de F// K es una
funcién v : F' — Z U {oo} que satisface lo siguiente:

1. v(z) =00 2=0.

2. v(z129) = v(21) + v(22) para todos 21, 20 € F.

3. v(z1 + 22) > min{v(z1),v(22)} para todos z1, 29 € F.
4. Existe u € F tal que v(u) = 1.

5. v(a) = 0 para todo a € K*.
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En este contexto, el simbolo oo hace referencia a un elemento que no esta en 7Z tal que
c0+00=00+n=n+00=00y 00 >m para cualesquiera nimeros enteros n y m.
Ademas, de las propiedades 2 y 4 se obtiene que v es sobreyectiva. Por ultimo, cabe

mencionar que la propiedad 3 se denomina desigualdad triangular.

Observacion 1.1.10. Sean v una valuacién discreta de F/K y 0 < ¢ < 1 un ntimero real

fijo. Entonces podemos definir |- |, : F — R como

Z) 240,
|2l =
0, z=0.
Asi, | - |, es un valor absoluto donde la desigualdad triangular es consecuencia de la

propiedad 3 de la valuacion v.

Lema 1.1.11. Siv es una valuacion de F/K y z1, 20 € F satisfacen que v(z) # v(z2),

entonces V(21 + z2) = min{v(z1), v(22)}.

Definicién 1.1.12. A cada lugar P € P(F') se le asocia una funcién vp : F' — Z U {oco}
inducida por el Teorema 1.1.6 de la siguiente manera: si z # 0 y z = t"u, donde ¢ es un

elemento primo para Py u € O%, entonces vp(z) =n 'y vp(0) = 0.
Teorema 1.1.13. Sea F'/K un cuerpo de funciones.

1. Para todo lugar P la funcion vp es una valuacion discreta. Mds aun:

Op = {z€F : vp(z) >0},
Op = {z€F : vp(z) =0},

P = {ze€F : vp(z) >0}

2. Un elemento t € F' es primo para P si y solo si vp(t) = 1.

3. Si v es una valuacion de 'y P = {z € F' : v(z) > 0}, entonces P es un lugar

de F'.

Definicién 1.1.14. Dado P un lugar de un cuerpo de funciones F'/ K, se define el cuerpo

de clases residuales de P como el cociente Fp = Op/P. Para cada z € F se denota a
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la clase de z mdédulo P mediante z(P), teniendo en cuenta que si z ¢ Op se considera
que z(P) = oo.
Puede verse que K es un subcuerpo de Fp, por lo que se define el grado de P median-

te deg P = [Fp : K]. Si deg P = 1 decimos que P es un lugar racional.
Proposicién 1.1.15. Si P es un lugar de F/K y 0 # x € P, entonces
deg P < [F: K(z)] < .

Observacion 1.1.16. Si K es algebraicamente cerrado, todos los lugares son racionales,
pues para un lugar P tenemos que [Fp : K] < oo, y por lo tanto Fp/K es algebraica.
Pero entonces Fp = K. En este caso podemos ver a cada elemento z € F como una
funcién z : P(F) — K U {oo} tal que P — z(P).

Esta es la razén por la cual F'/K se denomina cuerpo de funciones y, como los elementos

de K resultan ser funciones constantes, K se denomina cuerpo de constantes de F.

Definicién 1.1.17. Sean z € F'y P € P(F). Decimos que P es un cero de z si vp(z) > 0,
y que es un cero de orden m > 0 si vp(z) = m. Decimos que P es un polo de z si vp(z) < 0,

y que es un polo de orden m > 0 si vp(z) = —m.

Observacion 1.1.18. Todo z € F' no constante posee al menos un cero y al menos un polo.

1.2. Cuerpos de funciones racionales

Consideremos ahora el caso del cuerpo de funciones racionales F' = K(x), donde z es
trascendente sobre K.
Cada polinomio ménico irreducible p(x) € K|[z]| determina un anillo de valuaciones con

su correspondiente lugar, de la siguiente manera:

Oy = {%  f(@).9(e) € Kla], pla) | g(sc)} , (1.2
Py = { % - f().glx) € Klal, p(@)|f (@), pla) f g(as)}, (1.3)

donde p(z)|f(x) significa que p(x) divide a f(x), mientras que p(x) [ g(x) indica que p(x)
no divide a g(z).
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En el caso particular de polinomios lineales de la forma p(x) = z — « es usual escribir,
simplemente, P, en lugar de P,_,.

Ademas de los lugares y anillos de valuaciones asociados a los polinomios ménicos
irreducibles, el cuerpo de funciones racionales presenta un lugar y un anillo de valuaciones

especiales dados por:

Oy = {% : flx),9(x) € K[z], deg f < degg}, (1.4)
P, = {% : f(x),g9(x) € K[x], deg f < degg}. (1.5)

El lugar P,, se denomina lugar en el infinito de F'.
Observemos que las notaciones dependen de la eleccion del elemento generador x. Por

ejemplo, K(x) = K(z71) y el lugar en el infinito con respecto a !

es el lugar Py con
respecto a x.
En el siguiente resultado se enuncian propiedades muy importantes de los cuerpos de

funciones racionales.
Proposicién 1.2.1. Sea F' = K(z) el cuerpo de funciones racionales sobre K.

1. Sea P = Py un lugar de F' definido por (1.3), donde p(x) € K|x] es irreducible y
mdnico. Entonces p(x) es un elemento primo para P, el cuerpo de clases residuales

Fp = K(x)p es isomorfo a K[z|/ (p(x)), y deg P = deg p(x).

2. Sip(x) = x — « para algin o € K, entonces deg P = 1 y la funcion de clases
residuales estd dada por z(P) = z(«) para z € F, donde z(«) se define a partir
de cualquier representacion irreducible de z = f(x)/g(x), f(x),g9(x) € K[x], de la

stguiente manera:

f@)/g(a), g(a) #0,

(o) =
00, g(a) = 0.
3. Sea P = Py, el lugar en el infinito de F definido por (1.5). Entonces deg P = 1,
un elemento primo para P es 7', y voo(f(z)/g(z)) = degg(x) — deg f(x), para
polinomios f(z),g(x) € K|x].
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Teorema 1.2.2. No ezisten otros lugares en K(x)/K diferentes de los lugares Py y P
definidos por (1.3) y (1.5).

Corolario 1.2.3. Los lugares racionales de K(z)/K estdn en correspondencia biunivoca

con K U {oo}.

1.3. Independencia de valuaciones

El resultado principal de esta seccién es el Teorema de Aproximacion Débil, o Teo-
rema de Independencia, cuya esencia es la siguiente: si vy, ..., v, son diferentes valua-
ciones discretas de F/K y z € F es un elemento del cual conocemos las valuaciones
v1(2), ..., Vn_1(2), entonces no podemos concluir informacién alguna acerca de v,(z). El

Teorema de Aproximacion Débil dice lo siguiente:

Teorema 1.3.1. Consideremos F/K un cuerpo de funciones, Py, ..., P, lugares distintos
de F, x1,...,0p € F, yry,...,1, € Z, entonces existe x € F tal que vp(x — ;) = 1;
parat=1,...,n.

El teorema anterior, ademas de la importancia propia, tiene consecuencias fundamen-

tales para esta teoria.
Corolario 1.3.2. Todo cuerpo de funciones tiene infinitos lugares.

Proposicién 1.3.3. Consideremos un cuerpo de funciones F/K, Py,...,P. € P(F),

yx € F tal que vp(x) >0 (P, es un cero de x) para todo i =1,...,r, entonces
Zl/pi(iﬁ) deg P, < [F: K(x)].
i=1

Corolario 1.3.4. En un cuerpo de funciones F/K sucede que todo elemento no nu-

lo x € F tiene una cantidad finita de ceros y polos.

1.4. Divisores

Definicién 1.4.1. El grupo de divisores de un cuerpo de funciones F'/K se define como

el grupo abeliano libre (denotado aditivamente) generado por los lugares de F'//K. Este
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grupo se simboliza como Div(F) y sus elementos se llaman divisores de F'//K. Un divisor

es una suma formal como:

donde np = 0 salvo quizds para una cantidad finita de lugares P. El soporte de D se
define como sop(D) = {P € P(F) : np # 0}. Un divisor de la forma D = P para algin
lugar P se denomina divisor primo. Notemos que la suma de dos divisores se realiza de

la siguiente manera:

D+ D' = Z npP + Z npP = Z (np+np)P.
)

PEP(F PEP(F) PeP(F)

El elemento neutro del grupo es:

0= > 0P

PEP(F)
Para cada lugar P, definimos vp(D) = np, por lo que podemos escribir

sop(D) ={P € P(F) : vp(D) # 0}

Y D= Y vp(D)P.

PEeP(F)

Ademas, tenemos un orden parcial dado por:

D <Dy & I/p(Dl) < I/p(Dz) VPe ]P)(F)

Si Dy < Dy y Dy # Ds, escribimos Dy < Ds. Andlogamente podemos escribir Dy > Do
y D1 > D,. En particular, decimos que D es positivo o efectivo si D > 0. Definimos el

grado de un divisor como:

deg D = Z vp(D)deg P.

PEP(F)
Definicién 1.4.2. Sean 0 # z € F, Z C P(F) el conjunto de ceros de z, y N C P(F) el

conjunto de polos de z. Se definen los siguientes divisores asociados a z:

(2)0 = Z vp(z) P, divisor de ceros de z,

pPeZz

(2)00 = Z (—vp(z))P, divisor de polos de z,

PeN

(2) = (2)0 — ()0, divisor principal de z.
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Notemos que (z)g y (2)s son divisores efectivos. Los elementos 0 # z € F que son

constantes se caracterizan mediante
ze€ K" & (2)=0.

Definicién 1.4.3. El grupo de divisores principales de F//K es un subgrupo de Div(F')
que se denota por Prin(F). El grupo cociente CI(F) = Div(F')/Prin(F) se denomina
grupo de clases de divisores de F'/K. Si D € Div(F), denotamos su clase por [D]. Dos
divisores D y D’ son equivalentes si [D] = [D'], y si esto sucede escribimos D ~ D’. Es

decir, D ~ D' siy solo si D — D' = (z) para algiin z € F.

A continuacién, se definen los espacios de Riemann-Roch, que son fundamentales en la

teoria de codigos algebraico-geométricos sobre la cual trabajamos.

Definicién 1.4.4. Sea A un divisor de un cuerpo de funciones F'/ K. Definimos el espacio

de Riemann-Roch asociado a A como:
L(A)={z€F : (2)+A>0}U{0}.

Observacion 1.4.5. Si A € Div(F'), entonces:

1. z€ L(A) siysolosi vp(z) > —vp(A) para todo P € P(F).

2. L(A) # {0} si y solo si existe A" ~ A tal que A" > 0.
Lema 1.4.6. Sean A, B € Div(F).

1. L(A) es un espacio vectorial sobre K.

2. 81 A" ~ A, entonces L(A") y L(A) son espacios vectoriales isomorfos.

3. L(0)=K y L(A) ={0} si A<O.

4. St A< B, entonces L(A) C L(B) y

dim(L£(B)/L(A)) < deg B — deg A,

donde L(B)/L(A) es el espacio cociente de L(B) por L(A).
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Notemos que todo divisor A puede escribirse como A=A, — A_con A, A_ > 0.

Proposicién 1.4.7. Si A € Div(F'), entonces L(A) es un espacio vectorial de dimension

finita sobre K. Mas ain, dim £L(A) < deg Ay + 1.

Definicién 1.4.8. Si A es un divisor de F/K, definimos la dimensién de A como la

dimensién del espacio de Riemann-Roch asociado a A, y la denotamos por ¢(A). Es decir,
((A) =dim L(A).
Teorema 1.4.9. Todo divisor principal es de grado cero. Mds precisamente, si z € F— K,
(2)o = (2)o0 = [F": K(2)].

Corolario 1.4.10. Sea F/K un cuerpo de funciones.

1. Si A, A" € Div(F) tales que A ~ A’ entonces £(A) = ((A") y deg A = deg A'.

2. Sideg A >0, entonces ((A) < 1+ deg A.

3. Sideg A <0, ((A) =0.

4. St A€ Div(F) ydeg A =0, entonces:

A es principal < ((A) > 1< ((A) =1.

Ejemplo 1.4.11. Consideremos el cuerpo de funciones racionales F' = K (x) y un elemen-
to 0 # z € F. Entonces existen 0 # a € K y f(z),g(x) € K|x] polinomios ménicos

y coprimos tales que z = af(x)/g(x). Ahora bien, f(x) y g(z) pueden escribirse como

productos de polinomios segtn sus divisores irreducibles de la siguiente manera:
T S
f(z) :Hfl(x)m’ g9(x) :ng(x>mjv
i=1 j=1

donde los polinomios f;(z), para i = 1,...,r, y g;(x), para j = 1,...,s, son monicos e
irreducibles, y son coprimos entre ellos. Por lo tanto cada uno de ellos tiene asociado un
lugar del cuerpo de funciones . Si P; = Py, para cada i, y Q; = () para cada j,

tenemos que

(2) = ZmPi - ijQj + (deg g(x) — deg f(x)) Poo.
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Asi, el divisor principal de z tiene como soporte a los lugares asociados a los polinomios

monicos irreducibles que forman parte de la escritura de z. O

Los siguientes resultados nos conduciran a la definicién de género de un cuerpo de

funciones, otra de las nociones fundamentales de esta teoria.

Proposicién 1.4.12. Dado un cuerpo de funciones F/K, existe v € Z (que solamente

depende de F') tal que para todo A € Div(F) se satisface
deg A —((A) <.

Definicién 1.4.13. El género g = g(F') de un cuerpo de funciones F'/K esta definido

COINoO:

9=, mix (deg A —((A) +1).

Corolario 1.4.14. g(F) > 0 para cualquier cuerpo de funciones F/K .

El siguiente teorema se conoce como Teorema de Riemann, y nos proporciona infor-

macion sobre las dimensiones ¢(A) de espacios de Riemann-Roch.
Teorema 1.4.15. Sea F/K un cuerpo de funciones de género g.
1. L(A) > deg A+ 1 — g para todo A € Div(F).

2. Eziste una constante ¢ que solo depende de F tal que ¢{(A) = deg A+ 1 — g para
todo divisor A tal que deg A > c.

Ejemplo 1.4.16. Veamos que el género de F' = K(z) es g = 0. Sea P, el divisor de polos
de z y consideremos para r > 0 el espacio L(rPs,). Como {1,z,2?, ..., 2"} C L(rPs), si

tomamos r suficientemente grande, tenemos que:
r+1</lrPy)=degrPo+1—g=r+1—g.

Asi, g < 0y, por el Corolario 1.4.14, obtenemos que g = 0. O
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1.5. Teorema de Riemann-Roch

En esta seccién F'/K serd un cuerpo de funciones de género g.

Definicién 1.5.1. Para cada A € Div(F') se define su indice de especialidad como:
i(A) =0(A) —degA—1+g.

El Teorema de Riemann (1.4.15) implica que i(A) > 0 y ademds i(A) = 0 si deg A es
suficientemente grande.
Vamos a interpretar i(A) como la dimensién de ciertos espacios vectoriales, para lo

cual introduciremos la nocion de adel.

Definicién 1.5.2. Un adel de F//K es una funcién

a: P(F) — F,
P - ap,
tal que ap € Op para casi todo P € P(F'). Podemos considerar a un adel como un
elemento del producto directo [] PeP(F) F y usar la notacién o = (ap)pep(ry 0 directa-
mente a = (ap).

El conjunto Afr de todos los adeles de F' se denomina espacio de adeles de F/K y
lo consideraremos como un espacio vectorial sobre K, aunque en realidad posee una
estructura de anillo.

El adel principal de un elemento z € F' es el adel @ = (z), es decir, ap = z para
todo P € P(F). Obtenemos asi una inmersién de F' en Ap.

Las valuaciones de F' se extienden naturalmente a Ap considerando que si a = (ap),
entonces vp(a) = vp(ap). Como ap € Op, obtenemos que vp(a) > 0 para casi to-

do P € P(F).

Definicién 1.5.3. Para A € Div(F') definimos un K-subespacio vectorial de Ar dado

por:

Ap(A) ={a € Ar : vp(a)+vp(A) >0,V P e Pp}.
Teorema 1.5.4. Para todo A divisor de F se satisface que:

i(A) = dim(Ap/(Ar(A) + F)).
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Notemos que Ap, Arp(A) y F son K-espacios vectoriales de dimensién infinita, pero el
teorema establece que el cociente Ap/(Ar(A) + F') es de dimensién finita.
El teorema anterior también puede formularse de la siguiente manera: para todo divi-

sor A de F' se satisface:
((A) =degA+1—g+dim(Ap/(Ar(A) + F)).

Asi, obtenemos una versiéon preliminar del Teorema de Riemann-Roch.
Ademas, tomando el divisor nulo A = 0 se obtiene el siguiente corolario que brinda

otra descripcion del género.
Corolario 1.5.5. g = dim(Ar/(Ar(0) + F)).

Definicién 1.5.6. Un diferencial de Weil de F'/K es una funcién K-lineal w: Ap — K
que se anula en Ap(A)+ F para algtin divisor A de F'. Llamamos médulo de diferenciales
de Weil al conjunto Qp de todos los diferenciales de Weil, y denotamos Qr(A), para un

divisor A, al conjunto de los diferenciales de Weil que se anulan en Ap(A) + F.

Podemos considerar a 2 como un K-espacio vectorial: sean wy, ws € Qp tales que w;
se anula en Ap(A;)+ F parai = 1,2. Entonces w; +ws se anula en Ap(As)+ F, donde A
cumple que Az < A; y A3 < Ay. Ademds, si a € K, aw,; se anula en Ap(A;)+ F. Asi, se

tiene que Qp(A) es un K-subespacio vectorial de Qp.
Lema 1.5.7. dim Qp(A) = i(A) para todo A € Div(F).

Una consecuencia del lema anterior es que Qp # {0}, pues tomando deg A < —2

obtenemos que dim Qp(A) > 1.

Definicién 1.5.8. Siz € F'y w € Qp, se define zw : Ap — K como zw(a) = w(za). De

esta manera dotamos a {)r de una estructura de F-espacio vectorial.
Proposicion 1.5.9. dimp Qp = 1.

Se quiere poder asociar un divisor en particular a cada diferencial de Weil w # 0. Para

ello consideramos el siguiente conjunto de divisores:

M(w) = {A € Div(F) : wlapar = 0},
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Lema 1.5.10. Sea 0 # w € Qp. Entonces existe un unico divisor W € M(w) tal
que A < W para todo A € M(w).

Definicién 1.5.11. En este contexto tenemos las siguientes definiciones:

1. El divisor (w) de un diferencial de Weil w # 0 es el divisor de F//K determinado

por el lema anterior.
2. Para 0 # w € Qp y P € P(F) se define vp(w) = vp((w)).

3. Para 0 #w € Qp y P € P(F), decimos que P es un cero de w si vp(w) > 0y que
es un polo de w si vp(w) < 0. Decimos que w es regular en P si vp(w) > 0y que w

es regular u holomorfo si es regular en todos los lugares P.

4. Un divisor W se dice canénico si W = (w) para algun diferencial de Weil w.

Observacion 1.5.12. Con las definiciones anteriores, obtenemos una nueva descripcién de

los siguientes espacios:
Qp(A) = {w e Qp : (w)> A} U{0},

Qp(0) ={w € Qp : wesregular}.
Proposicién 1.5.13.
1. Si0#£2z€ F y0#we Qp, entonces (zw) = (2) + (w).
2. Todos los divisores canonicos de F' son equivalentes entre si.

Teorema 1.5.14. Si A € Div(F) y W = (w) es un divisor candnico no nulo, en-
tonces LIW — A) y Qp(A) son espacios vectoriales isomorfos. En particular, se tiene

que i(A) = (W — A).

Estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Riemann-Roch, que es el resultado
mas importante de la teoria de cuerpos de funciones.
Teorema 1.5.15. Sean A, W € Div(F'), con W un divisor candnico de F/K. Entonces
((A) =degA+1—g+ (W —A).

Corolario 1.5.16. Si W es un divisor canoénico, entonces

degW =29 —2, (W)=g.

Teorema 1.5.17. Sea A € Div(F) con deg A > 2g — 2. Entonces
((A) =degA+1—g.
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1.6. Extensiones de cuerpos de funciones
Comenzamos esta secciéon con algunas definiciones basicas.
Definicién 1.6.1.

1. Un cuerpo de funciones algebraicas /K’ es una extension algebraica de F//K si

F’ D F es una extensién algebraica de cuerpos y si K’ D K.

2. La extensién algebraica F'/K’ de F//K es una extensién por cuerpo de constantes

si F/ = K'F, el cuerpo composicion de K’y F.
3. La extensién algebraica F'/K' de F/K es una extension finita si [F’ : F] < co.
Lema 1.6.2. Sea F'/K' una extension algebraica de F'/K. Entonces:
1. K'/K es algebraica y K = FNK'.
2. F'/K'" es una extension finita de F/K siy solo si [K': K] < c0.

3. Sea Fy = FK'. Entonces F1/K' es una extension por cuerpo de constantes de F/K
y F'/K' es una extension finita de Fy/K'.

Analizamos ahora la relacion entre los lugares de F” y los de F.

Definicién 1.6.3. Consideremos una extension algebraica F'/K' de F/K, un lugar P’
de F’ y un lugar P de F. Decimos que P’ estd arriba de P, y escribimos P’|P, si sucede
que P’ O P. También podemos decir que P esta abajo de P'.

Proposicién 1.6.4. Sean F'/K' una extension algebraica de F/K, Py P lugares de F’
y F respectivamente, Opr C F' y Op C F los anillos de valuaciones correspondientes, 1y

sean vpr Yy vp las valuaciones asociadas. Entonces equivalen:
1. P'|P.
2. Opr D Op.

3. Eziste e € N tal que vp/(z) = evp(2) para todo z € F.
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Mas ain, si P'|P, entonces P = P'NF y Op = Op: N F. Por esta razon, también

suele decirse que P es la restriccion de P’ en F.

Definicién 1.6.5. Sean F’/K’ una extension algebraica de F'//K, P’ € P(F') y P € P(F)
tales que P'|P.

1. El indice de ramificacién e(P’'|P) de P’ sobre P es el entero positivo e que satisfa-
ce vp(z) = evp(z) para todo z € F. Decimos que P’|P es ramificado si e(P'|P) > 1

y que no es ramificado si e(P'|P) = 1.

2. El grado de inercia o grado relativo f(P'|P) de P’ sobre P es f(P'|P) = [F} : Fpl.

Este valor puede ser finito o no.

Proposicién 1.6.6. Sean F'/K' una extension algebraica de F/K, P' € P(F') y P € P(F)
tales que P'|P. Entonces:

1. f(P'|P) < oo siy solo si [F': F| < oco.

2. Si F"/K" es una extension algebraica de F'/K' y P" € P(F") estd arriba de P’,

entonces
e(P"|P) = e(P"|P")e(P'|P),

f(P|P) = f(P"|P")f(P'|P).
Proposicién 1.6.7. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Entonces:
1. Para cada lugar P' de F' hay exactamente un lugar P de F' tal que P'|P.

2. Para cada lugar P de F' hay al menos un lugar P' de F' tal que P'|P.

El siguiente resultado se conoce como igualdad fundamental, y sera relevante al mo-

mento de relacionar codigos ciclicos con extensiones ciclicas.

Teorema 1.6.8. Sean F'/K' una estension fiinita de F/K, P € P(F) un lugar de F
y P, ..., Py, € P(F") todos los lugares de F' que estdn arriba de P. Entonces:

m

> e(P|P)f(P|P) = [F': F).

=1
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Como consecuencias directas de la igualdad fundamental obtenemos:

Corolario 1.6.9. Sean F'/K' una extension finita de F/K y P un lugar de F'. Entonces:
1. {P' € P(F') : P|P} <[F':F].
2. Si P' € P(F') estd arriba de P, entonces e(P'|P) < [F': F] y f(P'|P) < [F": F].

Definicién 1.6.10. Sean F’/K’ una extensién algebraica finita de F//K, donde se satis-

face que [F' : F] =n, y P un lugar de F.

1. Decimos que P se descompone completamente en F'/F' si existen exactamente n

lugares de F’ arriba de P.

2. Decimos que P es totalmente ramificado en F’/F si existe un lugar P’ de F” arriba

de P tal que e(P'|P) = n.

Observacion 1.6.11. Por la igualdad fundamental, P se descompone completamente si y
solo si e(P'|P) = f(P'|P) = 1 para todo P'|P y P es totalmente ramificado si existe un
unico lugar P'|P y, ademés, e(P'|P) =ny f(P'|P)=1.






Capitulo 2

Cddigos algebraico-geométricos

En este capitulo describimos la construccion dada por Goppa de codigos correctores
de errores usando cuerpos de funciones algebraicas. Comenzamos con algunos conceptos
bésicos de la teoria de cddigos, luego definimos los codigos algebraico-geométricos (codigos
AG) y presentamos sus principales propiedades. Los c6digos construidos en base a cuerpos
de funciones racionales (fundamentales en el desarrollo de esta tesis) se estudian con

detalle en la Seccién 2.3.

2.1. Cobdigos

Si F, es el cuerpo finito con ¢ elementos, consideramos el espacio vectorial de di-
mensién n sobre F, denotado por Fy, cuyos elementos son de la forma (ay,. .. L),

con ay,...,a, € F,.

Definicién 2.1.1. Sean a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) € Fy y 0 € F! el vector nulo.
Se definen la distancia de Hamming d(a,b) y el peso de Hamming w(a) como:
d(a,b) = [{i : a; #b;, 1 <i<n},
w(a) = d(a,0).

Observacion 2.1.2. La distancia de Hamming es efectivamente una distancia o métrica

mn
en Fq.
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Definicién 2.1.3. Un cédigo lineal de bloque C sobre el alfabeto [, es un subespacio vec-
torial de Fy. Los elementos de C se denominan palabras cddigo, o simplemente palabras.
Llamamos a n la longitud de C y a k = dimg, C la dimensién de C. Asi, un [n, k]-cédigo

sobre FF, es un cddigo de longitud n y dimensién k. La distancia minima d = d(C) es:
d(C) = min{d(c1,c2) : c1,¢90 €C, 1 # ¢},
pero también puede calcularse mediante el peso minimo w(C):

d(C) = w(C) = min w(c).

0#£ceC

Un [n, k,d]-cédigo es un [n, k]-c6digo con distancia minima d.

Observacion 2.1.4. En esta tesis solamente trabajaremos con cédigos lineales de bloque,

por lo que hablaremos simplemente de codigos para referirnos a ellos.

Observacion 2.1.5. Sean C un cédigo con distancia minima d y ¢t = |(d — 1)/2]. Decimos
que C es t-corrector, o que corrige t errores, pues si u € IFZ y ¢ € C son tales que d(u, ¢) < t,

entonces ¢ es la inica palabra cédigo tal que d(u,c) < t.

Una manera simple de describir un cédigo C explicitamente es mediante una base de C

como espacio vectorial sobre [F,.

Definicién 2.1.6. Sea C un [n, k]-cédigo sobre F,. Una matriz generadora de C es una

matriz de tamano k x n cuyas filas forman una base de C.

Definicion 2.1.7. El producto interno canénico en Fy estéd dado por

n

<(l, b) = Z aibi,

i=1
para a = (ai,...,a,),0 = (b1,...,b,) € Fy. Esta es una forma bilineal simétrica no

degenerada en Fy.

Definicion 2.1.8. S5i C C Fj es un c6digo, definimos el codigo dual de C como:
CL:{UEFZ : (u,c) =0, VeeC}.

Decimos que C es auto-dual si C = C+ y que es auto-ortogonal si C C C*. Es bien sabido,
por 4lgebra lineal, que si C es un [n, k]-cédigo, entonces C* es un [n,n — k]-cédigo, y

que (C1)* = C. En particular, la dimensién de un cédigo auto-dual de longitud n es n/2.
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Definicién 2.1.9. Si H es una matriz generadora de C*, decimos que H es una matriz

de paridad de C.

Observacion 2.1.10. Una matriz de paridad H de un [n, k]-cédigo C es una matriz de

tamano (n — k) x n, con rango n — k, y se tiene que
C={ceF, : H =0},

donde ¢! es el vector columna que se obtiene de transponer c. Asi, la matriz de paridad

chequea cudndo un vector de Fy es una palabra cédigo y cuéando no.

Uno de los problemas basicos en teoria de cédigos algebraicos es construir, sobre un
alfabeto fijo F,, cédigos cuyas dimension y distancia minima sean comparables, de alguna
manera adecuada, con su longitud. Sin embargo, hay algunas restricciones. La siguiente

se conoce como la cota de Singleton:
Proposicién 2.1.11 (Cota de Singleton). Si C es un [n, k, d]-cddigo, entonces:
k+d<n+1.

Definicién 2.1.12. Si C es un [n, k, d]-cédigo tal que k+d = n+ 1, decimos que C es un
codigo MDS (Méxima Distancia de Separacion).

Observacion 2.1.13. Sin < g+ 1, existen cédigos MDS sobre I, de longitud n, para

cualquier dimension k£ < n.

Uno de los aportes mas importantes de esta tesis consiste en clasificar ciertos codigos

segun clases de equivalencia. Lo haremos considerando lo siguiente:

Definicién 2.1.14. Dos cédigos C; y Cy sobre F, son llamados equivalentes, y escribi-
mos C; ~ Cy, si existe una matriz monomial M tal que Co = C; M (una matriz monomial
es un producto de una matriz diagonal por un matriz de permutaciones). En otras pala-
bras, C; ~ Cs si cada palabra cédigo de Cs puede obtenerse a partir de una palabra cédigo

de C; mediante una combinacion de las siguientes operaciones:

1. Permutacién de los digitos de una palabra codigo.

2. Multiplicacién de cada digito de una palabra cédigo por algin escalar no nulo (no

necesariamente el mismo escalar para cada digito).
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2.2. Cobdigos algebraico-geométricos

Los cédigos algebraico-geométricos, en adelante codigos AG, fueron introducidos por
Goppa, por lo que también se denominan cédigos de Goppa geométricos. Como una
motivacion para la construccién de los cédigos AG, consideraremos primero los llamados
cédigos de Reed-Solomon sobre F,,.

Los c6digos de Reed-Solomon son muy conocidos en teoria de cédigos, y en esta tesis
mostraremos algunas caracteristicas de ellos que no estaban desarrolladas.

Sean n = ¢ — 1y 8 € F, un elemento primitivo del grupo multiplicativo Fy, es decir:
F, = {B,5%....,8" 1, B" =1}
Para 0 < r <n — 1 consideramos el espacio vectorial de dimensién k£ = r + 1 dado por:
Ly ={f €Fylz] : deg f <r},
y la funcién de evaluacion dada por:

ev: L, —>IF;‘,
o= (), F(B%),. .-, F(BM).

La funcién ev es F,-lineal y es inyectiva. Asi, podemos obtener un [n, k]-cédigo dado
por:

C =Im(ev) = ev(Ly) = {(f(B), f(B*),.... f(B) : [ € L}

Estos codigos son llamados cédigos de Reed-Solomon, y resultan ser codigos MDS so-
bre F,.
Vamos a introducir la nocién de cédigos AG fijando la siguiente notacion para el resto

de la seccidn:

F/F, es un cuerpo de funciones algebraicas de género g.
= P,..., P, son n lugares racionales distintos de F'.

m D=PFP +---4+ P, es un divisor de F.

G es un divisor de F tal que sop(G) Nsop(D) = 0.
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Definicién 2.2.1. El cédigo AG asociado a los divisores D y G, Cz(D, G), se define como
Ce(D,G) ={(2(P),...,2(P)) €Fy : z€ L(G)}.

Notar que esta definicién tiene sentido pues, si z € L(G), como sop(D) Nsop(G) = 0,
entonces vp,(z) > 0 para i = 1,...,n. Ademas, la clase residual z(P;) es un elemento
de Fp,. Pero como P; es un lugar racional, podemos considerar que Fp, = F,, y luego
tenemos que z(P;) € F, para todo 1.

Si consideramos la funcién de evaluacion dada por:

evp : L(G) —Fy,
z = (2(P),z2(P),...,2(P)),
vemos que Cz(D,G) = Im(evp), y como evp es una aplicacion Fy-lineal, Cp(D,G) es
un Fg-subespacio vectorial de Fy.
El siguiente teorema nos presenta los parametros de C.(D, G). En particular, a través

de la teoria de cédigos AG pueden obtenerse cotas no triviales para la distancia minima

en un contexto muy general.
Teorema 2.2.2. Cz(D,G) es un [n, k,d)-cddigo tal que
d>n—degG y k=/{G)—¢G-D,).
Si disponemos de mas informacién de GG, podemos obtener lo siguiente:
Corolario 2.2.3. St deg G < n, entonces evp es inyectiva y tenemos que:
1. k=0G)>degG+1—gyk+d>n+1—g.

2. 5129 —2 < degG <n, entonces k =degG+1—g.

3. Si{z1,..., 2k} es una base de L(G), una matriz generadora para Cp(D, Q) es:
2(P) z21(P) - z(F)
A 22(.]31) 2(Py) -+ 22('Pn)

Zk<P1) Zk(PQ) Zk(Pn)
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Observacion 2.2.4. Notemos que la cota inferior obtenida para k + d es similar a la cota
de Singleton, que es una cota superior. Asi, si degG < n y combinamos ambas cotas
obtenemos que:

ntl-g<k+d<n+l.

Si g(F') = 0 obtenemos que k+ d = n+ 1, es decir, que los c6digos AG sobre cuerpos de

funciones racionales F,(x) son cédigos MDS.
Definicién 2.2.5. El entero d* = n—deg G se denomina distancia designada de Cz(D, G).
Notar que d > d*. Nos interesa saber si podemos distinguir si d = d* o d > d*.

Proposicién 2.2.6. Sean ((G) > 0 y d* > 0. Entonces d = d* si y solo si existe un
divisor D' € Div(F') tal que 0 < D' < D, deg D' = degG y ¢{(G — D') > 0.

Otro codigo, también llamado cédigo AG, puede asociarse a los divisores D y GG usan-
do componentes locales de diferenciales de Weil. Si A € Div(F), Qr(A) es el espacio
de los diferenciales de Weil w tales que (w) > A. Ademds, Qp(A) es un espacio vecto-
rial de dimension finita i(A) sobre IF,. Para un diferencial de Weil w y un lugar P, la

funcién wp : F' — F, denota a la componente local de w en P.

Definicién 2.2.7. Dados D y G como antes, definimos el cédigo Co(D, ) C F como:

Co(D,G) = {(wp,(1),...,wp,(1)) € Fy @ weQp(G— D)}.

2.3. Cobdigos AG racionales

Estudiaremos los cédigos AG asociados a divisores de un cuerpo de funciones racionales.
Describiremos estos codigos explicitamente, mediante matrices generadoras y de paridad.
En teoria de codigos, esta clase de codigos se conoce como codigos de Reed-Solomon
Generalizados, o simplemente codigos RSG, y son unos de los objetos principales en el

desarrollo de esta tesis.

Definicién 2.3.1. Un cidigo AG racional es un cédigo C. (D, G) definido sobre un cuerpo

de funciones racionales ' = F (x).
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Notemos que la longitud de un cédigo AG racional es a lo sumo g+ 1 pues F,(z) tiene
exactamente ¢ + 1 lugares racionales, que son los lugares P, = P,_, para cada a € F, y

el lugar P, el polo de .

Proposicién 2.3.2. SiC =C.(D,G) es un [n,k,d|-cddigo racional sobre F,, entonces:
1. n<qg+1.
2. k=0 siysolosidegG <0, yk=mn siysolosidegG >n — 2.

3. 510<degG <n-—2, entonces k =1+4+degG yd=n—degG. En particular, C es
un codigo MDS.

4. Ct es también un cédigo AG racional.
Proposicién 2.3.3. Sea C = Cz(D,G) un [n, k,d]-cédigo AG racional sobre F,,.

1. Sin < g, existen n elementos distintos ay,...,a, € F, y n elementos (no necesa-

riamente distintos) vy, ..., v, € [y, tales que

C=A{(vif(ar),...,vnf(an)) : feF,x], degf <k—1}.

Una matriz generadora para C es

vl Uz DY /l)n
a1v; QgV2 -+ ApUp
_ 2 2 2
M=\ ajvy, advy -+ div,
"oy ak Tty oo af e,

2. 8in = q+ 1, escribimos F, = {a1,as,...,an_1} y ezisten n — 1 elementos (no
necesariamente distintos) vy, ..., v, 1 € [y tales que una matriz generadora para C
es

(%1 (%) cee Un—1 0
101 agVy -+ Ap_1Up—1 0
_ 2 2 2
M= v, azvy -+ Gy _qUp—1 0
k—1 k—1 k—1
ay” V1 Gy V2 v Qp_qUp—1 1
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Definicién 2.3.4. Sean a = (a1, ...,a,) € F}, v = (v1,...,v,) € (F})", con a; # a; para

todo i # j. El cédigo RSG de dimension k es
RSGi(a,v) ={(v1f(ar),...,vnf(an)) : f € Fyla], deg f <k —1}.

Si 8 es un elemento generador del grupo multiplicativo F; y n = ¢ — 1, podemos
considerar a = (3,%,...,8") y v =(1,1,...,1), de donde se obtiene que RSGy(a,v) es
un codigo de Reed-Solomon.

La Proposicién 2.3.3 establece que todos los cédigos AG racionales sobre F,, cuya

longitud n satisface que n < ¢, son cédigos RSG. El reciproco también es cierto:

Proposicion 2.3.5. Todo cddigo RSG puede representarse como un codigo AG racional.
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Capitulo 3

Cddigos AG sigma-ciclicos

3.1. Definiciones y propiedades

En esta secciéon vamos a interpretar la condicion de ciclicidad de un cédigo AG sobre
un cuerpo de funciones F', y analizar como cumplir esa condicion a través del uso de
automorfismos de F.

Recordemos que un cddigo lineal es ciclico si es cerrado por permutaciones ciclicas de
sus coordenadas; que estamos considerando cuerpos de funciones F/F, en los cuales F,
es el cuerpo total de constantes; y que denotamos con P(F') al conjunto de lugares de F.

Sean F/IF, un cuerpo de funciones, D = P, + --- 4+ P,, € Div(F) un divisor formado
por lugares P; racionales y distintos, y G € Div(F) un divisor tal que vp (G) = 0 para
todo 7 =1,...,n. Ademas, consideramos el espacio de Riemann-Roch asociado a G, que
esta dado por:

LG)={z€F : (2)+G >0}U{0},
y un codigo AG asociado a los divisores D y G es:
C=Cc(D,G)={=z(P),z(P),...,z(P,)) : z€ L(G)}.
En el caso de estos cédigos AG, tendremos que C es ciclico si y solo si
(u(Py),u(Ps),...,u(Py,),u(P)) € C YV (u(P),...,u(P,)) eC.
Luego, (u(Py),u(Ps),...,u(P,),u(P;)) € C siy solo si existe v € L(G) tal que

(u(Py),w(Ps),...,u(Py,),u(Pr)) = (v(P1),v(P),...,0(Py_1),v(FP,)).
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Asi, podemos determinar que C es ciclico si hallamos un elemento v € L(G), para

cada u € L(G), que satisfaga el siguiente sistema:

Reciprocamente, si C es ciclico y u € L(G), podemos estudiar si existe alguna regla

general para hallar v € L(G) que satisfaga (3.1).

Como un primer acercamiento a entender los cdigos AG ciclicos, vamos a presentar

ciertas condiciones relacionadas con un automorfismo que nos garantizan ciclicidad.

En primer lugar, recordando la Definicién 1.6.3 que indica que si F’/F' es una extensién

de cuerpos de funciones, P’ es un lugar de I’ y P es un lugar de F', entonces denotamos

por P’|P al hecho de que P = P’ N F. Tenemos algunos resultados béasicos acerca de

extensiones de cuerpos e isomorfismos, que pueden encontrarse en el Lema 3.5.2 y el

Teorema 3.7.1 de [16].

Lema 3.1.1. Sean F'/K un cuerpo de funciones, H, H' extensiones de F', o : H — H'

un K-isomorfismo y F' = o(F'). Tenemos que:

1.

Si Q es un lugar de H, entonces o(Q) = {o(x) : = € Q} es un lugar de H' y se
tiene que 0(Oq) = Og(). Ademds, dego(Q) = deg Q.

Si0+# z€ H', entonces vyg)(z) = vg (071(2)).

Si @ es un lugar de H y P es un lugar de F tales que Q|P, entonces o(Q)|o(P) y
ademds e(o(Q)|o(P)) = e(Q|P) y f(a(Q)lo(P)) = f(Q|P).

La accion de o sobre P(H) se extiende naturalmente a una accion sobre Div(H)

por linealidad.

Si H/F es una extension de Galois, entonces Gal(H/F) actia transitivamente en
el conjunto P(H). Es decir, para cada par de lugares P,QQ € P(H) que satisfacen
PNF=QNF, existe € Gal(H/F) tal que 7(P) = Q.
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Observacion 3.1.2. Es sabido que Auty, (F') es un grupo finito. Ademas, la accién sobre

el grupo de divisores puede escribirse como

o (Z apP> = Zapa(P).
P P
Asi, para cualquier cédigo AG definido sobre F', C = Cz(D,G), con D = P, + --- + B,
donde cada P; es un lugar racional de F, y para cualquier o € Autg, (F') tenemos un cédigo
AG dado por C7 = C.(0(D),o(G)). Notar que C? esta bien definido pues vp, (G) = 0 para
todoi =1,...,ny, por el lema anterior, cada lugar o(P;) es racional, de donde obtenemos
que

Vo(py(0(G)) = vp, (07 (0(G))) =vp(G) =0 Vi=1,...,n.
Notemos que si o € Autg, (F) satisface que o(D) = D y o(G) = G, entonces C7 = C.
Lema 3.1.3. Si G € Div(F) y 0 € Autg, (F) satisfacen o(G) = G, entonces:
z€ L(G) & o'(2) € L(G). (3.2)
Demostracion. Si @ es un lugar cualquiera y P = 0(Q)), entonces tenemos que
vo(071(2)) + 1o(G) = V() (2) + s(@) (0(G)) = Vo) (2) + 1s(@) (G) = vp(2) + vp(G).

Es decir que vg(c7(2)) + vo(G) = vp(z) + vp(G). Luego, es inmediata la aserciéon

planteada. O

Observacion 3.1.4. Del lema anterior, se obtiene que si o(G) = G, entonces

De (3.2), tenemos que si o € Autg, (F) satisface 0(D) = D y o(G) = G, a partir de una
palabra cédigo (2(Fy),...,2(P,)) € Cz(D, G), tenemos otra palabra cédigo, dada por

o (2(P1), .., 2(Po)) = (0 ()(P), - (07 (2))(Pn)).

El mapeo z(c(P)) — (07(2))(P) define un isomorfismo entre los cuerpos de cla-
ses residuales F,py = Oyp)/o(P) y Fp = Op/P, para cualquier lugar P y cualquier

o € Autg, (F), usando la Proposicién 8.2.3 de [16]. Podemos considerar entonces

2(0(P)) = (071 (2))(P). (3.3)
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La condicién o(D) = D implica que o - (z(P,),...,z(F,)) es una permutacién de la
palabra (z(Py),...,z(P,)).

Dicho todo esto, es natural considerar el siguiente grupo, fijados los divisores D y G:
Autp g(F) ={o € Autg (F) : o(D)=D y o(G) = G}. (3.4)

A continuacion, vamos a presentar una manera de construir cédigos AG ciclicos, que

luego denominaremos método sigma, y sera fundamental a lo largo de esta tesis.

Lema 3.1.5. Sean P, ..., P, lugares racionales diferentes de un cuerpo de funciones F
sobre Fy, y G un divisor tal que vp,(G) = 0 para todo i = 1,...,n. Consideremos el

divisor D = Py + - - - + P, y supongamos que existe o € Autp ¢(F) tal que
O'(P1>:P2, R U(Pn—l):Pn, U(Pn):Pl (35)

Entonces Cz(D, G) es un codigo AG ciclico, el orden de o como elemento de Autg, (F')

es divisible por n y, ademds, n es el menor entero positivo tal que c™(P;) = P.

Demostracion. Recordemos de (3.1) que C = C.(D, G) es ciclico si y solo si para cada

u € L(G) existe v € L(G) tal que
v(P) = u(Piy1 médn), 1<i<n.

Supongamos ahora que o € Autp (F) satisface (3.5). Para cada v € L£(G) podemos
considerar el elemento v = o~ !(u), que pertenece a L(G) por (3.2) y satisface (3.1).

Ademés, por (3.3),
v(P) = (07 (W) (P) = u(o(P) = w(Pr1 méd n)s

para cada 1 < i <n, y entonces C es un cdédigo AG ciclico.
Sea m el orden de o en el grupo Autg, (F). Luego, 0™ = id y tenemos que 0™ (P) = P

para cualquier lugar P de F'. Por otro lado, notemos que

P2 = O'(Pl),
P3 = O'2<P1),

Pn = O'n_l(Pl),
P1 == O'n(Pl).
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En particular, ¢"¥(P;) = P, para cualquier k € N. Si m < n, entonces resulta
que P, =o0™(Py) = Ppy1, por lo que P, € {P,...,P,}, lo cual contradice la hipéte-
sis de que los lugares Py, ..., P, son n lugares distintos. Asi m > n y deben existir tinicos
enteros k > 1y r > 0 tales que m = kn+r, con 0 < r < n — 1. Si suponemos que r # 0,

entonces 1 <r<n-—1y
P1 = O'm<P1) = O'rJrkn(Pl) = O'T(O'nk(Pl)) = O'T<P1) = PrJrl’

de donde obtenemos que Py € {Ps, ..., P,}, pero esto no es posible. Por lo tanto r =0y
m = kn. Finalmente, de la misma manera, obtenemos que no es posible que ¢/(P,) = P,

para ningin nimero entero positivo j < n. O

Observacion 3.1.6. Lo que nos dice el Lema 3.1.5 es que si un elemento ¢ de Autp ¢(F)

permuta ciclicamente los lugares del divisor D, entonces C.(D, G) es un cédigo ciclico.

Asi, podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 3.1.7. Sea C = C.(D,G) un c6digo AG definido sobre un cuerpo de funcio-
nes F' sobre Fy, con D = P, + --- + P,. Decimos que C es sigma-ciclico si es un cédigo

ciclico y ademés existe o € Autp ¢(F') que satisface (3.5).

Vamos a utilizar las condiciones (3.5) descriptas en el Lema 3.1.5 para enunciar un
método, que llamaremos método sigma, mediante el cual vamos a construir codigos AG
ciclicos. Consideremos un cuerpo de funciones F' sobre F, y un automorfismo o € Autg, (F)
de orden m. Para un lugar P de F vamos a denotar con [P], a la érbita definida por la
accion del subgrupo ciclico (o) of Autg, (F') generado por o sobre el conjunto de lugares
de F', es decir

[Pl, = {o(P),0*(P),...,a™(P) = P}.

Si consideramos los n lugares racionales Py, ..., P, del Lema 3.1.5, tenemos la orbita
[Py ={P1,...,P,},cono € Autp ¢(F) que satisface (3.5). Luego, se cumple que m = nk

donde k es el orden del llamado grupo de isotropia
(o)p, ={o" : o'(P1)=P}.
Viendo la prueba del Lema 3.1.5, se obtiene que este grupo puede ser descripto explici-

tamente como (o)p, = {oF}1,.
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3.2.

El método sigma

Vamos a describir los pasos a realizar para construir cédigos sigma-ciclicos, dando lugar

aloq

ue denominamos como método sigma:

. Elegir 0 € Autg,(F) de orden m > 2 y un divisor G tal que o(G) = G.

. Hallar un lugar racional P de F tal que P ¢ sop(G) y o(P) # P (si o(P) = P, la

érbita [P, es trivial, es decir, [P], = {P}).
Calcular el orden k del grupo de isotropia (o) p.

Sin = m/k, tenemos que n es el divisor de m més pequeno tal que o™ (P) = P. Asi,

los lugares P,o(P),0?(P),...,0" 1(P) son n lugares racionales distintos de F'y

[Pl, = {P,o(P),c*(P),...,c" ' (P)}. (3.6)

Consideramos el divisor D = P + o (P) + -+ -+ 0" ' (P), que tiene soporte disjunto

con el soporte de G.

. Cz(D,G) es un cédigo AG sigma-ciclico sobre Fy, ya que escribiendo P, = Py

P,y =0'(P) parai=1,...,n— 1, se satisfacen las condiciones del Lema 3.1.5.

Observacion 3.2.1. Lalongitud de un cédigo sigma-ciclico construido con el método sigma

depende del tamano de la érbita (3.6), pero determinar tal tamafo equivale a encontrar

el orden del grupo de isotropia (o)p o probar que n es el menor entero divisor de m tal

que o

"(P) = P. Estos célculos representan la mayor dificultad del método.

Uno de los contextos més favorables para aplicar el método es el cuerpo de funciones

racionales F' = F,(x), no solamente por conocer el grupo de automorfismos Autg, (F),

sino también por lo sencillo de describir sus lugares racionales. Ademas, gracias al trabajo

de Lépez y Nart [9], conocemos el tamano de las dérbitas en cuestién. Usaremos todas

estas ventajas en las secciones 4.1 y 4.2.
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3.3. Ejemplos

Para comenzar a trabajar en el caso del cuerpo de funciones racionales, presentamos
una version mas explicita del Lema 3.1.5, que nos permitira dar algunos ejemplos simples
de cédigos AG sigma-ciclicos.

Recordemos que si F' = [ (z), es usual denotar con P, al lugar de F' que es el tnico
cero de x — «, para cada o € Fy, y con P, al inico polo de z. También sabemos que éstos

son los unicos lugares racionales de F'. En este contexto, tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.3.1. Sean ay,...,0,,8 € F, diferentes entre si. Supongamos que existe un

automorfismo o € Aut(F,(z)) tal que
o(x — ;) € Payyy méd ns o(z — pB) € Pg, y  o(x!) € Py, (3.7)
Entonces el cidigo C = Cr(D,G) con
D=PF, +---+F,, Yy G=rPs+sPy, r,scl,

es un codigo AG sigma-ciclico de longitud n sobre IF,. Ademds, si 0 < r+s <n, tenemos

que C es un codigo MDS no trivial conk=r+s+1yd=n—(r+s).
Demostracion. Es claro que D y G son divisores disjuntos, y ademds (3.7) implica que

o(P,,) =P

Qi1

(1<i<n-1), o(P,,)=PFP,, o(Ps)=PFP; y 0(Px)=Px.

Luego, o(D) = Dy o(G) = G. Asi, por el Lema 3.1.5, C es ciclico. Por tltimo, usando la
Proposicién 2.3.2; obtenemos que el cédigo es MDS, con k = r+s+1yd=n—(r+s). O
Veamos algunos ejemplos de cédigos sigma-ciclicos racionales.

Ejemplo 3.3.2 (Raices de la unidad). Sean ¢ una potencia de un nimero primo, y n > 2
un divisor de ¢ — 1. Luego, I, contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad w y 2" —1

se factoriza en n factores lineales
" —1=(r—-1)(z-w)(r—w?) - (zr—w"1)

en F,[z]. Esta factorizaciéon nos induce n lugares racionales P, P,,, ..., Pa-1 de Fy(z).

Sea o € Autg, (F,(x)) dado por

olx)=w"z y ola)=a, a€b, (3.8)
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Notemos que o(x) € Py y ademés

olr —w) =0(r) —oW) =w s —w =w(z—wth).

Asi, o(z — w') € Py para todo 1 < 7 < n. Tomando o; = W' parai = 1,...,n,
obtenemos que 0(F,,) = P,,,, parai = 1,...,n, 0(F) = Py 0(Px) = Px. Por lo
tanto, C = C¢(D,G) con D =P, +---+ P, , G=1rPy+ sPy yrs € Z, es un cédigo
AG sigma-ciclico sobre I, de longitud n, usando el Lema 3.3.1. O
Ejemplo 3.3.3 (Polinomio de Artin-Schreier). Consideremos el polinomio f(z) = 2P —z—a
en F,[z], donde p = Char(F,). Sea a € F,\F, y tomemos a = o —a (notemos que a # 0).

Luego, a es una raiz de 2 — z — a. Ademas, o + 1 también es raiz de f, pues
fla+l)=(a+1)P—-a—-1-a=a"4+1—-a—-1—a=0.
Asi, podemos obtener que
—r—a=@—-a)(zr—(a+1)---(z—(a+p—1)).
Consideremos el automorfismo dado por
o(z)=2—1.

Denotando o; = a+i—1 parai =1,...,p, tenemos que 0(F,,) = P,, , parai=1,...,p
y 0(Px) = Px. Si consideramos D = P,, +---+ P,, y G = sP,, con s € N, por el Lema
3.1.5, el cédigo C = Cr(D, @) es un cddigo sigma-ciclico de longitud prima p. O

Veamos ahora un ejemplo sobre un cuerpo de funciones no racional. Usaremos el cuerpo

de funciones hermitiano H = F2(z,y) descripto en la Seccién 8.3 de [16].

Ejemplo 3.3.4 (Cuerpo de funciones hermitiano). Sea H = F2(x, y) el cuerpo de funciones
hermitiano, visto como una extensién abeliana de grado ¢ de Fp2(x), definida por la
ecuacion

yq +y= xq—i-l.

De la Seccioén 8.3 de [16] sabemos que, para cada a € F2 y cada 8 € F2 que satisface la
igualdad 87 + 8 = ™!, existe un lugar racional P, 3 de H arriba del lugar racional P,

de Fp2(x) y, ademas, los lugares P, 3 son todos los lugares de H que estan arriba de P,.
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Més atn, z — a,y — B € P, g, existe un unico lugar (), de H que es polo de z y de y en
H, y para cualquier elemento no nulo a € F, existe un automorfismo o, € AuthQ (H)

tal que Ua(Qoo) = Qoo y

Notemos que

para cualquier n € N. Asi, el orden de o,, como elemento del grupo Aut]pq2 (H), es el
mismo que el orden de a como elemento del grupo multiplicativo Fy.. Sia € F2\{0, 1},
tenemos que o0, es un IF2-automorfismo de H de orden m > 2.

Por otro lado, el polinomio 7% + T' — 1 se descompone en factores lineales en F2[T7,
entonces, para cada 3 € Fp tal que 89+ 3 = 1, el lugar P, 3 es un lugar racional de
H que esta arriba del lugar Py de Fpe(x). Supongamos que a € Fp2 — {0,1} satisface
0a(P1g) = Pig, para algin § € Fp tal que 9+ 5 =1, entonces v — l,ax —1 € Pigy
esto implica que (a — 1)z € P, 3. Como a — 1 # 0, obtenemos que P, g esta arriba de I,
contradiciendo el hecho de que P 5 esta arriba de P;. Luego, tenemos que o (P g) # Pi g
para todo € F 2 que satisfaga 59+ 5 = 1, y para todo a € F2\{0, 1}.

Ahora, podemos aplicar el método sigma para obtener codigos sigma-ciclicos con el
automorfismo o, de H, cuyo orden es m > 2, asociado a algin elemento a € F2\{0, 1}, y
considerando los divisores G = rQ y D = P+0,(P)+---+0"*(P), donde n es el menor
entero que divide a m y satisface o}(P) = P, tomando P = P, g para algin € F,. con
BT+ B =1.

Veamos que, en este caso, n = m. En efecto, sea n el menor divisor de m que verifi-
ca 0 (Pyg) = P g. Entonces © — 1,a"z — 1 € Pj g y esto implica que (a" — 1)z € P g.
La tnica posibilidad es que a™ — 1 = 0 (de otro modo, el lugar P, 4 estarfa arriba de B,
lo cual no es posible) y entonces n = m. Por lo tanto, hemos construido un cédigo AG
sigma-ciclico con respecto al automorfismo o,, de longitud m, donde m es el orden de a
como elemento del grupo multiplicativo IF;Q. En particular, si a es un generador de IFZQ,

obtenemos un cédigo AG sigma-ciclico de longitud ¢? — 1. O
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3.4. Extensiones ciclicas

Hasta ahora, hemos presentado ejemplos de cédigos sigma-ciclicos construidos en cuer-
pos de funciones. En lo que sigue vamos a considerar extensiones de cuerpos de funciones,
en particular, extensiones ciclicas F’/F' de cuerpos de funciones sobre F, y el subgrupo
Gal(F'/F) de Autg, (F'). Primeramente, veamos un resultado acerca de cémo construir

codigos sigma-ciclicos a partir de extensiones ciclicas.

Proposicién 3.4.1. Sean F'/F una extension ciclica de grado m de cuerpos de funciones
sobre Fy. Sea P un lugar de F' y sean P, ..., P, todos los lugares de F' que estdn arriba
de P. Entonces n divide a m y para cualquier generador o de Gal(F'/F) tenemos que la
orbita de Py es

[Pl ={P,..., P}

Mas ain, sea Q # P un lugar de F' y sea G = Q1+ - - -+ Qy, un divisor de F' formado por
todos los lugares de F' que estan arriba de Q. Entonces o(G) = G y sop(G)Nsop(D) = 0,
donde D = Py +---+ P,. En particular, si algin P; es racional, entonces Co(D,G) es un

codigo sigma-ciclico.

Demostracion. Supongamos que F'/F es una extensién ciclica de grado m y sea o un ge-
nerador del grupo de Galois G = Gal(F’/F). Primero, notemos que n | m, pues nef = m,
donde e = e(P;| P) y f = f(P;|P) son el indice de ramificacién y el grado de inercia,
respectivamente, para ¢ = 1,...,n, debido a que la extension es de Galois.

Veamos ahora que la érbita [P], consiste de los lugares P, ..., P,. Consideremos el

grupo de descomposicién
D(Pl‘P):{O'EgO'(Pl):Pl}

de P, sobre P. Si 0*(P,) = 0’(P;) para algunos valores 1 < i < j < n, entonces tenemos
que o® € D(P; | P), para k = j—i > 0. Como D(P; | P) es un grupo de orden ef, tenemos
que 04 = id, el elemento identidad de Gal(F'/F). Pero k < n, por lo que kef < nef =m,
contradiciendo que m es el orden de o. Por lo tanto, el conjunto {o*(P;)}?, consiste de

n lugares diferentes de I’ que estdn arriba de P, es decir que

(0(P),0*(P),...,0"(P)} = {P\, Ps, ..., P,}.
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Esto significa que ¢7(P;) = P} para algin 1 < j < n. Pero por el argumento anterior, no
es posible que 1 < j <n — 1,y entonces " (P;) = P;.

Por otro lado, tenemos que o(G) = G y ademés sop(G) Nsop(D) = (), por la eleccién
de los divisores D y G, y si algin P; es racional, entonces C.(D,G) es un cédigo AG
sigma-ciclico. Esto se debe a que, al ser una extension de Galois, si algin P; es racional,

entonces todos lo son. O

En el siguiente ejemplo, y también maéas adelante, se hace menciéon a un resultado
muy importante llamado Teorema de Kummer, cuyo enunciado requiere una serie de
definiciones que no estan directamente relacionadas con lo presentado en esta tesis. Puede
leerse en el Teorema 3.3.7 de [16], de donde también se destaca el Corolario 3.3.8, asociado

al Teorema de Kummer.

Ejemplo 3.4.2 (Cédigos sigma-ciclicos sobre una extensiéon de Kummer). Consideremos
el cuerpo de funciones racionales F' = F,(z) y una extensién de Kummer F’ = F(y) dada
por

y'=(r—a)(z—a),

donde n | ¢—1, @ € F} y a # a~". Por la Proposicién 6.3.1 en [16] sabemos que F'/F es
una extension ciclica de grado n y que F, es el cuerpo total de constantes de F”. Ademas,

U en F respectivamente, son totalmente

los lugares P, y P,-1, cerosde z —a y x —a”
ramificados en F'/F.
Por otro lado, podemos ver que Fp, el cero de x en F', se descompone completamente
en F’. Sea
p(T) =T" — (z — a)(z —a™") € Fy(x)[T]
y sea @(T') su reducciéon médulo Fy. Como z(FPy) =0y n | ¢ — 1, tenemos que

n

p(T)=T"-1=][(T - a) €F,T].

i=1
Luego, por el Teorema de Kummer, P, se descompone completamente en F”.
Consideremos ahora el divisor D = P, + --- + P,, donde Py,..., P, son todos los
lugares de F’ arriba de Py, y el divisor G = r@Q,, donde r es un entero positivo y @, es
el tnico lugar de F” arriba de P,. Por la Proposicién 3.4.1 tenemos que C = Cz(D, G) es

sigma-ciclico.



42 Codigos AG sigma-ciclicos

Maés ain, podemos presentar cotas para los parametros [n, k,d] de C. Se sabe que el

género g de F' es g = L"T_lj Si tomamos 0 < r < n, d y k satisfacen lo siguiente:
d>n—r y k>r+1-— %]

segtn el Corolario 2.2.3. O

Ejemplo 3.4.3 (Cédigos sigma-ciclicos sobre una extensién de Artin-Schreier). Sea p un
nimero primo impar. Consideremos la extensién de Artin-Schreier F'/F,(z), donde la

extensién F' = F,(x,y) esta generada por la ecuacion
yr —y = x”°.

De la Proposicién 3.7.8 de [14] tenemos que F” es una extension ciclica de F' = F,(z) de
grado p, el lugar P, el polo de x en F', es totalmente ramificado en F’, y cualquier otro

lugar de F,(z) es no ramificado en F”. Usando que
TP T =T -T —2 mbd B,

obtenemos, por el Teorema de Kummer, que P se descompone completamente en F’ en
p lugares racionales Py, ..., B,.

Si consideramos los divisores D = P, +--- + P, y G = rQ, donde @ es el tnico lugar
de F" arriba de Py, y 1 < r < p — 1, entonces por la Proposicién 3.4.1 Cz(D,G) es
sigma-ciclico. Usando que el género de F' es g = %(p — 1), del Corolario 2.2.3 tenemos
que

—1
d>p—r y k27"~|—1—737.
Notemos que r debera cumplir %(p —3) <r < p—1 para tener dimensién positiva.

Como consecuencia del Lema 3.1.5 y la Proposicién 3.4.1, tenemos el siguiente resul-

tado:

Corolario 3.4.4. Sea F'/F una extension de Galois de grado n de cuerpos de funciones
sobre F,. Sean P, ..., P, diferentes lugares racionales de F'. Supongamos que (3.5) se
cumple con los lugares Py, ..., P, para algin o € Gal(F'/F). Entonces la extension F'|F

es ciclica, o genera o Gal(F'/F), y existe un lugar P € P(F') que se descompone en F’
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en los lugares Py, ..., P,. Reciprocamente, si F'/F es ciclica y algin lugar P € P(F) se
descompone en F' en los lugares Py, ..., P,, entonces (3.5) se cumple para esos lugares

y cualquier generador o de Gal(F'/F).

Demostracion. Sea o € Gal(F'/F) tal que (3.5) se satisface para los n lugares Py, ..., P,.
Por el Lema 3.1.5, tenemos que n divide al orden de o. Como Gal(F”/F") es un grupo de or-
den n, tenemos que o genera a Gal(F”/F) y entonces F'/F' es una extension ciclica. Si P es
un lugar de F' que estd abajo de P;, como o restringido a F' es el automorfismo identidad,
todo lugar en la orbita [P], estd arriba de P. Pero, por hipétesis, [P, = { Py, ..., P},
por lo que todo lugar P; estd arriba de P, para ¢ = 1,...,n, y esto significa que P se
descompone completamente en F”.

La implicacién reciproca es consecuencia directa de la Proposicion 3.4.1. [

Tanto en los ejemplos como en los resultados anteriores de esta seccién estamos consi-
derando extensiones de Galois y automorfismos del grupo de Galois asociado. Nos propo-
nemos ahora considerar automorfismos del grupo Autg,(F'), para analizar qué podemos

decir al respecto sobre F'y algunas subextenciones asociadas a F'.

Proposicién 3.4.5. Sean F' un cuerpo de funciones sobre ¥y y Pi,..., P, lugares di-
ferentes de F. Supongamos que existe un automorfismo o € Autg, (F) de orden m que
satisface (3.5). Entonces n divide a m y ezisten un subcuerpo E de F y un lugar P
de E tales que F/E es una extension ciclica de grado m y P se descompone en F en los

lugares Py, ..., P,, cumpliendo que
m .
e(Pi|P)f(F|P) = - parai= L...,n. (3.9)

Demostracion. Consideremos el subgrupo G = (o) generado por o de Autg, (F) y el
cuerpo fijo por el grupo G, E = F¢. Por el Teorema 11.36 de [7], tenemos que F/E es
una extension ciclica de grado m con grupo de Galois Gal(F/E) = (o) = G.

Ademés, P = P, N E es un lugar de F, y por (3.5) obtenemos que P = P —iN E para
cualquier 7 = 1,...,n. Ahora bien, como G actia transitivamente en los lugares de F' que
estan arriba de P, tenemos que P, ..., P, son todos los lugares de F' arriba de P, y no

hay otros.
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Finalmente, por la igualdad fundamental (Teorema 1.6.8):
m=[F:E] =) e(B|P)f(P|P)=nef,
i=1

donde e = e(P;|P) y f = f(F;|P) son constantes por ser F//E una extensiéon de Galois.
De aqui se deduce (3.9). O

Notemos que en la proposicién previa no necesariamente se cumple que F (x) sea un
subcuerpo de E. A continuacién, veremos que, bajo ciertas hipdtesis, podemos cons-
truir un cuerpo E de tal manera que F (z) C E C F, F/E sea ciclica y existan luga-

res (01, ..., Q4 que se descompongan completamente en F' en los lugares Py, ..., P,.

Teorema 3.4.6. Sea F' un cuerpo de funciones sobre F, que contiene al cuerpo de fun-
ciones racionales Fo(x). Sean Py, ..., P, diferentes lugares de F'. Sea o € Autg, (F) un

automorfismo de orden m que satisface (3.5). Entonces:
1. n dwide a m.

2. Existen un divisor k de n, un entero positivo d que divide tanto a m/k como a n
y un cuerpo de funciones E sobre F, tales que F,(z) C E C F y F/E es ciclica.
Ademds, existen lugares Qq,...,Qq de E que se descomponen completamente en F

en los lugares Py, ..., P,.

8. Seany € F tal que F =Fy(x,y) y G = (o) el subgrupo generado por o de Autg, (F).
Si sucede que ax +1y ¢ FC para todo o € F,, entonces la extension ciclica F/E

obtenida en el inciso anterior cumple que 2 C F.

Demostracion. En la Figura 3.1 pueden verse los objetos involucrados en el teorema.
Sea G el subgrupo ciclico de Autg, (F) generado por o y sea B/ = F€. el cuerpo fijo de F
por G. Por la Proposicién 3.4.5 tenemos que el primer inciso es cierto, y también que F'/E’
es una extension ciclica de grado m con grupo de Galois G. Més ain, si P = P, N F/,
entonces sucede que Pi,..., P, son todos los lugares de F' que estdn arriba de P’y
ademés e(P; | P')f(P; | P') = Z parai=1,...,n.

Consideremos ahora la composicién de cuerpos £ = E'F,(z). Como E' C E C F

y F'/E’ es una extension ciclica con grupo de Galois G, tenemos que F'/E también es una



3.4 Extensiones ciclicas 45

F le 7-P7L
k
m
E:E/]F(I(x) Q17"'7Qd
/ /
E' = F¢ P
Fy(x)

Figura 3.1: Diagrama de objetos del Teorema 3.4.6.

extensién ciclica con grupo de Galois T’ generado por 7 = ¢ para algtn divisor ¢ de m.
Esto implica que [F': E] = k donde k¢ = m.

Sean (Jq,...,Q4 todos los lugares de E que estan abajo de los lugares Py, ..., P,.
Como la érbita [Py], es el conjunto {P,...,P,} v F/E es una extencién ciclica cuyo
grupo de Galois estd generado por 7 = o, el conjunto de lugares de F' que estdn arriba
de cada @); es un subconjunto de { P, ..., P,} determinado por la érbita [P;,],, donde P;,
estd arriba de @); para algin 1 < j; < n. Notemos que k es la longitud de la érbita [P;,],,
pues de otro modo ¢°(P};) = P;, para algun entero positivo s < n, contradiciendo que
la longitud de [P], es n. Luego, tenemos que cada @); se descompone completamente
en F'y entonces dk = n. Resta probar que d es también un divisor de m/k. Ahora bien,
como Qq,...,Qq son todos los lugares de E arriba de P, y como la extensiéon E/E’ es
ciclica de grado ¢ = m/k, por la Proposicién 3.4.1 deducimos que d divide a m/k.

Finalmente, veamos el inciso 3. Por el inciso 2 tenemos que £’ = F¢ es una subex-

tensién finita de F'. Esto implica que existen elementos trascendentes x1,...,x, € E’

sobre F, tales que E' = F,(z1,...,2,). Luego, podemos escribir

E=F,(x,xq1,...,2,).
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Supongamos que y € E'. Entonces y = ax + Y ,_, a;x; donde a,aq,...,0, € Fy, y
obtenemos que
-
Yy —ar = Zaixi €EFE = FG,
i=1

contradiciendo la hipédtesis. Por lo tanto y € F\E’ y esto implica que £ C F. O

Ejemplo 3.4.7 (Cuerpo de funciones hermitiano). Sea H el cuerpo de funciones hermitiano
sobre F 2 como en el Ejemplo 3.3.4, es decir H = F2(z,y) donde y? +y = 277, Consi-
deramos el automorfismo o, dado por o,(z) = ax y 0,(y) = a?*'y, con a € Fp2\{0,1}.
Sean G = (0,) el grupo ciclico generado por o, y m el orden de a en el grupo multiplica-
tivo F o2

Si ar +y € HY para algin o € F,2, entonces para todo ¢ = 0,1,...,m — 1 tenemos
que o' (ax +y) = ax + y. Luego:
1q+1

aa's 4+ a'y = ax + v,

de donde obtenemos que « (a* — 1)z + (a**t* — 1)y = 0. Ahora bien, como a’ — 1 # 0

y a4t — 1 40, para todo i =1,...,m — 1, sucede que

0 sia=0
Y= .
a(a’—l)

1—a?at?

r sia#0

pero esto significa que y es un elemento de Fp(z), lo cual es un absurdo.

Por lo tanto, ax +y ¢ HY para todo a € Fe. O
Observacion 3.4.8. Bajo las condiciones del Teorema 3.4.6, si o(x) = z y los luga-
res Pp,..., P, son todos racionales, entonces podemos dar una descripcién mucho mas

precisa. Por un lado, existen un cuerpo de funciones E sobre F, y un lugar racional P’
de E tales que Fy(z) C E C F, F/E es ciclica de grado m y el lugar P’ se descompone
completamente en F en Py,. .., P,. Por otra parte, si P” = P'NF,(x), entonces P” es ra-
cional y esta totalmente ramificado en P’. Todo esto sucede debido a que, con la notacién

del teorema, ¥ € E' = FY de modo que E = E'F,(z) = E'.
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3.5. (Cbdigos L-ciclicos racionales

Consideremos el cuerpo de funciones racionales F' = [F (x) sobre el cuerpo finito F,, y
un cddigo C = C.(D, G) con divisores D y G adecuados, queremos estudiar el sistema (3.1)
en este caso particular.

Sabemos, por la Proposicién 1.2.1, que los lugares racionales de F son los ceros de los
polinomios lineales x — a, para cada a € F,, denotados por F,, y el polo de z, denotado
por P,. Consideremos un divisor D = P, + --- + P,, donde Pi,..., P, son n lugares
racionales distintos y P; = P,, para algun a; € F,, y G = P, para algin entero r > 0.
En este caso es sabido que las funciones de clases residuales para lugares racionales
corresponden a evaluar, es decir, z(P;) = z(a;), por lo que el cédigo AG asociado a los

divisores D y G es
C=Cc(D,G)=A{(u(ay),...,ulay)) : ue LG)}.

En este caso, C es ciclico si y solo si para cada u € L(G) existe v € L(G) tal que

(3.10)

v(an—1) = ulan)

v(an) = ula)

Queremos determinar si v puede hallarse a partir de u, y bajo qué condiciones podemos
asegurar que C es ciclico, mas alla de los codigos sigma-ciclicos que ya hemos estudiado.
Notemos que el espacio de Riemann-Roch £(G) coincide con los polinomios de grado a

lo sumo r, pues ningin polinomio ménico irreducible puede dividir a elementos de £(G)

y vp_(f/g) = deg g — deg f; en efecto:

LG) = {z€F : (2)+G>0}U{0}
= {z€F : (2)+rP, >0} U{0}
= {z€F : vp(z) >0VP # Py, vp_(2) > —r}U{0}

= {z€F : z= f(x) € F,lz], deg f < r} U{0}.
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Consideremos el polinomio interpolador de Lagrange L(x) € F [z] tal que L(a;) = a;41

para 1 <i < n, es decir

Notemos que si v(z) = u(L(z)) para u € L(G), entonces v € F, degv = degudeg L y
v(a;) = u(a;—1) satisfaciendo (3.10). Pero necesitamos que v sea un elemento de L£(G).

Ahora bien, como v es un polinomio, tenemos que

veELG) & degv<r <& degudegL<r < degu< )
deg L

Considerando que L(x) no depende de u, podemos encontrar un elemento v € L(G)
en funcién de u € L(G) tal que u,v satisfagan (3.10) siempre que degu < En

particular, si deg L = 1, u(L(z)) € L(G) para todo u € L(G).

_r
degL*

Escribiremos u;, en lugar de v si queremos resaltar que v se obtuvo mediante esta
técnica, es decir, u;, = wo L para algin u € L(G).
Sea C = Cr(D, G) C F} un cédigo racional, con D =P, + -+ P,, G =rPg y r <mn,

hemos demostrado entonces lo siguiente:

Teorema 3.5.1. Siu € L(G) y degu < g7, emiste up, € L(G) que satisface (3.10).

Ejemplo 3.5.2. Consideremos el cuerpo finito Fy = {0,1,a,a + 1}, con a?> +a+1=0y
los divisores D = Py + P, + P, + Po11, G = 2P,.
En este caso a; = 0,ay = 1,a3 = @, a4 = a+ 1 y el polinomio L(x) es L(z) = a?2*+ 1,

es decir que deg L = 2. Por otro lado,
L(G) ={f(z) € Fylz] : degf <2}.
Asi, si u € Fy[x] es un polinomio con degu < 1, entonces v(z) = u(L(z)) € L(G). Por
ejemplo, si u(z) =z + a € L(G), entonces v(z) = o*(z* + 1) € L(G). O

Corolario 3.5.3. Si degL = 1, para cada v € L(G) existe up, € L(G) que satisface

(3.10). En consecuencia, C es ciclico.

Definicién 3.5.4. Decimos que un cédigo AG racional Cz(D,G), con D = Py +---+ B,
donde cada P; es de la forma P,_,,, y G = rPx, es L-ciclico si el polinomio de Lagrange

permite, para cada u € L£(G), hallar uy, € L£(G) satisfaciendo (3.10).
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Ejemplo 3.5.5. Consideremos el cuerpo finito Fy = {0,1,a,a + 1}, con o> +a+1=0y
los divisores D = Py + P, + P,, G = P.
En este caso tenemos a; = 0,a; = 1,a3 = «, y el polinomio L(z) es L(x) = o’z + 1,

es decir que deg L = 1. Por lo tanto, C-(D,G) es ciclico. O

Notemos que tanto u, = 0~ (u) como uy, = uo L satisfacen, junto a u, (3.10). Veamos

ahora cémo se relacionan u, y ur:

Proposicién 3.5.6. Sea o € Aut(F) tal que 0(P;) = Pi_1 mean y0o(G) =G. Siu € L(G)

y degur, < n, entonces u, = ur, donde u, = o~ *(u).

Demostracion. Sabemos que u, y uy, son polinomios, con degu, < r < ny degur < n,
y U, € L(G). Ademds ambos satisfacen (3.10), por lo que u,(a;) = ur(a;) para i =
1,...,n. Luego, u, — ur, es un polinomio de grado menor a n con al menos n raices. Asi,

Uy —uy = 0y por lo tanto u, = uy. O

Observacion 3.5.7. Notemos que la condiciéon deguy < n equivale a degu < n/degL.
Como r < n, la hipotesis es mas débil que en el Teorema 3.5.1, pero se requiere la

existencia del automorfismo que permuta ciclicamente los lugares.

Ejemplo 3.5.8. Consideremos o € Aut(F') dado por o(z) = a(z+ 1), asociado a la matriz

a w
A= ,
0 1
cuya inversa es
e et
0 «

Asi, [0]a = {0,1,a} v 0(Px) = Px. Por lo tanto el cédigo L-ciclico estudiado en el

Ejemplo 3.5.5 es también sigma-ciclico. O

Ejemplo 3.5.9. En este ejemplo vamos a analizar un caso de un cédigo ciclico que no
es sigma-ciclico, y en principio tampoco es L-ciclico, pero utilizando las propiedades del
cuerpo finito veremos que resulta ser un caso especial de codigo L-ciclico.

Vamos a retomar el Ejemplo 3.5.2, donde consideramos el cuerpo Fy = {0, 1, a, a + 1},

con a? +a+1=0y los divisores D = Py + P, + P, + P,.1, G = 2Ps..
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En primer lugar, notemos que C = C.(D, G)) no puede ser un c6digo sigma-ciclico, pues

al tomar G = 2P, el cddigo debe ser construido con una matriz de la forma

A:

y la longitud del cédigo serd |a|, el orden de a en el grupo multiplicativo F;. Pero la

longitud de C es 4, y ningin elemento de F} posee orden 4. Asi, C no es sigma-ciclico.

En segundo lugar, si calculamos el polinomio de Lagrange correspondiente a C, obte-
nemos L(r) = o?z? + 1, con deg L = 2, por lo que no podemos aplicar el Corolario 3.5.3.
Sin embargo, como estos cédigos racionales se forman evaluando polinomios, podemos
hacer uso de la aritmética de [F4 para hallar una funcién polinomial apropiada, y de alli
obtener el polinomio necesario en L£(G). Para todo 8 € Fy se cumple que $* = . Si

tomamos u(z) = az® + bx + ¢ € L(G), entonces:

ur(z) = u(L(z))
= u(a®2® +1)
= a(®r* +1)* +b(a®2® +1) +c
= aa'r* +a+ba’r* +b+c

= aaz* + b2’ +a+b+e.

En principio, uy, es un polinomio de grado 4, pero como nos interesa la funcién polino-
mial, podemos considerar que acx? + ba’z? + a + b+ ¢ = aax + ba’x? + a + b + ¢, como
funciones sobre [F4. y utilizar entonces el polinomio acx + ba?x? +a + b+ ¢ que sf es un
elemento de L(G).

Asi, para todo u(r) = ax®+bx+c € L(G) existe v(r) = ba’x®+aazx+a+b+c € L(G)

satisfaciendo (3.10) y por lo tanto el cédigo es ciclico. O

Analicemos ahora un poco mas en detalle lo que sucede en el ejemplo anterior. Recor-

demos que estamos trabajando con F' =F,(z), G =rPy y

L(G)={z€F,z] : degz <r}uU{0}.
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Notemos que el operador -1 : £L(G) — F,[z], considerando a L£(G),F,[z] como espacios

funcionales, dado por u;, = u o L, es F,-lineal:

(au+v)p(z) = (ou+v)(L(x))
= (au)(L(z)) + v(L(z))
= au(L(z)) +v(L(z))

= aug(x)+vg(z).

Si denotamos con L(G) = Im(-1) a la imagen de -, (con posibles reducciones usando

que 7 = 3), tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.5.10. Dado un cédigo AG racional C = C(D,G), con G = rPy, si
sucede que L(G) C L(G), entonces C es L-ciclico.






Capitulo 4

Cddigos AG sigma-ciclicos racionales

En este capitulo desarrollaremos diferentes técnicas para construir y/o identificar c6di-
gos AG racionales ciclicos. Comenzaremos aplicando el método sigma en el cuerpo de
funciones racionales, para luego realizar una clasificacién segin clases de equivalencia,
logrando obtener resultados muy interesantes. Ademads, vamos a presentar otra manera
de identificar cédigos ciclicos, usando polinomios interpoladores de Lagrange. Presentare-
mos tales cddigos bajo el nombre de codigos L-ciclicos, y realizaremos una comparacion

con codigos sigma-ciclicos.

4.1. Definiciones y propiedades

En esta secciéon nos enfocaremos en comprender los codigos sigma-ciclicos racionales,
para lo cual usamos que Autg, (Fy(z)) es isomorfo a PGLy(IF,), mediante la siguiente

relacién: si o € Autg, (IFy(x)), entonces existe una matriz

€ PGLy(F,)

tal que
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Una herramienta fundamental en nuestro estudio serd la accién del grupo PGLy(F,)

sobre el conjunto F, U {oo}, la cual esta dada por:

a b %, ca+d#0
o =
c d 0, ca+d=0
sia €l y
a b %7 C%O
00 = :
¢ d 0o, c¢=10

Ademés, sera de gran utilidad el uso de matrices inversas: si A € PGLy(F,), podemos

considerar la siguiente representacién para A~!:

b
A= AT =

Definicién 4.1.1. Si A € PGLy(F,) es una matriz de orden n y o € F,U{o0} de manera
que Ao # « (es decir que v no es un punto fijo de A), entonces denotaremos con [a]4 a

la 6rbita de o bajo la accién de A™!, es decir [a]4 = {a1, s, ..., a,}, donde
=@, Qi =Ata;, 1<i<n-—1.

Observacion 4.1.2. Por el Lema 2.3 de [8] sabemos que [a]4 consiste de n elementos

diferentes de F, U {o0}.

Comenzamos con la constuccién de cédigos sigma-ciclicos racionales de la siguiente

manera:

Proposicién 4.1.3. Consideremos [a]a = {a1, az, ..., a,}, donde A = (2Y) € PGLy(F,),
y o = ay no queda fijo por A, o € Autg, (Fy()) asociado a A y los lugares P; = P,_q, si

a, €Fy 0 P, = Py si oy = 00. Entonces 0(P;) = Pii1 modn para 1 < i <n.

Demostracion. En primer lugar, notemos que P; # P; si ¢ # j pues todos los elementos

de la drbita de a son distintos. Ahora bien, si «; € F,, entonces

ar+b  (a—coy)r— (doy —b)
cx+d ' '

o(x — ;) =o(x) — o) = cr +d
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Si a # ca; tenemos que A7! - a; = a1 € F, y ademas

r—A' Y a; a-—co;
o(x — ;) = (a — cay) wrd  — oatd (x — ag1).

Asi, o(z — o) € Py, es decir que 0(P;) = Piyy.
Por otro lado, si a = cq, sucede que oy = A -y =00y ¢ # 0, yaquesic=0
también a = 0 y eso no puede ser posible pues A € PGLy(F,). En este caso obtenemos

que
doy; —

_daimb o p
cr +d

olx —a;) =
Entonces o(x — ;) € Piyq con Py = Py y 0(F;) = Py
En cambio, si a;; = oo entonces P; = P, y ¢ # 0 ya que si ¢ = 0 tenemos que ;11 = a,
lo cual no es posible. Ademas:

cx+d  x+dc! r—A1 00 T — iy

-1
olx™") = =c c

() ar +b ar +b ar +b ar +b
por lo que 0(93_1) €Pi1yo(P)= Py

Finalmente, A~'a,, = A "a; = «; y considerando los casos anteriores para i = n se

tiene que o(P,) = Pi. O

Bajo las condiciones de la proposicion anterior, si D = P, + P, + --- + P,, enton-
ces 0(D) = D y podemos obtener cédigos sigma-ciclicos racionales C.(D, ), eligiendo
adecuandamente divisores G invariantes por o.

Otro resultado importante en nuestro andlisis es el siguiente:

Proposicién 4.1.4. Sean A = (25) € PGLy(F,) y o el automorfismo asociado, entonces

sucede que ¢ = 0 si y solamente si 0(Py) = Px.

Demostracion. Sic =0, 0(Pyx) = Py pues

_ d
o (o) = e P

Reciprocamente, si 0(Ps) = Ps, usando que 27! € P,, obtenemos

cx +d
o (@) :ax—i-bepoo’

lo cual solamente es posible si ¢ = 0. [
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Ejemplo 4.1.5. Sea F = F,(z) generado por 3 tal que 5% + 8 + 1 = 0. Consideremos la

matriz A = () € PGLy(F,). El automorfismo asociado a A es

x+1
B

Ademds, A tiene orden 5 en PGLy(F,) y su inversa es A™' = (§1). Sia = oy = 1,

o(x) =

entonces:

m= (1 =g =
= ()8 =g =F
= (3D = g7 =
as= (31)o0 =5 =0

1

Asi, [1]a = {1, 8, 8% 00,0} y obtenemos los lugares
P1:Px717 PZZP:L“*,Ba P3:Px—527 P4:P007 y P5:Px

Por la Proposicién 4.1.3 tenemos que o(P;) = Py parai=1,...,4y o(Ps) = P,.

Si D =P+ P+ Py + Py + Ps, entonces C(D, G) serd un cédigo AG ciclico si G es
disjunto a D, es decir que G debe consistir de lugares no racionales de Fy(x), y debe ser
invariante por o. Podemos considerar el lugar ) de grado 2 definido por el polinomio

moénico irreducible 22 + %z + 32, es decir Q = P,z g2, p2. Notemos que
o(z* + x4+ B2 = o(x)* + fo(z) + B
41\ o (T +1 9
- (ﬂx)Jrﬁ(ﬁx)Jrﬁ

_ x2+1+62(x+1>+62

B2z’ P
_ 2’ +1 + 2 (x_—l—l) @+52B2x2
3272 Br ) Bz 322
P41+ 2P 4 x4
o (22
Bx? 4z +1

B2ZE2
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pa? + B3z + B3
B2
B )
= B%c?(x +ﬁx+5)
2
= F($2+ﬁ2$+ﬁ2)

Entonces:
/32
F (.752 + 621' +B2) S Q,

por lo que 0(Q) = @ y podemos elegir G = r@) para algtin entero 0 < r < 3.

o (2?4 Bz + B%) =

Asi, hemos construido un cédigo sigma-ciclico racional sobre Fy, de longitud 5, usando

todos los lugares racionales de Fy(z). O

A continuacién presentamos codigos AG sigma-ciclicos racionales sobre F, cuya longi-
tud es ¢ — 1, construidos explicitamente, usando la érbita de 1 para el divisor D, y el polo

de z, P, para el divisor G.

FEjemplo 4.1.6. Para todo g potencia de un numero primo existen cédigos AG sigma-
ciclicos racionales C.(D, G) sobre F,, de longitud ¢ — 1, con G = rP, para algin r € N.
Sea a un generador del grupo multiplicativo F; y A = (§ ) € PGLy(F,) cuya inversa
es A1 = (29). Veremos en el Lema 4.2.8 que |A|] = |a| y en este caso por ser a un
generador de I} tenemos que la| =q¢—1
Consideremos o = 1, entonces A~'a = A™'1 = a # 1, pues si a = 1, a no puede

generar ;. Asi, A1 # 1 y tenemos que [1]4 posee ¢ — 1 elementos distintos. Mas atin,
[1a={l,a,d*...,a" %} =T

Seann = q—1, P, = P,_,-1 para cada 1 < ¢ < n y o el automorfismo asocia-
do a A. Por la Proposicién 4.1.3 sabemos que o(F;) = Pii1 méan ¥ por la Proposi-
cién 4.1.4 tenemos que o(Py) = P., motivos por los cuales podemos considerar los
divisores D =P, + P, +---+ P, y G = rP,, para obtener cédigos AG sigma-ciclicos
racionales Cz(D, ), para cada 0 <r <n — 2. O

En las préoximas secciones nos vamos a enfocar en clasificar cédigos sigma-ciclicos ra-
cionales segiin su clase de equivalencia, con el objetivo de demostrar la escasez de tal
clase de cédigos. Trabajamos con la denominada equivalencia monomial, que indica lo

siguiente:
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Definicién 4.1.7. Dos cédigos Ci,Cy sobre F, son llamados equivalentes, y escribimos
Cy ~ Cs, si existe una matriz monomial M tal que C; = C;M (una matriz monomial es
una matriz obtenida al multiplicar una matriz diagonal por una matriz de permutacién).
En otras palabras, C; ~ Cy si cada palabra coédigo de Cy puede obtenerse a partir de

palabras coédigo de C; y una combinacion de las siguientes operaciones:

1. Permutacién de las coordenadas de una palabra codigo.

2. Multiplicacion de cada coordenada de una palabra cédigo por un elemento no nulo

de F, (no necesariamente el mismo elemento no nulo en cada coordenada).

La definicién anterior se usa para cddigos de cualquier tipo construidos a partir de
cualquier cuerpo de funciones, pero nosotros aqui nos centraremos en los cédigos sigma-

ciclicos racionales, es decir con F' = F,(x), como lo venimos haciendo en este capitulo.

Observacion 4.1.8. Si solamente se cumple la condicion 1, diremos que los codigos son
equivalentes por permutaciones y escribiremos C; ~p Cy. Si solamente se cumple la con-
dicién 2, tenemos la nocién de equivalencia considerada en [16], y escribiremos C; ~g Cs.
Cada una de las anteriores es mas restrictiva que la equivalencia monomial. Por lo tanto
en determinadas ocasiones probaremos que C; ~p Cy 0 C; ~g Co, para deducir que los

c6digos son equivalentes en el sentido monomial: C; ~ Cs.

Ademas, vale la pena considerar lo siguiente:
Observacion 4.1.9. Sabemos por [16, Proposicién 2.2.14] que si dos divisores G1 y G
de un cuerpo de funciones F' sobre F, son equivalentes (es decir que existe un divisor
principal (z) de F' tal que Go = Gy + (2)), entonces Cr(D,Gy) ~g Cc(D,Gy) siempre
que se cumpla que sop G; Nsop D = () para i = 1, 2. Esto fue usado en [9] para clasificar

codigos AG sobre F,.

Corolario 4.1.10. Sean D,G1,Gs € Div(F) tales que sop G; Nsop D = ) para i = 1,2
y G1 ~ Go. Entonces Co(D,Gq) ~ Cr(D,G3).

Demostracion. Es consecuencia directa de las dos observaciones anteriores. O

A continuacién, nos concentraremos, en primer lugar, en clasificar cédigos C.(D, G)

con G = rPg, para luego abordar el caso G' # rP3. Cabe mencionar que en el primer caso
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daremos una clasificacién completa y veremos que, fijadas la longitud y la dimension,
tendremos un unico cédigo AG sigma-ciclico, racional, salvo equivalencias. En el otro
relacionaremos a cédigos donde G' # rPg con codigos en los que G = r Pz y mostraremos

ejemplos computacionales que sugieren la existencia de una cantidad escasa de cédigos.

4.2. Equivalencia monomial en el caso G = rP;

En esta seccién queremos clasificar cédigos AG sigma-ciclicos racionales C.(D,G)
con G = rPs, es decir que G es un divisor de un solo punto, construido a partir de un
lugar racional Ps. Para tal fin, serd de suma utilidad distinguir tres casos para § € P'(F,):
B=0,pB€lF,y B =oc. Un primer resultado en la direccion deseada requiere considerar

0# B €F,y 75 € Auty, (Fy(z)) asociado a la matriz

L g
10

es decir, 75(x) = x + .

Proposicién 4.2.1. Sea 0 # B € F, y sean P y Py los lugares asociados a x — 3 y x

respectivamente de F,(x). Entonces
8(L(rPs)) = L(rFy),
para cualquier entero r > 1.

Demostracion. En primer lugar, notemos que 75(Ps) = Fy, pues
3z — ) =1(x) —B=x+5—-F=u.
Recordemos que para un lugar P de F,(x) el espacio de Riemann-Roch asociado a P es
L(rP)={z€F,(z):(2)+rP>0}U{0}.
Veamos ahora que 73(L(rPg)) C L(rP). Si z € L(rPg), entonces

(2) = (2)o — (o = 3 npP — 5P,
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donde r > s > 1. Tenemos que
vp,(T8(2)) = VT[;I(PO)(Z) = vp,(2) = —s,
y si vg(13(2)) <0, Q = Py pues
0> vo(m5(2)) = V1 (2),
por lo que TB_I(Q) = Pgs. Luego (73(%))oc = —5F con r > s y obtenemos que
15(2) € L(rP).
Reciprocamente, veamos que L(rFPy) C 73(L(rPs)). Siy € L(rF), entonces

() = Wo — W)oo = Y _npP — 5Py,

conr > s > 1. En este caso,

VPﬂ(Tﬁ_l(y)) = VTB(PB)(y) =vp,(y) = —s,

0> vo(75 () = vry@ (v)-
Ast, 3(Q) =Py y (Tgl(y))oo = —sPg con r > s, lo que implica que
Tgl(y) =z € L(rPp).

Hemos probado, entonces, que 73(L(rPs)) = L(r5).

O

A partir de la proposicién anterior, obtenemos un resultado fundamental para nuestro

objetivo de clasificar los cédigos sigma-ciclicos racionales:

Proposicién 4.2.2. Sean Py, ..., P, lugares racionales distintos de Fy(x) y 0 # 8 € F,

tal que P; # P, para 1 <1 <mn, entonces
CL:(D,TPﬁ) - C[:(T/B(D),TPO),

donde D =P, +---+ P, y 13(D) = 13(P1) + - - + 13(P,).
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Demostracion. Por la Proposicién 4.2.1 tenemos que cada elemento y € L(rP,) es de la

forma 73(z) para algun z € L(rPz). Luego C.(73(D),mFy) C Cc(D,rPs) pues

W(T6(P1))s - y(16(Fn))) = (T5(2)(15(P1)); - - 75 (2) (16 (F0)))
= (275 (16(P1)), - -, (75 (73(Fn)))
= (z(P),...,z(P)).

Reciprocamente, por la Proposicién 4.2.1 cada elemento 2 € L(rPs) es de la forma 7 Y(y)

para algin y € L(rFy). Asi, Cc(D,rPs) C C(13(D), rPy) pues

(2(P1), ., 2(P) = (15 () (Py), - 75 () ()
= (y(ma(P1), -, y(78(Pn))),

y por lo tanto los cédigos indicados son iguales. O]

Observacion 4.2.3. Si el c6digo AG Cz (D, rPg) de la Proposicién 4.2.2 es sigma-ciclico, es
decir que 0(F;) = Piy1 meéan paral < i < nparaalgin o € Autg, (IF,(z)), entonces es facil

ver que Cz(73(D), rPy) también es sigma-ciclico con respecto al Fg-automorfismo 75075

Los cédigos AG sigma-ciclicos que queremos clasificar son aquellos cuyo divisor G es

de un solo lugar racional, es decir que tenemos los siguientes tipos de codigos:
(i) Ce(D,rPg) con 0 # € Iy,
(ii) Cc(D,rRy) y
(iii) Cz(D,rPy).

A partir de la Proposicion 4.2.2 y la Observacién 4.2.3 podemos ver que el problema
de clasificar los cédigos AG sigma-ciclicos racionales con divisores G compuestos por un
lugar racional segun sus clases de equivalencia se reduce a considerar los casos (ii) y (iii).

Sea A € PGLy(F,) una matriz de orden n y sean «, 8 € P!(F,) = F, U {co} tales que
At a#ay A1 =7 Seal <r <n—2un nimero entero y consideremos la 6rbita

de a bajo la accién de A~!

[a]a = {1, a9, an}, (4.1)
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donde oy = ay a1 = A1 - q; para 1 < i < n — 1. Por la Proposicién 4.1.3, a partir
de la drbita [a]4 obtenemos los n lugares racionales distintos P,,, ..., P,, de F,(z). Con

estos lugares y con el lugar racional Ps de F,(z) construimos los divisores
D:Pa1+".+Pan y G:’I”P/Q,

cuyos soportes son disjuntos. Asi, si consideramos el F -automorfismo o de F,(z) asociado
a la matriz A, obtenemos el c6digo sigma-ciclico racional Cz(D, G).
Para estudiar el problema de equivalencia de cédigos sigma-ciclicos racionales, es con-

veniente denotar estos cédigos mediante
C(A7 a? /8? T)’

para enfatizar su dependencia de A, o, 5y r.
Comenzamos estudiando el caso (ii). Los F,-automorfismos de F,(x) que fijan el lugar
Py estén representados por matrices de PGLy(F,) que fijan el punto 0 € P'(F,). En tal

direccién, tenemos lo siguiente:

Lema 4.2.4. Cualquier matriz de PGLy(F,) que fija el punto 0 puede escribirse de la

forma:
10
(4.2)
c d
a// /
Demostracion. Consideremos la matriz A = tal que A~'0 = 0, entonces tene-
d d
mos que
0= A"10= A O:M:—_b’
—d o —d0+a

con a’ # 0. Por lo tanto podemos ver que otra manera de expresar A en PGLy(F,) es

(a’)~1 A, obteniendo asf

donde ¢ = (a/)71c y d = (a')71d. O
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Probaremos ahora que un cédigo sigma-ciclico racional asociado a una matriz de la
forma (4.2) coincide con otro cédigo sigma-ciclico racional asociado a una matriz que fija
el punto oo.

Para esto vamos a necesitar la siguiente F,-base de L(rPp):

Bﬁ:{inﬁ%xjﬁv“”%xjﬁr}

donde 8 € F,. Tenemos el siguiente lema:

Lema 4.2.5. Si 3 € F, yr >0, entonces Bz y By son bases de L(rPg), donde

1 1 1
Bﬂ:{Lx—B%x—BP“”%x—ﬁr}

para todo B € Fy y

1 T x? z”
. {@:—5)” @By By (r—6)7'} . P70,
Bg =
R )

Demostracion. Notar que ¢(rPg) = deg(rPg) + 1 — g = r + 1, pues el género g de F ()

es cero. Ademas:
L(rPs) = {ze€F,(z) : (2) >—rPs}U{0}

= {z€Fy(r) : vp(2) >0V P # Ps,vp,(2) > —r} U {0}

= {z€Fy(x) : vp(2) >0V P # P3, P # Py,vp (2) > 0,vp,(2) > —r} U{0}

{08 eky(a) : degg = dog f, e) = (0= 50 5 < rfUO)
{@q%yEFﬂ@‘d%ffT}Um}

Con esta descripcién, f(x) solamente puede ser un polinomio de grado a lo sumo r, y
obtenemos la base Bg.
La base Bg es menos evidente que BB7 pero se obtiene observando que cualquier com-

binacién lineal toma la forma:

1 1 :ao(:c—ﬁ)TjLal(x—ﬁ)“_l+~~~+ar
x—f (x —pB)r (x —pB) '

Como Bg y B tienen r+1 elementos y generan a £(r Ps), concluimos que son bases. [

ap + ay + - ta
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Con el siguiente resultado podremos reducir nuestro estudio al caso (iii), y clasificar
segun clases de equivalencia solamente los codigos sigma-ciclicos racionales de un punto

de la forma C.(D,rPy,).

Proposicién 4.2.6. Sea

1
€ PGLy(F,),
c d
de orden n. Entonces
d
€ PGLy(F,),
0 1

es de orden n, fija el punto oo y
C((i2)7a/>0vr) :C((gf),@_lyooﬁ)-

En otras palabras, dado un codigo AG sigma-ciclico racional sobre F,, de la forma Ce(D,rFy),

existe un diwisor D' de Fy(x) tal que
CE(D, T’P()) = Cg(D/, T’POO)

Demostracion. Sean

1 0 d c
A= y B=
c d 01
Notemos que |A| = |B| pues
. 1 0 , & oc(l+d+---+d!
e A D C )
c(l4+d+--+d™Y) & 0 1
Consideremos las érbitas [a]a = {ay,...,an} y [ s = {01,...,0,} con ; = o™ L.
Sean
11 1 11 ... 1
11 1
L L 4L 0 O ... 0O,
My = o%% aL% T y My=167 65 ... 62
11 L roogr r
L4 o6 ..o

Tenemos que M, es una matriz generadora del cédigo C(B,a™!, 00, 7) y, usando la base

Bg con § = 0, también tenemos que M es una matriz generadora del cédigo C (4, «, 0, 7).
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Si vemos que 6; = oz;l para ¢ = 1,...,n, entonces M; = M, y habremos probado que

los codigos indicados son iguales. Procedemos por induccion: por definicion, tenemos que

01 = a~' = a;'. Supongamos ahora que 6; = a; . Entonces
1 —C 91 — C
0i1=B7'0; = b =
0 d d
oy '—¢
- d
L=y
N dOéi
Ademas
d 0 dOéi
g =A""oy = Ty = ————.
Luego 0,1 = 04;11, como queriamos ver. n

Consideraremos ahora el caso (iii). Los automorfismos de Autg, (Fy(z)) que fijan el
lugar P, estan representados por matrices de PGLy(F,) que fijan el punto co € P'(F,).

Sabemos que tales matrices son de la forma

a b

0 d
Observacidn 4.2.7. La matriz (¢ %) € PGLy(F,) puede escribirse en PGLy(F,) como una
matriz de la forma (} 7%") donde &/ = —ba™' y o/ = da~'. Mediante estos representantes
de matrices en PGLy(FF,) que fijan el punto oo € P!(FF,) de la forma A = (} 7?) vamos
a obtener expresiones mas sencillas de las potencias de A~! y de ciertas matrices gene-

radoras para el cédigo C(A, a, 00, 7). Notemos que en tal caso, un representante de A~*

€s

a b
01

A7l =

En primer lugar, vamos a determinar la longitud n de C = C(A, o, 00,7) en relacién a
la matriz A, y luego vamos a determinar condiciones bajo las cuales se obtienen codigos
equivalentes.

Recordemos que la longitud n de C es | A], el orden de A en PGLy(F,). Pero |A] = |A7Y.
Veamos entonces qué podemos decir de |[A™!|, y por lo tanto de la longitud del cédigo a

estudiar.
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1 —b
Lema 4.2.8. Sean A = € PGLy(F,), con A# 1, y p = Char(F,), entonces el

a b
orden de A7 = en PGLy(F,) es:
01

p, sta=1

la|, sia#1

A =

donde |a| es el orden de a en el grupo multiplicativo F}.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que a = 1 (y como A # I, b # 0). Basta

notar que

1 mb
(A—l)m — 7
0 1

por lo que (A™H)™ = I si y solo si p|m. Luego |A| = p pues es el menor entero divisible
por p.

Supongamos ahora que a # 1. En este caso,

a™ bam—l

(A—l)m — a—1
0 1
De aqui, tomando m = |a| podemos deducir que (A™1)™ = I y como |a| es el menor
entero tal que a/?l = 1 tenemos que |[A™!| = |al. O

A continuacion, probaremos un resultado técnico que vamos a necesitar para encontrar
una expresion adecuada de la matriz generadora de C(A, v, 00, ), que nos permita obtener

conclusiones acerca de la equivalencia de ciertos codigos.

1
Lema 4.2.9. Sean [ # A = € PGLy(F,) una matriz de orden n, o € F, tal
0 a

que A~ a # o y consideremos a; = o y i1 = A7 ey para 1 < i < n— 1. Entonces para

todos 1 < j' < j <n se cumple que

!

a; —aj = (aa+b—a)a’ ! a'.
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a
Demostracién. Notemos que A~ = y:
1
a; = «
ay = aa+b

a3 = d’a+bla+1)

ay = ala+bla®+a+1)

=
En general, para 1 < j < n tenemos que o; = o ta+b E a', considerando que si j =1
i=0
el conjunto sobre el que sumamos es vacio y esa suma da cero.

Sean 1 < 7' < j < n, entonces:

j—2
_ 7j—1 b % j'—1 b A
o —apy = a o+ a —a - a
;o
= o ta(d 7’ )+ b E

i=j3'—1
j—j'—1

= & ta(a —1)+b Z gttt

j=j'—1
= & Ta(a? = 1)+ ba! ! Z a'
=0
j=j'-1 j=j'-1
= o 'a(a—1) ( Z ai> +b Z az]
i=0 i=0
Jj—=j'—1
= (aa+b—a)a? ! Z a’,
=0
como queriamos demostrar. O

Con el fin de demostrar que ciertos cédigos sigma-ciclicos son equivalentes, recordemos

algunos hechos que usaremos para tal fin:

1. SiG =71Py, L(G) ={f(z) € F 2] : deg f <r}U{0}. Ademds, una base de L(G)

es {1,z,2% ..., 2"}

2. SiD = P+ --+P,, entonces para cada  se tiene que P, = P,_,,, donde A7 oy # oy

vy g1 = Aoy para 1 <i<n— 1.
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3. C=Ce(D,G) =C(A,as,00,7) es un [n, kl-cédigo ciclico con n = |A| y k =r + 1.

Segun la conveniencia, usaremos tanto r como k. Una matriz generadora para C es:

11 ... 1

a1 Qo ... Qp

— 2 2 2
M - Oél 062 P O(n
T T T

ol ay ... ap

4. Dos [n, k]-c6digos son iguales si sus matrices generadoras poseen la misma forma

reducida por renglones.

5. Notar que toda submatriz cuadrada de M de tamano k X k es una matriz de

Vandermonde. Si V' es la matriz de Vandermonde generada por aq, . . ., ay, entonces

n

det(V) = [] (o5 — ).

i'g=1
J°<J

En particular, podemos escribir M = (V|U), donde V es de tamano k x k y U es
de tamano k X (n — k). De aqui, V"M = (I|W) con W = VU,

Vamos a mostrar que, fijada la dimension £ y fijado a € Fy, todos los codigos sigma-cicli-

cos generados por matrices de la forma A = de longitud |A| son equivalentes.
0 a
En el caso de a = 1 se descarta obviamente el caso b = 0.
. L 1 - .
Proposicién 4.2.10. Sean I # A = € PGLy(F,) una matriz de orden n,
0 a

a € F, tal que A7l a # o y consideremos o = a y iy = A o paral <i<mn—1.
Si 1 <k <n-—1, entonces todos los [n, k]-cddigos sigma-ciclicos que puedo generar con
matrices de la forma de A fijado el valor de a son iguales , independientemente de los

valores de b y a. En otras palabras,

1 —b 1 —by
C , 01, 00, T :C y V1, 00, T )
0 a 0 a

1 —b
siempre que # 1 parai=1,2, A ays # oy y Ay # .
0 a



4.2 Equivalencia monomial en el caso G = rPs 69

Demostracion. Vamos a demostrar que todas las matrices generadoras dentro de las po-
sibles tienen la misma forma reducida, independientemente de b y a.

Consideremos la matriz generadora, recordando que como G = r P, entonces k = r+1.

1 1 ... 1 1 o1
a1 Oy ... O O+ ... Oy
— 2 2 2 2 2 —
M=o} a2 ... a} o2, ... 2| = VerlUkxtnr)
T ‘s ‘s T ‘s
of o ...oap oy ... al

Como vimos anteriormente, podemos encontrar la forma reducida de M multiplicando
a izquierda por V~1: V-IM = (I|W) con W = V~1U. En principio, las entradas de la
matriz W podrian depender de a, by «, es decir que W = W (a, b, «). Nuestro objetivo es
mostrar que W = W (a). Sean U; y W; las columnas j-ésimas de U y W respectivamente.
Luego, V~'U; = W, y por lo tanto VW; = Uj. Esta tltima ecuacién matricial representa
un sistema de ecuaciones compatible determinado (pues det(V) # 0) del cual podemos

encontrar las incognitas w; utilizando la regla de Cramer. En tal caso, obtenemos que

- det(V) .
N
YT et (vy ST

donde V; es también una matriz de Vandermonde que se obtiene de reemplazar la columna

-ésima de V' por U;. Notemos que:

1 ... 1 1 | 1 ... 1 1 1 ... 1

ar ... O O OGyay ... O Q... Oy O Oggy ... O

V=_az ... a2, a2 a2, ... a2|. Vi=|az ... a2, o a%, ... a

o o A A e VA 1 of O P 8
Podemos ver que V es la matriz de Vandermonde generada por ay, ..., a, v V; es la matriz

de Vandermonde generada por i, ..., B, donde By = ay para todo £ # 1y f5; = a;.

Luego, sabiendo que j > k, tenemos que:

k

det(Vi) = ] (8~ 80)
0 =1
o<t
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k i—1
= ]I (w—ae) I (e—ap) [ (ej — )
1<t/ <<k 1=it1 =1

00

= H (e —ap) | | (=) H (o) — )

1< <t<k =1
0,0' 4 lFi

= ()" [ (cwe—ae) ][] (a5 — )

1<l <0<k =1
0,0/ £i Ui

y similarmente:

k i—1

det(V) = | | (o — aur) | | (o —ay) | | (v — )
1<t/ <0<k (=it =1
0,04

Luego, obtenemos lo siguiente:

det (V)
det(V)

0 I (=) [] (05 — )

1< <4<k )
0,0' 4 ¢

s

k i—1

[T (e—ae) I] (@ —a) [T (@i =)

1<V <<k {=i+1 /=1
00 £

i—1 k
e R
i — Oé —Oé
=1 f 0 7

Asi, por el Lema 4.2.9 obtenemos que

(1)t H(aa—l—b—a) DY ﬁ (aa +b—a)a S0 at
1 (aa + b — )a512131ats (aa+b—a)a112511 t

JSlt jslt
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J
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Jslt JSlt
_ sz SZHZ HZ
- 1 1
—8— t Slat

s=i+1 s=i+1 t=0

es decir

7 zslt szlt
t=0 @ sZiy1 2a=0 @

, i—1 j—s—1 at Zy s=1 .t
w = (_1)1: i ( —1)(k—i+1) H Z H
s=1

Por lo tanto las entradas wf de W solo dependen de a, es decir que W = W (a), como

queriamos demostrar. O

El resultado anterior establece que para cualquier matriz

1
A= € PGLy(F,),
0 a

de orden n > 1 existen dos posibilidades: si a # 1,

C(A’ Q, OO, 7”) - C(D(lv a)’ 7, OO, 7")

donde
1 0
D(1,a) = ,
0 a
ysia=1
C(A7 a, 00, T) = C(T, v, 00, T)a
donde
11
= (4.3)
01

En el caso a # 1, tenemos que 1 € F, no es un punto fijo de D(1,a) y entonces
C(A,a,00,7) =C(D(1,a),1,00,7).
En el caso a = 1 el tnico punto fijo de T" es oco. Luego
C(A,a,00,7) =C(T,1,00,7).

Notemos que, si la longitud es p = Char(F,), existe un tnico tipo de cédigos sigma-
ciclicos racionales de la forma C. (D, r Py,): aquellos de la forma C(T, o, 00, r), pues ningiin
elemento de [; puede tener orden p.

Veremos a continuacién que, salvo equivalencias, existe un unico codigo sigma-ciclico

racional de la forma C.(D,rPy) de una longitud y una dimensién dadas.



72 Codigos AG sigma-ciclicos racionales

Proposicioén 4.2.11. Sea ¢ € F, un elemento de orden n en el grupo multiplicativo IF.

Para cualquier matriz

1
A= € PGLy(F,),
0 a

de orden n y cualquier o € Fy, tal que A~ a # « se cumple que
C(A,a,00,1) ~ C(D(1,¢),1,00,7),
sia# 1,y
C(A,a,00,7) =C(T, 1,00,7),

sia =1, donde T estd dada por (4.3).
En otras palabras, sea ¢ € Fy de orden n # Char(F,) en el grupo multiplicativo ;. Si

sucede que o € Autg, (F,(z)) es de orden n y
(a) 0(Pe) = P,

(b) o(P) = Py1 paral < i <n—1vyo(P,) = P donde Py,...,P, son lugares

racionales de Fy(x),

entonces

Ce(Pr+ -+ Py,rPy) ~C(D(1,¢),1,00,7).

Mas aiin, si o € Auty, (Fq(z)) es de orden p = Char(F,) y las condiciones (a) y (b) se

cumplen para n = p, entonces
Ce(Pr+---+ Py,,rPy) =C(T,1,00,7).

Demostracion. La afirmacion para el caso a = 1 ya ha sido probada. Para el caso a # 1,
basta demostrar que si a; y ag son dos elementos de orden n en el grupo multiplicativo F7,
entonces

C(D(1,a1),1,00,7r) ~C(D(1,a2),1,00,7).

Sea ¢ = 1,2. Notemos que
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y una matriz generadora para C(D(1,a;),1,00,7) es de la forma

1 1 1 1

1 a a’? a" Y

1 a? at )
1 gD 201 D=1

i i “ e i

Ahora bien, la segunda fila es justamente el subgrupo ciclico de F; generado por a;, es
decir

(a;) = {l,ai,a?,... a1

Como ay y ap tienen el mismo orden, tenemos que (a;) = (aq) ([4, Teorema 7, pag. 58]).
Esto significa que la matriz generdora de C(D(1, aq), 1, 00, 1) puede obtenerde de la matriz

generadora de C(D(1,as), 1, 00,r) mediante permutacion de columnas.

Por lo tanto, C(D(1,ay),1,00,7) ~ C(D(1,as),1,00,r). ]

Si utilizamos los resutados que hemos desarrollado hasta aqui en esta seccién, estamos

en condiciones de enunciar uno de los resultados mas importantes de esta tesis.

Teorema 4.2.12. Salvo equivalencias, para cada par [n, k] de longitud y dimension posi-

bles, existe un tunico cddigo sigma-ciclico racional sobre F,, de la forma Cz(D,rPs), para

algin B € PY(F,).

Demostracion. El resultado es consecuencia directa de las Proposiciones 4.2.3, 4.2.6 y

4.2.11. [l

4.3. Equivalencia monomial en el caso G # rP;

En la secciéon previa solamente consideramos cédigos C. (D, G), con G = r P, para algin
lugar racional P. Ahora trataremos el caso en que deg G > 1.

Como un primer acercamiento a comprender los cédigos de interés en esta seccién,
podemos ver que, en realidad, cada cédigo Cz(D, G) de longitud n < g+ 1 se corresponde

mediante equivalencia con un cédigo de la forma C. (D, rP), para algin lugar racional P.
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Proposicion 4.3.1. Sean Py, ..., P, lugares racionales distintos, conn < q+ 1, y D,G
divisores tales que D = Py + -+ + P, y vg(FP;) = 0 para todo i, con 0 < degG < n,

entonces existen un lugar racional P ¢ {P, ..., P,} y un entero r tales que
Cg(D, G) ~ CL(D, T‘P).

Demostracion. En primer lugar, como n < ¢+ 1, y F,(x) posee ¢ + 1 lugares racionales,
sabemos que existe un lugar racional P ¢ {Py, ..., P,}. Ademas, por la Proposicién 2.3.2,
sabemos que la dimensién del cédigo Cz(D, G) es k = 1+ deg G. Consideremos el divisor
G’ = (k — 1) P, entonces resulta que deg(G' — G) = 0.

Por el Teorema 1.5.17, obtenemos que ¢(G' — G) = 1. Luego, G’ — G es un divisor de
grado 0 y dimension 1. Asi, por el Corolario 1.4.10, obtenemos que G' — G es un divisor
principal, o dicho de otra manera, que G’ ~ G, es decir que son divisores equivalentes.

Luego, por la Proposicién 2.2.14 de [16] tenemos que Cz(D,G) ~g Cz(D,G’). Como
~g es una equivalencia mas fuerte que ~, obtenemos que C.(D,G) ~ C.(D,G’), con

G = (k—1)P. m

Si consideramos codigos sigma-ciclicos provenientes de automorfismos que dejan fijo al

menos un lugar racional, la proposicion anterior nos brinda lo siguiente:

Corolario 4.3.2. Sea 0 € Autg, (Fy(x)) tal que o(P) = P para al menos un lugar
racional P y sea G cualquier divisor fijo por o de grado r. Sea D = P, + --- + P, un

divisor formado por lugares racionales que o mueve ciclicamente. Entonces
Ce(D,G) ~Cr(D,rP).
Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposiciéon 4.3.1. O]

Consideremos ahora cédigos racionales sigma-ciclicos de longitud ¢ 4 1 sobre F,,.

Sean Py, P, ..., Py todos los lugares racionales de IF, y sean 01, 03 € Autg, (IF,(x)) dos
automorfismos que mueven ciclicamente los ¢ + 1 lugares en algiin orden. Como podemos
intercambiar posiciones en palabras cédigo para obtener cédigos equivalentes, podemos
suponer que 0;(P;) = Piy1 msd ¢+1 para todos j, 4. Por el mismo motivo, podemos asumir

por ejemplo que P, = P, el polo de z.
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Sea D = Py + --- + Py y supongamos que 0; € Autpg,(F,(x)) para cada j, con
divisores GG1, G5 que sean del mismo grado, digamos deg G; = deg GGy = r. Asi, podemos
construir dos cédigos sigma-ciclicos C; = Cz(D, Gy), para j = 1, 2.

Ahora bien, notemos que el divisor G’ = P4 es un divisor de grado r, y entonces G' -G
es un divisor de grado 0. Usando el Teorema 1.5.17 y el Corolario 1.4.10, obtenemos que
G’ ~ G; para cada j, y por transitividad en la relacién de equivalencia obtenemos que
G1 ~ (5. Luego, por el Corolario 4.1.10, obtenemos que C; ~ Cs.

Con lo anterior, hemos demostrado:

Proposicién 4.3.3. Fijada la dimension, todos los cddigos sigma-ciclicos de longitud

q + 1 son equivalentes.

Ademas, utilizando el mismo argumento, obtenemos el siguiente resultado que abarca

automorfismos que no fijan ningin lugar racional.

Proposicién 4.3.4. Sean 0 € Autg, (Fy(z)), o € PY(F,) tal que A ' # o, donde A es
la matriz asociada a o y D el divisor que surge de considerar los lugares asociados a la
orbita [a]a. Si Gy, Gy son dos divisores del mismo grado, tales que vp,(G;) = 0 para todos
i,7, y o(G;) = G; para cada j, entonces los codigos sigma-ciclicos resultan equivalentes,

es decir:

Ce(D,Gy) ~ Cre(D, Ga).

Hasta el momento, somos capaces de determinar que, fijadas la longitud n y la dimen-

sion k, existe un unico codigo sigma-ciclico, salvo equivalencias, en los siguientes casos:
= cuando el automorfismo asociado fija algin lugar racional,
= y cuandon =q+ 1.

Asi, resulta que no hemos abordado ain el caso en que ningun lugar racional queda fijo
y n < q+ 1, es decir que n|g + 1.

Motivados por entender o conjeturar cuantos codigos sigma-ciclicos no equivalentes
existen de aquellos que no estan comprendidos en los resultados tedricos, realizamos
experimentos numéricos para comprobar computacionalmente equivalencia de codigos

sigma-ciclicos generados con divisores G = (), donde ) es un lugar no racional de F (x), y
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la longitud n es un divisor propio de g+ 1. Ademads, resumimos en una tabla las cantidades
de codigos distintos y de cédigos no equivalentes que existen, de dimensién 3, para los
valores indicados de ¢ y n. Vale la pena destacar que, cuando se indique, la cantidad
de codigos no equivalentes puede referirse a que son no equivalentes por permutaciones,
pues la complejidad computacional para determinar equivalencia monomial no siempre
nos permite analizarla. En cambio, contamos con rutinas optimizadas para determinar

rapidamente equivalencia permutacional.

1. Fijado g, construimos el cuerpo finito F,, el anillo de polinomios con coeficientes en

F, y el cuerpo de funciones racionales sobre F,.

2. Formamos PMI,, el conjunto de los polinomios monicos irreducibles de grado 2, el
cual sirve para construir el subconjunto IMS del conjunto GLy(F,). IMS contiene a

las matrices de GLy(IF;) que no fijan lugar racional alguno.

3. PMI, también es utilizado para considerar lugares de grado 2 en el cuerpo de

funciones, y obtener cédigos de dimension k = 3.

4. Si queremos considerar lugares de grado k — 1, para un entero k fijo, determinamos
el conjunto PMI;_; de polinomios ménicos irreducibles de grado & —1 sobre F,, con

el fin de estudiar cédigos de dimension k.

5. Calculamos los drdenes de las matrices de IMS como elementos de PGLy(F,), ¥y
consideramos el conjunto N de todos los érdenes n que cumplen que n < ¢+ 1y

n|q + 1 (divisores propios de ¢ + 1).

6. Para cada n € N, realizamos lo siguiente (notar que en este paso ya quedan fijos n

y k, que son la longitud y la dimensién de los c6digos que vamos a construir):

a) Definimos una lista MATGEN en la cual pondremos las matrices generadoras

de cédigos de longitud n y dimension k.

b) Para cada matriz A € IMS de orden n, calculamos sus drbitas y los lugares de
grado k — 1 que fija el automorfismo o asociado a A. Para cada 6rbita [a]

y cada lugar fijo @), obtenemos la matriz generadora M del cédigo C(D, G),
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donde D es el divisor obtenido de la érbita [a]4 y G = Q. Agregamos la
matriz M a la lista MATGEN.

Buscamos las formas reducidas por filas de todas las matrices de MATGEN,
para ver cuantos codigos diferentes, pero quizas equivalentes, hay. Recordemos
que si dos matrices distintas tienen la misma reduccion, entonces los cédigos

generados son exactamente el mismo codigo.

Comparamos todos los codigos asociados a las matrices de MATGEN para des-
cartar aquellas matrices que generan codigos equivalentes por permutaciones, y

contamos la cantidad de cédigos no equivalentes por permutaciones obtenida.

Si existe un unico c6digo no equivalente por permutaciones, entonces existe
un unico cédigo no equivalente en el sentido monomial. Si no, es decir, si hay
mas de un codigo no equivalente por permutaciones, debemos chequear si son

o no monomialmente equivalentes.

Si sucede que existe mas de un cédigo monomialmente no equivalente, impri-

mimos las matrices generadoras de los mismos.

Dependiendo de los valores de ¢ y n, puede suceder que no podamos chequear
equivalencia monomial, ya que no existe una rutina para ello, y nuestro algor-
timo lo hace por fuerza bruta. En tales casos nos quedamos con las matrices

de los codigos no equivalentes por permutaciones.

Debido a la diferencia de complejidad computacional que surge dependiendo de si g es o

no un nimero primo, hemos escrito dos algoritmos. Tales algoritmos pueden encontrarse

en el siguiente enlace:

https://github.com/cabanagusti/Algoritmos-de-Tesis-Cabana.git

A continuacién, resumimos en una tabla la informacién obtenida, trabajando con di-

visores (G

= () para lugares () de grado 2, por lo que los cédigos serdn de dimension 3.
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q | n | Cantidad de codigos distintos | Cantidad de codigos no equivalentes
714 1 1
915 20 2
111 4 1 1
6 1 1
1317 3 1
171 6 1 1
9 3 1
191 4 1 1
5 2 1
10 2 1
23 | 4 1 1
6 1 1
8 2 1
12 2 1
25 | 13 156 2 no equivalentes por permutaciones
27 | 4 28 2
7 84 2 no equivalentes por permutaciones
14 84 2 no equivalentes por permutaciones
291 5 2 1
6 1 1
10 2 1
15 4 1
31| 4 1 1
8 2 1
16 4 1

Ahora, listaremos las matrices generadoras de cédigos no equivalentes en los casos en
los que hay més de un cédigo no equivalente. Denotaremos con [ a la matriz identidad

de orden 3.
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» Fy = F3[a] con a raiz de y*> + 2y + 2 y n = 5. Hay 2 cdédigos monomialmente no

equivalentes, con matrices generadoras de la forma M = (I|M):

2 2a 2a 1
Mi=\|a+1 2a+2|yMi=1]|a 0
20+1 2a+2 1 0

» Fy5 = F5[a] con a raiz de y*>+4y+2 y n = 13. Hay 2 c6digos no equivalentes por permu-
taciones, con matrices generadoras de la forma M = ([|M;), donde M; es cualquiera

de las siguientes:

3a+1 a+4 1 4a+2 4 2a+ 4 4 da+2 1 a+4
4da+1 4a+1 0 1 a-+ 2 2 2a 3a+2 2a 2 ,
3a+4 1 0 a+3 4a 3a 3a+2 3a+2 3a 4a

da+2 a+1 4da+1 3a a+4 a+3 a-+4 3a¢ 4a+1 a-+1
3a+ 3 2 4a+1 3a+1 2a+1 a 3a+4 a+2 a+1 a+3
3a+1 4a+3 2a+4 4a 20+1 3a+3 a+3 a+14 4 3a+ 2

» Fy; = F3fa] con a raiz de y> + 2y + 1 y n = 4. Hay 2 cédigos monomialmente no

equivalentes, con matrices generadoras:

1 00 a®+2a+2 1 001
010 a?+a yl10 1 0 0
00 1 a? + 2 0010

» Fy; = Fsla] con a raiz de > + 2y + 1 y n = 7. Hay 2 cdédigos no equivalentes por

permutaciones, con matrices generadoras de la forma M = (I|M;):

20> +a+1 a 2a% + 2a + 2 a
Mi=1d*4+a+2 a*+2a+2 2a*+2 2a+2]|y
a+1 2a% + 2 20% +a 2

a—+1 20 +a+1 1 2a®>+a+1
Mi=1la*+2a+2 a*+2a+2 0 1
2a° +1 1 0 a*+2a+2
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» Fy; = F3fa] con a raiz de y® + 2y + 1 y n = 14. Hay 2 c6digos no equivalentes por

permutaciones, con matrices generadoras de la forma M = (I|M;|M,):

a’+ 2 a2+a+2 1 2d®>+2a 2a? 2
My=12a>+2a+1 2a*>4+2a+1 0 1 a?+2a+2 2d*+a
a+1 1 0 a®+a a+2 a4+ 2a+2

2 2a> 2a% + 2a 1 a+a+2

My =|2d*+a+1 2a 2a 2a° +a+1 2a% + a

a?+2a+1 a®>4+a+1 a>+2a+1 a*>+2a+2 a+ 2

a-+2 202 +a+1 202 + 1 202 +2a + 1 a? + 2a

y M =1|2a®>+2a+1 2a% + 1 a?+2a+1 2a*+a+1 2
a?+1 2a% + 2a + 2 a—+2 2a% + 2 20> +a+2
a?+2 a’?+2 a®>+2a 2a*+2a+1 2ad*2+1 202 +a+1
My=1a’>+2 a®> 2d®>+a+2 2a% 4 2 a+2 2a% + 2a + 2
a? a® + 2 2 20> +a+1 a’>+2a+1 2a% + 1

La evidencia computacional parece sugerir que la cantidad de cédigos sigma-ciclicos es

baja, atin en los casos que no pudimos desarrollar teéricamente.




Conclusiones y trabajo futuro

La presente tesis se enmarco dentro de la teoria de codigos, més precisamente estudia-
mos codigos algebraico-geométricos ciclicos y logramos avances originales significativos
para comprender propiedades estructurales de estos codigos, especialmente dentro de los
cddigos algebraico-geométricos racionales.

En primera instancia, encontramos condiciones para construir cédigos algebraico-geométri-
cos ciclicos en el contexto de cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos finitos, F//F,
mediante el uso del grupo de automorfismos Autg, (F'). Para ello, disenamos el método sig-
ma, que nos permitio construir tales cédigos, a los que nombramos codigos sigma-ciclicos,
y desarrollamos ejemplos de aplicacion del método.

Ademas de considerar dichas construcciones en cuerpos de funciones, desarrollamos re-
sultados y ejemplos de codigos algebraico-geométricos ciclicos construidos en extensiones
F'/F de cuerpos de funciones, lo que puede ser de suma importancia al momento de
intentar construir sucesiones de codigos ciclicos.

Finalmente, focalizamos nuestro estudio en cddigos algebraico-geométricos ciclicos ra-
cionales, es decir, aquellos construidos sobre cuerpos de funciones racionales F' = FF(z).
En este contexto, logramos clasificar una familia de codigos sigma-ciclicos muy usada en la
literatura, mediante la denominada equivalencia monomial. Ademas, realizamos ejemplos
computacionales para contemplar aquellos casos no abordados teéricamente.

Los resultados mas importantes que hemos podido demostrar, son los siguientes:

= Lema 3.1.5: Sean Pj,..., P, lugares racionales diferentes de un cuerpo de funciones
F sobre F,, y G un divisor tal que vp,(G) = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Consideremos

D = P, +--- 4 P, y supongamos que existe o € Autp ¢(F') tal que

O'(Pl):PQ, ...,O'(Pn_l):Pn, O'(Pn)zpl
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Entonces C(D, G) es un cédigo AG ciclico, el orden de o como elemento de Autg, (F)

es divisible por n y ademés n es el menor entero positivo que satisface o™ (P;) = P;.

= Proposicién 3.4.1: Sean F”/F una extensién ciclica de grado m de cuerpos de funciones
sobre IF,. Sea P un lugar de F' y sean P, ..., P, todos los lugares de F’ que estan arriba
de P. Entonces n divide a m y para cualquier generador o de Gal(F’/F’) tenemos que

la orbita de P; es

[Pl]a:{Pl,...,Pn}.

Maés aun, sea (Q # P un lugar de F' y sea G = Q1 + -+ + @ un divisor de F’
formado por todos los lugares de F’ que estdn arriba de @). Entonces o(G) = G y
sop(G) Nsop(D) =, donde D = P + --- + P,. En particular, si cada P; es racional,

entonces Cz(D, G) es un cédigo sigma-ciclico.

» Corolario 3.4.4: Sea F'/F una extensiéon de Galois de grado n de cuerpos de funciones
sobre F,. Sean P, ..., P, diferentes lugares de F’. Supongamos que (3.5) se cumple
con los lugares Py,..., P, para algin o € Gal(F’/F). Entonces la extension F'/F es
ciclica, o genera a Gal(F'/F), y existe un lugar P € P(F') que se descompone en I’ en
los lugares Py, ..., P,. Reciprocamente, si F'/F es ciclica y algin lugar P € P(F) se
descompone en F” en los lugares P, . .., P,, entonces (3.5) se cumple para esos lugares

y cualquier generador o de Gal(F'/F).

» Teorema 3.4.6: Sea [’ un cuerpo de funciones sobre F, que contiene al cuerpo de
funciones racionales F (). Sean P, ..., P, diferentes lugares de F. Sea 0 € Autg, (F)

un automorfismo de orden m que satisface (3.5). Entonces:

1. n divide a m.

2. Existen un divisor k& de n, un entero positivo d que divide tanto a m/k como a n
y un cuerpo de funciones E sobre F, tales que F,(z) C E C F'y F/E es ciclica.
Ademas, existen lugares )1, ...,Qs de E que se descomponen completamente en

F en los lugares Py, ..., P,.
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3. Sean y € F tal que F' = F,(z,y) y G = (o) el subgrupo generado por o de
Autp, (F). Si sucede que ax +y ¢ F¢ para todo a € F,, entonces la extensién

ciclica F'/E obtenida en el inciso anterior cumple que £ C F.

= Teorema 3.5.1: Siu € L(G) y degu < g7, existe uy, € L(G) que satisface (3.10).

» Corolario 3.5.3: Si deg L = 1, para cada u € L(G) existe ur, € L(G) que satisface

(3.10). En consecuencia, C es ciclico.

» Proposicién 3.5.6: Sea o € Aut(F) tal que 0(FP;) = Pi—1 meany 0(G) =G.Siu € L(G)

y deguy < n, entonces u, = ur, donde u, = o~ (u).

» Teorema 4.2.12: Salvo equivalencias, para cada par [n, k] de longitud y dimensién po-
sibles, existe un unico cédigo sigma-ciclico racional sobre F,, de la forma C.(D, rPs),

para 3 € P}(F,).

Vale la pena mencionar que estudiar cédigos algebraico-geométricos ciclicos es muy
interesante porque hay mucho atun por investigar. Una lista no exhaustiva de problemas

que queremos resolver en el futuro es la siguiente:

= Obtener otra manera sistematica de construir cédigos AG ciclicos, sin usar auto-

morfismos.

» Estudiar la ramificacién de lugares en una torre de cuerpos de funciones con la
intencién de construir un cédigo AG ciclico en cada paso de la torre y analizar los

parametros relativos de tal sucesion de cédigos.
= Lograr una clasificacion completa de cédigos sigma-ciclicos racionales.

= Utilizar una combinacién del método sigma con el polinomio interpolador de La-

grange para estudiar codigos AG en cuerpos de funciones no racionales.






Bibliografia

1]

[9]

N. Aydin, J. Lambrinos, and O. VandenBerg. On equivalence of cyclic codes, ge-
neralization of a quasi-twisted search algorithm, and new linear codes. Des. Codes

Cryptogr., 87(10):2199-2212, 2019.

G. Cabana, M. Chara, R. Podestd, and R. Toledano. On cyclic algebraic-geometry
codes. Finite Fields Appl., 82:Paper No. 102064, 2022.

M. Chara, R. Podestd, and R. Toledano. Block transitive codes attaining the
Tsfasman-Vladut-Zink bound. Des. Codes Cryptogr., 88(6):1227-1253, 2020.

D. S. Dummit and R. M. Foote. Abstract algebra. John Wiley & Sons, Inc., Hoboken,
NJ, third edition, 2004.

K. Guenda and T. A. Gulliver. On the equivalence of cyclic and quasi-cyclic codes

over finite fields. J. Algebra Comb. Discrete Struct. Appl., 4(3):261-269, 2017.

D. Hachenberger, H. Niederreiter, and C. Xing. Function-field codes. Appl. Algebra
Engrg. Comm. Comput., 19(3):201-211, 2008.

J. W. P. Hirschfeld, G. Korchmaros, and F. Torres. Algebraic curves over a finite field.
Princeton Series in Applied Mathematics. Princeton University Press, Princeton, NJ,

2008.

A. Lépez, D. Maisner, E. Nart, and X. Xarles. Orbits of Galois invariant n-sets of
P! under the action of PGLsy. Finite Fields Appl., 8(2):193-206, 2002.

A. Lépez and E. Nart. Classification of Goppa codes of genus zero. J. Reine Angew.
Math., 517:131-144, 1999.



86

BIBLIOGRAFIA

[10]

[11]

[12]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

F. J. MacWilliams and N. J. A. Sloane. The theory of error-correcting codes. North-
Holland Publishing Co., Amsterdam-New York-Oxford, 1977. North-Holland Mathe-
matical Library, Vol. 16.

Y. Manin. What is the maximum number of points on a curve over F5? J. Fac. Sci.

Univ. Tokyo Sect. IA Math., 28(3):715-720 (1982), 1981.

C. Munuera and R. Pellikaan. Equality of geometric Goppa codes and equivalence

of divisors. J. Pure Appl. Algebra, 90(3):229-252, 1993.

C. E. Shannon. A mathematical theory of communication. Bell System Tech. J.,

27:379-423, 623-656, 1948.

H. Stichtenoth. On automorphisms of geometric Goppa codes. J. Algebra,
130(1):113-121, 1990.

H. Stichtenoth. Transitive and self-dual codes attaining the Tsfasman-Vladut-Zink
bound. [EEFE Trans. Inform. Theory, 52(5):2218-2224, 2006.

H. Stichtenoth. Algebraic function fields and codes, volume 254 of Graduate Texts

in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, second edition, 2009.

M. Tsfasman, S. Vladut, and D. Nogin. Algebraic geometric codes: basic notions,
volume 139 of Mathematical Surveys and Monographs. American Mathematical So-

ciety, Providence, RI, 2007.

M. Tsfasman, S. Vladut, and T. Zink. Modular curves, Shimura curves, and Goppa

codes, better than Varshamov-Gilbert bound. Math. Nachr., 109:21-28, 1982.

M. A. Tsfasman and S. G. Vladut. Algebraic-geometric codes, volume 58 of Mathe-
matics and its Applications (Soviet Series). Kluwer Academic Publishers Group,

Dordrecht, 1991. Translated from the Russian by the authors.



Indice alfabético

Adel, 14 Diferencial de Weil, 15
principal, 14 Divisor de un, 16
Anillo de valuacién, 4 regular u holomorfo, 16

Distancia de Hamming, 21

Ceros y polos, 7 Divisor, 10

Cota de Singleton, 23 de ceros, 11

Cuerpo de clases residuales, 7 de polos, 11

Cuerpo de funciones, 3 efectivo, 10
Género de un, 13 grado de un, 10
racionales, 4 primo, 10

Cédigo, 21 principal, 11
auto-dual, 22 soporte de un, 10

auto-ortogonal, 22
de Reed-Solomon, 24
dual, 22

Equivalencia de cédigos, 23, 53
Espacio de adeles, 14

Extension de cuerpos de funciones, 17
L—CfChCO, 76 finita. 17

Matriz de paridad de un, 23 por cuerpo de constantes, 17

Matriz generadora de un, 22

MDS, 23 Grado de inercia, 18

. L Grupo de divisores, 10
sigma-ciclico, 35

L. Grupo de clases, 11
Codigo AG, 25

. ) ) orden parcial en el, 10
Distancia designada de un, 26

principales, 11
Matriz generadora de un, 25

Codigo AG racional, 26 Lugar, 5
Codigo RSG, 28 grado de un, 7



38 INDICE ALFABETICO

racional, 7

Método Sigma, 36
Médulo de diferenciales de Weil, 15

Peso de Hamming, 21

Riemann
Teorema de, 13

Riemann-Roch
Dimension de un espacio de, 12
espacio de, 11

Teorema de, 16

Valuacién discreta, 5

asociada a P, 6

Indice de especialidad, 14

Indice de ramificacion, 18






