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Dr. Ćıcero Carvalho Dr. Guillermo Matera Dra. Luciane Quoos

Año de presentación: 2022





A Alcides, Coco, Daysi,

Dora, Ernesto y Gordo.





Agradecimientos

Quiero agradecer de corazón a todas las personas e instituciones que hicieron posible,

directa e indirectamente, la concreción de esta tesis. Partiendo del Jard́ın de Infantes
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dirigentes, y además aprend́ı que son muchas las piezas que deben funcionar de manera

perfecta para que un plan funcione.

A la Universidad Nacional del Litoral, la Facultad de Ciencias Económicas y la Facultad
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a Ćıcero, Guillermo y Luciane por leer y evaluar este trabajo, y por los comentarios

constructivos que me hicieron acerca de la tesis.

Gracias a todas las personas que no he nombrado pero igualmente fueron y son impor-

tantes para mi. Si estás leyendo esto, gracias.
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4. Códigos AG sigma-ćıclicos racionales 53

4.1. Definiciones y propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2. Equivalencia monomial en el caso G = rPβ . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.3. Equivalencia monomial en el caso G 6= rPβ . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Conclusiones y trabajo futuro 81



Resumen

La presente tesis se enmarca dentro de la teoŕıa de códigos, más precisamente estudia-

mos códigos algebraico-geométricos ćıclicos y logramos avances originales significativos

para comprender propiedades estructurales de estos códigos, especialmente dentro de los

códigos algebraico-geométricos racionales.

Usando como base el lenguaje de cuerpos de funciones desarrollado en el libro Algebraic

Function Fields and Codes, de Henning Stichtenoth [16], que es bibliograf́ıa de referencia

en el área (ver también [10,17,19]), iniciamos el estudio de códigos algebraico-geométricos

ćıclicos y brindamos respuestas a los siguientes problemas:

Construir códigos algebraico-geométricos ćıclicos.

Clasificar códigos algebraico-geométricos ćıclicos racionales, según la equivalencia

monomial.

Primero nos centramos en entender la estructura de los códigos algebraico-geométricos

ćıclicos en el contexto de cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos finitos, F/Fq, y

luego tuvimos la necesidad de encontrar un método para construir tales códigos. En el

caso general, pudimos hacerlo mediante el uso del grupo de automorfismos AutFq
(F ). Para

ello, diseñamos un método, al cual llamamos método sigma, que nos permite construir

tales códigos, y desarrollamos ejemplos de aplicación del método. Denominamos como

códigos sigma-ćıclicos a los códigos obtenidos con el método sigma. Un art́ıculo importante

relacionado al análisis de automorfismos de códigos es [14].

Además de considerar dichas construcciones en cuerpos de funciones, desarrollamos

resultados y ejemplos de códigos algebraico-geométricos ćıclicos construidos en extensio-
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nes F ′/F de cuerpos de funciones, lo que puede ser de suma importancia al momento de

intentar construir sucesiones de códigos ćıclicos, como puede verse en [3, 15, 18].

También presentamos otra manera de hallar códigos ćıclicos, en este caso racionales,

usando polinomios interpoladores de Lagrange, siguiendo el esṕıritu mostrado en [6]. Esto

dió origen a los códigos L-ćıclicos y nos condujo a analizar la relación que puede existir

entre códigos sigma-ćıclicos y códigos L-ćıclicos sobre cuerpos de funciones racionales.

Después de dar respuesta al problema de construcción de códigos algebraico-geométri-

cos ćıclicos, nos enfocamos en estudiar la equivalencia monomial en el caso de códigos

sigma-ćıclicos racionales, siguiendo la idea de López y Nart dada en [9].

En su trabajo, López y Nart estudian los denominados códigos de Reed-Solomon Gene-

ralizados, o simplemente códigos RSG, y logran realizar una clasificación según clases de

equivalencia de tales códigos. Este trabajo nos motivó a intentar realizar tal clasificación

considerando la familia de códigos ćıclicos. El problema de identificar códigos ćıclicos

equivalentes fue tratado también en, por ejemplo, los art́ıculos [1,5], mientras que en [12]

se estudia, no la equivalencia, sino la igualdad de códigos en el caso general.

Con respecto al problema de la equivalencia, consideramos códigos sigma-ćıclicos ra-

cionales CL(D,G), con divisores G de un solo punto, es decir, G = rP para un lugar P y

un número natural r. Si P es un lugar racional cualquiera, probamos que existe un único

código sigma-ćıclico, salvo equivalencias, para cada longitud y dimensión fijas. Si P no es

racional, en algunos casos pudimos reducir el problema a lo ya demostrado y, en otros,

realizamos experimentos computacionales para obtener información al respecto.

Parte de lo desarrollado en esta tesis se encuentra publicado en la revista Finite Fields

and Their Applications [2].



Introducción

Motivación

Puede decirse que la teoŕıa clásica de códigos comienza en 1948 con el trabajo [13]

de Shannon, donde se muestra que a todo canal de comunicación con ruido se le puede

asignar un número, llamado capacidad del canal, y que ésta se relaciona con el tipo de

herramientas que se pueden usar para evitar transmitir mensajes erróneos. A partir de

este trabajo, se comenzaron a desarrollar fundamentos matemáticos que luego seŕıan la

base de las implementaciones prácticas que permitieron, efectivamente, colaborar en la

detección y corrección de errores en la transmisión de información.

Dentro de los códigos usados en la industria, adquirieron una gran relevancia ciertas

clases particulares de códigos ćıclicos, como los códigos de Reed-Solomon y los códigos

BCH, debido a sus capacidades de corrección y a la sencillez de su implementación.

En 1981, Manin muestra en [11] que existe una función αq que involucra a los denomi-

nados parámetros relativos y que brinda información de suma importancia respecto a los

códigos que se obtienen a partir de usar como alfabeto al cuerpo finito con q elementos, Fq.

Sin embargo αq resulta ser una función que no podemos explicitar.

Dentro de la teoŕıa clásica de códigos fue posible obtener ciertas cotas inferiores y

superiores para αq. Pero, sin dudas, la cota más importante proviene del trabajo [18]

de Tsfasman, Vlăduţ y Zink, que requiere de la utilización de los denominados códigos

algebraico-geométricos, construidos dentro del contexto de cuerpos de funciones o de

curvas algebraicas, motivo por el cual los códigos algebraico-geométricos adquieren gran

popularidad.

Aśı, es de gran interés estudiar códigos algebraico-geométricos ćıclicos, para combinar

todas las bondades de los códigos ćıclicos con las de los códigos algebraico-geométricos.
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Objeto de estudio, problemas y antecedentes

El objeto de estudio de esta tesis está formado por los códigos algebraico-geométri-

cos ćıclicos. Estamos interesados en entender su estructura y en sistematizar formas de

identificarlos o construirlos.

La definición clásica de código de bloque sobre un cuerpo finito Fq indica que un

código C de longitud n es un subespacio vectorial de Fn
q . Decimos que C es ćıclico si es

cerrado por permutaciones ćıclicas de sus coordenadas, es decir, si (c1, c2, c3, . . . , cn) ∈ C,

entonces debe suceder que (c2, c3, . . . , cn, c1) ∈ C.

Dentro de la teoŕıa clásica de códigos, construir códigos ćıclicos de longitud n sobre Fq

consiste simplemente en considerar un polinomio mónico g que divida a xn − 1, y usar el

ideal 〈g〉 del anillo Fq[x]/〈x
n − 1〉 para obtener el código ćıclico

C =
{

(c0, c1, c2, . . . , cn−1) : c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cn−1x

n−1 ∈ 〈g〉
}

.

En nuestro caso, usamos la teoŕıa de cuerpos de funciones para construir códigos

C = CL(D,G) = {(z(P1), z(P2), . . . , z(Pn)) : z ∈ L(G)} ,

donde D y G son divisores con soportes disjuntos tales que D = P1 + P2 + · · · + Pn

está formado por n lugares racionales distintos, y L(G) es el espacio de Riemann-Roch

asociado al divisor G dado por

L(G) = {z ∈ F : (z) +G ≥ 0} ∪ {0} .

En este contexto, C es ćıclico si y solo si

(u(P2), u(P3), . . . , u(Pn), u(P1)) ∈ C ∀ (u(P1), . . . , u(Pn)) ∈ C.

Luego, (u(P2), u(P3), . . . , u(Pn), u(P1)) ∈ C si y solo si existe v ∈ L(G) tal que

(u(P2), u(P3), . . . , u(Pn), u(P1)) = (v(P1), v(P2), . . . , v(Pn−1), v(Pn)).
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Aśı, podemos determinar que C es ćıclico si para cada u ∈ L(G) hallamos un elemen-

to v ∈ L(G), que satisfaga el siguiente sistema:










































v(P1) = u(P2),

v(P2) = u(P3),
...

v(Pn−1) = u(Pn),

v(Pn) = u(P1).

(1)

Luego, el problema de construir códigos ćıclicos queda reducido a determinar cómo y

cuándo podemos encontrar, para cada u ∈ L(G), un elemento v ∈ L(G) satisfaciendo (1).

Respecto a este problema, una manera de resolverlo consiste en trabajar con el grupo

de automorfismos AutFq
(F ), como lo haremos a lo largo de casi todo el Caṕıtulo 3 (Sec-

ciones 3.1 a 3.4). Otra manera, pero que solo será aplicable al caso de cuerpos de funciones

racionales, consiste en utilizar polinomios interpoladores de Lagrange (Sección 3.5).

Una vez resuelto el problema de construir códigos algebraico-geométricos ćıclicos, nos

interesa determinar cuántos códigos no equivalentes podemos obtener, para lo cual, en

esta tesis, consideramos la equivalencia monomial. Este problema es de suma importancia

por estar relacionado con el problema de determinar si la familia de códigos ćıclicos es

asintóticamente buena, lo que aún se encuentra sin respuesta.

Relacionado a este problema de códigos equivalentes pudimos dar respuestas, a lo largo

del Caṕıtulo 4, en el contexto de códigos racionales, y con divisores G de un solo punto,

es decir, cuyo soporte tiene un solo lugar. En este caso, usamos fuertemente propiedades

de los cuerpos de funciones racionales y también que el grupo AutFq
(Fq(x)) es isomorfo

a PGL2(Fq).

Resumiendo, los dos grandes problemas a los que nos enfrentamos en esta tesis son:

Construir códigos algebraico-geométricos ćıclicos.

Clasificar códigos algebraico-geométricos ćıclicos racionales, según la equivalencia

monomial.

Con respecto al problema de construir códigos ćıclicos en nuestro contexto de cuerpos de

funciones, no hay trabajos previos directamente relacionados. Los trabajos más cercanos
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son [15], donde se estudian códigos transitivos y autoduales, y [3], donde se estudian

códigos transitivos por bloques.

Lo mismo sucede con el problema de clasificar códigos según clases de equivalencias, pe-

ro vale la pena destacar algunos art́ıculos relacionados, donde diferentes autores trabajan

con el enfoque clásico de códigos.

En [1] se analiza la equivalencia de códigos ćıclicos en base a los polinomios generadores

y usando isometŕıas. También se relacionan códigos ćıclicos de longitud n con códigos

ćıclicos de longitud nm, con un mismo generador g, ya que si g divide a xn − 1, también

divide a xnm − 1. Además, se tratan los llamados códigos constaćıclicos, que surgen de

considerar divisores g de xn − a para a ∈ Fq no nulo.

En [5] se estudió la equivalencia de códigos ćıclicos de longitudes pr, donde p es un

número primo y r es un número natural. En este caso el enfoque es desde la teoŕıa

de grupos, mediante el uso de p-subgrupos de Sylow de los grupos de automorfismos

asociados a los códigos que se quieren comparar.

En [9] López y Nart no se enfocan en códigos ćıclicos sino que trabajan con códigos

racionales en general, considerando solamente divisores G = rP∞. Deducen que la can-

tidad de códigos no equivalentes de longitud n se relaciona con el conteo de órbitas de

longitud n, y realizan un trabajo combinatorio para obtener los resultados buscados.

En general, ni los trabajos antes mencionados, ni otros trabajos del área, utilizan

nuestro enfoque de cuerpos de funciones y nuestra construcción de códigos sigma-ćıclicos

al momento de intentar determinar equivalencia de códigos ćıclicos.

Organización del texto

La tesis se separa en dos partes. Por un lado, encontraremos los Preliminares y,

por otro, lo que corresponde al Trabajo original. En Preliminares brindaremos las

bases necesarias de cuerpos de funciones (Caṕıtulo 1) y de códigos algebraico-geométricos

(Caṕıtulo 2), mientras que en la segunda parte desarrollaremos el trabajo original que

sustenta esta tesis, estudiando por un lado códigos algebraico-geométricos ćıclicos en

general (Caṕıtulo 3), y códigos algebraico-geométricos ćıclicos racionales en particular

(Caṕıtulo 4). Para tener en claro la notación y el lenguaje que usaremos en esta tesis,
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recomendamos leer la Parte I: Preliminares, aún si la persona que lee está familiarizada

con el tema, para poder tener una lectura lo más fluida posible de la Parte II: Trabajo

original.

En el Caṕıtulo 1 agruparemos las definiciones y resultados fundamentales para trabajar

con cuerpos de funciones algebraicas. Particularmente, en la Sección 1.2 presentaremos

los cuerpos de funciones racionales que serán de suma importancia a lo largo de todo el

Caṕıtulo 4. También definiremos los divisores de un cuerpo de funciones que se necesitan,

por ejemplo, para definir los espacios de Riemann-Roch, y enunciaremos el Teorema de

Riemann-Roch y varias consecuencias importantes del mismo.

En el Caṕıtulo 2 describiremos brevemente las definiciones básicas de la teoŕıa clásica

de códigos, para después adentrarnos en los códigos algebraico-geométricos en general,

pero también en los códigos algebraico-geométricos racionales en particular.

En el Caṕıtulo 3 realizamos un análisis pormenorizado de los códigos algebraico-

geométricos ćıclicos que pueden construirse mediante automorfimos, a los cuales denomi-

namos códigos sigma-ćıclicos, y desarrollamos el método sigma que nos permite construir

tales códigos. En relación a esta construcción, el Lema 3.1.5 sustenta al método sigma.

Luego presentamos varios ejemplos de códigos sigma-ćıclicos, tanto sobre cuerpos de fun-

ciones racionales como no racionales. Seguidamente, exponemos relaciones entre códigos

sigma-ćıclicos y extensiones ćıclicas de cuerpos en la Sección 3.4. Los resultados más im-

portantes de esta sección son la Proposición 3.4.1, el Corolario 3.4.4, y el Teorema 3.4.6.

Finalizamos el caṕıtulo con una construcción alternativa, que nos permite incluso pensar

la ciclicidad en códigos más generales que los códigos algebraico-geométricos.

En la Sección 3.1 analizamos las propiedades estructurales de los códigos AG ćıclicos

y mostramos cómo podemos construirlos mediante el uso de automorfismos de AutFq
(F ),

dando lugar a los denominados códigos sigma-ćıclicos, basados en los Lemas 3.1.3 y 3.1.5.

Esto da lugar a la Sección 3.2, donde esquematizamos el método sigma, que usaremos

sistemáticamente para construir códigos sigma-ćıclicos.

En la Sección 3.3 brindamos una serie de ejemplos, algunos con un enfoque general

como en el Lema 3.3.1, y otros más espećıficos, donde construimos códigos usando ráıces
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de la unidad (Ejemplo 3.3.2), o polinomios de Artin-Schreier (Ejemplo 3.3.3), o un cuerpo

de funciones hermitiano (Ejemplo 3.3.4).

En la Sección 3.4 procedemos a estudiar y aplicar nuestro método al caso de extensiones

de cuerpos de funciones, y vemos que los códigos ćıclicos están fuertemente ligados con

extensiones de Galois ćıclicas, como puede apreciarse en la Proposición 3.4.1 y en el Teo-

rema 3.4.6. Además, presentamos ejemplos sobre extensiones de Kummer (Ejemplo 3.4.2)

y extensiones de Artin-Schreier (Ejemplo 3.4.3).

En la Sección 3.5 dejamos por un momento de lado los automorfismos, y presentamos

una construcción alternativa en el caso de cuerpos de funciones racionales, que nos permite

en ciertas ocasiones determinar ciclicidad, dando lugar a los llamados códigos L-ćıclicos.

Mostramos condiciones para que un código sea sigma-ćıclico y L-ćıclico, pero también

vemos que un código puede ser L-ćıclico sin que haya automorfismo alguno involucrado.

En el Caṕıtulo 4 nos enfocamos en el problema principal de esta tesis, que es el de

clasificar según clases de equivalencia a los códigos sigma-ćıclicos racionales, construidos

a partir de cuerpos de funciones, y determinar, cuando sea posible, cuántos códigos no

equivalentes existen. Nos motiva a estudiar este problema el trabajo [9], en el cual se

realiza un análisis relacionado a la cantidad de órbitas que existen de una longitud dada,

considerando la acción del grupo PGL2(Fq) sobre el conjunto P1(Fq) = Fq ∪ {∞}. Sin

embargo, no todos los códigos que se consideran en [9] son ćıclicos. Aśı, al concentrarnos

en esta tesis en códigos ćıclicos, logramos probar resultados que no son posibles en el caso

general.

En la Sección 4.1 analizamos códigos construidos a partir de automorfismos, no sola-

mente describiendo tales códigos sino también dando formas expĺıcitas para construirlos.

Usando que AutFq
(Fq(x)) es isomorfo a PGL2(Fq) y considerando la acción de PGL2(Fq)

sobre P1(Fq), probamos que las órbitas generadas por esta acción nos permiten cons-

truir códigos ćıclicos. También caracterizamos los automorfismos que fijan el lugar en el

infinito, que resulta ser fundamental para las siguientes secciones.

En la Sección 4.2 brindamos una clasificación de los códigos abordados en la sección

anterior, en cuanto a equivalencia de códigos, y demostramos que, salvo equivalencias,

existe un único código sigma-ćıclico, fijadas la longitud y la dimensión. Más precisamente,
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estudiamos códigos de la forma CL(D,G) con G = rPβ, para algún β ∈ P1(Fq). En primer

lugar, probamos algunos resultados técnicos junto con las Proposiciones 4.2.2 y 4.2.6,

que nos permitieron reducir el problema a considerar β = ∞, ya que cualquier código

de la forma CL(D, rPβ) con β 6= ∞, puede escribirse como CL(D
′, rP∞), eligiendo D′

adecuadamente.

Como caracterizamos las matrices de PGL2(Fq) que fijan a P∞, podemos usar esas

matrices para determinar las longitudes posibles de los códigos. Aśı, fijada la longitud, solo

resta comparar los posibles códigos que pueden construirse. En algunos casos encontramos

que, fijadas la longitud y la dimensión, todos los códigos son iguales, y en otros casos

encontramos que todos son equivalentes. Este desarrollo se plasma en el Teorema 4.2.12,

que es consecuencia de las Proposiciones 4.2.3, 4.2.6 y 4.2.11.

Finalmente, en la Sección 4.3 estudiamos el caso de códigos sigma-ćıclicos construidos

con divisoresG que no sean racionales. En algunos casos, podemos reducir el problema a lo

expuesto en las secciones anteriores, pero hay situaciones que no pueden contemplarse en

el análisis previo. Aśı, desarrollamos ejemplos computacionales para dar alguna respuesta

parcial acerca de las alternativas que quedan fuera de nuestro desarrollo teórico.

Como hacemos notar al comienzo de dicha sección, si trabajamos con algún automorfis-

mo que fija algún lugar racional, digamos Pβ, entonces para cualquier lugar Q no racional

que también quede fijo tenemos que los divisores Q y (degQ)P son equivalentes, y los

códigos asociados también lo son. Aśı, solamente nos queda por analizar qué sucede si el

automorfismo usado para construir códigos mueve todos los lugares racionales.

Si A es la matriz asociada a un automorfismo que no fija lugares racionales, entonces |A|

divide a q + 1. Si resulta que |A| = q + 1, mostramos en la Proposición 4.3.3 que todos

los códigos de longitud q + 1, fijada la dimensión, son equivalentes. Llegados a esta

situación, resta analizar el caso en que |A| es un divisor propio de q + 1. En este caso,

solamente podemos probar qué sucede en el caso particular de la Proposición 4.3.4, donde

vemos que CL(D,G1) ∼ CL(D,G2), pero no podemos cambiar arbitrariamente D por D′

como suced́ıa en la sección anterior. Para comprender mejor esto, procedimos a realizar

ejemplos computacionales, y encontramos casos donde existen dos códigos sigma-ćıclicos

no equivalentes.





Parte I

Preliminares





Caṕıtulo 1

Cuerpos de funciones algebraicas

En este caṕıtulo introduciremos las definiciones básicas y los resultados de la teoŕıa de

cuerpos de funciones algebraicas. Salvo que se indique lo contrario, las definiciones y los

resultados (con sus demostraciones) pueden encontrarse en [16].

A lo largo de este caṕıtulo K será un cuerpo arbitrario.

1.1. Lugares

Definición 1.1.1. Un cuerpo de funciones algebraicas F/K de una variable sobre K es

una extensión de cuerpos F ⊃ K tal que F es una extensión algebraica finita de K(x)

para algún elemento x ∈ F trascendente sobre K.

K

K(x)

F
< ∞

Nos referimos a F/K simplemente como cuerpo de funciones.

Como es usual, supondremos que K es el cuerpo total de constantes de F , es decir, que

K = {z ∈ F : z es algebraico sobre K}.

Observación 1.1.2. Los elementos de F que son trascendentes sobre K pueden caracteri-

zarse aśı: z ∈ F es trascendente sobre K si y solo si F/K(z) es una extensión de cuerpos

finita, o de grado finito.
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Ejemplo 1.1.3. El ejemplo más simple de cuerpos de funciones algebraicas es el cuerpo

de funciones racionales F = K(x) para algún elemento x trascendente sobre K. Cada

elemento 0 6= z ∈ K(x) tiene una única representación de la forma

z = a

s
∏

i=1

pi(x)
ni , (1.1)

con 0 6= a ∈ K, pi ∈ K[x] mónico irreducible para todo i, pi 6= pj si i 6= j, y ni ∈ Z para

todo i. ♦

Un cuerpo de funciones F/K puede representarse como una extensión de cuerpos al-

gebraica simple de un cuerpo de funciones racionales K(x), es decir, F = K(x, y) donde

ϕ(y) = 0 para algún polinomio irreducible ϕ(T ) ∈ K(x)[T ]. Si F/K es un cuerpo de

funciones que no es racional no es claro que todo elemento 0 6= z ∈ F admita una

descomposición análoga a (1.1).

A continuación presentamos objetos claves en el contexto de cuerpos de funciones, los

anillos de valuación, que se asocian con los conceptos de lugar y valuación discreta.

Definición 1.1.4. Un anillo de valuación de un cuerpo de funciones F/K es un anillo

O ⊂ F que satisface:

1. K ( O ( F .

2. Para todo z ∈ F resulta que z ∈ O o z−1 ∈ O.

La definición anterior está motivada por el caso de un cuerpo de funciones raciona-

les K(x). Dado p(x) ∈ K(x) un polinomio mónico irreducible, consideramos el conjunto

Op(x) =

{

f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K(x), p(x) 6 | g(x)

}

.

Es sencillo ver que Op(x) es un anillo de valuación de K(x)/K.

Notar que si q(x) ∈ K(x) es mónico irreducible distinto de p(x), entonces Op(x) 6= Oq(x).

Proposición 1.1.5. Sea O un anillo de valuación de F/K. Entonces:

1. O es un anillo local, es decir, O tiene un único ideal maximal P = O\O∗, donde

O∗ es el grupo de unidades de O.
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2. Sea 0 6= z ∈ F . Entonces z ∈ P si y solo si z−1 /∈ O.

3. El cuerpo de constantes K satisface que K ⊂ O y K ∩ P = {0}.

La importancia de los anillos de valuación se aprecia en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.6. Sean O un anillo de valuación de un cuerpo de funciones F/K y P ⊂ O

su único ideal maximal. Entonces:

1. P es un ideal principal.

2. Si P = tO y 0 6= z ∈ F , entonces z tiene una única representación de la forma

z = tnu para algún n ∈ Z y algún u ∈ O∗.

Definición 1.1.7. Un lugar P del cuerpo de funciones F/K es el ideal maximal de algún

anillo de valuación O de F/K. Cualquier elemento t ∈ P tal que P = tO se denomina

elemento primo o parámetro local para P . Denotaremos con P(F ) al conjunto de todos

los lugares de F/K.

Observación 1.1.8. Si O es un anillo de valuación de F/K con ideal maximal P , en-

tonces es usual escribir OP en lugar de solamente O pues este anillo está uńıvocamente

determinado por P . En efecto,

OP = {z ∈ F : z−1 /∈ P}.

Otra descripción del concepto de lugar puede darse en términos de una valuación

discreta.

Definición 1.1.9. Una valuación discreta (o simplemente una valuación) de F/K es una

función ν : F → Z ∪ {∞} que satisface lo siguiente:

1. ν(z) = ∞ ⇔ z = 0.

2. ν(z1z2) = ν(z1) + ν(z2) para todos z1, z2 ∈ F .

3. ν(z1 + z2) ≥ mı́n{ν(z1), ν(z2)} para todos z1, z2 ∈ F .

4. Existe u ∈ F tal que ν(u) = 1.

5. ν(a) = 0 para todo a ∈ K∗.
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En este contexto, el śımbolo ∞ hace referencia a un elemento que no está en Z tal que

∞ + ∞ = ∞ + n = n + ∞ = ∞ y ∞ > m para cualesquiera números enteros n y m.

Además, de las propiedades 2 y 4 se obtiene que ν es sobreyectiva. Por último, cabe

mencionar que la propiedad 3 se denomina desigualdad triangular.

Observación 1.1.10. Sean ν una valuación discreta de F/K y 0 < c < 1 un número real

fijo. Entonces podemos definir | · |ν : F → R como

|z|ν =











cν(z), z 6= 0,

0, z = 0.

Aśı, | · |ν es un valor absoluto donde la desigualdad triangular es consecuencia de la

propiedad 3 de la valuación ν.

Lema 1.1.11. Si ν es una valuación de F/K y z1, z2 ∈ F satisfacen que ν(z1) 6= ν(z2),

entonces ν(z1 + z2) = mı́n{ν(z1), ν(z2)}.

Definición 1.1.12. A cada lugar P ∈ P(F ) se le asocia una función νP : F → Z ∪ {∞}

inducida por el Teorema 1.1.6 de la siguiente manera: si z 6= 0 y z = tnu, donde t es un

elemento primo para P y u ∈ O∗
P , entonces νP (z) = n y νP (0) = ∞.

Teorema 1.1.13. Sea F/K un cuerpo de funciones.

1. Para todo lugar P la función νP es una valuación discreta. Más aún:

OP = {z ∈ F : νP (z) ≥ 0},

O∗
P = {z ∈ F : νP (z) = 0},

P = {z ∈ F : νP (z) > 0}.

2. Un elemento t ∈ F es primo para P si y solo si νP (t) = 1.

3. Si ν es una valuación de F y P = {z ∈ F : ν(z) > 0}, entonces P es un lugar

de F .

Definición 1.1.14. Dado P un lugar de un cuerpo de funciones F/K, se define el cuerpo

de clases residuales de P como el cociente FP = OP/P . Para cada z ∈ F se denota a
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la clase de z módulo P mediante z(P ), teniendo en cuenta que si z /∈ OP se considera

que z(P ) = ∞.

Puede verse que K es un subcuerpo de FP , por lo que se define el grado de P median-

te degP = [FP : K]. Si degP = 1 decimos que P es un lugar racional.

Proposición 1.1.15. Si P es un lugar de F/K y 0 6= x ∈ P , entonces

degP ≤ [F : K(x)] < ∞.

Observación 1.1.16. Si K es algebraicamente cerrado, todos los lugares son racionales,

pues para un lugar P tenemos que [FP : K] < ∞, y por lo tanto FP/K es algebraica.

Pero entonces FP = K. En este caso podemos ver a cada elemento z ∈ F como una

función z : P(F ) → K ∪ {∞} tal que P 7→ z(P ).

Esta es la razón por la cual F/K se denomina cuerpo de funciones y, como los elementos

de K resultan ser funciones constantes, K se denomina cuerpo de constantes de F .

Definición 1.1.17. Sean z ∈ F y P ∈ P(F ). Decimos que P es un cero de z si νP (z) > 0,

y que es un cero de ordenm > 0 si νP (z) = m. Decimos que P es un polo de z si νP (z) < 0,

y que es un polo de orden m > 0 si νP (z) = −m.

Observación 1.1.18. Todo z ∈ F no constante posee al menos un cero y al menos un polo.

1.2. Cuerpos de funciones racionales

Consideremos ahora el caso del cuerpo de funciones racionales F = K(x), donde x es

trascendente sobre K.

Cada polinomio mónico irreducible p(x) ∈ K[x] determina un anillo de valuaciones con

su correspondiente lugar, de la siguiente manera:

Op(x) =

{

f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) 6 | g(x)

}

, (1.2)

Pp(x) =

{

f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], p(x)|f(x), p(x) 6 | g(x)

}

, (1.3)

donde p(x)|f(x) significa que p(x) divide a f(x), mientras que p(x) 6 | g(x) indica que p(x)

no divide a g(x).
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En el caso particular de polinomios lineales de la forma p(x) = x− α es usual escribir,

simplemente, Pα en lugar de Px−α.

Además de los lugares y anillos de valuaciones asociados a los polinomios mónicos

irreducibles, el cuerpo de funciones racionales presenta un lugar y un anillo de valuaciones

especiales dados por:

O∞ =

{

f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], deg f ≤ deg g

}

, (1.4)

P∞ =

{

f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], deg f < deg g

}

. (1.5)

El lugar P∞ se denomina lugar en el infinito de F .

Observemos que las notaciones dependen de la elección del elemento generador x. Por

ejemplo, K(x) = K(x−1) y el lugar en el infinito con respecto a x−1 es el lugar P0 con

respecto a x.

En el siguiente resultado se enuncian propiedades muy importantes de los cuerpos de

funciones racionales.

Proposición 1.2.1. Sea F = K(x) el cuerpo de funciones racionales sobre K.

1. Sea P = Pp(x) un lugar de F definido por (1.3), donde p(x) ∈ K[x] es irreducible y

mónico. Entonces p(x) es un elemento primo para P , el cuerpo de clases residuales

FP = K(x)P es isomorfo a K[x]/ 〈p(x)〉, y degP = deg p(x).

2. Si p(x) = x − α para algún α ∈ K, entonces degP = 1 y la función de clases

residuales está dada por z(P ) = z(α) para z ∈ F , donde z(α) se define a partir

de cualquier representación irreducible de z = f(x)/g(x), f(x), g(x) ∈ K[x], de la

siguiente manera:

z(α) =











f(α)/g(α), g(α) 6= 0,

∞, g(α) = 0.

3. Sea P = P∞ el lugar en el infinito de F definido por (1.5). Entonces degP = 1,

un elemento primo para P es x−1, y ν∞(f(x)/g(x)) = deg g(x) − deg f(x), para

polinomios f(x), g(x) ∈ K[x].
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Teorema 1.2.2. No existen otros lugares en K(x)/K diferentes de los lugares Pp(x) y P∞

definidos por (1.3) y (1.5).

Corolario 1.2.3. Los lugares racionales de K(x)/K están en correspondencia biuńıvoca

con K ∪ {∞}.

1.3. Independencia de valuaciones

El resultado principal de esta sección es el Teorema de Aproximación Débil, o Teo-

rema de Independencia, cuya esencia es la siguiente: si ν1, . . . , νn son diferentes valua-

ciones discretas de F/K y z ∈ F es un elemento del cual conocemos las valuaciones

ν1(z), . . . , νn−1(z), entonces no podemos concluir información alguna acerca de νn(z). El

Teorema de Aproximación Débil dice lo siguiente:

Teorema 1.3.1. Consideremos F/K un cuerpo de funciones, P1, . . . , Pn lugares distintos

de F , x1, . . . , xn ∈ F , y r1, . . . , rn ∈ Z, entonces existe x ∈ F tal que νPi
(x − xi) = ri

para i = 1, . . . , n.

El teorema anterior, además de la importancia propia, tiene consecuencias fundamen-

tales para esta teoŕıa.

Corolario 1.3.2. Todo cuerpo de funciones tiene infinitos lugares.

Proposición 1.3.3. Consideremos un cuerpo de funciones F/K, P1, . . . , Pr ∈ P(F ),

y x ∈ F tal que νPi
(x) > 0 (Pi es un cero de x) para todo i = 1, . . . , r, entonces

r
∑

i=1

νPi
(x) degPi ≤ [F : K(x)].

Corolario 1.3.4. En un cuerpo de funciones F/K sucede que todo elemento no nu-

lo x ∈ F tiene una cantidad finita de ceros y polos.

1.4. Divisores

Definición 1.4.1. El grupo de divisores de un cuerpo de funciones F/K se define como

el grupo abeliano libre (denotado aditivamente) generado por los lugares de F/K. Este
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grupo se simboliza como Div(F ) y sus elementos se llaman divisores de F/K. Un divisor

es una suma formal como:

D =
∑

P∈P(F )

nPP , nP ∈ Z,

donde nP = 0 salvo quizás para una cantidad finita de lugares P . El soporte de D se

define como sop(D) = {P ∈ P(F ) : nP 6= 0}. Un divisor de la forma D = P para algún

lugar P se denomina divisor primo. Notemos que la suma de dos divisores se realiza de

la siguiente manera:

D +D′ =
∑

P∈P(F )

nPP +
∑

P∈P(F )

n′
PP =

∑

P∈P(F )

(nP + n′
P )P .

El elemento neutro del grupo es:

0 =
∑

P∈P(F )

0P .

Para cada lugar P , definimos νP (D) = nP , por lo que podemos escribir

sop(D) = {P ∈ P(F ) : νP (D) 6= 0}

y
D =

∑

P∈P(F )

νP (D)P .

Además, tenemos un orden parcial dado por:

D1 ≤ D2 ⇔ νP (D1) ≤ νP (D2) ∀ P ∈ P(F ).

Si D1 ≤ D2 y D1 6= D2, escribimos D1 < D2. Análogamente podemos escribir D1 ≥ D2

y D1 > D2. En particular, decimos que D es positivo o efectivo si D ≥ 0. Definimos el

grado de un divisor como:

degD =
∑

P∈P(F )

νP (D) degP .

Definición 1.4.2. Sean 0 6= z ∈ F , Z ⊂ P(F ) el conjunto de ceros de z, y N ⊂ P(F ) el

conjunto de polos de z. Se definen los siguientes divisores asociados a z:

(z)0 =
∑

P∈Z

νP (z)P , divisor de ceros de z,

(z)∞ =
∑

P∈N

(−νP (z))P , divisor de polos de z,

(z) = (z)0 − (z)∞, divisor principal de z.
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Notemos que (z)0 y (z)∞ son divisores efectivos. Los elementos 0 6= z ∈ F que son

constantes se caracterizan mediante

z ∈ K∗ ⇔ (z) = 0.

Definición 1.4.3. El grupo de divisores principales de F/K es un subgrupo de Div(F )

que se denota por Prin(F ). El grupo cociente Cl(F ) = Div(F )/Prin(F ) se denomina

grupo de clases de divisores de F/K. Si D ∈ Div(F ), denotamos su clase por [D]. Dos

divisores D y D′ son equivalentes si [D] = [D′], y si esto sucede escribimos D ∼ D′. Es

decir, D ∼ D′ si y solo si D −D′ = (z) para algún z ∈ F .

A continuación, se definen los espacios de Riemann-Roch, que son fundamentales en la

teoŕıa de códigos algebraico-geométricos sobre la cual trabajamos.

Definición 1.4.4. Sea A un divisor de un cuerpo de funciones F/K. Definimos el espacio

de Riemann-Roch asociado a A como:

L(A) = {z ∈ F : (z) + A ≥ 0} ∪ {0}.

Observación 1.4.5. Si A ∈ Div(F ), entonces:

1. z ∈ L(A) si y solo si νP (z) ≥ −νP (A) para todo P ∈ P(F ).

2. L(A) 6= {0} si y solo si existe A′ ∼ A tal que A′ ≥ 0.

Lema 1.4.6. Sean A,B ∈ Div(F ).

1. L(A) es un espacio vectorial sobre K.

2. Si A′ ∼ A, entonces L(A′) y L(A) son espacios vectoriales isomorfos.

3. L(0) = K y L(A) = {0} si A < 0.

4. Si A ≤ B, entonces L(A) ⊂ L(B) y

dim(L(B)/L(A)) ≤ degB − degA,

donde L(B)/L(A) es el espacio cociente de L(B) por L(A).
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Notemos que todo divisor A puede escribirse como A = A+ − A− con A+, A− ≥ 0.

Proposición 1.4.7. Si A ∈ Div(F ), entonces L(A) es un espacio vectorial de dimensión

finita sobre K. Mas aún, dimL(A) ≤ degA+ + 1.

Definición 1.4.8. Si A es un divisor de F/K, definimos la dimensión de A como la

dimensión del espacio de Riemann-Roch asociado a A, y la denotamos por ℓ(A). Es decir,

ℓ(A) = dimL(A).

Teorema 1.4.9. Todo divisor principal es de grado cero. Más precisamente, si z ∈ F−K,

(z)0 = (z)∞ = [F : K(z)].

Corolario 1.4.10. Sea F/K un cuerpo de funciones.

1. Si A,A′ ∈ Div(F ) tales que A ∼ A′, entonces ℓ(A) = ℓ(A′) y degA = degA′.

2. Si degA ≥ 0, entonces ℓ(A) ≤ 1 + degA.

3. Si degA < 0, ℓ(A) = 0.

4. Si A ∈ Div(F ) y degA = 0, entonces:

A es principal ⇔ ℓ(A) ≥ 1 ⇔ ℓ(A) = 1.

Ejemplo 1.4.11. Consideremos el cuerpo de funciones racionales F = K(x) y un elemen-

to 0 6= z ∈ F . Entonces existen 0 6= a ∈ K y f(x), g(x) ∈ K[x] polinomios mónicos

y coprimos tales que z = af(x)/g(x). Ahora bien, f(x) y g(x) pueden escribirse como

productos de polinomios según sus divisores irreducibles de la siguiente manera:

f(x) =
r
∏

i=1

fi(x)
ni , g(x) =

s
∏

j=1

gj(x)
mj ,

donde los polinomios fi(x), para i = 1, . . . , r, y gj(x), para j = 1, . . . , s, son mónicos e

irreducibles, y son coprimos entre ellos. Por lo tanto cada uno de ellos tiene asociado un

lugar del cuerpo de funciones . Si Pi = Pfi(x) para cada i, y Qj = Qgj(x) para cada j,

tenemos que

(z) =
r
∑

i=1

niPi −
s
∑

j=1

mjQj + (deg g(x)− deg f(x))P∞.
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Aśı, el divisor principal de z tiene como soporte a los lugares asociados a los polinomios

mónicos irreducibles que forman parte de la escritura de z. ♦

Los siguientes resultados nos conducirán a la definición de género de un cuerpo de

funciones, otra de las nociones fundamentales de esta teoŕıa.

Proposición 1.4.12. Dado un cuerpo de funciones F/K, existe γ ∈ Z (que solamente

depende de F ) tal que para todo A ∈ Div(F ) se satisface

degA− ℓ(A) ≤ γ.

Definición 1.4.13. El género g = g(F ) de un cuerpo de funciones F/K está definido

como:

g = máx
A∈Div(F )

(degA− ℓ(A) + 1).

Corolario 1.4.14. g(F ) ≥ 0 para cualquier cuerpo de funciones F/K .

El siguiente teorema se conoce como Teorema de Riemann, y nos proporciona infor-

mación sobre las dimensiones ℓ(A) de espacios de Riemann-Roch.

Teorema 1.4.15. Sea F/K un cuerpo de funciones de género g.

1. ℓ(A) ≥ degA+ 1− g para todo A ∈ Div(F ).

2. Existe una constante c que solo depende de F tal que ℓ(A) = degA + 1 − g para

todo divisor A tal que degA ≥ c.

Ejemplo 1.4.16. Veamos que el género de F = K(x) es g = 0. Sea P∞ el divisor de polos

de x y consideremos para r ≥ 0 el espacio L(rP∞). Como {1, x, x2, . . . , xr} ⊂ L(rP∞), si

tomamos r suficientemente grande, tenemos que:

r + 1 ≤ ℓ(rP∞) = deg rP∞ + 1− g = r + 1− g.

Aśı, g ≤ 0 y, por el Corolario 1.4.14, obtenemos que g = 0. ♦
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1.5. Teorema de Riemann-Roch

En esta sección F/K será un cuerpo de funciones de género g.

Definición 1.5.1. Para cada A ∈ Div(F ) se define su ı́ndice de especialidad como:

i(A) = ℓ(A)− degA− 1 + g.

El Teorema de Riemann (1.4.15) implica que i(A) ≥ 0 y además i(A) = 0 si degA es

suficientemente grande.

Vamos a interpretar i(A) como la dimensión de ciertos espacios vectoriales, para lo

cual introduciremos la noción de adel.

Definición 1.5.2. Un adel de F/K es una función

α: P(F ) → F ,

P 7→ αP ,

tal que αP ∈ OP para casi todo P ∈ P(F ). Podemos considerar a un adel como un

elemento del producto directo
∏

P∈P(F ) F y usar la notación α = (αP )P∈P(F ) o directa-

mente α = (αP ).

El conjunto AF de todos los adeles de F se denomina espacio de adeles de F/K y

lo consideraremos como un espacio vectorial sobre K, aunque en realidad posee una

estructura de anillo.

El adel principal de un elemento z ∈ F es el adel α = (z), es decir, αP = z para

todo P ∈ P(F ). Obtenemos aśı una inmersión de F en AF .

Las valuaciones de F se extienden naturalmente a AF considerando que si α = (αP ),

entonces νP (α) = νP (αP ). Como αP ∈ OP , obtenemos que νP (α) ≥ 0 para casi to-

do P ∈ P(F ).

Definición 1.5.3. Para A ∈ Div(F ) definimos un K-subespacio vectorial de AF dado

por:

AF (A) = {α ∈ AF : νP (α) + νP (A) ≥ 0, ∀ P ∈ PF}.

Teorema 1.5.4. Para todo A divisor de F se satisface que:

i(A) = dim(AF/(AF (A) + F )).
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Notemos que AF , AF (A) y F son K-espacios vectoriales de dimensión infinita, pero el

teorema establece que el cociente AF/(AF (A) + F ) es de dimensión finita.

El teorema anterior también puede formularse de la siguiente manera: para todo divi-

sor A de F se satisface:

ℓ(A) = degA+ 1− g + dim(AF/(AF (A) + F )).

Aśı, obtenemos una versión preliminar del Teorema de Riemann-Roch.

Además, tomando el divisor nulo A = 0 se obtiene el siguiente corolario que brinda

otra descripción del género.

Corolario 1.5.5. g = dim(AF/(AF (0) + F )).

Definición 1.5.6. Un diferencial de Weil de F/K es una función K-lineal w : AF → K

que se anula en AF (A)+F para algún divisor A de F . Llamamos módulo de diferenciales

de Weil al conjunto ΩF de todos los diferenciales de Weil, y denotamos ΩF (A), para un

divisor A, al conjunto de los diferenciales de Weil que se anulan en AF (A) + F .

Podemos considerar a ΩF como un K-espacio vectorial: sean w1, w2 ∈ ΩF tales que wi

se anula en AF (Ai)+F para i = 1, 2. Entonces w1+w2 se anula en AF (A3)+F , donde A3

cumple que A3 ≤ A1 y A3 ≤ A2. Además, si a ∈ K, aw1 se anula en AF (A1) +F . Aśı, se

tiene que ΩF (A) es un K-subespacio vectorial de ΩF .

Lema 1.5.7. dimΩF (A) = i(A) para todo A ∈ Div(F ).

Una consecuencia del lema anterior es que ΩF 6= {0}, pues tomando degA ≤ −2

obtenemos que dimΩF (A) ≥ 1.

Definición 1.5.8. Si z ∈ F y w ∈ ΩF , se define zw : AF → K como zw(α) = w(zα). De

esta manera dotamos a ΩF de una estructura de F -espacio vectorial.

Proposición 1.5.9. dimF ΩF = 1.

Se quiere poder asociar un divisor en particular a cada diferencial de Weil w 6= 0. Para

ello consideramos el siguiente conjunto de divisores:

M(w) = {A ∈ Div(F ) : w|AF (A)+F = 0}.
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Lema 1.5.10. Sea 0 6= w ∈ ΩF . Entonces existe un único divisor W ∈ M(w) tal

que A ≤ W para todo A ∈ M(w).

Definición 1.5.11. En este contexto tenemos las siguientes definiciones:

1. El divisor (w) de un diferencial de Weil w 6= 0 es el divisor de F/K determinado

por el lema anterior.

2. Para 0 6= w ∈ ΩF y P ∈ P(F ) se define νP (w) = νP ((w)).

3. Para 0 6= w ∈ ΩF y P ∈ P(F ), decimos que P es un cero de w si νP (w) > 0 y que

es un polo de w si νP (w) < 0. Decimos que w es regular en P si νP (w) ≥ 0 y que w

es regular u holomorfo si es regular en todos los lugares P .

4. Un divisor W se dice canónico si W = (w) para algún diferencial de Weil w.

Observación 1.5.12. Con las definiciones anteriores, obtenemos una nueva descripción de

los siguientes espacios:
ΩF (A) = {w ∈ ΩF : (w) ≥ A} ∪ {0},

ΩF (0) = {w ∈ ΩF : w es regular}.

Proposición 1.5.13.

1. Si 0 6= z ∈ F y 0 6= w ∈ ΩF , entonces (zw) = (z) + (w).

2. Todos los divisores canónicos de F son equivalentes entre śı.

Teorema 1.5.14. Si A ∈ Div(F ) y W = (w) es un divisor canónico no nulo, en-

tonces L(W − A) y ΩF (A) son espacios vectoriales isomorfos. En particular, se tiene

que i(A) = ℓ(W − A).

Estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Riemann-Roch, que es el resultado

más importante de la teoŕıa de cuerpos de funciones.

Teorema 1.5.15. Sean A,W ∈ Div(F ), con W un divisor canónico de F/K. Entonces
ℓ(A) = degA+ 1− g + ℓ(W − A).

Corolario 1.5.16. Si W es un divisor canónico, entonces
degW = 2g − 2, ℓ(W ) = g.

Teorema 1.5.17. Sea A ∈ Div(F ) con degA > 2g − 2. Entonces
ℓ(A) = degA+ 1− g.
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1.6. Extensiones de cuerpos de funciones

Comenzamos esta sección con algunas definiciones básicas.

Definición 1.6.1.

1. Un cuerpo de funciones algebraicas F ′/K ′ es una extensión algebraica de F/K si

F ′ ⊃ F es una extensión algebraica de cuerpos y si K ′ ⊃ K.

2. La extensión algebraica F ′/K ′ de F/K es una extensión por cuerpo de constantes

si F ′ = K ′F , el cuerpo composición de K ′ y F .

3. La extensión algebraica F ′/K ′ de F/K es una extensión finita si [F ′ : F ] < ∞.

Lema 1.6.2. Sea F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K. Entonces:

1. K ′/K es algebraica y K = F ∩K ′.

2. F ′/K ′ es una extensión finita de F/K si y solo si [K ′ : K] < ∞.

3. Sea F1 = FK ′. Entonces F1/K
′ es una extensión por cuerpo de constantes de F/K

y F ′/K ′ es una extensión finita de F1/K
′.

Analizamos ahora la relación entre los lugares de F ′ y los de F .

Definición 1.6.3. Consideremos una extensión algebraica F ′/K ′ de F/K, un lugar P ′

de F ′ y un lugar P de F . Decimos que P ′ está arriba de P , y escribimos P ′|P , si sucede

que P ′ ⊃ P . También podemos decir que P está abajo de P ′.

Proposición 1.6.4. Sean F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K, P ′ y P lugares de F ′

y F respectivamente, OP ′ ⊂ F ′ y OP ⊂ F los anillos de valuaciones correspondientes, y

sean νP ′ y νP las valuaciones asociadas. Entonces equivalen:

1. P ′|P .

2. OP ′ ⊃ OP .

3. Existe e ∈ N tal que νP ′(z) = eνP (z) para todo z ∈ F .
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Más aún, si P ′|P , entonces P = P ′ ∩ F y OP = OP ′ ∩ F . Por esta razón, también

suele decirse que P es la restricción de P ′ en F .

Definición 1.6.5. Sean F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K, P ′ ∈ P(F ′) y P ∈ P(F )

tales que P ′|P .

1. El ı́ndice de ramificación e(P ′|P ) de P ′ sobre P es el entero positivo e que satisfa-

ce νP ′(z) = eνP (z) para todo z ∈ F . Decimos que P ′|P es ramificado si e(P ′|P ) > 1

y que no es ramificado si e(P ′|P ) = 1.

2. El grado de inercia o grado relativo f(P ′|P ) de P ′ sobre P es f(P ′|P ) = [F ′
P ′ : FP ].

Este valor puede ser finito o no.

Proposición 1.6.6. Sean F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K, P ′ ∈ P(F ′) y P ∈ P(F )

tales que P ′|P . Entonces:

1. f(P ′|P ) < ∞ si y solo si [F ′ : F ] < ∞.

2. Si F ′′/K ′′ es una extensión algebraica de F ′/K ′ y P ′′ ∈ P(F ′′) está arriba de P ′,

entonces

e(P ′′|P ) = e(P ′′|P ′)e(P ′|P ),

f(P ′′|P ) = f(P ′′|P ′)f(P ′|P ).

Proposición 1.6.7. Sea F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K. Entonces:

1. Para cada lugar P ′ de F ′ hay exactamente un lugar P de F tal que P ′|P .

2. Para cada lugar P de F hay al menos un lugar P ′ de F ′ tal que P ′|P .

El siguiente resultado se conoce como igualdad fundamental, y será relevante al mo-

mento de relacionar códigos ćıclicos con extensiones ćıclicas.

Teorema 1.6.8. Sean F ′/K ′ una extensión fiinita de F/K, P ∈ P(F ) un lugar de F

y P1, . . . , Pm ∈ P(F ′) todos los lugares de F ′ que están arriba de P . Entonces:

m
∑

i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ) = [F ′ : F ].
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Como consecuencias directas de la igualdad fundamental obtenemos:

Corolario 1.6.9. Sean F ′/K ′ una extensión finita de F/K y P un lugar de F . Entonces:

1. |{P ′ ∈ P(F ′) : P ′|P}| ≤ [F ′ : F ].

2. Si P ′ ∈ P(F ′) está arriba de P , entonces e(P ′|P ) < [F ′ : F ] y f(P ′|P ) < [F ′ : F ].

Definición 1.6.10. Sean F ′/K ′ una extensión algebraica finita de F/K, donde se satis-

face que [F ′ : F ] = n, y P un lugar de F .

1. Decimos que P se descompone completamente en F ′/F si existen exactamente n

lugares de F ′ arriba de P .

2. Decimos que P es totalmente ramificado en F ′/F si existe un lugar P ′ de F ′ arriba

de P tal que e(P ′|P ) = n.

Observación 1.6.11. Por la igualdad fundamental, P se descompone completamente si y

solo si e(P ′|P ) = f(P ′|P ) = 1 para todo P ′|P y P es totalmente ramificado si existe un

único lugar P ′|P y, además, e(P ′|P ) = n y f(P ′|P ) = 1.





Caṕıtulo 2

Códigos algebraico-geométricos

En este caṕıtulo describimos la construcción dada por Goppa de códigos correctores

de errores usando cuerpos de funciones algebraicas. Comenzamos con algunos conceptos

básicos de la teoŕıa de códigos, luego definimos los códigos algebraico-geométricos (códigos

AG) y presentamos sus principales propiedades. Los códigos construidos en base a cuerpos

de funciones racionales (fundamentales en el desarrollo de esta tesis) se estudian con

detalle en la Sección 2.3.

2.1. Códigos

Si Fq es el cuerpo finito con q elementos, consideramos el espacio vectorial de di-

mensión n sobre Fq denotado por Fn
q , cuyos elementos son de la forma (a1, . . . , an),

con a1, . . . , an ∈ Fq.

Definición 2.1.1. Sean a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Fn
q y 0 ∈ Fn

q el vector nulo.

Se definen la distancia de Hamming d(a, b) y el peso de Hamming w(a) como:

d(a, b) = |{i : ai 6= bi, 1 ≤ i ≤ n}|,

w(a) = d(a, 0).

Observación 2.1.2. La distancia de Hamming es efectivamente una distancia o métrica

en Fn
q .
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Definición 2.1.3. Un código lineal de bloque C sobre el alfabeto Fq es un subespacio vec-

torial de Fn
q . Los elementos de C se denominan palabras código, o simplemente palabras.

Llamamos a n la longitud de C y a k = dimFq
C la dimensión de C. Aśı, un [n, k]-código

sobre Fq es un código de longitud n y dimensión k. La distancia mı́nima d = d(C) es:

d(C) = mı́n{d(c1, c2) : c1, c2 ∈ C, c1 6= c2},

pero también puede calcularse mediante el peso mı́nimo w(C):

d(C) = w(C) = mı́n
0 6=c∈C

w(c).

Un [n, k, d]-código es un [n, k]-código con distancia mı́nima d.

Observación 2.1.4. En esta tesis solamente trabajaremos con códigos lineales de bloque,

por lo que hablaremos simplemente de códigos para referirnos a ellos.

Observación 2.1.5. Sean C un código con distancia mı́nima d y t = ⌊(d− 1)/2⌋. Decimos

que C es t-corrector, o que corrige t errores, pues si u ∈ Fn
q y c ∈ C son tales que d(u, c) ≤ t,

entonces c es la única palabra código tal que d(u, c) ≤ t.

Una manera simple de describir un código C expĺıcitamente es mediante una base de C

como espacio vectorial sobre Fq.

Definición 2.1.6. Sea C un [n, k]-código sobre Fq. Una matriz generadora de C es una

matriz de tamaño k × n cuyas filas forman una base de C.

Definición 2.1.7. El producto interno canónico en Fn
q está dado por

〈a, b〉 =
n
∑

i=1

aibi,

para a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Fn
q . Ésta es una forma bilineal simétrica no

degenerada en Fn
q .

Definición 2.1.8. Si C ⊂ Fn
q es un código, definimos el código dual de C como:

C⊥ = {u ∈ Fn
q : 〈u, c〉 = 0, ∀ c ∈ C}.

Decimos que C es auto-dual si C = C⊥ y que es auto-ortogonal si C ⊂ C⊥. Es bien sabido,

por álgebra lineal, que si C es un [n, k]-código, entonces C⊥ es un [n, n − k]-código, y

que (C⊥)⊥ = C. En particular, la dimensión de un código auto-dual de longitud n es n/2.
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Definición 2.1.9. Si H es una matriz generadora de C⊥, decimos que H es una matriz

de paridad de C.

Observación 2.1.10. Una matriz de paridad H de un [n, k]-código C es una matriz de

tamaño (n− k)× n, con rango n− k, y se tiene que

C = {c ∈ Fn
q : Hct = 0},

donde ct es el vector columna que se obtiene de transponer c. Aśı, la matriz de paridad

chequea cuándo un vector de Fn
q es una palabra código y cuándo no.

Uno de los problemas básicos en teoŕıa de códigos algebraicos es construir, sobre un

alfabeto fijo Fq, códigos cuyas dimensión y distancia mı́nima sean comparables, de alguna

manera adecuada, con su longitud. Sin embargo, hay algunas restricciones. La siguiente

se conoce como la cota de Singleton:

Proposición 2.1.11 (Cota de Singleton). Si C es un [n, k, d]-código, entonces:

k + d ≤ n+ 1.

Definición 2.1.12. Si C es un [n, k, d]-código tal que k+ d = n+1, decimos que C es un

código MDS (Máxima Distancia de Separación).

Observación 2.1.13. Si n ≤ q + 1, existen códigos MDS sobre Fq de longitud n, para

cualquier dimensión k ≤ n.

Uno de los aportes más importantes de esta tesis consiste en clasificar ciertos códigos

según clases de equivalencia. Lo haremos considerando lo siguiente:

Definición 2.1.14. Dos códigos C1 y C2 sobre Fq son llamados equivalentes, y escribi-

mos C1 ∼ C2, si existe una matriz monomial M tal que C2 = C1M (una matriz monomial

es un producto de una matriz diagonal por un matriz de permutaciones). En otras pala-

bras, C1 ∼ C2 si cada palabra código de C2 puede obtenerse a partir de una palabra código

de C1 mediante una combinación de las siguientes operaciones:

1. Permutación de los d́ıgitos de una palabra código.

2. Multiplicación de cada d́ıgito de una palabra código por algún escalar no nulo (no

necesariamente el mismo escalar para cada d́ıgito).
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2.2. Códigos algebraico-geométricos

Los códigos algebraico-geométricos, en adelante códigos AG, fueron introducidos por

Goppa, por lo que también se denominan códigos de Goppa geométricos. Como una

motivación para la construcción de los códigos AG, consideraremos primero los llamados

códigos de Reed-Solomon sobre Fq.

Los códigos de Reed-Solomon son muy conocidos en teoŕıa de códigos, y en esta tesis

mostraremos algunas caracteŕısticas de ellos que no estaban desarrolladas.

Sean n = q − 1 y β ∈ Fq un elemento primitivo del grupo multiplicativo F∗
q, es decir:

F∗
q = {β, β2, . . . , βn−1, βn = 1}.

Para 0 ≤ r ≤ n− 1 consideramos el espacio vectorial de dimensión k = r + 1 dado por:

Lr = {f ∈ Fq[x] : deg f ≤ r},

y la función de evaluación dada por:

ev : Lr → Fn
q ,

f 7→ (f(β), f(β2), . . . , f(βn)).

La función ev es Fq-lineal y es inyectiva. Aśı, podemos obtener un [n, k]-código dado

por:

C = Im(ev) = ev(Lr) = {(f(β), f(β2), . . . , f(βn)) : f ∈ Lr}.

Estos códigos son llamados códigos de Reed-Solomon, y resultan ser códigos MDS so-

bre Fq.

Vamos a introducir la noción de códigos AG fijando la siguiente notación para el resto

de la sección:

F/Fq es un cuerpo de funciones algebraicas de género g.

P1, . . . , Pn son n lugares racionales distintos de F .

D = P1 + · · ·+ Pn es un divisor de F .

G es un divisor de F tal que sop(G) ∩ sop(D) = ∅.
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Definición 2.2.1. El código AG asociado a los divisores D y G, CL(D,G), se define como

CL(D,G) = {(z(P1), . . . , z(Pn)) ∈ Fn
q : z ∈ L(G)}.

Notar que esta definición tiene sentido pues, si z ∈ L(G), como sop(D) ∩ sop(G) = ∅,

entonces νPi
(z) ≥ 0 para i = 1, . . . , n. Además, la clase residual z(Pi) es un elemento

de FPi
. Pero como Pi es un lugar racional, podemos considerar que FPi

= Fq, y luego

tenemos que z(Pi) ∈ Fq para todo i.

Si consideramos la función de evaluación dada por:

evD : L(G) → Fn
q ,

z 7→ (z(P1), z(P2), . . . , z(Pn)),

vemos que CL(D,G) = Im(evD), y como evD es una aplicación Fq-lineal, CL(D,G) es

un Fq-subespacio vectorial de Fn
q .

El siguiente teorema nos presenta los parámetros de CL(D,G). En particular, a través

de la teoŕıa de códigos AG pueden obtenerse cotas no triviales para la distancia mı́nima

en un contexto muy general.

Teorema 2.2.2. CL(D,G) es un [n, k, d]-código tal que

d ≥ n− degG y k = ℓ(G)− ℓ(G−D).

Si disponemos de más información de G, podemos obtener lo siguiente:

Corolario 2.2.3. Si degG < n, entonces evD es inyectiva y tenemos que:

1. k = ℓ(G) ≥ degG+ 1− g y k + d ≥ n+ 1− g.

2. Si 2g − 2 < degG < n, entonces k = degG+ 1− g.

3. Si {z1, . . . , zk} es una base de L(G), una matriz generadora para CL(D,G) es:

M =

















z1(P1) z1(P2) · · · z1(Pn)

z2(P1) z2(P2) · · · z2(Pn)
...

...

zk(P1) zk(P2) · · · zk(Pn)

















.
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Observación 2.2.4. Notemos que la cota inferior obtenida para k + d es similar a la cota

de Singleton, que es una cota superior. Aśı, si degG < n y combinamos ambas cotas

obtenemos que:

n+ 1− g ≤ k + d ≤ n+ 1.

Si g(F ) = 0 obtenemos que k + d = n+ 1, es decir, que los códigos AG sobre cuerpos de

funciones racionales Fq(x) son códigos MDS.

Definición 2.2.5. El entero d∗ = n−degG se denomina distancia designada de CL(D,G).

Notar que d ≥ d∗. Nos interesa saber si podemos distinguir si d = d∗ o d > d∗.

Proposición 2.2.6. Sean ℓ(G) > 0 y d∗ > 0. Entonces d = d∗ si y solo si existe un

divisor D′ ∈ Div(F ) tal que 0 ≤ D′ ≤ D, degD′ = degG y ℓ(G−D′) > 0.

Otro código, también llamado código AG, puede asociarse a los divisores D y G usan-

do componentes locales de diferenciales de Weil. Si A ∈ Div(F ), ΩF (A) es el espacio

de los diferenciales de Weil w tales que (w) ≥ A. Además, ΩF (A) es un espacio vecto-

rial de dimensión finita i(A) sobre Fq. Para un diferencial de Weil w y un lugar P , la

función wP : F → Fq denota a la componente local de w en P .

Definición 2.2.7. Dados D y G como antes, definimos el código CΩ(D,G) ⊂ Fn
q como:

CΩ(D,G) =
{

(wP1
(1), . . . , wPn

(1)) ∈ Fn
q : w ∈ ΩF (G−D)

}

.

2.3. Códigos AG racionales

Estudiaremos los códigos AG asociados a divisores de un cuerpo de funciones racionales.

Describiremos estos códigos expĺıcitamente, mediante matrices generadoras y de paridad.

En teoŕıa de códigos, esta clase de códigos se conoce como códigos de Reed-Solomon

Generalizados, o simplemente códigos RSG, y son unos de los objetos principales en el

desarrollo de esta tesis.

Definición 2.3.1. Un código AG racional es un código CL(D,G) definido sobre un cuerpo

de funciones racionales F = Fq(x).
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Notemos que la longitud de un código AG racional es a lo sumo q+1 pues Fq(x) tiene

exactamente q + 1 lugares racionales, que son los lugares Pa = Px−a para cada a ∈ Fq y

el lugar P∞, el polo de x.

Proposición 2.3.2. Si C = CL(D,G) es un [n, k, d]-código racional sobre Fq, entonces:

1. n ≤ q + 1.

2. k = 0 si y solo si degG < 0, y k = n si y solo si degG > n− 2.

3. Si 0 ≤ degG ≤ n− 2, entonces k = 1+ degG y d = n− degG. En particular, C es

un código MDS.

4. C⊥ es también un código AG racional.

Proposición 2.3.3. Sea C = CL(D,G) un [n, k, d]-código AG racional sobre Fq.

1. Si n ≤ q, existen n elementos distintos a1, . . . , an ∈ Fq y n elementos (no necesa-

riamente distintos) v1, . . . , vn ∈ F∗
q tales que

C = {(v1f(a1), . . . , vnf(an)) : f ∈ Fq[x], deg f ≤ k − 1} .

Una matriz generadora para C es

M =























v1 v2 · · · vn

a1v1 a2v2 · · · anvn

a21v1 a22v2 · · · a2nvn
...

...

ak−1
1 v1 ak−1

2 v2 · · · ak−1
n vn























.

2. Si n = q + 1, escribimos Fq = {a1, a2, . . . , an−1} y existen n − 1 elementos (no

necesariamente distintos) v1, . . . , vn−1 ∈ F∗
q tales que una matriz generadora para C

es

M =























v1 v2 · · · vn−1 0

a1v1 a2v2 · · · an−1vn−1 0

a21v1 a22v2 · · · a2n−1vn−1 0
...

...

ak−1
1 v1 ak−1

2 v2 · · · ak−1
n−1vn−1 1























.
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Definición 2.3.4. Sean a = (a1, . . . , an) ∈ Fn
q , v = (v1, . . . , vn) ∈ (F∗

q)
n, con ai 6= aj para

todo i 6= j. El código RSG de dimensión k es

RSGk(a, v) = {(v1f(a1), . . . , vnf(an)) : f ∈ Fq[x], deg f ≤ k − 1} .

Si β es un elemento generador del grupo multiplicativo F∗
q y n = q − 1, podemos

considerar a = (β, β2, . . . , βn) y v = (1, 1, . . . , 1), de donde se obtiene que RSGk(a, v) es

un código de Reed-Solomon.

La Proposición 2.3.3 establece que todos los códigos AG racionales sobre Fq, cuya

longitud n satisface que n ≤ q, son códigos RSG. El rećıproco también es cierto:

Proposición 2.3.5. Todo código RSG puede representarse como un código AG racional.
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Trabajo original





Caṕıtulo 3

Códigos AG sigma-ćıclicos

3.1. Definiciones y propiedades

En esta sección vamos a interpretar la condición de ciclicidad de un código AG sobre

un cuerpo de funciones F , y analizar cómo cumplir esa condición a través del uso de

automorfismos de F .

Recordemos que un código lineal es ćıclico si es cerrado por permutaciones ćıclicas de

sus coordenadas; que estamos considerando cuerpos de funciones F/Fq en los cuales Fq

es el cuerpo total de constantes; y que denotamos con P(F ) al conjunto de lugares de F .

Sean F/Fq un cuerpo de funciones, D = P1 + · · · + Pn ∈ Div(F ) un divisor formado

por lugares Pi racionales y distintos, y G ∈ Div(F ) un divisor tal que νPi
(G) = 0 para

todo i = 1, . . . , n. Además, consideramos el espacio de Riemann-Roch asociado a G, que

está dado por:

L(G) = {z ∈ F : (z) +G ≥ 0} ∪ {0},

y un código AG asociado a los divisores D y G es:

C = CL(D,G) = {(z(P1), z(P2), . . . , z(Pn)) : z ∈ L(G)}.

En el caso de estos códigos AG, tendremos que C es ćıclico si y solo si

(u(P2), u(P3), . . . , u(Pn), u(P1)) ∈ C ∀ (u(P1), . . . , u(Pn)) ∈ C.

Luego, (u(P2), u(P3), . . . , u(Pn), u(P1)) ∈ C si y solo si existe v ∈ L(G) tal que

(u(P2), u(P3), . . . , u(Pn), u(P1)) = (v(P1), v(P2), . . . , v(Pn−1), v(Pn)).
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Aśı, podemos determinar que C es ćıclico si hallamos un elemento v ∈ L(G), para

cada u ∈ L(G), que satisfaga el siguiente sistema:










































v(P1) = u(P2),

v(P2) = u(P3),
...

v(Pn−1) = u(Pn),

v(Pn) = u(P1).

(3.1)

Rećıprocamente, si C es ćıclico y u ∈ L(G), podemos estudiar si existe alguna regla

general para hallar v ∈ L(G) que satisfaga (3.1).

Como un primer acercamiento a entender los códigos AG ćıclicos, vamos a presentar

ciertas condiciones relacionadas con un automorfismo que nos garantizan ciclicidad.

En primer lugar, recordando la Definición 1.6.3 que indica que si F ′/F es una extensión

de cuerpos de funciones, P ′ es un lugar de F ′ y P es un lugar de F , entonces denotamos

por P ′|P al hecho de que P = P ′ ∩ F . Tenemos algunos resultados básicos acerca de

extensiones de cuerpos e isomorfismos, que pueden encontrarse en el Lema 3.5.2 y el

Teorema 3.7.1 de [16].

Lema 3.1.1. Sean F/K un cuerpo de funciones, H,H ′ extensiones de F , σ : H → H ′

un K-isomorfismo y F ′ = σ(F ). Tenemos que:

1. Si Q es un lugar de H, entonces σ(Q) = {σ(x) : x ∈ Q} es un lugar de H ′ y se

tiene que σ(OQ) = Oσ(Q). Además, deg σ(Q) = degQ.

2. Si 0 6= z ∈ H ′, entonces νσ(Q)(z) = νQ (σ−1(z)).

3. Si Q es un lugar de H y P es un lugar de F tales que Q|P , entonces σ(Q)|σ(P ) y

además e(σ(Q)|σ(P )) = e(Q|P ) y f(σ(Q)|σ(P )) = f(Q|P ).

4. La acción de σ sobre P(H) se extiende naturalmente a una acción sobre Div(H)

por linealidad.

5. Si H/F es una extensión de Galois, entonces Gal(H/F ) actúa transitivamente en

el conjunto P(H). Es decir, para cada par de lugares P,Q ∈ P(H) que satisfacen

P ∩ F = Q ∩ F , existe τ ∈ Gal(H/F ) tal que τ(P ) = Q.
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Observación 3.1.2. Es sabido que AutFq
(F ) es un grupo finito. Además, la acción sobre

el grupo de divisores puede escribirse como

σ

(

∑

P

aPP

)

=
∑

P

aPσ(P ).

Aśı, para cualquier código AG definido sobre F , C = CL(D,G), con D = P1 + · · · + Pn,

donde cada Pi es un lugar racional de F , y para cualquier σ ∈ AutFq
(F ) tenemos un código

AG dado por Cσ = CL(σ(D), σ(G)). Notar que Cσ está bien definido pues νPi
(G) = 0 para

todo i = 1, . . . , n y, por el lema anterior, cada lugar σ(Pi) es racional, de donde obtenemos

que

νσ(Pi)(σ(G)) = νPi
(σ−1(σ(G))) = νPi

(G) = 0 ∀ i = 1, . . . , n.

Notemos que si σ ∈ AutFq
(F ) satisface que σ(D) = D y σ(G) = G, entonces Cσ = C.

Lema 3.1.3. Si G ∈ Div(F ) y σ ∈ AutFq
(F ) satisfacen σ(G) = G, entonces:

z ∈ L(G) ⇔ σ−1(z) ∈ L(G). (3.2)

Demostración. Si Q es un lugar cualquiera y P = σ(Q), entonces tenemos que

νQ(σ
−1(z)) + νQ(G) = νσ(Q)(z) + νσ(Q)(σ(G)) = νσ(Q)(z) + νσ(Q)(G) = νP (z) + νP (G).

Es decir que νQ(σ
−1(z)) + νQ(G) = νP (z) + νP (G). Luego, es inmediata la aserción

planteada.

Observación 3.1.4. Del lema anterior, se obtiene que si σ(G) = G, entonces

L(G) = σ(L(G)) = σ−1(L(G)).

De (3.2), tenemos que si σ ∈ AutFq
(F ) satisface σ(D) = D y σ(G) = G, a partir de una

palabra código (z(P1), . . . , z(Pn)) ∈ CL(D,G), tenemos otra palabra código, dada por

σ · (z(P1), . . . , z(Pn)) = ((σ−1(z))(P1), . . . , (σ
−1(z))(Pn)).

El mapeo z(σ(P )) 7→ (σ−1(z))(P ) define un isomorfismo entre los cuerpos de cla-

ses residuales Fσ(P ) = Oσ(P )/σ(P ) y FP = OP/P , para cualquier lugar P y cualquier

σ ∈ AutFq
(F ), usando la Proposición 8.2.3 de [16]. Podemos considerar entonces

z(σ(P )) = (σ−1(z))(P ). (3.3)
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La condición σ(D) = D implica que σ · (z(P1), . . . , z(Pn)) es una permutación de la

palabra (z(P1), . . . , z(Pn)).

Dicho todo esto, es natural considerar el siguiente grupo, fijados los divisores D y G:

AutD,G(F ) = {σ ∈ AutFq
(F ) : σ(D) = D y σ(G) = G}. (3.4)

A continuación, vamos a presentar una manera de construir códigos AG ćıclicos, que

luego denominaremos método sigma, y será fundamental a lo largo de esta tesis.

Lema 3.1.5. Sean P1, . . . , Pn lugares racionales diferentes de un cuerpo de funciones F

sobre Fq, y G un divisor tal que νPi
(G) = 0 para todo i = 1, . . . , n. Consideremos el

divisor D = P1 + · · ·+ Pn y supongamos que existe σ ∈ AutD,G(F ) tal que

σ(P1) = P2, . . . , σ(Pn−1) = Pn, σ(Pn) = P1. (3.5)

Entonces CL(D,G) es un código AG ćıclico, el orden de σ como elemento de AutFq
(F )

es divisible por n y, además, n es el menor entero positivo tal que σn(P1) = P1.

Demostración. Recordemos de (3.1) que C = CL(D,G) es ćıclico si y solo si para cada

u ∈ L(G) existe v ∈ L(G) tal que

v(Pi) = u(Pi+1 mód n), 1 ≤ i ≤ n.

Supongamos ahora que σ ∈ AutD,G(F ) satisface (3.5). Para cada u ∈ L(G) podemos

considerar el elemento v = σ−1(u), que pertenece a L(G) por (3.2) y satisface (3.1).

Además, por (3.3),

v(Pi) =
(

σ−1(u)
)

(Pi) = u(σ(Pi)) = u(Pi+1 mód n),

para cada 1 ≤ i ≤ n, y entonces C es un código AG ćıclico.

Sea m el orden de σ en el grupo AutFq
(F ). Luego, σm = id y tenemos que σm(P ) = P

para cualquier lugar P de F . Por otro lado, notemos que

P2 = σ(P1),

P3 = σ2(P1),
...

Pn = σn−1(P1),

P1 = σn(P1).
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En particular, σnk(P1) = P1 para cualquier k ∈ N. Si m < n, entonces resulta

que P1 = σm(P1) = Pm+1, por lo que P1 ∈ {P2, . . . , Pn}, lo cual contradice la hipóte-

sis de que los lugares P1, . . . , Pn son n lugares distintos. Aśı m ≥ n y deben existir únicos

enteros k ≥ 1 y r ≥ 0 tales que m = kn+ r, con 0 ≤ r ≤ n− 1. Si suponemos que r 6= 0,

entonces 1 ≤ r ≤ n− 1 y

P1 = σm(P1) = σr+kn(P1) = σr(σnk(P1)) = σr(P1) = Pr+1,

de donde obtenemos que P1 ∈ {P2, . . . , Pn}, pero esto no es posible. Por lo tanto r = 0 y

m = kn. Finalmente, de la misma manera, obtenemos que no es posible que σj(P1) = P1

para ningún número entero positivo j < n.

Observación 3.1.6. Lo que nos dice el Lema 3.1.5 es que si un elemento σ de AutD,G(F )

permuta ćıclicamente los lugares del divisor D, entonces CL(D,G) es un código ćıclico.

Aśı, podemos dar la siguiente definición:

Definición 3.1.7. Sea C = CL(D,G) un código AG definido sobre un cuerpo de funcio-

nes F sobre Fq, con D = P1 + · · · + Pn. Decimos que C es sigma-ćıclico si es un código

ćıclico y además existe σ ∈ AutD,G(F ) que satisface (3.5).

Vamos a utilizar las condiciones (3.5) descriptas en el Lema 3.1.5 para enunciar un

método, que llamaremos método sigma, mediante el cual vamos a construir códigos AG

ćıclicos. Consideremos un cuerpo de funciones F sobre Fq y un automorfismo σ ∈ AutFq
(F )

de orden m. Para un lugar P de F vamos a denotar con [P ]σ a la órbita definida por la

acción del subgrupo ćıclico 〈σ〉 of AutFq
(F ) generado por σ sobre el conjunto de lugares

de F , es decir

[P ]σ =
{

σ(P ), σ2(P ), . . . , σm(P ) = P
}

.

Si consideramos los n lugares racionales P1, . . . , Pn del Lema 3.1.5, tenemos la órbita

[P1]σ = {P1, . . . , Pn}, con σ ∈ AutD,G(F ) que satisface (3.5). Luego, se cumple quem = nk

donde k es el orden del llamado grupo de isotroṕıa

〈σ〉P1
=
{

σi : σi(P1) = P1

}

.

Viendo la prueba del Lema 3.1.5, se obtiene que este grupo puede ser descripto expĺıci-

tamente como 〈σ〉P1
= {σik}ni=1.
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3.2. El método sigma

Vamos a describir los pasos a realizar para construir códigos sigma-ćıclicos, dando lugar

a lo que denominamos como método sigma:

1. Elegir σ ∈ AutFq
(F ) de orden m ≥ 2 y un divisor G tal que σ(G) = G.

2. Hallar un lugar racional P de F tal que P /∈ sop(G) y σ(P ) 6= P (si σ(P ) = P , la

órbita [P ]σ es trivial, es decir, [P ]σ = {P}).

3. Calcular el orden k del grupo de isotroṕıa 〈σ〉P .

4. Si n = m/k, tenemos que n es el divisor de m más pequeño tal que σn(P ) = P . Aśı,

los lugares P, σ(P ), σ2(P ), . . . , σn−1(P ) son n lugares racionales distintos de F y

[P ]σ =
{

P, σ(P ), σ2(P ), . . . , σn−1(P )
}

. (3.6)

5. Consideramos el divisor D = P + σ(P ) + · · ·+ σn−1(P ), que tiene soporte disjunto

con el soporte de G.

6. CL(D,G) es un código AG sigma-ćıclico sobre Fq, ya que escribiendo P1 = P y

Pi+1 = σi(P ) para i = 1, . . . , n− 1, se satisfacen las condiciones del Lema 3.1.5.

Observación 3.2.1. La longitud de un código sigma-ćıclico construido con el método sigma

depende del tamaño de la órbita (3.6), pero determinar tal tamaño equivale a encontrar

el orden del grupo de isotroṕıa 〈σ〉P o probar que n es el menor entero divisor de m tal

que σn(P ) = P . Estos cálculos representan la mayor dificultad del método.

Uno de los contextos más favorables para aplicar el método es el cuerpo de funciones

racionales F = Fq(x), no solamente por conocer el grupo de automorfismos AutFq
(F ),

sino también por lo sencillo de describir sus lugares racionales. Además, gracias al trabajo

de López y Nart [9], conocemos el tamaño de las órbitas en cuestión. Usaremos todas

estas ventajas en las secciones 4.1 y 4.2.
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3.3. Ejemplos

Para comenzar a trabajar en el caso del cuerpo de funciones racionales, presentamos

una versión más expĺıcita del Lema 3.1.5, que nos permitirá dar algunos ejemplos simples

de códigos AG sigma-ćıclicos.

Recordemos que si F = Fq(x), es usual denotar con Pα al lugar de F que es el único

cero de x−α, para cada α ∈ Fq, y con P∞ al único polo de x. También sabemos que éstos

son los únicos lugares racionales de F . En este contexto, tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.3.1. Sean α1, . . . , αn, β ∈ Fq diferentes entre śı. Supongamos que existe un

automorfismo σ ∈ Aut(Fq(x)) tal que

σ(x− αi) ∈ Pαi+1 mód n, σ(x− β) ∈ Pβ, y σ(x−1) ∈ P∞. (3.7)

Entonces el código C = CL(D,G) con

D = Pα1
+ · · ·+ Pαn

y G = rPβ + sP∞, r, s ∈ Z,

es un código AG sigma-ćıclico de longitud n sobre Fq. Además, si 0 < r+s < n, tenemos

que C es un código MDS no trivial con k = r + s+ 1 y d = n− (r + s).

Demostración. Es claro que D y G son divisores disjuntos, y además (3.7) implica que

σ(Pαi
) = Pαi+1

(1 ≤ i ≤ n− 1), σ(Pαn
) = Pα1

, σ(Pβ) = Pβ, y σ(P∞) = P∞.

Luego, σ(D) = D y σ(G) = G. Aśı, por el Lema 3.1.5, C es ćıclico. Por último, usando la

Proposición 2.3.2, obtenemos que el código es MDS, con k = r+s+1 y d = n−(r+s).

Veamos algunos ejemplos de códigos sigma-ćıclicos racionales.

Ejemplo 3.3.2 (Ráıces de la unidad). Sean q una potencia de un número primo, y n ≥ 2

un divisor de q−1. Luego, Fq contiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad ω y xn−1

se factoriza en n factores lineales

xn − 1 = (x− 1)(x− ω)(x− ω2) · · · (x− ωn−1)

en Fq[x]. Esta factorización nos induce n lugares racionales P1, Pω, . . . , Pωn−1 de Fq(x).

Sea σ ∈ AutFq
(Fq(x)) dado por

σ(x) = ω−1x y σ(a) = a, a ∈ Fq. (3.8)
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Notemos que σ(x) ∈ P0 y además

σ(x− ωi) = σ(x)− σ(ωi) = ω−1x− ωi = ω−1(x− ωi+1).

Aśı, σ(x − ωi) ∈ Pωi+1 para todo 1 ≤ i ≤ n. Tomando αi = ωi−1 para i = 1, . . . , n,

obtenemos que σ(Pαi
) = Pαi+1

para i = 1, . . . , n, σ(P0) = P0 y σ(P∞) = P∞. Por lo

tanto, C = CL(D,G) con D = Pα1
+ · · · + Pαn

, G = rP0 + sP∞ y r, s ∈ Z, es un código

AG sigma-ćıclico sobre Fq de longitud n, usando el Lema 3.3.1. ♦

Ejemplo 3.3.3 (Polinomio de Artin-Schreier). Consideremos el polinomio f(x) = xp−x−a

en Fq[x], donde p = Char(Fq). Sea α ∈ Fq\Fp y tomemos a = αp−α (notemos que a 6= 0).

Luego, α es una ráız de xp − x− a. Además, α + 1 también es ráız de f , pues

f(α + 1) = (α + 1)p − α− 1− a = αp + 1− α− 1− a = 0.

Aśı, podemos obtener que

xp − x− a = (x− α)(x− (α + 1)) · · · (x− (α + p− 1)).

Consideremos el automorfismo dado por

σ(x) = x− 1.

Denotando αi = α+ i− 1 para i = 1, . . . , p, tenemos que σ(Pαi
) = Pαi+1

para i = 1, . . . , p

y σ(P∞) = P∞. Si consideramos D = Pα1
+ · · ·+Pαp

y G = sP∞ con s ∈ N, por el Lema

3.1.5, el código C = CL(D,G) es un código sigma-ćıclico de longitud prima p. ♦

Veamos ahora un ejemplo sobre un cuerpo de funciones no racional. Usaremos el cuerpo

de funciones hermitiano H = Fq2(x, y) descripto en la Sección 8.3 de [16].

Ejemplo 3.3.4 (Cuerpo de funciones hermitiano). SeaH = Fq2(x, y) el cuerpo de funciones

hermitiano, visto como una extensión abeliana de grado q de Fq2(x), definida por la

ecuación

yq + y = xq+1.

De la Sección 8.3 de [16] sabemos que, para cada α ∈ Fq2 y cada β ∈ Fq2 que satisface la

igualdad βq + β = αq+1, existe un lugar racional Pα,β de H arriba del lugar racional Pα

de Fq2(x) y, además, los lugares Pα,β son todos los lugares de H que están arriba de Pα.
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Más aún, x− α, y − β ∈ Pα,β, existe un único lugar Q∞ de H que es polo de x y de y en

H, y para cualquier elemento no nulo a ∈ Fq2 , existe un automorfismo σa ∈ AutF
q2
(H)

tal que σa(Q∞) = Q∞ y

σa(x) = ax y σa(y) = aq+1y.

Notemos que

σn
a (x) = anx y σn

a (y) = anq+ny,

para cualquier n ∈ N. Aśı, el orden de σa, como elemento del grupo AutF
q2
(H), es el

mismo que el orden de a como elemento del grupo multiplicativo F∗
q2
. Si a ∈ Fq2\{0, 1},

tenemos que σa es un Fq2-automorfismo de H de orden m ≥ 2.

Por otro lado, el polinomio T q + T − 1 se descompone en factores lineales en Fq2 [T ],

entonces, para cada β ∈ Fq2 tal que βq + β = 1, el lugar P1,β es un lugar racional de

H que está arriba del lugar P1 de Fq2(x). Supongamos que a ∈ Fq2 − {0, 1} satisface

σa(P1,β) = P1,β, para algún β ∈ Fq2 tal que βq + β = 1, entonces x − 1, ax − 1 ∈ P1,β y

esto implica que (a− 1)x ∈ P1,β. Como a− 1 6= 0, obtenemos que P1,β está arriba de P0,

contradiciendo el hecho de que P1,β está arriba de P1. Luego, tenemos que σ(P1,β) 6= P1,β

para todo β ∈ Fq2 que satisfaga βq + β = 1, y para todo a ∈ Fq2\{0, 1}.

Ahora, podemos aplicar el método sigma para obtener códigos sigma-ćıclicos con el

automorfismo σa de H, cuyo orden es m ≥ 2, asociado a algún elemento a ∈ Fq2\{0, 1}, y

considerando los divisores G = rQ∞ y D = P+σa(P )+· · ·+σn−1
a (P ), donde n es el menor

entero que divide a m y satisface σn
a (P ) = P , tomando P = P1,β para algún β ∈ Fq2 con

βq + β = 1.

Veamos que, en este caso, n = m. En efecto, sea n el menor divisor de m que verifi-

ca σn
a (P1,β) = P1,β. Entonces x − 1, anx − 1 ∈ P1,β y esto implica que (an − 1)x ∈ P1,β.

La única posibilidad es que an − 1 = 0 (de otro modo, el lugar P1,β estaŕıa arriba de P0,

lo cual no es posible) y entonces n = m. Por lo tanto, hemos construido un código AG

sigma-ćıclico con respecto al automorfismo σa, de longitud m, donde m es el orden de a

como elemento del grupo multiplicativo F∗
q2
. En particular, si a es un generador de F∗

q2
,

obtenemos un código AG sigma-ćıclico de longitud q2 − 1. ♦
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3.4. Extensiones ćıclicas

Hasta ahora, hemos presentado ejemplos de códigos sigma-ćıclicos construidos en cuer-

pos de funciones. En lo que sigue vamos a considerar extensiones de cuerpos de funciones,

en particular, extensiones ćıclicas F ′/F de cuerpos de funciones sobre Fq y el subgrupo

Gal(F ′/F ) de AutFq
(F ′). Primeramente, veamos un resultado acerca de cómo construir

códigos sigma-ćıclicos a partir de extensiones ćıclicas.

Proposición 3.4.1. Sean F ′/F una extensión ćıclica de grado m de cuerpos de funciones

sobre Fq. Sea P un lugar de F y sean P1, . . . , Pn todos los lugares de F ′ que están arriba

de P . Entonces n divide a m y para cualquier generador σ de Gal(F ′/F ) tenemos que la

órbita de P1 es

[P1]σ = {P1, . . . , Pn}.

Más aún, sea Q 6= P un lugar de F y sea G = Q1+ · · ·+Qk un divisor de F ′ formado por

todos los lugares de F ′ que están arriba de Q. Entonces σ(G) = G y sop(G)∩sop(D) = ∅,

donde D = P1+ · · ·+Pn. En particular, si algún Pi es racional, entonces CL(D,G) es un

código sigma-ćıclico.

Demostración. Supongamos que F ′/F es una extensión ćıclica de grado m y sea σ un ge-

nerador del grupo de Galois G = Gal(F ′/F ). Primero, notemos que n | m, pues nef = m,

donde e = e(Pi |P ) y f = f(Pi |P ) son el ı́ndice de ramificación y el grado de inercia,

respectivamente, para i = 1, . . . , n, debido a que la extensión es de Galois.

Veamos ahora que la órbita [P1]σ consiste de los lugares P1, . . . , Pn. Consideremos el

grupo de descomposición

D(P1 |P ) = {σ ∈ G : σ(P1) = P1}

de P1 sobre P . Si σi(P1) = σj(P1) para algunos valores 1 ≤ i < j ≤ n, entonces tenemos

que σk ∈ D(P1 |P ), para k = j−i > 0. Como D(P1 |P ) es un grupo de orden ef , tenemos

que σkef = id, el elemento identidad de Gal(F ′/F ). Pero k < n, por lo que kef < nef = m,

contradiciendo que m es el orden de σ. Por lo tanto, el conjunto {σi(P1)}
n
i=1 consiste de

n lugares diferentes de F ′ que están arriba de P , es decir que

{σ(P1), σ
2(P1), . . . , σ

n(P1)} = {P1, P2, . . . , Pn}.
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Esto significa que σj(P1) = P1 para algún 1 ≤ j ≤ n. Pero por el argumento anterior, no

es posible que 1 ≤ j ≤ n− 1, y entonces σn(P1) = P1.

Por otro lado, tenemos que σ(G) = G y además sop(G) ∩ sop(D) = ∅, por la elección

de los divisores D y G, y si algún Pi es racional, entonces CL(D,G) es un código AG

sigma-ćıclico. Esto se debe a que, al ser una extensión de Galois, si algún Pi es racional,

entonces todos lo son.

En el siguiente ejemplo, y también más adelante, se hace mención a un resultado

muy importante llamado Teorema de Kummer, cuyo enunciado requiere una serie de

definiciones que no están directamente relacionadas con lo presentado en esta tesis. Puede

leerse en el Teorema 3.3.7 de [16], de donde también se destaca el Corolario 3.3.8, asociado

al Teorema de Kummer.

Ejemplo 3.4.2 (Códigos sigma-ćıclicos sobre una extensión de Kummer). Consideremos

el cuerpo de funciones racionales F = Fq(x) y una extensión de Kummer F ′ = F (y) dada

por

yn = (x− α)(x− α−1),

donde n | q− 1, α ∈ F∗
q y α 6= α−1. Por la Proposición 6.3.1 en [16] sabemos que F ′/F es

una extensión ćıclica de grado n y que Fq es el cuerpo total de constantes de F ′. Además,

los lugares Pα y Pα−1 , ceros de x − α y x − α−1 en F respectivamente, son totalmente

ramificados en F ′/F .

Por otro lado, podemos ver que P0, el cero de x en F , se descompone completamente

en F ′. Sea

ϕ(T ) = T n − (x− α)(x− α−1) ∈ Fq(x)[T ]

y sea ϕ̄(T ) su reducción módulo P0. Como x(P0) = 0 y n | q − 1, tenemos que

ϕ̄(T ) = T n − 1 =
n
∏

i=1

(T − ai) ∈ Fq[T ] .

Luego, por el Teorema de Kummer, P0 se descompone completamente en F ′.

Consideremos ahora el divisor D = P1 + · · · + Pn, donde P1, . . . , Pn son todos los

lugares de F ′ arriba de P0, y el divisor G = rQα, donde r es un entero positivo y Qα es

el único lugar de F ′ arriba de Pα. Por la Proposición 3.4.1 tenemos que C = CL(D,G) es

sigma-ćıclico.
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Más aún, podemos presentar cotas para los parámetros [n, k, d] de C. Se sabe que el

género g de F ′ es g = ⌊n−1
2
⌋. Si tomamos 0 < r < n, d y k satisfacen lo siguiente:

d ≥ n− r y k ≥ r + 1− ⌊n−1
2
⌋,

según el Corolario 2.2.3. ♦

Ejemplo 3.4.3 (Códigos sigma-ćıclicos sobre una extensión de Artin-Schreier). Sea p un

número primo impar. Consideremos la extensión de Artin-Schreier F ′/Fp(x), donde la

extensión F ′ = Fp(x, y) está generada por la ecuación

yp − y = x2.

De la Proposición 3.7.8 de [14] tenemos que F ′ es una extensión ćıclica de F = Fp(x) de

grado p, el lugar P∞, el polo de x en F , es totalmente ramificado en F ′, y cualquier otro

lugar de Fp(x) es no ramificado en F ′. Usando que

T p − T = T p − T − x mód P0

obtenemos, por el Teorema de Kummer, que P0 se descompone completamente en F ′ en

p lugares racionales P1, . . . , Pp.

Si consideramos los divisores D = P1 + · · · + Pp y G = rQ, donde Q es el único lugar

de F ′ arriba de P∞, y 1 ≤ r ≤ p − 1, entonces por la Proposición 3.4.1 CL(D,G) es

sigma-ćıclico. Usando que el género de F ′ es g = 1
2
(p − 1), del Corolario 2.2.3 tenemos

que

d ≥ p− r y k ≥ r + 1− p−1
2
.

Notemos que r deberá cumplir 1
2
(p− 3) ≤ r ≤ p− 1 para tener dimensión positiva. ♦

Como consecuencia del Lema 3.1.5 y la Proposición 3.4.1, tenemos el siguiente resul-

tado:

Corolario 3.4.4. Sea F ′/F una extensión de Galois de grado n de cuerpos de funciones

sobre Fq. Sean P1, . . . , Pn diferentes lugares racionales de F ′. Supongamos que (3.5) se

cumple con los lugares P1, . . . , Pn para algún σ ∈ Gal(F ′/F ). Entonces la extensión F ′/F

es ćıclica, σ genera a Gal(F ′/F ), y existe un lugar P ∈ P(F ) que se descompone en F ′
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en los lugares P1, . . . , Pn. Rećıprocamente, si F ′/F es ćıclica y algún lugar P ∈ P(F ) se

descompone en F ′ en los lugares P1, . . . , Pn, entonces (3.5) se cumple para esos lugares

y cualquier generador σ de Gal(F ′/F ).

Demostración. Sea σ ∈ Gal(F ′/F ) tal que (3.5) se satisface para los n lugares P1, . . . , Pn.

Por el Lema 3.1.5, tenemos que n divide al orden de σ. Como Gal(F ′/F ) es un grupo de or-

den n, tenemos que σ genera a Gal(F ′/F ) y entonces F ′/F es una extensión ćıclica. Si P es

un lugar de F que está abajo de P1, como σ restringido a F es el automorfismo identidad,

todo lugar en la órbita [P1]σ está arriba de P . Pero, por hipótesis, [P1]σ = {P1, . . . , Pn},

por lo que todo lugar Pi está arriba de P , para i = 1, . . . , n, y esto significa que P se

descompone completamente en F ′.

La implicación rećıproca es consecuencia directa de la Proposición 3.4.1.

Tanto en los ejemplos como en los resultados anteriores de esta sección estamos consi-

derando extensiones de Galois y automorfismos del grupo de Galois asociado. Nos propo-

nemos ahora considerar automorfismos del grupo AutFq
(F ), para analizar qué podemos

decir al respecto sobre F y algunas subextenciones asociadas a F .

Proposición 3.4.5. Sean F un cuerpo de funciones sobre Fq y P1, . . . , Pn lugares di-

ferentes de F . Supongamos que existe un automorfismo σ ∈ AutFq
(F ) de orden m que

satisface (3.5). Entonces n divide a m y existen un subcuerpo E de F y un lugar P

de E tales que F/E es una extensión ćıclica de grado m y P se descompone en F en los

lugares P1, . . . , Pn, cumpliendo que

e(Pi|P )f(Pi|P ) =
m

n
para i = 1, . . . , n. (3.9)

Demostración. Consideremos el subgrupo G = 〈σ〉 generado por σ de AutFq
(F ) y el

cuerpo fijo por el grupo G, E = FG. Por el Teorema 11.36 de [7], tenemos que F/E es

una extensión ćıclica de grado m con grupo de Galois Gal(F/E) = 〈σ〉 = G.

Además, P = P1 ∩E es un lugar de E, y por (3.5) obtenemos que P = P − i∩E para

cualquier i = 1, . . . , n. Ahora bien, como G actúa transitivamente en los lugares de F que

están arriba de P , tenemos que P1, . . . , Pn son todos los lugares de F arriba de P , y no

hay otros.
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Finalmente, por la igualdad fundamental (Teorema 1.6.8):

m = [F : E] =
n
∑

i=1

e(Pi|P )f(Pi|P ) = nef,

donde e = e(Pi|P ) y f = f(Pi|P ) son constantes por ser F/E una extensión de Galois.

De aqúı se deduce (3.9).

Notemos que en la proposición previa no necesariamente se cumple que Fq(x) sea un

subcuerpo de E. A continuación, veremos que, bajo ciertas hipótesis, podemos cons-

truir un cuerpo E de tal manera que Fq(x) ⊂ E ( F , F/E sea ćıclica y existan luga-

res Q1, . . . , Qd que se descompongan completamente en F en los lugares P1, . . . , Pn.

Teorema 3.4.6. Sea F un cuerpo de funciones sobre Fq que contiene al cuerpo de fun-

ciones racionales Fq(x). Sean P1, . . . , Pn diferentes lugares de F . Sea σ ∈ AutFq
(F ) un

automorfismo de orden m que satisface (3.5). Entonces:

1. n divide a m.

2. Existen un divisor k de n, un entero positivo d que divide tanto a m/k como a n

y un cuerpo de funciones E sobre Fq tales que Fq(x) ⊂ E ⊂ F y F/E es ćıclica.

Además, existen lugares Q1, . . . , Qd de E que se descomponen completamente en F

en los lugares P1, . . . , Pn.

3. Sean y ∈ F tal que F = Fq(x, y) y G = 〈σ〉 el subgrupo generado por σ de AutFq
(F ).

Si sucede que αx + y /∈ FG para todo α ∈ Fq, entonces la extensión ćıclica F/E

obtenida en el inciso anterior cumple que E ( F .

Demostración. En la Figura 3.1 pueden verse los objetos involucrados en el teorema.

Sea G el subgrupo ćıclico de AutFq
(F ) generado por σ y sea E ′ = FG, el cuerpo fijo de F

por G. Por la Proposición 3.4.5 tenemos que el primer inciso es cierto, y también que F/E ′

es una extensión ćıclica de grado m con grupo de Galois G. Más aún, si P ′ = P1 ∩ E ′,

entonces sucede que P1, . . . , Pn son todos los lugares de F que están arriba de P ′ y

además e(Pi |P
′)f(Pi |P

′) = m
n
para i = 1, . . . , n.

Consideremos ahora la composición de cuerpos E = E ′Fq(x). Como E ′ ⊂ E ⊂ F

y F/E ′ es una extensión ćıclica con grupo de Galois G, tenemos que F/E también es una
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Fq

Fq(x)

E ′ = FG

E = E ′Fq(x)

F

m

ℓ

k

P ′

Q1, . . . , Qd

P1, . . . , Pn

Figura 3.1: Diagrama de objetos del Teorema 3.4.6.

extensión ćıclica con grupo de Galois T generado por τ = σℓ para algún divisor ℓ de m.

Esto implica que [F : E] = k donde kℓ = m.

Sean Q1, . . . , Qd todos los lugares de E que están abajo de los lugares P1, . . . , Pn.

Como la órbita [P1]σ es el conjunto {P1, . . . , Pn} y F/E es una extención ćıclica cuyo

grupo de Galois está generado por τ = σℓ, el conjunto de lugares de F que están arriba

de cada Qi es un subconjunto de {P1, . . . , Pn} determinado por la órbita [Pji ]τ , donde Pji

está arriba de Qi para algún 1 ≤ ji ≤ n. Notemos que k es la longitud de la órbita [Pji ]τ ,

pues de otro modo σs(Pji) = Pji para algún entero positivo s < n, contradiciendo que

la longitud de [P1]σ es n. Luego, tenemos que cada Qi se descompone completamente

en F y entonces dk = n. Resta probar que d es también un divisor de m/k. Ahora bien,

como Q1, . . . , Qd son todos los lugares de E arriba de P ′, y como la extensión E/E ′ es

ćıclica de grado ℓ = m/k, por la Proposición 3.4.1 deducimos que d divide a m/k.

Finalmente, veamos el inciso 3. Por el inciso 2 tenemos que E ′ = FG es una subex-

tensión finita de F . Esto implica que existen elementos trascendentes x1, . . . , xr ∈ E ′

sobre Fq tales que E ′ = Fq(x1, . . . , xr). Luego, podemos escribir

E = Fq(x, x1, . . . , xr).



46 Códigos AG sigma-ćıclicos

Supongamos que y ∈ E ′. Entonces y = αx +
∑r

i=1 αixi donde α, α1, . . . , αr ∈ Fq, y

obtenemos que

y − αx =
r
∑

i=1

αixi ∈ E ′ = FG,

contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto y ∈ F\E ′ y esto implica que E ( F .

Ejemplo 3.4.7 (Cuerpo de funciones hermitiano). SeaH el cuerpo de funciones hermitiano

sobre Fq2 como en el Ejemplo 3.3.4, es decir H = Fq2(x, y) donde yq + y = xq+1. Consi-

deramos el automorfismo σa dado por σa(x) = ax y σa(y) = aq+1y, con a ∈ Fq2\{0, 1}.

Sean G = 〈σa〉 el grupo ćıclico generado por σa y m el orden de a en el grupo multiplica-

tivo F∗
q2
.

Si αx + y ∈ HG para algún α ∈ Fq2 , entonces para todo i = 0, 1, . . . ,m − 1 tenemos

que σi
a(αx+ y) = αx+ y. Luego:

αaix+ aiq+iy = αx+ y,

de donde obtenemos que α (ai − 1) x + (aiq+i − 1) y = 0. Ahora bien, como ai − 1 6= 0

y aiq+i − 1 6= 0, para todo i = 1, . . . ,m− 1, sucede que

y =











0 si α = 0

α(ai−1)
1−aiq+i x si α 6= 0

,

pero esto significa que y es un elemento de Fq2(x), lo cual es un absurdo.

Por lo tanto, αx+ y /∈ HG para todo α ∈ Fq2 . ♦

Observación 3.4.8. Bajo las condiciones del Teorema 3.4.6, si σ(x) = x y los luga-

res P1, . . . , Pn son todos racionales, entonces podemos dar una descripción mucho más

precisa. Por un lado, existen un cuerpo de funciones E sobre Fq y un lugar racional P ′

de E tales que Fq(x) ⊂ E ⊂ F , F/E es ćıclica de grado m y el lugar P ′ se descompone

completamente en F en P1, . . . , Pn. Por otra parte, si P ′′ = P ′∩Fq(x), entonces P
′′ es ra-

cional y está totalmente ramificado en P ′. Todo esto sucede debido a que, con la notación

del teorema, x ∈ E ′ = FG, de modo que E = E ′Fq(x) = E ′.



3.5 Códigos L-ćıclicos racionales 47

3.5. Códigos L-ćıclicos racionales

Consideremos el cuerpo de funciones racionales F = Fq(x) sobre el cuerpo finito Fq, y

un código C = CL(D,G) con divisoresD yG adecuados, queremos estudiar el sistema (3.1)

en este caso particular.

Sabemos, por la Proposición 1.2.1, que los lugares racionales de F son los ceros de los

polinomios lineales x− a, para cada a ∈ Fq, denotados por Pa, y el polo de x, denotado

por P∞. Consideremos un divisor D = P1 + · · · + Pn, donde P1, . . . , Pn son n lugares

racionales distintos y Pi = Pai para algun ai ∈ Fq, y G = rP∞ para algún entero r > 0.

En este caso es sabido que las funciones de clases residuales para lugares racionales

corresponden a evaluar, es decir, z(Pi) = z(ai), por lo que el código AG asociado a los

divisores D y G es

C = CL(D,G) = {(u(a1), . . . , u(an)) : u ∈ L(G)}.

En este caso, C es ćıclico si y solo si para cada u ∈ L(G) existe v ∈ L(G) tal que











































v(a1) = u(a2)

v(a2) = u(a3)
...

v(an−1) = u(an)

v(an) = u(a1)

(3.10)

Queremos determinar si v puede hallarse a partir de u, y bajo qué condiciones podemos

asegurar que C es ćıclico, más allá de los códigos sigma-ćıclicos que ya hemos estudiado.

Notemos que el espacio de Riemann-Roch L(G) coincide con los polinomios de grado a

lo sumo r, pues ningún polinomio mónico irreducible puede dividir a elementos de L(G)

y νP∞
(f/g) = deg g − deg f ; en efecto:

L(G) = {z ∈ F : (z) +G ≥ 0} ∪ {0}

= {z ∈ F : (z) + rP∞ ≥ 0} ∪ {0}

= {z ∈ F : νP (z) ≥ 0 ∀P 6= P∞, νP∞
(z) ≥ −r} ∪ {0}

= {z ∈ F : z = f(x) ∈ Fq[x], deg f ≤ r} ∪ {0}.
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Consideremos el polinomio interpolador de Lagrange L(x) ∈ Fq[x] tal que L(ai) = ai+1

para 1 ≤ i ≤ n, es decir

L(x) =
n
∑

k=1

ak+1

∏

j 6=k

x− aj
ak − aj

.

Notemos que si v(x) = u(L(x)) para u ∈ L(G), entonces v ∈ F , deg v = deg u degL y

v(ai) = u(ai−1) satisfaciendo (3.10). Pero necesitamos que v sea un elemento de L(G).

Ahora bien, como v es un polinomio, tenemos que

v ∈ L(G) ⇔ deg v ≤ r ⇔ deg u degL ≤ r ⇔ deg u ≤
r

degL
.

Considerando que L(x) no depende de u, podemos encontrar un elemento v ∈ L(G)

en función de u ∈ L(G) tal que u, v satisfagan (3.10) siempre que deg u ≤ r
degL

. En

particular, si degL = 1, u(L(x)) ∈ L(G) para todo u ∈ L(G).

Escribiremos uL en lugar de v si queremos resaltar que v se obtuvo mediante esta

técnica, es decir, uL = u ◦ L para algún u ∈ L(G).

Sea C = CL(D,G) ⊂ Fn
q un código racional, con D = P1 + · · ·+ Pn, G = rP∞ y r < n,

hemos demostrado entonces lo siguiente:

Teorema 3.5.1. Si u ∈ L(G) y deg u ≤ r
degL

, existe uL ∈ L(G) que satisface (3.10).

Ejemplo 3.5.2. Consideremos el cuerpo finito F4 = {0, 1, α, α+ 1}, con α2 + α+ 1 = 0 y

los divisores D = P0 + P1 + Pα + Pα+1, G = 2P∞.

En este caso a1 = 0, a2 = 1, a3 = α, a4 = α+1 y el polinomio L(x) es L(x) = α2x2+1,

es decir que degL = 2. Por otro lado,

L(G) = {f(x) ∈ F4[x] : deg f ≤ 2}.

Aśı, si u ∈ F4[x] es un polinomio con deg u ≤ 1, entonces v(x) = u(L(x)) ∈ L(G). Por

ejemplo, si u(x) = x+ α ∈ L(G), entonces v(x) = α2(x2 + 1) ∈ L(G). ♦

Corolario 3.5.3. Si degL = 1, para cada u ∈ L(G) existe uL ∈ L(G) que satisface

(3.10). En consecuencia, C es ćıclico.

Definición 3.5.4. Decimos que un código AG racional CL(D,G), con D = P1+ · · ·+Pn,

donde cada Pi es de la forma Px−ai , y G = rP∞, es L-ćıclico si el polinomio de Lagrange

permite, para cada u ∈ L(G), hallar uL ∈ L(G) satisfaciendo (3.10).
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Ejemplo 3.5.5. Consideremos el cuerpo finito F4 = {0, 1, α, α+ 1}, con α2 + α+ 1 = 0 y

los divisores D = P0 + P1 + Pα, G = P∞.

En este caso tenemos a1 = 0, a2 = 1, a3 = α, y el polinomio L(x) es L(x) = α2x+ 1,

es decir que degL = 1. Por lo tanto, CL(D,G) es ćıclico. ♦

Notemos que tanto uσ = σ−1(u) como uL = u ◦L satisfacen, junto a u, (3.10). Veamos

ahora cómo se relacionan uσ y uL:

Proposición 3.5.6. Sea σ ∈ Aut(F ) tal que σ(Pi) = Pi−1 mód n y σ(G) = G. Si u ∈ L(G)

y deg uL < n, entonces uσ = uL, donde uσ = σ−1(u).

Demostración. Sabemos que uσ y uL son polinomios, con deg uσ ≤ r < n y deg uL < n,

y uσ ∈ L(G). Además ambos satisfacen (3.10), por lo que uσ(ai) = uL(ai) para i =

1, . . . , n. Luego, uσ − uL es un polinomio de grado menor a n con al menos n ráıces. Aśı,

uσ − uL = 0 y por lo tanto uσ = uL.

Observación 3.5.7. Notemos que la condición deg uL < n equivale a deg u ≤ n/ degL.

Como r < n, la hipótesis es más débil que en el Teorema 3.5.1, pero se requiere la

existencia del automorfismo que permuta cicĺıcamente los lugares.

Ejemplo 3.5.8. Consideremos σ ∈ Aut(F ) dado por σ(x) = α(x+1), asociado a la matriz

A =





α α

0 1



 ,

cuya inversa es

A−1 =





1 α

0 α



 .

Aśı, [0]A = {0, 1, α} y σ(P∞) = P∞. Por lo tanto el código L-ćıclico estudiado en el

Ejemplo 3.5.5 es también sigma-ćıclico. ♦

Ejemplo 3.5.9. En este ejemplo vamos a analizar un caso de un código ćıclico que no

es sigma-ćıclico, y en principio tampoco es L-ćıclico, pero utilizando las propiedades del

cuerpo finito veremos que resulta ser un caso especial de código L-ćıclico.

Vamos a retomar el Ejemplo 3.5.2, donde consideramos el cuerpo F4 = {0, 1, α, α+1},

con α2 + α + 1 = 0 y los divisores D = P0 + P1 + Pα + Pα+1, G = 2P∞.
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En primer lugar, notemos que C = CL(D,G) no puede ser un código sigma-ćıclico, pues

al tomar G = 2P∞, el código debe ser construido con una matriz de la forma

A =





1 −b

0 a





y la longitud del código será |a|, el orden de a en el grupo multiplicativo F∗
4. Pero la

longitud de C es 4, y ningún elemento de F∗
4 posee orden 4. Aśı, C no es sigma-ćıclico.

En segundo lugar, si calculamos el polinomio de Lagrange correspondiente a C, obte-

nemos L(x) = α2x2 +1, con degL = 2, por lo que no podemos aplicar el Corolario 3.5.3.

Sin embargo, como estos códigos racionales se forman evaluando polinomios, podemos

hacer uso de la aritmética de F4 para hallar una función polinomial apropiada, y de alĺı

obtener el polinomio necesario en L(G). Para todo β ∈ F4 se cumple que β4 = β. Si

tomamos u(x) = ax2 + bx+ c ∈ L(G), entonces:

uL(x) = u(L(x))

= u(α2x2 + 1)

= a(α2x2 + 1)2 + b(α2x2 + 1) + c

= aα4x4 + a+ bα2x2 + b+ c

= aαx4 + bα2x2 + a+ b+ c.

En principio, uL es un polinomio de grado 4, pero como nos interesa la función polino-

mial, podemos considerar que aαx4 + bα2x2 + a+ b+ c = aαx+ bα2x2 + a+ b+ c, como

funciones sobre F4. y utilizar entonces el polinomio aαx+ bα2x2 + a+ b+ c que śı es un

elemento de L(G).

Aśı, para todo u(x) = ax2+bx+c ∈ L(G) existe v(x) = bα2x2+aαx+a+b+c ∈ L(G)

satisfaciendo (3.10) y por lo tanto el código es ćıclico. ♦

Analicemos ahora un poco más en detalle lo que sucede en el ejemplo anterior. Recor-

demos que estamos trabajando con F = Fq(x), G = rP∞ y

L(G) = {z ∈ Fq[x] : deg z ≤ r} ∪ {0}.
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Notemos que el operador ·L : L(G) → Fq[x], considerando a L(G),Fq[x] como espacios

funcionales, dado por uL = u ◦ L, es Fq-lineal:

(αu+ v)L(x) = (αu+ v)(L(x))

= (αu)(L(x)) + v(L(x))

= αu(L(x)) + v(L(x))

= αuL(x) + vL(x).

Si denotamos con L(G) = Im(·L) a la imagen de ·L (con posibles reducciones usando

que βq = β), tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.5.10. Dado un código AG racional C = CL(D,G), con G = rP∞, si

sucede que L(G) ⊂ L(G), entonces C es L-ćıclico.





Caṕıtulo 4

Códigos AG sigma-ćıclicos racionales

En este caṕıtulo desarrollaremos diferentes técnicas para construir y/o identificar códi-

gos AG racionales ćıclicos. Comenzaremos aplicando el método sigma en el cuerpo de

funciones racionales, para luego realizar una clasificación según clases de equivalencia,

logrando obtener resultados muy interesantes. Además, vamos a presentar otra manera

de identificar códigos ćıclicos, usando polinomios interpoladores de Lagrange. Presentare-

mos tales códigos bajo el nombre de códigos L-ćıclicos, y realizaremos una comparación

con códigos sigma-ćıclicos.

4.1. Definiciones y propiedades

En esta sección nos enfocaremos en comprender los códigos sigma-ćıclicos racionales,

para lo cual usamos que AutFq
(Fq(x)) es isomorfo a PGL2(Fq), mediante la siguiente

relación: si σ ∈ AutFq
(Fq(x)), entonces existe una matriz





a b

c d



 ∈ PGL2(Fq)

tal que

σ(x) =
ax+ b

cx+ d
.



54 Códigos AG sigma-ćıclicos racionales

Una herramienta fundamental en nuestro estudio será la acción del grupo PGL2(Fq)

sobre el conjunto Fq ∪ {∞}, la cual está dada por:





a b

c d



α =











aα+b
cα+d

, cα + d 6= 0

∞, cα + d = 0

si α ∈ Fq, y




a b

c d



∞ =











a
c
, c 6= 0

∞, c = 0

.

Además, será de gran utilidad el uso de matrices inversas: si A ∈ PGL2(Fq), podemos

considerar la siguiente representación para A−1:

A =





a b

c d



 ; A−1 =





d −b

−c a



 .

Definición 4.1.1. Si A ∈ PGL2(Fq) es una matriz de orden n y α ∈ Fq∪{∞} de manera

que Aα 6= α (es decir que α no es un punto fijo de A), entonces denotaremos con [α]A a

la órbita de α bajo la acción de A−1, es decir [α]A = {α1, α2, . . . , αn}, donde

α1 = α, αi+1 = A−1αi, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Observación 4.1.2. Por el Lema 2.3 de [8] sabemos que [α]A consiste de n elementos

diferentes de Fq ∪ {∞}.

Comenzamos con la constucción de códigos sigma-ćıclicos racionales de la siguiente

manera:

Proposición 4.1.3. Consideremos [α]A = {α1, α2, . . . , αn}, donde A = ( a b
c d ) ∈ PGL2(Fq),

y α = α1 no queda fijo por A, σ ∈ AutFq
(Fq(x)) asociado a A y los lugares Pi = Px−αi

si

αi ∈ Fq o Pi = P∞ si αi = ∞. Entonces σ(Pi) = Pi+1 mód n para 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. En primer lugar, notemos que Pi 6= Pj si i 6= j pues todos los elementos

de la órbita de α son distintos. Ahora bien, si αi ∈ Fq, entonces

σ(x− αi) = σ(x)− σ(αi) =
ax+ b

cx+ d
− αi =

(a− cαi)x− (dαi − b)

cx+ d
.
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Si a 6= cαi tenemos que A−1 · αi = αi+1 ∈ Fq y además

σ(x− αi) = (a− cαi)
x− A−1 · αi

cx+ d
=

a− cαi

cx+ d
(x− αi+1).

Aśı, σ(x− αi) ∈ Pi+1, es decir que σ(Pi) = Pi+1.

Por otro lado, si a = cαi, sucede que αi+1 = A−1 · αi = ∞ y c 6= 0, ya que si c = 0

también a = 0 y eso no puede ser posible pues A ∈ PGL2(Fq). En este caso obtenemos

que

σ(x− αi) = −
dαi − b

cx+ d
∈ P∞.

Entonces σ(x− αi) ∈ Pi+1 con Pi+1 = P∞ y σ(Pi) = Pi+1.

En cambio, si αi = ∞ entonces Pi = P∞ y c 6= 0 ya que si c = 0 tenemos que αi+1 = αi,

lo cual no es posible. Además:

σ(x−1) =
cx+ d

ax+ b
= c

x+ dc−1

ax+ b
= c

x− A−1 · ∞

ax+ b
= c

x− αi+1

ax+ b

por lo que σ(x−1) ∈ Pi+1 y σ(Pi) = Pi+1.

Finalmente, A−1αn = A−nα1 = α1 y considerando los casos anteriores para i = n se

tiene que σ(Pn) = P1.

Bajo las condiciones de la proposición anterior, si D = P1 + P2 + · · · + Pn, enton-

ces σ(D) = D y podemos obtener códigos sigma-ćıclicos racionales CL(D,G), eligiendo

adecuandamente divisores G invariantes por σ.

Otro resultado importante en nuestro análisis es el siguiente:

Proposición 4.1.4. Sean A = ( a b
c d ) ∈ PGL2(Fq) y σ el automorfismo asociado, entonces

sucede que c = 0 si y solamente si σ(P∞) = P∞.

Demostración. Si c = 0, σ(P∞) = P∞ pues

σ
(

x−1
)

=
d

ax+ b
∈ P∞.

Rećıprocamente, si σ(P∞) = P∞, usando que x−1 ∈ P∞ obtenemos

σ
(

x−1
)

=
cx+ d

ax+ b
∈ P∞,

lo cual solamente es posible si c = 0.
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Ejemplo 4.1.5. Sea F = F4(x) generado por β tal que β2 + β + 1 = 0. Consideremos la

matriz A =
(

1 1
β 0

)

∈ PGL2(F4). El automorfismo asociado a A es

σ(x) =
x+ 1

βx
.

Además, A tiene orden 5 en PGL2(F4) y su inversa es A−1 =
(

0 1
β 1

)

. Si α = α1 = 1,

entonces:

α2 =
(

0 1
β 1

)

1 =
1

β + 1
= β

α3 =
(

0 1
β 1

)

β =
1

β2 + 1
= β2

α4 =
(

0 1
β 1

)

β2 =
1

β3 + 1
= ∞

α5 =
(

0 1
β 1

)

∞ =
0

β
= 0

α1 =
(

0 1
β 1

)

0 =
1

0 + 1
= 1.

Aśı, [1]A = {1, β, β2,∞, 0} y obtenemos los lugares

P1 = Px−1, P2 = Px−β, P3 = Px−β2 , P4 = P∞, y P5 = Px.

Por la Proposición 4.1.3 tenemos que σ(Pi) = Pi+1 para i = 1, . . . , 4 y σ(P5) = P1.

Si D = P1 + P2 + P3 + P4 + P5, entonces CL(D,G) será un código AG ćıclico si G es

disjunto a D, es decir que G debe consistir de lugares no racionales de F4(x), y debe ser

invariante por σ. Podemos considerar el lugar Q de grado 2 definido por el polinomio

mónico irreducible x2 + β2x+ β2, es decir Q = Px2+β2x+β2 . Notemos que

σ(x2 + β2x+ β2) = σ(x)2 + β2σ(x) + β2

=

(

x+ 1

βx

)2

+ β2

(

x+ 1

βx

)

+ β2

=
x2 + 1

β2x2
+ β2

(

x+ 1

βx

)

+ β2

=
x2 + 1

β2x2
+ β2

(

x+ 1

βx

)

βx

βx
+ β2β

2x2

β2x2

=
x2 + 1 + x2 + x+ βx2

β2x2

=
βx2 + x+ 1

β2x2
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=
βx2 + β3x+ β3

β2x2

=
β

β2x2

(

x2 + β2x+ β2
)

=
β2

x2

(

x2 + β2x+ β2
)

Entonces:

σ
(

x2 + β2x+ β2
)

=
β2

x2

(

x2 + β2x+ β2
)

∈ Q,

por lo que σ(Q) = Q y podemos elegir G = rQ para algún entero 0 ≤ r ≤ 3.

Aśı, hemos construido un código sigma-ćıclico racional sobre F4, de longitud 5, usando

todos los lugares racionales de F4(x). ♦

A continuación presentamos códigos AG sigma-ćıclicos racionales sobre Fq cuya longi-

tud es q−1, construidos expĺıcitamente, usando la órbita de 1 para el divisor D, y el polo

de x, P∞, para el divisor G.

Ejemplo 4.1.6. Para todo q potencia de un número primo existen códigos AG sigma-

ćıclicos racionales CL(D,G) sobre Fq, de longitud q − 1, con G = rP∞ para algún r ∈ N.

Sea a un generador del grupo multiplicativo F∗
q y A = ( 1 0

0 a ) ∈ PGL2(Fq) cuya inversa

es A−1 = ( a 0
0 1 ). Veremos en el Lema 4.2.8 que |A| = |a| y en este caso por ser a un

generador de F∗
q tenemos que |a| = q − 1

Consideremos α = 1, entonces A−1α = A−11 = a 6= 1, pues si a = 1, a no puede

generar F∗
q. Aśı, A

−11 6= 1 y tenemos que [1]A posee q − 1 elementos distintos. Más aún,

[1]A = {1, a, a2, . . . , aq−2} = F∗
q.

Sean n = q − 1, Pi = Px−ai−1 para cada 1 ≤ i ≤ n y σ el automorfismo asocia-

do a A. Por la Proposición 4.1.3 sabemos que σ(Pi) = Pi+1 mód n y por la Proposi-

ción 4.1.4 tenemos que σ(P∞) = P∞, motivos por los cuales podemos considerar los

divisores D = P1 + P2 + · · ·+ Pn y G = rP∞ para obtener códigos AG sigma-ćıclicos

racionales CL(D,G), para cada 0 ≤ r ≤ n− 2. ♦

En las próximas secciones nos vamos a enfocar en clasificar códigos sigma-ćıclicos ra-

cionales según su clase de equivalencia, con el objetivo de demostrar la escasez de tal

clase de códigos. Trabajamos con la denominada equivalencia monomial, que indica lo

siguiente:
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Definición 4.1.7. Dos códigos C1, C2 sobre Fq son llamados equivalentes, y escribimos

C1 ∼ C2, si existe una matriz monomial M tal que C2 = C1M (una matriz monomial es

una matriz obtenida al multiplicar una matriz diagonal por una matriz de permutación).

En otras palabras, C1 ∼ C2 si cada palabra código de C2 puede obtenerse a partir de

palabras código de C1 y una combinación de las siguientes operaciones:

1. Permutación de las coordenadas de una palabra código.

2. Multiplicación de cada coordenada de una palabra código por un elemento no nulo

de Fq (no necesariamente el mismo elemento no nulo en cada coordenada).

La definición anterior se usa para códigos de cualquier tipo construidos a partir de

cualquier cuerpo de funciones, pero nosotros aqúı nos centraremos en los códigos sigma-

ćıclicos racionales, es decir con F = Fq(x), como lo venimos haciendo en este caṕıtulo.

Observación 4.1.8. Si solamente se cumple la condición 1, diremos que los códigos son

equivalentes por permutaciones y escribiremos C1 ∼P C2. Si solamente se cumple la con-

dición 2, tenemos la noción de equivalencia considerada en [16], y escribiremos C1 ∼S C2.

Cada una de las anteriores es más restrictiva que la equivalencia monomial. Por lo tanto

en determinadas ocasiones probaremos que C1 ∼P C2 o C1 ∼S C2, para deducir que los

códigos son equivalentes en el sentido monomial: C1 ∼ C2.

Además, vale la pena considerar lo siguiente:

Observación 4.1.9. Sabemos por [16, Proposición 2.2.14] que si dos divisores G1 y G2

de un cuerpo de funciones F sobre Fq son equivalentes (es decir que existe un divisor

principal (z) de F tal que G2 = G1 + (z)), entonces CL(D,G1) ∼S CL(D,G2) siempre

que se cumpla que sopGi ∩ sopD = ∅ para i = 1, 2. Esto fue usado en [9] para clasificar

códigos AG sobre Fq.

Corolario 4.1.10. Sean D,G1, G2 ∈ Div(F ) tales que sopGi ∩ sopD = ∅ para i = 1, 2

y G1 ∼ G2. Entonces CL(D,G1) ∼ CL(D,G2).

Demostración. Es consecuencia directa de las dos observaciones anteriores.

A continuación, nos concentraremos, en primer lugar, en clasificar códigos CL(D,G)

con G = rPβ, para luego abordar el caso G 6= rPβ. Cabe mencionar que en el primer caso
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daremos una clasificación completa y veremos que, fijadas la longitud y la dimensión,

tendremos un único código AG sigma-ćıclico, racional, salvo equivalencias. En el otro

relacionaremos a códigos donde G 6= rPβ con códigos en los que G = rPβ y mostraremos

ejemplos computacionales que sugieren la existencia de una cantidad escasa de códigos.

4.2. Equivalencia monomial en el caso G = rPβ

En esta sección queremos clasificar códigos AG sigma-ćıclicos racionales CL(D,G)

con G = rPβ, es decir que G es un divisor de un solo punto, construido a partir de un

lugar racional Pβ. Para tal fin, será de suma utilidad distinguir tres casos para β ∈ P1(Fq):

β = 0, β ∈ F∗
q y β = ∞. Un primer resultado en la dirección deseada requiere considerar

0 6= β ∈ Fq y τβ ∈ AutFq
(Fq(x)) asociado a la matriz





1 β

1 0



 ,

es decir, τβ(x) = x+ β.

Proposición 4.2.1. Sea 0 6= β ∈ Fq y sean Pβ y P0 los lugares asociados a x − β y x

respectivamente de Fq(x). Entonces

τβ(L(rPβ)) = L(rP0),

para cualquier entero r ≥ 1.

Demostración. En primer lugar, notemos que τβ(Pβ) = P0, pues

τβ(x− β) = τβ(x)− β = x+ β − β = x.

Recordemos que para un lugar P de Fq(x) el espacio de Riemann-Roch asociado a P es

L(rP ) = {z ∈ Fq(x) : (z) + rP ≥ 0} ∪ {0}.

Veamos ahora que τβ(L(rPβ)) ⊂ L(rP0). Si z ∈ L(rPβ), entonces

(z) = (z)0 − (z)∞ =
∑

nPP − sPβ,



60 Códigos AG sigma-ćıclicos racionales

donde r ≥ s ≥ 1. Tenemos que

νP0
(τβ(z)) = ντ−1

β
(P0)

(z) = νPβ
(z) = −s,

y si νQ(τβ(z)) < 0, Q = P0 pues

0 > νQ(τβ(z)) = ντ−1

β
(Q)(z),

por lo que τ−1
β (Q) = Pβ. Luego (τβ(z))∞ = −sP0 con r ≥ s y obtenemos que

τβ(z) ∈ L(rP0).

Rećıprocamente, veamos que L(rP0) ⊂ τβ(L(rPβ)). Si y ∈ L(rP0), entonces

(y) = (y)0 − (y)∞ =
∑

nPP − sP0,

con r ≥ s ≥ 1. En este caso,

νPβ
(τ−1

β (y)) = ντβ(Pβ)(y) = νP0
(y) = −s,

y si νQ(τ
−1
β (y)) < 0, Q = Pβ pues

0 > νQ(τ
−1
β (y)) = ντβ(Q)(y).

Aśı, τβ(Q) = P0 y (τ−1
β (y))∞ = −sPβ con r ≥ s, lo que implica que

τ−1
β (y) = z ∈ L(rPβ).

Hemos probado, entonces, que τβ(L(rPβ)) = L(rP0).

A partir de la proposición anterior, obtenemos un resultado fundamental para nuestro

objetivo de clasificar los códigos sigma-ćıclicos racionales:

Proposición 4.2.2. Sean P1, . . . , Pn lugares racionales distintos de Fq(x) y 0 6= β ∈ Fq

tal que Pi 6= Px−β para 1 ≤ i ≤ n, entonces

CL(D, rPβ) = CL(τβ(D), rP0),

donde D = P1 + · · ·+ Pn y τβ(D) = τβ(P1) + · · ·+ τβ(Pn).
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Demostración. Por la Proposición 4.2.1 tenemos que cada elemento y ∈ L(rP0) es de la

forma τβ(z) para algún z ∈ L(rPβ). Luego CL(τβ(D), rP0) ⊂ CL(D, rPβ) pues

(y(τβ(P1)), . . . , y(τβ(Pn))) = (τβ(z)(τβ(P1)), . . . , τβ(z)(τβ(Pn)))

= (z(τ−1
β (τβ(P1))), . . . , z(τ

−1
β (τβ(Pn)))

= (z(P1), . . . , z(Pn)).

Rećıprocamente, por la Proposición 4.2.1 cada elemento z ∈ L(rPβ) es de la forma τ−1
β (y)

para algún y ∈ L(rP0). Aśı, CL(D, rPβ) ⊂ CL(τβ(D), rP0) pues

(z(P1), . . . , z(Pn)) = (τ−1
β (y)(P1), . . . , τ

−1
β (y)(Pn))

= (y(τβ(P1)), . . . , y(τβ(Pn))),

y por lo tanto los códigos indicados son iguales.

Observación 4.2.3. Si el código AG CL(D, rPβ) de la Proposición 4.2.2 es sigma-ćıclico, es

decir que σ(Pi) = Pi+1 mód n para 1 ≤ i ≤ n para algún σ ∈ AutFq
(Fq(x)), entonces es fácil

ver que CL(τβ(D), rP0) también es sigma-ćıclico con respecto al Fq-automorfismo τβστ
−1
β .

Los códigos AG sigma-ćıclicos que queremos clasificar son aquellos cuyo divisor G es

de un solo lugar racional, es decir que tenemos los siguientes tipos de códigos:

(i) CL(D, rPβ) con 0 6= β ∈ Fq,

(ii) CL(D, rP0) y

(iii) CL(D, rP∞).

A partir de la Proposición 4.2.2 y la Observación 4.2.3 podemos ver que el problema

de clasificar los códigos AG sigma-ćıclicos racionales con divisores G compuestos por un

lugar racional según sus clases de equivalencia se reduce a considerar los casos (ii) y (iii).

Sea A ∈ PGL2(Fq) una matriz de orden n y sean α, β ∈ P1(Fq) = Fq ∪ {∞} tales que

A−1 · α 6= α y A−1 · β = β. Sea 1 ≤ r ≤ n− 2 un número entero y consideremos la órbita

de α bajo la acción de A−1

[α]A = {α1, α2, . . . , αn}, (4.1)
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donde α1 = α y αi+1 = A−1 · αi para 1 ≤ i ≤ n − 1. Por la Proposición 4.1.3, a partir

de la órbita [α]A obtenemos los n lugares racionales distintos Pα1
, . . . , Pαn

de Fq(x). Con

estos lugares y con el lugar racional Pβ de Fq(x) construimos los divisores

D = Pα1
+ · · ·+ Pαn

y G = rPβ,

cuyos soportes son disjuntos. Aśı, si consideramos el Fq-automorfismo σ de Fq(x) asociado

a la matriz A, obtenemos el código sigma-ćıclico racional CL(D,G).

Para estudiar el problema de equivalencia de códigos sigma-ćıclicos racionales, es con-

veniente denotar estos códigos mediante

C(A,α, β, r),

para enfatizar su dependencia de A, α, β y r.

Comenzamos estudiando el caso (ii). Los Fq-automorfismos de Fq(x) que fijan el lugar

P0 están representados por matrices de PGL2(Fq) que fijan el punto 0 ∈ P1(Fq). En tal

dirección, tenemos lo siguiente:

Lema 4.2.4. Cualquier matriz de PGL2(Fq) que fija el punto 0 puede escribirse de la

forma:




1 0

c d



 . (4.2)

Demostración. Consideremos la matriz A =





a′ b′

c′ d′



 tal que A−10 = 0, entonces tene-

mos que

0 = A−10 =





d′ −b′

−c′ a′



 0 =
d′0− b′

−c′0 + a′
=

−b′

a′
,

de donde obtenemos que a′ 6= 0 y b′ = 0. Aśı, obtenemos que

A =





a′ 0

c′ d′



 ,

con a′ 6= 0. Por lo tanto podemos ver que otra manera de expresar A en PGL2(Fq) es

(a′)−1A, obteniendo aśı




1 0

c d



 ,

donde c = (a′)−1c′ y d = (a′)−1d′.
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Probaremos ahora que un código sigma-ćıclico racional asociado a una matriz de la

forma (4.2) coincide con otro código sigma-ćıclico racional asociado a una matriz que fija

el punto ∞.

Para esto vamos a necesitar la siguiente Fq-base de L(rPβ):

Bβ =
{

1,
1

x− β
,

1

(x− β)2
, . . . ,

1

(x− β)r

}

donde β ∈ Fq. Tenemos el siguiente lema:

Lema 4.2.5. Si β ∈ Fq y r ≥ 0, entonces Bβ y B̃β son bases de L(rPβ), donde

Bβ =
{

1,
1

x− β
,

1

(x− β)2
, . . . ,

1

(x− β)r

}

para todo β ∈ Fq y

B̃β =















{

1
(x−β)r

, x
(x−β)r

, x2

(x−β)r
, . . . , xr

(x−β)r

}

, β 6= 0,

{

1
xr ,

x+1
xr , (x+1)2

xr , . . . , (x+1)r

xr

}

, β = 0.

Demostración. Notar que ℓ(rPβ) = deg(rPβ) + 1− g = r + 1, pues el género g de Fq(x)

es cero. Además:

L(rPβ) = {z ∈ Fq(x) : (z) ≥ −rPβ} ∪ {0}

= {z ∈ Fq(x) : νP (z) ≥ 0 ∀ P 6= Pβ, νPβ
(z) ≥ −r} ∪ {0}

= {z ∈ Fq(x) : νP (z) ≥ 0 ∀ P 6= Pβ, P 6= P∞, νP∞
(z) ≥ 0, νPβ

(z) ≥ −r} ∪ {0}

=

{

f(x)

g(x)
∈ Fq(x) : deg g ≥ deg f, g(x) = (x− β)j, 0 ≤ j ≤ r

}

∪ {0}

=

{

f(x)

(x− β)r
∈ Fq(x) : deg f ≤ r

}

∪ {0}.

Con esta descripción, f(x) solamente puede ser un polinomio de grado a lo sumo r, y

obtenemos la base B̃β.

La base Bβ es menos evidente que B̃β, pero se obtiene observando que cualquier com-

binación lineal toma la forma:

a0 + a1
1

x− β
+ · · ·+ ar

1

(x− β)r
=

a0(x− β)r + a1(x− β)r−1 + · · ·+ ar
(x− β)r

.

Como Bβ y B̃β tienen r+1 elementos y generan a L(rPβ), concluimos que son bases.
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Con el siguiente resultado podremos reducir nuestro estudio al caso (iii), y clasificar

según clases de equivalencia solamente los códigos sigma-ćıclicos racionales de un punto

de la forma CL(D, rP∞).

Proposición 4.2.6. Sea




1 0

c d



 ∈ PGL2(Fq),

de orden n. Entonces




d c

0 1



 ∈ PGL2(Fq),

es de orden n, fija el punto ∞ y

C (( 1 0
c d ) , α, 0, r) = C

(

( d c
0 1 ) , α

−1,∞, r
)

.

En otras palabras, dado un código AG sigma-ćıclico racional sobre Fq de la forma CL(D, rP0),

existe un divisor D′ de Fq(x) tal que

CL(D, rP0) = CL(D
′, rP∞).

Demostración. Sean

A =





1 0

c d



 y B =





d c

0 1



 .

Notemos que |A| = |B| pues

Aj =





1 0

c(1 + d+ · · ·+ dj−1) dj



 y Bj =





dj c(1 + d+ · · ·+ dj−1)

0 1



 .

Consideremos las órbitas [α]A = {α1, . . . , αn} y [α−1]B = {θ1, . . . , θn} con θ1 = α−1.

Sean

M1 =























1 1 . . . 1

1
α1

1
α2

. . . 1
αn

1
α2
1

1
α2
2

. . . 1
α2
n

...
...

...

1
αr
1

1
αr
2

. . . 1
αr
n























y M2 =























1 1 . . . 1

θ1 θ2 . . . θn

θ21 θ22 . . . θ2n
...

...
...

θr1 θr2 . . . θrn























.

Tenemos que M2 es una matriz generadora del código C(B,α−1,∞, r) y, usando la base

Bβ con β = 0, también tenemos que M1 es una matriz generadora del código C (A,α, 0, r).
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Si vemos que θi = α−1
i para i = 1, . . . , n, entonces M1 = M2 y habremos probado que

los códigos indicados son iguales. Procedemos por inducción: por definición, tenemos que

θ1 = α−1 = α−1
1 . Supongamos ahora que θi = α−1

i . Entonces

θi+1 = B−1θi =





1 −c

0 d



 · θi =
θi − c

d

=
α−1
i − c

d

=
1− cαi

dαi

.

Además

αi+1 = A−1 · αi =





d 0

−c 1



 · αi =
dαi

−cαi + 1
.

Luego θi+1 = α−1
i+1, como queŕıamos ver.

Consideraremos ahora el caso (iii). Los automorfismos de AutFq
(Fq(x)) que fijan el

lugar P∞ están representados por matrices de PGL2(Fq) que fijan el punto ∞ ∈ P1(Fq).

Sabemos que tales matrices son de la forma




a b

0 d



 .

Observación 4.2.7. La matriz ( a b
0 d ) ∈ PGL2(Fq) puede escribirse en PGL2(Fq) como una

matriz de la forma ( 1 −b′

0 a′
) donde b′ = −ba−1 y a′ = da−1. Mediante estos representantes

de matrices en PGL2(Fq) que fijan el punto ∞ ∈ P1(Fq) de la forma A = ( 1 −b
0 a ) vamos

a obtener expresiones más sencillas de las potencias de A−1 y de ciertas matrices gene-

radoras para el código C(A,α,∞, r). Notemos que en tal caso, un representante de A−1

es

A−1 =





a b

0 1



 .

En primer lugar, vamos a determinar la longitud n de C = C(A,α,∞, r) en relación a

la matriz A, y luego vamos a determinar condiciones bajo las cuales se obtienen códigos

equivalentes.

Recordemos que la longitud n de C es |A|, el orden de A en PGL2(Fq). Pero |A| = |A−1|.

Veamos entonces qué podemos decir de |A−1|, y por lo tanto de la longitud del código a

estudiar.
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Lema 4.2.8. Sean A =





1 −b

0 a



 ∈ PGL2(Fq), con A 6= I, y p = Char(Fq), entonces el

orden de A−1 =





a b

0 1



 en PGL2(Fq) es:

|A−1| =







p, si a = 1

|a|, si a 6= 1

donde |a| es el orden de a en el grupo multiplicativo F∗
q.

Demostración. Consideremos primero el caso en que a = 1 (y como A 6= I, b 6= 0). Basta

notar que

(A−1)m =





1 mb

0 1



 ,

por lo que (A−1)m = I si y solo si p|m. Luego |A| = p pues es el menor entero divisible

por p.

Supongamos ahora que a 6= 1. En este caso,

(A−1)m =





am ba
m−1
a−1

0 1



 .

De aqúı, tomando m = |a| podemos deducir que (A−1)m = I y como |a| es el menor

entero tal que a|a| = 1 tenemos que |A−1| = |a|.

A continuación, probaremos un resultado técnico que vamos a necesitar para encontrar

una expresión adecuada de la matriz generadora de C(A,α,∞, r), que nos permita obtener

conclusiones acerca de la equivalencia de ciertos códigos.

Lema 4.2.9. Sean I 6= A =





1 −b

0 a



 ∈ PGL2(Fq) una matriz de orden n, α ∈ Fq tal

que A−1α 6= α y consideremos α1 = α y αi+1 = A−1αi para 1 ≤ i ≤ n− 1. Entonces para

todos 1 ≤ j′ < j ≤ n se cumple que

αj − αj′ = (aα + b− α)aj
′−1

j−j′−1
∑

i=0

ai.
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Demostración. Notemos que A−1 =





a b

0 1



 y:

α1 = α

α2 = aα + b

α3 = a2α + b(a+ 1)

α4 = a3α + b(a2 + a+ 1)

...

En general, para 1 ≤ j ≤ n tenemos que αj = aj−1α + b

j−2
∑

i=0

ai, considerando que si j = 1

el conjunto sobre el que sumamos es vaćıo y esa suma da cero.

Sean 1 ≤ j′ < j ≤ n, entonces:

αj − αj′ = aj−1α + b

j−2
∑

i=0

ai − aj
′−1α− b

j′−2
∑

i=0

ai

= aj
′−1α(aj−j′ − 1) + b

j−2
∑

i=j′−1

ai

= aj
′−1α(aj−j′ − 1) + b

j−j′−1
∑

i=0

ai+j′−1

= aj
′−1α(aj−j′ − 1) + baj

′−1

j−j′−1
∑

i=0

ai

= aj
′−1

[

α(a− 1)

(

j−j′−1
∑

i=0

ai

)

+ b

j−j′−1
∑

i=0

ai

]

= (aα + b− α)aj
′−1

j−j′−1
∑

i=0

ai,

como queŕıamos demostrar.

Con el fin de demostrar que ciertos códigos sigma-ćıclicos son equivalentes, recordemos

algunos hechos que usaremos para tal fin:

1. Si G = rP∞, L(G) = {f(x) ∈ Fq[x] : deg f ≤ r}∪{0}. Además, una base de L(G)

es {1, x, x2, . . . , xr}.

2. SiD = P1+· · ·+Pn, entonces para cada i se tiene que Pi = Px−αi
, donde A−1α1 6= α1

y αi+1 = A−1αi para 1 ≤ i ≤ n− 1.
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3. C = CL(D,G) = C(A,α1,∞, r) es un [n, k]-código ćıclico con n = |A| y k = r + 1.

Según la conveniencia, usaremos tanto r como k. Una matriz generadora para C es:

M =























1 1 . . . 1

α1 α2 . . . αn

α2
1 α2

2 . . . α2
n

...

αr
1 αr

2 . . . αr
n























.

4. Dos [n, k]-códigos son iguales si sus matrices generadoras poseen la misma forma

reducida por renglones.

5. Notar que toda submatriz cuadrada de M de tamaño k × k es una matriz de

Vandermonde. Si V es la matriz de Vandermonde generada por α1, . . . , αk, entonces

det(V ) =
n
∏

j′,j=1
j′<j

(αj − αj′).

En particular, podemos escribir M = (V |U), donde V es de tamaño k × k y U es

de tamaño k × (n− k). De aqúı, V −1M = (I|W ) con W = V −1U .

Vamos a mostrar que, fijada la dimensión k y fijado a ∈ F∗
q, todos los códigos sigma-ćıcli-

cos generados por matrices de la forma A =





1 −b

0 a



 de longitud |A| son equivalentes.

En el caso de a = 1 se descarta obviamente el caso b = 0.

Proposición 4.2.10. Sean I 6= A =





1 −b

0 a



 ∈ PGL2(Fq) una matriz de orden n,

α ∈ Fq tal que A−1 · α 6= α y consideremos α1 = α y αi+1 = A · αi para 1 ≤ i ≤ n − 1.

Si 1 ≤ k ≤ n − 1, entonces todos los [n, k]-códigos sigma-ćıclicos que puedo generar con

matrices de la forma de A fijado el valor de a son iguales , independientemente de los

valores de b y α. En otras palabras,

C









1 −b1

0 a



 , α1,∞, r



 = C









1 −b2

0 a



 , γ1,∞, r



 ,

siempre que





1 −bi

0 a



 6= I para i = 1, 2, A−1α1 6= α1 y A−1γ1 6= γ1.
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Demostración. Vamos a demostrar que todas las matrices generadoras dentro de las po-

sibles tienen la misma forma reducida, independientemente de b y α.

Consideremos la matriz generadora, recordando que como G = rP∞, entonces k = r+1.

M =























1 1 . . . 1 1 . . . 1

α1 α2 . . . αk αk+1 . . . αn

α2
1 α2

2 . . . α2
k α2

k+1 . . . α2
n

...
...

αr
1 αr

2 . . . αr
k αr

k+1 . . . αr
n























=
(

Vk×k|Uk×(n−k)

)

Como vimos anteriormente, podemos encontrar la forma reducida de M multiplicando

a izquierda por V −1: V −1M = (I|W ) con W = V −1U . En principio, las entradas de la

matriz W podŕıan depender de a, b y α, es decir que W = W (a, b, α). Nuestro objetivo es

mostrar que W = W (a). Sean Uj y Wj las columnas j-ésimas de U y W respectivamente.

Luego, V −1Uj = Wj y por lo tanto VWj = Uj. Ésta última ecuación matricial representa

un sistema de ecuaciones compatible determinado (pues det(V ) 6= 0) del cual podemos

encontrar las incognitas wj
i utilizando la regla de Cramer. En tal caso, obtenemos que

wj
i =

det(Vi)

det(V )
, 1 ≤ i ≤ k,

donde Vi es también una matriz de Vandermonde que se obtiene de reemplazar la columna

i-ésima de V por Uj. Notemos que:

V =























1 . . . 1 1 1 . . . 1

α1 . . . αi−1 αi αi+1 . . . αk

α2
1 . . . α2

i−1 α2
i α2

i+1 . . . α2
k

...
...

αr
1 . . . αr

i−1 αr
i αr

i+1 . . . αr
k























, Vi =























1 . . . 1 1 1 . . . 1

α1 . . . αi−1 αj αi+1 . . . αk

α2
1 . . . α2

i−1 α2
j α2

i+1 . . . α2
k

...
...

αr
1 . . . αr

i−1 αr
j αr

i+1 . . . αr
k























Podemos ver que V es la matriz de Vandermonde generada por α1, . . . , αk y Vi es la matriz

de Vandermonde generada por β1, . . . , βk, donde βℓ = αℓ para todo ℓ 6= i y βi = αj.

Luego, sabiendo que j ≥ k, tenemos que:

det(Vi) =
k
∏

ℓ′,ℓ=1
ℓ′<ℓ

(βℓ − βℓ′)
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=
∏

1≤ℓ′<ℓ≤k
ℓ,ℓ′ 6=i

(αℓ − αℓ′)
k
∏

ℓ=i+1

(αℓ − αj)
i−1
∏

ℓ=1

(αj − αℓ)

=









∏

1≤ℓ′<ℓ≤k
ℓ,ℓ′ 6=i

(αℓ − αℓ′)














(−1)k−i

k
∏

ℓ=1
ℓ 6=i

(αj − αℓ)







= (−1)k−i
∏

1≤ℓ′<ℓ≤k
ℓ,ℓ′ 6=i

(αℓ − αℓ′)
k
∏

ℓ=1
ℓ6=i

(αj − αℓ)

y similarmente:

det(V ) =
∏

1≤ℓ′<ℓ≤k
ℓ,ℓ′ 6=i

(αℓ − αℓ′)
k
∏

ℓ=i+1

(αℓ − αi)
i−1
∏

ℓ=1

(αi − αℓ)

Luego, obtenemos lo siguiente:

wj
i =

det(Vi)

det(V )

=

(−1)k−i
∏

1≤ℓ′<ℓ≤k
ℓ,ℓ′ 6=i

(αℓ − αℓ′)
k
∏

ℓ=1
ℓ6=i

(αj − αℓ)

∏

1≤ℓ′<ℓ≤k
ℓ,ℓ′ 6=i

(αℓ − αℓ′)
k
∏

ℓ=i+1

(αℓ − αi)
i−1
∏

ℓ=1

(αi − αℓ)

=

(−1)k−i

k
∏

ℓ=1
ℓ6=i

(αj − αℓ)

k
∏

ℓ=i+1

(αℓ − αi)
i−1
∏

ℓ=1

(αi − αℓ)

= (−1)k−i

i−1
∏

ℓ=1

(αj − αℓ)

(αi − αℓ)

k
∏

ℓ=i+1

(αj − αℓ)

(αℓ − αi)

Aśı, por el Lema 4.2.9 obtenemos que

wj
i = (−1)k−i

i−1
∏

s=1

(aα + b− α)as−1
∑j−s−1

t=0 at

(aα + b− α)as−1
∑i−s−1

t=0 at

k
∏

s=i+1

(aα + b− α)as−1
∑j−s−1

t=0 at

(aα + b− α)ai−1
∑s−i−1

t=0 at

= (−1)k−i

i−1
∏

s=1

∑j−s−1
t=0 at

∑i−s−1
t=0 at

k
∏

s=i+1

as−i

∑j−s−1
t=0 at

∑s−i−1
t=0 at
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= (−1)k−i

k
∏

s=i+1

as−i

i−1
∏

s=1

∑j−s−1
t=0 at

∑i−s−1
t=0 at

k
∏

s=i+1

∑j−s−1
t=0 at

∑s−i−1
t=0 at

,

es decir

wj
i = (−1)k−ia

1

2
(k−i)(k−i+1)

i−1
∏

s=1

∑j−s−1
t=0 at

∑i−s−1
t=0 at

k
∏

s=i+1

∑j−s−1
t=0 at

∑s−i−1
t=0 at

.

Por lo tanto las entradas wj
i de W solo dependen de a, es decir que W = W (a), como

queŕıamos demostrar.

El resultado anterior establece que para cualquier matriz

A =





1 −b

0 a



 ∈ PGL2(Fq),

de orden n > 1 existen dos posibilidades: si a 6= 1,

C(A,α,∞, r) = C(D(1, a), γ,∞, r)

donde

D(1, a) =





1 0

0 a



 ,

y si a = 1

C(A,α,∞, r) = C(T, γ,∞, r),

donde

T =





1 1

0 1



 . (4.3)

En el caso a 6= 1, tenemos que 1 ∈ Fq no es un punto fijo de D(1, a) y entonces

C(A,α,∞, r) = C(D(1, a), 1,∞, r).

En el caso a = 1 el único punto fijo de T es ∞. Luego

C(A,α,∞, r) = C(T, 1,∞, r).

Notemos que, si la longitud es p = Char(Fq), existe un único tipo de códigos sigma-

ćıclicos racionales de la forma CL(D, rP∞): aquellos de la forma C(T, α,∞, r), pues ningún

elemento de F∗
q puede tener orden p.

Veremos a continuación que, salvo equivalencias, existe un único código sigma-ćıclico

racional de la forma CL(D, rP∞) de una longitud y una dimensión dadas.
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Proposición 4.2.11. Sea c ∈ Fq un elemento de orden n en el grupo multiplicativo F∗
q.

Para cualquier matriz

A =





1 −b

0 a



 ∈ PGL2(Fq),

de orden n y cualquier α ∈ Fq tal que A−1α 6= α se cumple que

C(A,α,∞, r) ∼ C(D(1, c), 1,∞, r),

si a 6= 1, y

C(A,α,∞, r) = C(T, 1,∞, r),

si a = 1, donde T está dada por (4.3).

En otras palabras, sea c ∈ Fq de orden n 6= Char(Fq) en el grupo multiplicativo F∗
q. Si

sucede que σ ∈ AutFq
(Fq(x)) es de orden n y

(a) σ(P∞) = P∞,

(b) σ(Pi) = Pi+1 para 1 ≤ i ≤ n − 1 y σ(Pn) = P1 donde P1, . . . , Pn son lugares

racionales de Fq(x),

entonces

CL(P1 + · · ·+ Pn, rP∞) ∼ C(D(1, c), 1,∞, r).

Más aún, si σ ∈ AutFq
(Fq(x)) es de orden p = Char(Fq) y las condiciones (a) y (b) se

cumplen para n = p, entonces

CL(P1 + · · ·+ Pp, rP∞) = C(T, 1,∞, r).

Demostración. La afirmación para el caso a = 1 ya ha sido probada. Para el caso a 6= 1,

basta demostrar que si a1 y a2 son dos elementos de orden n en el grupo multiplicativo F∗
q,

entonces

C(D(1, a1), 1,∞, r) ∼ C(D(1, a2), 1,∞, r).

Sea i = 1, 2. Notemos que

D(1, ai)
−1 =





ai 0

0 1



 ,
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y una matriz generadora para C(D(1, ai), 1,∞, r) es de la forma























1 1 1 . . . 1

1 ai a2i . . . a
(n−1)
i

1 a2i a4i . . . a
2(n−1)
i

...
...

...
...

...

1 a
(k−1)
i a

2(k−1)
i . . . a

(k−1)(n−1)
i























Ahora bien, la segunda fila es justamente el subgrupo ćıclico de F∗
q generado por ai, es

decir

〈ai〉 =
{

1, ai, a
2
i , . . . , a

n−1
i

}

.

Como a1 y a2 tienen el mismo orden, tenemos que 〈a1〉 = 〈a2〉 ([4, Teorema 7, pag. 58]).

Esto significa que la matriz generdora de C(D(1, a1), 1,∞, r) puede obtenerde de la matriz

generadora de C(D(1, a2), 1,∞, r) mediante permutación de columnas.

Por lo tanto, C(D(1, a1), 1,∞, r) ∼ C(D(1, a2), 1,∞, r).

Si utilizamos los resutados que hemos desarrollado hasta aqúı en esta sección, estamos

en condiciones de enunciar uno de los resultados mas importantes de esta tesis.

Teorema 4.2.12. Salvo equivalencias, para cada par [n, k] de longitud y dimensión posi-

bles, existe un único código sigma-ćıclico racional sobre Fq, de la forma CL(D, rPβ), para

algún β ∈ P1(Fq).

Demostración. El resultado es consecuencia directa de las Proposiciones 4.2.3, 4.2.6 y

4.2.11.

4.3. Equivalencia monomial en el caso G 6= rPβ

En la sección previa solamente consideramos códigos CL(D,G), con G = rP , para algún

lugar racional P . Ahora trataremos el caso en que degG > 1.

Como un primer acercamiento a comprender los códigos de interés en esta sección,

podemos ver que, en realidad, cada código CL(D,G) de longitud n < q+1 se corresponde

mediante equivalencia con un código de la forma CL(D, rP ), para algún lugar racional P .
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Proposición 4.3.1. Sean P1, . . . , Pn lugares racionales distintos, con n < q + 1, y D,G

divisores tales que D = P1 + · · · + Pn y νG(Pi) = 0 para todo i, con 0 < degG < n,

entonces existen un lugar racional P /∈ {P1, . . . , Pn} y un entero r tales que

CL(D,G) ∼ CL(D, rP ).

Demostración. En primer lugar, como n < q + 1, y Fq(x) posee q + 1 lugares racionales,

sabemos que existe un lugar racional P /∈ {P1, . . . , Pn}. Además, por la Proposición 2.3.2,

sabemos que la dimensión del código CL(D,G) es k = 1+degG. Consideremos el divisor

G′ = (k − 1)P , entonces resulta que deg(G′ −G) = 0.

Por el Teorema 1.5.17, obtenemos que ℓ(G′ − G) = 1. Luego, G′ − G es un divisor de

grado 0 y dimensión 1. Aśı, por el Corolario 1.4.10, obtenemos que G′ −G es un divisor

principal, o dicho de otra manera, que G′ ∼ G, es decir que son divisores equivalentes.

Luego, por la Proposición 2.2.14 de [16] tenemos que CL(D,G) ∼S CL(D,G′). Como

∼S es una equivalencia más fuerte que ∼, obtenemos que CL(D,G) ∼ CL(D,G′), con

G′ = (k − 1)P .

Si consideramos códigos sigmá-ćıclicos provenientes de automorfismos que dejan fijo al

menos un lugar racional, la proposición anterior nos brinda lo siguiente:

Corolario 4.3.2. Sea σ ∈ AutFq
(Fq(x)) tal que σ(P ) = P para al menos un lugar

racional P y sea G cualquier divisor fijo por σ de grado r. Sea D = P1 + · · · + Pn un

divisor formado por lugares racionales que σ mueve ćıclicamente. Entonces

CL(D,G) ∼ CL(D, rP ).

Demostración. Es consecuencia directa de la Proposición 4.3.1.

Consideremos ahora códigos racionales sigma-ćıclicos de longitud q + 1 sobre Fq.

Sean P1, P2, . . . , Pq+1 todos los lugares racionales de Fq y sean σ1, σ2 ∈ AutFq
(Fq(x)) dos

automorfismos que mueven ćıclicamente los q+1 lugares en algún orden. Como podemos

intercambiar posiciones en palabras código para obtener códigos equivalentes, podemos

suponer que σj(Pi) = Pi+1 mód q+1 para todos j, i. Por el mismo motivo, podemos asumir

por ejemplo que Pq+1 = P∞, el polo de x.
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Sea D = P1 + · · · + Pq+1 y supongamos que σj ∈ AutD,Gj
(Fq(x)) para cada j, con

divisores G1, G2 que sean del mismo grado, digamos degG1 = degG2 = r. Aśı, podemos

construir dos códigos sigma-ćıclicos Cj = CL(D,Gj), para j = 1, 2.

Ahora bien, notemos que el divisorG′ = rP∞ es un divisor de grado r, y entoncesG′−Gj

es un divisor de grado 0. Usando el Teorema 1.5.17 y el Corolario 1.4.10, obtenemos que

G′ ∼ Gj para cada j, y por transitividad en la relación de equivalencia obtenemos que

G1 ∼ G2. Luego, por el Corolario 4.1.10, obtenemos que C1 ∼ C2.

Con lo anterior, hemos demostrado:

Proposición 4.3.3. Fijada la dimensión, todos los códigos sigma-ćıclicos de longitud

q + 1 son equivalentes.

Además, utilizando el mismo argumento, obtenemos el siguiente resultado que abarca

automorfismos que no fijan ningún lugar racional.

Proposición 4.3.4. Sean σ ∈ AutFq
(Fq(x)), α ∈ P1(Fq) tal que A−1α 6= α, donde A es

la matriz asociada a σ y D el divisor que surge de considerar los lugares asociados a la

órbita [α]A. Si G1, G2 son dos divisores del mismo grado, tales que νPi
(Gj) = 0 para todos

i, j, y σ(Gj) = Gj para cada j, entonces los códigos sigma-ćıclicos resultan equivalentes,

es decir:

CL(D,G1) ∼ CL(D,G2).

Hasta el momento, somos capaces de determinar que, fijadas la longitud n y la dimen-

sión k, existe un único código sigma-ćıclico, salvo equivalencias, en los siguientes casos:

cuando el automorfismo asociado fija algún lugar racional,

y cuando n = q + 1.

Aśı, resulta que no hemos abordado aún el caso en que ningún lugar racional queda fijo

y n < q + 1, es decir que n|q + 1.

Motivados por entender o conjeturar cuántos códigos sigma-ćıclicos no equivalentes

existen de aquellos que no están comprendidos en los resultados teóricos, realizamos

experimentos numéricos para comprobar computacionalmente equivalencia de códigos

sigma-ćıclicos generados con divisores G = Q, donde Q es un lugar no racional de Fq(x), y
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la longitud n es un divisor propio de q+1. Además, resumimos en una tabla las cantidades

de códigos distintos y de códigos no equivalentes que existen, de dimensión 3, para los

valores indicados de q y n. Vale la pena destacar que, cuando se indique, la cantidad

de códigos no equivalentes puede referirse a que son no equivalentes por permutaciones,

pues la complejidad computacional para determinar equivalencia monomial no siempre

nos permite analizarla. En cambio, contamos con rutinas optimizadas para determinar

rápidamente equivalencia permutacional.

1. Fijado q, construimos el cuerpo finito Fq, el anillo de polinomios con coeficientes en

Fq y el cuerpo de funciones racionales sobre Fq.

2. Formamos PMI2, el conjunto de los polinomios mónicos irreducibles de grado 2, el

cual sirve para construir el subconjunto IMS del conjunto GL2(Fq). IMS contiene a

las matrices de GL2(Fq) que no fijan lugar racional alguno.

3. PMI2 también es utilizado para considerar lugares de grado 2 en el cuerpo de

funciones, y obtener códigos de dimensión k = 3.

4. Si queremos considerar lugares de grado k− 1, para un entero k fijo, determinamos

el conjunto PMIk−1 de polinomios mónicos irreducibles de grado k−1 sobre Fq, con

el fin de estudiar códigos de dimensión k.

5. Calculamos los órdenes de las matrices de IMS como elementos de PGL2(Fq), y

consideramos el conjunto N de todos los órdenes n que cumplen que n < q + 1 y

n|q + 1 (divisores propios de q + 1).

6. Para cada n ∈ N , realizamos lo siguiente (notar que en este paso ya quedan fijos n

y k, que son la longitud y la dimensión de los códigos que vamos a construir):

a) Definimos una lista MATGEN en la cual pondremos las matrices generadoras

de códigos de longitud n y dimensión k.

b) Para cada matriz A ∈ IMS de orden n, calculamos sus órbitas y los lugares de

grado k − 1 que fija el automorfismo σ asociado a A. Para cada órbita [α]A

y cada lugar fijo Q, obtenemos la matriz generadora M del código CL(D,G),
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donde D es el divisor obtenido de la órbita [α]A y G = Q. Agregamos la

matriz M a la lista MATGEN.

c) Buscamos las formas reducidas por filas de todas las matrices de MATGEN,

para ver cuántos códigos diferentes, pero quizás equivalentes, hay. Recordemos

que si dos matrices distintas tienen la misma reducción, entonces los códigos

generados son exactamente el mismo código.

d) Comparamos todos los códigos asociados a las matrices de MATGEN para des-

cartar aquellas matrices que generan códigos equivalentes por permutaciones, y

contamos la cantidad de códigos no equivalentes por permutaciones obtenida.

e) Si existe un único código no equivalente por permutaciones, entonces existe

un único código no equivalente en el sentido monomial. Si no, es decir, si hay

más de un código no equivalente por permutaciones, debemos chequear si son

o no monomialmente equivalentes.

f ) Si sucede que existe más de un código monomialmente no equivalente, impri-

mimos las matrices generadoras de los mismos.

g) Dependiendo de los valores de q y n, puede suceder que no podamos chequear

equivalencia monomial, ya que no existe una rutina para ello, y nuestro algor-

timo lo hace por fuerza bruta. En tales casos nos quedamos con las matrices

de los códigos no equivalentes por permutaciones.

Debido a la diferencia de complejidad computacional que surge dependiendo de si q es o

no un número primo, hemos escrito dos algoritmos. Tales algoritmos pueden encontrarse

en el siguiente enlace:

https://github.com/cabanagusti/Algoritmos-de-Tesis-Cabana.git

A continuación, resumimos en una tabla la información obtenida, trabajando con di-

visores G = Q para lugares Q de grado 2, por lo que los códigos serán de dimensión 3.
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q n Cantidad de códigos distintos Cantidad de códigos no equivalentes

7 4 1 1

9 5 20 2

11 4 1 1

6 1 1

13 7 3 1

17 6 1 1

9 3 1

19 4 1 1

5 2 1

10 2 1

23 4 1 1

6 1 1

8 2 1

12 2 1

25 13 156 2 no equivalentes por permutaciones

27 4 28 2

7 84 2 no equivalentes por permutaciones

14 84 2 no equivalentes por permutaciones

29 5 2 1

6 1 1

10 2 1

15 4 1

31 4 1 1

8 2 1

16 4 1

Ahora, listaremos las matrices generadoras de códigos no equivalentes en los casos en

los que hay más de un código no equivalente. Denotaremos con I a la matriz identidad

de orden 3.
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F9 = F3[a] con a ráız de y2 + 2y + 2 y n = 5. Hay 2 códigos monomialmente no

equivalentes, con matrices generadoras de la forma M = (I|M1):

M1 =











2 2a

a+ 1 2a+ 2

2a+ 1 2a+ 2











y M1 =











2a 1

a 0

1 0











.

F25 = F5[a] con a ráız de y2+4y+2 y n = 13. Hay 2 códigos no equivalentes por permu-

taciones, con matrices generadoras de la forma M = (I|M1), donde M1 es cualquiera

de las siguientes:











3a+ 1 a+ 4 1 4a+ 2 4 2a+ 4 4 4a+ 2 1 a+ 4

4a+ 1 4a+ 1 0 1 a+ 2 2 2a 3a+ 2 2a 2

3a+ 4 1 0 a+ 3 4a 3a 3a+ 2 3a+ 2 3a 4a











,











4a+ 2 a+ 1 4a+ 1 3a a+ 4 a+ 3 a+ 4 3a 4a+ 1 a+ 1

3a+ 3 2 4a+ 1 3a+ 1 2a+ 1 a 3a+ 4 a+ 2 a+ 1 a+ 3

3a+ 1 4a+ 3 2a+ 4 4a 2a+ 1 3a+ 3 a+ 3 a+ 4 4 3a+ 2











.

F27 = F3[a] con a ráız de y3 + 2y + 1 y n = 4. Hay 2 códigos monomialmente no

equivalentes, con matrices generadoras:











1 0 0 a2 + 2a+ 2

0 1 0 a2 + a

0 0 1 a2 + 2











y











1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0











.

F27 = F3[a] con a ráız de y3 + 2y + 1 y n = 7. Hay 2 códigos no equivalentes por

permutaciones, con matrices generadoras de la forma M = (I|M1):

M1 =











2a2 + a+ 1 a 2a2 + 2a+ 2 a

a2 + a+ 2 a2 + 2a+ 2 2a2 + 2 2a+ 2

a+ 1 2a2 + 2 2a2 + a 2











y

M1 =











a+ 1 2a2 + a+ 1 1 2a2 + a+ 1

a2 + 2a+ 2 a2 + 2a+ 2 0 1

2a2 + 1 1 0 a2 + 2a+ 2











.
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F27 = F3[a] con a ráız de y3 + 2y + 1 y n = 14. Hay 2 códigos no equivalentes por

permutaciones, con matrices generadoras de la forma M = (I|M1|M2):

M1 =











a2 + 2 a2 + a+ 2 1 2a2 + 2a 2a2 2

2a2 + 2a+ 1 2a2 + 2a+ 1 0 1 a2 + 2a+ 2 2a2 + a

a+ 1 1 0 a2 + a a+ 2 a2 + 2a+ 2











,

M2 =











2 2a2 2a2 + 2a 1 a2 + a+ 2

2a2 + a+ 1 2a 2a 2a2 + a+ 1 2a2 + a

a2 + 2a+ 1 a2 + a+ 1 a2 + 2a+ 1 a2 + 2a+ 2 a+ 2











y M1 =











a+ 2 2a2 + a+ 1 2a2 + 1 2a2 + 2a+ 1 a2 + 2a

2a2 + 2a+ 1 2a2 + 1 a2 + 2a+ 1 2a2 + a+ 1 2

a2 + 1 2a2 + 2a+ 2 a+ 2 2a2 + 2 2a2 + a+ 2











,

M2 =











a2 + 2 a2 + 2 a2 + 2a 2a2 + 2a+ 1 2a2 + 1 2a2 + a+ 1

a2 + 2 a2 2a2 + a+ 2 2a2 + 2 a+ 2 2a2 + 2a+ 2

a2 a2 + 2 2 2a2 + a+ 1 a2 + 2a+ 1 2a2 + 1











.

La evidencia computacional parece sugerir que la cantidad de códigos sigma-ćıclicos es

baja, aún en los casos que no pudimos desarrollar teóricamente.



Conclusiones y trabajo futuro

La presente tesis se enmarcó dentro de la teoŕıa de códigos, más precisamente estudia-

mos códigos algebraico-geométricos ćıclicos y logramos avances originales significativos

para comprender propiedades estructurales de estos códigos, especialmente dentro de los

códigos algebraico-geométricos racionales.

En primera instancia, encontramos condiciones para construir códigos algebraico-geométri-

cos ćıclicos en el contexto de cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos finitos, F/Fq,

mediante el uso del grupo de automorfismos AutFq
(F ). Para ello, diseñamos el método sig-

ma, que nos permitió construir tales códigos, a los que nombramos códigos sigma-ćıclicos,

y desarrollamos ejemplos de aplicación del método.

Además de considerar dichas construcciones en cuerpos de funciones, desarrollamos re-

sultados y ejemplos de códigos algebraico-geométricos ćıclicos construidos en extensiones

F ′/F de cuerpos de funciones, lo que puede ser de suma importancia al momento de

intentar construir sucesiones de códigos ćıclicos.

Finalmente, focalizamos nuestro estudio en códigos algebraico-geométricos ćıclicos ra-

cionales, es decir, aquellos construidos sobre cuerpos de funciones racionales F = Fq(x).

En este contexto, logramos clasificar una familia de códigos sigma-ćıclicos muy usada en la

literatura, mediante la denominada equivalencia monomial. Además, realizamos ejemplos

computacionales para contemplar aquellos casos no abordados teóricamente.

Los resultados más importantes que hemos podido demostrar, son los siguientes:

Lema 3.1.5: Sean P1, . . . , Pn lugares racionales diferentes de un cuerpo de funciones

F sobre Fq, y G un divisor tal que νPi
(G) = 0 para todo i = 1, . . . , n. Consideremos

D = P1 + · · ·+ Pn y supongamos que existe σ ∈ AutD,G(F ) tal que

σ(P1) = P2, . . . , σ(Pn−1) = Pn, σ(Pn) = P1.
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Entonces CL(D,G) es un código AG ćıclico, el orden de σ como elemento de AutFq
(F )

es divisible por n y además n es el menor entero positivo que satisface σn(P1) = P1.

Proposición 3.4.1: Sean F ′/F una extensión ćıclica de grado m de cuerpos de funciones

sobre Fq. Sea P un lugar de F y sean P1, . . . , Pn todos los lugares de F ′ que están arriba

de P . Entonces n divide a m y para cualquier generador σ de Gal(F ′/F ) tenemos que

la órbita de P1 es

[P1]σ = {P1, . . . , Pn}.

Más aún, sea Q 6= P un lugar de F y sea G = Q1 + · · · + Qk un divisor de F ′

formado por todos los lugares de F ′ que están arriba de Q. Entonces σ(G) = G y

sop(G) ∩ sop(D) = ∅, donde D = P1 + · · · + Pn. En particular, si cada Pi es racional,

entonces CL(D,G) es un código sigma-ćıclico.

Corolario 3.4.4: Sea F ′/F una extensión de Galois de grado n de cuerpos de funciones

sobre Fq. Sean P1, . . . , Pn diferentes lugares de F ′. Supongamos que (3.5) se cumple

con los lugares P1, . . . , Pn para algún σ ∈ Gal(F ′/F ). Entonces la extensión F ′/F es

ćıclica, σ genera a Gal(F ′/F ), y existe un lugar P ∈ P(F ) que se descompone en F ′ en

los lugares P1, . . . , Pn. Rećıprocamente, si F ′/F es ćıclica y algún lugar P ∈ P(F ) se

descompone en F ′ en los lugares P1, . . . , Pn, entonces (3.5) se cumple para esos lugares

y cualquier generador σ de Gal(F ′/F ).

Teorema 3.4.6: Sea F un cuerpo de funciones sobre Fq que contiene al cuerpo de

funciones racionales Fq(x). Sean P1, . . . , Pn diferentes lugares de F . Sea σ ∈ AutFq
(F )

un automorfismo de orden m que satisface (3.5). Entonces:

1. n divide a m.

2. Existen un divisor k de n, un entero positivo d que divide tanto a m/k como a n

y un cuerpo de funciones E sobre Fq tales que Fq(x) ⊂ E ⊂ F y F/E es ćıclica.

Además, existen lugares Q1, . . . , Qd de E que se descomponen completamente en

F en los lugares P1, . . . , Pn.
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3. Sean y ∈ F tal que F = Fq(x, y) y G = 〈σ〉 el subgrupo generado por σ de

AutFq
(F ). Si sucede que αx + y /∈ FG para todo α ∈ Fq, entonces la extensión

ćıclica F/E obtenida en el inciso anterior cumple que E ( F .

Teorema 3.5.1: Si u ∈ L(G) y deg u ≤ r
degL

, existe uL ∈ L(G) que satisface (3.10).

Corolario 3.5.3: Si degL = 1, para cada u ∈ L(G) existe uL ∈ L(G) que satisface

(3.10). En consecuencia, C es ćıclico.

Proposición 3.5.6: Sea σ ∈ Aut(F ) tal que σ(Pi) = Pi−1 mód n y σ(G) = G. Si u ∈ L(G)

y deg uL < n, entonces uσ = uL, donde uσ = σ−1(u).

Teorema 4.2.12: Salvo equivalencias, para cada par [n, k] de longitud y dimensión po-

sibles, existe un único código sigma-ćıclico racional sobre Fq, de la forma CL(D, rPβ),

para β ∈ P1(Fq).

Vale la pena mencionar que estudiar códigos algebraico-geométricos ćıclicos es muy

interesante porque hay mucho aún por investigar. Una lista no exhaustiva de problemas

que queremos resolver en el futuro es la siguiente:

Obtener otra manera sistemática de construir códigos AG ćıclicos, sin usar auto-

morfismos.

Estudiar la ramificación de lugares en una torre de cuerpos de funciones con la

intención de construir un código AG ćıclico en cada paso de la torre y analizar los

parámetros relativos de tal sucesión de códigos.

Lograr una clasificación completa de códigos sigma-ćıclicos racionales.

Utilizar una combinación del método sigma con el polinomio interpolador de La-

grange para estudiar códigos AG en cuerpos de funciones no racionales.
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[9] A. López and E. Nart. Classification of Goppa codes of genus zero. J. Reine Angew.

Math., 517:131–144, 1999.



86 BIBLIOGRAFÍA
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[18] M. Tsfasman, S. Vlăduţ, and T. Zink. Modular curves, Shimura curves, and Goppa

codes, better than Varshamov-Gilbert bound. Math. Nachr., 109:21–28, 1982.
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L-ćıclico, 76

Matriz de paridad de un, 23

Matriz generadora de un, 22

MDS, 23
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Código RSG, 28

Diferencial de Weil, 15

Divisor de un, 16

regular u holomorfo, 16

Distancia de Hamming, 21

Divisor, 10

de ceros, 11

de polos, 11

efectivo, 10

grado de un, 10

primo, 10

principal, 11

soporte de un, 10

Equivalencia de códigos, 23, 53
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