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Resumen

En esta tesis abordamos el estudio del andlisis espectral del laplaciano fraccionario
definido sobre espacios de tipo homogéneo. En primer lugar estudiamos en detalle las
propiedades de cierta clase de espacios de Sobolev, los cuales nos permiten entender como
interactian los operadores de extension y las inmersiones compactas entre los mismos y
sobre qué clase de dominios especificos es posible definirlos.

En segundo lugar utilizamos la compacidad de dichas inmersiones para obtener el es-
pectro del laplaciano fraccionario sobre espacios de Ahlfors.

En tercer lugar nos focalizamos en estudiar un contexto diddico particular, el cual nos
permite entender como se interrelaciona la geometria del espacio con el andlisis espectral
del laplaciano fraccionario. De esto derivamos, por una parte, un andlisis cuantitativo que
descifra, si no determina, el comportamiento asintético del espectro; y por otra parte,
un andlisis cualitativo que propicia la introduccion de una nueva nocidn de derivacion
parcial fraccionaria en estos contextos, la cual, a su vez, permite caracterizar los espacios
de Sobolev a través de la teoria de integrales singulares a valores vectoriales en espacios

abstractos, tema que ocupa la tltima parte de este trabajo.
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Introduccion

El presente trabajo aborda el estudio del andlisis espectral del laplaciano fraccionario

o [ @)
oD P10 | st

en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Este operador es una generalizacién natural

del operador no local

©.2) -8 @) = G [T,
|z =yl
Rn
definido sobre lo que conocemos como contexto euclideo: el espacio R” con la métrica
usual y la medida n-dimensional de Lebesgue.

Asociado al operador D* podemos definir una forma bilineal

L (@) = f W) (g(x) —g(®) .
B(f,g)—zll e ) d ()

(B (x,d(z,y)))

la cual no sélo recupera dicho operador a través de la identidad

B(fag) = <Dsfag>L?ﬂ)

sino que también permite formular una versién débil del problema de autovalores asociado

a D*. Esta consiste en hallar los valores ) y las funciones asociadas u que satisfagan

Vo € Ho () : B(u,v) = A{u,v) 12
ue H(Q)
donde Hj (2) = {v e H*(X) /v =0sobre X \ Q}.

Recordemos que en el contexto euclideo para un operador eliptico en forma de diver-
gencia Lu = —div (AVu), donde A = (aivj)ijl es una matriz simétrica de funciones que
satisface una condicion de elipticidad, el problema de autovalores respectivo

Lu=MXu enf)
u=0 en 0f)

también posee una formulacién débil dada por

(0.3) B (u,v) = AMu,v) . Vv € Hy ()
9



para alguna funcién v € H} (2) y algtin A > 0, donde H] () denota aqui el espacio clésico

de Sobolev, y donde la forma bilineal B estad dada en este caso por

B (u,v) = / (Vu, AV0)

Es sabido de la literatura matemadtica especifica (en trabajos tanto cldsicos como re-
cientes; [BA72], [Bab71], [BO91a], [SZ17], [CH53], por citar algunos) que dadas dos
formas bilineales B : H x H — R, b : W x W — R, tales que B es simétrica continua y
coerciva, y b es simétrica y tal que b [u, u] > 0 para todo u # 0, si existe inmersién compacta
H cc W entonces es posible determinar un operador compacto 7' : H — H de modo tal

que 1/ es autovalor de 7' con autofuncién asociada u si y sdélo si
B (u,v) = A\b(u,v), paratodav € H.

Se ve aqui la importancia de la formulaciédn débil o variacional dada por (0.3), la cual
permite estudiar los autovalores del problema a través del estudio de la compacidad de
este operador. Compacidad que, como sabemos del contexto euclideo, estard determinada
por la inmersién H} (2) CcC L? (), la cual no estd establecida para dominios €2 arbitrarios,
si bien es sabido que, a priori, se satisface sobre dominios acotados con frontera C!.

Por otra parte, en trabajos recientes como [SV13c], [SV14b], [SV12], [SV13a], [SV13b],
[SV14a], [Ser13], [MBRS16], Raffaella Servadei y Enrico Valdinoci, entre otros, estable-
cen un marco funcional preciso y adecuado al estudio de la formulacién variacional del
problema de autovalores para operadores de tipo no local que incluyen al laplaciano frac-
cionario (0.2). Las técnicas desarrolladas no sdlo les permiten analizar la existencia de
soluciones de diversas clases de ecuaciones diferenciales que involucran operadores no
locales, asi como la estimacion de acotaciones y de resultados de regularidad de las mis-
mas, sino que también llevar a cabo un estudio comparativo y cualitativo del espectro de
distintos tipo de laplacianos fraccionarios.

El objetivo seminal de este trabajo radica entonces en extender estos andlisis a con-
textos mas generales que los euclideos, esto es, a contextos de espacios cuasimétricos
con medida. Para ello aunaremos las técnicas funcionales detalladas: la comprension del
comportamiento funcional de los espacios de Sobolev respectivos y de los operadores de
extension y de inmersién compacta pertinentes, asi como el estudio de las condiciones
geométricas de los dominios que influyen sobre la determinacién y el comportamiento del
espectro del problema de autovalores descrito.

Una vez determinado y estudiado el contexto general, nos dedicaremos a analizar en

detalle lo que denominamos el contexto diadico, ya que éste mismo nos permitira llevar a



cabo ciertas descripciones del comportamiento de los autovalores y, por otra parte, funda-

mentar una nueva nocion de derivacion fraccionaria.

Dividimos el trabajo en cuatro partes: La primera trata sobre conceptos basicos que
atafien a los espacios cuasimétricos, los espacios de tipo homogéneo y las estructuras diadi-
cas sobre éstos; los aspectos del analisis funcional relacionados a las formas bilineales no
acotadas; y por ultimo, lo que respecta a los operadores de Calderén-Zygmund valuados
en espacios de Banach. La segunda parte introduce los espacios de Sobolev y los primeros
resultados que contribuimos: determinacion de operadores de extensién y de inmersiones
compactas sobre dominios regulares. La tercera parte estd dividida en dos capitulos. El
primero de ellos fundamenta el teorema de existencia y caracterizacién de los autova-
lores del laplaciano fraccionario definido sobre espacios de tipo homogéneo. El segundo
capitulo inaugura el analisis particular del laplaciano fraccionario diddico, determinando
el espectro en los casos posibles y estudiando su comportamiento asintdtico en los casos
generales. Finalmente en la cuarta y ultima parte introducimos un operador de derivacién
fraccionaria, el cual permitird no sélo recaracterizar los espacios de Sobolev mediante una
forma de energia que articule un gradiente, sino que también permitird extender un resul-
tado de regularidad de soluciones ya formulado y expuesto por Alberto Calderdn respecto
de los operadores elipticos.

A fin de agilizar la lectura y de no entorpecer el seguimiento del trabajo, seremos
austeros en las menciones bibliograficas durante el desarrollo central de cada capitulo.
Para esto introducimos al final de éstos una seccién titulada Referencias bibliogrdficas y
comentarios adicionales en las cuales no sélo detallaremos aspectos bibliograficos del capi-
tulo pertinente, sino también breves semblanzas que detallan aspectos historicos y técni-
cos, a guisa de pequefias genealogias. Cabe mencionar que dichas secciones finales son

soslayables, al menos, en una primera lectura.






Parte 1

Conceptos basicos






CAPIiTULO 1

Espacios métricos y cuasimétricos con medida

Describiremos en este capitulo el contexto geométrico subyacente e inmanente de este
trabajo: los espacios de tipo homogéneo. En primer lugar repasaremos las nociones de
espacios cuasimétricos para analizar luego la propiedad de homogeneidad métrica que
da sentido a la dimensién de Assouad. La inclusidén de una estructura medible adecua-
da sobre éstos permitird dar fundamentos a los espacios de tipo homogéneo. Dentro de
esta categoria analizaremos los espacios de Ahlfors, espacios que contienen como instan-
cias particulares a muchos casos paradigmaticos que trascienden largamente el contexto
euclideo, como lo son las métricas parabdlicas y los fractales autosimilares; asi como tam-

bién analizaremos las estructuras diddicas que en ellos pueden construirse.

1. Espacios cuasimétricos

El objetivo de esta seccién no sélo serd introducir los espacios cuasimétricos, sino tam-
bién establecer de qué forma pueden las cuasimétricas comportarse como potencias positi-
vas de métricas, asi como entender qué regularidad Holder de funciones es posible definir

sobre los espacios.

DEFINICION 1.1. Entendemos por cuasimétrica (o cuasidistancia) en el conjunto X a una
funciéon d : X x X — [0,400), que satisface las siguientes propiedades:

C1) para todo x,y € X se tiene que d (x,y) = 0 siy sélo si x = y;

C2) para todo x,y € X se tiene que d (z,y) = d (y,x);

C3) existe una constante C; > 1 tal que, para todo x,y, z € X, se tiene que,
d(z,z) < Cq(d(z,y) +d(y,2))-

Si bien existe una semirrecta de constantes que satisfacen la condicién C3), se tendra

en cuenta la éptima, esto es,

d(z,z)
= su )
d ac,y,zler d ([E, y) + d (y7 Z)

no todos iguales

Ademads, para el caso C; = 1, diremos, como es de uso corriente, que d es una métrica.

OBSERVACION 1.2. Suele utilizarse, en lugar de la condicion C3), la condicion de cuasiul-

trametricidad, dada de la siguiente forma:
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C3’) Existe una constante C; > 1 tal que para toda eleccion x,y, z en X se tiene que
d(z,z) < Cyméx{d(z,y),d(y, 2)}.
En tal caso, definimos

O “ d(z,2)
¢ x,y,zIG)X max {d (x,y) 7d(y72)}

no todos iguales

DEFINICION 1.3. Diremos que una funcion d : X x X — [0,+o00) que satisface C1), C2)
y C3’) es una cuasiultramétrica, y si satisface C3’) con constante Cy = 1 diremos que es

ultramétrica.

Si bien no toda métrica satisface la condicidn de ultrametricidad, si es sencillo demostrar
que la clase de cuasiultramétricas y cuasimétricas definidas sobre un conjunto dado coin-
ciden. Mas aun C,; < 2C% < 2C,. Debido a esta propiedad, de aqui en adelante usaremos
de modo indistinto dichos vocablos, teniendo en cuenta la propiedad C3 ") y la constante
optima C; en las demostraciones.

La siguiente nocién de equivalencia permite en algunos problemas utilizar cuasimétri-
cas distintas dentro de un mismo espacio manteniendo invariante no sélo la topologia,
sino también las clases de funciones Lipschitz/Holder que serdn importantes en nuestro

desarrollo posterior.

DEFINICION 1.4. Decimos que dos cuasimétricas di, ds, definidas en un mismo conjunto
X, son equivalentes, y lo denotaremos como d; ~ ds, i existen constantes cy, c; > 0 tales que,

para todo x,y € X
crdy (z,y) < dz (2,y) < cady (2,y) .

Para enunciar la equivalencia entre cuasimétricas podemos también utilizar funciones
bi-Lipschitz. Dados dos espacios cuasimétricos, (Xi,d;) y (Xz,dz), diremos que una apli-

cacion ¢ : (X1, d;) — (Xa,ds) es bi-Lipschitz si existen constantes C, C’ > 0 tales que

Cdy (z,y) < da (¢ () 1 (y)) < C'dy (z,y)

para todo z,y € X. Esto es, una aplicacion ¢ : (X;,d;) — (Xs,ds) es bi-Lipschitz si
dy (z,y) = do (¥ (2),v (y)) es cuasimétrica equivalente a d;. De esto se sigue que dos
cuasimétricas di, d, definidas sobre un mismo espacio son equivalentes si y sélo si la iden-
tidad id : (X, d;) — (X, dz) es bi-Lipschitz.

Observemos también que si (X, d) es espacio cuasimétrico entonces (X, d”) también es
espacio cuasimétrico, para cada 5 > 0. En caso que (X, d) sea espacio métrico, tendremos

que (X, d”) es espacio métrico para cada j € (0, 1].
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Cabe recordar que en todo espacio cuasimétrico (X, d) arbitrario, la cuasimétrica d en
cuestion define una topologia candnica mediante el uso de las llamadas d-bolas. Dado un
xz en X yun r > 0 definimos como la d-bola centrada en z y de radio r, y la denotamos

por B, (z,r), al conjunto
By (z,r) :={ye X /d(z,y) <r}.
A su vez, denotamos por 7, a la topologia dada por
7q4:={V C X / paracadaz € X existe r > 0 tal que By (z,r) CV}.

Puede verse que para cualquier cuasimétrica d’ =~ d y cualquier 5 > 0 se tiene que 74 =
T4 = T4. Si bien la topologia 7, resulta semejante a las topologias candnicas definidas
a partir de una métrica, cabe destacar que 7, presenta ciertas peculiaridades, ya que las

bolas pueden no ser conjuntos abiertos, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.5. Sea ¢ la funcidn positiva dada por
@ (t) = [t|1v () + 2 |t| Ir\v (£),
donde V' C R es un conjunto no medible de Vitali extendido a todo R y donde 1 denota la
funcion caracteristica del conjunto V. Es claro que
1l < (t) <21t

por lo cual la funcién d(x,y) := ¢ (x —y) define una cuasimétrica en R. Mds atin, dado
r >0, labola B;(0,7) ={y € R/ d(0,y) < r} es unidn disjunta de la forma
ror
272

donde V' = V N (—r,r). Esto es, B;(0,7) no es un conjunto boreliano ni Lebesgue medible.

Ba(0,r) = (5. 5) UV

Esto muestra que no necesariamente las bolas generadas por una cuasimétrica d, que en
este caso coincide con la topologia usual de R, deben ser conjuntos abiertos respecto de la
topologia generada por la base {B (z,7) : x € X,r > 0}. Mds aun, pueden resultar conjuntos

no borelianos o, atin, no medibles.

El ejemplo anterior muestra una problematica caracteristica de los espacios cuasimétri-
cos: la eventual no medibilidad de las bolas, la cual genera dificultades inmanentes al
momento de definir objetos matematicos, como operadores o funciones, mediante el uso
de cuasimétricas especificas. Es por esto que es menester estudiar bajo qué circunstan-
cias y de qué forma es posible construir sobre el espacio alguna cuasimétrica equivalente
a la original (de modo que se preserve la topologia) que se comporte de modo vérsatil

y bondadoso: esto es, de modo que sus bolas seas conjuntos abiertos, siquiera conjuntos
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medibles. El siguiente teorema introduce lo que llamaremos regularizacion ~y-subaditiva de
una funcion positiva definida en X x X, la cual permitira solventar la problematica aludi-
da. En la Seccién 6, al final de este capitulo, haremos comentarios acerca de la bibliografia

correspondiente que trata con mayor minuciosidad estos conceptos.

TEOREMA 1.6. Sea X un conjunto no vacio. Dada una funcién d : X x X — [0,4+00) y
un exponente arbitrario v > 0, se define la funcion d., : X x X — [0,400), y se dice que d., es

la regularizacion ~y-subaditiva de d, como

n—1 1/
d, (z,y) := inf (Zd (a:i,xzqu)y) neN, z,..,x, € X, 11=x, T, =Yy p,
i—1

sty < 400, Yy como
doo (z,y) = inf {Kl?ixld (Ti,2iy1) :m €N, 21,2, €X, 11 =1, T, = 3/} 5

para el caso v = +o0. Esta funcidn d., satisface las propiedades siguientes.

i) Para cada 0 < y < oo y todo 5 € (0,7], d, es B-subaditiva, esto es,
1/8
dy (2,9) < |dy (0,2) +dy (5)°]

para toda eleccion de x,y,z en X. Mds aun, la familia (dv)7>0 caracteriza las funciones [3-
subaditivas: dado 3 € (0, +o¢], d es B-subaditiva siy sélo si d = dpg.
ii) Si d es cuasimétrica con constante Cyy definimos

o 1
T log, Cy’
(considerando v = +o0 para el caso Cy = 1), entonces, dg es cuasimétrica equivalente a d,
para cada 0 < 3 <. Mds aun, si d es una métrica entonces d., = d.

iii) Si d es cuasimétrica con constante Cyy vy := (considerando v = +oco para el

1
log, Cy’

caso Cg = 1), la funcion p, 5 : X x X — [0, +-00] definida como

Pd.p (z,y) = [d, (=, 3/)}’8 ;

es una métrica para cada 3 € (0,7]. Mds atin, p, 5 induce la misma topologia en X que d, y

se tiene que
1
C—sﬁd(x,y)ﬁ < pag (w,y) <d(z,y)",

para todo x,y € X.
iv) Si d es cuasimétrica con constante Cyy =y := m, (considerando v = +oc para el

caso Cy = 1), entonces para cada 3 € (0, 7], d, satisface la siguiente condicién de regularidad
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Holder

4, (@) =, (0.2)] < 5 mix {4 (@) o (w0,2) 7} (4 0 + 4, (02)7)

para todo x,y, z,w € X, suponiendo x # yy z # w si f > 1. En particular
1, _ _
(1.1) |d7 (‘T’y)_dW (:L‘,Z)| < Emax{dv (x’y)l /67d7 (mvz)l 5}d7 (yaz)ﬁv

para todo xz,y,z € X.

v) La regularidad Holder del inciso anterior es optima en el siguiente sentido. Dado un
nuimero C' > 1 existe un conjunto no vacio X y una cuasimétrica d con constante Cy = C que
tiene la siguiente propiedad: si d' es una cuasimétrica equivalente a dy existen 3 € (0,+00)y

K € [0,400) tales que

@ (2,9) = d (2,2)] < Kméx {d (2,9)" 7 (0,2) "} & (3,2)",

1
log, C*

para todo x,y, z € X, entonces, necesariamente, 3 <

OBSERVACION 1.7. Denotaremos en lo que sigue por dy a la cuasimétrica d.,, para v =

1 . . cen
Tog, 07 €OMMO se indica en iii).

El apartado v) puede ilustrarse con el siguiente ejemplo. Dado C > 1, sea s = log, C'y

considérese en R la cuasimétrica dada por

d(z,y) = |z —yl".

Teniendo en cuenta que, para cualquier s > 0y a,b > 0, se tiene que (a + b)° < 2° méx {a®, b*}
y |a® — b%] < sméx {a*"!,b°1} |a — b|, es claro que d es cuasi-ultra-métrica con C; = 2° = C
y que satisface la condicién de regularidad Holder (1.1) de orden s. Supdngase que existe
otra cuasimétrica d’ equivalente a d, la cual satisface la condicién (1.1) para algin orden

B > 0. Esto implicard que
@ (,y) = d (2,2)] < Kwax{d (2,9)7,d (2,2) 7 }d (y,2)]
< Kmax o=y o — o 0 o — 7

por lo cual, si s > 1, esto fuerza a que d’ sea funcion constante nula, lo que contradice el

1
log, C'*

hecho que d' =~ d. Por lo tanto, necesariamente 5 < % = Este ejemplo muestra que

dentro de la clase de todos los pares (X, d) con X conjunto no vacio, C' > 1 constante fija,

y d cuasimétrica sobre X con constante C,; > C, el valor v = log;c es una cota superior de
2

regularidad. Por otra parte, el inciso iv) del teorema anterior muestra que en un espacio

cuasimétrico especifico siempre podemos encontrar funciones continuas de regularidad

1
log, Cy

v < pero de momento nada indica que dicho valor no pueda superarse.
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Como veremos mas adelante, la existencia de funciones Holder de cierta regularidad
es de suma importancia al momento de establecer la buena definicion de cierta clase de
operadores, asi como de ciertos espacios; poder determinar, verbigracia, si acaso el espacio
de funciones Holder es o no trivial (esto es, formado puramente por funciones constantes),
pone en evidencia la vacuidad del andlisis. Para poder analizar esta problemdtica con
mayor profundidad, definimos a continuacion algunos indices de regularidad. Recordemos
que dado un espacio cuasimétrico (X, d), se dice que una funcién f : X — R pertenece a

la clase Holder de orden v > 0, clase que notaremos como C% (X, d), si

f (=) = f (W)l
= sup ————5—— < 0.
LﬂCO”Y(X’d) :Jc,yEI;( d (-73; y)v
zAy
En lo que sigue, la notacién C%7 (X, d) = C indica que C%7 (X, d) estd compuesta exclusi-

vamente por funciones constantes a valores complejos.

DEFINICION 1.8. Se define el indice de un espacio cuasimétrico, y se denota ind (X, d),
como

1
ind (X,d) := SUP{bg—Cd cd d},
2 !

donde el supremo se considera sobre la clase de todas las cuasimétricas d' equivalentes a d ,y

donde recordemos que

o - d (z,y)
YT ek max{d (z,2),d (%)}

no todos iguales

Cabe notar que en la biblografia basica se define a este indice como indice inferior de

suavidad. Para mas detalles véase la seccion final de este capitulo.

DEFINICION 1.9. Se define el indice de Hélder de un espacio cuasimétrico (X, d) como
indy (X, d) :=sup {7 € (0,00) : C*7 (X,d) # C},

esto es, el supremo de los valores vy > 0 tales que la clase de funciones Hélder de orden ~y posee

funciones no constantes.

Cabe sefialar que, por definicién, ind (X, d) es invariante por cuasimétricas equiva-
lentes. Del mismo modo, esto ocurre con indy (X, d), debido a que las clases C* (X) son

invariantes por cuasimétricas equivalentes.

DEFINICION 1.10. Definimos el indice de convexidad de Assouad de un espacio cuasimétri-

co (X,d) como

Cv (X, d) :=sup {a > 0 / existe métrica p sobre X tal que p ~ d"}.
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La siguiente proposicion contiene propiedades elementales de los indices ind (X, d) y
indg (X, d).

PROPOSICION 1.11. Sea (X, d) espacio cuasimétrico;

i) Si d es ultramétrica entonces ind (X, d) = +oc.

ii) Si d es métrica entonces ind (X,d) > 1.

iii) Para toda cuasimétrica d y todo o > 0 se tiene que ind (X,d*) = Lind(X,d)y
indy (X,d*) = Lindy (X, d).

iv) Si X es finito y d cuasimétrica entonces ind (X, d) = +oc.

vi) Si ¢ : (Xy,d1) — (Xa,ds) es aplicacién bi-Lipschitz entre espacios cuasimétricos en-
tonces ind (X1,d;) > ind (Xs,ds). En particular el indice inferior de suavidad es invariante
bajo homeomorfismos bi-Lispchitz.

vii) Si Y C X con cardinal mayor a 2 entonces ind (Y,d) > ind (X, d).

I[lustremos estos conceptos en varios ejemplos. En primer lugar, veremos que si bien es

claro que ind (X, d) > =, no necesariamente debe darse la igualdad.
ogs Cq

EJEMPLO 1.12. Sea X := {wy,z9,23} y d) : X x X — [0,+00) la funcion simétrica

definida como

dy (z1,2) := A,

d <x27x3> =dy (131,373) =1,

y dy (z,y) = 0 para = y. Obsérvese que d; coincide con la métrica discretay, mds aun, d, ~
dy. No es dificil demostrar que la métrica discreta es ultramétrica, por lo cual dy también es
ultramétrica y en consecuencia ind (X, dy) = +oc. Por otra parte, un cdlculo sencillo muestra
que, si A\ > 1, entonces Ca, = \; por lo cual para \ suficientemente grande @ tiende a 0.

En particular; se tiene que ind (X, d) > 1~
A

EJEMPLO 1.13. En general ind (X, d) = 400 para espacios cuasimétricos finitos. En efecto,

si #X < oo, considerando m := min d(z,y)y M := méax d(z,y) se tiene que
z,y€X zH#Y z,y€X zH#Y
() dy (,9) < -d(5,9)
M T,Y) > a1 \r,y = m r,Y),

donde d, denota la métrica discreta. Esto es, cualquier cuasimétrica definida sobre un conjunto

finito es equivalente a una ultra-métrica.

EJEMPLO 1.14. Sea C; el conjunto ternario de Cantor. Veamos que, utilizando la restriccion

de la distancia usual de R se tiene que ind (Cs, |-|) = co. Recordemos que todo elemento x del
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conjunto Cs puede escribirse de la forma © = > 5% , x; € {0,2} para cada j € N. Definase
j=1
L(z,y)=inf{j €N/ z;#y;} paraz#yy
1
d <I7 y) = SL(x’y) ’

entendiendo d (z,x) = 0. Veamos que d es una ultramétrica equivalente a |-|. La desigualdad

de ultrametricidad se sigue de
L(r.y) > min{L (z,2),L(zy)}.

Por otra parte, es claro que

T—y= Z %:igd(%yH Z %

j=L(zy) J=L(zy)+1
y
> U Y 2 i)
3 - 3 o
J=L(z,y)+1 J=L(z,y)+1
por lo cual

d(z,y) < |z —y| <3d(z,y).

Ya que |x — y| restringida a C; es equivalente a una ultramétrica se sigue que ind (Cs, |-|) = oo.
Obsérvese que, aunque en (R, |-|) las funciones Hélder de orden s > 1 son constantes, el

subespacio (Cs, |-|) admite funciones Holder no constantes de orden arbitrario.

Los siguientes enunciados relacionan los indices de regularidad definidos. Damos una

demostracion de estas propiedades en la Seccion 6.

PROPOSICION 1.15. Sea (X, d) espacio cuasimétrico. Son vdlidas las siguientes afirma-
ciones.

i) ind (X,d) = Cv (X,d).

i) ind (X,d) = sup{a € (0,+00) /d, =~ d }, donde d, es la regularizacion a-subaditiva
de d definida en el Teorema 1.6. Mds atin, {« € (0, +0o0) /d, =~ d} coincide con el intervalo
(0,ind (X, d)), o bien con el intervalo (0,ind (X, d)].

i) indy (X,d) = inf {a > 0:d, =0}. Mds atn, {«a € (0,+00) /d, =0 } coincide con
el intervalo (indy (X, d),+00), o bien con el intervalo [indy (X, d) ,+00).

iv) ind (X,d) < indg (X,d).

Los siguientes ejemplos ponen de relieve las diferencias entre ind (X, d) y indy (X, d).
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EJEMPLO 1.16. Sea X = R, d(x,y) := |z —y|° y s > 0. Como sabemos, si 3 > 1

S

entonces C%P (X,d) = C. Estoes {a > 0 / C%* (X, d) # C} C (0,1/s]. Teniendo en cuenta que

|z —y|® < 2°max (|v — 2|, |z — y|"), y tomando z := =¥ en la definicién de C,, podemos ver

1
log, Cy

Luego ind (X, d) = indy (X,d) = L.

. 1 . ~
que Cy = 2°, esto es, si o = = <, entonces para cada 3 € (0, a] se tiene que dg ~ d.

EJEMPLO 1.17. Para el caso (X, d) espacio métrico tenemos que Cy < 2y 10g21 o = L
Luego ind (X,d) = Cv (X,d) > 1y indy (X,d) > 1.

EJEMPLO 1.18. Sea X = Ry d(z,y) := |z —y|"'™ m > 1. Entonces ind (X,d) =
Cv (X,d) =indy (X,d) =m.

Para los siguientes ejemplos requerimos del siguiente lema que comentamos en la Sec-

cion 6.

LEMA 1.19. a) Si un espacio cuasimétrico (X, d) posee la siguiente propiedad de punto

medio: para cada par x,y en X existe un z en X tal que

1

1(200) < 5d(0,) ¥ d(59) < 5d(5,)

entonces indy (X,d) < 1.
b) Si (X, ||-||) es espacio normado entonces
ind (X, ||-{) = indy (X, ||-[]) = 1.

c) Si (X, ||-||) es espacio normado y Y C X contiene a su vez un subconjunto convexo Z C'Y

de cardinal #7 > 2, entonces
ind (Y, ||-]) = indg (Y, [|-]) = 1.

EJEMPLO 1.20. Como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos que, para cada
n €N,
ind (R, |-|) = ind ([0,1]",|-]) =1,
indy (R", |-]) = indg ([0,1]",[-]) = 1.

EJEMPLO 1.21. Sean a < b < ¢ < d numeros reales , I := [a,b], I, := [c,d], y considérese
X = LUI, dotado de la métrica usual |-|. Veamos que ind (X, |-|) = 1y indy (X, |-|) = +oc. El
hecho que ind (X, |-|) = 1 se sigue del inciso c¢) del Lema 1.19. Por otra parte , si « € (1,400),
la a-regularizacién de p (x,y) := |x — y| estd dada por
0 siz,yel, o x,y€ly

Pa (T,y) = .
c—b si(r,y) el xI o (r,y) €l x
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Por lo cual

indg (X, p) = oo,
de acuerdo al inciso iii) de la Proposicion 1.15. Obsérvese que en este caso las funciones
Holder de regularidad s > 1 no son sdlo las funciones constantes sobre X. Es por este mo-
tivo que C(O)’g) # C para todo v > 0. Esto pone de manifiesto la diferencia entre los indices
indg (X, |]) y ind (X, |-|): este tiltimo ofrece informacidn cualitativa de la regularidad de las
funciones Holder.

EJEMPLO 1.22. Si d es ultramétrica, estoes, siCy =1y o = = +o00, entonces para

1
logy Cq
cada o € (0,+o0] se tiene que d ~ d, . Luego ind (X,d) = indy (X,d) = +oo. Obsérvese
entonces que en los espacios ultramétricos existen funciones de suavidad Holder no triviales de

cualquier orden arbitrario.

2. Propiedad de homogeneidad débil. Dimension de Assouad

Analizaremos en esta seccién una de las propiedades fundacionales de los espacios de

tipo homogéneo: el control métrico de la dispersion de los puntos del espacio.

DEFINICION 1.23. Dado un espacio cuasimétrico (X, d) un conjunto A C X es e-disperso

sid(x,y) > e para todo par z,y € A, con x # y.

DEFINICION 1.24. Se dice que (X, d) satisface la propiedad de homogeneidad débil si existe
N € N tal que para cada v € X, cada v > 0y cada conjunto g-disperso A C X se tiene que
#[B(z,r)NA] < N (donde # denota el cardinal del conjunto). En otras palabras, todo

conjunto g-disperso incluido en alguna bola de radio r posee a lo sumo N puntos.

LEMA 1.25. Si (X, d) satisface la propiedad de homogeneidad débil con constante N € N
entonces para todo z € X, € > 0, m € Ny todo conjunto A C X, 5-disperso, se tiene que

#[B (z,e) N A] < N™.

DEMOSTRACION. Razonando inductivamente, supongamos que la propiedad es cierta
para todo natural menor que m — 1. Dado un conjunto A, 5-disperso, sea A* un subcon-
junto de AN B (z,¢) que sea 57— -disperso maximal. Por hipdtesis inductiva #A4* < N1,
y por definicién # [AN B (y, 5=<)] < N, para cualquier y € A*. Como

£
ANB(z,e)C U [AmB( —)}
(l’ ) = yeax Y 2m71

se sigue que
€

#ANB @ < Y #[ANB (y.5)] <N,

yeEA*
lo cual demuestra el lema. O
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Puede verse que la propiedad de homogeneidad débil equivale a la denominada s-
homogeneidad métrica. Un espacio métrico es s-homogéneo, o (C, s)-homogéneo, si exis-
ten constantes C' > 1y s > 0 tales que para todos z € X, r > 0, A > 1y todo conjunto
A C X, r-disperso, se tiene que # [B (z, A\r) N A] < CX°.

Para ver que la propiedad de homogeneidad débil implica la s-homogeneidad, con
constantes C' = N y s = log, N, basta considerar m € Nj tal que 2™ < \ < 2™ y aplicar
el lema anterior con ¢ = Ar. Es claro, por otra parte, que la (C, s)-homogeneidad implica
la propiedad de homogeneidad débil con N = |2°C'| + 1.

De modo mds simple, en un espacio métrico (X, d) s-homogéneo todo conjunto r-

disperso, Y C X, de didmetro finito satisface

# <o ()

Por otra parte, la propiedad de homogeneidad débil equivale, a su vez, a la propiedad
de cubrimiento por bolas, o propiedad de duplicacién métrica. Se dice que (X, d) satisface
la propiedad de cubrimiento de bolas si existe M € N tal que paracadar > 0ycadax € X
existe un conjunto finito A C B (z,r) con cardinal #A < M tal que B (z,7) C yLGJAB (v, 2);
esto es, si la cantidad de bolas de radio § > 0 necesarias para cubrir una bola de radio r

tiene una cota superior uniforme.

DEFINICION 1.26. Definimos la dimension de Assouad de un espacio cuasimétrico (X, d),
y la denotamos dim, (X, d), como el infimo de los s > 0 para los cuales existe una constante
C > 0 tal que, para cada x € X, cada A > 1, cada r > 0 y cada subconjunto A C X
r-disperso, se tiene que # [B (z,Ar) N A] < C\°.

#[B (z,\r) N Al < CON°.
O bien, de modo equivalente,
dimy (X, d) :=1inf {s € [0,00] : (X,d) es s-homogéneo} .
El siguiente lema retine algunas propiedades elementales.

LEMA 1.27. Sea (X, d) espacio cuasimétrico.

i) Para todo 0 < o < oo, dimy (X,d*) = L dim, (X, d).

i) Si d’ es cuasimétrica en X y d' ~ d entonces dim 4 (X, d’) = dimy (X, d).

iii) Para todo subconjunto Y C X, dimy (Y,d) < dimy (X, d). Si, ademds Y es subcon-
junto denso, dimy (Y, d) = dimy (X, d).

iv) Para todo n € N, dim4 (R", |-|) = n.

v) La dimension de Assouad es invariante bajo homeomorfismos bi-Lipschitz.
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Esta nocién de dimensién caracteriza los espacios cuasimétricos que poseen la propiedad

de homogeneidad débil.

PROPOSICION 1.28. Sea (X, d) un espacio cuasimétrico. Su dimensidn Assouad es finita si
y solo si satisface la propiedad de homogeneidad débil. Mds atin si N > 0 es la constante de

la definicion 1.24 entonces dim X < log, V.

Es importante resaltar las propiedades topoldgicas de los espacios cuasimétricos de
dimensién Assouad finita. El control uniforme sobre la dispersién de los puntos del espacio
que la definicién impone permite establecer una equivalencia entre conjuntos acotados y

totalmente acotados como veremos a continuacion.

PROPOSICION 1.29. Sea (X, d) un espacio cuasimétrico con dimy X < oco. Son vdlidas las
siguientes afirmaciones.

i) Todo conjunto acotado es totalmente acotado.

ii) Si, ademds, (X, d) es espacio cuasimétrico completo se cumple la propiedad de Heine
Borel: un conjunto es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

iii) (X, d) es separable.

Concluimos esta seccion demostrando el Lema de cubrimiento de Whitney y la parti-
cién de la unidad asociada a éste, los cuales, con algunas modificaciones, nos seran de

utilidad en el Capitulo 5 para definir operadores de extension.

LEMA 1.30 (Wiener). Sea (X, d) un espacio cuasimétrico en el cual todo conjunto acotado
es totalmente acotado. Dado E C X un conjunto acotado y una funcién R : E — R, existe
un subconjunto F' C E, a lo sumo numerable, F = {x;},_, tal que:

i) para todo i,j € A, i # j: B (x;, Ry,) N B (25, Ry,) = 0;

i) £ C igAB (x;, C4R,,), donde R, denota el valor de la funcién R en el punto z € X.

DEMOSTRACION. En primer lugar supongamos que supR, = +oo. Como F es acotado,
E C B(xg, M) paraalginzyo € Ey M > 0. Considerancglcgisl € E tal que R,, > M se sigue
que B (zg, M) C B(x1,C4R,,), de lo cual se deduce la tesis. En segundo lugar, supongamos
sgng = 51 < +4o0. Elfjase z; € E tal que R,, > 351,y sea Ey := E \ B(z1,CyR,,),

Sy = sup R,.. Podemos suponer S, > 0 ya que de otro modo Fy =0y E C B (z1,C4R,,), lo
x€loy

cual demostraria el lema. Elijase entonces z, € F, tal que R,, > %Sg. Luego B (z1, R;,) N
B (z2, R;,) = 0, ya que de otro modo z5 € B (x1,Cy4R,,) lo que contradice que 25, € Ej.
Luego, si F3 := E'\ [B (z1, C4yR,,) U B (22, Cy4R,,)] es vacio, el teorema queda demostrado.

Caso contrario, elijase x5 € Fj3 tal que R,, > %Sg. Continuando inductivamente esta idea
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en el peor de los casos puede suceder que el conjunto F, := E \ [‘nlB (25, C’dej)] no
j=

fuese vacio para ningun n € N. Veamos que, en tal caso, lim R, = 0. Supéngase que para

n—00

una subsucesion (Rmnj) existe n > 0 tal que Rmnj > 1. Luego el conjunto {xnj }j nCEE
jeN

es n-disperso e infinito, lo cual contradice el hecho que F sea totalmente acotado. Esto

termina la demostracion. O

Dado un conjunto abierto acotado V' C X, y A > 1, definamos R : V — R* como

|
R(z) = @dzstd (x, X \'V),

donde disty (z, A) := inf{d(z,a) : a € A}. Haciendo uso de esta funcién y del lema an-
terior se sigue el Lema de cubrimiento de Whitney siguiente, el cual permite asociar al

conjunto una particion de la unidad respectiva.

LEMA 1.31 (Whitney). Sea (X, d) un espacio cuasimétrico en el cual todo conjunto aco-

tado es totalmente acotado, y sea V' C X un conjunto abierto acotado. Dado A > 1, v €

(0’ 10%21 Cd]
a dos, y una familia de funciones {¢;},.; en C*7 (X, d), llamada particion de la unidad, tales

, existe una familia a lo sumo numerable de bolas {B (xi, C%ﬂ)} , disjuntas dos
i€l

que:
1) T, = ﬁdistd (l‘Z,X \ V),
iel il '
3) si z € B (x;, \r;) entonces A < w <202);
4) para cada i € [ existe xF ¢ V tal que d (x},x;) < 3CqAr;
5) paracada i € I setiene que # {k € I : B (xg, ) N B (z5,71;) # 0} < 005

6) si dimy X < oo entonces existe M € N tal que
#{kel : B(xg,ry) NB(x;,r) A0} <M

para todo i € I;
7) para cada i € I se tiene que 1p(, ) < ©; < 1Bz, 2r);
8) existe una constante L > 0 tal que Vi € I : [p;], < L%;

9) >¢i () = 1v ().

il

DEMOSTRACION. La primera conclusién se sigue simplemente de reemplazar r () =
Cy4R (x). El Lema de Wiener aplicado a £ = V asegura que V' C iLgJIB (x5,13) C iLEJIB (x5, AT3).
La inclusién reciproca se sigue de observar que, dado cualquier z € B (z;, Ar;), automati-
camente d (z,z;) < 3disty (z;, X \ V) y, por tanto, B (z;, \r;) C V. La tercera conclusién se

sigue de utilizar la desigualdad

disty (2, X\ V) < Cymax {disty (x;, X \'V),d (z;,2)}
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y el hecho que B (x;, A\r;) C V. El inciso 4) se sigue de inmediato de la definicién de
distq (z;, X \ V). Usando el inciso 3) puede deducirse que si B (xy, ;) N B (z;,7r:) # 0

entonces

1
(1.2) 2—037“2- <r, < 2037’1-.

Como vimos en la demostracion del Lema de Wiener I}Lrgo rr, = 0 por lo cual, sélo una
cantidad finita de r,’s pueden satisfacer (1.2). Por tultimo, supongamos que dim4 X < oo.
Dado i € I, sea

A ={zx € E /| B(xy, ) N B (x4,1;) # D}
Utilizando (1.2) puede verse que para D = 2C4 y para cada ;, € A; se satisface B (z,7;,) C
B (z;, Dr;). Luego

#{kel : B(xg, ) NB(x;,r) #0} < #[ B(x;, Dry)) N A .

Teniendo en cuenta que las bolas {B (% ﬁm) } son disjuntas, se tiene que A; es ﬁﬁ'-
iel

disperso. Por lo tanto, aplicando adecuadamente la Definicién 1.26 podemos deducir
donde D*sélo depende de Cy, y C'y s sélo dependen de dim 4 X. OJ

Los detalles de la construccién de la particién de la unidad los desarrollamos en la

Seccion 1 del Capitulo 5.

3. Espacios de tipo homogéneo

La existencia de una medida duplicante sobre un espacio cuasimétrico es una condiciéon
suficiente que permite controlar la dispersion métrica de los puntos del espacio, esto es,
permite asegurar la propiedad de homogeneidad débil, como veremos a continuacion.

Recordemos que sobre un espacio dotado de una topologia se define la familia de
conjuntos borelianos como la menor o-dlgebra que contiene a dicha topologia. A su vez,
se dice que una medida es boreliana si su o-algebra de definicién contiene a los conjuntos
de Borel.

DEFINICION 1.32. Una medida j definida sobre la familia de conjuntos de Borel de un
espacio métrico (X, d) se dice duplicante si es no degenerada, en el sentido de que existen
bolas By, B, tales que i (B1) > 0y u(By) < oo, y satisface la condicién de duplicacion de

medida
(1.3) p(B(z,2r) < Cup (B (x,7)),

para todo x € X y todo r > 0, y alguna constante C,, > 0, independiente de z, r.
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No es dificil ver que toda medida no degenerada que satisface la condiciéon de dupli-
cacion es localmente finita, esto es, 0 < u (B (z,r)) < oo para todo z € X y todo r > 0.

Del mismo modo que hicimos en la seccion anterior puede demostrarse que la condi-
cién de duplicacion de una medida es equivalente a la condicién de homogeneidad sigu-

iente: existen constantes ¢, > 1y s > 0 tales que la desigualdad
(1.4) p (B (z,Ar)) < X (B (z,1)),

vale para todo x € X, todo A > 1y todo r > 0. En efecto, las constantes ¢, := C, y
s := log, C, verifican (1.4). Suele denominarse a esta clase de medidas que satisfacen la
condiciéon (1.4) medidas s-homogéneas, o (c,, s)-homogéneas.

Como anticipamos, veamos que la existencia de esta clase de medidas sobre un espacio

cuasimétrico asegura la propiedad de homogeneidad débil.

LEMA 1.33. Sea (X, d) espacio cuasimétrico y ;1 medida duplicante boreliana en X. En-

tonces (X, d) satisface la propiedad de homogeneidad débil.

DEMOSTRACION. Dada una bola B (z,t), sea A := {z1,...,xx} un conjunto %-disperso

en B (z,t). Mediante una reduccién al absurdo puede mostrarse que {B (:UZ', ﬁ)}
1<i<N

es una familia disjunta de bolas, contenidas todas ellas en la bola B (z, R) de radio R :=

t(Cq+1). Luego

(1.5) S (B (x 4%)) < j(B(x,R)).

=1

Por otra parte, dado cualquier z; € A se tiene que

t
Blz,— ) CB C B(x;, R
(o046, ) € Blo ) € Blaw ).

donde R’ := (4 (C’d + %) t. Luego, utilizando la propiedad de homogeneidad (1.4) con
r =& ¥ A =4C7 (Cq + §) se deduce que
t
pw(B(x,R)) < pu(B(xi,R)) <e,Np|Blwi,— ||,
4Cy
sumando miembro a miembro y utilizando (1.5) se obtiene finalmente que
#(ANB(x,t)) =#A=N <c,\,
lo cual demuestra el lema. O

Teniendo en cuenta este lema introducimos a continuacion la definicion de espacio de
tipo homogéneo. Recordemos que V, designa a la familia de bolas determinada por una
cuasimétrica d, esto es,

Vi ={Bi(z,r):x € X,r>0}.
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DEFINICION 1.34. Una terna (X,d, ) es un espacio de tipo homogéneo si (X,d) es un
espacio cuasimétrico y pu una medida definida en una o-dlgebra M C 2% de partes de X, tal
que para alguna cuasimétrica o ~ d se tiene que V, C M, existen By, By € V, tales que
p(B1) > 0y pu(Bs2) < oo, y psatisface p (B, (x,2r)) < Cuu (B, (z,r)) para todo x € X y
todo r > 0.

Como se ha visto en el Ejemplo 1.5, existen cuasimétricas cuyas bolas no necesaria-
mente son borelianas. No obstante, la eventual no medibilidad de las bolas no es obstaculo

para asegurar la borelianeidad de la medida.

LEMA 1.35. Si (X, d, ;1) es un espacio de tipo homogéneo entonces . es medida Boreliana

y localmente finita.

DEMOSTRACION. Sea p una cuasimétrica equivalente a d que satisface las condiciones
de la Definicién 1.34. Como las topologias generadas por d y ¢ son las mismas, la familia
de conjuntos de Borel es la misma tanto para d, como para p. Y teniendo en cuenta que
V, € M, para demostrar la borelianeidad de ;. bastard ver que todo abierto de dicha
topologia es unién numerable de bolas de V,. Dado, entonces, un conjunto W abierto en

(X, 0), definamos

1 1
L, := {xEW/ St < dist, (z, X \ W) < 2—n}

Obsérvese que W = UZL"' Seal <e< y escojamos, para cada n € Z, un subconjunto
ne

1
203
A, C L, que sea %—disperso maximal. Gracias al Corolario 1.36 y a la Proposicién 1.29,

tenemos que cada A, es a lo sumo numerable. Para terminar la demostracion bastara ver

que
eC,
Para mostrar (1.6), obsérvese en primer lugar que
eC
. C ——e
0 e o m(n S,

y, por otra parte, que

eC? , eC?
gABQ T o C qxe X :dist,(x,L,) < o
C N < di C,
C $€X2n+—16'g_ ZStQ(I,X\W)<2—n ,

por lo cual, tenemos que

(1.8) U B, (x, 62—67;9) cw,

$€An



3 Espacios de tipo homogéneo 31

para cada n € Z. Las inclusiones (1.7) y (1.8) muestran (1.6) y la tesis del lema. O

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del Lema 1.33.

COROLARIO 1.36. Sea (X, d, 1) espacio de tipo homogéneo. Entonces (X,d) satisface la
propiedad de homogeneidad débil.

Una propiedad importante para comprender la naturaleza de las medidas duplicantes
muestra que los tnicos puntos que pueden medir positivo son aquellos que son aislados,

como muestra la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.37. Si (X, d, i) es espacio de tipo homogéneo, entonces:
1) u(X) < ocosiysélo sidiagm (X) < oo;

2) dado = € X se tiene que p ({x}) > 0 siy sélo si x es punto aislado;
3) el conjunto {x € X / u({x}) > 0} es numerable.

DEMOSTRACION. Supondremos en primer lugar el caso (X, d) espacio métrico.
1) Si diam (X) = oo entonces dado xy € X es posible encontrar una sucesion (z,,),, .y

en X tal que, z,, ¢ B (x,2n), y tales que

1
B (xg,n) N B (xn, éd(xn, m0)> =0y B (xg,n) C B(xy,,2d (x,,z0)) .
Luego

0 < pu(X)= limpu(B(xg,n)) <limsupy (B (T, 2d (T, T0)))

n—00 n—00

1
< C2limsupp <B (wn, §d(a:n,xo))> < C2lim supp (X \ B (x0,71)) = 0,

puesto que u (X) < oo. Esta contradicciéon muestra necesariamente que (X, d) debe posee
didmetro finito.

2) Veamos que si i es medida boreliana duplicante, no trivial, sobre un espacio métrico
(X, d), entonces ;1 ({z}) = 0 siy sélo si z es punto de acumulacién de X. Obsérvese que
si x € X es aislado entonces, B (z, R) = {x}, para algun R > 0. Luego, si u ({z}) = 0,
entonces p (X) = 0 haciendo A " oo en la condicién (1.4). Por otra parte, si x € X es
punto de acumulacién, uno puede escoger una sucesién de bolas { B (z,, 2d (z, z,,)) }neN,

disjuntas dos a dos, y tales que = € B (z,, 3d (z,z,)) para cada n € N. La finitud de la

suma de sus medidas y la acotacién

muestran que, necesariamente, 4 ({z}) = 0.
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3) La numerabilidad se sigue de la no degeneracion de la medida. Teniendo en cuenta
que, si A= {x € X / u({z}) > 0}, entonces, para cada N € N,
p(B(@,N) 2 p(ANB(@,N) = Y p({z})>0.
x€ANB(z,N)
Para tratar el caso que d sea cuasimétrica aplicamos las mismas ideas, utilizando en
primer lugar que d ~ dy, para la cuasimétrica d dada por la Observacién 1.7, y el hecho

que, si p es la métrica dada por p = dJ,, v = entonces B, (z,r) = By (z,r'/7). O

1
10g2 Cd ’
Sefialemos que los puntos = € X tales que i ({z}) > 0 se denominan 4tomos.

Los siguientes ejemplos retinen alguno ejemplos notables de espacios de tipo homogé-

neo. En la seccién siguiente desarrollaremos otros casos paradigmaticos.
EJEMPLO 1.38. El conjunto R" con cualquier normay la medida de Lebesgue n-dimensional.

EJEMPLO 1.39. Dada F : R® — R funcidn Lipschitz . Sea X := {(z, F (x)) : x € R"}, d
la métrica inducida por la distancia usual de R"™! y sea i (E x F (E)) := |E| la medida de

Lebesgue n-dimensional de E C R". Entonces (X, d, 1) es espacio de tipo homogéneo.

EJEMPLO 1.40. El espacio diddico (R", 6, |-|), donde aqui |-| denota la medida de Lebesgue
n-dimensional y ¢ la métrica dada por la medida del cubo diddico mds pequefio que contenga

a dos puntos. Describiremos con mayor precision este ejemplo en el Capitulo 9.

EJEMPLO 1.41. Sea X := [0, +c0), d la distancia usualy j (E) := [r" 'dr, conn > 1.
E

EJEMPLO 1.42. El espacio R" dotado de la Lebesgue n-dimensional y d la distancia dada

n

por d(z,y) := > (x; —y;)™, donde x := (x1,...,%n), Y := (Y1, .., Yn) ¥ Q1,.ceytyy > 0; €5

espacio de tipo fjl;rlnoge'neo.

EJEMPLO 1.43. Otro caso de notable interés, que extiende el ejemplo anterior; lo consti-
tuyen las métricas parabdlicas. Sea A una matriz n X n a valores reales. Dado \ > 0 definimos
la transformacién Ty : R* — R" como T) (z) := e x. Teniendo en mente el caso A = I, la
matriz identidad, uno puede ver a Ty como una dilatacion generalizada. Puede demostrarse
que para cada x € R™ \ {0} existe un tinico niimero p (z) € (0,+o0) tal que ||y, z|| = 1.
Si definimos p (0) := 0, esta funcién p : R" — [0, +00) satisface:

1) paratodo A > 0y x € R", p(Thz) = A\p(x);

2) para todo = € R" se tiene que p(—x) = p (z);

3) para todo x € R™ se tiene que p(x) = 1 siy solo si ||z]| = 1; p(x) < 1 siy sdlo si
|z|| < L,y p(x) >1siysdlosi|z| > 1;

4) para todo x,y € R™ se tiene quep (x +y) < p(x) + p (y).
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Ademds, si consideramos d (x,y) := p (z — y), entonces d es una métrica en R" invariante
por traslaciones. Como caso particular, si consideramos A := diag (a4, ..., a,), tendremos que

T (z) = (A1, ..., \"x,). Utilizando la norma ||z||,, = méx |z;| se obtiene que p(z) =
>)sn
|1/aj.

max |z,
1<j<n

4. Espacios Ahlfors regulares. Espacios normales

Una subvariedad rica de espacios de tipo homogéneo que serda un contexto natural
de este trabajo estd conformada por la clase de espacios de tipo homogéneo de Ahlfors,
espacios en los cuales las medidas de las bolas se comportan como potencias del radio.
Dado un espacio cuasimétrico (X, d), sobre el cual estd definida una medida positiva u, y

dado x € X definimos las funciones R, (z) y rq (z) del siguiente modo

Ry(z) = sup{r >0/ By (z,7) # X} S.i,u(X)<oo |
> sip(X)=o0

rq(x) :=mf{r € (0,00) / By(z,r) # {z}}.

DEFINICION 1.44. Dada una terna (X,d, ), donde (X, d) es un espacio cuasimétrico y
u una medida positiva definida sobre una o-dlgebra M de subconjuntos de X, diremos que
(X,d, i) es un espacio a-Ahlfors regular, para algun « > 0, si existe una cuasimétrica p ~ d
y constantes C'4,ca > 1 tales que:

DV, M,

ii) para todo x € X y todo r > 0 tal que (ca)” ', (x) <1 < caR, (x) se satisface

1
—1r* < pu(B,(x,r)) < Car®.
Ca

Mds atin, si para todo = € X, se tiene que r, (x) = 0, entonces diremos que (X, d, ;1) es un

espacio a-Ahlfors regular estdndar.

Cabe observar que la definicién anterior articula perfectamente en espacios cuasimétri-
cos con medida, acotados, que poseen atomos. En este trabajo consideraremos solamente
los espacios Ahlfors estandar, esto es, aquellos que no poseen atomos.

El siguiente lema describe algunas de las propiedades inmediatas que surgen de la
definicidn.

LEMA 1.45. Sea (X, d, ) un espacio a-Ahlfors regular, para algiun o € (0,00) y sea p una
cuasimétrica tal que p =~ dy que satisface las condiciones de la definicién anterior. Entonces,
existe una constante C' > 0 tal que:

i) para todo x € X y todo r > 0 tal que r € [irp (x),00), se tiene que

p (B, (x,7)) < Cr;
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i) para todo x € X y todo r finito tal que r € (0,caR, (x)], se tiene que

1 (07
1 < (B, ()

iii) para todo © € X

@) < () < O,y ()"
y
TR, ()° < pn(X) < OR, ()"
iv) para cada x € X y cada r > 0, se tiene que B, (v,r) = {x} siy sdlo sir € (0,7, ()],
v) para cada x € X y cada r > 0, se tiene que B, (z,7) = X siy sélosir € (R, (z),00);
vi) (X, d, u) es espacio de tipo homogéneo;
vii) la medida p: es boreliana respecto de cualquier topologia T, para p cuasimétrica tal
que p ~ d;

viii) para cualquier § € (0, 00), fijo, la terna (X, p°, 1) es un espacio §-Ahlfors regular.

Dado (X, d) espacio cuasimétrico, a € [0,00), £ C X y e € (0, 00), definimos

Hy, (E) := inf {27‘? : EC jL>Jle (z;,7;) , r; < ¢ para cada j > 1} ,

j>1
y definimos la medida exterior de Hausdorff de dimensién « en (X, d) del conjunto £ como
Hy (F) := supHy, (E).
e>0
Obsérvese que Hj (F) toma valores en [0, +o0o]. Por su parte, se define la dimensién de

Hausdorff en (X, d) del conjunto £ como
dimy (F) :=inf{a >0: H (E) = 0}.

Recordemos, por otra parte, que una medida p definida sobre una o-algebra M de
subconjuntos de (X, d) es medida Borel-regular, si M contiene a los conjuntos de Borel y
si para cada A € M existe un boreliano B tal que A C By u(A) = u(B).

Los siguientes resultados establecen, por una parte, las propiedades de la medida de
Hausdorff definida sobre un espacio cudsimetrico, y por otra parte, que dentro de la clase
de medidas Borel-regulares que satisfacen una condicién de regularidad Ahlfors y que son
comparables entre si, podemos siempre escoger una medida de Hausdorff del mismo orden

que la regularidad Ahlfors del espacio.

PROPOSICION 1.46. i) Sea (X, d) un espacio cuasimétricoy 3 € (0, oo) fijo. Sea d distan-
cia que surge de la regularizacion de d, dada en la Observacion 1.7. Dado cualquier conjunto

E C X, la medida de Hausdorff restringida H 5# |z es una medida exterior Borel-regular sobre
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la familia de los conjuntos borelianos del espacio topolégico (E,74,), donde d|p denota la
cuasimétrica d restringida a E. A su vez, la medida H 5# | restringida a la o-dlgebra de con-
juntos medibles en sentido de Carathéodory también es Borel-regular en la misma o-dlgebra
de Borel.

ii) Supdngase que (X,d, 1) es un espacio de Ahlfors a-regular estdndar para algin o €
(0,00), ¥ sea p cuasimétrica equivalente a d y que satisface las condiciones de la Definicién
1.44, esto es, existe una constante C'y > 1 tal que, para todo x € X y todo r € (0, diagm (X)]
se tiene que

G < (B, () < Car,
entonces, la medida de Hausdoff de orden o definida a partir de la regularizacidn dy satisface

Hg, (B (z,r)) =1,

uniformemente para todo x € X y todo r € (0,diam (X)]. A su vez, las medidas 11y Hi,
resultan comparables si se las restringe a los borelianos de (X, 7,). Mds dun, si ademds p es
Borel-regular entonces

Hg, (E) ~ ju(E),

uniformemente para todo conjunto E C X, pu-medible.

Obsérvese que de esta proposicion se desprende, a grandes rasgos, que en los espacios
a-Ahlfors, dados por medidas Borel-regulares, siempre podemos utilizar H i, COmo medida
del espacio.

Los siguientes son ejemplos de espacios Ahlfors regulares estdndar. En la seccion final

de este capitulo detallamos la bibliografia utilizada para describirlos.

EJEMPLO 1.47. Dado n € Ny 3 € (0, 00) entonces
(B 1117,2)
donde ||-|| denota una norma en R" y A la medida de Lebesgue n-dimensional, es un espacio-
Ahlfors regular.
EJEMPLO 1.48. Sea (X;, d;, pi;) un espacio a;-Ahlfors regular para cadai = 1,2, ..., N. Sea

N

X := [][ X,y definase la cuasimétrica p sobre X como
i=1

p(@,y) = maz d; (zi, yi)

para cada par de N-uplas x = (z1,...,xn), ¥ = (y1,...,yn) en X. Sea p la medida producto
U=y @ iy @ -+ ® uy definida sobre X. Entonces la terna (X, p, uu) es un espacio y-Ahlfors

regular, para v = a; + - -+ + ay.
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EJEMPLO 1.49. Sea E, = [0, 1]2, el cuadrado unidad de R? y sea C; el conjunto que

consiste en cuatro cuadrados {le} de longitud de lado 3 y localizados en cada esquina

1<j<4
, 4 . . , . .,
de Ey. Definase F, := lulel-. De modo inductivo, sea C,, la n-ésima generacion formada por 4™
]:
cuadrados {Q"}

de E,_1, como muestra la siguiente imagen.

. 1 . .
1< jan de longitud de lado 4; y localizados en las esquinas de los cuadrados

N N HH i

. . . . - - - -

. . . . as an am LA}
. - EE EE A EE A
E, E, E; E,

Definase entonces £ = ﬂ E,.. Denotemos por d a la cuasimétrica ||-||° restringida a E,
estoes, d(x,y) = ||z — y||ﬁ para todo x,y € E. Denotemos por i a la medida de Hausdorff
H} restringida a E. Entonces la terna (E, d, i), es un espacio B-Ahlfors regular.

Mds atin puede demostrarse que si bien (E, d) no es espacio ultramétrico, es posible definir

una ultramétrica d, equivalente a d, la cual estd dada por

dy (z,y) ;= inf{r > 0 / existen z1,...,z2y11 € E, N € N, tales que

r=2,Y=2nv11Y ||zi — zip1|| <rparacadai=1,..,N}
EJEMPLO 1.50. Sea V := {9y, ..., ¢y} una familia de contracciones de la forma
1
[¥: (@) =¥ (y)| = — llz — 9|

para cada i = 1,....N y todo x,y € R", y algunos a; > ... > ay > 1. Entonces, existe un

unico compacto no vacio K que es invariante por U, esto es,

K= Uy (K) =0 (K).

Mds aun, existe una unica medida p, Borel-regular, con soporte en K, tal que, para toda

/KsoduK = ﬁ: (é)D/KsoowiduK

=1

¢ : K — R integrable

N D
donde D > 0 es tal que ) (%) = 1. Si ademds se tiene que
i=1 > "

O, (V) SV y ¢ (V)Ng, (V) =0, i # )

para algin subconjunto no vacio V. C R", abierto y acotado; entonces diremos que K es
un fractal autosimilar. Puede probarse que para todo fractal autosimilar D = dimy (K), y

mds atin, si consideramos d, i (x,y) := ||z —y||", paran > 0, y todo z,y € K, entonces
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(K,dy Kk, pbx) es espacio de Ahlfors a-regular para o = D/n. Como caso particular, en el

ejemplo anterior K = E, D =dimy E =1y n=f.

Por ultimo, para culminar la seccion, puede verse que cualquier espacio de tipo ho-

mogéneo es 1-Ahlfors regularizable.

PROPOSICION 1.51. Sea (X,d, i) un espacio de tipo homogéno cuya familia de d-bolas

son abiertas. Entonces

inf {i (B) : B es d-bola que contiene z,y} si x #y
d(z,y) = 0 s
r=1Y

es una cuasi-métrica sobre X. Mds atin d y § inducen la misma topologia en X y el espacio

(X, 4, ) es 1-Ahlfors regular.

5. Estructuras diddicas en espacios de tipo homogéneo

En esta seccién introducimos lo que conocemos como estructura diddica en espacios
de tipo homogéneo. A grandes rasgos, estas familias axiomatizan y generalizan el compor-
tamiento en R de la familia de intervalos diddicos [£, 21), donde £, j € Z.

Damos a continuacién la definicién formal, para dar paso a un par de ejemplos y cul-
minar la seccién con un teorema que demuestra la existencia de esta clase de estructuras

en cualquier espacio de tipo homogéneo arbitrario.

DEFINICION 1.52. Dado (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo, decimos que ) = ng]D)j es
una familia diddica sobre X con pardmetro § € (0,1), si cada IV es una familia de subcon-
juntos abiertos () de X, a los que denominaremos cubos diddicos de D, tal que:

1) para todo j € Z los cubos en IV son disjuntos dos a dos;

2) para todo j € Z la familia IV cubre casi todo X, esto es, ji <X \ QLEJWQ> =0;

3)si Q € IV yi < j, entonces existe un tnico Q' € I* tal que Q C Q';

DsiQelyQ €l coni< j, entonces, o bien Q C @', o bien QN Q' = 0;

5) existen dos constantes finitas a,,ay > 0, tales que para cada j € Z y cada () € IV se
tiene que

a16’ <1 (Q) ¥ e (Q) < axd,

donde r; y r. designan, respectivamente, los radios interior y exterior del cubo (), dados por

ri(Q) =sup{r >0/ By(z,r) C Q para algiin x € Q},

7. (Q) =inf{r >0/ Q C By(x,r) paraalginz € X} .
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EJEMPLO 1.53. Sea X = R", dotado de la métrica usual ||z — y|| y la medida de Lebesgue

n-dimensional . Para cada j € Zy k = (ky, ..., k,) € Z" definimos

Sk k41
Qj,k = H (57 27 )

=1

y IV :={Q;r : k €Z"}. Claramente cada familia IV satisface las condiciones 1), 2), 3) y
4) de la definicién anterior. Por otra parte si consideramos

1 1 1

==k Ty e k'n g
x],k 2) ( 1+27 3 _'_2)
tenemos que
1 NG
B, (ﬂfj,k, ﬁ) C Qjr € B2 (%m ﬁ) :

NG

VX se satisface la condicidn 5) con 6 = 3.

_1 _
porlo cual, con a; = 5y a = 5

EJEMPLO 1.54. Como ejemplo particular del caso anterior podemos considerar una familia
diddica en un espacio acotado. Sea X = [0,1]", el cuadrado unitario de R™ equipado con la
métrica usual y la medida de Lebesgue n-dimensional restringidas a X. Para cada j € 7Z con
J < 0definimos IV := {X}yparacada j € Z con j > 0, C;i := X NQ; donde Q; son los
cubos definidos en el ejemplo anterior y IV := {C};,. : k € Z"}. Al igual que el caso anterior

esta familia diddica satisface la condicidn 5) con § = 1.

EJEMPLO 1.55. Sea X = Z, dotado de la distancia usual en R y la medida de contar
puntos. Para cada j € Z con j > 0 definimos IV := {{k} : k € Z} y para cada j € Z ,con
Jj <0,y k € Z definimos

k k—+1
Sj,k::{zeZ:§§z< 5 },

y consideramos IV := {S;,. : k € Z}. Esta familia diddica satisface la condicién 5) para

alzé,agzlyézé.
EJEMPLO 1.56. Sea X = Z U [0, 3) equipado con la distancia usual en R y la medida
W(E) = #(ENZ) +2|EN[0,1/2)],

donde # designa el cardinal del conjunto, Z* := 7 \ {0} y || denota la medida de Lebesgue

1-dimensional. Sea I;;, = (£, E), cubos diddicos dados por el Ejemplo (1.53) para el caso
n = 1y definase
Dj,k = Ij,k NnX

y D9 := {Dj : k € Z}. Esta familia diddica también satisface 5) con § = %. En particular

D° = D!y IV # DV para todo j # 0. Ademds algunas regiones del espacio poseen resolucién
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ilimitada mientras que otras regiones se reducen a puntos para valores de j suficientemente

grandes.

EJEMPLO 1.57. Consideremos X = R? y la medida de Lebesgue 2-dimensional. Sea V =

20
(0,1)* y la matriz A = . Para cada j € Zy k € 7* definimos
0 4

Vi = (A7) (V + k)

y consideramos
.= {V}k ke Z2}.

Notemos que para j = 0, cada conjunto V; , coincide con los cubos Q) . del Ejemplo (1.53)

paran = 2.

Puede demostrarse que esta familia D = ,LEJZ]D)J' no satisface la condicion 5) para ningtin
0 > 0 utilizando la métrica euclidea. Para resélver este problema debemos utilizar la métrica
parabdlica dada por el Ejemplo (1.43). Efectivamente, puede verse que cada V;, es una bola

de radio 5 respecto de la métrica

‘1/0@'

Y

p(z,y) = méx |z; — y;
=12

con a; = 1y ag = 2. Por lo tanto D forma una familia diddica para § = % sobre el espacio

(R%, p, |-|), donde |-| denota la medida de Lebesgue 2-dimensional.

El siguiente resultado demuestra la existencia de familias diddicas sobre cualquier es-

pacio de tipo homogéneo. En la seccidn siguiente detallamos la bibliografia utilizada.

TEOREMA 1.58. Dado (X, d, ;) un espacio de tipo homogéneo, existe una coleccion de
conjuntos abiertos en X, {ch i JEZL, ke ICj}, donde K; C N para cada j € Z, y existen
constantes 0 < § < 1, Ag, A1,n > 0, tales que:

1) paracada j € Z : p (X \ an}gQé) =0;

2) si | > j entonces, o bien Qi rjﬁ Q! = @ o bien Qf; C @', cualesquiera sean k € K;,
m € K

3) paracada j € Z ,k € K;, y cada | < j existe un tnico m tal que Qi cQ;

4) para todo j € Z ,k € K; existe ], € Qj, tal que B (], Aod’) C Q} C B (], A16”);

5) paratodo j € Z ,k € K;ytodot > 0: p({w € Q:disty(z,X\Q}) <t5'}) S
711 (Q4)-
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6. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccion 1. El Teorema 1.6 se debe a Dorina Mitrea, Irina Mitrea, Marius Mitrea y Sylvie Monniaux, y
puede encontrarse en [MMMM13] (Teorema 3.46). Este resultado es el corolario de una gran cantidad de
trabajos publicados a lo largo de ochenta afios que han desarrollado técnicas que, por una parte, permitieron
encontrar métricas que definan topologias equivalentes a la dada por una cuasimétrica en particular, y por
otra parte, también permitieron optimizar el valor de potencia que posibilita articular la equivalencia entre la
métrica y la cuasimétrica. Esto, como se ha visto en la primera seccion, es de fundamental importancia para
entender qué grado de regularidad Holder puede hallarse entre las funciones continuas definidas sobre un
espacio cuasimétrico. En [MS79b] (Teorema 2) Roberto Macias y Carlos Segovia demostraron una primera
version de este resultado: esto es, que siempre es posible encontrar una métrica que sea equivalente, salvo
una potencia, a la cuasimétrica dada. Mas atin, con este resultado logran construir funciones de suavidad
Holder sobre espacios de tipo homogéneo. En concreto, demostraron que, dada una cuasimétrica sobre un
conjunto X, existe una métrica p, una constante finita C'y un nimero 0 < y < 1, tales que la cuasimétrica
dada por d':= pl/ 7 satisface, en primer lugar, que d'~ d; y en segundo lugar, que para todo x, 9,z € X y

todor > 0, |d' (z,2) —d' (z,y)| < Or'~ " [d (z,y)]”, siempre que d’ (z, 2) ,d (y, z) < r. Ademds, las

bolas correspondientes a la cuasi-distancia d’ son conjuntos abiertos en la topologia inducida por d. En la

demostracion de este resultado, se puede obtener

1
i log, [Cy (204+1)]

(1.9)

que es algo mejor que la utilizada por Macias y Segovia: v = L I constante mas pequefia. Recordemos

log, [303
que este valor de constante -y representa, de alguna manera, una cota superior de regularidad de funciones.
Por ejemplo, si consideramos f (x) := d (x, z), para algtin punto fijo z € X, el resultado de Macias y

Segovia permite demostrar la existencia de funciones Holder de regularidad 3 para cada 0 < 3 < 7y con

1

. . . / - n L.
Y =gy [Ca2Cai 1" Por otra parte, si consideramos el caso euclideo X = R" y d la métrica usual, sabemos

que existen funciones de clase Hélder de orden (3, para todo (3 € (0, 1]; pero si tenemos en cuenta (1.9) y
que, en este caso, la constante C; toma el valor Cy= 2 , obtenemos como cota superior de regularidad el

valor vy :ﬁ, el cual es evidente que no es un valor 6ptimo. Cabe mencionar, por otra parte, que en la

+log,
construcciéon de la métrica p, Macias y Segovia utilizan teorias de metrizacién de uniformidades (o de espa-
cios uniformes), introducidos por André Weil en 1937. Y es por esa misma época que A.H. Frink introduce
una técnica explicita de construccidon de una métrica que evita el uso de estas teorias. Dicha técnica es reuti-
lizada en [AIN98] para refinar su construccién y mejorar los valores de regularidad. A pesar de ello el valor
de la constante -y detallado es el mismo que el encontrado por Macias y Segovia. Huelga decir, y cabe hacer
la salvedad en el terreno de la suposicion, que la optimizacién de esta constante nunca fuera considerada

por dichos autores como problematica fundamental, y que de esto se derive la ausencia de propuestas de

técnicas mds complejas que permitan refinarla. De aqui la importancia de los resultados de [MMMM13] y
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[PS091]: no sélo por el simple hecho de resaltar dicha problematica de optimizacién del valor -y, por diferen-
ciar, axiomatizar, definir y analizar las distintas clases de indices que surgen y que permiten entender la clase
de regularidad de funciones que un espacio puede determinar; sino también por introducirla en un contexto
tedrico puramente algebraico, como lo es la teoria de grupoides.

En lo que respecta a la Proposicién 1.15 presentamos a continuacién una demostracién simplificada
utilizando los razonamientos expuestos en [MMMM13]. Demostracidon Proposicién 1.15:

i) Si p es una métrica tal que p &~ d“ entonces se tiene que

1/a

p (z,y) 1/a 1/
Cy=(Corpe) = —(C,)e < il
! ( o ) ISEIE)X max {pl/a (m’z)’pl/a (Zay)} ( p) N

no todos iguales

por lo cual a << ind (X,p) y Cv(X,p)<ind(X,p). Por otra parte, si 7 = entonces

log Cy
p:=(d,)" esmétricay p = d”. Esto es, log wac € {a>0/3p métrica, d°~ p}y o = log o< Cv (X, p),
por lo cual ind (X, p) < Cv (X p).

ii) Recordar que si y = entoncesé p < p,. Luego, para probar la igualdad demostraremos las
P

log Cp

inclusiones

(1.10) {a > 0: I métricap /p ~ d*} C {a >0/ inf (W) > O} ,

z,yeX x, y)

do ()
(1.11D) {a>0 n (—)>0}§ a>0/d~d},
/x,yEJ;{ d([E,y) { / }
y
(1.12) {a>0/d~d}C{a>0:3métricap/ p~d*}.

Sea p métrica tal que p ~ d, para algtin o > 0. Sea D > 1 una constante tal que %dag p < Dd”*.

Luego, dado un conjunto de puntos 21, ..., 2, ;€ X tal que z;= Ty 2,41= ¥ tenemos que
a 1/a 1 1/a
(Zd(zi’zi—i—l) ) Z m (Zp(2i7zi+1)>
1 1
Z Dl/ap(x’y) /azmd(xay)‘
Luego d,, (x,y) >02/a d(z,y),y inf ( o y))> > (), lo cual demuestra (1.10). Para la segunda inclusion,
z,yeX ’

sea o > ( tal que

dy (x,

MZ C > O,

d(z,y)

entonces d,, (x,y) > Cd(x,y) , y teniendo en mente que d > d,, para cualquier & > 0, se deduce que
d =~ d,, lo cual demuestra (1.11). Por tltimo, si d ~ d, para algiun « > 0, entonces como d, es a-
subaditiva se tiene que p := (da)a es métrica equivalente a d“. Esto prueba (1.12). Para culminar la
demostracién de ii), considérese 5 € {a > 0 /d Jd } fijo. Sea v < [ arbitrario. Entonces d < dg< d,
yd,~ d.Estoes (0,5) C{a>0/d ~d}.
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iii) Veamos en primer lugar que
{a>0/d,=0}C{a>0/C"(X,d)=R}.

Seal :=inf{a > 0:d,=0}.Como 3 < cvimplica que d,< dg, se sigue que (I, 00) C {a > 0/d,_ = 0}.
Sea, entonces, o > () arbitrario tal que / < «; esto es, tal que d,= 0. Por reduccién al absurdo supén-
gase que existe f €C%* (X, d), yun par x,y € X con f (x)# f (y). Consideremos C' := [ﬂco,a(X Y

1/«
- [If(:v)—f(y)l]

G .Sean T1,...,T N, 1€ X, conx= T, Tn41= Y, entonces

esto es,

por lo cual existen z,y € X tales que d,, (x,y) > 0. Esto contradice el hecho que d,= 0. Por lo tanto,

indy (X, d) < I.Finalmente, veamos que

(1.13) (0,indy (X,d)) C {a>0/C" (X,d) #R}.

Sea 0 < « <indy (X, d). Para algtn par z,y € X tenemos que d, (z,y) > 0. Definamos
f(z) = (da (2,9))".

Es claro que f no es constante. Como d,, es -subaditiva (o, equivalentemente, como (d,)” es 1-subaditiva)

y 0 < d,< d entonces
| (2) =f (W) <[(da (2,9))" = (da (w,9))"] < (da (2,w))" < (d (2, w))",
estoes, [ € C? ; d)- Gracias a (1.13) podemos deducir que
indy (X, d) < sup {7 € (0,00) : C(O)’;’) # (C} =indy (X,d) .
iv) Finalmente, veamos que
ind (X,d) <inf{a>0:d,=0}.
Obsérvese que si d no es la cuasimétrica trivial nula, entonces
{a>0:d,~d} C{a>0:d, #0},

donde dicha inclusién es invariante por cuasimétricas equivalentes. Esto es, si ¢, ¢’ son cuasimétricas tales

que ¢ & ¢’ ~ d entonces tenemos que

{a>0:qa%q}§{a>0:(q/)a¢0}.
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Luego, como
(0,ind (X,d)) C {a>0:d, ~d},

se deduce que
ind(X,d) <sup{a>0:d, Z0} <inf{a>0:d, =0} =indy (X,d).

Esto culmina la demostracién. Estos indices, introducidos en la Definicién 1.8, se deben a Dorina Mitrea,
Irina Mitrea, Marius Mitrea y Sylvie Monniaux; entre otros. Para mas detalles respecto de sus propiedades
remitimos a los libros [MMMM13] y [AM15]. La demostracién del Lema 1.19 puede verse en [MMMM13],
Corolario 4.36, pagina 205.

Seccidn 2. De los resultados mds importantes que aprecian la génesis del concepto de dimensién
de Assouad se encuentra el de la existencia de homeomorfismos bi-Lipschitz con subcojuntos de R"como
ilustra el teorema de inmersion debido, efectivamente, a Patrice Assouad y desarrollado en [Ass83]. Este
resultado asegura que, dado un espacio cuasimétrico (X, d) , la finitud dim 4 (X, d) < 00 es equivalente
a la siguiente propiedad: para todo [ € (0,ind (X, d)) existe n € N, una cuasimétrica ' =~ d y una
aplicacién bi-Lipschitz, ¢ : (X, d’) — (R™, p), donde p (z,y) = |x — y‘l/ﬁ y |-| denota la distancia usual
de R"™. En particular (X, d’) es bi-Lipschitz homeomorfo a (Y, p) con Y = ¢ (X ) C R™.

Por otra parte, el hecho que la existencia de una medida duplicante sobre un espacio métrico garantice
la propiedad de homogeneidad débil fue demostrado por Ronald Coifman y Guido Weiss en [CW71]. En
dicho trabajo también expusieron el problema de vital importancia de determinar bajo qué condiciones un
espacio métrico puede dotarse de una medida boreliana duplicante. Recordemos que, por lo observado en la
seccién 4, sobre el espacio métrico (Q, ||) con la métrica heredada de IR, por ser numerable y estar formado
exclusivamente por puntos de acumulacidn, no puede definirse ninguna medida duplicante sobre el mismo,
a excepcién de la medida trivial nula. Se atisba entonces en este ejemplo el papel que juega la completitud
del espacio para la definicién de medidas duplicantes no triviales. En [VK87] A.L. Vol'berg y S.V. Konyagin
demuestran que, en el caso de espacios métricos compactos, la condicién de finitud de dimensién de Assouad
(lo que ellos denominan uniform metric dimension) es condicién no sélo necesaria sino también suficiente
para la existencia de medida duplicante. Mas aun, utilizando medidas s-homogéneas introducen una nocién
de dimensién de un espacio métrico equivalente a la dimensién de Assouad. En efecto, definen la dimension

de Vol’berg-Konyagin (siguiendo la nomenclatura y notaciéon de Luukkainen y Saksman en [LS98]) como
dimyg (X, d) :=inf {s > 0:(X,d) posee medida s-homogénea} .

Obsérvese que inmediatamente surge que la existencia de medida duplicante sobre un espacio métrico equiv-
ale a la finitud de su dimension de Vol’berg-Konyagin. También, por lo visto en el Lema (1.33) se tiene que
dimy (X, d) < dimy g (X, d). En [VK87] demuestran, como primer resultado de interés, que si (X, p) es

espacio métrico compacto y s-homogéneo (en sentido métrico) entonces para cadat > s existe una medida
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t-homogenea sobre X. Mds atin dimy (X, d) = dimyk (X, d) y la desigualdad ¢ > s es estricta: existe
un espacio métrico compacto s-homogéneo en sentido métrico que no posee ninguna medida s-homogénea.
También demuestran que todo subespacio compacto de R"™ con la métrica inducida es n-homogéneo. Poste-
riormente, en [Wu98], Jang-Mei Wu simplifica y mejora la construccién realizada por Vol ‘berg y Konyagin.
Demuestra ademés que dado un espacio métrico compacto y un « > () existe una medida duplicante com-
pletamente soportada en un conjunto con medida de Hausdorff, de orden «, nula. Por dltimo, en [LS98] ,
Jouni Lukkainen y Eero Saksman, extienden el resultado de Vol’berg y Konyagin a espacios métricos com-
pletos. En concreto, muestran que en los resultados de [VK87] citados puede reemplazarse la hipétesis de
compacidad por la de completitud.

Seccion 3. Los espacios de tipo homogéneo (espaces de nature homogénes) fueron introducidos por
Ronald Coifman, Guido Weiss y Miguel de Guzman ([CW71], [CdG71]), a fin de extender estimaciones
(acotaciones) de integrales singulares de R", estudiadas por Antoni Zygmund y Alberto Calderén en [CZ52],
a estructuras métricas mas generales. En dicho articulo inauguran una de las técnicas mds influyentes del
analisis arménico: la descomposicion de Calderén-Zygmund. Haciendo uso de la estructura de cubos diadi-
cos sobre R", descomponen una funcién arbitraria integrable en una parte no localizada aunque acotada,
y en otra parte localizada, de media nula, posiblemente oscilante y no necesariamente acotada. Dicha téc-
nica, unida a los lemas de cubrimiento de solapamiento controlado, estilo Vitali, les permiten demostrar
desigualdades de tipo débil y tipo fuerte tanto para los operadores de truncado de los nucleos singulares,
como para el operador de maximal de Hardy-Littewood. De la influencia e importancia de este articulo no
sera sorprendente que en las iniciativas posteriores de generalizacion se encuentren dos grandes estrategias
tanto contrapuestas como complementarias: por un lado la construccién y uso de estructuras diadicas (refle-
jado en los trabajos de Guy y Christ en [Chr90] y [Dav91]); y por otra parte el perfeccionamiento de lemas
de cubrimiento que permitan controlar los solapamientos (Lemas de tipo Vitali, Wiener y Whitney). Dicho
control sobre el solapamiento de entornos deriva en una peticién de control de la dispersiéon que la métrica
(o cuasi-métrica) imprime sobre el conjunto; peticién de importancia para la axiomatizacién de la homo-
geneidad, como lo demostraron Coifman, Weiss y de Guzman. Estos axiomatizan, reformulan y visibilizan
varias de las ideas y técnicas de los trabajos de Calderdn (entre otros autores), y lograr asi darle un contexto
general adecuado para extender la teoria de Calderén y Zygmund. Lo mds interesante es que dicho contexto
se ha propiciado de una riqueza tal que con el tiempo ha permitido prescindir de la estructura algebraica
subyacente que lo soportaba. Prescindiendo de estructuras diddicas, basan su extension en la propiedad de
homogeneidad sobre estructuras métricas, las cuales restrinjan (esto es, que mantengan acotada) la disper-
sion de los puntos del conjunto (lo que en este trabajo denominamos propiedad de homogeneidad débil).
Junto a esta propiedad y al uso de medidas duplicantes, logran extender los lemas de cubrimiento de Wiener
y Whitney, y con estos dos lemas, extender la tecnica de descomposiciéon de Calderén y Zygmund, asi como

las acotaciones de la maximal de Hardy Littlewood.
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Cabe, por ultimo, hacer un par de salvedades en lo que respecta a la definicién de espacio de tipo
homogéneo. En la primer definicién de esta clase de espacios dada por Coifman y Weiss, en [CW71], se
requiere que la medida duplicante sobre el espacio sea boreliana, ya que sélo trabajaron sobre espacios
métricos. Hipétesis suficiente para evitar problemas de definicién ya que la familia de bolas abiertas de
una métrica son, efectivamente, miembros de la topologia; algo que, como vimos, no es necesariamente
cierta para el caso cuasimétrico. En [Aim] se propone la definicién siguiente: Una terna (X, d, 1) es un
espacio de tipo homogéneo si (X, d) es un espacio cuasimétrico y £ una medida definida sobre una o-
dlgebra M que satisface: o bien V; C M y p satisface la condicién de duplicacién (1.3) sobre Vy; o
bien /1 es boreliana y existe una cuasimétrica ¢ ~ d tal que las bolas de V), son abiertas y / satisface la
condicién de duplicacién (1.3) sobre V,. En dicho trabajo se demuestra, a su vez, que si sobre un espacio
cuasimétrico (X, d) existe una métrica p tal que ,05 ~ d, para algin 3 > 0, entonces toda medida f,
duplicante sobre V,, debe ser boreliana. Cabe entonces notar la ventaja de la definicién utilizada en este
trabajo (debida a [MMMM13] y [AM15]) en la cual no sélo no se requiere la hipétesis de borelianeidad,
sino que también simplifica la definicién anterior. Por otra parte, ya que la importancia de una medida
duplicante sobre el espacio radica en asegurar la propiedad de homogeneidad débil, en [Aim] Hugo Aimar
establece los requisitos minimos que una funcion 2X [O, oo] debe satisfacer para asegurar la propiedad
de homogeneidad débil. En efecto, demuestra que dado un espacio cuasimétrico (X, d), si existe una una
funcién p* : 2% — [0, 00, no negativa, definida sobre el conjunto de partes de X, tal que ;* (A U B) <
p* (A) + p* (B), para cada A, B € 2%; tal que i* (AU B) = p* (A) +u* (B) paratodo A, B C X
con d (A, B) > 0; y tal que si A C B entonces p* (A) < p* (B), entonces, si j1*es duplicante sobre la
familia de bolas de la cuasimétrica d, el espacio (X, d) satisface la propiedad de homogeneidad débil.

En lo que respecta a las métricas parabdlicas, cabe mencionar que esta clase de métricas surgen como una
tentativa de extensién de los métodos de andlisis de Calderdn y Zygmund asociados a operadores integrales
singulares. Sea A una matriz n X n a valores reales. Dado A > ( definimos la transformacién 7 : R" —
R™ como T) (x) := e Az Teniendo en mente el caso A = I, la matriz identidad, uno puede ver a
T\ como una dilatacién generalizada. A partir de estas transformaciones uno puede definir una nocién de

homogeneidad sobre funciones k de R™ del siguiente modo

k(Thz) = k (x)

)\tTA

que recupera la nocién de homogeneidad usual cuando A es una matriz diagonal. Para estudiar la clase
de operadores integrales singulares asociados a esta clase de ntcleos se procede a truncarlos de un modo
adecuado. Para ello se utiliza la métrica parabolica, métrica invariante por traslaciones p que se comporta
respecto de T\ del mismo modo que la métrica euclidea se comporta con las dilataciones; esto es, p (1)) =
Ap (). Para ver un andlisis detallado de la introduccién y el uso de estas métricas véase a Miguel de Guzméan

en [dG81].
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Seccion 4. La demostracién de lo enunciado en el Ejemplo 1.50 puede verse en [Mos97]. La Proposi-
cién 1.51 se debe a Roberto Macias y Carlos Segovia y puede encontrarse en [MS79b] (Teorema 3).

Seccion 5. El Teorema 1.58 se debe a Michael Christ y puede encontrarse su demostracion en [Chr90]
(Teorema 11 pagina 7). Una construccidn alternativa se debe a Guy David y puede encontrase en el Apéndice
de su libro [Dav91]. Los ejemplos descritos se deben a Hugo Aimar, Ana Bernardis y Luis Nowak y estan

desarrollados en [ABN11].



CAPIiTULO 2

Aspectos de analisis funcional

Detallaremos este capitulo en dos secciones que refieren a aspectos cldsicos del analisis
funcional. Por una parte haremos un repaso del andlisis espectral de operadores compactos
que nos serd de ayuda mas adelante; y por otra parte, daremos una breve introduccién
al estudio de formas bilineales no acotadas y al modo de representarlas via operadores

lineales.

1. Anadlisis espectral de operadores compactos

Dado (H, (-,-),) espacio de Hilbert, decimos que un operador lineal 7' : H — H, con
dominio Dom (T') = H, es compacto si la clausura de la imagen de bola unitaria 7' (B [0, 1])
es un conjunto compacto, donde B [0,1] = {x € H : ||z||, < 1}. De modo equivalente, T

es compacto si para toda sucesién acotada (x,,) la sucesién imagen (T'z,), .y posee

neny
alguna subsucesién convergente.

Recordemos que los operadores compactos aplican sucesiones débilmente convergentes
en sucesiones fuertemente convergentes. Y en lo que a este trabajo importa, lo mds rele-
vante de los operadores compactos se debe a la caracterizacion de su espectro. Recordemos
que un operador lineal 7' : H — H, con dominio Dom (T') = H, es autoadjunto si es
simétrico, esto es, si (Tx,y) = (x,Ty), para todo z,y € H. Los operadores compactos
autoadjuntos presentan un espectro real y discreto, el cual posee, exceptuando el caso
finito-dimensional, un tinico punto de acumulacién; y a su vez, salvo el 0, dicho espectro
esta conformado estrictamente por autovalores. Por otra parte, es de suma importancia la
caracterizaciéon de sus autovectores, los cuales pueden escogerse de modo tal que minimi-

cen lo que se denomina Cociente de Rayleigh asociado a T,

(Tx, ),

5

Ry (x) :=

Recuérdese brevemente que se define como espectro o (7') de un operador 7" al com-

plemento en C del conjunto resolvente p (T') el cual estd dado por

p(T):={\eC/ (T'—\I) esbiyeccionde H en H} .
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Lo que caracteriza a los operadores compactos autoadjuntos es que, salvo el valor 0, el es-
pectro o (T') estd formado exclusivamente por autovalores. Repasamos esta caracterizacién

en el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1. Sea (H, (-,-),) un espacio de Hilbert de dimensidn infinita. Sea T :
H — H operador compacto autoadjunto. Entonces, el espectro o (T') de T estd dado por
o(T) = {0} U{\,:neN} CR, donde {)\, : n € N} forma el conjunto de autovalores, se
satisface

] > Dol > > Pl >

lim A, =0

n—oo
¥ cada autovalor posee multiplicidad finita. Ademds existe una base ortonormal (zy,), .y de
H formada por los autovectores correspondientes, Tz, = \,zn, los cuales se caracterizan por

maximizar los cocientes de Rayleigh

Rr(z1) = sup (Tx,x), =supRy (),

zeH zcH
2|l g=1
y
Ry (#p41) = sup (T'z,z),; = sup Ry (x),
zeMy, z€My
llzll =1

para cada n € N, donde
M,={weH/Vi=1,..,n :(w,z);=0}.
DEMOSTRACION. Por la continuidad y autoadjuncién de 7" tenemos que (7'z,z),; € Ry
sup (T, )| = [T

el =1

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que sup (T'z,z), = ||T||. Sea (x,),,. sucesién
llll =1
en H tal que ||z,||; = 1, para cadan € Ny lim (Tx,,z,) = ||T||. Como la bola unitaria

cerrada en un espacio de Hilbert es compacta respecto de la topologia débil, existe una
subsucesién de (x,), .y que converge débilmente a z € H. Reindexando la sucesién en
caso necesario podemos suponer que (,,),, .y converge débilmente a z. Por ser 7" compacto,

(T'wy,),cy converge fuertemente a 7'z, de lo cual se sigue que

lim (Txy, x,) = (Tz,2) = ||T].

n—oo

Veamos que z maximiza el cociente de Rayleigh
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Para esto, basta ver que ||z||,; = 1. En efecto, por ser limite débil de (z,,), .y,

2l < dim [l < L.

n—oo
Por otra parte, como z # 0, si suponemos que ||z||; < 1y denotamos 2’ = > tenemos
que
T
(T, 2')y = <Z’—ZZ>H > (Tz z)y = sup (Tz,x).
12122 Jall =1

Esta contradiccién muestra que ||z||,; = 1y, por lo tanto
Tx,x
Rr(z)=(Tzz); = mix (Tr,x) = max<’—2>H.
[l =1 veH ||z
Veamos que efectivamente z es un autovector de 7'. Para eso consideremos la funcién

14 2t (Re(z,w),) + 12 ||w||12q

o) =Ry (z+tw) =

I

parat € Ry w € H. Como ¢ alcanza un maximo en ¢t = 0 tenemos que ¢’ (0) = 0 esto es

0 = MmM

t—0 t
= lim- 5
ot Iz + twiy

= 2[Re(Tz,w)y) —2(Tz,2) 5 (Re(z,w)y),

porlo cual, Re (T'z — (T'z, z) ;; 2, w),;, = 0 para w € H arbitrario. Luego T’z — (T'z, z) ; z = 0.
Esto nos indica que z es autovector de 7' con autovalor (T'z, z) ,, = ||T||. Para encontrar el
resto del espectro de 7', denotemos por z; al autovector de 7" asociado al autovalor Ay,
donde |\| = ||T||. Si M; := {w € H / (w,z), =0} entonces, por autoadjuncién de 7,
tenemos que

T(Ml) g M17

por lo cual, la restriccién 77 = T'|,;, es un operador compacto de M; en M; y autoadjunto.

Aplicando el mismo razonamiento anterior a esta restriccion podemos encontrar z, € M;

tal que
lz2lly =15 [(Thze, )yl = sup (Tiz,z) = ||Th]
€My
llll =1
y
Thzg = Aa2a,
donde |X\y] = |71 < ||T|| = |A1]- Inductivamente, una vez obtenidos n autovectores

21, ..., Z, con autovalores Ay, ..., \,,, consideramos

M, ={weH/Vi=1,..,n :(wz)y =0} v T, =T|u,
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y encontramos \,1 € Ry 2,41 € M, tales que||z,1/|; = 1,

|<Tnzn+lazn+1>H‘ = sup <TTLZB7$> - HTTLH )
xe M,
llzll =1
Y Thzni1 = Ans12n11, de lo cual se sigue que |\, 1| = ||Tn]| < |[Th-1]] = |An|- Como H

posee dimensién infinita, este proceso determina un sistema ortonormal de autovectores
(#n),en con autovalores asociados (A, ), oy tales que [A| > Ao > ... > |A,;| > .... Ademds
lim \,, = 0. De otro modo, la sucesion <%zn> resultaria acotada y <T (%zn» =
n—00 " neN " neN

(#n),en POsSeeria subsucesién convergente, lo cual es imposible, ya que, debido a la orto-
normalidad ||z, — z,||3, = 2 para todo n,m € N. De modo similar puede demostrarse
la multiplicidad finita de cada autovalor. En efecto, si suponemos que para algun \,,, la
dimensién del nucleo N (\,,I —T) es infinita, podemos encontrar una sucesién de au-

tovectores (zy, ),y tal que, para todo k € N

1 1
:_;T<_Zn>zzn;

con lo cual se llega a una contradiccidn similar a la sefialada en el parrafo anterior. Veamos

Zny,

1
A

finalmente que la lista es exhaustiva. Dado = € H, sea

n

Ty =X — Z(x,zj>sz.

Jj=1

Entonces z,, € M,y Tz, € M,. Luego
[Tzl = 1Tozall g < Tl llznllg = [Anial l2ally -

A su vez,
n
2
lallf = Nl = D 1@ 2du|” < el

por lo cual,

n

Te =Y (2,%)y T4 = 1Tzl y < st 2]l y — 0,
j=1

cuando n — oo, por lo tanto

Z (w,2j) y Tz = Z)\j (T, 25) g 25 = Z (T, zj) 4 Z (2, Tz)
-1 j=1 j=1 j=1

para cada = € H. Finalmente si existiera A ¢ {\, : n € N} y una correspondiente auto-

funcién 2z no nula ortogonal a todas las autofunciones (z,) la completitud del sistema

neN?

obligaria a que z = 0 lo cual es imposible. Esto culmina la demostracién del teorema [
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OBSERVACION 2.2. Cabe sefialar que si v es autovector asociado a un autovalor \y, con
multiplicidad m + 1, esto es Ay = Ay41 = ... = Ay.ym, entonces

w € gen <ZN7 "'7ZN+m> :

Para ver esto basta con descomponer

H = gen <ZN7 "'7ZN+m> ¥ (gen <ZNa "'7ZN+m>)J_ = ‘/1 D VY?
Sea entonces ) = 1, + 1, con ¢, € V;, i = 1,2. Como T = Ay, y ¥, L 1, tenemos que

<T¢7¢>H = Ay <1/17¢>H = AN <¢17¢1>H + Ay <¢27¢2>H'

A su vez, obsérvese que 1, = 1) — 1), y que 1), es combinacion lineal finita de autofunciones de
An. Luego, 1, debe ser también autofuncidn de Ay, y

(21) <T¢7¢>H - )\N <w17¢1>H + <T¢27¢2>H

Como vemos, 1, es autofuncion de Ay, por lo cual es ortogonal a todos los autovectores
21, .. ZN_1; Y Ya que 1, € (Vl)L tenemos que

Py € Mysm={we H /Yi=1,.,N+m : (w,z), =0}.

Pero esto implica que v, = 0. En efecto, si asi no sucediera

T T
AN = ANtm > AN4m+1 = Sup (T, 2y > Tty o)

v [T A TN A
llz|l =1

esto es,

AN 19l > (Taby,by) gy

y utilizando esto en (2.1)
AN <¢71/1>H = AN <¢17¢1>H + <T¢27¢2>H
< An 9l + A 92l = An (0,9 g

ya que (,,1¢,); = 0. Esta contradiccién prueba que v, = 0y, por lo tanto, que ¢ €
gen (ZN, .oy ZN1m)-
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2. Operadores y formas bilineales

En esta seccion introduciremos nociones generales de formas bilineales sobre espacios
de Hilbert. Si bien aplicaremos esta teoria a formas valuadas en R, la describiremos del
modo mas amplio posible, y con el minimo de extensién que creemos permisible, al traba-
jar con formas valuadas en el cuerpo C de los nimero complejos.

Cuando nos referimos a operadores conviene pensar en un par de objetos: una apli-
cacién lineal 7' y un subespacio Dom (T'), su dominio de definicién, de un espacio de
Hilbert H. Dados dos espacios vectoriales V;, V5, una forma bilineal B : V; x V5, — C es
un funcién tal que B (-,v) es una aplicacién lineal para cada v € V; fijoy B (u,-) es una
aplicacién semilineal para cada u € V; fijo; esto es B (u, av + bw) = @B (u,v) + bB (u,w) y
B (au + bv,w) = aB (u,w) + bB (v,w), para cada v,w € Va2 y a,b € C. Para el caso V; = V%
denotaremos por &£ (u) := B (u,u) a la forma cuadratica asociada con B (-, -) ,también de-
nominada forma de energia. Recuérdese que una forma cuadratica £ recupera una forma
bilineal, para el caso complejo, via las identidades,

1
o bien B (u,v) := ZZZkE (u+ ikv) ; obien B (u,v):=

k=1

Euw+v)—E(u—v)),

N | —

segln el caso complejo o real, respectivamente.
Dado un espacio de Hilbert (H, (-, -)), estamos interesados en estudiar las formas bilin-

eales que se definen a partir de operadores 7' no necesariamente acotados, de la forma
(2.2) B (u,v) := (T'u,v)

A su vez, también estamos interesados en entender el problema inverso: dada una forma
bilineal B, bajo qué condiciones podemos definir un operador 7' que satisfaga la relacion
(2.2).

Un operador 7' : H — H con dominio Dom (T') C H es cerrado si para toda sucesién
(tn),en €0 Dom (T') tal que nh_)n;o |y — ul| = nh—>nolo |Tw, — v|| = 0 para algun par u,v € H,
se satisface que u € Dom (T') y T'u = v. Aqui ||-|| designa la norma candnica heredada del
producto interno (-, -).

Por otra parte se dice que 7" es un operador cerrable, si existe una extension cerrada de
T. Esto es, si existe un operador T cerrado tal que Dom (T') € Dom (T) y Tu = Tu para
todo u € Dom (T). Denotaremos por T a la menor de todas las extensiones cerradas posi-
bles. Podemos reformular la condicion de cerrabilidad utilizando el grafico de un operador.

Se define el grafico de un operador como

I'r:={(z,Tx)e Hx H:x € Dom(T)}.
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Puede demostrarse que un operador 1" es cerrable si la clausura del grafico de T coincide
con el grafico de un operador cerrado, esto es, si existe un operador T cerrado tal que
T = I'z. A su vez puede deducirse de esta condicién, gracias a la linealidad de T, que
un operador T' es cerrable si y sélo si para cada sucesion (uy), .y €n Dom (T) tal que
lim |lunl| = lim |T'w,, — v|| = 0 implica que v = 0, esto es, T es cerrable si y s6lo si ningtin
7elle01;ento denlao;orma (0,v), con v # 0 es limite de elementos de la forma (u, T'u).

Dado un operador cerrado Ty un operador S cerrable tal que S = T se dice que
Dom (S) es un centro (core) de T. En otras palabras, un subespacio V' de Dom (T) es
un centro de 7 si el conjunto {(u,7u) : u € V} es denso en I'r. De esto se deduce que
es necesario, aunque no suficiente, que V' sea denso en Dom (T"). Para definir la nocién
de operador adjunto, sean H;, H, espacios de Hilbert, y 7" : H; — H, un operador no
acotado densamente definido. Definimos Dom (T*) considerando aquellos g € H, tales
que existe f € H; con la propiedad (g, T'u) ;, = (f, u)y,, para todo u € Dom (T). Gracias a
la densidad de Dom (T') en H; puede demostrarse la unicidad de la funcion f, y asi definir
un operador 7* : H, — H;, denominado operador adjunto de 7, tal que 7*g = f. Puede
verse que T™es un operador cerrado y que si S es un operador que satisface (g, Tu),, =
(Sg,u)y para todo u € Dom (T') y todo g € Dom (S), entonces T es extension de S. Mds
atn, si T es cerrable entonces T™es cerrado , densamente definido y 7** = T.

Por su parte, diremos que un operador 7' : H — H es simétrico si satisface (T'u,v), =
(u,Tv), paratodo u,v € Dom (T).

Denotamos por © (T') al rango numerico del operador 7 el cual se define como
O(T) :={(Tu,u) € C:u € Dom (T), ||ul| =1}.

Se dice que un operador T es sectorial si existen ( € Ry # € (0, g) tales que su rango

numeérico se encuentra en el semicono
O(T) c{zecC:larg(z = ()| <0, Re(z) > (};

y diremos que 7' es m-sectorial, o maximal sectorial, si no posee extension sectorial propia,
es decir si ninguna extensién de 7" posee a © (T') como subconjunto propio. Obsérvese que
si T' es simétrico entonces © (1) C R, y si T es simétrico y sectorial entonces (7T'u,u) >
¢ ||u|)?, para todo u € Dom (T). También, diremos que 7' es definido positivo si © (T') C
[0, +00).

Todas estas consideraciones pueden trasladarse inmediatamente al contexto de formas
bilineales. A fin de simplificar la exposiciéon supondremos al dominio de B de la forma
Dom (B) = Dp x Dg, con D C H subespacio vectorial. Diremos que B estd densa-

mente definida si Dp es denso en H. Por su parte, diremos que una forma B es simétrica
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si B(u,v) = B(v,u) para todo u,v € Dp. Una forma bilineal B’ es extensién de B si
Dom (B) € Dom (B')y B (u,v) = B’ (u,v) para todo par u,v en Dom (B). Asimismo de-

notamos por © (B) al rango numérico, el cual se define como
©(B):={(u) e C:ue Dg, ||u|=1}

y definimos como forma bilineal sectorial y m-sectorial de modo anélogo al caso de oper-

adores. Nuevamente, obsérvese que si B es forma bilineal sectorial entonces
2
(2.3) Re B (u,u) = (|luf

para todo u € Dg, vy que, si B es simétrica entonces © (B) C R. Decimos también que una
forma bilineal B es cerrada si para toda sucesion (uy),, .y €n Dp tal que nh_)rgo ||ty — ul|| =0
para algian v € H y tal que WI};IEOOS (uy, — uy) = 0 se tiene que u € Dp ynh;ngoéf (uy —u) = 0.
Diremos que una forma bilineal es cerrable, si posee extension cerrada. Para el caso de
formas bilineales sectoriales, puede demostrarse que una forma bilineal es cerrada si el

espacio Dp dotado del producto interno
<U, U>B ‘=ReB (U, 'U) - C <U, U>

es un espacio de Hilbert, donde aqui { estd dada por (2.3). Por ultimo, dada una forma
bilineal cerrada B decimos que un subespacio V' C Dy es un centro (core) de B si V es
denso en el espacio de Hilbert (Dg, (-, ) ).

Con las definiciones dadas estamos en condiciones de enunciar dos resultados de rep-

resentacion de formas bilineales mediante operadores.

TEOREMA 2.3. (Primer teorema de representacion).
Sea B una forma bilineal, sectorial, cerrada y densamente definida. Entonces existe un
operador m-sectorial T tal que:
i) Dom (T) C Dpy
B (u,v) = (T'u,v),

para cada u € Dom (T)y cada v € Dg;
ii) Dom (T) es centro de B;

iii) si existe u € Dp, w € H tales que
B (u,v) = (w,v)

se cumple para toda v perteneciente a un centro de B, entonces u € Dom (T) y Tu = w;
iv) el operador m-sectorial T estd biunivocamente determinado por la condicion i); ademds

T es autoadjunto siy solo si B es simétrica.
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Lo insatisfactorio, generalmente, del teorema anterior es que la representacién B (u,v) =
(Tuw,v) no es vdlida para todo par u,v € Dp. El siguiente teorema utiliza la raiz del op-
erador 7' y la simetria de una forma bilineal para mejorar esta condicién. Recuérdese
que para todo operador m-sectorial existe un tinico operador T'/? m-sectorial, tal que

(Tl/z)2 =T, con Dom (T) centro de T'/2.

TEOREMA 2.4. (Segundo teorema de representacion).
Sea B una forma bilineal, cerrada, simétrica, positiva y densamente definida. Existe un

operador autoadjunto T tal que Dom (T'/?) = Dpy
B (u,v) = (T"u,T"?v)

para todo u,v € Dg. Ademds un subconjunto V' C Dpg es centro de B siy solo si es centro de
T2,

3. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccion 1. Si bien existe una gran variedad de bibliografia en lo que concierne al estudio de oper-
adores compactos (variedad bibliografica de una dimension tal que la torna inasible al conocimiento) caben
destacar los libros de Kosaku Yosida [Yos95], Haim Brezis [Brel1], Michael Reed y Barry Simon [RS78];
libros cuya lectura ha inspirado la construccién de este capitulo. Para un estudio detallado e histérico acerca
de la génesis del analisis espectral de los operadores compactos, andlisis histérico que, creemos, escapa a
lo tratado en este trabajo, recomendamos las lecturas del articulo [Ste76] de Lynn Steen, y de los libros
[Die81] y [Mon73], de Jean Dieudonné y Antonie Frans Monna, respectivamente.

Seccidn 2. Para profundizar los conceptos vertidos en esta seccién recomendamos el libro [Kat95] de
Tosio Kato. Cabe mencionar que el hecho de considerar operadores como un par funcién-dominio nace de
la naturaleza misma del laplaciano euclideo A: si bien este operador estd definido de un modo preciso en
el espacio C* (€2), para algin subconjunto abierto {2 C R™, posee diferentes realizaciones como operador
de L% (Q). En efecto, notemos que —A\ es operador cerrado si consideramos Dom (—A) := H? (R"),
donde aqui H? (R™) es el espacio de Sobolev clésico (véase Seccién 1 del Capitulo 4), pero no es cerrado
con Dom (—A) :={f € C*(Q) / f = 0en 9N }. En la seccion final del Capitulo 8 detallaremos estas
peculiaridades en lo que respecta al laplaciano fraccionario. Por otra parte, el hecho de trabajar con formas
bilineales de la forma B (u, U) = (Tu, v>, para algun operador 1, advierte e insintia las técnicas que emer-
gen en torno a los problemas de tipo Dirichlet: el teorema de Lax-Milgram y el teorema de representacion
de Riesz para determinar existencia de soluciones débiles, asi como las técnicas de estimacién de soluciones

que conciernen a los métodos de elementos finitos. En efecto, recordemos que problemas del tipo

—div (A (z) Vu (2)) + <6<x) Vu (a:)> te(@)u(e) = f(z), paraz € Q,
u(z) =0, parax € 09,
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por indicar un ejemplo, pueden reformularse de modo débil en la forma
2.4 B (u,v) = (f,v),. paratodav € H

para una forma bilineal B adecuada y un espacio de Hilbert H especifico. Bajo condiciones de coercitividad y

continuidad de la forma bilineal, uno puede aproximar las soluciones de (2.4) haciendo uso de una sucesion

(Vi) gen de subespacios Vi, € H tales que dim Vy, = k, Vi, € Vig1 y k;UNVk = H. En efecto, se sabe
€

que si u es solucion de (2.4) y ug solucién de
(2.5) B (uy,v) = (f,v);. paratodav €V,

entonces
_ < { _
Ju— el < C inf flu vl

donde la constante C' depende unicamente de las constantes de coercitividad y continuidad de B. M4s
atn, haciendo uso de bases de Hamel sobre cada V}, el problema (2.5) se puede reducir a un problema
matricial del tipo Az = b, con A la matriz de Gram de la base respectiva y el producto interno B, y b el
vector de los coeficientes de f en el desarrollo de dicha base. Por otra parte, el uso de formas bilineales del
tipo B (u,v) = (T'u,v) también permite dar una formulacién débil a los problemas de autovalores. Por

ejemplo, el problema de determinar los pares \, u tales que

Tu:= —div (A (z) Vu(z)) = A para x € )
u(x) =0 parax € 02

puede reformularse de la siguiente manera
(2.6) B (u,v) = A (u,v);, paratodav € H

para alguna forma bilineal B y algin espacio de Hilbert H, especificos. Esta formulacién débil permite
realizar estimaciones del espectro gracias al uso de los cocientes de Rayleigh. Como veremos en el Capitulo
8, es posible deducir dos principios (denominamos principios de Courant y Fisher, o Principios Min-Max)
que caracterizan dicho espectro optimizando dichos cocientes sobre subespacios de dimensién finita. Uno
de dichos principios establece que, bajo ciertas hipétesis sobre la forma bilineal B, el espectro de (2.6) es
discreto y esta caracterizado por
) , B(u,u)
A, = min max——=

V<H ueV
dim<V:k ueV (1) 2

donde el minimo se considera sobre todos los subespacios V' de H de dimensién k. Esta caracterizacién
permite realizar estimaciones interesantes del espectro, de modo semejante a los utilizados en los méto-
dos de elementos finitos para estimar soluciones. En efecto, si consideramos un subespacio W C H con

dim W := m, y definimos
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entonces, es claro que A\, < (3, para cada k = 1, ..., m. Mds atin, para calcular los 3, podemos hacer uso

de una base de Hamel {gzﬁj} de W y considerar las matrices de Gram

1<j<m
b= [B (¢i’¢j)}l§i7j§m’F = [<¢i’¢j>L2]1§i,j§m'

No es muy dificil probar que, efectivamente, los valores de /3, coinciden con los autovalores de la matriz
F~'E. Este método de estimacién es conocido como el método Rayleigh-Ritz y funciona tanto mejor cuanto
maés pequefio sea el valor de k en comparacién con el valor de dimensién m. Aunque no ahondaremos en
este trabajo en los métodos de elementos finitos, gran parte de las ideas que los fundamentan confluirdn
o se hardn visibles en el desarrollo de nuestro andlisis. Para mds detalles acerca de la aplicacién de estos
métodos para el estudio del espectro del laplaciano fraccionario en contexto euclideo recomendamos los

trabajos [AB17], [ABH19], de Gabriel Acosta y Juan Pablo Borthagaray, entre otros.






CAPIiTULO 3

Operadores de Hardy-Littlewood y de Calder6n-Zygmund sobre

espacios de tipo homogéneo

Este capitulo consta de tres secciones en las cuales tratamos, a grandes rasgos, dos
clases de operadores: por un lado el operador maximal de Hardy-Littlewood y, por otro
lado, los operadores de Calderén-Zygmund. En la primera seccién introducimos el primero
de estos operadores, asi como también describimos su rol fundamental en el andlisis: el
teorema de diferenciacion de Lebesgue, el cual exponemos en el contexto de espacios
de tipo homogéneo. La segunda seccion repasa el concepto de integral de Bochner, un
concepto de integral que se aplica a funciones valuadas en espacios de Banach arbitrarios,
y que hemos introducido en este capitulo a fin de articular mejor la lectura. En este sentido,
la tercera y tultima seccion introduce los operadores de Calderédn-Zygmund en contexto
euclideo y su generalizacién a espacios de tipo homogéneo y a contextos de funciones
valuadas en espacios de Banach a través de la integral de Bochner.

1. Maximal de Hardy-Littlewood y teorema de diferenciacion

Dado un espacio de medida (X, M, u), para cada p € (0, co| definimos

LP (X, p) = {f : X = C/ fes M-medibley || f| 5y, < oo},

1/p
T ( [ir@r dux) |

11l oo (3 py 3= sup € |f ()] = f {a >0/ p({z:|f(x)] > a}) =0}.

donde

para0 <p < oo,y

Recordemos que |||,y ) define una norma para el caso p € [1,00] y que d(f,g) =
If = 9llzs(x ) define una métrica para el caso p € (0, 1].

También definimos los espacios débiles L? como
[P (X, 1) o= {f . X = C/ f es M-medible y || ]| ey < oo} ,

donde

[ i‘i‘?“({x € X :|f (@) > "7,
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parald <p < ooy
Lo (X, p) = L (X, )

A su vez, si existe sobre X una cuasi-métrica d cuyas bolas son M-medibles definimos
los L? locales, denotados L} (X, u), como el espacio de funciones f M-medibles tales
que cada restriccion 1g,(,,) [ pertenece a L” (X, ;) para cada x € X y cada r > 0. Por
ultimo sobre un espacio métrico con medida (X, d, i), el espacio L? (X, ) designa a las
funciones de L” (X, ) con soporte acotado. Entendemos el soporte de una funcién de
f € L? (X, ) como el complemento de la unién de todos los abiertos V; C X, i € I, para
algun conjunto de indices arbitrario, tales que f = 0 en p-casi todo punto de V. Esto es
sop (f) = X\ (uv) .

Dado (X,d, ;) un espacio de tipo homogéneo en el cual las bolas de la familia V,
son medibles y dada f € L; (X, ;) definimos el operador maximal de Hardy-Littlewood

loc

centrado como

GV Maf (5) = swp | @)l du ()
0<r<coJ By(z,r)
donde f, denota el promedio
1
]élf(y)ldu (y) = m{lf(y)ldu (v)

OBSERVACION 3.1. Si g es cuasimétrica equivalente a d y las g bolas son p-medibles en-

tonces Myf (x) ~ M,f (x) uniformemente para toda f € Lj,.(X, )y todo z € X.

loc

Para la siguiente proposicion haremos uso de la regularizacion d de la cuasimétrica d,
la cual fue indicada en la Observacién 1.7. La ventaja de esta cuasimétrica es que permite

asegurar la medibilidad del operador maximal.

PROPOSICION 3.2. Sea (X, d, i) espacio de tipo homogéneo.
1) Para toda f € L, (X, ;) la funcién Mg, f estd bien definida y es yi-medible.

loc

2) El operador maximal
Mg, - LP (X, p) — LP (X, ) , 1<p<oo

Md# : Ll (Xvﬂ) - LLOO (Xv lu)

estd bien definido, es sublineal y acotado; cuyas normas de operador

HMd#HLP—LP = sup HMd#fHLP(X,p)’
1l =
HMd#HLl—mlm = Sup ||Md#fHle°°(X,u)’

HfHLl(X#L):l
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solo dependen de p y de constantes geométricas (dadas por py d).
3) Para cada 1 < p < coycada f € LP (X, ) la funcién Mg, f es finita en p-casi todo

punto.

En lo siguiente queremos caracterizar para qué clases de medidas . borelianas es
posible extender el teorema de diferenciacion de Lebesgue, esto es, si para toda funcion

fe L} (X, pu) setiene que

loc

lim f)du(y) = f(x)

r—0t
Bd# (iE,T’)

para p-casi todo = € X. Esta caracterizacion también nos serd de utilidad para establecer
resultados de densidad de las funciones de Holder en los espacios de funciones integrables.
Recordemos que una medida i definida sobre una o-algebra M se dice Borel-regular sobre
(X, d), si es boreliana y para cada F € M existe un boreliano B O E tal que u (B) = p (E).

La siguiente condicién més débil serd de utilidad para la caracterizaciéon del Teorema 3.4.

DEFINICION 3.3. Sea (X, d) un espacio cuasimétrico. Una medida . definida sobre una
o-dlgebra M se dice Borel-semiregular sobre (X, d), si es boreliana y para cada E € M con
w(E) < oo existe un boreliano B tal que u (E A B) =0, donde EA B := (E\ B)U(B\ E).

Es claro que toda medida Borel-regular es Borel-semiregular. Mds atn, puede probarse
que una medida es Borel-semiregular si para cada medible £ € M la caracteristica 15 es
limite puntual de una sucesion de funciones borelianas.

Antes de enunciar el siguiente teorema, cabe mencionar que la notacion g 3 ind (X, d)

indica que 5 < ind(X,d) y que en caso de que exista una cuasimétrica p =~ d tal que

1
log, C)p

En la seccion final se detallan las referencias de las cuales se extrae esta notacion. Por otra

= ind (X, d), esto es, se alcanza el supremo de ind (X, d), entonces 5 = ind (X, d).

parte, el espacio C%7 (X, d) denota al espacios de funciones C%” (X, d) con soporte acotado,

y andlogamente C. (X, d) denota el espacio de funciones continuas con soporte acotado.

TEOREMA 3.4. Sea (X,d, i) un espacio de tipo homogéneo y d la cuasimétrica indicada
en la Observacion 1.7. Sea p cuasimétrica equivalente a d y sea 74 = 7, la topologia generada
por éstas. Son equivalentes:

1) la medida p es Borel-semiregular en (X, 74);

2) para toda f € L}, (X, i) se tiene que

lim |f (@) = f(y)ldu(y) =0

r—0T,
Bd# (Q?,T)

para p-casi todo x € X;
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3) para toda f € L} (X, 1) se tiene que

loc

lim f)du(y) = f(x)

r—0%+
Bd# (I,T)

para p-casi todo x € X;
4) para algtin (o para todo) 5 € R tal que 0 < 3 3 ind (X, d) se tiene que la inmersion

COP (X, d) = LP (X, 1)

es continua y densa para algun (o para todo) p € (0, 00);

5) para algtin (o para todo) p € (0,00) se tiene que la inmersion
C.(X,d) — L7 (X, p)
es continua y densa.

2. Integral de Bochner

En esta seccién introducimos brevemente una nocién de integraciéon para funciones
valuadas en un espacio de Banach.

En lo siguiente, (B, ||-||) denota un espacio de Banach y (E, M, 1) un espacio de me-
dida. La idea es definir una nocién de integracién de funciones F' : £ — B, integral que

denotaremos [, F' () dp (), que satisfaga las siguientes propiedades

(3.2 o| [ Foaw] = [ s1F@laut),

para todo ¢ € B*, donde B*denota el espacio de funcionales lineales continuos de B en C;

y

3.3) ‘

| F@ )

< [E \F @) dis ().

Para ello se procede de modo similar a lo que ocurre con la integral de Lebesgue para
funciones de R” en R. En primer lugar, se define la integral para funciones simples. En este

contexto una funciéon F : £ — B se dice B-simple si es de la forma

N
F= ch ].Bj,
j=1

paraci,...,cy € B, donde 1, es la funcion caracteristica del conjunto B; C E,y {B;}, ;.

una familia disjunta de conjuntos M-medibles y de medida finita. En este caso se define

| P@duta) = en(B).
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Obsérvese que para toda funcién F', B-simple, se satisface (3.3) y (3.2). En segundo lugar
se define la integral para funciones arbitrarias que sean limite, en algin sentido, de fun-
ciones B-simples. Para esto se requiere una nocion de medibilidad de funciones B-valuadas

afin a la buena definicién de la integral.

DEFINICION 3.5. Se dice que una funcion F' : E — B es fuertemente M-medible si existe

una sucesion (F,), .y de funciones B-simples que satisface lim ||F (z) — F, (v)|| = 0, para

p-casi todo x € F.
Por otra parte, el siguiente teorema de Pettis caracteriza esta clase de funciones.

PROPOSICION 3.6. Sea F': (E, M, u) — (B, |||), entonces F es fuertemente M-medible
siy solo si:

i) para toda ¢ € B* la aplicacién = +— ¢ [F' ()] es M-medible;

ii) existe Ey C E tal que u (E \ Ey) =0y F (Ey) es separable en (B, ||-|).

De esta Proposicion se desprende que, si F' : £ — B es fuertemente M-medible, la

aplicaciéon x — || F' (z)|| es M-medible.

DEFINICION 3.7. Se dice que una funcién F : E — B fuertemente M-medible es Bochner

p-integrable si existe una sucesion de funciones B-simples (F,,),, .y tal que

lim IIF() Fo ()| dp () = 0.

n—o0

Teniendo en cuenta la deﬁn1c1on anterior, podemos demostrar que la sucesion

huesi= ([ Fr@ (@)

es sucesion de Cauchy en (B, ||-||). En efecto

[sn = sml = E(Fn<$>_pm(x))dﬂ($)
< [ IR @ = Pu@ldu
< [ IR @ = F@ldi@) + [ IF @ = Fo @)l du (o)
por lo cual lim || [, F (z)du(z) — [, Fin (z) dp(z)|| = 0. Esto nos permite dar la sigu-

iente definicion.
DEFINICION 3.8. Se define la integral de Bochner de una funcion F' : E — B Bochner p-

integrable, como el valor limite de ( [, F, (z) dy (m))neN en (B, ||-||), y se denota dicha integral

como

/E Fa)du(@) 2 tim [ Fy(2)du (@),

n—oo E
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PROPOSICION 3.9. (Criterio de integrabilidad).
Una funcion F : E — B fuertemente M-medible es Bochner u-integrable si y sdélo si

x +— ||F (z)| es u-integrable. Ademds, se satisface

o| [ Foaw] = [ o1Flaut).

[ F@

< /E \F ()] du (2.

y para toda ¢ € B*

Por ultimo, gracias a estas nociones de integracién podemos introducir los espacios
L? de funciones valuadas en un espacio de Banach. La estrategia es tener en cuenta la

medibilidad de = +— || F' (z)|| para toda funcién fuertemente M-medible. Definimos

1/p
1F s, = ( / ||F<:c>updux)

1 ooy = sup € IF (z)]| = mf {a > 0: p({z: [[F(x)]| > a}) =0}

para0 <p < o0,y

Cabe notar que, al igual que en el caso de los espacios L” clasicos, |||, 5 constituye una
norma para 1 < p < oo.
Definimos, para 0 < p < oo, los espacios L? de funciones valuadas en un espacio de

Banach, como
L? (E,B) = {F : E— B/ F: fuertemente M-medible, y || F|| ., p < oo}

y en caso que exista una cuasimétrica d definida sobre el conjunto F, definimos los espacios

LP locales como

7 F:E—B/F:fuertemente M-medible, y [[15,F| g < o0

loc

(E,B) :=
para cada bola B,

El siguiente resultado de densidad nos sera de utilidad en lo siguiente

PROPOSICION 3.10. Sea (B, ||-||) espacio de Banach y (E, M, u) espacio de medida o-
finito.
i) El conjunto de funciones B-simples es subespacio denso en L? (E,B) para 0 < p < oc.

ii) El conjunto

{chlgj : {B;}, medibles disjuntos, E = %JBJ- , ¢ € ]B%} ,

j=1

es denso en L™ (E,B).
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iii) Si u es la medida de Lebesgue n-dimensional, entonces el conjunto

N
{chfj 1 fECT(RY), ¢ € B},

j=1

es denso en L” (R",B) para 1 < p < oc.

3. Operadores de Calder6n-Zygmund

En lo que sigue S (R") denota la clase de funciones de Schwartz y S’ (R") la clase de
distribuciones temperadas. Decimos que un operador lineal 7' : S (R") — S’ (R™) es un
operador de Calderén-Zygmund si estd asociado a un nucleo estdndar K € SK (0,A) y
posee extensién acotada de L? (R™) en L? (R™). Al decir que el operador estd asociado al
nucleo K € SK (6, A) nos referimos a que existe una funcién K € Lj _ (R" x R"\ A),

loc
donde
A= {(z,y) eR" xR" / 2z =y},

y que existen dos constantes A, > 0 tales que K satisface las siguientes condiciones.

1) Condicion de tamario:
A

K(z,y)| < ——=,
K ()l <
para todo (z,y) € R" x R*\ A.

2) Condiciones de regularidad:
o — |’

K (2 y) — K (2,9)] < A——rs
|z —y|

. 1
S1 |:E—I/| < §md${|$ _y| ) |I/ _y|}7

y-vI° . 1
K (7,y) — K (2,9)] SAW si |y -9/ < Qma${|$—y|7|1’/—y|},

para todo (z,y) € R" x R*\ A.

3) Condicidén de representacién: para toda f € C° (R") y para todo = ¢ sop (f) se tiene

que

(Tf)(z)= [ K(z,y)f(y)dy.

Rn
El teorema del Nucleo de Schwartz permite establecer la siguiente condicién de repre-

sentacion mas débil.

3*) Para todo par f,g € S (R") tales que sop (f) N sop (g) = () se tiene que

Ttg) = [ [ K@) f @) duy

Como resultado fundamental de la teoria de operadores de Calderén-Zygmund ten-

emos la acotacién débil (1, 1) y la acotacién fuerte (p, p), para 1 < p < oc.
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PROPOSICION 3.11. Si T es operador de Calderén-Zygmund entonces posee extensiones
acotadas L' (R™) — LY (R")y LP (R") — LP (R™) para 1 < p < cc.

La definicion de esta clase de operadores puede generalizarse no solo a contextos de
espacios de tipo homogéneo, sino también a contextos de funciones valuadas en espacios
de Banach, utilizando la integral de Bochner. Una de esta clase de generalizaciones con-
siste en utilizar ntcleos K valuados en un espacio de operadores. Para ser mas precisos,
sean B;, B, dos espacios de Banach y sea L (B, B,) el espacio de los operadores lineales
acotados de B; en B,, normado con
| L[5,

z€B1 ||x||Bl '
z#0

1L1l5, -5, =

Denotemos B = £ (B, Bs). Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo tal que V; C M,
donde V; es la familia de d-bolas y M la o-algebra de definiciéon de u. Denotemos A :=
{(z,y) e X x X Jx =y} y E:= X x X\ A. Decimos que un nucleo K : £ — B tal que
K € L}, (E,B) satisface las condiciones de Héormander si existe una constante C' > 0 tal

loc

que

(3.4 [ 1K @) = K @)l s, dule) < €,

d(z,y)>2d(y,z)

paratodo z,y € X,y

(3.5) / 1K (2,9) — K (w,) |5, _p, dit () < C,

d(z,y)>2d(z,w)
para todo z,w € X. Para el caso de un espacio de tipo homogéneo Ahlfors regular de
dimensién « existen dos condiciones denominadas condiciones de regularidad que implican
las condiciones de Hérmander. En efecto decimos que un nucleo K € L}  (E,B) satisface

loc

las condiciones de regularidad si existen constantes C’ > 0, ¢ > 0 tales que

d(w, )
1K (2,y) = K (w,9)]l5, 5, < C'W
para z,y,w € B con 2d (w,z) < d(z,y),y
d(y, )
1K (,y) — K (2, 2)ll5,_p, < C'W

para z,y,w € B con 2d(y,z) < d(z,y). A su vez, decimos que dicho ntcleo satisface la

condicién de tamafio si existe una constante C' > 0 tal que

Co
(3°6) K x’ — S
H ( y)”[ﬂﬁ Bo d(x,y)

para todo x,y € X.

El resultado que extiende la Proposicién (3.11) a ntcleos de L}, (E,B) es el siguiente.
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PROPOSICION 3.12. Sea K un niicleo en L}

loc

(E,B), donde E = X x X\ Ay B =
L(By,By). SeaT : L" (X,B;) — L" (X, By) un operador lineal acotado para algiin r € (1, o],
tal que para toda F' € L* (X,B;) con soporte compacto y todo = ¢ sop (F) se tiene que

TF () = /X K (2,9) F (y) dy

como elemento de B, y entendiendo la integral en el sentido de Bochner. Si K satisface la
condicion de tamanio (3.6) y las condiciones de Hormander (3.4) y (3.5), entonces T" posee
extensiones acotadas L' (E,B) — L' (E,B)y L? (E,B) — L? (E,B) para cada 1 < p < oc.

Como ultimo comentario cabe mencionar en qué contexto trabajaremos. Estaremos
interesados en trabajar en el espacio de tipo homogéneo diddico (R*,0,|-|), espacio 1-
Ahlfors regular, el cual analizaremos en el Capitulo 9. Trabajeremos a su vez en el espacio

2 .

tales que ) |z,|” < oo. Teniendo
neN

en cuenta la notacién de la proposicidon anterior nos interesara trabajar con B; = Ry

de sucesiones /2, esto es, el espacio de sucesiones (70) pen
B, = (2. El uso de estos espacios permite identificar £ (B;,B,) con /2. En efecto, dado un
operador lineal ¢ : R — ¢? existe un operador traspuesto ¢ : /* — R tal que (¢ (z),x),. =
r¢* (x) para todo z € Ry x € (2. Haciendo uso del teorema de representacién de Riesz
sabemos que existe un tinico 8, € (* tal que ¢* (x) = (B, x) 12+ Esto permite deducir que
(P (x),X)pe = <x6¢,x>z2 para todo x € ¢2; por lo cual todo operador lineal ¢ : R — (% es
de la forma ¢ (z) = /3, para un tnico 3, € ¢?, lo cual permite identificar £ (B,,B,) con >
via ¢ — B,. Por otra parte, haremos uso de las condiciones de regularidad en lugar de las
condiciones de Hormander asociadas al nucleo K, para el cual también consideraremos
una condicion de tamafo.

En vistas de estas consideraciones damos la siguiente definicién la cual nos sera de

utilidad en el Capitulo 10.

DEFINICION 3.13. Decimos que un operador T : L? (R*) — L? (R™, (?) lineal acotado es
un operador de Calderdén-Zygmund (*-valuado si existe un nticleo K € L} (RT x RT\ A, ¢?),
y existen constantes Cy, C1,¢ > 0, tales que satisfacen las siguientes condiciones:

i) para todo x,y € R* se satisface

Co
K (z, o < ———;
e

i) para todo x,x',y € R* con 20 (2',z) < § (x,y) se satisface

§ (2, x)

1K (2", y) = K (z,9),. < Clwa
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y para todo x,y,y € Rtcon 26 (y,y") < d (x,y) se satisface

) S (y,y)
K(z,y) - K(z, » <O —F=;
1K (z,y") (z,y)l, )

iii) existen subespacios densos S C L? (RT)y S C L? (R, (?),

(o) = [ [ K@) ), (@) dody

para toda ¢ € Sy toda ) € S con ¢ (sop (¢), sop (1)) > 0.

4. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccion 1. El desarrollo de la Proposicidn 3.2 como del Teorema 3.4 pueden encontrarse en [MMMM13]
y en [AM15].

Seccion 2. El desarrollo de la integral de Bochner que hemos presentado estd basado en [Yos95].
Cabe menionar, siguiendo a Loukas Grafakos en [Gral4a], la importancia de dicha nocién de integracion
asociada al estudio de operadores (X, d, 1) — (B, ||-|| ). A modo de motivacién, dado un operador lineal

T que satisfaga una desigualdad no lineal del siguiente tipo

1/q

1/q
(3.7) (DTW) <C (Zw) :

Ly Lp
si notamos f := (f;), , consideramos su norma en L” (£7), esto es
1/q
HfHLp(eq) = (Z ‘fj‘q> )
J p
y definimos como T al operador T (f) := (T’ fj)j, entonces, la desigualdad (3.7) puede reescribirse como

IT () 2o ey < CNEl 2oy »

esto es, una desigualdad que asemeja no lineal para operadores R-valuados, puede reescribirse como una
desigualdad que asemeja lineal para operadores {?-valuados. Existe una gran cantidad de esta clase de
operadores en la literatura del andlisis arménico. Quizds los mds importantes derivan de la maximal de
Hardy-Littlewood, los operadores de Calderén-Zygmund y los operadores de Littlewood-Paley. A saber, si

consideramos (77) -~ @ la sucesién de operadores de truncacién dados por

i = | %Jf (o~ y) dy.

|lx—y|>e

entonces, el operador maximal 7™ f () = sup |7 f (x)| puede ser reescrito utilizando un operador 7" que
e>0

aplique a una funcién f,su sucesién de operadores truncados respectivos, esto es T’ ( f ) = (TE f ) es0 10

que permite ver que

175 @) e =T F @) ¥ Ty = 17"l
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Por otra parte si consideramos ¢ una funcién suave radial decreciente, y definimos ¢, (z) = ¢ (%)

entonces el operador de Hardy-Littewood puede ser introducido de este modo

Mof () :=sup|(@x f)(@)] 5 Moz f = (0% fing

Para mas referencias acerca de este tema, y de sus aplicaciones, véase el capitulo 5, secciones 5 y 6, del libro
[Gral4a] de Loukas Grafakos, y el capitulo 5 del libro [GCRAF85] de José Garcia-Cuerva y José Luis Rubio
de Francia.

Seccion 3. Sibien hemos delineado un esbozo humilde de la teoria de operadores integrales singulares
de Calderén-Zygmund en la seccién final del Capitulo 10, recomendamos la genealogia desarrollada por
Yves Meyer y Ronald Coifman en el Capitulo 7 de [YM97]. Por otra parte, de los trabajos pioneros en lo
que respecta al uso y acotacién de operadores integrales singulares valuados en espacios de Banach, cabe
destacar el articulo de Agnes Benedek, Alberto Calderén y Rafael Panzone, [BCP62] del afio 1962. Sumados
a los citados [Gral4a], [Gral4b] y [GCRAF85], cabe citar el articulo [RAFRT86] debido a José Luis Rubio
de Francia, Francisco Ruiz y José Luis Torrea, en el cual no sélo establecen una teorema de acotacién LP
para operadores integrales singulares (convolutivos o de nticleo variable) valuados en espacios de Banach,
sino también para operadores maximales de tipo Hardy-Littlewood asi como operadores de Littlewood-Paley.
En el articulo [Bla10] de Oscar Blasco, también se demuestra la acotacion de los conmutadores. En lo que
respecta al estudio de estos operadores definidos sobre espacios de tipo homogéneo, la Proposicién 3.12 es

debida a Loukas Grafakos, Liguang Liu y Dachun Yang y puede encontrase en [GLY09].
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CAPIiTULO 4

Espacios de Sobolev

Introducimos en este capitulo los espacios de Sobolev de tipo fraccionario que seran
centrales en toda la teoria espectral de los capitulos venideros. La primera secciéon con-
tiene un repaso del caso euclideo desde la perspectiva métrica de R", en particular sus
propiedades elementales y su relacién con los espacios de Besov. La segunda seccién abor-
da su extensién a contextos de espacios de tipo homogéneo, en particular en espacios de
Ahlfors.

1. Espacios de Sobolev en contexto euclideo

Entre las caracteristicas y propiedades mas importantes que poseen las funciones, y
que atafien a los problemas de ecuaciones diferenciales, se encuentran la regularidad y
la oscilacion. Del universo innumerable de espacios que se introducen para medir dichas
caracteristicas destacamos los espacios de Holder, ya mencionados en el primer capitulo,
los espacios de Sobolev y los espacios de Besov.

Los espacios de Sobolev pueden introducirse de un modo abstracto utilizando la sigu-
iente estrategia de construccién. Supongamos que tenemos dos espacios de Hilbert, H,V;
donde el espacio V' estd inmerso con continuidad en el espacio de las distribuciones de
R™, esto es, V — D’ (R"), y que poseemos también un operador lineal acotado L : H —

D' (R™). Entonces, si definimos el espacio
W:={feH:LfeV},

y el producto interno
<f7.g>W = <fa g>H + <Lf7 Lg>v )

entonces puede demostrarse que (W, (-, -);;-) es un espacio de Hilbert, con inmersién con-
tinua W — H y tal que el operador restriccién L|y es continuo de W en V.

El operador L a utilizar, por antonomasia, es el operador de derivacién parcial 0%, para
cierta clase de multi-indices o € Nj. Por ejemplo, si consideramos L = V el operador gra-
diente, H = L? (), para alguin subconjunto abierto Q C R", y V = L? (9, R"), obtenemos

el espacio de Sobolev H! (92), esto es, el espacio de funciones de L? () cuya primeras
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derivadas son funciones de L? (). Esto es
H' (Q):={feL*) /VfeL*(QR")},
dotado del producto interno

(f, g>H1(Q) = (/, g>L2(Q) +(V/, V9>L2(Q,Rn) :

Obsérvese que (Vf,V )2 qpny = [o|Vf ()|? dz, es el funcional de Energia o seminorma
de Dirichlet. Recordemos la importancia de este funcional y del principio homénimo. A
grandes rasgos, una funcion resuelve —Au = f sobre 2, con dato de borde u = g en 92
si y sélo si minimiza [, [Vu (z)]> dz — (u, f) 12(n) Sobre un espacio de funciones suaves
con el mismo dato de borde. Como veremos mas adelante, gran parte de estas ideas seran
utilizadas en este trabajo para introducir una nueva clase de espacios de Sobolev, en un
espacio métrico con medida, mediante una nueva nocién de gradiente.

Claramente no es necesario ceiiirse a los espacios de Hilbert y pueden introducirse
espacios de Sobolev mds generales. Para m € N, 1 < p < oo y un subconjunto abierto §2 C
R™ se define el espacio de Sobolev W™ ({)) como el conjunto de las funciones f € L ()
que admiten derivadas débiles 0“f en L? (Q2) para cada multi-indice o« € Nf, con 1 < |«

< m, dotado de la norma

(4.1) 1 lmney = W oy + D= 1%l oy »

1<]al<m

donde aqui |o| := a; + a3 + - - - + a,. Si denotamos V* f al vector cuyas componentes son

las derivadas 0° f, para |a| = k, entonces, una norma equivalente a (4.1) estd dada por

||fHLP(Q) + Z ||ka||Lp(Q;RNIk) )
k=1

donde M, = # {a € N} / |a| = k}. Por su parte, para el caso m = 2, el espacio W2 (Q),

denotado también H™ (2) resulta espacio de Hilbert con el producto interno

(f, 9>Hm(9) = (/, 9>L2(Q) + Z (0°F, 8ag>L2(Q)'

1<]|al<m

Como consecuencia inmediata de la definicién de estas normas, es claro que u € W™ (),
si el gradiente Vu pertenece a W17 (Q,R™). Esto es, no sélo W™ (Q) es una clase de
espacios cerrada respecto de los operadores de derivacién, sino que también lo es de un
modo continuo.

Por otra parte, sabemos que es posible extender las definiciones anteriores para valores

m no necesariamente enteros. Esta clase de espacios de Sobolev fraccionarios surgen de
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modo natural al analizar los operadores de traza de funciones de W*'* (R" ) sobre el semi-
hiperespacio R?} := {z € R" / x,, > 0}.
Dado 0 < s < 1, y 2 C R" abierto, se definen los espacios de Sobolev W#? (Q), para

1 < p < o0, de la siguiente manera

WP (Q) = {ueL”(Q) % € [P (Q % Q)}.
r—y

Equipado con la siguiente norma

/p
u@) —u @),
ooy o= bl + ([ 2=y

resulta espacio de Banach. El segundo término

(e ° ( / / Ju 2 n+sp|pd:ndy>1/p

es conocido como seminorma de Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckij.

Cabe observar que, en el caso que {2 = R", asi como ocurre con los espacios de Sobolev
) Por
otra parte, la restricciéon 0 < s < 1 evita la inclusién de clases triviales. Por mencionar un
(R™) es

tal que [u]yy.,q) < o0, para s > 1, entonces u es funcién constante. Adn con todo, puede

wmr (R"), para m € N, el espacio C° (R") también es denso en (Wsﬂgl |1l yprsp

®™)

ejemplo si 2 C R" es un subconjunto abierto acotado de frontera suave y u € L}

loc

demostrarse que en los casos limites se satisface

(4.2) lim (1 =) [ulfyeni) = CIVullLoqpn

s—1—

para 1l < p < oo y para cada u € WP (), y que, por otra parte, para cada p > 1,

slir(%s [U]Wsp(Rn =’ HUHLP(R")

para toda u que pertenezca a alguna clase W*? (R") para algin 0 < s < 1. En la seccion
final de este capitulo detallamos las referencias que atafien a estos resultados.

Cabe destacar que los espacios de Sobolev forman una clase especial de espacios de
Triebel-Lizorkin y de espacios de Besov. Una caracteristica primordial en estos espacios
consiste en eliminar el uso de derivadas débiles, reemplazandolas por otros médulos de

medicion de regularidad. Dado ©2 C R”, h € R" y k € N; denotamos
Qe ={reQ/x+h,.,x+kheQ},

y por A} al operador A, f () = Al f (x) := f (x + h) — f (x) para cada z € O, e inducti-

vamente denotamos

ALf (x) = Ay (A7) (@),
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para cada z € Q. Dada f € LP (Q2), p € [1,0), definimos el médulo de suavidad en L?

de amplitud ¢ > 0, como

Wi (fa t)p = sup ||A2f||LP(Qkh) ’

Ihl<t
donde consideramos f € C ({2) para el caso p = oo. Luego, para s,q > 0y k := |s| + 1,

definimos

0 ts t

[f]Bng(Q) = wi(f), . B )
su s ’ q =0

oo [wi(ft), th)l/q. q < oo

>0
donde |s| designa la parte entera de s > 0. Esta seminorma nos permite introducir los

espacios de Besov B?? del siguiente modo

Br () = {f € I () / [flgpag) < 0}

y dotarlo de la norma

If]

BYY(Q) = ||f||LP(Q) + [f]ng(Q) '

Obsérvese que en el caso que 2 = R" esta clase de espacios contiene tanto a los espacios

de Sobolev de orden fraccionario como a las clases de Holder. Especificamente, puede

[fpo@ny = </n

demostrarse que

HAfoHLP(R") " dn v
I n" )

Si g < ooy que
k
[f] p,o0 /A sup —”Ahf”Lp(Rn)
B (R?) heR™\{0} |h)®

La equivalencia de estas seminormas nos permiten ver que, sip = ¢y 0 < s < 1 entonces
W= (R") = BP? (R"), y si p = ¢ = oo entonces

[ARS || oo
00,00 (ppy ~ SU e
[f]BS (®™) heRg |h|

por lo cual una funcién f € L> (R") pertenece a B> (R") siy sélo si existe f* € C%* (R")
tal que f* = f en casi todo punto. Caracterizaciones similares se dan para cierta clase
de dominios 2 C R". También cabe recordar la importancia de esta clase de espacios al
momento de caracterizar la imagen de un operador de traza sobre espacios de Sobolev.
En efecto, se puede demostrar que Tr (W'” (R})) = By”, (R"!). Las referencias y los

1
p

detalles de estos resultados se encontraran en la ultima seccién de este capitulo.



2 Espacios de Sobolev en espacios de tipo homogéneo 77

2. Espacios de Sobolev en espacios de tipo homogéneo

Un primer intento de generalizacion de los espacios de Sobolev vistos en la seccion
anterior consiste en adecuar la métrica y la dimensién del espacio a la seminorma de
Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckij . Notemos en primer lugar que dicha seminorma puede

reescribirse, salvo constante multiplicativa, de la forma

ulyen(e) : (//(lu \x—y\ )|)p|B(mC,l\mjy—yD|)1/p

Dado (X, d, 1) un espacio métrico con medida, s > 0y 1 < p < oo, definimos

1/p

el
(43) Fhwsi / / o s (x) di 0)

y al espacio de Sobolev W*? (X)) como

W (X) = { f € L (X.) / [Flunn) < 20

al cual dotamos de la norma

HfHWs,p(X) = HfHLP(X,M) + [f]Wsm(X) :

Las mismas definiciones se aplican para el caso (X, d, ;) un espacio cuasimétrico con
medida, suponiendo que la familia de bolas V, de la cuasimétrica d sean medibles. Por otra

parte, si consideramos

p(x,y) = p(B (v, d(r,y)) +p(B(y,d(z,y)))

no es muy dificil demostrar que p define una cuasimétrica cuya topologia es la misma que

la generada por la cuasimétrica d. Mds aun, si p es duplicante respecto de V,; tenemos que

p(B(z,d(w,y) < Ap(B (y,d(2,y))) < Au(B(z,d(z.y))).,

con A :=C,Cj (log> Cu) Esto es,

p(z,y) = p(B(z,d(z,y)) ~ p(B(y,d(z,y)))

por lo cual uno puede sustituir esta cuasimétrica p por (B (x,d (z,y))) en la definicién
de la seminorma []y,.., v, dada en (4.3), obteniendo de este modo una expresion con dos
estructuras métricas: una que mide la regularidad del espacio, el factor d (z,y)", y otra
que mide la singularidad dimensional del espacio, el factor p (z,y). Téngase en cuenta que

(X, p, 1) es un espacio normal, esto es, un espacio Ahlfors 1-dimensional. Y, por otra parte,
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una situacién particular se da cuando el espacio (X, d, 1) es a-Ahlfors, debido a la equiv-
alencia p (x,y) ~ p (B (z,d(z,y))) ~ d(z,y)”. Esto permite sintonizar ambas estructuras

cuasimétricas y considerar en este caso como seminorma [-];;..,(y, a la dada por

1/p

- 1f (@) = f)F
[flwewx) = / Z g dp () dp (y)

X

la cual claramente resulta equivalente a la dada por (4.3). Huelga mencionar que para el
caso d (z,y) = |r —y| y X = R™ recuperamos el caso euclideo considerado en la seccién
anterior.

Volviendo al caso general, como hemos observado para el caso euclideo, la clase W*? (R")
puede ser trivial para valores de s > 1, y por lo visto en el capitulol, dicha cota inferior
de valores s > 0 dependerd de la riqueza de la clase de funciones Holder que puedan
definirse sobre un espacio cuasimétrico (X,d). Eso serd parte de lo que demostraremos
en la Proposicion 4.2, la cual explora bajo qué condiciones el espacio W*? (X)) es no triv-
ial. Para tal fin denotaremos por A” (X, d) al espacio de las funciones -Holder, acotadas,

dotado de la norma
1l = [ fllo + [f]con

donde || f||, :=sup |f (z)|. A su vez, denotaremos por A} (X, d) al subespacio de funciones
de A7 (X, d) conxggporte acotado.

El siguiente lema técnico el cual muestra que el comportamiento integral de las poten-
cias de d (z,y) con respecto a la medida M‘l“—(y) es andlogo al de las potencias de la

z,d(z,y)))

distancia euclidea respecto de la medida ﬁ

LEMA 4.1. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo. Para cada € > 0 se tiene que

d(z,y) 2e
du (y) < C, R,
/Bd(a:,RM(Bd (z,d(z,y))) ) < 57— C

d(z,y) " X C,

2 (Bd (1‘, d ($, y)))
X\Bg(z,R)

paracadax € Xy R > 0.
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DEMOSTRACION. Descomponiendo diddicamente B, (x, R) tendremos que

d(z,y)° - d(z,y)°
/mm B dw )P = / 7 (B d @,y Y

I=09—j-1R<d(y,z)<2-IR

IA

> —j e M(Bd ($727jR))
2 TR) )

7=0
oo - . 9¢ ]
< cu; (27R) = CuR
De modo andlogo tenemos que
d(z,y) " S d(z,y) "~
du(y) = / dp (y
[ et 2| iGwdean ™Y
X\Bgy(z,R) 2 R<d(y,z)<2/+1R

_ 1 (B, ¥R)
= 2 @RY u(Balw,2R))

i 12 G,
C(2R)°  2¢— 1R’

J
como queriamos demostrar O

2

Recordemos que la notacién v = ind (X, d) indica que v < ind (X,d) y v = ind (X, d)

siempre que el supremo de la definicién de dicho indice se alcance.

PROPOSICION 4.2. Sea (X, d, i) espacio de tipo homogéneo. El espacio A] (X, d) estd in-
cluido en W*? (X, d, j1), para cada v > s con v = ind (X, d).

DEMOSTRACION. La inclusién A (X,d) C L? (X, i) es evidente, ya que para cada ¢ €
AY (X, d) se tiene que

1
1ol oy < lllog 1 (B)M7

donde K := sop(y). Para probar la finitud de la seminorma W*?, denotemos p (z,y) :=
w(B(z,d(z,y))). Seap € Ay B := B (x0, R) una bola tal que B D K = sop (). Teniendo
en cuenta que la funcién ¢ () — ¢ (y) es nula para todo (z,y) ¢ (B x X) U(X x B)

tendremos que

lp(z) — o) B ) )
/X Xd(x’y>spp(x’y>du(y)du<x)_/BXX/XxB\IJ( Jy) dy (y) dp ()

S/B/B\If(:r,y)du(y)du(fﬁ)+2/B/X\B‘1’(rv,y)dﬂ(y)du($)=I+H
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donde aqui V¥ (z,y) := W. Por una parte, teniendo en cuenta que B (2o, R) C

B (z,CyR) para cada = € B (z, R), la condicién Holder de ¢ y el Lema 4.1 tenemos que

I < // w“’ M)du@)du(x)

[ e
< ) —————dp(y)dp (z
CO zeB JyeB(z,C4R) x ?J)

Qp(v 5)
op(y=s) — 1

< [QO]CO ¥ O (OdR> =) M (B) = C(u,d,v,s,p,sop(cp)) [@]IC)O,W

Por otra parte, sabiendo que, a su vez, B (z,R) C B (xo, CyR) para cada = € B (xg, R),
que V¥ (z,y) = 0 para cada (z,y) € (B\ K) x (X \ B), y que dist (K,X \ B) := A > 0,

obtenemos que

» 1
I < 2]l /K /X T @
» d(x,y)~" d(x,y)~* .
2”@”00/[((/)(\3(10,0(1}2) P(%?J) dﬂ(y)_l—/B(:po,CdR)\B P(l"ay) d,u(y)) du( )

d(z,y)~" 1 1
29020/(/ ’—duy+—s/ ———dp (y) | dp (2
el K \JX\B(z,R) p(z,y) ) AP B(xo,CdR)\Bp(xvy) ) (@)

A su vez, puede verse que para cada = € B (g, R) se tiene que B (zo, R) C B (z,0\), donde

CdR
A

IN

IN

0 = max (<4, 1), por lo cual

p (B (w0, R)) < p(B(2,01)) < Cub°pu (B (2, A)) < Cubp (2,9)

paratodozr € K ey € X\ B(z, R), con s = log, C,, lo que nos permite deducir, usando el

Lema 4.1, que
d(z,y) ™ Cub°p (B (0, CaR))
o< 2 w/(/ LY g ) + S22 ’ e
el K \JX\B(z,R) p(z,y) k() AP (B (o, R)) k(o)

o2 1 C2(0C,)
p M
2H¢|| ( H25p 1 Rsp + 5P > M(K)

IN

- Cat,d,s,p,sop(cp)) || ¥ ”];o

En conclusion tenemos que

[elwrenx) < Cludsmsonte)) 1914

O

De la demostracién del lema anterior se desprende un Corolario inmediato. Si consid-
eramos el espacio A}, (X, d) de las funciones ~-Holder soportadas en un acotado K C X,
fijo, entonces A}, (X, d) estd inmerso con continuidad en W*? (X), para cada s < v =
ind (X,d).
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OBSERVACION 4.3. La cota v = ind (X, d) es necesaria a fin de asegurar la no trivialidad
de las clases de Hélder. Esto a su vez implica que para todo 0 < s < ind(X,d) el espacio
W#P (X) es no trivial. Y teniendo en cuenta lo desarrollado en la primera seccidn del Capitulo
1 podemos asegurar que si (X, d) es espacio ultramétrico entonces W*? (X)) es no trivial para
todo s € (0,00). En la seccion final de este capitulo se detallan referencias bibliogrdficas al

respecto.

Esta clase de espacios posee, a su vez, una caracterizacion de tipo Besov semejante a la
euclidea utilizando modulos de suavidad. A modo de motivacion, considérese el médulo

de suavidad L? modificado, dado por

1/p
w(f,t), = ARSI Loy dB
B(0,t)

Utilizando la subaditividad de [|A, f{[, g« respecto de f, puede demostrarse que w (f,¢),

y w(f,1), son equivalentes , esto es

01W(f,t)p Sw(f7t>p < 02W<f7t)p7

donde w (f,t), := sup [|Axf| o (gn- La importancia de introducir el médulo w (f, ), radica
|h|<t
en la siguiente identidad

wir,= ([ v@- o)

la cual puede adecuarse a contextos mds generales. En efecto, dado (X, d, 1) un espacio

de tipo homogéneo con d-bolas medibles, sea

B0 = ([ o | @GP ) <x>)l/p,

y,para0 < s < 00, 1 < ¢ < o0, 1 < p < oo, definamos la seminorma

q 1/q
(44 1 (B[] 4) o<
. s,q = y
B supZef s g = oo
t>0

y el espacio de Besov B;? (X, d, 1) como

Byt (X,d,n) = { £ € L7 (X) / [flpgoean <o)

Puede demostrarse el siguiente resultado que relaciona los espacios de Sobolev y Besov

en contexto de espacios de tipo homogéneo.

PROPOSICION 4.4. Sea (X,d, i) espacio de tipo homogeéneo. Sea 1 < p < coy s > 0.
Entonces By? (X, d, ) = W*? (X, d, ) con normas equivalentes.



82 Espacios de Sobolev

DEMOSTRACION. En primer lugar demostremos que

s [ f w-sorae g -,

k€EZ

En efecto, esto surge de partir la primera integral teniendo en cuenta que R* = kUZ[2’“, 2k+1)]
€

y observando que

2k+1

/zk (]é(x’t) |f () = f(y)" du (y)> titsp

1 1 )
/2k ok(1+5p) (M(B (.29) /B (w001 1f(z) = f(y)" du (?ﬂ) dt

k(! )
< gt g /@ =T O )

sp 1 p
= P Cugiaf, 0 LGP ).

IN

Andlogamente

2k+l

J,

ok 1 )
> ST BT g )~ O )

) dt
foo 10 = f WP 0) i

11 )
> ey gy )~ 1 ).

Realizando la sumatoria en k£ € Z de cada una de estas desigualdades se sigue (4.5).

Luego, si denotamos B; = B (z,2%), tenemos finalmente que

Moo = | { }dt I/ f 7)) du (9) o ()
- [ ][( )V’du()tits,,du(%)

/X S okl | f(x) = f ()P dp(y) dp ()

kEZ

[z SER B o 1@ =T @ ()2

k€EZ 1=—00

/ %z: <Z2 " #(Br) >/Bi\3m [ (@) = @) dp (y) dp () -

Q

Q

Q
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Teniendo en cuenta que

Srtrs > =S ()
p— 1t (Br) p(Bi)e= \2°7C,,
Ct sp —isp
- = 27 1 i C(S,p,u)2—>
p(Bi) 2°C, — 1 (250C),) 1 (Bi)
que
— u(Br) T p(B) 20 —1p(By)’

y las equivalencias d (x,y) =~ 27"y u (B;) ~ p(z,y), podemos deducir que
it /22/ £ @)= £ @I dit () dit (2
s,p ~ RV xr) — X
ByP(X) (B) BB, Yy w\y)ap

(@)= F ()P
/. Z/B\BM 0" (B (z,d (a,g)) " W) (@)

€L

~ f I)—f(y)|p
- /)(Ad<$,y>SpM(B(;U’d(x’y)»dﬂ( ) dp () = [f]wsp(x)

como queriamos demostrar. O

L

Q

3. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccion 1. Dentro de la vasta e inabarcable literatura aceca de espacios de Sobolev, tanto en con-
texto euclideo como de espacios métricos con medidas, sefialamos los trabajos [Eval0], [Sal16], [Leo17],
[Ste70], [JW84] y [DNPV12]. La denominacién de [-]Ws,p(mcomo seminorma de Aronszajn, Gagliardo
o Slobodeckij, se menciona en [DNPV12]. En [GTO01] se introduce una teoria axiomadtica de espacios de
Sobolev que incluye a cada uno de los espacios mencionados en este trabajo.

Seccion 2. Caben hacer un par de comentarios acerca de la trivialidad de los espacios de Sobolev en
contexto métrico. Para el caso euclideo Haim Brezis en [Bre02] (y en conjunto con Jean Bourgain y Petru
Mironescu en [BBM01]) demuestra una férmula limite de seminormas I/ *P que involucran el gradiente de

la funcién. En concreto, demuestra que si f € LP (R™), con 1 < p < 00, es tal que

//|f ylp D (sl ey < C,

R R"

para ¢ > () pequefios, entonces f € W17 (R")y

46 iy [ [HDZLE, (o=l iy = €, 1951
R™» R™
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donde aqui puede considerarse, por ejemplo, p, (1) = —=1(o1)(7), para 7 > 0, o bien p_(r) :=

%1(075) (). Esta férmula de representacién permite deducir que, para cualquier p > 1, si

/ / f fz)_—yﬁ %demy < o0,

R7 R™

entonces [ es funcién constante, mismas consideraciones son validas sobre W7 ({2), para un subconjunto
abierto {2 C R™ acotado y de frontera suave. Més aun de la representacién (4.6) se puede deducir la férmula
(4.2). Se observa entonces el por qué de la restriccién necesaria del orden de regularidad, 0 < s < 1, para
el caso euclideo. En lo que respecta a espacios de Sobolev definidos en espacios métricos con medida, en
[DMS19], Simone Di Marino y Marco Squassina extienden esta representacién utilizando lo que se denomina
Energia de Cheeger, Ch, (u) = ||V,ul} LP(X 1) el cual involucra gradientes superiores p-débiles V.
A grandes rasgos, obtienen que si (X, d, 1) es espacio de tipo homogéneo, con (X, d) espacio métrico

completo y separable, que soporta una desigualdad de Poincaré (1, p), con 1 < p, entonces
P y sep q p g P b,

Chy (u) S Um Ik (1= 5) [l gy < W0SUP (1= 8) [ulipanxapy S Chp (1),

s—1— —1-

[]Wstd# : // ?(;tx,y)))d#(x)d“@)'

Con esto uno podria deducir trivialidad de los Sobolev W*? (X d, 1) para esta clase de espaciosy s > 1.

donde

Esto guarda relaciéon con lo desarrollado en la seccién ya que recordemos que para espacios métricos
ind (X, d) > 1. Otra estrategia consiste en utilizar los espacios de Hajtasz-Sobolev. Dado un espacio métri-
co (X, d) equipado con una medida boreliana /i, se define al espacio de Hajtasz-Sobolev M*? (X, d, )
como el conjunto de todas las funciones f € LP (X, ;1) para las cuales existe alguna funcién no negativa

g € LP (X, ) tal que, para fi-casi todo x,y € X

4.7 1f(x) = f)| <d(z,y)’ (9(x) +9()).

Dicha clase de funciones no negativas g que satisfacen (4.7) se las denomina clase de gradientes gener-

alizados de f, denotadas DD [ f ], y se normaliza el espacio via

”fHMl,p(X) = Hf”LP(X) + [f]Ml,p(X) )

donde [f] Mip(X) = elIll)ff] lgll Lr(x)- BN [GKS10], por citar un ejemplo, Amiran Gogatishvili, Pekka

Koskela y Nageswari Shanmugalingam, demuestran la continuidad de las inmersiones
WP (X, d, 1) — M*?(X,d,p) y M (X,d, p) — W= (X,d, ),

para cada 0 < € < s, y para espacios de didmetro finito. Al margen de la no equivalencia entre esta clase de
espacios, se sigue de aqui que la trivialidad de los espacios M*? (X, d, 1) implica la de W*P (X, d, p) .

Pero, atin con todo, no es muy sencilla la cuestién de la trivialidad de los espacios M*? (X, d, 11), ya
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que, como se menciona, por ejemplo, en [Hu03], este hecho estd intrinsecamente relacionado a lo que se
denomina dimensién de camino (walk dimension) del espacio. Por lo que tenemos entendido, queda abierto
el problema de analizar la trivialidad de las clases W*? (X, d, 1) para s > ind (X, d) .En lo que respecta
a la Proposicién (4.4), ésta se debe a [GKS10] (Teorema 5.2). Ademas de las inmersiones mencionadas,
los autores de este trabajo también introducen los espacios de Sobolev de tipo Korevaar-Shoen y muestran
su utilidad para caracterizar a los espacios de Besov como espacios de interpolacién (véase Teorema 4.2 y
Corolario 4.3 en [GKS10]). Cabe mencionar también el Trabajo Final de Tesis de Miguel Marcos, [Mar15],
en el cual se desarrollan esta clase de espacios y se introducen espacios de Newton-Sobolev generalizados.
Por ultimo cabe dedicar algunas lineas al asunto de la densidad de funciones de Holder en espacios de
Sobolev. Para el caso W 5P (]R") con métrica euclidea y medida de Lebesgue n-dimensional, en [FSV15] se
demuestra que si {2 C R” es un conjunto abierto con frontera continua, entonces el espacio C° (€2) de

funciones infinitamente diferenciables y soporte compacto contenido en {2, es denso en
WP () :={f € W (R") / f = 0sobre R" \ Q},

respecto de la norma |- ||W5,p(Rn). Un dominio {2 C R"™ posee frontera continua si, a grandes rasgos, esta
formado por una unién finita de gréficas de funciones continuas. Mds especificamente, si J¢) es compacto
y existe una cantidad finita de abiertos W7, ..., Wj; C R", de conjuntos €21, ..., Q3 C R", de funciones
continuas £, ..., &, : R"! — R"y de movimientos rigidos 77, ..., Ty : R™ — R", tales que T} (£2;) =
{(@,2,) eER"™XR /m, <& (a)} yW;NQ=W,;NQ; paracadaj =1,..., M.
Recientemente, en [DK21a] y [DK21b], Bartlomiej Dyda y Michat Kijaczko analizan con mayor profun-
didad el problema bajo qué condiciones sobre {2 C R™, (C'° () es denso en WP (Q)) respecto de la
norma ||-||Ws,p(Q). Detallemos un par de definiciones técnicas a fin de apreciar sus resultados. De modo
semejante a lo expuesto en el Capitulo 1 se define como dimensién inferior de Assouad de un conjunto
E C R", denotada dim 4 (£), al supremo de los t > 0 para los cuales existe una constante ¢ = ¢ (t) > 0
tal que paratodoz € Ey(0 < r < R < didm (F)labola B (z, R) N E puede cubrirse con ¢ (g)t bo-
las de radio 7, como minimo. Andlogamente se define como dimensién superior de Assouad de un conjunto
E C R", denotada dim 4 (E), al infimo de los s > 0 para los cuales existe una constante C' = C' (s) > 1
tal que la bola B (x, R) N E puede cubrirse con C' (%)s bolas de radio 7, como méximo. Por otra parte, si

definimos los entornos
V(E,z,\,7):={2z € R" : dist (2, E) <1, |x —z| < \r},

se dice que F es o-homogéneo si existe una constante L tal que |V (E,z, \,7)| < Lr4\?, para todo
r € E, AN > 1yr > 0. Puede verse que, si 0 = HA (E), entonces, los conjuntos o-homogéneos
son aquellos para los cuales el infimo de la definicién de dim 4 (E)) se alcanza. En [DK21a], B. Dyda y M.
Kijaczko, demuestran que, para) < s < 1ly1 < p < oosisp <n — dimy (0€) entonces W =

W*P (), con clausura respecto de ||- HWSJ,(Q). También, para el caso p > 1, si Q2 es (n — $p)-homogéneo
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ydim, (09) = n—sp, entoncesm = WP (). Para el caso sp > n—dim 4 (0f2) se tiene que este
resultado es falso sobre dominios {2 que satisfacen la condicién k-plump, dominios que se analizaran la Sec-
cién 3 del Capitulo 5. Para demostrar este resultado, ademds de ciertos lemas técnicos, utilizan el hecho de
que coinciden las clausuras de C'2° (2) y de WP () := {f € W*P(R") / sop(f) C 2, compacto},
lo cual desarrollan en [DK21b]. En lo que respecta al caso cuasimétrico, al dia de la fecha suponemos que es
un problema que permanece sin solucién adecuada. Si bien elaboramos técnicas inspiradas en los trabajos
[DV14], [DIV21], [HaK98], y en los mencionados, no hemos arribado a un resultado concluyente. Cabe
destacar la discrepancia con el caso de los espacios de Hajtasz-Sobolev, ya que la gentileza de su definicion
permite usar los conjuntos de nivel de cualquier gradiente generalizado para demostrar que las funciones
Hélder de orden s < ind (X, d) son densas en M*P (X, d, ut). Véase a este respecto el Teorema 5.3 en
[HaK98], el cual, si bien esta demostrado sobre espacio métricos, puede extenderse de manera sencilla al

caso cuasimétrico.



CAPIiTULO 5

Teoremas de extension de funciones de Sobolev en espacios normales

En este capitulo desarrollamos en detalle la teoria de la existencia de operadores de
extension en espacios de Sobolev sobre dominios especificos que satisfacen una condicién
de densidad de medida.

En la primera seccién extendemos el Lema de descomposiciéon de Whitney a dominios
no acotados. Si bien la demostracién aqui presentada es una adaptacién de la encontrada
en la bibliografia sefialada, nos sera de utilidad comprender el juego de acotaciones y con-
stantes involucrado. En segundo lugar enunciamos y demostraciones nuestro teorema de
extension de funciones de Sobolev definidos sobre espacios de tipo homogéneo, resultado
que nos serd de utilidad para demostrar un teorema de inmersién compacta en los capitu-
los siguientes. Finalmente, en el addendum final de este capitulo desarrollamos una breve
genealogia sobre esta materia.

1. Lema de descomposicion de Whitney para dominios no acotados

LEMA 5.1 (Whitney). Sea (X, d) un espacio cuasimétrico con dimy X < oo. Para cada
A > 1, existe A € (A, +00) y existe M € N, dependientes de \ y de las constantes geométricas
del espacio, tales que para cada subconjunto propio V' C X, abierto en la topologia 7,4, existe
una familia a lo sumo numerable de bolas { By (x;,r;)}

DV = z’ngd (i, 1) = igIBd (x4, AT3);

2) para todo i € [ se tiene que r; ~ disty (z;, X \'V);

3) para todo i € I, By (x;, A\r;) C V' y By (x;, Ary) N (X \ V) # 0;

4) paracada i € I, si z € B (x;, \r;) entonces disty (z, X \ V) = Ary;

5) paratodoi € I sesatisface que #{k € I : B (xk, \ry) N B (x;, Ary) # 0} < M.

iep con {x;},., €V tales que:

DEMOSTRACION. Repasaremos la idea de demostracion esbozada en el Lema 1.35. Da-

do un abierto V C X, sea

1 : 1
L, := {x eV / TS <disty(x, X \V) < 2—n}
Considerando 0 < ¢ < ﬁ escogemos para cada n € Z un subconjunto A, C L, que sea
d

;ﬁdl -disperso maximal. Denotemos A,, = {x;‘}

ien Dado que dim 4 X es finita, gracias a la

Proposicién 1.28 tenemos que cada conjunto A, resulta numerable y, ademas, la bolas de

la familia{ B, (27, 35+) }j resultan mutuamente disjuntas. A su vez, por maximalidad

el
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de cada conjunto ;%—disperso se tiene que

= jeln v on
y
0By (02 ¢ e x o disty(nn,) < 2%
jer, T\ o ) = ST
1 Ca
C X : < X — > CV.
C {:EG ic, distq (z, \V)<2 }_V
Estas desigualdades nos muestran que
€Cd
= B )
Vv nLEJZjGL%n d( Ja 2n>
Considérese, por otra parte, la familia de intervalos J,, := [ 5 e oL Q—n} , conn € Z. Es claro

que para cualquier par n,m € Z con J, N J,, # () se tiene que |n — m| < 1+ 2log, C,. Esto

nos permite deducir que, para cada n € 7Z se tiene
#{meZ: J,NJn#0} <4(1+1ogyCy).
Si denotamos, para cada x € V,
N (z) := {nGZ 5 310 <disty(z, X \V) < %} ={neZ:disty(x,X\V) € J.},
n(z) :=1inf N (z),
entonces,
(5.1) #N () <4(1+logy Cy),
y para todo z € V ytodo n € N (x) se tiene que
0<n-—n(z)<1+2log,Cy.

Por otra parte, para cada zo € V fijo, n € Zy j € I,, teniendo en cuenta la dispersion de

los conjuntos A,,, podemos ver que

eC eC € eC?
b < 2nd>“Bd ( T d>”mpl‘caquef‘d(ww)gBd (W)

Obsérvese que, si Ry, = 557 Y Pz = Qn(fo) tenemos que i’;) = 2A03 2n(@0)=" esto es
1 R, 1
< < .
Como el espacio (X,d) posee dimensién de Assouad finita, la bola By (mo, ) puede

cubrirse con no mds de N bolas de radio 6p,,, = R,. Teniendo en cuenta que % €
0
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[ﬁ, #] ,que n € N (xg), y la desigualdad (5.1), podemos ver que existe un M € N tal
d d

que, para todo zy € V'

A A
#{(n,j) :n€Z, j€ I, talque By (3:0, 625d> N By (x?,ngd) # (Z)} <M

En conclusién

221 o) S M

] K 2n
nezjely

Por otra parte, ya que disty (27, X \V) € |51, 57) , para cada n € Z y cada j € I, ,

entonces, podemos hallar A > A, que dependerd de Cy, Ay dim4 X; tal que By (27, 554) N
(X' \ V) # 0. Finalmente podemos tomar como descomposicién { B, (z;,7;)},., a la familia

de bolas { By (z7,%4) : n € Z, j € I} reindexada. Esto demuestra el lema. O

OBSERVACION 5.2. A fin de simplificar la cantidad de constantes involucradas en las acota-

ciones, conveniremos en este trabajo en escoger ¢ = ﬁ, A = 5)\C3.
d

A fin de demostrar la existencia de una particion de la unidad asociada a una descom-
posicion de Whitney es necesario extender la propiedad de separacién de Urysohn me-
diante funciones de regularidad Holder. Esta tarea resulta sencilla si se tiene algtin lema
de extension de funciones de clase Lipschitz sobre espacios métricos. En efecto, téngase
presente que toda cuasimétrica p es equivalente a otra cuasimétrica p, tal que p), es una
métrica para cierto rango de valores v > 0. De esto se sigue que la clase de funciones
Lipschitz respecto de la métrica p), coincide con la clase de funciones y-Holder respecto de
las cuasimétricas p y p,,. Una construccion sencilla, aunque el operador que la define no

sea lineal, de una extension Lipschitz estd dada por

F(2) 1= fof (] (0)+ [fleoa g @ (2.w))

wer
donde F es un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X,d). Mas aun puede pro-
barse que se preserva el tamafio de la seminorma. Este operador de extensién no lineal
de funciones Lipschitz para el caso métrico implica un operador de extension no lineal de
funciones Holder para el caso cuasimétrico y, a su vez, nos permite demostrar la siguiente

version Holder del lema de Urysohn.

LEMA 5.3 (Urysohn). Sea (X,d) un espacio cuasimétrico y sea v € (0 Sean

1
? logy Cd]'
Fy, i, C X, no vacios y tales que disty(Fy, Fy) > 0. Existe una funcién ¢ € C% (X, d)
tal que 1, < 9 < 1x\p, sobre X. Ademds, existe una constante C, dependiente de p, tal que

1
0,y < dist (Fn o))
[Y]e (X.d) Cdzstd (Fo, F1)"
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DEMOSTRACION. Basta considerar ¢ : Fy U F; — R tal que ¢ = 0 sobre Fpy p =1
sobre [, y extenderla a todo X a una funcién ¢ € C%7 (X, d). La ultima desigualdad surge

de la mayorizacion []¢o., x, ) <C [Pleom (ryur.a- O

Este Lema de Urysohn mediante funciones Holder nos servird para demostrar la exis-

tencia de una particién de la unidad.

LEMA 5.4 (Particién Holder de la unidad). Sea (X, d) un espacio cuasimétrico con dimy X <
oo, ¥ V' C X subconjunto propio abierto en la topologia 7, Asociada a un cubrimiento de
Whitney { By (x;, ;) }

existe una familia de funciones {y,}

con pardmetro \ > 0, dado por el Lema 5.1, para cada ~ € (0

rever]
iel? ? logy Cy

.7 en C®7 (X), denominada particion de la unidad, tal
que:

1) para todo i € I se satisface 1p(z, ) < ©; < 1B(w;2r)s

2) existe una constante L > 0 tal que para todo i € I se tiene [4,01-]7 < L=;

il
DEMOSTRACION. Escogemos A > C,, de modo tal que, de acuerdo al Lema 5.1, ten-

dremos que
(5.2) Cidri < disty (B (x;,r;), X \ B (4, Ar3)) .
Luego, para cada par de conjuntos B (z;,7;), X \ B (z;, Ar;), i € I, aplicamos el Lema de
Urysohn anterior. Podemos construir entonces una familia de funciones (v,),.,; en C®7 (X)
tal que 1p(,,,,) < ¥; < 1, ). Las desigualdades (5.2) nos permiten mostrar que
1

=

T;

W’i]cow(x,d) < Can
Finalmente, considerando ¥ : V' — R, dada por ¥ = > ¢, tendremos que
jel
1<V <M

sobre V/, gracias al inciso 5) del Lema 5.1. Definiendo para cada i € I,

L) sizev

- U(z)
$i =
0 siz gV
obtenemos la sucesion de funciones deseada. O

2. Teoremas de extension para dominios regulares en espacios de tipo homogéneo

En primer lugar introducimos el tipo de dominios sobre los cuales estaran definidas

las funciones de Sobolev que extenderemos. Dejamos para la seccion final de referencias
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bibliograficas y comentarios adicionales un repaso de las distintas ideas asociadas a los
dominios de extensién en espacios de Sobolev.

DEFINICION 5.5. Dado un espacio cuasimétrico (X,d) dotado de una medida de Borel
i, tal que sus bolas By (x,r) son borelianas para todo x € X y r > 0, diremos que un
subconjunto abierto 2 C X es regular si existe una constante Cr > 0 tal que, para todo

z € Qytodo r € (0,1] vale la desigualdad
(5.3) p(Ba(z,7)NQ) > Cru(Ba (z,7)) .

Esta desigualdad puede verse como una condicion de densidad de medida uniforme-
mente acotada por abajo para bolas chicas. La restriccion 0 < r < 1 puede flexibilizarse
si 11 es duplicante. En efecto, en tal caso, el conjunto satisfard la condicién de regularidad
(5.3) para cada r € (0,Ry], y Ro > 0 fijo arbitrario. En caso que (2 sea acotado suele
elegirse Ry := didam (Q).

Como propiedades de interés tenemos el siguiente lema.

LEMA 5.6. Sea (X,d, ) un espacio cuasimétrico con medida boreliana py Q@ C X un
subconjunto abierto regular. Entonces:

1) 1 (09Q) = 0, donde 00 := Q\ Q;

2) si (X,d, ) es espacio de tipo homogéneo entonces (£, dq, i) es subespacio de tipo
homogéneo, donde dg, y 11, designan las restricciones a €) de d y p, respectivamente;

3) si (X,d, ) es espacio a-Ahlfors regular, también lo es (2, dg, 11q);

4) si p es cuasimétrica con p-bolas medibles, tal que p (x,y) < d(x,y) para todo z,y € €,

ytal que p (B, (x,7)) < p(By (z,7)) para todo = € Qy todo r € (0, 1], entonces 2 es regular
en (X7 :07 :u)

DEMOSTRACION. 1) Dado = € 0f), consideremos una sucesion (z;),.y en 2 tal que

d(zj,z) — 0. Consideremos j € N suficientemente grande tal que d(z;,z) < &. En-

Jj—o0

tonces, tendremos que B (:zcj, C%) C B(x,r)yque B (:z:, c%) C B (zj,r), por lo cual

r Cr Cr r
Blz;, = |NnQ) > B(zj,r)) > B
’“‘( <x”’0d)ﬁ > > .o @”’T))—OHO;“< (x’0d>)

>

para j suficientemente grande, donde s = log, C,,. Esto nos permite ver que

- r Cr
B 0> 1 Bz, — Q> B
p(B ) n9) > Tt (8 (,4) 09) = iz (B,
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esto es, la condicién (5.3) puede extenderse a todo x € 0f). Luego

ltm sup/- (B (1) N02) h,msmpu(l%’(ﬂc )N Q) — (B (z,7)NQ)
root (B (z,1)) 0+ 1 (B (z,7))

<1

R
< 1- ot
CiCi

Pero de acuerdo al inciso 3) del Teorema 3.4 aplicado a la funcién f = 15q se tiene que

lim sup% = 1 para p-casi todo punto de X. Esto muestra el conjunto 02 debe

p:)sg;r medida nula.

2) Es claro que la no degeneracion de la medida p y la regularidad del dominio implican
la no degeneracién de la medida. Para demostrar la duplicacién de p, sobre las bolas de
la métrica dg, observemos que dichas bolas son de la forma By, (z,7) = Q2N By (x,r), por

lo cual

p(Bag (2,2r)) < p(Ba(w,2r)) < Cup(Ba(2,7))

C, C
< Cr (Bg(z,7)NQ) = o (Bug (z,7)) -

3) Obsérvese que la condicién de regularidad nos permite ver que u(By(z,r)) =~
w (Bag, (z,7)). Luego, si p(By(x,r)) ~ r%, entonces ugq (B, (x,7r)) = u(Bq, (z,7)) ~ 1%,
esto es, (12, dqa, i) es a-Ahlfors regular.

4) Teniendo en cuenta la comparabilidad i (B, (x,7)) S o (Bqg (z,7)), la regularidad de
(), el hecho que By (z,r) < B, (z, Ar) para alguna constante A > 0, y la duplicacién de g,

se sigue que

(B, (1)) S p(Ba(z,r)) S “(Bd< ;7“))

o (5. (s 1) o)

5 M(Bp<l’,7")ﬂ9),

N

para todo z € X ytodo r € (0, ARy]. Esto muestra la regularidad de (2 respecto de p, como

queriamos demostrar O

A fin de demostrar el resultado central de este capitulo con la mayor generalidad posi-
ble prescindiremos de la hipétesis de regularidad «-Ahlfors del espacio. Dado un espacio
de tipo homogéneo (X,d,u), s > 0y 1 < p < oo, consideramos el espacio de Sobolev
WeP (X) := {f € LP(X,pn) / flwewix) < oo} dotado de la seminorma

[ ( | [ i) an <y>)1/p,
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el cual forma un espacio de Banach con la norma

”f”Ws,p(X) = ||f||Lp(X,M) + [f]ws,p(x) :

Para el siguiente teorema supondremos, sin pérdida de generalidad, que en el espacio
de tipo homogéneo (X, d, ;) que las d-bolas de la familia V; son medibles, y que u es

duplicante y no degenerada sobre dicha familia.

TEOREMA 5.7. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo, } C X un conjunto abierto

regular, 1 < p < o0y 0 < s < Entonces, existe un operador de extension lineal

S
log, Cg”

T: WP (Q) — WP (X), tal que, para toda f € W*P (Q2), la desigualdad

||Tf||WswP(X) S C Hf“W&P(Q)

vale para alguna constante C independiente de f.

DEMOSTRACION. De acuerdo al Lema 5.1 sean {B (z;,7:)},.; ¥ (¢;);c; 1a descomposi-

iel
cion de Whitney y una particién de la unidad de orden ~ a determinar, respectivamente,
asociadas a V := X'\ Q. Denotamos por d (z) := dist (z, ). Recordemos de la demostracién

del Lema 5.1 que, para cada i € I,

%@<i¥ﬁg4q;

7

y para cada z € B (z;, Ar;)
d(2)
)\Ti

Considerando A := 5\C? , y teniendo en cuenta la condicién 4) de dicho Lema, podemos

1< < 404,

ver que para cada i € I se satisface B (z;, Ar;) N (X \ V) # 0. Sea entonces {z;}, , un
subconjunto de puntos de  tales que x} € B (x;, 5C3\r;). Dada f € W*? () definimos

f(z) si e
Yomy (B (xf, 1) N Q) g, (x) sizeX\Q

el

(5.4) Tf(z) =

Donde consideraremos, dado que p (9€2) = 0, como 7T'f () = 0 para todo = € 9f2. Ob-
sérvese por otra parte que la linealidad del operador surge de modo evidente a partir de
su definicién. Demostraremos que 7" es un operador acotado de W*? (Q2) en W*? (X)) en
varias etapas.

1) Acotacion en norma LP.

Dado r € X \ Q denotamos

I,={iel : xe€B(x;,\r;)}.
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Es claro que # (I,) < M, de acuerdo a la condicién 5) del Lema 5.1. Ademds ¢, (z) = 0

para cada i ¢ I,. Por otra parte, para cada i € [, se tiene que
(5.5) B (a7, ri) € B(z,md(x)) C B(x},01r:)
con 7, := 5C% y 01 := 20CI\. En efecto, obsérvese que
d(z,z]) < Cymax (d(zF,x;),d (x;,x)) = CylAr,
y que, para w € B (x},r;),
d(w,z) < Cygméx (d (w,z}),d (z},x)) < 5 Cyr; < 5Chd (z).

De modo andlogo se demuestra la segunda inclusion. En vista de (5.5) y de la propiedad

de duplicacion de i tenemos que p (B (z,1,d (x))) ~ (B (z},r;)), mas especificamente,

(B (27,7:)) < p (B (z,md (2))) < Cptp (B (27, 714))

donde ¢, = inf{n € Z: 0, <2"}. Luego, ya que (B (z},17;) N Q) > Cru (B (z},1;)), por
hipétesis de regularidad, y que > ¢, (x) = 1, tenemos que

1€y

Tf @] < Y Imy(B(af,r) N Q)| (2)

'LEII

IN
|
8
AS

YW B ) /B(x;,n)m 7 (e du(2)

/ () du(2)
B(z,m1d(x))NQ

A
S
[
AS
O
=
Y
8
33
a

< EMy(1af) (x),

donde M, es la Maximal de Hardy-Littlewood (3.1), la cual es acotada de L? (X, u) en

LP (X, ) para 1 < p < oo de acuerdo a la Proposicién 3.2. Por lo tanto

1T < /X TS (@) dyu (z) = /X @ /|f P du (a

s\’
< 5’;) /X\QIMd(laf)(x)\pdu(x)JrHfllip(m
cs\”
< 5’1‘) A!Md(laf)(w)\pdu($)+HfH’Zp(Q)
¢ !
< gjllMdllem> /Xl(lnf)(ﬂf)lpdu(x)JrIIfIIZP(Q)
_ (G ' P (z) —
C ||Md||LP—>LP+]' |f(ZL‘)| dﬂ<x) (OMQMd)) Hf”
1 Q
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2) Acotacion en la seminorma W*?,
Para llevar a cabo esta acotacion tendremos en cuenta la siguiente descomposicién

1 ) T/ )"
T = [ [ ooy () )

[fo /m/ L Lo

- A1—|—A2+A2+A3

2.1) Acotacion de A;.
Puesto que para cada = € ) tenemos que 7'f (x) = f(z), y que u (92) = 0, se sigue

v e
| bt

2.ii) Acotacion de A, y Aj,.

que

)W

) dp () dp (y)

Tf(y
d
I e

d (fE y)))dlu (ﬂf) d/“L (y) - [f]W(SS’)Z; '

Puesto que p (952) = 0 bastard con considerar y € Q. Dado x € X \ €, tenemos que

Tf(x)=TfW)| = |> ms(B}r)NQ) e (z) - f(y)

el

= me ) NQ) g, (x Zf

< Y ][ GRS (L)

Utilizando la desigualdad de Holder, para algun ¢ con 1 < ¢ < p, la comparabilidad (5.5)

y la regularidad de (2, tendremos que

TF@-TF ) < Yo (f . _)m|f(z)—f(y)\du(z))

1 1
< G (m Frs 1= 0 <z>)
CEI . 1/q
= Cr Z(’Oi (x) (]é(w,md(w)) to (Z) |f (Z) -/ (y)| i (Z))

1€y

-9 WA =T ) "

Observemos en esta ultima integral que z € B (z,7n,d (z)) y que, por otra parte, y € {2, por

lo cual d(z,y) < Cynyd (x,y). Esto es,

B(y,d(y,z)) C B(y,Camd(z,y))
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y teniendo en cuenta la comparabilidad de uB (y,d (z,y)) ~ u (B (z,d(z,y))) y la dupli-

cacion de p, tenemos que

p(B(z,d(y,2)) < CuCau(B(y,d(y,2)))
< GuCiCRu(B (y,d(2,y))) < CpP?Ciu (B (v, d (z,y)))

conéy =inf{n € Z: Cyn, <2"} yw = log, C,. Esto nos permite deducir que

/a
Tf (z) f W)l < C',El( (2)|f (2) (y)|? ; Z>
d(z,y)° (B (x,d(x,9)"" ~ Cr é(wdu»d(a:,y)qm(B(x,d(x,y)))q/p uiz)
1/q
Lo (2)|f () — f W)
Claup.s, du (z
e (Jé(x,md(a:»d(z,y)qsu(B (z,d (y,2))"" 2 )>

1/q
< Cuspenr (f G ()
B(z,nd(x))

(€3+2) || wihstl
o P c, D n}/p
Cr

IN

donde C(4ps.0) = y la funcién HY designa

ST [ EF A ()]
S T T T T

Si definimos por M, , al operador

Mag (f) (@) == (M (|f1) ()7,

donde M, denota el operador maximal de Hardy-Littewood dado por (3.1) en el Capitulo
3, tendremos que

Tf@)-Tfw)]

d ()" (B (w,d (@,y))"" ~

Teniendo en cuenta la Proposicion 3.2 podemos deducir que el operador M, es contin-

C(d7u7p787Q)Md,q (Hy> (@ .

uo de LP/7 (X, 1), en sf mismo, para p > g, lo cual implica que el operador M, es acotado
en L? (X, p). Ademds, HY € LP(X) para p-casi todo y € (2, debido a que [f]W(sé;; < 00.

Luego

) T =TI
A2 = /ym/wemd B )@ )

: %’“’p’m)/ / [Mag (HY) (2)[" dpt () dpe (y)
yeQ JzeX\Q
= Cg)dv#vpﬁﬂ)/QHMdﬂ (Hy)HZp()Q dp (y)
P
= P M |[P/a //1 If (x) — f(v)] e
s WWaelisoe |, ], Q(‘76)d(fﬁ,y)s”u(B (z,d (z,y)) @M
S Cg) 7/-‘1’59 ||MdQ||Z/p(§q*>Lp/q [f]gvs,p .

()
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Haciendo uso de la comparabilidad p (B (z,d (z,y))) ~ u (B (y,d(z,y))) la acotacién de
A), se sigue del mismo modo.

2.iii) Acotacion de As.

Dado z € X \ Q definimos

et = {yex\ a2 5 mixla).am}.

¢z = {yex\0: dlwy) < g mix(a).am}.

2

y descomponemos

) Tf ()P
A = /X\Q /X\de B<xdxy>>>d () dyt (v)

[ L[ ] ues

= Az + Aso.

Para acotar Aj;; utilizamos un argumento similar al de 2.ii). Teniendo en cuenta que
> @ () =1= % ¢, (y) podemos escribir

Tf(x)=Tf(y) = ZZ% (#) ¢, (y) [my (B (2],7:) N Q) — my (B (25,7;) N Q)]
- T awn f e f ol ) )

Nuevamente la regularidad del dominio €2 nos permite deducir que

€1 2 1/q
|Tf<x>—Tf<y>rs<g*; ) (f () - <w>rq19<z>1ﬂ<w>du<w>du<z>) ,

con B, = B(x nd(z)) y By = B(y,nd(y)). Por otra parte, yaque z € B, ,w € B,y

d(z,y) 2 50 méx{d(z),d(y)}, deducimos que

B(z,d(w,z)) C B (x, 2n,Cid (:U,y)) ,
por lo cual
(B (z,d(w,2)) < Cip (B (z,d(x,y))),

con &, = inf {n € Z : 2n,C3 < 2"}. Luego, si consideramos

£ (2) — f (w)
F(z,w):= 1o (z) 1o (w
) ) B d Gy D e )
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tenemos que

Tf (x) = Tf ()]
d(w,y)" p(B (x,d ()"~

G FE=T@ >/
: ( ) (émm]{—%ﬂﬂd (,9) 1 (B (x,d (2,))"" i) z)
1/q
/ [/ (2) = f (w)]*
Clapapsn) (]i]éy Lo (2) 1 (w) o) z,d(z,w)))q/Pd“ (w) dp (z))

Y 1 (B
1/q
= Clipapony (ﬁ f F<z,w>qdu<w>du<z>>
o 1/q
<>)

Cldnapss) <]€3 ] [Maq (F(2,7) ()" dp (2
)

O(,dvuva,pvs,Q)Mdﬂ (G () (x

IN

IN

IN

251-!—541

donde G (2,y) == Maq (F(2,) (W) ¥ Clapapsa) = % (2n,C3)°. Obsérvese que de la

acotacion del operador A, podemos ver que

/ Mg (G )P, duly) < M2, /X 1G o)l i ()
=M / G (2, y) P dp (y) dp (@)
X JX
=M, /X 1Moy (F (2, DI, ds (2)
< I / IF (2, )% du (2)

=M / / IF (2, 9) P du (y) dp ()

2
= Ml e Ty

Por lo cual

) TF@-Trw 7,
Aa1 = /X\Q e e e KAL)

< Closeen)” [ [ Mo @ C0) @ @) 0

< Clanaen)” [ [ 1M1y (G () @F i (5) die 0

2p/
< (C(d,u,a,p,s,ﬂ)) HMd“LI;/ZHLp/q [f]gvsp

(@
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Por ultimo, acotemos Ajz,. Sea z € X \ Q e y € C2. Teniendo en mente que (y;),.; €s

particién de la unidad, tendremos que

Yo @@ —e) = D, () F Y ) Y ()

ieUl, i\, i€l \I, ielnl,
= D> o= D e+ D (o) —e )
i€l \Iy 1€l \Iy i€lyNIy
= Z%‘ (z) — Z%‘ (y)
i€l i€l
— O’

por lo tanto, si denotamos B} = B (z},7;) y B, = B (z,1,d (x)), con n, := 15C%, podemos

ver que

Tf (@) =Tl = D ms(BINQ) g, (x) = Y my (Bi N Q) ; (y)

i€l 1€1y

= | D (@i(x) =@ (y)my (B N Q)

i€l Ul

= | Y (@i(@) =i () (mg (B; NQ) —my (B, NQ)].

i€l UL,

Haciendo uso de la condicion 2) del Lema 5.4 obtenemos que

@) i@l <L Y T g (50 0) —my (B0 )
1€l Ul
esto es,
1/q
L d(z,y)” 1
co  miw-rrwis s Y M [
Ricror, i 1 i)B?‘ﬂQ

1/p
donde [ (z,z) = (W [ 1f ()= f(w)|’dp (w)) . Recordemos que dado i € I,,

con x € X \ (, se tiene que d (x) =~ r; y que existe comparabilidad entre B} y la bola
B (z,Cd(z)), para alguna constante C' > 0. Veamos que esto puede extenderse a todo
i € I, UI, cony € C2. En efecto, dado w €  arbitrario se tiene que d (z) < d(z,w) <
Cq(d(z,y) + d(y,w)), por lo cual

1(0) < Ca (567 (@) + ) +40)) = 3 (o) + (5 +Ca) do),

esto es d (x) < 3Cyd (y). Del mismo modo surge que d (y) < 3Cyd (x). Estas desigualdades
permiten ver que d (z) ~ d (y) = r; y que B (y,n,d(y)) C B (x,n,d (z)), donde recordemos
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que 7, := 5C4. Luego, si i € I, tenemos que

(5.7) B} = B (x},r;) € B(y,md(y)) C B (z,md (x)) = B,

)

Por otra parte, la comparabilidad d (z) ~ d (y) y el hecho que y € B (z;, Ar;) N C? también

nos permite deducir que
(5.8) B! = B (z,15d (z)) C B (x},0s1;)

con 6, := 180C}*\. En conclusidn, cualquiera sea i € I, U I, tenemos que d (z) < 12C5r;,

y que, gracias a (5.7) y (5.7),
1(B;) ~ pu(By),

donde B! := B (x,n,d (x)). Mas aun, estas mismas inclusiones y la hipétesis de regularidad

del dominio nos permiten deducir que

p(By) S p(BY) Sp(BinQ) S p(B,NQ).

7

Por lo tanto, haciendo uso de estas acotaciones en 5.6 tendremos que

1/q
L d(z,y)" | 1
Tf(x)=Tf(y)] < o Z 7 B / 1 (2, 2)|"dp (2)
Rierur, i pAD; RN
1/q
d(z,y) | 1
< Clparmy) A (x) M(B,)/\J(x, )| dp(2)
B;

1/p
donde J (z,z) := (ﬁflg (2) 1 (w) |f (2) = f (w)|" dp (w)) . Por otra parte, si ten-

emos en cuenta las variables z, w de los integrandos, es claro que
d(sz) < Odn2d(‘r) y B(z,d(z,w)) gB(mvccﬂhd(x))

por lo cual

p(B(z,d(w,2))) < Cou (B (v,d(x)))
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con &; = inf{n € Z:Cyn, < 2"}. Teniendo en cuenta que u (B (z,d(z))) ~ p(B)) ten-

dremos que

1/p
- .. ))uP 1q (2 —f(w)|p w
J@2) < d@) p(Bd ( Al T >>

B,

1/p
e 1 (e@n@i@ -
= Gl e de) (/ AG) (B (=) >>

VAN
Q
=
=
ISH
"]
s
~
H\\
S|
0
¥
=
~_
5

donde

Luego

r 1/q
d(z,y)" | 1 ¢
7@ =TI 5 GO | B/ 7 (@, 2) du(Z)]

d(w,y)” 1 ) q/p 1/q
S ar [ U, e aueo) d“("”)]
d(x,y)
SJ d (:C)fy—s d,q (H) (I)

por lo cual, si denotamos

podemos ver que

Tf(x)=Tf(y)] < C(duQLMw)Z( 78{ (B / HY(z)du(z ]

(x)
d(x,y)’
= C(d,u,ﬂ,L,M,w>WMd,q (H) (x)
Finalmente
[ T
X\Q 02 JUZJ ( y))) ®)"=)

< d(x,y)™" " [P o
N/X\Q/C%d(x)(w_s)p,u(B(x,d(x,y)))| dq (H)|" (z) dp (y) dp ()
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Teniendo en cuenta que C? C B (z,2d (z)) obsérvese que

d(x y) P 1 d(z y)(v 5)
fo i ™ S d(@wmmé B G

22(v—s)p

< 2(v=s)p — 10‘“

gracias al Lema 4.1. Esto muestra que debemos escoger un orden de regularidad ~ €

(s, @} para la particién de la unidad (y;),., haciendo uso del Lema 5.4. En conclusién
ITf Tf Wl /
du )< C [ |M, d
| [aw i daam™® (Mo (FIFL) dhe )
xX\Qcz2 X\Q
< ¢ ||Md,q <]—I)H]ZP(X) < C ||Md||ié%q_>Lp/q / |H(x)|p d,u ([L‘)
X
[f (=) = f (w)[”
= C o dpsedpiey < C N P
anmoa | [ 5 (o 0)” 1 (B (2, d (z,g))) e W) < Camntrents vy
Q B.NQ
Esta desigualdad culmina la demostracién. O

Teniendo en cuenta lo analizado en la primera seccién del Capitulo 1, puede observarse

que el Teorema es vdlido para cada s € (0,ind (X, d)) siempre y cuando pueda determi-

narse una cuasimétrica p ~ (X, d), tal que las p-bolas sean medibles,
y tal que  sea no degenerada y duplicante sobre V,,.
Por otra parte, como caso particular a destacar tenemos el siguiente corolario, el cual

hace uso de la seminorma de Sobolev

s = ([ [0 by i)

COROLARIO 5.8. Sea (X, d, ) un espaClo a-Ahlfors regular estdandar, Q0 C X un conjunto

abiertoregular; 1 <p < ooy 0 < s< Entonces, existe un operador de extension lineal

log Cq”
T : WP (Q) — WP (X), tal que, para toda f € W*P (), la desigualdad

1T fllwsnx) < ClFllwen@

vale para alguna constante C' independiente de f.

DEMOSTRACION. Basta recordar que, si (X, d, i) es espacio a-Ahlfors regular estdndar,

entonces
p(B(z,d(z,y))) ~d(z,y)"

por lo cual se tiene la siguiente equivalencia de seminormas

F )P [ [@-fr,
L) e meaa e @0 = [ [ @ ).
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Aplicando el teorema anterior y teniendo en cuenta esta equivalencia se sigue el coro-

lario. O

Como ultima observacion de interés destacamos la siguiente propiedad de las semi-
normas de Sobolev utilizadas: no es necesario definir la extension sobre todo el espacio,
sino que es necesario hacerlo sobre una corona de puntos cercanos (un abierto inflado del

dominio) a la frontera.

LEMA 5.9. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo, sea {2 C X un subconjunto abierto
regular; 1 < p < oo,y s > 0. Sea 0, = {x € X / dist (x,Q) <n} para algiin n > 0, y sea
Y e CO (X, d), < ¢ < 1q,. Entonces el operador, My f := ) f,

esto es,

Y(x) f(x) siz e,

S =
o/ () 0sizeXx\Q,

es lineal y continuo de W*? (Q,) en W*? (X).

DEMOSTRACION. Denotemos p (z,y) = p (B (x,d (x,y))). Como 0 < ¢ < 1 es claro que

(5.9) ||S¢f||Lp(X) < ||f||Lp(Q,

Para acotar la seminorma [Sy f]} ) tenemos en cuenta que esta soportada en (X x (2,)U

W (
(€2, x X), por lo cual

[Suflvenx) = //|S¢,fx " Swf( I dp (y) du ()

,y)
_ //(...)+/ / () + / /<"'>
_ ;WIUHJFH? o o

En primer lugar, descomponemos la integral / teniendo en cuenta que

Qﬂ XQUZ{([E,y)Zd([E,y) Z 1}U{([L’,y)d($,y) < 1}

Sea
B |5wf Swf( )W .
A = d )/>1 7 () dp (y) dp ()
B |5wf Swf(y)lp .
By = d(// T (r.9) dp (y) dp ()

(z,9)€Qy xQy
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Para acotar el primer término tenemos en cuenta la acotacién de 1), y hacemos uso del

teorema de Fubini

A < // 7 |p+|fx )|pdu(y)du(a:)

,Y)
d(z,y)>1
d(z,y)"*" .
< /|f \g N i (y) dpe ()
+2p—1/|f(y)|p / %du(ﬂf)du(y),
2,\B(y.1)

lo que nos permite deducir, gracias al Lema 4.1, que

(5.10) Ar < 21’0“25]9 /11

Por otra parte, para acotar B; agregamos los términos +v (y) f () y hacemos uso de la

regularidad y la acotacidn de ¢:

bo- [ [ OISO,

f (z) = f (y)|p
< /Qn/gmm (2.7 p (. )dﬂ(y)du(x)
¥ () =y W [f @)
/ /MBM e oy r)de@)
— p
= WSP /|f C‘Z(;xz%szii((g)l/)dﬂ(y)dﬂ(m)
QNB@1) ’
< I/ [uar | )
< Ulwer,) T Wleorxa p(x,y) AT EIE)
2y B(z,1)
Luego
2(r—s)p
(511) B[ S [f]];[/s,p(gn) + mcﬂ W)]ZO»T(X,C[) ”fH;ZP(Qn) ‘
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Para acotar /], tenemos en cuenta la regularidad de v, que sop (¢) € Q,,0<¢ <1,y

el Lema 4.1, lo cual nos permite deducir que

- [ [ 'py)dmy)du(m)

QW X\Q”I

) (0 (&) — 0 () £ (@) )
- | ety e i@

Q, X\Q,

[ / Ty e gy 0 0

[rwr [ RO ) e

(,9)" p(z,y)
zeQ, (X\Q)NB(z,1)

s rer [ S e

z,9)" p(z,y)
reQy, (X\Q7])\B($,1)

I~ (r—s)p
(A VT ) 7 ) du (2)

p(z,y)

IN

IN

IN

x€Qy, yeB(x,1)

[ rwr [ @) 7o) du ()

p(z,y)
xey X\B(z,1)

esto es

o(r—s)p

(512) 17 < [¢]CO (X, d) CMQTS—_ ”f” LP(Qy) + CM ||f||

25p —
De modo andlogo se sigue la acotacién de /717, teniendo en cuenta que p (z,y) =~ p (y, ).
En vista de (5.10), (5.11), (5.12) y (5.9) podemos concluir que

||S¢fHWsp < Cluaspm) Hf“%/s,p(gn)

por lo cual Sy : W*? () — W*? (X) es acotado. O

3. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccion 1. Las ideas expuestas en el Lema 5.1 y en el Lema 5.4 se deben a Dorina Mitrea, Irina Mitrea,
Marius Mitrea y Sylvie Monniaux, y pueden encontrarse en [MMMM13] (Capitulo 4).

Seccidn 2. Cabe hacer aqui una breve genealogia del anlisis de los dominios de extensién en espacios
de Sobolev para entender el por qué de la afluencia del concepto de dominio regular. Recordemos que de
los resultados de extension mds antiguos en los espacios Wkp (Q) , con ) C R"”, dotado de la métrica
usual y la medida de Lebesgue n-dimensional, se tiene que si §) es un dominio con frontera C'!, esto es,
un dominio cuya frontera, a grandes rasgos, estd formada por una cantidad finita de gréficas de funciones

suaves, entonces existe un operador de extensién lineal acotado £ : WP () — WP (R"), para cada
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p € [1,00]. Este resultado puede encontrarse en casi toda la literatura elemental acerca de espacios de
Sobolev, por ejemplo [Eval0]. En un articulo de 1961, [Cal61], Alberto Calderén, introduciendo nuevas
técnicas, extiende este resultado a espacios de Sobolev WW*? (€2), donde €2 es un dominio Lipschitz, y para

el rango 1 < p < 00. Un dominio £ C R" se dice dominio especial de Lipschitz si es de la forma
Q={(,2,) ER"' xRz, > ()}

para alguna funcién ¢ en la clase de Lipschitz c0.1 (R™). A su vez, se dice que ) es un dominio Lipschitz
si cada punto de JS2 posee un entorno V' tal que 7' (V' M €2) es un dominio especial Lipschitz para alguna
transformacion ortogonal 7'. Elias Stein en [Ste70], extiende este resultado de Calderén al rango 1 < p <
00 y a dominios que da en llamar "dominios con frontera minimamente suave". Mas aun, logra definir un
operador de extensién que es independiente del orden de suavidad kK € N. Los dominios con frontera
minimamente suave son aquellos para los cuales existen € > 0, N € Ny M > 0, junto a una familia a lo

sumo numerable, (V}) de subconjuntos abiertos de R tales que, por una parte, para cada x € 0f) existe

jer’
un correspondiente j € [ para el cual B (x,e) C Vj; v, a su vez, para cada x € R" se tiene que
Zlvj () < N (esto es, el solapamiento de los Vj; esta acotado uniformemente) y, por tltimo, para cada
}EIE I existe un dominio de Lipschitz {1}, con funcién de Lipschitz asociada ¢, , tal que V; N {2; = QN €,
y [(pj} Lip < M . Esta clase de dominios incluye a la familia de dominios de frontera C' ! los dominios
Lipschitz, y clases especiales como los abiertos acotados convexos, y todos los abiertos para el caso n = 1.
En 1981 Peter Jones, [Jon81] utiliza una clase de dominios denominados (8, 5)-dominios para carac-
terizar los dominios de extensién Sobolev en R?. Dados ¢ > 0y 0 < & < 00, un subconjunto abierto y

conexo ) C R" se dice (¢, §)-dominio si para todo par z,y € () tal que |z — y| < 0, existe un arco

rectificable 7 que une « con ¥y tal que
(5.13) l) < 2 le—y
y para todo z € -y se tiene que

(5.14) dist (z,R"\ Q) > ¢

donde aqui [ (”y) denota la longitud del arco 7y. Recordemos que un arco rectificable es una aplicacion
continua y de variacién acotada de un intervalo [a, b] en R"™. En dicho articulo, [Jon81], Jones demuestra
que, dado k£ € N, ydado {2 C R", un (z—:, 5)-dominio, existe un operador lineal acotado de extension
de WkP () en WHP (R") para cada p € [1,00|. Cabe observar que, en realidad, define una familia de
operadores de extensién que dependen cada uno del orden de suavidad k. A su vez, Jones demuestra que
si 2 C R? es finitamente conexo, entonces ) es un dominio de extensién sobre 1¥/*? (R?) siy sélo es un
(¢, §)-dominio para algin par de valores £, > 0. Esta clase de (&, §)-dominios ya habia sido introducida
por Olli Martio y Jukka Sarvas en [MS79¢c] como una subclase de dominios que ellos denominaron Dominios

de John (en alusién a Fritz John quien fue el primero en definirlos). Jussi Vaisdla en [V88] diferencia los
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(¢, 6)-dominios y los dominios de John (de Martio y Sarvas) en un marco méas genérico en términos de cigar
r-entornos y carrot r-entornos, y analiza sus propiedades. Dados a,b € R" considera F’ (a, b) una familia
de conjuntos cerrados conexos que contengan a a, b y tal que para caday € F (a,b) existe una aplicacién
continua A : v — R tal que A({%}) = {a, b}. Dado > 0 define el cigar r-entorno de v € F' (a,b) de
tipo (£, \) como

C:=cig(y,m, F,\) = UB(z,rA(2)).

zEey
Un dominio {2 C RR" se dice c-uniforme de tipo (F), A, ¢) si para cada par de puntos a,b € ) existe

v € F(a,b) talque ¢ () < cla—b

>y
) 1
cig (7, -, F, )\> C Q.
c

Viisild discrimina entre tres clases de dominios segun la eleccién de la terna (F, A, ¢). En primer lugar, los
de tipo longitudinal: utilizando como F} (a, b) a la familia de todos los arcos rectificables que unen a con b;
como ¢, a la longitud del arco; y a A1 (z) como el minimo entre las longitudes del sub-arco que une a con
2 y del sub-arco que une b con a. En segundo lugar, discrimina los de tipo diametral: en éstos F3 (a, b) es
familia de todos los arcos (rectificables o no) que unen a con b; (el didmetro del arco; y Ao (Z) el minimo
entre los didmetros del arco que une a con 2 y del arco que une b con a. En tercer y tltimo lugar, discrimina
los dominios de tipo métrico: utilizando F3 (a, b) como la familia de todos los conjuntos cerrados conexos
que contengan a,b; @5 como el didmetro del conjunto; y A3 (z) := min (|z — b, |x — a|). Haciendo
uso de ciertos resultados de [MS79c] y [Mar80] puede probarse que es indistinto el uso de cualquiera
de estas clases de cigarros en la definicién de la c-uniformidad: todo dominio c-uniforme respecto de la
primera clase sera ¢’-uniforme respecto de las otras dos clases y viceversa. Obsérvese que, a primera vista,
es claro que | C Fy, C Fjy que, para todo arco rectificable v que una dos puntos a y b se satisface
la — b < didgm (y) < long (7). Por otra parte, la clase de dominios c-uniformes de tipo (F, \, ¢)
longitudinales coincide con la clase de (%, oo) -dominios en el sentido de Jones. La condicién (5.14) equivale
a zLeJ'yB (z,eXa(2)) C Q, para A2 (2) i%, y a su vez, la condicién (5.13) permite mostrar que
A & Ag. En resumen, un dominio es c-uniforme si todo par de puntos puede unirse por un entorno en
forma de cigarro que no es ni muy fino ni muy sinuoso. Por otra parte, la diferencia fundamental de los
dominios de John es que se definen prescindiendo de la condicién (5.13) (denominada por Viisila "Turning
condition"). Pero también, cabe notar que suelen reemplazarse los cigar entornos por carrots entornos. Lo
que los diferencia es que estos ultimos utilizan una aplicacién continua A* : v — Ra' que solo satisface
()\*)(_{t}) = {a}. Esto es, un carrot r-entorno de y € F'(a, b) de tipo (F, \*) es de la forma
car (y,r, F,\*) = U B (2,7A" (2)) .

zey

Andlogamente a los cigar entornos, aqui también se pueden discriminar entre entornos de tipo longitudinal,

diametral y métrico. Se dice entonces que un dominio {2 C R" es un c-dominio de John de tipo (F, \*),
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para ¢ > 1, si existe un punto 7 € (2 tal que para todo punto = € ) existe v € F' (z¢, x) tal que

1
car <7, -, F )\*) c Q.
c

Puede demostrarse que aqui también es indistinto el uso de cualquiera de las clases de carrots entornos (lon-
gitudinales, diametrales o métricos) para definir estos dominios. Mds atin, para el caso de dominios acotados
es indistinto el uso de carrots entornos o de cigar entornos (véase Teorema 2.21. en [V88]). Reiteremos que
la diferencia esencial entre los dominios de John y los dominios Uniformes estd dada por la peticién de

condicién de giro (5.13). Esta determina la comparabilidad
long (+) = |a —

entre la curva que une los extremos a, b, y la distancia entre ellos. Es por esto que, por ejemplo, la bola
unitaria en R? excepto su radio, o mas general el conjunto B (0,1) \ {z € R" / x; > 0, x, = 0}, es
dominio de John pero no es uniforme. Sin embargo, ambas clase de dominios en contexto euclideo, si
son acotados, satisfacen una condicién denominada condicién c-plump (también denominada corckscrew
condition o porosity condition), la cual cumplira un rol fundamental en esta genealogia, como veremos.
Se dice que un dominio {2 C IR™ satisface la condicién c-plump, ¢ > 1, si para cada x € {2y cada
0 < r < diam (1) existe z € B[z, r] tal que B (z,7/c) C ). Veamos entonces que tanto los dominios
de John, como los dominios uniformes, satisfacen esta condicién. Consideremos un dominio {2 acotado tal
que para todo , iy € € existe un cigar r-entorno cig (v, 7, [, \) C Q.Dadoz € Qy0 < r < diam (),

elfjase y € ) tal que |x — y| > r/2.Sea~y : [0,1] — €2 un arco rectificable que une x con ¥, tal que

wey

U B (w, %)\(w)) c Q.

Sise elige z € 7y tal que |z — x| = 7, obtenemos que |z — y| > 7, esto es

A(z) > min (fe - 2|, Jy — 2)) >

=13

B (z, L) cCuUB (w, l)\ (w)) c Q.
4c wey c

Por lo tanto, €2 satisface una condicién 4c¢-plump. Destaquemos lo profundamente geodésico de esta idea
que la vuelve muy dificil de extender a contextos métricos generales (en los cuales, las familias de curvas rec-
tificables no sean triviales, al menos). Es por esto, que al intentar despojar al espacio de estructura euclidea,
los dominios que satisfacen la plumpness condition se alejan de los dominios de tipo John. Mas aun, éstos
dltimos estan estrechamente relacionados a la existencia de desigualdades de tipo Poincaré sobre el espacio
(en ciertos contextos incluso las caracterizan) algo que no siempre guarda connotacién con las propiedades
de extension Sobolev del dominio.

En los afios ochenta Alf Jonsson y Hans Wallin, [JW84], estudian el problema de extensién a partir de

la descripcién del operador de Traza 7 sobre espacios de Besov. Veamos cémo se relaciona esta estrategia
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funcional con la determinacién de operadores de extensién. Consideramos un espacio métrico con medida
(X,d, ), 2 C X subconjunto abierto, y By (X), Bs (§2) espacios de Banach de funciones definidas
sobre X y (), respectivamente, decimos que {2 es un dominio de extensién si existe un operador acotado,
en lo posible lineal, £/ : By (2) — Bj (X) de modo tal que para toda funcion f € Bs (£2) se tiene que
(Ef)|a = f. Por otra parte se define como operador de traza al operador 7 : By (X) — By () tal

que 7 f:=f

Q, esto es

flz) z€Q

Tie) = 0 z¢&0Q

A su vez, dado un espacio de Banach B; (X ) y un subconjunto {2 C X, se define como espacio restriccién

By (X)|qa
Bi(X)|a={f: Q=R : 3g€ B (X) /Tg=f encasitodopunto},
normado con

HfHBl(X)\Q = fnf{||g||Bl(X) g€ B1(X), Tg= f encasitodo punto} .

Puede demostrarse que si (X, d, ;1) es un espacio métrico con medida, {2 C X un subconjunto abierto,
y B1 (X), By (€2) espacios de Banach de funciones definidas sobre X y €2, entonces €) es un dominio de
extension si y sélo si el operador de Traza 7 es sobreyectivo y su Nticleo posee complemento en B (X). Si
ademds resulta que el operador de Traza es acotado de B (X ) en By (€2) se dice que By (£2) es el espacio
de traza de {2 sobre B; (X)), y tenemos que B; (X)) |o = B> (2). Para llevar a cabo el estudio del operador
de Traza 7 en espacios de Besov en [JW84], Alf Jonsson y Hans Wallin introducen los denominados d-
conjuntos (o d-sets), donde d < n, que son aquellos conjuntos cerrados F' C R" que soportan una medida

{4 boreliana, esto es sop (1) = F, y paratodo x € F'y0 < r < 1 verifican
(5.15) w (B (z,r) ~r.

Como ejemplos de interés de d-sets se destacan los siguientes:

DSead € N,d < n,ysea A C R?1a clausura de un producto de intervalos (acotados o no), y sea
¢ es una funcién bi-Lipschitz de A en su imagen. Si consideramos la medida 1 = m4 o ¢!, donde my
denota la medida de Lebegue m-dimensional, resulta que ¢ (A) es un d-set.

2) Sea F' C R el conjunto de Cantor F' = jOé)OFj, donde Fyy = [0, 1] y Fj es la unién de 27 intervalos
obtenidos al remover los tercios intermedios de F_;. Si ft; es la medida de masa unitaria distribuida
sobre Fj, la sucesion (,uj)j converge a una medida y (determinada por la funcién de Cantor), la cual estd
soportada en F'y satisface (5.15) para d = log 2/ log 3.

3)Si{les (6, 0 )-dominio (por ejemplo un dominio de frontera minimamente suave) entonces 0 es un

(n — 1)-set y Q es un n-set .
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La introduccién de esta clase de conjuntos posee una doble finalidad: por un lado permite definir espa-
cios de Sobolev-Besov sobre dominios cerrados de R, y por otro lado, como veremos més adelante, permite
entender cdmo caracterizar los dominios de extensién en R™ y en otra clase de espacios métricos. Para
definir los espacios de Besov BP ('), paraelcasop = ¢, 1 < p < 0oy 0 < s < 1, restringidos a un

d-set ', con d < n, se utiliza la medida p soportada sobre el mismo. Esto es

(5.16) BPP(F)=< fe L’ (F,u): [f]Bpp(F //|f - d+sp)| dp (z) dp (y) < oo

R R"

normado con || f| grey = ||l 1o + [f]ge# (). Uno de los resultado méds importantes de [JW84] es
el siguiente: Si ' C R esund-set,con 0 < d < n,y0 < (g = Oz—”Tjd <1,1<p< oo,
entonces BYP (R™) |p = Bg’p (F'). Més atin, como mostraron Jonsson y Wallin, esta caracterizacién no
tiene por qué restringirse a conjuntos cerrados: la condicién de d-set puede definirse en conjuntos borelianos
arbitrarios. Dado &/ C R"™ un conjunto boreliano, y H,; la medida d-dimensional de Hausdorff, decimos que

E es un d-set si para toda bola cerrada B [z, 7], conz € E'y 0 < r < 1 se satisface
Hy(ENBlx,r]) ~r?

Esto es, los d-sets son subespacios de tipo homogéneo d-Ahlfors regulares. Como propiedades inmediatas se
tiene que, si E es d-set entonces F es d-set y Hy (E \ E ) = (). Observemos por su parte que, si {2 C R”

es un dominio que satisface
(5.17) " S Ha (RN Bz, 1)),

para todo z € Qytodo 0 < r < 1, entonces B2P (R") |2 = BEP (Q),para0 < a < 1y 1 < p < 0.
Esto es, existe un operador de extensién de BPP (Q) en BPP (R"), donde aqui, teniendo en cuenta la

definicién (5.16) tenemos que

BrP(Q):=< feLP(Q):[f] BLP(Q) = //|f d+ap)| dxdy < oo

Cabe destacar que la caracterizaciéon de los dominios de extensiéon Sobolev es un problema sumamente
complejo, aun en el contexto euclideo, para el caso de los espacios cldsicos WHPconk € N, problema que
seglin todas las fuentes posibles consultadas atin sigue abierto en su generalidad. Una primera peculiaridad
que cabe destacar es la existencia de dominios {2 que son dominios de extensién en W1 para algunos
valores p € [1, OO] En [Maz81], Vladimir Maz’ya construye un dominio acotado {2 C R? con frontera
Jordan (esto es, su frontera es imagen homeomédrfica de un circulo) que es dominio de extension Wwltp
si ysélosi p € (1,2). Mas atin, en [Rom93], Aleksandr Sergeevich Romanov muestra que para cada
q € (1,2) puede construirse un dominio €2, el cual es de extensién para WP siysélosip € [1,q). En
[Ryc00] Vyacheslav Slava Rychkov reutiliza la condicion (5.17) para mostrar la existencia de un operador

de extensién para los espacios potenciales de Bessel J*P (R") = {Gs* f / f € L? (R")}, donde aqui
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é\s (&) = (1 + 472 ]5‘2)75/2, para el rango 1 < p < ooy s > (. Introduce los conjuntos d-thick, con
d < n, que son aquellos conjuntos abiertos {2 C R" tales que para todo x € 2 ytodo 0 < r < 1, se
verifica Hy (2 N B (z,7)) 2 7 Esto es, la clase de conjuntos d-thick coincide con la clase de d-sets ya
definidos por Jonsson y Wallin. Como resultado principal de su articulo, Rychkov logra probar que, en los
espacios potenciales de Bessel, para todo conjunto d-thick existe un operador de extensién .J*P (R") ‘Q —

J*P (R") si,obiend >n —1ys > ——

_n—d n—d
min(p,2)’

obiendﬁn—lys— LSJ >W

Posteriormente, los trabajos mas importantes encontrados en la literatura matematica que analizan el
caso de los Sobolev euclideos WP , k € N, son los de Pavel Schvarstman [Shv06], [Shv10]. Como estrate-
gia principal reintroduce la funcién maximal sharp fraccionaria definida por Calderén en [Cal72] (véase
también [DS84] al respecto) para dar un criterio de extensién de funciones Sobolev definidas sobre domin-
ios regulares. Si denotamos por Py, k > 0, la familia de polinomios en R™ de grado menor igual que k,
conveniendo que P_; := {0}, dada f € L] (R"), p € (0, 00] y Q un cubo, se denota por Ej, (f;Q),

la mejor aproximacién local normalizada de f sobre () en norma LP por polinomios de grado a lo sumo

k — 1, definida como

, 1 o \7
gk(f;Q>Lp:h€17131;£1 (@/Q\f—m d:z:) .

Asuvez,dadoa > 0,y f € LlloC (R™), se define la funcion maximal sharp fraccionaria ff como

1
ff (z) = sup—aé’k (f;@)prs
r>07T
donde k = — | —a], esto es, el mayor entero menor estricto que <+ 1. Se denota por C WHP al espacio de

Calderén-Sobolev definido como CW P (R") = { feLr(R): f,fé Sy (R")}y normado mediante

I lewrs = 1l + || 7 .

en [Cal72] demuestra que, efectivamente, C'W P (R™) = Wk (R™) con normas equivalentes. Inspirado

. La razon de esta definicidn se debe a un resultado de Alberto Calderén:

en estos resultados, Pavel Shvartsman introduce en [Shv06] como aproximacion local

, 1
Ek (f;Q)Lp(Q): inf @/ |f —hl” do |

h€PL_1
QNQ
y como funcién maximal sharp fraccionaria, para x € (),
4 1
fa,Q (l‘) = Sup_agk (fa Q)LP(Q) .
r>07T
Ademés, introduce la nocién de dominio regular, esto es aquellos conjuntos abiertos {2 C IR™ para los cuales
existen constantes C, > 1y dg > 0 tales que Cq |Q N Q| > |Q|, para todo cubo () con centro en {2y
didgmetro diam (Q)) < dq. Obsérvese la similitud con los d-sets de Jonsson y Wallin, y los conjuntos d-thick

de Rychkov. Con estas herramientas Schvartsman demuestra que si {2 C R™ es un dominio regular entonces

una funcién f € LP (), p € (1, 00|, puede ser extendida a una funcién F' € WHP (R") si y sélo si
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f,f&Q € LP (§2). Més atn,

N #
s = W sy + [l

Esto es, el espacio restriccién WP (R™) |q coincide con
CWmP (Q) = {f eLP(Q): fiyel” (Q)} .

Estos resultados inspiraron el estudio de la caracterizacién de los dominios de extension Sobolev. En
primer lugar Petteri Harjulehto obtiene en [Har06] una caracterizacién relacionada a la existencia de un
operador de Traza sobre la frontera del dominio. Siguiendo a Jonsson y Wallin, define los conjuntos m-

regulares, con 0 < m < n, como aquellos conjuntos F' C R"™ que verifican
Hqe(FNB(z,r)) ~r™,

paratodox € Fytodo0 < r < diam (F ); y demuestra el siguiente resultado: si {2 C R"™ es subconjunto
abierto con frontera 02 m-regular, con n — 1 < m < n, entonces, para todo p € (n—1,00)y
a=1-— %, (2 es un dominio de extensién Sobolev W1 si y sélo si existe un operador de traza lineal y
acotado 7 : WP (Q) — BPP (0) tal que
, 1
T} (x)=lim | s,

r—0H,, (2N B (x,1))
QNB(z,r)

para H,,,-casi todo = € IS, y la clase C*! () es densa en W1? (). Por otro lado, en [HaKT08b], Piotr
Hajlasz, Pekka Koskela y Heli Tuominen reintroducen la condicién de regularidad de n-sets, conjuntos 71-
regulares, o conjuntos n-thick, como measure density condition. Esto es, la condicién por la cual existe una

constante C, > 0 tal que
(5.18) |B (z,7)N Q| > Cr"

para todo x € €2y todo 0 < r < 1, y recuperan los resultados de Schvartsman bajo la luz del operador de

traza o restriccién. Efectivamente lograr probar, en primer lugar, que si {2 C R™ es un dominio, 1 < p < 00

ym € N son tales que el operador 7 : W™ (R") — W™? (Q),Tf = f

Q, €s sobreyectivo, entonces
() satisface la condicién de densidad de medida. En particular, la satisfacen todos los /"™ P-dominios de
extensién. En segundo lugar, demuestran que si {2 C R" es un dominio arbitrario, 1 < p < coym €

N, entonces son equivalentes: a) el operador de traza 7' : WP (R") — W™P(Q), Tf = f

Q, €s
sobreyectivo; b) existe un operador de extensién lineal acotado £ : WP () — W™P (R"), tal que
(Ef) o = f en casi todo punto y para toda f € W™P (); c) (2 satisface la condicién de densidad de
medida y WP () = CW™P (§2), con normas equivalentes. Tanto en [HaKT08b] como en el trabajo
de P Koskela [Kos98] se pone de manifiesto la relacion que existe entre la posibilidad de extensién de una
funcién Sobolev sobre un dominio y la existencia de una inmersion del espacio sobre alguna clase regular

Hélder. En [BK96], Buckley y Koskela demuestran que para el caso de un dominio {2 acotado simplemente
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2
conexo en R?, y 2 < p < 00, la inmersién WP () — ¢ (Q) es continua si y sélo si existe § > 0
y C' > 0 tal que para todo x,y € €) con |z — y| < 4, existe un arco rectificable ¥ C €2 que une x con ¥

tal que

(5.19) /n (z)_fﬂ%1 ds(z) < C|az—y|§%§
¥

donde 7) (z) = dist (z, 8Q) y ds denota la medida de longitud de arco. En [Kos98] Koskela demuestra que
la existencia de una inmersién W17 (Q) — oy (ﬁ) para algin p > n, implica que para todo ¢ > p,
el conjunto ) es dominio de extensién en W14, Ademds para p > 2y 0 C R? dominio simplemente
conexo demuestra que si {2 es un dominio de extensién en WP entonces 2 satisface la condicién (5.19).
Combinando estos resultados se deduce el reciproco: la condicion (5.19) garantiza que, para cada ¢ > p,
Q) es un dominio de extensién en W14, Pavel Schvarstman en [Shv10] extiende estos resultados. En primer
lugar, demuestra que para el caso n < p < 00, si pueden encontrarse constantes C,d > 0, tales que para

todo x,y € €, con |x — y| < 0, existe un arco rectificable 7 C €2 que une x con ¥ tal que

/n ()77 dsoy < Cla = y[it

¥
entonces ) es un dominio de extensién Sobolev en W*4 para todo k € Ny todo q > r,donde r € (n,p)
es una constante que depende de n, p, C. En segundo lugar demuestra que en R?, para 2 < p < ooy {2
acotado y finitamente conexo, entonces € es un dominio de W'* (Q)-extensi6n si y sélo si existe inmersién
continua WP Q) — C 0,1-2/p (ﬁ) En un pre-print reciente [KRZ15], PKoskela, T. Rajala y Yi Ru-Ya
Zhang, estudian el caso 1 < p < 2 de dominios en R? y caracterizan dominios de extensién con frontera
Jordan en términos del comportamiento del complemento del mismo.

Como contrapartida es interesante observar que a diferencia de las dificultades encontradas para carac-
terizar los dominios de extensién de los espacios W*P (Q), k € N, la no localidad que presenta el caso
fraccionario ha permitido determinar con precisiéon a aquellos dominios que son de extensién. En un tra-
bajo de 2014, Yuan Zhou [Zho15] demuestra que la condicién de densidad de medida (5.18) caracteriza
los dominios de extension Sobolev WP = BP en el caso euclideo para 0 < s < 1y todo p > 0. En
dicho trabajo prueba que, dado {2 C RR", subconjunto abierto, con n > 2,son equivalentes: i) {) es n-
regular; ii) €} es un dominio de extensién Sobolev I/ *P para todo [para algin] 0 < s < 1y todo [algtin]
0 < p < o0; yiii) €2 es un dominio de inmersién Sobolev W *P para todo [para algin] 0 < s < 1y todo
[algun] 0 < p < 00. Hacemos notar que un dominio {2 C R" se dice dominio de inmersién Sobolev W/ %P

si: 1) para el caso sp < m, se verifica WP (2) — LP" (£2), donde ]% = ; 2) para el caso sp = n

1_ s
p n

existen constantes C', D > 0 tales que para toda f € W*P ({2) y toda bola B

P

C v
inf/exp — |f (z) — ¢ dr < D|B|;
c€R 1 ()

BNQ
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y 3) para el caso sp > n, se verifica la continuidad de la inmersién W*? (Q0) — C%, donde 3 = s — %.

En lo que respecta a los teoremas de extensién Sobolev en espacios métricos con medida, destaquemos
en primer lugar el trabajo de Olli Martio y Piotr Hajtasz de fines de los afios noventa. En [HaM97] retoman
el estudio del problema de descripcién del operador de Traza 7 sobre una clase de espacios de Sobolev
denominados espacios de Hajtasz-Sobolev (introducidos por Piotr Hajtasz en [Ha96]) los cuales son una
posible generalizacion de los Sobolev usuales a espacios métricos con medida més generales. Recordemos
que dado un espacio métrico (X, d) equipado con una medida boreliana 1 tal que diam (X) < oo
y 11 (X) < o0, se define al espacio de Hajtasz-Sobolev M (X d, 11) como el conjunto de todas las
funciones f € LP (X, ;1) para las cuales existe alguna funcién no negativa g € L (X, i) tal que, para
pi-casi todo x,y € X, se verifica | f (x) — f (y)| < d(x,y) (g (x) + g (y)). Recordemos, a su vez, que

dicha clase de funciones no negativas g que satisfacen esta desigualdad se las denomina clase de gradientes

generalizados de f, denotada D [f], y se normaliza el espacio mediante || f || y15x) = [[fll1ox) +
[flaw(x)y donde [f]yppx) = 1f |[g][ 15 (x)- Este espacio coincide con el Sobolev usual WP para el
9€DIf]

caso (X,d, ) = (R™, ||, H,) yelcaso (X, d, ) = (2, ||, H,), donde 2 es un dominio Lipschitz de
R™ (véase [Ha96]). Lo interesante del trabajo de Martio y Hajtasz es que vuelven a considerar la condicién
c-plumpness (nombrada por los autores A(c)-condition) en estos contextos métricos. Recordemos que un
conjunto abierto {2 C X satisface la condicién c-plump, con ¢ > 1, si para cada x € 2y cada 0 <
r < diam () existe z € B[x,7] tal que B (z,7/c) C €. Utilizando dicha condicién demuestran,
entre otros resultados: 1) Si {2 C R” es un dominio acotado que satisface la condicién A (¢) y 1 < p <
00, entonces 7 (WP (R™)) = M (Q,]|-|,m,), donde 7 es el operador traza sobre ). Ademas, 7
es un operador continuo WP (R") — MP (Q |-| ,m,,) y existe un operador de extensién continuo
MY (Q,|-],m,) — MY (R |-|,m,) = W' (R"); 2) Si 2 C R" es un dominio acotado que
satisface la condicién A (¢) y 1 < p < oo, entonces W7 (Q) = MY (Q, ]|, m,) siy sélo si T :
WP (R™) — WP (Q) es sobreyectivo; 3) Si 2 C R™ es un dominio acotado que satisface la condicién
A(c)y1l < p < oo, entonces WP () = MW (Q,|-|,m,) si y sélo si  es un dominio W1P-
extensién. En su trabajo de 2001 [Har02] Petteri Harjulehto introduce los dominios de condicién A* (g, d),
una clase mds amplia que los dominios c-plumpness, para extender parcialmente los resultados de Martio
y Hajtasz. Si (X, d) es un espacio métrico y i una medida regular boreliana, finita y duplicante, entonces,

dado 0 < & < 1y0 < § < 1, se dice que un conjunto abierto {2 C X satisface la condicién A* (g, 0) si
p(B(z,r)NQ(er)) = op (B (z,r))

paratodo z € Qytodo 0 < r < diam (Q); donde Q (er) = {z € Q / dist (2, X \ Q) > er}.
Cabe destacarse que en el contexto euclideo todo dominio acotado que satisface la condicién A (¢) satis-
face también la condicién A* (£, 0), para algtin par £, §. Como resultado principal, en [Har02] Harjulehto

muestra que, bajo las condiciones mencionadas, si {) es un dominio acotado, ) # X, que satisface la
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condicién A* (g,d) y tal que p (OS2) = 0, entonces, para 1 < p < 00, § es un dominio de M-
extensién. Esto es, existe un operador lineal acotado de extensién £ : MYP (Q, d, ) — MY (X, d, ).
En [Shv07], Schvartsman reintroduce el concepto de regularidad en espacios métricos con medida motiva-
do por las herramientas desarrolladas en [Shv06] en contexto euclideo. Trabaja sobre un espacio de tipo
homogéneo (X, d, i) cuya medida satisface ademés una condicién de duplicacién reversa. Esto es, una
medida para la cual existe una constante C,. > 1 tal que, para todo x € X y todo r > 0, se satisface
Cop (B (z,7)) < (B (x,2r)). Generaliza la nocién de dominio regular de la siguiente manera. Dado

() C X un subconjunto medible, se dice regular si existen constantes 0 > 1y dg > 0 tal que
QQ/'L (B (I’,T’) A Q) > M(B (l’,?”)) )

para todo x € 2 ytodo 0 < r < dq. Define, a su vez, la funcién maximal sharp fraccionaria adecuada al

1
loc

contexto, de la siguiente forma: dada f € L . (X, ), « > 0,y C X un subconjunto Boreliano,

1 1
fjg (z) = SUP—W /B(m e ‘f (y) — fB(x,r)ﬁQ‘ dp (y) ,

r>0 re %

para cada x € (). Con esta maximal se define el espacio de Calderén Sobolev C'W1'? (2, d, 11) como el
de aquellas funciones f € L? (2, i) tales que f 1# o (x) € LP (S, 1), y normado de manera andloga al
caso euclideo. Cabe observar que en [HaK98], P Hajlasz y J. Kinnunen, demuestran que si (X, d, /) es un
espacio de tipo homogéneo y 1 < p < 00, entonces los espacios de Calderén-Sobolev y Hajlasz-Sobolev
coinciden, esto es, M (X, d, u) = CW'P (X, d, j1), con normas equivalentes. Utilizando los espacios
de Calderon-Sobolev, P Schvartsman demuestra, en primer lugar, que si (X, d, /1) es un espacio de tipo
homogéneo que satisface una condicién de duplicacién reversa, {2 C X es un subconjunto regulary 1 <
p < 00, entonces una funcién f € LP () puede extenderse a una funcién de CW*'? (X, d, ) si y sélo
si fl#ﬂ € L?(Q). Esto es, CW? (2, d, ;1) determina el espacio de traza de CW'? (X d, ) sobre (2,
y existe un operador lineal continuo de extensién £ : CWP (Q,d, u) — CWYP (X, d, i), cuya norma
depende estrictamente de p, de las constantes geométricas de la medida, y de las constantes del dominio. En
segundo lugar, demuestra que si (X, d, /1) es un espacio de tipo homogéneo que satisface una condicién de
duplicacién reversa, entonces, para todo dominio (2 regular, M'P (X, d, u) = M'? (Q,d, j1), y al igual
que el caso anterior existe un operador lineal continuo de extensién & : M1 (Q,d,p) — M Lp (X,d, ).
Ademés, el primer resultado puede generalizarse al espacio de orden fraccionario CW*P (Q,d, u) =
{f eLr(Qu / ffﬂ (x) € LP (Q, 1) }, normado de manera anéloga al caso C'W*. Por otra parte, la
condicién de regularidad (5.17), o (5.18), reaparece en contextos métricos en [HaKT08a] de Piotr Hajlasz,
Pekka Koskela y Heli Tuominen. En este trabajo analizan y caracterizan dominios de extension en los espacios
de Hajlasz-Sobolev M 1P y los espacios N1 de Newton-Sobolev. Estos ultimos se caracterizan por utilizar
otra clase de gradientes generalizados, denominados gradientes superiores p-débiles. Andlogamente a lo

utilizado por Schvartsman, definen la condicién de regularidad (o condicién de densidad de medida) del
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modo siguiente. Dado un espacio métrico (X, d) equipado con medida boreliana /. regular y duplicante, tal
que 0 < p (B (z,7)) < 0o paratodo z € X ytodo r > 0, decimos que un subconjunto abierto 2 C X

satisface la condicién de regularidad si, para todo x € Q ytodo 0 < r < 1 se satisface
(5.20) w(B(z,r)NQ) 2 pu(B(x,r)).

Como resultados principales, demuestran: 1) Si (X, d, 1) es un espacio de tipo homogéneoy F' C X, cer-
rado, es regular entonces para todo p € [1,00) existe un operador de extensién M'? (F') — M (X);
2) Si (X, d, 1) es un espacio de tipo homogéneo Ahlfors regular, completo y geodésico, y 1 < p < o0,
entonces un subconjunto abierto ) C X es M “P-dominio de extensién si y sélo si () es regular.

Por tltimo, respecto a la relacion entre los espacios de Hajslaz y los espacios de Sobolev fraccionarios
utilizados en este trabajo cabe mencionar dos articulos. En primer lugar, recordemos que en [GKS10] A.
Gogatishvili, P Koskela y N. Shanmugalingam, demuestran, entre otros resultados, que para p € [1,00) y
s > 0, las seminormas [ f]| B, (x) Y s (x) Son equivalentes si estan definidas sobre un espacio de tipo
homogéneo (X, d, /1), como vimos en la Proposicién 4.4. Para el caso fraccionario, se definen los espacios
de Hajlasz-Sobolev del mismo modo que para el caso M P utilizando otra clase de gradientes generalizados.
Dada una funcién f boreliana definida sobre un espacio métrico con medida, una funcién g boreliana no

negativa es un s-gradiente de Hajlasz de f si

1f(x) = fy)| <d(z,y)’ (9(x) +9()),

para casi todo x,y. Se denota la clase de s-gradientes de Hajlasz de f como D [f]. Para p € [1, 0],

s > 0, se define el espacio de Hajlasz-Sobolev M ** como
MP(X)={f e L’ (X,n) / Ds [f]NLP (X, ) # 0}
normado con

||f||Ms,p(X) = ”f“LP(X,,u) + gelgsf[f] ||g||LP(X,u)

En segundo lugar, en [GKS10] se demuestra también que si (X, d, ;1) es un espacio de tipo homogéneo con
didmetro finito, y p € [1, 00) entonces, W*? (X)) — M*? (X )y M*P? (X) — W* =P (X)), para cada
0 < € < s, son inmersiones continuas. Suponemos que debido a la no equivalencia de estos espacios, en
[GKZ13], A. Gogatishvili, P Koskela y Y. Zhou, introducen los espacios de Hajlasz-Besov, a fin de lograr una
equivalencia precisa. La diferencia basica consiste en utilizar una sucesion de gradientes generalizados que
mayoricen por anillos los cocientes incrementales. Dado § > 0 y una funcién boreliana f definida sobre X,
una sucesién de funciones borelianas no negativas § = ( gk),g <7 €s un s-gradiente fraccionario de Hajlasz si

paracada k € Z,y casitodo x,y € X tales que 2,6% <d(z,y) < 2%, se satisface

|f(x) = f )] <d(z,y)" (g () + gx (y)) -
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Denotando por DF, [ f] a la clase de s-gradientes fraccionarios de Hajlasz de f, se define sobre esta clase

de sucesiones la norma /
1/q

|’§"lq(LP(X)) = Z Hngqu(X)
kEZ

Finalmente, dados s > 0,0 < p,q < 00, el espacio homogeneo de Hajlasz-Besov N;q (X) se define

como aquellas funciones borelianas f : X — R tales que

”f”Ng’q(X) ig*ezl/)r}«“fs[f] Hngq(LP(X)) <0

Con estas herramientas, Gogatishvili, Koskela y Zhou, demuestran que, si s > 0,0 < p,q < o0,

N;,q (X) = B;,q (X) , con normas equivalentes, donde aqui

By, (X) = {f € Lh () / [flsgacxan < )

y [ f ] BS(X,dyu) ©S la seminorma (4.4) vista en el Capitulo 4. Por ultimo, destaquemos que en un trabajo de
2014, [HIT16], T. Heikkinen, L. Thnatsyeva, y H. Tuominen, extienden los resultados de extension detallados
a esta clase de espacios de Hajlasz-Besov. En éstos también se observa la importancia de la condicién de den-
sidad de medida, la duplicacion de la medida y la condiciéon Ahlfors del espacio. En efecto, logran demostrar
que: 1) Si (X ,d, ,u) es un espacio de tipo homogéneo, y £} C X satisface la condicién de densidad de
medida (5.20) entonces, para cada p € (0,00), ¢ € (0,00 y cada s € (0,1) existe un operador de
extension & : N[iq Q) — N;q (X), cuya norma de operador depende de p, ¢, S y de las constantes de
duplicacién y condicién de densidad; 2) Si (X, d, i) es un espacio de tipo homogéneo, geodésico (esto es,
todo par de puntos z, y € X pueden unirse con una curva de longitud d (x, y)), Ahlfors regular, y 2 C X
es un subconjunto abierto, entonces, son equivalentes: a) { satisface la condicién de densidad de medida; b)
) es un dominio de N}i ,-€xtension para alguna terna de valores 0 < s < 1,0 <p < ooy 0 < ¢ < o0;
) {2 es un dominio de Nliq-extensién paratodo 0 < s < 1,todo 0 < p < coytodo 0 < ¢ < 00. Estos

resultados extienden a este contexto los dados en [HaKT08b], [Zho15] en contexto euclideo.






CAPIiTULO 6

Teoremas de inmersion de 1//¥? sobre espacios a-regulares

Una vez demostrada la existencia de un operador de extensién en dominios regu-
lares sobre espacios de Sobolev fraccionarios definidos sobre espacios de tipo homogéneo,
demostraremos en este capitulo distintos tipos de teoremas de inmersién continua de los
espacios de Sobolev entre si, en las clases de funciones Holder y en las clases L.

Hemos separado este capitulo en tres secciones teniendo en cuenta la relacion entre la
regularidad del espacio y la dimensién del mismo, esto es, entre las constantes s, p, a: la
constante s de la regularidad de la funcidn, la constante p de integrabilidad y la constante
« de la regularidad Ahlfors del espacio.

Antes de ello, presentamos el siguiente caso de inmersion entre espacios de Sobolev
definidos sobre espacios de tipo homogéneo que no necesariamente satisfacen la condicién
de Ahlfors.

PROPOSICION 6.1. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo, p € [1,+00) y 0 < s < .
Sea Q2 C X subconjunto abiertoy f : Q — R funcion medible. Entonces, existe una constante
C = Casp) > 1tal que

1oy < C L llweng) -

En particular W#'» (Q) C W= (Q2) con continuidad.

DEMOSTRACION. Acotamos la seminorma | f]WS,,,(Q) separando la integral de la sigu-

iente manera

. ()~ F )P
ey = [ | Toiom gy 0 o)

_ /Q /Q o ) / /Q INGRLAOLAC)

= I+ b

En primer lugar, obsérvese que, de acuerdo al Lema 4.1

If( )" 9sp ”
//Q\B(scl)d (2, )" p (B (z,d(, y)))du(‘y)dﬂ(w) S Cuga_ /'f I dpi ()
C(M&p) ”f“Lp(Q) .

IN
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Por lo cual, separando la integral, intercambiando el orden de integracion y volviendo a

aplicar el Lema 4.1 tenemos que
net [T ) TG T d e )
< / /Q e 1(B (z, yx : (’if (y)))’; dp (y) dp (z)
+op~1 / /Q e (= yx ;(|£ ;;': w (y) du (z)

)
(2,4)"
> [ /Q\Mu(( d(@ gy W )
|

. @) WP,
w2 [ /Q\B(yl B (o) @)

IN

25P+P
< Cuso I,

Por otra parte, teniendo en cuenta que d (z,y) < 1 implica que d (z, y)* <d (z,y)’ tenemos

que

(@) = f )P ,
I, < ; d du(x) < Vo
= /Q/Bu,l) 1oy u (B d o gy W < U

De estas acotaciones se deduce que

[f]wsp—[1+l2<cu8p Hf” [f]p

s/ ,p 7
() W(Q)

esto es

£ 1% = 1 2oy + L Tver < Clusm) 1 o0y + (1 re < Clmy 1150
(Q) (Q) (Q)

como queriamos demostrar. O

1. Caso sp < «

TEOREMA 6.2. Sea (X, d, 1) espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors regular, 1 < p < oo, y
s € (0, %) Entonces, existe una constante C' = C(, o p,s) tal que para toda funcién f, medible

de soporte acotado, se satisface

(6.1) 1F Lo ) < C ey

«

donde p* = Cf‘;p > p.

DEMOSTRACION. Dada una funcién f medible y de soporte acotado, podemos suponer

sin pérdida de generalidad que | f}Ws,p( x) < 00 ya que, de otro modo, la desigualdad (6.1)
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resulta evidente. Supongamos, ademds, como primer caso, que f € L (X). Dados r > 0

y 0 > 0, tenemos que, paratodoz € X ey € B (z,7)

u(B (@) |f ()] < /B( )!f(x)—f(y)\du(y)+/ @)l du ()

B(z,r)
< 7“9/ ) = T, (y)+/ f W)l dp(y).
Bzy)  d(z,y) B(z,r)
Elegimos 0 = % y aplicamos la desigualdad de Holder con los pares de exponentes
conjugados p, 57, v 7o, oo

. ) — P 1/p -
sl < o () e e

a—sp
ap a(p—1)+sp

+ (/BW) |f ()= du (y)> p(B (w,r))

Haciendo uso de la condiciéon Ahlfors tenemos que

1 ) — P 1/p
W(B ) If (@) < (Cn)5F ot (/( )‘f” S )l dmy))

d(z,y)*"

a—sp

a(p—1)+sp —a ap ap
() sty ( / ( )|f(y)|“Pdu(y)) |
B(x,r

Si denotamos

@l
A= [ ),

B = / [f (W)le= dp(y)
X
tendremos que gracias a la hipétesis de finitud de [f];..,(x) ¥ de || f[|(x) ¥ al hecho que
sop (f) es acotado, ambos valores de A, B son también finitos. Mds atin, podemos ver que

a(p—1)+sp o a—sp

M(B (x7r)) ‘f(&?)‘ < pots [(C'A)Z)T?1 Al/p+ (CA)TrfﬁB =

Esto es
|f($)| <ecr? |:A1/p +T_%Ba;;p |
donde ¢ = (C4)" o . Sielegimos
B a2
r= Al )

observamos que

@ a—sp 1 sp

T’_EB ap A; y T’Sp* = B%A_a—sp’
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donde p* =

F@F < o [A””w*%B(’JSp} =7 [24Y7)"

= (20)p* B A o w Avcww
= ¢B¥A

= e([uwraw)” ([ LWl ),

Finalmente, integrando respecto de la variable x, obtenemos

[uor e = ([ roram) ([ [ HOL0F g 000).

Esto implica que
f (@) = f ) o
< /X /X () du(y)du(:ﬁ)> ,

([er ) .

0= (200" +8)""

lo cual demuestra el teorema para el caso f € L* (X). Para el caso general, considérese la

con

sucesion
fn (z) := méx{mim {f (z), N}, =N},
para cada z € X y cada N € N. Obsérvese que fy € L™ (X) para cada N € Ny que

ademds, gracias a la acotacion |f|, < |f|, vdlida en casi todo punto, y al Lema de Fatou,

podemos deducir que
]\}1_120 “fNHLq(X) = ||f||Lq(X) )

para cada ¢ € [1, 0c). Por otra parte, como [f];.,(x) < 0o podemos utilizar el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue para deducir que

/ |fzv In @)l _ |/ (@) = F I
Jim / / S dp (y) dp (x) = /X /X 1(.g) dp (y) dp (z)

Finalmente, considerando (6.1) para cada N € N, y tomando limite para N — oo, se sigue

el teorema. O

COROLARIO 6.3. Sea (X, d, i) espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors regular, 1 <p < ooy
s € (O, %) Entonces, para todo q € [p,p*], con p* =

P (X)) estd inmerso

continuamente en L% (X).

Teniendo en cuenta nuestro resultado de extensién del Capitulo 5 también se sigue el

siguiente corolario.
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COROLARIO 6.4. Sea (X,d, i) espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors, 1 < p < o0y s €
(0, p) Sea ) un dominio regular de X. Entonces para todo q € (p,p*) el espacio W*? (Q)
estd inmerso continuamente en L7 (€)). Mds atin, si €2 estd acotado, el resultado se extiende a

todo q € (1,p*).
2. Caso sp =«

Para este caso sélo consideramos inmersiones en el espacio L? y no abordaremos el caso
de integrabilidad exponencial, debido a que, a los efectos del andlisis que desarrollaremos

en los capitulos siguientes, estaremos interesados en valores de regularidad de s pequefios.

TEOREMA 6.5. Sea (X, d, i) Espacio de Tipo Homogéneo a-Ahlfors, 1 < p < oo, s = -
Entonces, existe una constante C' = C(, ) tal que, para toda funcién f medible de soporte

acotado, se tiene que
[l Loy < C N lwonix) s

para todo q € [p,+0o0). En particular W*? (X)) estd inmerso continuamente en L9 (X) para

cada q € [p,4+00).

DEMOSTRACION. Dada f como en la hipétesis del teorema, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que || f|ly.,x) < oo. En primer lugar, la continuidad de la inmersién
W#P (X) < L (X) se sigue de inmediato a partir de la definicién de la norma |||y (x)-
Dado, entonces, ¢ € (p, +o0) consideramos s’ = s — 2o Claramente 0 < s’ < s < 1y por el
Teorema 6.1 tenemos que
WP (X) C W (X),

con continuidad. Ya que s'p = « <1 — 2%) < a, el Teorema 6.2 nos permite deducir que
WP (X) C L (X)),

para p* = %} = 2q. Por lo tanto,
WP (X) © L™ (X),

con continuidad. Teniendo en cuenta el argumento de interpolacion de Marcinkiewicz

recordemos que, si f € L% (X) N L? (X) entonces

2q —p
1 lzaxy < (q ) IFIEE 1,

Finalmente, gracias a W*? (X) — LP (X)y WP (X) — L% (X) tenemos que

2(q—p)

ey < Clueps) ||f||55£ LA

S C(,LL,CM,]),S) Hf”ng(X) )
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lo cual muestra la continuidad de la inmersién W*? (X) — L9 (X), como queriamos pro-
bar. O

COROLARIO 6.6. Sea (X, d, i) espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors, 1 < p < oo, s = Sy
sea 2 C X un dominio regular. Entonces, existe una constante C' = C(, ) tal que, para toda

funcion f medible de soporte acotado, se tiene que

(6.2) 1 lza@y < C N lweniey

para todo q € [p, +00). Si ademds € es acotado, la inmersion continua W*? () C L7 () es

vdlida para cada q € [1, +00).

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta el inciso 3) del Lema 5.6 el subespacio (€2, dg, 1)
es subespacio de tipo homogéneo, a-Ahlfors regular. Luego, el corolario se sigue aplicando
el Teorema 6.5 a este espacio. Por dltimo, si {2 es acotado téngase presente que L () —
L' (Q) con continuidad, para cada g € [1, o], lo cual permite extender la inmersién (6.2)

atodo ¢ € [1, ). O

3. Caso sp > «

Comencemos por introducir los espacios Lipschitz integrales. Sea (X, d, i) espacio de

tipo homogéneo, y sea Lip (5,p), con 0 < Sy 1 < p < oo, el espacio de las funciones

1/p
7 (L@ —me@ran, ) <

¢ € L. (X, ) tales que

10115, = sup

Sip< o0y

6112, = sup - ( 5 16— 0 (B)l ey < o

si p = 0o, donde recordemos que Vd {Ba(z,7):x € X, r>0}yque

][cb ) dpi (z

El siguiente Teorema establece la equivalencia entre las condiciones Lipschitz integrales
y la condicién Lipschitz puntual. En la seccién final de este capitulo referenciamos los

articulos consultados al respecto.

TEOREMA 6.7. Sea (X,d, u) un espacio de tipo homogéneo. Si ¢ € Lip([3,p) entonces
existe una funcion 1 tal que:
i) ¢ (z) = ¢ (z) para u-casi todo = € X;

ii) para toda bola B € V, que contiene a z,y se tiene que

[ () =& ()| < Coll5, (1(B)”,
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donde la constante C' > 0 sdlo depende de (3 y p.
Como consecuencia inmediata de este teorema surge el siguiente resultado.

TEOREMA 6.8. Sea (X,d, i) espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors regular, 1 < p < coy
s > 2. Entonces, existe una constante C' = C(a,p,su0) tal que, para toda funcién f € L? (X)

se satisface
[f]coﬂ(x) < C [f]WS’P(X) )

paravzs—%.

DEMOSTRACION. En primer lugar veamos que W*? (X) C Lip (53, p), con continuidad,

para }:= 2 — 1

= 2, Denotemos
D a

( £ (@) — g (B dy (« >)W

Dada f € W*P(X)y B € V,, bola de radio » > 0, hacemos uso de la desigualdad de

Holder y de la condicion de Ahlfors del espacio para deducir que

< (][ ][ (@) = £ () dia () dp (x))l/p
o (e

s 1

=< O(a,p,syu)ra(girﬁ) [f]WSaP(X) < C(O«p,s,u) mwsm(X) :

IN

C(a,p,s,m

Luego, considerando el supremo del miembro izquierdo sobre la familia V,; tenemos que

1fllsp < CUlworx)

donde C sélo depende de constantes geométricas. Luego, aplicando el Teorema 6.7 podemos

deducir que, salvo en un conjunto de medida p-nula, la funcién f satisface

[ (@) = F W] < C [fleni (1 (B))

para toda bola B que contenga a x, y. Utilizando B = B (x,2d (x,y)), la condicién Alhfors
y el hecho que a8 = v = s — £, podemos deducir que, para todo z,y € X

1f (@) = f W)l
W < Clap,s,und) [f]WS’p(X) '

Tomando supremo para todo par x # y se obtiene el resultado. O
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PROPOSICION 6.9. Sea (X, d, ) espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors, 2 C X dominio
regular, 1 < p <ooys > %. Entonces, existe una constante C' = C(qp s u.4,0) tal que, para
toda funcion f € LP (2) se satisface

Hf“cow(Q) <C ||f||W57P(Q) )

parayzs—%.

DEMOSTRACION. Nuevamente hacemos uso del inciso 3) del Lema 5.6 el cual nos per-
mite deducir que (€2, dg, 1) s un subespacio de tipo homogéneo, a-Ahlfors regular. Luego,

aplicamos el Teorema 6.8 a dicho espacio. O

4. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Los resultados de este capitulo han sido inspirados en los trabajos [BV16], [DNPV12]. En [DNPV12]
Eleonora Di Nezza, Giampero Palatucci y Enrico Valdinoci introducen el espacio de Sobolev W *P de orden

fraccionario 0 < s < 1, en el contexto euclideo. Considerando p € [1,+00) y s € (0, 1), establecen

np
n—sp

teoremas de inmersién continua W*? (R") — L9 (R") para ¢ € [p,p*], con p* = y sp < n;
WeP (R") — L9(R™) para ¢ € [p,00) y Sp = n; ambos casos contenidos en los Teoremas 6.2 y
6.2. Para el caso sp > n, demuestran la continuidad de la inmersién W*? () — C**» () para
dominio de extensidon Sobolev sin puntas externas. Siguiendo a Enrico Giusti en [Giu03], se dice que un
dominio 2 C R" no posee puntas externas (external cusps) si existe una constante A > 0 tal que para todo
19 € Qyparatodor € (0, didm (Q)] se tiene que |2 N B (9, 7)| > | B (0, 7)| .Es claro, entonces, que
los dominios sin puntas externas coinciden con los dominios que en este trabajo denominamos regulares.
Luego, el Teorema 6.8 de inmersién de espacios de Sobolev en espacios de Holder contiene como caso
particular al ya mencionado en [DNPV12] teniendo en mente que todo dominio regular {2 C R™ determina
un subespacio de tipo homogéneo (€2, dg, /i) al restringir la métrica usual y la medida n-dimensional de
Lebesgue, respectivamente, a dicho dominio.

El Teorema 6.7 se debe a Roberto Macias y Carlos Segovia y se encuentra en [MS79b] (Teorema 4). La

clave de su demostracién esta en las acotaciones

[mg (B (20,7)) = mg (B (w0, R))| S 19ll5,, 10 (B (z0, R))",

[me (B (,7)) = mg (B (y,r)| S 19ll5,4 1 (B (0, R))”,

las cuales son vélidas para toda ¢ € Lip (5,q), 8 > 0,q € [1,00],7 € (0,R) yx,y € B (xo, R),

para o y R > 0 arbitrarios. Estas acotaciones permiten mostrar la convergencia de (m,, (B (z, rn)))neN

para alguna sucesién de radios r,, \, 0 y definir 1) (x) como el limite. Finalmente, haciendo uso de la
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holderianeidad de % y de la condicién Lipschitz (3, ¢) de ¢, demuestran que para todo * € X y todo

€ > 0 existe r,, € (0, 1] tal que

]i( ) P (y) =¥ ()| du(y) <e

Haciendo uso del lema de cubrimiento de Wiener sobre esta familia de bolas B (x, r, ), € X, se sigue que

fB |6 (y) — 1 (y)|” dp (y) = 0 sobre toda bola B, de lo cual se sigue la condicién i) de dicho Teorema.






CAPiTULO 7

Compacidad de las inmersiones de espacios de Sobolev en espacios de

Lebesgue

En este ultimo capitulo de la segunda parte demostraremos dos teoremas de inmersion
compacta de espacios de Sobolev. Cabe notar y recordar aqui la importancia de la com-
pacidad de inmersiones al momento de establecer el andlisis espectral del laplaciano en
contexto euclideo.

1. El método de las particiones diddicas de Christ: reduccidon a dimension finita

En esta seccion utilizaremos una descomposicion de tipo Christ de (X, d, 1) en cubos
diddicos, dada por el Teorema 1.58 de la Seccién 5 del primer capitulo. Recordemos que
para un juego de constantes Ay, A; > 0, 0 < § < 1, estd determinado un conjunto de

indices A = Y ({sj} x K;), donde cada K; es un conjunto a lo sumo numerable, y una
jE

familia numerable de conjuntos abiertos {Q{€ : (j, k) € A} tales que
(7.1) B (z], Aod’) C @), C B (2], A:5)

para todo (j, k) € A, y tales que <X \ Hc Qi) = ( para todo j € Z. Combinando estas
xR

propiedades con la condicion de Ahlfors del espacio podemos deducir que

p(QF)

5

1

(7.2) ch

AY <

< O AT

para todo (j, k) € A. En otras palabras, en espacios de Ahlfors las escalas de Christ y la
medida de los cubos estd uniformemente relacionada.

El siguiente teorema establece un primer resultado de inmersién compacta de espacios
de Sobolev.

TEOREMA 7.1. Sea s > 0, 1 < p < oo . Sea (X,d, ;) un espacio de tipo homogéneo
a-Ahlfors, y sea Q@ C X un dominio regular acotado para W*? (X), y sea T C LP () un

subconjunto acotado. Si

fx)—=fWl° )
s /Q/Q | ;(l,wag/pﬂ dp () dp (y) = sup [flipani) < oo,

fer fexr

entonces, Y es pre-compacto en L? () para cada q € [1,p].
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DEMOSTRACION. Dado ¢ € [1, p|, demostraremos que, dado £ > 0, es posible determi-

nar un conjunto finito de funciones hy, ..., hy, en L7 () tales que

(7.3) T UB(e),
]:

donde B (h;,¢) designa la bola abierta en el espacio (Lq (Q), ||-||Lq(Q)>. Sea f € T, arbi-
traria. Al ser {2 dominio regular, gracias al Teorema 5.7 existe una funcién f* € W*? (X)

tal que
1 lwerx) < C U llwere) -

para alguna constante C' > 0 independiente de f. Por otra parte, dado 2 C X abierto y
acotado, es posible construir una familia de cubos diddicos de Christ de modo tal que (2
pertenezca a Unico cuadrante, esto es, es posible encontrar un cubo de Christ minimal, que

simplemente denotaremos por (), de modo tal que ) O ). Obsérvese entonces que

(7‘4) ||f*||Ws,p(Q) S Hf*HWSm(X) é C ||fHWs,p(Q) '

Teniendo en mente que L* (Q) C L?(Q), ya que g < p, podemos deducir que

(7.5) 1 Loy + [ Twew) < N ey -
Si denotamos
C = 1 =+ sup f* q + sup f* s,p )
=145 £ gy + 5B oo
esta constante resultard finita debido a (7.4), (7.5) y a las hipdtesis del teorema. Sea

{Qk}, <1< un subconjunto finito de cubos de un mismo nivel j € N, a determinar, el cual

descompone a () en unién de cubos no solapados; esto es,

N
Rec@= UG

Considerando que 1 (Qy) ~ ¢’*, denotamos 6 := §’* y definimos dos operadores lineales
P:LL.(X)—L®(X)yT:L,.(X)— RN de la siguiente manera

loc loc

Pf(x):=Y mp (Qr) g, (x),

T (f) := 09 (mp (Q1) , ... mp (Qn)) ,

donde recordemos que m s+ (Qy) denota el promedio m ¢+ (Qx) = ka f*(z)du (x). En primer
lugar, obsérvese que

N N

1Pf gy = D Ims (@I 11@ullug) < Ciwar Y Imge (Qu)|"0 = Cuon [T (N2,

k=1 k=1
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donde C(;,.) := CaAf, A, dada por (7.2) y |||, denota la norma en R" dada por |[|z|, :=

N 1/q
(Z \xk|q) . Luego, si consideramos j € N suficientemente grande de modo tal que
k=1
0 < 0 < 1, tendremos que

1
(7.6) 1P flza@) < Cuarg IT (Nl

Haciendo uso de la desigualdad de Jensen y la comparabilidad 1 (Q;) ~ ¢’*, tenemos que

T = S 0lmse @01 = S5 g Q)"
< Y (fQ If*(x)|qdu(x)>
< 02 )" dy (2)

SDW/\f )7 dp () = Dy 1%

donde D, := Como || f* ||Lq (@ < Cocualquierasea f € T, el conjunto {T'(f) : f € T}

[V AO‘
esta acotado en (RN Al q> y, por lo tanto, estd totalmente acotado. Luego, dado un n > 0
arbitrario es posible encontrar un subconjunto finito de vectores {by, ..., by} en RY tales

que
7.7) {T(f): €T} < VB, (bm).

donde B, (b;,n) denota la bola en (RN |1l ) centrada en b; y de radio n > 0. Definamos

entonces
hi ( :el/qzbl o (@), i=1,.., M,

donde b} denotan las coordenadas del vector b; = (b}, ..., b ). Nétese que

1
0 (Q0) = St Y T k) = b
Para finalizar la demostracién probemos que, efectivamente, el conjunto de funciones
{hi},<;<p satisface la condicién (7.3). Para ello, dado ¢ > 0, sea fy € T cualesquiera
y sea b; € RN tal que T (fy) € B, (bi,n). Consideremos la respectiva h; definida a partir de

b;, y acotemos la diferencia ||h; — fol ;4o de la siguiente manera

1hs = foll Lacy < i = Phill gy + 1Phs = Pfoll oy + 1P fo = foll pagey
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En primer lugar, teniendo en cuenta que P (h;) (z) = h; (x), paracadai = 1, ..., M, tenemos

que |[h; — Phil| qq) = 0. En segundo lugar, debido a (7.6) y (7.7) podemos deducir que

Clua \ *
1P = Phllgy = 1P = Wl < (%) 1T (= ol

Clia 1/q
78 — (%2) V-,

esto es, ya que T'(fy) € B, (b;, ) tenemos que

Clira 1/q
1Phs = Pfoll pugey s( o )) m,

Si elegimos 1 > 0 de modo tal que

1/q
(7.9) n<( i ) g

tendremos que

5

(7.10) ||Ph; — Pf0||Lq(Q) < 3
Por tultimo, acotemos [ := || P fy — f0||‘1L .

N

=3 / [P fo (2) = fo ()" dp (x)
F=Long,
N
- Z / Imy= (Qr) = fo (2)|" dp (2)
kZIQQQk

dp ()

& b s

- 1 q—q/p * o 2P afp .
S [ g @ ([ 150 aoran) e

"=long,

q

dp (2)

(f5 (y) = fo () dp(y)
Qk

IN
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Luego, teniendo en cuenta la comparabilidad p (Qy) ~ 6, y observando que para cada

par z,y € Qy se tiene que d (x,y) < 2C;4,6° = 2C,A,0"°, podemos deducir que

Iféﬁié ——L—<@@m%ﬂ /!h@) <”3mwfmm@>

Qi 1 (Qr)? , o d(z,y)*

s . </Qk i)
Cluaa? “q/ (/ il xya+sp>|pdu(y)>Q/pdu($)

Cluaaf = 1 (Q) ( / / i (v xymp)'pdu(y)du(:v))m
Cluaah (2 (// il @.3) a+sp)| dp (y )dﬂ(x))q/p

= C(,u,a,d):u (Q) 75(9 [f() Wer(Q) < C*Qa — O §isa

IN

e

IN

IN

IN

IN

donde

, 20 AT PN )
O(#’aﬂd) = (% y C" = E(u,a,d)lu’ (Q)l s Co
0

Eligiendo una familia de cubos {Q4},,<y de nivel j € N, que particionen @ y tales

1/s
. €
o< | —————
(2 (C*)l/q>

P fo— foHLq < 5

Combinando esta ultima desigualdad con (7.10) obtenemos la condicién de acotacion total

que

tendremos que

(7.3). Esto culmina la demostracion del teorema. O

COROLARIO 7.2. Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo a-Ahlfors regular, 1 < p < oo
yse€E (O, %) Sea Q2 C X un dominio regular acotado e Y C L? (2) un subconjunto acotado.
Si

sup // |f (@ Mps dumduy—sup [f]Wp < 00,

fexr ()

_ap
a—sp

entonces, Y es pre-compacto en L% () para cada q € [1,p*), donde p* =
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DEMOSTRACION. Como el Teorema anterior contempla el caso ¢ € [1, p|, consideremos
q € (p,p*). Seaf € (0,1) tal que % = %Jrl—z%. Sea feYyh;,iec{l,2,..,M} como enla
demostracién del teorema anterior. Usando desigualdad de Hélder con £ y ﬁ podemos

ver

1/q

1hi = fllpay = /\f — h|?|f - hi|f1(1—0) d
Q

0/p
< | fur=npan) | fir-n
Q Q

[ 1-60
= i = Floey s = £l thy

(1-0)/p*

y utilizando el Corolario 6.4 y el Teorema anterior tenemos que
0
15 = Fll oy S s = FllZoo s = Fllivoriay S &°

M q
con lo cual 7 C jng( j»€) en (L( - HL?Q)) :

2. El método de la maximal sharp fraccionaria

En esta seccion introduciremos otra idea para demostrar un teorema de inmersion
compacta de WY) en L? (X). Para eso haremos uso de la maximal sharp fraccionaria.
Dado s >0y f € L, (X, u) definimos su maximal sharp fraccionaria f# como
@ =swf @) f W)l

r>0 T8 B(:g’fr')

LEMA 7.3. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo, 1 < p < ooy s > 0. Si f €
WeP (X) entonces f# € LP (X, )y

10, < e

DEMOSTRACION. En primer lugar veamos que, si z € X, r > 0, y elegimos k € 7Z tal

que 2¥-1 < r < 2% entonces

i F@O S0 < Cugef 1w - f @l
1/p

1 P
20, <2skp]i(zﬁ2k) [f () = f ()] du(y)) :

o) 5 ZQSW[ INCRRO)

kEZ

IN

Luego
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Por ultimo, teniendo en mente la equivalencia (4.5) de la demostracién de la Proposicién
4.4 podemos deducir que

5 [ X

keZ

1 p p
55y = 1 @OF 50 S

como queriamos probar. O

Utilizando esta maximal demostramos de un modo mds general la compacidad de la

inmersién W*? (X) — LP (X)) sobre espacios de tipo homogéneo acotados.

TEOREMA 7.4. Seal <p < ooy s >0, (X,d, u) espacio de tipo homogéneo con i (X) <
oo. Entonces la identidad id : W*P (X) — LP (X)) es compacta.

DEMOSTRACION. Consideremos una sucesion ( f;), en W*? (X)) acotada, esto es, tal que
| fell o + [felyysr < C para todo k € N. De la acotacién en norma L?, podemos encontrar
una subsucesién, la cual converge débilmente en L? a una funcién f € L. Sin pérdida de
generalidad debido a la reindexacién, denotemos dicha subsucesiéon de igual modo que la
original. Veamos que esta convergencia también es fuerte en L?. Denotemos por (f;),. ala

funcién promedio

Obsérvese que

p

1= (olE, < /X fi () - f T

/x (7{3@7«) [fi (@) = (W)l duy)p dpi,

o [ @)

IN

IN

esto es
“fk - (fk>’r||LP <r’ ||fs#HLp 5 T [f]W&P 5 e

Por otra parte, si consideramos

h(y) = mlB(mﬂ (v)

es claro que h € L” (X), con 110 + Z% = 1. Luego

() = (1), @) = [ 1) (5 0) = F @) i (0) = (1= 1),
y esto tiende a cero cuando k£ — oo para todo x € X, debido a la convergencia débil en
LP (X, p) de (fx), a f. Ademds

¢+ HfHLP(X)
x) — )| < ———.
|(fk)7~( ) (f)r( )| = /L(B (J],T))l/p
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Obsérvese que la finitud de diam (X) := D permite ver que, cualquiera sea z, € X, fijo, se

tiene que B (o, D) C B (x,0r), para algtin § > €22 > 1, por lo cual

CH 1l ) '
/X ( e (x,r()))> du (x) < C’,ﬂl"gzcu (C’+ ||f||LP(X)) % =

Luego, haciendo uso del teorema de convergencia dominada

T = fille < o (e = (il + 100, = (Pl + 105, = f1l,0)
< O+ (f), — fl

Finalmente, aplicando el teorema de diferenciacion de Lebesgue, parar — 0, podemos

ver que (fi),oy converge a f en norma LP (X, ;1), como querfamos demostrar. O

3. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Los resultados de este capitulo han estado inspirados en los trabajos ya citados [DNPV12], [Hu03], y
en el articulo [GKS10] debido a Jiaxin Hu. En dicho trabajo se establecen teoremas de inmersion entre el
espacio de Hajtasz-Sobolev M*P (X d, 11) y el espacio de Besov B5P (X, d, 1), visto en el Capitulo 4, para
X C R", dla distancia euclidea y ;1 medida boreliana duplicante. También establece distintos teoremas de
inmersién continua del espacio M *? (X, d, 1) sobre espacios L? y espacios de Hélder, asf como un teorema
de inmersién compacta M*P (X, d, 1) — LP (X, u), parael caso 1 < p < 00, s > 0, y u boreliana,
duplicante y finita.

Por otra parte, de la gran cantidad de articulos dedicados al estudio de las inmersiones compactas de los
espacios de Sobolev en los espacios L, destacamos tres trabajos importantes. Por una parte el de Agnieszka
Katamajska en [Ka99]. En este trabajo se estudia el espacio de Hajlasz-Sobolev M 1P (X, d, ) para el caso
de espacios métricos con medida {1 no degenerada. Prueban en primer lugar un criterio de compacidad en

LP (X, j1), el cual establece que toda sucesién ( f,,), acotada en LP (X, ) tal que
tmsup [|fn = my, (B (7)o, =0

posee subsucesién convergente en LP (X , /L). Este resultado les permite demostrar que para medidas que

satisfacen una condicién generalizada de duplicacién, dada por

p(B(x,2r)) < N (r)p(B(z,7)),

para alguna funcién NN tal que im7? N (1) = 0, el espacio M'? (X, d, ;1) posee inmersién compacta en

r—0
LP (X, p)paral < p < oo.
Por otra parte, I.A. Ivanishko y V.G. Krotov, en [IK09] , introducen espacios de Sobolev mediante fun-

ciones maximales sharp generalizadas. Siguiendo la notacién de los autores, definen la clase Q(a) de fun-

ciones no negativas y crecientes 7) : (0, 1] — (0, 4+-00) tales que 7 (0+) =0y %:) es funcién decreciente;
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y = UOQ(Q). Luego, para 1) € €2, define el maximal
a>

1
Nof @)= s oo 17(0) = £ @] di ()
BTBCUT/ (/r‘) B
donde el supremo se considera sobre todas las bolas B, de radio r € (0, 1] que contengan a = € X.
Obsérvese que 7) (7") = r?, perteneciente a la clase Q(Hs) para cada € > 0, involucra el caso de la

maximal sharp fraccionaria introducida en la seccién anterior. Utilizando esta generalizacién de maximal

sharp Ivanishko y Krotov introducen los espacios de Sobolev C’g dados por

Cr (X )= {1 € (X 1 Iflloy = 1 sy + ING o < 00}

normado mediante ||- Hcg’;’ donde (X, d, 1) es un espacio métrico dotado de una medida j Borel regular.
Logran caracterizar las inmersiones compactas de estos espacios, demostrando que, si 1 < p < g < 00,
n € Q(1) y (X,d, u) es espacio y-Ahlfors regular, entonces la inmersion CF (X, d, ) — L (X, )
es compacta si y solo si Tli%lJrn (r) r'y(%_%) = (. Esta dltima condicién de limite es suficiente para la
compacidad, y se satisface para funciones 77 € ) y espacios métricos con medida no necesariamente Ahlfors
regulares. Cabe destacar que esta clase de resultados no son aplicables en los espacios de Sobolev W *P (X))
ya que no existe equivalencia entre éstos y los espacios C’f; (X ,d, u) paran (7“) =rs.

Por ultimo, N.N. Romanovskii en [Rom13] introduce una nueva clase de espacios de Sobolev, mas rusti-
cos y versatiles quizas, modificando el mdédulo de continuidad involucrado en la seminorma. A fin de simpli-
ficar la explicacién nos restringiremos al caso p > 1. Considera (X, d, ;1) un espacio métrico separable con
medida p+ Boreliana no degenerada, esto es, (4 (B ) > () para toda bola B, y tal que paracada x € X la
aplicacién 7 +— fi (B (x, 7)) es continua. Dado un subconjunto abierto 2 C X,y d > 0, denota por y s
a la familia de todas las particiones de ) por subconjuntos de didmetro menor o igual que ¢, y dada una
particién 0 € > s denota por G, al generado lineal finito de las caracteristicas 14 con A € 0. Introduce

luego la funcién

0, (f,0) := Useuz}:)sgl'efgg If — g”LP(X,u)

esto es, i%f \f = gll LP(X.) mide el error mas pequefio del mejor aproximante a f por funciones simples
9gelGo ’
respecto de una particién fija » sy 0, (f,0) mide el error més grosero de los mejores aproximantes de cada

particién. Introduce asi los espacios de Sobolev S*? (£1), para 0 < s < 1, mediante la seminorma

0,(f,6
[f}Ss,p(Q) = Sup%)’
6>0

del modo clasico como

S () = {f € LP (1) < | fllsswi) = /2oy + [flsoni) < OO} ;

y normalizado mediante ||-|| ., (- Como resultados de interés demuestra que en el caso euclideo, si Q

es un W1P-dominio de extensién en R" entonces S'* () = WP (Q2) con normas equivalentes. Para
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establecer su resultado de inmersiéon compacta, introduce las clases de dominios Aw, las cuales estan dadas
para funciones 1) : Ry — R, continuas, no decrecientes y tales que 7 (0) = 0. Dada una funcién 1 asf
descrita, se dice que un subconjunto abierto 2 C X es de clase A si es posible encontrar una sucesién
de particiones de {2, dada por {Fk}keN’ de modo tal que, para cada k € N, 'y, refina [y, y para cada
conjunto F € T, se tiene que diam (E) < Ci27 % ypu (E) < Cyyp (Q_k). Obsérvese que en espacios
de tipo homogéneo, las familias de cubos de Christ son ideales para encontrar conjuntos {2 en clases A,
para funciones 1) de la forma 1) (t) = t“. En efecto, es para este tipo de dominios para los que establece

un criterio de compacidad: si 2 C X es totalmente acotado, 1 (t) = t°, para algin a € [1,+00),

ap . .7 s,p q
1<p<oo,0<s<1l,a>spyqE€E|p, a_sp) entonces la inmersién S*P (§2) < L7 (2) es compacta.
Cabe mencionar que hasta donde los autores de este trabajo han consultado no hay trabajos que establezcan
relacién entre los espacios S*P y los espacios de Sobolev W *P para el caso fraccionario, sea en contexto de

espacios de tipo homogéneo, sea en contexto euclideo.
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CAPIiTULO 8

Anadlisis espectral del laplaciano fraccionario en espacios de Ahlfors

En este capitulo desarrollamos los resultados que refieren al analisis del problema de
autovalores del laplaciano fraccionario en su formulacion variacional. En concreto, de-
seamos entender y resolver el siguiente problema. Encontrar A € R y las funciones u € B,
para alguin espacio de funciones B adecuado, tales que D*u = \u, donde D* designa el op-
erador laplaciano fraccionario. Resolveremos este problema recurriendo a su formulacién
variacional, gracias a la riqueza de las técnicas y a la versatilidad que presenta dicha formu-
lacion. Esto es, utilizaremos una forma bilineal B*, relacionada al laplaciano fraccionario
de modo tal que dicho problema de autovalores esté dado por hallar A € Ry u € B, tales

que
B? (u,v) = A(u,v) 2

para toda funcién v € B. Es importante destacar en este punto que los espacios de Sobolev
considerados y estudiados en los capitulos anteriores proveeran los espacios B adecuados
a esta teoria general.

La primera seccion, entonces, introduce el operador laplaciano fraccionario asi como
la forma bilineal asociada, la cual nos sera de utilidad no sélo para plantear el problema
de autovalores de un modo débil, sino también para demostrar un teorema de existencia y
de caracterizacidon de autovalores. Para ello repasamos, en la segunda seccidn, resultados
que atafen al espectro de formas bilineales en un contexto abstracto. La tercera seccién
contiene los resultados espectrales del laplaciano fraccionario. En la seccién cuarta y final
se presentan las referencias bibliograficas y se detallan brevemente las ideas basicas de los

operadores de tipo laplaciano fraccionario.

1. Ellaplaciano fraccionario en espacios de Ahlfors

Sea (X, d, ) un espacio a-Ahlfors regular estdndar y s > 0. Definimos como laplaciano

fraccionario al operador

\ _ (@) —F)
D*f (x) ._l Lo du(y),
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el cual estd bien definido a priori, como muestra la Proposicién 8.1, sobre las clases de

funciones Holder-acotadas, A7, de orden de regularidad ~ > 2s, esto es,
A (X,d) :=Cy (X,d)NC* (X, d),

donde C, (X, d) denota la clase de funciones continuas y acotadas sobre X, y recordemos
que C% (X, d) designa la clase de funciones v-Holder dada por
CO (X, d) = { cox.d) : sl BTl oo}.
(X, )= 1 €CXd) - spi s

El espacio A" (X, d) resulta espacio de Banach si se lo dota de la norma

\f(z) = f(y)]
e = Wl + e, = sup £ )]+ supl 260 =L

Como veremos mas adelante, el operador D* es un operador de derivaciéon de orden
2s. Cabe observar que, aunque pueda parecer discordante la notacién utilizada, esta en
sintonia con el caso euclideo. También es de destacarse la naturaleza no local de este
operador. Si consideramos f € A7 (X,d), y zo € X, fijo, tal que 0 < —f < 1, sop(f) C
B (x0,2) y —f = 1 sobre la bola B (zy, 1) puede verse que , para todo =z € X \ B (zg, 2)

Df (z) = [%du (y) = / d(%()ya)%du (y) > / Wdu (v)

) x,y
B(z0,2) B(zo,1)

1 W(B (1) 1
/ (Cad (0 + C W 2 000" [ ao)) ™

B(o,1)
esto es, si bien f (x) = 0 en un entorno del punto, no ocurre lo mismo con D*f (z), el cual
no es nulo sobre X \ B (xg,2).

Por otra parte, como desarrollamos en el Ejemplo 1.5, téngase en cuenta que el uso
de cuasimétricas arbitrarias puede producir consecuencias no deseadas. Efectivamente, y
a este respecto, puede suceder que el integrando de la definicién del laplaciano no resulte
medible necesariamente. Consideremos la cuasimétrica d (x,y) := ¢ (z — y) dada por el
Ejemplo 1.5, y sea f una funciéon suave talque 0 < —f < 1, f(0) =0,y f = —1 sobre el
conjunto {z € R: 1 —¢ <|z| < 1+4¢}, para e > 0 suficientemente pequefio. Si H (z) :=

f(O)—f(=z)
0. tendremos entonces que

11
esto es, H no es una funcién medible Lebesgue. Una primera estrategia para solventar esta
problematica, como ya hemos hecho, consiste en considerar cuasimétricas cuya familia de
bolas sea medible respecto de la medida original. En la siguiente proposicién hacemos uso

de esta estrategia a fin de mostrar la buena definiciéon puntual
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PROPOSICION 8.1. Sea (X, d, uu) espacio a-Ahlfors regular estdndar con d-bolas medibles.
Si f € N (X,d), con v > 2s, entonces la integral que define D*f (x) es absolutamente

convergente para cada x € X.

DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que
s f T _f Yy
D) s [LE=LWlg )
) d(z,y)

_ [/ (@) = F W, /(@) = f W),
) ([ 1)—d @.9)> 1 (y) +X\ 471)—d (r.9)"" 1 (y)

= I+1I

Para acotar / hacemos uso de la condicién Holder de f y de la primera acotacion del Lema

4.1,

1 2¢
I<fleor | 0 (9) < Ca[flenr .
[.ﬂco d (ZL’, y)a_(v_%) H (y) A [f]co 725 _ 1

B(z,1)

Para acotar /] hacemos uso de la acotacién de f y de la segunda acotacién del Lema 4.1,

1 2a+2s
Ul [ o () < Callfla
X\B(z,1) 4

Esto es , para todo = € X tenemos que
s f X)) — f y
p@ls LT ) < o 11 < oo
) d(z,y)

O

Cabe observar que en la Proposicién 8.1 el valor de « podria restringirse a fin de evitar
la trivialidad de las clases A7 (X, d). Claramente esto no impide la buena definicién del
operador D*® aunque en dichos casos coincidiera con el operador nulo.

Por otra parte es importante destacar que la medibilidad de las bolas generadas por
la cuasimétrica del espacio no es una propiedad suficiente que asegure la continuidad del
laplaciano fraccionario D? sobre las clases de Holder y de Sobolev. Mds atin, debido a que
dicho operador no es positivo, tal como ocurre con los operadores integrales singulares y
los operadores de diferenciacion fraccionaria, no es un operador invariante por cuasimétri-
cas equivalentes, gentileza que las seminormas de los espacios de Holder, Sobolev y Besov
si presentan y que permite utilizar la cuasimétrica regularizada d,, dada por la Obser-
vacién 1.7, en caso que requiera trabajarse con alguna hipoétesis extra de regularidad. Si
bien definir el laplaciano D® utilizando esta cuasimétrica d en su integrando es una al-

ternativa posible, restringiria y haria perder de generalidad nuestro andlisis de un modo
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innecesario. En vista de esta coyuntura, serd importante especificar el contexto de cuasi-
metricidad que utilizaremos para los resultados de este capitulo. Teniendo en mente la
propiedad iv) del Teorema 1.6 diremos que un espacio cuasimétrico (X, d) es de orden f,

con (3 > 0, si existe una constante C'y > 0 tal que
(8.1 \d(z,2) —d(y,z)| < Cyd(z,y)’ méx (d (z,2)"" ,d(y,z)l_ﬁ>

para toda elecciéon z,y, 2 € X . Téngase presente que pueden existir cuasimétricas que no
satisfagan esta condicién de holderianeidad. Un contraejemplo evidente es el dado por el
Ejemplo 1.5. En efecto, no es dificil demostrar que en un espacio (X, d) de orden S las
d-bolas son conjuntos abiertos, propiedad que no verifica la cuasimétrica dada en dicho
ejemplo.

Los siguientes teoremas, por tanto, hacen uso de esta condicion (8.1) de holderianeidad
de la cuasimétrica a fin de probar la continuidad de accién del laplaciano sobre espacios

de Holder y de Besowv.

TEOREMA 8.2. Sea (X, d, ) un espacio a-Ahlfors regular estdndar de orden 3. Entonces,
para todo v > 0, tal que v € (2s, 3], el operador D* : A7 (X,d) — A'=% (X, d) es acotado.

DEMOSTRACION. Sea f € A7 (X,d). Utilizando el mismo razonamiento aplicado en la

demostracion de la Proposicién 8.1 anterior obtenemos que

(8.2) ||D$f||oo < O(W%%S) ||f||m

Para demostrar que D* f satisface la condicién Holder descomponemos X = BU(X \ B) donde
B := By (x,2C,d (x,y)). Esto es,

D)= D) < / I / L= )
e )_f(y)—f(Z)d Z
X\B‘ 2) T d(y, )" p(z)
= [+ 11+1I1

Para acotar / y /] procedemos como antes,

a+vy—2s

LIT < CaCy ™ g

[f]cow()gd) d(z, 9)7_25 :
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Para acotar /1] obsérvese que

B f(x LS =FE)  f) = f()
111 = / ‘ $ Z a+2s d (IE, 2)a+2s d (y’ Z)a+25 dlu (Z)
X\B
f (= () = f ()] |d (@, 2)* ™ —d(y,2)*"™|
- X(B a+25 X{B ( Z)a+2s d(y, )a+2s (@)
= [IL+ 11,

En primer lugar, /11, se acota de modo similar a / y /], obteniendo

00 o,
I < mcs Calfleomxa d(z,y) ’

Para acotar /1], obsérvese que, para todo z € X con d(z,z) > 2C,d (z,y), tenemos que

d(y,z) < Cud(z,2) < C3d (y, 2)

por lo cual

IA

‘d (l', Z)a+2s —d (y, Z)a+2s| C(a,s,d)d (y7 Z>a+28_1 |d (:Ca Z) —d (ya Z)’
< C(a757d)d(y,z)a+2s_1 d(x,y)ﬁ max (d (x,z)l_’g,d(y, 2)1_5)

a+2s d (Ia y)ﬂ
d(y,z)’

para Casa,8) = (a +2s) C!"?'Cy. Haciendo uso de estas desigualdades y utilizando 3 >

= C(a,s,d,ﬁ)d (y7 Z)

v > (v — 2s), tenemos que

d(y,2)" d(z,y)" d(y,2)*"
d(z,2)*"* d (y, )" d(y,z)’

]_[IQ = O(a,s,d,,@) [f]co,-y(Xd) / du (Z)
X\B
1
! B
Cla,s.d,p) [f]co,w(X,d) d(z,y) / i(x z)aﬁj*(%%) du (2)

X\B

IN

20&
7 o 1 e 4@y

VAN

C(asdﬁ)o (v— S)CA )(7*25)

—2s
= Clasdbum [f]CO»V(X,d) d(z, y)(7 :

En conclusién

1D*f () = D*F (9)| < Clasdpp [Fleonia @ (@)

para todo par x,y € X. Esto es

[Dsf]CO»V*%(X,d) S [f]COW(X,d) :

Teniendo en mente (8.2) obtenemos finalmente

HDSfHAW_QS(X,d) < Clas,d,B.u) ”me(X,d)
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como queriamos demostrar. O

Procedemos ahora a analizar la acciéon de D* sobre los espacios de Sobolev.

TEOREMA 8.3. Sea (X, d, i) un espacio a-Ahlfors regular estdndar de orden (5. Entonces,
para todo v > 0 tal que v € (2s, 5], y para todo 1 < p < oo, el operador D* : WP (X, d, u) —
Wr=2sp (X, d, i) es acotado.

DEMOSTRACION. En primer lugar, para demostrar la acotacién en L? (X, i) observemos

/‘f a+25 du( + 2Pt (/f WS (y))p

X\B

= I(z)+11I(x),

que

IN

|D*f ()"

donde B := B, (x,1). Por otra parte, aplicando la desigualdad de Holder con exponentes

conjugados p, p/, y el Lema 4.1, obtenemos

|f (z 1 |f(z) — f(y)l
a 25 ,u(y) = a+2s a+2s d,u (y)
X{B (z.9) + X[Bd(x,y) 7 d(x,y)
1 |f (2
< / Wdu (y) / a+2s M(y)
X\B X\B
a+2s p/p
S (CA : ) / |f a+23 (y)
< Clasw | If @)+ / %du W) |,

X\B

por lo cual, aplicando nuevamente el Lema 4.1, deducimos que

p

[rwaney = [ | [EELE I7{2) = f W)l ()| duta)

X X X\B

IN

C(a,s,u) HfHLp X,p1) / / a+25 (y) du (JJ)

d(z,y)>1

1
< Gl (Mo + [V OF [ @) du())

< CEa,s,u) ||f||IIiP(X,,u) :
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Para acotar // (x) aplicamos nuevamente la desigualdad de Holder

f T 1 (@)~ f @) ’
(/ ‘”25 (y)) B éd(x,y)(l_e)(aws) d (w,y)" "> i (y))
| f
= /d(x7y)(1—0)(a+23) ) (/ a+2s u(y))

Si consideramos ¢ tal que 0p (o +2s) = a + yp tendremos que (1 —0)p’ (a+2s) =

a — p' (v — 2s) por lo cual, nuevamente el Lema 4.1 nos permite deducir que

1/p
[ an ) < ( Je=t) du(y)>

Luego
f (@)= f )l
II(z)d < Clas d d
J @@ < o [ [ L ) dn2)
< Claspn) [f]sV’VvP(X,d,,u)
Esto es

1Dl < / L@ dp (@) + [11(5) dy ()

X X

< a S,4) HfHLP (X,uw) + C(a’su%#) [f]IP;V“/vP(X,d,u)
S Cé,oz,s,p,u) ||f”W’YvP(X,d,M)
Para la acotacion en seminorma W ?, denotemos
B := B(2,2C4d (2,y)),B* := B (y,2C3d (z,y)) , B := B(y,d (z,y)).

Obsérvese que B’ C B C B*. Separemos la diferencia |D°f (x) — D*f (y)| de igual mo-

do que en la demostracidon del Teorema 8.2 anterior y aplicamos algunas de las técnicas

utilizadas,
s s f(z Iy
D) -0y < [ DL /' L)
/ If (2) = [ (2)]]d (2, 2)" "> —d(y,zr“”s / @) =F Wl o
a-+2s a+2s a+2s 9
ha (z,2)"" d(y,2) D

y hagamos uso de la comparabilidad d (x, z) ~ d(y,z) y de la condicién de orden /5 del
espacio, esto es,
)B

a+2s a+2s a sd z,y
‘d(l’, 2) 2 _d(ya Z) 2 { S C(a,s,d,ﬁ)d(yyz) 2 dEy Z)B’
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para deducir que

D@ -orol< [ EEE e+ [ TO L

d (y7 Z)CH—QS
+Clap5,0d (2,9) / V)—aﬂgiydu (2) + Clas,a) / %du (2)
X\B X\B/ y7

Luego, aplicando el Lema 4.1 en la cuarta integral tendremos que

D @) =D P S ( / —'fd(g;)ffi)'du(z>)p+( [ L))

/If Ly | =

X\B
= I(2)+1I(y)+III(z,y)+ 1V (z,y)

donde aqui la constante de desigualdad depende sélo de «, 5, p, s,Cy y Cy. Para llevar a
cabo las acotaciones de I, 1 y I11 aplicaremos la desigualdad de Holder. En primer lugar

si elegimos 0 € (0, 1) tal que
(8.3) M:=01-0)p (a+2s) <«

tendremos que

1 = (] %dm)p
: </Bd(x1z ) /‘f“ a+zs)p M(Z)

(a— 1f (@)= f()F
< C(awud)d(m y)p Dl M/ (z, 2) 6(a+2s)p dpu (2)

De igual modo acotamos [/ (y), obteniendo

o [f () = f ()
I (y) < C(a,s,pw,d)d# (%y)(p v / 0(a+2s)p dp (2)

d(y,z)
Por otra parte, si elegimos n € (0, 1) tal que
(8.4 N:=1-n)p(a+25s+5)>a
tendremos que

p/p
II1(z,y) < d(z,y)" L 4 (2) 2l (2)
Y = Y d(l’ Z)N 12 np oz+2$+ﬁ) 2
x\B X\B
[f (@) = fEI"

= O(a,s,p,u,d)d(x,y)ﬁp—(P—l)(N a)

X\B

d( )7717 (a+25+3) ( )
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Luego, denotemos v* := v — 2s y dividamos la seminorma [D* f]? en cuatro partes,

W*.p
de acuerdo a I,11,111,1V. Tendremos que

= wa;“' i ) i ()

// z) + 11 (y +[[[(~’U’y)+Iv(x’y))du(ff)d#(y>
asp,ud (x7y)a+p’7*

IN

S C(a,s,p,u,d) (Al + A2 + A3 + A4) )

:/X/X#du(x)dﬂ(y)

< L, ‘fxz o)™ 00 Gy 2) 0 s )

|f ( 1
. // (z,2) C“*zs)p / d(x,y)o‘“”**@*l)(an)d/‘<y>d“(z)dﬂ(x)-

d(z,
y:d(y,z)> éé;)

donde, en primer lugar

En segundo lugar, y de modo similar,

Ay = / / dpt () dp (y)

/// |fy, L 0 () ) i (1)

1f () —f ) 1
<
~ /X/X d<y,z)9(a+25)p d(%?/)aﬁm*f(pfl)(a—M) du (z) dp (y) dp (2)

wid(y,z)>

A= [ / LEL y dp (x) dye (y)

(2)" Bp—(p—1)(N—a)—a—py*
: / / /X\B d(z, )™ “*28+6>d(x v) dp (2) dp () dpu ()

(=) 1
<
~ / / sz(a+2s+,8) d(z y)a—wp—(p—l)(zv—a)—m*)d“ (v) dpa (z) du (2)

yid(wy) < G52

- [ s wantn < [ [ L )t

//‘f xym'p 1 (0) s () S [

N

Por otro lado
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Observemos entonces que la finitud de A;, A; y A3 depende de la eleccién de 0,7 €

(0,1) tales que
(8.5) Y =p-1(a-M)>0yBp—(p-1)(N—-a)—py" >0
Teniendo en mente que

Py = (p—1)(a=M)=oa+yp—0p(a+2s)

Bp—(p—1)(N—a)—py"=—a—yp+np(a+2s+ ),
las condiciones (8.3), (8.4) y (8.5) se traducen en

o+ 2sp o+ yp
—< L
p (o + 2s) p (o + 2s)

a+yp _ a+p(2s+p)
ap+p2s+P8) " ap+p(2s+h)

lo cual es siempre posible, ya que v < 2s + 5. Teniendo en cuenta estas desigualdades,

obtenemos finalmente que

|f (z 2)|” 1
A < / / ELC +2S)p G y)a+a+7p_9p(a+25)dﬂ (y) dp (2) dp ()

yid(ya)> 452 Z)

@)= F P 1
/ / o Ms)pd e ) ) )

x,2)

< [ [ “)aﬁwﬁ’ () i ) S o

AN

andlogamente
Ay, Az S ~ [f]Wv P(X,d,p)
En conclusion
[Dsf]W’Y P S C(a,s,p,p,,d) [f]];V“hP(de)

como queriamos demostrar. O

El operador D* puede verse como el operador de Euler-Lagrange asociado a una forma

cuadratica definida por una forma bilineal. Es decir, como un problema de minimizacién
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de energia no local. En efecto, si consideramos f, g € A°*2* (X)), con 3 > 0, tenemos que,

gracias al Lema

(D*f,9) 2 x 0 = / ( / (fd(f;,;)ffi))du (y)>g(x) dp ()

X

= / / (fd(é? ;>£+(zz))g(x)du(y)du(x)

-5/ l L0 ) () o)

2 d(x,y
1 _
+3 / / (fd(éi )ﬁzs))g(y) iy dpizy
1 x) — T
_ 5//(f( ) ﬁz)éézé) g(y))dmy)d%)

lo cual formalmente define una forma bilineal, que designaremos

B (f.g) %//um) —égm gifi? —90) 4 () (0

)
z,y

LEMA 8.4. Si f,g € A°™25 (X d), tienen soporte acotado, entonces B* (f,g) < 0o, y

(86) B’ (.fag) = <Dsfvg>L2

Utilizando esta forma B® podemos extender el dominio de definicién del laplaciano al

espacio L? del siguiente modo. Si definimos el dominio del operador D* en L? (X, i) como

(8.7) Dom(D®):={f€L*(X) : 3pe L*(X) /Vge H (X) : B*(f,9) = {¢,9) 2} ,

y, dada f € Dom (D?), definimos D*f := ¢, esto extiende la representacién (8.6) a toda
f € Dom (D*)ytoda g € H*® (X). En la seccién cuarta, y final, de este capitulo justificamos
el por qué de esta definicién (8.7). Por otra parte, la férmula de representacion (8.6)
también nos sera de utilidad para plantear y resolver el problema espectral mediante el uso
de la forma B*. Es por esto que en la seccion siguiente introducimos el estudio funcional

del espectro de formas bilineales.

2. Espectro de formas bilineales

Para el siguiente resultado consideraremos de un modo genérico formas bilineales

B (-,-) definidas en H; x Hs , con Hy, H, espacios de Hilbert no necesariamente iguales,
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las cuales satisfacen la condicion de continuidad
(8.8) B (u,v)| < Cr|ullg, 104,
paratodou € Hy,v € H,,ylas condiciones inf-sup siguientes,

(8.9) inf  sup |B(u,v)] > Cy >0,

ueH, vEH,
llull =1 o], =1

(8.10) para todo v € Hy \ {0} : sup |B (u,v)| > 0.

ueH,
A fin de simplificar la notacioén, escribiremos B € Z(¢, ¢,), si B es forma bilineal sobre
H, x H, y satisface (8.8), (8.9) y (8.10), con constantes C; y C5. El uso de esta notacién se
sigue de la dada por la bibliografia consultada al respecto, la cual se detalla en la seccién

final de este capitulo.

PROPOSICION 8.5. Sean (Hi,(-,-)p,), (Ha,(-,)y,), espacios de Hilbert y B(-,-) una
forma bilineal sobre H, x H, tal que B € I¢, c,). Entonces, existen operadores acotados

R:Hy — Hyy R': Hy — H, tales que, para todo v € Hy y todo u € H
B (u,v) = (Ru,v) 5, = (u, R'v)p .

Mds atin, ambos operadores son isomorfismos con

1

_ 1 _
HR 1HH2HH1 < ay HR/ 1HH1HH2 = 02.

DEMOSTRACION. Dado u € H; definimos el funcional ¢, : H, — C dado por ¢, (v) :=
B (u,v). Por (8.8) |9, (v)| < Cy |lully, |v]ly,, por lo cual ¢, € H;. Por el teorema de rep-
resentacion de Riesz, existe un tnico z, € H, tal que, para todo v € H,, se satisface
(2w, V), = ¢, (v) = B (u,v). Definimos entonces un operador lineal R : H, — H, como
R(u) == 2. Ya que ||z, 4, = ||¢u||H2 < C1|lully,, tenemos que |[Rul, < C1 ||ully, ¥, por
otra parte, para todo v € Hy : (Ru,v)y, = B (u,v). Veamos que R es biyeccion. En primer

lugar, de la condicién (8.9) de B, tenemos que

HRuHH2 = sup |<RU,U>H2|: sup |B (u,v)|
veH> vEH>
vl g, <1 vl g7, <1
> ully, Jjof  sup B (w0)] > |luly, Co

el =1 o], =1

por lo cual,

(8.11) | Rull y, > Co llull y,
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y de esta desigualdad se sigue que R (H;) es cerrado en H,. En segundo lugar, veamos
que R (H;) = H,. En efecto, si no fuera el caso, como R (H;) es cerrado deberia existir
vy € Hy \ {0} tal que, para todo u € H, (Ru,v)y, = 0, pero esto contradice la condicién

(8.10) de B ya que

0 = sup |<Ru,vo>Hz| = sup |B (u,v)| > 0.
u€H; ueH;

En conclusién tenemos que R (H;) = Hs y por (8.11), que R es una biyeccién continua
entre espacios de Hilbert. Luego, R~! estd bien definido y es continuo R~! : H, — H;, més
aun

1

IR, <
De modo andlogo definimos R': dado v € H, consideramos el funcional v, : H; — C dado
por ¢, (u) := B (u,v) y definimos R’ : H, — H; como R (v) = ,. Gracias al teorema
de representacién de Riesz tendremos entonces que, para todo v € H; y todo u € Hy,
B (u,v) = (u, R'v) . . El hecho de que R’ sea isomorfismo (posee inversa continua) se sigue
del hecho de ser el adjunto de R, el cual es isomorfismo. A su vez, también tendremos que

HR,_1HH1~>H2 S C%' |:|

Obsérvese que de la relacion B (u,v) = (u, R'v)y = (Ru,v)y y del hecho que R, I’
sean isomorfismos se sigue que toda forma bilineal B € I, ¢,) satisface las condiciones
simétricas a (8.9) y (8.10), esto es

inf  sup |B(u,v)| > Cy >0,

vEH> u€H,
ol =1 Y], =1

para todo u € Hy \ {0} : sup |B (u,v)| > 0.

vEHo

La Proposicion 8.5 anterior posee un corolario inmediato de interés que permite demostrar

existencia de soluciones débiles.

COROLARIO 8.6. Sean (Hi, (:,-)y,), (Hz, (-,-)y,), espacios de Hilberty B (-, -) una forma
bilineal sobre H, x H, tal que B € I(¢, ¢,). Entonces, dada f € Hj existe un tinico ug € H,

tal que, para toda v € H, se satisface B (ug,v) = f (v) ¥ [luolly, < c% 1 W -

DEMOSTRACION. Dada f € Hj, sea vy € H, dada por el Teorema de representacion de
Riesz tal que, para toda v € M, se tiene que f (v) = (vo, v}, . Considerando ug := R™" (vp),
con R dado por la Proposicién anterior, tenemos, por una parte, que f (v) = (Rug, v)y,, ¥
por otra, que para toda v € Hy : B (ug,v) = (Ruo,v), , que, en combinacidn, resuelven

B (ug,v) = f (v). La acotacion de u, se sigue de la de R™!. O
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Nos interesa ahora comprender como definir una nocién de espectro (mas especifica-
mente, nociones de autovalores y autofunciones) asociado a una forma bilineal o sesquilin-
eal. Como vimos al final de la secciéon anterior respecto del laplaciano fraccionario D° y
la forma B*, uno puede definir una forma bilineal B (-,-) : H x H — R a partir de un

operador lineal 7' : H — H de la siguiente forma

Obsérvese, por otra parte, que todo par autovalor-autovector (), z) de 7T satisface la condi-

cion

para todo y € H. Esta identidad (8.13) permite dar una definicién precisa de lo que

entendemos por espectro relativo de una forma bilineal.

DEFINICION 8.7. Dado (H, (-, -) ;) espacio de Hilbert, y dadas B, b formas bilineales definidas
en H x H, un numero A € C se denomina autovalor de la forma B relativo a la forma b si
existe un elemento no nulo v € H \ {0}, denominado autovector asociado, el cual satisface

B (u,v) = Ab(u,v), para todo v € H.

Teniendo en cuenta la definicion anterior, se observa que todo par autovalor-autovector
(A, u) de un operador 7', con A # 0, determina el par autovalor-autovector (1/\, u) asociado
a la forma B (z,y) = (I'z,y), y relativo a b(z,y) = (z,y), o bien, determina el mismo
par (A, u) asociado a b (z,y) = (T'z,y) 5 y relativo a B (z,y) = (z,y) 4.

Esta idea clave permite determinar el espectro de formas bilineales dadas por (8.12),
a partir del espectro de un operador lineal. Mas aun, el siguiente resultado establece bajo
qué condiciones una forma bilineal permite recuperar dicha identidad (8.12) para algin

operador 7' compacto.

PROPOSICION 8.8. Sean (Hy, (-,-) ), (Ha, (-,-)p,), espacios de Hilbert y B (-,-) una for-
ma bilineal sobre Hy x H, tal que B € I(c, c,). A su vez, sean (W1, (-, )y ), (W, (-5 )wy)s
espacios de Hilbert con inmersiones compactas Hy, — W, Hy — W. Sea b(-,-) una forma

bilineal definida en Wy x W, tal que
b (u, v)| < Csllully, [[vlly,

para todo v € Wi, v € Ws. Entonces existen unicos operadores compactos Ty : Hy — Hj,

Ty : Hy — H,, tales que, para todo u € H, y todo v € H.,

B (Tyu,v) = b(u,v) = B (u, Tyv).
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DEMOSTRACION. La idea es utilizar un argumento similar al utilizado en la Proposicién
8.5. Dado u € W1, consideramos el funcional ¢, : W5 — k, donde k designa a C 6 R, dado
por ¢, (v) = b(u,v). Por la condicién de continuidad de la forma b tenemos que v, € W3.
Mads aun, por continuidad de la inmersién H, — W, tenemos que ¢, € H;. Luego, existe

un unico w, € H, tal que b(u,v) = ¢, (v) = (wu,v)y,, para toda v € H, y tal que

loull gz, = [l

como S (u) := w,, el cual satisface que

. < C4|lul|yy, - Definimos entonces un operador continuo S : W; — Ha,
H3 3 11U,

b(u,v) = (Su,v)y, ,

paratodo v € Hs, y

1Sull g, < Cyllullyy, »
lo cual asegura su continuidad. De modo andlogo, puede definirse un operador continuo
S’ Wy — Hj tal que

b (u,v) = (u, S'v)Hl ,
para todo u € Hy,y

1Sullg, < Csllullyy, -

Sean R, R, los operadores dados por la proposicion (8.5), estoes, R: H; — H,, R' : Hy —
H, tales que
B (u,v) = (Ru,v) 5, = (u, R'v) g,

paratodo v € Hyytodou € Hy,y

1

1
1HH2—>H1 S ?2’

3 R, S

Consideremos el operador ﬁ : W1 — H; dado por ﬁ := R7' o S. Por una parte, de la

continuidad de R~! y S tenemos que

Por otra parte, debido a la compacidad de la inmersion H; — W1, el operador 77 := Tl | iy

_ ) 1 .
Tiu )H = [[R7 (S)llg, < & ISullu, < G Nl

esto es, la restriccién de Ty a H;, resulta un operador compacto de (Hi,||...||,,) en si
mismo. Las mismas consideraciones aplican al operador T, := R'~'0 S’ , cuya restriccién a
H, genera un operador compacto de H, en si mismo. Finalmente, si consideramos u € H;

tenemos que, para cada v € H,
B (Tyu,v) = (R (Tyu) ,v) y, = (Su,v) 5, = b(u,v),
y, del mismo modo

B (u, Tyv) = (u, R (Tyv)) , = (u, S"v) = b(u,v).
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Esto culmina la demostracion. O

El resultado anterior resulta clave a la luz de la Proposicién 2.1, lo cual muestra el

siguiente teorema.

TEOREMA 8.9. Sean (H,(-,-) ), (W, (-,-)y) espacios de Hilbert de dimensidn infinita, con
inmersion compacta H < W. Sea B (-, -) una forma bilineal simétrica definida sobre H x H

tal que

B (u, )] < Ch[|ullg [[v]]

para todos u,v € H, y tal que
(8.14) B (u,u) > Gy |luly,

para todo u € H \ {0}. A suvez, sea b (-,-) forma bilineal simétrica definida sobre W x W tal

que
b(u,u) >0,

para todo u € H. Entonces existe una sucesion de autovalores (\;), oy Y Una sucesion de

autovectores asociados (e;), oy tales que

O< A <A< A< oo,

Orj = B (ex,ej) = Arb(ex, €5)
y tales que
B (ex,v) = A\ib (e, v),

para toda v € H. Mds atin, (ey), .y forma una base ortonormal en (H, B (-, -)).

DEMOSTRACION. Obsérvese en primer lugar que la condicion de continuidad y la condi-
cién (8.14) implican que B € Z(¢, ¢,). Por consiguiente, puede verse que B define un pro-
ducto interno en H y, més aun, si definimos ||u||, := (B (u, u))*'?, tenemos que ||-||¢ define
una norma equivalente a ||-|| ;. Consideremos el espacio H dotado del producto interno
B (-,-). En vista de la Proposicion 8.8 existen unicos 71,7, : H — H, tales que, para todo
u,v € H, B(Tyu,v) = b(u,v) = B (u,Tyv). Veamos que 7; = T». En efecto si tomamos
H, = H,, W; = W, y consideramos la simetria de B en la Proposicion 8.5 y en la Proposi-
cién 8.8 deducimos que los operadores R, R’, S, S’ alli definidos satisfacen R = R' = R*y
S = S’. Esto implica que en el espacio (H, B (-,-)) se tiene que (7})" = T, = Ty. Por lo

tanto, 7" resulta operador compacto autoadjunto de (H, (-, -),;) en si mismo y satisface

(8.15) B (Tu,v) =b(u,v) = B (u,Tv),
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para todo u,v € H. Mds aun por equivalencia de normas, 7" también resulta compacto del

espacio (H, B (-,+)) en si mismo, y debido a que, por hipdtesis,
B (Tu,u) =b(u,u) >0,

para todo u € H, T es definido positivo. Haciendo uso de la Proposicién 2.1 podemos
determinar una base ortonormal en (H, B (-,-)) conformada por la sucesion (e),.y de
autovectores de 7', con autovalores respectivos (1) EEN> tales que py > py > -0 >y >
.-+ >0, cada 1, posee multiplicidad finita y ebl conjunto {s},.y posee, quizds, a 0 como
unico punto de acumulacién. Definiendo A, := i podemos ver que, de acuerdo a (8.15),
para cada v € H, se tiene que B (e, v) = \eB (Tex,v) = Aib(eg,v). Mds aun, debido a
la ortonormalidad de (e;),., tenemos que 6;; = B (ex, e;) = A\ib (ey, €;), como queriamos

demostrar. O

Por otra parte la Proposicién 2.1 también nos permite caracterizar el espectro de formas

bilineales mediante los cocientes de Rayleigh.

TEOREMA 8.10. Considérense las mismas hipdtesis del Teorema 8.9. Sea

B (u,u)
b(u,u)

R (u) :=

Entonces, la sucesion de autovalores (), Y autofunciones (ey), .y dada por el Teorema 8.9

estd caracterizada por

(8.16) A1 =minR (u) = R (e;)
ucH
(8.17) A = gp@'n R (u) =R (eg)

donde P,y :={u€ H / B(ej,u) =0paracada j =1,...k —1}.

DEMOSTRACION. En primer lugar, veamos que efectivamente el conjunto de autoval-
ores y autofunciones de la forma bilineal B relativo a b satisface (8.16) y (8.17). Recordemos
de la demostracion del teorema anterior que (e;), .y €s base ortonormal de (H, B (-,-)) y
es sucesion de autovectores del operador compacto 7" asociados a los autovalores (/1) .y

por lo cual, de acuerdo a la Proposicién 2.1 tenemos que

B (Teq,e1) , B(Tu,u)
8.18 S Sl T/ b Sl B}
(8.18) ="p (e1,€1) "“eh B (u,u)’
y
B (T@k, ek) , B (TU, ’LL)
8.1 = - = —_
(8.19) e B (e, ex) TEaHx B (u,u)’
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para todo k € N, k > 2. Teniendo en cuenta que B (T'u,u) = b(u,u), las relaciones (8.18)

y (8.19) equivalen a

1 A= mz’nB(u’u) _ B(el,el)’
i1 el b(u,u)  b(er,e1)
y
1 — = min B (Tu,u) B (ex,ex) k> 9

m wePy B(u,u)  bleper)
lo cual demuestra (8.16) y (8.17). Veamos ahora el reciproco del teorema, esto es, si
(Ak)gen ¥ (ex),en SON sucesiones que satisfacen (8.16) y (8.17) entonces forman los auto-
valores de B relativos a b. De modo similar al utilizado en la demostracién de la Proposi-
cion 2.1, consideramos la funcion

B (ey,e1) + 2tB (e1,w) + t? B (w, w)
b(e1,e1) + 2tb (e, w) + t2b (w, w)

01 (1) =R (e1 +tw) =

parat € R,y w € H arbitrarios. Como esta funcién alcanza un minimo en ¢ = 0, tendremos
que ¢} (0) = 0, esto es
2B (e1,w)b(e1,e1) —2b (e, w) B (eq,e1)

0= 5 ,
(b (617 61))

de lo cual se sigue que

B (61, 61)
b (61, 61)

para todo w € H, por lo cual \; es el autovalor mds pequefio de B relativo a b, con

B (e1,w) = b(er,w) = Ab(e,w),

autovector e;. Con ¢, (t) := R(ep +tw), parat € Ry w € P,_; podemos deducir que
B (eg, w) = \gb (e, w) para todo w € Py_y. Ya que b (ex, w) = B (Tex, w) tendremos que

1
(8.20) B (Tek — —eyp, w) =0,
Ak

para todo w € P;_1, esto es, Te;, — ﬁek es ortogonal a P, _; en (H, B (-,-)). A partir de la
descomposicién H = gen (eq, ...,ex_1) ® Py_1, se deduce que
Te, — —er = aieq + ... + Qp_1€6g_1,

Ak

para ciertos escalares i, ..., a;_1. Debido a la ortogonalidad del sistema (e;), .y, respecto

1
aj =B (Tek — )\—kek, ej) ,

los cuales son nulos para cada j = 1,...,k — 1, de acuerdo a (8.20). En conclusion Te;, =

1
Ak

teorema anterior )\, es autovalor de B asociado a b. Esto termina la demostracion del

de B (-,-), tendremos que

er, por lo cual A—lk es autovalor de 7' con autovector asociado ey, y por lo visto en el

teorema. O
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Como corolario inmediato surge la caracterizacion del espectro relativo a dos formas

bilineales que definen sendos productos internos completos con inmersion compacta.

COROLARIO 8.11. Sean (H, (-,-);) (W, {(-,-)y) espacios de Hilbert, con inmersién com-
pacta H — W, y sea R (u) := % Una sucesion (ey,),cy en H y una sucesion (\) oy en R
Ullw

forman el conjunto de autovectores y autovalores de (-,-),, asociado a (-,-)y, , esto es, para

todo p € H se satiface (ug, )y = A (uo, ©)y, Sty sdlo si satisfacen

(8.21) R (e1) = rurgII{lR (u),
R (eki1) = mipR (1)

DEMOSTRACION. Basta considerar B (-,-) := (-,-); Y0 (-,-) = (-, -);» en el Teorema 8.10

y en el Teorema 8.9. O

Como es sabido, la férmula de Rayleigh para el cédlculo de autovalores posee como
corolarios dos principios importantes.

En el siguiente teorema V' < H denota que el espacio vectorial V' es subespacio de H.

COROLARIO 8.12. Sea R (u) := %. Bajo las hipdtesis del Teorema 8.9 se satisface lo

siguiente.
a) Principio de Fischer:

Ap = min maxR (u),
V<H ueV
dim V=k

donde el minimo se considera sobre todos los subespacios V' de H de dimension finita k € N.
b) Principio de Courant:

A= max minR (u),
V<H ulV
dim V=k—1

donde el mdximo se considera sobre todos los subespacios V de H de dimension finita k—1 € N

DEMOSTRACION. a) Sea (e;), .y la sucesion de autofunciones determinada por el Teo-

rema 8.9. Dado cualquier subespacio V' de H de dimensién k, podemos encontrar un

k

w € V tal que B (w,e;) = 0 para cada j = 1,...,k — 1. En efecto, dada una base (v;),_,

de V, basta encontrar k escalares «aq, ..., a;, no todos nulos, que resuelvan las £ — 1 ecua-
k

ciones > ;B (v;,e;) = 0, para j = 1,...,k — 1. Luego, por la férmula (8.17) tenemos que
=1

R (w) > A,y como w € V, se sigue que mé‘iﬂa (u) > R (w) > A. Como V es un subespacio
ue

k-dimensional arbitrario, nos queda, en primer lugar,
min maxR (u) > .

V<H ueV
dim V=£k
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Para ver la desigualdad contraria basta con tomar W} := gen ey, ..., ), subespacio k-
dimensional. Teniendo en cuenta que 0;; = B (ex, e;) = A\ib(ex, e;), se deduce que, para
cada w € W,

SIAB (w, ;) b(w, e;)
R(w) ="

TBwe)bwe)

Luego, como B (w, e;) b (w, e;) = \;b (w, e;)* >0, (An),en €S Sucesion creciente y para todo

k
w € Wy, se tiene que > B (w,e;)b(w,e;) > 0, podemos deducir que
j=1

STAB (w,03) b(w. c;)

(8.22) Ao > R (w) =2 > A,

2B (wes)beey

para todo w € Wj. Teniendo en cuenta que R (ex) = A, esto es, el maximo de R sobre W
se alcanza, se deduce finalmente que
Ak > maxR (u) > min maxR (u),

ueWp, V<H wueV
dim V=k

lo cual demuestra el principio de Fischer.

b) Sea V' un subespacio de H de dimensién k — 1, y sea W}, como antes. Razonando
como en el caso anterior podemos encontrar w € W, NV+ de modo tal que, al aplicar la
desigualdad (8.22), podemos deducir que \;, > R (w) > LIE‘I}R (u). Como V es arbitrario,

se sigue que

Ar > max minR (u).
V<H ulV
dimV=k—1
Por otra parte, si consideramos Uy_; := gen (e, ..., ex_1), la férmula (8.17) nos dice que

min R (u) = \gz. Luego

ulUk_1
max minR (u) > A,
V<H ulV
dim V=k—1
que nos la desigualdad reciproca y demuestra el principio de Courant. O

3. Espectro débil del laplaciano fraccionario

En esta seccién volveremos al estudio del laplaciano fraccionario y aplicaremos lo de-
sarrollado en la seccién anterior. A fin de analizar el espectro del mismo haremos uso de la

forma bilineal B* dada por (8.6). Dado un espacio de tipo homogéneo (X, d, 1), a-Ahlfors
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regular, y un subconjunto Q2 C X, abierto y regular en el sentido de la Definicién 5.5, nos

proponemos resolver, al menos débilmente, el problema

Dif(x)=Af(z) sizeQ,
fl@)y=0 si zeX\Q.

(8.23)

Cabe mencionar que el uso de la restriccién X \ 2, en lugar de la frontera 92 que suele
utilizarse en el problema cldsico del laplaciano usual A, se debe, por una parte, a la nat-
uraleza integral del operador D?, y al hecho que, como vimos en el Lema 5.6, el conjunto
052 posee medida nula, y por otra parte al caracter no local del operador.

A fin de obtener una formulacién variacional de (8.23), introducimos el espacio
H;(Q):={ve H°(X) /Jv=0en X \ Q}
y teniendo en cuenta la identidad (8.6), tendremos que

B* (f.9) = Mf,9) 1oy » Para toda g € H; (Q),
feH; Q).

(PA)

donde recordemos que la forma bilineal B®esta dada por

B* (f7 g) — %/X/); (f (:E) — égy)) gg—gi) — g(y))dﬂ (y) d/L (x)7

T,y

y define una forma de energia £° del siguiente modo

& (f):=B(/.1)-

Es claro entonces que todo par espectral (f, \), de autofuncién y autovalor, respectiva-
mente, del problema (8.23), determinard el mismo par espectral (f, \) asociado al prob-
lema débil de autovalores (P A.). Para analizar el espectro de B* (-, -) asociado a (-, ") 2(q,
veamos, en primer lugar, que efectivamente, la forma bilineal B* satisface condiciones de

coercividad y continuidad.

PROPOSICION 8.13. Sea (X, d, 1) espacio a-Ahlfors regular estdndar. Sea Q2 C X un sub-

«

conjunto abierto, regular y acotado. Para s < , la forma bilineal B* define un producto

interno en H§ (§2), cuya norma es equivalente a ||-|| ..

DEMOSTRACION. Es evidente que B* (f, g) satisface los axiomas de producto interno,
excepto quizds el de no degeneracidn. Obsérvese entonces que la condiciéon B* (f, f) = 0
implica que f es constante en yu-casi todo punto de X, y la unica funcién en H§ (§2) que
satisface tal condicién es la funcién nula, esto es, f = 0, y B® es no degenerada. Veamos

ahora que la norma ||| == (£° ()" y ||

= son normas equivalentes en A (2). Dada
0
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f e Hi(Q), es claro que ||fllg. = 5 [flyex) < 5 Ifllss(x)- Para mostrar la desigualdad

reciproca, utilizamos el Teorema 6.2. En efecto, tendremos que

/] Hs(X) — ||f||L2(X) + [f]HS(X) = ||f||L2(Q) +2[[flle < Ca ||f||L2*(Q) +2{flle
= Callfllz )+ 2M1flle < Clopas) sy + 21 lle < Clapans 1F1le
donde C = p (Q)2 "7 = pu (Q)*°. O

Haciendo uso de los resultados de inmersiones compactas desarrollados en el Capitulo
7 veremos que, bajo condicién de regularidad del dominio, la inmersién (H (€2),|-||) en
L? () es compacta. A continuacién mostramos como esta propiedad clave nos permite

aplicar los resultados vistos en la seccidn anterior.

TEOREMA 8.14. Sea (X, d, 1) un espacio a-Ahlfors regular estdndar, Q0 C X un dominio
acotado regular y sea 0 < s < §. Existen sucesiones (\,), oy en Ry (en), oy en H () tales
que, para toda g € Hj (2),

B’ (ena g) = /\n <€na g>L2(Q)

Esto es, el problema (P A.) determina una sucesién de autovalores (), oy la cual satisface
O< << <A< i <.,

klz’m A = 400

Y determina una sucesién autovectores asociados, (e,), .y, l0s cuales satisfacen

, &
0<h=8 ()= min - jeug =1

= i
feHS(Q)Hinz(Q)
f#0

. &
(8.24) N1 = E° (epy1) = %E}H#S H€k+1HL2(Q) =1
AN
donde

P.={feH; () /Vi=1,...,k : B°(f,e;) =0}
Por otra parte, cada autovalor )\, posee multiplicidad finita. Mds aun, si \;, es tal que
Aol < A= A1 = oo = A < Apgpmt
para algun m € Ny entonces, el conjunto de todas las autofunciones de A coincide con
span (g, ..., €xtm)

Finalmente, la sucesion de autofunciones (ey), .y forma una base ortonormal de L (Q) y una

base ortogonal de Hj (£2).
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DEMOSTRACION. Basta con verificar las hipotesis de el Teorema 8.9 y del Teorema 8.10
respecto de las formas bilineales B (-,) := B*(-,) y b(+,*) == (-,")2(q)> ¥ @ los espacios
(W, () o= (B2(9), (o ) (H (7)) = (HE (9), B* (-, ))-Veamos, en primer lu-
gar, la compacidad de la inmersiéon H — W. Sea T C H{ (€2) conjunto acotado respecto
de ||-||¢.. De la equivalencia dada por la Proposicién 8.13 tenemos que T resulta acotado

en norma L? (Q). Mds atn,

f (@) = F W) If )l
Sup /Q /Q (2. ) du(z)du(y) < Sup / / a+zs dp () dp (y)

= 2sup||f
fexr

55§C’<oo,

por lo cual, el Teorema 7.1 nos permite ver que Y es pre-compacto en (L2 (Q), () LQ(Q)>,
esto es, que la identidad 7 : H§ (2) — L? () es un operador compacto. Para ver la con-
tinuidad de B® (-,-) en (H, (-,-),) basta con aplicar la desigualdad de Hoélder respecto de

la medida #®%W) Ep efecto

d(z,y)*
ol < g f [ PO 0Oy
L L[ VOl s it
o Tr e Tk

< (B(f, ) (B (9,9)".

Por dltimo el Teorema 6.2 y la acotacién de 2 nos permite mostrar que B*(f, f) >
Cllfll g2y para cada f € Hg (€2). Esto muestra que B (-, -) := B*(,)) y b (-, 1) == (-, ") 2(q)

verifican las hipétesis de los Teoremas 8.9 y 8.10, como queriamos demostrar. O

OBSERVACION 8.15. Otra forma de demostrar la compacidad de esta inmersion consiste
aplicar el inciso 2) del Lema 5.6 y el Teorema 7.4 al subespacio (€2, dq, i) La hipdtesis de
acotacion de 2 implica la de dicho espacio, la continuidad de la inmersién H§ (Q2) — H* (Q),
¥ la compacidad de la inmersién H* (2) — L?(Q), de acuerdo al Teorema 7.4, nos permiten
deducir la compacidad H§ () — L? (Q).

La siguiente Proposicion muestra propiedades del espectro de la forma bilineal Bj, del

problema (P A.) las cuales son propias del contexto.

PROPOSICION 8.16. Bajo las hipdtesis que el Teorema 8.14:
i) existe una autofuncion positiva e; asociada a \;.
ii) \; es autovalor simple, esto es, si u € H (€2) es otra solucion de (R A.) asociada a \,

entonces u = cey para algin c € R.
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DEMOSTRACION. i) Sea e; autofuncion asociada a \; respecto del problema (P A.). Por

su parte, denotemos
A={reX /e (z)>0}, B:={r e X /e (z) <0}.
Para cadax € A ey € B se tiene que

lex ()] = [ex W] = lex () +ex ()] < ex () = ex (y) = ler (2) —ea (Y)],

por lo cual, suponiendo i (A) > 0y p(B) > 0, tendremos que

[ [t Oy o) < [ [ D=

Teniendo en cuentaque X = AU (X \ A) y u (X \ A) = pu(B)

= [ [ g = [ [ [ e[ [

se sigue necesariamente que

£ (Jer]) < € (en).

Ademas es claro que |[|e1|[| 2oy = [le1]l 2oy = 1. Luego

(825) 55(‘61‘) < to (61) -\ = , to (f)

2 2 1= (
lewlllzz@)  llerllza fGH 2 fll 720

Obsérvese que para todo z,y € X se satisface ||e; (z)| — |e1 (y)|| < |e1 (z) — e1 ()], por lo
cual |e;| € Hj (€2) y esto contradice 8.25. Esta contradiccion muestra que, o bien ;1 (A) = 0,
o bien 1 (B) = 0; esto es, o bien e; (z) > 0 en casi todo punto de (2, o bien ¢; (x) < 0 en
casi todo punto de €.

ii) Sean ey, f; autofunciones distintas correspondientes al autovalor \;. Siguiendo el

inciso anterior, supongamos que f; > 0 sobre p-casi todo punto de 2. Sean

* f *
fl = Hf”l y gl:zel_fl'
HiLf)
Obsérvese que, dada v € Hj ()
B*(g1,v) = B (e1,v) — B*(f1,v) =\ <€1,U> =M (ff,v >L2(Q) = A <917U>L2(Q) )

por lo cual ¢; también es autofunciéon de \;. Luego, si g1 () # 0 para p-casi todo = € X, el

inciso anterior obliga a que g conserve el signo dentro de €. Por otra parte

(8.26) /@m 2(0)) dpy = llea |2 — 1512 =0

) ()
Q
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Teniendo en cuenta que, o bien €2 > f;2, o bien €? < f;? sobre u-casi todo €2, debido a la

conservacién del signo de g, podemos deducir de (8.26) que

& (¢) = f* (x)

para p-casi todo punto de Q. Esto es, e; () = ff (x) = v f1 (z) para p-casi todo = € 2 como

queriamos probar. O

Contextualizamos en el siguiente resultado lo demostrado en el Corolario 8.12.

COROLARIO 8.17. Bajo las hipdtesis del Teorema 8.14 se satisfacen los siguientes princip-
10s.

a) Principio de Fisher
£ (u)
= min max——-;——,
V<Hi (@) ueV |[ul|7, g
dim V=k
donde el minimo se considera sobre todos los subespacios V de H (§2) de dimensidn finita
ke N.

b) Principio de Courant

Ak

. &7 (v)
= max mlnT.
V=<HG(Q) wlV |[ul|7s g
dim V=k—1

Como corolario inmediato de los principios anteriores se obtiene un resultado de com-

parabilidad de autovalores para distintos dominios.

COROLARIO 8.18. Sea (X,d, ;1) espacio a-Ahlfors regular estdndar, 0 < s < § y ', Q)
dominios acotados regulares de X tales que € C Q. Sean (A, ())ieny ¥ ( Ak () ey las
sucesiones de autovalores de la forma bilineal B*® sobre H (Q2) y H () respectivamente.
Entonces,

M (Q) < A ().

para cada k € N.

DEMOSTRACION. En efecto, obsérvese que, por definicién, es claro que H§ (') C H§ (£2).

Luego, dado k£ € N, se tiene que
{V<H;(Q) /) dmV =k} C{V < H;(Q) / dimV =k}
El principio de Fisher del corolario anterior permite deducir que

58
A () = min méx#
v St sl
dim V=k
& (u)

min mix——s—— = \; (
V<Hg () ueV ||“||i2<ﬂ) (2,

dim V=k
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como queriamos demostrar. O

4. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccion 1. Para comprender cédmo surge el operador laplaciano fraccionario, y qué relacién tiene con

n
el laplaciano usual definido en R™, esto es, con el operador Af (x) := % (x), partimos del nicleo
i=1 !

2
del calor o nticleo de Weierstrass W; dado por W; () = W exp (—%) ,conx € R"yt > 0. Este

nucleo satisface la ecuacion del calor

0
(8.27) AW, = EWt,

y constituye una identidad aproximada, es decir, tli'TOrJLr (Wi, ) = ¢ (0) para toda ¢ € D = C® (R"),
0, equivalentemete, tl_z’]g}r W, =6 en D’. Haciendo uso de la ecuacién de difusién (8.27) se puede deducir
también que tl—i?gl %Wt = Ad en D'y, de un modo inductivo, que

A N :
(8.28) tl—Zgl@t_NWt =A% enD',
para cada N € N, donde AN§ representa la distribucién dada por <AN ) ,<p> := ANy (0), donde
AN = A (AN71p). Si denotamos F (t) := (W, ) para alguna funcién ¢ € D, tendremos que
F € C® (0, 400), y las férmulas anteriores nos permiten deducir que F' (04) = ¢ (0) y FV) (0+) =

AN ¢ (0), paracada N € N. A su vez, haciendo uso de la férmula de Taylor para F' en torno a 0, tendremos

que
N! AR (0) fa—w)™
im — — -7\ — 17 ! ") )

tlith (F (t) kz_% x t tli%r}rN. V-1 FY (tw) dw,

esto es
NI A% (0)
(8.29) Jim ~ (F (t) — ;Ttk = FM(0+4) = AV (0),
=0

lo cual equivale a

N! NIARS
lim — <Wt — —tk> = ANy,

t—0+ tV
k=0

en sentido de distribuciones. Esta tltima identidad suele denotarse de la forma W, = et®§. Por otra parte,

denotemos por .4, al operador de promedio sobre la esfera B (x, 1) dado por

A (z) 1= — /go(z)daz,

wprn—1
OB(z,r)

donde aquf w,, denota la medida de Lebesgue (1 — 1)-dimensional de la esfera unitaria 0B (0,1); y

denotemos por H ala funcién

H(r):=A.¢(0) = o / ¢ (ry) do,

9B(0,1)
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Utilizando coordenadas polares generalizadas podemos escribir la funcién F’ del siguiente modo

Fl) = W /0 " exp (—Z—i) 1 / o (r2) dodr

8B(0,1)

W, oo 7,2) )
= — exp| —— | r" " H(r)dr
(4mt)™/? /0 P ( 4t )

Haciendo uso de la expansién de Taylor de H en torno a 0, y teniendo en mente que

n+k

o0 r? Ltk (4t) 2 n+k
- n— = F
/0 exp < 4t) T dr 5 ( 5 >

H(r):= Z—HUC) ©) rk 4N /01 —(1 _ w)N_l HW (rw) dw

tendremos que

— k! (N —1)!
N-1
Wn H® 0) [ r’ n—1+k N
F(t) = (47rt)"/2 kz ol /0 exp (_4_t) r dr + O (t )
=0
N-1
w th/2 n+k
_ n 2k—l H(k) T N
R kzzo 1" (0) 5 ) +O(tY)

Ft) = Z_Akslj!(O)tk +0 ()

parat \, 0, de la comparacién de los coeficientes de ambos desarrollos de [’ obtenemos que H (k) (0)=0

si k es impar y que

N
AFp (0
H(r) = Z k_ISO( ) 2k 40 (T2N+2>
k=02KEITT (n + 29)
7=0

identidad conocida como férmula de Pizzetti. Gracias a esta férmula podemos deducir que
2

Ao (@) = ¢ (@) + - Ap () + 0 (1),

1

Multiplicando por w,, 7"~ " e integrando respecto de r obtenemos que

T2

m&ﬂ (z) + 0 (),

my (B (z,1)) = ¢ (r) +

donde recordemos que m,, (B (x,7)) denota el promedio de ¢ sobre B (x, 7). Surge asi una férmula del
laplaciano en funcién de este promedio,

(z) = my (B (z,1))

r2

Ay (z) =2(n+2) zz'ng‘p

Y
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férmula que también permite entender la relacién entre la armonicidad y la propiedad de valor medio.

Manipulando la integral de m,, (B (x,r)) también puede verse que

(n+2)T (5 +1) lim | (2¢(z) =z —y) —¢(z+y)) n1+z Lo (v) dy.

/2 r—0
R’ﬂ

—Ap () =

Por otra parte, nétese que al integrar W, respecto de la variable ¢ puede definirse la funcién

[ SO

~ /2 "2

la cual es la solucién fundamental del laplaciano para n > 3, esto es, —AE = ¢ en sentido distribucional.

Por lo cual, denotando ks () := FE (z), reencontramos el potencial newtoniano

L) @) = (ks ) (2) = U2 /m =

definido, al menos, para funciones f € S (R") de la clase de Schwartz. Puede verse, a su vez, que en D’

los operadores I y /A son inversos
(8.30) Lo(—=A)=(-A)ol, =90

Marcel Riesz utiliza esta relacién (8.30) para definir al laplaciano fraccionario como el inverso del operador

r) = 7Taw/2r ("z*) /() _ « ) (z
() () e / = (s @

operador [, denominado Potencial de Riesz de orden «, definido para) < a@ < n,ytoda f € S (R”)
Obsérvese que esta definiciénb recupera el potencial newtoniano I y da sentido a la notacién. Por otra

parte, de esta definicidn, utilizada por ejemplo en [Lan72], se observa que el nticleo

r(%== 1
ka (SL’) = ﬂ-ainm ( i ) n—o
L'(8) |zl
definido, a priori, para valores 0 < o < n, es un funcional de S’ (R"™) cuya transformada generalizada de
Fourier es
— 1

Gracias a esto, dados 0 < «, § < g, se satisface, en S’ (R"), la propiedad de semigrupo
(832) ]{Za * k‘lg = ka+6

dado que los k,, son multiplicadores de S’ en si mismo. Para extender esta férmula a un rango de valores de

« fuera del intervalo (0, 1), obsérvese que la funcién

G(a)=ky(px+-)= w“‘”/QF (u)/(p(z—'—y)dy
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es holomorfa en {04 eC / Rea > O} con puntos singulares en n+ 2N, para cada x € R". Si separamos

la integral y utilizamos la férmula de Pizzetti ya mencionada, podemos arribar a la siguiente expresiéon

1
"™

(ko x ) (z) =7 (a,n) / (s@ (@ +y) —o(y) — Y bdo(x) |y|2k> dy
k=0

R

donde —2 (M + 1) < Rea < —2M, con M € Ny;

I (%3 B(0,1
v (o, n) = Wa_np% , by = |271(0’ )| :
& 24T (n +2j)
j=0

sik € N, yby = 0. Obsérvese que para que esta dltima expresion esté bien definida basta que ¢ sea una
funcién ¢ € C?™ (R™) con ¢ (x) = O (ﬁ), para |z| — oo yalgin M > Re a. Ademds, para el caso

—2 < Rea < 0 se tiene que

(8.33) (ko x @) () = v (a,n) /QO (r+y) ¢ (y) dy

7
Rn

lo que equivale a

Tr+y rT+Y)— oy Y(an
(k;Oé * 90) (x) = 7 a,n SO ( n—o ) dy + /y a,n (p ( 73,—04 SO ( ) dy + O-'IL—I ( )SO (x>
(o 1yl (e 1yl a
R"\Bl B1

donde 0,1 := |0B (0, 1)|. Se observa entonces, en la férmula (8.33) la génesis del laplaciano fraccionario

en R". Teniendo en cuenta que

l@'mfy (O(, n) _ lim,n_oc—n/2r (%) _ _Mmﬂ_a—n/2r (%) r (2—704) sen (04_27T)
a—0 o a—0 al’ (%) a—0 T

L' (3)

)~ 108 (0.1)

se concluye que lim (ko * @) (z) = ¢ (z), esto es, lim k, = 0 en D'. De modo similar se puede
a—0~

a—0~

demostrar que lim k, = k_o = —M%Ad Por otra parte es interesante notar que , si consideramos
a——21

¢ € S(R™), entonces k, * p € C*° (R"), y, ademas,
1 .
(ko ) () = O (—| |n_Rea) i 2] s o0
x

por lo cual, tomando como funcién de prueba h (x) = k, (¢ (z + -)), la convolucién (k, * kg, p) =
(ks, h), estd bien definida siempre y cuando n — Rea > Ref y a, 8 & n + 2Ny. La unicidad de
la continuacién analitica extiende entonces la propiedad de semigrupo (8.32) a estos rangos de valores.
Finalmente, aqui puede verse una vez mds la relacién de inversibilidad k_,, * k, = kg = 0, que recupera y
extiende la relacién (8.30) dada para @« = 2,y n > 3. El esbozo de estas ideas nos permiten comprender
la naturaleza del laplaciano fraccionario como operador inverso de la integracién fraccionaria (el operador

1.) , y viceversa. A su vez, podemos recuperar las expresiones (8.31) y (8.33) para entender este operador
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6%
, esto

(que denotaremos momentdneamente [.) o bien como un operador pseudodiferencial con simbolo

es

Lef (e / € F(6) e d,

si & > 0, o bien como un operador Integral Singular

/f fv+y f(y> dy

si & < (. Esto muestra que existe una gran variedad de formas para introducir el laplaciano fraccionario, al
menos en contexto euclideo: como operador inverso de las transformadas de Riesz, como operador integral,
o a través de formas bilineales. En [Kwal7] se exponen diez definiciones posibles, asi como las relaciones
y/o0 equivalencias que se dan entre si. Se destaca el trabajo de [CS07], el cual generaliza a ordenes arbitrarios
una técnica que permite introducir el laplaciano fraccionario como un operador que asigna al dato de un
problema de tipo Dirichlet, la condicién de tipo Neuman de la solucién del problema.

En lo que respecta al estudio del laplaciano fraccionario sobre espacios métricos con medida es menester
mencionar los trabajos de Eduardo Gatto, Carlos Segovia y Stephen Vagi. En [GSV96] estudian la accion del
operador laplaciano fraccionario y del operador de integracién fraccionaria (llamada por los autores deriva-
da fraccionaria de orden «v e integral fraccionaria de orden «v) definidos mediante una cuasimétrica especial
dada a partir de una identidad aproximada. A grandes rasgos, demuestran que sobre un espacio de tipo ho-
mogéneo normal y de orden -y (esto es, sobre cuasimétricas que satisfagan alguna condicién Holder) estos
operadores actiian de modo continuo sobre los espacios de funciones Holder. Més atin, para 6rdenes de reg-
ularidad bajos, la composicién de estos operadores es un operador de Calderén-Zygmund que posee inversa
acotada en 2. En [Gat06] Eduardo Gatto extiende estos resultados a espacios cuasimétricos con medida
no necesariamente duplicante. Cabe notar también que la condicién (8.1) de orden (3 asociada a cuasimétri-
cas es introducida por Roberto Macias y Carlos Segovia en [MS79a], condiciéon que utilizan para definir
y analizar espacios HP definidos sobre espacios de tipo homogéneo. Asimismo es importante mencionar
el reciente trabajo [MW22], en el cual Diego Maldonado y Colin Williams desarrollan una caracterizacién
geométrica de las cuasimétricas localmente de orden 3 en funcién del comportamiento del tamafio de las
bolas (esto es, de sus dilataciones). Por citar unos de los resultados, demuestran que, si (X, d) es espacio
cuasimétrico, entonces, para cada 2o € X, la funcién d (g, -) es Hélder de orden 3 > 0 siy sélo si existen
constantes ¢g € (0,1), p > 1, tales que para todo o € (0,1),7 > 0, y todo 1 € By (xg, 0T) se tiene

que

By (z1,¢0 (1 — )’ T) C By (20, T) .

En [Act14] se introduce una definicidn variacional del laplaciano fraccionario sobre espacios de tipo
homogéneo, la cual es importante analizar. Dado un espacio de tipo homogéneo (X, d, 1), a-Ahlfors regular,

con d-bolas medibles, es posible definir dos espacios de funciones test semejantes a los utilizados en contexto
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euclideo. Por una parte

D (X,d) = {(p € N C" /sop(yp): acotado}
0<r<vy

donde aqui v := ind (X, d), y por otra parte, introduciendo las seminormas

¢y = sup |(1+d (2,20))° | ()]

zeX

(1—|—CZ(LL‘,1’0))B< sup M)]

[p]g, == sup ;
A d(z,y)<1 d ('Ta y)

’ zeX

se definen los espacios

S(X,d) = {goeD(X,d) VB >0, Vr € (0,7) : [¢ly e, < oo}

S%(X,d) = {goED(X,d) / [30]6<oo}

Puede verse que para todo 3 € (0, + 2s] el laplaciano fraccionario D* es continuo de S (X, d) en

SP (X, d). Més atin, si introducimos el espacio

Lg (X, d, p) := {feLloc (Xop) / / 1+d @ xo))gdu(w) <OO}

entonces, por una parte tendremos que

(8.34) U LP (X, 1) C Losas (X, d, 1)

1<p<oo
para todo s > 0, y ademas, para todo 3 > 0, toda f € Lo (X,d, ) ytoda g € SP+ (X d) se
tiene que fg € L' (X, u). Esto permite mostrar que {f, D*g) es finito para toda g € S (X, d) y toda
f € Layas (X, d, 1), lo cual permite definir el laplaciano D® f para funciones f € Lgi2s (X, d, i) de
modo distribucional, como

(D°f9) 2 =, D7) 2

para toda g € S (X, d); y puede demostrarse que, efectivamente, D* f € S’ (X, d). Luego, la propiedad
(8.34) nos permite introducir, a su vez, espacios de Sobolev He (X, d, pt) de modo semejante a los usuales,

mediante
He(X,d,p):={fel*(X,p) /| D°f € L*(X,p)}.
Obsérvese que esta definicién guarda {ntima relacién con la dada en (8.7). En efecto, del hecho que D* f €

L? (X, j1) se desprende que debe existir ¢ € L? (X, p) tal que

(0, 9) 2 = (f, D°9) 2

paratodag € S (X , d), en particular, para toda g en las clases de Holder. Se observa aqui un paradigma se-

mejante al que acontece con el laplaciano — A euclideo cuando intenta definirselo en L? (R™). Uno puede
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considerar dos posibles dominios para dicho operador, Dom; (—A) := C® (R"), y Domy (—A) =
{feL*(R") /] —Af € L?(R"™) en sentido distribucional }. Si denotamos por 7T}, al laplaciano ac-
tuando en Dom, y por T} al laplaciano actuando sobre Doms, puede demostrarse que Domg (—A) =
H? (R™), que T); es operador autoadjunto, y que 7, es cerrable y posee como tnica extensién cerrada
a Ty, esto es, ﬁ = T's. Cabe destacarse que en la demostracién de estas propiedades, no sélo se utiliza
con manifiesta fruicién la caracterizacién de los espacios de Sobolev H* (R™) mediante la transformada
de Fourier, sino que también es de suma importancia y necesidad algiin teorema de densidad de funciones
suaves en dichos espacios.

Finalmente, en vista de la férmula de representacién del Teorema 2.3 visto en el Capitulo 2, se de-
vela el por qué de la utilidad de la definicién (8.7). Sabemos que, por lo desarrollado en [FSV15], si
() C R"™ es un conjunto abierto con frontera continua, esto es, un conjunto cuya frontera es unién fini-
ta de gréficas de funciones continuas, entonces el espacio C2° (2) es denso en H{ (§2) respecto de la
norma ||-|| ;. (rn)- Esto muestra que la formula de representacién de la forma bilineal euclidea, dada por
B® (u,v) := ((—A)” u, v) se verifica para todo u, v de un subespacio denso de Dom (B*) := H* (R")
(esto es, de un core de B®). Més atn, como la clase C2° (§2) es también densa en <L2 (Q), ||'||L2(Q)> )
Bfsatisface las hip6tesis del Teorema 2.3 con H = L? (Q) Por otra parte, si una funcién u pertenece
a la clase Dom (DS ) dada por la definicién (8.7), entonces, el inciso iii) del Teorema 2.3, obliga a que
u € Dom (T) y que T'u = D*u, donde T es el operador dado por dicho teorema. Se ve entonces que
la definicién (8.7) recupera el operador laplaciano fraccionario a partir de la forma bilineal. Cabe observar,
aun con todo, que al no poseer un buen teorema de densidad de funciones Holder en espacios de Sobolev
definidos sobre espacios de tipo homogéneo generales, no podemos asegurar que dicha representacién fun-
cione.

Seccidn 2. Esta seccién estd inspirada en los trabajos de I. Babuska, J. E. Osborn y A. K. Aziz:
[BA72],[BO91b], [Bab71], [BO91a]; y mas recientemente, el libro de Jiguang Sun y Aihu Zhou, [SZ17].

Seccion 3. En lo que respecta al estudio del problema de autovalores para el laplaciano fraccionario
en contexto euclideo caben destacarse los trabajos de Enrico Valdinoci y Rafaela Servadei, entre otros. Los
fundamentos del contexto funcional que permite analizar dichos problema se encuentra en [MBRS16],
[SV13b], [SV13a]. En este trabajo no sélo hemos extendido estos resultados a espacios de Ahlfors, sino
que también hemos separado y vislumbrado lo que estrictamente atafie al fundamento funcional que aporta
la teoria de formas bilineales, por un lado, y lo que puede deducirse de la forma bilineal asociada al lapla-
ciano fraccionario, por otro lado. En [SV14b] y [ROS14] se analiza la regularidad de las autofunciones.
Cabe destacarse también [SV14b], en el cual estudian existencia y regularidad de soluciones débiles y vis-

cosas del problema con dato Dirichlet asociado al laplaciano fraccionario. En [SV14a] realizan un estudio
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comparativo del espectro del laplaciano fraccionario definido como operador integral y el laplaciano frac-

cionario definido de un modo espectral utilizando los autovalores y las autofunciones del laplaciano usual

en R™.






CAPIiTULO 9

Teoria espectral del laplaciano fraccionario diadico

En este capitulo analizaremos en detalle el espectro del laplaciano fraccionario en un
cuadrante del espacio R™ dotado de la distancia diddica. La primera seccién introduce en
detalle una estructura diddica en R” la cual nos permite definir una métrica que denom-
inaremos métrica diddica. Asi también introducimos el sistema de funciones de Haar. La
segunda seccion trata las relaciones existentes entre la forma bilineal B* adecuada a este
contexto, y las funciones de Haar. Veremos que efectivamente dicho sistema es un sub-
conjunto de autofunciones asociadas a dicha forma. En la segunda seccidn analizaremos
la naturaleza holderiana que presentan las funciones de Haar en este contexto, asi co-
mo la accién puntual del laplaciano fraccionario diddico sobre ellas. En la tercera seccion
utilizamos esta informacién para detallar el especto del laplaciano fraccionario diddico so-
bre ciertos dominios, asi como para realizar estimaciones del mismo. En la cuarta seccién
hacemos uso de dicho espectro para caracterizar los espacios de Sobolev adecuados a este

contextos. La quinta y ultima seccion detalla la bibliografia consultada.

1. El espacio de tipo homogéneo diadico en (R™)"

A fin de volver mds sencilla la comprensién de la métrica diddica, introduciremos y
analizaremos, en primer lugar, el caso unidimensional. Denotaremos por D a la familia de
intervalos diddicos de la forma D = ng]D)j donde IV = {I] : k € Z} denota el j-ésimo
nivel de los intervalos diddicos I/, los cuales se definen de la forma I} := [£, &), En el
caso que trabajemos sobre la semirecta positiva R™ denotaremos por D* a las subfamilia
de intervalos diddicos de dicho intervalo, esto es, Dt = {I,i : JELk € No}. En la Figura

1 siguiente se ilustran sobre R*estos conjuntos.

Dos propiedades importantes se destacan. En primer lugar cada nivel ¥ es una famil-
ia disjunta de intervalos, y en segundo lugar, el conjunto D) satisface una propiedad de
tricotomia: dados dos intervalos cualesquiera /,.J € D), entonces, o bien son disjuntos, o
bien I C J, o bien J C I. Esto se debe al inmediato hecho que cada intervalo de un nivel
I estd formado por la unién (disjunta) de dos intervalos del nivel I’*! y, a su vez, estd

contenido en un Unico intervalo del nivel D7~1.
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FIGURA 1.

Dado un intervalo I € DF al tnico intervalo J € D*/, con j € N, tal que I C J
lo llamaremos j-ésimo ancestro de /. También haremos uso de la sinonimia establecida
en el lenguaje matemadtico, sin distincién utilizaremos los términos ancestro, antecesor,
antepasado, ascendiente, precursor, etcétera. Incluso, en el caso j = 1 hablaremos de J
como el intervalo (o cubo) padre (también intervalo madre, o antecesor inmediato) de
I, y de I como un intervalo hijo (o sucesor inmediato) de J. A su vez, cada intervalo
I € D¥ tal que 7 D T lo llamaremos j-ésimo descendiente de I, utilizando sin distincién
los términos descendiente, sucesor, etcétera.

La ventaja de trabajar en R*, o (R")" como haremos mas adelante, consiste en que
dados z,y € R*, cualesquiera, siempre es posible encontrar un tnico intervalo I € I de
medida minima, el cual denotaremos por I, ), que contenga ambos elementos. Utilizan-
do este intervalo, definimos la distancia diddica, denotada 9§, como la medida de dicho
intervalo, esto es

5(e.) = L)
donde |-| denota la medida de Lebesgue unidimensional. Cabe destacar que § satisface la

condicion de ultrametricidad, esto es,
6 (x,2) <méx (0 (z,y),6(y,2)),
para todo z,y,z € R*. La Figura 2 muestra en distintos colores los correspondiente I,
asociados a los x, y marcados con cruces.
Cabe notar la discrepancia entre la métrica diadica y la euclidea: todo elemento = €

(0,1) y todo y € (1,1) tendran distancia diddica ¢ (z,y) = 1, por mds que su distancia
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euclidea |z — y| puede ser tan pequefia como se desee. Sin embargo, ya que el intervalo
[z, y], no necesariamente diadico, siempre esd incluido en el diddico minimal /(, ;) corre-
spondiente a x, y, entonces |z — y| < J (z,y).

Estas nociones pueden extenderse de un modo evidente a dimensiones mayores con-
siderando productos cartesianos. En efecto, sea x € R", © = (x1,x9,...,7,) Yy sea k € Z",
k = (ki,ko, ..., k,), los productos cartesianos entre n-intervalos diddicos de R, del mismo

nivel, son de la forma

i " n . ki ki .
Qjr:=277(0,1) —|—k):{a:€R :ggxi<§;z:1,...,n}

Aqui también denotaremos por ) a la familia de cubos diddicos de R", esto es
D:={Qjr: j€Z keZ"}.

Y en el caso que trabajemos sobre el cuadrante positivo (R*)" , y al igual que el caso
unidimensional, denotaremos por Dt a las subfamilia de cubos diadicos de dicho cuad-
rante, esto es, D" = {Q;,: j € Z,k € (Np)"}, entendiendo aqui Ny = NU {0}. A su vez,

fijo @ € D, denotaremos por D, al conjunto de cubos diddicos incluidos en () esto es
HDQ:{CE]D)CQQ}

Cabe mencionar que la misma relacién de tricotomia que se da en el caso unidimensional
se da en este contexto, asi como la unicidad de ancestro inmediato.

La distancia diddica en (R™)" se define de modo analogo al caso unidimensional. Dados
z,y € (RT)" denétese por Q(,,) al cubo diddico de menor medida que contiene ambos

elementos. Se define la distancia diddica n-dimensional §, entre = e y como

I

4] (l’, y) = ‘Q(z,y)
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donde |-| denota la medida de Lebesgue n-dimensional. En este caso también se tiene que
0 es ultramétrica. A partir de esta definicion se sigue inmediatamente que todo z,y € R"

verifica la desigualdad
(9.1 [z —y|" <d(z,y).

La Figura 3 ilustra, que al igual que en el caso unidimensional, estas dos cuasimétricas no

son comparables.

Y| Loy

ol ‘
. ‘ 5(.2"_,,‘_._',-')

& (z,y)<

e

Puede demostrarse, sin embargo, que existe comparabilidad entre las medidas de las
bolas diddicas y las euclideas. En efecto, dado > 0 tal que 277" < r < 2-U~Y" para algtin

Jj € Z, entonces, gracias a (9.1) y estas desigualdades, se tiene que
1
(9.2) |Bs (x,7r)| < o |B (x,rl/”)} < 2"|Bs (z,7)|

donde w,, := |B(0,1)| y B (z, R) denota la bola euclidea {y € R" : |x — y| < R}.

Observemos que aqui también los cubos diddicos de la clase D) satisfacen la propiedad
de tricotomia, y que dicha clase puede descomponerse en niveles ) = jLEJZ]D)j donde
DV = {Q;r: k € Z"} es una subfamilia disjunta de cubos de medida 2-"/. Las mismas
consideraciones respecto de los conceptos de antecesor y sucesor entre intervalos diddicos
se mantienen en el contexto n-dimensional.

Introducimos a continuacion el sistema de funciones de Haar asociado a este sistema
diddico D, el cual determina una base ortonormal de funciones en L? (R"). Mdas ain, tam-

bién determina sistema ortonormales en espacios de Sobolev, como veremos, y, lo mas
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importante, forman el espectro del laplaciano fraccionario pertinente a este contexto. En

el caso unidimensional, introducimos la funcién

h! () = 1[0,%) (z) — 1[%,1) (),
k k41

¥, dado un intervalo diddico I de la forma I = [3;, %5), definimos

hix (x) = hr (z) := 272! (272 — k),

Obsérvese, por una parte, que hoo = h' y, por otra parte, que para cada I € D, la funcién
h; posee a I como soporte y ademds estd normalizada en L? (R), esto es || ;|| 2w = 1

A cada una de estas funciones las denominaremos funcién de Haar y a la familia de
dichas funciones h; indexadas por I € D la llamaremos sistema de Haar y lo denotaremos
por H ,estoes H = {h;,:j€Z,keZ} obien H = {h;: I € D}. Este sistema forma
una base ortonormal de L? (R) y también permite introducir una base ortonormal de L?
en dimensiones mayores utilizando productos tensoriales. Para ello, considerando n > 2,
denotemos por I al conjunto I' = {0, 1}" \ {(0,0, ...,0)}, esto es, al conjunto de n-uplas de

ceros y unos del cual excluimos la n-upla nula, y sea
R’ (x) := 1,1 (),

Yy, cOomo antes,
hl (f[?) = 1[0’1/2) (ZE) — 1[1/271) (I) .

Dado | = (4,15, ...,1,) € I', y un cubo diddico () = @, , designamos por h’Q a la funciéon

hi (x1, @2, .y 1) = — B (Pay — ky) b2 (2 2y — ks) b (2, — ki)
donde k = (ky, ko, ..., k). Obsérvese que también podemos denotar dicha funcién como

th (X1, Toy eoey Tp) = hlél (1) hl(i (x2) hlgn ()

donde {C;}_, es el conjunto de intervalos diddicos unidimensionales tales que ) = C x

Cy X ... x Cy, y donde, si C; es de la forma [£, 5t1) entonces hf}, (z;) := 29/2hl (20m; — k;),

esto es,

1 i
he, () = chi (@:);  he, (@) = -

A su vez, siendo (Q = C; x Cs X ... x (},, denotaremos por h% (x) ala funcién

B () = KL, (21) %, (22) b, () = —31q (@)

Q]
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Anélogamente al caso unidimensional, a las funciones hly, Q € D), [ € T, las denominare-
mos funciones de Haar n-dimensionales, o simplemente funciones de Haar, y a la familia
H = {hé2 :Q € D,l €T} sistema de Haar. La demostracién de la siguiente proposicién

estd referenciada en la seccién final de este capitulo.

PROPOSICION 9.1. El sistema de funciones de Haar H := {hl,: Q € D,l € '} es base

ortonormal de L? (R").

Para subdominios que son simples en términos de cubos diddicos tenemos el siguiente

corolario.

N
COROLARIO 9.2. Dado ) = ,91 Qi N € N, union finita y disjunta de cubos diddicos, el

sistema de funciones
B:={h} :1<i<N}U{h:1€l,CeDg},

es base ortonormal de L* (), donde Dg, designa la familia de los cubos de I que estdn con-

tenidos en ().

M
DEMOSTRACION. Notar que B := ingZ-, donde B; = {hd) } U {h : 1 €T, C € Dg, }. Co-
mo toda funcién f € L? () se puede descomponer de la forma f = > 1¢, f , para probar
este resultado bastard con demostrar que B; es base ortonormal de L? (Q;). A fin de sim-
plificar la notacién denotemos simplemente por f a 1q, f y por () a @;. Por la Proposicién
9.1 tenemos que, dada f € L?(Q)
f= > (fihe)he,
CeD,leT
con convergencia en L? (R"). Como sop (f) C Q resulta que
f=Y (fihe)yho+ Y (fhe)he
CeDg,ler CeD,c2Q

ler’

Luego, si C' € D,C 2 @, hL, es constante sobre Q con valor i, (Q), y

(£ L) = B (Q) / f (@) dr = b (Q) (£.1q)
Q

Por lo tanto

(9.3) f= 2 (fho)ho+(f1e) Y. ho(Q)he.

CeDg,leT CeD,C2Q
ler
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En particular, si f = 1,

o = Y, (lohe)he+ (1o, 1) Y. he(Q)he
Cebg,lel CceD,C2Q
ler

= 0+1Q1 Y he(@he.

CeD,C2Q
ler

Utilizando esta relacion en (9.3) se sigue que

1 1
f= Z <f7th> th+<f7 1/21Q> 1/21Q
CeDg ler Q| Q|
= D (ko) he+(fhg) G,
CE]DQ,ZEF
estoes, {h)} U{h :1 €T,C € Dy} es base de L* (Q). O

2. Elsistema de Haar y el analisis espectral del operador de diferenciacion

fraccionaria

Aprovecharemos esta breve seccidn para analizar la relaciéon fundamental entre el sis-
tema de Haar y el operador de diferenciacién fraccionaria diddica definido en el espacio n-
Ahlfors regular (X, 4, |-|), donde X = (R{)", § designa la métrica diddica relativa a los cu-
bos diddicos D" :={Q € D: Q C X}, y |-| designa la medida de Lebesgue n-dimensional.

En este contexto, el laplaciano fraccionario diddico, el cual denotaremos Dj , estd dado
por

Dy, f () = ; Wdy

Teniendo en cuenta que la métrica § satisface la condiciéon de ultrametricidad, los resulta-
dos vistos en la primera seccién del Capitulol nos aseguran que el indice de regularidad
ind (X, d) del espacio es infinito, al igual que el indice Holder, por lo cual, clases C% (X, §)
son no triviales para todo 8 > 0. Teniendo en mente la Proposicion 8.1, el laplaciano Dj,
estd bien definido sobre los espacios C%? (X, §) para 3 > 2s. A fin de estudiar el compor-
tamiento de dicho operador sobre las funciones de Haar, el siguiente lema muestra que
dichas funciones pertenecen a toda clase Holder, si bien no uniformemente.

LEMA 9.3. Para cada Q € Dyl € I" tenemos que hég € C% (X, 6) para todo 3 > 0.

DEMOSTRACION. Dados Q € Dyl € I', analizamos la diferencia |k, (z) — h, (y)| en
distintos casos de acuerdo a la ubicacion del par =,y € X respecto de . En primer lugar,
size@ey¢ @ entonces d (x,y) > |Q|y

[y @)~y )] _ Mo @)| _ 1
0 (w,9)’ 6(a,y) T |QI
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Por otra parte, si x,y € (), entonces, o bien|h’Q (z) — hly (y)| = 0y trivialmente se satisface

iy @)~y )] _ 2

6@,y)” QM
) hi (z)—hg (y)
o bien }th (x) — th (y)| = MLI/Q y 0 (z,y) = |Q|, por lo cual | Qé(%y)g v - ‘Q|132+ﬁ.
Wy @ -Hyw)] 2
5 (2,3)" Q=

Finalmente tenemos que

|ho () —hg ()| _ 2
5 (z,y)" T
para todo z,y € X. Esto es h{, € C®7 (X, ) para todo 3 > 0 con

2
l
[ C0B(x5) S W‘

O

Cabe observar que, de modo andlogo, se puede demostrar que las funciones k%, Q € D,
también satisfacen estas condiciones Holder. Sin embargo, esto no es cierto para cualquier
combinacién de caracteristicas, ya que, por ejemplo 1;,; no es continua si a,b son irra-
cionales.

Gracias al Lema 9.3 y a la Proposicién 8.1 el operador D;, estd bien definido sobre
el generado lineal S (H) := gen {th :Q € D,l € T'}. La Proposicién 9.5 analiza puntual-
mente esta accion. Para demostrarla haremos uso del siguiente resultado, el cual esta
relacionado con el Lema 4.1, aunque calculado aqui de un modo preciso, gracias a las

gentilezas que ofrece la estructura diddica.

LEMA 9.4. Sea () € . Entonces para cada x € (Q se tiene

1 2" — 1 1 1
. L
-4 /5($,y)1+5 Y ( 2n )(2”5—1> QI
X\Q

1 o 1 one )
o Zﬂx,y)l—sdy‘( 7 )(%_1)@;

DEMOSTRACION. Para probar (9.4) obsérvese, en primer lugar, que la distancia diadica

es constante sobre cubos disjuntos. Para ser mds precisos, dados @', Q" € D disjuntos,

entonces 0 (z,y) es invariante para cada = € )’ y cada y € )", esto es

0(2,y) =0 (w,z),
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para todo z,w € Q' y todo z,y € Q”. Denotaremos por ¢ (@', Q") a dicho valor. Considere-

mos la sucesidn creciente de cubos diadicos

Q=0QC Q1 CQCQ3C

donde cada cubo @), es el antecesor inmediato de (),,_;, y utilicémosla para particionar el

dominio de integracion. Esto es,

/(5( 1+sy—z / 1+5 dy.

xX\Q 7@
Teniendo en cuenta que para todo y € @; \ ;1 y todo x € @ la distancia J (x,y) es

constante, con valor |(),|, tenemos que

/6(xy1+€dy_z /

X\Q 1= QN\Qs

Z |QJ |QJ 1|
1+ 1+ )
|QJ 6 j=1 |Q3 :

y teniendo en cuenta que |Q;| = 27" |Qo| = 2" |Q| obtenemos finalmente

1 2" Q] - 2"V Q)|
—d et et
/ 5( 1t Y Z |Q|1+E (an)(l-‘rs)

Ao ) o
1 > 1 1 [/2"—1 1
- 1 — 277]’ - e .
|Q‘5 ( ) ;ans |CQ|6 < an ) (2ns _ 1)

Para (9.5) se aplica la misma idea utilizando la cadena de cubos diddicos ) = @y 2 @1 2
@2 2 Qs...,donde cada cubo @), es el ancestro inmediato de (),,_1, y satisface que = € @,

para cada n € Nj. OJ

El siguiente resultado describe la accién puntual del laplaciano Dy, sobre la base de
Haar y muestra que, efectivamente, esta clase de funciones forman un conjunto de auto-

funciones.

PROPOSICION 9.5. Para cada () € Dy [ € T' tenemos que

1
Q|
donde 8, , = (%) (3+—) + 1. En particular, para cada f € S (H),
Dgyf(‘r)zﬁns Z 1125 <f Q> ( )
CeDleF|Q|
DEMOSTRACION. Dados @ € Dyl € T, tenemos que

D3, (ho) () = /X Pel) = te W),

8 (x,y)

R R — R
N / . <x12r2gdy T / o) 1f2s(y)dy =I+1
x\Q 0 (7,y) @ O(zy)
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De acuerdo al Lema 9.4

| o — 1 1\ hg (@)
o (55 ()’

h ()
= ns_]' 9 2s
Boe =170

Por otra parte, para calcular /7, analizamos tres casos de pertenencias. En primer lugar, si

r ¢ Q entonces, para todo y € @ tendremos que ¢ (z,y) = 2" |Q|, para algin M € N, por

lo cual,

hg (v) 1
II:—/Q—de:——S/hl (y) dy = 0.
0 6 (z, )" (20M Q)2 Jg @

En segundo lugar, si € ), denotemos por Z C D a la subfamilia de cubos diddicos que son

hijos inmediatos de (), esto es, ) = CUIC’, unién disjunta, #7Z = 2"y |C| = 27" ||, para
€

cada C € Z. Denotemos, a su vez, por C, al inico cubo en 7 tal que x € C,, y teniendo en

cuenta que
ho (w) = hg (2)
para todo w, z € C, y cada C € Z, denotemos por th (C) a dicho valor. Descomponemos 7

de modo disjunto Z = Z; U Z, donde

T, :={C eI h,(C,)=h,(C)},

I, :=I\T1 ={C €I :hl(Cy) =—hy (C)}.
Obsérvese que #I, = #Z, = 2" !. Luego , teniendo en cuenta que para todo y € C con
C € I, se tiene que ¢ (x,y) = |Q| tenemos que

o /Q B () - )HQS ¥ /hl ms@ "

o (w,y

ceT
B Z/hl hg (C)
- 1+28
Cey
= 2hj( /
C%I: 05 1+2s
2hl
= th / ~dy = - |C
CeIz Q> \Q|1+2 c;
2hL, (1) h, (o)
= 8L (#,) 27 |Q = -2
‘Q’1+28 ‘Q’ZS
Finalmente
hiy (z)  hiy (@) hey ()
D, (W) (w) =T+ 11=(8,,— 1)L + -4~ —p 9
iv (o) (Brs =) 705 +ap QP
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como queriamos demostrar. El caso particular se sigue utilizando la linealidad del operador
Ds, . O

Y

3. Forma bilineal diadica y sistema de Haar

Consideremos el espacio (X, 4,|-|) donde X = (R*)" el subconjunto de n-uplas de R™
con coordenadas no negativas, 0 representa la distancia diddica y |-| la medida de Lebesgue
n-dimensional. Definamos sobre éste la forma bilineal fraccionaria diddica dada por
(9.6) de u,v) = = / / N;;S? _ U(y))dydx

T,y

El principal resultado de esta seccion analiza cuantitativamente cémo actua B;, sobre

las funciones de Haar y las funciones caracteristicas sobre cubos diddicos. La Proposicion
9.6 muestra, en particular, como las funciones de Haar con soporte en €2 son autofunciones

de By, cuando () es union finita de cubos diadicos.

N

PROPOSICION 9.6. Sea 2 = AEJlQiJ con @Q; € Dty @Q,NQ; = 0sii # j Sea B la
base ortonormal de L* (Q) provista por el Corolario 9.2. Entonces, son vdlidas las siguientes
afirmaciones:

i) para cada h,ﬁ € B, con h # I tenemos que

B;, (hh) =0
ii) dado Q € D"y f € L? (X) tal que By, (f, f) < oo se tiene que
: f )
s hO 3
de (f’ Q) ’Q|2S <f Q> |Q| / (Q, )1+23dy7

donde

o 2" —1 1 '
Qn,s += on 22ns _ 1 )7

iii) en particular, si sop (f) C @, entonces

Qp s

(fihg)s;
M
iv) dada una familia finita {Q;},,,, de cubos diddicos disjuntos, si ¥ (z) = > a;h¢), (x) y
T =1
f e L*(Q) con B, (f, f) < oo entonces

N 1
. _ 1 ‘Q|2
de f7 Z ( |g ’23 2‘@1’2 Zé(gjﬁQj)l—&QS) <f’ hOQz>L2’

i=1 ji

M

1 1
a; Q517 Qi
Bfl \I] \Ij ans &Z'Cljj—s;
! ; |Q’L’ 1<Z'<Zj<]\/[ 5 (qu Qi)l+2
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v) dada f € L* (X) tal que By, (f, f) <oy th € B, con | # 0, se tiene que

9.8) Bl (1) = (.1,
Q)
donde
2n(28+1) -1
Pra = e 1= 5o )’
vi) para toda f € L*(X) con B;, (f,f) < ooy toda g € S(H) = gen <th>5£® se tiene

que

By, (f,9)=Bns . 25<fh><h>

et qenl @l

DEMOSTRACION. i) Dados, Q,J € D, 1, m € T, denotemos por H(, y H’}" a las funciones
Hy (z,y) == hiy (x) — by (y) . HY (z,y) == h7T (z) — hT} (y).

Obsérvese que sop (Hj,) C (Q x X) U (X x Q). Analicemos los dos casos posibles que
pueden darse entre () y .J, esto es, que bien sean disjuntos o bien uno esté contenido en el
otro. Supongamos en primer lugar que @ N J = (). Debido a la forma de los soportes de Héz
y HY', el producto Hy, (z,y) H; (x,y) es no nulo siy sélo si, o bien (z,y) € @ x J, o bien

(z,y) € J x Q. Si consideramos el caso (z,y) € ) x J tenemos que

H (x y )HT (x,y)
) - [T
_ o)) 056) - 15 W,
- 1+2s yax
zeQ JyeJ 5(x,y)

= dydx
//J(Sxyl—i&s

= s [ et [y =o.
Q

J

donde aqui § (@, J) denota el valor constante que alcanza la distancia ¢ paracadaxz € Q y

cada y € J. Anédlogamente, para el caso (z,y) € J x () se tiene que

//hl )HW«)}%@DWW:Q

CL’, y)1+28

por lo cual By, (h{,, h7}') = 0 para todo I,m € I' si Q y J son disjuntos.

Analicemos ahora el caso ) C J, inclusidn estricta. En este caso tenemos que

sop (Hg (z,y) H}' (2,9)) € (@ x (X \ Q) U((X\ Q) x Q).
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En efecto, téngase en cuenta que A’} es constante sobre (), por lo cual H}' (z,y) = 0 si
(z,y) € @ x Q. Consideremos entonces (z,y) € @ x (X \ @) y denotemos por A’} (@) al

valor constante que toma A’} (x) sobre (). Entonces

) - [ /er (1 () = hly () (05 (0) =P (),

5($’y)1+25
_ //h hy hm(y”dmy:
X\Q @
_ (0@ W) [ e —
_/ 50 dy/hQ()d 0.
N\Q Q

La simetria y la finitud de la forma bilineal nos permite deducir lo mismo para el caso
(z,y) € (X \Q) x Q. Para el caso J C (@ se aplica el mismo razonamiento anterior. Anal-
icemos por ultimo el caso Q = J y [ # m. Teniendo en mente que sop (HéHg) C(@xX)U
(X x @), descompongamos la integral doble de Bj, (-, ) sobre @ x (X \ Q), (X \ Q) xQy
@ x (. Por una parte,

/ / (h () = hiy () (R (x) = b5 (y)) dvdy
5 (ZL‘, y)1+25
yeEX\Q 2€Q

- /X\Q/Q 0 Qyms sy
_ /X\Q—W s (/ () () ) dy = .

teniendo en cuenta la ortonormalidad de las funciones de Haar. El mismo razonamiento

prueba que

/ / (g () = 1o (v)) (g () — kG W) , W

1+2s
T
Lo o 0 (z,y)

Para analizar la integral sobre () x () descompongamos () como unidn disjunta de cubos
271

diadicos hijos, esto es ) = .L_ch'i, con |C;| = 27™|Q)|, para cada i = 1,...,2". Recordemos

que para cada = € C; se tiene que hf, (z) = + 1Q|""/%, y denotamos por hey (C;) a dicho

valor constante. Sea A = {1,2,...,2"} y, para cada i € A sea F; el conjunto de indices

Fi={j e : hiy(C;) = —hgp (Cy) y by (C;) = —h (Cy) },
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entonces, para (z,y) € C; x C; con j € F; se tiene que H}, (x,y) Hj (z,y) = 0. Luego,

teniendo en cuenta que § (z,y) = || para cada (z,y) € C; x C; con i # j, tenemos que

. . H! xyH (x,y)
By (th’hQ) = // < 1%25 dydz

hl ho () (G (x) — h (y)
Sy / DL 1y

i€A jEA (m,y

B (2hl ( —2h (C)))

= ’LEZAJEZF/ / |Q|1+2s dl’dy
= |Q|1+2521;2; 2hl 2h8(0j>) ’CiHCJ’

1ENJE
4
= |Q|1+2s (’Q‘) ZZ Cj))'
€N jEF;

Ya que los valores +1 y —1 son equiprobables para cada funcién de Haar, esto es

|{33€Q sgn (hQ —1}‘ |{$€Q sgn (hm ——1}’ ’Q|

para cada m € I, se tiene que #F; = %#A, para cada i. Finalmente

SN (S (CORE(C) = S# () Sy (g

i€A jEF; ieA
1 l m
= S# Z/ hg (x) b}
LISN
1
= S#W) [ Hy @ )
Q
= 0.

ii) Teniendo en cuenta que 1 (z) — 1o (y) = 0 sobre ) x @ y sobre (X \ Q) x (X \ @),
el Lema 9.4 y la simetria del integrando tenemos que

Byt = 3 [ U0 el) oy,

353/

= s xdy
/X\Q/Q 5 ( Q y) 1”

[ yia-Qy,
X\Q

5(Q,y)' ™
1 f ()
o) /)<\Q5(Qay)1+2s y-1Q 0@y =
_ On s ’1 . f(y) du.
|Q|2S <f Q> |Q| NQ 5 (Q,y)l+2s Y

Luego, multiplicando por Wse sigue el resultado.
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iii) Se sigue del caso anterior.
iv) Del inciso anterior tenemos que
N
Bsy (f7 \Ij) = ZaiBsy (fa 1Ql)
=1
N
Qg f ()
= a; 5<f71Qi>_2|Qi|ai/ SO )
,Zl ( Qil” 2 6 (Qiy)' ™
~( « (f.10,)
= a5 (. 1,) = 2|Qi a; ) ——2u
; < Qi § 5(Qi, Q)"
~ a (f.1q.)
- nss f Qz |Qz z’—st
> e Ut - S-S kalers ol
Qs (f.10.)
= 0 fv 1Qz 2’@1‘&1 : S
> s Ut - 3Tl il
N
Qn,s 2|Qj] ay
= a’i 7 s - S <f7 1Qz> °
; < Qi § 5(Qi, Q)"
Por otra parte teniendo en cuenta esta ultima identidad
By, (U, 0) = > > aa;B; (1o, 1q,)
iENN jENN
N
(s 1o, (y)
= Zaiaj—zs <1Qz7 1Q3> - Z 2(]JZCLJ |Qj| / —l—i-Qde
ij=1 |Q]| ijENN ; iti \QJ Q]? )
Y«
2 n,s
= Y10l - Ym0 | oy
Z ‘Q |2 ijl J J Qj, 1+2
i#]
N N
Q] 1Q]
= Ongs s |Qz| - QG —T 195
;@ ? Z 5(Q;. Q)"
i#]‘
N
Q] 1Q]
= 5 1Qil — il T os -
;’Q |2 1<§<N é(QjaQi)H-z

v) Observemos que

Bjy(f,th):2/X\Q/Q(...)+/Q/Q(...):]+]].
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Por una parte

= / /hl :Bé) 1+2;f( ))da:dy
yeEX\Q z€Q

_ ;m hg(a;)f@)dx—% h (2) de| dy
x\e L0(Q,y) Q 5 (Q,y) Q

— 9 ht dy = 2 {h - d
/X\Qm o (W £ dy =2 ,f>/\Q5Q, —
= an,sm<thaf>'

Por otra parte, para el cdlculo de

- [ / (1l w)) @)= Fw), .

y)l-‘rQS

descomponemos a () como union disjunta de cubos diddicos hijos, ) = ,ZL_JlCi, tal como
hicimos en ii), denotando por th (C;) al valor constante de h’Q sobre C; . Recuérdese que,
H{ (z,y) = hiy () — hg (y) es nulo para cada (z,y) € C; x C; con (i, j) tales que hl, (C;) =
hey (C;), y que para cada par (z,y) € C; x Cj, con i # j se tiene que 0 (x,y) = |Q|. Luego,

si introducimos los conjuntos de indices

2
E, = {(z’,j) € A x A / para todo (z,y) € C; x C} :Hég(x,y) = _W}

E, = {(z’,j) € A x A / paratodo (z,y) € C; x Cj :Hé(x,y):ﬁ}

tenemos que

we oy [ / (1l (x) — bl <y>>) D =F0),

(4,7)EAXA 5($,y

i / I, o @P”@PHS e ‘Qp/z@lms)dwd

(4,9)€ (3,7)EE2

Obsérvese que £ puede escribirse de la forma F; = A x B, donde A, B son conjuntos
disjuntos de indices y tales que A = A U B. En efecto, esto se debe a que (i,j) € FE;siy

solo si

sgn (th (C) =—-1 y sgn (th (C)) =1
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Por su parte, £, = B x A. Por otra parte, ya que existen 2"~! cubos C; tales que
sgn (hty (C;)) = 1 es claro que #A = #B = 2"~'. Por lo tanto

:@F’% 3 // ) dedy — Y // (y)) dady

(i,j)EAXB (i,j) e Bx A

2
= | . (CGILLe) =G {fxe)) = Y (1GI{f. 1) =G {f.1c)
’Q| (i,j)€EAXB (i,j)€EBxA
22—TL ‘Q’ n—1 n—1 n—1 n—1
:m(Q S {f1e)y =27 (file) =27 (fi1e,) +2 Z(f,h,i))
|Q’ jEB €A jeEA i€B

2
= W (Z (f.1c,) —Z<f’ 10))

jEB €A

= oF o 23|Q!1/2 <Z‘99” (g (C1)) (F:1ey) + > _sgn (g (C)) {F, IC>>

jEB €A
= § ) 1 i = T2 7h 2
@F<j1 g ral) =g (el

En conclusién

1 2 1
By he)=1+11 =y s——- 7hl 2T T 7hl 2 = Mns) ~2s ’hl 2
dy (f Q) Qn, |Q‘28 <f Q>L ‘Q|2 <f Q>L 5 ) ‘Q|2 <f Q>L

vi) Basta aplicar los incisos i), ii) y la linealidad de Bj, (). O

4. Analisis espectral de la forma bilineal fraccionaria diadica

En esta seccidn analizaremos con cierto detalle como se comporta el espectro del lapla-
ciano fraccionario diddico. En primer lugar veamos cémo caracterizar el conjunto de auto-

valores y autofunciones de B;, cuando el dominio €2 es simplemente un cubo diddico.

PROPOSICION 9.7. Sea Q € D" y 0 < s < 1. Entonces, el conjunto de autovalores del

problema
By, (u,v) = Au,v) 20y, paratodav € Hg (Q),
u e Hi (Q),

1 2nk 2s
= n,s ns \ 1N Lk )
A={o @F}U{ﬁ’Q@> EN%

estd dado por

donde
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cuyo conjunto de autofunciones respectivas asociadas estd dado por
B:={h}} U{hy:1€T,Ce Dy},

donde hf, (x) := \62|+/21Q () y Dg = {C € D/ C C Q}. Ademds el autoespacio asociado al

1
1Q[**

posee dimensién 2" (2" — 1).

. ./ . . nk S
autovalor o, posee dimension 1, y el autoespacio asociado al autovalor f3,, (2 )

el

DEMOSTRACION. De acuerdo a las formulas (9.7) y (9.8) de la Proposicién 9.6 se ob-
serva que A forma parte del espectro de Bj . Veamos que no existen mds autovalores
que los dados por el conjunto 4. De acuerdo al Teorema 8.14 existe una base ortonormal

(ex)ende (H (Q), Bj, (-, 1)) y una sucesion (\x), .y tales que

(9.9) Béy (ex,v) = Ak (ex, U>L2(Q)

para toda v € H{(Q). Recordemos, por el Corolario 9.2, que B C H{ (Q) es base de
L?(Q) ,por lo cual para la autofuncién e; debe existir & € B, tal que (e, h) 12 # 0. En
vista de (9.9) y de las formulas (9.7) y (9.8) tenemos que

ﬂyn,s
|C|28

donde, o bien v,, , = a4, 0 bien vy, , = 3, ,, y C designa el soporte de la funcién h. Luego,

At (e, h) o) = By (e1,h) = (e1, h) 2 q)

como (e1, h) () # 0, se sigue necesariamente que

_ Tngs
|C|28'

Como \; es autovalor minimo, y hemos visto que .4 forma parte del espectro necesaria-

A

mente se tiene que
an,s

TP

Aplicando el mismo razonamiento a los restantes miembros de la sucesion (ey), . €l teo-

A1

rema queda demostrado. O

Un primer corolario de la proposicidn anterior atafie a lo que, en contexto clésico, se
denomina ley de Weyl, la cual determina el comportamiento asintético de los autovalores
del laplaciano. Como detallaremos en breve, a partir del caso analizado por la Proposicion
9.7 se observa que la ley de Weyl se verifica sobre un cubo diddico de un modo discreto
(logaritmico), pero que, aun con todo, podemos utilizar esta descripcion del espectro, que
registra la distribucion de los autovalores para estimar el comportamiento de la funcion
de conteo de autovalores para dominios generales. Dicha funcién de conteo la definimos
como

N(@t)=#{neN/ X\, (Q) <t}.
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Esta clase de estimaciones, si bien estdn dadas para dominios {2 regulares generales, de-
pendera de dos parametros bien definidos: por una parte del tamafio del cubo diddico
minimal que contiene a ) y, por otra, dependerd del tamafio maximal de cubo diddico
contenido en (). Recordemos que la hipétesis de regularidad del dominio ) indica que,

para todo z € Q2 y todo r € (0, Ry| se tiene que
(9.10) 12N Bs (x,7)] > 7 |Bs (x,7)|

para alguna constante v € (0, 1], llamada constante de regularidad de dominio, independi-
ente de = y r. Sin pérdida de generalidad, de acuerdo a lo observado en la Definicion 5.5,
podemos suponer que R, = 2. Obsérvese que B; (z,7) = {y € X : |Q,,| < r}, donde Q,,
denota el cubo diddico minimal que contiene a z, y. Luego, para todo r € (1,2], Bs (z,r)
coincide con el tnico diddico Q € (DT) tal que Q > x. Si consideramos radios cada vez

mas pequefios, veremos que verificar la condicién (9.10) equivale a que
para todo ) € .OLjO (]D)*)j tal que QN Q # 0y (X \ Q) NQ # 0 severifica QN Q| > v|Q|
]:

Cabe destacar que gracias a la comparabilidad (9.2) y a la mayorizacién |-|" < 4 (-, ),
de acuerdo al inciso 4) del Lema 5.6 se deduce que todo dominio regular respecto de la
métrica diddica debe ser regular respecto de la métrica euclidea.

Denotaremos en lo que sigue por @* al cubo diddico minimal tal que 2 C @Q*. La
regularidad del dominio 2 nos permite dar una estimacion a priori del tamafio de Q*. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que Q* = B;s(x,r) para algin z € Q) y algtn

r € (0,2]. Luego

(9.11) 7 <

A su vez denotaremos por (), a cualquier cubo de medida maximal tal que @, C .
Si bien no siempre es unico un cubo diddico que satisface dicha condicién, claramente si
se verifica que existe una medida minima, esto es un unico j, € Z, tal que, para algin
Qe D, |Q = (2770)"yQ C Q. Gracias a estas observaciones podemos introducir una

constante de excentricidad de dominio, la cual denotaremos como ¢, y definimos como
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La siguiente imagen ilustra estos conceptos.

P

w
=

Eu

Q*

En lo siguiente, entonces, utilizaremos estas dos constantes, la constante de excentri-
cidad € y la constante de regularidad -, para analizar el comportamiento asintético de los

autovalores de un dominio regular 2.

PROPOSICION 9.8. Sea 2 C X un dominio acotado regular. Sea (A, (£2)), oy la sucesidn

de autovalores del problema
By, (u,v) = Au,v) 12q); Vv € Hy (Q),
ue Hi(Q).
Denotemos por Ng, (t) a la funcion de conteo dada por
No@t):=#{neN/\, (Q) <t}.

Entonces, existen constantes ¢, y co > 0, que dependen de € y v, tales que

Nq (t)
c1 < s =@

para todo t > ).

DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que Q = @, con Q € D'. Obsérvese que
la sucesion de autovalores (\;),.y dada por la Proposicién 9.7, puede enumerarse de la

siguiente forma:

a 2kn
(9.12) N = LSS; A =0,. (_
e Y\l

Dado ¢t > A, sea k € N el tnico natural tal que

2s
> cg=2 1 2 ke N,

(9.13) (sl <t <(, 0",
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donde denotamos

= Bn;s ;0 =22
Q)

Crys

Un célculo sencillo permite ver que

k41
s

k
Ng (t) = Ng (¢,.0") =1+ (2" —1) ng’ _ on(k+1) _ p5t
7=0

y comparando con (9.13) tenemos que

() <mw=r ()"

Q Ng (1 n Q@
(ﬁ’ )‘1/25 < t?/2(5> <2 #

Esto demuestra la proposicion para el caso €2 = (), un cubo diddico. Para el caso genérico,

esto es

observemos que, si €2 C € entonces, de acuerdo al Corolario 8.18,
Na/ (t) < No ().

Sean ., Q* cubos diddicos de medida maximal y minimal, respectivamente, tales que
Q. C Q C @Q*. Considerando la desigualdad anterior se obtiene

X No, (t Nq (t No~ (t *
ST T T e
(671,5) (ﬂn,s)

Teniendo en cuenta (9.11) tenemos que

* Q
S A P Lt B

(ﬁms)uzs = ’7(5”,5)1/25'
Y haciendo uso de la excentricidad tenemos que
Q1 Q1 . 1]
(6n78)1/2s ; (ﬁw)uzs = (ﬁn,s)l/%‘
Finalmente
Cusel0] < S8 < €10,
donde C,, .. = W Y Chsry = W 0

La descripciéon del espectro del problema (P A.) dado por la Proposicion 9.7 también
nos es de utilidad para realizar estimaciones puntuales del espectro en dominios regulares

arbitrarios.
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PROPOSICION 9.9. Sea @ C X un dominio acotado y regular , 0 < s < 1. Sean
Q@+, Q* € D cubos diddicos maximal y minimal, respectivamente, tales que ), C Q C Q*.

Sea (A (2)),.cy la sucesidn de Autovalores del problema

ay (€1, V) = A (Q) (er, 0) 120, Vo € Hi (Q);

er € HS (Q) ,
entonces
(07 Up s
= <A (D) < =5
[oak Q.1
Yy
22nsk ﬂnés S )‘j (Q) S 22nsk 67%5287
Q] | Q]

para cada 2" +1 < j < 20+Dn kN,

DEMOSTRACION. Esto surge inmediatamente del Corolario 8.18 y la Proposicién 9.7.
En efecto, por una parte
an,s
2
Q™

y, por otra parte, si 28" 4+ 1 < j < 2(k+1)n,

Op,s

Q.

=M (QF) <A () <\ (Qn)

B B
22nsk s _ s N <N (Q) < N\ ) = 22nsk n,8
|Q*|25 ](Q ) — ]( ) — J(Q ) |Q*|25

Esto termina la demostracion. O

OBSERVACION 9.10. En lo que respecta al dominio ), el resultado anterior puede mejo-
rarse teniendo conocimiento adicional acerca de la estructura de dicho dominio. Como vere-

mos mds adelante, si, por ejemplo, ) es unidn disjunta y finita de N cubos diddicos de una

Bus
Q17

a todo 1 < j < 2" lo cual mejora considerablemente los valores de acotacién.

misma medida, la cota \; () < 225k vdlida a priori para 1 < j < 2", puede extender
Por otra parte, es claro que el caso Q* = @, recupera las cotas dadas por la Proposicion
9.9.

En la siguiente proposicién demostramos una desigualdad de tipo Berezin-Li-Yau sobre
dominios acotados regulares arbitrarios, utilizando la caracterizacion de autovalores dada
por los cocientes de Rayleigh y haciendo uso de la informacién del dominio, esto es, de
las constantes v y e. Haremos uso de la Proposicién anterior, la cual nos da la informacion
del espectro sobre un cubo y el Corolario 8.18 que establece la monotonia del espectro

respecto a la inclusién de dominios.
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PROPOSICION 9.11. Sea 2 C X un dominio acotado y regular, con constante de regulari-

dad v € (0, 1] y excentricidad € > 0. Sea (A, (2)),cy la sucesion de autovalores del problema
By, (er,v) = A () (e, v) p2qy . Vv € H (),
ex € Hg (Q) .

Entonces existen constantes C7, Cs tales que las desigualdades

M

M2s+1 M2s+1
s < Aj (Q) < 02 PR
Ik Z : P

valen para todo M ,donde C depende de +,n, s, y C depende de n, sy e.

Ch

DEMOSTRACION. En primer lugar demostremos este tipo de desigualdad para 2 =

un cubo diddico. A partir de (9.12) podemos ver que, para cada j € N,

. 2s . 2s
FARN g
©19 o (i7) <V @<s(ig)

Haciendo uso de sumas parciales de Riemann puede verse que, para cada k € N,

k—1 k k
(9.15) ZfSS/ 125 dt = Z
j=1 0 j=1

Luego, combinando (9.14) y (9.15) obtenemos

2s+1

k2s+1 Z k2s+1
Cn,s 5 < Aj (Q) < Cn,s—s
QP ~ = lel
donde
Qs 228+16n,s
s T o1 T o541

Sea ahora  C (R")" un dominio regular y sean Q.,Q* € D cubos diddicos maximal y
minimal, respectivamente, tales que @, C Q2 C Q*. Teniendo en cuenta la Proposicion

(9.9), la regularidad y la excentricidad de €2, tenemos que

7‘2;0‘5;;78 — |g:7’23 = A ( ) S |Sni;s = 28‘571[;8 — 2 |?;72ss
*
y, del mismo modo,
0 2nsk 0 92nsk
Y Bn,sW < )\j (Q) <€ ﬁn,s |Q|25

para todo j € N tal que 2% + 1 < j < 2*(*+1)_Esto es

j 2s . 2s
2s ns | = S/\ 25 ns( )
Ve, (|Q|> (@)= 0ns \ 1y

para todo j € N. Finalmente, haciendo uso de la desigualdad (9.15) se deduce que

k2s+1 k25+1

25 — ZA |Q|2S
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para
7
T o541
2s+1
Cy := 628—2 ﬁn’s
) 2s + 1
Esto termina la demostracion. O

En las siguientes proposiciones describimos de modo preciso el espectro de la forma
bilineal B* sobre uniones finitas de cubos diddicos. Ya que en un principio no poseemos
una caraterizacion de los dominios regulares diddicos, analizaremos el caso que 2 sea
una unién finita de cubos diddicos. Obsérvese que esta clase de dominios siempre puede
escribirse de la forma 2 = ingi de modo tal que cada cubo esté elegido de modo maximal.
En efecto, basta considerar el nivel j, € Z tal que Q* € (D), y luego, comenzamos por
indexar los cubos Q € (D) tales que Q C €, si asf existieran. Si la unién de estos
cubos cubre (2, el proceso se da por terminado. Si asi no fuera, se indexan los cubos del

nivel (]D)*)jOJr2 tales que @@ C (), y asi sucesivamente, hasta lograr cubrir todo el dominio.

7 N ./ . . ./ . . .
PROPOSICION 9.12. Sea €2 = ,UlQi, union finita de cubos diddicos disjuntos de D", con
1=
Q1] > |Q2] > ... > |Qn|, elegidos de modo maximal. Sea 0 < s < % Entonces, el conjunto de

autovalores del problema

Bgy (U,U) :)‘<U7U>L2(Q)’ Vv € HS (Q)a
u € Hg (Q),

estd dado por

-Au ::O_(AN)U{QanSh;kENO}’

Q1]

donde o (Ay) denota el conjunto de autovalores de la matriz de Gram Ay dada por

S 0 0
Ay = [de (h ol j)]gi,jSN'

Por su parte el conjunto de autofunciones estd dado por
[0 .
Ap={eg }ey U{he 1 €T,C € Do},

donde Do :={Q €D/ Q C Q},

N
9.16) €d, = ) hd,
j=1

y{z,...,2n}, con z; = <x1 ,...,xN>, i = 1,...,N; denota un sistema de autovectores de la

matriz de Gram Ay.
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DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar que Ay es la matriz de Gram de un

sistema de N funciones linealmente independientes. Por lo tanto
(Anz,z) >0

para todo z € RV \ {0}. Como Ay es simétrica y positiva tenemos entonces que o (Ay) C

(0,400). Denotemos por {\; (Ay) el conjunto de autovalores indexado de forma

Ficjen
creciente y por {zi, ..., 2y} un conjunto ortonormal de autovectores de Ay del modo de-
scrito en la hipétesis del Teorema. Obsérvese que, de acuerdo al inciso iv) de la Proposicion
9.6 es claro que e, € H; (2) paracadai = 1, ..., N. Veamos entonces que las funciones g,

dadas por (9.16) son autofunciones asociadas a Bj,. Denotemos con S al espacio

S = gen <h22¢>1§7;§1v'

Observemos, en primer lugar, que si 1), ¢ € S son tales que

N N
_ 0 . ., _ 0
Y= inhQﬁ Y= Zyjh i’
P =1
entonces

(9.17) B;, (v, ¢) sz Bl (h, 1, ) w5 = (@, Any) = (y, Axa).

=1 j=1
N
Por otra parte, recordemos que de acuerdo al Corolario (9.2) el conjunto B := .EJIB“ donde
Bi = {h%z} U {hlc (e F,O € ]D)Qz}

forma una base ortonormal en (L? (), (-, ), ). Mds aun, teniendo en cuenta la Proposicién
9.7 B forma una base ortogonal de autofunciones en (H; (Q;), Bj, (-,-)). Sea v € Hg ()

arbitraria. Descompogamos H () = S & S+, v = vg + vg1, donde

N
0
vg = Zyj th .
j=1

Como ¢p). € S tendremos que

Biy (6.sv) = Biy (€. vs) = (i Any) = (A2 )
= N (An) (zi,y) = Ni (An) <e%i,v5>L2 =\ (An) <e%i,v>L2

esto es, e, es autofuncién de Bj, asociada al autovalor \; (Ay). En segundo lugar, de

acuerdo al inciso v) de la Proposicién (9.6) tenemos que cada funcién de Haar hl,, con

l € T'yC € Dgq, es autofuncion de B;, asociada al autovalor 2 —ms  Veamos finalmente

|C|
que la lista es exhaustiva. De acuerdo al Teorema (8.14), existe una base ortogonal (ey,) LeN

n (Hj (), B, (-, -)) formada por autofunciones de la forma bilineal Bj,. Veamos que la
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primera autofuncion pertenece al generado lineal S. Aplicando un razonamiento similar,
como B es base de (Hj (2), By, (-,-)), tenemos que para alguna funcién h € B, (e1, h) # 0.
Es claro que dicha funcién h no puede ser de la forma h = hl,, para alguna funcién de

Haar, con [ € I'y C € Dyg. Si asi fuera tendriamos que

B,
|C|2S

debido a que e; es autofuncién y, por otra parte, a la formula (9.8). Luego la igualdad

(9.18) A1 <€1, hlc>Lz = By, (617 hlc) = <€17 th'>L2 g

(9.18) implica que

_ P

= Tl

pero esto contradice la cota de la Proposicion (9.9) ya que, si @, = @), denota uno de los

A

cubos de €2 de mayor medida, tenemos que

nS e o D o Py
QP I el

Esta contradiccién muestra que para todo C € Dq y para todo | € I, (eq, hl.) = 0, esto es,

1-

e; € S. Seaw = (wy,ws, ..., wy) el vector de RY cuyas coordenadas son los coeficientes del

desarrollo de ¢; en la base{h%i}1 oy EStO es

N
€1 = ijhggj
j=1
Obsérvese que la ortonormalidad de (e;), . en L* () implica que (w, w) = (e1, e1);2 = 1.
Como vimos
(9.19) By, (e1,e1) = (w, Ayw)

Veamos que este vector w coincide con un autovector de la matriz Ay. De acuerdo a la

caraterizacién de \; del Teorema (8.14) sabemos que

B3 (u,u
A = Bj, (e1,e1) = min M
v weHs (@) (u,u) o

uF#£0

Dado y = (y1,...,yn) € RV \ {0}, definamos

N
Y= ZyjhOQj
j=1

Como ¢ € S C Hj (€2) tendremos que

/\1 < Bgy (@Dﬂ/}) _ <y>ANy>

W% 1/]>L2 <y>y>

Pero de acuerdo a (9.19)
(w, Ayw)

(w, w)

(y, Any)
(y, )

M= By, (er,e1) = (w, Ayw) = <
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Como y es arbitrario, tenemos que
(w, Ayw) . (Y, Any)

= mm ——-
(w, w) yeRM{0} (Y, Y)

Y de acuerdo al Teorema 8.10 se sigue que w es autovector de Ay asociado al autovalor

minimo, esto es w = z; , donde
Anz =M (AN) 2= A2

Esto demuestra que el primer autovalor del espectro de la forma bilineal siempre co-
incide con el autovalor mds pequefio de la matriz de Gram Ay. Apliquemos de modo
inductivo este razonamiento. Para cada una de las autofunciones e, & > 2, pueden ocurrir
las siguientes alternativas: o bien (e, k() # 0 para algin C' € Dg y algin [ € T, o bien
<ek, th> =0 paratodo C' € Dgytodo! € I'. Si se da la primera alternativa para la segunda

autofuncién e, entonces

O

|C‘28

y podemos considerar hl, como segunda autofuncién. Supongamos que esto se da para

A2 =

es, €3, ..., €1y que para la autofuncidn e, se da el segundo caso, esto es ¢, € S. Entonces

N

0

er = E xthj
=1

con (x,x) = (ex,ex) ;2 = 1. Mds aun, como (eq, e;),;. = 0 tenemos que (x, z;) = 0. Por otra
parte

B3 (u,u
)\k = B; (ek, ek) = min M
Y u€EMjy 1 <’LL7 U>L2
u£0 ()
donde M, = {u € Hj () / B, (u,e;) =0, j =1,...k —1}. Es claro que e; € M;_;.

Mas aun, si definimos
N
._ Z 0
j=1

con y € RV \ {0}, tal que (z;,y) = 0 entonces, como las funciones ey, e3, ..., ;1 son de la

forma A2, i3, ... hti' , conl; € Ty C; € Dy, se tiene que o € M,_; ya que

k-1’
Bfly (907 61) = <y> Z1> =0
y By, (p,¢;) =0 para j =2,...,k — 1, por ser dichas e; funciones de Haar. Por lo tanto

By, (¢, »)

A = By, (er, ex) <
ay (€% €x) (6, )

Liay
Esta desigualdad implica que
x, ANT) < (y, Any)

N
M S )

Y
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por lo cual el vector # minimiza los cocientes de Rayleigh % sobre todos los y €

RY \ {0} con (z1,y) = 0. En vista del Teorema 8.10 z es autovector de Ay asociado a

Ao (Ap), esto es

)\k == /\2 (AN) .

Del modo inductivo en el cual se eligen las autofunciones se tiene que deben existir N

autofunciones ey, ..., ex,, € S, mutuamente ortogonales, de la forma
N
_ (4) 1,0
Chi = E :mj he,
Jj=1

donde z; = (:pgi), o xﬁ?) es autovector de Ay asociado al autovalor \; (Ay). Esto termina

la demostracion del Teorema O

2s
OBSERVACION 9.13. La multiplicidad de los autovalores de la forma §3,, , (fQLf') depende
de la cantidad de cubos C' € Dgq, con medida |C| = 27"*|Q,|. Si existen M cubos de tal medida

se tendrdn (2" — 1) M autofunciones linealmente independientes asociadas a dicho autovalor.

OBSERVACION 9.14. Sean {Q1,...,Qn},{C1,...,Cn}; 1 < N < 2", hijos inmediatos de
un cubo Q' € D entonces los dominios ) = Zng,- y Y = iglCi son isoespectrales. Esto es,
el espectro del laplaciano fraccionario diddico no distingue entre dos dominios distintos que
estén formados por una misma cantidad de hijos inmediatos de un cubo dado. La siguiente

imagen ilustra un ejemplo de esta clase de dominios isospectrales.

Q' Q'

Co

%! Q1 Q2

Cabe destacar a su vez que en la descripcién del conjunto 4, de Autovalores, los sub-

/Bn,s
|c|*

como indicaremos en los siguientes ejemplos.

conjuntos o (Ay) y { :C e HDQ} no necesariamente se dan de un modo ordenado,

EJEMPLO 9.15. Analicemos el caso 2 = ()1 U @, unién disjunta, donde |Q1| > |Q2l.

Obsérvese que

Oén.; _ |Q1‘1/2|Q?£2/2
— Q1" 3(Q1,Q2)
A2 11 [M21Qa |1 o,

8(Q1,Q2) 2 Q2%
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donde recordemos que § (Q1,Q2) = Inf {0 (z,y) / z € Q1,y € Q2}; por lo cual se tiene que

los autovalores A\ (As) , A2 (A2) de dicha matriz son

1 (070 (070 1 (079 Qs 2 |Q1| |Q2‘
(920) _< ’s+ ’s):F_\/( 7s_ 7s) +8—s
2\|Q)* Q) 2V \|* Qo) 0 (Q1, Q)"

Se observa que para el caso |Q1| = |Q2|, se tiene

= an’s :F ‘Q.]‘
|Qj|28 5(@1,@2)1+2s

para j=1,2;ycomo |Qs] < 0 (Q1,Q2)

Aj (Az)

< Bn,s _ 5n,s
Q21 |u]*

esto es, el autovalor )\, (As) coincide en este caso con A, el segundo autovalor de la forma

)\2 (AQ)

bilineal By,. En resumen, el espectro de Bj, sobre Q) = Q1 U Qa2 y [Q1| = |Q2| estd dado por

_ O[n,s |Q1| Ay = Oén,s + |Q2| . )\‘:22kns Bn,s
Q117 6(Q1, Q)" Q2 6(Q1,Q0) 7 7 Q1

con multiplicidad 2! (2" — 1) para cada k € Ny y 2" +1 < j < 2(k+1n,

At

Cabe observar que si elegimos 7 € N tal que 7s > 1y consideramos en el ejemplo prece-
dente con la relacion de medida |Q1| = 2"™ |Q2|, se puede ver que

1 2" —1
92nsT < on(2s+1) _ ]

por lo cual, de acuerdo a la Proposicion 9.9 y a la descripcion de los autovalores (9.20) de A,

n,s n,s 2n(25+1) -1 n,s
)\2 S 6 ,25 = . 725 n __ < . 725 22”87— < )\2 (A2>
Q1] Q1] =1 Q1]

Aqui se nota que los autovalores de la matriz Ay no necesariamente son mds pequenos

que los autovalores de la forma {22”’“@6’1% ke No}.

Ejemplos méas complejos pueden analizarse haciendo uso del siguiente lema el cual nos

permitira calcular los autovalores de la matriz Ay.

LEMA 9.16. Sea A := (a;;) la matriz N x N dada por

1<ij<N

a Sl 1=]
b st 1#]

de modo tal que a # b. Entonces el conjunto de autovalores de A estd dado por

og(A):={a—ba+b(N—-1)}

con a + b (N — 1) autovalor simple si b # 0.
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Como siguiente ejemplo consideramos 2 como una cantidad finita de N cubos hijos de

uno dado.

N
EJEMPLO 9.17. Sea Q* € I y considérese () = -lei’ donde 1 < N < 2", |Q;| =27"|Q*|
y Q2 C Q7 esto es, cada ; es hijo inmediato de QQ*. Obsérvese que para cada par i # j la

distancia entre los cubos @);, (); es constante y estd dada por
(@i, Q;) =1Q].

Denotemos 6 := 27" |Q*|. La matriz de Gram Ay es de la forma (9.21) con valores

Qs o, 1 1
C= g2 VT T % gn(ives) p2s-

De acuerdo al lema anterior tendremos entonces que el espectro de By, estd ado por

2sn __
AS}N) — {671,5 1 <1 i N(2 _]-1)> 7671,3 1 }U {6n5223nk ke NO}

925 92sn 2(2s+1)n 925 92sn 925

Cabe realizar una observacion de interés. Los casos N = 1y N = 2" recuperan lo desar-

rollado en la Proposicion (9.7). En efecto

15} 2" —1 Bos
1 7,8 2snk
Aq(J ) = { g2 \ 2@s+ln _ 1 U 928 —5 2 th € No

- {iefornen).

Y, por otra parte, para el caso N = 2", tendremos que §2 = Q*, por lo cual

") = Frs 1 2" -1 Bns 1 Bs 2snk .
Av - { 928 225n <2(25+1)n _ 1 9 928 225n U 925 2 ]{j c NO
n,s 1 5" S 92snk
{ 625 223n’ 825 225n} U { 025 2 k€ NO}
- {er sl en)

Ckns } {lg ’2822snk kGNo}

Espacios de Sobolev en contexto diddico

En esta seccién mostraremos cémo utilizar el espectro del laplaciano fraccionario diddi-
co estudiado para caracterizar los espacios de Sobolev. Recordemos que, en este contexto
el espacio de Sobolev H* (X), para X = (R")" y s > 0, el cual definimos en el Capitulo 4,

estd dado por

H' (X) = {f € L2(X) / [f] o) < 00
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donde

1/2

fly : //’f 2S+1 ddy ,

y estd dotado de la norma

1] Hs(X) "= ||fHL2(X) + [f]Hs(X) :
Recordemos que en este caso la forma de energia que define la forma bilineal Bj,
coincide con la seminorma [f]3. () ESto es,
& By, ( W) oy = 117
dy (f) dy f f 1+25 ray = [f]HS(X)

En primer lugar, veamos una consecuencia tr1v1al del Teorema 8.14 aplicado a este

contexto.

LEMA 9.18. Sea Q € D"y f € H§ (Q), entonces

(f Q)| + X

1128
’Q| ° CE]D)Q,ZEF

A s

Eay () =

|C’|28}<f7 C>L2| )

DEMOSTRACION. De acuerdo al Teorema 8.14 del Capitulo 8 tenemos que | f|; =

&y, (f) define una norma completa sobre espacio

Hy (Q) =={f € L*(X):&,(f) <ooy f=0enX\Q},

la cual es equivalente a la norma

HfHHs(X) = Hf”L?(X) + 5§y (f)-

Mas atin, el sistema de funciones By, := {h},}JU{h : 1 €T, C € D,C C Q}, donde A, () =
WlQ (z) y hl, representa una de las 2" — 1 funciones de Haar con soporte C, es base

ortogonal de H{ (Q). Por lo tanto, debido a la identidad de Parseval, dada cualquier
p € Hj (Q)

1
9.22) &, (¢ / / ms) dady = Blp.¢) = 3 o (B o)
&

heBqg

H hlug se debe a la normalizacién de h respecto de la norma |-||.
£

Teniendo en cuenta la propiedad v) de la Proposicion 9.6 se sigue que

donde aqui, el factor

(9.23) Ihlls = €5, (h) = A,

donde )\, es el autovalor asociado a h € By respecto de B , que, como vimos, deben ser

dy>
de la forma

s 1 on 2s 22n 2s an 2s
|Q‘28 ) ﬁn,s|Q|257 ﬁn,s (’Q|) ) 571,5 <|Q|> PR ﬁn,s (|Q|> PAREES)
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esto es, | Q”‘Qi es el autovalor asociado a hO y fé”";s el autovalor asociado a hlc paracadal eI’

y cada diddico C' C Q. Por otra parte

(924) Bzy (907 h) = /\h <907 h>L2 )

por lo que, reemplazando (9.23) y (9.24) en (9.22) obtenemos

(925) gdy Z )\h ()07 L2|
hGBQ
o bien
s Qn,s 0 2 ﬁ 2
gdy ((20) = T2 <907 hQ>L2 Z C |< 2 C>L2 )
Q] Ccebqg e |
como queriamos demostrar. O

El siguiente teorema establece una caracterizacién de H® via el espectro asociado a
S
Bj,

TEOREMA 9.19. Sea 0 < s < % Entonces, son vdlidas las siguientes afirmaciones:

i) para cada f € H*® (X) se tiene que
s fihig)l”
gdy (f) :5n,s Z w7
qevrer 1@
ii)siD={(z,y) e X xX /0(x,y) <2} ={(z,y) € X x X /I(x,y) <1}. Para cada
f € H? (X) se tiene que

) 2
// st dedy =, ) . |0|23>} thos D | [ @) de] —ans | Flae
ceb+ el Ce(D+)° ¢

|C1<1
donde

om — ] (2m — 1)

n,s +— bns P U E—
n, gn—1 (92ns _ 1) Y On, 92541 _ 15"»5

iit) en particular, si Dy := {C € DT / |C| <1}y f € gen(hi : C € Dy,l € T') entonces

15 %) asty = 5 W (55 - one)

ey lel

DEMOSTRACION. i) Consideremos la familia de intervalos diddicos Qy = [0,2Y)", N €

Ny, ydada f € H* (X), definamos las truncaciones fx := 1¢, f. Obsérvese que

Ly (Iv) = //XXX o (x,y) 1+2(S o ddy

- M . oy F@=F W)
N /QN /X\QN (z y)1+28d dy+//)(xX Lavxay (:9) (5(5E,y)1+2s ddy
= AN +BN.
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Por una parte, de acuerdo al Lema 9.4 tenemos que

1

L _ 1 2 1 9
AN =92 f(y)Q/ —Sdg;dy — - “f” S Cs—s HfH 7
QN X\Qy 0 (];7 y)1+2 225 _ 1 |QN|2 L2(Qn) ‘Qle L2(X)

por lo cual Ay — 0 para N — oo. Por otra parte, el teorema de convergencia mondtona

nos permite deducir que

//XXX 9 1J£2S)) dxdy = l@m (Any + By) = lzm 8dy (fn)-

Luego, haciendo uso de (9.25) en el Lema 9.18 tendremos que

//XXx 1+<zs)) dady = lim > Nyl

hEBQN

Para finalizar veamos que

llm Z A | {fny b L2| —Z/\h th2|

“heBoy heH

Obsérvese que

Z )‘h|<fN,h>L2|2 = Oé;’S <fN’h N>L2 Z Z|C’\2S |<fN’ C>L2’2

2s
heBg |Q ’ CeDb+ lel
cCcOn

= aN+bN.

Veamos que ]\l]zm ay = 0. En efecto, aplicando la desigualdad de Schwarz,

|Q |25 11z

por lo cual ay \, 0 debido a que |Qy| ' +o0. Por dltimo, teniendo en cuenta que

by = Z Z|O|2S <fN’ Z Z|O|28 ’ LZ’

Cebt el Cebt el
CQQN CQQN

se sigue de inmediato que la sucesién (by),.y €s creciente. Teniendo en cuenta que ca-

da suma finita >\, |[(f, h),.|* estd acotada por by para N suficientemente grande, con-
hEF
cluimos que

lim by = ZZMQS (f,ho) el

CeDbt lel
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ii) Dada f € H*(X) y @ € DT, obsérvese que

: _ P 1 . (F @) —F W),
Eyy (Lof) = 2/ |f ()] 00 (2, y)1+25dyd +//QXQ (@ y)1+23 dzdy
2"

(v)”
- 2“122715_ |Q|25/|f |d+//Q><Q 5:Ey1+2s dzdy

x p—
= an,s—zs/|f(x)|2dx+//Q 0 3 mylﬁy)) dxdy

Por otra parte, haciendo uso del resultado en i) y el hecho que <1Q f,hl > =0siNC =

() tenemos que

&y (Laf) = ZZﬁnsKl‘Té'Z’ =S N+ Y =141

Ccebt lel Cebt lel Cebt lel
CCQnN C2QN
Dado que C' 2 (), en /] tenemos que
1o/, / e
< Qf ’C|1/2
por lo cual
2 1
1= @ -0, F@d| Y
Q Ce]]])+ |C|
c2Q
2 o0 1
— -5, [ T : -
" e jzl|62!2 (22t
(2" —1) 2 2
= 92s+1 _ | n,s|Q|25+1 /Qf(x) dr| = bn,smT_H /Cv?f(x) dx
En conclusién
1 2 (f (@) — f ()
&,10f) = tnm [ @+ [ D) gy
w Q1 Jo oxq O (z,y)'?

1of, B 1
S MMWMTH

2s
ceprger  |C
ccQ

_ (F @) —FW),
III_//QXQ 5 (09T dxdy

consideramos la familia de cubos diddicos (") y aplicamos estas identidades para cada

/Qf(x)da:2

Sea

Q € (D*)°, y tenemos en cuenta que (1 f, ht) = {f, hL.), si C' C Q, tendremos que

hl
(9.26) Ir=8,, > [{:he) [ o)l + by ||QIm /\f )|? da

T ~28
cerrier  1C]
CcCcQ
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Finalmente, sumando sobre todo los cubos de (D*)° se obtiene la identidad deseada.
iii) Para probar la ultima parte, utilizamos la basicidad de las funciones de Haar en
L*(X).Si f € gen(hl,:C € Dy,l €T) es de la forma

= > (fhe) b,

(CleF

donde F C D; x I' es un subconjunto finito, tendremos que

(9.27) e = D [ER) = >0 [(Fhe)]

(ChHeF Cebt,lel
ICI<1

Por dltimo basta observar que para todo [ € I''y todo C' € Iy, la funcién de Haar hl, posee

media nula sobre todo cubo Q € (D*)°. Esto es

(9.28)

QE(D+)
Reemplazando (9.27) y (9.28) en (9.26) se obtiene la identidad buscada. O
Como corolarios inmediatos a este Teorema surgen la densidad de las funciones de

Haar en norma H*® (X) y la descomposicién espectral puntual del laplaciano fraccionario

diadico

COROLARIO 9.20. El generado lineal S (H) es denso en (HS (X), ] HS(X)>. En particular,

para toda f € H® (X) tenemos que

D f(x) =B, Y. (f, hly) By (2

T A28
Ce]D)lEF|Q‘
DEMOSTRACION. Sea F una familia creciente de subconjuntos finitos Fiy € Dt x I"
tales que Y Fy = DF x T. Asuvez, dada f € H*(X),sea fy := >, (f hly)hg(z
S

(C)eFN

Debido a la basicidad de H = {hl,: C € D*,l €'} en L? (X) es claro que || f — fx| — 0

para N — oo. Por otra parte

— 1\|?
L = Inlgeey = Eay (f = ) = B Z [{f fNQ’ShQ>| — B, Z ’<f hy >‘
(Q,1)eD*+xT ‘Q| (Q)&Fy |Q|

por lo cual se tiene que [f — fn] .y, esla cola de una serie convergente, esto es [f — fn]y.(x) —

0 cuando N — oo. O
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6. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Seccidn1. La Proposicion 9.1, el hecho de que el sistema de Haar es una base ortonormal de L2, puede
verse, por ejemplo, en [Woj97] (Proposiciéon 5.2).

Seccidn 4. Cabe mencionar aqui una técnica de acotacién de autovalores del espectro débil del lapla-
ciano fraccionario en contexto euclideo debida a Mateusz Kwasnicki, la cual se describe en [Kwa1l2]. Con-

sideramos el laplaciano euclideo, dado por
fla) -1,
Dsf( = C 8 / d+25 y?

con forma bilineal asociada

B (f.g) = % // ))(i(i) —9W) 4a,

J Yl

La idea central de la técnica de estimacién consiste en observar que, gracias a los principios de Fischer

y Courant, la sucesién de autovalores ()\k) xcn decrece cuando el nucleo % se reemplaza por uno

|z—yl
menor. Para este fin, consideremos una particién I' = {] k€ Zd} del espacio R? dada por los intervalos
d
I := [1[kse, (kj +1)¢), paraalgine > 0, y donde k := (ky, ..., kq). Introducimos la funcién
j=1

d
p(k) =D (ki +1)? kez

7j=1
y dado un dominio regular ) C R? definimos K, := {k €Z: I,NQ# @} y ) = ) L%( 1, conjuntos
e

ilustrados en las siguientes imagenes.

.......

U I = = S5 R 5 5 [ S S S S

\ _ 4 ¢ e e o o & s o e e o e o s o

L S o o e T 1 o /e
L\ b (| 1 | e R
....... .

I b | T T

. e e ¢ e o o | S
& < > | | [ | | | 2 NS

=% - —— L .

£ P I S — ISE:

Definamos por su parte, a la forma bilineal B como

s _ Cds f ) (g(z)—g(y))
B (f.9) = 9 €d+2s Z // ok — l)d+28 dxdy

kl€zd T 'y

Obsérvese que si consideramos dos puntos x € [ , y € I; entonces para cada coordenada se tiene que

’mi - yi‘ <e (Uﬁ — li‘ + 1), por lo cual

[z —yl <ep(k—1).
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Ahora bien, gracias a esta desigualdad podemos ver que

B (f, /) < B (f. f),

para cualquier funcién f € H*® (§2). Si denotamos por ()‘VL)neN a la sucesién de autovalores asociados a

s . .
B? y definimos como </\”:5>n cn @ la sucesion

BS
Ane = min méx#,
V=LA@ FV || f|72q)

dim V=n

tendremos que, para cadan € N, )\n“S < \,. Mds aun, veamos que, efectivamente, para ciertos n € N,
los valores )\nﬁ coinciden con los autovalores de una matriz. En primer lugar, manipulando la expresién de

la forma B? podemos escribir

B = B Y e [ [+ B @) = 21 () [y ()]

k,lEde (k - Z) T,
Cas 1 1 )12 d | )12 d d
= e Y [ ey + < S ey — 2% my (1) <y (1)
k,lEde (k - l)
Cas 1 1 [ 2 2 o my (L) my (1))
= Y Iy + 1 Wy | — s s U
9 g2 k%dp(k_l) +2 (1) (Ix) 2 k%d p(k—l) +2
1 2 d mf ]k my Il)
= sy N, ||fHL2(Q) Z ) s |
klezd N
donde N, := W. Por otra parte si denotamos f* := > my (I;) 1;,, tenemos que
weza®) kezd
2 2 |2 |2
11 Zewy = D Wz = 1 = S ey + 17 22y
kezd

y ya que para cada intervalo [y los promedios de f y f* coinciden, podemos reemplazar esta identidad en

la expresién de B? (f, f) para obtener

mf ]k: mf ]l>
—l d+2s

s 1
BILS) = cang | Nl =" D =

klezd

s %k 1 * (12
= B f )+cd,s§Np 1f = F 2@

Consideremos ahora los espacios proyeccion y complemento, ortogonales entre si, dados por
WO::{f6L2 )i ff=0}={f€eL*() /VkeZ :my(I;) =0}

Vor={feLl?>Q):f*=f}={feL*() /VkeZ": f|; es constante }

Para cada f € W, tendremos que

s 1
Be (f7 f) = Cd,sENp ||f||iz(9)
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lo cual puede reescribirse como

B (f.f) _ cas

2 - 2s P
If2@) €
esto es, el espacio Wy es un autoespacio asociado al autovalor a* = cEdT’:N - Por otra parte, para cada
g€V
1 9 my (1) my (1)
s _ £l g k) 9 !
B(g.9) = casmgs | Ny llallioe) —=* ) B
k,lezd
= ¢ 1 N § :(m ([))2_ § :mg(lk)mg([l)
- Cds g2s—d P g \‘k (k,’ _ l)d+23
kEK. kick. P
Denotemos para cada k € K. la funcién caracteristica normalizada g;, := Ed%l I, y observemos que

forman una base del espacio Vj. Ademds

s Cd,s 1 Cd,s 1 1
Bs (gkagk) = 25 (N/J — W) = E (Z (k)d—I—ZS B p(o)d+25>

kede

y para cada k # [

s Cd,s 1
Bi (gr,q1) = 5 25+d d+28// gk () — g1 (¥)) (g (x) — 91 (y)) dxdy
€ de
Iy In
Cd,s d
- €2s+d d-4-255 (_5nk5ml - 5nlamk)
m neZd

Cd,s 1 6ml 5mk
_ _@s_ = +

2 e ,gz:dp (m = k)" p(m— 1)
Cd,s 1

£2s 0 (k} o l>d+2s’

donde aqui 9,,,; denota la delta de Kronecker. En conclusién

Cd.s 1
B (gk, q1) = gd [5kzN —m]-

Numeramos de manera adecuada los indices de K. Sea o : {1,2,3,...,# (K.)} — K. alguna de

tales numeraciones. Formamos la matriz A = (apq)l <pa<#(K.)’ donde

o Cd,s

Upg "= 25

p(o(p) —a(q)

1
5pq N, P d+2s ]

*

Si consideramos n € N tal que n < # ( ) y )\n <, el n-ésimo autovalor de A, verfica Ane <
entonces \,, > \,, .. Para el resto de los n € N, se tiene que \,, > .
Cabe realizar algunas observaciones respecto de la ley de Weyl y las desigualdades de tipo Berezin-Li-

Yau. En 1912 Hermann Weyl demostré que para todo conjunto abierto acotado €2 C R?, con frontera suave
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a trozos y tal que \89[ = 0, la sucesién de autovalores del problema

—Au= M en €
(9.29)
u=0 endf)
satisface la férmula
)\k (Q) 4
.30 i = —.
(9.30) e ATe]

De modo equivalente, si se considera la funcién de conteo de autovalores N (t) := #{n € N / \, <t}

se puede expresar (9.30) del modo

N Q
i X0 _

t—o0 t 47r

En 1961 Pélya [P61] demuestra que para todo dominio ) cuyas traslaciones teselan R? se satisface

k
(9.31) A () > 4w@.

Ambas férmulas estdn basadas en las caracterizaciones variacionales de los autovalores y, sobre todo, en el
hecho de que las formas bilineales

b(u,v) = (u,0) 21y 5 a(u,v) = / (Vu, V),

Q
mantienen una relacién de ortogonalidad entre funciones soportadas por subdominios disjuntos de 2. Esto
permite demostrar que, para dominios de Jordan {2 C R"

t—oo tn/2 (27?)

Por su parte en [Bor20] puede encontrarse una demostracion simplificada del trabajo de Lars Garding
[Gr53] el cual extiende la ley de Weyl a dominios acotados de R” y a operadores uniformemente elipticos,
posiblemente no auto-adjuntos. Sus ideas descansan en la aplicaciéon de teoremas Tauberianos al compor-
tamiento asintético del nucleo de los operadores ( —h2A + 1)7m, conm € N, para h \, 0. Estas clases
de acotaciones puntuales permiten deducir cémo se comportan de modo asintdtico las sumas de los autoval-
ores y estan en estrecha relacion a los leyes de Weyl y a las estimaciones asintdticas de la funcién de conteo
Ngq. Efectivamente, y en ese sentido, en 1972 Felix Berezin [Ber72], e independientemente en 1983 Peter
Li y Shing-Tung Yau [LY83], extendieron la desigualdad de Pélya (9.31) demostrando que, para el espectro

()\j (Q))] eN asociado al problema (9.29) se tiene que

b e+t n o7 \ 2
32 A () >0 o= el

Posteriormente, Antonio Melas en [Mel03] mejora el valor de esta cota inferior. A esta clase de desigualdades
del tipo (9.32) se las denomina Desigualdades de Berezin-Li-Yau (nombre introducido en [Yol10]). En lo

que respecta a la extension de estas acotaciones adecuadas al laplaciano fraccionario euclideo, los primeros
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articulos datan de 1959. Los extensos trabajos de Teoria de Semigrupos asociados a operadores de Markov
de R.M. Blumenthal y R. K. Getoor ([Get57], [Get59], [BG59]) demuestran que
N(t) €

im - = 7
t—+oo 1d/2 (47)2 T (1 + %1)

g

donde N (t) es, como antes, la funcién de conteo asociada a la sucesion de autovalores ()\Svn>n€N del
problema

~AY?yu=\,,u enq
(9.33) (=4) o

u=0 en R\ Q,

para el laplaciano fraccionario en contexto euclideo,

(9.34) (=AY u(z) = Aln5)V.D. / Mdy; 0<s<1

o — gy

Mas contemporaneos, los trabajos de Selma Yildrim Yolcu y Tiirkay Yolcu ([Yol10] para s = %, [YYY12]

para {): abierto-conexo-acotado frontera suave) prueban que

k

E 0 kat! d (4m)® d\\ 24
Y ()2 Gl |52|S/d’ Cas d+ 2s ( ( * 2))

Jj=1

Con alguna que otra variante, las técnicas utilizadas en estos trabajos descansan en la siguiente idea: En

primer lugar, observan que toda funcién f € L*> (]Rd) funcién no negativa tal que

/‘m%f@MxSM

satisface la desigualdad

(9:35) 11y < Cas (MO 1F 2wy ) ™

para cierta constante Cy 5 que sélo depende de d y s. Luego, la estrategia clave es utilizar la transformada

de Fourier de (—A)®, esto es,

(—A)w) () = [|E* T ()] (2)

lo cual permite describir a los autovalores del siguiente modo
>‘S7j (Q> = <¢j7 (_A)S¢j>
25 v
RGN

= [ (G)

donde aqui (I/Jj)j es la sucesién de autofunciones del problema. Basta aplicar la acotaciéon (9.35) a la
funcion
‘2

HGEDDIG
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Por una parte, es claro que || f]| L (R9) = k, v, por otra parte, la acotacién uniforme de las funciones

ee () := e~'*¢ permite estimarl|| f|| Lo (Re) €D funcién de la medida del dominio, del siguiente modo

k 2 1 k )
—1z _
D n/Qéwﬂx)e tr] = G- (ee)
1 I

< W ”65HL2(Q) = W

Cabe observar que, si bien la técnica no hace uso de hipétesis adicionales acerca de la excentricidad y/o reg-
ularidad del dominio (basta sélo un dominio ) que permita determinar espectro para el problema (9.33)),
pierde versatilidad ante la imposibilidad de utilizar la transformada de Fourier en espacios méas generales,
y mas aun, de determinar una base ortonormal de autofunciones uniformemente acotadas, ya que como
hemos visto, el problema (9.33) asociado a B fly sobre cualquier dominio regular, posee como autofunciones
a las funciones de Haar, las cuales no satisfacen esta propiedad.

Seccidn 5. Cabe destarcarse que en contexto euclideo, es sabido que el espacio de Sobolev frac-
cionario H® (R™) también puede caracterizarse utilizando el laplaciano fraccionario y su equivalencia como

operador de multiplicaciéon gracias a la transformada de Fourier. En efecto, en [DNPV12], por ejemplo,

]

En [ABG13] y [ABG21] se obtiene la relacion fundamental entre el sistema de Haar y el operador de

se demuestra que la seminorma [f] .y satisface la identidad [f] . (gn) = Clns)

J-ar

L2 Rn

. donde (—A)s/ ®esel laplaciano fraccionario dado por 9.34.

diferenciacién fraccionaria diddica definido en el espacio 1-Ahlfors regular (R+, 0, m), donde ¢ designa
la métrica diddica relativa a los cubos diddicos I vistos en la seccién anterior, y m designa la medida de
Lebesgue 1-dimensional. En [ABG13] se trabaja con una forma bilineal reducida a fin de demostrar un
teorema de descomposicion espectral (Teorema 4 de [ABG13]). En este trabajo de tesis no sélo extendimos
al cuadrante (R“‘)n sino que también mejoramos las férmulas de representaciéon de dichos trabajos. Cabe
destacarse también que en [AABG16] esos resultados se extienden a sistemas diddicos en cuadrantes sobre

espacios de tipo homogéneo.






Parte 4

Derivacion parcial, gradiente, integrales
singulares y espacios de Sobolev en contexto

diadico






CAPIiTULO 10

Operador gradiente en contexto diadico

En este capitulo exponemos un modo de definir un gradiente fraccionario en el espacio
de tipo homogéneo diddico (R*, 4, |-|). El orden expositivo estd dado del siguiente modo:
en la primera seccién esbozamos una motivacién para entender como surgen esta clase
de operadores de derivacion, luego, en la segunda seccion definimos qué entendemos por
homogeneidad de ntcleos en el contexto diddico y qué clase de nucleos utilizaremos para
definir los operadores integrales singulares. En la tercera secciéon definimos el operador
gradiente fraccionario asi como su relacién con el laplaciano fraccionario y en la cuarta
y ultima seccion daremos una caracterizacion de los espacios de Sobolev fraccionarios asi
como un resultado de regularidad de soluciones que involucran el laplaciano fraccionario

diadico.

1. Motivacion

Dado un polinomio en R" de grado k, P (§) = > b,{* , podemos definir un operador

|| <k
diferencial mediante la asignacién 5;” — <£j>aj entre la j-ésima variable y la j-ésima
derivada parcial. Esto es,
(P(0) f) () == 3 bad"f ().
lof <k
Si consideramos f suficientemente suave, podemos hallar la transformada de Fourier de
este operador, lo que nos permite ver que

(P(9) f) (&) = P(2mi€) f (€).

Si el polinomio P es homogéneo de grado £, esto es,

P(&) =) bt

laf=k

entonces P (\¢) = AP (¢), y tenemos que

(10.1) PO E) = (2ﬂi)k%é>|£lkf(£)
ikp(g) ornél*F £ (€).
e e
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A fin de descomponer esta tltima expresion introducimos dos operadores. Definimos, for-

malmente, el operador de multiplicacién 7, como

—_— ~

(T f) (€) = m (&) [ (€),

y por otra parte, denotamos por A al laplaciano fraccionario de orden , el cual satisface

(Af)(©) =2r[¢|F(&) y Nf = =AF.

Considerando T,, para m (§) = i* %, podemos reescribir (10.1) utilizando 7,,, y A como

FE ) = ]‘3 gﬁ) 2ne F (&) = (T o BHF) (€).

esto es, el operador diferencial P (0), para polinomios homogéneos, puede verse como la
composiciéon
P(0) =Ty, 0 A,
de un operador de multiplicacién y de k veces el laplaciano fraccionario.
Por otra parte, es sabido de los trabajos de Calderdn, [CZ56a], [Cal67]; que bajo ciertas
condiciones la clase de operadores de multiplicaciéon forma un algebra. Especificamente,

se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 10.1. Si m € C* (R™\ {0}), es una funcién homogénea de grado 0, en-

tonces existe € C™ (S™ 1), con media nula sobre la esfera unitaria, esto es [ Qdo =0,y

existe b € R tal que o

(10.2) m” = bdy + Wa,

donde Wq, es la distribucion en S’ (R™) dada por

(10.3) (Wa,p) = ZE% %@ (x)dx = v.p./%gp () dx
jo|>e R

Cabe observar que 2 est4 dada por Q := (m — ¢)” |g»-1, donde ¢ es la media de m en
SnL
Como corolario de la proposicién anterior se siguen varias propiedades de interés. En
primer lugar, los operadores 7, , dados por una funcién m € C* (R™ \ {0}), 0-homogénea,
son de la forma
Tonf=0f +Waxf.
En segundo lugar, teniendo en cuenta que 7,,, © T,,, = T1,m,, la familia de operadores de

multiplicacién dada por

A:={T,, : meC*(R"\{0}) homogénea de grado 0},
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forma un algebra. Ademads un elemento 7,,, € A es inversible, con inversa 77 ,,, si 'y solo si
m|gn—1 # 0. Finalmente, si consideramos un polinomio P, homogéneo de grado k, tal que

para todo ¢ € R” se tiene que P (£/|£|) # 0 entonces, la ecuacién

P@)u=f
equivale a
Aku = Tﬁlf7
para el multiplicador m (&) = ‘f—,'fL . Siguiendo (10.1), obsérvese que si consideramos

P(£)

los polinomios P; () = ¢, para j = 1,...,n, tenemos que

(0,1) (&) = %ﬁ 2m8] £ (§) = (R; o Af) (€),
donde R, representa la j-ésima transformada de Riesz, operador de la forma (10.3) para
el ntcleo Q) (z) = —F(;ﬁ)xj generado a partir de 10.2 .

T 2

Obsérvese, entonces, que esta representacidon de la derivacién parcial como una com-
posicion entre un operador integral singular y una potencia fraccionaria del laplaciano
surge de pensar en el analisis espectral que la tranformada de Fourier devela en el contex-
to euclideo de (R™, ||...|)-

Vistas estas consideraciones, la estrategia de este capitulo serd utilizar el andlisis espec-
tral desarrollado en el Capitulos 8 y el andlisis espectral del laplaciano fraccionario diddico
desarrollado en el Capitulo 9, de modo tal de extender esta representacion a fin de obtener
una nocién de derivada parcial.

Introduciremos un operador gradiente V;, , y demostraremos que éste puede descom-
ponerse de la forma V;, = T o (—A)Zf, donde T es un operador de Calderén-Zygmund
valuado en un espacio vectorial y (—A)Zf, que denotamos D, en el Capitulo 9, es el
laplaciano fraccionario adecuado al contexto diadico .

A su vez, este operador de derivacidn fraccionaria también permitird entender al lapla-
ciano fraccionario como una divergencia de un gradiente. Se vera que <(—A)8/ 2 f g> =
(V°f,V?g), lo cual nos permitira caracterizar los espacios de Sobolev mediante operadores

de diferenciacion fraccionaria.

2. Multiplicadores y nucleos diadicamente homogéneos

Damos un breve repaso al contexto diddico introducido en el Capitulo 9, incluyendo
nuevos conceptos que utilizaremos en la seccidén siguiente.
Consideramos el espacio de tipo homogeneo (R*, 0, |-|) con la métrica diddica 0 y |-| la

medida de Lebesgue 1-dimensional. Denotamos por I) a la familia de intervalos diadicos
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D= jLEJZ]D)j donde IV = {I} : k € Ny}, j-ésimo nivel de intervalos diddicos y I] = [£, £EL),
j € Z, k € Ny. Si bien estamos utilizando la familia de cubos diddicos de la semirecta
real positiva, a fin de simplificar la notacién utilizaremos I en lugar de D*. Recordemos
que, dados z,y € R*, denotamos por /., al intervalo minimal / € D que incluye a
x e y. Recuérdese que esta notacion nos permite escribir la distancia diddica entre dos
puntos x,y como 0 (z,y) = |I($,y)| Dado un intervalo I € D* denotaremos por /), para
j € Ny, al j-ésimo ancestro de I, esto es, al tinico intervalo /) € D¥~7 tal que I C V),
con la convencién I(®) := I. Por otra parte, ya que en el contexto unidimensional, todo
intervalo diadico I € ID posee s6lo dos sucesores, los denotaremos por I e I~. El intervalo
I~ designa el intervalo hijo a izquierda de I y el intervalo /* denota el intervalo hijo a
derecha de I. Cabe recordar que para cada I € D la sucesién de intervalos {IV) : j € Ny}

es una sucesion creciente de intervalos anidados, como muestra la siguiente imagen.

Ifé)

7@

Por otra parte, dado un intervalo diddico I] denotaremos por 21 al intervalo diadico

< k kE+1 k k+1
20 =2[— + +

_ _ yi—1
27 9j )_[2j—1’2j—1)_]k )

y diremos que 21} es el duplicado de I}. Si aplicamos inductivamente la definicién, ten-
dremos que 2"I] = I}™". Notemos que sélo para el caso k = 0 la sucesién de intervalos
duplicados {2“[3 }jEZ es sucesién de intervalos anidados, esto es I C 2”7 para cada j € 7Z

y n € N. Al contrario de la relaciéon de ancestralidad, esto no ocurre si £k > 1, ya que
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kil < ko< k- porlo cual I] N 2"I] = (). El siguiente gréfico ilustra esta situacién.

2/—1 — 92j-n

2 -
| (D)
247
1 ' k . (D+)J—-L
I | -

23ri _

L 1 k 1 1 1 (]III+)J_3

2’1
—_— ; : : : (D)
or
: (%)™
I

b (DT’

Introducimos a continuacidn una particién especial del espacio producto R™ x R* que
nos serd de suma utilidad. En primer lugar definimos el conjunto B (), el cual denom-

inaremos Butterfly o Mariposa generada por I, de la siguiente forma

B(I):=(I"xI7)u (I~ xI*).

A

B (1)

Obsérvese que (x,y) € B(J) siy sélo si I,,) = J, debido a que los elementos
x,y no pueden estar simultdineamente en /7o en /. Esta clase permite descomponer
los conjuntos de nivel de la métrica diddica. Especificamente, si denotamos por A; =

{(z,y) e RT xR : § (z,y) = 5}, tenemos que A; = Ureps B (I). Mds atin R* x RT\ A =
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‘UZAj’ donde A := {(z,y) € R* x R" : v = y}.
JE

Por otra parte, denotemos por B a la clase B := {B (/) : I € D} de todos los conjun-
tos B (I) generados por los intervalos diddicos. Sobre esta clase diremos que dos mari-
posas B, By son equivalentes, lo cual denotaremos B; ~ B, si existe | € Z tal que
By = B(2'1),By = B(I), esto es, dos Mariposas son equivalentes si una de ellas esta
generada por un intervalo duplicado del intervalo generador de la otra.

Escojamos a los intervalos I € D° del nivel diddico cero como intervalos representantes
de cada clase de equivalencia y denotemos por I';, al conjunto unién de las mariposas de

la clase asociada a I, esto es,
I',:=U{BeB:B~B(I)}.

Por definicién de la relacién, cabe notar que I'y, = _UZB (271). En los diagramas siguientes
je
se observa en azul la clase de equivalencia del intervalo I, y en verde, amarillo y bordé,

los conjuntos I'y, I'y, y I's respectivamente.
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DEFINICION 10.2. Diremos que una funcion acotada m : D — R es diddicamente ho-
mogénea de grado cero, y lo denotaremos m € M, si para cada I € D se satisface m (I) =
m(21).

Obsérvese que asi como una funcién 0-homogenea definida sobre R™ estd dada por
los valores que toma sobre la esfera unitaria, en este caso toda funcidén diddicamente
homogénea estard determinada por sus valores en D°. Para ver esto téngase en cuenta todo
intervalo diadico I} puede escribirse como I} = 27919 , por lo cual m (I2) = m (2/I?) =
m (I]), para todo j € Z, k € Z™.

En la siguiente definicién, o (B) designa la o-algebra de partes de (R*)* generada por

la familia 5 de mariposas.

DEFINICION 10.3. Decimos que una funcién o (B)-medible K : (R)> — R es un niicleo

diddicamente homogéneo de grado 0, y lo denotaremos K € K, si K (2x,2y) = K (z,y),

T # .

LEMA 10.4. Una funcién o (B)-medible K : (R*)*> — R es un niicleo diddicamente ho-
mogéneo de grado 0 si y solo si
(10.4) K (z,y) =Y clr, (2,y)
keZ+

donde 1, denota la funcién caracteristica de I y (c);cp+ Sucesion de niimeros reales.

DEMOSTRACION. En primer lugar, obsérvese que si K es de la forma (10.4) teniendo

en cuenta que I'y = U B(2/1?) y que B= U T}, tenemos que
JEL keZ+

K (z,y) = Z Z cplp (z,y) = ZCBlB (x,y)

kezZ+ BeB BeB
B~B(19)

donde definimos cp := ¢; para cada B ~ B (I?). Ya que toda combinacién de caracteristicas
en los conjuntos B (/) es o (B)-medible, K resulta o (B)-medible.

En segundo lugar, obsérvese que, a su vez, toda funcién o (B)-medible debe ser suma
de caracteristicas de los conjuntos B € B ya que dicha ¢-4lgebra estd generada por una
familia disjunta de conjuntos. Por lo tanto, si K es o (53)-medible entonces

K(l’,y) = ZCB]-B (ZE,y) = Z Z cB]-B (ZE,y)

BeB keZ+ BeB
B~B(IY)

Como I'y, = 'UZB (271), para terminar la demostracion basta ver que la homogeneidad de
VS

K implica que los cp son constantes en cada clase B ~ B (I}). Recordemos que la familia

B de mariposas particiona el conjunto R* x R*. Luego, dados (z,y), (2z,2y) € Rt x R*
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existen unicos I,J € D tales que (x,y) € B(I)y (2z,2y) € B(J). Como (z,y) € B(I)
siy solo si I,,) = I, esto es, el intervalo minimal de z,y coincide con el generador de
B (I); v, por otra parte, los intervalos minimales de (x,y) y (2, 2y) estadn relacionados por
L2029y = 21(s,), tenemos que J = 2/. Por ser K diddicamente homogénea de grado cero

tenemos que
cpny = K (2,y) = K (22,2y) = cpy) = CBI)-

Inductivamente tenemos que CB(1) = CB(2~1), Para cadan € N, por lo cual K es constante

sobre cada clase I';, esto es, si denotamos ¢, := C(19)> tendremos que
k

K(xy) =) Y cslglzy) =) aln (),

kez+ BeB kez+
B~B(19)

como queriamos demostrar. O

Recuérde que el conjunto H := {h{C cJ €L, ke NO} denota el sistema de wavelets de

Haar, donde

ho () == Loy (2) =1y (2),

hi (v) = hr (z) = 272h5 (272 — k),

para [ = I]. Como vimos, dicho sistema es base ortonormal de L? (R*), lo cual nos per-

mite desarrollar toda funcién f € L?(RT) como f(z) = Y. (f,hs)hy(z), esto es, este
JED
desarrollo sugiere que, informalmente, podemos escribir toda funcién f € L? (RT) como

f@)=Jf(y) K (z,y)dy, para K (z,y) = 2 ha (y) by (@),
€
A modo de ejemplo de nucleo diddicamente homogéneo tenemos a los nuicleos que sur-
gen de perturbar este nucleo identidad en los problemas de sumabilidad y representacion

de espacios funcionales a través de wavelets.

EJEMPLO 10.5. Si m € M, entonces

Q (2,9) = 0 (2,9) D m(J) hy () by (y),

JeD

para x # vy, es un nticleo en K.
Para probar esto téngase en cuenta que h; (x) hy (y) = Oparatodo J C Iy, 6 JNIyy) #

(). Esto es, la suma anterior se reduce a los ancestros de I, . Por otro lado, es claro que
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i, (©) hi,,, (y) = — ]1(;)\ Y hy () hy(y) = 1 para cada J 2 I, ). A su vez, recordemos
que |1 ((J )y)‘ =2 )] ((a?)y)) = 276 (x,y). Aplicando estas identidades a (2,,, obtenemos
Je]D)

= 5(z,y) Z m (J) hy(x)hy(y)

Jeb / JQI(L,y)

A 1
= —m (Ipy) +6(z,y) Zm (I((ﬂjﬁ?y)> ’](j)

3=l (z,y)
= —m (lay) +22j <(ry))
7>1
Luego , teniendo en cuenta que m (I) = m (2I),
Lo (1
Qm (2'1:7 2y) = —-m (1(235729)) + ng (I(gar,Qy)> =
j>1
1
— ©)
= —m(2Uey) +Y_5m (212,)
j>1
= [(xy +Z_m( >:Qm(x,y)
j>1

Con lo cual resulta que 2, es diddicamente homogéneo .

3. Derivadas parciales e integrales singulares del laplaciano fraccionario

Introducimos a continuacion los conceptos de derivada direccional diadica de orden s
y junto con ésta, las nociones de derivacion parcial fraccionaria y gradiente fraccionario.

Recordemos del capitulo anterior que en este contexto diadico, el laplaciano frac-

D7f (x / Iy 1+o v,

posee un espectro explicito, dado por las func1ones de Haar, el cual nos permite desarrol-

cionario

larlo en la forma

(10.5) ;, 7 o) b (@)

dearrollo valido, por ejemplo, para funciones f en la clase Holder C”, con v > ¢ y con
respecto a la métrica ¢. Teniendo en mente este desarrollo espectral y lo expuesto en la
primera seccidn relativo a la analogia entre la esfera unitaria y la familia de cubos diddicos
D° resulta razonable introducir las derivadas direccionales utilizando a dicha familia D°
como conjunto de direcciones.

Exponemos a continuacion estas definiciones
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DEFINICION 10.6. 1) Dado m € M,y f € L? (R"), definimos derivada direccional diddi-

cade f, de orden o y en la direccion m, por
1
Dy f(x):=> m(I W<f Jhr) hy (2).
IeD

2) Si denotamos por m; al multiplicador de M, tal que
m; (1) = b,

la derivada parcial diddica i-ésima de orden o es la derivada direccional de orden o que tiene
como direccion a dicho multiplicador; esto es
O f (@)= 27 (f,hl) ] (2).
jez
3) El gradiente diddico de orden o es el vector de derivadas parciales diddicas de orden o, esto

es,

def = ( )f)zez+

La relaciéon de estas nociones con el laplaciano fraccionario estdn contenidas en el

siguiente resultado.

TEOREMA 10.7. Dado m € M, sea T,, el operador de multiplicacién dado por

Tonf —Zm (f,hr)hr,

Ieb

para una funcién f € S (H), combinacién lineal de funciones de Haar. Entonces

D% =T, 0D".
En particular si denotamos
(10.6) Ty f = Zmz (f,hr) hy,
IeD

al operador de multiplicacion asociado al multiplicador m; dado en la Definicién (10.6), y

denotamos T = (T(;)),_,, tenemos que
(10.7) Dgy=TyoD® y V5 =ToD".

DEMOSTRACION. Para demostrar esto basta utilizar que el sistema de Haar es una base

y el desarrollo (10.5). Dada f combinacioén lineal finita de elementos de H, obsérvese que

(D°f,h) = <Z| T ch>hJ7hI>:#<fth>u

Jeb
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por lo cual

(T 0 D7) (f) =Y m () (D% f,hr) by =Y m(I) m (f,hi) hi = DS, f,

) IeD

La segunda parte del Teorema se sigue de observar el inciso 2) de la Definicién (10.6).
0

En vista de lo expuesto en la primera seccién, para ver que estas identidades gener-
alizan a (R*,4,|-|) la identidad 0;f = R; o Af entre las derivadas parciales y las trans-
formadas de Riesz, debemos demostrar que el operador T es efectivamente un operador
de Calderéon-Zygmund valuado en un espacio vectorial. Esto es lo que establecemos en
el Teorema 10.8. Antes de describirlo, repasamos brevemente la Definicién 3.13 dada en
el Capitulo 3. Decimos que un operador 7' : L? (R") — L? (R*,¢?), lineal acotado, es un
operador de Calderén-Zygmund ¢?-valuado si existe un nticleo K € Lj . (R*T x RT \ A, (?),
y existen constantes Cy, C1, e > 0, que satisfacen las siguientes condiciones:

i) condicion de tamafio: para todo z,y € R* se satisface

Co
K .
H (:L‘ y)HZQ = 5( )
ii) condiciones de regularidad: para todo z,2’,y € Rt con 20 (', ) < ¢ (z,y) se satis-
face
d (2, x)
K 33/, - K x, » <C —77
IK (') = K ()l < Crg S
y para todo z,y,y’ € Rtcon 26 (y,y") < d (x,y) se satisface
5 (y,9')
! ) .
1K (z,9') =K (z,9)] 2 < CIW7

iii) condici6n de representacioén: existen subespacios densos S C L? (RT)yS C L? (RT, ¢?),

o) = [ [ K@) ), (@) dody
para toda ¢ € Sy toda vy € S con 0 (sop (), sop (¢)) > 0.

TEOREMA 10.8. Sea m; dado la Definicién (10.6), y sean

L (9) o (O ()
Sy @) "( 5 (@) )

con ,, definido en el Ejemplo (10.5). Entonces el operador T : L? (R*) — L* (R™, ¢?) dado
por Tf (z) = (T f (x))iez+ con T{;) como en (10.6) es un operador de Calderén-Zygmund

K; (z,y) =

¢*>-valuado en (R, 4, |-|) asociado al nticleo K.
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DEMOSTRACION. i) En primer lugar probaremos la acotacién de T de L? (R") en L? (RT, £2).

En efecto, por una parte, ya que m; (I}) = m; (27719) = m; (I9) = 6;,, tenemos que

Ty f (x) = D> mi(I){(f,hi) hy (x)

IeD
= O (B) (F R () = S0 (f k) b ()
jE€L ket JeZ

Esto es, cada T{; es la suma sobre las escalas en el desarrollo de f en la base de Haar
{h] :j€Z* keZ}. Luego
2 2
HT(i)pr(Rﬂ - Z Kf’ hfﬂ
jEz
entonces,
2 2 i\ |2 2
ITf I @y = D T fremey = Do 2 KERD = 112
iezZt i€t jEL

y T resulta una isometria, por lo tanto, resulta continuo de L? (R*) en L? (R*, /?).

ii) Veamos que K es localmente integrable en (R x R*)\ A y que existe C; > 0 tal que

1K (z,9)],2 < 550 ;- Recordemos en primer lugar que, por lo visto en el Ejemplo (10.5),

Ki(r,y) = = mi () hr (y) hr () = bl (2) ] ()
IeD JEZ
sobre (RT x R™) \ A, por lo cual cada K; es localmente integrable en (Rt x R*)\ Ay,

por otra parte,

1 1 j
K;(x,y) = 5 (.9) [_mi (Taw) + Zg_ng (I((i)y)>] '

Luego, por la desigualdad de Schwarz y teniendo en cuenta que m; (I G)

. y)> = 1 para un

Unico : € Z*, j € Z*, se deduce que

1/2
1K (2, 9)ll,. = (Z\K (z,y) >

i€Zt

2
Zm (T +Zgg Zm <I((ajfy> S(;(x ’

ieZ+ jEN i€zt X)
Esto demuestra la estimacion de tamafio del ntcleo K.
iii) Veamos la condicién de regularidad de K. Esto es, para alguna constante C; > 0, si
26 (2',x) < §(x,y) entonces |K (z/,y) — K (z,y)| . < C’lé e, )1+“/ Obsérvese que gracias a
la simetria de los K; basta demostrar esta condicién para la primera variable. Considere-

mos entonces z, 2,y € R* con 20 (z,2) < 0 (z,y), esto es,

2| Twary| < |-
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Esta desigualdad permite ver que I, .,y € I, . Luego, el minimal /., ) también contiene
a z',y, por lo cual I/, C I,,). Pero por otra parte, ya que y ¢ I, (de otro modo
Iz € Iz ) necesariamente debe darse que I, .y C (). Esto implica que z,y € I, )

y, por minimalidad , que I, ,y € I, ,). En conclusién, vemos que

20 (x,2") <0 (x,y), implica I(,,) = Iy .

Luego
Qe (2, y) 1 1
K (z' _ O\r-Y) —m; (I — z(I(j/) )
i (@',y) ) sy | y>)+§2gm @)
= :Kz z,y
Sy 0y
Entonces

26 (w,2') < & (x,y) implica que K (', y) = K (2,y).

por lo cual la condicién de regularidad se satisface trivialmente.
iv) Por ultimo veamos que para algtin par de subespacios densos, S C L?(RT)y S C

L? (R*, (?), se tiene la representacion

o) = [ [ K@) ), (@) dody

paratoda ¢ € Sytoda € S con d (sop (p),sop(¢)) > 0.

Utilicemos los espacios

S =gen{H} = {Zakhk : hi € H, a € R, #F<oo},

keF

S =gen{H} @ * (Z*) = {thak chk €H, oy € (27, #F < oo} :
keF
ambos densos en L2 (R) y L? (R*, ¢2), respectivamente, ya que H es una base ortonormal
de L? (R*). Sean p € Sy ¥ € S, ¥ = (¢;);c5+> con 6 (sop (@), sop (1)) > 0. Denotemos
A = sop(p), B = sop(1p). Obsérvese que, dado i € Z*, (¢, hl) = 0 para todo j € Z

excepto, quizas, una cantidad finita de j € F, F' C Z. Recordemos a su vez que 1, f (z) =
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S (f,h]) bl (x). Utilizando este desarrollo en (T, v) tenemos que
jez

(T, ) = > (Tew,v:)

i€Zt

S DN AAIOIABEE

i€zt jEF
= > / [Z ( / e (y) i (y) dy) h! (x)] ¥, () d.
icz+ /B Ljer \A
Por otra parte si consideramos la integral

=1z

1€ZT

o W[ ()| dyde,

> bl (z) bl (y)

JEF

y tenemos en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos que

2 1/2 1/2
I</B/A(Z w(y)2) (Zl%(iENZ) dydx

> ki (@) bl (y)

JeF

1€ZT €Lt

<[ [1ewl (Z

> ki @)k (y)

JEF

1</

< [ [1e(; (;y)z)l/2||¢<x>||pdydx

] 1/2
< 2/ lo (y)] (/ 2d$> dy ||‘/’||L2(R+,z2) < 00,
A B 5(x,y)

ya que ¢ (z,y) estd acotada inferiormente. La finitud de I nos permite intercambiar las

o\ 1/2
) 19 (@)l ,2 dyda

sumas con las integraciones en (T, v). Finalmente,

(To,p) = > /B [Z ( /A ¢ (y) b (y) dy) h] (fr)] W () dz

€2t JEF

aps

1<Y/as

- /B/A > Ki(z,y) e (y) ¥, (z) dydx

1<Y/as

[th (y) 1] (l“)] o (y) ¥ (x) dydz

jJEF

_ / / K@) e ). (@) dyd

lo cual finaliza la demostracion del Teorema. O

Como corolario inmediato de este teorema, gracias a la teoria de acotaciéon de op-
eradores de Calderén-Zygmund valuados en espacios de Banach, se sigue la siguiente

acotacion de T.
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COROLARIO 10.9. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 10.8 el operador T es continuo
de L (RT) en LP (R*, %) para 1 < p < cc.

4. Regularidad de soluciones del laplaciano fraccionario diddico en espacios de

Sobolev

En esta ultima parte veremos cémo utilizar la nocidén de gradiente fraccionario para
obtener caracterizaciones de los espacios de Sobolev fraccionarios y, también, estimaciones
de regularidad de soluciones.

Recordemos que, como vimos en el capitulo anterior, asociada al laplaciano D?® existe

una forma de energia, que denotaremos & , dada por

=y [ (Rt Y S

donde B;, es la forma bilineal (9.6) introducida en el capitulo anterior, la cual satisface

Eay (

Eay () = ([, D°f),

para funciones f en la clase C”7 (R*) NL* (R"), v > sy, particularmente, para funciones
en S = gen {H}, el generado lineal del sistema de funciones de Haar. Por otra parte, esta
forma bilineal nos permite describir las clases de Sobolev 1, (R"), asociada a (R*, 4, |-]),

del siguiente modo
Hy, (RY) :={fel?:&,(f) <oo}.

En el siguiente Teorema utilizamos el gradiente fraccionario no solo para recaracterizar
los espacios de Sobolev H; (R™) sino también para pensar a la forma bilineal £;, como un
producto escalar de gradientes fraccionarios.

TEOREMA 10.10. Sea 0 < s < 3. Entonces
H;, (RY) = {feL?R"):V,felL”(R" ((2"))}.
En particular

gjy (f) =C Hvzy‘f||i2(R+,€2) ’

DEMOSTRACION. De acuerdo al Teorema 9.19 tenemos que &;, (f) =c I ‘Q|2>>| , para
QED

alguna constante ¢ > 0, esto implica que

Loy = Il J;théi = S|

QeD 1>0 jEZ

= Dl = \\szyflliw,by

>0



234 Operador gradiente en contexto diadico

esto es,

hq)
1 e = < 0
QeD

de lo cual se sigue inmediatamente que
&5, (f) <oosiysélosi Vi, fe L (RY, 4 (Z)),
lo cual demuestra el resultado. O

Finalmente, cabe notar que la introduccién de este gradiente fraccionario y esta car-
acterizacion de espacios de Sobolev permite un resultado inmediato de regularidad de

soluciones.

TEOREMA 10.11. Sea f € L? (R") y u solucion de
(10.8) Dgu=f.
Entonces

V3, ull s gy < Coll 1l

DEMOSTRACION. Como hemos demostrado en la seccién anterior, podemos utilizar a

De para descomponer al gradiente en la forma (10.7) esto es
gy =ToD’.

Como vimos, T es un operador de Calder6n-Zygmund ¢?-valuado, por lo cual es un oper-

ador acotado de L* (R™) en L? (R*, ¢?), para 1 < p < oo. Luego
HV uHLp R+,2) =|To DUUHLP(R+,62) < G IDull e = Gyl fll 1o »

lo cual permite deducir que toda solucién v de 10.8 automaticamente satisface la condicion
Vo, € LP (R, 2). O

5. Referencias bibliograficas y comentarios adicionales

Cabe profundizar aqui un poco mas acerca de los trabajos pioneros de Alberto Calderén de los afios
cincuenta ([CZ52], [CZ56b], [CZ56a], [Cal67]), los cuales contienen los resultados clasicos de la teoria
de integrales singulares, resultados asociados al caso del anélisis de Fourier. En [CZ52] Antoni Zygmund y

Alberto Calderdn se interesan por operadores del tipo

(10.9) Tf(x) = / K (x—y) f (4) dy,
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donde la funcién K no necesariamente es localmente integrable sobre R™. Esta clase de operadores surgen
de un modo natural al estudiar estimaciones a priori de ecuaciones diferenciales. Si consideramos simple-

mente la ecuacién de Laplace Au = f en R" (n > 2) , su solucién est4 dada por el potencial Newtoniano
u(x) = Cn/%dy.
J e =yl

Cabe preguntarse qué clase de propiedades de u pueden deducirse a partir de la informacién del dato f y

haciendo uso de esta férmula. Manipulando dicha expresidn se observa que, salvo constantes,

0*u
G (0) =00l @)+ [ K @) f )y
Rn

Qii(z— TiT; . . . .
para K (z,y) = ﬁ, con §2;; () = ‘xiyj‘z’ nucleo evidentemente no integrable, el cual requiere de
un analisis minucioso a fin de darle sentido a la integracién anterior. De modo mas general, en lugar del
operador laplaciano, uno puede considerar un operador diferencial de orden m de la forma

L=Y ha@d* = ¥ ha(2) (a%)al (ain)an

|a|=m |a|=m

y mostrar que dicho operador puede escribirse como

L= hol()Ry..Re | (—0)™?

laf=m

donde cada I?; representa la transformada j-ésima de Riesz, operador integral singular con nticleo K; (a:) =

m/2

MTJH’ como hemos visto. Por lo tanto, salvo un factor (—A) , una potencia fraccionaria del lapla-

ciano, todo operador en derivadas parciales es simplemente un tipo especial de operador integral singular.

De aqui la importancia de su estudio. En [CZ52], Calderén y Zygmund analizan los nucleos de la for-

ma K () = Sﬁw(lgfb) , asi como sus truncamientos K (r) = ?x(—fﬁl)lﬂxbs], definidos en R", y establecen

condiciones necesarias sobre ) para poder determinar la existencia puntual del operador del tipo (10.9),
propiedades de acotacién y propiedades de convergencia en espacios L” (R™). Como mencionamos en la
seccion final del Capitulo 1, es en estos trabajos donde emerge la técnica de descomposicion de Calderén-
Zygmund y el uso de lemas de cubrimiento de tipo Wiener o Vitali asociados al estudio de desigualdades
de tipo débil y de tipo fuerte tanto de los operadores de truncado de las integrales singulares mencionadas,
como de los operadores maximales respectivos, maximal de Hardy-Littewood inclusive. Técnicas y analisis
que inspiraron la axiomatizacién de los espacios de tipo homogéneo llevada a cabo por Coifman, Weiss y de
Guzman. Notemos que la idea seminal de sus trabajos descansa sobre el estudio de los operadores (10.9) so-
bre grupos topolégicos mas generales que (R", +). El propio Alberto Calderén en [Cal53] habia mostrado

la importancia de este enfoque estudiando la convergencia de promedios ergddicos del tipo

1
B(0,0) /F(“y’dy

B(0,t)



236 Operador gradiente en contexto diadico

sobre grupos localmente compactos en lugar de (R”, —i—). Coifman, Weiss y de Guzmdn axiomatizaron,
reformularon y visibilizaron varias de las ideas y técnicas de los trabajos de Calderén (entre otros autores)
y lograron asi dar con un contexto general adecuado a fin de extenderlas. Y lo mds interesante es que
dicho contexto se ha propiciado de una riqueza tal que con el tiempo ha permitido renunciar a la estructura
algebraica subyacente que lo soportaba. Prescindiendo de estructuras diadicas, basaron su extension en la
propiedad de homogeneidad sobre estructuras métricas, propiedad que, como hemos visto, restringe (esto
es, que mantiene acotada) la dispersion de los puntos del conjunto. Junto a esta propiedad y al uso de
medidas duplicantes, lograron extender los lemas de cubrimiento de Wiener y Whitney, y con estos dos lemas,
extender la tecnica de descomposicién de Calderén y Zygmund, asi como las acotaciones de la maximal de
Hardy Littlewood.

Cabe finalmente hacer notar que algunas preguntas interesantes relacionadas con los espacios de Sobolev

del contexto desarrollado surgen de la definicién de espacios de Sobolev del tipo
ar=A{fel?(RY):Vy,fel? (R ((Z7))}

asi como sus propiedades de inmersion en los espacios de Holder y Lebesgue, y su relacién con los espacios
de Sobolev estudiados en el Capitulo 4. Asimismo, es interesante el abordaje de la extensién de estos gra-
dientes fraccionarios a estructuras diddicas mas arbitrarias, as{ como el estudio comparativo de los distintos
gradientes fraccionarios que surjan de distintas estructuras diadicas.

Los resultados desarrollados en este capitulo pueden verse en ([ACGN20]), articulo en revisién para su

publicacion.
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Conclusiones

* Establecimos los parametros de regularidad de la cuasimetricidad, importante en los
resultados centrales de este trabajo.

* Establecimos y determinamos condiciones geométricas que nos permitieron definir un
operador de extension en espacios de Sobolev de tipo Aronszajn-Gagliardo-Slobodeckij.

* Demostramos teoremas de inmersiones compactas de dichos espacios en espacios de
Lebesgue.

* Establecimos un teorema de existencia de espectro para el laplaciano fraccionario
definido sobre espacios de tipo homogéneo Ahlfors regulares y aplicamos métodos de en-
ergia para determinar el espectro débil del laplaciano fraccionario de modo tal que nos
permitiera deslindar las caracteristicas funcionales de las caracteristicas geométricas.

* Probamos algunas de las propiedades mas basicas del espectro.

* Determinamos fehacientemente el espectro del laplaciano fraccionario diddico sobre
una subclase de dominios regulares.

* Obtuvimos estimaciones del comportamiento asintético de los autovalores del lapla-
ciano fraccionario diddico definido sobre dominios regulares.

* Introdujimos una nueva nocién de derivacion parcial fraccionaria en el contexto
diddico, la cual ha permitido una caracterizacion alternativa de los espacios de Sobolev
y un teorema de regularidad de soluciones.

* Como problemas abiertos de importancia han quedado pendientes: la determinacién
de la trivialidad, para valores grandes de regularidad, de los espacios de Sobolev frac-
cionarios dotados de la seminorma de Aronszajn-Gagliardo-Slobodeckij; la caracterizacién
de los dominios de extension Sobolev de dichos espacios; la determinacién de condiciones
necesarias y suficientes sobre un dominio de un espacio cuasimétrico que permitan ase-
gurar la densidad de las funciones Holder en la clase de funciones de Sobolev menciona-
da; la caracterizacion de los dominios regulares diddicos; la descripcién del espectro del
laplaciano fraccionario diddico sobre dominios regulares arbitrarios; la conexién entre los

espectros del laplaciano fraccionario diadico y del laplaciano fraccionario euclideo.
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