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INTRODUCCION

Este trabajo se enmarca en la Cientibeca titulada Modelos matematicos: problemas directos e
inversos en bioquimica y biologia. Durante el desarrollo de la beca se estudiaron algunos
procesos bioldgicos y bioquimicos particulares que se modelizan a través de una ecuacion
diferencial ordinaria o un sistema de ecuaciones. En particular, en este trabajo nos
abocaremos al estudio de la modelizacion del crecimiento de un tumor a través de la ecuacién
de Gompertz (Zill y Wright, 2015), un modelo bicompartimental (Gyllemberg y Webb, 1989) vy,
finalmente, una combinacion de ambos modelos (Kozusko and Bajzer, 2003). Asimismo se
realizara un andlisis cualitativo de la sensibilidad de una tasa de transferencia de un estado a
otro en el modelo bicompartimental.

OBJETIVOS

El objetivo de este trabajo es estudiar, analizar y comprender la modelizacion del crecimiento
de un tumor a partir de la ecuacion diferencial de Gompertz, luego de un modelo
bicompartimental de poblaciones donde se consideran dos subpoblaciones: de células
proliferantes y de células quiescentes. Por ultimo, se presenta un modelo hibrido que combina
los dos modelos anteriores.

METODOLOGIA

La metodologia utilizada fue la lectura, el estudio y la comprensién de los tres modelos de
crecimiento de un tumor. En cada modelo se relacionaron las hipétesis dadas en el contexto
bioldgico con el planteo de las ecuaciones diferenciales. Se realizaron los calculos necesarios
para obtener los resultados presentados en la bibliografia.
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Modelos de crecimiento tumoral
Modelo de Gompertz

La ecuacion diferencial de Gompertz es muy utilizada en la descripcion del crecimiento de la
poblacion N de células tumorales en un amplio espectro de situaciones biomédicas
(Alzharani et al., 2014). Dicha ecuacion esta dada por

@ aN — b In(N), (1)

dt

donde a y b son constantes positivas. Bajo el supuesto que un tumor crece a partir de una
sola célula neoplésica, se tiene que N(0) = 1 y asi, la solucion ~

explicita de (1) estd dada por N(t) = eb(1 e ). La gréfica de la
curva solucién que se muestra en la Figura 1, tiene un punto de
inflexion (t;; N;), en el cual se alcanza la maxima tasa de
crecimiento del tumor. Por otro lado, puede probarse que la
poblacién de células tumorales tiende a un valor llamado

capacidad de carga, dado por ev & N,,. Figura 1. Curva de
crecimiento de Gompertz

Modelo bicompartimental de la dinamica poblacional de células tumorales

modelo propuesto por Gyllemberg y Webb considera la poblacién total de células
tumorales N(t) compuesta por dos subpoblaciones: células proliferantes P(t) y células
quiescentes Q(t) (Gyllemberg y Webb, 1989). En este modelo se supone, ademas, que las
células muertas del tumor se eliminan instantaneamente.
En un tumor esferoidal y avascular, las células proliferantes, como consecuencia de la falta
de nutrientes y espacio para desarrollarse, a menudo entran en un estado de reposo en el
cual dejan de dividirse; este estado se conoce como quiescencia y a las células que ingresan
en él se las conoce como células quiescentes. Las células quiescentes pueden salir del
reposo, volver al ciclo celular y reproducirse, regresando al estadio proliferante. Las células
alejadas de los vasos sanguineos tienen mayor probabilidad de ser quiescentes que las
cercanas a éstos.
La razén r;(N) con la que las células quiescentes vuelven a proliferar decrece al aumentar el
tamano del tumor mientras que, la razon ry(N) con la que las células proliferantes se
transforman en quiescentes, aumenta. El modelo bicompartimental (ver representacién en la
Figura 2) de la dinamica celular del tumor esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones
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: L= 1Bty — o(NIP + 1:(N)Q (2)
ro(N)
PR 22 = n(N)P = [1i(N) + 1q1Q (3)
r;(N)
- 1 1 & N(t) = P(t) + Q(¢) (4)

Figura 2. Representacién de
la dinamica celular del
donde >0 es la tasa de division de las células proliferantes, u, y uq4, las tasas de

mortalidad de células proliferantes y quiescentes, respectivamente.

Modelo hibrido

F. Kozusko y Z. Bajzer propusieron una combinacién de los modelos de Gompertz y
bicompartimental de dindmica de poblaciones descriptos anteriormente (Kozusko y Bajzer,
2003). En este trabajo suponen, en el contexto del modelo bicompartimental de dinamica de
poblacién celular compuesta por las subpoblaciones proliferante P y quiescente Q, que la
poblacién total N crece segun la ecuacion de Gompertz. Para construir este modelo hibrido se
comienza definiendo una funcién de tasa de transicién neta ®(N) como la diferencia entre la
tasa en la cual las células abandonan la subpoblacion proliferante y la tasa con la cual las

células entran a la misma, es decir, ®(N) = ry(N)P — r;(N)Q. Sustituyendo ® en (2) y (3) y
usando la ecuacion (4), resulta % =(B—pp)P—PN) y ‘;—IZ = (B — up + )P — pgN.
Mediante una serie de procedimientos algebraicos (que omitiremos en este trabajo por
pg+ae bt 4(q_e=bt
_eb

Uqta

inicial P, = 1. La subpoblacién quiescente se obtiene haciendo Q = N — P.

cuestiones de espacio) se puede probar que P =P, ), donde la poblacién

Aplicaciones numéricas
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En esta seccién mostraremos el comportamiento B_§: ’i’ ,“.-Lg (
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de las curvas P y N asociadas al crecimiento de B “ix ‘,,;, 'f‘,..%a,«g._“?f

células tumorales de céancer paratiroideo y SRR "‘@‘ =

PR R

’\.. r&.\ =

mieloma multiple, reproduciendo los resultados
obtenidos en Kozusko y Bajzer, 2003. Los
parametros a y b utilizados para graficar dichas  Figyra 3. Morfologia de tumores. (a)

curvas son los proporcionados en Parfitt y Fyhrie,  Mieloma muiltiple (b) Adenoma paratiroideo
1997. (Kumar et al., 2021)

Las imagenes (a) y (b) de la Figura 4 muestran la curva de crecimiento para cada uno de los
tumores, mientras que en (c) y (d) se grafican las poblaciones de células proliferantes para
distintos valores de la tasa de mortalidad u, de células quiescentes. En estas ultimas gréficas,

Federacion
‘ Universitaria
delLitoral




Encuentro
de Jovenes
Investigadores

se observa que a medida que aumenta u,, también lo hace la poblacion de células
proliferantes (consecuencia natural del hecho que se mantenga constante la poblacion total).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4. Curvas de crecimiento de un tumor paratiroideo (a) y mieloma mdltiple (b). Poblaciones
proliferantes (c) y (d).

CONCLUSIONES

En este trabajo se estudié y analizé la modelizacion del crecimiento de un tumor a partir de la
ecuacioén diferencial de Gompertz, de un modelo bicompartimental de poblaciones donde se
consideran dos subpoblaciones: de células proliferantes y de células quiescentes v,
finalmente, de un modelo hibrido que combina los dos modelos anteriores. Asimismo se
reprodujeron las graficas que muestran el crecimiento de las poblaciones celulares de dos
tipos de tumores.
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