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erosionables

Lucas Carmelo Bessone Mart́ınez
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Mención Mecánica Computacional

de la

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL

2023
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Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias Hı́dricas

Instituto de Desarrollo Tecnológico para la Industria Qúımica
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Resumen

En la última década, el cómputo cient́ıfico en GPU ha demostrado ser una excelen-
te alternativa para la computación de alto desempeño. Con una mejora sustancial en
términos de rendimiento, bajo costo y consumo de enerǵıa en comparación con un clúster
mediano, los desarrollos en GPU han producido resultados exitosos en diferentes campos
de la ingenieŕıa como la dinámica de fluidos computacional. Sin embargo, para lograr un
rendimiento óptimo y aprovechar las capacidades de la GPU, es necesario que las diferentes
implementaciones estén diseñadas espećıficamente según el tipo de hardware.

En esta tesis se desarrollan y adaptan diferentes estrategias de paralelización en GPU,
para esquemas numéricos en el contexto del método de los volúmenes finitos que permiten
resolver, entre otros, el complejo problema de transporte de sedimentos y erosión loca-
lizada. Con los algoritmos y métodos expuestos se desarrolló una libreŕıa en GPU que
incluye: rutinas para resolver sistemas lineales dispersos, utilizando los métodos de Krylov
y técnicas multigrilla, métodos para resolver la ecuación de transporte con esquemas de
Variación Total Decreciente (TVD), un solver que resuelve el flujo incompresible utilizan-
do dos algoritmos (SIMPLE o pasos fraccionados), desarrollo de un método de fronteras
embebidas (IBM) para tratar geometŕıas complejas, modelos para calcular descargas de
sedimento y evolución temporal del lecho, que se acoplan al modelo hidrodinámico para
poder simular problemas de erosión.

Las diferentes componentes desarrolladas se validan mediante la utilización de solu-
ciones anaĺıticas, con el objetivo de comprobar la convergencia numérica de los esquemas
espaciales y temporales. También se lleva a cabo una verificación mediante el uso de
benchmark, para asegurar la precisión de las implementaciones.

Con el fin de destacar los beneficios de las implementaciones basadas en GPU, se llevan
a cabo evaluaciones utilizando diversas métricas para medir el rendimiento en problemas
de diferentes tamaños. Se logran abordar simulaciones de problemas en el orden de las
100 millones de celdas, lo que demuestra que la capacidad de una GPU es comparable
al rendimiento obtenido mediante el uso de múltiples CPU en paralelo. Esta capacidad
para manejar grandes volúmenes de datos confirma la eficiencia y la escalabilidad de las
soluciones basadas en GPU en comparación con las alternativas tradicionales.

Los problemas abordados en la tesis incluyen advección difusión utilizando esquemas
lineales y no lineales para comparar el desempeño de técnicas impĺıcitas y expĺıcitas, los
resultados brindan pautas en cuanto a elección de métodos para resolver estas ecuaciones.
Se resolvió un problema de difusión no lineal, mostrando que el método impĺıcito puede
tener un buen desempeño, sin embargo el bajo requerimiento en memoria y relativa sim-
plicidad en implementación para los métodos expĺıcito lo hacen más atractivos al resolver
este tipo de ecuaciones en GPU. Se expuso la solución de problemas advectivo-dominantes
usando esquemas TVD demostrando que puede obtenerse un buen desempeño en GPU,
permitiendo resolver problemas que requieren el transporte de gradientes pronunciados.
Se analizan dos variantes para el solver de flujo incompresible lo que permite evaluar pros
y contras al paralelizarlos en GPU. Se desarrolla un método IBM que combina técnicas
de celdas fantasma y una estrategia de interpolación que permite mantener un esque-
ma espacial compacto y la aplicación de diferentes condiciones de borde sobre el sólido
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inmerso.
Mediante una combinación adecuada de los métodos desarrollados, se logró resolver de

manera satisfactoria un desafiante problema tridimensional de erosión localizada alrededor
de un objeto rectangular. Esta resolución se llevó a cabo mediante el uso exclusivo de una
sola GPU, logrando completar el cálculo en tan solo 10 horas. Esta marca representa
una mejora considerable en el tiempo de ejecución, siendo hasta 36 veces más rápido en
comparación con un equipo de cómputo CPU equipado con 32 núcleos.

La solución se obtuvo a utilizando el solver desarrollado para el flujo incompresible
acoplado con un modelo de transporte de sedimentos. Esta integración permitió simular y
comprender con precisión el proceso de erosión en un entorno tridimensional, proporcio-
nando aśı una valiosa herramienta para estudios relacionados dentro de esta disciplina.

Esto proporciona una herramienta de bajo costo que resuelve problemas con grandes
requisitos computacionales en tiempos reducidos. Los códigos desarrollados son adaptables
y pueden ser utilizados en una gama de problemas. Las simulaciones numéricas realizadas
con esta herramienta contribuyen a complementar las formulaciones clásicas y ofrecen una
perspectiva más completa y mejorada de los fenómenos f́ısicos, contribuyendo aśı al avance
del conocimiento en las respectivas disciplinas.
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6.2.1. Fórmulas para transporte de fondo qb . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
6.3. Transporte en suspensión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.4. Modelo de evolución del lecho - Ecuación de Exner . . . . . . . . . . . . . . 126

6.4.1. Discretización de la ecuación de Exner . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.5. Modelo de turbulencia LES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.5.1. Ley de pared . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.6. Estrategia para estimación de esfuerzos de corte en el lecho . . . . . . . . . 132
6.7. Modelos de deslizamiento de granos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

6.7.1. Discretización de la ecuación para el modelo de deslizamiento . . . . 133
6.7.2. Validación del método de deslizamiento . . . . . . . . . . . . . . . . 134
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3.10. Definición del dominio del problema y condiciones de borde para la ecuación
de flujo y ecuación de transporte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.11. Campo de conductividad lognormal con varianza σ2lnK = 6,25; longitud
de correlación λ = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo
(izquierda) y una ventana interior de [20x/λ× 20x/λ] (derecha). . . . . . . 53

3.12. Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con
varianza de σ2lnK = 1; longitud de correlación λ = 10; covarianza expo-
nencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior de
[30x/λ× 30x/λ] (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.13. Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con
varianza de σ2lnK = 6,25; longitud de correlación λ = 10; covarianza ex-
ponencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior de
[30x/λ× 30x/λ] (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.14. Comparación para diferentes tipos de transporte σ2lnK = 2,25 al final de la
simulación (tfinal = 350λ/u), de izquierda a derecha: Aα, AD and PA. . . . 55

3.15. Comparación para diferentes tipos de transporte σ2lnK = 2,25 al final de la
simulación (tfinal = 350λ/u), en una ventana interior de [60x/λ × 21x/λ],
de arriba hacia abajo: Aα, AD and PA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

xi
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método expĺıcito e impĺıcito (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.26. Dominio y condiciones de borde para el problema 2D de la cavidad cuadrada
con tapa deslizante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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5.7. Solución numérica del problema de la cavidad cuadrada regularizada, con un
cilindro fijo embebido en el centro, para la grilla de 128×128. Componentes
u y v de la velocidad (arriba), campo de vorticidad y módulo del campo
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ción con Burkow y Griebel (2016) [29]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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problema de la cavidad cúbica hasta un tiempo f́ısico de simulación de 16s
utilizando el equipo 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

xvii
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La descripción matemática del modo en como se transportan las part́ıculas sólidas
en una corriente ĺıquida es sumamente compleja. El transporte sólido en los ŕıos (ya sea
por arrastre de fondo y/o en suspensión) es de dif́ıcil determinación porque se tiene gran
variabilidad en los fenómenos tanto en el espacio como en el tiempo, un elevado núme-
ro de variables intervinientes y dificultad de comprobar en la naturaleza los resultados
que se obtienen. Entre los problemas vinculados al transporte de sedimentos se encuen-
tra la sedimentación y erosión localizada alrededor de pilas y estribos de puentes. Los
daños vinculados a estos casos, se pueden reducir en la medida que se pueda predecir
el transporte sólido. Debido al complejo carácter tridimensional del fenómeno de erosión
localizada y las formas en el fondo del lecho del ŕıo, es necesario el uso de modelos de flujo
que sean tridimensionales lo cual puede dar lugar a problemas computacionalmente muy
demandantes.

1.2. Uso de la GPU para el cálculo cient́ıfico

Con el paso de los años los cambios en hardware han permitido el desarrollo de modelos
con mayor resolución y complejidad. En la última década las GPUs han surgido como una
alternativa para computación de propósito general y su uso para cálculo cient́ıfico ha ido
aumentando [32, 171, 183]. Las arquitecturas GPU se caracterizan por la gran capacidad
de cómputo en relación al ancho de banda de memoria. Esto las hace muy buenas para
resolver discretizaciones temporalmente expĺıcitas y espacialmente compactas [104]. Por
otro lado se deben tener en cuenta los aspectos del modelo de programación CUDA (Com-
puted Unified Device Architecture) que resultan cŕıticos para la naturaleza del ancho de
banda en los métodos utilizados para reslver las ecuaciones discretizadas como por ejem-
plo Navier Stokes (NS). El modelo de ejecución adoptado por la GPU para el cómputo en
paralelo es el de Single Instruction Multiple Threads (SIMT) [102], esto implica dividir el
procesamiento de una malla en diferentes funciones (CUDA kernels), que agrupan un con-
junto de instrucciones que se pasan a la GPU de modo que cada proceso o hilo de la GPU
ejecute la misma instrucción pero sobre un gran conjunto de datos [167]. En cuanto a la
discretización temporal, en general se prefieren los métodos impĺıcitos debido a su mayor
estabilidad a lo largo de la evolución del problema ya que son capaces de utilizar pasos
de tiempo mucho más largos que los esquemas expĺıcitos. Sin embargo, las caracteŕısti-
cas del modelo SIMT en las GPU, hacen que el uso de métodos expĺıcitos sea atractivo
desde el punto de vista computacional, aunque requieren considerar un paso de tiempo
mucho más pequeño [104]. Por otra parte la mayoŕıa de los trabajos que resuelven numéri-
camente ecuaciones diferenciales mediante discretización (por ejemplo FVM), se centran

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

en desarrollar implementaciones eficientes de resolvedores de los sistemas de ecuaciones
algebraicas generados por diferentes métodos numéricos [25, 41, 77]. Pero para obtener un
buen desempeño en aplicaciones CFD usando GPU es crucial trabajar preferentemente en
códigos basados completamente en GPU. Como las técnicas de discretización y solución
afectan los rendimientos de manera considerable, esto motiva la implementación de varios
esquemas numéricos en GPU.

1.3. Resolvedores para CFD en GPUs

En base al modelo de programación CUDA, es preferible el uso de grillas cartesianas
fijas, dentro de ellas, las grillas colocadas son las más populares. Los métodos más fre-
cuentes encontrados en la literatura para la resolución numérica de las ecuaciones de NS
en flujos incompresibles en GPU, son el método de proyección [161, 167, 189] propuesto
originalmente por [37], y el algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked
Equations)[80, 127, 182] presentado por [136]. No se ha encontrado una comparación del
desempeño en GPU para ambos algoritmos, esto motiva a realizar un breve análisis del
rendimiento de dos implementaciones basadas en GPU de los mismos.

1.4. Simulación numérica para transporte de sedimentos

La simulación numérica se utiliza como herramienta adicional para reducir los esfuerzos
utilizados para el diseño y experimentación. Para ello se requieren resolvedores rápidos
tanto para el fluido como para la modelación del sedimento. En general el transporte de
sedimentos se trata en dos partes, el transporte por carga de fondo y el transporte por
carga en suspensión [15, 48, 49]. El transporte de fondo comprende el material transportado
cerca de la superficie del lecho, mientras que el resto del material se transporta en el cuerpo
del fluido en forma suspendida. En la ecuación para el transporte de fondo, se determina la
superficie del sedimento en base al equilibrio de masa que entra y sale [53]. Similarmente
a partir de la conservación de masa se obtiene una ecuación de advección difusión (AD)
que permite modelar el transporte de una concentración en suspensión [144]. El parámetro
de entrada en ambos sistemas es la velocidad del flujo que corresponde a una velocidad
de transporte y de acuerdo al material transportado, la altura de superficie del lecho
evoluciona en el tiempo.

1.5. Fórmulas de transporte

El gasto sólido de fondo y gasto sólido en suspensión usualmente se relacionan con
el caudal que escurre en el ŕıo. Las fórmulas de transporte que determinan la carga de
sedimento transportado en la modalidad de fondo a cierta velocidad es un tema extensa-
mente investigado durante décadas [51, 113, 153, 176]. Muchos autores coinciden en que
los granos en el fondo comenzarán a moverse cuando la tensión τb exceda un valor cŕıtico
(τc). Por ejemplo una fórmula muy popular, verificada con datos para arena gruesa y grava
uniformes es la fórmula de [113], que fue re-analizada por [180] quienes encontraron un
mejor ajuste a dichos datos, dado por la siguiente fórmula:

q∗ = 4,93 (τ∗ − 0,047)1,06

siendo q∗ la carga de fondo adimensionalizada y τ∗ el esfuerzo de corte adimensionalizado,
en el fondo (lecho) generado por el flujo circulante. Nótese que el esfuerzo de corte cŕıtico
adimensionalizado τ∗c adopta el valor 0,047 en esta fórmula.
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En la práctica, el esfuerzo en el fondo τb no se puede medir, pero en la literatura pueden
encontrarse varias fórmulas emṕıricas para estimarlo. Sin embargo, debido a que en la
implementación numérica se dispone de los gradientes de velocidad, el esfuerzo cortante
podŕıa calcularse expĺıcitamente como τ = µ∂u/∂n.

1.6. Acoplamiento del flujo con transporte de sedimentos

Existen diferentes enfoques para realizar el acoplamiento de las ecuaciones de NS,
la ecuación de conservación de la masa de sedimento en el lecho (ecuación de Exner)
y la ecuación de AD para el transporte en suspensión por ejemplo [57, 83, 149]. Los
acoplamientos expĺıcitos pueden representar inestabilidades, pero pueden resultar sencillos
en cuanto a implementación en GPU.

Por otra parte un acoplamiento fuerte (impĺıcito o semi-impĺıcito) que resulta estable,
requiere la solución simultánea de los sistemas, cosa que podŕıa llevarse a cabo en conjunto
dentro de la implementación del solucionador de NS en un esquema segregado.

Sin embargo, como se espera que las escalas temporales involucradas en el transporte
de sedimentos y en los cambios morfológicos sean muy diferentes respecto de los tiempos de
cambio en el flujo. Entonces, puede resultar factible un desacoplamiento entre los modelos
dentro del algoritmo conjunto.

1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivo general

El objetivo general de esta tesis es estudiar e implementar algoritmos para resolver pro-
blemas de dinámica de fluidos computacional (CFD) orientados al transporte de sedimen-
tos, utilizando tarjetas gráficas del tipo GPGPU (General Purpose Graphics Processing
Units).

1.7.2. Objetivos espećıficos

Como objetivos espećıficos dentro del alcance de esta tesis se propone:

Implementar métodos del tipo Volúmenes Finitos (FVM) en mallas cartesianas uni-
formes.

Implementar un resolvedor para calcular el flujo incompresible a través de un algo-
ritmo que trate el acoplamiento presión-velocidad.

Resolver el transporte de sedimento usando fórmulas estándar de carga de fondo.

A partir de las descargas de sedimentos resolver la ecuación de Exner acoplada con
las ecuaciones de NS y el modelo de carga de fondo.

1.7.3. Contribuciones esperadas

Como resultado se espera la implementación de un modelo de transporte de sedimentos
completo acoplado con un resolvedor para flujos incompresibles. Con los modelos descritos,
se podŕıa adaptar el código fácilmente a una gran variedad de problemas y condiciones
de campo. Los resultados de las simulaciones numéricas contribuirán a complementar
las formulaciones clásicas y permitirán una mejor comprensión de los fenómenos f́ısicos
involucrados.
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1.8. Estructura de la Tesis

La estructura de la tesis es dividida en un total de siete caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1
(Introducción), se exponen las principales motivaciones que movilizan la realización de la
presente Tesis y una introducción al estado del arte en el cálculo cient́ıfico en GPUs y la
simulación numérica de flujos y transporte de sedimentos. En el Caṕıtulo 2 se describen las
ecuaciones y algoritmos utilizados en la dinámica de fluidos computacional, los esquemas
de discretización espacial y temporal en el contexto del método de los volúmenes finitos.
En el Caṕıtulo 3 se presentan las principales caracteŕısticas del modelo de programación
CUDA y se presentan algunos resultados en cuanto a desempeño de métodos y algoritmos
implementados en GPU aplicados a la resolución de diferentes problemas de CFD. En el
Caṕıtulo 4 se desarrolla un método multigrilla basado en GPU para reducir el tiempo de
cómputo en las ecuaciones de NS. En el Caṕıtulo 5 se presenta y valida una formulación
basada en GPU para el método de fronteras embebidas que permite resolver en fronteras
complejas. En el Caṕıtulo 6 se describen los modelos utilizados para predecir el transporte
de sedimentos, se desarrolla una estrategia para acoplar los modelos hidrodinámico y
morfodinámico, y se realiza una aplicación del programa desarrollado en GPU en un
caso de estudio de la erosión localizada en sobre un objeto rectangular. Finalmente en el
Caṕıtulo 7 se presentan las conclusiones y aportes principales del trabajo realizado en esta
Tesis, aśı como también las ĺıneas abiertas para el desarrollo de trabajos futuros.

1.9. Publicaciones

A continuación se listan las publicaciones que ha realizado el autor de esta tesis, in-
cluyendo solamente aquellas que derivaron directamente de la realización de la misma.

1.9.1. Publicaciones en revistas

Bessone, L., Gamazo, P., Dentz, M., Storti, M., & Ramos, J. (2022). GPU imple-
mentation of Explicit and Implicit Eulerian methods with TVD schemes for solving
2D solute transport in heterogeneous flows. Computational Geosciences, 26(3), 517-
543.

1.9.2. Publicaciones y presentaciones en congresos

Bessone, L. C., Gamazo, P., & Storti, M. A. (2018). Evaluación del Desempeño
de Diferentes Esquemas temporales para la Resolución de una Ecuación de Difusión
No Lineal en GPGPU. Mecánica Computacional, 36(14), 605-625.

Bessone, L., Gamazo, P., & Storti, M. A. (2019). Evaluación del Desempeño de Dos
Métodos para Resolver Flujos Incompresibles en GPGPU. Mecánica Computacional,
37(16), 623-623.

Bessone, L., Gamazo, P., Ramos, J., & Storti, M. (2020, May). Performance Eva-
luation of different time schemes for a Nonlinear diffusion equation on multi-core and
many-core platforms. In EGU General Assembly Conference Abstracts (p. 1632).

Bessone, L., Gamazo, P., Dentz, M., Storti, M., Ezzatti, P., & Ramos, J. (2020,
December). An efficient GPU solver for highly heterogeneous flows. In AGU Fall
Meeting Abstracts (Vol. 2020, pp. H196-0004).

Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Saracho, A., Ramos, J., Alvareda, E., ...&
Paskosky, P. (2022). Uso de placas de video para predecir la erosión local. XXX
Congreso Latinoamericano de Hidraulica. Foz do Iguazú. Brasil 2022.



1.9. PUBLICACIONES 5

Bessone, L., Gamazo, P., Storti, M., Dentz M. & Ramos, J. (2023) Implementa-
ción en GPU de un método multigrilla centrado en celda. Mecánica Computacional,
40(40), 1481-1495.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones de gobierno y métodos
para CFD

Tanto los balances de materia como los principios de la mecánica, son un requisito para
los cálculos en la solución de problemas de la f́ısica e ingenieŕıa. Las leyes de conservación
sirven como una fuerte restricción en cualquier teoŕıa sobre cualquier rama de la ciencia.
Las leyes f́ısicas que controlan estos principios se traducen en relaciones matemáticas,
escritas en forma de ecuaciones diferenciales, lo cual representa el medio necesario para
realizar simulaciones. Los principios fundamentales más conocidos que conforman estas
leyes son: conservación de la masa (ecuación de continuidad), conservación del momento
(o conservación de la cantidad de movimiento), conservación de la enerǵıa total del sistema.
Una de las ecuaciones analizadas en esta tesis es la ley de conservación de una propiedad
intensiva, esta ecuación general de transporte puede tener carácter escalar o vectorial.

2.1. Ecuación de transporte

La ecuación de transporte escalar en forma diferencial, considerando únicamente los
mecanismos de transporte por advección y difusión está representada por la siguiente
ecuación en derivadas parciales:

∂C

∂t
+∇· (uC −D∇C) = f (2.1)

donde C(x, t) representa una propiedad intensiva generalizada que vaŕıa en forma continua
y es función de la posición x y del tiempo t. Por ejemplo, C representa una concentración
en [kg/m3], u(x) = (ux, uy, uz) representaŕıa un campo de velocidades dado en [m/s], D
representa el tensor de difusión [m2/s] y f un término fuente o sumidero [kg/m3/s].

2.1.1. Discretización espacial

La mayoŕıa de métodos utilizados para transformar (2.1) en un sistema de ecuacio-
nes algebraicas son el método de los elementos finitos (FEM), el método de diferencias
finitas (FDM) y el método de los volúmenes finitos (FVM). En esta tesis se resuelven las
ecuaciones usando FVM centrado en celdas considerando grillas cartesianas uniformes,
resultando equivalente al FDM. Sin pérdida de generalidad, se consideran siempre domi-
nios prismáticos cuadrangulares Ω ⊂ R

3 (o rectangulares en R
2) discretizados con paso

de malla constante (∆x = ∆y = ∆z = h). En lo que sigue, la celda central y sus celdas
vecinas se designan con el sub́ındice C y E,W,N, S, T,B respectivamente, haciendo alu-
sión a Center, East, West, North, South, Top, Bottom correspondientes a vecinos en las 3
direcciones (x-dir, y-dir y z-dir). El sub́ındice en minúscula indica los centros de caras de
las celdas, la figura 2.1 presenta la molécula computacional para el caso 2D y 3D.
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Por otro lado el conocido teorema de Godunov establece que: Los esquemas numéricos
lineales para resolver ecuaciones en derivadas parciales, que tienen la propiedad de no
generar nuevos extremos (esquema monótono), pueden tener, como mucho, precisión de
primer orden. Esto es, si se necesita un esquema de segundo orden o más de precisión,
para que se conserve la monotońıa, el mismo debe ser no lineal. Luego, la solución de Cf

depende de los valores de CC y sus vecinos CF (con F ∼ NB(C)) no linealmente como
mostraremos más adelante. En la próxima subsección se repasará brevemente los esquemas
de alta resolución para aproximar el término advectivo en la ecuación (2.2).

2.1.2. Esquemas TVD o de variación total decreciente

Las interpolaciones de alto orden (HO) que consideran la dirección contra corriente
(upwind) llenan los vaćıos en la precisión del esquema UD. Pero tales enfoques, de acuer-
do con el teorema de Godunov [65], generalmente proveen soluciones no acotadas, las
cuales pueden ser particularmente problemáticas en campos de velocidad no uniformes o
flujos altamente heterogéneos. Un esquema HO acotado, conocido como esquema de alta
resolución (HR), se obtiene imponiendo la condición TVD (Total Variation Dimishing)
que se explica a continuación.

Considerando por simplicidad una grilla unidimensional, la variación total (TV) se
define como TV (C) =

∑

i |Ci+1 − Ci| donde i es el ı́ndice de un nodo de la grilla. Se dice
que un esquema es TVD si TV no crece a lo largo del tiempo:

TV (Ct+∆t) ≤ TV (Ct) (2.4)

Un esquema HO monótono es TVD y a su vez un esquema TVD preserva la monotońıa [71].
Se pueden usar las funciones limitadoras (limitador o limitador de flujo) para construir
un esquema TVD. Tales limitadores previenen la aparición de oscilaciones no f́ısicas. Si se
utiliza el enfoque de Sweby [162], llamando al limitador ψ(r) donde r indica la relación
entre dos gradientes consecutivos, el valor en el centro de cara puede obtenerse de una
manera simple:

Cf = CC +
1

2
ψ(rf ) (CD − CC) ; with rf =

CC − CU

CD − CC
(2.5)

donde el sub́ındice D y U indica los nodos upwind y downwind, por lo tanto deben elegirse
de acuerdo a la dirección en que la velocidad uf atraviesa el centro de la cara f de la celda
C. Por ejemplo, los flujos correspondientes a las caras east y west resultan respectivamente
en:

ṁeCe =

[

CC +
1

2
ψ(r+e ) (CE − CC)

]

||ṁe, 0|| −
[

CE +
1

2
ψ(r−e ) (CC − CE)

]

|| − ṁe, 0||;

con r+e =
CC − CW

CE − CC
, r−e =

CE − CEE

CC − CE
(2.6)

ṁwCw =

[

CC +
1

2
ψ(r+w ) (CW − CC)

]

||ṁw, 0|| −
[

CW +
1

2
ψ(r−w ) (CC − CW )

]

|| − ṁw, 0||;

con r+w =
CC − CE

CW − CC
, r−w =

CW − CWW

CC − CW
(2.7)

donde el doble sub́ındice CEE (respectivamente CWW ) se utiliza para indicar el centro de
celda vecino a dos celdas de distancia de la celda C en esa dirección, esto es, la celda EE
se ubica al este de la celda E (resp. WW al oeste de la celda W ).
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Se han desarrollado muchos esquemas TVD de esta forma, eligiendo apropiadamente el
limitador ψ(rf ) (OSHER [31], MUSCL [175], SUPERBEE y MINMOD [145] entre otros).
Nótese que siempre que ψ(rf ) permite generar un esquema TVD, Cf será una combinación
no lineal de los valores en los centros de celda, ya que rf es una función de CC y sus vecinos
CF . En otros casos, el esquema será lineal, pero no TVD, como es el caso de los esquemas
de alto orden o HO, por ejemplo: esquema CD (ψ(rf ) = 1), esquema second order upwind-
SOU (ψ(rf ) = rf ) o incluso el esquema QUICK [99] (ψ(rf ) = (rf + 3)/4). Esto crea una
complicación para los métodos impĺıcitos debido a que requeriŕıan una estrategia iterativa
para resolver el sistema no lineal que se genera.

2.1.3. Enfoque de Corrección Diferida (DC)

A lo largo de esta tesis, se utilizan esquemas temporales expĺıcitos e impĺıcitos. Para
los métodos expĺıcitos, la función limitadora para la linealización del esquema advectivo
ψ(rf ) puede calcularse usando los valores de la solución temporal previa Ct

C y Ct
F . Para

los esquemas impĺıcitos, esto implica que los coeficientes fuera de la diagonal en el sistema
de ecuaciones tienen signos opuestos, violando aśı una regla básica para la estabilidad de
un algoritmo iterativo [121]. Aunque lo anterior se puede evitar si se utiliza un método
directo para la solución del sistema, tal situación no es nada práctica en discretizaciones
con millones de celdas.

Para tratar el problema mencionado, en los algoritmos impĺıcitos se utiliza la técnica
de corrección diferida [82]. La estrategia es tratar el término advectivo como sigue:

ṁfC
HR
f = ṁfC

U
f

︸ ︷︷ ︸

implicit

+ ṁf

(
CHR
f − CU

f

)

︸ ︷︷ ︸

explicit

(2.8)

donde los supráındices U y HR indican el uso de los esquemas upwind y TVD respecti-
vamente (es decir, usar (2.3) para U y (2.5) para HR). La idea entonces es que el valor
en centro de cara se trata impĺıcitamente considerando el esquema de primer orden. La
diferencia entre los esquemas upwind y TVD se trata de forma expĺıcita, calculando los
valores basándose en la última solución disponible, esto es, la obtenida en la iteración
previa dentro de un proceso iterativo. La ventaja de este enfoque es que se obtiene una
matriz diagonalmente dominante en el esquema temporal impĺıcito (cosa deseable en los
resolvedores iterativos, como los métodos de Krylov), mientras que la no linealidad del
esquema TVD es tratada expĺıcitamente.

2.2. Discretización temporal

En esta sección se describen los principales esquemas temporales utilizados en la tesis.
Para ello, se considerará sin pérdida de generalidad el sistema de ODEs:

∂C

∂t
= f(C, t), con f(C, t) : Rm+1 → R

m una función lineal o no lineal de C (2.9)

siendo C ∈ R
m el vector solución para todo el dominio computacional y f representa la

expresión resultante luego de aplicar una discretización espacial en el contexto de alguno
de los métodos usuales (FEM, FDM o FVM), que para esquemas lineales se puede expresar
como el producto de una matriz por el vector solución f = BC. En lo que sigue se aplicará
la notación utilizando supráındices de forma que Cn

C corresponde a la variable evaluada
en el centro de celda C en tiempo actual t = n∆t.
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2.2.1. Métodos expĺıcitos

A continuación, se resumen los esquemas de discretización expĺıcitos más conocidos
con sus respectivos errores de truncamiento y algunas consideraciones a tener en cuenta
en el contexto de esta tesis.

Euler hacia adelante - FE. Este esquema de diferencias finitas es de primer orden
en el tiempo (orden ∼ O (∆t)):

Cn+1 −Cn

∆t
= f(Cn, t) +O(∆t) (2.10)

constituye uno de los métodos más simples y adecuado para implementar en GPU
debido a que solo se requieren almacenar dos vectores en memoria Cn+1 y Cn.
La parte principal del código consiste en una función que actualiza las variables al
avanzar cada paso de tiempo, sin embargo como se mencionó, es de primer orden de
precisión.

Adams-Bashforth - AB. Este esquema es parte de la familia de métodos multipaso
y es de segundo orden en el tiempo:

Cn+1 −Cn

∆t
=

3

2
f(Cn, t)− 1

2
f(Cn−1, t) +O(∆t2) (2.11)

como se mostrará mas adelante, en un problema de difusión pura resuelto con un
esquema temporal expĺıcito, no tiene mucho sentido mejorar el orden de precisión
temporal, la fórmula resulta útil en otro tipo de problemas como ser: advección pu-
ra, advección difusión, o aplicado únicamente a uno de los términos de la ecuación
diferencial. En cuando al contexto GPU, se requiere almacenar en memoria tres vec-
tores, correspondientes a las soluciones futura, presente y pasada. La parte principal
del código consistirá en una función que lee los dos vectores solución (n y n − 1) y
actualiza la solución.

Runge-Kutta 2 - RK2. Otra familia de métodos expĺıcitos de mayor orden la
constituye los métodos tipo Runge-Kutta. Este esquema es de segundo orden en el
tiempo y consiste en realizar las siguientes operaciones:

Cn+1 −Cn

∆t
= f(Cn, t) 1er paso tipo FE

Cn+2 −Cn+1

∆t
= f(Cn+1, t) 2do paso tipo FE

Cn+1 =
1

2
Cn+2 +

1

2
Cn etapa de corrección

(2.12)

este método también se conoce como método de Heun o método predictor-corrector.
Requiere almacenar una solución más que el esquema FE. Es muy fácil de imple-
mentar debido a que se aplica directamente la programación del método FE como
”caja negra”.
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Runge-Kutta 3 - RK3. Este esquema es de tercer orden en el tiempo y consiste
en realizar las siguientes operaciones:

Cn+1 −Cn

∆t
= f(Cn, t) 1er paso tipo FE

Cn+2 −Cn+1

∆t
= f(Cn+1, t) 2do paso tipo FE

Cn+1/2 =
3

4
Cn +

1

4
Cn+2 primer etapa de promediado

Cn+3/2 −Cn+1/2

∆t
= f(Cn+1/2, t) avance a tiempo t+ 3/2∆t (FE)

Cn+1 =
1

3
Cn +

2

3
Cn+3/2 segunda etapa de promediado

(2.13)
es el método usado mayoritariamente en los trabajos académicos debido a su preci-
sión, fácil implementación y además es un método tipo TVD (en el tiempo) en el caso
de advección pura. Se puede implementar como RK2 usando las rutinas FE como
”caja negra” almacenando solamente una solución más extra respecto del método
FE, es decir se requieren en total 3 vectores almacenados en memoria.

Cabe aclarar que el orden de precisión del esquema temporal que se menciona en los
métodos surge al considerar el desarrollo de Taylor en el término transiente de (2.2), por
ejemplo, el esquema FE para la derivada temporal en la celda C es:

CC(t+∆t) = CC(t) +
∂CC(t)

∂t
∆t+

∂2CC(t)

∂t2
∆t2

2!
+ . . .

⇒
(
∂C

∂t

)

C

=
∂CC(t)

∂t
=
CC(t+∆t)− CC(t)

∆t
+O(∆t) =

Cn+1
C − Cn

C

∆t
+O(∆t)

(2.14)

2.2.2. Métodos impĺıcitos

A continuación, se resumen los esquemas impĺıcitos considerados en este trabajo.

Euler hacia atrás - BE. Este esquema de diferencias hacia atrás es de primer
orden en el tiempo (orden ∼ O (∆t)):

Cn+1 −Cn

∆t
= f(Cn+1, t) +O(∆t) (2.15)

debe notarse que la determinación del vector solución a tiempo futuro Cn+1 surge
de resolver un sistema de ecuaciones ya que la variable a tiempo futuro se encuentra
dentro de la función f . Es un método que en general resulta incondicionalmente
estable, luego el paso de tiempo se puede elegir tan grande como se quiera, pero suele
elegir de forma tal que el error temporal pese menos que la precisión del esquema
espacial que se utilice.

Crank Nicolson - CN. Este esquema de diferencias centradas es de segundo orden
en el tiempo (orden ∼ O

(
∆t2

)
):

Cn+1 −Cn

∆t
=

1

2
f(Cn+1, t) +

1

2
f(Cn, t) +O(∆t2) (2.16)

como en el método anterior, luego de ordenar de acuerdo a los valores disponibles
(colocándolos en el lado derecho o RHS) y los valores incógnita (colocándolos en
el lado izquierdo, LHS), debe resolverse el sistema de ecuaciones en cada paso de
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tiempo. Es un método marginalmente estable, puede presentar alguna inestabilidad
cuando hay incopatibilidad en la condición inicial y la condición de borde a tiempo
t > 0, sin embargo, se mantiene acotada (es estable). El costo computacional es
el mismo que BE pero al tener segundo orden de precisión, O(∆t2), es el método
impĺıcito más utilizado. En el caso de difusión pura, se gana mucho repecto a un es-
quema expĺıcito (que posee una fuerte restricción de estabilidad) ya que la precisión
de este método permite elegir pasos temporales relativamente grandes mantenien-
do el error de truncamiento del esquema temporal por debajo del que presenta el
esquema espacial.

Los métodos FE, BE y CN se pueden agrupar en un método conocido como Método θ.

Cn+1 −Cn

∆t
= (1− θ)f(Cn, t) + θf(Cn+1, t) (2.17)

de esta forma, cuando θ = 0 corresponde al método expĺıcito puro (FE), para θ = 1 es un
método impĺıcito puro (BE) y para θ = 1/2 es un método expĺıcito-impĺıcito (CN)1.

2.2.3. Sobre la estabilidad de los esquemas temporales

Los métodos expĺıcitos son más fáciles de implementar, además de que son más baratos
computacionalmente (en cuanto a tiempo de cómputo por paso de tiempo), pero están
sujetos a inestabilidades numéricas y son condicionalmente estables o inestables. El método
clásico para determinar las condiciones que debe cumplir el paso de tiempo para que la
evolución del problema se mantenga estable a lo largo del tiempo, es el método de Von
Neuman[74].

Algunas definiciones que vale la pena mencionar son:

Consistencia: es una condición sobre el esquema numérico, a saber, que el esquema
numérico debe tender a la ecuación diferencial, cuando (∆t, h)→ (0, 0) [74].

Estabilidad: es una condición sobre la solución numérica, d́ıgase, todos los errores,
tales como los de redondeo por la aritmética finita de la computadora, deben man-
tenerse acotados al avanzar en el proceso iterativo. Esto es, para valores finitos de
∆t y h, el error definido como la solución numérica y la solución exacta del esquema
numérico debe mantenerse acotado cuando n → ∞ (siendo n el número de pasos
de tiempo). Esto involucra una condición sobre el esquema numérico y no sobre la
ecuación diferencial [74].

Convergencia: es una condición sobre la solución numérica, debe garantizarse que
la salida de la simulación es una correcta representación del modelo que se está
resolviendo, esto es, la solución numérica debe tender a la solución exacta del modelo
matemático cuando (∆t, h)→ (0, 0) [74].

Finalmente, el teorema de equivalencia de Lax[96] establece que:
Para un problema a valores iniciales bien planteado (bien puesto) y un esquema de

discretización consistente, la estabilidad es una condición necesaria y suficiente para
la convergencia.

En la práctica se puede obtener la condición de estabilidad local v́ıa un análisis de Von
Neumann, sin embargo muchas veces se debe obtener experimentalmente mediante pruebas
numéricas, principalmente porque si la ecuación diferencial involucra muchos términos o se
empiezan a combinar esquemas de discretización temporal, el método anaĺıtico se vuelve
imposible de manipular.

1El término expĺıcito-impĺıcito es simplemente para indicar la contribución de ambas partes al ensamblar
el sistema, sin embargo al momento de resolver se trata de un método impĺıcito como BE.
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Condiciones de estabilidad más conocidas

A continuación se repasan los criterios de estabilidad y números adimensionales usados
frecuentemente en la combinación de esquemas.

Número de Fourier FO: el número adimensional que gobierna la estabilidad en el
método expĺıcito FE para el caso de difusión transiente (esquema espacial CD) para
el caso unidimensional es:

FO =
2κ∆t

h2
≤ 1 (2.18)

donde κ es el coeficiente de difusividad [m2/s]. Muchas veces se define sin el factor de
2 y en cuyo caso la condición de estabilidad es 1/2. Conceptualmente en un problema
de calor, el número FO es la relación dentre la velocidad de conducción del calor en
el medio y la velocidad de almacenamiento de enerǵıa. Para el caso de difusión pura
en 2D y 3D el número contiene un factor de 4 y 6 respectivamente, FO = 4κ∆t/h2 y
FO = 6κ∆t/h2. Notar que el método FE y CD en conjunto es orden O(h2,∆t), con
lo que habŕıa que ver el mayor de ambos. Sin embargo como la condición FO ≤ 1
implica que ∆t ∼ h2, no tendŕıan sentido los estudios de convergencia temporal.
Por otro lado, al usar un esquema de Heun o RK2, la condición de estabilidad es
similar a la anterior y utilizar dicho esquema temporal no aporta precisión ya que
O(∆t2) ∼ h4 ≪ h2 para h→ 0.

Número de Courant CO: el número adimensional que gobierna la estabilidad en
el método expĺıcito FE para el caso de advección pura transiente (esquema espacial
UD) para el caso unidimensional es:

CO =
|v|∆t
h
≤ 1 (2.19)

donde v es la velocidad de advección [m/s]. El número de Courant establece que el
paso de tiempo a usar no puede ser mayor al tiempo en que la concentración tarda
en atravesar una celda a velocidad v. Observe que en este caso los dos esquemas
están en el mismo orden de aproximación ∆t ∼ h.

Condición CFL: la condición CO también se conoce como condición CFL (Courant-
Friedrich-Lewy), solo que esta última es más general, no solo para advección pura.
Por ejemplo, para el problema de advección difusión transiente usando esquema FE,
UD (advección) y CD (difusión) la condición CFL luce como:

CFL =
|v|∆t
h

+
2κ∆t

h2
≤ 1 (2.20)

Cabe mencionar que en caso de usar un esquema CD para la advección, además de la
condición CFL, que es algo diferente a la presentada, hay que verificar que el número
de Pèclet de grilla sea menor a 1, siendo Pe = |v|h

2κ para el caso unidimensional y
relaciona el transporte por advección y difusión.

2.2.4. Comentarios generales

Los métodos expĺıcitos son más rápidos, principalmente para cómputo en paralelo,
pero el criterio de estabilidad hace que la rapidez del método no compense la cantidad de
pasos de tiempo (muy pequeños) requeridos para llegar a cierto instante de simulación.

Los métodos impĺıcitos son muy costosos y complejos pero se compensan con el hecho
de permitir pasos de tiempo grandes.

La mayoŕıa de veces, para ver la ventaja real de los métodos expĺıcitos se debe pensar
en paralelismo de grano fino, esto es, número de procesadores de cómputo en el orden de
1000 o más como es el caso de las GPU de cómputo cient́ıfico.
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2.3. Ecuaciones no lineales - Método de Newton Raphson

El método de Newton Raphson (NR) es una de las estrategias más utilizadas para
resolver numéricamente ecuaciones no lineales. El caso particular que interesa para este
trabajo es cuando uno de los términos de la ecuación diferencial es no lineal y se resuelve
numéricamente utilizando un esquema temporal impĺıcito. Considere entonces, la ecuación
(2.9) con f(C, t) no lineal en las componentes de Cn+1. El método de NR consiste en
resolver iterativamente el sistema escrito en forma de residuo y linealizado:

R
(
Cn+1

)
≈ R

(

C(k)
)

+ J
(

C(k)
)(

C(k+1) −C(k)
)

= 0 (2.21)

definiendo ∆C(k+1) = C(k+1) −C(k), (2.21) puede expresarse como

R
(

C(k)
)

+ J
(

C(k)
)

∆C(k+1) = 0

⇔ C(k+1) = C(k) −
(

J
(

C(k)
))(−1)

R
(

C(k)
) (2.22)

donde J
(
C(k)

)
es el Jacobiano del residuoR evaluado enC(k) que corresponde a la variable

en tiempo futuro Cn+1 en la k-ésima iteración.
El algoritmo para resolver numéricamente la ecuación con un esquema temporal impĺıci-

to, en cada paso de tiempo es el siguiente:

Algoritmo 1: Algoritmo para el método de Newton Raphson con un esquema
temporal impĺıcito

1 C(0) ← Cn; // Cn solución a tiempo pasado;
2 para i = 1, . . . hasta la convergencia hacer

3 computar J
(
C(k)

)
y ensamblar el sistema lineal (2.22);

4 resolver el sistema lineal para ∆C(k+1) ;

5 C(k+1) ← C(k) +∆C(k+1);

6 fin

7 Cn+1 ← C(k+1);

Es decir, que para cada paso de tiempo se deben ensamblar y resolver un sistema
lineal K veces, uno por cada iteración NR, para poder obtener la solución en el paso
de tiempo siguiente Cn+1. Sin embargo, un detalle a tener en cuenta es que resolver el
algoritmo iterativo de NR hasta la convergencia puede no ser necesario como se mostrará
a continuación.

Orden de aproximación de la iteración NR al usar el esquema temporal CN

En v́ıas de optimizar las implementaciones que se realicen, se mostrará que el orden de
aproximación temporal para una iteración NR al usar el esquema de diferencias centradas
CN es al menos O(∆t2). Esto implica que el nivel de precisión de la solución no cambia
de orden con las sucesivas iteraciones de NR.

Para probar esto, considere el sistema (2.9) para el caso no lineal. Definiendo zn =
Cn+1 −Cn y reemplazando en (2.16) se obtiene

zn =
∆t

2
[f (Cn + zn, t) + f(Cn, t)] +O(∆t3) (2.23)

escribiendo (2.23) de manera truncada y en forma de residuo:

R(zn) = zn − ∆t

2
[f (Cn + zn, t) + f(Cn, t)] = 0 (2.24)
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de donde si se calcula el jacobiano del residuo queda:

∂R

∂zn
= I− ∆t

2
Jf (C

n + zn, t) (2.25)

siendo I la matriz identidad y Jf el jacobiano de la función no lineal f de (2.9). El esquema
iterativo de NR luce aśı

z(k+1) = z(k) −
(

Jf (z
(k))
)−1

R(z(k)) (2.26)

Para evaluar el error de aproximación temporal cometido para una iteración de NR,
se considerará z(0) = 0, obteniéndose los siguientes residuo y jacobiano:

R(0) = −∆tf(Cn, t)

∂R

∂zn
(0) = I− ∆t

2
Jf (C

n, t)
(2.27)

reemplazando en (2.26) se obtiene:

z(1) = 0−
(

I − ∆t

2
Jf (C

n, t)

)−1

(−∆tf(Cn, t))

=

(

I − ∆t

2
Jf (C

n, t)

)−1

∆tf(Cn, t)

(2.28)

Considerando la serie geométrica 1
1−x = 1 + x + x2 + x3 + . . . , se puede escribir la

inversa que aparece en (2.28) como:

(

I − ∆t

2
Jf (C

n, t)

)−1

= I +
∆t

2
Jf (C

n, t) +
∆t2

4
(Jf (C

n, t))2 +O(∆t3) (2.29)

combinando (2.28), (2.29) y usando Cn+1 = Cn + zn:

Cn+1 = Cn +∆tf(Cn, t) +
∆t2

2
Jf (C

n, t)f(Cn, t) +O(∆t3)

⇔ Cn+1 = Cn +
∆t

2
f(Cn, t) +

∆t

2
[f(Cn, t) + ∆tJf (C

n, t)f(Cn, t)] +O(∆t3)

(2.30)

como se probará más adelante, la expresión entre corchetes en (2.30) se puede aproximar
como:

f(Cn, t) + ∆tJf (C
n, t)f(Cn, t) = f(Cn+1, t) +O(∆t2) (2.31)

reemplazando ahora (2.31) en (2.30) se obtiene:

Cn+1 = Cn +
∆t

2
f(Cn, t) +

∆t

2

[
f(Cn+1, t) +O(∆t2)

]
+O(∆t3)

Cn+1 = Cn +
∆t

2
f(Cn, t) +

∆t

2
f(Cn+1, t) +O(∆t3)

Cn+1 = Cn +
∆t

2

(
f(Cn, t) + f(Cn+1, t)

)
+O(∆t3)

(2.32)

Puede observarse que la última expresión de la ecuación (2.32) es equivalente a (2.16).
En la práctica al implementar el método de NR se resuelve el sistema lineal que equivale
a obtener la inversa del jacobiano en (2.26). Considerando la ecuación (2.32) se puede
observar que al resolver el sistema linealizado de NR una única vez, se obtiene una solución
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con un error de truncamiento proporcional a ∆t3. Dicho error es del mismo orden que el
del esquema temporal CN. Por lo tanto, si bien sucesivas iteraciones de NR produciŕıan
soluciones con un error numéricamente menor, el mismo mantendŕıa el mismo orden.
Expresado de otra manera, una única iteración en el esquema NR entrega una solución
con un error del mismo orden que el de la solución de convergencia.

Para finalizar se demostrará la equivalencia considerada en la ecuación (2.31). Usando
el polinomio de Taylor se puede escribir:

f(Cn+1, t) = f(Cn, t) + Jf (C
n, t)

(
Cn+1 −Cn

)
+

1

2

∂2f

∂Cn2

(
Cn+1 −Cn

)2 (2.33)

usando (2.10) puede verse que:

Cn+1 −Cn = ∆tf(Cn, t) +O(∆t2)
(
Cn+1 −Cn

)2
= ∆t2 (f(Cn, t))2 +O(∆t3)

(2.34)

reemplazando las últimas dos en la expresión (2.33) queda:

f(Cn+1, t) = f(Cn, t) + Jf (C
n, t)

[
∆tf(Cn, t) +O(∆t2)

]

+
∂2f

∂Cn2

[
∆t2

2
(f(Cn, t))2 +O(∆t3)

]

⇔ f(Cn+1, t) = f(Cn, t) + ∆tJf (C
n, t)f(Cn, t) +O(∆t2)

(2.35)

finalmente esto valida la aproximación usada en (2.31). Con esto se prueba que para siste-
mas no lineales en los que no se tenga grandes inestabilidades debidas a la no linealidad,
el algoritmo 1 puede modificarse realizando una sola iteración NR sin perder precisión,
esto implica la solución de un único sistema lineal por cada paso de tiempo como sucede
los esquemas impĺıcitos en las ecuaciones lineales.

2.4. Ecuaciones de Navier Stokes

Si la propiedad intensiva que se conserva es la cantidad de movimiento, la ecuación
general de transporte tiene carácter vectorial y luce aśı:

∂(ρu)

∂t
+∇· (ρuu) = −∇p+∇· (µ∇u) + fb (2.36)

donde ρ es la densidad del fluido [kg/m3], p representa la presión [N/m2], µ la viscosidad
dinámica o absoluta [kg/m/s2] y fb representa las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen
[N/m3]. Ecuación simplificada que vale para fluidos newtonianos incompresibles, a la cual
se agrega la ley de conservación de masa (ecuación de continuidad) o también conocida
como condición de incompresibilidad:

∇·u = 0 (2.37)

El conjunto de cuatro ecuaciones (1 ecuación vectorial + 1 ecuación escalar) (2.36)
y (2.37) se conoce como ecuaciones de Navier-Stokes (NS), donde las incógnitas son
(ux, uy, uz) y p todas dependientes de x y t.

A diferencia de la ecuación de transporte escalar, las ecuaciones de NS agregan cierto
grado de complejidad debido a:

En el sistema no se dispone de una ecuación expĺıcita independiente para la pre-
sión, sino que aparece solamente en las ecuaciones de momento como una variable
secundaria en forma de gradiente y en general se lo trata como un término fuen-
te (fuerza de cuerpo no conservativa) o como una fuerza superficial (tratamiento
conservativo)[61].
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Las ecuaciones son no lineales debido al término convectivo en las ecuaciones de
momento.

Para flujos incompresibles, la velocidad y presión están fuertemente acopladas [121]
a través de la ecuación de continuidad y la conservación de masa se transforma en
una restricción cinemática al campo de velocidades en lugar de ser una ecuación
dinámica.

Finalmente, como la presión aparece en forma de gradiente, la solución del campo
de presiones no es única y se determina a menos de una constante aditiva, en otras
palabras el flujo solo se ve afectado por la diferencia de presiones de un punto a otro
(presión relativa) y no por la presión absoluta [61].

Para sortear estas dificultades, se han diseñado algoritmos que linealizan la ecuación de
momento, permiten resolver el acoplamiento presión-velocidad y finalmente combinar las
ecuaciones para obtener una ecuación expĺıcita para la presión a partir de la ecuación de
continuidad. Las dos familias de métodos más utilizados en el contexto FVM, FDM y FEM,
para resolver las ecuaciones de flujo incompresible son: métodos impĺıcitos o semi-impĺıcitos
de corrección de presión y los métodos de proyección (o método de pasos fraccionados). Los
primeros, conocidos en la literatura como métodos tipo SIMPLE (Semi-Implicit Method
for Pressure-Linked Equation) se basan en un procedimiento del tipo predictor-corrector
donde la presión se utiliza para imponer la continuidad, tratándola de forma expĺıcita en
las ecuaciones de momento, mientras que los segundos, son métodos no iterativos con base
en la fundamentación matemática y la evolución de la velocidad se calcula en dos subpasos
por cada paso de tiempo (predicción y proyección). Más aún, dado que el último enfoque
es más general, algunos métodos directamente no incluyen la presión en el paso predictor
y utilizan la misma como una variable puramente matemática en lugar de f́ısica (por ej.
multiplicador de Lagrange)[38, 61, 85].

Otro aspecto a considerar al momento de la discretización es el ordenamiento de las
variables en el dominio computacional. Al guardar las variables en centros de celda (”collo-
cated grid”), las velocidades quedan desacopladas de la presión [121]. Para remediar esto,
las dos alternativas más utilizadas son:

Usar un arreglo en forma desparramada (”staggered grid”)

Usar un ordenamiento ”colocado” pero calculando las velocidades en centros de cara
mediante la interpolación propuesta por Rhie-Chow [143].

En esta tesis se utiliza un ordenamiento colocado debido a las ventajas que supone para
la GPU en términos de memoria y por otro lado como se utilizan métodos de fronteras
embebidas (IBM) para resolver geometŕıas complejas, un arreglo desparramado implica
que el obstáculo inmerso queda con una superficie difusa. La figura 2.2 presenta un ejemplo
de los dos tipos de arreglos para el caso 2D.

En cuanto a la interpolación de Rhie-Chow para obtener uf = (uf , vf , wf ) en la cara f ,
en [143] proponen una interpolación especial ponderada por presión conocida como PWIM
(Pressure-Wighted Interpolation Method) que mantiene el acoplamiento presión-velocidad
mediante el cálculo de las velocidades en caras como la media ponderada de los valores en
centros de celda adyacentes más un término adicional que es una función del campo de
presión. En las dos subsecciones siguientes se presenta la estrategia de interpolación que se
utilizará para ambos algoritmos, no obstante en [133] puede encontrarse una descripción
detallada del método original y algunas variantes del mismo.

A continuación se describen los dos métodos utilizados en esta tesis, para el lector
interesado, en [124] se puede encontrar un análisis sobre la relación entre los métodos tipo
SIMPLE y los métodos de proyección.
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ejemplo si se aplica el esquema UD:

∑

f∼nb(C)

ṁfuf =
∑

f ∼ nb(C)
F ∼ NB(C)

(||ṁf , 0||uC − || − ṁf , 0||uF ) (2.40)

Término de presión:

−
∫

VC

∇p̂ dV = −
∫

∂VC

p̂ dS = −
∑

f∼nb(C)

p̂fSf (2.41)

donde p̂ = p/ρ. Expandiendo la suma sobre las caras considerando un esquema
espacial centrado, en el caso 3D:

−
∑

f∼nb(C)

p̂fSf = −
(
p̂E + p̂C

2
Se +

p̂W + p̂C
2

Sw +
p̂N + p̂C

2
Sn

+
p̂S + p̂C

2
Ss +

p̂T + p̂C
2

St +
p̂B + p̂C

2
Sb

)

= −h
2

2





p̂E − p̂W
p̂N − p̂S
p̂T − p̂B





(2.42)

Otra alternativa es, en lugar de aplicar primero el teorema de la divergencia, aplicar
el teorema de valor medio, en este caso:

−
∫

VC

∇p̂ dV = − (∇p̂)C VC = −









p̂E − p̂W
2h

p̂N − p̂S
2h

p̂T − p̂B
2h









h3 = −h
2

2





p̂E − p̂W
p̂N − p̂S
p̂T − p̂B



 (2.43)

Término difusivo:
∫

VC

∇· (ν∇u) dV =

∫

∂VC

ν (∇u) ·dS = ν
∑

f∼nb(C)

∇uf ·Sf (2.44)

donde ν = µ/ρ es la viscosidad cinemática. Considerando el esquema CD para el
gradiente en caras, queda:

ν
∑

f∼nb(C)

∇uf ·Sf = ν
∑

F∼NB(C)








uF − uC
h

vF − vC
h

wF − wC

h







h2 (2.45)

Término de fuerzas de cuerpo:

∫

VC

fb dV = (fb)C VC =





fxC
fyC
fzC



h3 (2.46)

Agrupando todos los términos que surgen de aplicar los esquemas espacial y el esquema
temporal FE, la ecuación de momento discretizada escrita en forma vectorial luce como:

auCuC +
∑

F∼NB(C)

auFuF = bu

C (2.47)
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donde el coeficiente principal auC contiene la contribución de los términos transiente, con-
vectivo (usando enfoque DC) y difusivo:

auC =
h3

∆t
+

∑

f∼nb(C)

(||ṁf , 0||+ νh) (2.48)

los coeficientes que multiplican los valores de la variable en celdas vecinas:

auF = −|| − ṁf , 0|| − νh (2.49)

finalmente el lado derecho contiene los aportes del término transiente, del término fuerza
de presión, las fuerzas de cuerpo y la contribución del esquema HR aplicado con el enfoque
DC:

bu

C =
h3

∆t
un
C −

∑

f∼nb(C)

ṁf

(
uHR
f − uU

f

)
− (∇p̂)C h3 + (fb)C h

3 (2.50)

Note que los coeficientes del sistema dependen de la velocidad (originados por el término
no lineal), pero como se mencionó antes, esto se maneja mediante una linealización dentro
del un proceso iterativo, sin embargo, el cambio de los coeficientes para cambios grandes en
u puede afectar la tasa de convergencia o incluso provocar la divergencia del método, por
ello, se aplica un proceso de relajación impĺıcita del sistema mediante el enfoque propuesto
por Patankar [121, 135], con esto la ecuación relajada luce aśı:

auC
λu

uC +
∑

F∼NB(C)

auFuF = bu

C +
1− λu
λu

auCu
(k)
C (2.51)

para facilitar la notación redefinimos las variables y se separa el término de presión del
RHS:

auC ←
auC
λu

bu

C ← b̂u

C +
1− λu
λu

auCu
(k)
C − (∇p̂)C h3

(2.52)

finalmente reescribimos la ecuación de momento de la siguiente forma:

uC +
∑

F∼NB(C)

auF
auC

uF =
bu

C

auC
− (∇p̂)C

h3

auC

uC +HC(u) = Bu

C −Du

C (∇p̂)c

(2.53)

donde hemos definido los siguientes operadores:

HC(u) =
∑

F∼NB(C)

auF
auC

uF ; Bu

C =
bu

C

auC
; Du

C =
h3

auC
(2.54)

Discretización de la ecuación de continuidad. Derivación de una ecuación para
la presión

Considerando una solución inicial, por ejemplo la del paso de tiempo presente un,
ṁn

f y p̂n, se resuelve la ecuación de momento para el campo u∗ mediante la ecuación de
momento relajada (2.53):

u∗
C +HC(u

∗) = Bu

C −Du

C (∇p̂n)c (2.55)

nótese que la solución de convergencia de esta ecuación linealizada en la velocidad y presión
satisface la ecuación de momento pero no la ecuación de continuidad, por ello, se deben
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corregir los campos para forzar la conservación de la masa, estas correcciones se pueden
escribir como:

u = u∗ + u′; p̂ = p̂n + p′; ṁf = ṁ∗
f + ṁ′

f (2.56)

aplicando FVM a la ecuación de continuidad y reemplazando se obtiene:

∫

VC

∇·u =

∫

∂VC

u·dS =
∑

f∼nb(C)

uf ·Sf =
∑

f∼nb(C)

ṁf = 0

⇔
∑

f∼nb(C)

ṁ′
f = −

∑

f∼nb(C)

ṁ∗
f

(2.57)

aqúı, si la suma de flujos másicos ṁ∗
f = u∗

f ·Sf no es conservativa, lleva a un desbalance
de masa en el RHS que se corregirá con los flujos ṁ′

f . Por otro lado, u∗
f se debe computar

utilizando la interpolación de Rhie Chow [143] que para este caso luce aśı:

u∗
f = u∗

f −Du

f

(

∇p̂nf −∇p̂nf
)

(2.58)

donde la barra superior indica promedio ponderado geométricamente, que para grillas
cartesianas de paso constante h es directamente:

u∗
f =

u∗
C + u∗

F

2
; Du

f =
Du

C +Du

F

2
(2.59)

Note además que para el cómputo de ṁ∗
f solo se requiere una componente de u según la

orientación del vector Sf , por ejemplo, para las caras e, n, t se requieren respectivamente
uC,E para Se, vC,N para Sn y wC,T para St. En el caso del gradiente de presión ambos
términos, gradiente en cara usual o compacto y gradiente en cara promediado o expandido,
difieren como se muestra a continuación:

∇p̂nf =
p̂nF − p̂nC

h

∇p̂nf =
∇p̂nC +∇p̂nF

2

(2.60)

entonces para la cara east quedaŕıan respectivamente:

∇p̂ne =
p̂nE − p̂nC

h

∇p̂ne =

p̂E − p̂W
2h

+
p̂EE − p̂C

2h
2

=
p̂EE + p̂E − p̂C − p̂W

4h

(2.61)

Restando (2.55) de (2.53) se obtienen ecuaciones para las variables en centros de celda u′
C

y u′
F

u′
C,F +HC,F (u

′) = −Du

C,F

(
∇p′

)

C,F
(2.62)

si se aplica la interpolación de Rhie-Chow se obtiene la correción de velocidades en caras:

u′
f = u′

f −Du

f

(

∇p′f −∇p′f
)

(2.63)

que reemplazada en (2.57) permite obtener una ecuación de corrección de la presión:

∑

f∼nb(C)

u′
f ·Sf +

∑

f∼nb(C)

Du

f ∇p′f ·Sf

︸ ︷︷ ︸

I

−
∑

f∼nb(C)

Du

f∇p′f ·Sf = −
∑

f∼nb(C)

ṁ∗
f

(2.64)
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los términos sobre I representan el efecto de las correcciones de velocidad de los vecinos
a celda C sobre la corrección de la misma. El tratamiento de dichos términos resulta
cŕıtico para poder arribar a un sistema lineal resoluble, en el algoritmo SIMPLE original
este término se desprecia bajo la hipótesis de que al avanzar en el proceso iterativo las
correcciones de los campos tienden a 0 y no afecta a la solución final, sin embargo, si
las correcciones son grandes, ese término puede pesar lo suficiente para afectar la tasa de
convergencia o provocar la divergencia. Entonces, para mejorar la tasa de convergencia
del algoritmo, se realiza una relajación expĺıcita del término corrección de presión como
se indica más abajo.

Se han propuesto diferentes mejoras al algoritmo, por ejemplo aproximando de alguna
manera los términos sobre I de forma que el sistema lineal quede resoluble, tratando la
ecuación de momento de forma expĺıcita entre otras estrategias, de alĺı se pueden deri-
var diferentes algoritmos de la familia de métodos tipo SIMPLE, por ejemplo SIMPLEC
(SIMPLE Consistent) [173], SIMPLER (SIMPLE-Revised) [134], PRIME (Pressure Im-
plicit Momentum Explicit) [108], PISO (Pressure-Implicit Split Operator) [78] entre otros.

Considerando el algoritmo SIMPLE original, con los términos restantes en la ecuación
(2.64), se formula la ecuación de corrección para la presión:

−
∑

f∼nb(C)

Du

f∇p′f ·Sf = −
∑

F∼NB(C)

(
Du

C +Du

F

2

)(
p′F − p′C

h

)

h2 = −
∑

f∼nb(C)

ṁ∗
f

⇔ −
∑

F∼NB(C)

1

2

(
VC
auC

+
VF
auF

)(
p′F − p′C

h

)

h2 = −
∑

f∼nb(C)

ṁ∗
f

⇔ −
∑

F∼NB(C)

h3h2

2h

(
1

auC
+

1

auF

)
(
p′F − p′C

)
= −

∑

f∼nb(C)

ṁ∗
f

(2.65)

donde se consideró grillas cartesianas de paso constante ∆x = ∆y = ∆z = h, donde para
el caso 3D resulta VC = VF = h3, |Sf | = Af = h2 y dCF = h. Luego, la ecuación escrita
en forma compacta análoga a (2.47) luce como:

ap
′

Cp
′
C +

∑

F∼NB(C)

ap
′

F p
′
F = bp

′

C (2.66)

donde los coeficientes se computan como:

ap
′

C = −
∑

F∼NB(C)

ap
′

F ; ap
′

F = −h
3h2

2h

(
1

auC
+

1

auF

)

; bp
′

C = −
∑

f∼nb(C)

ṁ∗
f (2.67)

Una vez calculado el campo de corrección para la presión, se corrigen los campos y se pasa
a la siguiente iteración del lazo SIMPLE:

u∗∗
C = u∗

C −Du

C

(
∇p′

)

C
; ṁ∗∗

f = ṁ∗
f −Du

f∇p′f ·Sf ; p̂∗C = p̂nC + λpp′C (2.68)

Para mejorar la convergencia, se utilizó la relajación impĺıcita para la ecuación de momento
y una relajación expĺıcita para la corrección de la presión utilizando los factores λu y λp,
luego, la evolución de la tasa de convergencia es función de dichos valores, en [121] se
muestra que los valores óptimos para estos factores guardan la relación λp ≈ 1 − λu. En
esta tesis se utilizaron los siguientes valores λu = 0,7 y λp = 0,3.

Hay que comentar también, que el uso de grillas colocadas e interpolación de Rhie-
Chow resultan en soluciones que dependen del factor de relajación, para eliminar dicha
dependencia, se requieren realizar modificaciones en dicha interpolación teniendo en cuenta
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siempre, que se busca imitar la formulación que se obtendŕıa en una grilla desparramada,
formando una ecuación de pseudo-momentum en las caras de las celdas [121, 133]. Ese tra-
tamiento también debe tenerse en cuenta cuando se utiliza un esquema temporal diferente
al FE y al tratar fuerzas de cuerpo como por ejemplo la fuerza gravitatoria, tarea que
requiere almacenar variables extras en la implementación que son utilizadas al ensamblar
el RHS de la ecuación de momento. En [121] se repasan algunos ejemplos para los 3 casos
mencionados (relajación impĺıcita, término transiente y término de fuerzas de cuerpo).

Algoritmo SIMPLE en grillas colocadas

Finalmente el algoritmo SIMPLE a implementar consiste en las siguientes operaciones:

Algoritmo 2: Algoritmo SIMPLE para flujos incompresibles en grillas colocadas.

1 mientras t < Tfinal hacer

2 setear ṁ(0),u(0), p̂(0) ← ṁn,un, p̂n// (solución a tiempo t = n∆t disponible);
3 para k = 0, . . . hasta la convergencia hacer
4 ensamblar el sistema lineal (2.55) y resolver para u∗ // (ecuación de

momento);
5 computar ṁ∗

f usando la interpolación de Rhie-Chow (2.58) ;

6 ensamblar el sistema lineal (2.66) y resolver para p′// (ecuación de
corrección de la presión);

7 corregir los campos ṁ∗∗,u∗∗, p̂∗ usando (2.68);

8 setear ṁ(k+1),u(k+1), p̂(k+1) ← ṁ∗∗,u∗∗, p̂∗;
9 fin

10 setear ṁn+1,un+1, p̂n+1 ← ṁ∗∗,u∗∗, p̂∗;
11 fin

2.4.2. Métodos de proyección, pasos fraccionados

El método de proyección conocido también como método de pasos fraccionados (fractio-
nal step method -FSM) fue desarrollado originalmente por Chorin [38] y Temam [165, 166].
Los diferentes métodos radican en la discretización temporal elegida para los diferentes
términos, desde formulaciones completamente impĺıcitas no lineales donde se requiere apli-
car el método NR [35] o aplicar alguna linealización del término convectivo, formulaciones
semi-impĺıcitas donde el término convectivo se trata expĺıcitamente y el término difusi-
vo impĺıcitamente [85, 174], hasta formulaciones expĺıcitas en la velocidad [37, 165, 166].
Entre los trabajos que implementan alguna variante del FSM en GPU se destacan [88,
97, 161, 167, 189]. La mayoŕıa de trabajos revisados implementan variantes del método
en grillas desparramadas, sin embargo, como se mencionó en la subsección anterior, para
esta tesis busca el uso de grillas colocadas.

A continuación se describirá el método desarrollado originalmente por Van-Kan [174]
con las modificaciones propuestas por Zang et al. [187] para adaptarlo en grillas irregulares
colocadas y por Ye et al. [186] para el caso de grillas cartesianas colocadas, dichas modi-
ficaciones consisten en que el cálculo de las velocidades en centros de cara se realiza de
forma separada de las velocidades en centros de celda, aplicando una interpolación del tipo
Rhie-Chow. El método tipo FSM consiste en cuatro pasos principales. En el primer paso
(predicción) se resuelve la ecuación de momento obteniendo una velocidad intermedia u∗,
en el segundo paso se interpolan las velocidades en caras Uf (Rhie-Chow) con las cuales se
computa la divergencia ∇·u∗, en el tercer paso se resuelve una ecuación de corrección para
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la presión p′C (problema tipo Poisson) donde el lado derecho es la divergencia del campo
de velocidades y en el último paso (proyección) se actualizan los campos de velocidad en
centros de celda un+1

C y centros de cara Un+1
f y campo de presión pn+1

C utilizando el campo
obtenido en el tercer paso. Este método de pasos fraccionados es formalmente de segundo
orden de precisión en el tiempo [10, 138].

Paso 1. Solución de la ecuación de momento (paso de predicción)

Considerando la ecuación (2.36) sin el término de fuerzas de cuerpo, esta ecuación
será discretizada utilizando FVM centrado en celda (ordenamiento colocado) donde se
almacenarán el campo de velocidades uC y el campo de presiones como se definió en el
algoritmo SIMPLE p̂C = pC/ρ para flujos incompresibles, adicionalmente se almacenarán
las velocidades en caras Uf normales a ellas, esto es un campo equivalente a ṁf utili-
zando en SIMPLE. Aplicando el esquema AB y CN para el término convectivo y difusivo
respectivamente queda:

u∗
C − un

C

∆t
h3 +

∑

f∼nb(C)

(
3

2
un
fU

n
f ·Sf −

1

2
un−1
f Un−1

f ·Sf

)

= − (∇p̂)nC h3

+
∑

f∼nb(C)

µ

ρ

(
1

2
∇u∗

f ·Sf +
1

2
∇un

f ·Sf

) (2.69)

note que en el segundo término se trata expĺıcitamente (esto facilita el tratamiento de la
no linealidad) y se expresaron las velocidades en caras como Uf en lugar de uf debido a
que se tratan por separado, es decir, mientras que uf se computa según algún esquema de
discretización espacial (U, CD o esquema HR), Uf se obtiene mediante interpolación de
RC y se actualizará en el cuarto paso por separado. El término de presión, se discretiza
como en (2.42) o (2.43), en cuanto al término de difusión, se aproxima de la misma forma
que en (2.45), esto es, en ambos casos se utiliza un esquema CD.

Considerando todas las celdas del dominio computacional, se arriba a tres sistemas
lineales para las incógnitas u∗ = (u∗, v∗, w∗), las matrices son del tipo simétrica definida
positiva (SPD), con lo que puede resolverse mediante el método de Gradientes Conjugados.

El sistema (2.69) puede escribirse de forma compacta como en la subsección anterior:

auCu
∗
C +

∑

F∼NB(C)

auFu
∗
F = bu

C (2.70)

en donde, si se elige un esquema HR3 para el término convectivo los coeficientes valen:

auC =
h3

∆t
+

1

2

6νh2

h
; auF = −1

2

νh2

h

bu

C =





buC
bvC
bwC



 = −h
2

2





p̂E − p̂W
p̂N − p̂S
p̂T − p̂B





n

+
1

2

νh2

h

∑

F∼NB(C)





uF − uC
vF − vC
wF − wC





n

−3

2

∑

f∼nb(C)

(Uf ·Sf )





uHR
f

vHR
f

wHR
f





n

+
1

2

∑

f∼nb(C)

(Uf ·Sf )





uHR
f

vHR
f

wHR
f





n−1

(2.71)

Paso 2. Interpolación de Rhie-Chow para computar U∗
f

En este paso intermedio, se calculan las velocidades en centros de cara (normales
a ella) para permitir el acoplamiento presión-velocidad que se obtendŕıa utilizando un

3Para computar uHR
f utilice (2.5).
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arreglo desparramado, este paso consiste en:

ũC = u∗
C +∆t∇p̂nC = u∗

C +
∆t

2h





p̂nE − p̂nW
p̂nN − p̂nS
p̂nT − p̂nB





Ũf =
ũC + ũF

2

U∗
f = Ũf −∆t∇p̂nf = Ũf −∆t

(
p̂nF − p̂nC

h

)

(2.72)

nótese que en el proceso de promediado se utiliza primero los gradientes de presión en
centros de celda y luego los gradientes de presión en centros de cara, además de ello, al
realizar el paso intermedio para obtener Ũf , se estaŕıa utilizando el gradiente de presión
en centros de cara promediando, ∇p̂f . Observe además aplicar este proceso es equivalente
a aplicar la interpolación (2.58) y solamente difieren en el multiplicador ∆t.

Paso 3. Calculo de la divergencia y obtención del campo de corrección para la
presión

Este paso requiere la solución de la ecuación de corrección de la presión

un+1
C − u∗

C

∆t
= −∇p′C (2.73)

con la restricción de que el campo de velocidad final un+1
C tenga divergencia nula∇·un+1 =

0. Aplicando el operador divergencia miembro a miembro se obtiene la ecuación:

∇·
(
∇p′C

)
=

1

∆t
∇·u∗

C (2.74)

integrando miembro a miembro, aplicando el teorema de la divergencia y utilizando las
velocidades en centros de cara obtenidas en el paso 2:

∫

VC

∇·
(
∇p′C

)
dV =

1

∆t

∫

VC

∇·u∗
CdV

⇔
∫

∂VC

∇p′f ·dS =
1

∆t

∫

∂VC

u∗·dS

⇔
∑

f∼nb(C)

∇p′f ·Sf =
∑

F∼NB(C)

p′F − p′C
h

h2 =
1

∆t

∑

f∼nb(C)

U∗
f ·Sf

(2.75)

Esta ecuación de Poisson es análoga a (2.66) pero con coeficientes de la matriz uniformes
para todas las celdas del dominio, es decir los coeficientes de la ecuación escrita en la forma
(2.66) son simplemente:

ap
′

C = −
∑

F∼NB(C)

ap
′

F = −6h; ap
′

F = h;

bp
′

C =
h2

∆t
(U∗

e − U∗
w + U∗

n − U∗
s + U∗

t − U∗
b )

(2.76)

Paso 4. Cómputo de un+1, Un+1 y p̂n+1 (paso de proyección)

Una vez calculada la corrección para la presión, los campos se actualizan de forma
independiente mediante:

p̂n+1 =
pn+1

ρ
= p̂n + p′ ; un+1

C = u∗
C −∆t∇p′C ; Un+1

f = U∗
f −∆t∇p′f (2.77)
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note que las velocidades en centros de celda se actualizan con el gradiente del campo p′

computado en centro de celda mientras que las velocidades en centro de cara (componente
normal a la misma) se calculan utilizando el gradiente de p′ compacto computado en centro
de cara, usando solamente valores adyacentes a la cara, por ejemplo para la componente
x y cara east vale:

un+1
C = u∗C −∆t

(
p′E − p′W

h

)

; Un+1
e = U∗

e −∆t

(
p′E − p′C

h

)

(2.78)

Algoritmo 3: Algoritmo de pasos fraccionados para flujos incompresibles en
grillas colocadas.

1 setear U(0),u(0), p̂(0) ← Un,un, p̂n// (solución a tiempo t = n∆t disponible);
2 mientras t < Tfinal hacer
3 ensamblar el sistema lineal (2.69) y resolver para u∗ // (ecuación de

momento);
4 computar U∗

f con el proceso de promediado (2.72) // (interp. Rhie-Chow);

5 calcular la divergencia utilizando U∗ y resolver la ecuación (2.75) para p′//
(ecuación de corrección de la presión);

6 corregir los campos un+1,Un+1, p̂n+1 usando (2.77);
7 avanzar al siguiente paso de tiempo;

8 fin

Finalmente el algoritmo 3, presenta las operaciones del método de pasos fraccionados
implementado.
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Caṕıtulo 3

Algoritmos en GPU

En las décadas recientes, las unidades de procesamiento gráfico (GPU) se han vuelto
uno de los más populares aceleradores debido a su arquitectura masivamente paralela.
En comparación con las plataformas CPU, las GPU están equipadas con más unidades
de cómputo designadas como CUDA cores dentro de cada chip. Esto resulta beneficio-
so para aplicaciones basadas en FVM que pueden ser intensivas en cálculos, obteniendo
aceleraciones significativas al ejecutarse en GPU.

Uno de los principales cuellos de botella en el rendimiento de los códigos basados en
GPU es que se requieren una gran cantidad de accesos a memoria global de la GPU en
cada paso de tiempo. Por otro lado, en varios algoritmos las dependencias de instrucciones
y las ramificaciones son muchas veces un paso inevitable.

Los desaf́ıos que deben sortearse al implementar un código en GPU son entre otras
cosas, que se dispone de un espacio limitado de memoria en el chip de la GPU, la latencia
de acceso a memoria causada por los frecuentes accesos a memoria global y la latencia
de instrucciones causadas al utilizar operaciones trascendentes, resultan problemáticas al
combinarse con la dependencia de ejecución dentro de los algoritmos que surgen de aplicar
los métodos de discretización.

3.1. Arquitectura GPU

Las GPUs poseen varios multiprocesadores de transmisión (SM por sus siglas en inglés),
donde cada uno posee sus propios CUDA cores y memoria que se puede acceder de forma
expĺıcita como la memoria compartida (shared memory) o de forma impĺıcita como la
memoria tipo caché L1 (ver figura 3.1-derecha). Entre las principales diferencias de la ar-
quitectura GPU con las unidades CPU es que los hilos están en gran medida particionados
y la manipulación de diferentes hilos tiene un costo prácticamente nulo, por otro lado, las
CPU están optimizadas para cálculo secuenciales donde la latencia es un factor importan-
te, mientras que las GPUs logran un alto rendimiento en códigos paralelos siempre que se
cumplan las demandas de rendimiento.

Históricamente programar en GPU era una tarea compleja hasta el surgimiento de
CUDA, que permite una programación paralela en GPU sin necesidad aplicar técnicas que
requieran conocimientos sobre gráficos. CUDA permite organizar los hilos en bloques que
pueden sincronizarse entre śı, y la ejecución de los mismos se puede realizar en cualquier
orden para maximizar el paralelismo disponible, a su vez los bloques se pueden organizar
en grillas (ver figura 3.1-izquierda).

29
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❙�✁✂✄☎✆✝

❚✞✟✠✡☛

❚✞✟✠✡☛ ☞✌✍✎✏

●✟✑☛

❍☎✆✒✄☎✆✝

❈✓✔✕ ❈✍✟✠

✖✗

✔✠❉✑✎✠

Figura 3.1: Modelo de ejecución CUDA - Software versus Hardware, imagen tomada de [33].

3.1.1. Factores que afectan la eficiencia del código en GPU

Los factores que impactan en la eficiencia incluyen la ramificación divergente, el tipo de
almacenamiento de memoria y el acceso a memoria coalescente. La ramificación divergente
ocurre con la lógica de control de la aplicación CUDA. En el modelo se permite la ejecución
simultánea de hasta 32 hilos (CUDA threads), esta unidad se conoce como warp [128]. En
la ejecución de más hilos, las GPUs compartirán el procesador entre los warps. Si dentro de
un warp hay un condicional que lleva a dos o más caminos separados, entonces se produce
una ramificación divergente. La divergencia serializa algunos hilos de warp, reduciendo el
impacto de la paralelización. En dichos casos, la ejecución de cada camino se divide en
warps separados y cada hilo que no esté en la rama en ejecución permanece inactivo. Esta
serialización afecta negativamente el rendimiento del código en CUDA.

El acceso coalescente a la memoria reduce el número de accesos a memoria global
o compartida que hace la GPU para realizar operaciones sobre los datos, en efecto, el
procesador puede almacenar algunos datos en una memoria caché que es significativamente
más rápida, luego, puede operar sobre estos datos más rápidamente ya que se encuentran
almacenados en una memoria más rápida, esto es posible gracias al acceso coalescente,
que reduce la cantidad de accesos a memoria necesarios y mejora la eficiencia de la GPU
al procesar datos en paralelo.

A continuación se describen los tipos de memoria que posee el dispositivo (GPU).

3.1.2. Jerarqúıas de memorias en CUDA

CUDA establece distintos niveles de memoria, estos tipos de almacenamiento propor-
cionan diversos beneficios tanto a la complejidad de los algoritmos como a su eficiencia. La
jerarqúıa de memoria de las GPUs permite una gestión eficiente de los datos y proporciona
diferentes niveles de almacenamiento para adaptarse a las necesidades espećıficas de los
algoritmos y las operaciones realizadas en la GPU. En la figura 3.2 se presenta un esquema
de la ubicación de cada tipo de memoria, la jeraqúıa se compone de:
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Memoria de textura: es una memoria especializada que se utiliza para el mapeo de
texturas en aplicaciones gráficas.

Las memorias administradas para las implementaciones son: la memoria global (donde
residen todos los vectores y arreglos almacenados durante la ejecución del código), la
memoria shared (donde se cargan los datos léıdos desde la memoria global, el tiempo
de vida es el tiempo que se ejecute el bloque), la memoria de registro (donde se alocan
variables auxiliares y permite el rehúso de datos ya accedidos, el tiempo de vida es el
tiempo de cada hilo).

Para finalizar se describe la terminoloǵıa fundamental que se utiliza en el contexto de
programación en CUDA:

Thread (hilo): Es la unidad más pequeña de ejecución en una GPU. Cada hilo realiza
una porción de trabajo independiente. Los hilos se agrupan en bloques y se ejecutan
en paralelo.

Warp: Un warp es un grupo de hilos que se ejecutan simultáneamente en una GPU.
En las GPUs de NVIDIA, un warp consiste en 32 hilos. Los hilos dentro de un warp
se ejecutan en paralelo y siguen la misma instrucción, pero operan con diferentes
datos.

Block (bloque): Un bloque es un grupo de hilos que se ejecutan en un multiprocesador
de la GPU. Los bloques se dividen en warps, y cada multiprocesador ejecuta múltiples
bloques de forma concurrente. Los hilos dentro de un bloque pueden colaborar y
comunicarse entre śı a través de memoria compartida.

Grid: Un grid es una colección de bloques. Define la estructura de la ejecución en
paralelo de los hilos en una GPU. Los bloques dentro de un grid pueden ejecutarse
en paralelo en diferentes multiprocesadores.

Kernel: Es una función o rutina que se ejecuta en la GPU. Un kernel se lanza en
la GPU y se encarga de coordinar la ejecución de los hilos, bloques y grids. Cada
instancia de kernel se ejecuta en un solo multiprocesador y puede manejar múltiples
bloques y miles de hilos.

Para resumir, los hilos son las unidades de ejecución más pequeñas, los warps son grupos
de hilos que se ejecutan en paralelo, los bloques son grupos de hilos que se ejecutan en
un multiprocesador, los grids son colecciones de bloques y el kernel es la función principal
que coordina la ejecución de los hilos, bloques y grids en la GPU.

3.2. Solución de sistemas lineales en GPU

La discretización de las ecuaciones de gobierno para casos estacionarios o en el caso
de métodos impĺıcitos en casos transientes, resulta en una serie de sistemas lineales de
ecuaciones algebraicas que deben resolverse. Las matrices son dispersas y con estructura de
banda, según el esquema de discretización espacial que se utilice. Las técnicas para resolver
los sistemas lineales se agrupan en métodos directos o iterativos. Los métodos directos
rara vez son utilizados en arquitecturas masivamente paralelas y en problemas de gran
escala. En general se prefieren los métodos iterativos por el menor costo computacional
por iteración y el bajo requerimiento memoria.

Una estrategia de cómputo muy utilizada es almacenar las diagonales de la matriz,
esto es viable en GPU principalmente para el caso de SPD en problemas donde la diagonal
principal es función de las subdiagonales y se requieren almacenar 2 o 3 diagonales para el
caso 2D y 3D respectivamente, para con ello realizar el producto matriz vector (operación
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SPMV). Por otra parte, en el contexto de las GPUs una estrategia eficiente en cuanto a
requerimientos de memoria es utilizar el estilo conocido como matrix free donde se genera
una función que realiza la operación lineal u operación tipo stencil, esto es y ← f(x) tal
que f = Ax ensamblando dinámicamente los coeficientes del sistema para multiplicar por
las componentes de x. Esta función se puede pasar como objeto al resolvedor lineal para
realizar la operación SPMV requerida en el algoritmo.

Los métodos iterativos pueden clasificarse en dos grandes grupos, los métodos estacio-
narios (por ejemplo métodos de Jacobi, Gauss-Seidel GS, Sobre-Relajación Sucesiva SOR)
y los métodos no estacionarios (entre los métodos más utilizados se encuentran Gradientes
Conjugados CG, Gradientes Biconjugados BiCG, Gradientes Biconjugados Estabilizado
BiCGStab, Residuo Mı́nimo Generalizado GMRES). Los métodos estacionarios tienen po-
co requerimiento de cómputo por iteración pero su convergencia en general es lenta. Para
grandes sistemas de ecuaciones se prefieren los algoritmos conocidos como métodos del
subespacio de Krylov que forman parte de los métodos no estacionarios. Los métodos de
Krylov convergen en una cantidad K de pasos donde K es directamente proporcional al
tamaño del sistema.

Por otro lado, el paso que más consumo de tiempo insume en los algoritmos para
resolver las ecuaciones de NS es la resolución del sistema para obtener la corrección para
la presión, ecuación de Poisson (PPE) [80, 189]. Una estrategia ampliamente utilizada para
reducir los tiempos es utilizar la Transformada Rápida de Fourier (FFT) [40, 69, 161], que
en el contexto GPU se puede realizar de manera muy eficiente con la biblioteca de última
generación cuFFT [1] nativa de CUDA, este método clasificaŕıa como un método directo
y permite obtener el resultado con solo O(N logN) operaciones siendo N el número de
celdas.

Al resolver el problema de la PPE mediante un método de Krylov, se ha observado que
hay una cáıda de la tasa de convergencia incluso en sistemas de mediano tamaño, luego
de eliminar los errores iniciales. A ráız de ello se han desarrollado la técnicas multigrilla
(MG) [26, 70, 168, 179]. Si bien los métodos MG forman parte de los métodos iterativos
estacionarios, para la PPE tienen un costo de O(N) operaciones e incluso pueden obtenerse
tasas de convergencia independiente del tamaño de grilla. Por otro lado, Feng et al. [58]
han mostrado que en GPU el método multigrilla geométrico GMG tiene un desempeño
superior a la estrategia FFT para el problema de Poisson, en concreto, GMG resulta entre
33% y 23% más rápido que FFT para el problema Poisson 2D y 3D en GPU.

Para esta tesis se implementan los métodos CG, BiCGStab, MG y diferentes precondi-
cionadores para CG y BiCGStab, los primeros métodos se describen en el presente caṕıtulo
mientras que el método MG se trata en el siguiente caṕıtulo.

3.2.1. Método de Gradientes Conjugados

El método CG fue originalmente desarrollado por Hestenes y Steifel [73] y se aplica
para matrices SPD. El método se basa en actualizar el sistema en cada iteración mirando
direcciones de búsqueda pj conjugadas una de otras. La tasa de convergencia del método
CG se deteriora si hay autovalores pequeños en el espectro de la matriz A del sistema,
para acelerar la convergencia, se puede transformar el sistema lineal aplicando una matriz
M. M es llamada precondicionador y para CG se asume que también es SPD de manera
que preservará las propiedades de la matriz A original del sistema. La idea es elegir M tal
que el sistema transformado M−1Ax = M−1b tiene un número de condición menor que
el original, es decir κ(M−1A) < κ(A). Por otro lado, la matriz M no se computa nunca
expĺıcitamente, en lugar de ello el algoritmo de gradientes conjugados precondicionado
(PCG) se formula usando la operación M−1. El algoritmo 4 presenta los pasos del método
PCG en la forma que fue implementada en esta tesis. Nótese que si en la ĺınea 6 (paso
de precondicionamiento) se realiza una copia (zi ← ri) o se utiliza M = I, se obtiene
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directamente el método CG.

Algoritmo 4: Algoritmo de gradientes conjugados precondicionado PCG.

1 r0 ← b−Ax0 // A: matriz del sistema, b: lado derecho (RHS), x0: solución
inicial ;

2 rr0 ← 〈r0, r0〉;
3 rr ← rr0;
4 i← 0;
5 mientras (

√
rr > tolabs +

√
rr0tolrel) & (i < itermáx) hacer

6 zi ←M−1ri // paso de precondicionamiento;
7 ρi ← 〈ri, zi〉;
8 si i == 0 entonces
9 pi ← zi

10 fin
11 en otro caso
12 βi ← ρi/ρi−1;
13 pi+1 ← zi + βipi;
14 yi+1 ← Api+1;
15 αi ← ρi/ 〈yi+1,pi+1〉;
16 xi+1 ← xi + αipi+1;
17 ri+1 ← ri − αiyi+1;
18 rr ← 〈ri+1, ri+1〉;
19 i← i+ 1;

20 fin

21 fin

3.2.2. Método de Gradientes Biconjugados Estabilizado

El método BiCGStab es una modificación de CG, propuesta por Van der Vorst [172],
mientras que CG puede mantener vectores de residuos ortogonales si la matriz es simétri-
ca, BiCGStab puede aplicarse a matrices no simétricas, para ello, se utilizan dos pares de
vectores residuos, direcciones de búsqueda y constantes, uno para A y otro para su trans-
puesta. Las caracteŕısticas similares a CG lo hacen atractivo como solver para matrices
no simétricas. El algoritmo 5 presenta la implementación utilizada en la tesis.

3.2.3. Precondicionadores

Entre los precondicionadores más simples y adecuados para paralelizar se encuentran:
el precondicionador de Jacobi (o precondicionador diagonal) y los precondicionadores ba-
sados en la Series de Neumann Truncadas [68]. Designados respectivamente como D y
TN , en cada caso, la matriz de precondicionamiento luce como:

MD = D, MTN1 =
(
I+ LD−1

)
D
(
I+ (LD−1)T

)
(3.1)

donde I es la matriz identidad, D es la parte diagonal y L la parte triangular inferior
estricta de la matriz del sistema A, ambos precondicionadores son simétricos. La inversión
del sistema en el primer caso es trivial, mientras que para el segundo precondicionador, se
aplica la aproximación de las series de Neumann. En efecto, el factor

(
I+ LD−1

)−1
puede

definirse con la serie:

I− LD−1 +
(
LD−1

)2 −
(
LD−1

)3
+ . . .
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Algoritmo 5: Algoritmo de gradientes bi conjugados estabilidado precondicio-
nado PBiCGStab.

1 r0 ← b−Ax0 // A: matriz del sistema, b: lado derecho (RHS), x0: solución
inicial ;

2 p0 ← r0;
3 r̂0 ← r0;
4 rr0 ← 〈r0, r0〉;
5 rr ← rr0;
6 i← 0;
7 mientras (

√
rr > tolabs +

√
rr0tolrel) & (i < itermáx) hacer

8 Mpi ←M−1pi // paso de precondicionamiento;
9 AMpi ← AMpi// operación tipo stencil;

10 αi ← 〈AMpi, r̂i〉;
11 si ← ri − αiAMpi;
12 ssi ← 〈si, si〉;
13 si

√
ssi < tolabs +

√
rr0tolrel entonces

14 xi ← xi + αMpi;
15 interrumpir;

16 fin
17 en otro caso
18 Msi ←M−1si // paso de precondicionamiento;
19 AMsi ← AMsi// operación tipo stencil;
20 ωi ← 〈AMsi, si〉 / 〈AMsi,AMsi〉;
21 xi+1 ← xi + αiMpi + ωMsi;
22 ri+1 ← si − ωiMsi;
23 βi ← 〈ri+1, r̂i〉 / 〈ri, r̂i〉 (αi/ωi);
24 pi+1 ← ri+1 + βi(pi − ωiAMpi);
25 rr ← 〈ri+1, ri+1〉;
26 i← i+ 1;

27 fin

28 fin
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eligiendo la serie truncada de primer orden como la inversa del precondicionador:

M−1
TN1 =

(
I−D−1LT

)
D−1

(
I− LD−1

)
(3.2)

Definiendo E = I − LD−1, se puede escribir M−1
TN1 = ETD−1E. Entonces para la im-

plementación en GPU en este caso, la matriz D se almacena expĺıcitamente y luego, la
inversión del sistema Mz = r (es decir z ← M−1r) se lleva a cabo en dos operaciones:
primero el producto ztmp = D−1Er y luego el producto z = ET ztmp.

Aunque estos dos precondicionadores básicos son muy fáciles de implementar en GPU,
no resultan tan efectivos para algunos problemas. Los precondicionadores más efectivos
utilizados en la actualidad en los resolvedores rápidos para la PPE son los basados en la
FFT [161], los basados en técnicas MG (precondicionadores multinivel) y los basados en
técnicas de deflación [12, 125]. Sin embargo, la implementación en GPU de estos últimos
no es tan eficiente ya que parte del código se ejecuta en CPU, véase por ejemplo [22].

3.2.4. Implementación GPU de los algoritmos PCG y PBiCGStab

Se implementaron los algoritmos 4 y 5 en GPU. La iteración PCG consta de las si-
guientes operaciones básicas de álgebra lineal: 3 op. AXPY, 3 op. de producto interno, 2
op. tipo SpMV (una correspondiente a la resolución del sistema del paso de precondicio-
namiento). Por su parte la iteración PBiCGSTab consta de 6 op. AXPY, 4 op. tipo SpMV
(dos de ellas corresponden a la resolución del precondicionamiento) y 6 op. de producto
interno.

La paralelización en GPU de la operación AXPY es trivial, en este caso por cada ı́ndice
se requieren 2 lecturas (X e Y) y 1 escritura (resultado) en memoria global, con lo que
no hay margen para optimizar la operación y se utiliza directamente una implementación
propia. En cambio el producto interno requiere una operación de reducción y comunicación
global entre hilos (CUDA threads), entre las libreŕıas e implementaciones propias siguiendo
diferentes estrategias, la más eficiente fue la implementación que proporciona la libreŕıa
de NVIDIA CUBLAS [2], por otro lado, al ser una libreŕıa nativa, no se pierde el soporte
al usar diferentes versiones de la herramienta CUDA (CUDA Toolkit) como sucede por
ejemplo si se utiliza la libreŕıa CUSP [42] o Thrust [5] donde la mayoŕıa de veces no se tiene
migrado el total de funciones de una versión a otra impidiendo el funcionamiento de las
implementaciones al cambiar la versión del compilador nvcc. Finalmente las operaciones
SpMV consideran el paso de precondicionamiento y el producto Ax de los algoritmos.
Para el paso Ax se implementan según el problema a resolver, en general se utiliza el
estilo matrix-free donde cada hilo procesa el equivalente a una fila de A computando
a partir de algún campo de variables los coeficientes de la plantilla (stencil) requeridos.
La segunda estrategia que se ha probado consiste en almacenar A en formato diagonal
(DIA), que por ejemplo para el problema de Poisson para la presión en 2D, al tratarse
de una plantilla de 5 puntos simétrico donde además los coeficientes guardan la relación
aC = −(aE+aW+aN+aS) sólo basta con almacenar 2 diagonales. Ambas estrategias tienen
un desempeño similar, demandando menos tiempo la segunda opción, con la desventaja
de que requiere más memoria para almacenamiento de las diagonales. Respecto al paso de
precondicionamiento, dependen del precondicionador en particular.

3.3. Paralelización de los métodos expĺıcitos e impĺıcitos en
GPU

Las implementaciones en GPU desarrolladas en esta tesis se realizan teniendo en cuen-
ta que el almacenamiento de datos y la totalidad de cálculo se realicen completamente
en la tarjeta gráfica. Para mejorar la eficiencia se tuvo en cuenta la arquitectura SIMT
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Equipo 1. Dell PowerEdge R720 (2013/14): 2 CPU Intel Xeon (R) E5-2620v2 (6
cores cada uno corriendo a 2.1GHz), 128GB DDR3 de memoria RAM. 2 GPUs
NVIDIA Tesla K40 (2880 CUDA cores, corriendo a 745MHz, 12GB de memoria
GDDR5), conectadas mediante el bus PCI-e.

Equipo 2. Dell PowerEdge R740 (2018/19): 2 CPU Intel Xeon Gold 6138 (20 co-
res cada uno, corriendo a 2.0GHz) con 128GB DDR4 de memoria RAM. 2 GPUs
NVIDIA Tesla V100 (5120 CUDA cores, corriendo a 1230MHz, 32GB de memoria
HBM2), conectadas mediante el bus PCI-e.

En cuanto al software, el sistema operativo en ambos equipos es CentOS Linux v7,
la versión del compilador GCC es 4.8.5. Para el compilador nvcc de CUDA, se utilizaron
las versiones v9.1 en el equipo 1 y v10.1 en el equipo 2. Todas las implementaciones se
ejecutan en DP (doble precisión). Para las operaciones de álgebra lineal, se hace uso de la
libreŕıa CUBLAS [2], entre otras libreŕıas provistas por NVIDIA.

A modo informativo, se menciona que en general la diferencia de rendimiento entre
ambas generaciones de GPUs está en un factor de entre 5 a 7 en favor de la última
generación según el algoritmo implementado. La mejora se debe en parte a la mayor
cantidad de CUDA cores de una generación respecto de la otra y mejoras en el ancho de
banda para lecturas/escrituras en memoria global en la última generación, lo que implica
que muchas veces conviene hacer uso intensivo de la memoria de registros o leer en memoria
global las variables en lugar de utilizar la memoria compartida.

Finalmente se comenta que en el caso del cómputo paralelo en CPU, para varias pruebas
se encontró que el desempeño de los 12 cores del equipo 1, igualan o superan veces el
desempeño de los 40 cores del equipo 2, ejecutando el mismo código en diferentes equipos.
En problemas pequeños esto se explica en que el mayor grado de paralelismo podŕıa
penalizar, sin embargo esto se observó incluso para problemas relativamente grandes. Esto
indica que entre 2013 y 2018 (5 generaciones) no se han producidos mejoras significativas
en cuanto al rendimiento de las CPUs, mientras que en GPU, el salto de una generación a
otra implica ganancias de medio orden de magnitud en tiempos de cómputo y de memoria.

3.5. Advección difusión 2D usando esquemas lineales

Este experimento pretende dar algunas pautas sobre la eficiencia a la hora de elegir
una combinación de métodos expĺıcitos o impĺıcitos según la plataforma paralela utilizada.

En este caso de estudio se compara la performance de varios métodos para resolver la
ecuación de transporte (2.1) en 2D usando diferentes implementaciones paralelas basadas
en GPU y en CPU. Los códigos en CPU se implementaron usando C+OpenMP. Las ecua-
ciones se resuelven usando FVM en mallas estructuradas con la estrategia de paralelización
mencionada en la sección anterior. Se implementan esquemas temporales impĺıcito (CN)
y expĺıcitos (FE y RK2) con un esquema espacial de alto orden (HO) centrado (CD). El
sistema lineal resultante del método impĺıcito se resuelve usando el método de gradientes
bi-conjugados estabilizado (BiCGStab) (implementaciones en C+CUDA y C+OpenMP).
Para evaluar la eficiencia de las paralelizaciones en diferentes arquitecturas y paradigmas,
se comparan la precisión, la velocidad de cálculo y las tasas de cómputo para diferentes
tamaños de grilla. Las propiedades de convergencia de los diferentes esquemas se evalúan
en relación con la discretización espacial y temporal.
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3.5.1. Caso de estudio: transporte de un pulso, ecuación con solución
anaĺıtica

Se considera la ecuación (2.1) con f = 0 en Ω = [−2, 2]× [−2, 2]:

∂C

∂t
+∇· (uC − ν∇C) = 0 ∈ Ω (3.3)

con el campo de velocidades u = (−y, x) en m/s y el coeficiente de difusión ν = 10−2 en
m2/s. La solución anaĺıtica para este problema viene dada por [92]:

C(x, t) =
1

4πνt
e−

r2

4νt , con r2 = (x− x̂)2 + (y − ŷ)2 (3.4)

donde

x̂ = x0 cos t− y0 sin t , ŷ = −x0 sin t+ y0 cos t (3.5)

observe que como C(x, t) presenta una singularidad en t = 0, para las pruebas se establece
como tiempo inicial t0 = π/2s ≈ 1,57s y tiempo final tfinal = 5π/2s ≈ 7,85s que corresponde
a un giro completo. La figura 3.6 presenta la evolución temporal de la solución numérica
para una malla de 128×128 utilizando el esquema temporal impĺıcito CN con ∆t y esquema
espacial centrado como se describe en las siguientes secciones. Todas las pruebas fueron
ejecutadas en el Equipo 2.

3.5.2. Discretización espacial y temporal

Se discretizó el problema (3.3) mediante FVM centrado en celda. Para los parámetros
elegidos, el problema puede resolverse utilizando un esquema espacial centrado (CD) para
ambos términos, advectivo y difusivo. Recordando la ecuación (2.2), la ecuación semidis-
creta en este caso luce:

(
∂C

∂t

)

C

h2 +
∑

F∼nb(C)

(

ṁf
CF + CC

2
− νCF − CC

h
h

)

= 0 (3.6)

donde ṁf = uf ·Sf debe evaluarse para cada término entre los centros F y C. Note
que este esquema es lineal por lo tanto no se requiere aplicar la estrategia de corrección
diferida (DC).

Para la discretización temporal se utilizaron los esquemas temporales expĺıcitos FE y
RK2, de primer y segundo orden respectivamente, y el esquema temporal impĺıcito CN
(orden O(∆t2)).

Esquemas expĺıcitos

La expresión para el esquema FE surge de aplicar la fórmula (2.10) a la ecuación
semidiscreta. La ecuación para las celdas internas es:

Cn+1
C = Cn

C +
∆t

h2



ν
∑

F∼nb(C)

(Cn
F − Cn

C)−
∑

F∼nb(C)

ṁf
Cn
F + Cn

C

2



 (3.7)

Para el esquema RK2, se aplica la ecuación anterior dos veces, en el primer paso se
obtiene el campo Cn+1, con ello se evalúa nuevamente la ecuación en Cn+1 para obtener
Cn+2, finalmente se obtiene la solución para el nuevo tiempo mediante Cn+1 = 0,5(Cn+2+
Cn) tal como lo indica las operaciones (2.12).

Como el campo de velocidades es variable en el dominio, el criterio de estabilidad
numérica que estimó para este caso fue:
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Esquema impĺıcito

La ecuación del esquema CN para celdas internas surge de aplicar la fórmula (2.16):
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(3.9)

Este esquema es incondicionalmente estable, sin embargo en las pruebas se eligieron pasos
de tiempo de manera que el orden del error del esquema temporal sea inferior al que
proporciona el esquema espacial.

3.5.3. Detalles de las implementaciones paralelas

Se implementaron versiones paralelas de los tres métodos en GPU y CPU. Para las
versiones CPU se utilizó la interfaz de programación de aplicaciones (API) para sistemas
de memoria compartida OpenMP. Con ello las estrategias de paralelización en CPU y
GPU resultan bastante similares entre śı y son las descritas en la sección anterior, es decir
usando el esquema de 4 funciones para los vértices, 4 funciones para las aristas y 1 función
para procesar el interior del dominio. Solamente se destacarán las principales diferencias
que se tuvieron en cuenta.

Paralelización de los métodos expĺıcitos

En los métodos expĺıcitos en CPU utilizando OpenMP, los bucles se paralelizaron
mediante el uso de macros #pragma omp parallel para abrir las regiones paralelas y
#pragma omp for para paralelizar los lazos, entre otras cosas, teniendo en cuenta que el
almacenamiento en memoria y el recorrido que hacen los procesos sobre ella aproveche la
ubicación contigua en memoria (almacenamiento tipo row-major o col-major). Además de
lo anterior no hay mayores diferencias en cuanto a la estrategia de paralelización en CPU
y GPU para los métodos expĺıcitos.

Para ilustrar el algoritmo del método expĺıcito se utilizará la siguiente notación: C∗
input,

C∗
output indican punteros a los únicos dos vectores alojados en la memoria global de la GPU.

El algoritmo 6 describe el método expĺıcito.

Algoritmo 6: Algoritmo expĺıcito FE para la ecuación de advección difusión 2D.

1 inicialización: C∗
input ← Cn; t← Tinicial;

2 mientras t < Tfinal hacer
3 t← t+∆t;
4 compute kernel interior<<<grid, block>>>(C∗

output, C
∗
input);

5 compute kernel edge north<<<grid.x, block.x >>>(C∗
output, C

∗
input);

6 compute kernel edge west<<<grid.y, block.y >>>(C∗
output, C

∗
input);

7 compute kernel vertex SW<<<1, 1>>>(C∗
output, C

∗
input);

8 ...
9 sincronización de la GPU: cudaDeviceSynchronize();

10 intercambio de punteros: C∗
input ←→ C∗

output;

11 fin

De hecho en la implementación el bloque central del código es una única función
next step(C∗

output, C
∗
input) que llama a la ejecución de los (1+4+4) kernels que actualizan
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la solución en todo el dominio computacional. Note que al tratarse de un método expĺıcito
todos los kernels pueden ejecutarse de forma concurrente o independiente debido a la no
dependencia de datos. El algoritmo en CPU es idéntico con la diferencia que no se requiere
una configuración de grillas y bloques, por ello no se presentarán aqúı.

Para el método expĺıcito RK2 se requiere almacenar un tercer vector C∗
output,2. El

algoritmo 7 presenta la implementación utilizada.

Algoritmo 7: Algoritmo expĺıcito RK2 para la ecuación de advección difusión
2D.

1 inicialización: C∗
input ← Cn; t← Tinicial;

2 mientras t < Tfinal hacer
3 t← t+∆t;
4 next step(C∗

output, C
∗
input);

5 next step(C∗
output,2, C

∗
output);

6 AXPBY(C∗
output,2, C

∗
input,C

∗
output,0.5,0.5);

7 sincronización de la GPU: cudaDeviceSynchronize();
8 intercambio de punteros: C∗

input ←→ C∗
output;

9 fin

Donde next step() es la función utilizada para el método FE mientras que la función
AXPBY(x,y,output,a,b) realiza la operación output← ax+ by.

Finalmente cabe mencionar que para las implementaciones en GPU, debido al poco
rehúso de datos que puede hacerse en las operaciones involucradas, se ha omitido el uso
de la memoria compartida y solo se utiliza la memoria de registro y lecturas a memoria
global de la GPU.

Paralelización del método impĺıcito

Para el algoritmo impĺıcito se requiere resolver un sistema lineal de ecuaciones Ax =
rhs que si bien en esta prueba la matriz resulta simétrica debido al uso del esquema CD,
en caso de utilizar otros esquemas de HO como por ejemplo FROMM, SOU o QUICK,
la matriz resulta no simétrica, entonces se utilizó directamente el solver BiCGStab imple-
mentado en GPU y CPU de acuerdo a lo descrito secciones atrás. Cabe mencionar que
si bien el costo del método BiCGStab es el doble que CG, la cantidad de iteraciones ne-
cesarias en el sistema simétrico se reduce prácticamente a la mitad, entonces los tiempos
de cómputo se ven alterados usando uno u otro esquema. En cuanto a requerimiento de
memoria, en BiCGStab se necesita almacenar el doble de vectores pero eso no fue una
limitante en este estudio.

Para el caso impĺıcito, la diferencia principal entre la implementación CPU y GPU
es que mientras que en GPU se realiza todo utilizando estilo matrix free, en CPU se
almacenan las 5 diagonales del sistema debido al mayor espacio disponible de memoria
RAM, además de ello, se almacenan en vectores de igual tamaño completando con 0 las
sub diagonales W,E,N y S, con ello se logra que la operación SMPV de producto de
matriz dispersa por vector se realiza de forma paralela sin condicionales directamente
en un bucle de 0 a NxNy paralelizado mediante la API de OpenMP. En cuanto a las
operaciones de reducción requeridas en el solver, se utilizaron directivas como #pragma

omp for reduction(+:result) para el producto interno entre vectores.

De forma resumida, se implementó una función que actualiza el lado derecho update RHS()

en GPU y otra para la versión CPU usando OpenMP, una función que realiza la opera-
ción tipo stencil en GPU stencil op(x,y) mientras que en CPU se tiene una función que
llena las diagonales de la matriz y posteriormente dicha matriz es usada por la función
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Puede observarse que ǫ1/ǫ2 ∼ (∆t1/∆t2)
2 con una pendiente en escala logaŕıtmica

aproximada de (log ǫ1 − log ǫ2)/(log∆t1 − log∆t2) ∼ 2 que es lo que corresponde a un
esquema de segundo orden. A su vez, el error se reduce hasta alcanzar un valor del orden
de precisión del esquema espacial (O(h2)).

3.5.5. Validación: convergencia del esquema espacial

Se realizó el estudio de convergencia en malla utilizando los tamaños de grilla indicados
en la tabla 3.1. Para diseñar la prueba se siguieron estos criterios:

Para los esquemas expĺıcitos la condición de estabilidad esta dada de forma aproxi-
mada por la expresión (3.8). Se comenzó con la prueba del esquema RK2 debido a
que en este caso el error temporal (O(∆t2)) es muy inferior al error espacial esperado
(O(h2)) debido a que ∆t se elije de la condición de estabilidad. Con lo anterior puede
estimarse cual es el error real del esquema espacial en cada tamaño de grilla.

Para el esquema FE, si se utilizan estos mismos pasos de tiempo, se observó que los
errores están casi en un orden de magnitud encima de los errores del esquema RK2.
Como el esquema FE es O(∆t) si se quiere alcanzar un error similar ∆t debe reducirse
en la misma proporción de los errores de ambos métodos, esto es, si se quiere que
el error del esquema temporal sea inferior al del esquema espacial, para el método
FE debe elegirse un paso de tiempo nuevo con el siguiente criterio. ∆tnew/∆tstable ∼
||ǫRK2||/||ǫFE||.

Para el método impĺıcito el error del esquema CN es O(∆t2), una primera aproxi-
mación es optar por elegir ∆t1 ∼ (||ǫRK2||)1/2. Sin embargo al tratarse de esquemas
diferentes es muy probable que los errores ǫCN y ǫRK2 difieran, aunque ambos estén
en el mismo orden, esto significa que eligiendo pasos de tiempo inferiores a ∆t1 el
error podŕıa reducirse y en ese caso, la posterior evaluación del desempeño no seŕıa
justa debido a que el error del esquema temporal supera al error del esquema espa-
cial. En efecto, para el esquema CN se eligió el paso de tiempo más grande tal que
el mismo sea inferior al error de aproximación espacial (observe figura 3.7).

En la tabla 3.1 se indican la cantidad k de pasos de tiempo elegidos para cada uno de los
métodos y mallas, similar a como se indicó antes el tamaño del paso de tiempo viene dado
por ∆t = 2π/k.

Nx = Ny 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
# Mcell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435

kCN 165 315 645 1299 2553 5235 10469 29233
kRK2 740 1847 5730 19690 72320 276405 1079880 4268046
kFE 740 1847 5730 19690 72320 276405 1079880 4268046

kFE,fine 2960 11082 45840 187055 723200 3040455 11878680 46948506

Tabla 3.1: Dimensiones de los casos de prueba utilizados para el estudio de convergencia espacial y número
de pasos de tiempo adoptados para simular 2πs de simulación en el problema de advección difusión 2D.

Siguiendo los criterios mencionados anteriormente, se elaboró la figura 3.8 donde puede
observarse que en los 3 métodos la convergencia es a orden O(h2). En la figura se incor-
poraron las rectas h vs h y h vs h2 para facilitar la comparación. Puede observarse que
eligiendo el máximo paso de tiempo estable para el método FE los errores del esquema
temporal están muy por encima del error de la malla, aqúı se observa que los errores
tienden a una pendiente de segundo orden. Sin embargo, esto no representa directamente
la convergencia del método ya que esto ocurre porque para h→ 0, en el denominador de
(3.8) escrito en la forma 4ν/h2 + 2/h, el primer término pesa más que el segundo y luego
al refinar la malla siempre se está reduciendo el paso de tiempo en proporción a h2.
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cómputo de FE y RK2 puede explicarse en que para todos los algoritmos implementados
estan limitados por el ancho de banda de la GPU en lugar de la capacidad de procesamiento
debido al bajo número de operaciones requeridas en los métodos. En el caso de FE para
cada paso de tiempo se requieren 2 lecturas/escrituras en memoria, para el método RK2
se requieren 7 lecturas/escrituras (4 corresponden a los 2 pasos tipo FE y 3 corresponden
a la operación AXPBY), como en el cálculo del rate ya se tuvo en cuenta un factor de 2,
si no se considera dicho factor la relación estaŕıa entre 1.4 y 3.2, siendo que la relación
entre lecturas/escrituras de cada método es de 7 a 2. Es decir en RK2 requiere 3.5 mas
operaciones a memoria global que en FE, la relación es algo menor debido a que en los
pasos tipo FE se realizan algunos cómputos mientras y en un caso cada hilo debe leer 5
valores de un vector (lectura de la solución a tiempo anterior) y un solo valor del otro
vector (escritura de la nueva solución) mientras que en la operación AXPBY cada hilo lee
o escribe un valor por cada uno de los 3 vectores.

En lo que respecta al método impĺıcito CN, las tasas de cómputo son entre 2 y 4
veces menores que el método RK2. Esto puede explicarse en la cantidad de lecturas que
se requieren en los pasos del solver BiCGStab que no fueron consideradas en el cálculo
(6 op. tipo AXPBY y 6 op. de producto interno que implican además una operación de
reducción a un solo valor). Sin embargo esto se compensa en una ganancia en términos
de pasos temporales requeridos para obtener una solución con el mismo error respecto del
método RK2, con una relación que vaŕıa entre 4.5 y 146 (compare en tabla 3.1 kRK2 vs
kCN).

Errores y tiempos de cálculo

En la tabla 3.3 se presentan los errores de cómputo obtenidos (ver figura 3.8) y los
respectivos tiempos de cómputo en GPU y CPU, además se presentan los tiempos en GPU
y respectivos errores para la solución con FE con el máximo paso de tiempo estable que
puede adoptarse.

En la figura 3.9-derecha se graficaron los valores de la tabla 3.3. Puede verse que para

Nx = Ny 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
# Mcell 0.0164 0.0655 0.2621 1.0485 4.1943 16.777 67.108 268.435

errorRK2 1.861e-03 4.689e-04 1.182e-04 2.968e-05 7.431e-06 1.858e-06 4.647e-07 1.161e-07
timeGPU 0.119 0.292 1.04 5.33 36.99 399.94 5617 89201
timeCPU 0.252 0.973 5.45 59.88 835.67 13520 2.113e+05 3.905e+06

errorFE,∆t1 2.609e-03 6.655e-04 1.627e-04 4.020e-05 1.023e-05 2.491e-06 6.198e-07 1.542e-07
timeGPU 0.190 0.707 2.96 19.17 126.58 1379 18676 2.985e+05
timeCPU 0.412 2.51 19.94 265.24 3817 63096 9.725e+05 1.553e+07

errorCN 2.376e-03 6.048e-04 1.499e-04 3.736e-05 9.410e-06 2.327e-06 5.814e-07 1.310e-07
timeGPU 0.544 0.781 1.95 8.56 56.28 524 5528 69685
timeCPU 0.938 2.08 9.42 47.37 750.23 11728 1.410e+05 2.291e+06

errorFE,∆tstab 8.104e-03 3.236e-03 1.017e-03 2.937e-04 7.979e-05 2.086e-05 5.340e-06 1.351e-06
timeGPU 0.050 0.127 0.392 2.10 12.92 125.44 1698 27142

Tabla 3.3: Errores y tiempos de cómputo en segundos obtenidos para los diferentes métodos en GPU y
CPU paralelo (40 cores) en el problema de advección difusión 2D.

problemas de hasta 4096 × 4096, el algoritmo más rápido en GPU es RK2, mientras que
para problemas más grandes, resulta más rápido el método CN en GPU. La relación entre
los tiempos de cómputo vaŕıa respectivamente entre 4.5 para 128× 128 y se reduce en la
medida que el número de celdas aumenta llegando a un factor de 0.78 para la grilla más
fina 16384 × 16384. El comportamiento en CPU es un tanto diferente, y el método CN
resulta más rápido que RK2 para número de celdas mayores a 512 × 512 llegando a ser
hasta 1.7 veces más rápido CN que RK2.

El speedup entre GPU y CPU ya se discutió en la subsección anterior, se remarca que
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en todos los casos las implementaciones GPU resultan mas eficientes que su contraparte
utilizando cómputo paralelo en CPU.

Para finalizar cabe mencionar que aunque los tiempos de cómputo del método FE en
GPU, utilizando el paso de tiempo más grande permitido por la condición de estabilidad,
son inferiores que los métodos RK2 y CN los errores resultan mayores en casi un orden de
magnitud que éstos.

3.5.7. Conclusiones

Entre las principales conclusiones se puede decir que los tiempos de cómputo en GPU
del método expĺıcito RK2 e impĺıcito CN no difieren en gran medida siendo más eficiente
el método RK2 para problemas de hasta 16.7 millones de celdas, situación que se revierte
para problemas con mayor número de celdas donde el método impĺıcito es más eficiente.
Esta situación se debe a que el método expĺıcito comienza a tener una fuerte restricción
de estabilidad que se debe principalmente al término difusivo. Luego, en un problema de
advección pura el método expĺıcito resultará más rápido que el impĺıcito. A pesar de esta
diferencia en tiempos de cómputo, el método RK2 resulta en gran medida más sencillo de
implementar que el impĺıcito, más aún, en caso de utilizarse esquemas no lineales (TVD
o HR) el método CN requiere la implementación de una estrategia de correción diferida o
similar para tratar la no linealidad del esquema espacial.

En cuanto al método FE es el más sencillo de implementar sin embargo, se mostró
que para lograr una buena eficacia en la resolución con métodos expĺıcitos, se requiere un
método de mayor orden como RK2 o AB para poder competir con un algoritmo impĺıcito
como CN.

Sobre las aceleraciones en GPU respecto a CPU, puede observarse que en general, se
requiere un clúster de al menos 30 o 40 computadoras de similares caracteŕısticas (30×40 =
1200 o 40 × 40 = 1600 núcleos) para poder igualar una sola tarjeta de v́ıdeo similar a la
Nvidia Tesla V100.

Los resultados de este estudio muestran que aunque en la bibliograf́ıa se eligen los
métodos expĺıcitos en GPU, los métodos impĺıcitos pueden tener una eficiencia similar en
términos de tiempos de cómputo aunque su implementación es más compleja que los méto-
dos expĺıcitos. Finalmente la GPU resulta en una alternativa realmente económica para
resolver problemas de gran tamaño en comparación con las variantes CPU que requieren
de un clúster de tamaño medio.

3.6. Advección difusión 2D usando esquemas no lineales -
TVD

El objetivo de este experimento es comparar la implementación GPU de los métodos
TVD con las soluciones provistas por métodos lagrangianos, en un problema complejo de
resolver a altos números de Péclet. Para el estudio, se realizan implementaciones en GPU
utilizando esquemas de alta resolución (HR), donde se comparan el esquema expĺıcito FE
versus el esquema impĺıcito CN para resolver un problema a Pe = 100 y advección pura
(Pe =∞).

3.6.1. Caso de estudio: evaluación de la macro dispersión en un medio
altamente heterogéneo

El flujo y transporte en medios porosos resulta complejo debido a la heterogeneidad
espacial de multiescala que presenta las propiedades hidráulicas del medio. Por lo tanto, los
métodos numéricos precisos y eficientes son fundamentales para reproducir, comprender y
predecir estos procesos.
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describiremos aqúı ya que se aborda en el siguiente caṕıtulo (ver segundo caso de estudio)
o también, puede encontrarse en [21]. Para la ecuación de transporte se consideran las
condiciones de borde de no flujo (bordes north y south) y sólo flujo advectivo (bordes west
y east). En la figura 3.10 se presenta la configuración de dominios utilizada.

Discretización espacial y temporal

La discretización de la ecuación de transporte requiere el uso de esquemas HR debido
a que se trata de problemas a altos valores de Péclet, además de ello para el método
impĺıcito se debe aplicar la estrategia DC para tratar la no linealidad del esquema espacial.
La implementación se basó en el esquema MINMOD [145]. Para la discretización temporal
se aplicó el método (θ):
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ṁfC
HR
f





t

+θ



h
∑

F∼NB(C)

Df

(
CF − CC

h

)

−
∑

f∼nb(C)
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(3.16)

La expresión para el método expĺıcito surge al reemplazar θ = 0:
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Nótese que ψ(rn,+f ) y ψ(rn,−f ) implica una no linealidad que en este caso se resuelve de
forma expĺıcita.

Para el método impĺıcito CN se reemplaza θ = 1/2, resultando en una ecuación no
lineal que se resuelve iterativamente aplicando la técnica DC. De esta forma, en cada
paso de tiempo puede resolverse el sistema no lineal de ecuaciones mediante el siguiente
esquema iterativo:
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(3.18)

aqúı se considera el supeŕındice (k) para la solución de la iteración interna, eligiendo
C(0) = Cn en cada paso de tiempo y una vez alcanzada la convergencia se considera
Cn+1 = C(k+1). Debe notarse que el sistema lineal de ecuaciones debe resolverse para
cada iteración y la componente no lineal se tiene en cuenta en el último sumando del RHS
de forma expĺıcita para cada iteración (ver estrategia DC descrita en caṕıtulo 2).
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Detalles de la implementación GPU

La estrategia adoptada para la implementación en CUDA es similar a la del ejemplo
mostrado en la sección anterior. En cuanto a los accesos a los datos en la memoria global
de la GPU, para el método explicito cada kernel requiere 14 accesos a memoria por cada
celda (5+5 corresponden al campo Cn+1 y Cn, 2+2 corresponden a ux y uy) en el caso de
advección pura y advección difusión. Mientras que para el caso de advección dispersión, se
requieren 26 accesos (5+9 correspondientes a los campos Cn+1 y Cn, 6+6 corresponden a
ux y uy).

El mayor número de accesos para el último caso se debe a la necesidad de interpolar
las diferentes componentes de los gradientes en las caras (recordar que el tensor D ∈ R

2×2

no es diagonal):

(
∂C

∂y

)

e

=
1

2

[
(CNE − CSE)

2h
+

(CN − CS)

2h

]

(3.19)

Además, para obtener todas las componentes del campo de velocidad en caras, se necesita
computar algunos promedios, por ejemplo para obtener la componente y de la velocidad
la cara east de la celda se requieren los valores en las caras n, s de la celda C y los valores
vecinos de la celda E denotados como nE y sE:

(uy)e =
1

4

[
(uy)n + (uy)s + (uy)nE + (uy)sE

]
(3.20)

El algoritmo expĺıcito no se presentará debido a que es idéntico al implementado para
el caso de estudio anterior (mediante una función del tipo next step() que ordena la
ejecución de los kernels concurrentes).

A continuación se discute la paralelización del método impĺıcito. En este caso se re-
quiere resolver un sistema lineal de ecuaciones de la forma Ax = rhs con una matriz no
simétrica, nuevamente se utiliza el método BiCGStab implementado en GPU usando el
estilo matrix free. La estrategia de paralelización es utilizando funciones del tipo:

kernel linear operator(C
(k+1)∗
output , C

(k+1)∗
input , u∗x, u

∗
y);

kernel compute RHS(rhs∗, Cn∗, C(k)∗, u∗x, u
∗
y);

para el operador lineal utilizado en el solver BiCGStab se requieren 14 y 26 accesos a
memoria global de la GPU para cada celda, como en el caso expĺıcito, un caso u otro
dependerá si se modela o no la dispersión. Para el kernel que computa el RHS, se requieren
19 accesos (5+5+5 corresponden a Cn, C(k) y rhs, 2+2 para leer ux y uy) y 31 accesos
(9+5+5 correspondientes a Cn, C(k) y rhs, 6+6 para leer ux, uy) de acuerdo al caso de
transporte simulado (con o sin dispersión). El algoritmo (16) describe la implementación
del método impĺıcito.

Campo de conductividad y discretización de la malla

Se generaron campos de conductividad K(x) considerando mallas uniformes ∆x =
∆y = h y con longitudes de correlación λ = 10h para valores de varianzas σ2lnK ∈
{0,25; 1,00; 2,50; 4,00; 6,25}.

Las figuras 3.11, 3.12 y 3.13 muestran un campo de conductividad generado para
varianza σ2lnK = 6,25 y el campo de velocidad determinado aplicando la ley de Darcy,
calculado para diferentes varianzas (σ2lnK = 1,00 y σ2lnK = 6,25). Puede observarse que
el campo de conductividad vaŕıa en rangos de hasta 10 órdenes de magnitud y la alta
heterogeneidad que presenta produce grandes valores de velocidad localizada indicando
caminos preferenciales para el transporte.



3.6. ADVECCIÓN DIFUSIÓN 2D USANDO ESQUEMAS NO LINEALES - TVD 53

Algoritmo 9: Método impĺıcito para la ecuación de transporte 2D con esquema
TVD utilizando el enfoque de corrección diferida (DC).

1 inicialización: C∗
input ← Cn;

2 mientras t < Tfinal hacer
3 t← t+∆t;

4 copiar sol. anterior como semilla: cudaMemcpy(C(k)∗,
C∗
input,cudaMemcpyDeviceToDevice);

5 dif ← 1,0;
6 iter ← 0;
7 mientras ( (dif > 1,0e− 6) and (iter < itermáx) ) hacer
8 computar RHS: v́ıa kernels concurrentes;
9 sincronización: cudaDeviceSynchronize();

10 llamada al solver: BiCGStab(C(k+1)∗, rhs∗);

11 dif ← ||C(k+1) − C(k)||L∞
;

12 iter ← iter + 1;

13 fin

14 setear la nueva solución: C∗
output ← C(k+1)∗;

15 intercambio de punteros: C∗
input ←→ C∗

output;

16 fin

Figura 3.11: Campo de conductividad lognormal con varianza σ2

lnK = 6,25; longitud de correlación λ =
10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y una ventana interior de [20x/λ×20x/λ]
(derecha).



54 CAPÍTULO 3. ALGORITMOS EN GPU

Figura 3.12: Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con varianza de
σ2

lnK = 1; longitud de correlación λ = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda) y
una ventana interior de [30x/λ× 30x/λ] (derecha).

Figura 3.13: Campo de velocidad simulado para campo de conductividad lognormal con varianza de
σ2

lnK = 6,25; longitud de correlación λ = 10; covarianza exponencial; para el dominio completo (izquierda)
y una ventana interior de [30x/λ× 30x/λ] (derecha).

3.6.2. Simulación del transporte

Los casos de transporte considerados fueron advección pura (PA), advección difusión
(AD) y advección dispersión isotrópica (Aα) con αL = αT , para los últimos dos casos se
definen los números de Péclet como Ped = λu/Dm y PeL = λ/αL. Para las simulaciones
MC se consideró un sólo valor igual a Ped = PeL = PeT = 100. En la tabla 3.4 se
presentan las combinaciones de casos simuladas.

Las figuras 3.14 y 3.15 muestran cualitativamente los resultados numéricos para el
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Tabla 3.4: Parámetros y tipos de casos considerados para las simulaciones numéricas.

Parámetros/caso valores

σ2lnK 0.25, 1, 2.25, 4, 6.25
Tamaño de grilla ∆x = ∆y = h 5m
Resolución: λ/∆x = λ/∆y 10
Modelo de covarianza Exponencial isotrópica
Tipo de transporte Advección pura Pe =∞

Advección difusión Ped = 100
Advección dispersión PeL = PeT = 100

[Lx/λ, Ly/λ] [205,204.8] para σ2lnK ∈ {0.25, 1}
[410,410] para σ2lnK = 2,25
[820,820] para σ2lnK = 4
[1640,820] para σ2lnK = 6,25

Ventana de inyección lx × ly = 0,025Ly × 0,60Ly

Número de simulaciones N = 100

mismo campo de conductividad considerando los 3 casos de transporte (Aα, AD y PA).

Figura 3.14: Comparación para diferentes tipos de transporte σ2

lnK = 2,25 al final de la simulación
(tfinal = 350λ/u), de izquierda a derecha: Aα, AD and PA.

Para ver la influencia de la varianza de la conductividad en el transporte, en la figura
3.16 se presenta el transporte considerando advección difusión (AD) en un mismo instante
de tiempo de simulación considerando diferentes grados de heterogeneidad en el campo de
conductividades utilizado para computar el campo de velocidades u.

En todos los casos puede verse que el efecto gobernante es la advección ya que la masa
de soluto se mueve más o menos según los valores del campo u. A su vez, en los casos
de mayor heterogeneidad pueden observarse zonas de muy baja velocidad, donde la masa
queda capturada hasta que eventualmente se puede mover por el efecto de la difusión.

Cómputo de la macrodispersión

Para la evaluación del coeficiente de macrodispersión, los momentos se calcularon de
acuerdo a la siguiente expresión

Mnm(t) =

∫∫

Ω

xnymC(x, t)dxdy (3.21)

donde m + n es el orden del momento (con m,n ∈ {0; 1; 2}) y Ω el dominio de simu-
lación. Con esta expresión, los coeficientes de macrodispersion longitudinal y transversal
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Figura 3.15: Comparación para diferentes tipos de transporte σ2

lnK = 2,25 al final de la simulación
(tfinal = 350λ/u), en una ventana interior de [60x/λ× 21x/λ], de arriba hacia abajo: Aα, AD and PA.

vienen dados por:

DL(t) =
1

2λuN

N∑

i=1

d

dt

[

M20(t)

M00(t)
−
(
M10(t)

M00(t)

)2
]

(3.22)

DT (t) =
1

2λuN

N∑

i=1

d

dt

[

M02(t)

M00(t)
−
(
M01(t)

M00(t)

)2
]

(3.23)

aqúı u indica la velocidad media de la pluma en la dirección x y N = 100 es el número de
simulaciones para cada conjunto de parámetros.

Validación: comparación con métodos Lagrangianos

Como validación de los algoritmos eulerianos implementados, se reprodujeron los resul-
tados reportados en la bibliograf́ıa obtenidos con métodos lagrangianos, como por ejemplo
el método conocido como random walk particle tracking.

La figura 3.17 compara los coeficientes de macrodispersión longitudinal medio (prome-
diado sobre 100 realizaciones) para los casos de AD y Aα y diferentes varianzas σ2lnK con
los resultados obtenidos por [20, 44].

La figura 3.18 muestra los valores asintóticos para el caso PA. Puede verse que los
resultados son similares a los obtenidos en [44].

Evaluación del desempeño de los algoritmos impĺıcito y expĺıcito

Se evaluó la precisión de los métodos impĺıcito y expĺıcito usando un esquema TVD
mediante un análisis del error utilizando una solución de referencia obtenida con el algo-
ritmo impĺıcito (O(∆t2)) considerando un paso de tiempo suficientemente pequeño. Para
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Figura 3.16: Comparación del transporte en un mismo instante de tiempo dado por t = 100λ/u, consi-
derando AD para diferentes grados de heterogeneidad dados por las varianzas σ2

lnK = 0,25, σ2

lnK = 1,00,
σ2

lnK = 2,25, σ2

lnK = 6,25.

hacer una comparación justa, se estableció una relación entre los pasos de tiempo de cada
método, que fue determinada experimentalmente para obtener un error del mismo orden.

Espećıficamente, para el método expĺıcito, se utilizó el paso de tiempo más grande de
forma que la solución permanece estable durante toda la simulación (tener en cuenta que
la restricción ocurre debido a que en algunos pocos lugares del dominio hay velocidades
muy grandes).

Para el caso impĺıcito, el paso de tiempo se eligió para que el error cometido sea del
mismo orden que el caso expĺıcito. A modo de referencia, los pasos de tiempo utilizados en
el método impĺıcito son entre 8 y 34 veces más grandes que el considerado en el método
expĺıcito. La figura 3.19 muestra la evolución de la macrodispersividad longitudinal y
transversal obtenida por ambos métodos para un caso en particular. Como puede verse
ambos resultados están en el mismo orden.

La tabla 3.5 muestra el desempeño en términos del tiempo de cómputo requerido para
cada caso de transporte (promedio de 100 realizaciones), de acuerdo al tipo de transporte
simulado, el método utilizado y el hardware donde se ejecutó la simulación.

Debe notarse que los tiempos de cómputo para los casos de transporte PA y AD son
muy similares. Esto se debe al hecho de que las operaciones que se agregan en el caso AD
corresponden a una multiplicación usando un valor fijo (Dm) que no implica una lectura
a la memoria global de la GPU.

Para el caso Aα se agregan más operaciones y lecturas a la memoria global para poder
interpolar el tensor de dispersividad en los centros de caras, lo cual afecta significativa-
mente el desempeño.
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Tabla 3.6: Relación entre los tiempos de cómputo de los métodos impĺıcito y expĺıcito para los diferentes
casos de transporte y ejecución en diferentes equipos de cómputo.

σ2lnK 0.25 1 2.25 4 6.25
NX ×NY [Mcell] 4.198 4.198 16.81 67.24 134.48

tfinalu/λ 190 190 350 600 1000

Equipo - GPU Caso de transporte Relación: timplicit/texplicit
PA 8.8 5.1 3.6 1.6 *

Eq. 1 - Tesla K40 AD 5.7 3.9 3.0 1.4 *
Aα 5.1 2.3 1.3 0.7 *

PA 11.8 7.0 3.3 2.2 1.3
Eq. 2 - Tesla V100 AD 7.6 5.4 2.8 2.0 1.3

Aα 6.8 3.2 1.6 0.9 0.5

* Método impĺıcito excede la memoria RAM de la GPU del equipo 1.

que el sistema crece, la estrategia de cómputo adoptada en el método impĺıcito se vuelve
más eficiente debido al v́ınculo entre los parámetros del solver BiCGStab y la técnica DC.
La desventaja de este método es que requiere más memoria GPU, lo que puede ser en
varias ocasiones una limitación importante.

Los tiempos de cómputo reportados en este caso de estudio muestran que es factible
llevar a cabo estudios de macrodispersión para medios altamente heterogéneos utilizando
métodos totalmente eulerianos en GPU. Esto representa una alternativa potencialmente
atractiva para resolver problemas que involucran la interacción de fases móviles y estacio-
narias, o el acoplamiento entre flujo y transporte, ya que los cálculos de flujo y transporte
podŕıan realizarse sobre la misma malla (a diferencia de los métodos lagrangianos utiliza-
dos solamente para el transporte escalar).

3.7. Ecuación de difusión no lineal

Esta prueba consiste en la resolución de una ecuación de difusión no lineal en 3D
usando el FVM, comparando diferentes esquemas temporales, expĺıcito e impĺıcito, con-
siderando para el último, el método de NR y el solver CG (Gradientes Conjugados) para
el sistema lineal de ecuaciones. El objetivo es evaluar el desempeño de cada esquema en
GPU comparando precisión, velocidad de cálculo, tamaño de malla y también consideran-
do el criterio de convergencia usado. Para evaluar las propiedades de convergencia de los
diferentes esquemas en relación a la discretización espacial y temporal, se propone una
solución anaĺıtica arbitraria, la cual satisface la ecuación diferencial mediante la elección
de un término fuente elegido en función de la misma.

Se considera el problema parabólico no lineal en 3D para t ∈ [0, T ], T > 0,

∂φ

∂t
= ∇· (A(φ)∇φ) + f, en Ω ∈ R

3,

φ = 0, sobre ∂Ω,

con φ(0) = φ0, en Ω

(3.24)

donde A(φ) = diag (a1(φ), a2(φ), a3(φ)), es una función matricial a valores reales, acotada
y estrictamente definida positiva. En adelante asumimos que existe una función φ(x, t), con
x = (x, y, z) ∈ Ω, suficientemente suave solución del problema (3.24). Para este ejemplo
se considerará directamente el caso de difusión isotrópica con ai(φ) = a(φ), i = 1, 2, 3.

3.7.1. Discretización de la ecuación de difusión no lineal

Se transforma el problema (3.24) en un sistema de ecuaciones algebraicas usando el
método de los volúmenes finitos (FVM), para luego resolver el problema discretizado en
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GPU.
Para la discretización espacial se consideró un dominio cúbico Ω = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1],

con mallas estructuradas de paso constante en cada dirección ∆x = ∆y = ∆z = h = 1/m,
siendo m la cantidad de celdas por dirección, con condiciones de borde φ(x, t) = 0 sobre
∂Ω y t > 0. Se consideró un coeficiente de difusión a(φ) = κ(φ+1), donde κ es análogo al
coeficiente de difusión lineal, para las simulaciones se usó κ = 1. Se consideró la siguiente
solución anaĺıtica:

φ(x, t) = 160e−t(x− x2)(y − y2)(z − z2) (3.25)

y se calculó f de forma φ(x, t) safisfaga (3.24):

f = 160e−txyz(x− 1)(y − 1)(z − 1)

−320κxye−t(x− 1)(y − 1)
(
160xyze−t(x− 1)(y − 1)(z − 1)− 1

)

−320κxze−t(x− 1)(z − 1)
(
160xyze−t(x− 1)(y − 1)(z − 1)− 1

)

−320κyze−t(y − 1)(z − 1)
(
160xyze−t(x− 1)(y − 1)(z − 1)− 1

)

−25600x2y2e−2t(2z − 1)2(x− 1)2(y − 1)2

−25600x2z2e−2t(2y − 1)2(x− 1)2(z − 1)2

−25600y2z2e−2t(2x− 1)2(y − 1)2(z − 1)2

(3.26)

Con esta solución propuesta, la condición inicial para el problema es φ(x, 0) = φ0 =
160(x− x2)(y − y2)(z − z2). Mediante esta solución es posible evaluar los errores para las
diferentes implementaciones que se realizaron.

Para aplicar el FVM al problema (3.24), primero se integra sobre la celda C:
∫

VC

∂φ

∂t
dV =

∫

VC

∇· (A(φ)∇φ) dV +

∫

VC

fdV (3.27)

usando el teorema de la divergencia para el segundo término y el teorema del valor medio
para el término temporal y fuente:

(
∂φ

∂t

)

C

VC =

∫

∂VC

(A(φ)∇φ) dS + fCVC ⇔
(
∂φ

∂t

)

C

h3 =
∑

f∼nb(C)

(A(φf )∇φf )h2 + fCh
3 =

∑

f∼nb(C)

(a(φf )∇φf )h2 + fCh
3

(3.28)

donde la sumatoria abarca todos los centros de cara f de la celda C. Haciendo la suma de
las contribuciones a través de todas las caras de la celda C, usando diferencias centradas
para el gradiente sobre las caras e interpolación lineal para el coeficiente de difusión a(φ)
se obtiene la forma semi-discretizada de (3.28):

(
∂φ

∂t

)

C

h3 = h2




∑

F∼NB(C)

(
aC + aF

2

)(
φF − φC

h

)

+ fCh



 (3.29)

Para la discretización temporal se aplicó el método theta (θ) (2.17) a la ecuación (3.29):

(
φn+1 − φn

∆t

)

C

h3 = h2(1− θ)




∑

F∼NB(C)

(
aC + aF

2

)(
φF − φC

h

)

+ fCh





n

+h2θ




∑

F∼NB(C)

(
aC + aF

2

)(
φF − φC

h

)

+ fCh





n+1 (3.30)

donde θ ∈ [0, 1], de forma que para θ = 0 se obtiene el esquema FE y para θ = 1/2 se
obtiene el esquema impĺıcito CN.
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Esquema expĺıcito - Diferencias hacia adelante

Reemplazando θ = 0 en (3.30), re-ordenando y agrupando se obtiene el método expĺıci-
to o FE:

φn+1
C = φnC +

∆t

2h2




∑

F∼NB(C)

(anC + anF ) (φ
n
F − φnC) + 2fnCh

2



 (3.31)

Aqúı se destaca que si bien aparecen términos en la sumatoria no lineales en la variable φ
en la ecuación (3.31) debido a que se consideran los casos en que anC = a(φnC), todos son
evaluados en tiempo actual, resultando en una expresión expĺıcita que se puede evaluar en
tiempo futuro n + 1 conociendo la solución actual, esto es lo que constituye la principal
ventaja del método expĺıcito.

Esquema impĺıcito - Diferencias centradas

Para el esquema CN se reemplaza θ = 1/2 en (3.30):

φn+1
C − φnC

∆t
h3 =

h2

2




∑

F∼NB(C)

(
anC + anF

2

)(
φnF − φnC

h

)

+ fnCh





+
h2

2




∑

F∼NB(C)

(

an+1
C + an+1

F

2

)(

φn+1
F − φn+1

C

h

)

+ fn+1
C h





(3.32)

El segundo término del lado derecho de la ecuación (3.32) indica que para calcular la
solución en instante n+1 es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones algebraicas.
Para el caso en que a es independiente de la variable (ecuación de difusión lineal) el sistema
que se debe resolver es lineal. Cuando a depende de la variable se debe resolver un sistema
no lineal, aśı por ejemplo si se considera un coeficiente de difusión a(φ) = κ(φ + 1) el
sistema no lineal luce:

φn+1
C − φnC

∆t
h3 =

h2κ

2




∑

F∼NB(C)

(
(φnC + 1) + (φnF + 1)

2

)(
φnF − φnC

h

)

+ fnCh





+
h2κ

2




∑

F∼NB(C)

(

(φn+1
C + 1) + (φn+1

F + 1)

2

)(

φn+1
F − φn+1

C

h

)

+ fn+1
C h





(3.33)

Para resolver el sistema no lineal que surge de considerar a la ecuación (3.32) para todo el
dominio se utiliza el método de NR. Reescribiendo (3.32) en forma de residuo se obtiene:

R(φn+1) = φnC − φn+1
C +

∆t

2

(
fn+1
C + fnC

)
+

∆t

4h2

∑

F∼NB(C)

[
(An

C +An
F ) (φ

n
F − φnC) +

(
An+1

C +An+1
F

) (
φn+1
F − φn+1

C

)]
= 0

(3.34)

El método de NR consiste en resolver iterativamente el sistema linealizado

R(φ) ≈ R(φ(k)) + J(φ(k))
(

φ(k+1) − φ(k)
)

= 0 (3.35)

Definiendo ∆φ(k+1) = φ(k+1) − φ(k) la ecuación (3.35) puede expresarse como

R(φ(k)) + J(φ(k))∆φ(k+1) = 0 (3.36)
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o equivalentemente

φ(k+1) = φ(k) −
(

J(φ(k))
)−1

R(φ(k)) (3.37)

donde J(φ(k)) es el Jacobiano del residuo R evaluado en φ(k) que corresponde a la variable
en tiempo futuro φn+1 en la k-ésima iteración.

3.7.2. Algoritmos

Se implementaron en GPU dos algoritmos: uno expĺıcito y otro considerando el esquema
CN. La implementación del esquema expĺıcito (ecuación (3.31)) es trivial ya que por cada
paso de tiempo hay una única instrucción.

A falta de un análisis con el método de Von Neumann para la estabilidad global del
método expĺıcito, en esta ecuación no lineal, se optó por hacer una comprobación de la
estabilidad restringiendo el paso de tiempo de acuerdo al número de Fo local, que para
el problema 3D resuelto es ∆t < h2

a(φ) 6 . Como el coeficiente de difusión va cambiando al
cambiar el tiempo, el paso de tiempo es adaptativo de forma que Fo ≈ 0,998 durante toda
la simulación, en particular, se actualiza ∆t cada 2000 pasos de tiempo determinando φmáx

en el dominio lo que permite calcular el ∆tmáx de acuerdo al estado de la solución.
Para ilustrar el algoritmo para el método expĺıcito se usa la siguiente notación: φ∗input

y φ∗output indican los punteros a los únicos dos vectores almacenados en la memoria global
del dispositivo. El algoritmo implementado para el caso expĺıcito se presenta en 10.

Algoritmo 10: Algoritmo expĺıcito para el problema de difusión no lineal 3D en
GPU.

1 inicialización φ∗input ← φn apunta al vector que contiene el estado inicial φn;

2 φ∗output ← φn+1 apunta al vector donde se guardará la nueva solución ;

3 mientras t < Tfinal hacer
4 t← t+∆t;
5 compute kernel Interior(φ∗output, φ

∗
input);

6 compute kernel Vertex1(φ∗output, φ
∗
input);

7 . . . ;
8 compute kernel Edge1(φ∗output, φ

∗
input);

9 compute kernel Side1(φ∗output, φ
∗
input);

10 sincronización: cudaDeviceSynchronize();
11 intercambio de punteros: φ∗output ←→ φ∗input;

12 fin

Para el algoritmo impĺıcito se requiere resolver el sistema lineal de ecuaciones, la matriz
es SPD (simétrica definida positiva) aśı que se utilizó el resolvedor CG, con estilo matrix
free. En este caso, los cálculos de una celda consisten en el producto de una fila de la
matriz J(φ(k)) por el vector auxiliar del resolvedor. Con ello se evita el almacenamiento de
la matriz J ya que se ensambla en el momento de usarla. Respecto al cómputo del residuo
R(φ(k)), se realiza con la misma estrategia de paralelización que el caso expĺıcito, median-
te procedimientos del tipo: kernel(R∗, φn∗, φ(k)∗). El algoritmo 11 presenta la estrategia
implementada en GPU.

En el método impĺıcito se evaluaron variantes de los algoritmos encontrándose que en
los casos en que el sistema es muy no lineal, resolver una sola iteración NR implica la
solución del sistema lineal con CG hasta una precisión aceptable y esto requiere de una
cantidad considerable de iteraciones CG, mientras que si el sistema se resuelve de manera
aproximada en CG, esto es, por ejemplo fijando la cantidad máxima de iteraciones CG y
actualizando el sistema lineal a resolver (iteración NR) se obtienen ganancias de tiempo
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Algoritmo 11: Algoritmo impĺıcito para el problema de difusión no lineal 3D en
GPU.

1 inicialización φ∗input ← φn apunta al vector que contiene el estado inicial φn;

2 φ∗output ← φn+1 apunta al vector donde se guardará la nueva solución ;

3 k ← 0, t← 0;
4 mientras t < Tfinal hacer
5 t← t+∆t;

6 cálculo del vector residuo inicial R(φ(0)) con kernels concurrentes;
7 sincronización: cudaDeviceSynchronize();

8 cálculo del la norma del residuo inicial r(0) (usando rutinas basadas en
CUBLAS);

9 k ← 0;

10 mientras r(k) > tolrel r
(0) + tolabs hacer

11 seteo del operador lineal para el producto Ax (función de φ(k));
12 solución del sistema usando el resolvedor CG;

13 φ(k+1) ← φ(k) +∆φ(k) operación axpy con kernels concurrentes;
14 sincronización: cudaDeviceSynchronize();

15 cálculo del vector residuo R(φ(k)) con kernels concurrentes;
16 sincronización: cudaDeviceSynchronize();

17 cálculo del la norma del residuo r(k) (usando rutinas basadas en CUBLAS);

18 fin

19 φn+1 ← φ(k+1);
20 intercambio de punteros: φ∗output ←→ φ∗input;

21 fin
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de cómputo en un factor de 10 para un mismo error final en la solución obtenida al salir
del lazo de NR. Por el contrario, en la medida que el problema se vuelve mas lineal, es
más conveniente hacer una sola iteración de NR y resolver el sistema con CG hasta una
precisión aceptable.

Los mejores desempeños para el algoritmo impĺıcito se encontraron variando dinámi-
camente el número de iteraciones CG, el criterio que se utilizó para esto fue el de incre-
mentar en un porcentaje dado el número ITmáx,CG (iteraciones máximas del CG) si la tasa
de convergencia del residuo del método de NR baja en menos de un orden de magnitud
(log(r(k)/r(k−1)) ∼ 1) y reducir ITmáx,CG si la tasa de convergencia de NR es muy alta
(log(r(k)/r(k−1)) > 3/2). De esta manera se evita realizar iteraciones CG sin antes actua-
lizar el sistema a resolver, es decir pasar a la siguiente iteración de NR en los casos que la
convergencia NR avanza rápido, y resolver mejor el sistema (aumentando ITmáx,CG) si la
tasa de convergencia de NR es baja.

3.7.3. Validación: estudio de convergencia numérica

Los algoritmos implementados se ejecutaron en el equipo 1. Para comparar los es-
quemas de discretización temporal y espacial, se eligió un tiempo final de simulación
igual a 1.84s, considerando que la condición inicial alcanza un máximo igual a φ0máx =
φ(1/2, 1/2, 1/2, 0) = 2,5 resultando el coeficiente de difusión igual a a(φ0máx) = 3,5, mien-

tras que para t = 1,84s, φ1,84máx = 0,397 y el coeficiente de difusión vale a(φ) = 1,397.
Observando que a(φ) = κ(φ+1)→ 1 al avanzar en el tiempo, por lo tanto el problema va
perdiendo la no linealidad conforme avanza la simulación. En el intervalo de simulación
seleccionado el problema mantiene un componente no lineal importante.

Se realizó un estudio de convergencia en malla para la discretización espacial, tanto
para el esquema expĺıcito como para el impĺıcito y un estudio para la convergencia respecto
a la discretización temporal, en este caso se realizó el análisis solamente para el esquema
impĺıcito, debido a que el paso de tiempo en el esquema expĺıcito viene condicionado por
el número de Fourier local Fo = 6a(φ)∆t/h2 y para valores de ∆t menores, el error debido
a la discretización temporal es menor al que brinda el esquema espacial usado, luego
la solución numérica obtenida resulta prácticamente igual para cualquier ∆t menor al
impuesto por el número Fo. Para las simulaciones se consideraron diversas discretizaciones
espaciales teniendo en cuenta la arquitectura SIMT, para esto se eligen grillas de manera
que el número de celdas internas Nint por dirección (x, y, z) sea múltiplo de 32 (a excepción
de las dos grillas mas pequeñas), como los casos de borde se tratan en kernel separados
el número de celdas total por dirección resulta en (1 + Nint + 1). Los tamaños de grillas
analizadas en este trabajo variaron desde 10x10x10 a 898x898x898 (724.150.792 celdas).
Cabe aclarar que para el caso impĺıcito el tamaño máximo que se pudo correr fue de
514x514x514 (135.796.744 celdas) debido a la limitación de tamaño en la memoria del
dispositivo. En la tabla 3.7 se muestran las dimensiones de los casos simulados. Por último
mencionamos que los resultados en las grillas que exceden las 514 celdas por dirección del
caso expĺıcito se utilizaron para evaluar el desempeño (sección 8) y que para el estudio de
convergencia en espacial y temporal solo se muestran las comparaciones hasta ese tamaño
de grilla.

En la figura 3.20 se muestra la solución numérica obtenida para diferentes instantes de
tiempo.

Convergencia del esquema temporal

Se evaluó la tasa de convergencia para el esquema temporal de CN en las grillas de 663,
1303, 2583 y 5143, el tiempo de simulación para realizar la comparación con la solución
anaĺıtica fue de 1,84s, el error (ǫ) se evaluó usando el RMS (Root Mean Square) entre la
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Figura 3.20: Solución numérica para diferentes instantes de tiempo distribuidos uniformemente desde
t = 0s a t = 1,84s.

NxNyNz # cell NxNyNz # cell

10x10x10 1.000 322x322x322 33.386.248
18x18x18 5.832 418x418x418 73.034.632
34x34x34 39.304 450x450x450 91.125.000
66x66x66 287.496 514x514x514 135.796.744
98x98x98 941.192 610x610x610∗ 226.981.000∗

130x130x130 2.197.000 706x706x706∗ 351.895.816∗

194x194x194 7.301.384 770x770x770∗ 456.533.000∗

258x258x258 17.173.512 898x898x898∗ 724.150.792∗

Tabla 3.7: Dimensiones de los casos de prueba utilizados ((∗) Solamente en el esquema expĺıcito).

solución numérica y la anaĺıtica

RMS =

√
√
√
√
√





NxNyNz∑

i=0

(φi,exac − φi,num)2


 /NxNyNz (3.38)

En la figura 3.21 se muestran los resultados obtenidos para las 4 grillas, en todos los
casos el error se reduce hasta estabilizarse en un valor que viene dado por la resolución
espacial de la grilla, puede apreciarse también que el esquema temporal es efectivamente
de O(∆t2), por lo tanto se tiene una tasa de convergencia que es cuadrática al variar el
paso de tiempo. En concreto puede apreciarse ǫ1/ǫ2 ∼ (∆t1/∆t2)

2 y que la pendiente en

escala logaŕıtmica es aproximadamente de (log(ǫ1)−log(ǫ2))
(log(∆t1)−log(∆t2))

∼ 2, y que por lo tanto, al
reducir el paso de tiempo a la mitad el error se reduce en un factor de 4.

Convergencia del esquema espacial

Para evaluar la convergencia en malla hay que tener en cuenta algunos factores. El
primero a considerar es que como la estabilidad condicional del esquema expĺıcito está
sujeta al número de Fourier, el paso de tiempo debe acompañar el tamaño del paso de
malla bajo la relación ∆t ∼ h2, de esta manera en general se tiene que el error del
esquema temporal no afecta el orden de la solución. El segundo factor a considerar es
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3.7.4. Evaluación del desempeño

Para medir la eficiencia del algoritmo expĺıcito se evalúa la velocidad a la que se
procesan las celdas de la siguiente forma:

rate =
Nsteps ×Nx ×Ny ×Nz

ttotal × 106

[
Mcells

sec

]

(3.39)

siendoNsteps el número de pasos de tiempo realizados, ttotal el tiempo total de la simulación
en segundos. Para el caso impĺıcito se puede estimar una rate equivalente considerando
que para cada paso de tiempo se tienen que realizar varias iteraciones en el resolvedor CG
y calcular el residuo o lado derecho para el método de NR al menos una vez por cada
iteración, de manera que la eficiencia viene dada por:

rate =
(Nit,CG +Nit,NR)×Nx ×Ny ×Nz

ttotal × 106

[
Mcells

sec

]

(3.40)

siendo Nit,CG el número total de iteraciones CG realizadas, Nit,NR el acumulado de ite-
raciones en el método de NR. Esto se eligió aśı debido a que la cantidad de operaciones
calculadas en los kernels, tanto para el producto Ax de CG como para el cálculo del residuo
R(k) de NR son similares a las del método expĺıcito en cada paso de tiempo, las únicas dos
diferencias entre los esquemas es que en el método expĺıcito por cada paso de tiempo y por
celda se requieren dos lecturas/escrituras: (φinput, φoutput), mientras que en el impĺıcito se

requieren tres lecturas/escrituras en la memoria global: (∆φ
(k)
input, ∆φ

(k)
output, φ

(k)) y (R(k),

φn, φ(k)) para CG y residuo de NR respectivamente, y por otro lado en el resolvedor CG
se realizan algunas operaciones de reducción (normas, producto interno, etcétera) y del
tipo axpy. Sin embargo se considera que las operaciones más costosas son las dos usadas
para el cálculo del rate.

Además se evaluaron los tiempos de cálculo de cada método para diferentes resoluciones
de grilla, y los tiempos de cálculo para obtener diferentes errores al comparar con la
anaĺıtica.

Evaluación de la tasa de procesamiento

En la tabla 3.8 se muestra un resumen de los resultados obtenidos para las tasas de
procesamiento, mas valores se muestran en la figura 3.23. Puede apreciarse que el algoritmo
expĺıcito explota la potencia de cálculo de la GPU hasta que se produce una saturación
en la tasa para dominios computacionales mayores a los 33 millones de celdas hasta los
135 millones donde se ve una cáıda del desempeño para dominios mayores manteniéndose
un valor residual de 2880 Mcell/sec. Puede verse que el algoritmo impĺıcito no aprovecha
al máximo el hardware y la relación entre las tasas de procesamiento en cada método es
de 1 a 3 en todas las grillas analizadas.

Nx = Ny = Nz 66 130 258 322 418 514 706∗ 898∗

[Mcell] 0,33 2,2 17,2 33,4 73,0 135,8 351,9∗ 724,1∗

rate Expĺıcito [Mcell/sec] 521 1444 2608 2931 2940 2983 2885 2834
rate Impĺıcito [Mcell/sec] 138 516 837 888 899 856 - -

rexp/rimp 3,77 2,79 3,11 3,30 3,27 3,48 - -

Tabla 3.8: Tasas de procesamiento obtenidas para los dos métodos expĺıcito e impĺıcito ((∗) Solamente
en el esquema expĺıcito).
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bajos respecto al algoritmo expĺıcito, variando los criterios de convergencia en el resolvedor
CG según la evolución del residuo en el método de NR, es posible obtener un buen desem-
peño global. En particular, se gana mucha eficiencia fijando las iteraciones máximas del
resolvedor CG en cada iteración de NR en lugar de forzar la solución de CG hasta cierta
precisión. En relación a esto, se probó que el orden de precisión temporal en el método
de NR no cambia al realizar más iteraciones, pero como contrapartida se vió que para
problemas cada vez mas no lineales, resolver una única vez el sistema de ecuaciones con el
resolvedor CG (una sola iteración de NR) requiere un número considerablemente mayor de
iteraciones CG. Por lo tanto se obtuvieron mucho mejores resultados resolviendo de forma
inexacta el sistema en el resolvedor (fijando el número de iteraciones CG dinámicamente)
y actualizando mas veces el sistema lineal a resolver (iteraciones NR) hasta obtener una
precisión deseada al salir del lazo NR. Esta misma caracteŕıstica se encuentra en los al-
goritmos segregados por ejemplo el método SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure
Linked Equation) usados para resolver las ecuaciones de Navier Stokes en los cuales no se
resuelve el sistema de forma precisa en cada iteración interna del algoritmo sino que solo
se fuerza la conservación de masa al final de cada paso de tiempo [61].

Cabe mencionar que los algoritmos implementados alcanzan el ĺımite del ancho de
banda de la tarjeta antes de alcanzar el ĺımite en la capacidad de procesamiento de la
GPU. Esto se debe a que las operaciones realizadas por cada CUDA Threads tiene una
intensidad aritmética muy baja y se consume más tiempo en la lectura-escritura de datos
requeridos para los cálculos. Lo anterior explica el porqué de los resultados obtenidos en
términos del rate expĺıcito versus impĺıcito, ya que en el último se requiren tres veces
mas operaciones de lectura-escritura en memoria global. Finalmente se destaca que la
combinación de criterios y métodos en el algoritmo impĺıcito aceleran la convergencia
global del problema, requiriendo menos operaciones totales para llegar al mismo resultado
que el algoritmo expĺıcito.

3.8. Comparación de algoritmos SIMPLE y FS

En esta prueba se resuelven las ecuaciones para flujos incompresibles en estado esta-
cionario y transiente, en dominios 2D y 3D, implementando dos métodos en GPU, FSM
y SIMPLE. Se realiza además una evaluación utilizando diferentes métricas para medir el
desempeño, discutiendo tasas de procesamiento para diferentes tamaños de malla. El caso
de estudio es el test del flujo en una cavidad cuadrada (cúbica en 3D) con tapa deslizante.

3.8.1. Discretización espacial y temporal

Para esta prueba, se resolvieron numéricamente el conjunto de ecuaciones de NS apli-
cando los algoritmos 2 y 3 desarrollados en el caṕıtulo 2 que implementan el método
SIMPLE y FSM respectivamente, como esquema de discretización espacial, se utilizo CN
para SIMPLE y la combinación CN y AB (difusión y advección respectivamente) en el
FSM. Para la discretización espacial se utilizaron el método CD en las pruebas 3D mientras
que para las pruebas 2D se utilizaron los esquemas CD y QUICK de acuerdo al número
de Reynolds a simular.

A continuación se brindan algunos detalles sobre la implementación de cada algoritmo
en GPU.

Implementación del algoritmo SIMPLE en GPU

Para implementar el algoritmo SIMPLE se elaboraron las siguientes funciones:

aC RHS residuo();
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stencil op momentum();

rhie chow interp();

RHS pressure();

stencil op PPE();

update mf();

Todas las funciones se componen de 9 kernels (caso 2D) o 27 kernels (caso 3D) con ejecución
concurrente donde el kernel que procesa el interior del dominio en el caso 3D se paraleliza
recorriendo por planos horizontales como se explicó secciones atrás. A continuación se
describen las variables para el caso 3D.

Todas las variables se almacenan en la memoria de la GPU, las variables almacenadas
propias del método son 22 y corresponden a los siguientes vectores: aCuvw (1 vector con
los coeficientes centrales iguales para las 3 ecuaciones de momento, los aportes de las con-
diciones de borde se incorporan posteriormente en cada caso por separado); un, vn, wn, pn
(4 vectores para las variables a tiempo actual); u∗, v∗, w∗ (3 vectores para las variables de
iteración dentro del lazo SIMPLE); u0, v0, w0, pp (4 vectores para los campos de velocidad
a tiempo pasado y el campo de corrección de la presión); me,mn,mt (3 vectores con los
flujos en caras); rhsx, rhsy, rhsz, rhsp (4 vectores con los lados derechos de cada ecuación
de momento y ecuación para la corrección de la presión); resu, resv, resw (3 vectores pa-
ra monitorear el residuo de las ecuaciones de momento). Además de los 22 vectores, se
requieren 8 vectores auxiliares utilizados en los solvers BiCGStab y CG.

La función aC RHS residuo(); calcula el vector de coeficientes centrales aCuvw que se
utiliza para ensamblar las ecuaciones de momento, para la interpolación de Rhie Chow y
para la ecuacion de corrección de la presión, calcula el RHS de las ecuaciones de momento
y el residuo de las mismas para chequear el proceso de convergencia.

La función stencil op momentum(); realiza la operación tipo stencil para llamada por
el solver lineal de las ecuaciones de momento. Utilizando un esquema centrado o upwind
según si se utilizan esquemas TVD v́ıa técnica DC o no.

La función rhie chow interp(); realiza la interpolación de Rhie-Chow para los flujos
me,mn,mt en caras que se utilizaran como RHS en la ecuación de la presión (PPE).

La función RHS pressure(); calcula el desbalance en los flujos másicos y determina
el vector RHS de la PPE.

La función stencil op PPE(); realiza la operación tipo stencil que requiere el solver
para la presión utilizando el vector aCuvw.

La función update mf(); corrige los campos de velocidad, de flujos en caras y el campo
de presiones.

Cabe destacar que en estas funciones se hace un rehúso intensivo de los datos léıdos en
memotia global de la GPU es por ello, que por ejemplo la función aC RHS residuo(); rea-
liza las operaciones requeridas para las 3 ecuaciones de momento ya que coinciden muchas
cosas al momento de ensamblar los sistemas (principalmente lado derecho y cómputo del
residuo para chequear la convergencia). Para los vectores que más se van a utilizar se los
carga en memoria compartida shared memory para liberar la memoria de registros de la
cual también se hace uso intensivo para permitir el rehúso de variables auxiliares durante
el cálculo del kernel. Finalmente, el algoritmo 12 presenta la implementación basada en
GPU que se realizó.

Implementación del algoritmo FSM en GPU

La implementación del FSM es relativamente más sencilla que en SIMPLE. En este
caso se implementaron las siguientes funciones:
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Algoritmo 12: Implementación GPU del algoritmo SIMPLE en 3D.

1 inicialización de los campos;
2 t← 0;
3 mientras t < Tfinal hacer
4 conv← 0, iter← 0, tol← 1,0;
5 mientras conv == 0 hacer
6 iter← iter + 1;
7 coeficientes para ecs. momento y RHS: aC RHS residuo();
8 calculo de la norma de residuos para chequeo de convergencia:

residuox ← ||resx||, residuoy ← ||resy||, residuoz ← ||resz||;
9 llamada al solver: BiCGStab(u∗, rhsu);

10 llamada al solver: BiCGStab(v∗, rhsu);
11 llamada al solver: BiCGStab(w∗, rhsw);
12 actualización de flujos másicos v́ıa interpolación de Rhie-Chow:

rhie chow interp(aCuvw,me,mn,mt,pn);
13 computar RHS para PPE: RHS pressure(me,mn,mt,rhsp);
14 calculo de la norma del res. p. chequeo de conv.: residuop ← ||rhsp||;
15 llamada al solver: CG(pp, rhsp);
16 corrección de los campos de velocidad, flujos en caras y campo de presión:

update mf();
17 chequeo de convergencia:

tol← máx(residuox, residuoy, residuoz, residuop);
18 si tol < 1e− 8 entonces
19 conv← 1;
20 fin
21 si iter < itermáx entonces
22 conv← 1;
23 fin

24 fin
25 intercambio de punteros para los campos de velocidad;
26 t← t+∆t;

27 fin
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RHS momentum();

stencil op momentum();

update Ufaces();

RHS pressure();

stencil op PPE();

update p u U();

Las variables almacenadas en GPU propias del método son 18: y corresponden a los siguien-
tes vectores: pn, pp (2 vectores, uno para el campo de presiones y el campo de correción
de la presión); un, vn, wn (3 vectores para las velocidades a tiempo actual); uo, vo, wo (3
vectores para los campos de velocidad a tiempo pasado); Uo, Vo,Wo (3 vectores con los
flujos en caras a tiempo actual); Uoo, Voo,Woo (3 vectores con los flujos en caras a tiem-
po pasado); rhsx, rhsy, rhsz, rhsp (4 vectores con los lados derechos de cada ecuación de
momento y ecuación para la corrección de la presión). Además de los 18 vectores, se re-
quieren 4 vectores auxiliares utilizados en el solver CG. En este caso las operaciones que
realiza cada función no necesitan describirse. El algoritmo 13 presenta la implementación
diseñada para GPU de este método.

Algoritmo 13: Implementación GPU del algoritmo FSM en 3D.

1 inicialización de los campos;
2 t← 0;
3 mientras t < Tfinal hacer
4 calculo de los RHS de las ecuaciones de momento: RHS momentum();
5 intercambio de punteros de velocidades y flujos a tiempo pasado para las tres

direcciones: uo ↔ uoo, Uo ↔ Uoo, . . . ;
6 llamada al solver: CG(uo, rhsu);
7 llamada al solver: CG(vo, rhsu);
8 llamada al solver: CG(wo, rhsw);
9 actualización de flujos másicos v́ıa interpolación de Rhie-Chow:

update Ufaces(uo,vo,wo,Uo,Vo,Wo,pn);
10 computar RHS para PPE: RHS pressure(Uo,Vo,Wo,rhsp);
11 llamada al solver: CG(pp, rhsp);
12 corrección de los campos de velocidad, flujos en caras y campo de presiones:

update p u U(uo, vo, wo, Uo, Vo,Wo, pn);
13 t← t+∆t;

14 fin

3.8.2. Validación: Caso 2D - cavidad cuadrada con tapa deslizante

En la figura 3.26 se presenta el esquema para el problema 2D y las respectivas condi-
ciones de borde aplicadas.

Caso estacionario

El problema se resolvió para diferentes valores del número de Reynolds a saber: Re =
100, 1000, 3200, 5000, 7500, 10000. Los 3 primeros casos se resolvieron utilizando el FSM
con el esquema CD hasta alcanzar el estado estacionario, mientras que para los últimos 3
casos se utilizó SIMPLE estacionario porque al tratarse de problemas a altos Re el estado













Caṕıtulo 4

Métodos multigrilla

A partir de una revisión bibliográfica, se identificó que existen pocas implementaciones
diseñadas para ejecutarse enteramente en GPU, la mayoŕıa son aceleraciones de resolve-
dores basados en CPU y por otro lado, las implementaciones en general resultan muy
complejas. Esto motiva a implementar un algoritmo multigrilla (MG) en GPU. Para esta
tesis se implementa un método MG centrado en celda (CCMG) basado completamen-
te en GPU que puede utilizarse como precondicionador multinivel o directamente como
resolvedor independiente.

Las estrategias MG consisten en la combinación de resolvedores iterativos clásicos con
una jerarqúıa de discretizaciones que proporcionan un método con convergencia acelerada,
constituyendo aśı uno de los solucionadores más eficientes disponibles en la actualidad. En
estos métodos, el error se corrige como un subproblema en una grilla gruesa, donde se
resuelve un problema con menos incógnitas y luego se interpola esa corrección a la grilla
fina (esto se conoce como corrección de grilla gruesa).

4.1. Método Multigrilla en GPU

En el contexto GMG, hay dos formas de aplicar el engrosamiento (coarsening), MG
centrado en vértices (VCMG) o centrado en celda (CCMG) [179]. En la primera, cada
grilla gruesa se obtiene quitando vértices sucesivamente, partiendo de la cuadŕıcula fina,
la segunda consiste en unir sucesivamente las celdas finas para obtener una celda en la
grilla gruesa, por ejemplo se forma una celda en la malla gruesa uniendo cuatro celdas de la
malla fina. Por lo tanto, en VCMG, cada grilla más gruesa es un subconjunto de nodos de
la grilla fina anterior, mientras que en CCMG dan como resultado grillas no anidadas, pero
resulta en un camino natural si se aplica el FVM. Cuando de trata de problemas con co-
eficientes de difusión muy variables entre celdas del dominio, VCMG requiere un operador
de transferencia dependiente del problema [119, 168, 179], tales operadores dependien-
tes apuntan a aproximar la condición de salto correcta usando información del operador
discreto. Se han introducido algunos operadores dependientes en [9, 46] demostrando ser
efectivos.

En [150] presentan un algoritmo SMG (Semicoarsing Multigrid) adecuado para ese tipo
de problemas, este método se paraleliza más tarde en CPU usando memoria distribuida
(versión MPI) en HYPRE [27, 55, 56]. Este método ha sido aplicado como solver directo
o como precondicionador en PCG [11, 52].

Por otro lado, dentro de las implementaciones basadas en GPU del método MG, des-
tacamos la libreŕıa de Nvidia AmgX que contiene métodos multigrilla algebraicos AMG
basados en agregación, en [122] reportan hasta 5× de aceleración usando una GPU Nvidia
Tesla K40 versus la versión paralela en CPU de HYPRE ejecutada en una estación de
trabajo con un CPU Intel Xeon E5-2690v2 10-cores a 3.0GHz. En [110, 111] diseñan e
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implementan una versión basada en GPU del SMG de [150], en el estudio de escalabilidad
para casos 2D, reportan tiempos totales (etapas de configuración y solución) del mismo
orden comparado con AmgX de Nvidia para tamaños hasta 16M de celdas en una Tesla
K40, sin embargo este método involucra la solución de algunos sistemas con métodos co-
mo el algoritmo de Thomas [150] o en una opción más compatible con las GPU como las
estrategias PCR (Parallel Cyclic Reduction) [3, 47, 110].

El algoritmo MG más básico se conoce como ciclo de dos grillas y puede resumirse
como:

1. Realizar algunas iteraciones en el sistema original, AhΦh = bh en la grilla fina (con
paso de malla h). Llamando Φ̂ a la solución obtenida en esas iteraciones, el residuo
se calcula como rh = bh −AhΦ̂.

2. EL residuo se traslada desde la grilla fina a la gruesa con paso de malla 2h (op. de
restricción), se realizan pocas iteraciones en esta grilla pero en una ecuación para el
error: A2he2h = r2h comenzando desde una solución inicial homogénea e2h = 0.

3. El error e2h se transfiere a la grilla fina y se realiza la corrección: Φ̂new = Φ̂+ eh.

4. Repetir el proceso.

Entonces, los pasos principales que deben definirse para una estrategia GMG consisten
en: operación de suavizado o relajación, restricción, interpolación o prolongación, tipo
de ciclo y operador en grilla gruesa. La relajación reduce los errores de alta frecuencia
(suavizado) usando unos pocos pasos con un método iterativo muy simple (por ejemplo
Jacobi o Gauss-Seidel). La restricción es la etapa en la que el residuo en la grilla fina se
transfiere a la grilla gruesa para resolver el error. La prolongación consiste en interpolar
esa corrección calculada en la malla gruesa sobre la malla fina. El tipo de ciclo es el tipo
de recursividad que se realiza usando el ciclo de dos grillas. El operador de grilla gruesa
es el operador diferencial discreto que nos permitirá obtener la matriz del sistema para la
malla gruesa A2h.

En el CCMG para esta tesis, la grilla gruesa se construye v́ıa celdas. Es decir, cada
celda gruesa es la unión de cuatro celdas más finas resultando grillas con tamaños de celda
2h; 4h, 8h, . . . . De esta forma, los centros de las celdas de una grilla gruesa no pertenecen
a la grilla más fina anterior.

4.1.1. Operador en grilla gruesa y enfoque de discretización

Para obtener el operador en grilla gruesa A2h, representación de Ah (grilla fina),
hay dos técnicas: aproximación de grilla gruesa de Galerkin (GCA) o aproximación de
grilla gruesa por discretización (DCA). GCA se basa en operaciones algebraicas desde
los operadores de restricción y prolongación, esto es A2h = R2h

h AhP
h
2h, donde R2h

h y
Ph

2h son los operadores de restricción y prolongación respectivamente. DCA en cambio,
consiste en obtener A2h aplicando la misma técnica de discretización utilizada en Ah. Aqúı
surge el principal problema en CCMG, y es que si se usa GCA, el stencil que da como
resultado A2h crece en la mayoŕıa de los casos si se utilizan operadores de transferencia de
segundo orden [119]. Es por ello que generalmente se elige DCA para CCMG, obteniendo
resultados de convergencia similares a VCMG para casos homogéneos, sin embargo, en el
caso de problemas muy heterogéneos, se pueden obtener tasas de convergencia muy pobres,
incluso puede ocurrir divergencia si los coeficientes de difusión para construir el stencil A2h

no se eligen correctamente [168]. Según los requisitos de la arquitectura de cómputo de
las GPUs, se prefiere operadores que mantengan un stencil compacto en la grilla gruesa.
Aunque dichos operadores podŕıan causar una tasa de convergencia baja, en esos casos,
eso se resuelve mediante una combinación con el método CG con un precondicionador
CCMG.
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las frecuencias del error):

mhigh
P +mhigh

R ≥ m (4.3)

la condición (4.3) solo es válida para GCA, por lo que la combinación CP-CR es una
buena candidata en este tipo de problema porque tiene la equivalencia entre DCA y GCA
y satisface (4.3) aunque violen la condición (4.2), además de ser fácil de implementar
[90, 91, 119, 120]. En el caso de DCA, el orden del polinomio debe incrementarse en al
menos uno de los operadores de transferencia para cumplir la condición (4.2).

Entre los operadores de interpolación de orden superior se pueden mencionar los si-
guientes: (BP) interpolación bilineal, (WP) Wesseling-Kalhil [81, 178], (KP) Kwak [93] y
(MP) Mathioudakis [112]. Las expresiones para los diferentes operadores de prolongación
se muestran en (4.4) y (4.5), el operador de restricción se determina en cada caso como el
adjunto escalado de P .

PBP =
1

16









1 3 3 1
3 9 9 3

∗
3 9 9 3
1 3 3 1









h

2h

, PWP =
1

4









1 1 0 0
1 3 2 0

∗
0 2 3 1
0 0 1 1
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2h

, (4.4)

PKP =
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0 1 1 0
1 2 2 1

∗
1 2 2 1
0 1 1 0
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, PMP =
1

4









1 0 0 1
0 3 3 0

∗
0 3 3 0
1 0 0 1









h

2h

, (4.5)

En la figura 4.2 (derecha) están representados ambos procesos de transferencia entre
grillas (BP y BR), hay que tener en cuenta que (4.4) y (4.5) solo son válidas para celdas
interiores y deben modificarse en las celdas de borde, si bien hay fórmulas generales,
también puede hacerse mediante el uso de nodos fantasma (ghost nodes), en la figura 4.2
se muestran dichos nodos en caso de restricción (cuadrados oscuros) o para prolongación
(ćırculos obscuros). Si la condición de borde es tipo Dirichlet, los valores de los nodos
G y g se extrapolan linealmente asumiendo un valor cero a lo largo del borde [119].
Para la condición de borde tipo Neumann, la extrapolación se realiza considerando que
una función constante en el borde se transfiera correctamente (Neumann homogénea).
Entonces los valores extrapolados hacia los nodos fantasma para restringir el residuo y
prolongar en corrección de grilla gruesa son:

rDirichlet
g = −rhinterior, rNeumann

g = rhinterior (4.6)

eDirichlet
G = −e2hinterior, eNeumann

G = e2hinterior (4.7)





86 CAPÍTULO 4. MÉTODOS MULTIGRILLA

cuyos coeficientes se computan a partir de los coeficientes en la grilla fina como:

e2h =
1

64

(

3 ∗ (ch1 + ch4 + eh2 + eh3 + nh4 + sh1) + 9 ∗ (eh1 + eh4) + (nh1 + sh4)
)

w2h =
1

64

(

3 ∗ (ch2 + ch3 + nh3 + sh2 + wh
1 + wh

4 ) + 9 ∗ (wh
2 + wh

3 ) + (nh2 + sh3)
)

n2h =
1

64

(

3 ∗ (ch1 + ch2 + eh2 + nh3 + nh4 + wh
1 ) + 9 ∗ (nh1 + nh2) + (eh1 + wh

2 )
)

s2h =
1

64

(

3 ∗ (ch3 + ch4 + eh3 + sh1 + sh2 + wh
4 ) + 9 ∗ (sh3 + sh4) + (wh

3 + eh4)
)

ne2h =
1

64

(

3 ∗ (eh1 + nh1) + (ch1 + eh2 + nh4)
)

nw2h =
1

64

(

3 ∗ (nh2 + wh
2 ) + (ch2 + wh

1 + nh3)
)

se2h =
1

4

(

3 ∗ (sh3 + wh
3 ) + (ch3 + sh2 + wh

4 )
)

sw2h =
1

64

(

3 ∗ (sh4 + eh4) + (ch4 + eh3 + sh1)
)

c2h = − 3

32

(

eh1 + eh4 + wh
2 + wh

3 + nh1 + nh2 + sh3 + sh4

)

= −
(

e2h + w2h + n2h + s2h + ne2h + nw2h + se2h + sw2h
)

(4.11)

Luego, la plantilla de 5 puntos en la grilla fina se transforma en una plantilla de 9 puntos
en la grilla gruesa, desde donde se mantiene de 9 puntos para las sucesivas grillas mas
gruesas (4h, 8h, . . . ). Si se hubiese elegido la combinación BP-BR, la plantilla de 5 puntos
del caso 2D se transforma en una plantilla de 21 puntos, y la situación es más cŕıtica para
los problemas en 3D.

Con ello puede verse que resulta muy poco práctica la implementación en GPU usando
GCA con operadores de alto orden. Las únicas combinaciones que satisfacen (4.2) man-
teniendo una plantilla compacta en todas las grillas son CP-CR, WP-CR o CP-WR, mas
aún, en el último caso DCA equivale a GCA si se eligen los mismos coeficientes de difu-
sión que surgen del proceso que mostrado para CP-CR (figura 4.1) [81]. En efecto dichos
coeficientes para la celda C de la grilla gruesa usando CP-CR (figura 4.3-izquierda) se
obtienen usando la operación escalada:

A2hφ =
1

2

(

R2h
h AhP

h
2hφ
)

C

=
1

8

[(

AhP
h
2hφ
)

1
+
(

AhP
h
2hφ
)

2
+
(

AhP
h
2hφ
)

3
+
(

AhP
h
2hφ
)

4

] (4.12)

en donde el primer término resulta como:

(

AhP
h
2hφ
)

1
= eh1φE + wh

1φC + nh1φN + sh1φC + ch1φC (4.13)

procediendo igual para los términos restantes, se obtiene el operador en la grilla gruesa:

A2hφ = e2hφE + w2hφW + n2hφN + s2hφS + c2hφC (4.14)

cuyos coeficientes se computan a partir de los coeficientes en la grilla fina como (compare
con figura 4.1):

e2h =
1

8

(

eh1 + eh4

)

; w2h =
1

8

(

wh
2 + wh

3

)

; n2h =
1

8

(

nh1 + nh2

)

s2h =
1

8

(

sh3 + sh4

)

; c2h = −
(

e2h + w2h + n2h + s2h
) (4.15)
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puede implementarse usando estilo matrix-free, debido a que en cada grilla solamente se
requiere de ν(x) en centro de celda para ensamblar el sistema cada vez, y por otra parte
los operadores Ph

2h y R2h
h no requieren almacenamiento ya que se toman directamente

como una función que opera entre dos niveles de grilla.

4.1.4. Operadores de relajación o suavizado

El diseño de operadores de suavizado efectivos es problema dependiente. Como en
esta tesis interesan operadores compatibles con implementaciones que usan paralelismo de
grano fino para aprovechar la potencia de cómputo de las GPU modernas, se decidió a
utilizar dos técnicas de suavizado clásicas:

Weighted Jacobi (WJ)

Gauss-Seidel Red-Black ordering (GSRB)

WJ es completamente paralelo, es decir en cada iteración se puede actualizar cada punto
de forma independiente. GSRB es más efectivo sin perder tanto grado de paralelismo ya
que se actualiza la mitad de las celdas por vez (primero nodos Red, luego nodos black).
GSRB tiene la desventaja de que solamente puede usarse en el caso de stencil de 5 puntos
(o 7 puntos en 3D), pero en los casos que se requieren la combinación CP-CR conserva
el tamaño del stencil, en otros casos, por ejemplo, stencil de 7 o 9 puntos (en problemas
2D) o ya sea que se elija operadores de transferencia de mayor orden, deben usarse WJ o
elegirse otra variante por ejemplo four color Gauss-Seidel. El costo de cada iteración MG
es directamente proporcional al número de iteraciones de relajación o suavizado además
de su influencia en la tasa de convergencia. En general basta con 1 a 3 pasos de suavizado,
pero si el problema es fuertemente variable en los casos estudiados se han usado hasta 4
pasos como máximo. Los algoritmos 14 y 15 presentan ambas estrategias de suavizado.

Algoritmo 14: Método Weighted Jacobi (WJ)

1 entrada: x0 (solución inicial), b (RHS), A (matriz del sistema), D (diagonal
principal matriz del sistema), ω (factor de amortiguamiento), Nmáx (número de
iteraciones);

2 salida: xN (solución relajada/suavizada);
3 para i = 1, . . . , Nmáx hacer
4 ri−1 ← b−Axi−1// actualización del residuo;
5 xi ← xi−1 + ωD−1ri−1// actualización de la solución;

6 fin

Algoritmo 15: Método Gauss-Seidel Red-Black ordering paralelo (GSRB)

1 entrada: x0 (solución inicial), b (RHS), A (matriz del sistema), D (diagonal
principal matriz del sistema), Nmáx (número de iteraciones);

2 salida: xN (solución relajada/suavizada);
3 dividir los nodos en 2 conjuntos disjuntos (damero Red-Black)

4 xR, xB, A(R,B), A(B,R);
5 para i = 1, . . . , Nmáx hacer

6 xR
i ← D−1

R,R

(
bR −A(R,B)xB

i−1

)
// actualización solución nodos Red;

7 xB
i ← D−1

B,B

(
bB −A(B,R)xR

i

)
// actualización solución nodos Black;

8 fin
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4.1.5. Tipos de ciclos multigrilla y precondicionador multinivel

Partiendo del ciclo de dos grillas y el uso de la jerarqúıa de grillas, hay tres combi-
naciones principalmente usadas basadas en la recursión de ese algoritmo, conocidas como
ciclo V, W y F. El primero constituye el ciclo más simple, el ciclo W esta pensado para
pasar más tiempo en las grillas más gruesas y recordando que los barridos son más rápidos
que en las grillas finas, generalmente resulta superior a un ciclo V cuando los algoritmos
están basados en CPU. El ciclo F (full multigrid cycle) es una serie de ciclos V invertidos,
comenzando desde la malla más gruesa. En la bibliograf́ıa se puede encontrar mucha in-
formación sobre esto. Aqúı por simplicidad algoŕıtmica para la implementación solamente
se discuten los ciclos V y W.

El ciclo W puede ser más efectivo en el sentido de que requieren menos iteraciones MG
totales para llegar a una tolerancia de error dada, siendo más adecuado para trabajar en
arquitecturas paralelas donde el número de procesos en paralelo es O(10) ∼ O(100), pero
en las GPU actuales el orden de procesadores en general es de O(1000), entonces el uso de
esa estrategia afecta la eficiencia del método ya que el nivel de paralelismo no es suficiente
para la cantidad de procesadores disponibles.

Finalmente en el algoritmo 16 se describen los pasos del la estrategia MG que puede
usarse ya sea como solver iterativo independiente (CCMG) o como operador M de pre-
condicionamiento en PCG (M−1

CCMG). Por otro lado, en el método PCG, se requiere que la
matriz de precondicionamiento M, sea un operador lineal definido positivo y preferente-
mente simétrico. Cuando se utiliza MG como un precondicionador, esto se puede garantizar
si se respetan las siguientes condiciones: usar operadores de relajación simétricos y aplicar
la misma cantidad de pasos de pre y post relajación [168, 179].

Para simplificar aqúı A denota una estructura que contiene los elementos necesarios
para computar el producto Alxl en el nivel l de grilla correspondiente. Considerando
que Al es simétrica, una opción es almacenando las 2 diagonales inferiores por matriz
(diagonales de los vecinos W y S), luego los elementos de la diagonal principal C se
determinan como la suma de los elementos restantes de la fila. νpre y νpost corresponden
al número de iteraciones (WJ or GSRB) en la etapa de pre y post relajación, que en
MG-puro pueden diferir, sin embargo, en PCG se debe elegir νpre = νpost para mantener
la simetŕıa del precondicionador. γ permite seleccionar entre ciclo V y ciclo W, debe
tenerse en cuenta que el algoritmo se simplifica un poco al considerar solo el ciclo V a
la vez que requiere el almacenamiento de 2 vectores menos ya que no se debe acumular
las correcciones sobre los ciclos. En la ĺınea 8 se resuelve de forma aproximada el sistema
en una grilla gruesa de (4× 4) usando GSRB or CG, en las pruebas no se han observado
diferencias en la convergencia global al resolver a precisión máquina en una grilla gruesa de
(1× 1). Respecto a las operaciones de transferencia entre grillas, denotadas anteriormente
en forma matricial como R2h

h y Ph
2h, una de las ventajas de CCMG es que las operaciones

se pueden computar de forma muy simple sin que se requiera almacenar expĺıcitamente
alguna matriz.

4.1.6. Detalles de la implementación del método CCMG en GPU

En el solver implementado se requieren definir los vectores de diferentes tamaños según
el nivel de grilla, para esto se deben alocatar en GPU y en algunos casos pre calcular algu-
nas cantidades, como Wl y Sl, subdiagonales de la matriz del sistema Al, como también
la configuración de grillas y bloques para ejecutar los kernels en el nivel que corresponda.
Esta etapa corresponde a un setup y se realiza mediante punteros a vectores de punte-
ros en GPU. Esto permite realizar todo de forma dinámica (alocatación y prellenado si
corresponde). En particular para el ciclo V se definen los vectores de punteros al device
W ∗, S∗, r∗, r∗new, e∗ que contienen los punteros a arreglos en el device de diferentes
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Algoritmo 16: Ciclo multigrilla para usar como resolvedor o precondicionador

1 entrada: l (current level), bh (RHS), A (system matrix for all levels), νpre
(number of pre-smoothing steps), νpost (number of post-smoothing steps), γ
(number of cycles, γ = 1:V-cycle, γ = 2:W-cycle);

2 salida: eh (correction at level l);
3 eh ← 0;
4 eh ← smooth(Ah,bh, eh, νpre) // pre-smoothing;
5 rh ← bh −Aheh // update the residual ;
6 rH ← restriction(rh) // transfer residual to coarse level;
7 si l == 0 entonces
8 solve AHeH = rH // obtain error at coarse level;
9 fin

10 en otro caso
11 eH ← 0;
12 para i = 1, γ hacer
13 rH,new ← rH −AHeH // update the residual;
14 eH,new ←MGCYCLE(l − 1, rH,new,A, νpre, νpost, γ)// recursion;
15 eH ← eH + eH,new // accumulate corrections over cycles;

16 fin

17 fin
18 eh,CGC ← prolongation(eH) // transfer coarse-grid correction to fine grid;
19 eh ← eh + eh,CGC // add up correction;
20 eh ← smooth(Ah,bh, eh, νpost) // post-smoothing;

tamaños uno para cada nivel de grilla.

Paralelización de los operadores de transferencia

La estrategia adoptada para la implementación de los kernels es que cada hilo (CUDA
threads) procese un punto de la grilla. Como en una transferencia hay involucradas dos
grillas (fina y gruesa), se distinguen estos dos casos, para restricción se consideran la
cantidad de nodos de la grilla gruesa y en la prolongación se considera el número de
nodos de la grilla fina. Debido al poco rehúso de datos en las operaciones involucradas,
se ha omitido el uso de la memoria compartida y solamente se utiliza la memoria de
registro y lecturas a memoria global de la GPU. Respecto a esto, para el operador CR se
requieren 5 operaciones a memoria global (1 escritura de rH en grilla − H y 4 lecturas
de rh en grilla − h) y para CP solo 2 (1 escritura eh y una lecturas desde eH). Como
la paralelización resulta trivial, no hay más detalles. La paralelización del operador de
restricción CR se puede realizar directamente en un solo kernel, pues no hay modificaciones
en las celdas que limitan el dominio. Para CP en cambio, se distinguen los casos (interior,
ejes, vértices). Si se quiere implementar operadores de mayor orden, tanto restricción
como prolongación convienen realizarse en diferentes rutinas ya que deben modificarse en
los contornos. Respecto a la cantidad de operaciones a memoria involucradas, es mucho
mayor que al usar operadores compactos (CP-CR) y esto se acentúa en las GPUs más
antiguas.

Configuración del operador lineal en grillas gruesas

El operador lineal en cada nivel Al se implementa a través de lo arreglos Wl y Sl que
contienen las diagonales inferiores (west y south) para el problema de Poisson en caso
2D con coeficientes variables. Estas diagonales se pueden computar mediante el proceso
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descrito en la figura 4.1 paralelizado mediante una función ((W2h, S2h) ← f(Wh, Sh),
(W4h, S4h)← f(W2h, S2h), . . . ) que llena las diagonales de cada nivel a partir de la del nivel
anterior. Otra opción para el caso heterogéneo es almacenar directamente un solo vector
en cada nivel con los coeficientes de difusión νl calculados mediante (4.16) y operando en
cada nivel con estilo matrix-free con la misma función del nivel más fino pero cambiando
la configuración de grillas y bloques de hilos. Ambas estrategias tienen una performance
similar siendo la segunda más simple de implementar. Cabe mencionar que para el caso
homogéneo, el stencil en cada nivel es con los mismos coeficientes y no es necesario crear
ninguna función adicional para ello.

4.2. Desempeño del método MG en GPU en la solución de
problemas tipo Poisson

Para mostrar las ventajas en términos del rendimiento para las implementaciones basa-
das en GPU presentadas en esta tesis, se realizan comparaciones con bibliotecas de álgebra
lineal bien establecidas como HYPRE y AmgX, en problemas tipo Poisson (equivalentes
a la PPE) en el caso 2D con coeficientes constantes (ver ecuación (2.75)) y variables en el
dominio (ver ecuación (2.66)).

La biblioteca HYPRE de resolvedores lineales hace posibles simulaciones detalladas
más grandes, al resolver más rápido que los métodos tradicionales a gran escala. Ofrece un
conjunto integral de resolvedores escalables para simulación cient́ıfica a gran escala, que
presenta métodos MG paralelos para problemas en grillas estructuradas y no estructuradas.
La biblioteca HYPRE es altamente portátil y admite varios lenguajes.

AmgX es una biblioteca acelerada por GPU flexible que agiliza la solución de grandes
sistemas lineales, permitiendo al usuario construir mediante una API-C varios resolvedo-
res y confeccionadores optimizados para el paralelismo masivo en GPU y extendiendo a
multiGPU mediante la biblioteca MPI.

Para realizar los experimentos numéricos, se utilizó el equipo 2 (GPU Tesla V100) con-
siderando 32 cores para las ejecuciones en CPU paralelo. Para los campos de conductividad
variables se utilizó la libreŕıa CURAND [4] para la generación de secuencias aleatorias.

4.2.1. Prueba 1: Problema de Poisson 2D con coeficientes uniformes

Esta prueba consiste en la solución numérica v́ıa FVM del problema de Poisson en un
cuadrado unitario Ω = [0, 1] × [0, 1] con coeficientes de difusión constantes y condiciones
de contorno tipo Dirichlet homogéneas (φ = 0):

−∇2φ(x) = 1 (4.17)

Para las pruebas se consideran las siguientes variantes basadas en CPU y GPU:

1. Variantes basadas en GPU:

CG sin precondicionador: CGgpu.

PCG, precondicionador basado en las series de Neumann truncadas a primer
orden y un solo nivel de precondicionamiento: PCGTNS1.

PCG precondicionado con multigrilla centrado en celda (CCMG) que consiste
en un ciclo V o W usando 2 pre/post pasos de relajación (V(2, 2) o W(2, 2)) de
GSRB o WJ: PCGmgV-GS, PCGmgV-WJ y PCGmgW-GS.

CCMG como solver independiente con las mismas variantes de ciclos y opera-
dores de suavizado que los precondicionadores: MGV-GS, MGV-WJ y MGW-GS.
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PCG precondicionado con un ciclo V Multigrilla Algebraico (AMG) de Nvidia
AmgX, con la configuración V(2, 2) y L1-Jacobi Smoother: PCGAmgX.

2. Variantes en CPU:

CG sin precondicionador versión paralela OpenMP: CGcpu-OMP.

CG sin precondicionador versión paralela MPI de HYPRE: CGcpu-hypre.

Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE con la configuración V(1, 1) y
relajador GS: SMGhypre.

PCG con Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE, con la misma configu-
ración que SMGhypre: PCGSMG-hyp.

A excepción de AmgX, todas las variantes basadas en GPU corresponden a implemen-
taciones desarrolladas en la tesis. Las versiones paralelas en CPU se ejecutaron con 32
procesadores (implementaciones propias basadas en OpenMP y otras basadas en MPI
utilizando HYPRE). La solución en todos los casos se lleva a cabo hasta una reducción
relativa de 6 órdenes de magnitud en la norma L2 del residuo, es decir ||rk||/||r0|| < 10−6,
donde el residuo en la iteración k se computa como rk = b−AΦk. Los dominios compu-
tacionales para las pruebas vaŕıan desde 1024 a 16384 celdas por dirección dependiendo
de la memoria RAM disponible en la GPU o en la CPU. En los algoritmos que involucran
CCMG (como solver o precondicionador) en GPU la grilla más gruesa es de 4× 4 celdas.

Resultados y conclusiones de la Prueba 1

La figura 4.4 muestra la solución numérica para el problema (4.17). La tabla 4.1 pre-
senta los tiempos de cálculo y el número de iteraciones CG/PCG o ciclos MG realizados
para llegar al nivel de error definido.

Figura 4.4: Solución numérica de la ecuación (4.17).

En base a estos resultados se pueden destacar las siguientes conclusiones:

Los algoritmos en CPU paralelo (utilizando los paradigmas OpenMP y MPI) usando
32 procesadores tienen un desempeño similar entre ellos. Mientras que con la imple-
mentación GPU (CGgpu) se tiene una ganancia en los tiempos de entre 4× a 22×
mejorando en la medida que el problema crece en número de celdas.
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Tabla 4.1: Tiempos de calculo en segundos y número de iteraciones para diferentes variantes del solver
y diferentes tamaños de dominio. Las 4 primeras variantes se ejecutan en CPU y el resto corresponden a
variantes en GPU.

Nx = Ny 1024 2048 4096 8192 16384
Nx ×Ny 1.049 M celdas 4.194 M celdas 16.77 M celdas 67.11 M celdas 268.4 M celdas

Solver t [s] # iter t [s] # iter t [s] # iter t [s] # iter t [s] # iter
CGcpu-OMP 3.19 1672 42.90 3377 340.0 6819 3256.6 13756 33542.4 27745
CGcpu-hypre 3.32 1672 37.8 3377 390.9 6819 3418.8 13756 39264.6 27745
SMGhypre 0.31 9 1.63 9 8.34 10 23.6 10 122.9 11
PCGSMG-hyp 0.32 5 1.66 6 7.37 6 22.0 6 83.57 6
CGgpu 0.74 1672 3.64 3377 24.4 6819 186.0 13756 1494.4 27745
PCGTNS1 0.49 885 2.58 1985 17.2 3604 129.5 7273 1110.2 14666
PCGmgV-GS 0.035 6 0.078 7 0.23 7 0.85 7 3.68 7
PCGmgV-WJ 0.056 12 0.113 13 0.34 13 1.41 14 5.78 14
PCGmgW-GS 1.22 5 2.47 5 4.97 5 9.77 5 20.75 5
MGV-GS 0.042 9 0.078 9 0.24 10 0.96 10 3.92 10
MGV-WJ 0.18 47 0.39 58 1.26 72 5.31 89 25.52 111
MGW-GS 1.31 6 2.65 6 5.29 6 11.1 6 23.97 6
PCGAmgX 0.13 9 0.43 9 1.67 10 6.50 10 - -

Puede verse que para problemas grandes, es mandativo el uso de precondicionadores.
Si se comparan las versiones en GPU CGgpu y PCGTNS1 puede observarse que a
pesar que las iteraciones se reducen en un 50%, los tiempos de cómputo se reducen
solo en 70% (ganancia en un factor de 1,4×)debido al costo del precondicionador
basado en las series de Neumann truncadas a 1er orden, requiriendo a su vez el
almacenamiento de otro vector adicional para realizar la operación.

Comparando la efectividad de los operadores de relajación Weighted-Jacobi y Gauss-
Seidel Red-Black puede verse que al usar CCMG como solver independiente con
un ciclo V (compare MGV-GS vs. MGV-WJ), GSRB a pesar de tener un grado de
paralelización de la mitad respecto de WJ, la operación de suavizado resulta más
efectiva pues en la medida que el problema crece, la cantidad de ciclos V usando
WJ es hasta 10 veces más para llegar al mismo nivel de error, efecto que se traduce
a los tiempos de cómputo, ganando más de 5× de tiempo al usar MGV-GS para la
mayoŕıa de los tamaños. En caso que se utilice CCMG como precondicionador dentro
de PCG el aumento en la iteraciones no es tan marcado llegando hasta el doble, y
los tiempos de cómputo guardan una relación de ∼ 1,5× (compare PCGmgV-GS vs.
PCGmgV-WJ).

En cuanto al tipo de ciclo MG, comparandoMGV-GS vs.MGW-GS, puede observarse
que a pesar de que el segundo requiere sólo 6 ciclos mientras el primero entre 9 y
10, los ciclos V son mucho más baratos respecto a los ciclos W, esto se debe a
que este ciclo está pensado para pasar más tiempo en los niveles más gruesos y
no se aprovecha el paralelismo de grano fino donde se tiene un número grande de
procesadores disponibles (∼ O(1000) hilos). La diferencia de tiempo entre un ciclo
y va desde 30× a 6× en favor del ciclo V disminuyendo en la medida que crece el
número de celdas. Si se utiliza el ciclo MG W como precondicionador se observan
prácticamente las mismas diferencias (compare PCGmgV-GS vs. PCGmgW-GS).

En lo que respecta al uso de CCMG como solver independiente o como precondi-
cionador multinivel en PCG, si se compara MGV-GS vs. PCGmgV-GS se deduce que
iteraciones requeridas en PCG son entre 66% y 78% que compensado con el mayor
costo por iteración PCG respecto al ciclo MG independiente resultan en tiempos de
cómputo muy similares siendo hasta un 5% más rápido PCG. Cabe mencionar que
el uso de CCMG como precondicionador se hace necesario en problemas de Poisson
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aqúı σ2lnK es la varianza de ln(K); x = (x, y) son las coordenadas de un punto en el dominio

computacional; m
(i)
1,2 se muestrean de acuerdo con una función de densidad de probabili-

dad conjunta elegida de acuerdo con el tipo de correlación requerida. θ(i) ∼ U(0, 2π) se

muestrea usando una distribución uniforme. Para el caso de correlación exponencial, k
(i)
1,2

debe muestrearse con la distribución bidimensional de Cauchy-Lorentz:

p(m1,m2) =
1

2π

λ2

[(m1λ)2 + (m2λ)2 + 1]3/2
(4.21)

Para obtener m1 y m2 se busca una función de distribución acumulada (CDF) de la
ecuación (4.21) integrando p en R

2. Utilizando el cambio de variables m1 = ρ cosϕ/λ y
m2 = ρ sinϕ/λ, con el siguiente jacobiano para la transformación ρ/λ2 resulta en:

∫∫

R2

1

2π

λ2 dxdy

[(m1λ)2 + (m2λ)2 + 1]3/2
=

ĺım
R→∞

2π∫

0

R∫

0

1

2π

ρ dϕdρ

(ρ2 + 1)3/2
= ĺım

R→∞

[

1− 1√
R2 + 1

]

= 1

(4.22)

entonces la CDF es Θ(r) = 1− 1√
r2+1

= u y su inversa:

r =

[
1− (1− u)2
(1− u)2

]1/2

(4.23)

Eligiendo ui ∼ U(0, 1) y ϕi ∼ U(0, 2π) uniformemente distribuidos, m(i) se determina
como:

m
(i)
1 = ri cosϕi/λ, m

(i)
2 = ri sinϕi/λ (4.24)

Los campos generados tienen la siguiente función de correlación:

Cexp(r) = σ2lnK exp

(

−|r|
λ

)

(4.25)

donde |r| es la distancia entre dos puntos.

En las pruebas se resuelve el problema (4.19) para diferentes varianzas de la log-
conductividad en los siguientes rangos σ2lnK ∈ {1; 2,25; 4; 6,25; 9}, eligiendo los solvers que
fueron más eficientes en la prueba 1. A modo de ejemplo, en la figura 4.7 se muestra un
campo de conductividad generado aleatoriamente con el método (4.20) para una grilla
de 512 × 512 y los campos de conductividad para las grillas más gruesas utilizadas en el
precondicionador basado en CCMG, calculados mediante la estrategia (4.16) propuesta en
esta tesis (grillas de 256× 256, 128× 128, 64× 64, 32× 32 y 16× 16).
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sin embargo el sistema está muy mal condicionado y al usar PCG se requiere un buen
precondicionador para lograr la convergencia en tiempos de cómputo aceptables.

Elección de los resolvedores

En las pruebas realizadas, se observó que para varianzas altas en dominios grandes,
el método CCMG como solver independiente tiene tasas de convergencia muy bajas e
incluso muchas veces el método termina en divergencia. Sin embargo si se lo utiliza como
precondicionador dentro de PCG se obtiene un algoritmo bastante robusto. Este hecho
se debe a que unos pocos modos propios tardan en converger. Es decir, el espectro de
la matriz de iteración M del algoritmo CCMG, estará muy agrupada en torno a unos
pocos valores, situación que resulta favorable al utilizar el método CG debido a que pocas
iteraciones serán suficientes para reducir los errores en las frecuencias que no convergen
en CCMG (para más detalles sobre este problema se pueden consultar: [179] p. 202 a 204,
[168] p. 278 a 280, [129]).

En base a lo anterior, para resolver el sistema lineal finalmente se utilizaron los si-
guientes resolvedores basados en PCG:

PCG precondicionado con multigrilla centrado en celda (CCMG) que consiste en un
ciclo V, usando 2 pre/post pasos de relajación (V(2, 2)) de GSRB: PCGmgV-GS.

PCG precondicionado con un ciclo VMultigrilla Algebraico (AMG) de Nvidia AmgX,
con la configuración V(2, 2) y L1-Jacobi Smoother, con interpolación D2: PCGAmgX.

PCG con Semicoarsing Algebraic Multigrid de HYPRE, con la misma configuración
que SMGhypre: PCGhypre.

Donde la primera corresponde a la implementación propia, la segunda, a la implementación
de Nvidia AmgX, ambas variantes basadas completamente en GPU y la última variante
es basada en CPU paralelo usando MPI, implementada en la interfaz HYPRE.

Como los campos de conductividad son aleatorios, para medir los tiempos y el número
de iteraciones, siempre se realiza el promedio sobre 100 pruebas en el dominio indicado
con el método elegido. La figura 4.8 muestra dos campos aleatorios de conductividad y las
respectivas soluciones numéricas de la ecuación (4.19) en un dominio f́ısico de 25,6λ×25,6λ
sobre una grilla computacional de 256× 256.

Resultados al aumentar el tamaño del dominio

Esta prueba consiste en mantener fijo el paso de malla (∆x = ∆y = h) y la resolución
λ/h = 10, incrementando el tamaño del dominio variando desde 256×256 (∼ 65 mil celdas)
hasta 16384 × 16384 (∼ 268,4 Millones de celdas), considerando una varianza σ2lnK = 9.
En todos los casos la solución se lleva a cabo hasta una reduccion relativa de 6 órdenes de
magnitud en la norma L2 del residuo (ver prueba 1).
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Figura 4.8: Campos de conductividad generados aleatoriamente con una varianza de σ2

lnK = 6,25 (izquier-
da) y la solución de la ecuación de flujo (derecha) para dichos campos. Grilla computacional de 256× 256,
dominio f́ısico a 25,6λ× 25,6λ, λ: longitud de correlación.

La tabla 4.2 presenta los resultados obtenidos para los 3 resolvedores elegidos para
la prueba, puede observarse que el algoritmo más robusto es el de AmgX debido al bajo
número de iteraciones requeridas en cada tamaño de dominio. Mientras que los otros dos
métodos mantienen la cantidad de iteraciones en el mismo orden (variaciones entre 8% y
36%) siendo menos robusto la implementación de esta tesis. Sin embargo puede observarse
que a partir de 1 millón de celdas, el algoritmo más eficiente en cuanto a tiempos de cálculo
es la implementación de este trabajo (PCGmgV-GS), llegando a ser hasta 2 y 20 veces más
rápida que el de la libreŕıa AmgX e HYPRE respectivamente.

En la figura 4.9 se presentan los resultados de la tabla, puede observarse que al in-
crementar el tamaño del dominio, la tendencia de los tiempos mantiene la tendencia de
crecimiento como en la prueba 1.









Caṕıtulo 5

Representación de geometŕıas
complejas

En esta tesis se busca resolver problemas en geometŕıas que pueden ser irregulares, co-
mo por ejemplo pilas de puentes u otro tipo de objetos inmersos en una corriente ĺıquida.
Sin embargo los algoritmos implementados en GPU utilizando grillas cartesianas unifor-
mes, no resultan flexibles ni se pueden adaptar bien a geometŕıas complejas.

A su vez, en los procesos de erosión y sedimentación, la frontera inferior del dominio
tiene cambios a partir de las formas de fondo que se van originando y en muchos casos son
estrictamente tridimensionales. Esto implicaŕıa realizar un remallado cada vez que cambia
esa frontera del dominio.

Para evolucionar la posición de la interfaz de la superficie del lecho se utiliza el método
de conjuntos de nivel o LSM por sus siglas en inglés (Level Set Method). Esta estrategia
se combina con el método de fronteras embebidas o IBM (Immersed Boundary Method)
que consiste en utilizar una grilla que cubre el dominio completo (fluido y sólido inmerso)
y la interacción del cuerpo sólido sobre la corriente ĺıquida circundante se representa
mediante la imposición de fuerzas ficticias. Estas fuerzas se agregan a la ecuación de
momento como un término fuente. Esto permite obtener un algoritmo compatible con los
requerimientos de la arquitectura CUDA principalmente por el uso de grillas cartesianas
y el bajo requerimiento de almacenamiento en memoria a la vez que el uso de grillas
cartesianas permiten el uso de solvers rápidos para la PPE.

5.1. Métodos de fronteras embebidas - IBM

El IBM fue desarrollado originalmente por Peskin [139, 140], alĺı se representaba una
membrana elástica mediante una serie de puntos lagrangianos que pueden variar en el
tiempo ubicados por encima de una grilla euleriana fija (ver figura 5.1-izquierda), la clave
del método consiste en distribuir de manera conservativa sobre la grilla euleriana, las
fuerzas aplicadas en los puntos lagrangianos, de esta manera, se incorpora una fuerza
dentro de las ecuaciones de NS discretizadas en la grilla cartesiana uniforme. La idea es
que en el proceso de discretización de las ecuaciones, no se requiere que la grilla euleriana
coincida con los nodos que describen la frontera inmersa y además, con las fuerzas aplicadas
en los puntos lagrangianos se logra satisfacer la condición de no slip sobre la superficie
sumergida. Debe tenerse en cuenta que se plantea una fuerza aplicada a través de la
frontera inmersa (fuerza singular), dicha fuerza no puede representarse fácilmente durante
la discretización y debe distribuirse en la grilla euleriana con un ancho de varias celdas. En
la figura 5.1-izquierda se presentan los puntos lagrangianos con las componentes de fuerza
en x e y del punto i, dichas fuerzas se distribuyen en la grilla euleriana sobre un ancho de
3 celdas en cada sentido (obteniendo fC,x, fF,x, F ∼ {NW,W,SW,N, S,NE,E, SE} y el
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que utilizan directamente la dirección normal al la frontera inmersa (hacia el interior del
dominio fluido), por ejemplo [16, 76, 84].

Madjumar et. al. [107] proponen combinar esta última estrategia con la técnica de
nodos fantasma, que se conoce métodos GCM por sus siglas en inglés (ghost cell method).
Este método da buenos resultados y ha sido ampliamente utilizado desde entonces hasta
la actualidad [13, 34, 43, 141, 169], incluidos problemas de transporte de sedimentos [86].

La figura 5.1-derecha presenta la estrategia de forzamiento directo utilizando la direc-
ción normal a la frontera, que puede realizarse por interpolación involucrando únicamente
valores del campo fluido y el valor impuesto en la frontera, o bien mediante el uso de nodos
ficticios (nodos fantasma) ubicados dentro el sólido donde se impone el valor utilizando
los puntos IP y BI (punto imagen:interpolado e intersección con la frontera: prescripto,
respectivamente).

En esta tesis se realiza una implementación IBM utilizando el FSM con nodos fantasma,
inspirada en el trabajo de Mittal et. al. [116], con una serie de modificaciones para facilitar
la implementación del código y optimizar el desempeño en GPU. Las principales diferencias
respecto al método original [116], son:

Aqúı se utilizan esquemas TVD en lugar de un esquema CD para la advección.

El esquema de interpolación para obtener el valor de la variable en el Punto Imagen
(IP) se realiza utilizando una celda master con dominio en [0, h] × [0, h] × [0, h]
mediante un mapeo trilineal como se explica en las subsecciones posteriores. Esto
mejora el rendimiento y requerimientos de memoria en GPU.

El demarcado de las celdas fantasma (GC), celdas sólidas (SC), celdas fluidas (FC),
punto de intersección con la frontera (BI) y punto imagen (IP), aśı como el cómputo
de las normales y distancias respectivas se realiza utilizando la función distancia con
signo (SDF), es decir métodos Level Set (LS).

Las ecuaciones de momento se resuelven utilizando BICGStab y la de la presión se
resuelve usando PCG con un preacondicionador CCMG.

5.1.1. Formulación del método de fronteras embebidas

A continuación se presenta la formulación del método de fronteras embebidas utilizando
la técnica de nodos fantasma (GC-IBM). Se parte de una representación LS mediante la
SDF del objeto inmerso, este campo φ(x, t) viene dado por:







φ(x, t) > 0 si x ∈ (Ωf \ ∂Ωs)
φ(x, t) = 0 si x ∈ ∂Ωs

φ(x, t) < 0 si x ∈ (Ωs \ ∂Ωs)
(5.1)

donde Ωf , Ωs y ∂Ωs son las regiones ocupadas por el fluido, el sólido y la frontera o interfaz
que las separa respectivamente.

De esta manera, evaluando el signo de la función SDF (sgn(φ)) se pueden clasificar los
centros de celda C según su ubicación en todo el dominio, en celdas fluidas (φC > 0) y
celdas sólidas (φC ≤ 0). Con ello es posible definir las celdas fantasma como aquellas en
las que φC ≤ 0 y φF > 0 para algún vecino F de los 4 posibles (F ∼ {E,W,N, S} en grilla
cartesiana).
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5.1.2. Detalles de la implementación GPU

Para la implementación del IBM en CUDA se utilizó como base el código del FSM
desarrollado previamente, donde se incorporaron las siguientes modificaciones. Se evalúa
el signo de la función marcadora LS (φ) para clasificar las celdas durante el computo del
stencil. En particular en la operación tipo stencil de la ecuación de momento, cada hilo
clasifica si se trata de una celda FC, SC o GC y en base a ello utiliza las siguientes
operaciones de la fila C de la matriz del sistema:

1. la ecuación (2.69) si φC > 0

2. la ecuación uC = 0 si φC ≤ 0 y φF ≤ 0 (F ∼ {N,S,E,W} o F ∼ {N,S,E,W, T,B})

3. si φC ≤ 0 y φF > 0 para algún F , entonces según la BC a aplicar sobre la frontera
inmersa se utilizan:

la ecuación uC + uIP = 2uBI , utilizando la ecuación (5.13) ((5.14) en 3D) para
evaluar uIP (BC tipo Dirichlet).

la ecuación uC − uIP = −2δ
(
∂u

∂n

)

BI

, utilizando una versión modificada de

(5.13) o (5.14) para evaluar uIP en el caso de BC tipo Neumann.

en cuanto al RHS de la ecuación de momento, se modifica solamente si el hilo esta proce-
sando celdas SC, GC. El sistema se resuelve utilizando el método BiCGStab, debido a la
leve pérdida de simetŕıa de la ecuación.

En cuánto a la solución de la ecuación para la presión, se evaluaron diferentes variantes
del IBM:

1. Resolver utilizando BiCGStab, aplicando la BC tipo Neumann en las celdas fantasma
GC, para ello se modificó solamente el stencil de la presión como en la ecuación de
momento.

2. Resolver utilizando BiCGStab con un preacondicionador basado en CCMG con las
modificaciones propuestas en el trabajo de Udaykumar [170] y la variante más actual
presentada por Botto [24].

3. Resolver utilizando BiCGStab con una versión modificada del preacondicionador
CCMG en la cual se utiliza un ciclo V sin tener en cuenta el sólido en las grillas
gruesas y previamente antes de salir del preacondicionador se realiza un paso donde
se rellenan los valores en las celdas GC de forma expĺıcita teniendo en cuenta que
uGC = uIP (por ej. para el caso de BC tipo Neumann homogénea para la presión).

4. Resolver la ecuacion de Poisson utilizando PCG con el preacondicionador CCMG,
sin aplicar expĺıcitamente las condiciones de borde en la presión y dejando que el
campo de presiones se ajuste de acuerdo al campo de velocidades del paso predictor.

Las alternativas 1, 2 y 3 proveen prácticamente la misma solución del sistema lineal,
aunque el mejor desempeño se tiene en la alternativa 3. Sin embargo, teniendo en cuenta
el modelo de ejecución de la GPU, los mejores rendimientos se obtuvieron con la última
alternativa (4).

El hecho de no aplicar expĺıcitamente condiciones de contorno sobre el sólido al resolver
la ecuación de la presión es algo frecuentemente discutido en las referencias. Es de esperar
que al no aplicar las BC en la PPE, en el paso de proyección, se modifique la BC Dirichlet
en el campo de velocidad, sin embargo, en las pruebas se comprobó que los cambios en
el campo de velocidad para las celdas próximas al borde son muy pequeños (en el orden
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O(10−4)) al compararlos con los valores de velocidad entonces resulta válido despreciar
tales cambios.

Entre los trabajos que resuelven la presión en todo el dominio sin considerar el sólido
se destacan los siguientes:

En [54] Fadlun et. al. argumentan que al aplicar la condición no-slip, las velocidades
normal y tangencial deben anularse un = uτ = 0, luego considerando la ecuación de
momentum expresada en dichas componentes, se deduce que se está considerando
impĺıcitamente ∂p/∂n = 0 ([54], págs. 58-59).

En [131] Pan resuelven la PPE sin distinguir tipos de celda, ya que considera que
como dentro del cuerpo inmerso existe una distribución de velocidades incompresible
prescrita, entonces no hay cambios en las propiedades a través de la superficie del
cuerpo y entonces la presión dentro del cuerpo se rige por la misma ecuación que
está afuera. A su vez, la naturaleza eĺıptica de la PPE asegura que la presión dentro
del cuerpo se ajustará según el campo de presión fuera de él. ([131], p. 283).

Deen et. al. [45] y posteriormente Maitri et. al. [106] mencionan expĺıcitamente que
no realizan un tratamiento especial al resolver la PPE en las celdas próximas al la
región sólida.

En un trabajo más actual, Chi et. al. [34] realizan una discusión sobre el flujo de
masa no f́ısico que se genera a través de la superficie del cuerpo en el caso de imponer
una BC tipo Neumann en la PPE cerca de la frontera sólida como se realiza en el
trabajo de Mittal et. al. [116] ([34], págs. 15-17).

En las simulaciones se utilizará el método IBM con la variante 4 para la PPE, no
obstante en caso de que se desee resolver la PPE aplicando BC tipo Neumann en la
superficie del cuerpo inmerso, se pueden aplicar algunas de las demás variantes. Aqúı
cabe mencionar que, si bien para BC tipo Dirichlet el método tiene una aproximación de
segundo orden, al aplicar la BC tipo Neumann con el método IBM propuesto, se tendrá
una aproximación de primer orden en la frontera, sin embargo, como el gradiente de presión
en las ecuaciones está multiplicado por ∆t y la restriccion CFL en el esquema temporal
AB para el término advectivo implica que O(∆t) ∼ O(h), entonces la precisión de segundo
orden del FSM al combinar con esta estrategia GC-IBM no se ve afectada [116].

Por lo antedicho, no se requiere una implementación del IBM a segundo orden para
las BC tipo Neumann para el caso de la PPE. No obstante, en el caso de una ecuación
de transporte escalar para otro tipo de problemas, se puede realizar una extrapolación de
segundo orden aplicando la estrategia propuesta por Pan en [132], la cual mantiene un
stencil relativamente compacto, haciéndolo más compatible con la arquitectura CUDA.

En las siguientes subsecciones se realizan algunas pruebas de validación del método
propuesto.

5.1.3. Convergencia en malla - Ecuación de difusión transiente

En esta prueba se resuelve la siguiente ecuación de difusión transiente:

∂φ

∂t
= ∇· (∇φ) (5.15)

en un dominio cuadrado Ω = [0, 1] × [0, 1] donde se incluye una frontera inmersa dada
por la siguiente expresión Γ =

{
(x− 1/2)2 + (y − 1/2)2 = 1/4

}
, para dos condiciones de

borde tipo Dirichlet en las fronteras exterior e interior del dominio:

(A) φ = 0 sobre la frontera exterior del cuadrado unitario (∂Ω) y φ = 1 sobre la frontera
inmersa (circunferencia interior) Γ y dentro de ella, considerando t ≥ 0.
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Como aqúı la reinicialización se requiere para corregir principalmente las propiedades
cerca del conjunto φ(x) = 0, cosa que insume pocas iteraciones si se utiliza los métodos
clásicos y además, se realizan en cada paso de tiempo morfológico, a los efectos de esta
tesis, se optó por seguir directamente un método basado en la ecuación diferencial:

{
∂φ

∂t
+ sgn(φ0) (||∇φ|| − 1) = 0

φ(x, 0) = φ0(x)
(5.23)

donde sgn(∗) representa el signo de ∗. No obstante en futuras optimizaciones o en caso de
incorporar problemas a superficie libre se recomienda realizar una implementación basada
en GPU similar a la presentada en [148].

La ecuación (5.23) se discretizó utilizando FDM tal como se describe en el trabajo de
Min (2010) [115], con la respectiva extensión a 3D.

En particular, la discretización espacial de ||∇φ|| consiste en aplicar un esquema espa-
cial tipo ENO (por sus siglas en inglés Essentially Non-Oscillatory) de segundo orden en
los argumentos del Hamiltoniano numérico que aqúı se presenta en 2D por simplicidad:

||∇φ|| ≈ HG(D
+
x φC , D

−
x φC , D

+
y φC , D

−
y φC) (5.24)

donde D±
x y D±

y son las diferencias finitas ENO hacia un lado u otro en dirección x e y
dadas por:

D+
x φC =

φE − φC
∆x

− ∆x

2
minmod(DxxφC , DxxφE),

D−
x φC =

φC − φW
∆x

− ∆x

2
minmod(DxxφC , DxxφW )

(5.25)

las expresiones para D±
y son similares considerando los valores φN y φS . El factor DxxφC

denota al laplaciano numérico en diferencias centradas dado por:

DxxφC =
φE − 2φC + φW

∆x2
(5.26)

y el operador minmod(a, b) o módulo mı́nimo dado por

minmod(a, b) =







0, si ab < 0
a, si |a| < |b|
b, en otro caso

(5.27)

Por su parte, el Hamiltoniano numérico HG está dado por:

HG(a, b, c, d) =

{ √

máx ((a−)2, (b+)2) + máx ((c−)2, (d+)2), si sgn(φ0) ≥ 0,
√

máx ((a+)2, (b−)2) + máx ((c+)2, (d−)2), si sgn(φ0) < 0,
(5.28)

aqúı el signo en el supeŕındice indica la siguiente evaluación de máximo o mı́nimo a+ =
máx(a, 0), a− = mı́n(a, 0).

Hasta aqúı el esquema espacial es adecuado para puntos ubicados lejos de φ = 0,
mientras que los puntos cerca del contorno pueden modificar la ubicación de la interface,
por ello, en dichos puntos deben corregirse las fórmulas para imponer φ = 0 siempre que
φ0 = 0. En concreto la modificación requerida consiste en reemplazar D±

x φC (y respecti-
vamente D±

y φC) por:

D+
x φC =

0− φC
∆x+

− ∆x+

2
minmod(DxxφC , DxxφE)

D−
x φC =

φC − 0

∆x−
+

∆x−

2
minmod(DxxφC , DxxφW )

(5.29)
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donde ∆x± es calculado como:

∆x+ =







∆x

(

1

2
+
φ0C − φ0E − sgn

(
φ0C − φ0E

)√
D

φ0xx

)

, si |φxx|0 > ǫ

∆x
φ0C

φ0C − φ0E
, sino

(5.30)

donde φ0xx = minmod(φ0W −2φ0C +φ0E , φ
0
C−2φ0E+φ0EE), D = (φ0xx/2−φ0C−φ0E)2−4φ0Cφ

0
E

y teniendo en cuenta que esta ecuación es valida cuando φ0Cφ
0
E < 0.

Mientras que para el caso φ0Cφ
0
W < 0, debe usarse:

∆x− =







∆x

(

1

2
+
φ0C − φ0W − sgn

(
φ0C − φ0W

)√
D

φ0xx

)

, si |φxx|0 > ǫ

∆x
φ0C

φ0C − φ0W
, sino

(5.31)

con φ0xx = minmod(φ0W −2φ0C+φ0E , φ
0
C−2φ0W +φ0WW ), D = (φ0xx/2−φ0C−φ0W )2−4φ0Cφ

0
W .

Para finalizar, la discretización temporal utilizada es FE por simplicidad. El paso de
tiempo adoptado en el caso 2D (respectivamente en 3D incoporando z) es:

∆t = 0,45mı́n(∆x+,∆x−,∆y+,∆y−) (5.32)

La deducción de las últimas fórmulas puede encontrarse en [115].

5.2.2. Ejemplos numéricos 2D

El siguiente ejemplo ilustrativo consiste en aplicar el método de reinicialización consi-
derando la siguiente función LS inicial:

φ0(x, y) =
(
(x− 1)2 + (y − 1)2 + 0,1

) (√

x2 + y2 − 1
)

(5.33)

Aqúı el conjunto φ0(x, y) = 0 es una circunferencia de radio 1 centrada en el origen
de coordenadas, sin embargo φ0 no constituye una SDF, es decir no tiene la propiedad
||∇φ|| = 1. La figura 5.15 presenta la solución final, donde puede verse que se logran
obtener las propiedades deseadas para la SDF. Para finalizar, a modo de ejemplo en la
figura 5.16 se muestra la solución final de la función marcadora utilizada para aplicar la
estrategia GC-IBM en un problema lecho erosionable, el proceso para construir la condición
inicial φ0 en este caso se describe en el caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 6

Ecuaciones y modelos para el
transporte de sedimentos

6.1. Introducción

El transporte de sedimentos se divide en: carga de lavado (material muy fino trans-
portado en suspensión, es aquel que no influye en la hidrodinámica local), y el transporte
total de lecho (sedimento transportado en el fondo más el transportado en suspensión,
dependiendo del tamaño del sedimento y de la velocidad del flujo). Las propiedades prin-
cipales del sedimento son el tamaño de part́ıcula, la forma, densidad, velocidad de cáıda,
porosidad y concentración, mientras que las principales propiedades del transporte de sedi-
mento son las variables hidráulicas interrelacionadas tales como la descarga, la pendiente
de fondo, la sección de flujo, velocidad, turbulencia, rugosidad hidráulica. La erosión y
sedimentación constituyen procesos que pueden requerir simulaciones en largos peŕıodos
de tiempo.

El movimiento de los sedimentos involucra procesos complejos. El campo de velocidades
del flujo de agua es tridimensional, con zonas de recirculación y flujos secundarios. Las
formas del lecho que surgen muchas veces aumentan la rugosidad, pudiendo modificar
incluso el régimen del curso. Como consecuencia del transporte total (carga de fondo y
suspendida), la superficie del lecho cambia y su evolución temporal se modela usando la
ecuación de Exner.

Hay varias fórmulas de transporte qs emṕıricas para diferentes aplicaciones, las más
difundidas son las correspondientes a Shield [153], Meyer-Peter & Muller [113], Einstein
[49], Engelund & Hansen [51], Engelund y Fredsøe [50], Yalin [185], Fernandes-Luque y
van Beek [60], Van Rijn [176], entre otros. Los parámetros que se requieren son: el tamaño
medio ds de los granos (d50 en general), la densidad del fluido ρ, la densidad relativa
s = ρs/ρ, siendo ρs la densidad del sedimento, la aceleración de la gravedad g, el esfuerzo
de corte cŕıtico τc, y el esfuerzo de corte en el fondo τ .

En el presente caṕıtulo se abordan los aspectos teóricos de la formulación para am-
bos tipos de transporte, sin embargo, en el caso de aplicación propuesto solamente se
considerará el transporte en modalidad de fondo.

6.2. Transporte de fondo

Los granos comienzan a moverse cuando la tensión en el lecho τb exceda un valor
cŕıtico (τc). En las primeras etapas de transporte, las part́ıculas se mueven deslizándose
y rodando sobre la superficie del lecho, pero un pequeño aumento en el esfuerzo τb hará
que los granos salten desde el fondo siguiendo trayectorias de tipo baĺısticas. Este último
modo de transporte sólido por carga de fondo, se conoce como saltación [62]. Dentro de
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una delgada capa cercana al fondo, se establece una zona de intercambio entre el lecho y
el sedimento transportado en suspensión.

6.2.1. Fórmulas para transporte de fondo qb

La mayoŕıa de estudios numéricos dividen la carga de transporte en carga de fondo
y carga en suspensión. Las fórmulas de transporte por carga de fondo correspondientes
al movimiento adyacente al lecho se basan principalmente en el concepto del esfuerzo de
corte cŕıtico τc, que establece un valor para el cual, una vez alcanzado por el esfuerzo de
corte que genera el flujo sobre la superficie, el sedimento será transportado.

Las siguientes fórmulas frecuentemente han sido aplicadas para predecir el transporte
de fondo en simulaciones numéricas 2D y 3D, por ejemplo en [8, 30, 83, 86, 103, 123, 147]:

Meyer-Peter y Müller (1948) [113]:

q∗
b =

qb
√

(s− 1)gd350
= 8

(
τb

ρ(s− 1)gd50
− τ∗c

)3/2

(6.1)

siendo q∗
b la tasa de transporte adimensional, qb la tasa volumétrica de transporte

de fondo [m3/s/m], τb el esfuerzo de corte en el lecho [N/m2], g = ||g|| la aceleración
de la gravedad [m/s2], d50 en [m] el diámetro efectivo 50 del sedimento oficiando
en cierta manera como el diámetro promedio, s = ρS/ρ la densidad relativa del
sedimento respecto al agua, usualmente se utiliza s = 2,65, τ∗c = 0,047 el valor de
esfuerzo de corte cŕıtico adoptado con frecuencia en arenas. La fórmula es emṕırica y
se verificó con datos para arena gruesa y grava uniformes. Notar que para problemas
2D qb = qb,x mientras que en problemas 3D se utiliza qb = (qb,x, qb,y) y de manera
similar debe considerarse τb = (τb,x, τb,y) en problemas 3D.

Wong y Parker (2006) [180] trabajaron en un re-análisis de los datos usados por
Meyer-Peter y Müller (MPM), logrando un mejor ajuste mediante las siguientes dos
formas alternativas:

q∗
b = 4,93 (τ ∗ − 0,047)1,6 (6.2)

q∗
b = 3,97 (τ ∗ − 0,0495)3/2 (6.3)

donde τ ∗
b es el esfuerzo de corte adimensionalizado.

Engelund y Fredsøe (1976) [50]:

q∗
b = 18,74 (τ ∗

b − τ ∗
c )
[

(τ ∗
b )

1/2 − 0,7 (τ ∗
c )

1/2
]

(6.4)

donde se adopta τ∗c = 0,05. Esta ecuación da resultados muy próximos a los de la
fórmula de MPM, aunque en las pruebas numéricas para esta tesis se observó que
esta formula en general da tasas de transporte mayores. No obstante ambas fórmulas
sobreestiman el transporte de fondo para grandes valores de esfuerzo de corte [62].

Van Rijn (1984) [176]:

q∗
b = 0,053

T 2,1

D0,3
∗

(6.5)

la ecuación esta basada en el tamaño de part́ıcula adimensional y el parámetro de
etapa de transporte (transport stage parameter) T , definidos respectivamente como:

D∗ = d50

(
g(s− 1)

ν2

)1/3

= R2/3
ep

(6.6)
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T =
τ ∗
s − τ ∗

c

τ ∗
c

(6.7)

donde Rep se conoce usualmente como el número de Reynolds de las part́ıculas del
lecho pues viene definido por

Rep =

√

g(s− 1)d50 d50
ν

(6.8)

con ν la viscosidad cinemática del fluido. τ ∗
s es el esfuerzo de corte debido a la

resistencia de grano, frecuentemente estimado (ver por ejemplo [8]) como τs = ρu∗,
siendo u∗ la velocidad de corte considerando un perfil logaŕıtmico cerca del lecho
u∗ = uκ/ ln (30z/ks), con u la velocidad a una altura z medida desde el fondo,
κ = 0,41 la constante de Von Karman y la rugosidad equivalente Nikuradse estimada
como ks = 3d50. τ

∗
c , como antes, es el esfuerzo de corte cŕıtico para iniciación del

movimiento del diagrama de Shields. Esta fórmula puede usarse para estimar las
tasas de transporte de fondo en casos de part́ıculas con tamaños en un rango de 0.2
y 2.0 mm [62].

Nielsen (1992) [126]:

q∗
b = 12τ

∗1/2
b (τ ∗

b − τ ∗
c ) (6.9)

fórmula de transporte de fondo adecuada para arenas y gravas con tamaño uniformes.

Fernandez-Luque y van Beek (1976) [60]:

q∗
b = 5,7 (τ ∗

b − τ ∗
c )

3/2 (6.10)

donde τ∗c se elige variable según el diámetro d50 entre 0.05 para diámetros de 0.9
mm y 0.058 para material de 3.3 mm.

La lista anterior, lejos de ser exhaustiva, menciona los modelos de carga de fondo
encontrados generalmente al revisar trabajos de simulación numérica de transporte de
sedimentos.

6.3. Transporte en suspensión

Como sólo los granos muy finos se transportan como material en suspensión, para
describir el transporte de este tipo de material se utiliza la ecuación de advección-difusión.
La idea es que esta fracción de sedimento tenga un tamaño de grano lo suficientemente
pequeño para poder omitir el efecto inercial de las part́ıculas [103].

Se considera todo el material arrastrado en suspensión como una concentración de
masa C en el fluido, la ecuación de conservación es la ecuación (2.1) donde se agrega un
término adevctivo que contempla la sedimentación por peso propio:

∂C

∂t
+∇· (uC − νt∇C) + ws

∂c

∂z
= 0

⇔ ∂C

∂t
+∇·

(

uC − ws
g

||g|| − νt∇C
)

= 0
(6.11)

donde u es la velocidad del fluido, νt es la difusividad con valores muy pequeños, en el
orden de 10−7m2/s [28] y frecuentemente se adopta igual a la viscosidad de remolino tur-
bulenta [103], el término adicional que simula el transporte por gravedad, tiene en cuenta
la velocidad vertical de sedimentación ws, que puede estimarse mediante extensiones de
la ley de Stokes a partir de datos experimentales, por ejemplo:
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Zanke (1977) [188]:

ws =
10ν

d50

[(

1 +
0,01(s− 1)gd350

ν2

)1/2

− 1

]

(6.12)

Ferguson y Church (2004) [59]:

ws =
(s− 1)gd250

C1ν +
(
0,75C2(s− 1)gd250

)1/2
(6.13)

en la última fórmula C1 es la constante de la ley de Stokes, valor teórico para esferas
(C1 = 18), C2 forma parte del ajuste a datos experimentales realizado por [59], quienes
recomiendan adoptar C2 = 1,0 y hasta un máximo de C2 = 1,2 para granos con forma
angular.

Las condiciones de borde adoptadas para la ecuación son del tipo Dirichlet C = cref
sobre el lecho y BC tipo Neumann ∂C/∂n = 0 en el resto de fronteras del fluido, siendo
cref es una concentración de referencia en una capa cerca de la superficie del lecho. Sin
embargo en caso que se modelen problemas a superficie libre, puede considerarse una BC
tipo mixta (ver por ejemplo [86]) o bien BC tipo Dirichlet homogénea (ver por ejemplo
[103]).

En cuanto a la solución numérica de la ecuación (6.11), se realiza utilizando los algorit-
mos desarrollados en los caṕıtulos 2 y 3 teniendo en cuenta la estrategia CG-IBM descrita
en el caṕıtulo 5 para tratar las geometŕıas complejas.

6.4. Modelo de evolución del lecho - Ecuación de Exner

La ecuación que gobierna los cambios de nivel del lecho, es la ecuación de Exner [53]
que surge a partir de la conservación de masa sobre el fondo. La ecuación en su forma más
simplificada luce como:

∂ξ

∂t
= −∇·qb (τb) (6.14)

en donde se explicita la dependencia de la tasa de transporte con el esfuerzo de corte en
el lecho, que a su vez, es una función del campo de velocidades del flujo u, por otro lado
ξ representa el nivel del lecho medido desde una referencia (ver figura 6.1).

Hay ecuaciones más complejas que contemplan el intercambio entre carga de fondo y
carga en suspensión, como también correcciones cuando se está fuera de las condiciones de
equilibrio. Para esta tesis se utiliza la siguiente versión simplificada de la fórmula propuesta
por [181]:

∂ξ

∂t
=

1

(1− n) [−∇·qb (τb) +Db − Eb] (6.15)

aqúı n es la porosidad, mientras que Db y Eb corresponden a la tasa de deposición y de
arrastre hacia suspensión respectivamente, de manera que el término adicional (Db −Eb)
representa el flujo neto que atraviesa la interfaz entre la capa adyacente al lecho y la capa
de sedimento que viaja en suspensión (ver figura 6.1), esto permite lograr el acoplamiento
del modelo de evolución del lecho junto con el modelo de carga en suspensión Las BC
aplicadas sobre la ecuación (6.15) en general son del tipo Neumann homogéneas.

En cuanto a las tasas de deposición y erosión, hay diversas fórmulas para su estimación.
Burkow y Griebel (2018) [30] adoptan lo siguiente:

Db = máx (C − cref, 0) (6.16)
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en centros de celdas en un dominio computacional para el lecho compuesto por una grilla
2D. La misma consideración se tiene para el término Db − Eb.

Integrando miembro a miembro la ecuación (6.15) sobre la celda C, aplicando el teo-
rema del valor medio y de la divergencia se obtiene la ecuación semi discretizada:

(
∂ξ

∂t

)

C

VC =
1

(1− n)




−

∫

∂VC

q·dS+ (Db − Eb)CVC




 (6.22)

Aplicando el teorema de valor medio al término de integral de superficie se tiene:

∫

∂VC

qb·dS =
∑

f∼nb(C)

qb,f ·Sf (6.23)

donde las componentes normales en las caras verticales y horizontales son respectivamente
qb,x y qb,y, para simplificar la notación en esta parte, el vector de las tasas de transporte
por fondo se denotará como (qb,x, qb,y) = (Qx, Qy) = Q. El esquema más simple de usar
es el esquema CD, que implica:

∑

f∼nb(C)

qb,f ·Sf = (Qx
e −Qx

w +Qy
n −Qy

s)h

∑

f∼nb(C)

qb,f ·Sf =

(
Qx

E −Qx
W

2
+
Qy

N −Q
y
S

2

)

h
(6.24)

este esquema, a pesar de ser segundo orden, tiene problemas de estabilidad si no se utilizan
pasos de tiempo relativamente pequeños en el esquema temporal expĺıcito (debe elegirse
∆t ∼ O(h2)). Por ello es deseable aplicar un esquema HR, sin embargo, en este caso el
esquema de interpolación no se está realizando sobre la variable a resolver (ξ) sino que
se está aplicando lo que podŕıa llamarse ”término fuente”, para ello la estrategia que se
propone es computar el término como:

∑

f∼nb(C)

qb,f ·Sf =
∑

f∼nb(C)

ṁfQ
HR
f (6.25)

donde se utiliza la ecuación (2.5) para calcular QHR
f y en este caso se define un flujo

unitario ṁf = sgn (Qf ·Sf ) ||Sf ||, donde la función sgn(∗) da el signo del escalar ∗. Esto
permite aplicar los métodos TVD desarrollados en el caṕıtulo 2. Entonces considerando la
dirección del vector Qf (de manera análodo a la velocidad uf ) que atraviesa el centro de
cara f de la celda C, por ejemplo para la cara e se debe calcular de la siguiente forma:

ṁeQ
HR
e =

[

Qx
C +

1

2
ψ(r+e ) (Q

x
E −Qx

C)

]

||ṁe, 0|| −
[

Qx
E +

1

2
ψ(r−e ) (Q

x
C −Qx

E)

]

|| − ṁe, 0||;

con r+e =
Qx

C −Qx
W

Qx
E −Qx

C

, r−e =
Qx

E −Qx
EE

Qx
C −Qx

E

, ṁe = sgn(Qx
C +Qx

E) h

(6.26)
para la cara s luce:

ṁsQ
HR
s =

[

Qy
C +

1

2
ψ(r+s )

(
Qy

S −Q
y
C

)
]

||ṁs, 0|| −
[

Qy
S +

1

2
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(
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y
S
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|| − ṁs, 0||;

con r+s =
Qy

C −Q
y
N

Qy
S −Q

y
C

, r−s =
Qy

S −Q
y
SS

Qy
C −Q

y
S

, ṁs = −sgn(Qy
C +Qy

S) h

(6.27)
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Aplicando esquema temporal expĺıcito de segundo orden AB, el nivel del lecho actua-
lizado en cada celda se computa como:

ξn+1
C = ξnC −

∆t

h2(n− 1)




3

2




∑

f∼nb(C)

ṁn
fQ

HR,n
f − (Dn

b,C − En
b,C)h

2





−1

2




∑

f∼nb(C)

ṁn−1
f QHR,n−1

f − (Dn−1
b,C − En−1

b,C )h2









(6.28)

6.5. Modelo de turbulencia LES

El modelo de turbulencia LES por sus siglas en inglés (Large Eddy Simulation) es una
técnica común usada para simular flujos turbulentos. La idea es que el solver para flujo
incompresible calcule los remolinos más grandes mientras que los remolinos más pequeños
impĺıcitamente se tienen en cuenta mediante un modelo de escala de subgrilla (SGS, por
sus siglas en inglés).

Partiendo de las ecuaciones de NS filtradas:

∇·u = 0

∂(u)

∂t
+∇· (u u) = −∇p+∇· (ν∇u) +∇·T

(6.29)

donde el término T surge del filtrado del término no lineal y representa los esfuerzos del
modelo SGS y está dado por el tensor Tij = uiuj − uiuj en notación indicial. El modelo
SGS más simple para aproximar dicho término es el de Smagorinsky (1963) [156] que
consiste en asumir que las componentes del tensor son proporcionales a los gradientes de
deformación:

T = 2νtSt (6.30)

siendo St, el tensor de tasa de deformación (rate of strain) para la escala resuelta, definido
como:

St =
1

2

(
∇u+∇uT

)
(6.31)

por otro lado, νt es la viscosidad turbulenta del modelo SGS que se calcula como νt =
(Cs∆)2 St, en donde St está definido como St = (2St·St)

1/2 = (2[St]ij [St]ij)
1/2, Cs es la

constante de Smagorinsky que bajo la hipótesis de turbulencia homogénea isotrópica se
utiliza el valor propuesto por Lilly (1967) [101] Cs = 0,173, ∆ es la escala de longitud del
modelo, que aqúı se elige directamente como ∆ = h.

La ventaja de este modelo es que a pesar que requiere grillas moderadamente finas,
aunque menos que en simulación numérica directa (DNS), es un modelo relativamente
sencillo de incorporar al código, la estrategia expĺıcita adoptada es que se computa la
viscosidad de remolino νt en cada paso de tiempo utilizando los campos de velocidades del
tiempo anterior y se incorporan en las ecuaciones de momento redefiniendo ν ← (ν + νt)
y calculando los valores en caras mediante la media aritmética o media armónica para un
flujo muy heterogéneo.

6.5.1. Ley de pared

En la medida que el flujo se haga más turbulento, la capa ĺımite adyacente a las
paredes tiene caracteŕısticas diferentes en comparación con el flujo en el seno del fluido.
Para describir el flujo cerca de las paredes frecuentemente se utilizan modelos de ley de
pared.





6.5. MODELO DE TURBULENCIA LES 131

Si se considera el punto imagen a una distancia δ como se desarrolló antes, al momento
de resolver (6.33) puede ocurrir que los valores y+ en el punto imagen (IP) den muy
distintos de una celda a otra debido a que dichos puntos se distribuyen arbitrariamente
según la ubicación del nodo GC respecto de la superficie, luego el punto a distancia y = δ
se ubicará en diferentes lugares del perfil teórico. Si bien una de las ventajas de la ley
de Spalding es que se tiene un único perfil de velocidades, de aplicar otra ley se estaŕıa
utilizando la parte lineal del perfil, la región de transisión o la región logaŕıtmica del
perfil. Puede ocurrir además que el punto IP quede muy cerca de la superficie y generar
inestabilidades. Para ser consistentes al momento de estimar uτ resolviendo (6.33) se elige
un punto que se ubique en la región fluida de manera que en la interpolación, no se utilice
el punto BI, esto se garantiza eligiendo d =

√
2h (d =

√
3h en 3D).

Una vez determinado IP de forma similar a como se desarrolló en el método GC-IBM,
ubicado a una distancia δ+d del punto GC y a una distancia d desde la intersección con el
borde BI. Para aplicar las BCs utilizando una ley de pared para la componente tangencial,
en el nodo fantasma debe imponerse:

uGC
n = −δ

d
uIP
n = −|φGC|

d
uIP
n

uGC
t = uIP

t −
(δ + d)

(µ+ µt)
IP
τwt

BI
(6.35)

donde τw se obtiene iterativamente con la ecuación 6.33, (µ+µt) es la viscosidad dinámica
efectiva que incluye la viscosidad molecular y la turbulenta (el valor en el nodo IP se obtiene
por interpolación). Por otro lado, geométricamente puede descomponerse uIP = uIP

n +uIP
t

como se indica en la figura 6.2:

uIP
n =

(
uIP·nBI

)
nBI

uIP
t = uIP −

(
uIP·nBI

)
nBI

(6.36)

reemplazando (6.36) en (6.35) y teniendo en cuenta que tBI = uIP
t
/||uIP

t
|| se obtiene:

uGC =







1− (δ + d) τw

(µ+ µt)
IP ||uIP

t
||

︸ ︷︷ ︸

I







uIP −

(
uIP·nBI

)
nBI







δ

d
+ 1 +

(δ + d) τw

(µ+ µt)
IP ||uIP

t
||

︸ ︷︷ ︸

II







(6.37)
entonces, por ejemplo para el caso de la componente x de la velocidad en el caso 3D luce
como:

uGC = [I]uIP −
(
uIPnx + vIPny + wIPnz

)
nx {II} (6.38)

en donde se utilizaron I y II para indicar las expresiones entre paréntesis rectos y llaves
de la ecuación (6.37). Re ordenando y agrupando, las expresiones para las 3 ecuaciones de
momento quedan:

uGC = uIP
(
[I]− n2x {II}

)

︸ ︷︷ ︸

implicit

−nx
(
vIPny + wIPnz

)
{II}

︸ ︷︷ ︸

explicit

vGC = vIP
(
[I]− n2y {II}

)

︸ ︷︷ ︸

implicit

−ny
(
uIPnx + wIPnz

)
{II}

︸ ︷︷ ︸

explicit

wGC = wIP
(
[I]− n2z {II}

)

︸ ︷︷ ︸

implicit

−nz
(
uIPnx + vIPny

)
{II}

︸ ︷︷ ︸

explicit

(6.39)
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Considerando pasos de tiempo pequeños en el FSM al resolver las ecuaciones de NS
y el esquema temporal AB para el término advectivo, se logran resolver las ecuaciones
de momento separadas por cada dirección. El tratamiento que se le da a la condición
de borde desarrollada, es impĺıcito para el término que involucra la variable que se esta
resolviendo (en este ejemplo, la componente u). El término restante, que involucra las
demás variables, se lo incorpora expĺıcitamente en el lado derecho de la ecuación, utilizando
los valores a tiempo anterior disponibles. No obstante se le podŕıa dar a todos los términos
un tratamiento impĺıcito, mediante un proceso iterativo con las 3 ecuaciones de momento.

Para resumir, la estrategia en GPU para aplicar la ley de pared es que si el hilo está
procesando un nodo GC, evalúa δ = |φ(xGC)|, con ello calcula las coordenadas xIP e
interpola en el nodo IP el valor de u, v, w y µt = ρνt, luego con los valores fijos de d
y ut = ||uIP

t || compute mediante NR (ecuación (6.33)) la velocidad de fricción uτ que
permite hallar τw = ρu2τ . Con los valores calculados, se computa el lado de derecho de
las ecuaciones de momento en las tres direcciones (parte expĺıcita de la ecuación (6.39)),
mediante el uso de variables auxiliares se guardan algunos valores para ser usados durante
el cómputo de la operación tipo stencil (parte impĺıcita de la ecuación (6.39)) al resolver
el sistema lineal para cada componente de velocidad.

La técnica para aplicar la ley de pared descrita en esta sección está inspirada a partir de
métodos desarrollados también para flujos compresibles, como se presenta en los siguientes
trabajos [75, 137, 157, 158].

6.6. Estrategia para estimación de esfuerzos de corte en el
lecho

Hay diferentes técnicas para calcular los esfuerzos de corte τb requeridos para estimar
la tasa de transporte de fondo qb. En [7] se describen una lista algo extensa de algunas
técnicas implementadas en el software REEF3D [6], entre las que pueden encontrarse
formulaciones basadas en el esfuerzo cortante promedio en el lecho [14], en la ley del
esfuerzo cuadrático [151], en el factor de fricción f , en leyes de pared (wall function),
basadas en las tensiones de Reynolds [142], en la enerǵıa cinética turbulenta y en la
viscosidad turbulenta νt y la velocidad tangencial [190].

Para esta tesis se implementó una técnica basada en la ley de pared similar a como
se describió antes, con las siguientes diferencias. Se computa el esfuerzo de corte τb para
las celdas fluidas adyacentes al sólido, utilizando la función SDF se obtiene el punto BI
(ubicado a una distancia δ = φC) a partir de donde se computa un punto IP a una distancia
d como antes, la idea es computar uτ mediante la ley de pared, utilizando d y ||uIP

t
|| y

con ello estimar τw, luego, con las componentes uC y vC del vector uC se reparte τw de la
siguiente forma:

τb = (τb,x, τb,y) =
τw
U

(uC , vC) , con U =
√

u2C + v2C (6.40)

6.7. Modelos de deslizamiento de granos

En el proceso de transporte de sedimentos a veces se presentan formas de fondo poco
realistas cuando las pendientes superan el ángulo de reposo del medio granular. Los talu-
des inestables naturalmente son propensos a deslizamientos hasta alcanzar una pendiente
estable [192]. Para tratar ello, en la literatura pueden encontrarse diferentes técnicas, por
ejemplo [29, 67, 83, 100, 147, 159]. Uno de los requisitos importantes a cumplir es la con-
servación de masa, sin embargo esto se logra al aplicar FVM, otro requisito deseable es
que el algoritmo se base en un proceso f́ısico y provea una única solución [159].
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El método implementado para esta tesis se basa en la ecuación de difusión para el nivel
de la superficie granular, que utiliza los gradientes dados por las diferencias de alturas de
la superficie del lecho. Una variante del método puede encontrarse en [28] y otra variante
extendida a grillas no estructuradas puede encontrarse en [159].

Los cambios en las pendientes f́ısicamente se deben a la gravitación, de acuerdo a ello
el flujo q que desliza es proporcional al gradiente:

Γ = −κ∇ξ (6.41)

donde Γ está expresado en [m3/s], ξ [m] es la altura del nivel del lecho medida desde alguna
referencia y κ [m2/s] representa la difusividad de la pendiente de deslizamiento. La ley de
conservación para el nivel sin considerar transporte por advección, es decir considerando
sólo la difusión por el efecto de la gravedad viene dada por:

∂ξ

∂t
+∇·Γ = 0

∂ξ

∂t
−∇· (κ∇ξ) = 0

(6.42)

donde ξ(x, t) es el nivel de la superficie para un tiempo artificial dado. En la implementa-
ción se considera un coeficiente de difusión constante dado por:

κ(∇ξ) =
{
κ0, si α ≥ αC

0, si α < αC
(6.43)

aqúı αC representa el ángulo de reposo cŕıtico del medio granular y α el ángulo de inclina-
ción del lecho dado por α = tan−1 (||∇ξ||), debido a que la norma (eucĺıdea) del gradiente
de ξ es una medida de la pendiente de lecho, esto es tan(α) = ||∇ξ||. Notar que se ha
explicitado la dependencia de κ con el gradiente de ξ, lo que constituye una no linealidad
en la ecuación diferencial (6.42).

En esta tesis se considera el coeficiente de difusión constante κ0 entre 0.5 y 1.0, este
valor debe ser elegido adecuadamente para que en el proceso de solución numérica de la
ecuación 6.42, la corrección no sea excesiva (sobre-corrección) y a su vez evitar que se
requieran muchas iteraciones a lo largo del tiempo artificial para llegar a una solución
que cumpla la condición αi ≤ αC (i = 1, ..., NxNy). No obstante, es razonable considerar
κ0 proporcional a la tasa de transporte de fondo, ya que es un indicador del grado de
actividad del cambio morfológico que se está dando [159].

6.7.1. Discretización de la ecuación para el modelo de deslizamiento

Se resuelve numéricamente la ecuación 6.42 en 2D mediante el método FVM. Al tra-
tarse de una ecuación no lineal y no contener una fórmula anaĺıtica de κ(∇ξ) para aplicar
el método NR, se elige resolverla utilizando el método expĺıcito FE para la discretización
temporal, además como este esquema se aplica en un tiempo artificial se utilizará la no-
tación con supeŕındice (k) para indicar la iteración en el k-ésimo paso, es decir para un
tiempo artificial tk = k∆t. Integrando 6.42 sobre la celda C, aplicando el teorema de la
divergencia y del valor medio se puede escribir:

(

ξ
(k+1)
C − ξ(k)C

∆t

)

VC =
∑

f∼nb(C)

κ
(k)
f ∇ξ

(k)
f ·Sf (6.44)

aplicando un esquema centrado y considerando la grilla cartesiana uniforme

ξ
(k+1)
C = ξ

(k)
C +

∆t

h2

∑

F∼NB(C)

κ
(k)
f

(

ξ
(k)
F − ξ(k)C

h

)

h (6.45)
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Se requiere determinar κ
(k)
f para los centros de cara, considerando (6.43) estos valores

dependen del ángulo de inclinación que está dado por:

φf = tan−1 (||∇ξf ||) = tan−1

√
(
∂ξ

∂x

)2

f

+

(
∂ξ

∂y

)2

f

(6.46)

Entonces, por ejemplo para la cara east la derivada parcial x se computa de forma local
como es usual: (

∂ξ

∂x

)

e

=
ξE − ξC

h
(6.47)

mientras que la derivada parcial y en la cara e debe calcularse como el promedio entre
(∂ξ/∂y)C y (∂ξ/∂y)E :

(
∂ξ

∂y

)

e

=
1

2

(
ξNE − φSE

2h
+
ξN − φS

2h

)

=
ξNE + ξN − ξSE − ξS

4h
(6.48)

usando una fórmula análoga para obtener alguna de las componentes del gradiente en
las demás caras (∂ξ/∂y)w, (∂ξ/∂x)n y (∂ξ/∂x)s, en las cuales no se puede computar la
derivada en forma local (ecuación (6.47)).

La estrategia expĺıcita entonces, es que la solución para cada paso de tiempo se realiza
mediante el algoritmo 17.

Algoritmo 17: Estrategia de cómputo expĺıcita para cada paso de tiempo en el
método limitador de pendientes.

1 computar ∇ξ(k)e , ∇ξ(k)w , ∇ξ(k)n y ∇ξ(k)s utilizando (6.47) y (6.48);

2 calcular αf = tan−1
(

||∇ξ(k)f ||
)

, f ∼ {e, w, n, s};
3 definir κf = κ0 si αf ≥ αC o κf = 0 si αf < φC , para f ∼ {e, w, n, s};
4 computar ξ

(k+1)
C usando (6.45);

Las condiciones de contorno utilizadas en la ecuación son del tipo Neumann ho-
mogéneas sobre todos los contornos (sean embebidos o no), es decir ∂ξ/∂n = 0. Finalmen-
te, el criterio de parada elegido para el limitador de pendientes basado en la ecuación de
difusión es que ||ξ(k+1) − ξ(k)||∞ > tol, con una tolerancia tol = 10−10. En general pocas
iteraciones bastan para que en todo el dominio (i = 1, ..., NxNy) se satisfaga que αi ≤ αC .

La condición de estabilidad para el paso de tiempo artificial es ∆t/h2 ≤ 1/(2κ0) [159],
sin embargo, para evitar la sobre corrección de las pendientes del dominio, se optó por
elegir un paso de tiempo (en general menor) dado por ∆t = h3 como recomienda Burkow
[28].

En cuanto a la precisión temporal del método, en ambos casos el error temporal es
menor que el error del esquema espacial, sin embargo al alcanzarse el estado estacionario
en la ecuación la solución debeŕıa ser independiente del valor ∆t elegido.

6.7.2. Validación del método de deslizamiento

Al aplicar el algoritmo no se requiere probar la conservación de masa debido a que,
por construcción, el método es conservativo.

Para validar el método se resuelve el problema de colapso de una columna de arena
bajo condiciones de no flujo, es decir solamente bajo efectos de la gravedad. Diversos
experimentos confirman que para este problema, la solución tiene la forma de un pila de
cono [105, 191, 192]. La figura 6.3 muestra las condiciones iniciales para el problema, una
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Exner y finalmente actualizar el dominio computacional para avanzar al siguiente paso de
tiempo.

La evolución del lecho (erosión y deposición de sedimentos) es sensible a las variaciones
del flujo, es decir, ambos procesos están interconectados y debeŕıa utilizarse el mismo paso
de tiempo para los modelos hidrodinámico y morfodinámico. Sin embargo, esta estrate-
gia de acoplamiento puede resultar costosa. Por otro lado, mientras que el sedimento en
suspensión y el flujo tienen la misma escala temporal de cambios, la escala temporal de
cambios en el nivel del lecho es mucho mayor, por ello se propone un enfoque desacoplado
en el cual la evolución del lecho se calcula utilizando un paso de tiempo ∆tsed mucho
más grande que el paso de tiempo elegido para las ecuaciones del flujo ∆t. Estrategia
que también puede utilizarse en el caso de que la concentración de sedimentos en suspen-
sión sea muy baja como para alterar las condiciones del flujo formando aśı un proceso de
retrolimentación o acoplamiento.

El algoritmo 18 presenta el enfoque de interacción entre el flujo y lecho propuestos
para esta tesis, en el mismo se elige ∆tsed = nsed∆t, con nsed = 10, a modo de ejemplo, el
manual del software REEF3D [6] indica que el valor por defecto que utiliza es nsed = 20.

Algoritmo 18: Acoplamiento temporal débil para el solver de NS con el modelo
de sedimentos.

1 un ← u0,pn ← p0, ξn ← ξ0, φn ← φ0, move bed← false, nsed ← 10, j ← 0;
2 mientras (t < Tfinal) hacer
3 si (move bed == true) entonces
4 calcular nuevo dominio φn+1 (estimación inicial φ0 y reinicialización);
5 fin

6 calcular viscosidad turbulenta νn+1
t ;

7 resolver un+1, pn+1 (FSM con LES y GC-IBM);
8 calcular Eb, Db;
9 resolver Cn+1 (sedimento en suspensión);

10 si (t ≤ Tsed,init − nsed∆t) entonces
11 computar τb;
12 acumular τ̂ = τ̂ + τb;

13 fin
14 si ((t ≥ Tsed,init) & (j%nsed == 0)) entonces
15 calcular esfuerzo promedio τ b ← τ̂/nsed;
16 calcular qb, ;
17 resolver ξn+1;
18 corregir ξn+1 con algoritmo de deslizamiento de granos;
19 move bed← true;
20 τ̂ ← 0

21 fin
22 en otro caso
23 move bed← false;
24 fin
25 j ← j + 1;
26 t← t+∆t;

27 fin

No obstante, pruebas realizadas utilizando ∆tsed = ∆t muestran soluciones muy simi-
lares a las obtenidas usando ∆tsed = nsed∆t, con nsed = 5, 10, 20, según la intensidad de
cambios en el lecho y sin violar el paso de tiempo máximo según criterios de estabilidad en
la solución de la ecuación de Exner. Por otro lado, utilizar valores promedio del esfuerzo
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones del trabajo

En este caṕıtulo, se presentan las conclusiones obtenidas a partir de la investigación
realizada en el marco de esta tesis de doctorado. Las mismas se basan en una análisis de
la revisión de la literatura existente y la aplicación de las metodoloǵıas desarrolladas.

Los objetivos generales y espećıficos presentados, se centraron en el estudio e imple-
mentación de algoritmos del tipo FVM para CFD y el transporte de sedimentos basados
en GPU. Para ello, se expuso de forma resumida los principales esquemas espaciales y
temporales para la discretización de las ecuaciones de conservación utilizadas en el con-
texto de la dinámica de fluidos computacional. Dicha descripción pretende contribuir en
una documentación introductoria para la comunidad cient́ıfica.

A partir de esto, se desarrollaron diferentes estrategias de paralelización en GPU para
los esquemas numéricos en el contexto del método de los volúmenes finitos con un or-
denamiento de variables centrado en celda (arreglo colocado). Los algoritmos y métodos
implementados en GPU incluyen: el desarrollo de esquemas TVD con enfoques impĺıcito
y expĺıcito, implementación de un solver que resuelve el flujo incompresible utilizando dos
métodos diferentes, SIMPLE y FSM. A su vez, se implementaron diferentes métodos para
la solución de sistemas lineales dispersos en GPU que incluyen: método de Gradientes
Conjugados, Gradientes Biconjugados Estabilizado y un método multigrilla simple y con
un bajo requerimiento de memoria que puede utilizarse como solver independiente o co-
mo precondicionador dentro de los métodos de Krylov. Todos los métodos se encuentran
empaquetados para formar una libreŕıa que puede adaptarse para resolver problemas con
diferentes aplicaciones.

Para validar los métodos y demostrar el rendimiento que pueden alcanzar las implemen-
taciones basadas en GPU, se resolvieron diferentes problemas, entre ellos: problemas de
advección difusión usando esquemas lineales y no lineales en 2D, una ecuación de difusión
no lineal en 3D, las ecuaciones de Navier Stokes en 2D y 3D y la solución de ecuacio-
nes eĺıpticas en 2D aplicando técnicas multigrilla. Se mostró que los métodos impĺıcitos en
GPU, a pesar de tener tasas de cómputo menores pueden tener un desempeño computacio-
nal realmente bueno en comparación con los métodos expĺıcitos eligiendo correctamente
los resolvedores y combinando diferentes estrategias. Esto refuta la idea general que se
tiene sobre la preferencia de métodos que sean expĺıcitos en GPU. Con la implementación
de los esquemas TVD, se resolvió en GPU un problema advectivo dominante complejo
de resolver de forma masiva en el contexto de simulaciones tipo Monte Carlo resuelto en
general mediante Particle Traking Method, mostrando resultados similares obtenidos en
tiempos de cómputo razonables, brindando una herramienta que al ser basada en métodos
eulerianos podŕıa extenderse sin dificultad a problemas reactivos incorporando la compo-
nente qúımica a las ecuaciones de balance. Se mostró que en el caso de advección difusión,
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para que el método expĺıcito sea más eficiente que la versión impĺıcita puede ser necesa-
rio el uso de esquemas temporales de mayor orden, debido a que el error temporal del
esquema FE puede ser superior al error del esquema espacial. Las ganancias en tiempo
de cómputo respecto a implementaciones CPU paralelas mostraron que en la mayoŕıa de
casos se requiere ejecutar los códigos en al menos 30 equipos funcionando en paralelo de
similares caracteŕısticas a los utilizados en esta tesis para equiparar el desempeño obtenido
con una sola tarjeta de v́ıdeo de la ante última generación. En cuanto al método multigrilla
se lograron desempeños superiores a los de dos libreŕıas muy utilizadas en la comunidad
como son HYPRE y AmgX de Nvidia, donde se destaca una reducción significativa en
el consumo de memoria en GPU respecto de la última. Para los métodos utilizados en
las ecuaciones de NS en GPU el algoritmo SIMPLE a pesar de ser un método más com-
plejo de implementar, para problemas suficientemente grandes, el desempeño puede ser
equiparable al de un método del tipo semi-expĺıcito como lo es el FSM.

Se implementó una estrategia IBM combinando técnicas de interpolación que hacen
uso de nodos fantasma en GPU, incorporarndo además una estrategia para aplicar una
condición de borde tipo slip o aplicar una ley de pared. Los resultados fueron validados
considerando casos bien documentados en la bibliograf́ıa, comprobando que el método es
efectivo para utilizar en GPU. Cabe mencionar que mientras otros códigos utilizan esque-
mas espaciales CD o QUICK para el término advectivo, aqúı se incorporaron los esquemas
TVD previamente desarrollados, haciendo el algoritmo para el flujo incompresible más
versátil para aplicar en diferentes problemas.

Se logró acoplar al solver de flujo incompresible, un modelo de turbulencia básico tipo
LES y un modelo de sedimentos que calcula las cargas de fondo en función de los esfuerzos
de corte en el lecho, lo que permite actualizar las alturas del nivel del lecho y con ello la
evolución del dominio computacional. Para obtener soluciones f́ısicamente más realistas,
se implementó un modelo de deslizamiento de granos que permite contemplar el efecto
gravitatorio, evitando que se originen formas de fondo no f́ısicas. Para la discretización
de los términos de la ecuación de Exner se utilizaron los esquemas de alta resolución
desarrollados previamente. El cálculo de los esfuerzo de corte se basó en la aplicación de una
ley de pared. En el cálculo de la evolución del lecho y la evolución del flujo incompresible, se
utilizó una estrategia de particionamiento expĺıcito con un enfoque desacoplado donde los
pasos de tiempo para el lecho ∆tsed son más grandes que para el flujo ∆t en una relación
nsed, es decir ∆tsed = nsed∆t. Para contrastar los resultados obtenidos por la libreŕıa
desarrollada en esta Tesis, se resolvió un problema tridimensional de erosión localizada
alrededor de un objeto rectangular documentado por otros autores, mostrando resultados
cualitativamente y cuantitativamente satisfactorios pero en tiempos realmente reducidos.
En concreto, la aceleración que se obtiene respecto a una implementación paralela CPU
como el código NaSt3D ejecutada en un nodo con 2 equipos de cómputo de 32 cores cada
uno, es de hasta 18 veces, lo que significa que se requeriŕıan a lo menos, un clúster con 36
equipos de esas caracteŕısticas (32×36 = 1152 cores) para equiparar el tiempo de cómputo
de una sola tarjeta. Estas mejoras de rendimiento constituyen el principal objetivo buscado
con esta Tesis y se ha logrado en todos los casos estudiados.

En resumen, los resultados obtenidos en esta Tesis doctoral han demostrado la via-
bilidad y eficiencia de los esquemas TVD impĺıcitos y expĺıcitos en GPU, aśı como la
efectividad de los métodos SIMPLE y FSM para resolver problemas de flujo incompresi-
ble. La implementación y acople de estos métodos con un solver para calcular el transporte
de sedimentos en una libreŕıa completa ha brindado una herramienta valiosa para la co-
munidad cient́ıfica. Las conclusiones obtenidas a través de esta investigación abren nuevas
perspectivas y proporcionan una base sólida para futuras investigaciones en este campo
utilizando GPU.
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7.2. Sobre la evolución de las GPUs en los últimos años

Debe mencionarse que la limitación en memoria de la GPU al momento de comienzo
de esta Tesis era de 12GB (Nvidia Tesla K40), posteriormente en 2018 surge la siguiente
generación (Nvidia Tesla V100) de GPUs que provee una ampliación de memoria de hasta
32GB, la ganancia en tiempos de cómputo entre una y otra generación es del orden de
5 a 6 según diferentes pruebas realizadas en la Tesis. Finalmente la última generación de
tarjetas gráficas para cómputo cient́ıfico Nvidia Tesla A100 (lanzamiento en 2020) posee
una versión de hasta 80GB lo que permite abordar problemas más grandes como los que
se realizan actualmente en CPU. En cuanto a rendimiento comparado con la Tesla V100,
posee 7936 núcleos y permite una ganancia en tiempos de cómputo superior a 2× de
acuerdo a los diferentes benchmark reportados por el fabricante.

7.3. Lineas de investigación abiertas

Una de las limitaciones encontradas en el método IBM propuesto es que para altos
Reynolds el grado de refinamiento que se requiere cerca de la frontera embebida es inviable
de realizar en GPU para dominios grandes. Frente a esto, hay dos estrategias que se
podŕıan aplicar, la primera consiste en utilizar métodos de mayor orden como el esquema
WENO (5to orden) y un esquema de 4to orden para difusión, esto permite el uso de grillas
relativamente gruesas, las dificultades en este caso es identificar la estructura de datos para
aplicar la condición de contorno con una precisión de 2do o 3er orden al incorporar una
frontera embebida. Esta estrategia ha mostrado buenos resultados en la versión CPU
paralela, sin embargo requiere una gran estructura de datos que habŕıa que repensar en
GPU. La segunda estrategia es implementar grillas adaptativas que permitan refinar cerca
de la frontera embebida capturando de una mejor forma las estructuras de flujo que se dan
cerca de la capa ĺımite responsables de la erosión. Esto abre unas ĺıneas de investigación
no exploradas en GPU en este contexto.

Otras mejoras consisten en incorporar modelos de turbulencia tipo RANS combinados
con leyes de pared. Esto implica una investigación sobre las diferentes formulaciones a
considerar para el transporte de sedimentos, al igual que la incorporación de modelos de
turbulencia a la ecuación de transporte en suspensión, para lo cual casi no se ha encontrado
información en la bibliograf́ıa.

Otra linea de investigación consiste en expandir el código utilizando la implementación
de LSM para resolver problemas de erosión con superficie libre.

Por otra parte, la libreŕıa desarrollada permite el estudio e implementación de diferentes
modelos de transporte de sedimentos, aunque en esta Tesis no se realizó la aplicación
combinando transporte en modalidad de suspensión, actualmente casi no hay estudios
que permitan validar los modelos teóricos, esto provee una herramienta económica para
investigar las diferentes formulaciones.
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https://doi.org/10.1145/1513895.1513905.

[115] Min C. On reinitializing level set functions. Journal of computational physics, 229(8):2764–
2772, 2010. https://doi.org/10.1016/j.jcp.2009.12.032.

[116] Mittal R., Dong H., Bozkurttas M., Najjar F., Vargas A., y Von Loebbecke A. A versatile
sharp interface immersed boundary method for incompressible flows with complex bounda-
ries. Journal of computational physics, 227(10):4825–4852, 2008.

[117] Mittal R. y Iaccarino G. Immersed boundary methods. Annu. Rev. Fluid Mech., 37:239–261,
2005. https://doi.org/10.1146/annurev.fluid.37.061903.175743.

[118] Mohd-Yusof J. Combined immersed boundary/b-spline method for simulations of flows in
complex geometries in complex geometries ctr annual research briefs, nasa ames. NASA
Ames/Stanford University, 1997.

[119] Mohr M. y Wienands R. Cell-centred multigrid revisited. Computing and Visualization in
Science, 7(3-4):129–140, 2004. https://doi.org/10.1007/s00791-004-0137-0.

[120] Molenaar J. A simple cell-centered multigrid method for 3d interface problems. Computers
& Mathematics with Applications, 31(9):25–33, 1996. https://doi.org/10.1016/0898-1221(96)
00039-9.

[121] Moukalled F., Mangani L., Darwish M., et al. The finite volume method in computational
fluid dynamics, volumen 113. Springer, 2016.

[122] Naumov M., Arsaev M., Castonguay P., Cohen J., Demouth J., Eaton J., Layton S., Mar-
kovskiy N., Reguly I., Sakharnykh N., et al. Amgx: A library for gpu accelerated algebraic
multigrid and preconditioned iterative methods. SIAM Journal on Scientific Computing,
37(5):S602–S626, 2015. https://doi.org/10.1137/140980260.

[123] Nguyen Y. y Wells J. Modeling bedform development under turbulent flows using large-
eddy-simulation and immersed-boundary-method. Computers & Fluids, 111:105–113, 2015.
http://dx.doi.org/10.1016/j.compfluid.2015.01.014.

[124] Ni M.J. y Abdou M.A. A bridge between projection methods and simple type methods
for incompressible navier–stokes equations. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 72(12):1490–1512, 2007. https://doi.org/10.1002/nme.2054.

[125] Nicolaides R.A. Deflation of conjugate gradients with applications to boundary value pro-
blems. SIAM Journal on Numerical Analysis, 24(2):355–365, 1987. https://doi.org/10.1137/
072402.

[126] Nielsen P. Coastal bottom boundary layers and sediment transport, volumen 4. World scien-
tific, 1992.

[127] Niksiar P., Ashrafizadeh A., Shams M., y Madani A.H. Implementation of a gpu-based
cfd code. En 2014 International Conference on Computational Science and Computational
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des pas fractionnaires (ii). Archive for rational mechanics and analysis, 33:377–385, 1969.
https://doi.org/10.1007/BF00247696.

[167] Thibault J. y Senocak I. Cuda implementation of a navier-stokes solver on multi-gpu desktop
platforms for incompressible flows. En 47th AIAA aerospace sciences meeting including the
new horizons forum and aerospace exposition, página 758. 2009. https://doi.org/10.2514/6.
2009-758.

[168] Trottenberg U., Oosterlee C.W., y Schuller A. Multigrid. Elsevier, 2000.
[169] Tseng Y.H. y Ferziger J.H. A ghost-cell immersed boundary method for flow in complex

geometry. Journal of computational physics, 192(2):593–623, 2003.
[170] Udaykumar H., Mittal R., Rampunggoon P., y Khanna A. A sharp interface cartesian grid

method for simulating flows with complex moving boundaries. Journal of computational
physics, 174(1):345–380, 2001. https://doi.org/10.1006/jcph.2001.6916.

[171] Ujaldón M. Cuda achievements and gpu challenges ahead. En International Conference
on Articulated Motion and Deformable Objects, páginas 207–217. Springer, 2016. https:
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