Capitulo 1

Preliminares

En un contexto bastante general, un problema inverso se puede formular como la

necesidad de determinar x en una ecuacioén de la forma
Tx =y, (1.1)

donde T es un operador lineal y acotado entre dos espacios de Hilbert X e YV e y es
un dato dado. Muy a menudo, los problemas inversos no satisfacen los postulados de

Hadamard de buen condicionamiento (“well-posedness”). Estos son

(P1) Existencia: Para todo dato admisible, existe una solucion.
(P2) Unicidad: Para todo dato admisible, la solucion es tnica.

(P3) Dependencia continua: La solucion depende continuamente de los datos.

Un problema matematico que viole al menos uno de estos postulados se dice “mal
condicionado” (“ill-posed”).

Se dice que y es alcanzable si y € Ran(T'). Luego, (P1) es equivalente a que todo
y € Y sea alcanzable, es decir que Ran(T) = Y. El postulado (P2) se satisface si y
solo si N(T) = {0}. Si se cumplen (P1) y (P2), existe T~ y (P3) es equivalente a
la continuidad (o acotacién) de T~!. Sin embargo, muy a menudo es muy restrictivo

suponer que y € Ran(T) y que N(T) = {0}, pues ain en estos casos se puede estar
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interesado en una “solucion generalizada” (en algtin sentido preciso) que resuelva Tax =
y en un sentido aproximado. Como veremos mas adelante esta nocion generalizada
de solucion esta fuertemente relacionada con el concepto de inversa generalizada de

Moore-Penrose del operador T', la cual sera introducida en la Seccion 1.1.

En el modelado de una gran variedad de problemas inversos tales como procesa-
miento de senales e imagenes, transferencia de calor, reologia, fluorescencia, etc., surgen
de manera natural ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase, las cuales es-
tan asociadas a operadores integrales que bajo ciertas condiciones bastante generales
resultan compactos. Por ello, en la Seccién 1.2 introducimos el concepto de “sistema
singular” para operadores lineales compactos y estudiamos propiedades de la inversa

generalizada de Moore-Penrose de este tipo de operadores.

En la practica, y por las razones antes mencionadas, la principal causa del mal
condicionamiento de un problema es la violacion del postulado (P3). Esto se traduce
en inestabilidad cuando se emplean métodos numéricos tradicionales para aproximar
las soluciones. Para restablecer la estabilidad es necesario la aplicaciéon de “métodos
de regularizacion”, los cuales consisten, esencialmente, en aproximar el problema mal
condicionado por una familia convenientemente construida de problemas “bien condi-
cionados”. No obstante se debe tener siempre presente que ningin truco matemético
puede hacer estable un problema que es inherentemente inestable. Todo lo que un
método de regularizacion puede hacer es recuperar informacién parcial acerca de la
solucion, de modo tan estable como sea posible. En la Seccion 1.3 se presentan con-
ceptos y resultados bésicos de Teoria Espectral de Operadores en espacios de Hilbert y
Calculo Funcional, los cuales seran necesarios para la construccion de ciertos métodos

de regularizacién basados en la nocion de “funciéon de un operador autoadjunto”.
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1.1. La Inversa Generalizada de Moore-Penrose

La inversa generalizada de Moore-Penrose provee un marco matematico adecuado
para la definicion de soluciones generalizadas y el tratamiento de problemas mal condi-
cionados. Como veremos, esta inversa estd fuertemente relacionada con las soluciones
de minimos cuadrados del problema (1.1).

Un elemento x5 € X se denomina solucion de minimos cuadrados (s.m.c.) de (1.1)
si

|1Two =yl = inf |72 -yl (1.2)

Si ademaés xg es tal que

[zofl = inf 2], (1.3)

z s.m.c. de Tx=y
se denomina mejor solucion aprorimada (m.s.a.) de Tz = y, es decir, la m.s.a. es la
solucion de minimos cuadrados de minima norma.

Definimos ahora la inversa generalizada de Moore-Penrose del operador T restrin-
giendo su dominio y su rango de tal manera que el operador restringido resultante T
sea invertible. Mas precisamente, sea T = T |n(ry2: N(T)*+ — Ran(T). Claramente T
asi definido es biyectivo. La inversa generalizada de Moore-Penrose T de T se define

como la tinica extension lineal de 7-1 al dominio
Dom(T") = Ran(T) & Ran(T)*
que satisface N(TT) = Ran(T)*. Se extiende 7' : Ran(T) — N(T)* a
T": Ran(T) & Ran(T)* — N(T)*

de tal manera que Ty = T~'y;, donde y = y; + y5 con y; € Ran(T) y yo € Ran(T)*.
A continuacion enunciamos algunas propiedades de la inversa generalizada de Moo-

re-Penrose. Dado que estos son resultados clasicos bastante conocidos no incluimos las
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correspondientes demostraciones aqui. Para el lector interesado, estas pueden encon-

trarse, por ejemplo, en [12], [34].

Proposiciéon 1.1. Sean P y Q las proyecciones ortogonales sobre N(T') y Ran(T),
respectivamente. Entonces Ran(T") = N(T)* y se satisfacen las cuatro ecuaciones de

Moore-Penrose:

TT'T =T, (1.4)
T'TT =TT, (1.5)
T =1-P, (1.6)

TT" = Q|Dom(TT)- (1-7)

Claramente, las ecuaciones (1.6) y (1.7) implican (1.4) y (1.5). Se puede probar que

las ecuaciones de Moore-Penrose caracterizan univocamente a 7.

Proposicién 1.2. El operador T es cerrado. Ademds, T' es acotado si y sélo si

Ran(T) es cerrado.

El siguiente teorema pone en evidencia la relacion entre las soluciones de minimos

cuadrados y la inversa generalizada de Moore-Penrose.

Teorema 1.3. Si y € Dom(T"), entonces Tx = y tiene una tinica mejor solucion
aprozimada dada por xt = Tty. El conjunto S de todas las soluciones de minimos

cuadrados estd dado por S = x" + N(T).

Es importante observar que la inversa generalizada de Moore-Penrose de T' es enton-
ces el operador solucion que mapea y sobre la mejor solucion aproximada del problema

Tx =y (siempre que y € Dom(TT)). Denotaremos con T* al operador adjunto de 7T
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Teorema 1.4. Siy € Dom(T"), entonces 2 € X es una solucion de minimos cuadrados

de Tx =y si y solo si satisface la “ecuacion normal”
T*Tz =T"y. (1.8)

De este resultado se sigue que 7'y es también la mejor soluciéon aproximada del

problema T*T'z = T*y, es decir,
T" = (T*T)'T*. (1.9)

Se puede probar ademés que si y ¢ Dom(T"), entonces no existen soluciones de minimos
cuadrados de Tw = y. Por otra parte, si Dom(TT) = ), entonces Ran(T) es cerrado y
se sigue de la Proposicion 1.2 que en tal caso T es acotado, es decir, el problema (1.1)

es bien condicionado.

1.2. Operadores lineales compactos: expansiéon en va-
lores singulares

En esta secciéon presentaremos y analizaremos la expansion en valores singulares
para operadores compactos, necesaria para estudiar varias propiedades de la inversa
generalizada de Moore-Penrose de este tipo de operadores. Por ejemplo, los operadores
asociados a ecuaciones integrales de Fredholm de primera especie, son “casi siempre”
compactos. Mas precisamente, sean 2 C R? un conjunto compacto y medible Jordan
v k€ L*(Q x Q) 6 k débilmente singular (esto es, k es continuo sobre {(s,t) € Q x Q) :

s#t}yVs#teQ k(s t)) < # con M > 0,e > 0). Entonces el operador
K:L*Q) — L*Q)

() — (K:L’)(s)i/k(s,t)x(t)dt (1.10)

Q

es compacto (ver [60], pag. 277).
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De aqui en adelante denotaremos con K a operadores lineales compactos. Si K es
ademas autoadjunto, entonces existe un autosistema {(\,;u,)} asociado a K, donde
A son los autovalores no nulos de K (los autovalores son reales por ser K autoadjunto)
y u, sus correspondientes autovectores. Utilizando este autosistema, el operador K se

puede “diagonalizar” de la siguiente manera:
Kx:Z)\n (T, up) up, VrelX. (1.11)

Si K no es autoadjunto, entonces puede no tener autovalores y por lo tanto, puede
no existir un autosistema asociado a K. No obstante, en este caso se puede sustituir
el autosistema por lo que llamaremos sistema singular, el que puede usarse de manera

analoga para “diagonalizar” el operador K.

Definicion 1.5. Sea K : X — ) un operador lineal compacto (no necesariamente au-
toadjunto). Un sistema singular asociado a K es una familia de la forma {(o,,; up,v,) }

donde:

» {02},en son los autovalores no nulos de K*K (y de KK*), escritos en orden
decreciente con su multiplicidad. Las raiz cuadrada positiva de cada autovalor,

es decir 0, se denomina valor singular de K,

» {u,}nen €8 un sistema ortonormal completo de autovectores de K* K (que expan-

de Ran(K*) = Ran(K*K) ) y

» {v, }nen €s un sistema ortonormal completo de autovectores de K K* (que expande

Ran(K) = Ran(K K*) ); estan dados por

. Ku,
Up = .
|

Es importante observar que K*K es no negativo (acretivo), pues (K*Kx,z) =

|Kz|* > 0 para todo = y por ello, sus autovalores son no negativos. Ademés, como
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K es compacto, el operador K*K también lo es y por lo tanto tiene a lo sumo una
cantidad numerable de autovalores que se pueden acumular tinicamente en cero (ver

Teorema 6.7, [64]).

Se satisfacen las siguientes formulas:

Ku, = o,v, (1.12)
K*v, = o,u, (1.13)
Kz = Zan (T, up) vy, x€X (1.14)
K'y=Y 00(y.va)tn, Y€, (1.15)

(donde, en el caso de infinitos valores singulares, las series convergen en las normas
de los espacios de Hilbert X' y ), segtin corresponda). Las expresiones (1.14) y (1.15)
se denominan “expansion en valores singulares” (de K y K*, respectivamente) y son
los analogos en dimension infinita de la descomposicién en valores singulares de una
maftriz.

El rango del operador K tiene dimension finita si y solo si K tiene un nimero
finito de valores singulares. Por ejemplo, el operador integral definido por (1.10) donde
) C R? es un conjunto compacto y medible Jordan con medida positiva y el niicleo
k€ L*(Q x Q), tiene rango de dimension finita si y solo si k es degenerado, es decir, si

se puede escribir como

k(s,t) = Z oi(s)i(t), st e, (1.16)

conn € Ny ¢;,1; € L*(Q). Se puede probar ademéas que Ran(K) es cerrado si y s6lo si
tiene dimension finita, lo cual junto con la Proposicion 1.2 implica el siguiente resultado,

de particular relevancia en el contexto del estudio de problemas mal condicionados.
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Proposicién 1.6. Sea K : X — Y un operador lineal compacto, con dim(Ran(K)) =

0. Entonces KT es un operador lineal cerrado no acotado (i.e. no continuo) densamente

definido.

Luego, para un operador lineal compacto con rango no cerrado (por ejemplo para
un operador integral del tipo (1.10) con un nicleo en L? no degenerado) la mejor
solucion aproximada de Kx = y no depende continuamente del dato y, y por lo tanto,
la ecuacion es mal condicionada.

Usando el sistema singular asociado a un operador compacto se puede hallar una
representacion en serie de la inversa generalizada de Moore-Penrose de dicho operador.

En efecto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Sea K un operador lineal compacto con sistema singular {(o,; w,, v,)},

y € V. Entonces,

i)

oo 2
y € Dom(KT) <> M < 0. (1.17)
n=1 Tn
i) Para y € Dom(KT),
Kly=3%" Yson), (1.18)

n=1 n

Es importante notar que la primera parte de este Teorema provee una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de una mejor solucién aproximada, conocida
como criterio de Picard: existe una mejor solucion aproximada de Kx = y si y s6lo si
los coeficientes de Fourier generalizados (y, v,) de Qy € Ran(K) con respecto a las fun-
ciones singulares v,, decrecen suficientemente rapido respecto de los valores singulares
On.-

Nos preguntamos ahora qué puede ocurrir con respecto a la estabilidad de la so-

lucion. La descomposicion en valores singulares (1.18) de la inversa generalizada de

Moore-Penrose de K, permite ver como los errores en el dato y afectan a la mejor
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solucién aproximada KTy. Las componentes del error (con respecto a la base {v,})
que correspondan a valores singulares grandes (valores de n pequenos) son inofensivas,
mientras que las correspondientes a valores singulares o,, pequetios (valores de n gran-
des) se amplifican por un factor 1/0, y por ello son peligrosas. Si dim(Ran(K)) < oo,
en cuyo caso Ran(K) es cerrado y KT es acotado, s6lo hay un niimero finito de valores
singulares y estos factores de amplificacion al menos estéan acotados (aunque atn asi
podrian ser muy grandes). Sin embargo, si dim(Ran(K)) = oo entonces 7}11200” =0
y un error en el dato de un tamano fijo se puede amplificar por un factor arbitra-
riamente grande (pues 1/0, crece sin cota). Por ejemplo, si ys, = y + dv,, entonces
lysn — y|| = |6] y sin embargo de (1.18) se sigue que
(6vp, vn) 0

KT?/ - KTy(SJL =7 Up = —— Up,
On On

por lo que

) n—00
&ty — Kys, || = O s
On

Luego, un error en el dato de magnitud |§| produce un error de magnitud % en la
solucion. Claramente, la inestabilidad es mas severa cuanto mas rapido decrecen a cero
los valores singulares. La velocidad con la cual o, tiende a cero permite cuantificar
el grado de mal condicionamiento del problema Kz = y. Asi, si 0, = O(n™%) para
algin a > 0 se dice que el problema es “débilmente mal condicionado” y “severamente
mal condicionado” en otro caso. Por ejemplo si o, = O(e "), entonces decimos que el

problema es severamente mal condicionado.

A continuacion presentamos un ejemplo asociado a un problema en conduccion
de calor que nos permitird visualizar de mejor manera las definiciones y conceptos

precedentes.
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1.2.1. Ejemplo: La ecuacién del calor hacia atras en el tiempo

Los problemas “directos” en conducciéon de calor son los problemas clésicos que con-
sisten en calcular la evolucion temporal o la distribucién espacial, en un cierto tiempo
final prefijado, de la temperatura de un cuerpo dados los parametros térmicos, la distri-
bucioén inicial de la temperatura del mismo y las condiciones de frontera. Es bien sabido
que todos estos problemas, bajo condiciones bien generales, son bien condicionados en
el sentido de Hadamard.

Plantearemos a continuacién un problema inverso conocido como ecuacion del calor
hacia atrds en el tiempo (“backwards heat equation”), el cual nos conducird a una
ecuacion integral de primera clase con un operador integral compacto. Por simplicidad,
consideraremos sélo el caso unidimensional. Supongamos que u(z,t) es solucion de la

ecuacion de difusion en un sélido unidimensional homogéneo Q = [0, 7],

0%u du
@(:c,t) = E(aj,t), rel0,n], t >0, (1.19)
con condiciones de borde de tipo Dirichlet homogéneas:

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0, (1.20)

de modo que u(x,t) denota la temperatura del punto = en el instante de tiempo ft.

Nuestro problema consiste en, dada la temperatura final en t =T

g(x) =u(z,T), v €0,7], (1.21)
con ¢g(0) = g(m) = 0, determinar la temperatura inicial

f(x) =u(x,0), x € [0,7]. (1.22)

Usando la técnica usual de separacion de variables se obtiene inmediatamente que

la solucion del problema directo (1.19), (1.20), (1.22) esta dada por

u(z,t) = 2 i e ""'sen(nx) /ﬂ f(r)sen(nt)dr, z € [0,7], t > 0.
i n=1 0
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Luego, se deduce de (1.21) que

g(x) = /O7r k(x,7)f(T)dr, (1.23)
donde
L 2= _o2p
k(z,7) = - Z e ""“sen(nT)sen(nz).

Definiendo el operador integral

K :L*0,7] — L*0,n]

[0 = (K@) = / " k(o) () dr, (1.24)

se tiene entonces que el problema inverso consiste en resolver la ecuaciéon integral de
primera clase (1.23), es decir,

Kf=g. (1.25)

Como [0, 7] es compacto y k(z,7) € L*([0,n] x [0,7]) resulta que el operador K es
compacto (ver 1.10). Ademés, puesto que k(z,7) es no degenerado (ver (1.16)), el
problema inverso (1.25) es en efecto mal condicionado, a pesar de que en este caso

K es inyectivo. Dado que K es ademas autoadjunto, el sistema singular asociado al

{ (e_"2T; \/gsen(nx), @sen(nw)) } .

Sea g, = \/7 fo 7)sen(nT) dr el n-ésimo coeficiente de Fourier generalizado del

operador K es

dato g. Segin el criterio de Picard (1.17), este problema inverso tiene solucion si y solo

si

- ‘gn|2 - n2
Z (em°T)2 - 262 Hlgnl® < o0, (1.26)
n=1 n=1

y en tal caso, la solucion esta dada por

2 [e.e]
:\/j E "1 g, sen(nz). (1.27)
7r
n=1
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De (1.26) y (1.27) se puede observar que este problema es severamente mal condicio-
nado: existe solucion solo para los datos g tales que sus coeficientes de Fourier {g,}

2 .
T es decir para datos muy suaves. Por otra parte,

tienden a cero mas rapido que e~
un error en el n-ésimo coeficiente de Fourier de g es amplificado por un factor e’ T, Asf
por ejemplo, si 7 = 1, un error del orden de 1072 en el sexto coeficiente de Fourier
del dato (lo cual dificilmente podria lograrse en un problema practico) resultaria en un
error del orden de 103 en el sexto coeficiente de Fourier de la solucién, lo cual resultaria
inaceptable desde todo punto de vista. Aqui queda claramente de manifiesto el fuerte
mal condicionamiento del problema. No es valido pedir més de cuatro coeficientes de
Fourier de la soluciéon del problema inverso si se ha de concebir, como sucede siempre
en la practica, la existencia de errores en los datos, aunque estos puedan en princi-
pio considerarse despreciables. Como veremos en el Capitulo 8, cualquier intento por
resolver numéricamente este problema con métodos tradicionales resultard entonces
infructuoso, atin en el hipotético caso en que g se conozca en forma exacta. Los errores

introducidos por la necesidad de discretizacion y los errores numeéricos de redondeo,

son suficientes para hacer inestable cualquier método clasico de aproximacion.

1.3. Teoria espectral y calculo funcional

Como veremos en el Capitulo 3 la teoria espectral de operadores en espacios de
Hilbert y el calculo funcional proveen un solido andamiaje matematico para el desarrollo
de la teoria de regularizacion de problemas inversos mal condicionados en un contexto
bastante general. En esta seccion se presentardn algunos conceptos y resultados basicos
cuyas demostraciones pueden encontrarse por ejemplo en [4] y [24]. Para un tratamiento

exhaustivo véase el volumen 3 del libro de Dautray y Lions ([10]).
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Para la construccion de ciertos métodos de regularizacion necesitaremos previamen-
te la nocion de “funcion de un operador autoadjunto”. En primer lugar, estudiaremos el
caso de operadores lineales autoadjuntos compactos y luego, el de operadores lineales
autoadjuntos en general (posiblemente no acotados).

Sea {(oy; un, vy,)} el sistema singular asociado al operador lineal compacto K. Como
{(0?%;u,)} es un autosistema asociado al operador compacto autoadjunto K* K, se sigue
de (1.11) que

K"Kz = Zcri (T, up) up, VreX. (1.28)

A continuacion definimos el concepto de “familia espectral”. Denotamos con L£(X,))

al espacio de los operadores lineales y continuos de X en ).

Definicion 1.8. Sean K € L(X,Y) compacto y {(0,;u,,v,)} el sistema singular

asociado a K. Para A € Ry z € X, definimos

> {x,up) U, si A <0
By ={ ™o (1.29)
> (z,up)u, + Px, siA>0,
n: o2 <A\

donde P es la proyeccion ortogonal de X' sobre N(K*K). El operador E es la pro-

yeccion ortogonal sobre X\ = span{u, :n € N;o2 <A} (+N(K*K), si A > 0). La
coleccion de proyecciones { £y} cr se denomina familia espectral de K*K o resolucidn

de la identidad asociada a K*K.

La proyeccion P se agrega en (1.29) s6lo cuando A > 0 con el objeto de contemplar el
caso en que 0 es autovalor de K*K. Caso contrario, N(K*K) = {0} y P es el operador
nulo. Se sigue de esta definicion que F) “trunca” la expansion en valores singulares de
x ya que s6lo se consideran los autovalores de K*K menores que \. Es fécil verificar
que la funcion A — FE, toma valores en L(X), el espacio de los operadores lineales y

continuos de X en X, y satisface las siguientes propiedades:
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» E) =0 (operador nulo) para A < 0, pues 62 > 0 para todo n.

» E) = I (operador identidad) para A > o, pues {u,} expande Ran(K*K) y si
A > o}, entonces Xy = Ran(K*K)+ N(K*K) = X.

= El mapeo A — F) es mond6tono no decreciente en el sentido de las formas cua-

draticas; es decir, para A < py x € X, (E\z,z) < (E,x,x).

» F) es “constante” por tramos y tiene “saltos” en A = 2 (y en A = 0 si y s6lo si 0
es un autovalor de K*K) de “altura”

S =D () (1.30)

s o2—
n: o=\

2

es decir, el “salto” de E\ en A = o es igual a la proyeccion ortogonal sobre el

autoespacio generado por A\ = o2,

Recordemos ahora que la integral de Riemann-Stieltjes con respecto a una funcion
F constante por tramos resulta en la suma de los valores del integrando evaluado en los
puntos de salto de F', multiplicados por la altura de tales saltos. Por ello, teniendo en
cuenta (1.30) se tiene que (1.28) puede verse como la integral de Riemann-Stieltjes de
la funcion identidad “con respecto a E\”. Luego, se puede probar que son validos casi
todos los resultados mas importantes de la teoria de integracion tales como integracion
por partes, Teorema de la Convergencia Dominada, etc. (ver [26]). Esto motiva las
siguientes notaciones, donde x,w € X y f es una funcién continua por tramos que no

tiene discontinuidades en los autovalores de K* K, es decir, donde F, tiene saltos:

—+00

fO\) dExz = Zf (T, Up) U, (1.31)

/+OO f(\) d{Exx,w) = Zf (@, Up) (Up, w) (1.32)

[e o]

[ i disal® = Zf ) Iz, )l (1.33)

o0
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Es suficiente tomar como extremos inferior y superior de integracion 0 y ||K|* + ¢,
respectivamente, para cualquier ¢ > 0 (pues 07 = |[K*K| = || K|*). Por ello, es
suficiente con que f esté definida y sea continua por tramos solo en [0, || K> + €]

K|+ ..
0” I . Asimismo

para algtin € > 0. Para enfatizar este hecho utilizaremos a menudo
algunas veces omitiremos los extremos de integraciéon cuando se integre sobre todo R.

Observar que para la funcion identidad, f = id, la ecuacion (1.31) se reduce a

/A dE\x = Zai (T, Up) U,

n=1

y por lo tanto en virtud de (1.11), [ A dEy = K*K. Esto se puede escribir como
/id()\) dE, = id(K*K),
lo cual motiva la siguiente definicion:

Definicién 1.9. Una funcién continua por tramos f de un operador autoadjunto com-

pacto K*K se define como

P K) = [ FOE = 3 £(02) () (1.34)

Es importante observar que f(K*K) también es un operador lineal, continuo y au-
toadjunto sobre X'. En particular, si f es un polinomio p(\) = Z?:o a;N, entonces
p(K*K) = 377 ja;(K*K)’. Si una sucesion de polinomios {p,} converge uniforme-
mente a f, entonces para todo x € X, la sucesion {p,(K*K)x} converge a f(K*K)zx.

Luego, se puede probar que para cualquier funciéon continua por tramos f se tiene la

siguiente identidad que utilizaremos en repetidas oportunidades mas adelante:
f(K*K)K* = K" f(KK™), (1.35)

donde f(KK*) se define andlogamente a f(K*K) usando la familia espectral F) aso-
ciada a K K*, definida para A € R,y € ) por

Z <y7 Un> Un7 Si )‘ S 07
F)\y - n: o2<A (136)
> W) vn+ (I =Qy, siA>0,

n: 62 <A
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donde (I — Q) es la proyeccion ortogonal sobre N(KK*) = Ran(KK*)*.

Usando (1.32) y (1.33) es facil ver que para z,w € X se tiene que

(f(K*K)x,w) = /f()\) d (Ey\z,w) (1.37)

£ Kl = [ £ d | Bsa* (139

de lo cual se sigue inmediatamente que

IF(KTE) < sup  [F(N)] (1.39)
Ael0. K]
y
IF(KTK)K | < sup VAIF(N)]. (1.40)
A K]

Debido a que estos resultados se deducen facilmente a partir de las respectivas
expansiones en valores singulares (1.31)-(1.33), el uso de “integrales con respecto a una
familia espectral” para el caso de operadores compactos es simplemente una notacion
muy conveniente. Sin embargo, sirve ademés como motivaciéon para introducir el caso
més general que trataremos a continuacion.

En la Definiciéon 1.8 introdujimos el concepto de “familia espectral asociada al ope-
rador K*K”. A continuacion definiremos familias espectrales generales en espacios de
Hilbert y veremos luego que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de
familias espectrales en un espacio de Hilbert X’ y el conjunto de operadores lineales

autoadjuntos sobre X.

Definicién 1.10. Una familia { £} \cr de proyecciones ortogonales en X' se denomina
“familia espectral” o “resolucion de la identidad” si satisface las siguientes condiciones:
i) ExE, = Enmiapuy, Para A, pu € R,
ii) B oo =0, Eyoo = I, donde Eiox = limy ..., Fy\x para todo x € X,

iii) Ex- = E), donde E\-x = lim._,¢+ E)_.z para todo = € X.
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Al igual que en (1.31) es posible definir una integral con respecto a una familia

espectral arbitraria { ) }aer-

Proposicion 1.11. Sean {E\}ier una familia espectral sobre X, f : R — R una

funcion continua y x € X. Entonces es posible definir para todos a,b € R la integral

/a ’ FO\) dE\x

como el limite de la suma de Riemann

Z f(gl)(E)\z - EAi—l)xv

donde a =X < ... < Ay =, & € (A\i_1, \i] cuando 1I£l§i<X [Ai — Xiz1| — 0.

Las correspondientes integrales impropias, si existen, se definen a partir de estas

integrales definidas en la forma usual:

Definicion 1.12. Sean {E) } cg una familia espectral sobre X, f : R — R una funcién
continua y x € X, la integral fj;o f(A) dE\z se define como el limite en X, si existe,

de fabf()\) dEyz cuando a — —o00 y b — +00.

Puesto que la condiciéon i) de la Definicién 1.10 implica que (E\z,z) < (E,x, )
para A < u y para todo x € X, se sigue que la funcion A\ — (Eyz,z) = ||Eyz|®
(para x € X fijo) es monotona no decreciente. Ademaés, dicha funcion es continua por
izquierda en virtud de la condicion iii). Luego, esta funcion define una medida sobre
R que denotamos con d ||Exz||]” y a la que nos referiremos como “medida generada por
la familia espectral F, para x € X”. La siguiente proposicion provee una condicidén
necesaria y suficiente para la existencia de la integral [ f(\) dE\z en términos de una

integral con respecto a la medida d ||Exz|”.

Proposiciéon 1.13. Sean {E)\}ier una familia espectral sobre X, f : R — R una

funcion continua y x € X. Entonces

/ ) dB

[e.e]
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existe si y solo si
+oo

P2 d | Bxe|” < oc.

Ahora veremos la conexion que existe entre familias espectrales y operadores lineales
autoadjuntos (no necesariamente compactos) definidos en un espacio de Hilbert. Si A
es un operador lineal autoadjunto en X', existe una tinica familia espectral que se puede
utilizar para representar A y funciones del operador A como integrales con respecto a

dicha familia espectral. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.14. Sea A un operador lineal autoajunto sobre X. Entonces eziste una

unica familia espectral {E)\} er tal que

+oo
Dom(A) = {SL’ € X: / A d||Eaz|? < oo}

Y
—+oco
Ax = / A dE\z, Yz € Dom(A). (1.41)
Simbdlicamente escribimos
+o0o
A= / A dE,.

La familia espectral de la proposicion anterior se denomina “familia espectral de
A” y nos referiremos a (1.41) como la “descomposicion ¢ representacion espectral de
A”. Denotemos con M, al conjunto de funciones medibles con respecto a la medida
d||Exz|” para todo z € X. A continuacion definiremos funciones de un operador

autoadjunto.

Definiciéon 1.15. Sea A un operador autoadjunto en X con familia espectral { F)}er

y f € M. Se define el operador f(A) mediante

+oo
Dom(f(A)) = {ZE eX: 2\ d||Exz|)? < oo}

—00

y para x € Dom(f(A)),
+oo

f(A)x = f(X) dEx.

— 00
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Observar que M, contiene, en particular, a todas las funciones continuas por tra-
mos. A continuacién presentamos algunas propiedades de las funciones de operadores

autoadjuntos.

Proposiciéon 1.16. Sean A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert X
con familia espectral {E\} y f, g € Mo.
i) Six € Dom(f(A)) y z € Dom(g(A)), entonces
+o0

(f(A)z, g(A)z) = FNgA) d(Exe, z) .

— 00

ii) Sixz € Dom(f(A)), entonces f(A)x € Dom(g(A)) siy sdlo sixz € Dom((gf)(A)).

Ademds, en tal caso
g(A)f(A)z = (gf)(A)z.

iii) Si Dom(f(A)) es denso en X entonces f(A) es también un operador autoad-
Junto.

iv) El operador f(A) conmuta con E\ para todo A € R.

El siguiente resultado muestra una relacion entre la familia espectral {E)} de un

operador autoadjunto A y su espectro o(A).

Proposicion 1.17. Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert X con
familia espectral {E\}. Entonces

i) Mo € 0(A) siy sdlo si B\, # Exg+e para todo € > 0.

ii) Ao es un autovalor de A si y solo si E,, # Eyy = ll_% Ey\y+c- En tal caso el

correspondiente autoespacio estd dado por (Ey+ — Ey,)(X).

Observar que ii) coincide con lo visto anteriormente para el caso en que A es
compacto ademas de autoadjunto, en el sentido que el autoespacio correspondiente al

autovalor o2 estaba dado por la “altura” del “salto” de E) en A\ = 2.
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En el caso particular en que A es un operador autoadjunto estrictamente positivo

que satisface
(Az,z) >~ |z||” para todo z € Dom(A) y para algin v > 0,

entonces para todo f € M se tiene que
+o00 +o0o
f(A) dE\x = f(A) dE\x.

- g
Luego, es suficiente con que la funcion f esté definida solo en el intervalo [y, 00).
Finalmente, si T : X — ) es un operador lineal acotado y A = T*T, entonces para

toda f € M,

+00 [T)%+e

712+
FO\) dEyz = /O () dBxz = lim 0 F(\) dEyz.

Luego, la funcion f se puede restringir al intervalo [0, ||T||* + €] para cualquier & > 0.
Asi, resulta que las identidades (1.35), (1.37) y (1.38) y las desigualdades (1.39) y (1.40)
siguen siendo validas si se sustituye K*K por T*T. Ademaés, es una consecuencia inme-

diata de (1.38) y de la desigualdad de Holder que se satisface la siguiente “desigualdad

de interpolacion’”:

(T*T) 2| < |(T*T)%|7 ||z||'"% , para todo ¢ > r > 0. (1.42)



Capitulo 2

Operadores de regularizacion

Regularizar un problema mal condicionado significa, esencialmente, aproximarlo
por una sucesion de problemas bien condicionados. En la Seccion 2.1 introduciremos el
concepto de “regularizacion” en forma rigurosa y presentaremos algunas de sus propie-
dades bésicas. En la Seccion 2.2 definiremos los distintos tipos de error que surgen al
regularizar un problema inverso, estudiaremos la nocién de “optimalidad” de un méto-
do de regularizacion y analizaremos los posibles 6rdenes de convergencia que se pueden
obtener bajo distintos supuestos de suavidad de la mejor soluciéon aproximada zf (6
del dato exacto y). En la Seccion 2.3 introduciremos los métodos de regularizacion por
proyeccion. En particular, estudiaremos en detalle el método de minimos cuadrados y
el de minimos cuadrados dual. Finalmente, en la Seccién 2.4 presentaremos el método

de la inversa aproximada, propuesto por A. K. Louis y P. Maass en 1990 ([40]).

2.1. Definiciones y resultados basicos

Dado el problema planteado en (1.1) nos interesa hallar la mejor solucion aproxima-
da (a la que nos referiremos como la “solucion exacta”) z = Ty para un dato especifico

y. En aplicaciones concretas, el dato proviene en general de mediciones y por ello no es

35
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posible conocerlo de manera exacta. Lo que se conoce es un “dato aproximado” o “dato
con ruido” y° tal que Hy — y5H < 9, donde ¢ es el nivel de ruido asociado a los errores de
medicion. En el caso mal condicionado, Ty’ (si existe) puede no ser una buena apro-
ximacion de 7Ty debido a que el operador T no es continuo. Es importante observar
ademés que T'Ty° puede no existir debido a que en este caso Dom(T") es un subespacio
propio de ). Por estos motivos, lo que se intenta es hallar una aproximacion 2% de T
que tenga dependencia continua de y° para que se pueda aproximar de manera estable,
y de modo que converja a la soluciéon exacta z! cuando el nivel de ruido tienda a cero
y el parametro de regularizacion « se elija “adecuadamente”. La construccion de estas
aproximaciones z’, generalmente involucra al operador T (excepto cuando Hy‘SH < 0,
es decir, cuando el nivel de ruido es mayor que la magnitud de la senal, en cuyo caso
bien puede tomarse 2% = 0, independientemente del operador T)). Por ello tiene mas
sentido considerar (1.1) como una familia de ecuaciones para cada y € Ran(T) (si se
supone alcanzabilidad), o para cada y € Dom(T"), y no sélo como una ecuaciéon para
un dato y especifico. Hablaremos entonces de regularizar dicha familia de ecuaciones
o de regularizar el operador solucion 7.

Una regularizacion de T consiste, esencialmente, en aproximar el operador no aco-
tado T por una familia paramétrica de operadores continuos { R, }. Luego, dados R, y
y°, 20 = R,y° es una aproximacion de x' que se puede calcular de manera estable. Un
requerimiento para «, al que nos referiremos como el “pardmetro de regularizacion”, es
que si el nivel de ruido tiende a cero entonces la “solucion regularizada” x° debe con-
verger a z'. Por lo tanto, tal “regla de eleccion del parametro” o debera estar vinculada
con & y/o 4° o con alguna informacién especifica de la que se disponga acerca del dato
exacto y, como por ejemplo sus propiedades de regularidad. El parametro o, o mas
precisamente la regla de eleccion del parametro «, dependera entonces de la ecuacion

especifica (1.1).
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Definicion 2.1. Para a € (0,ap) con ag € (0,+00], sea R, : Y — X un operador
continuo (no necesariamente lineal). Decimos que la familia { R, }ac(0,a0) €8 Una familia
de operadores de regularizacion para TT, si para todo y € D(TT), existe una regla de

eleccion del pardmetro a = (6, %°) tal que

i R, S _Thy|| =o. 2.1
gimsup [ Regaryy” =TT (2:1)
llvo-vli<s

Aqui, la “regla de eleccion del pardmetro” « es una funcion « : RT x Y — (0, ap) tal

que
lim sup «(d,y°) = 0. 2.2
s, sup (6,9°) (2.2)
llvo-vll<s

Para un y € Dom(TT) especifico, si se satisfacen (2.1) y (2.2), entonces el par

({Ra}, a(6,9%)) se denomina método de reqularizacion (convergente) para resolver (1.1).

Asi, un método de regularizacion consiste en una familia de operadores de regu-
larizacion y una regla de eleccion del parametro. Es convergente en el sentido que, si
el parametro de regularizacion se elige de acuerdo a esa regla, entonces las soluciones
regularizadas convergen a z' a medida que el nivel de ruido tiende a cero. Observar
que esto es asi para cualquier coleccién de datos y° compatible con el nivel de ruido y
por eso constituye un concepto de convergencia en “peor situacion”.

Es importante notar que una familia de operadores de regularizacion { R, } se define
para T (i.e. para nuestro “modelo”), mientras que una regla de elecciéon del parametro
a se define para un dato y fijo, es decir para una ecuacion especifica. Existen dos
tipos de reglas de eleccion del parametro. Si a depende sélo de § ¥ no de v, es decir,
a = a(0), entonces se la denomina regla de eleccion del parametro a-priori (puesto que
puede definirse “antes” de la obtencion del dato 3°). De otra manera, diremos que a es
una regla de eleccion del parametro a-posteriori.

Es natural preguntarse si existen reglas de eleccion del parametro que dependan sélo

de y° y no del nivel de ruido (es decir, que sean “puramente a-posterior:”). El siguiente



38 Cap. 2 Operadores de regularizacién

teorema debido a A. B. Bakushinskii ([6]) muestra que tales reglas no pueden ser parte

de métodos de regularizacion convergentes para un problema mal condicionado.

Teorema 2.2. Sean X, Y espacios de Hilbert y T : X — Y un operador lineal y
acotado. Supongamos que existen una familia de operadores de reqularizacion {Ry}
para Tt y una regla de eleccion del pardmetro o que depende de y° pero no de 8, tal
que el método ({Ry}, a(y®)) es convergente para todo y € Dom(T"). Entonces, T es

acotado (y en consecuencia el problema (1.1) es bien condicionado).

Demostracion. Sean {R,} una familia de operadores de regularizacién para TT y o =
a(y°) una regla de eleccion del pardmetro tal que ({R,},a(y’)) es convergente para

todo y € Dom(T"). De (2.1) se sigue entonces que

1f R .5y’ — Tyl =0, 2.3
Jim - sup [Ragoyy” = Ty (2:3)
llv®—yll<s

de lo cual resulta que Ry )y = TTy para todo y € Dom(T"). Luego, para cualquier
sucesion {y,} C Dom(TT) que converja a y € Dom(T"), se tiene en virtud de (2.3) que
Ty, = Ra(yyyn — Ty y por lo tanto, T es continuo (i.e. acotado) sobre Dom(T'),

como queriamos probar. |

Es importante notar que el resultado anterior no dice que si 7" no es acotado, las
reglas de eleccion del parametro que no dependan de ¢, es decir, “libres de error” no
puedan tener un buen comportamiento para niveles de ruido d pequenos. Presentaremos
algunas de tales reglas de eleccion del parametro heuristicas en el Capitulo 4.

La siguiente proposicion permite afirmar que se pueden construir operadores de
regularizacion como aproximaciones puntuales de la inversa generalizada de Moore-
Penrose de T. Dada la importancia de este resultado incluimos la demostracion del

mismo.
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Proposicion 2.3. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)Y) y R, un operador con-
tinuo (posiblemente no lineal) para todo o > 0. Si R,y — Ty para todo y € Dom(TT)
cuando o« — 0T, entonces {R,} es una familia de operadores de regqularizacion para
Tt. En este caso, para cada y € Dom(T") existe una regla de eleccion del pardme-
tro a-priori a(9) tal que ({Ry}, a(0)) es un método de regularizacion convergente para

resolver Tz = y.

Demostracion. Sea y € Dom(T") arbitrario pero fijo. Por hipotesis, lim Roy = Tty.
a—0

Entonces dado € > 0 existe 7 > 0 tal que si 0 < o < 7y se verifica que

| Ray = Tty] < <. (2.4)

La regla de eleccion del parametro « se construird como la composicion de dos funciones
oy p~!, como veremos a continuacion. En primer lugar, veamos que existe una funcion

estrictamente monotona creciente o : Rt — R* con 1im o(¢) = 0 tal que para cada

e—07t
e >0,
| Royy = T]| < 5. (2.5)
Definimos para € > 0, o(¢) = (1 —e7¢) (¢g), donde
0(g) = sup {a € (0,a0) : [|[Ray — TTy|| < %} : (2.6)

Se deduce de (2.4) que 6(¢) # —oo para todo € > 0. Puesto que so6lo interesa el
comportamiento de a en un entorno a la derecha de cero es posible suponer que oy <
+00, de lo cual resulta que () < ap < +oo para todo ¢ > 0 y en consecuencia
elirélJra(&?) = 0. Ademaés, puesto que por definicion o(g) < 0(¢g), (2.5) se sigue de (2.6).
Por ultimo, es facil verificar que o es una funcion estrictamente creciente.

Para ¢ > 0 fijo, se tiene por hipétesis que R, es un operador continuo. Luego,

dado € > 0 existe p = p(&) > 0 tal que si ||z — y|| < p entonces

[Rote)2 = Roey| < (2.7)

€
5
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Veamos ahora que esto define una funcion p : RT — R estrictamente creciente,

continua y con h’m+p(é) = 0. Para & > 0, definimos u(&) = (1 — e™°) A(€), donde
E—0

A(E) = sup {p >0: |z =yl < p=||Ree)z — Roeyy|| < %} : (2.8)
Se deduce de (2.7) que A(£) # —oo. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que
A(€) < 400 para todo &€ > 0. En efecto, si Ry es lineal y A(€) = +oo para algin
€ > 0, entonces se puede ver facilmente que I, es el operador nulo, el cual carece de
interés a efectos de regularizar 7. Por otra parte, si Rs(e) es no lineal, es posible que
A(€) = 400 para algin € > 0 (por ejemplo si Ryo)y = TR 2). En dicho caso se
puede suponer que existe &g tal que A\(&y) < 400 (si A(§) = +oo para todo € > 0, se
redefine A(€) = £) y que \ es acotada (si no lo es, se redefine como (&) = \(¢y) para
todo € > &;). Asi, A y u son funciones a valores en R*. Si R, es lineal y A no es
acotada, se puede redefinir, andlogamente a lo realizado para el caso no lineal, de tal
manera que lo sea. Luego, es posible suponer que A y en consecuencia pu son funciones
acotadas. Es facil probar que u es estrictamente creciente y que él_f)ré1+ u(€) = 0.
Puesto que p es una funciéon mondtona y acotada, tiene una cantidad a lo sumo

numerable de puntos de discontinuidad. Denotemos con s(£) a la “componente discreta

de p”, esto es

@)= 3 () - pl). (2.9)

O<a<é
Notar que como p es acotada y los puntos de discontinuidad son numerables la expre-

sion en el lado derecho de (2.9) es o bien una suma finita o bien una serie convergen-
te. Entonces p(&) = pu(€) — s(€) es una funciéon continua, estrictamente creciente con
~h’rél+p(<>§) = 0. Como p(&) < u(é) y u(é) < A(€), resulta que p(¢) < A(€), lo cual junto
E—>

con (2.8) permite afirmar que para todo £ > 0

Iz = yll < p(€) = ||Roe)2 — Roeyy]| < 5- (2.10)

NSENON

A partir de ahora consideramos el caso particular € = ¢. Se sigue de las propiedades

de p que existe la funcion inversa p~! : Ran(p) — R* tal que p~!(§) = . Dicha funciéon
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1

es estrictamente creciente, continua y lim p~!(d) = 0. Es posible extender p~! a todo

6—07+
R* y asi definir
a:RY — RT

0 — ol(p'(9)).

Se deduce inmediatamente de las propiedades de o y p~! que a es mono6tona creciente

y que élirria(é) = 0. Ademas, para todo ¢ > 0 existe § > 0, § = p(e), tal que si
—0

Hy5 — yH < 4, entonces

£

9 — &

| Ratoy® = Tt|| < || Baiory” = Raoyy | + [ Raory = T'y]| < 5 +

donde la ultima desigualdad se sigue de (2.5) y (2.7) con é = ¢ y del hecho que
a(0) = a(p(e)) = o(e). Luego, se satisfacen (2.1) y (2.2) y asi, el método ({R.}, a(9))
es un método de regularizacion convergente y la funcion «(d) define una regla de

eleccion del pardmetro a-priori, como queriamos probar. |

Observaciéon 2.4. El reciproco de la proposicion anterior vale en el siguiente sentido:
si ({Ra},@(d,y)) es un método de regularizacion convergente, entonces se deduce de
(2.1) que

i Ry =TTy (2.11)
para todo y € Dom(T"). Si « es continua como funcion de § en un entorno a la
derecha de § = 0, (2.11) implica que Uli%l+R"y = TTy, en caso contrario ésto vale
tnicamente cuando o tiende a 0" tomando valores sobre el rango de la regla de eleccion

del parametro a.

Asi, las regularizaciones son aproximaciones puntuales de la inversa generalizada
de Moore-Penrose de T'. Si {R,} es una familia de operadores lineales uniformemente
acotada y si Ran(T) no es cerrado, entonces no puede ocurrir que R, converja a T
en la norma del operador, pues en tal caso T resultaria acotado, lo cual contradice la

Proposicion 1.2.
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Por otra parte, si los R, son lineales y Ran(T') no es cerrado, entonces
|Ra|| — +o0  cuando a — 0. (2.12)
Por el principio de acotacion uniforme, esto implica que debe existir y € Y tal que
|Roy|| — +o0 cuando a — 0. (2.13)

La siguiente proposicion permite afirmar que, bajo una condicién adicional razonable,

el conjunto donde vale (2.13) es precisamente el complemento de Dom(T").

Proposicion 2.5. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), {Ra} una familia de

operadores de regularizacion lineales, y € YV y xo = Ryy. Entonces
2o — Ty cuando o — 07 Yy € Dom(T"). (2.14)
Ademds si suIO) |TR.|| < oo, entonces
a>
|2o]| — +00  cuando o — 0T Yy ¢ Dom(T"). (2.15)
Los limites en (2.14) y (2.15) deben ser entendidos como se explicé en la Observacion
2.4.
Demostracién. Ver [12], Proposicion 3.6. |
En el siguiente resultado se caracterizan las reglas de eleccion del parametro a-priori
que originan métodos de regularizacién convergentes.

Proposicion 2.6. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,)) y {R.} una familia de
operadores de regularizacion lineales; para y € Dom(T") sea o : RT — RY una regla de
eleccion del pardmetro a-priori. Entonces ({R,}, a(d)) es un método de regularizacion

convergente si y solo si

61_1)%1&(5) =0 (2.16)
y
Ifm 6 || Rags) || = 0. (2.17)

6—0t
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Demostracion. Ver [12], Proposicion 3.7. |

Observar que de (2.12) y (2.16) se sigue que ||Ras)| — oo cuando § — 07, pero la
condicion (2.17) implica que esta convergencia debe ser mas lenta que la del nivel de

ruido 4 a cero.

2.2. Ordenes de convergencia

Cuando se habla acerca de la tasa de convergencia de un método de regularizacion
({Ra}, ) se puede pensar en la tasa con la cual tiende a cero el error de reqularizacion

o error de aprorimacion

(e = Thy|| = [ = 2] (2.18)

cuando &« — 0T, o en la tasa con la cual tiende a cero el error total (que surge de

comparar la solucion regularizada con la solucion exacta)

| Basao® =T = [ahsm = o' (2.19)

cuando § — 0F (donde ||y’ — y|| < 8). La tasa de convergencia a cero de (2.18) depende
del operador de regularizacion R, y del dato exacto y, pues el error de regularizacion
es independiente del ruido. Solo la tasa de convergencia a cero de (2.19) depende de la

regla de eleccion del parametro. Sin embargo, ambas tasas estian relacionadas puesto

|

_ 0
La(sy) xa(&y‘;)

que

Tatsyt) ‘UTH < [|2agye) — 2| + ‘ Ta(sy%) ~ Tagy)|| (2.20)

El término ’ = HRa(&ya)(y — y‘s)H es el error asociado al ruido y
corresponde a la propagacion del error en los datos. Notar que este término es cero si
0 = 0. En el Capitulo 3 estudiaremos cotas para este tipo de error para una clase de

métodos de regularizacion llamados espectrales.
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— — — Error asociado al ruido
— - — - Error de regularizacion
Error total

Figura 2.1: Error de regularizacién, error asociado al ruido y error total vs. parametro
de regularizacién « para 0 fijo.

En la Figura 2.1 se muestra el comportamiento tipico de cada uno de los dos tipos
de error con respecto al parametro de regularizaciéon « para un nivel de ruido ¢ fijo.
Mientras que el error de regularizacion tiende a cero cuando o — 0%, como veremos
en el Capitulo 3, el error asociado al ruido crece. El pardmetro de regularizacién debe
entonces elegirse apropiadamente, de modo de hallar un equilibrio entre las contribu-
ciones de ambos errores. En el Capitulo 4 estudiaremos distintas reglas de eleccion del

pardmetro que nos permitiran alcanzar este equilibrio.

Si R,, convergiese a T en la norma del operador (ya sabemos que esto no es posible),
entonces como ||z, — zf|| < [|[R, — T|| ||ly|, se podria encontrar una tasa uniforme en
y para la convergencia a cero del error de regularizacion (2.18). Sin embargo, veremos
mas adelante que para problemas mal condicionados nunca es posible obtener una tasa
de convergencia uniforme. Las tasas de convergencia 6ptimas para métodos de regulari-

zacion bajo supuestos sobre la solucion (o equivalentemente sobre el dato exacto) estan
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muy relacionados con el “médulo de continuidad” de T sobre subconjuntos definidos

por tales supuestos a-priori.

Definicion 2.7. Para M C X y § > 0, se define
Qr (6, M) = sup{||z|| : x € M, ||Tx| < d}. (2.21)

En general, Qr(d, M) serd infinito; este es el caso por ejemplo si M NN (T) # {0}
y M es un subespacio de X. Si M NN (T) = {0}, entonces Q7(d, M) es finito si y solo
si T es continuo sobre T M.

Maés adelante veremos que Q7 (J, M) esta fuertemente relacionado con la tasa de
convergencia 6ptima que puede alcanzar un método de regularizacion para Tz = y

bajo la hipétesis de que x € M.

Observacion 2.8. Notar que Q7(d, M) esta relacionado con el moédulo de continuidad
de TT sobre TM. Recordar que el médulo de continuidad de un operador lineal A :

X — ) sobre un conjunto M C X esta definido por
wa(0, M) = sup{||Az|| : x € M, ||z|| < 6} (2.22)
En efecto,

wri(6,TM) = sup{||T"y|[ : y € TM, |lyll < 5}
= sup{HTTTxH rx € M, ||Tz|| <6}

= sup{||({ — P)z| : z € M,|Tz| <},

(donde P es la proyeccion ortogonal de X sobre N(T)) de lo que se sigue inmediata-
mente que wpt (5, TM) < Qp(5, M) y se da la igualdad si M C N(T)*, lo cual siempre

es cierto si 1" es inyectivo.

Una solucion regularizada del problema Tx = y tiene la forma x = Ry, donde

R :Y — X es un operador continuo no necesariamente lineal (R pertenece a alguna
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familia de operadores de regularizacion {R,}). Si en lugar del dato exacto y se conoce
un dato con ruido y°, entonces el peor error posible que se puede cometer usando el
operador R bajo la informacién que Hy — y5H < ¢ y bajo el supuesto a-priori que

xf € M, esta dado por

A6, M,R) = sup HRy‘S — | (2.23)
o=t

En el siguiente resultado veremos que la precision de cualquier regularizacion no

puede ser mejor que Qr (5, M).

Proposicion 2.9. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), M C X, 0 >0y

R:Y — X un operador continuo no necesariamente lineal con R(0) = 0. Entonces
A(5, M, R) > Qr(5, M). (2.24)

Demostracion. Sean § > 0y x € M tales que ||Tz|| < 6. Si y° = 0 entonces se sigue
de (2.23) que A(6, M, R) > |R(0) — z|| = ||=||, pues por hipotesis R(0) = 0. Tomando

supremo sobre todos los x € X tales que ||T'z|| < 4, resulta que
A0, M, R) > sup{||z| : z € M, ||Tz|| <} = Qr(5, M).
|

Ademas, si Ran(T') no es cerrado, no puede existir una tasa de convergencia uni-
forme para un método de regularizacion, es decir, la convergencia puede ser arbitraria-

mente lenta. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.10. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)) con Ran(T) no
cerrado, {R,} una familia de operadores de reqularizacion para TT con R,(0) =0 Va

y a(0,y°) una regla de eleccion del pardmetro. Entonces, no existe ninguna funcion

f:RT = R" con 6lim f(9) =0 tal que

—0t

| Rayyy’ — Ty|| < £(5)
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para todo y € Dom(T") con |ly|| <1y > 0.

Demostracion. Ver [12], Proposicion 3.11. |

Asi, solo se pueden obtener tasas uniformes de convergencia sobre subespacios o
subconjuntos propios de Dom(T7) o de X. Estos subconjuntos se construyen usual-
mente a partir de supuestos a-priori sobre el dato exacto o sobre la solucién exacta.
Para formular tales supuestos acerca de la solucién exacta consideraremos subconjuntos
de X de la forma,

{r € X : 2 = Buw,||w| < p}, (2.25)

donde B es un operador lineal acotado definido sobre X y p > 0. Cuando B = (T*T')*

para algin p > 0 denotamos el conjunto en (2.25) con

Xpp={r e X 2= (T"T)!"w, lw]| < p} (2.26)
y definimos
X, = | X, = Ran(T*T)". (2.27)
p>0

Estos conjuntos clasicos son denominados “conjuntos fuente” y una condiciéon de la
forma “x € &), ,” se denomina “condicion fuente” o representacion fuente y cuantifica
el grado de regularidad de la solucion con respecto al operador T. Como para pro-
blemas mal condicionados 7' es usualmente un operador que “suaviza’, el requisito de
que un elemento pertenezca a X, , puede verse entonces como una condicion sobre la

“suavidad” 6 regularidad de ese elemento. En efecto, si x € X, ,, entonces existe w € X

1P
con ||w|| < p tal que x = (T*T)*w. Luego, el problema Tr = y se puede plantear
como T(T*T)*w = y. Si bien bajo este supuesto ambos problemas son equivalentes,
tienen distinto grado de mal condicionamiento pues T'(T*T)* “suaviza” méas que 7. En
consecuencia, como problema inverso, el segundo es peor condicionado que el primero.

En el Capitulo 6 consideraremos otros operadores B que originan conjuntos fuente mas

generales que los del tipo (2.27).
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Para operadores compactos, el conjunto X, se puede caracterizar en forma precisa

usando los valores singulares del operador. En efecto, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.11. Sean X, Y espacios de Hilbert y K : X — Y un operador lineal

compacto con sistema singular {(o,; un, v,)}. Entonces para p > 0,

K'y € Ran((K*K)*) <= Z 19, )| : (2.28)

2+4u
Demostracion. Para p > 0y y € Dom(KT), la mejor solucion aproximada KTy €
Ran((K*K)") si y solo si existe w € X tal que

Ky = (K*K)*w = Z 02 (W, Up) U, (2.29)

donde la ultima igualdad se sigue de (1.34). Comparando (2.29) con la expansion en

valores singulares de la inversa generalizada de Moore-Penrose de K (1.18) resulta que

(Y, Un)
Un

= o (w,u,) VnéeN.

Ahora bien, w € X siy solo si {{w,u,)} € 62, es decir,

|(y, vn)|
2+4u o0,

con lo cual queda demostrada la proposicion. |

Observacion 2.12. Notar que para p = 0, (2.28) se reduce al criterio de Picard
(1.17). Es importante observar que la condicion (2.28) es mas restrictiva cuanto peor
condicionado es el problema, es decir, cuanto méas rapido tienden a cero los valores
singulares o,. Esta condicion también se hace mas restrictiva a medida que aumenta

I

En los dos resultados siguientes veremos que la cota a-priori para la precision de

cualquier regularizacion, Qr (6, M) dada en (2.24), cuando M es el conjunto fuente X,
2

no puede ser mejor que O (52»%), y que este orden de convergencia es 6ptimo en el

sentido que haremos preciso a continuacion en la Proposicion 2.14.
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Proposicion 2.13. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y u,p > 0, entonces
para cualquier 6 > 0,

Or(6, X, ,) < 6741 prat (2.30)

Demostracion. Seaz € X,

.0, €ntonces existe w € X con ||w|| < p tal que z = (T*T) w.

Sea {E,} la familia espectral asociada al operador autoadjunto 7*7T. Entonces, del
hecho que © = (T*T)*w y de la desigualdad de interpolacion (1.42) (con r = p 'y

q = i+ 1/2) se sigue que

2w
2pu+1

|7

(T Ty w) < [Ty

]

_2p
o R T

< |[Tal|w poer,

puesto que |w|| < p. Luego, si [|Tz|| < 6, entonces ||z|| < 525%/)%“. Tomando supremo
sobre los = € &, , tales que ||Tz|| < 0, se sigue en virtud de (2.21) que Q7 (9, X, ,) <

2p 1 .,
0241 p2u+1 o cual concluye la demostracion. |

El resultado anterior nos dice entonces que Qr(d, X, ,) tiende a cero al menos
tan rapido como O <525%> cuando & — 07. De la siguiente proposicion se sigue que
cuando el operador es compacto con rango no cerrado, esta estimacion es 6ptima al
menos asintoticamente, es decir, en (2.30) vale la igualdad a través de una sucesion

{0x} que converge a cero.

Proposiciéon 2.14. Sean X, Y espacios de Hilbert y K : X — Y un operador line-
al compacto con rango no cerrado. Entonces para cualesquiera p,p > 0, existe una
sucesion {0} que converge a cero tal que

2 1

e g
QK(5k7 Xu,p) = 5k”+ pFT,

Demostracion. Ver [12], Proposicion 3.15. |
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Observacion 2.15. Si el operador T' es acotado no necesariamente compacto y tiene
rango no cerrado, el resultado anterior permanece esencialmente valido en el sentido que
se puede probar que existe una sucesion {05} que converge a cero tal que Qp(0x, X, ,) =
O (5;311) pero no es o (5,3511), es decir, no tiende a cero méas rapido que 5,33%.

De las Proposiciones 2.9 y 2.13 y de la Observacion 2.15 se deduce que, si Ran(T)
no es cerrado, entonces ningiin método de regularizacion puede ser tal que el error total

. ’, ’ . 2” 1 . . .
converja a cero méas rapido que 02+ p2+1 cuando 6 — 07 bajo el supuesto a-priori

de que 2 € X

2
i, p» 0 Mas rapido que O (5%%) bajo el supuesto de que zf € AX),. Esto

significa que de todas las tasas de la forma 6°, el valor s = 25% produce la mejor
posible a la que se puede aspirar bajo estos supuestos a-priori. Esta observacion induce
la nociéon de optimalidad de un método de regularizacion sobre los conjuntos fuente

X

., p» que definimos a continuacion.

Definicién 2.16. Sean X', ) espacios de Hilbert, ' € L(X,)) con Ran(T) no cerrado,
{R,} una familia de operadores de regularizacién para T y o* una regla de eleccion
del pardmetro.

i) Se dice que ({R,},a*) es (un método de regularizacion) dptimo en X, , si

A6, X, ,, Rox) = 5%pﬁ para todo 4 > 0.

1, P>

ii) Se dice que ({R,}, @*) es (un método de regularizacion) de orden dptimo en X, ,

si existe una constante ¢ > 1 tal que

A0, X, ), Ror) < céﬁpﬁ para todo 9 > 0.

H, P

Notar que los conjuntos fuente crecen a medida que u tiende a cero y la convergencia
o6ptima se vuelve mas lenta.
Comparando el Teorema 1.7 y la Proposicion 2.11 se puede ver que, en general,

Uus0T (X)) # Ran(T'). Sin embargo, en 1990 R. Plato ([52]) prob6 que, bajo supuestos
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muy generales, un método de regularizaciéon que es 6ptimo en un conjunto especifico

X

., es ademas convergente para todo y € Ran(T'). Todo lo que se requiere es que la

regla de eleccion del parametro dependa de y° y de una cota ligeramente mayor que
el nivel de ruido §. Mas precisamente, sea ({ R}, @) un método de regularizacion para

T1, entonces definiendo para 7 > 1,
o (0,4°) = a(78,9°) (2.31)
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.17. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)). Si para todo T > 19 > 1,
el método de regularizacion ({R.}, o) es de orden dptimo en X, , para algin p1* > 0
y para todo p > 0, entonces todos los métodos ({Ra}, ) son convergentes para y €

Ran(T), y son de orden dptimo para todo X, , con 0 < pu < p*yp>0.
Demostracién. Ver R. Plato, [52]. |

En el Capitulo 3 veremos que el supremo de todos los posibles p para los cuales
una familia de operadores de regularizacién es de orden 6ptimo esta relacionado con
el concepto de calificacion cldsica del método. Luego, en el Capitulo 4 estudiaremos
reglas de eleccion del pardmetro que forman parte de métodos de regularizaciéon de
orden 6ptimo en X, , o en &),. Alli veremos también que el resultado del Teorema 2.17
esta fuertemente relacionado con un teorema fundamental sobre reglas de eleccion del

parametro conocido como el Principio de Discrepancia de Morozov (ver Teorema 4.3).

2.3. Regularizacién por proyeccion

Hemos visto que se puede obtener una soluciéon estable de problemas mal condi-
cionados a través de métodos de regularizacion. Para aproximaciones numéricas de

las mismas, se debe procurar un método de facil implementaciéon computacional, por
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ejemplo, uno que pueda realizarse en subespacios de dimension finita. Una propuesta en
esta direccion es la “regularizacion por proyeccion”, donde la regularizacion se obtiene
mediante una aproximaciéon en dimension finita, por ejemplo, a través de discretizacion
o colocacion. En esta seccion presentaremos dos métodos de proyeccion: el de minimos

cuadrados y el de minimos cuadrados dual.

2.3.1. El método de minimos cuadrados

Un procedimiento frecuentemente utilizado para aproximar la soluciéon exacta z' es
la proyeccion de minimos cuadrados o método de minimos cuadrados, el cual consiste
en hallar la mejor solucion aproximada de Tx = y en un subespacio de dimension finita
de X. Méas precisamente, dada una sucesion creciente {Xy}%_; de subespacios apro-
ximantes de X de dimension finita cuya unién es densa en X', construimos la sucesion
{zn}F_; de soluciones de minimos cuadrados de minima norma del problema en cada
subespacio Xy. Obviamente, zy = T;{,y, donde Ty = T'Py, vy Py, es la proyecciéon
ortogonal de X sobre Xy. Como Ty tiene rango cerrado, se sigue de la Proposicion 1.2
que T]TV es necesariamente acotado y por lo tanto xy es una aproximacion estable de
z'. Sin embargo, surgen diversas cuestiones en relacién a la convergencia de zy a zf.
En 1985, G. Luecke y K. Hickey ([41]) encontraron una condiciéon necesaria y suficiente
para la convergencia fuerte de la sucesion {xy}_; de soluciones de minimos cuadrados

de (1.1) a .

Teorema 2.18. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y
continuo, y € Dom(T"), {Xn} una sucesidn creciente de subespacios de dimension
finita de X tales que Jn_; Xn = X y an = T]:,y, donde Ty = TPy, y Py, es la

proyeccion ortogonal de X sobre Xy. Entonces vy — x! si y solo si imsup ||zyn|| <
N

] -

Demostracion. Ver [41], Teorema 11. |
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Es importante observar que la condicion del Teorema 2.18 requiere del conocimiento
de la magnitud de la solucion exacta. Muy a menudo esta informacion no esta dispo-
nible. Sin embargo Luecke y Hickey hallaron ademés una condicién suficiente para la
convergencia que no requiere de ningan conocimiento a-priori sobre (la norma de) la

solucién exacta. Enunciamos a continuacién este resultado.

Teorema 2.19. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y
continuo, {Xn} una sucesion creciente de subespacios de dimension finita de X tales
que Uy_, Av =X y oy = T]:,y, donde Ty = TPy, y Py, es la proyeccion ortogonal

de X sobre Xn. Siy € Dom(T") entonces xy — x' siempre que
sup || (Tw) 2y || < oo (2.32)
N

(0 equivalentemente, si sup H(TL)*J:NH < 00).
N
Demostracidn. Ver [41], Teorema 3. |

Se sigue del teorema anterior que si y € Dom(T"), la condicién (2.32) es suficiente
para la convergencia de z a z'. Sin embargo, no es una condiciéon necesaria (ver [41],
Teorema 10).

Si el operador es compacto, esta condicién impone un cierto tipo de regularidad

sobre 2. En efecto,

Proposiciéon 2.20. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal
y compacto, y € Dom(T"), {Xn} una sucesion creciente de subespacios de dimension
finita de X tales que Jy_ Xn = X y oy = T;,y, donde Ty = TPx, y Px, es la

proyeccion ortogonal de X sobre Xy. Si se satisface (2.32) entonces x' € Ran(T™).
Demostracion. Ver [12], Proposicion 3.22. |

La condicion (2.32) implica ademds una tasa de convergencia cuando el operador

es compacto. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.21. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y
compacto, y € Dom(TT), {Xy} una sucesion creciente de subespacios de dimension
finita de X tales que Jy_, Xn = X y an = T;,y, donde Ty = TPx, y Px, es la

proyeccion ortogonal de X sobre Xy. Si se satisface la condicion (2.32), entonces
Jan = a"|| = O(I(1 = Pay)T")).
Demostracidn. Ver [12], Teorema 3.23. |

Como corolario del Teorema 2.19, Luecke y Hickey probaron ademas que la acota-

o0
es también una condicién suficiente para la
N=1

ci6on uniforme de la sucesion {HT;{,H}
convergencia fuerte de zy a zf.

Por otra parte, la acotacion de la sucesion {||zx||}F-; no es suficiente para ga-
rantizar convergencia fuerte (ver [41], Ejemplo 2). Sin embargo, C. W. Groetsch y A.
Neubauer ([17]) probaron que si y € Dom(T'), entonces esta condicion es suficiente y
ademés necesaria para convergencia débil. Como corolario de este resultado, dedujeron
en una manera mucho maés sencilla la condicién necesaria y suficiente para convergencia
fuerte establecida previamente por Luecke y Hickey (Teorema 2.18).

Para garantizar convergencia es necesario que los subespacios X'y sean cuidadosa-
mente elegidos. Por ejemplo, si T" es compacto y los Xy son los autoespacios asociados
a las autofunciones, Luecke y Hickey ([41]) probaron que siempre se tiene garantiza-
do que xy — 2'. Esta convergencia estd también garantizada si 7' es acotado y los
subespacios Xy se eligen de modo que “reduzcan” al operador T' (esto es, de modo que
T(Xy) C Xy y T(Xy) C Xy )

Por el contrario, si los subespacios Xy son elegidos arbitrariamente sin imponer
condiciones adicionales, por ejemplo cuando los Xy estan pobre o inadecuadamente

asociados con el operador 7', entonces casi cualquier cosa puede suceder. Por ejemplo

en 1980, T. Seidman ([54]) prob6 que si el problema (1.1) es mal condicionado, entonces
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sin ningitin supuesto sobre z' no se puede garantizar que xy — z! y que es posible que
H‘”N — xTH se incremente sin cota. El siguiente resultado se sigue inmediatamente a

partir del Ejemplo 3.1 en [54]:

Teorema 2.22. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, B =
{en}5 una base ortonormal de X y Xy = span{ey, ...,en}. Entonces existen un ope-
rador lineal A : X — X compacto, inyectivo, autoadjunto y de rango denso en X y
b € Ran(A), con b = Az* para algin z* € X, tal que si xxn es la solucion de minimos

cuadrados de Ax = b en Xy, entonces ||xy — x*|| — oo.

Observacion 2.23. El operador Ag : X — X del Ejemplo 3.1 en [54] no es necesa-
riamente autoadjunto. Si consideramos el sistema singular {(o,;un,,v,)} asociado al
operador compacto Ag y el operador lineal unitario U : X — X tal que Uu, = v,,
entonces el operador lineal A = U~'4, ademés de ser compacto, inyectivo y de rango

denso, es autoadjunto y [[Agz — z|| = ||[Az — U~ 'z]|| para todo z € X.

Corolario 2.24. Sean X, Y espacios de Hilbert de dimension infinita, X separable,
B ={e,}>2 | una base ortonormal de X y Xy = span{ey, ...,en}. Entonces existen un
operador lineal A : X — Y compacto, inyectivo y de rango denso en Y y un elemento
b € Ran(A), b = Az* para algin z* € X, tales que si xy es la solucion de minimos

cuadrados de Ax = b en Xy, entonces ||xy — x*|| — oo.

Demostracion. Por el Teorema 2.22 existen Ay : X — X y by € Ran(Ay), by = Apz*
para algin x* € X, tales que ||z — z*|| — oo, donde z% es la solucion de minimos
cuadrados de Agz = by en Xy. Sea V : X — Y un operador unitario arbitrario y
definimos A =V Ay y b = Vby. Entonces, se sigue inmediatamente que el operador A :
X — Y resulta lineal, compacto, inyectivo, de rango denso en ) y b € Ran(A). Sea zy
la solucion de minimos cuadrados de Ar = b en Xy. Como ||Az — b||y, = || Aoz — bol| »,
resulta que 2% es también soluciéon de minimos cuadrados de Az = b en Xy, es decir

2% =z, de lo cual se deduce que ||zy — z*|| — oo. |



56 Cap. 2 Operadores de regularizacién

En el Capitulo 5 probaremos algunos resultados que son mas generales que los del
Teorema 2.22 y Corolario 2.24 y que forman parte de los aportes originales de esta tesis

(ver también [57]).

2.3.2. El método de minimos cuadrados dual

En la seccion anterior estudiamos un método de regularizacion por proyeccion sobre
el espacio X. Es también posible regularizar proyectando sobre el espacio V. Esto ori-
gina un método de proyeccion diferente, conocido como método de minimos cuadrados
dual, para el cual, como veremos, la convergencia siempre esta garantizada.

Dada una sucesion creciente {Yy}%_; de subespacios de dimension finita de
Ran(T) = N(T*)* C )Y, cuya unién es densa en N(T*)L, definimos ahora zy co-

mo la soluciéon de minimos cuadrados de minima norma de la ecuaciéon que resulta de

proyectar el problema T'x = y sobre el subespacio Yy, es decir:
TNz =yn, (2.33)

donde Ty = QnT, ynv = Qny y Qn es la proyeccion ortogonal de ) sobre Vy. Entonces
zy = Thyy y como Ran(Ty) C Ran(Qy) = Yy, se deduce que Ran(Ty) es cerrado
por ser de dimension finita. Por lo tanto, T;, es acotado y nuevamente, xry es una
aproximacion estable de zf. Observar que Qn converge fuertemente a () cuando N —
00, donde @) es la proyeccion ortogonal sobre HT(T).

En el siguiente resultado se da una caracterizacion especial de z en este caso.

Teorema 2.25. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y
acotado, {Yn} una sucesion creciente de subespacios de dimension finita de N(T*)*
tales que m = N(T*)t, y € Dom(T"), xny = T]J(,yN, donde Ty = QnT, yy =
Qny y Qn es la proyeccion ortogonal de Y sobre Y. Entonces xy = Pxyyz', donde

Py, es la proyeccion ortogonal de X sobre Xy = T*Yy. Ademds, vy — 2T cuando
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N — oo.
Demostracion. Ver [12], Teorema 3.24. |

Puesto que T;{,QN es continuo para todo N € Ny T;{,QN — T puntualmente sobre
Dom(T") cuando N — oo, se sigue de la Proposicion 2.3 que {TLQx} es una familia
de operadores de regularizacion para T'.

En el siguiente ejemplo mostramos que la colocacion de minimos cuadrados o discre-
tizacion de momentos ([47]), que surge al discretizar una ecuacion integral de Fredholm
de primera clase, puede verse como un proceso de regularizaciéon por minimos cuadrados

dual.

Ejemplo 2.26. Sea K : L*0,1] — L?[0, 1] un operador integral con nicleo continuo k
como se defini6 en (1.24). Para aproximar numéricamente la mejor solucion aproximada
de Kz = y usando el método de colocacion de minimos cuadrados, se eligen N “puntos
de colocacion” s; € [0,1], j = 1,..., N y se aproxima x' por la soluciéon z(t) de minima
norma en L?[0, 1] que satisface la ecuacion integral en esos puntos de colocacion, es

decir, de modo que
1
/ K(s;, a(t)dt = y(s;), j=1,..,N. (2.34)
0
En este caso, se puede probar que ) = Ran(K) con el producto interno definido por
(y,2)y =(K'y,K'2),,, y,2€ Ran(K),
es un espacio de Hilbert. Luego, la ecuacion (2.34) es equivalente a
<K:p,M8j>y = <y,M8j>y, Viji=1,.., N, (2.35)

donde M,, = M(s;,-) con M(s,t) = fol k(s,u)k(t,u)du. Es claro ahora que (2.35)
es equivalente a (2.33) con Yy = span{M,,, ..., M}, y por lo tanto el método de

colocacion de minimos cuadrados es efectivamente un caso particular de regularizacion
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por proyeccion de minimos cuadrados dual. Luego en virtud del Teorema 2.25, aplicado
a K como operador de L?[0,1] en ), resulta entonces que la soluciéon de minima norma
de (2.34) esta dada por Py, zf, donde Py, es la proyecciéon ortogonal de L?[0,1] sobre
Xy = K'Yy = span{k,,,..., ks } con ks, = k(s;,-). Suponiendo que las funciones

ks, ..., ks, son linealmente independientes en L2[0, 1], se tiene que

N
N = PXN'TT = Zfiksw
i=1

donde &; para i =1,..., N, son las soluciones del sistema de ecuaciones lineales

N
ZM(SZ‘,S]')& = y(Sj), j = ]_, ,N
i=1

Si la sucesion de puntos de colocacion {sy} es densa en [0, 1], entonces se puede ver
que Py, converge puntualmente al operador identidad I, y por lo tanto, en virtud del

Teorema 2.25, zx — «' cuando N — oo.

Si bien los métodos de proyeccion son métodos de regularizacion, en ellos no inter-
viene explicitamente ningiin pardmetro de regularizacion. Sin embargo, como veremos
a continuacion, para el caso de minimos cuadrados dual hay un pardmetro de regulari-
zacion oculto que es el menor valor singular de Ty (notar que Ty es compacto y tiene
un ntimero finito de valores singulares pues su rango tiene dimension finita).

Supongamos que s6lo se conoce un dato con ruido y° tal que

|Qn(y —v°)|| <6, (2.36)

y denotemos con z9; a las soluciones de minimos cuadrados de (2.33) con 3° en lugar

de y, es decir, 2% = T]TVQNy‘S.

Teorema 2.27. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y
acotado, {Yn} una sucesion creciente de subespacios de dimension finita de N(T*)*

tales que Jy_, Vv = N(T*)*, y € Dom(T"), xn = T;,yN, donde T = QNT, yy =
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Qny y Qn es la proyeccion ortogonal de Y sobre Vy. Sea puy el menor valor singular
de T. Supongamos que se satisface (2.36). Si MLN — 0 cuando 6 — 0" y N — oo,

entonces % — a1 cuando § — 0t y N — oo.

Demostracion. Ver [12], Teorema 3.26. |

Observacion 2.28. El teorema anterior es el analogo de la Proposicion 2.6. Aqui, ;%N

tiene el rol de «(d) en virtud de que ’T;,H = ;%N para todo N € N. Por lo tanto,

{TLQn}, %) es un método de regularizacion convergente para 7'

Es facil probar que

% — | < ||zx — o U%' (2.37)

Aqui HxN —af H es el error de discretizacion (anilogo al error de regularizacion definido
en la Seccion 2.2) y MLN es una cota para el error Hx‘]sv - xNH asociado a la propagacion

de ruido en los datos, es decir,

5 s
Para una dimension fija IV, es natural preguntarnos entonces como elegir Vy de tal
manera que se maximice py, y asi disminuya el error asociado con el ruido. El siguiente

resultado permite responder a esta pregunta para el caso de operadores compactos.

Proposicion 2.29. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal
y compacto con sistema singular {(o,; un,v,)}, Yn un subespacio de N(T*)* tal que
dim(Yy) = N, Ty = QnT, donde Qn es la proyeccion ortogonal de Y sobre Yy y sea

un el menor valor singular de Ty . Entonces uy < oy.

Demostracion. Ver [12], Proposicion 3.28. |

Eligiendo Yy = Vn = span{vy,...,vn}, se tiene que puy = oy y por lo tanto, en
virtud de (2.37) y de la Proposicion 2.29, concluimos que esta eleccion de Yy resulta
en un método para el cual el error asociado al ruido es 6ptimo. En este caso el mé-
todo resultante es conocido como descomposicion en valores singulares truncada, que

estudiaremos en detalle en el Capitulo 3.
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Es oportuno observar aqui que en el caso particular que Yy = Vy = span{vy, ..., vy},
el operador T asociado al método de proyeccion por minimos cuadrados dual coincide
con el operador Ty asociado al método de minimos cuadrados cuando Xy = T*)Yy =
span{uy, ..., uy }, puesto que QT = T Px,,, donde Qy es la proyeccion ortogonal de Y
sobre Yy y Py, es la proyeccion ortogonal de X sobre Xy. Luego, si T" es compacto y
se satisface la condicion (2.32), se sigue inmediatamente de (2.37) y del Teorema 2.21

que
b=l =0 (7 = Pl + 2
Jaty — o'l =0 (I = PoTl+ 2 29

De la siguiente proposicion se sigue que la eleccion de Yy = Vy también es 6ptima con

respecto al error de discretizacion HxN — a:TH

Proposiciéon 2.30. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal
y compacto con sistema singular {(o,; un,v,)}, Yn un subespacio de N(T*)* tal que

dim(Yn) = N y Py la proyeccion ortogonal de X sobre Xy = T*Yy. Entonces
I( = Py ) T|| = o1
St Yn = Vy, entonces vale la igualdad.

Demostracién. Ver [12], Proposicion 3.29. |

De (2.38) y de la Proposicion 2.30 se sigue que si T' es compacto, O <0N+1 + %)
es el mejor orden de convergencia que puede obtenerse para el error total utilizando un
método de proyeccion por minimos cuadrados dual para el cual se satisfaga (2.32). Este
orden de convergencia es alcanzado por el método descomposicion en valores singulares

truncada.
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2.4. El método de la inversa aproximada

Sean X, ) espacios de Hilbert, A : X — ) un operador lineal, continuo de rango

no cerrado (de modo que A" no es acotado) y consideremos el problema
Af =g (2.39)

donde g es un dato que supondremos conocido. Se utilizaron las letras f y g porque
aqui supondremos que X e ) son espacios de funciones definidas sobre algin conjunto
abierto Q) C R,

En 1990, A. K. Louis y P. Maass ([40]) propusieron un método de regularizacion
que permite obtener una versidn molificada del problema (2.39). El operador solucion,
llamado “inversa aprorimada”, transforma el dato en una aproximacion estable de la
solucion. Una de las ventajas mas importantes de este método es que el operador solu-
cion no depende del dato y por lo tanto puede ser precalculado, antes de la obtencion
de este. El método esta basado en la idea de que el cilculo de momentos de la solucién
es estable. Mas precisamente, sea m., : 2 x {2 — R una familia paramétrica de funciones
a las que llamaremos “molificadores” (“mollifiers”). Aqui +y es el parametro de regulari-
zacion. Para cada s € () en lugar de f(s) se calcula la aproximacion (f,m,(s,-)) . Este
proceso de molificacion reduce la influencia de las componentes de alta frecuencia en la

solucion, las cuales, como vimos anteriormente, son las causantes de la inestabilidad.

Resulta claro sin embargo que (f,m,(s,-)), no se puede calcular explicitamente
debido a que f es desconocida. Para que este calculo sea posible, para cada s € )
aproximamos m. (s, ) por un elemento en el rango del operador adjunto A*, es decir,
determinamos ¢ € Y tal que my(s,-) =~ A*). En particular, observar que si la

ecuacién

my(s,-) = A™Y> (2.40)
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tiene una solucion 97, entonces

f(s) = (fimy (s, ) = (fL A" = (Af.05)), = (9,45),,- (2.41)

Si (2.40) no tiene solucion, determinamos 3 minimizando HA*@/@ — m,(s,-)||. Como

ya sabemos (ver Teorema 1.4) esto es equivalente a resolver la ecuacion normal
AA™YS = Am, (s, ). (2.42)

En cualquier caso es necesario seleccionar el molificador adecuadamente de modo
que esta ecuacion tenga solucion (i.e. m.,(s,) € Dom((A*)")). Se puede lograr unici-
dad, por ejemplo, seleccionando la solucion de minima norma. Luego de obtener ¢,

aproximamos (f, m(s,-)), por

(f,m4(s, )>X = <fa A*@Z)«S)X = <Af’ w§>y = <g’¢i>y'

Los conceptos de inversa aproximada y niicleo de reconstruccion se definen como sigue

(ver también [38]).

Definicién 2.31. Sean m., un molificador dado y ¢ soluciéon de (2.42). El operador

Sy Y — X definido por
(S,9)(s) = (g.42),,.

se denomina inversa aproximada del operador A asociada al molificador m., y 93 se

llama niicleo de reconstruccién en el punto s.

La utilizacion del método de la inversa aproximada presenta varias ventajas con res-
pecto a los métodos de regularizacion tradicionales. En primer lugar, si bien la ecuacion
(2.40) es también mal condicionada (con el mismo grado de mal condicionamiento que
el problema original), en este caso el dato es el molificador m.,, el cual se elige en forma

arbitraria y por lo tanto se conoce exactamente. En segundo lugar, la determinacion del
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ntucleo de reconstruccion es independiente de g y por lo tanto puede ser calculado “a-
priori”, antes de la obtencion de los datos. Finalmente el proceso de inversion consiste
en resolver un producto escalar y, en caso de grandes dimensiones, este es especialmente
apto para su calculo numérico por procesamiento en paralelo.

Entre los molificadores méas usuales mencionamos:

mo(e.9) = g =) (2.43)

donde x, es la funcion caracteristica de la bola con centro en el origen y radio v y
vol(S971) es la medida de la superficie de la bola unitaria en R?. La utilizacion de este
molificador resulta en el calculo de promedios locales de la solucion.

El molificador
7\
m(a.y) = (2) sinc(y(z = ).
acttia como un filtro “pasa-bajas”, eliminando las altas frecuencias de la solucion. Tam-

bién suelen utilizarse molificadores de decaimiento rapido de tipo Gaussiano:

my(z,y) = (2#)_%7_d exp (%) : (2.44)

Finalmente mencionamos los molificadores lineales por tramos:

% - y,y;2$7 T S Yy S T+ 75
my(e,y) =44+ r—y<y<uz, (2.45)
0, en otro caso.

En el caso en que T es compacto, veremos en la Seccion 3.2.4 que el método de la
inversa aproximada generaliza, en un sentido que haremos preciso en esa seccion, a los
llamados “métodos de filtro”.

Finalmente es importante senalar que el método de la inversa aproximada resulta
especialmente adecuado en los casos en que no es posible acceder de manera sencilla

al sistema singular asociado al operador pero el operador adjunto es relativamente
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simple. Este es exactamente el caso, por ejemplo, en el problema de la ecuaciéon lateral
del calor (la “sideways heat equation”). En el Capitulo 8 presentamos varios resultados

numéricos utilizando la inversa aproximada en este problema particular.



Capitulo 3

Métodos de regularizaciéon espectrales

En este capitulo presentaremos una clase muy amplia de operadores de regulariza-
cion lineales que se construyen utilizando el concepto de funcion de un operador lineal
autoadjunto, desarrollado anteriormente en el marco de teoria espectral. En la Seccion
3.1 definiremos los métodos de regularizacion espectrales y estudiaremos sus propie-
dades mas importantes. En particular, presentaremos 6rdenes de convergencia y cotas
para los distintos tipos de errores e introduciremos los conceptos clasicos de calificacion
y saturacion de métodos de regularizacion espectrales. Estudiaremos ademés algunos
resultados reciprocos importantes que permiten deducir propiedades de regularidad de
la solucion exacta de un problema inverso, a partir del orden de convergencia del error
de regularizacion o del error total. En la Seccion 3.2 presentaremos algunos casos par-
ticulares de métodos de regularizacion espectrales con el objetivo de ilustrar algunos

de los conceptos tedricos desarrollados en la Seccion 3.1.

3.1. Definiciones y propiedades

Construiremos una clase de operadores de regularizacion lineales utilizando el con-

cepto de funcién de un operador autoadjunto que hemos presentado en la Seccion 1.3.

65
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Para ello, dados X', ) espacios de Hilbert y 7' € L(X,)), trataremos primero de ex-
presar T, la inversa generalizada de Moore-Penrose de T, en términos de una integral
con respecto a la familia espectral {E)} cr asociada al operador autoadjunto 7T
(ver Proposicion 1.14). Como en la Seccion 1.3, denotaremos con My al conjunto de
funciones medibles con respecto a la medida d || Exz||* para todo = € X.

Supongamos en primer lugar, que el operador T*7T tiene inversa continua. Entonces

(T*T)~! es un operador acotado y autoadjunto, de lo cual se sigue (ver [5]) que

sup A= |(T"T)7Y. (3.1)
Aea((T*T)~1)

Como T*T y (T*T)~! pertenecen ambos a L(X) se tiene que
1
o(T*T) = {X A€ a((T*T)—l)} :
lo cual junto a (3.1) permite deducir que

1
inf \= ———.
Aeo(T*T) |(T=T)~|

Entonces, o(T*T) C ||(T*T)7Y ", HTHQ] y puesto que f(\) = ; es continua en ese
intervalo, resulta que f € M. Luego, se sigue de la Definicion 1.15 que (T*7)~! =
[ 5 dE,. Asi, la ecuacion (1.9) (con (T*T)" = (T*T)~') implica que T es acotado y
en consecuencia, Ran(T) es cerrado y Dom(T") = Y. Por lo tanto, para todo y € ) se

tiene que z' satisface la ecuacion normal (1.8) y z' puede escribirse entonces como

1

ot =Ty = (T"T) ' Ty = /

Consideremos ahora un operador K : X — ) lineal, compacto con sistema singular
{(01; Un,vn)} v Ran(K) no cerrado. Para y € Dom(KT) se puede obtener una expresion
para KTy analoga a (3.2), donde { E,} es ahora la familia espectral asociada al operador

autoadjunto K*K. En efecto, se sigue de (1.18), (1.12) y (1.34) que paray € Dom(KT),

(Y, vn) 1
Ky = E o Un = E = (Y, Onp) Un,
n=1 n n=1 "
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=1 1

== Kn Up, Y s Up n
;Un@, u ;U% Y, Un) U
K17+ ¢

= —dE\K*y.
/o AT

Usando teoria espectral se puede probar que la ecuacion (3.2) sigue siendo valida
para el caso mas general en que T': X — ) es un operador lineal y acotado con Ran(T')

no cerrado. En este caso, y € Dom(T") si y solo si
171"+ .
/ S IBT | < oo
0

Notar que si el operador T es compacto, esta condicion coincide con el criterio de Picard
(1.17).

Ahora estamos en condiciones de construir la familia de operadores de regulari-
zacion espectrales. Para hallar una aproximacion estable de la solucion del problema
inverso mal condicionado (1.1), la idea es reemplazar en (3.2) el integrando no acotado
£ por una familia de funciones {g,(\)} continuas por tramos en [0, |T|1°] v tal que

para todo A € (0, ||T|°] se tenga que lim+ga()\) = . Luego definimos R, como
a—0

I+
R, = / 9a(N) dEAT™ = go(T*T)T". (3.3)
0

Por construccion el operador R,, resulta continuo y asi, cuando en (1.1) sélo se dispone

de un dato con ruido 3° tal que Hy — y‘;H < 4, la soluciéon regularizada

«

17]1%+
20 = Ray5 = / Ga(A) dEAT*y‘;
0

se puede calcular de manera estable.
Veamos ahora qué condiciones debe satisfacer {g,} para que la familia de operadores

{R,} dada en (3.3) sea una familia de operadores de regularizacion para T'.

Definicion 3.1. Sea {ga}ac(0,a0) Una familia paramétrica de funciones g, : [0, +00) —
R para a € (0, ap). Diremos que {ga }ac(0,a0) €8 Un “método de regularizacion espectral”

(MRE), si satisface las siguientes hipotesis:
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(H1) Para todo o € (0,ap), go(A) es continua por tramos para A € [0,400) y
continua por derecha en los puntos de discontinuidad.

(H2) Existe una constante C' > 0 (independiente de «) tal que |Ago(N)| < C para
todo A € [0, 400), para todo a € (0, ap).

(H3) Para todo A € (0, +00), ali%lJrgo‘()\) = 1.

Observacion 3.2. La hipotesis (H3) implica que C' > 1, pues 1fm+ Aga(N)] = 1.
a—0

Dado el problema (1.1), es decir, dado un operador T lineal y acotado, es suficiente
con que go(\) esté definida y satisfaga (H1)-(H3) en [0, || T]|*], o con més generalidad,
en cualquier intervalo que contenga al espectro de T*T, pues E) es “constante” fuera
de tales intervalos. Es oportuno aclarar aqui que en la Seccion 2.1 llamamos “método
de reqularizacion” a un par formado por la familia de operadores de regularizacion y la
regla de eleccion de parametros. Aqui llamamos “método de reqularizacion espectral’
a la familia de funciones {ga }ac(0,00)- De aqui en adelante denotaremos con {g.} al
MRE {ga}ac(0,a0) ¥ cOn {Ro} a la familia de operadores {Rq }ac(0,a) definida en (3.3)
a partir de {g,}-

El siguiente resultado permite afirmar que si {g,} es un MRE entonces R, — T
puntualmente sobre Dom(T") cuando o — 07 de lo cual se sigue, en virtud de la
Proposicion 2.3, que {R,} es una familia de operadores de regularizacion para 7. En
tal caso diremos que {R,} es una “familia de regularizacion espectral para T, puesto
que cada uno de sus elementos esta definido en términos de una integral con respecto

a la familia espectral { )} cr asociada al operador TT.

Teorema 3.3. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y{ga} un MRE. Entonces,
para todo y € Dom(T"),
lfim go(T*T)T*y = T'y.

a—0t

Siy & Dom(T"), entonces lm ||go(T*T)T*y|| = +o0.

a—07t
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Demostracion. Ver [12], Teorema 4.1. |

En el siguiente teorema se proporcionan cotas (en X' y en ))) para el error asociado

al ruido cuando se utiliza un MRE. Para o > 0 definimos

Ga= sup |ga(A)], (3.4)

A€0,|1T1?]

donde {g,} es un MRE.

Teorema 3.4. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga} un MRE y G, como

en (3.4). Siy,y° €Y son tales que Hy5 — yH < 9, entonces

HT:L’Q — Ta:iH < (Cé

Hxa — xiH < 0v/CGy, (3.5)

donde C' es la constante de la hipdtesis (H2), 1o, = Roy y 10 = Ro1’.

Demostracion. Ver [12], Teorema 4.2. |

Del Teorema anterior se obtiene la siguiente estimaciéon para el error total:

Hxi - SL’TH < oo — SL’TH + 0/ CG,. (3.6)

Siy € Dom(T"), se sigue del Teorema 3.3 que el error de regularizacion ||z, — z|| — 0
cuando o — 0. Sin embargo, la hipotesis (H3) implica que G, — oo cuando el
parametro de regularizacion « tiende a 0. Asi, para un nivel de ruido ¢ > 0 fijo, el
segundo término en (3.6) tiende a +oo cuando o — 0F. A menos que dim(Ran(T)) <
00, la cota del error asociado al ruido dada en (3.5) es 6ptima y por ello dicho error
también tiende a 400 cuando @ — 07 manteniendo un nivel de ruido fijo § > 0 (ver

Figura 2.1).
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Para y € Dom(T"), {go} un MRE y R, como en (3.3), el “residuo” (T" — R,)y =

2" — z, (cuya norma es el error de regularizacion) estd dado por
2t — 2, =2 — go(T*TT*y = (I — go(T*T)T*T)z'" = /(1 — Aga(N) dENZT,

donde la peniltima igualdad se sigue de la ecuacion normal (1.8) y del hecho que '
es una soluciéon de minimos cuadrados. Para todo («, A) para los cuales existe g, (A),

definimos ahora la funcién

Ta(A) =1 = Aga(N). (3.7)

Luego, se tiene que
2t — 24 = ro(TT)a, (3.8)
es decir, 7, es la funcion asociada a la representacion espectral del residuo. Observar
que (H1) implica que g,(0) < oo y por lo tanto r,(0) = 1.
Daremos ahora una estimacion para la tasa de convergencia del error de regulari-
zacion en términos de una acotacion para la funciéon r, cuando se tiene la informacion
que z' € X, ,. Dado un MRE {g,}, para 1 > 0 sea w, : (0, ap) — R* una funcién que

satisface

M ra(N)]| <wu(a) Va e (0,ay), VA >0. (3.9)

Observar que en virtud de (3.8) y (3.9) se sigue que w,(a) proporciona una cota

para el error de regularizacion bajo el supuesto de que z' € X

Teorema 3.5. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {9a} un MRE y r,
definida por (3.7). Si x' € X, (ver (2.26)) para u*,p > 0 y w,(«) satisface (3.9)

para p=p*y p=p*+ %, entonces

|20 — 2'|| < wu(a)p (3.10)

HTxa—T;pTH < Wyep1(@)p- (3.11)
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Demostracion. Puesto que z' € X, ,, existe w € X con [|w| < p tal que z! =

P

(T*T)* w. Entonces se sigue de (3.8) que
2t — 2y = ro(T*T)(T*T)" w. (3.12)
Luego, de (1.38) y del hecho que w,(«) satisface (3.9) para p = p* resulta que

7|1+
ol = oD@l = [ Pl Bl

< w2o(0) ful® < Wi (a)e?,

de lo cual se sigue (3.10).
Para probar (3.11) utilizaremos la siguiente identidad que es vélida para cualquier

z e X,

2

N

IT2|> = (T2, T2) = (T*Tz,2) = <(T*T) :, (T*T)%z> - H(T*T)%z

(3.13)

En virtud de (3.12), (3.13) y (1.38) se tiene que

|T2g — Tat P = ||Tro(T T T 0| = H(T*T)%TQ(T*T)(T*T)“*’LU i

p+3

17|12+
:/o N2 d || Baw])? < W21 (@) [|w]?

< wi*-ﬁ-% <&>p27

donde la pentltima desigualdad se sigue del hecho que w,(a) satisface (3.9) para p =

p* + 5. Luego, se sigue (3.11) con lo cual hemos probado el teorema. |

3.1.1. Calificaciéon

En esta seccion introduciremos y estudiaremos el concepto de “calificacion” de un
método de regularizacion. Como veremos mas adelante, este concepto esta fuertemente
vinculado a ciertos 6rdenes 6ptimos de convergencia que pueden alcanzarse mediante

la aplicacion de tal método, bajo ciertos supuestos a-priori.
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Es comiin que la funciéon w,, en (3.9) se exprese en términos de potencias de «, esto
es:

wy(a) = cak, (3.14)

donde ¢ es una constante positiva independiente de a. Notar que si w, tiene la forma
(3.14), en virtud del Teorema 3.5, la hipotesis “a' € X,” resultara en un mejor orden
de convergencia del error de regularizacion cuanto mayor sea u (esto es, cuanto mas
fuerte sea la hipotesis sobre el grado de regularidad de 7).

Es facil probar que si w,(«) dada por (3.14) satisface (3.9) para algin p*, entonces
también satisface (3.9) para todo p € [0, u*). Més atin, se puede probar que en tal caso
M ro(N)| = o(at) para todo p € (0, p*). El mayor valor de p para el cual se cumple

(3.9) esté relacionado con el concepto de “calificacion clasica” de un MRE.

Definicién 3.6. Sea {ga}ac(0,a0) Un MRE. Denotemos con Z(g,) al conjunto
Z(ga) ={pp>0: VA€ [0,400),3k > 0 tal que M |r,(N)| < ko' ,Va e (0,a0)}

y sea pig = sup p. Si0 < pg < +oo, decimos que {g,} posee “calificacion cldsica de
HEL(ga)
orden fip”.

Es oportuno observar aqui que Z(g,) es siempre no vacio puesto que 0 € Z(g,) en
virtud de (H2).
Si un MRE posee calificacion clasica, se tiene el siguiente resultado con respecto al

error de regularizacion:

Corolario 3.7. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {g9a} un MRE con
calificacion cldsica de orden p. Siz' € X,, entonces Hxa - :UTH = O(a*) cuando oo —

0T, donde zt = Ty, x, = Roy y X, como en (2.27).

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Definicion 3.6 y del Teorema

3.5. |
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Es importante observar que si {g,} es un MRE para el cual g = +oo, donde g
estd dado por la Definicion 3.6, entonces la condicion (3.9) con w, dado por (3.14)
se satisface para todo p > 0. Luego se deduce del Teorema 3.5 que para cualquier
p > 0 la hipotesis “a' € A&, implica que la tasa de convergencia a cero del error de
regularizacion es O(a*). En este caso cuanto mayor regularidad tenga ', mejor sera
el orden de convergencia del error de regularizaciéon. Sin embargo, no ocurre lo mismo
cuando {g,} tiene calificacion clésica de orden g (i.e. cuando 0 < pg < +00), pues
la mejor tasa de convergencia que se puede obtener para el error de regularizacion es
O(a*), la cual se obtiene bajo el supuesto a-priori de que z! € X, Si se agregan
hipétesis adicionales de regularidad sobre z' (por ejemplo, zf € X, con p* > pp), la
tasa de convergencia del error de regularizacion no se puede mejorar, i.e., sigue siendo
O(at).

En el ano 2003, P. Mathé y S. V. Pereverzev ([44]) introdujeron por primera vez la
siguiente definicion de calificacion de un MRE, con lo cual formalizaron y extendieron

la nocién clasica de este concepto.

Definicion 3.8. ([44]) Sean a > 0y p: (0,a] — (0,00) una funcion creciente. Se dice
que el MRE {g,} posee calificacion p si existe una constante v € (0,00) tal que

Sup. ra(N[p(A) <vp(a) Vae(0,ad], (3.15)

donde 7, (A) =1 — Aga(A).

Es importante notar que segin esta definicion, la calificacion de un MRE es una
funcion (de «) y no un niimero como ocurre con el orden de la calificacion clasica (el
orden pg). Por otra parte, se puede ver inmediatamente que si un MRE tiene calificacion
clasica de orden g, entonces la funcion p(a) = o es calificacion segun la Definicion

3.8 para todo u € (0, po.-
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Posteriormente, en un intento por extender este concepto, en el ano 2004 P. Mathé

(ver [42], Teorema 2.3 (ii)) propuso la siguiente definicion de “calificacion” de un MRE.

Definicion 3.9. ([42]) Sean a > 0y p: (0,a] — (0,00) una funcion creciente. Se dice
que el MRE {g,} posee “calificacion” p si para todo A\ € (0,a] existe una constante

¢ =c(\) > 0 tal que

> ¢, (3.16)

donde 74,(A) =1 — Agy(A).

En su articulo [42] Mathé denomino “calificacion mdzima” a esta calificacion defini-
da por (3.16). No obstante, en esta tesis la denominaremos “calificacion segin Mathé”,
reservando el nombre “calificacion mdxima” para un concepto que formalizaremos mas

adelante.

Observacion 3.10. Es oportuno senalar que la Definicion 3.9 de calificacion segin
Mathé, adolece de varios defectos, siendo quizas el mas importante que no se deduce
de la misma que una calificaciéon segin Mathé sea calificacion. Esta inconsistencia
va méas alldA de una mera contradiccion semantica como lo prueba el Ejemplo 3 del
articulo de Mathé ([42]) en el que la funcion p(a) = e™& con k > 0, es calificacion
segtin Mathé del método de Landweber y sin embargo, ironicamente, no es calificacion.
Por otro lado, la Definicion 3.9 origina otras serias objeciones que socavan claramente el
sustento de su misma razon de ser. Si bien recientemente Mathé pareceria haberse dado
cuenta de estas incongruencias (ver [28], Remark 4.2) no ha procedido a reformalizar

adecuadamente el concepto en cuestion.

En virtud de lo anterior y por otros motivos que quedarin claramente justificados
en desarrollos posteriores, encontramos conveniente definir el concepto de calificacion

mdzrima como sigue:
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Definicion 3.11. Sean {g,} un MRE, r,(\) = 1 — Ago(A) v p : (0,a] — R* una
funcion creciente. Se dice que {g,} posee “calificacion mdazima” p si

(i) existe una constante v > 0 tal que

sup |ra(AN)| p(A) < vp(a) para todo a € (0,a),
A€(0,a]

(ii) para todo A € (0, a] existe una constante ¢ = ¢(\) > 0 tal que

lfnf |T04(>\)|
ac(0,a) pla)

> c.

En el Capitulo 7 generalizaremos apropiadamente la definiciéon de calificacion cla-
sica y presentaremos importantes implicaciones de esta generalizacion en el contexto
de ordenes de convergencia, resultados reciprocos y conjuntos fuente maximales para

problemas inversos mal condicionados concretos.

3.1.2. Resultados reciprocos

En la secciéon anterior vimos que a partir del conocimiento de cierta informacion

a-priori sobre x', es posible determinar el mejor orden de convergencia del error de

regularizacion HRay — z||, como funciéon del parametro de regularizacion a, que se
puede obtener con un MRE bajo esa informacion a-priori. Resultados de este tipo se
conocen como “resultados directos”. Veremos ahora algunos “resultados reciprocos”. En
este contexto, se definen como tales a aquellos que permiten deducir informacién sobre
la solucion exacta (e.g. sus propiedades de regularidad o estimaciones de su magnitud)
a partir del orden de convergencia del error de regularizacién o del error total de un
MRE ([12], [49], [50]).

Para los resultados reciprocos resultan importantes los indices 1 > 0 para los cuales

existen constantes ¢,y > 0 (independientes de «/) tales que

Mo (N)] > v at, VA>qa. (3.17)
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Es importante observar que si u verifica la condicion (3.17), entonces A\ |r,(A)| no es
o(a*) cuando o« — 07. En consecuencia, si un MRE tiene calificacion clésica de orden
Lo, se tiene que ningtn valor de ;1 menor que pg puede verificar la condicion (3.17) (ver
la observacion previa a la Definicion 3.6). Por otro lado, el orden pg de la calificacion
clasica puede o no verificar (3.17). Para los indices u > 0 que satisfacen la condi-
cion (3.17) se tienen el siguiente resultado reciproco y un corolario que presentamos a

continuacién del mismo.

Teorema 3.12. Sean X', Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), {ga} un MRE y > 0
tal que satisface (3.17). Si ||zo — zt|| = O(a®) cuando a — 0 entonces z' € X,

donde z' =Ty, z, = R,y y X, es como en (2.27).

Demostracion. De (3.8), (1.38) y del hecho que p satisface la condicion (3.17) se tiene

que
, T , I ,
o=l = [ Bz [ v Bl
0 qo
T+ ,
> 2 / k|| Byl ||
qa
Como ||z — 2'|| = O(a’) cuando o — 07, se deduce que
TP+ ,
/ A% || Exat|]” = O(1) cuando o — 0F
qa
y entonces

TP+ ,
/ A || Exalt||]” < 4oc. (3.18)
0
Asi, definiendo
IT11°+
w= / NHdE, o,
0

se tiene entonces que (17T w = f0||T||2+ MNNHAEy zt = 2'. Por lo tanto, 2 € X*. W

Observacion 3.13. Es importante observar que si el indice g dado en la Definicion
3.6 es infinito, la condicion (3.17) no se cumple para ningun valor de p y entonces no

se puede aplicar el teorema anterior.
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Corolario 3.14. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {ga} un MRE con

calificacion cldsica de orden p tal que u satisface (3.17). Entonces x' € X, sty solo

St Hxa — a:TH = O(a*) cuando o — 0T, donde z' = Ty, v, = Ry y X, es como en
(2.27).
Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 3.7 y del Teorema 3.12. |

Este corolario pone claramente de manifiesto la estrecha vinculaciéon existente entre
los conjuntos fuente y el orden de convergencia del error de regularizacién o, equiva-
lentemente, entre las propiedades de regularidad de la solucion exacta y el concepto de
calificacion. En los Capitulos 6 y 7 probaremos nuevos resultados reciprocos que invo-
lucran 6rdenes de convergencia y conjuntos fuente més generales que los presentados
en esta seccion.

En la demostracion del Teorema 3.12 se probo que la condicion (3.18) es suficiente
para que z! € AX,,. Méas atn, es facil ver que la condicién fuente PaR= X, es equivalente

a (3.18). Ahora bien, se sigue de (3.18) que

t

lim [ A~%d||Eyt|]” = o0,
0

t—0t

lo cual implica que
2 ! 2 ! 2
| Bt | = / d||Brat ||’ = / XA || Exal |* = o() cuando ¢ — 0%,
0 0
Luego, si 2 € X, entonces se tiene la estimacion
HEtSCTHQ =o(t*) cuando t— 0F.
Aunque el reciproco en general no es cierto, vale el siguiente resultado.

Lema 3.15. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Si para un cierto valor de

>0, 2 =TTy satisface

HEta?THZ = O(t*) cuando t— 0 (3.19)
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entonces

o e ()X DA, (3.20)

v<p

donde X,, es como en (2.27).

Demostracion. Sean 0 < v < py € > 0. Para probar que ' € X,,, veremos que se

satisface la condicion (3.18) con v en lugar de . Integrando por partes se obtiene
I+ ) . ) ) 17117+ )
/ N2 | Byt [P = 1T ([P — 2 || B | +2y/ A2 Byt P dA.
3 3

Entonces en virtud de (3.19) existe una constante positiva ¢ independiente de ¢ tal que

117+ ) I+
/ A Exet||” < ¢ 1+/ NN (3.21)

Como 2u — 2v — 1 > —1 (pues p > v) se tiene que
1711+
/ A2 1dN = O(1) cuando & — 0T, (3.22)
£
Luego, se deduce de (3.21) y (3.22) que
I+ )
[ g me < oo
0
y en consecuencia, z € X,,. |

Observacion 3.16. Para t cercano a 0, el operador E; actia como un “filtro pasa
altas” que permite pasar solo las altas frecuencias (asociadas a los valores del espectro
cercanos a 0). La condicion (3.19) impone entonces un orden de convergencia a cero
para las componentes de alta frecuencia de z'. Cuando T es un operador compacto con
sistema singular {(o,,; un,v,)} y Ran(T') no es cerrado, entonces (3.19) se convierte en

o0

Z )<xT, un>2) = O(0y")  cuando k — +o0,

n=k
lo que establece una condicién de decrecimiento de los coeficientes de Fourier de z' en

términos de los valores singulares de T'.
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3.1 Definiciones y propiedades
A continuacion presentamos un resultado reciproco que resulta muy apropiado en

el caso en que u no satisface la condicion (3.17) (ver Observacion 3.13), y por lo tanto

no es aplicable el Teorema 3.12.
Proposicion 3.17. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)). Sea {go} un MRE
a>0, (3.23)

Sl

J

tal que
Ga <
para alguna constante ¢ > 0, donde G, es como en (3.4). Si Hxa — :L’TH = O(a*) para
|

algiin > 0 entonces x' satisface (3.19) y (3.20), donde x, = Ry y x¥ = Ty,

Demostracién. Ver [12], Proposicion 4.13.
Veamos ahora un resultado reciproco que involucra datos con ruido. Este es el
primer resultado de este tipo y fue probado por A. Neubauer en 1994 ([49]).

Teorema 3.18. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)) y {ga} un MRE tal que
o dado en la Definicion 3.6 verifica py € (0, +00]. Supongamos que existen constantes

positivas \y < HTHQ, Y, Y1, Y2 Yy ¢1 > 1 tales que
(a)OSTOé()\)§17va>070§)\§>\17

(b) ra(A) > 7, VO < A <a<\;
(c) |ra(N)| es mondtona creciente con respecto a a para X € (0,]|T%];

(d) go(cra) > 2, V0 < cre < Ay

(e) ga(N) Zga(jx), para 0 < a <A< A< A\ y
(3.24)

() VAlgaV] < .

Entonces para todo 0 < p < g se tiene que

{fnfo oo =2+ QU —y))|| < (5} =0 <5%> cuando 6 — 0F
a>

si y sdlo si a1 satisface (3.19). Ademds, si o < +oo y verifica (3.17), entonces la tasa

sup
yey

(3.24) con = o es equivalente a la condicion fuente x' € X,
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Demostracion. Ver [49], Teorema 2.5. |

Este resultado dice esencialmente que, bajo ciertas condiciones sobre la familia de
funciones {g,} que define el MRE, la condicion “z' € A&, es necesaria para el siguiente

orden de convergencia a cero del error total:

H:c‘s a:TH =0 <525%) cuando § — 07, (3.25)

Mas adelante, en 1997, A. Neubauer ([50]) demostré ademas el resultado recipro-

co anterior para el MRE conocido como “reqularizacion de Tikhonov-Phillips”. Este

método serd introducido en la Seccion 3.2.2.

3.1.3. Saturacion

Otro concepto fuertemente ligado a los 6rdenes optimos de convergencia de los
MRE es el de “saturacion”. Este término se utiliza para describir el comportamiento de
algunos métodos para los cuales el orden de convergencia en (3.25) no es valido para
todo p > 0, sino so6lo hasta un valor finito pg, que resulta ser el orden de la calificacion
clasica del MRE. En 1994, Neubauer ([49]) introdujo por primera vez “la idea” del
concepto de saturacion para métodos de regularizacion. Si bien Neubauer no formalizd
el concepto de saturacion, demostro que ciertos métodos de regularizacion espectrales
“saturan” en el sentido que son incapaces de continuar extrayendo informaciéon adicional
sobre la solucion exacta atin bajo hipotesis adicionales de regularidad sobre la misma.

Mas precisamente, Neubauer prob6 el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,Y) tal que Ran(T) no
es cerrado y {go} un MRE con calificacion cldsica de orden g tal que gy verifica la
condicion (3.17). Supongamos ademds que g, y 7o satisfacen las hipdtesis (a)-(f) del

Teorema 3.18. Si a(8,y°) es una regla de eleccion del pardmetro tal que

sup {‘
Yy

yoe

xi(&y(;) - SL’TH | Qy — y‘S)H < 5} =0 (5%) cuando § — 07,
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entonces x! = Ty = 0.
Demostracion. Ver [49], Teorema 3.1. |

Notar que este resultado de Neubauer nos dice que, bajo las hipotesis del Teorema,
ninguna regla de eleccion del pardmetro puede resultar en un método para el cual
el error total converja a cero estrictamente mas rapido que O (5%» excepto en
el caso trivial en que ' = 0. En 1997, Neubauer ([50]) demostro que este fenémeno
de saturacion ocurre en particular con el método de Tikhonov-Phillips. Sin embargo,
el concepto de saturacion no ha sido ain rigurosamente formalizado. En el Capitulo
6 desarrollaremos una teoria general de saturacion para métodos de regularizacion
arbitrarios y exploraremos sus implicaciones. Este desarrollo constituye otro de los

aportes originales de esta tesis.

3.2. Casos particulares

3.2.1. Descomposiciéon en valores singulares truncada

El “método de descomposicion en valores singulares truncada” oTSVD (por su sigla
en inglés) se obtiene ignorando los valores del espectro de T*T que estan por debajo
de un cierto umbral dado por el parametro de regularizacion «. Asi, para « € (0, )
la familia {g,} se define por

L] % sidea, 4o0)
9al}) = { 0, si\elo,a) (3.26)

Es facil ver que {g,} es un MRE y que la hipotesis (H2) se verifica con C' = 1. La
condicion (3.9) se satisface con w,(«) = a* para todo g > 0, de lo cual se sigue
que fip = 400, donde pg es como en la Definicion 3.6. Luego, este método no posee

calificacion clasica.
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Como py = 400, no hay indices p > 0 para los cuales se satisfaga la condicion
(3.17) y en consecuencia, no es posible derivar resultados reciprocos por el Teorema
3.12, pues este no es aplicable. Sin embargo, si es valido el resultado reciproco de la

Proposicion 3.17 en virtud de que, en este caso, G, = i

La solucién regularizada a partir del dato con ruido 3° estd dada por

1717+ §
22 = g (T*T) Ty’ = / — dE\T*y’. (3.27)

0 A
Observar que en el caso en que T'= K es compacto con sistema singular {(o,,; u,, v,)}

entonces (3.27) se puede calcular usando (1.34) y (1.12) de la siguiente manera

1 1 1
o= 2, KV wun= Y S K= ), (g v un

no2>a nio2>a

la cual puede verse como una version “truncada”’ de la descomposicion en valores sin-
gulares de KTy dada en (1.18). Esto justifica el nombre del método. La expresion
anterior también puede interpretarse como la resultante del proceso de sustituir K por

un operador de rango finito K, definido para = € X por

K x = Z On (T, Up) U,y

nio2>a

y luego calcular la solucién regularizada a partir del dato con ruido mediante z? =
K[y°, es decir, como un método de proyeccién. Hemos visto al final de la Seccion 2.3
que la descomposicion en valores singulares truncada es, en el sentido que alli se preciso,
un método de proyeccion 6ptimo. Como senalamos anteriormente, el valor de a es el
umbral por debajo del cual los valores singulares son reemplazados por 0 y actia como

un parametro de regularizacion.
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3.2.2. Regularizacién de Tikhonov-Phillips

En el método de regularizacion de Tikhonov-Phillips ([51], [61], [62]) la familia de

funciones {g,} esta dada por

1
ga(N) = N, bara o € (0,aq), X € [0, 717 (3.28)

Se puede ver inmediatamente que {g,} es efectivamente un MRE y que satisface (H2)

con C' = 1. Luego, la solucién regularizada a partir del dato con ruido y° esta dada por

22 = g (T*TT*y’ = (T*T + o)1 Ty, (3.29)

«

es decir, ° estd definida mediante la ecuacion lineal T*Ta® + ozl = T*y°.
Para determinar si este método posee calificacion clasica, y en caso afirmativo hallar

su orden, se debe encontrar una funciéon w,(a) del tipo dado en (3.14), i.e. w, (o) = ca®

de tal manera que sea cota superior de la funcion

(67

M — M
B = N ra (V)] = ¥

Observar que para p < 1, se tiene que h,()) alcanza su maximo en A\ = po /(1 — p) y
entonces h,(\) < p(1 — p)Har < o Para g > 1, h,(N) es estrictamente creciente
y alcanza su mayor valor en || T'||*. Entonces, definimos w,, como
) at, para p <1
u(a) = { 2u—2
1T «, parap> 1.
Luego, se deduce que {g,} tiene calificacion clasica de orden py = 1, pues (3.9) se
satisface con w, (o) = o para todo p € [0,1] y es inmediato probar que la condicion
(3.17) se satisface con ¢ = 1y vy = % Por lo tanto podemos aplicar el Teorema 3.12,

del cual se sigue que un orden de convergencia para el error de regularizacion de la

1

P

forma Hxa — xTH = O(a) implica que x' € X; = Ran(T*T). Adem4s, como G, =

se cumple (3.23) y la Proposicion 3.17 permite afirmar que si H:ca — SL’TH = O(a*) para
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algin p € (0,1) (notar que en este caso no puede obtenerse una tasa de convergencia
del error de regularizacion mejor que O(a)) entonces z! € o<y Xo-

Con respecto al resultado reciproco para datos con ruido, es sencillo verificar que
este MRE satisface todas las hipotesis del Teorema 3.18 y por lo tanto
sup {inf H:p‘; — xTH : HQ(y — y‘s)H < 5} =0 <5§> cuando § — 07
Sy La>0
si y solo si 2 € &) (ver [50], Teorema 2.6). Como sefialamos en la seccion anterior,
Neubauer también demostroé que para la regularizacion de Tikhonov-Phillips ocurre el
fenomeno de saturacion, es decir, que si con una regla de eleccion del pardmetro se
obtiene que la tasa de convergencia del error total es 0(53), entonces x' = 0, siempre
que Ran(T) sea no cerrado (Teorema 3.19). En este sentido O(53) es un orden de
convergencia 6ptimo para el método de Tikhonov-Phillips.

Finalmente, es importante observar que para un operador compacto K con sistema
singular {(o,; u,, v,)}, (3.29) tiene la forma

e} o
6_2: n 6
K aﬁ-%cx<y Un)

n=1

Una comparacion con (1.18) permite ver claramente como Tikhonov-Phillips estabiliza
las aproximaciones: los errores en (y,v,) ya no son amplificados por los factores 1/0,,
sino por los factores o,,/(c2 + @), los cuales permanecen acotados cuando n — oo vy,

més ain, tienden a 0.

3.2.3. Meétodo de Showalter o regularizacién asintética

El método de regularizacion asintotica o método de Showalter se construye a partir

de la solucion us : Ry — X del problema de valores iniciales

L(t) + T*Tus(t) = Ty, t>0,
{u5<> us(t) =T, 1> (3.30)

U5(0) = 0,
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definiendo 2% = us (£). Si se reemplaza y° por y en (3.30), entonces escribimos u y z,
en lugar de us y 2°. Veamos que

. 1_€_>\t % 0
o) = [ S dB T, 120

es solucion de (3.30), donde {E\} es la familia espectral asociada a T*T'. Como
V'(t) = /e_/\t dEy T*y°

(esta derivacion puede justificarse por el Teorema de la Convergencia Dominada), se
tiene que

1—e M
T*To(t) = /Af dE\ Ty’ = Ty’ — '(t),

lo cual junto al hecho obvio que v(0) = 0, permite afirmar que v(t) es efectivamente
solucion del problema de valores iniciales (3.30).

Luego,

Como la funcion
ga(A) = ———= = /a e ds (3.31)
A 0

es continua para todo A > 0, resulta que g, € My y asi, 20 = g,(T*T)T*y°. Se puede
ver facilmente que g, satisface las hipotesis (H1)-(H3) de la Definicion 3.1 y por lo
tanto es un MRE. La hipotesis (H2) se verifica con C' = 1.

Este método se llama “regularizacion asintdtica” porque en (3.31) no se integra
hasta +oo, sino solo hasta 1/a, donde a actiia como parametro de regularizacion.
Cuando o — 07, este extremo superior de integracion se hace mas grande y asi, la
exactitud ||z, — 2|| mejora (el error de regularizacion tiende a 0), pero eventualmente

el error asociado al ruido Hxi — xaH empeora (recordar que se sigue del Teorema 3.4

que ||28 — .|| < 6V/CG, = 6y/1/a).
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Veamos ahora si este MRE posee calificacion clasica. La funcion

hu(A) = N [ra(A)] = e s,
alcanza su maximo en A = ayu y entonces h,(\) < o/ ute* para todo p > 0. Entonces
la condicion (3.9) se satisface con w,(a) = atu’e™* para todo p > 0, de lo cual se
sigue que po = +oo. Luego, este método no posee calificacion clasica.

Al igual que con TSVD, puesto que py = 400, no se puede aplicar el resultado
reciproco dado en el Teorema 3.12, pero como G, = i se tiene el resultado reciproco
més débil dado por la Proposiciéon 3.17.

Se sigue del Teorema 3.3 y del hecho que z, = u(t) para t = 1/a que si y €

Dom(TT), entonces

lim u(t) = lim 2, = T'y, (3.32)

t—00 a—0+
mientras que si y ¢ Dom(TT), tEerOO |lu(t)|| = +o0.

Resulta interesante observar que puesto que v'(t) — 0y 2, — 2! cuando t — +o0,
la solucion exacta z! se puede interpretar como el estado estacionario de la solucién del
problema de valores iniciales (3.30). Asimismo, es importante observar que la ecuacion
diferencial en (3.30) se convierte en la ecuacién normal T*Tx" = T*y para “t = +o00”.

Otra manera de escribir (3.32) para y € Dom(T") es usando (3.31), es decir,

1

lim g, (T"T)T"y = lim S eIy Ty =T"y.

a—0+ a—0t [,

Esta expresion estd muy relacionada con la “férmula de Showalter” ([55], [56]) dada

por

+00
/ e T Tds Ty =TTy
0

que vale para todo y € Dom(T"); si y ¢ Dom(T") entonces esta integral diverge. Por

ello, a este método se lo conoce también como “método de Showalter”.
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3.2.4. Meétodos de filtro

Los métodos de filtro se definen solo para operadores compactos ([34]). Sean X', Y
espacios de Hilbert y K : X — ) un operador lineal compacto con sistema singular
{(on; tn,vyn)}. En la Seccion 1.2 hemos visto, a partir de la descomposicion en valores
singulares de la inversa generalizada de Moore-Penrose de K (1.18), como los errores en
el dato y afectan a la mejor solucion aproximada KTy. Si dim(Ran(K)) = oo (lo cual
es equivalente a Ran(K) no cerrado y en efecto, KT no acotado) entonces nEIEwan =0.
Por ello, un error de una determinada magnitud en el dato y se puede amplificar por un
factor arbitrariamente grande (pues 1/0,, crece sin cota). Los métodos de filtro tienen
como objetivo amortiguar esos efectos de amplificacion de errores. La idea es sustituir
en (1.18) el factor no acotado 1/0, por ¢(«, 0,,)/0,, donde la funcion ¢(«, 0,,), conocida

como “filtro”, se elige de tal manera que ¢(«,0,)/0, resulte acotado como funcion de

o, para todo a > 0 fijo y tal que ¢(«,0,) — 1 cuando a — 0%,

Definicién 3.20. Sean X, ) espacios de Hilbert y K : X — ) un operador lineal com-
pacto con sistema singular {(o,; u,, v,)}. Se dice que la funcion ¢ : (0, 00) x (0, | K||] —
R es un “filtro de regularizacion para K” si satisface las siguientes condiciones:

(1) Existe una constante positiva k independiente de « tal que |¢(«, o) < k para
todo a > 0 y para todo o € (0, || K||].

(2) Para cada a > 0 existe una constante positiva c(a) tal que |g(a,0)| < ¢(a)o
para todo o € (0, || K|[].

(%) ali%h‘-’(a’“) =1 para todo o € (0, || K|

Del siguiente resultado se sigue que los operadores que resultan de sustituir 1/0,, por
un filtro de regularizacion para K, forman una familia de operadores de regularizacion
para KT.
Teorema 3.21. Sean X, Y espacios de Hilbert, K : X — Y un operador lineal com-

pacto con sistema singular {(on; un,vn)} y q @ (0,00) x (0, ||K||] — R un filtro de
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reqularizacion para K. Para o > 0 sea R, : Y — X definido por

Ry =Y 1T gy, ey (3.33)

n=1 n

Entonces { Ry} es una familia de operadores de regqularizacion para KT.

Demostracion. Ver [34], Teorema 2.6. |

La familia { R, } definida por (3.33) se conoce como “método de filtro” (asociado al
filtro q(a, 0)).

Si {R,} es un método de filtro con filtro de regularizacion ¢(a, o) continuo por
tramos como funcion de o en (0, ||K||] para todo o > 0, entonces {g,} es un MRE,

donde
q(ar, VA)
A

En efecto, la hipdtesis (H1) de la Definicion 3.1 se verifica debido a que el filtro ¢ es

ga(N) = para todo X € (0, || K. (3.34)

continuo por tramos como funcion de o en (0, || K||] para todo « > 0. La hipdtesis (H2)
se sigue inmediatamente de la condicion (1) de la Definicion 3.20 y (H3) resulta de la

condicion (8). Veamos ahora que el método de filtro {R,} es en efecto la familia de

regularizacion espectral para KT obtenida con g, dado por (3.34). Sea y € ), entonces

Ray = Z@ Zanga y,vn>
= Zga yagnvn n Zga y,KUn> Un

) 1K1+
= Z ga(an) <K*y7 un> Up = / ga(k) dE)\K*y
n=1 0

En este sentido, todo método de filtro es un método de regularizaciéon espectral.

Algunos ejemplos de filtros de regularizacion usuales son:

Ejemplo 3.22. Sea ¢ definido por

) 1, sio?>a;

q(a,0) =
0, sio?<a.
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Es facil verificar que ¢ un es un filtro de regularizacion. La condicion (2) de la Definicion
3.20 se satisface con c(a) = 1/y/a. Observar que si se define g,(0?) como en (3.34) se
obtiene (3.26) con A\ = o?. Asi, este filtro corresponde a la descomposiciéon en valores

singulares truncada, TSVD.

Ejemplo 3.23. La funcion q(a, o) = 0%/(a + 02) es un filtro de regularizacion y la
condicion (2) de la Definicion 3.20 se satisface con c(a) = 1/(24/a). Si definimos g, (c?)
como en (3.34) en este caso se obtiene (3.28) con A = % y en consecuencia este filtro

corresponde a la regularizacion de Tikhonov-Phillips.

Notar que los filtros dados en los ejemplos anteriores son continuos por tramos como
funcion de o en (0, || K] para todo a > 0 y entonces, los métodos de filtro que definen
son también métodos de regularizacion espectrales.

Reciprocamente, se puede probar facilmente que si {g,} es un MRE para KT, en-
tonces si ¢ se define a partir de (3.34), se tiene que ¢ es un filtro de regularizacion para
K y por lo tanto, {R,} dado por (3.33) es un método de filtro.

Finalmente, es importante senalar que los métodos de filtro son casos particulares
del método de la inversa aproximada introducido en la Seccién 2.4. Mas precisamente,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.24. Sean K : X — Y un operador lineal y compacto con sistema singular
{(on;un,vn)} y {Ra} un método de filtro. Entonces R, es una inversa aprozimada con

molificador

mW(S, ) = ZQ(‘% o) tn(8)un(-),

n=1

donde q es un filtro de reqularizacion para K.

Demostracion. Ver A. K. Louis ([39]), Teorema 2. |
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