
Capítulo 1Preliminares
En un 
ontexto bastante general, un problema inverso se puede formular 
omo lane
esidad de determinar x en una e
ua
ión de la forma

Tx = y, (1.1)donde T es un operador lineal y a
otado entre dos espa
ios de Hilbert X e Y e y esun dato dado. Muy a menudo, los problemas inversos no satisfa
en los postulados deHadamard de buen 
ondi
ionamiento (�well-posedness�). Estos son(P1 ) Existen
ia: Para todo dato admisible, existe una solu
ión.(P2 ) Uni
idad: Para todo dato admisible, la solu
ión es úni
a.(P3 ) Dependen
ia 
ontinua: La solu
ión depende 
ontinuamente de los datos.Un problema matemáti
o que viole al menos uno de estos postulados se di
e �mal
ondi
ionado� (�ill-posed�).Se di
e que y es al
anzable si y ∈ Ran(T ). Luego, (P1 ) es equivalente a que todo
y ∈ Y sea al
anzable, es de
ir que Ran(T ) = Y . El postulado (P2 ) se satisfa
e si ysólo si N(T ) = {0}. Si se 
umplen (P1 ) y (P2 ), existe T−1 y (P3 ) es equivalente ala 
ontinuidad (o a
ota
ión) de T−1. Sin embargo, muy a menudo es muy restri
tivosuponer que y ∈ Ran(T ) y que N(T ) = {0}, pues aún en estos 
asos se puede estar15



16 Cap. 1 Preliminaresinteresado en una �solu
ión generalizada� (en algún sentido pre
iso) que resuelva Tx =

y en un sentido aproximado. Como veremos más adelante esta no
ión generalizadade solu
ión está fuertemente rela
ionada 
on el 
on
epto de inversa generalizada deMoore-Penrose del operador T , la 
ual será introdu
ida en la Se

ión 1.1.En el modelado de una gran variedad de problemas inversos tales 
omo pro
esa-miento de señales e imágenes, transferen
ia de 
alor, reología, �uores
en
ia, et
., surgende manera natural e
ua
iones integrales de Fredholm de primera 
lase, las 
uales es-tán aso
iadas a operadores integrales que bajo 
iertas 
ondi
iones bastante generalesresultan 
ompa
tos. Por ello, en la Se

ión 1.2 introdu
imos el 
on
epto de �sistemasingular� para operadores lineales 
ompa
tos y estudiamos propiedades de la inversageneralizada de Moore-Penrose de este tipo de operadores.En la prá
ti
a, y por las razones antes men
ionadas, la prin
ipal 
ausa del mal
ondi
ionamiento de un problema es la viola
ión del postulado (P3 ). Esto se tradu
een inestabilidad 
uando se emplean métodos numéri
os tradi
ionales para aproximarlas solu
iones. Para restable
er la estabilidad es ne
esario la apli
a
ión de �métodosde regulariza
ión�, los 
uales 
onsisten, esen
ialmente, en aproximar el problema mal
ondi
ionado por una familia 
onvenientemente 
onstruida de problemas �bien 
ondi-
ionados�. No obstante se debe tener siempre presente que ningún tru
o matemáti
opuede ha
er estable un problema que es inherentemente inestable. Todo lo que unmétodo de regulariza
ión puede ha
er es re
uperar informa
ión par
ial a
er
a de lasolu
ión, de modo tan estable 
omo sea posible. En la Se

ión 1.3 se presentan 
on-
eptos y resultados bási
os de Teoría Espe
tral de Operadores en espa
ios de Hilbert yCál
ulo Fun
ional, los 
uales serán ne
esarios para la 
onstru

ión de 
iertos métodosde regulariza
ión basados en la no
ión de �fun
ión de un operador autoadjunto�.



1.1 La Inversa Generalizada de Moore-Penrose 171.1. La Inversa Generalizada de Moore-PenroseLa inversa generalizada de Moore-Penrose provee un mar
o matemáti
o ade
uadopara la de�ni
ión de solu
iones generalizadas y el tratamiento de problemas mal 
ondi-
ionados. Como veremos, esta inversa está fuertemente rela
ionada 
on las solu
ionesde mínimos 
uadrados del problema (1.1).Un elemento x0 ∈ X se denomina solu
ión de mínimos 
uadrados (s.m.
.) de (1.1)si
‖Tx0 − y‖ = ı́nf

z∈X
‖Tz − y‖ . (1.2)Si además x0 es tal que

‖x0‖ = ı́nf
z s.m.
. de Tx=y ‖z‖ , (1.3)se denomina mejor solu
ión aproximada (m.s.a.) de Tx = y, es de
ir, la m.s.a. es lasolu
ión de mínimos 
uadrados de mínima norma.De�nimos ahora la inversa generalizada de Moore-Penrose del operador T restrin-giendo su dominio y su rango de tal manera que el operador restringido resultante T̃sea invertible. Más pre
isamente, sea T̃ .

= T |N(T )⊥ : N(T )⊥ → Ran(T ). Claramente T̃así de�nido es biye
tivo. La inversa generalizada de Moore-Penrose T † de T se de�ne
omo la úni
a extensión lineal de T̃−1 al dominio
Dom(T †)

.
= Ran(T ) ⊕ Ran(T )⊥que satisfa
e N(T †) = Ran(T )⊥. Se extiende T̃−1 : Ran(T ) → N(T )⊥ a

T † : Ran(T ) ⊕ Ran(T )⊥ → N(T )⊥de tal manera que T †y
.
= T̃−1y1, donde y = y1 + y2 
on y1 ∈ Ran(T ) y y2 ∈ Ran(T )⊥.A 
ontinua
ión enun
iamos algunas propiedades de la inversa generalizada de Moo-re-Penrose. Dado que estos son resultados 
lási
os bastante 
ono
idos no in
luímos las



18 Cap. 1 Preliminares
orrespondientes demostra
iones aquí. Para el le
tor interesado, estas pueden en
on-trarse, por ejemplo, en [12℄, [34℄.Proposi
ión 1.1. Sean P y Q las proye

iones ortogonales sobre N(T ) y Ran(T ),respe
tivamente. Enton
es Ran(T †) = N(T )⊥ y se satisfa
en las 
uatro e
ua
iones deMoore-Penrose:
TT †T = T, (1.4)
T †TT † = T †, (1.5)
T †T = I − P, (1.6)

TT † = Q|Dom(T †). (1.7)Claramente, las e
ua
iones (1.6) y (1.7) impli
an (1.4) y (1.5). Se puede probar quelas e
ua
iones de Moore-Penrose 
ara
terizan unívo
amente a T †.Proposi
ión 1.2. El operador T † es 
errado. Además, T † es a
otado si y sólo si
Ran(T ) es 
errado.El siguiente teorema pone en eviden
ia la rela
ión entre las solu
iones de mínimos
uadrados y la inversa generalizada de Moore-Penrose.Teorema 1.3. Si y ∈ Dom(T †), enton
es Tx = y tiene una úni
a mejor solu
iónaproximada dada por x† .

= T †y. El 
onjunto S de todas las solu
iones de mínimos
uadrados está dado por S = x† +N(T ).Es importante observar que la inversa generalizada de Moore-Penrose de T es enton-
es el operador solu
ión que mapea y sobre la mejor solu
ión aproximada del problema
Tx = y (siempre que y ∈ Dom(T †)). Denotaremos 
on T ∗ al operador adjunto de T .



1.2 Operadores lineales 
ompa
tos: expansión en valores singulares 19Teorema 1.4. Si y ∈ Dom(T †), enton
es z ∈ X es una solu
ión de mínimos 
uadradosde Tx = y si y sólo si satisfa
e la �e
ua
ión normal�
T ∗Tz = T ∗y. (1.8)De este resultado se sigue que T †y es también la mejor solu
ión aproximada delproblema T ∗Tz = T ∗y, es de
ir,
T † = (T ∗T )†T ∗. (1.9)Se puede probar además que si y /∈ Dom(T †), enton
es no existen solu
iones de mínimos
uadrados de Tx = y. Por otra parte, si Dom(T †) = Y , enton
es Ran(T ) es 
errado yse sigue de la Proposi
ión 1.2 que en tal 
aso T † es a
otado, es de
ir, el problema (1.1)es bien 
ondi
ionado.1.2. Operadores lineales 
ompa
tos: expansión en va-lores singularesEn esta se

ión presentaremos y analizaremos la expansión en valores singularespara operadores 
ompa
tos, ne
esaria para estudiar varias propiedades de la inversageneralizada de Moore-Penrose de este tipo de operadores. Por ejemplo, los operadoresaso
iados a e
ua
iones integrales de Fredholm de primera espe
ie, son �
asi siempre�
ompa
tos. Más pre
isamente, sean Ω ⊆ Rd un 
onjunto 
ompa
to y medible Jordany k ∈ L2(Ω×Ω) ó k débilmente singular (esto es, k es 
ontinuo sobre {(s, t) ∈ Ω×Ω :

s 6= t} y ∀ s 6= t ∈ Ω, |k(s, t)| ≤ M
|s−t|n−ǫ 
on M > 0, ǫ > 0). Enton
es el operador

K : L2(Ω) → L2(Ω)

x(·) → (Kx)(s)
.
=

∫

Ω

k(s, t)x(t)dt (1.10)es 
ompa
to (ver [60℄, pág. 277).



20 Cap. 1 PreliminaresDe aquí en adelante denotaremos 
on K a operadores lineales 
ompa
tos. Si K esademás autoadjunto, enton
es existe un autosistema {(λn; un)} aso
iado a K, donde
λn son los autovalores no nulos de K (los autovalores son reales por ser K autoadjunto)y un sus 
orrespondientes autove
tores. Utilizando este autosistema, el operador K sepuede �diagonalizar� de la siguiente manera:

Kx =
∑

n

λn 〈x, un〉un, ∀x ∈ X . (1.11)Si K no es autoadjunto, enton
es puede no tener autovalores y por lo tanto, puedeno existir un autosistema aso
iado a K. No obstante, en este 
aso se puede sustituirel autosistema por lo que llamaremos sistema singular, el que puede usarse de maneraanáloga para �diagonalizar� el operador K.De�ni
ión 1.5. Sea K : X → Y un operador lineal 
ompa
to (no ne
esariamente au-toadjunto). Un sistema singular aso
iado a K es una familia de la forma {(σn; un, vn)}donde:
{σ2

n}n∈N son los autovalores no nulos de K∗K (y de KK∗), es
ritos en ordende
re
iente 
on su multipli
idad. Las raíz 
uadrada positiva de 
ada autovalor,es de
ir σn, se denomina valor singular de K,
{un}n∈N es un sistema ortonormal 
ompleto de autove
tores de K∗K (que expan-de Ran(K∗) = Ran(K∗K) ) y
{vn}n∈N es un sistema ortonormal 
ompleto de autove
tores deKK∗ (que expande
Ran(K) = Ran(KK∗) ); están dados por

vn
.
=

Kun
‖Kun‖

.Es importante observar que K∗K es no negativo (a
retivo), pues 〈K∗Kx, x〉 =

‖Kx‖2 ≥ 0 para todo x y por ello, sus autovalores son no negativos. Además, 
omo
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K es 
ompa
to, el operador K∗K también lo es y por lo tanto tiene a lo sumo una
antidad numerable de autovalores que se pueden a
umular úni
amente en 
ero (verTeorema 6.7, [64℄).Se satisfa
en las siguientes fórmulas:

Kun = σnvn (1.12)
K∗vn = σnun (1.13)

Kx =
∑

n

σn 〈x, un〉 vn, x ∈ X (1.14)
K∗y =

∑

n

σn 〈y, vn〉 un, y ∈ Y , (1.15)(donde, en el 
aso de in�nitos valores singulares, las series 
onvergen en las normasde los espa
ios de Hilbert X y Y , según 
orresponda). Las expresiones (1.14) y (1.15)se denominan �expansión en valores singulares� (de K y K∗, respe
tivamente) y sonlos análogos en dimensión in�nita de la des
omposi
ión en valores singulares de unamatriz.El rango del operador K tiene dimensión �nita si y sólo si K tiene un número�nito de valores singulares. Por ejemplo, el operador integral de�nido por (1.10) donde
Ω ⊆ Rd es un 
onjunto 
ompa
to y medible Jordan 
on medida positiva y el nú
leo
k ∈ L2(Ω×Ω), tiene rango de dimensión �nita si y sólo si k es degenerado, es de
ir, sise puede es
ribir 
omo

k(s, t) =

n∑

i=1

ϕi(s)ψi(t), s, t ∈ Ω, (1.16)
on n ∈ N y ϕi, ψi ∈ L2(Ω). Se puede probar además que Ran(K) es 
errado si y sólo sitiene dimensión �nita, lo 
ual junto 
on la Proposi
ión 1.2 impli
a el siguiente resultado,de parti
ular relevan
ia en el 
ontexto del estudio de problemas mal 
ondi
ionados.



22 Cap. 1 PreliminaresProposi
ión 1.6. Sea K : X → Y un operador lineal 
ompa
to, 
on dim(Ran(K)) =

∞. Enton
esK† es un operador lineal 
errado no a
otado (i.e. no 
ontinuo) densamentede�nido.Luego, para un operador lineal 
ompa
to 
on rango no 
errado (por ejemplo paraun operador integral del tipo (1.10) 
on un nú
leo en L2 no degenerado) la mejorsolu
ión aproximada de Kx = y no depende 
ontinuamente del dato y, y por lo tanto,la e
ua
ión es mal 
ondi
ionada.Usando el sistema singular aso
iado a un operador 
ompa
to se puede hallar unarepresenta
ión en serie de la inversa generalizada de Moore-Penrose de di
ho operador.En efe
to, se tiene el siguiente resultado.Teorema 1.7. Sea K un operador lineal 
ompa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)},
y ∈ Y. Enton
es,i)

y ∈ Dom(K†) ⇐⇒
∞∑

n=1

|〈y, vn〉|2
σ2
n

<∞. (1.17)ii) Para y ∈ Dom(K†),
K†y =

∞∑

n=1

〈y, vn〉
σn

un. (1.18)Es importante notar que la primera parte de este Teorema provee una 
ondi
iónne
esaria y su�
iente para la existen
ia de una mejor solu
ión aproximada, 
ono
ida
omo 
riterio de Pi
ard : existe una mejor solu
ión aproximada de Kx = y si y sólo silos 
oe�
ientes de Fourier generalizados 〈y, vn〉 de Qy ∈ Ran(K) 
on respe
to a las fun-
iones singulares vn de
re
en su�
ientemente rápido respe
to de los valores singulares
σn. Nos preguntamos ahora qué puede o
urrir 
on respe
to a la estabilidad de la so-lu
ión. La des
omposi
ión en valores singulares (1.18) de la inversa generalizada deMoore-Penrose de K, permite ver 
ómo los errores en el dato y afe
tan a la mejor



1.2 Operadores lineales 
ompa
tos: expansión en valores singulares 23solu
ión aproximada K†y. Las 
omponentes del error (
on respe
to a la base {vn})que 
orrespondan a valores singulares grandes (valores de n pequeños) son inofensivas,mientras que las 
orrespondientes a valores singulares σn pequeños (valores de n gran-des) se ampli�
an por un fa
tor 1/σn y por ello son peligrosas. Si dim(Ran(K)) <∞,en 
uyo 
aso Ran(K) es 
errado y K† es a
otado, sólo hay un número �nito de valoressingulares y estos fa
tores de ampli�
a
ión al menos están a
otados (aunque aún asípodrían ser muy grandes). Sin embargo, si dim(Ran(K)) = ∞ enton
es ĺım
n→∞

σn = 0y un error en el dato de un tamaño �jo se puede ampli�
ar por un fa
tor arbitra-riamente grande (pues 1/σn 
re
e sin 
ota). Por ejemplo, si yδ,n .
= y + δvn, enton
es

‖yδ,n − y‖ = |δ| y sin embargo de (1.18) se sigue que
K†y −K†yδ,n = −〈δvn, vn〉

σn
un = − δ

σn
un,por lo que

∥∥K†y −K†yδ,n
∥∥ =

|δ|
σn

n→∞−→ ∞.Luego, un error en el dato de magnitud |δ| produ
e un error de magnitud |δ|
σn

en lasolu
ión. Claramente, la inestabilidad es más severa 
uanto más rápido de
re
en a 
erolos valores singulares. La velo
idad 
on la 
ual σn tiende a 
ero permite 
uanti�
arel grado de mal 
ondi
ionamiento del problema Kx = y. Así, si σn = O(n−α) paraalgún α > 0 se di
e que el problema es �débilmente mal 
ondi
ionado� y �severamentemal 
ondi
ionado� en otro 
aso. Por ejemplo si σn = O(e−n), enton
es de
imos que elproblema es severamente mal 
ondi
ionado.A 
ontinua
ión presentamos un ejemplo aso
iado a un problema en 
ondu

iónde 
alor que nos permitirá visualizar de mejor manera las de�ni
iones y 
on
eptospre
edentes.



24 Cap. 1 Preliminares1.2.1. Ejemplo: La e
ua
ión del 
alor ha
ia atrás en el tiempoLos problemas �dire
tos� en 
ondu

ión de 
alor son los problemas 
lási
os que 
on-sisten en 
al
ular la evolu
ión temporal o la distribu
ión espa
ial, en un 
ierto tiempo�nal pre�jado, de la temperatura de un 
uerpo dados los parámetros térmi
os, la distri-bu
ión ini
ial de la temperatura del mismo y las 
ondi
iones de frontera. Es bien sabidoque todos estos problemas, bajo 
ondi
iones bien generales, son bien 
ondi
ionados enel sentido de Hadamard.Plantearemos a 
ontinua
ión un problema inverso 
ono
ido 
omo e
ua
ión del 
alorha
ia atrás en el tiempo (�ba
kwards heat equation�), el 
ual nos 
ondu
irá a unae
ua
ión integral de primera 
lase 
on un operador integral 
ompa
to. Por simpli
idad,
onsideraremos sólo el 
aso unidimensional. Supongamos que u(x, t) es solu
ión de lae
ua
ión de difusión en un sólido unidimensional homogéneo Ω = [0, π],
∂2u

∂x2
(x, t) =

∂u

∂t
(x, t), x ∈ [0, π], t > 0, (1.19)
on 
ondi
iones de borde de tipo Diri
hlet homogéneas:

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0, (1.20)de modo que u(x, t) denota la temperatura del punto x en el instante de tiempo t.Nuestro problema 
onsiste en, dada la temperatura �nal en t = T

g(x)
.
= u(x, T ), x ∈ [0, π], (1.21)
on g(0) = g(π) = 0, determinar la temperatura ini
ial

f(x)
.
= u(x, 0), x ∈ [0, π]. (1.22)Usando la té
ni
a usual de separa
ión de variables se obtiene inmediatamente quela solu
ión del problema dire
to (1.19), (1.20), (1.22) está dada por

u(x, t) =
2

π

∞∑

n=1

e−n
2tsen(nx)

∫ π

0

f(τ)sen(nτ) dτ, x ∈ [0, π], t > 0.



1.2 Operadores lineales 
ompa
tos: expansión en valores singulares 25Luego, se dedu
e de (1.21) que
g(x) =

∫ π

0

k(x, τ)f(τ) dτ, (1.23)donde
k(x, τ)

.
=

2

π

∞∑

n=1

e−n
2T sen(nτ)sen(nx).De�niendo el operador integral

K : L2[0, π] → L2[0, π]

f(·) → (Kf)(x)
.
=

∫ π

0

k(x, τ)f(τ) dτ, (1.24)se tiene enton
es que el problema inverso 
onsiste en resolver la e
ua
ión integral deprimera 
lase (1.23), es de
ir,
Kf = g. (1.25)Como [0, π] es 
ompa
to y k(x, τ) ∈ L2([0, π] × [0, π]) resulta que el operador K es
ompa
to (ver 1.10). Además, puesto que k(x, τ) es no degenerado (ver (1.16)), elproblema inverso (1.25) es en efe
to mal 
ondi
ionado, a pesar de que en este 
aso

K es inye
tivo. Dado que K es además autoadjunto, el sistema singular aso
iado aloperador K es {(
e−n

2T ;

√
2

π
sen(nx),

√
2

π
sen(nx)

)}
.Sea gn .

=
√

2
π

∫ π
0
g(τ)sen(nτ) dτ el n-ésimo 
oe�
iente de Fourier generalizado deldato g. Según el 
riterio de Pi
ard (1.17), este problema inverso tiene solu
ión si y sólosi

∞∑

n=1

|gn|2
(e−n2T )2

=

∞∑

n=1

e2n
2T |gn|2 <∞, (1.26)y en tal 
aso, la solu
ión está dada por

f(x) =

√
2

π

∞∑

n=1

en
2Tgn sen(nx). (1.27)



26 Cap. 1 PreliminaresDe (1.26) y (1.27) se puede observar que este problema es severamente mal 
ondi
io-nado: existe solu
ión sólo para los datos g tales que sus 
oe�
ientes de Fourier {gn}tienden a 
ero más rápido que e−n2T , es de
ir para datos muy suaves. Por otra parte,un error en el n-ésimo 
oe�
iente de Fourier de g es ampli�
ado por un fa
tor en2T . Asípor ejemplo, si T = 1, un error del orden de 10−12 en el sexto 
oe�
iente de Fourierdel dato (lo 
ual difí
ilmente podría lograrse en un problema prá
ti
o) resultaría en unerror del orden de 103 en el sexto 
oe�
iente de Fourier de la solu
ión, lo 
ual resultaríaina
eptable desde todo punto de vista. Aquí queda 
laramente de mani�esto el fuertemal 
ondi
ionamiento del problema. No es válido pedir más de 
uatro 
oe�
ientes deFourier de la solu
ión del problema inverso si se ha de 
on
ebir, 
omo su
ede siempreen la prá
ti
a, la existen
ia de errores en los datos, aunque estos puedan en prin
i-pio 
onsiderarse despre
iables. Como veremos en el Capítulo 8, 
ualquier intento porresolver numéri
amente este problema 
on métodos tradi
ionales resultará enton
esinfru
tuoso, aún en el hipotéti
o 
aso en que g se 
onoz
a en forma exa
ta. Los erroresintrodu
idos por la ne
esidad de dis
retiza
ión y los errores numéri
os de redondeo,son su�
ientes para ha
er inestable 
ualquier método 
lási
o de aproxima
ión.
1.3. Teoría espe
tral y 
ál
ulo fun
ionalComo veremos en el Capítulo 3 la teoría espe
tral de operadores en espa
ios deHilbert y el 
ál
ulo fun
ional proveen un sólido andamiaje matemáti
o para el desarrollode la teoría de regulariza
ión de problemas inversos mal 
ondi
ionados en un 
ontextobastante general. En esta se

ión se presentarán algunos 
on
eptos y resultados bási
os
uyas demostra
iones pueden en
ontrarse por ejemplo en [4℄ y [24℄. Para un tratamientoexhaustivo véase el volumen 3 del libro de Dautray y Lions ([10℄).



1.3 Teoría espe
tral y 
ál
ulo fun
ional 27Para la 
onstru

ión de 
iertos métodos de regulariza
ión ne
esitaremos previamen-te la no
ión de �fun
ión de un operador autoadjunto�. En primer lugar, estudiaremos el
aso de operadores lineales autoadjuntos 
ompa
tos y luego, el de operadores linealesautoadjuntos en general (posiblemente no a
otados).Sea {(σn; un, vn)} el sistema singular aso
iado al operador lineal 
ompa
toK. Como
{(σ2

n; un)} es un autosistema aso
iado al operador 
ompa
to autoadjuntoK∗K, se siguede (1.11) que
K∗Kx =

∑

n

σ2
n 〈x, un〉un, ∀x ∈ X . (1.28)A 
ontinua
ión de�nimos el 
on
epto de �familia espe
tral�. Denotamos 
on L(X ,Y)al espa
io de los operadores lineales y 
ontinuos de X en Y .De�ni
ión 1.8. Sean K ∈ L(X ,Y) 
ompa
to y {(σn; un, vn)} el sistema singularaso
iado a K. Para λ ∈ R y x ∈ X , de�nimos

Eλx
.
=





∑
n: σ2

n<λ

〈x, un〉un, si λ ≤ 0;
∑

n: σ2
n<λ

〈x, un〉un + Px, si λ > 0, (1.29)donde P es la proye

ión ortogonal de X sobre N(K∗K). El operador Eλ es la pro-ye

ión ortogonal sobre Xλ
.
= span{un : n ∈ N, σ2

n < λ} (+N(K∗K), si λ > 0). La
ole

ión de proye

iones {Eλ}λ∈R se denomina familia espe
tral de K∗K o resolu
iónde la identidad aso
iada a K∗K.La proye

ión P se agrega en (1.29) sólo 
uando λ > 0 
on el objeto de 
ontemplar el
aso en que 0 es autovalor de K∗K. Caso 
ontrario, N(K∗K) = {0} y P es el operadornulo. Se sigue de esta de�ni
ión que Eλ �trun
a� la expansión en valores singulares de
x ya que sólo se 
onsideran los autovalores de K∗K menores que λ. Es fá
il veri�
arque la fun
ión λ → Eλ toma valores en L(X ), el espa
io de los operadores lineales y
ontinuos de X en X , y satisfa
e las siguientes propiedades:
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Eλ = 0 (operador nulo) para λ ≤ 0, pues σ2

n > 0 para todo n.
Eλ = I (operador identidad) para λ > σ2

1 , pues {un} expande Ran(K∗K) y si
λ > σ2

1, enton
es Xλ = Ran(K∗K) +N(K∗K) = X .El mapeo λ → Eλ es monótono no de
re
iente en el sentido de las formas 
ua-dráti
as; es de
ir, para λ ≤ µ y x ∈ X , 〈Eλx, x〉 ≤ 〈Eµx, x〉.
Eλ es �
onstante� por tramos y tiene �saltos� en λ = σ2

n (y en λ = 0 si y sólo si 0es un autovalor de K∗K) de �altura�
Sλ(·) .

=
∑

n: σ2
n=λ

〈·, un〉un, (1.30)es de
ir, el �salto� de Eλ en λ = σ2
n es igual a la proye

ión ortogonal sobre elautoespa
io generado por λ = σ2

n.Re
ordemos ahora que la integral de Riemann-Stieltjes 
on respe
to a una fun
ión
F 
onstante por tramos resulta en la suma de los valores del integrando evaluado en lospuntos de salto de F , multipli
ados por la altura de tales saltos. Por ello, teniendo en
uenta (1.30) se tiene que (1.28) puede verse 
omo la integral de Riemann-Stieltjes dela fun
ión identidad �
on respe
to a Eλ�. Luego, se puede probar que son válidos 
asitodos los resultados más importantes de la teoría de integra
ión tales 
omo integra
iónpor partes, Teorema de la Convergen
ia Dominada, et
. (ver [26℄). Esto motiva lassiguientes nota
iones, donde x, w ∈ X y f es una fun
ión 
ontinua por tramos que notiene dis
ontinuidades en los autovalores de K∗K, es de
ir, donde Eλ tiene saltos:

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx

.
=

∞∑

n=1

f(σ2
n) 〈x, un〉un (1.31)

∫ +∞

−∞
f(λ) d 〈Eλx, w〉 .

=

∞∑

n=1

f(σ2
n) 〈x, un〉 〈un, w〉 (1.32)

∫ +∞

−∞
f(λ) d ‖Eλx‖2 .

=

∞∑

n=1

f(σ2
n) |〈x, un〉|2 (1.33)



1.3 Teoría espe
tral y 
ál
ulo fun
ional 29Es su�
iente tomar 
omo extremos inferior y superior de integra
ión 0 y ‖K‖2 + ε,respe
tivamente, para 
ualquier ε > 0 (pues σ2
1 = ‖K∗K‖ = ‖K‖2). Por ello, essu�
iente 
on que f esté de�nida y sea 
ontinua por tramos sólo en [0, ‖K‖2 + ε]para algún ε > 0. Para enfatizar este he
ho utilizaremos a menudo ∫ ‖K‖2+

0
. Asimismoalgunas ve
es omitiremos los extremos de integra
ión 
uando se integre sobre todo R.Observar que para la fun
ión identidad, f = id, la e
ua
ión (1.31) se redu
e a

∫
λ dEλx =

∞∑

n=1

σ2
n 〈x, un〉 un,y por lo tanto en virtud de (1.11), ∫ λ dEλ = K∗K. Esto se puede es
ribir 
omo

∫
id(λ) dEλ = id(K∗K),lo 
ual motiva la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 1.9. Una fun
ión 
ontinua por tramos f de un operador autoadjunto 
om-pa
to K∗K se de�ne 
omo

f(K∗K)
.
=

∫
f(λ)dEλ

.
=

∞∑

n=1

f(σ2
n) 〈·, un〉un. (1.34)Es importante observar que f(K∗K) también es un operador lineal, 
ontinuo y au-toadjunto sobre X . En parti
ular, si f es un polinomio p(λ) =

∑n
j=0 ajλ

j, enton
es
p(K∗K) =

∑n
j=0 aj(K

∗K)j. Si una su
esión de polinomios {pn} 
onverge uniforme-mente a f , enton
es para todo x ∈ X , la su
esión {pn(K∗K)x} 
onverge a f(K∗K)x.Luego, se puede probar que para 
ualquier fun
ión 
ontinua por tramos f se tiene lasiguiente identidad que utilizaremos en repetidas oportunidades más adelante:
f(K∗K)K∗ = K∗f(KK∗), (1.35)donde f(KK∗) se de�ne análogamente a f(K∗K) usando la familia espe
tral Fλ aso-
iada a KK∗, de�nida para λ ∈ R, y ∈ Y por

Fλy
.
=





∑
n: σ2

n<λ

〈y, vn〉 vn, si λ ≤ 0;
∑

n: σ2
n<λ

〈y, vn〉 vn + (I −Q)y, si λ > 0, (1.36)
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ión ortogonal sobre N(KK∗) = Ran(KK∗)⊥.Usando (1.32) y (1.33) es fá
il ver que para x, w ∈ X se tiene que
〈f(K∗K)x, w〉 =

∫
f(λ) d 〈Eλx, w〉 (1.37)y

‖f(K∗K)x‖2 =

∫
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 , (1.38)de lo 
ual se sigue inmediatamente que

‖f(K∗K)‖ ≤ sup
λ∈[0,‖K‖2]

|f(λ)| (1.39)y
‖f(K∗K)K∗‖ ≤ sup

λ∈[0,‖K‖2]

√
λ |f(λ)| . (1.40)Debido a que estos resultados se dedu
en fá
ilmente a partir de las respe
tivasexpansiones en valores singulares (1.31)-(1.33), el uso de �integrales 
on respe
to a unafamilia espe
tral� para el 
aso de operadores 
ompa
tos es simplemente una nota
iónmuy 
onveniente. Sin embargo, sirve además 
omo motiva
ión para introdu
ir el 
asomás general que trataremos a 
ontinua
ión.En la De�ni
ión 1.8 introdujimos el 
on
epto de �familia espe
tral aso
iada al ope-rador K∗K�. A 
ontinua
ión de�niremos familias espe
trales generales en espa
ios deHilbert y veremos luego que existe una 
orresponden
ia biunívo
a entre el 
onjunto defamilias espe
trales en un espa
io de Hilbert X y el 
onjunto de operadores linealesautoadjuntos sobre X .De�ni
ión 1.10. Una familia {Eλ}λ∈R de proye

iones ortogonales en X se denomina�familia espe
tral � o �resolu
ión de la identidad � si satisfa
e las siguientes 
ondi
iones:i) EλEµ = Emı́n{λ,µ}, para λ, µ ∈ R,ii) E−∞ = 0, E+∞ = I, donde E±∞x

.
= ĺımλ→±∞Eλx para todo x ∈ X ,iii) Eλ− = Eλ, donde Eλ−x = ĺımε→0+ Eλ−εx para todo x ∈ X .



1.3 Teoría espe
tral y 
ál
ulo fun
ional 31Al igual que en (1.31) es posible de�nir una integral 
on respe
to a una familiaespe
tral arbitraria {Eλ}λ∈R.Proposi
ión 1.11. Sean {Eλ}λ∈R una familia espe
tral sobre X , f : R → R unafun
ión 
ontinua y x ∈ X . Enton
es es posible de�nir para todos a, b ∈ R la integral
∫ b

a

f(λ) dEλx
omo el límite de la suma de Riemann
n∑

i=1

f(ξi)(Eλi
− Eλi−1

)x,donde a = λ0 < ... < λn = b, ξi ∈ (λi−1, λi] 
uando máx
1≤i≤n

|λi − λi−1| → 0.Las 
orrespondientes integrales impropias, si existen, se de�nen a partir de estasintegrales de�nidas en la forma usual:De�ni
ión 1.12. Sean {Eλ}λ∈R una familia espe
tral sobre X , f : R → R una fun
ión
ontinua y x ∈ X , la integral ∫ +∞
−∞ f(λ) dEλx se de�ne 
omo el límite en X , si existe,de ∫ b

a
f(λ) dEλx 
uando a→ −∞ y b→ +∞.Puesto que la 
ondi
ión i) de la De�ni
ión 1.10 impli
a que 〈Eλx, x〉 ≤ 〈Eµx, x〉para λ ≤ µ y para todo x ∈ X , se sigue que la fun
ión λ → 〈Eλx, x〉 = ‖Eλx‖2(para x ∈ X �jo) es monótona no de
re
iente. Además, di
ha fun
ión es 
ontinua porizquierda en virtud de la 
ondi
ión iii). Luego, esta fun
ión de�ne una medida sobre

R que denotamos 
on d ‖Eλx‖2 y a la que nos referiremos 
omo �medida generada porla familia espe
tral Eλ para x ∈ X �. La siguiente proposi
ión provee una 
ondi
iónne
esaria y su�
iente para la existen
ia de la integral ∫ f(λ) dEλx en términos de unaintegral 
on respe
to a la medida d ‖Eλx‖2.Proposi
ión 1.13. Sean {Eλ}λ∈R una familia espe
tral sobre X , f : R → R unafun
ión 
ontinua y x ∈ X . Enton
es
∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx
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−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞.Ahora veremos la 
onexión que existe entre familias espe
trales y operadores linealesautoadjuntos (no ne
esariamente 
ompa
tos) de�nidos en un espa
io de Hilbert. Si Aes un operador lineal autoadjunto en X , existe una úni
a familia espe
tral que se puedeutilizar para representar A y fun
iones del operador A 
omo integrales 
on respe
to adi
ha familia espe
tral. Más pre
isamente, se tiene el siguiente resultado:Proposi
ión 1.14. Sea A un operador lineal autoajunto sobre X . Enton
es existe unaúni
a familia espe
tral {Eλ}λ∈R tal que

Dom(A) =

{
x ∈ X :

∫ +∞

−∞
λ2 d ‖Eλx‖2 <∞

}y
Ax =

∫ +∞

−∞
λ dEλx, ∀ x ∈ Dom(A). (1.41)Simbóli
amente es
ribimos

A =

∫ +∞

−∞
λ dEλ.La familia espe
tral de la proposi
ión anterior se denomina �familia espe
tral de

A� y nos referiremos a (1.41) 
omo la �des
omposi
ión ó representa
ión espe
tral de
A�. Denotemos 
on M0 al 
onjunto de fun
iones medibles 
on respe
to a la medida
d ‖Eλx‖2 para todo x ∈ X . A 
ontinua
ión de�niremos fun
iones de un operadorautoadjunto.De�ni
ión 1.15. Sea A un operador autoadjunto en X 
on familia espe
tral {Eλ}λ∈Ry f ∈ M0. Se de�ne el operador f(A) mediante

Dom(f(A)) =

{
x ∈ X :

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞

}y para x ∈ Dom(f(A)),
f(A)x =

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx.
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tral y 
ál
ulo fun
ional 33Observar que M0 
ontiene, en parti
ular, a todas las fun
iones 
ontinuas por tra-mos. A 
ontinua
ión presentamos algunas propiedades de las fun
iones de operadoresautoadjuntos.Proposi
ión 1.16. Sean A un operador autoadjunto sobre un espa
io de Hilbert X
on familia espe
tral {Eλ} y f, g ∈ M0.i) Si x ∈ Dom(f(A)) y z ∈ Dom(g(A)), enton
es
〈f(A)x, g(A)z〉 =

∫ +∞

−∞
f(λ)g(λ) d 〈Eλx, z〉 .ii) Si x ∈ Dom(f(A)), enton
es f(A)x ∈ Dom(g(A)) si y sólo si x ∈ Dom((gf)(A)).Además, en tal 
aso

g(A)f(A)x = (gf)(A)x.iii) Si Dom(f(A)) es denso en X enton
es f(A) es también un operador autoad-junto.iv) El operador f(A) 
onmuta 
on Eλ para todo λ ∈ R.El siguiente resultado muestra una rela
ión entre la familia espe
tral {Eλ} de unoperador autoadjunto A y su espe
tro σ(A).Proposi
ión 1.17. Sea A un operador autoadjunto sobre un espa
io de Hilbert X 
onfamilia espe
tral {Eλ}. Enton
esi) λ0 ∈ σ(A) si y sólo si Eλ0
6= Eλ0+ε para todo ε > 0.ii) λ0 es un autovalor de A si y sólo si Eλ0

6= Eλ+
0

= ĺım
ε→0

Eλ0+ε. En tal 
aso el
orrespondiente autoespa
io está dado por (Eλ+
0
−Eλ0

)(X ).Observar que ii) 
oin
ide 
on lo visto anteriormente para el 
aso en que A es
ompa
to además de autoadjunto, en el sentido que el autoespa
io 
orrespondiente alautovalor σ2
n estaba dado por la �altura� del �salto� de Eλ en λ = σ2

n.
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aso parti
ular en que A es un operador autoadjunto estri
tamente positivoque satisfa
e
〈Ax, x〉 ≥ γ ‖x‖2 para todo x ∈ Dom(A) y para algún γ > 0,enton
es para todo f ∈ M0 se tiene que

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx =

∫ +∞

γ

f(λ) dEλx.Luego, es su�
iente 
on que la fun
ión f esté de�nida sólo en el intervalo [γ,∞).Finalmente, si T : X → Y es un operador lineal a
otado y A .
= T ∗T , enton
es paratoda f ∈ M0

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx =

∫ ‖T‖2+

0

f(λ) dEλx = ĺım
ε→0

∫ ‖T‖2+ε

0

f(λ) dEλx.Luego, la fun
ión f se puede restringir al intervalo [0, ‖T‖2 + ε] para 
ualquier ε > 0.Así, resulta que las identidades (1.35), (1.37) y (1.38) y las desigualdades (1.39) y (1.40)siguen siendo válidas si se sustituye K∗K por T ∗T . Además, es una 
onse
uen
ia inme-diata de (1.38) y de la desigualdad de Hölder que se satisfa
e la siguiente �desigualdadde interpola
ión�:
‖(T ∗T )rx‖ ≤ ‖(T ∗T )qx‖ r

q ‖x‖1− r
q , para todo q > r ≥ 0. (1.42)



Capítulo 2
Operadores de regulariza
ión

Regularizar un problema mal 
ondi
ionado signi�
a, esen
ialmente, aproximarlopor una su
esión de problemas bien 
ondi
ionados. En la Se

ión 2.1 introdu
iremos el
on
epto de �regulariza
ión� en forma rigurosa y presentaremos algunas de sus propie-dades bási
as. En la Se

ión 2.2 de�niremos los distintos tipos de error que surgen alregularizar un problema inverso, estudiaremos la no
ión de �optimalidad� de un méto-do de regulariza
ión y analizaremos los posibles órdenes de 
onvergen
ia que se puedenobtener bajo distintos supuestos de suavidad de la mejor solu
ión aproximada x† (ódel dato exa
to y). En la Se

ión 2.3 introdu
iremos los métodos de regulariza
ión porproye

ión. En parti
ular, estudiaremos en detalle el método de mínimos 
uadrados yel de mínimos 
uadrados dual. Finalmente, en la Se

ión 2.4 presentaremos el métodode la inversa aproximada, propuesto por A. K. Louis y P. Maass en 1990 ([40℄).2.1. De�ni
iones y resultados bási
osDado el problema planteado en (1.1) nos interesa hallar la mejor solu
ión aproxima-da (a la que nos referiremos 
omo la �solu
ión exa
ta�) x† .
= T †y para un dato espe
í�
o

y. En apli
a
iones 
on
retas, el dato proviene en general de medi
iones y por ello no es35
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iónposible 
ono
erlo de manera exa
ta. Lo que se 
ono
e es un �dato aproximado� o �dato
on ruido� yδ tal que ∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ, donde δ es el nivel de ruido aso
iado a los errores demedi
ión. En el 
aso mal 
ondi
ionado, T †yδ (si existe) puede no ser una buena apro-xima
ión de T †y debido a que el operador T † no es 
ontinuo. Es importante observarademás que T †yδ puede no existir debido a que en este 
aso Dom(T †) es un subespa
iopropio de Y . Por estos motivos, lo que se intenta es hallar una aproxima
ión xδα de x†que tenga dependen
ia 
ontinua de yδ para que se pueda aproximar de manera estable,y de modo que 
onverja a la solu
ión exa
ta x† 
uando el nivel de ruido tienda a 
eroy el parámetro de regulariza
ión α se elija �ade
uadamente�. La 
onstru

ión de estasaproxima
iones xδα generalmente involu
ra al operador T (ex
epto 
uando ∥∥yδ∥∥ < δ,es de
ir, 
uando el nivel de ruido es mayor que la magnitud de la señal, en 
uyo 
asobien puede tomarse xδα .

= 0, independientemente del operador T ). Por ello tiene mássentido 
onsiderar (1.1) 
omo una familia de e
ua
iones para 
ada y ∈ Ran(T ) (si sesupone al
anzabilidad), o para 
ada y ∈ Dom(T †), y no sólo 
omo una e
ua
ión paraun dato y espe
í�
o. Hablaremos enton
es de regularizar di
ha familia de e
ua
ioneso de regularizar el operador solu
ión T †.Una regulariza
ión de T † 
onsiste, esen
ialmente, en aproximar el operador no a
o-tado T † por una familia paramétri
a de operadores 
ontinuos {Rα}. Luego, dados Rα y
yδ, xδα .

= Rαy
δ es una aproxima
ión de x† que se puede 
al
ular de manera estable. Unrequerimiento para α, al que nos referiremos 
omo el �parámetro de regulariza
ión�, esque si el nivel de ruido tiende a 
ero enton
es la �solu
ión regularizada� xδα debe 
on-verger a x†. Por lo tanto, tal �regla de ele

ión del parámetro� α deberá estar vin
ulada
on δ y/o yδ o 
on alguna informa
ión espe
í�
a de la que se disponga a
er
a del datoexa
to y, 
omo por ejemplo sus propiedades de regularidad. El parámetro α, o máspre
isamente la regla de ele

ión del parámetro α, dependerá enton
es de la e
ua
iónespe
í�
a (1.1).



2.1 De�ni
iones y resultados bási
os 37De�ni
ión 2.1. Para α ∈ (0, α0) 
on α0 ∈ (0,+∞], sea Rα : Y → X un operador
ontinuo (no ne
esariamente lineal). De
imos que la familia {Rα}α∈(0,α0) es una familiade operadores de regulariza
ión para T †, si para todo y ∈ D(T †), existe una regla deele

ión del parámetro α = α(δ, yδ) tal que
ĺım
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

∥∥Rα(δ,yδ)y
δ − T †y

∥∥ = 0. (2.1)Aquí, la �regla de ele

ión del parámetro� α es una fun
ión α : R+ × Y → (0, α0) talque
ĺım
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

α(δ, yδ) = 0. (2.2)Para un y ∈ Dom(T †) espe
í�
o, si se satisfa
en (2.1) y (2.2), enton
es el par
({Rα}, α(δ, yδ)) se denominamétodo de regulariza
ión (
onvergente) para resolver (1.1).Así, un método de regulariza
ión 
onsiste en una familia de operadores de regu-lariza
ión y una regla de ele

ión del parámetro. Es 
onvergente en el sentido que, siel parámetro de regulariza
ión se elige de a
uerdo a esa regla, enton
es las solu
ionesregularizadas 
onvergen a x† a medida que el nivel de ruido tiende a 
ero. Observarque esto es así para 
ualquier 
ole

ión de datos yδ 
ompatible 
on el nivel de ruido ypor eso 
onstituye un 
on
epto de 
onvergen
ia en �peor situa
ión�.Es importante notar que una familia de operadores de regulariza
ión {Rα} se de�nepara T † (i.e. para nuestro �modelo�), mientras que una regla de ele

ión del parámetro
α se de�ne para un dato y �jo, es de
ir para una e
ua
ión espe
í�
a. Existen dostipos de reglas de ele

ión del parámetro. Si α depende sólo de δ y no de yδ, es de
ir,
α = α(δ), enton
es se la denomina regla de ele

ión del parámetro a-priori (puesto quepuede de�nirse �antes� de la obten
ión del dato yδ). De otra manera, diremos que α esuna regla de ele

ión del parámetro a-posteriori.Es natural preguntarse si existen reglas de ele

ión del parámetro que dependan sólode yδ y no del nivel de ruido (es de
ir, que sean �puramente a-posteriori �). El siguiente
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iónteorema debido a A. B. Bakushinskii ([6℄) muestra que tales reglas no pueden ser partede métodos de regulariza
ión 
onvergentes para un problema mal 
ondi
ionado.Teorema 2.2. Sean X , Y espa
ios de Hilbert y T : X → Y un operador lineal ya
otado. Supongamos que existen una familia de operadores de regulariza
ión {Rα}para T † y una regla de ele

ión del parámetro α que depende de yδ pero no de δ, talque el método ({Rα}, α(yδ)) es 
onvergente para todo y ∈ Dom(T †). Enton
es, T † esa
otado (y en 
onse
uen
ia el problema (1.1) es bien 
ondi
ionado).Demostra
ión. Sean {Rα} una familia de operadores de regulariza
ión para T † y α =

α(yδ) una regla de ele

ión del parámetro tal que ({Rα}, α(yδ)) es 
onvergente paratodo y ∈ Dom(T †). De (2.1) se sigue enton
es que
ĺım
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

∥∥Rα(yδ)y
δ − T †y

∥∥ = 0, (2.3)de lo 
ual resulta que Rα(y)y = T †y para todo y ∈ Dom(T †). Luego, para 
ualquiersu
esión {yn} ⊂ Dom(T †) que 
onverja a y ∈ Dom(T †), se tiene en virtud de (2.3) que
T †yn = Rα(yn)yn → T †y y por lo tanto, T † es 
ontinuo (i.e. a
otado) sobre Dom(T †),
omo queríamos probar. �Es importante notar que el resultado anterior no di
e que si T † no es a
otado, lasreglas de ele

ión del parámetro que no dependan de δ, es de
ir, �libres de error� nopuedan tener un buen 
omportamiento para niveles de ruido δ pequeños. Presentaremosalgunas de tales reglas de ele

ión del parámetro heurísti
as en el Capítulo 4.La siguiente proposi
ión permite a�rmar que se pueden 
onstruir operadores deregulariza
ión 
omo aproxima
iones puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose de T . Dada la importan
ia de este resultado in
luimos la demostra
ión delmismo.
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os 39Proposi
ión 2.3. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y Rα un operador 
on-tinuo (posiblemente no lineal) para todo α > 0. Si Rαy → T †y para todo y ∈ Dom(T †)
uando α → 0+, enton
es {Rα} es una familia de operadores de regulariza
ión para
T †. En este 
aso, para 
ada y ∈ Dom(T †) existe una regla de ele

ión del paráme-tro a-priori α(δ) tal que ({Rα}, α(δ)) es un método de regulariza
ión 
onvergente pararesolver Tx = y.Demostra
ión. Sea y ∈ Dom(T †) arbitrario pero �jo. Por hipótesis, ĺım

α→0+
Rαy = T †y.Enton
es dado ε > 0 existe γ > 0 tal que si 0 < α ≤ γ se veri�
a que

∥∥Rαy − T †y
∥∥ ≤ ε

2
. (2.4)La regla de ele

ión del parámetro α se 
onstruirá 
omo la 
omposi
ión de dos fun
iones

σ y ρ−1, 
omo veremos a 
ontinua
ión. En primer lugar, veamos que existe una fun
iónestri
tamente monótona 
re
iente σ : R+ → R+ 
on ĺım
ε→0+

σ(ε) = 0 tal que para 
ada
ε > 0,

∥∥Rσ(ε)y − T †y
∥∥ ≤ ε

2
. (2.5)De�nimos para ε > 0, σ(ε)

.
= (1 − e−ε) θ(ε), donde

θ(ε) = sup
{
α ∈ (0, α0) :

∥∥Rαy − T †y
∥∥ ≤ ε

2

}
. (2.6)Se dedu
e de (2.4) que θ(ε) 6= −∞ para todo ε > 0. Puesto que sólo interesa el
omportamiento de α en un entorno a la dere
ha de 
ero es posible suponer que α0 <

+∞, de lo 
ual resulta que θ(ε) ≤ α0 < +∞ para todo ε > 0 y en 
onse
uen
ia
ĺım
ε→0+

σ(ε) = 0. Además, puesto que por de�ni
ión σ(ε) < θ(ε), (2.5) se sigue de (2.6).Por último, es fá
il veri�
ar que σ es una fun
ión estri
tamente 
re
iente.Para ε > 0 �jo, se tiene por hipótesis que Rσ(ε) es un operador 
ontinuo. Luego,dado ε̃ > 0 existe ρ = ρ(ε̃) > 0 tal que si ‖z − y‖ ≤ ρ enton
es
∥∥Rσ(ε)z − Rσ(ε)y

∥∥ ≤ ε̃

2
. (2.7)
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iónVeamos ahora que esto de�ne una fun
ión ρ : R+ → R+ estri
tamente 
re
iente,
ontinua y 
on ĺım
ε̃→0+

ρ(ε̃) = 0. Para ε̃ > 0, de�nimos µ(ε̃)
.
= (1 − e−ε̃)λ(ε̃), donde

λ(ε̃)
.
= sup

{
ρ > 0 : ‖z − y‖ ≤ ρ⇒

∥∥Rσ(ε)z −Rσ(ε)y
∥∥ ≤ ε̃

2

}
. (2.8)Se dedu
e de (2.7) que λ(ε̃) 6= −∞. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que

λ(ε̃) < +∞ para todo ε̃ > 0. En efe
to, si Rσ(ε) es lineal y λ(ε̃) = +∞ para algún
ε̃ > 0, enton
es se puede ver fá
ilmente que Rσ(ε) es el operador nulo, el 
ual 
are
e deinterés a efe
tos de regularizar T †. Por otra parte, si Rσ(ε) es no lineal, es posible que
λ(ε̃) = +∞ para algún ε̃ > 0 (por ejemplo si Rσ(ε)y = y

‖y‖ y ε̃ ≥ 2). En di
ho 
aso sepuede suponer que existe ε̃0 tal que λ(ε̃0) < +∞ (si λ(ε̃) = +∞ para todo ε̃ > 0, serede�ne λ(ε̃)
.
= ε̃) y que λ es a
otada (si no lo es, se rede�ne 
omo λ(ε̃)

.
= λ(ε̃0) paratodo ε̃ > ε̃0). Así, λ y µ son fun
iones a valores en R+. Si Rσ(ε) es lineal y λ no esa
otada, se puede rede�nir, análogamente a lo realizado para el 
aso no lineal, de talmanera que lo sea. Luego, es posible suponer que λ y en 
onse
uen
ia µ son fun
ionesa
otadas. Es fá
il probar que µ es estri
tamente 
re
iente y que ĺım

ε̃→0+
µ(ε̃) = 0.Puesto que µ es una fun
ión monótona y a
otada, tiene una 
antidad a lo sumonumerable de puntos de dis
ontinuidad. Denotemos 
on s(ε̃) a la �
omponente dis
retade µ�, esto es

s(ε̃)
.
=
∑

0<x≤ε̃

(
µ(x+) − µ(x−)

)
. (2.9)Notar que 
omo µ es a
otada y los puntos de dis
ontinuidad son numerables la expre-sión en el lado dere
ho de (2.9) es o bien una suma �nita o bien una serie 
onvergen-te. Enton
es ρ(ε̃) .

= µ(ε̃) − s(ε̃) es una fun
ión 
ontinua, estri
tamente 
re
iente 
on
ĺım
ε̃→0+

ρ(ε̃) = 0. Como ρ(ε̃) ≤ µ(ε̃) y µ(ε̃) < λ(ε̃), resulta que ρ(ε̃) < λ(ε̃), lo 
ual junto
on (2.8) permite a�rmar que para todo ε̃ > 0

‖z − y‖ ≤ ρ(ε̃) ⇒
∥∥Rσ(ε)z − Rσ(ε)y

∥∥ ≤ ε̃

2
. (2.10)A partir de ahora 
onsideramos el 
aso parti
ular ε̃ = ε. Se sigue de las propiedadesde ρ que existe la fun
ión inversa ρ−1 : Ran(ρ) → R+ tal que ρ−1(δ) = ε. Di
ha fun
ión
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os 41es estri
tamente 
re
iente, 
ontinua y ĺım
δ→0+

ρ−1(δ) = 0. Es posible extender ρ−1 a todo
R+ y así de�nir

α : R+ → R+

δ → σ(ρ−1(δ)).Se dedu
e inmediatamente de las propiedades de σ y ρ−1 que α es monótona 
re
ientey que ĺım
δ→0+

α(δ) = 0. Además, para todo ε > 0 existe δ > 0, δ .
= ρ(ε), tal que si

∥∥yδ − y
∥∥ ≤ δ, enton
es
∥∥Rα(δ)y

δ − T †y
∥∥ ≤

∥∥Rα(δ)y
δ − Rα(δ)y

∥∥+
∥∥Rα(δ)y − T †y

∥∥ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε,donde la última desigualdad se sigue de (2.5) y (2.7) 
on ε̃ = ε y del he
ho que

α(δ) = α(ρ(ε)) = σ(ε). Luego, se satisfa
en (2.1) y (2.2) y así, el método ({Rα}, α(δ))es un método de regulariza
ión 
onvergente y la fun
ión α(δ) de�ne una regla deele

ión del parámetro a-priori, 
omo queríamos probar. �Observa
ión 2.4. El re
ípro
o de la proposi
ión anterior vale en el siguiente sentido:si ({Rα}, α(δ, y)) es un método de regulariza
ión 
onvergente, enton
es se dedu
e de(2.1) que
ĺım
δ→0+

Rα(δ,y)y = T †y (2.11)para todo y ∈ Dom(T †). Si α es 
ontinua 
omo fun
ión de δ en un entorno a ladere
ha de δ = 0, (2.11) impli
a que ĺım
σ→0+

Rσy = T †y, en 
aso 
ontrario ésto valeúni
amente 
uando σ tiende a 0+ tomando valores sobre el rango de la regla de ele

ióndel parámetro α.Así, las regulariza
iones son aproxima
iones puntuales de la inversa generalizadade Moore-Penrose de T . Si {Rα} es una familia de operadores lineales uniformementea
otada y si Ran(T ) no es 
errado, enton
es no puede o
urrir que Rα 
onverja a T †en la norma del operador, pues en tal 
aso T † resultaría a
otado, lo 
ual 
ontradi
e laProposi
ión 1.2.
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iónPor otra parte, si los Rα son lineales y Ran(T ) no es 
errado, enton
es
‖Rα‖ → +∞ 
uando α → 0+. (2.12)Por el prin
ipio de a
ota
ión uniforme, esto impli
a que debe existir y ∈ Y tal que
‖Rαy‖ → +∞ 
uando α→ 0+. (2.13)La siguiente proposi
ión permite a�rmar que, bajo una 
ondi
ión adi
ional razonable,el 
onjunto donde vale (2.13) es pre
isamente el 
omplemento de Dom(T †).Proposi
ión 2.5. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {Rα} una familia deoperadores de regulariza
ión lineales, y ∈ Y y xα .

= Rαy. Enton
es
xα → T †y 
uando α→ 0+ ∀ y ∈ Dom(T †). (2.14)Además si sup

α>0
‖TRα‖ <∞, enton
es

‖xα‖ → +∞ 
uando α→ 0+ ∀ y /∈ Dom(T †). (2.15)Los límites en (2.14) y (2.15) deben ser entendidos 
omo se expli
ó en la Observa
ión2.4.Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.6. �En el siguiente resultado se 
ara
terizan las reglas de ele

ión del parámetro a-priorique originan métodos de regulariza
ión 
onvergentes.Proposi
ión 2.6. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {Rα} una familia deoperadores de regulariza
ión lineales; para y ∈ Dom(T †) sea α : R+ → R+ una regla deele

ión del parámetro a-priori. Enton
es ({Rα}, α(δ)) es un método de regulariza
ión
onvergente si y sólo si
ĺım
δ→0+

α(δ) = 0 (2.16)y
ĺım
δ→0+

δ
∥∥Rα(δ)

∥∥ = 0. (2.17)
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onvergen
ia 43Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.7. �Observar que de (2.12) y (2.16) se sigue que ∥∥Rα(δ)

∥∥→ ∞ 
uando δ → 0+, pero la
ondi
ión (2.17) impli
a que esta 
onvergen
ia debe ser más lenta que la del nivel deruido δ a 
ero.2.2. Órdenes de 
onvergen
iaCuando se habla a
er
a de la tasa de 
onvergen
ia de un método de regulariza
ión
({Rα}, α) se puede pensar en la tasa 
on la 
ual tiende a 
ero el error de regulariza
ióno error de aproxima
ión

∥∥(Rα − T †)y
∥∥ =

∥∥xα − x†
∥∥ (2.18)
uando α → 0+, o en la tasa 
on la 
ual tiende a 
ero el error total (que surge de
omparar la solu
ión regularizada 
on la solu
ión exa
ta)

∥∥Rα(δ,yδ)y
δ − T †y

∥∥ =
∥∥∥xδα(δ,yδ) − x†

∥∥∥ (2.19)
uando δ → 0+ (donde ∥∥yδ − y
∥∥ ≤ δ). La tasa de 
onvergen
ia a 
ero de (2.18) dependedel operador de regulariza
ión Rα y del dato exa
to y, pues el error de regulariza
iónes independiente del ruido. Sólo la tasa de 
onvergen
ia a 
ero de (2.19) depende de laregla de ele

ión del parámetro. Sin embargo, ambas tasas están rela
ionadas puestoque

∥∥∥xδα(δ,yδ) − x†
∥∥∥ ≤

∥∥xα(δ,yδ) − x†
∥∥+

∥∥∥xα(δ,yδ) − xδα(δ,yδ)

∥∥∥ . (2.20)El término ∥∥∥xα(δ,yδ) − xδα(δ,yδ)

∥∥∥ =
∥∥Rα(δ,yδ)(y − yδ)

∥∥ es el error aso
iado al ruido y
orresponde a la propaga
ión del error en los datos. Notar que este término es 
ero si
δ = 0. En el Capítulo 3 estudiaremos 
otas para este tipo de error para una 
lase demétodos de regulariza
ión llamados espe
trales.
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Error asociado al ruido
Error de regularización
Error total

α
optFigura 2.1: Error de regulariza
ión, error aso
iado al ruido y error total vs. parámetrode regulariza
ión α para δ �jo.En la Figura 2.1 se muestra el 
omportamiento típi
o de 
ada uno de los dos tiposde error 
on respe
to al parámetro de regulariza
ión α para un nivel de ruido δ �jo.Mientras que el error de regulariza
ión tiende a 
ero 
uando α → 0+, 
omo veremosen el Capítulo 3, el error aso
iado al ruido 
re
e. El parámetro de regulariza
ión debeenton
es elegirse apropiadamente, de modo de hallar un equilibrio entre las 
ontribu-
iones de ambos errores. En el Capítulo 4 estudiaremos distintas reglas de ele

ión delparámetro que nos permitirán al
anzar este equilibrio.Si Rα 
onvergiese a T † en la norma del operador (ya sabemos que esto no es posible),enton
es 
omo ∥∥xα − x†

∥∥ ≤
∥∥Rα − T †∥∥ ‖y‖, se podría en
ontrar una tasa uniforme en

y para la 
onvergen
ia a 
ero del error de regulariza
ión (2.18). Sin embargo, veremosmás adelante que para problemas mal 
ondi
ionados nun
a es posible obtener una tasade 
onvergen
ia uniforme. Las tasas de 
onvergen
ia óptimas para métodos de regulari-za
ión bajo supuestos sobre la solu
ión (o equivalentemente sobre el dato exa
to) están
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ia 45muy rela
ionados 
on el �módulo de 
ontinuidad� de T † sobre sub
onjuntos de�nidospor tales supuestos a-priori.De�ni
ión 2.7. Para M ⊆ X y δ > 0, se de�ne
ΩT (δ,M)

.
= sup{‖x‖ : x ∈ M, ‖Tx‖ ≤ δ}. (2.21)En general, ΩT (δ,M) será in�nito; este es el 
aso por ejemplo si M∩N (T ) 6= {0}y M es un subespa
io de X . Si M∩N (T ) = {0}, enton
es ΩT (δ,M) es �nito si y sólosi T † es 
ontinuo sobre TM.Más adelante veremos que ΩT (δ,M) está fuertemente rela
ionado 
on la tasa de
onvergen
ia óptima que puede al
anzar un método de regulariza
ión para Tx = ybajo la hipótesis de que x ∈ M.Observa
ión 2.8. Notar que ΩT (δ,M) está rela
ionado 
on el módulo de 
ontinuidadde T † sobre TM. Re
ordar que el módulo de 
ontinuidad de un operador lineal A :

X → Y sobre un 
onjunto M ⊆ X está de�nido por
ωA(δ,M)

.
= sup{‖Ax‖ : x ∈ M, ‖x‖ ≤ δ}. (2.22)En efe
to,

ωT †(δ, TM) = sup{
∥∥T †y

∥∥ : y ∈ TM, ‖y‖ ≤ δ}

= sup{
∥∥T †Tx

∥∥ : x ∈ M, ‖Tx‖ ≤ δ}

= sup{‖(I − P )x‖ : x ∈ M, ‖Tx‖ ≤ δ},(donde P es la proye

ión ortogonal de X sobre N(T )) de lo que se sigue inmediata-mente que ωT †(δ, TM) ≤ ΩT (δ,M) y se da la igualdad si M ⊆ N(T )⊥, lo 
ual siemprees 
ierto si T es inye
tivo.Una solu
ión regularizada del problema Tx = y tiene la forma x = Ry, donde
R : Y → X es un operador 
ontinuo no ne
esariamente lineal (R pertene
e a alguna
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iónfamilia de operadores de regulariza
ión {Rα}). Si en lugar del dato exa
to y se 
ono
eun dato 
on ruido yδ, enton
es el peor error posible que se puede 
ometer usando eloperador R bajo la informa
ión que ∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ y bajo el supuesto a-priori que

x† ∈ M, está dado por
∆(δ,M, R)

.
= sup

x∈M, yδ∈Y
‖Tx−yδ‖≤δ

∥∥Ryδ − x
∥∥ . (2.23)En el siguiente resultado veremos que la pre
isión de 
ualquier regulariza
ión nopuede ser mejor que ΩT (δ,M).Proposi
ión 2.9. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), M ⊆ X , δ > 0 y

R : Y → X un operador 
ontinuo no ne
esariamente lineal 
on R(0) = 0. Enton
es
∆(δ,M, R) ≥ ΩT (δ,M). (2.24)Demostra
ión. Sean δ > 0 y x ∈ M tales que ‖Tx‖ ≤ δ. Si yδ = 0 enton
es se siguede (2.23) que ∆(δ,M, R) ≥ ‖R(0) − x‖ = ‖x‖, pues por hipótesis R(0) = 0. Tomandosupremo sobre todos los x ∈ X tales que ‖Tx‖ ≤ δ, resulta que

∆(δ,M, R) ≥ sup{‖x‖ : x ∈ M, ‖Tx‖ ≤ δ} = ΩT (δ,M).

�Además, si Ran(T ) no es 
errado, no puede existir una tasa de 
onvergen
ia uni-forme para un método de regulariza
ión, es de
ir, la 
onvergen
ia puede ser arbitraria-mente lenta. Más pre
isamente, se tiene el siguiente resultado:Proposi
ión 2.10. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) 
on Ran(T ) no
errado, {Rα} una familia de operadores de regulariza
ión para T † 
on Rα(0) = 0 ∀αy α(δ, yδ) una regla de ele

ión del parámetro. Enton
es, no existe ninguna fun
ión
f : R+ → R+ 
on ĺım

δ→0+
f(δ) = 0 tal que

∥∥Rα(δ,yδ)y
δ − T †y

∥∥ ≤ f(δ)
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ia 47para todo y ∈ Dom(T †) 
on ‖y‖ ≤ 1 y δ > 0.Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.11. �Así, sólo se pueden obtener tasas uniformes de 
onvergen
ia sobre subespa
ios osub
onjuntos propios de Dom(T †) o de X . Estos sub
onjuntos se 
onstruyen usual-mente a partir de supuestos a-priori sobre el dato exa
to o sobre la solu
ión exa
ta.Para formular tales supuestos a
er
a de la solu
ión exa
ta 
onsideraremos sub
onjuntosde X de la forma
{x ∈ X : x = Bw, ‖w‖ ≤ ρ}, (2.25)donde B es un operador lineal a
otado de�nido sobre X y ρ > 0. Cuando B = (T ∗T )µpara algún µ > 0 denotamos el 
onjunto en (2.25) 
on

Xµ, ρ
.
= {x ∈ X : x = (T ∗T )µw, ‖w‖ ≤ ρ} (2.26)y de�nimos
Xµ

.
=
⋃

ρ>0

Xµ, ρ = Ran(T ∗T )µ. (2.27)Estos 
onjuntos 
lási
os son denominados �
onjuntos fuente� y una 
ondi
ión de laforma �x ∈ Xµ, ρ� se denomina �
ondi
ión fuente� o representa
ión fuente y 
uanti�
ael grado de regularidad de la solu
ión 
on respe
to al operador T . Como para pro-blemas mal 
ondi
ionados T es usualmente un operador que �suaviza�, el requisito deque un elemento pertenez
a a Xµ, ρ puede verse enton
es 
omo una 
ondi
ión sobre la�suavidad� ó regularidad de ese elemento. En efe
to, si x ∈ Xµ, ρ, enton
es existe w ∈ X
on ‖w‖ ≤ ρ tal que x = (T ∗T )µw. Luego, el problema Tx = y se puede plantear
omo T (T ∗T )µw = y. Si bien bajo este supuesto ambos problemas son equivalentes,tienen distinto grado de mal 
ondi
ionamiento pues T (T ∗T )µ �suaviza� más que T . En
onse
uen
ia, 
omo problema inverso, el segundo es peor 
ondi
ionado que el primero.En el Capítulo 6 
onsideraremos otros operadores B que originan 
onjuntos fuente másgenerales que los del tipo (2.27).



48 Cap. 2 Operadores de regulariza
iónPara operadores 
ompa
tos, el 
onjunto Xµ se puede 
ara
terizar en forma pre
isausando los valores singulares del operador. En efe
to, se tiene el siguiente resultado.Proposi
ión 2.11. Sean X , Y espa
ios de Hilbert y K : X → Y un operador lineal
ompa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)}. Enton
es para µ > 0,
K†y ∈ Ran((K∗K)µ) ⇐⇒

∑

n

|〈y, vn〉|2

σ2+4µ
n

<∞. (2.28)Demostra
ión. Para µ > 0 y y ∈ Dom(K†), la mejor solu
ión aproximada K†y ∈
Ran((K∗K)µ) si y sólo si existe w ∈ X tal que

K†y = (K∗K)µw =
∑

n

σ2µ
n 〈w, un〉un, (2.29)donde la última igualdad se sigue de (1.34). Comparando (2.29) 
on la expansión envalores singulares de la inversa generalizada de Moore-Penrose de K (1.18) resulta que

〈y, vn〉
σn

= σ2µ
n 〈w, un〉 ∀ n ∈ N.Ahora bien, w ∈ X si y sólo si {〈w, un〉} ∈ ℓ2, es de
ir,

∑

n

|〈y, vn〉|2

σ2+4µ
n

<∞,
on lo 
ual queda demostrada la proposi
ión. �Observa
ión 2.12. Notar que para µ = 0, (2.28) se redu
e al 
riterio de Pi
ard(1.17). Es importante observar que la 
ondi
ión (2.28) es más restri
tiva 
uanto peor
ondi
ionado es el problema, es de
ir, 
uanto más rápido tienden a 
ero los valoressingulares σn. Esta 
ondi
ión también se ha
e más restri
tiva a medida que aumenta
µ. En los dos resultados siguientes veremos que la 
ota a-priori para la pre
isión de
ualquier regulariza
ión, ΩT (δ,M) dada en (2.24), 
uando M es el 
onjunto fuente Xµno puede ser mejor que O (δ 2µ

2µ+1

), y que este orden de 
onvergen
ia es óptimo en elsentido que haremos pre
iso a 
ontinua
ión en la Proposi
ión 2.14.



2.2 Órdenes de 
onvergen
ia 49Proposi
ión 2.13. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y µ, ρ > 0, enton
espara 
ualquier δ > 0,
ΩT (δ,Xµ, ρ) ≤ δ

2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 . (2.30)Demostra
ión. Sea x ∈ Xµ,ρ, enton
es existe w ∈ X 
on ‖w‖ ≤ ρ tal que x = (T ∗T )µw.Sea {Eλ} la familia espe
tral aso
iada al operador autoadjunto T ∗T . Enton
es, delhe
ho que x = (T ∗T )µw y de la desigualdad de interpola
ión (1.42) (
on r = µ y

q = µ+ 1/2) se sigue que
‖x‖ = ‖(T ∗T )µw‖ ≤

∥∥∥(T ∗T )µ+ 1

2w
∥∥∥

2µ
2µ+1 ‖w‖ 1

2µ+1

=
∥∥∥(T ∗T )

1
2x
∥∥∥

2µ
2µ+1 ‖w‖ 1

2µ+1 = ‖Tx‖
2µ

2µ+1 ‖w‖ 1
2µ+1

≤ ‖Tx‖
2µ

2µ+1 ρ
1

2µ+1 ,puesto que ‖w‖ ≤ ρ. Luego, si ‖Tx‖ ≤ δ, enton
es ‖x‖ ≤ δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1 . Tomando supremosobre los x ∈ Xµ,ρ tales que ‖Tx‖ ≤ δ, se sigue en virtud de (2.21) que ΩT (δ,Xµ, ρ) ≤
δ

2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 , lo 
ual 
on
luye la demostra
ión. �El resultado anterior nos di
e enton
es que ΩT (δ,Xµ, ρ) tiende a 
ero al menostan rápido 
omo O (δ 2µ

2µ+1

) 
uando δ → 0+. De la siguiente proposi
ión se sigue que
uando el operador es 
ompa
to 
on rango no 
errado, esta estima
ión es óptima almenos asintóti
amente, es de
ir, en (2.30) vale la igualdad a través de una su
esión
{δk} que 
onverge a 
ero.Proposi
ión 2.14. Sean X , Y espa
ios de Hilbert y K : X → Y un operador line-al 
ompa
to 
on rango no 
errado. Enton
es para 
ualesquiera µ, ρ > 0, existe unasu
esión {δk} que 
onverge a 
ero tal que

ΩK(δk,Xµ, ρ) = δ
2µ

2µ+1

k ρ
1

2µ+1 .Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.15. �



50 Cap. 2 Operadores de regulariza
iónObserva
ión 2.15. Si el operador T es a
otado no ne
esariamente 
ompa
to y tienerango no 
errado, el resultado anterior permane
e esen
ialmente válido en el sentido quese puede probar que existe una su
esión {δk} que 
onverge a 
ero tal que ΩT (δk,Xµ, ρ) =

O

(
δ

2µ
2µ+1

k

) pero no es o(δ 2µ
2µ+1

k

), es de
ir, no tiende a 
ero más rápido que δ 2µ
2µ+1

k .De las Proposi
iones 2.9 y 2.13 y de la Observa
ión 2.15 se dedu
e que, si Ran(T )no es 
errado, enton
es ningún método de regulariza
ión puede ser tal que el error total
onverja a 
ero más rápido que δ 2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 
uando δ → 0+ bajo el supuesto a-prioride que x† ∈ Xµ, ρ, o más rápido que O (δ 2µ

2µ+1

) bajo el supuesto de que x† ∈ Xµ. Estosigni�
a que de todas las tasas de la forma δs, el valor s = 2µ
2µ+1

produ
e la mejorposible a la que se puede aspirar bajo estos supuestos a-priori. Esta observa
ión indu
ela no
ión de optimalidad de un método de regulariza
ión sobre los 
onjuntos fuente
Xµ, ρ, que de�nimos a 
ontinua
ión.De�ni
ión 2.16. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) 
on Ran(T ) no 
errado,
{Rα} una familia de operadores de regulariza
ión para T † y α∗ una regla de ele

ióndel parámetro.i) Se di
e que ({Rα}, α∗) es (un método de regulariza
ión) óptimo en Xµ, ρ si

∆(δ,Xµ, ρ, Rα∗) = δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1 para todo δ > 0.ii) Se di
e que ({Rα}, α∗) es (un método de regulariza
ión) de orden óptimo en Xµ, ρsi existe una 
onstante c ≥ 1 tal que
∆(δ,Xµ, ρ, Rα∗) ≤ cδ

2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 para todo δ > 0.Notar que los 
onjuntos fuente 
re
en a medida que µ tiende a 
ero y la 
onvergen
iaóptima se vuelve más lenta.Comparando el Teorema 1.7 y la Proposi
ión 2.11 se puede ver que, en general,

∪µ>0T (Xµ) 6= Ran(T ). Sin embargo, en 1990 R. Plato ([52℄) probó que, bajo supuestos



2.3 Regulariza
ión por proye

ión 51muy generales, un método de regulariza
ión que es óptimo en un 
onjunto espe
í�
o
Xµ, es además 
onvergente para todo y ∈ Ran(T ). Todo lo que se requiere es que laregla de ele

ión del parámetro dependa de yδ y de una 
ota ligeramente mayor queel nivel de ruido δ. Más pre
isamente, sea ({Rα}, α) un método de regulariza
ión para
T †, enton
es de�niendo para τ > 1,

ατ (δ, y
δ)

.
= α(τδ, yδ) (2.31)se tiene el siguiente resultado:Teorema 2.17. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y). Si para todo τ > τ0 ≥ 1,el método de regulariza
ión ({Rα}, ατ) es de orden óptimo en Xµ∗, ρ para algún µ∗ > 0y para todo ρ > 0, enton
es todos los métodos ({Rα}, ατ ) son 
onvergentes para y ∈

Ran(T ), y son de orden óptimo para todo Xµ, ρ 
on 0 < µ ≤ µ∗ y ρ > 0.Demostra
ión. Ver R. Plato, [52℄. �En el Capítulo 3 veremos que el supremo de todos los posibles µ para los 
ualesuna familia de operadores de regulariza
ión es de orden óptimo está rela
ionado 
onel 
on
epto de 
ali�
a
ión 
lási
a del método. Luego, en el Capítulo 4 estudiaremosreglas de ele

ión del parámetro que forman parte de métodos de regulariza
ión deorden óptimo en Xµ, ρ o en Xµ. Allí veremos también que el resultado del Teorema 2.17está fuertemente rela
ionado 
on un teorema fundamental sobre reglas de ele

ión delparámetro 
ono
ido 
omo el Prin
ipio de Dis
repan
ia de Morozov (ver Teorema 4.3).2.3. Regulariza
ión por proye

iónHemos visto que se puede obtener una solu
ión estable de problemas mal 
ondi-
ionados a través de métodos de regulariza
ión. Para aproxima
iones numéri
as delas mismas, se debe pro
urar un método de fá
il implementa
ión 
omputa
ional, por



52 Cap. 2 Operadores de regulariza
iónejemplo, uno que pueda realizarse en subespa
ios de dimensión �nita. Una propuesta enesta dire

ión es la �regulariza
ión por proye

ión�, donde la regulariza
ión se obtienemediante una aproxima
ión en dimensión �nita, por ejemplo, a través de dis
retiza
ióno 
olo
a
ión. En esta se

ión presentaremos dos métodos de proye

ión: el de mínimos
uadrados y el de mínimos 
uadrados dual.2.3.1. El método de mínimos 
uadradosUn pro
edimiento fre
uentemente utilizado para aproximar la solu
ión exa
ta x† esla proye

ión de mínimos 
uadrados o método de mínimos 
uadrados, el 
ual 
onsisteen hallar la mejor solu
ión aproximada de Tx = y en un subespa
io de dimensión �nitade X . Más pre
isamente, dada una su
esión 
re
iente {XN}∞N=1 de subespa
ios apro-ximantes de X de dimensión �nita 
uya unión es densa en X , 
onstruimos la su
esión
{xN}∞N=1 de solu
iones de mínimos 
uadrados de mínima norma del problema en 
adasubespa
io XN . Obviamente, xN = T †

Ny, donde TN .
= TPXN

y PXN
es la proye

iónortogonal de X sobre XN . Como TN tiene rango 
errado, se sigue de la Proposi
ión 1.2que T †

N es ne
esariamente a
otado y por lo tanto xN es una aproxima
ión estable de
x†. Sin embargo, surgen diversas 
uestiones en rela
ión a la 
onvergen
ia de xN a x†.En 1985, G. Lue
ke y K. Hi
key ([41℄) en
ontraron una 
ondi
ión ne
esaria y su�
ientepara la 
onvergen
ia fuerte de la su
esión {xN}∞N=1 de solu
iones de mínimos 
uadradosde (1.1) a x†.Teorema 2.18. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal y
ontinuo, y ∈ Dom(T †), {XN} una su
esión 
re
iente de subespa
ios de dimensión�nita de X tales que ⋃∞

N=1 XN = X y xN = T †
Ny, donde TN = TPXN

y PXN
es laproye

ión ortogonal de X sobre XN . Enton
es xN → x† si y sólo si ĺım sup

N→∞
‖xN‖ ≤

∥∥x†
∥∥.Demostra
ión. Ver [41℄, Teorema 11. �



2.3 Regulariza
ión por proye

ión 53Es importante observar que la 
ondi
ión del Teorema 2.18 requiere del 
ono
imientode la magnitud de la solu
ión exa
ta. Muy a menudo esta informa
ión no está dispo-nible. Sin embargo Lue
ke y Hi
key hallaron además una 
ondi
ión su�
iente para la
onvergen
ia que no requiere de ningún 
ono
imiento a-priori sobre (la norma de) lasolu
ión exa
ta. Enun
iamos a 
ontinua
ión este resultado.Teorema 2.19. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal y
ontinuo, {XN} una su
esión 
re
iente de subespa
ios de dimensión �nita de X talesque ⋃∞
N=1 XN = X y xN = T †

Ny, donde TN = TPXN
y PXN

es la proye

ión ortogonalde X sobre XN . Si y ∈ Dom(T †) enton
es xN → x† siempre que
sup
N

∥∥(T ∗
N)†xN

∥∥ <∞ (2.32)(o equivalentemente, si sup
N

∥∥∥(T †
N )∗xN

∥∥∥ <∞).Demostra
ión. Ver [41℄, Teorema 3. �Se sigue del teorema anterior que si y ∈ Dom(T †), la 
ondi
ión (2.32) es su�
ientepara la 
onvergen
ia de xN a x†. Sin embargo, no es una 
ondi
ión ne
esaria (ver [41℄,Teorema 10).Si el operador es 
ompa
to, esta 
ondi
ión impone un 
ierto tipo de regularidadsobre x†. En efe
to,Proposi
ión 2.20. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador linealy 
ompa
to, y ∈ Dom(T †), {XN} una su
esión 
re
iente de subespa
ios de dimensión�nita de X tales que ⋃∞
N=1 XN = X y xN = T †

Ny, donde TN = TPXN
y PXN

es laproye

ión ortogonal de X sobre XN . Si se satisfa
e (2.32) enton
es x† ∈ Ran(T ∗).Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.22. �La 
ondi
ión (2.32) impli
a además una tasa de 
onvergen
ia 
uando el operadores 
ompa
to. Más pre
isamente, se tiene el siguiente resultado.
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iónTeorema 2.21. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal y
ompa
to, y ∈ Dom(T †), {XN} una su
esión 
re
iente de subespa
ios de dimensión�nita de X tales que ⋃∞
N=1 XN = X y xN = T †

Ny, donde TN = TPXN
y PXN

es laproye

ión ortogonal de X sobre XN . Si se satisfa
e la 
ondi
ión (2.32), enton
es
∥∥xN − x†

∥∥ = O(‖(I − PXN
)T ∗‖).Demostra
ión. Ver [12℄, Teorema 3.23. �Como 
orolario del Teorema 2.19, Lue
ke y Hi
key probaron además que la a
ota-
ión uniforme de la su
esión {∥∥∥T †

N

∥∥∥
}∞

N=1
es también una 
ondi
ión su�
iente para la
onvergen
ia fuerte de xN a x†.Por otra parte, la a
ota
ión de la su
esión {‖xN‖}∞N=1 no es su�
iente para ga-rantizar 
onvergen
ia fuerte (ver [41℄, Ejemplo 2). Sin embargo, C. W. Groets
h y A.Neubauer ([17℄) probaron que si y ∈ Dom(T †), enton
es esta 
ondi
ión es su�
iente yademás ne
esaria para 
onvergen
ia débil. Como 
orolario de este resultado, dedujeronen una manera mu
ho más sen
illa la 
ondi
ión ne
esaria y su�
iente para 
onvergen
iafuerte estable
ida previamente por Lue
ke y Hi
key (Teorema 2.18).Para garantizar 
onvergen
ia es ne
esario que los subespa
ios XN sean 
uidadosa-mente elegidos. Por ejemplo, si T es 
ompa
to y los XN son los autoespa
ios aso
iadosa las autofun
iones, Lue
ke y Hi
key ([41℄) probaron que siempre se tiene garantiza-do que xN → x†. Esta 
onvergen
ia está también garantizada si T es a
otado y lossubespa
ios XN se eligen de modo que �reduz
an� al operador T (esto es, de modo que

T (XN) ⊂ XN y T (X⊥
N ) ⊂ X⊥

N ).Por el 
ontrario, si los subespa
ios XN son elegidos arbitrariamente sin imponer
ondi
iones adi
ionales, por ejemplo 
uando los XN están pobre o inade
uadamenteaso
iados 
on el operador T , enton
es 
asi 
ualquier 
osa puede su
eder. Por ejemploen 1980, T. Seidman ([54℄) probó que si el problema (1.1) es mal 
ondi
ionado, enton
es



2.3 Regulariza
ión por proye

ión 55sin ningún supuesto sobre x† no se puede garantizar que xN → x† y que es posible que
∥∥xN − x†

∥∥ se in
remente sin 
ota. El siguiente resultado se sigue inmediatamente apartir del Ejemplo 3.1 en [54℄:Teorema 2.22. Sean X un espa
io de Hilbert separable de dimensión in�nita, B .
=

{en}∞n=1 una base ortonormal de X y XN
.
= span{e1, ..., eN}. Enton
es existen un ope-rador lineal A : X → X 
ompa
to, inye
tivo, autoadjunto y de rango denso en X y

b ∈ Ran(A), 
on b = Ax∗ para algún x∗ ∈ X , tal que si xN es la solu
ión de mínimos
uadrados de Ax = b en XN , enton
es ‖xN − x∗‖ → ∞.Observa
ión 2.23. El operador A0 : X → X del Ejemplo 3.1 en [54℄ no es ne
esa-riamente autoadjunto. Si 
onsideramos el sistema singular {(σn; un, vn)} aso
iado aloperador 
ompa
to A0 y el operador lineal unitario U : X → X tal que Uun = vn,enton
es el operador lineal A .
= U−1A0 además de ser 
ompa
to, inye
tivo y de rangodenso, es autoadjunto y ‖A0x− z‖ = ‖Ax− U−1z‖ para todo z ∈ X .Corolario 2.24. Sean X , Y espa
ios de Hilbert de dimensión in�nita, X separable,

B
.
= {en}∞n=1 una base ortonormal de X y XN

.
= span{e1, ..., eN}. Enton
es existen unoperador lineal A : X → Y 
ompa
to, inye
tivo y de rango denso en Y y un elemento

b ∈ Ran(A), b = Ax∗ para algún x∗ ∈ X , tales que si xN es la solu
ión de mínimos
uadrados de Ax = b en XN , enton
es ‖xN − x∗‖ → ∞.Demostra
ión. Por el Teorema 2.22 existen A0 : X → X y b0 ∈ Ran(A0), b0 = A0x
∗para algún x∗ ∈ X , tales que ‖x0

N − x∗‖ → ∞, donde x0
N es la solu
ión de mínimos
uadrados de A0x = b0 en XN . Sea V : X → Y un operador unitario arbitrario yde�nimos A .

= V A0 y b .= V b0. Enton
es, se sigue inmediatamente que el operador A :

X → Y resulta lineal, 
ompa
to, inye
tivo, de rango denso en Y y b ∈ Ran(A). Sea xNla solu
ión de mínimos 
uadrados de Ax = b en XN . Como ‖Ax− b‖Y = ‖A0x− b0‖X ,resulta que x0
N es también solu
ión de mínimos 
uadrados de Ax = b en XN , es de
ir

x0
N = xN , de lo 
ual se dedu
e que ‖xN − x∗‖ → ∞. �
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iónEn el Capítulo 5 probaremos algunos resultados que son más generales que los delTeorema 2.22 y Corolario 2.24 y que forman parte de los aportes originales de esta tesis(ver también [57℄).2.3.2. El método de mínimos 
uadrados dualEn la se

ión anterior estudiamos un método de regulariza
ión por proye

ión sobreel espa
io X . Es también posible regularizar proye
tando sobre el espa
io Y . Ésto ori-gina un método de proye

ión diferente, 
ono
ido 
omo método de mínimos 
uadradosdual, para el 
ual, 
omo veremos, la 
onvergen
ia siempre está garantizada.Dada una su
esión 
re
iente {YN}∞N=1 de subespa
ios de dimensión �nita de
Ran(T ) = N(T ∗)⊥ ⊂ Y , 
uya unión es densa en N(T ∗)⊥, de�nimos ahora xN 
o-mo la solu
ión de mínimos 
uadrados de mínima norma de la e
ua
ión que resulta deproye
tar el problema Tx = y sobre el subespa
io YN , es de
ir:

TNx = yN , (2.33)donde TN .
= QNT , yN .

= QNy y QN es la proye

ión ortogonal de Y sobre YN . Enton
es
xN = T †

NyN y 
omo Ran(TN ) ⊂ Ran(QN ) = YN , se dedu
e que Ran(TN ) es 
erradopor ser de dimensión �nita. Por lo tanto, T †
N es a
otado y nuevamente, xN es unaaproxima
ión estable de x†. Observar que QN 
onverge fuertemente a Q 
uando N →

∞, donde Q es la proye

ión ortogonal sobre Ran(T ).En el siguiente resultado se da una 
ara
teriza
ión espe
ial de xN en este 
aso.Teorema 2.25. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal ya
otado, {YN} una su
esión 
re
iente de subespa
ios de dimensión �nita de N(T ∗)⊥tales que ⋃∞
N=1 YN = N(T ∗)⊥, y ∈ Dom(T †), xN = T †

NyN , donde TN .
= QNT , yN .

=

QNy y QN es la proye

ión ortogonal de Y sobre YN . Enton
es xN = PXN
x†, donde

PXN
es la proye

ión ortogonal de X sobre XN

.
= T ∗YN . Además, xN → x† 
uando



2.3 Regulariza
ión por proye

ión 57
N → ∞.Demostra
ión. Ver [12℄, Teorema 3.24. �Puesto que T †

NQN es 
ontinuo para todo N ∈ N y T †
NQN → T † puntualmente sobre

Dom(T †) 
uando N → ∞, se sigue de la Proposi
ión 2.3 que {T †
NQN} es una familiade operadores de regulariza
ión para T †.En el siguiente ejemplo mostramos que la 
olo
a
ión de mínimos 
uadrados o dis
re-tiza
ión de momentos ([47℄), que surge al dis
retizar una e
ua
ión integral de Fredholmde primera 
lase, puede verse 
omo un pro
eso de regulariza
ión por mínimos 
uadradosdual.Ejemplo 2.26. Sea K : L2[0, 1] → L2[0, 1] un operador integral 
on nú
leo 
ontinuo k
omo se de�nió en (1.24). Para aproximar numéri
amente la mejor solu
ión aproximadade Kx = y usando el método de 
olo
a
ión de mínimos 
uadrados, se eligen N �puntosde 
olo
a
ión� sj ∈ [0, 1], j = 1, ..., N y se aproxima x† por la solu
ión x(t) de mínimanorma en L2[0, 1] que satisfa
e la e
ua
ión integral en esos puntos de 
olo
a
ión, esde
ir, de modo que

∫ 1

0

k(sj , t)x(t)dt = y(sj), j = 1, ..., N. (2.34)En este 
aso, se puede probar que Y .
= Ran(K) 
on el produ
to interno de�nido por

〈y, z〉Y
.
=
〈
K†y,K†z

〉
L2 , y, z ∈ Ran(K),es un espa
io de Hilbert. Luego, la e
ua
ión (2.34) es equivalente a

〈
Kx,Msj

〉
Y =

〈
y,Msj

〉
Y , ∀ j = 1, ..., N, (2.35)donde Msj

.
= M(sj , ·) 
on M(s, t)

.
=
∫ 1

0
k(s, u)k(t, u)du. Es 
laro ahora que (2.35)es equivalente a (2.33) 
on YN .

= span{Ms1 , ...,MsN
}, y por lo tanto el método de
olo
a
ión de mínimos 
uadrados es efe
tivamente un 
aso parti
ular de regulariza
ión
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iónpor proye

ión de mínimos 
uadrados dual. Luego en virtud del Teorema 2.25, apli
adoa K 
omo operador de L2[0, 1] en Y , resulta enton
es que la solu
ión de mínima normade (2.34) está dada por PXN
x†, donde PXN

es la proye

ión ortogonal de L2[0, 1] sobre
XN

.
= K∗YN = span{ks1, ..., ksN

} 
on ksj

.
= k(sj , ·). Suponiendo que las fun
iones

ks1, ..., ksN
son linealmente independientes en L2[0, 1], se tiene que

xN = PXN
x† =

N∑

i=1

ξiksi
,donde ξi para i = 1, ..., N , son las solu
iones del sistema de e
ua
iones lineales

N∑

i=1

M(si, sj)ξi = y(sj), j = 1, ..., N.Si la su
esión de puntos de 
olo
a
ión {sN} es densa en [0, 1], enton
es se puede verque PXN

onverge puntualmente al operador identidad I, y por lo tanto, en virtud delTeorema 2.25, xN → x† 
uando N → ∞.Si bien los métodos de proye

ión son métodos de regulariza
ión, en ellos no inter-viene explí
itamente ningún parámetro de regulariza
ión. Sin embargo, 
omo veremosa 
ontinua
ión, para el 
aso de mínimos 
uadrados dual hay un parámetro de regulari-za
ión o
ulto que es el menor valor singular de TN (notar que TN es 
ompa
to y tieneun número �nito de valores singulares pues su rango tiene dimensión �nita).Supongamos que sólo se 
ono
e un dato 
on ruido yδ tal que

∥∥QN(y − yδ)
∥∥ ≤ δ, (2.36)y denotemos 
on xδN a las solu
iones de mínimos 
uadrados de (2.33) 
on yδ en lugarde y, es de
ir, xδN .

= T †
NQNy

δ.Teorema 2.27. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador lineal ya
otado, {YN} una su
esión 
re
iente de subespa
ios de dimensión �nita de N(T ∗)⊥tales que ⋃∞
N=1 YN = N(T ∗)⊥, y ∈ Dom(T †), xN = T †

NyN , donde TN .
= QNT , yN .

=
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QNy y QN es la proye

ión ortogonal de Y sobre YN . Sea µN el menor valor singularde TN . Supongamos que se satisfa
e (2.36). Si δ

µN
→ 0 
uando δ → 0+ y N → ∞,enton
es xδN → x† 
uando δ → 0+ y N → ∞.Demostra
ión. Ver [12℄, Teorema 3.26. �Observa
ión 2.28. El teorema anterior es el análogo de la Proposi
ión 2.6. Aquí, 1

µNtiene el rol de α(δ) en virtud de que ∥∥∥T †
N

∥∥∥ = 1
µN

para todo N ∈ N. Por lo tanto,
({T †

NQN}, 1
N

) es un método de regulariza
ión 
onvergente para T †.Es fá
il probar que
∥∥xδN − x†

∥∥ ≤
∥∥xN − x†

∥∥+
δ

µN
. (2.37)Aquí ∥∥xN − x†

∥∥ es el error de dis
retiza
ión (análogo al error de regulariza
ión de�nidoen la Se

ión 2.2) y δ
µN

es una 
ota para el error ∥∥xδN − xN
∥∥ aso
iado a la propaga
iónde ruido en los datos, es de
ir, ∥∥xδN − xN

∥∥ ≤ δ
µN

.Para una dimensión �ja N , es natural preguntarnos enton
es 
ómo elegir YN de talmanera que se maximi
e µN , y así disminuya el error aso
iado 
on el ruido. El siguienteresultado permite responder a esta pregunta para el 
aso de operadores 
ompa
tos.Proposi
ión 2.29. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador linealy 
ompa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)}, YN un subespa
io de N(T ∗)⊥ tal que
dim(YN) = N , TN .

= QNT , donde QN es la proye

ión ortogonal de Y sobre YN y sea
µN el menor valor singular de TN . Enton
es µN ≤ σN .Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.28. �Eligiendo YN = VN .

= span{v1, ..., vN}, se tiene que µN = σN y por lo tanto, envirtud de (2.37) y de la Proposi
ión 2.29, 
on
luimos que esta ele

ión de YN resultaen un método para el 
ual el error aso
iado al ruido es óptimo. En este 
aso el mé-todo resultante es 
ono
ido 
omo des
omposi
ión en valores singulares trun
ada, queestudiaremos en detalle en el Capítulo 3.
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iónEs oportuno observar aquí que en el 
aso parti
ular que YN = VN .
= span{v1, ..., vN},el operador TN aso
iado al método de proye

ión por mínimos 
uadrados dual 
oin
ide
on el operador TN aso
iado al método de mínimos 
uadrados 
uando XN

.
= T ∗YN =

span{u1, ..., uN}, puesto que QNT = TPXN
, donde QN es la proye

ión ortogonal de Ysobre YN y PXN

es la proye

ión ortogonal de X sobre XN . Luego, si T es 
ompa
to yse satisfa
e la 
ondi
ión (2.32), se sigue inmediatamente de (2.37) y del Teorema 2.21que
∥∥xδN − x†

∥∥ = O

(
‖(I − PXN

)T ∗‖ +
δ

µN

)
. (2.38)De la siguiente proposi
ión se sigue que la ele

ión de YN = VN también es óptima 
onrespe
to al error de dis
retiza
ión ∥∥xN − x†

∥∥.Proposi
ión 2.30. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T : X → Y un operador linealy 
ompa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)}, YN un subespa
io de N(T ∗)⊥ tal que
dim(YN) = N y PN la proye

ión ortogonal de X sobre XN

.
= T ∗YN . Enton
es

‖(I − PXN
)T ∗‖ ≥ σN+1.Si YN = VN , enton
es vale la igualdad.Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 3.29. �De (2.38) y de la Proposi
ión 2.30 se sigue que si T es 
ompa
to, O (σN+1 + δ

σN

)es el mejor orden de 
onvergen
ia que puede obtenerse para el error total utilizando unmétodo de proye

ión por mínimos 
uadrados dual para el 
ual se satisfaga (2.32). Esteorden de 
onvergen
ia es al
anzado por el método des
omposi
ión en valores singularestrun
ada.



2.4 El método de la inversa aproximada 612.4. El método de la inversa aproximadaSean X , Y espa
ios de Hilbert, A : X → Y un operador lineal, 
ontinuo de rangono 
errado (de modo que A† no es a
otado) y 
onsideremos el problema
Af = g (2.39)donde g es un dato que supondremos 
ono
ido. Se utilizaron las letras f y g porqueaquí supondremos que X e Y son espa
ios de fun
iones de�nidas sobre algún 
onjuntoabierto Ω ⊂ Rd.En 1990, A. K. Louis y P. Maass ([40℄) propusieron un método de regulariza
iónque permite obtener una versión moli�
ada del problema (2.39). El operador solu
ión,llamado �inversa aproximada�, transforma el dato en una aproxima
ión estable de lasolu
ión. Una de las ventajas más importantes de este método es que el operador solu-
ión no depende del dato y por lo tanto puede ser pre
al
ulado, antes de la obten
iónde este. El método está basado en la idea de que el 
ál
ulo de momentos de la solu
iónes estable. Más pre
isamente, sea mγ : Ω×Ω → R una familia paramétri
a de fun
ionesa las que llamaremos �moli�
adores� (�molli�ers�). Aquí γ es el parámetro de regulari-za
ión. Para 
ada s ∈ Ω en lugar de f(s) se 
al
ula la aproxima
ión 〈f,mγ(s, ·)〉X . Estepro
eso de moli�
a
ión redu
e la in�uen
ia de las 
omponentes de alta fre
uen
ia en lasolu
ión, las 
uales, 
omo vimos anteriormente, son las 
ausantes de la inestabilidad.Resulta 
laro sin embargo que 〈f,mγ(s, ·)〉X no se puede 
al
ular explí
itamentedebido a que f es des
ono
ida. Para que este 
ál
ulo sea posible, para 
ada s ∈ Ωaproximamos mγ(s, ·) por un elemento en el rango del operador adjunto A∗, es de
ir,determinamos ψsγ ∈ Y tal que mγ(s, ·) ≃ A∗ψsγ . En parti
ular, observar que si lae
ua
ión

mγ(s, ·) = A∗ψsγ (2.40)
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ióntiene una solu
ión ψsγ , enton
es
f(s) ≈ 〈f,mγ(s, ·)〉X =

〈
f, A∗ψsγ

〉
X =

〈
Af, ψsγ

〉
Y =

〈
g, ψsγ

〉
Y . (2.41)Si (2.40) no tiene solu
ión, determinamos ψsγ minimizando ∥∥A∗ψsγ −mγ(s, ·)

∥∥. Comoya sabemos (ver Teorema 1.4) esto es equivalente a resolver la e
ua
ión normal
AA∗ψsγ = Amγ(s, ·). (2.42)En 
ualquier 
aso es ne
esario sele

ionar el moli�
ador ade
uadamente de modoque esta e
ua
ión tenga solu
ión (i.e. mγ(s, ·) ∈ Dom((A∗)†) ). Se puede lograr uni
i-dad, por ejemplo, sele

ionando la solu
ión de mínima norma. Luego de obtener ψsγ ,aproximamos 〈f,mγ(s, ·)〉X por

〈f,mγ(s, ·)〉X ≃
〈
f, A∗ψsγ

〉
X =

〈
Af, ψsγ

〉
Y =

〈
g, ψsγ

〉
Y .Los 
on
eptos de inversa aproximada y nú
leo de re
onstru

ión se de�nen 
omo sigue(ver también [38℄).De�ni
ión 2.31. Sean mγ un moli�
ador dado y ψsγ solu
ión de (2.42). El operador

Sγ : Y → X de�nido por
(Sγg)(s)

.
=
〈
g, ψsγ

〉
Y ,se denomina inversa aproximada del operador A aso
iada al moli�
ador mγ y ψsγ sellama nú
leo de re
onstru

ión en el punto s.La utiliza
ión del método de la inversa aproximada presenta varias ventajas 
on res-pe
to a los métodos de regulariza
ión tradi
ionales. En primer lugar, si bien la e
ua
ión(2.40) es también mal 
ondi
ionada (
on el mismo grado de mal 
ondi
ionamiento queel problema original), en este 
aso el dato es el moli�
adormγ , el 
ual se elige en formaarbitraria y por lo tanto se 
ono
e exa
tamente. En segundo lugar, la determina
ión del
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leo de re
onstru

ión es independiente de g y por lo tanto puede ser 
al
ulado �a-priori �, antes de la obten
ión de los datos. Finalmente el pro
eso de inversión 
onsisteen resolver un produ
to es
alar y, en 
aso de grandes dimensiones, este es espe
ialmenteapto para su 
ál
ulo numéri
o por pro
esamiento en paralelo.Entre los moli�
adores más usuales men
ionamos:
mγ(x, y) =

dvol(Sd−1)γd
χγ(x− y), (2.43)donde χγ es la fun
ión 
ara
terísti
a de la bola 
on 
entro en el origen y radio γ yvol(Sd−1) es la medida de la super�
ie de la bola unitaria en Rd. La utiliza
ión de estemoli�
ador resulta en el 
ál
ulo de promedios lo
ales de la solu
ión.El moli�
ador

mγ(x, y) =
(γ
π

)d sin
(γ(x− y)),a
túa 
omo un �ltro �pasa-bajas�, eliminando las altas fre
uen
ias de la solu
ión. Tam-bién suelen utilizarse moli�
adores de de
aimiento rápido de tipo Gaussiano:
mγ(x, y) = (2π)−

d
2γ−d exp

(
− |x− y|2

2γ2

)
. (2.44)Finalmente men
ionamos los moli�
adores lineales por tramos:

mγ(x, y) =





1
γ
− y−x

γ2 , x ≤ y ≤ x+ γ,
1
γ

+ y−x
γ2 , x− γ ≤ y ≤ x,

0, en otro 
aso. (2.45)En el 
aso en que T es 
ompa
to, veremos en la Se

ión 3.2.4 que el método de lainversa aproximada generaliza, en un sentido que haremos pre
iso en esa se

ión, a losllamados �métodos de �ltro�.Finalmente es importante señalar que el método de la inversa aproximada resultaespe
ialmente ade
uado en los 
asos en que no es posible a

eder de manera sen
illaal sistema singular aso
iado al operador pero el operador adjunto es relativamente
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iónsimple. Este es exa
tamente el 
aso, por ejemplo, en el problema de la e
ua
ión lateraldel 
alor (la �sideways heat equation�). En el Capítulo 8 presentamos varios resultadosnuméri
os utilizando la inversa aproximada en este problema parti
ular.



Capítulo 3
Métodos de regulariza
ión espe
trales

En este 
apítulo presentaremos una 
lase muy amplia de operadores de regulariza-
ión lineales que se 
onstruyen utilizando el 
on
epto de fun
ión de un operador linealautoadjunto, desarrollado anteriormente en el mar
o de teoría espe
tral. En la Se

ión3.1 de�niremos los métodos de regulariza
ión espe
trales y estudiaremos sus propie-dades más importantes. En parti
ular, presentaremos órdenes de 
onvergen
ia y 
otaspara los distintos tipos de errores e introdu
iremos los 
on
eptos 
lási
os de 
ali�
a
ióny satura
ión de métodos de regulariza
ión espe
trales. Estudiaremos además algunosresultados re
ípro
os importantes que permiten dedu
ir propiedades de regularidad dela solu
ión exa
ta de un problema inverso, a partir del orden de 
onvergen
ia del errorde regulariza
ión o del error total. En la Se

ión 3.2 presentaremos algunos 
asos par-ti
ulares de métodos de regulariza
ión espe
trales 
on el objetivo de ilustrar algunosde los 
on
eptos teóri
os desarrollados en la Se

ión 3.1.3.1. De�ni
iones y propiedadesConstruiremos una 
lase de operadores de regulariza
ión lineales utilizando el 
on-
epto de fun
ión de un operador autoadjunto que hemos presentado en la Se

ión 1.3.65
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ión espe
tralesPara ello, dados X , Y espa
ios de Hilbert y T ∈ L(X ,Y), trataremos primero de ex-presar T †, la inversa generalizada de Moore-Penrose de T , en términos de una integral
on respe
to a la familia espe
tral {Eλ}λ∈R aso
iada al operador autoadjunto T ∗T(ver Proposi
ión 1.14). Como en la Se

ión 1.3, denotaremos 
on M0 al 
onjunto defun
iones medibles 
on respe
to a la medida d ‖Eλx‖2 para todo x ∈ X .Supongamos en primer lugar, que el operador T ∗T tiene inversa 
ontinua. Enton
es
(T ∗T )−1 es un operador a
otado y autoadjunto, de lo 
ual se sigue (ver [5℄) que

sup
λ∈σ((T ∗T )−1)

λ =
∥∥(T ∗T )−1

∥∥ . (3.1)Como T ∗T y (T ∗T )−1 pertene
en ambos a L(X ) se tiene que
σ(T ∗T ) =

{
1

λ
: λ ∈ σ((T ∗T )−1)

}
,lo 
ual junto a (3.1) permite dedu
ir que

ı́nf
λ∈σ(T ∗T )

λ =
1

‖(T ∗T )−1‖ .Enton
es, σ(T ∗T ) ⊂
[
‖(T ∗T )−1‖−1

, ‖T‖2
] y puesto que f(λ) = 1

λ
es 
ontinua en eseintervalo, resulta que f ∈ M0. Luego, se sigue de la De�ni
ión 1.15 que (T ∗T )−1 =

∫
1
λ
dEλ. Así, la e
ua
ión (1.9) (
on (T ∗T )† = (T ∗T )−1) impli
a que T † es a
otado yen 
onse
uen
ia, Ran(T ) es 
errado y Dom(T †) = Y . Por lo tanto, para todo y ∈ Y setiene que x† satisfa
e la e
ua
ión normal (1.8) y x† puede es
ribirse enton
es 
omo

x†
.
= T †y = (T ∗T )−1T ∗y =

∫
1

λ
dEλT

∗y. (3.2)Consideremos ahora un operador K : X → Y lineal, 
ompa
to 
on sistema singular
{(σn; un, vn)} y Ran(K) no 
errado. Para y ∈ Dom(K†) se puede obtener una expresiónparaK†y análoga a (3.2), donde {Eλ} es ahora la familia espe
tral aso
iada al operadorautoadjunto K∗K. En efe
to, se sigue de (1.18), (1.12) y (1.34) que para y ∈ Dom(K†),

K†y =

∞∑

n=1

〈y, vn〉
σn

un =

∞∑

n=1

1

σ2
n

〈y, σnvn〉 un



3.1 De�ni
iones y propiedades 67
=

∞∑

n=1

1

σ2
n

〈y,Kun〉un =

∞∑

n=1

1

σ2
n

〈K∗y, un〉un

=

∫ ‖K‖2+

0

1

λ
dEλK

∗y.Usando teoría espe
tral se puede probar que la e
ua
ión (3.2) sigue siendo válidapara el 
aso más general en que T : X → Y es un operador lineal y a
otado 
on Ran(T )no 
errado. En este 
aso, y ∈ Dom(T †) si y sólo si
∫ ‖T‖2+

0

1

λ2
d ‖EλT ∗y‖2 < +∞.Notar que si el operador T es 
ompa
to, esta 
ondi
ión 
oin
ide 
on el 
riterio de Pi
ard(1.17).Ahora estamos en 
ondi
iones de 
onstruir la familia de operadores de regulari-za
ión espe
trales. Para hallar una aproxima
ión estable de la solu
ión del problemainverso mal 
ondi
ionado (1.1), la idea es reemplazar en (3.2) el integrando no a
otado

1
λ
por una familia de fun
iones {gα(λ)} 
ontinuas por tramos en [0, ‖T‖2] y tal quepara todo λ ∈ (0, ‖T‖2] se tenga que ĺım

α→0+
gα(λ) = 1

λ
. Luego de�nimos Rα 
omo

Rα
.
=

∫ ‖T‖2+

0

gα(λ) dEλT
∗ = gα(T

∗T )T ∗. (3.3)Por 
onstru

ión el operador Rα resulta 
ontinuo y así, 
uando en (1.1) sólo se disponede un dato 
on ruido yδ tal que ∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ, la solu
ión regularizada

xδα
.
= Rαy

δ .=

∫ ‖T‖2+

0

gα(λ) dEλT
∗yδse puede 
al
ular de manera estable.Veamos ahora qué 
ondi
iones debe satisfa
er {gα} para que la familia de operadores

{Rα} dada en (3.3) sea una familia de operadores de regulariza
ión para T †.De�ni
ión 3.1. Sea {gα}α∈(0,α0) una familia paramétri
a de fun
iones gα : [0,+∞) →
R para α ∈ (0, α0). Diremos que {gα}α∈(0,α0) es un �método de regulariza
ión espe
tral �(MRE), si satisfa
e las siguientes hipótesis:
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ión espe
trales(H1 ) Para todo α ∈ (0, α0), gα(λ) es 
ontinua por tramos para λ ∈ [0,+∞) y
ontinua por dere
ha en los puntos de dis
ontinuidad.(H2 ) Existe una 
onstante C > 0 (independiente de α) tal que |λgα(λ)| ≤ C paratodo λ ∈ [0,+∞), para todo α ∈ (0, α0).(H3 ) Para todo λ ∈ (0,+∞), ĺım
α→0+

gα(λ) = 1
λ
.Observa
ión 3.2. La hipótesis (H3 ) impli
a que C ≥ 1, pues ĺım

α→0+
|λgα(λ)| = 1.Dado el problema (1.1), es de
ir, dado un operador T lineal y a
otado, es su�
iente
on que gα(λ) esté de�nida y satisfaga (H1 )-(H3 ) en [0, ‖T‖2], o 
on más generalidad,en 
ualquier intervalo que 
ontenga al espe
tro de T ∗T , pues Eλ es �
onstante� fuerade tales intervalos. Es oportuno a
larar aquí que en la Se

ión 2.1 llamamos �métodode regulariza
ión� a un par formado por la familia de operadores de regulariza
ión y laregla de ele

ión de parámetros. Aquí llamamos �método de regulariza
ión espe
tral �a la familia de fun
iones {gα}α∈(0,α0). De aquí en adelante denotaremos 
on {gα} alMRE {gα}α∈(0,α0) y 
on {Rα} a la familia de operadores {Rα}α∈(0,α0) de�nida en (3.3)a partir de {gα}.El siguiente resultado permite a�rmar que si {gα} es un MRE enton
es Rα → T †puntualmente sobre Dom(T †) 
uando α → 0+ de lo 
ual se sigue, en virtud de laProposi
ión 2.3, que {Rα} es una familia de operadores de regulariza
ión para T †. Ental 
aso diremos que {Rα} es una �familia de regulariza
ión espe
tral para T †�, puestoque 
ada uno de sus elementos está de�nido en términos de una integral 
on respe
toa la familia espe
tral {Eλ}λ∈R aso
iada al operador T ∗T .Teorema 3.3. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {gα} un MRE. Enton
es,para todo y ∈ Dom(T †),

ĺım
α→0+

gα(T
∗T )T ∗y = T †y.Si y /∈ Dom(T †), enton
es ĺım

α→0+
‖gα(T ∗T )T ∗y‖ = +∞.



3.1 De�ni
iones y propiedades 69Demostra
ión. Ver [12℄, Teorema 4.1. �En el siguiente teorema se propor
ionan 
otas (en X y en Y) para el error aso
iadoal ruido 
uando se utiliza un MRE. Para α > 0 de�nimos
Gα

.
= sup

λ∈[0,‖T‖2]

|gα(λ)| , (3.4)donde {gα} es un MRE.Teorema 3.4. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE y Gα 
omoen (3.4). Si y, yδ ∈ Y son tales que ∥∥yδ − y
∥∥ ≤ δ, enton
es

∥∥Txα − Txδα
∥∥ ≤ Cδy

∥∥xα − xδα
∥∥ ≤ δ

√
CGα, (3.5)donde C es la 
onstante de la hipótesis (H2), xα .
= Rαy y xδα .

= Rαy
δ.Demostra
ión. Ver [12℄, Teorema 4.2. �Del Teorema anterior se obtiene la siguiente estima
ión para el error total:

∥∥xδα − x†
∥∥ ≤

∥∥xα − x†
∥∥+ δ

√
CGα. (3.6)Si y ∈ Dom(T †), se sigue del Teorema 3.3 que el error de regulariza
ión ∥∥xα − x†

∥∥→ 0
uando α → 0+. Sin embargo, la hipótesis (H3 ) impli
a que Gα → +∞ 
uando elparámetro de regulariza
ión α tiende a 0+. Así, para un nivel de ruido δ > 0 �jo, elsegundo término en (3.6) tiende a +∞ 
uando α→ 0+. A menos que dim(Ran(T )) <

∞, la 
ota del error aso
iado al ruido dada en (3.5) es óptima y por ello di
ho errortambién tiende a +∞ 
uando α → 0+ manteniendo un nivel de ruido �jo δ > 0 (verFigura 2.1).
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ión espe
tralesPara y ∈ Dom(T †), {gα} un MRE y Rα 
omo en (3.3), el �residuo� (T † − Rα)y =

x† − xα (
uya norma es el error de regulariza
ión) está dado por
x† − xα = x† − gα(T

∗T )T ∗y = (I − gα(T
∗T )T ∗T )x† =

∫
(1 − λgα(λ)) dEλx

†,donde la penúltima igualdad se sigue de la e
ua
ión normal (1.8) y del he
ho que x†es una solu
ión de mínimos 
uadrados. Para todo (α, λ) para los 
uales existe gα(λ),de�nimos ahora la fun
ión
rα(λ)

.
= 1 − λgα(λ). (3.7)Luego, se tiene que

x† − xα = rα(T
∗T )x†, (3.8)es de
ir, rα es la fun
ión aso
iada a la representa
ión espe
tral del residuo. Observarque (H1 ) impli
a que gα(0) <∞ y por lo tanto rα(0) = 1.Daremos ahora una estima
ión para la tasa de 
onvergen
ia del error de regulari-za
ión en términos de una a
ota
ión para la fun
ión rα 
uando se tiene la informa
iónque x† ∈ Xµ, ρ. Dado un MRE {gα}, para µ > 0 sea ωµ : (0, α0) → R+ una fun
ión quesatisfa
e

λµ |rα(λ)| ≤ ωµ(α) ∀α ∈ (0, α0), ∀λ ≥ 0. (3.9)Observar que en virtud de (3.8) y (3.9) se sigue que ωµ(α) propor
iona una 
otapara el error de regulariza
ión bajo el supuesto de que x† ∈ Xµ.Teorema 3.5. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE y rαde�nida por (3.7). Si x† ∈ Xµ∗,ρ (ver (2.26)) para µ∗, ρ > 0 y ωµ(α) satisfa
e (3.9)para µ = µ∗ y µ = µ∗ + 1
2
, enton
es

∥∥xα − x†
∥∥ ≤ ωµ∗(α)ρ (3.10)y

∥∥Txα − Tx†
∥∥ ≤ ωµ∗+ 1

2
(α)ρ. (3.11)



3.1 De�ni
iones y propiedades 71Demostra
ión. Puesto que x† ∈ Xµ∗, ρ, existe w ∈ X 
on ‖w‖ ≤ ρ tal que x† =

(T ∗T )µ
∗
w. Enton
es se sigue de (3.8) que

x† − xα = rα(T
∗T )(T ∗T )µ

∗
w. (3.12)Luego, de (1.38) y del he
ho que ωµ(α) satisfa
e (3.9) para µ = µ∗ resulta que

∥∥x† − xα
∥∥2

=
∥∥rα(T ∗T )(T ∗T )µ

∗
w
∥∥2

=

∫ ‖T‖2+

0

[rα(λ)λµ
∗
]2 d ‖Eλw‖2

≤ ω2
µ∗(α) ‖w‖2 ≤ ω2

µ∗(α)ρ2,de lo 
ual se sigue (3.10).Para probar (3.11) utilizaremos la siguiente identidad que es válida para 
ualquier
z ∈ X ,

‖Tz‖2 = 〈Tz, Tz〉 = 〈T ∗Tz, z〉 =
〈
(T ∗T )

1
2 z, (T ∗T )

1
2 z
〉

=
∥∥∥(T ∗T )

1
2z
∥∥∥

2

. (3.13)En virtud de (3.12), (3.13) y (1.38) se tiene que
∥∥Txα − Tx†

∥∥2
=

∥∥Trα(T ∗T )(T ∗T )µ
∗
w
∥∥2

=
∥∥∥(T ∗T )

1

2 rα(T
∗T )(T ∗T )µ

∗
w
∥∥∥

2

=

∫ ‖T‖2+

0

λ2µ∗+1 r2
α(λ) d ‖Eλw‖2 ≤ ω2

µ∗+ 1
2

(α) ‖w‖2

≤ ω2
µ∗+ 1

2

(α)ρ2,donde la penúltima desigualdad se sigue del he
ho que ωµ(α) satisfa
e (3.9) para µ =

µ∗ + 1
2
. Luego, se sigue (3.11) 
on lo 
ual hemos probado el teorema. �3.1.1. Cali�
a
iónEn esta se

ión introdu
iremos y estudiaremos el 
on
epto de �
ali�
a
ión� de unmétodo de regulariza
ión. Como veremos más adelante, este 
on
epto está fuertementevin
ulado a 
iertos órdenes óptimos de 
onvergen
ia que pueden al
anzarse mediantela apli
a
ión de tal método, bajo 
iertos supuestos a-priori.



72 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesEs 
omún que la fun
ión ωµ en (3.9) se exprese en términos de poten
ias de α, estoes:
ωµ(α)

.
= cαµ, (3.14)donde c es una 
onstante positiva independiente de α. Notar que si ωµ tiene la forma(3.14), en virtud del Teorema 3.5, la hipótesis �x† ∈ Xµ� resultará en un mejor ordende 
onvergen
ia del error de regulariza
ión 
uanto mayor sea µ (esto es, 
uanto másfuerte sea la hipótesis sobre el grado de regularidad de x†).Es fá
il probar que si ωµ(α) dada por (3.14) satisfa
e (3.9) para algún µ∗, enton
estambién satisfa
e (3.9) para todo µ ∈ [0, µ∗). Más aún, se puede probar que en tal 
aso

λµ |rα(λ)| = o(αµ) para todo µ ∈ (0, µ∗). El mayor valor de µ para el 
ual se 
umple(3.9) está rela
ionado 
on el 
on
epto de �
ali�
a
ión 
lási
a� de un MRE.De�ni
ión 3.6. Sea {gα}α∈(0,α0) un MRE. Denotemos 
on I(gα) al 
onjunto
I(gα)

.
= {µ ≥ 0 : ∀λ ∈ [0,+∞), ∃ k > 0 tal que λµ |rα(λ)| ≤ k αµ , ∀α ∈ (0, α0)}y sea µ0
.
= sup

µ∈I(gα)

µ. Si 0 < µ0 < +∞, de
imos que {gα} posee �
ali�
a
ión 
lási
a deorden µ0�.Es oportuno observar aquí que I(gα) es siempre no va
ío puesto que 0 ∈ I(gα) envirtud de (H2 ).Si un MRE posee 
ali�
a
ión 
lási
a, se tiene el siguiente resultado 
on respe
to alerror de regulariza
ión:Corolario 3.7. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {gα} un MRE 
on
ali�
a
ión 
lási
a de orden µ. Si x† ∈ Xµ, enton
es ∥∥xα − x†
∥∥ = O(αµ) 
uando α →

0+, donde x† .
= T †y, xα .

= Rαy y Xµ 
omo en (2.27).Demostra
ión. Es una 
onse
uen
ia inmediata de la De�ni
ión 3.6 y del Teorema3.5. �



3.1 De�ni
iones y propiedades 73Es importante observar que si {gα} es un MRE para el 
ual µ0 = +∞, donde µ0está dado por la De�ni
ión 3.6, enton
es la 
ondi
ión (3.9) 
on ωµ dado por (3.14)se satisfa
e para todo µ > 0. Luego se dedu
e del Teorema 3.5 que para 
ualquier
µ > 0 la hipótesis �x† ∈ Xµ� impli
a que la tasa de 
onvergen
ia a 
ero del error deregulariza
ión es O(αµ). En este 
aso 
uanto mayor regularidad tenga x†, mejor seráel orden de 
onvergen
ia del error de regulariza
ión. Sin embargo, no o
urre lo mismo
uando {gα} tiene 
ali�
a
ión 
lási
a de orden µ0 (i.e. 
uando 0 < µ0 < +∞), puesla mejor tasa de 
onvergen
ia que se puede obtener para el error de regulariza
ión es
O(αµ0), la 
ual se obtiene bajo el supuesto a-priori de que x† ∈ Xµ0

. Si se agreganhipótesis adi
ionales de regularidad sobre x† (por ejemplo, x† ∈ Xµ∗ 
on µ∗ > µ0), latasa de 
onvergen
ia del error de regulariza
ión no se puede mejorar, i.e., sigue siendo
O(αµ0).En el año 2003, P. Mathé y S. V. Pereverzev ([44℄) introdujeron por primera vez lasiguiente de�ni
ión de 
ali�
a
ión de un MRE, 
on lo 
ual formalizaron y extendieronla no
ión 
lási
a de este 
on
epto.De�ni
ión 3.8. ([44℄) Sean a > 0 y ρ : (0, a] → (0,∞) una fun
ión 
re
iente. Se di
eque el MRE {gα} posee 
ali�
a
ión ρ si existe una 
onstante γ ∈ (0,∞) tal que

sup
λ∈(0,a]

|rα(λ)| ρ(λ) ≤ γ ρ(α) ∀ α ∈ (0, a], (3.15)donde rα(λ)
.
= 1 − λgα(λ).Es importante notar que según esta de�ni
ión, la 
ali�
a
ión de un MRE es unafun
ión (de α) y no un número 
omo o
urre 
on el orden de la 
ali�
a
ión 
lási
a (elorden µ0). Por otra parte, se puede ver inmediatamente que si un MRE tiene 
ali�
a
ión
lási
a de orden µ0, enton
es la fun
ión ρ(α)

.
= αµ es 
ali�
a
ión según la De�ni
ión3.8 para todo µ ∈ (0, µ0].



74 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesPosteriormente, en un intento por extender este 
on
epto, en el año 2004 P. Mathé(ver [42℄, Teorema 2.3 (ii)) propuso la siguiente de�ni
ión de �
ali�
a
ión� de un MRE.De�ni
ión 3.9. ([42℄) Sean a > 0 y ρ : (0, a] → (0,∞) una fun
ión 
re
iente. Se di
eque el MRE {gα} posee �
ali�
a
ión� ρ si para todo λ ∈ (0, a] existe una 
onstante
c
.
= c(λ) > 0 tal que

ı́nf
α∈(0,a]

|rα(λ)|
ρ(α)

≥ c, (3.16)donde rα(λ)
.
= 1 − λgα(λ).En su artí
ulo [42℄ Mathé denominó �
ali�
a
ión máxima� a esta 
ali�
a
ión de�ni-da por (3.16). No obstante, en esta tesis la denominaremos �
ali�
a
ión según Mathé�,reservando el nombre �
ali�
a
ión máxima� para un 
on
epto que formalizaremos másadelante.Observa
ión 3.10. Es oportuno señalar que la De�ni
ión 3.9 de 
ali�
a
ión segúnMathé, adole
e de varios defe
tos, siendo quizás el más importante que no se dedu
ede la misma que una 
ali�
a
ión según Mathé sea 
ali�
a
ión. Esta in
onsisten
iava más allá de una mera 
ontradi

ión semánti
a 
omo lo prueba el Ejemplo 3 delartí
ulo de Mathé ([42℄) en el que la fun
ión ρ(α)

.
= e−

k
α 
on k > 0, es 
ali�
a
iónsegún Mathé del método de Landweber y sin embargo, iróni
amente, no es 
ali�
a
ión.Por otro lado, la De�ni
ión 3.9 origina otras serias obje
iones que so
avan 
laramente elsustento de su misma razón de ser. Si bien re
ientemente Mathé pare
ería haberse dado
uenta de estas in
ongruen
ias (ver [28℄, Remark 4.2) no ha pro
edido a reformalizarade
uadamente el 
on
epto en 
uestión.En virtud de lo anterior y por otros motivos que quedarán 
laramente justi�
adosen desarrollos posteriores, en
ontramos 
onveniente de�nir el 
on
epto de 
ali�
a
iónmáxima 
omo sigue:



3.1 De�ni
iones y propiedades 75De�ni
ión 3.11. Sean {gα} un MRE, rα(λ)
.
= 1 − λgα(λ) y ρ : (0, a] → R+ unafun
ión 
re
iente. Se di
e que {gα} posee �
ali�
a
ión máxima� ρ si(i) existe una 
onstante γ > 0 tal que

sup
λ∈(0,a]

|rα(λ)| ρ(λ) ≤ γ ρ(α) para todo α ∈ (0, a),(ii) para todo λ ∈ (0, a] existe una 
onstante c .= c(λ) > 0 tal que
ı́nf

α∈(0,a)

|rα(λ)|
ρ(α)

≥ c.En el Capítulo 7 generalizaremos apropiadamente la de�ni
ión de 
ali�
a
ión 
lá-si
a y presentaremos importantes impli
a
iones de esta generaliza
ión en el 
ontextode órdenes de 
onvergen
ia, resultados re
ípro
os y 
onjuntos fuente maximales paraproblemas inversos mal 
ondi
ionados 
on
retos.3.1.2. Resultados re
ípro
osEn la se

ión anterior vimos que a partir del 
ono
imiento de 
ierta informa
ióna-priori sobre x†, es posible determinar el mejor orden de 
onvergen
ia del error deregulariza
ión ∥∥Rαy − x†
∥∥, 
omo fun
ión del parámetro de regulariza
ión α, que sepuede obtener 
on un MRE bajo esa informa
ión a-priori. Resultados de este tipo se
ono
en 
omo �resultados dire
tos�. Veremos ahora algunos �resultados re
ípro
os�. Eneste 
ontexto, se de�nen 
omo tales a aquellos que permiten dedu
ir informa
ión sobrela solu
ión exa
ta (e.g. sus propiedades de regularidad o estima
iones de su magnitud)a partir del orden de 
onvergen
ia del error de regulariza
ión o del error total de unMRE ([12℄, [49℄, [50℄).Para los resultados re
ípro
os resultan importantes los índi
es µ > 0 para los 
ualesexisten 
onstantes q, γ > 0 (independientes de α) tales que
λµ |rα(λ)| ≥ γ αµ, ∀ λ ≥ q α. (3.17)



76 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesEs importante observar que si µ veri�
a la 
ondi
ión (3.17), enton
es λµ |rα(λ)| no es
o(αµ) 
uando α → 0+. En 
onse
uen
ia, si un MRE tiene 
ali�
a
ión 
lási
a de orden
µ0, se tiene que ningún valor de µ menor que µ0 puede veri�
ar la 
ondi
ión (3.17) (verla observa
ión previa a la De�ni
ión 3.6). Por otro lado, el orden µ0 de la 
ali�
a
ión
lási
a puede o no veri�
ar (3.17). Para los índi
es µ > 0 que satisfa
en la 
ondi-
ión (3.17) se tienen el siguiente resultado re
ípro
o y un 
orolario que presentamos a
ontinua
ión del mismo.Teorema 3.12. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα} un MRE y µ > 0tal que satisfa
e (3.17). Si ∥∥xα − x†

∥∥ = O(αµ) 
uando α → 0+ enton
es x† ∈ Xµ,donde x† .
= T †y, xα .

= Rαy y Xµ es 
omo en (2.27).Demostra
ión. De (3.8), (1.38) y del he
ho que µ satisfa
e la 
ondi
ión (3.17) se tieneque
∥∥xα − x†

∥∥2
=

∫ ‖T‖2+

0

r2
α(λ)d

∥∥Eλx†
∥∥2 ≥

∫ ‖T‖2+

q α

r2
α(λ)d

∥∥Eλx†
∥∥2

≥ γ2α2µ

∫ ‖T‖2+

q α

λ−2µd
∥∥Eλx†

∥∥2
.Como ∥∥xα − x†

∥∥ = O(αµ) 
uando α→ 0+, se dedu
e que
∫ ‖T‖2+

q α

λ−2µd
∥∥Eλx†

∥∥2
= O(1) 
uando α → 0+y enton
es ∫ ‖T‖2+

0

λ−2µd
∥∥Eλx†

∥∥2
< +∞. (3.18)Así, de�niendo

w
.
=

∫ ‖T‖2+

0

λ−µ dEλ x
†,se tiene enton
es que (T ∗T )µw =

∫ ‖T‖2+

0
λµλ−µdEλ x

† = x†. Por lo tanto, x† ∈ X µ. �Observa
ión 3.13. Es importante observar que si el índi
e µ0 dado en la De�ni
ión3.6 es in�nito, la 
ondi
ión (3.17) no se 
umple para ningún valor de µ y enton
es nose puede apli
ar el teorema anterior.



3.1 De�ni
iones y propiedades 77Corolario 3.14. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {gα} un MRE 
on
ali�
a
ión 
lási
a de orden µ tal que µ satisfa
e (3.17). Enton
es x† ∈ Xµ si y sólosi ∥∥xα − x†
∥∥ = O(αµ) 
uando α → 0+, donde x† .

= T †y, xα .
= Rαy y Xµ es 
omo en(2.27).Demostra
ión. Se sigue inmediatamente del Corolario 3.7 y del Teorema 3.12. �Este 
orolario pone 
laramente de mani�esto la estre
ha vin
ula
ión existente entrelos 
onjuntos fuente y el orden de 
onvergen
ia del error de regulariza
ión o, equiva-lentemente, entre las propiedades de regularidad de la solu
ión exa
ta y el 
on
epto de
ali�
a
ión. En los Capítulos 6 y 7 probaremos nuevos resultados re
ípro
os que invo-lu
ran órdenes de 
onvergen
ia y 
onjuntos fuente más generales que los presentadosen esta se

ión.En la demostra
ión del Teorema 3.12 se probó que la 
ondi
ión (3.18) es su�
ientepara que x† ∈ Xµ. Más aún, es fá
il ver que la 
ondi
ión fuente x† ∈ Xµ es equivalentea (3.18). Ahora bien, se sigue de (3.18) que

ĺım
t→0+

∫ t

0

λ−2µd
∥∥Eλx†

∥∥2
= 0,lo 
ual impli
a que

∥∥Etx†
∥∥2

=

∫ t

0

d
∥∥Eλx†

∥∥2
=

∫ t

0

λ2µλ−2µd
∥∥Eλx†

∥∥2
= o(t2µ) 
uando t→ 0+.Luego, si x† ∈ Xµ enton
es se tiene la estima
ión

∥∥Etx†
∥∥2

= o(t2µ) 
uando t→ 0+.Aunque el re
ípro
o en general no es 
ierto, vale el siguiente resultado.Lema 3.15. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y). Si para un 
ierto valor de
µ > 0, x† .

= T †y satisfa
e
∥∥Etx†

∥∥2
= O(t2µ) 
uando t→ 0+ (3.19)



78 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesenton
es
x† ∈

⋂

ν<µ

Xν ⊃ Xµ, (3.20)donde Xµ es 
omo en (2.27).Demostra
ión. Sean 0 < ν < µ y ε > 0. Para probar que x† ∈ Xν , veremos que sesatisfa
e la 
ondi
ión (3.18) 
on ν en lugar de µ. Integrando por partes se obtiene
∫ ‖T‖2+

ε

λ−2νd
∥∥Eλx†

∥∥2
= ‖T‖−4ν

∥∥x†
∥∥2 − ε−2ν

∥∥Eεx†
∥∥2

+2ν

∫ ‖T‖2+

ε

λ−2ν−1
∥∥Eλx†

∥∥2
dλ.Enton
es en virtud de (3.19) existe una 
onstante positiva c independiente de ε tal que

∫ ‖T‖2+

ε

λ−2νd
∥∥Eλx†

∥∥2 ≤ c

(
1 +

∫ ‖T‖2+

ε

λ2µ−2ν−1dλ

)
. (3.21)Como 2µ− 2ν − 1 > −1 (pues µ > ν) se tiene que

∫ ‖T‖2+

ε

λ2µ−2ν−1dλ = O(1) 
uando ε → 0+. (3.22)Luego, se dedu
e de (3.21) y (3.22) que
∫ ‖T‖2+

0

λ−2νd
∥∥Eλx†

∥∥2
< +∞y en 
onse
uen
ia, x† ∈ Xν . �Observa
ión 3.16. Para t 
er
ano a 0, el operador Et a
túa 
omo un ��ltro pasaaltas� que permite pasar sólo las altas fre
uen
ias (aso
iadas a los valores del espe
tro
er
anos a 0). La 
ondi
ión (3.19) impone enton
es un orden de 
onvergen
ia a 
eropara las 
omponentes de alta fre
uen
ia de x†. Cuando T es un operador 
ompa
to 
onsistema singular {(σn; un, vn)} y Ran(T ) no es 
errado, enton
es (3.19) se 
onvierte en

∞∑

n=k

∣∣∣
〈
x†, un

〉2∣∣∣ = O(σ4µ
k ) 
uando k → +∞,lo que estable
e una 
ondi
ión de de
re
imiento de los 
oe�
ientes de Fourier de x† entérminos de los valores singulares de T .



3.1 De�ni
iones y propiedades 79A 
ontinua
ión presentamos un resultado re
ípro
o que resulta muy apropiado enel 
aso en que µ no satisfa
e la 
ondi
ión (3.17) (ver Observa
ión 3.13), y por lo tantono es apli
able el Teorema 3.12.Proposi
ión 3.17. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y). Sea {gα} un MREtal que
Gα ≤ ĉ

α
, α > 0, (3.23)para alguna 
onstante ĉ > 0, donde Gα es 
omo en (3.4). Si ∥∥xα − x†

∥∥ = O(αµ) paraalgún µ > 0 enton
es x† satisfa
e (3.19) y (3.20), donde xα .
= Rαy y x† .

= T †y.Demostra
ión. Ver [12℄, Proposi
ión 4.13. �Veamos ahora un resultado re
ípro
o que involu
ra datos 
on ruido. Este es elprimer resultado de este tipo y fue probado por A. Neubauer en 1994 ([49℄).Teorema 3.18. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {gα} un MRE tal que
µ0 dado en la De�ni
ión 3.6 veri�
a µ0 ∈ (0,+∞]. Supongamos que existen 
onstantespositivas λ1 ≤ ‖T‖2, γ, γ1, γ2 y c1 > 1 tales que(a) 0 ≤ rα(λ) ≤ 1, ∀ α > 0, 0 ≤ λ ≤ λ1;(b) rα(λ) ≥ γ1, ∀ 0 ≤ λ < α ≤ λ1;(
) |rα(λ)| es monótona 
re
iente 
on respe
to a α para λ ∈ (0, ‖T‖2];(d) gα(c1α) ≥ γ2

α
, ∀ 0 < c1α ≤ λ1;(e) gα(λ) ≥ gα(λ̃), para 0 < α ≤ λ ≤ λ̃ ≤ λ1; y(f) √

λ |gα(λ)| ≤ γ√
α
.Enton
es para todo 0 < µ < µ0 se tiene que

sup
yδ∈Y

{
ı́nf
α>0

∥∥xδα − x†
∥∥ :
∥∥Q(y − yδ)

∥∥ ≤ δ
}

= O
(
δ

2µ
2µ+1

) 
uando δ → 0+ (3.24)si y sólo si x† satisfa
e (3.19). Además, si µ0 < +∞ y veri�
a (3.17), enton
es la tasa(3.24) 
on µ = µ0 es equivalente a la 
ondi
ión fuente x† ∈ Xµ0
.



80 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesDemostra
ión. Ver [49℄, Teorema 2.5. �Este resultado di
e esen
ialmente que, bajo 
iertas 
ondi
iones sobre la familia defun
iones {gα} que de�ne el MRE, la 
ondi
ión �x† ∈ Xµ� es ne
esaria para el siguienteorden de 
onvergen
ia a 
ero del error total:
∥∥xδα − x†

∥∥ = O
(
δ

2µ
2µ+1

) 
uando δ → 0+. (3.25)Mas adelante, en 1997, A. Neubauer ([50℄) demostró además el resultado re
ípro-
o anterior para el MRE 
ono
ido 
omo �regulariza
ión de Tikhonov-Phillips�. Estemétodo será introdu
ido en la Se

ión 3.2.2.3.1.3. Satura
iónOtro 
on
epto fuertemente ligado a los órdenes óptimos de 
onvergen
ia de losMRE es el de �satura
ión�. Este término se utiliza para des
ribir el 
omportamiento dealgunos métodos para los 
uales el orden de 
onvergen
ia en (3.25) no es válido paratodo µ > 0, sino sólo hasta un valor �nito µ0, que resulta ser el orden de la 
ali�
a
ión
lási
a del MRE. En 1994, Neubauer ([49℄) introdujo por primera vez �la idea� del
on
epto de satura
ión para métodos de regulariza
ión. Si bien Neubauer no formalizóel 
on
epto de satura
ión, demostró que 
iertos métodos de regulariza
ión espe
trales�saturan� en el sentido que son in
apa
es de 
ontinuar extrayendo informa
ión adi
ionalsobre la solu
ión exa
ta aún bajo hipótesis adi
ionales de regularidad sobre la misma.Más pre
isamente, Neubauer probó el siguiente resultado.Teorema 3.19. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) tal que Ran(T ) noes 
errado y {gα} un MRE 
on 
ali�
a
ión 
lási
a de orden µ0 tal que µ0 veri�
a la
ondi
ión (3.17). Supongamos además que gα y rα satisfa
en las hipótesis (a)-(f) delTeorema 3.18. Si α(δ, yδ) es una regla de ele

ión del parámetro tal que
sup
yδ∈Y

{∥∥∥xδα(δ,yδ) − x†
∥∥∥ :
∥∥Q(y − yδ)

∥∥ ≤ δ
}

= o
(
δ

2µ0
2µ0+1

) 
uando δ → 0+,
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ulares 81enton
es x† .
= T †y = 0.Demostra
ión. Ver [49℄, Teorema 3.1. �Notar que este resultado de Neubauer nos di
e que, bajo las hipótesis del Teorema,ninguna regla de ele

ión del parámetro puede resultar en un método para el 
ualel error total 
onverja a 
ero estri
tamente más rápido que O (δ 2µ0

2µ0+1

), ex
epto enel 
aso trivial en que x† = 0. En 1997, Neubauer ([50℄) demostró que este fenómenode satura
ión o
urre en parti
ular 
on el método de Tikhonov-Phillips. Sin embargo,el 
on
epto de satura
ión no ha sido aún rigurosamente formalizado. En el Capítulo6 desarrollaremos una teoría general de satura
ión para métodos de regulariza
iónarbitrarios y exploraremos sus impli
a
iones. Este desarrollo 
onstituye otro de losaportes originales de esta tesis.3.2. Casos parti
ulares3.2.1. Des
omposi
ión en valores singulares trun
adaEl �método de des
omposi
ión en valores singulares trun
ada� oTSVD (por su siglaen inglés) se obtiene ignorando los valores del espe
tro de T ∗T que están por debajode un 
ierto umbral dado por el parámetro de regulariza
ión α. Así, para α ∈ (0, α0)la familia {gα} se de�ne por
gα(λ)

.
=

{
1
λ
, si λ ∈ [α,+∞)

0, si λ ∈ [0, α).
(3.26)Es fá
il ver que {gα} es un MRE y que la hipótesis (H2 ) se veri�
a 
on C = 1. La
ondi
ión (3.9) se satisfa
e 
on ωµ(α) = αµ para todo µ > 0, de lo 
ual se sigueque µ0 = +∞, donde µ0 es 
omo en la De�ni
ión 3.6. Luego, este método no posee
ali�
a
ión 
lási
a.



82 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesComo µ0 = +∞, no hay índi
es µ > 0 para los 
uales se satisfaga la 
ondi
ión(3.17) y en 
onse
uen
ia, no es posible derivar resultados re
ípro
os por el Teorema3.12, pues este no es apli
able. Sin embargo, sí es válido el resultado re
ípro
o de laProposi
ión 3.17 en virtud de que, en este 
aso, Gα = 1
α
.La solu
ión regularizada a partir del dato 
on ruido yδ está dada por

xδα
.
= gα(T

∗T )T ∗yδ =

∫ ‖T‖2+

0

1

λ
dEλT

∗yδ. (3.27)Observar que en el 
aso en que T = K es 
ompa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)}enton
es (3.27) se puede 
al
ular usando (1.34) y (1.12) de la siguiente manera
xδα =

∑

n:σ2
n≥α

1

σ2
n

〈
K∗yδ, un

〉
un =

∑

n:σ2
n≥α

1

σ2
n

〈
yδ, Kun

〉
un =

∑

n:σ2
n≥α

1

σn

〈
yδ, vn

〉
un,la 
ual puede verse 
omo una versión �trun
ada� de la des
omposi
ión en valores sin-gulares de K†y dada en (1.18). Esto justi�
a el nombre del método. La expresiónanterior también puede interpretarse 
omo la resultante del pro
eso de sustituir K porun operador de rango �nito Kα de�nido para x ∈ X por

Kαx
.
=
∑

n:σ2
n≥α

σn 〈x, vn〉 un,y luego 
al
ular la solu
ión regularizada a partir del dato 
on ruido mediante xδα =

K†
αy

δ, es de
ir, 
omo un método de proye

ión. Hemos visto al �nal de la Se

ión 2.3que la des
omposi
ión en valores singulares trun
ada es, en el sentido que allí se pre
isó,un método de proye

ión óptimo. Como señalamos anteriormente, el valor de α es elumbral por debajo del 
ual los valores singulares son reemplazados por 0 y a
túa 
omoun parámetro de regulariza
ión.
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ulares 833.2.2. Regulariza
ión de Tikhonov-PhillipsEn el método de regulariza
ión de Tikhonov-Phillips ([51℄, [61℄, [62℄) la familia defun
iones {gα} está dada por
gα(λ) =

1

λ+ α
para α ∈ (0, α0), λ ∈ [0, ‖T‖2]. (3.28)Se puede ver inmediatamente que {gα} es efe
tivamente un MRE y que satisfa
e (H2 )
on C = 1. Luego, la solu
ión regularizada a partir del dato 
on ruido yδ está dada por

xδα
.
= gα(T

∗T )T ∗yδ = (T ∗T + αI)−1T ∗yδ, (3.29)es de
ir, xδα está de�nida mediante la e
ua
ión lineal T ∗Txδα + αxδα = T ∗yδ.Para determinar si este método posee 
ali�
a
ión 
lási
a, y en 
aso a�rmativo hallarsu orden, se debe en
ontrar una fun
ión ωµ(α) del tipo dado en (3.14), i.e. ωµ(α) = cαµde tal manera que sea 
ota superior de la fun
ión
hµ(λ)

.
= λµ |rα(λ)| = λµ

α

α + λ
.Observar que para µ < 1, se tiene que hµ(λ) al
anza su máximo en λ = µα/(1 − µ) yenton
es hµ(λ) ≤ µµ(1 − µ)1−µαµ ≤ αµ. Para µ ≥ 1, hµ(λ) es estri
tamente 
re
ientey al
anza su mayor valor en ‖T‖2. Enton
es, de�nimos ωµ 
omo

ωµ(α)
.
=

{
αµ, para µ ≤ 1

‖T‖2µ−2 α, para µ > 1.Luego, se dedu
e que {gα} tiene 
ali�
a
ión 
lási
a de orden µ0 = 1, pues (3.9) sesatisfa
e 
on ωµ(α) = αµ para todo µ ∈ [0, 1] y es inmediato probar que la 
ondi
ión(3.17) se satisfa
e 
on q = 1 y γ = 1
2
. Por lo tanto podemos apli
ar el Teorema 3.12,del 
ual se sigue que un orden de 
onvergen
ia para el error de regulariza
ión de laforma ∥∥xα − x†

∥∥ = O(α) impli
a que x† ∈ X1 = Ran(T ∗T ). Además, 
omo Gα = 1
α
,se 
umple (3.23) y la Proposi
ión 3.17 permite a�rmar que si ∥∥xα − x†

∥∥ = O(αµ) para
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ión espe
tralesalgún µ ∈ (0, 1) (notar que en este 
aso no puede obtenerse una tasa de 
onvergen
iadel error de regulariza
ión mejor que O(α)) enton
es x† ∈ ⋂ν<µXν .Con respe
to al resultado re
ípro
o para datos 
on ruido, es sen
illo veri�
ar queeste MRE satisfa
e todas las hipótesis del Teorema 3.18 y por lo tanto
sup
yδ∈Y

{
ı́nf
α>0

∥∥xδα − x†
∥∥ :
∥∥Q(y − yδ)

∥∥ ≤ δ
}

= O
(
δ

2

3

) 
uando δ → 0+si y sólo si x† ∈ X1 (ver [50℄, Teorema 2.6). Como señalamos en la se

ión anterior,Neubauer también demostró que para la regulariza
ión de Tikhonov-Phillips o
urre elfenómeno de satura
ión, es de
ir, que si 
on una regla de ele

ión del parámetro seobtiene que la tasa de 
onvergen
ia del error total es o(δ 2

3 ), enton
es x† = 0, siempreque Ran(T ) sea no 
errado (Teorema 3.19). En este sentido O(δ
2
3 ) es un orden de
onvergen
ia óptimo para el método de Tikhonov-Phillips.Finalmente, es importante observar que para un operador 
ompa
to K 
on sistemasingular {(σn; un, vn)}, (3.29) tiene la forma

xδα =

∞∑

n=1

σn
σ2
n + α

〈
yδ, vn

〉
un.Una 
ompara
ión 
on (1.18) permite ver 
laramente 
ómo Tikhonov-Phillips estabilizalas aproxima
iones: los errores en 〈y, vn〉 ya no son ampli�
ados por los fa
tores 1/σn,sino por los fa
tores σn/(σ2

n + α), los 
uales permane
en a
otados 
uando n → ∞ y,más aún, tienden a 0.3.2.3. Método de Showalter o regulariza
ión asintóti
aEl método de regulariza
ión asintóti
a o método de Showalter se 
onstruye a partirde la solu
ión uδ : R+
0 → X del problema de valores ini
iales
{
u′δ(t) + T ∗Tuδ(t) = T ∗yδ, t ≥ 0,

uδ(0) = 0,
(3.30)
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ulares 85de�niendo xδα .
= uδ

(
1
α

). Si se reemplaza yδ por y en (3.30), enton
es es
ribimos u y xαen lugar de uδ y xδα. Veamos que
v(t)

.
=

∫
1 − e−λt

λ
dEλ T

∗yδ, t ≥ 0es solu
ión de (3.30), donde {Eλ} es la familia espe
tral aso
iada a T ∗T . Como
v′(t) =

∫
e−λt dEλ T

∗yδ(esta deriva
ión puede justi�
arse por el Teorema de la Convergen
ia Dominada), setiene que
T ∗Tv(t) =

∫
λ

1 − e−λt

λ
dEλ T

∗yδ = T ∗yδ − v′(t),lo 
ual junto al he
ho obvio que v(0) = 0, permite a�rmar que v(t) es efe
tivamentesolu
ión del problema de valores ini
iales (3.30).Luego,
xδα = v

(
1

α

)
=

∫
1 − e−

λ
α

λ
dEλ T

∗yδ.Como la fun
ión
gα(λ) =

(1 − e−
λ
α )

λ
=

∫ 1
α

0

e−λsds (3.31)es 
ontinua para todo λ ≥ 0, resulta que gα ∈ M0 y así, xδα = gα(T
∗T )T ∗yδ. Se puedever fá
ilmente que gα satisfa
e las hipótesis (H1 )-(H3 ) de la De�ni
ión 3.1 y por lotanto es un MRE. La hipótesis (H2 ) se veri�
a 
on C = 1.Este método se llama �regulariza
ión asintóti
a� porque en (3.31) no se integrahasta +∞, sino sólo hasta 1/α, donde α a
túa 
omo parámetro de regulariza
ión.Cuando α → 0+, este extremo superior de integra
ión se ha
e más grande y así, laexa
titud ∥∥xα − x†

∥∥ mejora (el error de regulariza
ión tiende a 0), pero eventualmenteel error aso
iado al ruido ∥∥xδα − xα
∥∥ empeora (re
ordar que se sigue del Teorema 3.4que ∥∥xδα − xα

∥∥ ≤ δ
√
CGα = δ

√
1/α).



86 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesVeamos ahora si este MRE posee 
ali�
a
ión 
lási
a. La fun
ión
hµ(λ)

.
= λµ |rα(λ)| = λµe−

λ
α ,al
anza su máximo en λ = αµ y enton
es hµ(λ) ≤ αµµµe−µ para todo µ > 0. Enton
esla 
ondi
ión (3.9) se satisfa
e 
on ωµ(α)

.
= αµµµe−µ para todo µ > 0, de lo 
ual sesigue que µ0 = +∞. Luego, este método no posee 
ali�
a
ión 
lási
a.Al igual que 
on TSVD, puesto que µ0 = +∞, no se puede apli
ar el resultadore
ípro
o dado en el Teorema 3.12, pero 
omo Gα = 1

α
se tiene el resultado re
ípro
omás débil dado por la Proposi
ión 3.17.Se sigue del Teorema 3.3 y del he
ho que xα = u(t) para t = 1/α que si y ∈

Dom(T †), enton
es
ĺım
t→+∞

u(t) = ĺım
α→0+

xα = T †y, (3.32)mientras que si y /∈ Dom(T †), ĺım
t→+∞

‖u(t)‖ = +∞.Resulta interesante observar que puesto que v′(t) → 0 y xα → x† 
uando t→ +∞,la solu
ión exa
ta x† se puede interpretar 
omo el estado esta
ionario de la solu
ión delproblema de valores ini
iales (3.30). Asimismo, es importante observar que la e
ua
ióndiferen
ial en (3.30) se 
onvierte en la e
ua
ión normal T ∗Tx† = T ∗y para �t = +∞�.Otra manera de es
ribir (3.32) para y ∈ Dom(T †) es usando (3.31), es de
ir,
ĺım
α→0+

gα(T
∗T )T ∗y = ĺım

α→0+

∫ 1
α

0

e−sT
∗Tds T ∗y = T †y.Esta expresión está muy rela
ionada 
on la �fórmula de Showalter � ([55℄, [56℄) dadapor

∫ +∞

0

e−sT
∗Tds T ∗y = T †yque vale para todo y ∈ Dom(T †); si y /∈ Dom(T †) enton
es esta integral diverge. Porello, a este método se lo 
ono
e también 
omo �método de Showalter �.



3.2 Casos parti
ulares 873.2.4. Métodos de �ltroLos métodos de �ltro se de�nen sólo para operadores 
ompa
tos ([34℄). Sean X , Yespa
ios de Hilbert y K : X → Y un operador lineal 
ompa
to 
on sistema singular
{(σn; un, vn)}. En la Se

ión 1.2 hemos visto, a partir de la des
omposi
ión en valoressingulares de la inversa generalizada de Moore-Penrose de K (1.18), 
ómo los errores enel dato y afe
tan a la mejor solu
ión aproximada K†y. Si dim(Ran(K)) = ∞ (lo 
uales equivalente a Ran(K) no 
errado y en efe
to, K† no a
otado) enton
es ĺım

n→+∞
σn = 0.Por ello, un error de una determinada magnitud en el dato y se puede ampli�
ar por unfa
tor arbitrariamente grande (pues 1/σn 
re
e sin 
ota). Los métodos de �ltro tienen
omo objetivo amortiguar esos efe
tos de ampli�
a
ión de errores. La idea es sustituiren (1.18) el fa
tor no a
otado 1/σn por q(α, σn)/σn, donde la fun
ión q(α, σn), 
ono
ida
omo ��ltro�, se elige de tal manera que q(α, σn)/σn resulte a
otado 
omo fun
ión de

σn para todo α > 0 �jo y tal que q(α, σn) → 1 
uando α→ 0+.De�ni
ión 3.20. Sean X , Y espa
ios de Hilbert y K : X → Y un operador lineal 
om-pa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)}. Se di
e que la fun
ión q : (0,∞)×(0, ‖K‖] →
R es un ��ltro de regulariza
ión para K� si satisfa
e las siguientes 
ondi
iones:(1 ) Existe una 
onstante positiva k independiente de α tal que |q(α, σ)| ≤ k paratodo α > 0 y para todo σ ∈ (0, ‖K‖].(2 ) Para 
ada α > 0 existe una 
onstante positiva c(α) tal que |q(α, σ)| ≤ c(α)σpara todo σ ∈ (0, ‖K‖].(3 ) ĺım

α→0+
q(α, σ) = 1 para todo σ ∈ (0, ‖K‖].Del siguiente resultado se sigue que los operadores que resultan de sustituir 1/σn porun �ltro de regulariza
ión para K, forman una familia de operadores de regulariza
iónpara K†.Teorema 3.21. Sean X , Y espa
ios de Hilbert, K : X → Y un operador lineal 
om-pa
to 
on sistema singular {(σn; un, vn)} y q : (0,∞) × (0, ‖K‖] → R un �ltro de



88 Cap. 3 Métodos de regulariza
ión espe
tralesregulariza
ión para K. Para α > 0 sea Rα : Y → X de�nido por
Rαy

.
=

∞∑

n=1

q(α, σn)

σn
〈y, vn〉un, y ∈ Y . (3.33)Enton
es {Rα} es una familia de operadores de regulariza
ión para K†.Demostra
ión. Ver [34℄, Teorema 2.6. �La familia {Rα} de�nida por (3.33) se 
ono
e 
omo �método de �ltro� (aso
iado al�ltro q(α, σ)).Si {Rα} es un método de �ltro 
on �ltro de regulariza
ión q(α, σ) 
ontinuo portramos 
omo fun
ión de σ en (0, ‖K‖] para todo α > 0, enton
es {gα} es un MRE,donde

gα(λ)
.
=
q(α,

√
λ)

λ
para todo λ ∈ (0, ‖K‖2]. (3.34)En efe
to, la hipótesis (H1 ) de la De�ni
ión 3.1 se veri�
a debido a que el �ltro q es
ontinuo por tramos 
omo fun
ión de σ en (0, ‖K‖] para todo α > 0. La hipótesis (H2 )se sigue inmediatamente de la 
ondi
ión (1 ) de la De�ni
ión 3.20 y (H3 ) resulta de la
ondi
ión (3 ). Veamos ahora que el método de �ltro {Rα} es en efe
to la familia deregulariza
ión espe
tral para K† obtenida 
on gα dado por (3.34). Sea y ∈ Y , enton
es

Rαy =
∞∑

n=1

q(α, σn)

σn
〈y, vn〉un =

∞∑

n=1

σngα(σ
2
n) 〈y, vn〉un

=
∞∑

n=1

gα(σ
2
n) 〈y, σnvn〉un =

∞∑

n=1

gα(σ
2
n) 〈y,Kun〉 un

=

∞∑

n=1

gα(σ
2
n) 〈K∗y, un〉un =

∫ ‖K‖2+

0

gα(λ) dEλK
∗y.En este sentido, todo método de �ltro es un método de regulariza
ión espe
tral.Algunos ejemplos de �ltros de regulariza
ión usuales son:Ejemplo 3.22. Sea q de�nido por

q(α, σ)
.
=





1, si σ2 ≥ α;
0, si σ2 < α.
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ulares 89Es fá
il veri�
ar que q un es un �ltro de regulariza
ión. La 
ondi
ión (2 ) de la De�ni
ión3.20 se satisfa
e 
on c(α) = 1/
√
α. Observar que si se de�ne gα(σ2) 
omo en (3.34) seobtiene (3.26) 
on λ = σ2. Así, este �ltro 
orresponde a la des
omposi
ión en valoressingulares trun
ada, TSVD.Ejemplo 3.23. La fun
ión q(α, σ)

.
= σ2/(α + σ2) es un �ltro de regulariza
ión y la
ondi
ión (2 ) de la De�ni
ión 3.20 se satisfa
e 
on c(α) = 1/(2

√
α). Si de�nimos gα(σ2)
omo en (3.34) en este 
aso se obtiene (3.28) 
on λ = σ2 y en 
onse
uen
ia este �ltro
orresponde a la regulariza
ión de Tikhonov-Phillips.Notar que los �ltros dados en los ejemplos anteriores son 
ontinuos por tramos 
omofun
ión de σ en (0, ‖K‖] para todo α > 0 y enton
es, los métodos de �ltro que de�nenson también métodos de regulariza
ión espe
trales.Re
ípro
amente, se puede probar fá
ilmente que si {gα} es un MRE para K†, en-ton
es si q se de�ne a partir de (3.34), se tiene que q es un �ltro de regulariza
ión para

K y por lo tanto, {Rα} dado por (3.33) es un método de �ltro.Finalmente, es importante señalar que los métodos de �ltro son 
asos parti
ularesdel método de la inversa aproximada introdu
ido en la Se

ión 2.4. Más pre
isamente,se tiene el siguiente resultado.Teorema 3.24. Sean K : X → Y un operador lineal y 
ompa
to 
on sistema singular
{(σn; un, vn)} y {Rα} un método de �ltro. Enton
es Rα es una inversa aproximada 
onmoli�
ador

mγ(s, ·) .
=

∞∑

n=1

q(α, σ)un(s)un(·),donde q es un �ltro de regulariza
ión para K.Demostra
ión. Ver A. K. Louis ([39℄), Teorema 2. �
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