Capitulo 4

Reglas de elecciéon del parametro

En este capitulo estudiaremos varias reglas de eleccion del parametro més utilizadas.
Algunas de ellas, como veremos, forman parte de métodos de regularizacion de orden

optimo en conjuntos fuente del tipo X, o X, ,, i, p > 0, mientras que otras son reglas

1,
heuristicas. En la Seccion 4.1 presentaremos reglas de eleccion del parametro a-priori,
las que dependen solo del nivel de ruido 6 y por ello, pueden definirse “antes” de
la obtencion de los datos 3°. En la Seccién 4.2 estudiaremos una de las reglas de
eleccion del pardmetro a-posteriori més importantes, y mas frecuentemente utilizada,
conocida como el “Principio de Discrepancia de Morozov”. Por tltimo, en la Seccion
4.3 presentaremos algunas reglas heuristicas también llamadas reglas “libres de error”,
puesto que dependen sélo del dato y° y no del nivel de ruido §. Estas reglas son muy

utiles en problemas del mundo real en los cuales la informacién acerca del nivel de

ruido en los datos no esta disponible o bien no es confiable.

Es oportuno senalar aqui que el tema “eleccion del pardmetro de regularizacion”
constituye toda un area dentro de la especialidad y en muchos casos los resultados son
escasos o inexistentes. Por ejemplo, no se conoce hasta el momento ningtin método o

algoritmo que permita escoger adecuadamente el parametro de reconstruccion en el

90
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método de la inversa aproximada.

4.1. Reglas de eleccion del parametro a-prior:

En esta seccion estudiaremos reglas de eleccion del parametro a-prior: que dependen
solo del nivel de ruido § y no del dato perturbado y°. Una forma sencilla en que se

pueden definir este tipo de reglas es como potencias de 9, es decir,
a(d) =pd°, (4.1)

donde p y s son constantes positivas. Sean «(J) una regla de eleccion del parametro

a-priori y h : R™ — R™T. Si existen constantes positivas c¢; y ¢, tales que

a1 h(6) < a(d) < exh(6),

entonces diremos que “« es del orden de h(6)” y lo denotaremos con “a ~ h(4)”.

Recordemos que una regla de eleccion del pardmetro, a diferencia de una familia
de operadores de regularizacion, se define para un dato y fijo. Veremos a continuacion
que, en algunos casos, cuando se tiene algtin tipo de informaciéon a-priori acerca de la
solucion exacta xf = TTy, por ejemplo cuando se conocen los valores de p y p en la

condicion fuente xf € X

1,00 €8 posible definir reglas de eleccion del parametro como en

(4.1), donde las costantes p y s se determinan a partir de ;1 y p, de tal manera que si
el MRE satisface determinadas condiciones, dichas reglas forman parte de un método

de regularizacion de orden 6ptimo en &, ,.

Proposicion 4.1. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), {ga} un MRE tal que
Gy definida en (3.4) satisface

G,=0 (l) cuando o — 0. (4.2)

(67
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Sean p, p > 0. Supongamos que existe una constante ¢ > 0 independiente de « tal que
w, : (0,00) — RT definida como en (3.14) satisface (3.9). Si a*(9) es una regla de

eleccion del parametro a-priori que satisface

§\ ZrT
af ~ | — , 4.3
(%) =

entonces el método de regularizacion ({R.}, a*(8)) es de orden dptimo en X, ,, donde

{R.} estd definido por (3.3).

Demostracion. Sean z' = Tly € X, ,, y° € Y tal que Hy‘s—yH < 9, xo = Ry
y 2), = Ruy°. De los Teoremas 3.4 y 3.5 (recordar que por hipotesis w,(a) = ca®

satisface (3.9) ) y de la condicion (4.2) sobre G, se sigue que

< ca™p+kéy/ %, (4.4)

donde k es una constante positiva independiente de o y C' es la constante de la hipotesis

o = )] < [frar =] + e — 2.

(H2). Utilizando (4.3) es facil probar que el lado derecho de la ultima desigualdad en
(4.4) se puede acotar por ééﬁ%pﬁ, donde ¢ es una constante positiva independiente
de §. Luego (ver Definicion 2.16) el método de regularizacion ({ R}, a*(9)) es de orden

o6ptimo en X, ,, como queriamos probar. |

s

Observacion 4.2. A menudo sucede que no se conoce el valor de p. En tal caso, si
consideramos una regla de eleccion del parametro o ~ 02++1, se obtiene una cota para
el error total que es al menos 6ptima con respecto a la potencia de §, es decir, de orden
optimo en X H:cg — xTH =0 (52#“). Si también u es desconocido, entonces en tal
caso no es apropiado usar una regla de eleccion del pardmetro a-priori y se debera

considerar alguna regla a-posteriori como las que veremos en la siguiente seccion.

Es importante observar que si {g,} es un MRE que posee calificacion clasica de
orden py, entonces la mejor tasa de convergencia que se puede obtener para el error

2
total con una regla de eleccion del parametro a-priori dada por (4.3) es O (5%511),
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la cual se obtiene bajo el supuesto a-priori de que z' € X,,- Esto estd fuertemente
relacionado con el fenémeno de “saturacion” que mencionamos en la Secciéon 3.1.3. Sin
embargo, si {g,} es un MRE para el cual yiyp = 400, entonces la condicion (3.9) con w,
dado por (3.14) se satisface para todo p > 0. Luego, se deduce de la Proposicion 4.1 que
sizf e X, para p arbitrariamente grande, entonces la tasa de convergencia a cero del
error total puede ser arbitrariamente cercana a O(d), aunque nunca se alcance realmente
esta tasa. Por ejemplo, en la Seccion 3.2 vimos que para el método TSVD y el método
de Showalter se tiene que g = +00. Luego, con una regla de eleccion del parametro que
satisfaga (4.3), estos métodos resultan de orden 6ptimo en X, , para todos p, p > 0.
Por otra parte, como la regularizacién de Tikhonov-Phillips posee calificacion clasica de
orden pp = 1 (ver Seccion 3.2.2), con una regla de eleccion del parametro que satisfaga
(4.3), este método es de orden 6ptimo en &), , para todos p € (0,1] y p > 0. La mejor

. 2 .
tasa de convergencia a cero para el error total es entonces O <5 3) y se obtiene con una

2

regla de eleccion del parametro o ~ <%> : bajo el supuesto z' € X1, para cualquier

p > 0. Esto coincide con lo obtenido previamente en el Capitulo 3.

4.2. Reglas de elecciéon del parametro a-posteriori:

el Principio de Discrepancia de Morozov

En esta seccion presentaremos una regla de eleccion del parametro a-posteriori muy
utilizada, conocida como el “Principio de Discrepancia”de V. A. Morozov ([46]). Como
senalamos en la Observacion 4.2, este tipo de reglas de eleccion del pardmetro es muy
apropiado en los casos en que no se dispone de ninguna informaciéon a-priori acerca de
la regularidad de la soluciéon exacta, en particular, no se conoce ningtn valor de 1 > 0

tal que 2t € X
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Dado un MRE {g.}, el Principio de Discrepancia consiste esencialmente en ele-
gir el parametro de regularizacion mediante una comparacion entre la “discrepancia”
|T2% — °|| = |[(TRa — I)y°|| (de alli el nombre) y una cota asociada con el nivel de
ruido ¢, donde R, esta dado por (3.3). Mas precisamente, supongamos que queremos
resolver el problema Tz = y, pero en lugar del dato exacto y solo se conoce un dato con
ruido ¢° tal que Hy — y‘SH < 6. En este caso, no tiene sentido tratar de encontrar una
solucion aproximada Z que produzca una discrepancia HT:Z’ — 0 H que sea estrictamente
menor que J; lo mejor que podriamos obtener es una discrepancia de orden d. Por otra
parte, hemos visto en la Seccion 3.1 que para un nivel de ruido fijo 0 > 0, el error total
aumenta a medida que el pardmetro de regularizaciéon « tiende a cero, con lo cual la
estabilidad disminuye. Este simple razonamiento nos permite concluir que lo mejor que
podemos hacer es elegir el mayor pardmetro de regularizacion posible que resulte en
una discrepancia de orden . Es precisamente la formalizacion de este razonamiento lo
que constituye el Principio de Discrepancia de Morozov. Sea 7 una constante positiva

tal que

> sup |ra(N)], (4.5)
a>0, xe[0,||T)1?)

donde r,(A) es como en (3.7). Notar que 7 > 1 pues r,(0) = 1. El pardmetro de

regularizacion definido mediante el Principio de Discrepancia estd dado por
aq(8,y°) = sup{a > 0: || Tzl — ¢°|| < 70} (4.6)

Es facil probar que si para cada A > 0, el mapeo a — ¢,(\) es continuo por
izquierda entonces el funcional o — HTa:g — y‘SH también es continuo por izquierda.

Luego, se alcanza el supremo en (4.6) y asi,

HT:zc‘S = y‘SH < 70. (4.7)

aq (67y6

Si ||T2?, — y°|| < 70 para todo a > 0 entonces (6, y°) = +00 y en tal caso xid(é )

tiene que entenderse en el sentido del limite de 2%, cuando o — +o00. Notar que si {g,}
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es tal que se satisface (3.23) con G,, dado por (3.4), entonces

2d = lir}rl % =0. (4.8)

En efecto, de la definicion de R, (ver (3.3)) se sigue que
lzall = 1 Bat”l| = 9T DT || < llga(T* D[] (4.9)
Para x € X, resulta de (3.4) que
) |11+ ) ) ) )
19a(T"T)||” = /0 ga(N) d|Exz|” < G [|]]”

y entonces, ||g.(T7T)|| < G,. Puesto que G, satisface (3.23), existe una constante
positiva ¢ tal que G, < ¢/a para todo a > 0. Se sigue entonces que ||g(T*7T)| < ¢/«
para todo a > 0, lo cual junto a (4.9) implica que ||z3|| < (c/a)||T*y’||. Haciendo
tender « a infinito, se obtiene (4.8).

Es oportuno observar aqui que la discrepancia HTxg — y‘SH nunca es menor que
ly — Qyl|| — 6, donde Q es la proyeccion ortogonal de ) sobre Ran(T). En efecto, para
y € Y se tiene que ||Qy — y|| < ||Tx — y|| para todo z € X puesto que Tz € Ran(T) y

Q es la proyeccion ortogonal de Y sobre Ran(T). Como 2% € X se tiene entonces que
1Qy —yll < (|7 =yl < |T2e =l + [y =l < |75 = ]| +5,

es decir, || T28 — y°|| > |Qy — y|| — 4. Luego, el conjunto dado en (4.6) podria ser vacio
(por ejemplo, si ||Qy — y|| = 30 y 7 = 3/2). Para evitar esto, aqui supondremos siempre
que y es alcanzable, es decir, que y € Ran(T), con lo cual Qy = y y el conjunto en

(4.6) no es vacio. Esto se deduce de observar lo siguiente:

725 =o'l = [lra(TT)y|

IN

lra(TT)yll + [|ra(TT*)(y — )|

< ra(TT)yll+0  sup  |ra(N)]
a>0, Xe[0,||T)1?)
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= ¢oly)+6  sup [T (N)] - (4.10)
a>0, Ae[0,]|T%]

Ahora, si y € Ran(T), en virtud de (1.7) y de que R, — T' puntualmente sobre

Dom(TT), se sigue que c,(y) tiende a cero cuando o — 0F. Luego, el lado derecho en

(4.10), cuando & — 01 converge a d  sup |7 (A)] que es estrictamente menor que
a>0, Xe[0,]|T?]

76 en virtud de (4.5). Asi, existe ap > 0 tal que HTng - y‘SH < 79 y el conjunto en

(4.6) es efectivamente no vacio si y € Ran(T).

A continuacién probaremos algunas propiedades de convergencia y optimalidad
de métodos de regularizacion ({R,}, o), donde R, esté definido como en (3.3) y aq4
es la regla de eleccion del parametro dada por el Principio de Discrepancia (4.6).
Debido a la importancia y trascendencia de estos resultados decidimos incluir aqui
las demostraciones de los mismos, las cuales contienen ideas y desarrollos propios. En
el enfoque utilizado para estos desarrollos se ha puesto énfasis en la utilizacion de las

poderosas herramientas que proporciona la teoria espectral introducida en la Seccidon

1.3.

Teorema 4.3. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), {ga} un MRE con califica-
cion cldsica de orden po > 5 y tal que G, definida por (3.4) satisface la condicion (3.23)
para alguna constante positiva ¢. Entonces el método de regularizacion ({Ra}, o),
donde R, estd dado por (3.3) y la regla de eleccion del pardmetro oy estd definida
mediante el Principio de Discrepancia (4.6), es convergente para todo y € Ran(T) y

de orden dptimo en X, , para todo p € (0, o — %] y para todo p > 0.

Demostracion. En primer lugar notemos que se puede suponer sin pérdida de genera-
lidad que para todo J suficientemente pequefo, ay(d,y°) < +oo para todo y° € Y tal
que Hy — y‘SH < §. En efecto, supongamos que existe una sucesion d, — 07 tal que para
los correspondientes y° se tiene que ag(8,,y’") = +oo para todo n € N. Como G,
satisface la condicion (3.23) se sigue de (4.8) que 2% = 0 y en virtud de (4.6) resulta

que Hy‘S"H < 79, para todo n. Esto, junto con el hecho que Hy — y‘S”H < 9, implica
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que ||y|| < (7 4+ 1)é, para todo n € Ny por lo tanto y = 0 con lo cual se tiene el caso
trivial 2t = Ty = 0.

Sean p € (0,00 — 3], p > 0,y € Ran(T) y 2" = Ty € X,,, es decir, existe
w € X con |lw| < p tal que zt = (T"T)*w. Sea y° € Y tal que |[y—¢°|| < 0y
ag = ag(d,y°). Para probar que el método de regularizacion ({R,}, aq) es de orden
optimo en &), , debemos demostrar que existe una constante positiva ¢ independiente
de § y de af € X, tal que ||z, —2f|| < ¢ p7 5747, Para ello, en virtud de (2.20)
es suficiente probar que tanto para el error de regularizacion H:ca — xTH como para el
error asociado al ruido Hxa — :c‘;dH pueden obtenerse similares acotaciones.

Para el error de regularizacion, se sigue de (3.12) que
[Zay = @ || = 7o, (T*T)TT) wl| = [[(T*T)'ra,(T"T)wl|.

De esto, de la desigualdad de interpolacion (1.42) aplicada a @ = r,,(T*T)w con r =

yq= ,u+% y recordando que (T*T)* y r,,(T*T) conmutan para todo k € R, se obtiene

que
[0 =21 < Wrau @ Tl 75 | T o, (T DY Ty 0
= |fra, (T T)w|| 55 ||(T*T) 27, (T*T)at it (4.11)
Ahora,
H(T*T)%rad(T*T)xTH = || Ty, (7T | (por (3.13))
= || T(ga,(T*T)T*T — I)2"|| (por (3.7))

= ||(Tga,(T*T)T*T — T)T'y||  (pues ' = T'y)

= ||(Tga,(T*T)T* — I)TT"y||

= |[TRa,y — vyl (por (3.3) y por (1.7) pues y € Ran(T))

= || Tza, — |- (4.12)
Sustituyendo con (4.12) en (4.11) obtenemos entonces que

_1 _2p
20y — 21| < Fag(T*T)w]| 75 | Ta, — yl|Z+
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y definiendo 7 como el supremo en (4.5), es decir,

v = sup Ira(N)], (4.13)

a>0, A€[0,|T|?]

resulta que
_1 _2p
[2as = 2| < (vp)##0 || T2a, — yll2T (4.14)

donde hemos utilizado que ||w|| < p.

Ahora, como zq, — 3, = go,(T*T)T*(y — y°), se sigue que

|T(xay —22,) = (= 9°)|| = [[(T9a,(TT)T* = I)(y —¢°)||
= |(TT*9e,(TT*) = I)(y — y°)|| (por (1.35))
= ||ra,(TT)(y — )|  (pues I = Aga(A) =ra(A))

< 74 (por (4.13) y Hy - y5H <9). (4.15)

Luego,

T2, —yll < [|T20, — || + || T (za, — 22,) — (y — )|

< (t+7)d (por (4.7) y (4.15)). (4.16)

Sustituyendo (4.16) en (4.14) se obtiene la acotaciéon que queriamos encontrar para el

error de regularizacion, es decir,
T 1 2n
o1 < cxpit i,

donde ¢; = vﬁ(T + v)ﬁ%
Vayamos ahora al error asociado al ruido. Se deduce del Teorema 3.4 y del hecho

que G, satisface la condicion (3.23) que

C
g =58, < 58y <.

donde C es la constante de la hipotesis (H2) y k es una constante positiva independiente

de ay4. Luego, para obtener la acotacion que necesitamos es suficiente con probar que
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existe una constante positiva cy tal que

g > Co (g) o . (4.17)

Por definicion de oy y puesto que ay < +00 se tiene que
HTxgad — y‘SH > T0. (4.18)
Usando la desigualdad triangular y (4.15) con 2a4 en lugar de o resulta que
T2, = 0 || = 1T 220, — yll < ||T (220, — 230,) — (v — ¥°)|| < 7.
Esto junto a (4.18) implica que
T30, =yl 2 |25, —°|| =76 = (7 —7)8, (4.19)

donde 7—7v > 0 en virtud de (4.5) y (4.13) (aqui se ve claramente por qué la eleccion de 7
dada por (4.5) es crucial). Como {g,} tiene calificacion clasica de orden pig y p+1 < po,
se tiene que existe una constante positiva ¢ independiente de « tal que Wyyl () = Gakts
satisface la condicion (3.9). Luego, se sigue del hecho que Ta" = TTTy = y junto con

el Teorema 3.5 que
17020, =l = | T, — Tt < 0,01 (200)p = (2000 2.

De esto y (4.19) se deduce (4.17) con ¢y = (7 —~)/(2#+2¢), con lo cual queda probado
que el método de regularizacion ({R,}, aq) es de orden 6ptimo en &), .

Finalmente, para probar la convergencia de este método de regularizacion para
todo y € Ran(T) usamos el Teorema 2.17. Notar que se satisfacen las hipotesis de
este teorema con p* = pg — % y To = 7, donde v esta dada por (4.13). Observar que
la regla de eleccion del parametro o, definida en (2.31) corresponde precisamente a la
dada por el Principio de Discrepancia (4.6) con el respectivo parametro 7. En efecto,

sea a(6,9°) = ay(2,y°). Entonces se tiene que a,(6,y°) = a(76,y°) = aa(3,9°). [
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Observacion 4.4. Es facil verificar que todas las conclusiones del Teorema 4.3 siguen

siendo vélidas para cualquier regla de eleccion del parametro & = &(6,3°) que satisfaga
|T28 —y°|| <76 < HTxg — || (4.20)

para algiun g tal que & < § < 24, donde 7 estd dado por (4.5). (Notar que si &
satisface (4.20) entonces en virtud de (4.6) se sigue que necesariamente & < «y). Esto
es importante desde el punto de vista practico ya que proporciona un cierto margen de

libertad en la determinacion de la regla ay(d,3°) a partir de (4.6).

Observacion 4.5. En virtud de (4.3), la desigualdad (4.17) permite afirmar que la
regla de eleccion del pardmetro a-posteriori dada por el Principio de Discrepancia
(independiente de los parametros p y p, desconocidos en este caso) nunca es “mejor”
que la regla de eleccion del parametro a-priori que se obtiene a partir del conocimiento
de p y p. Esto es razonable pues precisamente el Principio de Discrepancia no utiliza

ninguna informacion a-priori sobre la solucion exacta.

Si {go} es un MRE para el cual py = +00, entonces la condicion (3.9) con w,, dado
por (3.14) se satisface para todo p > 0. En tal caso se sigue de la demostracion del
Teorema 4.3 que el método ({R,}, og) es de orden 6ptimo en X, , para todos 1, p > 0.
Esto ocurre, por ejemplo, con el método TSVD y el método de Showalter presentados
en la Seccion 3.2.

Es oportuno notar que mediante argumentos similares a los usados en la demos-
tracion del Teorema 4.3 se puede probar que el método de regularizacion ({R,}, aq),
donde R, estd dado por (3.3) y la regla de eleccion del parametro oy esta definida

mediante el Principio de Discrepancia (4.6), tiene la propiedad

|

paraz’ = Ky € X,y p € [0, io—3), donde 119 es como en la Definicion 3.6. En general,

2
To(54%) ~ xTH 0 <5Til)
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2 . ., ’, . 1
este método de regularizacion no es de orden 6ptimo en X, para pu > pip — 5, cOmo se

puede deducir a partir del siguiente resultado para el método de Tikhonov-Phillips.

Proposicion 4.6. Sean X, Y espacios de Hilbert, K : X — Y un operador lineal y
compacto con sistema singular {(0n;Un, vp)}, Re = (K*K + o) 'K* y ay(6,7°) la
regla de eleccion del pardmetro definida mediante el Principio de Discrepancia (4.6).

Si eziste m € N tal que para todo y € span{v,,} y para todo y° € Y con Hy — y‘SH <9

|

entonces dim(Ran(K)) < +oo y por lo tanto el problema Kx =y es bien condicionado.

se verifica

2 505y — KTyH —o(V3). (4.21)

Demostracion. Supongamos que dim(Ran(K)) = 400, entonces hay infinitos valores
singulares o,, y

lim o, = 0. (4.22)

n—-—+00
Sean ¥ = v, {6,} C R* una sucesion arbitraria tal que 6, "= 0%, y% =y + v, y

= ag(0n,y°"). Entonces ||y — y°|| =, y se sigue de (1.18) que

Ti KT _ KT — <Umavn> — u_m
x y=Kv, =) —u,

Luego,
U
oy —al = Roy’n—
Um
Um
= Ran ('Um + 5nvn) -
Om

u (por def.
= (K*'K 4 a, ) 'K vy, + 0, (KK + ap, ) ' K v, — -
Om de R,)
Om On0n U, . .
T o2 +anum+02+anun_a (pues K*v; = a;u;V j € N).

Eligiendo §,, = o2 (lo cual es posible en virtud de (4.22) ), para n # m se tiene entonces

ot —af|P > 0 < Von ) . (4.23)

que
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Puesto que y = v,,, se satisface (4.21), lo cual implica junto a (4.23) que

y por lo tanto

lim — = +o0. (4.24)

Por otra parte, se sigue de (4.7) que

[y || = 76 < |Jo’ || = || Kz =y | < || K]l (4.25)
Ahora bien, como
Kz, = aiK (o] + K*K) — K*K]a
— ai K[(an] + K*K) — K*K](K*K + a,, 1) K"y
— LKy - K],
A
resulta que
K| KII?
ot < B ey — g < 1T, (426)

donde la ultima desigualdad se sigue nuevamente de (4.7). De (4.26) y (4.25) se tiene

entonces que

HyanH — 5 || ||

ny

de donde
ol =70 _
IK|[Pr ~ an

Y

y asi, haciendo tender n a +oo, se deduce que

o,
<y S, el =)

lo cual contradice (4.24). Esta contradiccion proviene de suponer que dim(Ran(K)) =

+00. Por lo tanto, se tiene que dim(Ran(K)) < 400 como queriamos probar. |
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El resultado anterior nos dice que para la regularizacion de Tikhonov-Phillips { R, }

(en cuyo caso pp = 1) con la regla de eleccion del parametro oy dada por el Principio

de Discrepancia, el error total ’x‘;d(évyé) — KTyH no puede converger a cero estricta-
mente mas rapido que O(v/d), a menos que Ran(K) tenga dimension finita, es decir,
que el problema Kz = y sea bien condicionado. Luego, el método de regularizacion
({Ra, }, aq) no es de orden 6ptimo en X}, para ningln p > 1o — % = % En efecto, si lo
fuese, entonces (4.21) se verifica para todo =" = K1y € X,,. Ahora bien, se sigue de la
Proposicion 2.11 que si y € span{v,,} para cualquier m € N, entonces KTy € X, para
todo p > 0. Luego, (4.21) se satisface, en particular, para todo y € span{v,, } para todo
m € Ny en tal caso el Teorema 4.3 implicaria que Ran(K) tiene dimension finita y

por lo tanto seria cerrado (recordar que segin la Definicion 2.16, los métodos de orden

optimo en &), = Ran((T*T)") se definen solo para operadores con rango no cerrado).

4.3. Reglas heuristicas de eleccién del parametro

En esta seccion describiremos dos reglas heuristicas frecuentemente utilizadas para
elegir el parametro de regularizaciéon en problemas concretos: el criterio de la curva Ly
el de validacion cruzada generalizada (VCG). Estas reglas son “puramente a-posteriori”,
pues dependen sélo del dato y° y no del nivel de ruido . Por este motivo se las conoce
también como “reglas libres de error”. Como vimos en la Seccién 2.1, A. B. Bakushins-
kii ([6]) probo que tales reglas no pueden formar parte de métodos de regularizacion
convergentes para un problema mal condicionado (ver Teorema 2.2), lo cual no implica
que puedan tener un buen comportamiento para niveles de ruido § pequenos, como en

efecto sucede frecuentemente.
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4.3.1. El criterio de la curva L

En el ano 1992 P. C. Hansen ([18]) propuso una regla de eleccion del parametro
libre de error conocida como “el criterio de la curva L”. La regla de eleccion surge
de relacionar la norma de los residuos de las aproximaciones calculadas al aplicar un
método de regularizacion, con la norma de las aproximaciones propiamente dichas.
Esto se hace graficando Haz‘;H Versus Hy5 — T:L’gH en una escala log —log considerando
un amplio rango de valores de «. La motivacion y fundamentacion heuristica es la
siguiente. Cuando los valores de a no son muy pequenos, se tiene que Hy5 — TxgH
decrece con una tasa de convergencia de orden O(a”), donde el valor del parametro

v > 0 depende de la regularidad de la solucion y del método de regularizacion utilizado;

mientras que en tal caso Hx‘;H es tipicamente del mismo orden de magnitud que HxT

)

y varia relativamente poco cuando « decrece. Una consecuencia de esto es que la parte

Y

de la gréafica de la curva (Hy‘S —Ta? a:gH) que corresponde a valores de o no muy
pequenos, en general es casi horizontal. Por otra parte, para valores de a cercanos a
cero (es decir, para valores pequenos con respecto a su valor dptimo) la norma de las

aproximaciones tiende a infinito (por ejemplo con el orden O(d/y/)), mientras que

la norma del residuo se mantiene en el orden de §. Esto hace que para valores de «

muy pequenos la grafica de la curva (Hy‘S ~ Tz a:‘SaH) sea empinada. Luego, la curva

Y

resultante tiene una forma similar a la letra “L” y de ahi el nombre de este criterio

(ver, por ejemplo, las Figuras 8.27 y 8.28 en la Seccion 8.1).

Observando las graficas de estas curvas se puede inferir que para valores del paré-
metro de regularizacion « cercanos a la “esquina” de la curva L, tanto la norma del
residuo como la norma de la solucion regularizada se mantienen pequenas y por ello,
es razonable seleccionar como parametro al valor de « correspondiente a la esquina de

dicha curva. Una dificultad practica de este método es que generalmente hay varios
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valores del parametro de regularizacion cercanos a dicha esquina y por ello, es con-
veniente utilizar métodos numeéricos de optimizacion para hallar el valor 6éptimo. Por
ejemplo, P. C. Hansen y D. P. O’Leary propusieron un algoritmo que busca el punto
del grafico con maxima curvatura (ver [22]).

Es importante senalar aqui que Hansen prob6 para el método de Tikhonov-Phillips
que la norma de la solucién regularizada es una funcién monédtona decreciente de la
norma del residuo (ver [18|, Teorema 1). Sin embargo, esto ocurre también para otros
métodos de regularizacion espectrales para los cuales para cada A fijo, se satisface que
9a(A) ¥ 74(A) como funciones de o son mondtonas creciente y decreciente, respectiva-
mente. Esta es una condicién necesaria para aplicar el criterio de la curva L, aunque
no garantiza que la curva tenga efectivamente forma de “L”.

Para el método TSVD, como veremos en la Secciéon 8.1, el grafico de la curva L
estd dado por un conjunto discreto de puntos, lo cual es consecuencia de la definicién

del método (ver por ejemplo la Figura 8.21).

4.3.2. Validacién cruzada generalizada

Otro método muy utilizado para elegir el parametro de regularizacion es el llamado
criterio de “validacion cruzada generalizada” (VCG), el cual fue introducido en el afio
1979 por G. H. Golub, M. T. Heath y G. Wahba ([16]). Este método se aplica a
problemas donde el operador K es compacto con rango de dimension finita. Uno de
tales problemas es el de discretizacion de momentos introducido en el Ejemplo 2.26,
que surge al discretizar una ecuacion integral de Fredholm de primera clase. El criterio
de validacion cruzada generalizada se origina a partir de consideraciones estadisticas y
uno de los supuestos fundamentales es que la perturbacion en los datos es de tipo ruido
blanco discreto, lo cual permite realizar un analisis més detallado del error ([12]).

Con VCG el parametro de regularizacién 6ptimo se elige como el valor de o que
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minimiza el funcional V' («) definido por

A Y
Vie) = (traza{%r&[([(*)}) '

Si bien este método es frecuentemente utilizado, presenta algunas dificultades. Por

ejemplo, a menudo el grafico del funcional V(«) es aplanado y tiene minimos locales,
con lo cual resulta dificultoso localizar numéricamente el minimo global. Otra de las
dificultades es que el método puede fallar cuando los errores son altamente correlacio-

nados. Mas detalles de este método se pueden encontrar en [65].



Capitulo 5

Divergencia con velocidad arbitraria
del método de minimos cuadrados en

dimension infinita

Sean X, ) espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y continuo, {Xy}
una sucesion creciente de subespacios de dimension finita de X’ tales que m =
Xyay = T]i,y, donde Ty = TPy, y Px, es la proyeccion ortogonal de X sobre
Xy. Como mencionamos en la Seccion 2.3, en 1980 T. Seidman ([54]) prob6 que si
el problema Tz = y es mal condicionado, entonces, sin imponer ninguna condicién
de regularidad a z', no se puede garantizar que la sucesion de soluciones de minimos
cuadrados {xx} converja a 2! y que es posible que HxN — xTH se incremente sin cota.
En este capitulo extenderemos el resultado anterior en el siguiente sentido: probaremos
que si los subespacios Xy no se eligen cuidadosamente, es posible que las soluciones
de minimos cuadrados zy diverjan de la soluciéon exacta ' con cualquier velocidad
arbitrariamente grande, prescrita a-priori. En la Seccion 5.1 probaremos resultados de

divergencia para problemas inversos con datos exactos, mientras que en la Seccién 5.2

107



108 Cap. 5 Divergencia del método de minimos cuadrados

lo haremos para el caso en que so6lo se dispone de datos con ruido. Algunos de los
resultados originales que presentamos en este capitulo han sido ya publicados en la

revista Inverse Problems (ver [57]).

5.1. Divergencia para problemas inversos con datos

exactos

En esta seccion, generalizaremos los resultados del Teorema 2.22 y del Corolario
2.24. Méas precisamente, mostraremos que para cualquier espacio de Hilbert X, sepa-
rable y de dimension infinita, para cualquier b € X, b # 0, y para cualquier funcion
f : N — R*, es posible encontrar un operador inyectivo A y una sucesion de subes-
pacios Xy C X tales que ||[xxy — A0 > f(N) para todo N € N, donde zy es la
solucion de minimos cuadradros del problema Az = b en Xy. Necesitaremos introducir

previamente las siguientes definiciones.

Definicién 5.1. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y B =
{e,}>2, una base ortonormal de X’. Decimos que un elemento = € X es “degenerado
con respecto a B” si es combinacién lineal finita de elementos de B; caso contrario se
dice que = es “no degenerado con respecto a B”. En particular, si (x,e,) 20V n € N
se dice que x es “fuertemente no degenerado con respecto a B”. Si (x,e,) # 0 para
infinitos valores de n, se dice que x es “débilmente no degenerado con respecto a B”.
Claramente, todo elemento fuertemente no degenerado con respecto a una base es

también débilmente no degenerado con respecto a la misma base.

A continuacion, probaremos dos lemas que necesitaremos luego, para demostrar los

resultados principales.

Lema 5.2. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y b € X,
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b # 0. Entonces existe una base ortonormal B de X tal que b es fuertemente no

degenerado con respecto a B.

Demostracion. Dado b € X, b # 0, sea {g,}°°, una base ortonormal de [span{b}|* y
definamos f, = b+ g,, n € N. Supongamos que para una cierta sucesion de escalares

aq, Qa, ..., se tiene que

O:Zanfn: (Zan> b+Zangn.

Como {b} U {g,}5°, es un sistema ortogonal, es linealmente independiente y por lo
tanto, la ecuacion anterior implica que «,, = 0 para todo n € N. Luego, {f,}°°, es
linealmente independiente.

Usaremos ahora el proceso de Gram-Schmidt (ver [64]) para construir un sistema

ortonormal a partir de f, (notar que (f;, f;) = ||b]|* + 8, para i, j € N). Para ello,

definimos
o
LAl

y para n > 2, definimos e,, recursivamente como

n—1 n—1 -1

€n = (fn — Z <fn7 ej) ej) | fn — Z <fn7€j> ej

j=1 j=1

Entonces, resulta que
span{ fn}n2; = span{en}nl, (5.1)

v {e,}52, es un sistema ortonormal en X' (ver [64]). Ademas, este sistema es completo
en X. En efecto, supongamos que existe y; € X tal que (y;,e,) = 0 para todo n € N.

Esto implica que (yi, f,) = 0 para todo n € N en virtud de (5.1) y por lo tanto
<y1,gn> = — (yl, b) para todo n € N. (5_2)

Pero, puesto que {g,}32, es un sistema ortonormal en X, la sucesion {(y1, g,)}>°, debe

estar en 2. Asf, como por (5.2) esta sucesion es constante, se tiene que (yi, g,) = 0 para
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todo n € N, lo cual nuevamente en virtud de (5.2), implica que también (y;,b) = 0.
Asi, y1 = 0 puesto que {b, g1, go, ...} es completo en X. Luego {e,}°, es un sistema
ortonormal completo en X.

Probaremos a continuacion que b es fuertemente no degenerado con respecto a la
base B = {e,}>2,. Supongamos que no lo es, es decir, que existe n* € N tal que
(en+,b) = 0y (en,b) # 0 para todo n < n*. Como (e, b) = || f1]| " ||b]|* # O se tiene
que n* > 2. Sean F,, = span{fi,..., fn} v E, =span{ey,...,e,}. Puesto que {f,}>°,
es un conjunto linealmente independiente por el proceso de Gram-Schmidt, resulta que
F,, = E, para todon € N (ver [64]). Sean ahora Pr, y Pg, las proyecciones ortogonales

de X sobre F,, y E,, respectivamente. Como (e,-,b) = 0, se sigue que
Pp.b=Pg.b=Py. b= Py, b

y por lo tanto (f,,«,b) = 0. Pero esto contradice el hecho que (f,,«,b) = (b,b) + (g,+, b) =
1b]|* # 0. Asi, tal n* no existe y (e,,b) # 0 para todo n € N. Luego, concluimos que b

es fuertemente no degenerado con respecto a la base B de X. ]

El siguiente lema esté basado en las ideas presentadas en el Ejemplo 3.1 de [54].

Lema 5.3. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, B = {e,}2,

una base ortonormal de X y sean {a, }°°;, {5,152, dos sucesiones en (* que satisfacen
a, 70 VYvneN, p =0, (,#0 Vn>2. (5.3)

Entonces, dado v =" &nen, € X, el operador lineal A : X — X definido mediante

o0

Az = (anbn + Bui) €n (5.4)

n=1

es compacto, inyectivo y de rango denso en X.

Demostracion. Veamos primero que el operador A es compacto. Para cada NV € N, sea

Ay : X — Xy el operador definido mediante
N

Ayz = Z(Oézfz‘ + Bi61) e,

i=1
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donde z = > 7 &6, € Xy Xy = span{ey,...,ey}. Para todo N € N, Ay es un

operador compacto puesto que claramente es un operador de rango finito. Ademas,

2
- 2 >
HA.T—AN.T = Z (& + Bi&) e
i=N-+1
= Z (i + Bi&r)?
i=N+1
(S @ Y st S 63)
i=N+1 i =N-+1 i=N+1
r 1 1
o0 o0 2 o0 2 o0
< el ] 3 a,m(z ) (z ﬁ?) Lyl
_i:N+1 i=N+1 i=N+1 i=N-+1

donde la peniltima desigualdad se debe a que £2 < ||z]|* para todo i € N, y en la tltima
se utilizo la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como {a,,} v {,} son dos sucesiones en
(2, se tiene que HA — ANH — 0 cuando N — oo. Por lo tanto, A resulta compacto por
ser limite uniforme de operadores compactos.

Veamos ahora que el operador A es inyectivo. Sea . = Y .-, {e; € X'y supongamos

que Ax = 0, entonces
o 0.]
Z a;&ie; = — Z Bi&1€i-
i=1 i=1

Igualando los coeficientes de e; resulta que a1&; = —31&;. Como By =0y a3 # 0 se

sigue que & = 0. Similarmente para todo i > 2, a;&; = —3;&1 = 0, lo cual implica que

& = 0 puesto que & =0y «; # 0. Luego, x = 0 y el operador A es inyectivo.
Probaremos ahora que Ran(A) es denso en X. Sea x = ) .° e; € X. Para cada

. . N .
N € N, existen escalares ci,...,cy tales que zy = > ;" c;e; € Xy satisface

N

N
Azy = Z(%’Cz‘ + Bic1)e; = Z &ie;.
i=1

i=1
En efecto, igualando los coeficientes de e;, ¢ = 1,..., N, en esta expresion y recordando

que B, = 0y «; # 0 para todo 7 € N, se obtiene inmediatamente que ¢; = 2—11 y
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7 [e%}

c=o; " (fi — %> para 2 <7 < N. Ademas,

[e o] 2 e}
lz — Azy|* = Z Geil| = Z &I
i=N+1 i=N+1

y como {&}22, es una sucesion en £ concluimos que ||z — Azy|| — 0 cuando N — oo.

Luego, Ran(A) es denso en X, lo cual completa la demostracion del lema. |

En el siguiente resultado probamos que para un espacio de Hilbert separable ar-
bitrario X de dimensién infinita y para cualquier elemento no nulo b € X, existe un
operador lineal A tal que las soluciones de minimos cuadrados del problema Ax = b en

Xy divergen de la solucion exacta con velocidad arbitrariamente grande.

Teorema 5.4. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y f : N —
R* una funcién creciente arbitraria. Entonces para cada b € X, b # 0, existen una
sucesion creciente de subespacios Xy cuya union es densa en X y un operador lineal
A=A, f) : X — X, compacto, inyectivo y de rango denso en X, tal que b = Ax*
para algin v* € X, y si xy denota la solucion de minimos cuadrados de Ax = b en

Xy, entonces ||xy — x*|| = f(N) para todo N € N.

Demostracion. Sea b € X, b # 0. Del Lema 5.2 se sigue que existe una base ortonormal
B = {e,}>2, de X tal que b es fuertemente no degenerado con respecto a B. Definimos
Xy = span{ey,...,ex}. Sean {a,}°2, v {5,152, dos sucesiones en (> que satisfacen
(5.3) y sea A el operador lineal definido en (5.4). En virtud del Lema 5.3 se tiene que
A es compacto, inyectivo y de rango denso en X.

Ahora veremos que dado cualquier elemento b € X fuertemente no degenerado con

respecto a B, es decir, tal que b, = (b,e,) # 0 para todo n € N, es posible elegir

las sucesiones {a, }°° ;, {3,152, € £ de manera tal que, ademas de satisfacer (5.3), se
tenga que b € Ran(A) y, si xy denota la solucién de minimos cuadrados de Az = b en

Xy, entonces ||zy — A7'b|| > f(N) para todo N € N.
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Las sucesiones {a, 22, v {3,}52, seran construidas recursivamente de la siguiente

manera:
Paso 1: Elegimos « arbitrario, a; # 0y (1 = 0.

Paso 2: Definimos oy = %,

a1by
. 2b1 7 - %+1
By = 2

‘Z‘—ll (bg — 2%‘11) = ‘Z‘—ll (b2 - %) , en caso contrario.
Es suficiente elegir (3, # 0 tal que % € ( 9 — ;‘—%2, b2>.

Paso 3: Definimos ay = i,

a1by si b4 = — 1

By = 2b; 95 +1 327

[e5) G —_ _ 1 i
o (b4 2%+1) =4 (b4 32), en caso contrario.

También aqui, es suficiente elegir 5, # 0 tal que % € < g — ;‘—%‘, 64).

Paso 4: Definimos ag = %,

a1bg 3 _ _ag __ 1

PR T s b = S5+ 96
s =

1 _ e | — a1 _ L i

o (bﬁ 2%+1) =4 (b6 96), en caso contrario.
Como antes, es suficiente elegir G5 # 0 tal que % € <b6 — 28 b6>. Por simplicidad,

22

definimos K = a2 [1+ b2 (3 |[b]|* + V2 ||b] +2)].
Paso 5: El término a3 se elige segiin sea el signo de b3, como sigue:

= si b3 < 0, entonces

o1
a3 = min g;

a1bs s
by

(56 - —) [Kf(4)]—1} > 0. (5.5)

Notar que a3 > 0 puesto que K > 0 y de acuerdo a la eleccién de (g hecha en el

«

paso 4, se tiene que bg — 66?1 > 0,
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= si b3 > 0, entonces se define
~1

4272 > 0. (5.6)

] - 2

En (5.5) y (5.6) es suficiente elegir a3 como cualquier niimero positivo menor o igual

que el minimo respectivo.

Paso 6: Definimos

. _ og
ﬁ . 2b1 S1 b3 - 2%+1’
3 =

o _ _o3 ;
o <b3 2%+1> , en caso contrario.

Aqui, de nuevo es suficiente elegir 55 # 0 tal que % € (bg — ;‘—g, bg).

Se repiten pasos similares a 4, 5 y 6 para construir ay;, B2 ¥ gj_3, B2j—3 para

j = 4. Méas precisamente:

Paso 7: Para todo j > 4, se definen

albgj

Bo; ={ P
2 o] Q24
a1 L =2 1
by (bgj 2j+1) , €en caso contrario.

. _ agj
S1 sz = —zjfu

Aqui, es suficiente elegir 3,; # 0 tal que % € (bgj — X ij).

Ik

Paso 8: Para todo j > 4, el término ap;_3 se elige segtin sea el signo de by;_3 como

sigue:

w sibyj_g < 0, se define

L 1
Qi3 = mlH{Qj _3,

04152]'7352]'
by

1

(sz - ﬁzbl) (K f(2) — 2)]—1} >0. (5.7)

Bajb1
a1

Notar que ag;_3 > 0 pues segun la elecciéon de (y; se tiene que by; — > 0.
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» 5i byj_3 > 0, se define
-1

= Kf(2j -2 ~
Qnj s = min § =327 byj 4iby; f((bj ﬁ)z.bl +2 > 0.
J
2 ~ a—)

25 —3’
En (5.7) y (5.8) basta cualquier eleccion positiva de as;_3 menor o igual que el minimo.

a1 82
by

(5.8)

Finalmente, se define

boj_ )
a1by; 3’ si b2j—3 _ 2]2133 ’
Bys =4 27 (5.9)
A (py g — 23 en caso contrario
b1 27—-3 2242—_3Jr1 5 .

Aqui también es suficiente elegir (5;_5 # 0 tal que blﬁ?ﬂ 2 (bgj,g — 22]+3, b 3>

En la Figura 5.1 se representa el orden de recursion usado para la construccion de
las sucesiones {a,}2°, v {8,}22,. Es facil probar que estas sucesiones satisfacen las
condiciones (5.3) y que ademés estan en (2. En efecto,

Za —<oo

pues 0 < o, < % para todo n € N debido a la elecciéon de «,,. Por otro lado, teniendo

en cuenta la eleccion de la sucesion {3,}22 | se sigue que

e8] e8] bn 2 e 9] 2 N 9
Yi< X (5) X () (-

n=1
2 [1 @ o0 2
aj |1 9 5 bnay, fa%4
= — |- b b: — —
Ay (-t )
L n=1 n=1
r 1 1
a2 |5 0 & a2) & (por Cauchy-Schwarz y
< e () (o) iy y
1 ! 1 — porque 2" > 1¥n € N)
<O‘%5z>250015001 <lyosivnen
s y el ;ﬁ +;ﬁ pues a, < —y 2" >1Vn €
< a? (5 b2+ 21 =1 _7T2

= K-—af <oo. (5.10)



116 Cap. 5 Divergencia del método de minimos cuadrados

N[

[6%) =
l Paso 2
Bo

L

Qg =
Paso 3

e

} Paso 4

Bs
Paso 1 l

ar #0 Qa3 Paso 5
B =0 |

B3 Paso 6

Oégj
l Paso 7
52j

Q953
} Paso 8

Baj—3

Figura 5.1: Orden de recursion usado para la construccion de las sucesiones {a, }22; y
{6}, en el Teorema 5.4.
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Veamos ahora que efectivamente b € Ran(A), es decir, que existe z* = > | e, €
X tal que Ax* = b. Para ello, probaremos que el sistema de ecuaciones que se deduce

de la igualdad

Z(Oénf;; + Bngik)en = Z bnena
n=1 n=1

tiene una tnica solucion {£*} € (2. Tgualando primero los coeficientes de e; tenemos
que oy & + 1€ = by. Como B = 0, se sigue que & = 2—11 Similarmente, igualando los

coeficientes de e, para n > 2 se sigue que «,,& + 3,£; = b,, lo cual implica que

& = (bn - blﬁ") ot (5.11)

aq

Luego,

e’} b2 e’} b a 2
25;22 = —12 + (bn - 15 ) oz;Q
n=1 a1 n=2 a1

b2 - b\ > i a, \2 (por  nuestra
= 14 (bn——) i+ Y ( ﬂH) a?
2 ;|22 eleccion de (3,)

1

Sb—i—i- 1+Z

o 2n+4
1 n=2 n=2

< 00.

2n+2

Asi, {& e P ar =37 e, y b= Ax* € Ran(A).

Sea ahora xy la soluciéon de minimos cuadrados de Ax = b en Xy y escribimos
zy = SN &.e,. Probaremos que ||zy — 2*|| > f(N) para todo N € N. Definiendo
el funcional J(zy) = 3 ||Azy — Az*||* e igualando a cero cada una de sus derivadas

parciales con respecto a &, i = 1,..., N (por razones de brevedad omitimos los detalles

aqui) se sigue inmediatamente que

ZZO:N.H anﬁng;:
af + 0 N B

& o= &+



118 Cap. 5 Divergencia del método de minimos cuadrados

&n = & —&(& &), para 2 <n < N.

Por lo tanto,

) £\ 2 N 9 )
oy o = (et Qo) <1+Z§—2)+ > &

ﬁéﬁn (5.12)

v

Luego,
(a) Para N par,

. \2
(04N+25N+2§N+2) /8]2\7—1
00 2 2
(Oé% + En:NJrl 52) HN-1
Birso (bN+2 - lﬁN”) 3 (reemplazando

= (5.13)
(of + X0 inn 5n) a1 Eno DoOr (5.11)).

oy — 2"

(a.1) Siby_1 <O, entonces por la eleccion de 3, se tiene que blﬁN L

<by-1 <0
por lo tanto 8%,_, > % , 10 cual junto a la eleccion de ay_1 (ver (5.7) en Paso
y N-1 by

8) implica que

||ZEN—9C*||2 > 2 [f(NO)O] K2 2
(041 + Zn:N-i-l 5721)
FNP (3 + 528" s on
SRS - E
> [f(N)?,

(a.2) Si by_1 > 0, entonces como ay_; se eligio tal que ay_; < 25 bN 1
(ver (5.8) en Paso 8) y recordando nuestra eleccion de Gy_1 (ver (5.9)), resulta que

2 2
0<by_;— ;@ < bli% Luego, 5% | > (g—:) (bN_1 — 2“}3—%%) . Sustituyendo esto

n (5.13) se tiene finalmente que

lon — 7]

2
) [5N+2 (bN+2 - bli%)] a? QaN_1 S|
: (3

- (O‘% + ZZO:NJrl 53)2 by
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2
) IO,
(O‘% + ZZO:N-H ﬁr%)z v \ay_1 2%

P K2

> or (5.8
Z s ) (por (5.8))

F(N) NE-UAN
> 5 | af . or (5.10
- (a%+zz°N+lﬁz)( sz) ror (310)
> [f(N).

(b) Para N impar, se sigue de (5.12) que

2
« * 2
ey — x*||2 S ( N+35N+3§N+3) ﬁ_N

G D 5721)2 ay

Siguiendo los mismos pasos que en el caso previo (N par) resulta que

lon — 2| > [F(N + 1) > [f(N)]?,
pues f es una funciéon creciente. Esto completa la demostracion del teorema. |

Luego, en el Corolario 5.7, veremos que bajo ciertos supuestos adicionales generales
sobre b, el operador A del Teorema previo puede construirse de tal manera que sea
ademas autoadjunto.

Para nuestro préximo resultado necesitaremos previamente el siguiente Lema.

Lema 5.5. Sean X un espacio de Hilbert, N un subespacio cerrado de X, A: X — X
un operador lineal y acotado, M un subespacio cerrado de X tal que M y M+ son
invariantes por A y b € M. Si x* es la solucion de minimos cuadrados de Az = b en
N, entonces la solucion de minimos cuadrados de Ax =b en M NN es Pyx*, donde

Py es la proyeccion ortogonal de X sobre M.

Demostracion. Supongamos que Py;z* no es la solucion de minimos cuadrados de Ax =

ben M N N. Entonces existe z € M NN, z # Pyx*, tal que

1Az — b|| < || APyz* — b (5.14)
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Sea z* = z + Pyx* € N. Como z # Pya*, resulta que z* # z*. Entonces, puesto que

be M,zec My M, M* son ambos invariantes por A, se tiene que

Az —b]]> = Az + APyia* — 0|
= Az = b||* + | APy 2|
< ||APyz* = b|” + ||APyea*|)® (por (5.14))

= |lda® - ]2,

lo cual es absurdo pues z* € N y x* es la solucién de minimos cuadrados de Ax = b en

N. Por lo tanto, Py;z* es la solucién de minimos cuadrados de Ar =ben MNN. R

En aplicaciones concretas del método de minimos cuadrados, por lo general la base
B = {e,}>2, de X esta dada y Xy se elige como span{ey,...,ex}. En el siguiente
Corolario mostramos que en este caso, para cualquier b € X que sea débilmente no
degenerado con respecto a esa base y para cualquier funcion f : N — R™ creciente,
también es posible construir un operador A = A(b, f) tal que las soluciones de minimos
cuadrados de Az = b en Xy diverjan de la solucién exacta con velocidad mayor o igual
que f.
Corolario 5.6. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, f : N —
R una funcidn creciente arbitraria, B = {e,}°°; una base ortonormal de X, b € X
débilmente no degenerado con respecto a B y Xy = span{ey, ...,ex}. Entonces, eziste
un operador lineal A = A(b, f) : X — X, compacto, inyectivo y de rango denso en X

tal que b = AZ para algin © € X y, si xn es la solucion de minimos cuadrados de

Az =b en Xy, entonces |zy — z|| = f(N) para todo N € N.

Demostracion. Definimos
A={neN:(be,) #0}, ' =N\A,

B* = {e,, :nj € A}, B" ={e,, :m; €I} (5.15)
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y sea X}, = span B2. Claramente,
span BT = X;- (5.16)

y b es fuertemente no degenerado con respecto a la base B2 de X;,. Como &} es un
espacio de Hilbert separable de dimension infinita, el Teorema 5.4 implica que existe
un operador lineal A® : X, — X}, compacto, inyectivo y de rango denso en X tal que
b= A%% para alglin 2 € &, y si 25, es la solucion de minimos cuadrados de A%z = b
en

X} = span {e,, }]Ail C X, (5.17)

entonces

A~

A

> f(M)V M €N, (5.18)

donde f(j) = f(nj11).

A continuacion construiremos el operador A como una extensioén apropiada de A2
a todo el espacio X. La forma en que se realiza esta extension dependera de la cardi-
nalidad del conjunto I' definido en (5.15).

Caso I El conjunto I no es finito. En este caso X;- es un espacio de Hilbert separable
de dimension infinita. Sea {7, }°_; una sucesion en % tal que 7,, # 0 V n € Ny definimos
b= Y ner Ynén- Claramente, b es fuertemente no degenerado con respecto a la base BY
de X;t. En virtud del Teorema 5.4, existe un operador lineal A" : X;- — Xt compacto,
inyectivo y de rango denso en X;- tal que b = A'Z para algin # € X;-. Entonces
definimos A como sigue:

Az = APz + ATy, (5.19)

donde x = 1 + x5 con z; € Xy y 79 € X

Caso II. El conjunto I' es finito. En este caso, simplemente definimos A como
Az = APz + 1y, (5.20)

donde nuevamente x = x1 + x5 con x; € A v x5 € Xbi.
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Es claro que en ambos casos el operador A asi definido es lineal. Veamos ahora que
es inyectivo, compacto y que tiene rango denso en X.

En primer lugar consideramos el caso I (ver (5.19)). Si Az = 0, entonces A1, =
—Alzy. Como A%zy € Xy y —AVwy € X se tiene que A%x; = —Alzy = 0, y por lo
tanto z; = x5 = 0 pues A® y Al son ambos inyectivos. Luego, © = z; + x5 = 0 y por
lo tanto A es inyectivo.

Probemos ahora que Ran(A) es denso en X. Por definicion de A y debido a que
Ran(A®) C X,y Ran(A") € X1, resulta que Ran(A®) y Ran(AY) son dos subespacios

de X ortogonales entre si y por lo tanto Ran(A) = Ran(A%) ® Ran(A"). Luego,

Ran(A) = Ran(A?)® Ran(AT)
(pues Ran(A®) C X, v

Ran(AY) c X1)

= (%N Ran(4%)) & (%" N Ran(4T))

= Ran(A%) e Ran(ATL) Xb

= eX=2X,

donde la pentltima igualdad se sigue del hecho que Ran(A®) y Ran(A') son densos
en X, y X;b, respectivamente. Por lo tanto, Ran(A) es denso en X.

Para probar que A es compacto, notemos que A puede expresarse en la forma
A:AH%+AW%H

donde Py, y PXbL son las proyecciones ortogonales de X sobre los subespacios X, y X,
respectivamente. Como A® y A' son ambos operadores compactos y Py, y PXbL son
ambos acotados, resulta que A es compacto por ser suma de operadores compactos.
Consideremos ahora el caso II, es decir, cuando el operador A esta definido como
en (5.20). El operador A es inyectivo. En efecto, si Az = 0 entonces A%r; = —xy y
como A%z, € Xy vy —x9 € /'\fbl se tiene que A%z, = —x5 = 0. Debido al hecho que A%

es inyectivo resulta que x1 = 0 y por lo tanto z = x; + x5 = 0.
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Veamos ahora que Ran(A) es denso en X. Por definicion de A y puesto que
Ran(A®) C X, resulta que Ran(A%) y X;b son subespacios de X' ortogonales entre si.

Entonces,

Ran(A) = Ran(A%)® X—I,L
= (Xb N m> © A" (pues Ran(A%) C Xy v A" es cerrado)
- T e
= X, @ X" (pues Ran(A®) es denso en A})

= X.

Veamos ahora que también en este caso A resulta compacto. Para ello escribimos
A= A%Py, + Py.. Como en este caso I' es finito, se sigue de (5.15) y (5.16) que Py
es un operador de rango finito y, por lo tanto, compacto. Luego, A resulta compacto

por ser suma de dos operadores compactos.

Ahora probemos que en ambos casos (I y II) b € Ran(A). Como & € X, y A>% = b,
se tiene de (5.19) y (5.20) que Az = A2+ A"0=benelcaso I,y At = A2z +0=0

en el caso II.

Finalmente, sea xyx la solucion de minimos cuadrados de Axr = b en
Xy = span{ey,...,en}, oy = Z;V:l&j e;. Probaremos que |xy — 2| > f(IV) para
todo N € N :

N 2
A 112 ~
loy = 21> = > &e—2
j=1
N N 2
= || 2 Gt ) Ged
j=1,j€A j=1,j€er
N 2 N 2
= || X Ge-a | X Ge
J=1,jEA j=1, jer
N 2
> | S g 521)
J=1,j€A
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donde en la ultima igualdad se usoé que Z?’ZLJEA iej—TEXY Zj’vzl,jef‘ Eiej € X

Para cada N € N definimos ky = méx{j : n; < N} 6, equivalentemente, ky =
#{e;: j < N,e; € B2} = # (By N B%), donde By = {e1,...,en}. Se sigue de (5.17)
que kav = span{e,, ?21- Como X, es un subespacio cerrado de X tal que X, y X;- son
invariantes por Ay b € A}, se sigue del Lema 5.5 que la soluciéon de minimos cuadrados

deAx:benXbﬂXN:XkAN es

N
Prx,an = Pxa oy = E &) €5
j=1, jeA

donde xyn = Z;VZI &;e; es la soluciéon de minimos cuadrados de Az = b en Xy.
Ahora bien, como Aly, = A% y kav C X, se tiene que An = A®n Vn € XkAN y
por lo tanto Z]J\-[:l §je; es también la solucién de minimos cuadrados de A%z =ben
jea
A

X, es decir, 2 = S & ej (ver (5.17)). Luego, sustituyendo lo anterior en (5.21)
jea

y usando (5.18) resulta que

L2 [Fkn)]? = [f ()] (5.22)

ey —2I* > i, —2

Ahora, por definicion de ky, si jo € Ny nj, < N entonces ky > jo. Por lo tanto, la
desigualdad ny, 1 < N implicaria que ky > ky + 1, lo cual es una contradiccion. Por
lo tanto, ng,4+1 > N 0, equivalentemente, ny, 11 > N + 1.

Como f es creciente y positiva resulta que

[f(iy)]” = [N+ D] = [f(N)]* (5.23)
De (5.22) y (5.23) concluimos finalmente que ||zy — Z| > f(N) VN € N. |

A continuacion probaremos que tanto en el Teorema 5.4 como en el Corolario 5.6,

el operador A se puede construir de tal manera que sea ademéas autoadjunto.

Corolario 5.7. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, B =

{e,}°°, una base ortonormal de X, b € X no degenerado con respecto a B, Xy =
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span{ey,....,en} y f : N — RT wuna funcién creciente arbitraria. Entonces, existen
un operador lineal A = A(b, f) : X — X compacto, autoadjunto, inyectivo, de rango
denso en X y un operador unitario V : X — X tal que b* = Vb € Ran(A) y, si xn
la solucién de minimos cuadrados de Ax = b* en Xy, entonces ||zy — A70*|| > f(N)

para todo N € N.

Demostracion. Puesto que b € X es no degenerado con respecto a B, se sigue del

Corolario 5.6 que existe un operador lineal A = fl(b, f) compacto, inyectivo, de rango

denso en X tal que b € Ran(A) vy, si xy denota la soluciéon de minimos cuadrados de

Az = b en Xy, entonces HxN — A1 ’ > f(N) para todo N € N. Sea {(0y,; un, v,)} el
sistema singular asociado al operador compacto A y V: X — X el operador unitario
definido por Vv, = u,. Entonces, es facil probar que el operador lineal A = VA,
ademas de ser compacto, inyectivo y de rango denso en X, es autoadjunto. Esto se
sigue inmediatamente del hecho que V Au,, = A*V*u, para todo n € N.

Como b € Ran(A), se tiene que b* = Vb € Ran(A). Ahora, puesto que ||Ax — b*|| =
HALE —b

, resulta que xy también es la soluciéon de minimos cuadrados de Az = b* en

Xy. Por lo tanto, f(N) < HxN — A1

) = ||y — A7'*|| para todo N € N. |

Puede pensarse que el resultado del Corolario 5.6 tiene poca relevancia desde el
punto de vista practico pues podria suceder que en un entorno de b, el tinico elemento
n € Ran(A) para el cual se tiene que las soluciones de minimos cuadrados de Az = 7 en
Xy satisfacen que ||zy — A7'n|| > f(N) para todo N € N sea, precisamente, n = b. Sin
embargo, en el siguiente resultado probaremos que esto no es asi. En efecto, veremos
que en todo entorno reducido de radio & > 0 con centro en b, existe una sucesion
{00352, C Ran(A) tal que b) — b cuando k — ooy ||z — A7'|| = f(IN) para
todo N € N, donde z%; es la solucion de minimos cuadrados de Az = b} en Xy. Es
decir, para cada elemento de la sucesion {6912, (i.e. para cada k fijo), las soluciones de

minimos cuadrados aproximantes {x% }3_,, también se alejan de la solucién exacta con
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velocidad arbitrariamente grande, de la misma forma con que lo hacen las soluciones

de minimos cuadrados obtenidas con dato igual a b.

Corolario 5.8. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, B =
{en}s2 una base ortonormal de X, b € X no degenerado con respecto a B, Xy =
span{ey, ...,ex}, f: N — R" una funcidn creciente arbitraria y A = A(b, f) el operador
cuya existencia se probd en el Corolario 5.6. Entonces, en todo entorno reducido de
radio § > 0 y centro en b, existe una sucesion {b3}3°, C Ran(A) tal que b} — b cuando
k — oo y para cada k € N, la solucion de minimos cuadrados z% de Ax = V) en Xy

verifica que ||k — A7'0}|| = f(N) para todo N € N.

Demostracion. Sea § > 0 dado, definimos b = <1 + m> b para cada k € N (b #0

por ser no degenerado con respecto a B). Como 0 < Hbi — bH = % < 0, se tiene que

{b3}2° | esta en el entorno reducido de centro en b y radio §. Claramente, b — b cuando

k — oco. Puesto que Ran(A) es un subespacio de X, resulta que b) € Ran(A)VY k €
k

N. Si zx es la soluciéon de minimos cuadrados de Ax = b en Xy, entonces zf, =

(1 + m> zn es la solucion de minimos cuadrados de Ax = bi en Xy. Ahora bien,

o — a7k = (14 gy ) low — 470

|z — A7

v

> f(N)VNeN,
donde la ultima desigualdad se sigue del Corolario 5.6. |

Observacion 5.9. En la demostracion se uso el siguiente resultado que puede probarse
de una manera muy simple: si zy es la solucion de minimos cuadrados de Az = b en

Xy, entonces oxy con o # 0, es la soluciéon de minimos cuadrados de Az = ob en Xl.

Para el caso en que el operador A : X — X esta dado, como sucede la mayoria

de las veces en la practica, Seidman ([54]) probo que para “casi todo” b € Ran(A)
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existe una sucesion de supespacios Xy tales que la correspondiente sucesion {xy} de
soluciones de minimos cuadrados de Ax = b no esta acotada. Aunque creemos que los
resultados de esta seccion también se pueden extender a este caso, es decir, que cuando
el operador A estd dado también se pueden obtener tasas arbitrarias de divergencia
debido a la aplicacion del método de minimos cuadrados, todavia no pudimos demostrar

esta conjetura atin permanece abierta.

5.2. Divergencia para problemas inversos con datos

perturbados

En la seccion anterior hemos considerado problemas con dato exacto, es decir,
ecuaciones de la forma Ax = b*, donde b* = Az* y z* es la soluciéon exacta. Como es de
esperar, la no convergencia senalada en el Corolario 5.6 también puede producirse con
datos con ruido. T. Seidman ([54]) prob6 que si A es un operador compacto (ademés
de ser lineal, inyectivo, autoadjunto, positivo y de rango denso), entonces para cada
sucesion creciente de subespacios de dimension finita { Xy} cuya union es densa en X
y para cada b* € Ran(A) existe una sucesion by — b* para la cual las soluciones de
minimos cuadrados zy de Ax = by en Xy satisfacen ||xy — 2*|| — oo, donde Az* = b*.
En un cierto sentido, el siguiente corolario generaliza este resultado. Mas precisamente,
se muestra que también para el caso de datos con ruido la aplicacion sin cuidado del

método de minimos cuadrados puede conducir a tasas de divergencia arbitrarias.

Corolario 5.10. (tasa de divergencia arbitraria para datos con ruido). Sean X un
espacio de Hilbert separable de dimensidn infinita, B = {e,}>° | una base ortonormal
de X, b € X no degenerado con respecto a B, Xy = span{ey,...,en}, f: N — RT una
funcion creciente arbitraria y A = A(b, f) el operador cuya ezistencia se probdé en el

Corolario 5.6. Entonces Va € (0,1) eziste una sucesion {by}¥_; C Ran(A) tal que
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by — b cuando N — oo y la solucion de minimos cuadrados xy de Ax = by en Xy

satisface ||xy — A710|| > af (N) para todo N € N.

Demostracion. Sea {ax} C R una sucesion tal que ay # 0y

[ I

11— an] gmin{

donde x es la soluciéon de minimos cuadrados de Ax = b en X. Se sigue del Corolario

5.6 que,
|

Entonces ||z} || — oo, de lo cual se deduce que |1 — ay| — 0y por lo tanto, ay — 1

ahy — A7|| > f(N)VN eN. (5.25)

cuando N — oo. Definamos by = ayb para cada N € N. Luego, by — b y como
Ran(A) es un subespacio de X', {bn}F_; C Ran(A). De la Observacion 5.9 resulta que

la solucion de minimos cuadrados xy de Ax = by = anb en Xx es ayx)y. Entonces

ley = A7 = [laky — A7~ llziy — ]

) I |
> F(N) =~ (1-a)f(N) (por (5.24) y (5.25))

= af(N).
|

Por simplicidad, s6lo hemos considerado el caso en el cual X e ) son espacios
de Hilbert reales. Sin embargo, estos resultados siguen siendo validos para el caso de
espacios de Hilbert complejos, con las obvias modificaciones. Ademas, se puede usar
un procedimiento similar al empleado en el Corolario 5.6 para mostrar que la hipotesis

de separabilidad del espacio X’ puede ser ignorada.



Capitulo 6

Saturacion global de métodos de

regularizacion arbitrarios

Como mencionamos en la Seccion 3.1.3, en 1994 A. Neubauer ([49]) demostro que
ciertos métodos de regularizacion espectrales “saturan”, es decir son incapaces de conti-
nuar extrayendo informacion acerca de la solucion exacta atin bajo hipotesis adicionales
de regularidad sobre la misma. En ese articulo Neubauer introdujo por primera vez
“la idea” del concepto de “saturacion” para métodos de regularizacion. La idea del
concepto se refiere al mejor orden de convergencia (del error total) que un método puede
alcanzar independientemente de los supuestos de regularidad de la solucién exacta
y de la seleccion de la regla de eleccion del parametro. No obstante el concepto es
bastante intuitivo y puede observarse claramente aiin en métodos clasicos tales como
el de Tikhonov-Phillips (ver [50]). El mismo ha escapado siempre a una adecuada
formalizacion matemaética que permita describirlo con claridad y echar luz sobre las

causas por las cuales algunos métodos de regularizaciéon saturan y otros no.

En 2001, P. Mathé y S. V. Pereverzev ([43]) utilizaron escalas de Hilbert para

estudiar la eficiencia de soluciones aproximadas basadas en observaciones con ruido

129
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(estocastico o deterministico). En este contexto se puede cuantificar el grado de mal
condicionamiento de un problema y obtener condiciones generales sobre métodos de
proyeccion para que estos alcancen orden optimo de convergencia. Estos conceptos
fueron extendidos luego por los mismos autores ([44]|) quienes estudiaron el problema
de convergencia Optima en escalas de Hilbert variables. En este trabajo se mostro
que existe una relacién muy estrecha entre la convergencia 6ptima de un método y la
regularidad “a-priori” (en términos de conjuntos fuente) para métodos espectrales que

poseen calificacion cléasica.

En 2004, P. Mathé (|42]) propuso definiciones de los conceptos de calificacion y
saturacion para métodos de regularizacion espectrales. Sin embargo, el concepto de
saturacion definido por Mathé no es aplicable a métodos de regularizacion arbitrarios y
no es totalmente compatible con la idea original de saturacién propuesta por Neubauer
en [49]. En particular, la definicién de saturacién dada en [42] no implica unicidad y

por lo tanto, tampoco un orden 6ptimo de convergencia.

En este capitulo desarrollaremos una teoria general de saturacion para métodos de
regularizacion arbitrarios (espectrales o no). La teoria que aqui desarrollamos atendien-
do a la idea original de Neubauer, parte de observar que existe una marcada relacion de
optimalidad y dualidad entre el mejor orden global de convergencia (del error total) del
método, y el conjunto fuente sobre el cual se alcanza ese mejor orden de convergencia.
En particular, probaremos que para que una familia de operadores de regularizacion
posea saturacion, el error total debe ser “doblemente optimal”, en el sentido que debe
ser orden de convergencia 6ptimo sobre un cierto conjunto y a su vez este conjunto de-
be satisfacer una cierta condicion de optimalidad con respecto al error. En la Seccion
6.1 definiremos cotas de convergencia para una familia de operadores de regularizacion
y desarrollaremos un andamiaje apropiado para la comparacion de las mismas. En la

Seccion 6.2 introduciremos el concepto de saturacion global, mostraremos su relacion
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con el error total y con cotas de convergencia 6ptimas y daremos condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de saturacion. En la Seccion 6.3 demostraremos algunos
resultados reciprocos que son utilizados luego, junto con los conceptos desarrollados en
la Seccion 6.2, para caracterizar la saturacion de métodos espectrales con calificacion
clasica y de métodos espectrales con calificacion maxima. Algunos de los resultados de
este capitulo forman parte de un articulo que ha sido enviado para su publicacion (ver

[58])-

6.1. Cotas de convergencia para métodos de regula-
rizacion

De ahora en més en este capitulo, a menos que se especifique lo contrario, supon-
dremos que todos los subconjuntos del espacio de Hilbert X que consideraremos son no
vacios y no contienen al cero y ademas, sin pérdida de generalidad, que el operador T es
invertible. Dado M C &', denotaremos con F); al conjunto de las siguientes funciones:
diremos que ¢ € Fy si existe a = a(yp) > 0 tal que ¢ esta definida en M x (0,a), a

valores en (0,00) y satisface las siguientes condiciones:

1. lim ¢(z,0) =0 para todo x € M,y

6—0t

2. 1 es continua y creciente como funcion de 0 en (0, a) para cada x € M fijo.

Definiremos ahora distintas relaciones entre dos funciones de F);, donde M es un

subconjunto de X.

Definicion 6.1. Sean M C X y ¢, € F.
- M .
(i) Decimos que “ib precede a ¢ sobre M”, y lo denotamos ¢ < 1), si existen una

constante r > 0y p: M — (0,00) tales que ¢(x,0) < p(z)(x,0) para todo x € M y

para todo 6 € (0, 7).
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(ii) Decimos que “9, 1; son equivalentes sobre M”, y lo denotamos = ¥, si WY J‘jd ¥
v =

(iii) Decimos que “i) precede estrictamente a 1; sobre M” y lo denotamos v A—i @/; si
wﬂgﬁyhmsupw( :9) = ( para todo x € M.

PERTRAC L)

Las siguientes observaciones se siguen inmediatamente de estas definiciones.

e Dado que ¥,¢ > 0, en (iii) la condicion limsup Y(z0)
oo a0)

(o Y(@6) : _ 7, +
61LI(1]1+ Ted) 0, es decir, ¢(z,d) = o(¢(z,d)) cuando § — 0F.

= 0 es equivalente a

M M
e La relacion “=” introduce un orden parcial en Fjy; y “x” es una relacion de

equivalencia en F;.

M

.MMM My oM - -
e Si ¢ < (=, <) entonces ¥ = (=, <)1) para todo M C M.

Con £, Ay # denotaremos la negacion de las relaciones <, < y &, respectivamente.

- M o~ .M -
Lema 6.2. Sean M C X y,¢ € Fu. Si ) <9 entonces 1 £ ¢ para todo M C M.

. M
Demostracion. Por el contrarreciproco. Supongamos que existe M C M tal que ¢ < 1.

~ {zo}
Sea zo € M, entonces 1 <O ¥, es decir, existen constantes 0 < p < ooy r > 0 tales
que sup 38075; < p < oo. Luego,
6€(0,r) 0
lim supﬂ > liminf ~( ) inf m
0—0* 1/1<5U07 5) =0+ ’l/}< ) 56 0 T)’l/}<x07 5)
- ~1
1
5e o ) @/)(xo, ) b
{zo} _ M
Por lo tanto, v £ 1, de lo cual se deduce que ¢ 4 1. |

Dado un método de regularizacion ({Ra }ae(0,a0); @(0,3°)) para el problema Tz = y

(ver Definicion 2.1), en la Seccion 2.2 definimos el error total que surge de comparar la
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solucion regularizada Ry, 5,6y con la solucion exacta TTy (ver (2.19)). A continuacion
definiremos el error total de una familia de operadores de regularizacion { Rq }ac(0,00) €0
el sentido de la mayor discrepancia posible que puede obtenerse para una observacion
con nivel de ruido §, con cualquier eleccion del parametro de regularizacion «. Mas

precisamente, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 6.3. Sean X', ) espacios de Hilbert, T' € L(X,)) y { Ra }ac(0,a0) Una familia
de operadores de regularizacion para T . Definimos el “error total de {Rq}ac(0,00) €1

r € X para un niwvel de ruido " como

E o (z,0) = 1inf sup HRay‘S —x
{Ra} a€(0,a0) Y € By (T2)

Y

donde Bs(Tz) ={y € Y : ||Tx —y| < d}.

Observacion 6.4. Sean a > 0, M C X'y &% , : M x (0,a) — (0,00) el error total.
tot tot

Entonces 5{Ra} € Fu. En efecto, para cada x € M, 5{Ra}(x,5) es creciente como
funcion de 6, y dado que {R,} es una familia de operadores de regularizacion, resulta

que EE%Q}CL’, d) es continuo como funcion de ¢ para cada z € M fijoy 6lim Sfoﬂfa}(a:, ) =

—0+

0 para todo x € M.

Ahora estamos en condiciones de definir las cotas superiores de convergencia para

el error total de una familia de operadores de regularizacion.

Definicién 6.5. Sean X', ) espacios de Hilbert, T" € L(X,Y) v { Ra}ac(0,00) Una familia
de operadores de regularizacion para T, M C X y ¢ € Fa.

(i) Decimos que v es una “cota superior de convergencia para el error total de

M
{Ra}oca<a, en M” si SEORZ} =< 1.

(ii) Decimos que 9 es “cota superior estricta de convergencia para el error total de

M
{Ro}o<ca<a, €n M7 si SEORZ} =< ).
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(iii) Decimos que v es “cota superior dptima de convergencia para el error total de
M
{Ra}0<a§ao en M” si gfoﬁa} j w y
, Sf%a}<$, 5)
d—0t w(xu 5)

o equivalentemente, si £ ,(x,8) # o(¢(x, ) cuando § — 0.

> (0 paratodo z € M,

Denotaremos con Un(E ), Unt (Efx,) Y Uj\(}pt(ffoﬁa}) al conjunto de todas las
funciones ¥ € F); que son, respectivamente, cotas superiores, cotas superiores estrictas
y cotas superiores 6ptimas de convergencia para el error total de { R, }o<a<a, €n M. En

virtud de la Observacion 6.4, es claro que £% ,(-,-) € U (€{%.y) para todo M C X.

De las definiciones previas se sigue inmediatamente que:

o Si ¢ € Fu, entonces ¢ € Un(Eg ) si (v solo si) Ef 1 (2,0) = O(P(x,0))

cuando & — 0% para todo x € M. Ademas, UsF" (£ 1) v Uj\(}pt(ffoﬁa}) son subconjuntos

disjuntos de Un/(Ef% ), aunque su unién no es todo Unr(Ey ) (excepto cuando el

conjunto M tiene un solo elemento).

e Si M C M, entonces Un(Egy) C Un(ER L), L{]\(}pt(gf?ga}) C UA%pt(SE%Q}) y
USHER) C U ERL ).

 Siv € Un(E ), beFuy Ajd Y, entonces 1) € Uni(E.)-

o Site U&pt(gfgfa}), ) e Un(Efgy) Y 0 J‘jd Y, entonces 1) € U&pt(gfgfa}).

~ M . ~
© Si v €UF (R ). ¥ € Far y ¥ X0, entonces ¥ € UFH(ELY ).

Definicién 6.6. Sean w,z/; € Fur- Decimos que “¢ y 1/; son comparables sobre M” si
M . .M

verifican ¢» < ¢ 6 ¢ < ¢ (6 ambas).

Definicion 6.7. Sean A C F); v ¢* € A. Decimos que “¢* es un elemento minimal de

M M
(A, j)” si ¢* = 9 para todo ¢ € A comparable con ¢* sobre M. Equivalentemente,

M M M
1" es minimal de (.A, j) si para todo 1 € A, la condiciéon ¢ < ¢* implica * < ).
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Lema 6.8. Sean A C Fyr, 0, 0* € A y b, * comparables sobre M. Si existe Mo C M

M, M
tal que ¥ = Y* entonces ¥* no es un elemento minimal de (.A, j) )

Demostracion. Sean A C Fyr y ¢,¢* € A comparables sobre M. Supongamos que
M, Mo
existe My C M tal que < ¥*, entonces se sigue del Lema 6.2 que ¢* £ 1. Luego,
M
Y* £ by como ¢, 9" € A son comparables sobre M, se deduce de la Definicion 6.7

M
que ¥* no puede ser un elemento minimal de (.A, j) . [ |

Corolario 6.9. Si ¢* € Un(E% ) y ewisten zg € M y Yo € Upey(E(% ) tales que
{

xo} L. M
o < Y entonces ¥* no es un elemento minimal de (L{M(é'{t% V)5 j) :
Demostracion. Este corolario es consecuencia inmediata del lema anterior con A =

Z/{M(f:fo}:@ta})a My = {zo} y

o(z0,0), six =z
w*(xvé)a Si$7£$0-

Notar que esta funcion v asi definida esta en Uy, (SEOREQ}) y es comparable con ©* sobre

U(x,0) =

M
M (més atn ¢ < 9*). |

A continuacion probaremos que las cotas superiores 6ptimas de convergencia para

el error total de { R, }o<a<a, €n M estan caracterizadas por ser elementos minimales

M
del conjunto parcialmente ordenado (UM(EE%Q}), j). Maés precisamente, se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 6.10. Sea ¢ € Un(E[F ). Entonces ¢ € Z/{]\‘}pt(gf‘ga}) si y solo si 1 es un

M
elemento minimal de (UM(EE%Q}), j).
Demostracion. Sea 1 € UyF" (Ef%a}) y supongamos que ) no es un elemento minimal

M
de (LIM(gfoRta}), j) Entonces existe 1), € Z/{M(SE%Q}) comparable con 1) sobre M para

M
la cual no es cierto que ¥ = 9. Luego, existe o € M tal que

lim sup Wlo,9) = 00. (6.1)

5—0+ wc(fb’m 5)
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Ahora, como ¢ € UP" (5;% }) ¥ @9 € M, se tiene que

5tot (xO 5)
; {Ra} )
limsup ——— 6.2
5~>0+p w(l‘()aa) ( )

Puesto que

) Ey(@0,0) Eiry(0,9) Y(xo, 6)
—=— = limsup ,
d—0t wc<x07 5) 0—0t 7/’@07 5) ¢c(xoa 5)

& 0,0
se deduce utilizando (6.1) y (6.2) que limsup 7{1’;‘*(}(; )
6—0+ c(@0.9)

Ve & Upey(Efg,,)- Esto contradice el hecho que ¢, € Un(Efy ). Luego, ¢ es un

= 00, lo cual implica que

M
elemento minimal de (I/{M(ci'fol.%t V)5 )
Reciprocamente, supongamos que 1) € UM(EE%Q}) vy ¢ Uﬂc}pt(ﬁf?%ta}). Entonces
{zo}
existe o € M tal que ¢ € Uejg}(gfonfa}), lo cual implica que 5f°Rt ) =2 . En virtud del

M
Lema 6.8 se deduce que ¥ no es un elemento minimal de |{ Un/(Ef% 4), ) |

M
Observar que 7 es un elemento minimal de (UM(EE% 1 ) si y s6lo si es minimal

M*
de (Z/IM*( ) ) para todo M* C M.

Corolario 6.11. Sean Z/Ij&pt(é’{t%a}) y E{f.y como antes.

(i) Sivy € Z/{"pt(é'{t% }) entonces 1 & Ef}’{a

(ii) Si, ) € Z/Iom(é'f% }) entonces 1 ~ .

M
Demostracidn. (i) Siv € Z/Iolot(ci'fol.%t ) entonces Ey o <1, de lo cual resulta que £ ,
y 1 son comparables sobre M. Luego, como Ef%a} € L{M(Efoﬁa}) y por el Teorema 6.10

M M
) es un elemento minimal de (Z/{M(SEORt Vs ), se tiene que ¢ = & 1. Por lo tanto,

M
P~ EE% } como querfamos probar.
(i) Es consecuencia inmediata de (2) y de las propiedades de la relacion de equi-

valencia “N”, pues toda 1 € U (5E%a}) es equivalente a SEORZ} sobre M. [ |
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Observar que si ¢ es una cota superior 6ptima de convergencia en M para el error
total de una familia de operadores de regularizacion, entonces en todo punto de M
1 tiende a cero, cuando el nivel de ruido tiende a cero, exactamente con la misma
velocidad con que lo hace el error total.

Para introducir el concepto de saturacién en la siguiente seccidon, necesitaremos
ademés algunas definiciones y herramientas que nos permitirdn comparar cotas de

convergencia en diferentes conjuntos de X.

Definicién 6.12. Sean M, M C X, € Fyy ¥ € Fpy.

- . MM
(i) Decimos que “¢b en M precede a ¢ en M”, y lo denotamos 1) =< 1), si existen

una constante d > 0y k : M x M — (0,00) tales que ¢(z,0) < k(z, %) (Z,0) para

todo # € M, para todo & € M y para todo & € (0, d).

7 " MvM .
(ii) Decimos que “@ en M es equivalente a v en M”, y lo denotamos ¢ ~ 1, si
MM . - MM

v XYy Y 2

(iii) Decimos que “i) en M precede estrictamente a ¢ en M”, vy lo denotamos

MM G v =G v T sup Y@ s I
Y < Y,si Y X Yy limsup d(?&) = 0 para todo x € M y para todo x € M.
§—0t ’
Observacion 6.13. Las definiciones precedentes generalizan en un cierto sentido (aun-
que son ligeramente méas fuertes que) las relaciones introducidas en la Definicion 6.1.
MM - M -
Observar por ejemplo que si ¢y < 1 entonces ) < 1, aunque el reciproco, en general,

no es cierto.

M,N . M,
Se sigue inmediatamente de la Definicion 6.12 que si ¢» =< 1 entonces v =<
- - M,N
para todo M C M y para todo N C N. Lo mismo ocurre para las relaciones “ =~ 7 y
“M_<N”
A continuacion extendemos la nocion de “comparabilidad” dada en la Definicion

6.6, ahora para el caso de subconjuntos distintos de X.

Definicién 6.14. Sean M, M C X, € Fyy ¥ € Fp.
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- - MM .
(i) Decimos que “ip sobre M es comparable con ¢ sobre M” si ¢» =< 1) o bien
- MM

v = .

(ii) Decimos que “1) es invariante sobre M” si ¢ = ).
A . . . e, MvM . ’
Observaciéon 6.15. Es inmediato que la condiciéon v = 1 es equivalente a v < .

Esta tltima nociéon de invariancia establece, esencialmente, que si 1 es invariante
sobre M entonces los 6rdenes de convergencia de 1) como funciéon de § para 6 — 0T,
en dos puntos cualesquiera de M, son equivalentes.

El siguiente resultado esta relacionado con una cierta propiedad de “transitividad”

de la relacién de invariancia.

- ~ M,M
Lema 6.16. Sean M C X, ¥, € Fyy, tales que ¢ = Yy = . Entonces:

(i) &= vy

.y o7 MM~ 7 L .
(ii) v = 1 (i.e. Y es también invariante sobre M ).

- MM
Demostracion. Sean M C X, ¢, € Fp y x,2 € M. Supongamos que ¢ ~ 1y
~ M

YR,
. ~ M . ..
(1) Como v = 1), existen constantes positivas d, k, y k; tales que para todo § €
(0,d),

O(@,0) < hatp(,0) ¥ (7,0) < ks (2,0). (6.3)
De la invariancia de ¢ sobre M resulta que existen constantes positivas d* y kj ; tales
que Y (x,6) < kj ;9(Z,6) para todo 6 € (0,d*), lo cual junto a (6.3) implica que para
todo § € (0, min{d, d*}),

U(,0) < kyth(2,0) < okl ;0(2,0) vy (x,8) < k) s0(F,0) < k) kap(2,6). (6.4)

M,M MM . ~ MM
Luego, v =X ¢ y¢ =X 9, esdecir, v =~ 1.

(i) De la primera desigualdad de (6.4) y de la segunda desigualdad de (6.3) se

- MM . -
sigue inmediatamente que ¥ =< 1 y por lo tanto, ¢ es invariante sobre M. |
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El siguiente resultado es analogo al Lema 6.2 para este caso de comparacion de

cotas de convergencia sobre conjuntos distintos.

- MN -~ -
Lema 6.17. Sean M\N C X, ¢V € Fyy y v € Fy. Si v < ¢ entonces V M C
N,.M

M,Y N C N se tiene que v £ 1.

Demostracion. Por el contrarreciproco. Supongamos que existen M € M y N ¢ N
. N.M - -

tales que ¢» =< 1. Entonces existen una constante d > 0y & : N x M — (0, 00)

tales que $(%,8) < k(& )¢ (x,0) para todos # € N, z € M y § € (0,d). Sean

zo € M y iy € N, entonces 15(;%0,5) < k(Zo, o) ¥(x0,0) para todo d € (0,d). Luego,

Y(&0,0) ~ k(Zg, z9) < co. Entonces,

SUP pwo.8) =

6 €(0,d)

lim sup—= %0’5) > liminfM
50t Y (Zo,0) §—0t 4h(Zo, 6

~ —1
_ w('%()u(s) 1
- <£E§%w<xo,5>> = Faoa0)

{zo}{F0} _ M,N _
Por lo tanto, v» £ 1, de lo cual se sigue que ¢ £ . ]

¢ Ywo0,0)

> {n
0€(0.d) (o, 0)

V

6.2. Saturaciéon global

A continuacién procedemos a formalizar el concepto de saturacion global de una

familia de operadores de regularizacion {R,} sobre un subconjunto de X.

Definiciéon 6.18. Sean Mg C X y g € Z/{Ms(é'foﬁa}). Decimos que g es “funcion de

saturacion global de { Ry} sobre Mg” si 1)g satisface las siguientes tres condiciones:

gtot 1.*75
(S1) Para todos z* € X, * # 0, x € Mg, limsup 7{2‘”( = )
d—0t S(x’ )

> 0.

®
S

) ©g es invariante sobre Msg.
(5§3) No existe ninguna cota superior de convergencia para el error total de {R,}

que sea extension propia de ¢g (en la variable x) y satisfaga (S7) y (52), es decir, no
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existen M 2 Mg y 1) € Uy (EfR.,) tales que ¢ satisfaga (51) y (S2) con Mg = M y
s = 1.
Observacion 6.19. Notar que la condicion (S7) implica que para todo M C X'y

para todo ¥ € Un(Ef 1), hmsup% > 0 para todos z* € M, x € Mg (esto es
—0+

M
consecuencia inmediata de (S1) y del hecho que &y <9 Vb € Un (€ ). Por lo

tanto, no puede suceder que v < 1g. Por otro lado, si ¢ € Z/{M(é'foﬁfa}) entonces no
Mg,M
es necesariamente cierto que g =< ¢ aun cuando v sobre M sea comparable con g

sobre Mg, pues en este caso puede suceder que 11’6mé£1f wié; 5 = 0 para algin z € M

Mg, M
y algin zg € Mg (lo cual implica que ¢ £ ), y todavia tener lim sup EI 5)) > 0.

5—0+
Sin embargo, si ¢ sobre M es comparable con g sobre Mg y existe hm wzg :0)

%) bara

MS,M
todo x € M y para todo xg € Mg, entonces si es cierto que g = .

Observar ademas que la condicion (S7) puede reemplazarse por

v(a*,9)
U Us(a.0)

Esta nocion de saturacion global establece esencialmente que en ningtin punto z* €

>0 V¢ €Uy (SE%Q}),VJ:* e X,x"#£0,z € Mg.

X, x* # 0, puede existir una cota superior de convergencia para el error total de una
familia de operadores de regularizacion que sea “estrictamente mejor” que la funcion
de saturacion g en cualquier punto de Mg.

Probaremos ahora que una funcién de saturacién es siempre una cota superior

6ptima de convergencia.

Lema 6.20. Sea 15 € Uni;(E(% ). Si s satisface la condicidn (S1) sobre Mg, enton-

ces s € Z/l]\’}?(c‘ff%a}). En particular, si vs es una funcion de saturacion de {R,} sobre
Mg entonces g € Uﬁpst(gf%a}).

5tot 7(5
Demostracion. La condicion (S1) implica en particular que lim sup %@;)) > ( para

5—0+
todo x € Mg. Puesto que ademés por definicién ¢g € U (E{R }) se sigue que g €

U > (E{%.1), como querfamos probar. |
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Un corolario inmediato de este lema es la equivalencia entre la funcion de saturacion

y el error total.

Corolario 6.21. Si 15 es una funcion de saturacion de {R,} sobre Mg entonces

S7 Ms tot
S{Ra

t t . . . . . .
1/15 {% - Mads ain, se tiene la equivalencia mds fuerte g

Demostracion. La primera parte del corolario es una consecuencia inmediata del Lema
6.20 y del Corolario 6.11 (Z). La segunda parte se deduce de la primera y del hecho

que g Megls g via el Lema 6.16 (%). |

Observaciéon 6.22. Una consecuencia de la primer parte de este corolario y del Lema
.. . . . Mg,Ms

6.16 (12) es que si ¢g es funcién de saturacién de {R,} sobre Mg, entonces &y '~

SE%Q}, es decir, el error total debe ser invariante sobre Mg. Echaremos mas luz sobre

el particular en el Teorema 6.25.

Definicién 6.23. Sean M C X y ¢ € Ux(E ). Decimos que “M es dptimo para 1,

{Ra}
y lo denotamos M € O(v), si satisface la siguiente condicion:
{rrc} {z} e} x
(C2) Para todos x € M, x. € M€ ni ) @/)mw{ }{}w

Que un conjunto M sea Optimo para 1 significa esencialmente que en cualquier
punto del complemento de M, el orden de convergencia de 1) como funciéon de § para § —
0" no puede ser mejor ni siquiera equivalente al orden de convergencia de 1 en cualquier
punto de M; es decir, en cualquier punto fuera de M, el orden de convergencia de 1)
debe ser “peor” que en cualquier punto de M. No obstante, veremos a continuaciéon que
esta condicion de optimalidad impone una restriccion bastante precisa. Como veremos
mas adelante (en el Teorema 6.25), es justamente esta restriccion sobre el error total,
junto con su invariancia, lo que permite caracterizar a las familias de operadores de
regularizacion que poseen saturacion.

Sean 1) € Ux(Ey 4), M C X'y consideremos las siguientes condiciones:

M,Mc¢
(c1) ¢ < .
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Me,M Me,M

(C3) o A by v % ¥
Observar que la condicion (C2) (de conjunto 6ptimo) es estrictamente mas fuerte

que la condicion (C%), y estrictamente mas débil que la condicion (C1). En efecto, si
{ze}{z}
M es 6ptimo para i entonces para todos © € M, x. € M¢ se tiene que v A ¢y

{zc}{z} Me,M Me,M
¥ & 1, de lo cual se sigue inmediatamente que v A Yy ¥ & 1, es decir,

se satisface (C%). Sin embargo, para que (C3) se satisfaga es suficiente que existan

{10}7{1} {$c},{$}
reEMyx. € Mtalesquey A Py £ 1, locual obviamente no implica la

condicion (C2). Por otra parte, si se satisface (C1) entonces se sigue del Lema 6.17 que

{we}{z} {zc}{=}
para todos x € M, x. € M¢ se tiene que 1 ﬁ 1 y en consecuencia, ¥ A Yy

{ze} iz}
¥ & 9 para todos x € M, z. € M€, es decir, se satisface (C2). No obstante, (C2)

no implica (C7) pues puede ocurrir que M sea 6ptimo para ¢ y que existan x € My
{z}{zc} M, M¢
r. € M€ tales que ¢ ﬁ ¥ y por lo tanto, ¥ £ .

Para caracterizar las familias de operadores de regularizaciéon que poseen funcion

de saturacioén necesitaremos previamente del siguiente resultado.

Lema 6.24. Supongamos que {R,} posee funcion de saturacion sobre M C X y para
{xc}7{73} {:I:C},{:I:}

todos x € M, x. € M¢ se tiene que Sf%a} 4 E{t%a}' Entonces 5f%a} o Sf%a

para todos x € M, x. € M°.

Demostracion. Puesto que {R,} posee funcion de saturacion sobre M, se deduce de la
{we} {z}

Observacion 6.22 que £y , es invariante sobre M. Supongamos que &3 , A &,

para todos x € M, x. € M°y que existen & € M, Z. € M° tales que

. {mc} G

Entonces,
gtot fod 5
lim sup M

Fa) 7 50, (6.6)
6—0t j{DRt }(xm(s)
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Definimos M = M U {Z.}y
v(x,9), sizeM

5fonfa}(x, 5), six =i,

Y(x,0) =

donde ¢ es una funcion de saturacion de {R,} sobre M. A continuacién probaremos
que 1; es saturacion sobre M. Claramente, @/; es cota superior de convergencia para el
error total en M, i.e., 1; € Z/{M(SEOR?Q}) y como 1) es saturacion sobre M, resulta que
Y (x,8) satisface la condicion (S1) para todo z € M.

Veamos ahora que 1)(i,, §) también satisface (S1). Como & € M se tiene que
tot *
lim sup 78{0}%‘1}(3: %)
S g (7,0)
Si z* € M, esta desigualdad se deduce del hecho que SE%Q} es invariante sobre M y si

{z*}.{z}
x* € M€, es consecuencia de que 5E%a} A 5E%a}'

S0 VatedX, ot £0. (6.7)

Entonces, para todo x* € X, x* # 0 se tiene que

(L:tot SL’*, 5 gtot .T}* 5 tot .i’, 5
lim sup () )zh'msup (R ) &y (@,9)

e s >0
50t (T, 0) 50+ Efp(T,6) (., 0)

en virtud de (6.6) y (6.7). Asi, )(x, §) satisface (S1) para todo = € M.
Veamos ahora que 1/~J satisface (52) sobre M. Puesto que ¥ es funcion de saturacion
de {R,} sobre M, se tiene que 1; es invariante sobre M. Entonces so6lo resta ver que

7 {Z‘C} M -~ . tot {ic}7M . . .
Y 1, es decir que S{R y R 1. Pero esto es una consecuencia inmediata de

6.5), del Corolario 6.21 que implica que w f%a} y del hecho que v es invariante
sobre M.
Hemos demostrado asi que 1) es una extension propia de 1 que satisface (S1) y (52)

sobre M, lo cual implica entonces que ¢ no satisface la condicion (53). Esto contradice

el hecho que ¢ es funciéon de saturacion de {R,} sobre M. Por lo tanto, para todos
{ze}.{z}

: tot tot
r € M, x. € M se tiene que 5{%a} o 5{% y COmMO queriamos probar. [ |

Teorema 6.25. (Condicion necesaria y suficiente para la existencia de saturacion.)

Una familia de operadores de reqularizacion { Ry} tiene funcion de saturacion si y sdlo
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si eriste M C X (M # {0}, M # 0) tal que & | es invariante sobre M y M es

optimo para Efﬁa} En tal caso, EI94(x,5) = Efﬁa}(x,é) parax € M y § > 0 es funcion
de saturacion de {R,} sobre M.

Demostracion. Supongamos que { R, } tiene funcion de saturacion ¢ sobre M. Entonces

se sigue de la Observacion 6.22 que SEORta} es invariante sobre M.

Veamos ahora que M es 6ptimo para 5E%a}. Sean x € M y x. € M°. Probemos

{zc} {z}
primero que 5E%a} A EE%Q}. Como v € L{M(Sfoﬂfa}) y © € M, existen constantes

positivas d y k, tales que £ ,(z,0) < k,3(x,) para todo § € (0,d). Entonces

51;01; Ze, 5 51;01; Ze, 5
lim sup M > lim sup M

> 0,
§—0+ {R }<£L’ 5) §—0+ xw( z, )

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho que v satisface la condicion (S7) en

{ze}{z}
M. Por lo tanto V o € M,V z. € M, &, A & . Esta condicion junto con
el hecho que EE% } s invariante sobre M implica que, ademés, Vx € M,V z. € M€,

{zc} {=}
5E%a} & E{R b lo cual se sigue en virtud del Lema 6.24. Hemos probado asi que

A : tot
M es 6ptimo para S{Ra}.
Reciprocamente, supongamos que existe M C X' (M # {0}, M # 0) tal que &3 ,
es invariante sobre M y M es 6ptimo para SEORZ} y definamos £1%'(x,0) = foﬂfa}(x, J)
para x € M y 6 > 0. Probaremos que 1" es funcion de saturacion de {R,} sobre M.
Claramente, £19° € UM(EE%Q}) y como por hipotesis £ es invariante sobre M, sblo

resta probar que £}" satisface las condiciones (S1) y (S3).

Para probar (S1), sean * € X, 2* # 0y x € M. Si z* € M, entonces la invariancia

de &9 sobre M implica que £19° b }{$} £ v por lo tanto
gtot ({L‘* 5) 5tot( « 5
p {Ra}\ ¥ ) M (2", 0)
limsup ————— = limsup ——-= > 0. 6.8
P oo B G T Py (6.8)

Por otro lado, si x* € M€, el limite anterior también es positivo debido a que
{z*}{z}
gy A &F (condicién (C2)) por ser M Optimo para £ . Luego, £33 satis-

face la condicion (S7).
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Finalmente, supongamos que 49" no satisface la condicion (53), es decir, que existen

M 2 My Ve Uy EOR?Q}) tales que 1) es una extension propia de £ que satisface las
~ ~ ~{z},M -~ . . .
condiciones (S1) y (S2) sobre M. Sea & € M\ M, entonces ¢ bk Y por la invariancia

de 1) sobre M y como v coincide con £ sobre M, resulta que
- {@hM
b M grot. (6.9)

Puesto que ¢ € Uy (Efg.,) satisface (S1) sobre M, el Lema 6.20 implica que ) €

L{]\?ft(gfoﬁfa}). Luego, en virtud del Corolario 6.11 (%) se tiene que £y , = Y. En

7~ #}M .
particular, 7% , i) ¥, lo cual junto a (6.9) implica que &y , ik 1ot es decir,

j 7M ~ . . .
5E%a} Y EE%Q}. Dado que Z € M¢, esta equivalencia contradice el hecho que M es

6ptimo para £ 4. Por lo tanto, £37" debe satisfacer la condicién (S3) y en consecuen-

cia, es funcion de saturacion de {R,} sobre M. |

Observacion 6.26. A partir del teorema anterior concluimos entonces que una funcion
de saturacion de una familia de operadores de regularizacién es una cota superior

optima de convergencia para el error total, invariante y sin extensiéon propia.

Observar que una funciéon de saturacion es “doblemente optimal” en el sentido que si
1) es saturacion sobre M, entonces M es 6ptimo para ¢ y ¢ es (cota superior) 6ptima
para el error total de {R,} sobre M. Ademas, M y ¢ (modulo M, M equivalencia)
estan univocamente determinados. En efecto, si se modifica el dominio M, este deja de
ser 6ptimo para v y si se modifica la funcion 1, aunque sea sélo en un punto de M, de
manera tal que ¢ no sea invariante sobre M, entonces deja de ser cota superior 6ptima.
Supongamos que en el punto x € M, se redefine ¢(x,d) = 1/?(:6, J), donde ¥ € Fu. Si

) ) ) .
1 < 1, entonces 1) deja de ser cota superior para el error total de {R,} en M y si

{=} ~ ) L.
1 < 1 entonces v es cota superior pero no es 6ptima.
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6.3. Saturacién de métodos de regularizacién espec-
trales

El objetivo de esta Seccién es aplicar la teoria desarrollada anteriormente al caso de
métodos de regularizacion espectrales (ver Definicion 3.1). Ademas, mostraremos que
esta teorfa es consistente con resultados previamente existentes acerca de convergencia
o6ptima de métodos de regularizacion espectrales.

Sea {gatac(0,00) un MRE. Entonces satisface las hipotesis (H1)-(H3) dadas en la
Definicion 3.1. Cuando sea necesario, pediremos que {ga }ac(0,00) Satisfaga ademas la
siguiente hipotesis:

(H{) Ga = llga()]. =0 (ﬁ) cuando a — 07

De aqui en adelante, denotaremos con {R,} a la familia de operadores de regulari-

zacion definida en (3.3) a partir del MRE {g,}.

6.3.1. Meétodos espectrales con calificacién clasica

En el siguiente resultado probaremos que si un MRE posee calificacion clasica de
orden f (ver Definicion 3.6) entonces la funcion 55T s cota superior de conver-
gencia para el error total de la familia de operadores de regularizacion en el conjunto
fuente X, = Ran((T*T)")\ {0} (observar que, a diferencia de (2.27) en este capitulo

definimos los conjuntos fuente de tal manera que no contienen al cero).

Lema 6.27. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), {ga} un MRE que satisface
2

la hipdtesis (H4) y posee calificacion cldsica de orden . Entonces 1, (z,6) = 52#031,

para v € X, = Ran((T*T)*) \ {0} y 6 > 0, es cota superior de convergencia para el

error total de {Ro}ac(0,00) €N Xpgs €8 decir, 1y, € U, (E[% 1)

Demostracion. Como {g.} satisface la hipotesis (H/), se tiene que G, = O <ﬁ)

cuando o« — 0T, y entonces satisface (4.2). De esto y del hecho que {g,} es un MRE
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que posee calificacion clasica de orden g, se deduce de la Proposicion 4.1 que existe
una regla de eleccion de parametros a-priori o : Rt — (0, ) tal que el método de
regularizacion ({R.},a*(0)) es de orden 6ptimo en X, es decir, para todo x € &,

existe k(z) > 0 tal que para todo 6 > 0,

sup }}Ra*((;)y‘s —xH < k(x) 5%.

yeBs(Tx)
Luego, para todo x € X, y para todo 6 > 0

, 5 2p0
inf sup ||Ray’ — || < k(z) 670+,
€0:00) o By (1)

Xy
es decir, &1 4 =< Upuo» 10 cual implica que 1, € Uy, (E73 4). |

Teorema 6.28. (Saturacion para métodos de reqularizacion espectrales con calificacion
cldsica,).
Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)Y) tal que Ran(T) no es cerrado, {ga}
un MRE que satisface la hipdtesis (Hf). Supongamos ademds que:
i) Erxisten constantes positivas Ay < | T||%, y1, 72 y ¢1 > 1 tales que
a) 0<7r,(N) <L a>0,0<)\<)\;
b) ra(AN) > 7, 0 < A< a< )\
¢) |ra(N)| es mondtona creciente con respecto a o para X € (0, ||T||°];
d) go(cra) > 2,0 < cae < Ay
e) ga(A) > ga(N), para 0 < a <A< A< iy
i3) {9atac(0,00)s donde ag =min{A;, 2}, posee calificacion cldsica de orden yu.
15t) El orden po satisface la condicion (3.17), es decir, existen constantes v,c > 0
tales que

A\
(—) Ira(N)| > 7, para todo 0 < ca < X\ < ||T||”, (6.10)

(%

donde ro(N) =1 — Aga(N), es decir, como se definid en (3.7).
Entonces 1, (x,0) = ST T para x € X, = Ran((T*T)*)\ {0} y 6 > 0, es funcion

de saturacion de {Ra}ac(0,a0) S0bTE X0
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Para probar este teorema necesitaremos de dos lemas previos.

Lema 6.29. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {gataso un MRE que
satisface la hipdtesis (Hj). Supongamos que ademds se verifican las hipdtesis 1.b),
i.c), 1) y 11) del Teorema 6.28. Entonces para todo o € (0, ) el operador ro(T*T)

es invertible, donde og = min{\;, 2}

Demostracion. Probaremos que para todo a € (0,ap) y para todo x € X, la funciéon
r>2(\) es integrable con respecto a la medida d ||Exz|*. Sea o € (0,0q) arbitrario
pero fijo. Como ag < Ay, se sigue de la hipotesis 3.b) que r,(\) > 71 > 0 para todo

A € [0, «). Entonces

: <= ||
d||E\x +00. 6.11
/ ra(A) | H o ( )
Restarfa probar que f” I*+ TQ}/\ d||E\ :cH < +o00. Para ello consideraremos dos

Casos.
Caso I: ¢ < 1. En este caso, para todo A € [a, ||T||*] se tiene que A > a > ca > 0
y de (6.10) resulta que |ra(A)] > v (2)" para todo X € [a, |T||%]. Por lo tanto
TP+ ITIP+  \200 T )0 3|2
/ —d||Exz|)* < / = d||Ez|? < LICheiel +00.
o« Tad) o o (atoy)? (aroy)?

Caso II: ¢ > 1. En este caso escribimos

TP+ ] [ , TP ] )
——d||E = ——d||E —— d||E . 6.12
[ mmalmal= [ apm s+ [ s disael?. 612

Como en el caso anterior, en virtud de (6.10), la segunda integral en el lado derecho

I(T=T) o x|

@iy~ < 00 Para la primera integral en el

de (6.12) esta acotada por arriba por

lado derecho de (6.12), en virtud de la hipotesis i.c) se tiene que
ra(d) = 7ase(N), (6.13)

pues ¢ < a. Por otro lado, nuevamente en virtud de (6.10), y dado que 0 < ¢(%) < A

se tiene que

(L)MO r2.(0) > 72 (6.14)

aflc
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De (6.13) y (6.14) se tiene que para todo A € [o,cal, r2(\) >~ (%)2“0. Asi, para la

primera integral en el lado derecho de (6.12) se tiene la acotacion

ca 1 J 9 - ca 2p0 )\ZMO p 2Ho 2
=TeY | Ezz||* < g | Exz]|® < < e (T*T)"z|? < .
Por lo tanto, r,(7T*T") es un operador invertible. -

Lema 6.30. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga}taso un MRE que
satisface la hipdtesis (H4) y supongamos que se satisfacen ademds las hipdtesis i.b),
i.c), i) y i) del Teorema 6.28. Sea ¢ : [0,||T|°] — Rt continua, estrictamente
creciente con p(0) = 0. Si para algin z* € X, x* # 0 se tiene que S{t%a}(:c*, J) = o(p(9))
cuando & — 01, entonces existe una regla de eleccion del pardmetro a-priori &(d) tal

que

(0(8))  cuando § — 0F.

sup HR
y3€Bs(Tz*)

Lo mismo vale cambiando o(¢(0)) por O(p(9)).

Demostracidn. Supongamos que existe z* € X, z* # 0 tal que & (2", 0) = o((5))

cuando ¢ — 0*. Entonces por definicion de &3 ;,

i(nf : sup HRQ J sup HR

ac 0,0{0 ) ¥ T

lfm VBT — lim  ff XEPT) —0. (6.15)
5—0+ () 50+ ae(0,a0) ©(9)

Para simplificar denotemos con

sup HR
y®€Bs(Tx*)

fla,0) =

2(0) y h(o)= dnf f(e,0).

Entonces h(d) > 0 para todo 6 € (0,00) y (6.15) puede escribirse simplemente como

611’m+h(5) = 0. A continuacién, para n € N definimos
—0

1
5nisup{5>0:h(5)§g},Vn€N.
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Claramente, 8, | 0y h(6) = inf f(a,d) < < para todo d € (0,6,] para todo n € N.

a€(0,a0)
Luego, existe a,, = a,(0,,) € (0, ap) tal que

S

flamd) <= Ve (0,6,), VneN. (6.16)

Definimos entonces a(d) = «,, para todo d € (9,41, d,] para todo n € N. De esto, del
hecho que §,, | 0 y de (6.16) se deduce que 6l_igl+f(a(5), J) = nEwa(an, 0,) = 0.

No podemos garantizar la existencia del limite de «(9) cuando 6 — 0. Sin embargo,
veremos a continuacion que «(d) se puede reemplazar por una funcion & : Rt — (0, ap)
tal que lil’él a(d) = 0 (i.e, de modo que @&(d) sea una regla de eleccion del parametro
admisible) manteniendo 6l_igl+f(&(5), 9) = 0. En efecto, como {a, tnen C (0, ap) es una
sucesion acotada de niimeros reales, contiene una subsucesion convergente {ov,, }ren,
con a,, — oF para k — +oo, a* € [0, ). Definimos &(§) = «,, para todo ¢ €
(0 dn, ], para todo k € N. Entonces,

Nk+4+17

(Slir& a(d) = kkgloo Qp, = (6.17)

Puesto que {an, tren ¥ {0n, }ren son subsucesiones de {antnen ¥ {0n}nen,

611’%1+f(6z(5), 9) = klirf f(an,,0n,) = 0. Entonces, por definicién de f,

sup || Ra
. y*€Bs(Tz*)
1 =0
50t 2(0) ’
es decir,
sup || Ras) =o0(¢(8)) cuando § — 07, (6.18)
ydeBs(Tx*)

Solo resta probar que o* = 0. Si a* > 0, entonces se sigue de (6.17) que existe dy > 0

e}

tal que @(6) > < para todo J € (0,8). La hipotesis i.c) del Teorema 6.28 implica
ra)(A)] =

entonces que para todo § € (0, dp), Tﬁ()\)’ para todo A € (0, || T||*]. Luego,
2

para todo ¢ € (0, ),

" 7+ .
- / 26 (\) d | Ea”

\|ra) (T*T)x
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v

IT)1*+ 2
[ s

2

ror (T7T)x”

2

Ahora bien, para todo § € (0, dy),

swp || Rayy” — 2" = || RagoTo" = [|(7 = gao(T"T)T"T)"||

ySeBs(Tx*)
= |rae (T"T)z* (T*T)z*
Tomando limite cuando § — 0%, resulta que
It R a* (T*T)z* ||,
iy | (T

yd€Bs(Tx*)

lo cual junto a (6.18) implica que r%(T*T)x* se sigue del
Lema 6.29 que Tar (T*T) es invertible y por lo tanto z* = 0, lo cual es una contradiccion
pues z* era no nulo. Por lo tanto a* debe ser cero, como queriamos probar.
Procedemos ahora a probar la segunda parte del Lema. Supongamos que existe
" € X, 2t # 0 tal que &F 1(2,6) = O(p(0)) cuando ¢ — 0F. Entonces existen

constantes positivas k y d tales que 1(101f )f(a 0) < k para todo 6 € (0,d). Sea
ac(0,ap

{5n}n6N - (07 d) tal que 571 l 0 y ap = an(an) (Oa aO) tal que

Flom, 8) <k +6,, ¥ € (0,d), ¥n €N,

Definimos (como lo hicimos anteriormente para el caso “0”) a(d) = «, para todo

d € (0p11,0,] para todo n € N. Puesto que d, | 0 se sigue que f(«(d),d) < k+ 6, para
todo ¢ € (0,d) y por lo tanto

sup HRa(g)y‘S — || = O(¢(8))  cuando § — 0. (6.19)

y®€B;s(Tz*)

Exactamente de la misma manera en que se procedié en la primera parte de la
demostracion, definiendo la funcion &(9) (a partir de una subsucesion convergente de

{an }nen), se demuestra (6.19) con @(d) en lugar de «(d). Por ultimo, y también de
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igual forma, se prueba que &(d) converge a cero cuando § — 07, es decir que @(9) es
una regla de eleccion del parametro admisible. Puesto que los pasos son idénticos a los

del caso anterior, no escribimos los detalles aqui. |

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema 6.28.

2
Demostracion del Teorema 6.28. Probaremos que v, (x,0) = STt para v € &),
y 0 > 0, es funcion de saturacion de {Rq}ac(o,a0) SObre &,.
En virtud del Lema 6.27 se tiene que 1, € Ux, (£ ). Veamos ahora que 1),

satisface la condicion (S7) (ver Definicion 6.18) de saturacion sobre X, . Supongamos

gtot *75
que no, es decir, que existen z* € X, 2* £ 0y = € X}, tales que lim sup % = 0.
6—0t ’

2
Entonces SE%Q}(x*,é) =0 <52H531) cuando & — 0" y por el Lema 6.30 se sigue que

existe una regla de eleccion del parametro a-priori «(d) tal que

1 * ok +
sup  ||Ra@)y’ — 2*|| = 0(6%0+T)  cuando § — 0. (6.20)
y€Bs(Tz*)

Notar que la hipotesis (H/) implica que existe una constante positiva finita 3 tal
que VA |ga(V)] < %, para todo o € (0,) y para todo A € [0, ||T|°] y entonces
se satisface la hipotesis f) del Teorema 3.18. De esto junto con (6.20), el hecho que
Ran(T') no es cerrado y dado que {g,} es un MRE que satisface la hipotesis (H4)
ademés de 1)-4i1), se sigue del Teorema 3.19 que * = 0, lo cual contradice que x* era

no nulo. Luego, v, satisface la condicion (S1) sobre &,,.

Como 1, es independiente de z, se tiene ademés que 1, es (trivialmente) inva-

riante sobre X, es decir, satisface la condicion (52).

pos

Solo resta probar que 1, satisface la condicion (53), es decir que el conjunto X,

es Optimo para 1,,. Supongamos que no. Entonces existen M 2 &}, y ) e Un (€ )

tales que ¢ | %= Vo ¥ Y satisface (S1) y (82) sobre M. Sea z* € M \ X,,, =* # 0.



6.3 Saturacion de métodos de regularizaciéon espectrales 153

Como 9 € Uni(Ef.,) se tiene que

{=*} -
Engy = U (6.21)
7 . . . " {x*}7Xp‘0 "’ 7 . .
Puesto que 1) es invariante sobre M, se tiene que ¢ = % y como 1 coincide con v,
B Eoal O A7 {z*}, Xug

sobre X, resulta que ¢y < 1),,. Esto junto a (6.21) implica que SEORZ} = Uy,
2

y por lo tanto SEOREQ}(J:*, §) =0 (52u531) cuando 6 — 07. El Lema 6.30 implica entonces

que existe una regla de eleccion del parametro a-priori «(J) tal que

240
sup HI:L’@((S)ZJ‘S — Jf*H =0 (52#:;“) cuando § — 07,
y°€B;(Tz*)
Como pp < +oo se sigue que x* € Ran(T*T)* (ver [49], Corolario 2.6) y puesto que

x* #£ 0, se tiene que z* € X

110> 10 cual contradice que z* € M \ X,,. Asi, 1, satisface

la condicion (S3) y 1, es funcion de saturacion de {R,} sobre X

110, COMO queriamos

probar. [ |

6.3.2. Meétodos espectrales con calificacién maxima

A continuacion veremos que, bajo hipotesis generales, es posible también caracte-
rizar la saturacion de los métodos de regularizacion espectrales que poseen calificacion
maxima (ver Definicion 3.11). Para ello, necesitaremos previamente de la siguiente

definicion.

Definicién 6.31. Sea p : [0,a) — (0,400) una funcién continua no decreciente tal
que lim+p(t) =0y B > 0. Diremos que “p es de tipo superior local 3" si existe una
t—0

constante positiva d tal que p(t) < d s ?p(st) para todos s € (0,1], t € (0, al.
Si una funcién es de tipo superior finito, se dice que satisface una condicion As.

Teorema 6.32. (Saturacion para métodos de reqularizacion espectrales con calificacion

mdzxima.)
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Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — Y un operador lineal y compacto, {ga}
un MRE que satisface la hipdtesis (H4). Supongamos que se satisfacen ademds las

stquientes hipotesis:

i) Eristen {\.}22, C o,(TT*) y ¢ > 1 tales que N\, | 0 y 2 < ¢ para todo k € N;

>\k+1 -

ii) Erxisten constantes positivas \y < |T|%, 71,72 y ¢1 > 1 tales que
a) 0<r,(A) <1, a>0,0<A<)\;
b) ra(N) >, 0 <A< a< )\
c) [ra(N)| es mondtona creciente con respecto a o para X € (0, ||T|°];
d) go(cia) > 2, 0<cia < A y
e) ga(A) > ga(N), para 0 < a <A< A < Ay
iii) Eziste p : (0, ||T|°] — (0,+00), estrictamente creciente y de tipo superior 3,
para algun 5 > 0, tal que

a) existen constantes positivas a y k tales que

pA) [ra(V)]

@) >a, para todos a, X tales que 0 < ka < X\ < ||T>.
pla
b) el MRE {g,} posee calificacion mdzima p.

w) Existe una constante b > 0 tal que

b
sup VA [ga(N)| > —=  para todo a € (0, o).
A7) va

v) Para todo o € (0, ap) la funcion X — |ro(N)[*, X € (0, |T|)*] es conveza.
Sea O(t) = Vtp(t) para t € (0,||T|]°]. Entonces i(x,8) = (po O 1)(8) para x €
X? = Ran(p(T*T)) \ {0} y § € (0,0(av)), es funcion de saturacion de {Ra}ac(0,a0)

sobre X°.

Para probar este teorema necesitaremos previamente de dos resultados reciprocos

que establecemos en los siguientes dos Lemas.

Lema 6.33. Sean X, Y espacios de Hilbert, T : X — ) un operador lineal y continuo,

{9a}ac(0,00) un MRE y p : (0, |IT||*] — RT una funcidn continua estrictamente creciente
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que satisface la hipdtesis iii.b) del Teorema 6.32. Si para algin x € X, |R,Tx — x| =
O(p(a)) cuando o — 0T, entonces x € Ran(p(T*T)).

Demostracion. De la hipotesis #¢i.b) del Teorema 6.32 se sigue que

) I+ ) IT1%+ )
IRTa—al* = [ 2dlBal 2 @) [ p Il (62
0 ka
Puesto que ||R.,Tx — x| = O(p(a)) cuando o — 0T, se sigue entonces que existen
constantes C' > 0y a*, 0 < a* < aq tales que
I+ |R Tz —z||* _ C?
-2 2 (e *
N d||E << — todo a € (0,a).
/ka p=(N) d]|Exz]]” < Zpa) @ para todo a € (0, ™)
2
Tomando limite para o — 07 resulta que fOHT” T p2(\) d||Exz||* < 400, de lo cual se

sigue que w = fOHT”2+ p~1(\) dEyz € X. Luego,

111+
o= [ ) dBve = 2
0
y por lo tanto = € Ran(p(T*T)). [

Lema 6.34. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 6.32, si para algin x € X se tiene
que

sup inf ||Ray’ — z|| = O(p(©7'(5))) cuando § — 0, (6.23)

¥ B (T7) a€(0,a0)

entonces v € Ran(p(T*T)).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos que oy = min{’c\—ll, %} y que

x # 0 (st x = 0 el resultado es trivial).
Sea A € 0,(TT*) tal que 0 < ¢; A < Ay (la compacidad de T garantiza la existencia

de tal )\), y definimos

_ o \/2
Entonces, claramente la ecuacion
5)2
BT — o) = 2% (6.24)

«
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tiene como solucion o = X. Mas atin, de la hipotesis 4i.¢) y dado que x # 0, se sigue
que o = X es la tinica solucion de (6.24). Notar ademés que § — 0% si y sélosi A — 0.

Ahora dados 6 > 0y A € 0,(TT*) tal que c;A < Ay, definimos

§o =Tx —06Gsz, V6>0, (6.25)
con
Tz ||G5Tz| ™", si GyTx #0
arbitrario con ||Gxz|| = 1, en otro caso

donde G5 = F, 5 — F5 y {F)} es la familia espectral asociada al operador autoadjunto
TT*. Como X € 0,(TT*), esta definicién tiene sentido pues G no es el operador nulo.
Notar que ng5 — TxH = ¢, lo cual implica que 7° € W.
Ahora, de (3.3), (6.25) y (1.35) se sigue que para todo « € (0, ) y para todo 6 > 0,
(RoTx — 2 \Ro(y° —Tx)) = (9o(T*T)T*Tx — 2, —go(T*T)T* 6G52)
= 0{(g(T"T)T"Tx — x,—T"go(TT")G52)
= 0(Tgo(T"TT"Tx — Tx,—go(TT*)G52)
= 0((TT g (TT*) — )T, —go(TT")G5%)
= 0 (—ro(TT")Tx,—go(TT")G52)

= 5/”T” +ra()\)ga()\) d{(F\Tz,G5z) . (6.26)

Puesto que c; A < Ay, se sigue de la hipotesis 44.a) que tanto g,(A\) como r,()\) son
no negativas para todo A € [0, c;\]. Por otro lado, de las definiciones de G5 y z se sigue
inmediatamente que la funcion h(\) = (F\Tz,G5z) es real y no decreciente y por lo

tanto
015\+
/ Ta(AN)ga(N) d (FA\Tz,G5z) > 0. (6.27)
0
Por otra parte, como h()\) = (Tz, F\G5z) y FAG5 = G para todo A > ¢\, resulta

que h()) es constante para todo A > ¢;\ y entonces

il
/ ! Ta(N)ga(N) d (FA\Tx,G5z) = 0. (6.28)

1A+
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De (6.27) y (6.28) se tiene que
T2+
[ a0 BT G = 0
0
lo cual, en virtud de (6.26), implica que
(RyTx —x,Ro(y° — Tx)) > 0. (6.29)

Utilizando nuevamente (3.3) y (6.25) junto con (6.29) se sigue entonces que para

todo a € (0, ), para todo A € 0,(TT*) tal que c; A < Ay y para todo § > 0,

HRag‘s — ;1:”2 = ||RaTz — £L’H2 + HB’a(gj‘S — Ta:)”2 +2 <RaT:c — 2, Ro(7° — TSL’)>
= ||RaTz — z|” + 6% 9o (T*T)T*Gx2||” + 2 (RoTx — 2, Ra(§° — T))
> ||RaTx —z|* + 6 || go(T*T)T* G5z2|*

“+o00
_ ||RaTx—x||2+52/ A2 (N d||F\Gxz|?
0

c1 A
> RaTo ol + 8 [ AR dIRGH (6.30)
A

Consideraremos ahora dos casos posibles diferentes.

Caso I: a < X. Como c;A < Ay ¢; > 1, se sigue de la hipotesis 44.e) que

Ga(N) > galci)) > ga(M1) paratodo A€ [X ¢ M. (6.31)

Por otro lado, de la hipotesis #i.a) resulta que r,(A;) < 1, lo cual implica que
A1 ga(A1) > 0y por lo tanto, g,(A1) > 0. Se sigue entonces de (6.31) que g2(\) >

g2(c1 M) para todo A € [\, ¢; A]. Luego,

c1 A _ _ c1 A
/ AN ARG > Ag(e ) / 4| PGz
A A

= Agi(c1 ), (6.32)

donde la ultima igualdad se sigue del hecho que f;l;\ d||FxG5z|* = 1, 1o cual es con-

secuencia de que f;\chd | FZGsz||” = HF’CI;\G’;\zH2 — |F5G52|%, de la definicion de Gy,

del hecho que F)\F), = Foyimqx,y Para todos A, € Ry de ||Gxz|| = 1.



158 Cap. 6 Saturacién global de métodos de regularizacién arbitrarios

A su vez, las hipotesis #3.a) e 2i.¢) implican que g,(\) es mondtona decreciente con

respecto a a para todo A € [0, A]. Como a < Ay ¢; A < Ay, se tiene entonces que
galc1 A) > gx(er M), (6.33)

y de la hipotesis #z.d) que
galc1 A) = 72/A > 0. (6.34)

De (6.33) y (6.34) concluimos que
e d) > (2/2). (6.35)

Sustituyendo (6.35) en (6.32) se tiene que

c1 A B
JARYCA L LIE Y
lo cual junto a (6.30) implica que si o < A, entonces ||Ray° — xHZ > (726)2/\.

Caso 2: v > A. En este caso se sigue de la hipotesis #2.¢) que r2(X) > r2()) para

todo A € (0, ||T||”]. Luego,
+00 +o0
[RTo—al? = [z ydBal? = [ ROVdl Bl = | BTz - ol
0 0
lo cual junto a (6.30) implica que ||R.y° — ;1:H2 > |RyTx — x|
Resumiendo los resultados obtenidos en los casos I y II, podemos escribir que

RsTz — x|, si A
HRQ:U(S—SL’HQ | Rx :L‘_ x| sia > !
(720)/A, si ar < A

> min {||RyTx — z|*, (12 0)%/A}, (6.36)

lo cual es valido para todos a € (0,ap), A € 0,(TT*) tal que c;A < \; y para todo

6 > 0. Entonces

min { | BxTe = o 726/ VA} = (min{|| RsTa = 2], (35.8)%/A})
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a€(0,ap)

< int [[Rag ] (por (6.36))
< sup inf HRay —xH (pues 3° € Bs(Tx))
yo€B; (T) *€(0:00)

= O(p(©7(8))) cuando & — 0" (por hipotesis).

Ahora, puesto que A = a(J) resuelve la ecuacion (6.24), de la desigualdad anterior

se tiene que
| Roy T = 2| = 126/VA = O(p(071(8)))  cuando § — 0%, (6.37)

lo cual implica que
)
p(©71(9))
Como § = O(O71(9)) resulta de la definicion de © que § = /O-1(5)p(©71(6)). Luego,

se sigue de (6.38) que /O~1(§) = O(y/a(d)) cuando & — 0F. De esto y de (6.37) se

deduce entonces que

=0 ( a(5)> cuando & — 0O%. (6.38)

| Ra@ Tz — || = O(p(c(6))) cuando § — 0%V a(0) € 0,(TT*) : c1a(0) < Ay
(6.39)

Ahora, sea o € R* tal que o < r]?élg]({j\k c g < ’c\—ll} Entonces existen S\k,S\kH €
(S

(\ests M) N oy (TT*) = 0.

o,(TT*) tales que ;\;\il <eg¢,

De la hipotesis i.¢) y del hecho que A, € 0,(TT*) y Ap < ’C\—ll se sigue que
+oo
IRoTa-al? = [ 23 d|Esal?
0
+oo
< [ odimal?
— Ry Lo

= O(p*(\)), (en virtud de (6.39)). (6.40)

De la hipotesis 2) se tiene que M < €Api1 ¥ cOMO p es estrictamente creciente y no

negativa resulta que

P2(Me) < P Xesr). (6.41)
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Puesto que ¢ > 1y p es de tipo superior local § para algin 5 > 0 (hipotesis ii1)),

existe una constante positiva d tal que

B 1 - B
plch1) <dcp (E c)\k+1) =dPp(Ny1). (6.42)

De (6.40), (6.41), (6.42) y el hecho que p*(Miy1) < p*(a) resulta que ||R Tz — z| =
O(p(a)) cuando o« — 0F. Por lo tanto, el Lema 6.33 implica que 2 € Ran(p(T*T)),

como queriamos probar. [ |

De la definicion de calificacion se sigue que
2 oo 2
[RaTa—al* <97 @) [ o) d | Bl
0

Por lo tanto, en el Lema anterior, la hipotesis ) y el hecho que p sea de tipo superior
local # para algin 5 > 0 pueden sustituirse por el requerimiento que p(7*7T) sea
invertible, o equivalentemente, que p~2()\) sea integrable con respecto a la medida

d||Exz||? para todo z € X.

Demostracion del Teorema 6.32.

MM

-7 }. Primero probaremos

Sin pérdida de generalidad suponemos que «y = min{
que Y(z,0) = (po ©1)(0) paraz € Xy § € (0,0(ayp)), es cota superior de convergen-
cia para el error total de { Ry }ac(0,a0) €n X”, es decir, probaremos que 1 € Ux» (c‘lf%ta}).
Para todo r > 0 definimos los conjuntos fuente X?" = {x € X : © = p(T*T)¢, ||€|| < r}.
Sea x € X”, entonces existe r > 1 tal que x € X”". Como O es una funciéon continua
y estrictamente creciente en (0, «g) existe un tnico & € (0,qqp) tal que © € XP" y
©(a) = 2. Por lo tanto,

gtot ) = nf R.y° —
(@) = Jof,) o [l <]

< sup |[Ray’ —

yo€Bs(Tx)
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< sup  sup HRd Y’ — xH . (6.43)

TEXPT 43 By (Tx)

Por otro lado, dado que {g,} es un MRE que satisface la hipotesis (H4) y tiene cali-

ficacion p, junto al hecho que p trivialmente cubre (“covers”) p con constante igual a

)

1 (ver [44], Definicion 2) y puesto que ©(&) = 2, se sigue en virtud del Teorema 2 de

[44] que existe una constante positiva K independiente de ¢ tal que

sup  sup ||Ray’ —z|| < Kp (@_1 (g)) cpara 0 <6 <rO(|T|%). (6.44)

TEXPT y5€B;(T'z)

De (6.43) y (6.44) se sigue que para todo ¢ € (0,0(wy)),

£ \(2,6) < K p (@1 (5)) < K p(071(6)) = K (x,6),
donde la tltima desigualdad se sigue del hecho que » > 1 y tanto p como ©~! son
funciones crecientes. Esto prueba que v € Uxo (€ ,)-

A continuacion veremos que 1) satisface la condicion (S7) de saturacion sobre X7.
Del hecho que {g,} es un MRE que satisface la hipotesis (H/) y posee calificacion
méxima p y puesto que se satisfacen ademas las hipotesis 4v) y v) se sigue, en virtud
del Teorema 2.3 y de la Definicion 2.2 de [42], que para todos z* € X, z* # 0y x € X*
existen constantes positivas a = a(z,z*) y d = d(z, z*) tales que

E%a}(x*v 5)

¥(z,0)

) £\ (a".0) . .

Luego, lim sup {&T > 0 para todos * € X', z* # 0y = € X?, es decir, 1 satisface
6—0t ’

la condicion (S1) sobre X7.

>a Vo€ (0,d).

Ademés, como v es independiente de x, es invariante sobre X'?, es decir, v satisface
la condicion (S2) de saturacion.
Resta probar que ¢ satisface la condicion (S3). Supongamos que no. Entonces

existen M 2 X? y 1) € Uni(Ef, ) tales que Y |xe=1p y ¥ satisface (S1) y (S2) sobre

M. Sea z* € M\ X7, z* # 0. Como 1) € Uni(Efyy) se tiene que

{°}
Ery = . (6.45)
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- ~ Az} e
Puesto que v es invariante sobre M y X? C M, se sigue que v» =< 1 y como
. _ {z*h e
¢ coincide con 1 sobre X” resulta que v < 1. Esto junto a (6.45) implica que

{z"},xr

gy = Wy porlo tanto E% 4 (2%,8) = O(p(©7'(9))) cuando § — 0. El Lema

6.30 implica entonces que existe una regla de eleccion de parametros a-prior: & : Rt —
(0, ) tal que

sup H_Rd((;)y‘S —2*|| =0(p(67'(9))) cuando § — 0F.

yeBs(Tx*)

Luego,
sup inf ||Ray’ —2*|| = O(p(©7'(5))) cuando § — 0.
v eBy(Ta) *€000)

Finalmente, el Lema 6.34 implica que z* € Ran(p(T*T)) y como x* # 0, se tiene que
x* € X?, lo cual contradice que z* € M \ X*. Asi, v satisface la condicion (S3) y por
lo tanto, ¢ es funcion de saturacion de {R,} sobre X7. |

Observar que los Lemas 6.29 y 6.30 siguen siendo validos si se reemplazan las
hipotesis 444) y iv) del Teorema 6.28 por el hecho que exista p : (0, ||T]|*] — (0, 00)

que sea calificacion de {Rq }ac(0,00) ¥ Satisfaga la hipotesis 4ii.a) del Teorema 6.32.
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