Capitulo 7

Calificacion generalizada y niveles de
calificacién para métodos de

regularizacion espectrales

Hemos visto en la Seccion 3.1.1 que el concepto de calificacion de un método de
regularizacion espectral (MRE) para problemas inversos mal condicionados estéa fuer-
temente asociado con el orden de convergencia 6ptimo del error de regularizacion ([12],
[44]). En este capitulo extenderemos la definicién de calificacion e introduciremos tres
niveles diferentes de este concepto: débil, fuerte y 6ptimo. Mostraremos que la califica-
cion débil por un lado generaliza el concepto de calificacion clasica (ver Definicion 3.6)
y por otro, extiende la definicion introducida por Mathé y Pereverzev en el ano 2003
([44]) (ver Definicion 3.8), principalmente en el sentido que las funciones asociadas a

ordenes de convergencia y conjuntos fuente pueden no ser necesariamente las mismas.

En la Seccion 7.1 definiremos los conceptos de “par fuente-orden” (débil y fuerte)
y “par orden-fuente” para un MRE y a partir de ellos introduciremos los tres niveles

de calificacion de un MRE previamente mencionados. Daremos ademas una condicién
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164 Cap. 7 Calificacién generalizada y niveles de calificacién

suficiente para la existencia de calificacion débil de un MRE como asi también condi-
ciones necesarias y suficientes para que un orden de convergencia sea calificacion fuerte
u 6ptima de un MRE. En la Secciéon 7.2 presentaremos ejemplos de todos los niveles
de calificacion y mostraremos las relaciones existentes entre los mismos, como asi tam-
bién con la calificacion clasica y la introducida por Mathé y Pereverzev. En particular,
presentaremos métodos de regularizacion espectrales que no poseen calificacion clasica
y si tienen calificacion en alguno de los sentidos en que esta se define en este capitulo.
Finalmente, en la Seccion 7.3 mostraremos algunas importantes implicaciones de esta
teoria en el contexto de 6rdenes de convergencia, resultados reciprocos y conjuntos
fuente maximales para problemas inversos mal condicionados concretos. Algunos de

estos resultados se pueden encontrar también en [25].

7.1. Pares fuente-orden y orden-fuente. Calificacién

generalizada. Niveles de calificacion.

Como senalamos en la Seccion 3.1.1, es bien sabido que hay métodos de regulari-
zacion espectrales que no poseen calificacion clasica, por ejemplo TSVD (ver Seccion
3.2.1) y el método de Showalter (ver Seccion 3.2.3), debido a que el correspondiente
1o dado en la Definiciéon 3.6 es infinito. Sin embargo, un anélisis cuidadoso permite
observar que el concepto de calificaciéon como orden de convergencia 6ptimo del error
de regularizacion sigue subyacente en la mayoria de estos métodos. Este analisis nos
conducird, en esta seccion, a generalizar el concepto de calificacion introducido por
Mathé y Pereverzev en [44] y por lo tanto la nocion de calificacion clasica de un MRE.
Definiremos ademas tres niveles de calificacion: débil, fuerte y 6ptimo, los cuales, como

veremos, introducen una jerarquia natural para los MREs. Mostraremos que, de estos
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tres niveles, el mas bajo es en efecto una generalizacion del mismo concepto introdu-
cido por Mathé y Pereverzev en la Definicion 3.8. Para ello, necesitamos introducir
previamente las siguientes definiciones.
Denotaremos con O al conjunto de las funciones p : R™ — R no decrecientes tales
que lin(;p(a) =0, y con S al conjunto de las funciones s : Rf — R continuas con
a—

s(0) = 0 y tales que s(\) > 0 para todo A > 0. Si ademaés, s es creciente, entonces

diremos que s es una funcion indice en el sentido de Mathé y Pereverzev ([44]).

Definicién 7.1. Sean p, p € O. Decimos que “p precede a p en el origen”, y lo denota-
mos con p < p, si existen constantes positivas ¢ y ¢ tales que p(a) < ¢p(a) para todo

a € (0,¢).

Definicién 7.2. Sean p,p € O. Decimos que “p y p son equivalentes en el origen”, y
lo denotamos con p = p, si se preceden mutuamente en el origen, es decir, si existen
constantes ¢, ¢y, ¢, € > 0, 0 < ¢1 < ¢ < o0 tales que ¢; p(a) < pla) < ¢z p(a) para

todo a € (0, ¢).

Claramente, “a” introduce una relacion de equivalencia en O. Anélogas definiciones

se utilizaran para s,§ € S.

Definicion 7.3. Sean {g,} un MRE (ver Definicion 3.1), ro(A) =1 — Aga(A), p € O
yseS.

(1) Decimos que (s, p) es un “par débil fuente-orden para {g,}” si satisface
=O(1) cuando a — 0T, VA > 0. (7.1)

(ii) Decimos que (s, p) es un “par fuerte fuente-orden para {g,}” si es un par débil
fuente-orden y no existe A > 0 para el cual en (7.1) O(1) pueda reemplazarse por o(1).
Es decir, si vale (7.1) y ademaés

lim sup 78()\) Ta()\)‘

|
>0 VA>0. 7.2
a—0t p(Oé) ( )
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(iii) Decimos que (p, s) es un “par orden-fuente para {g,}” si existen una constante

v > 0 y una funcion h : (0, ap) — Rt con lim+h(a) = 0, tales que
a—0

SV [ra(N) e
(@) >~ VA€ [h(a),+). (7.3)

En todas las definiciones precedentes nos referiremos a la funciéon p como “orden de
convergencia” y a s como “funcion fuente”. La razén de usar esta terminologia quedaré
en claro en la Seccion 7.3 cuando veamos aplicaciones de estos conceptos en el contexto
de resultados directos y reciprocos para métodos de regularizacion.

Las siguientes observaciones se siguen inmediatamente de las definiciones:

Observacion 7.4. Si (s, p) es un par débil fuente-orden para {g,} que no es un par

s(A0)lra(Xo

fuerte fuente-orden, entonces existe A\g > 0 tal que lim sup o) I — 0, y por lo tanto

a—0t
(p, s) no puede ser un par orden-fuente para {g,}. Luego, si (p, s) es un par orden-fuente
y (s, p) es un par débil fuente-orden, entonces (s, p) es un par fuerte fuente-orden en el

sentido de (ii).

Observacion 7.5. Sean p,p € O. Si (s, p) es un par débil fuente-orden para {g.} y
p = pentonces (s, p) es también un par débil fuente-orden para {g,}. Si (s, p) es un par
débil fuente-orden para {g.} v § € S es tal que existe ¢ > 0 para la cual 5(\) < c¢s(A)

para todo A > 0, entonces (8, p) es también un par débil fuente-orden para {g,}.

En la siguiente definiciéon introducimos el concepto de calificacion generalizada y

tres niveles diferentes del mismo.

Definiciéon 7.6. Sea {g,} un MRE.

(i) Decimos que p es “calificacion débil (6 generalizada) de {g}” si existe una
funcion s tal que (s, p) es un par débil fuente-orden para {g,}.

(ii) Decimos que p es “calificacion fuerte de {g,}” si existe una funciéon s tal que

(s,p) es un par fuerte fuente-orden para {g,}-
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(iii) Decimos que p es “calificacion dptima de {g,}” si existe una funcion s tal que
(s,p) es un par fuerte fuente-orden para {g,} (es suficiente con que (s, p) sea un par

débil fuente-orden) y (p, s) es un par orden-fuente para {g,}.

Es importante observar que la calificaciéon débil generaliza el concepto de calificacion
introducido en [44] y por lo tanto, la nocion de calificacion clasica. En efecto, si {g,}
tiene calificacion continua p(«) en el sentido de la Definicion 3.8 y lim+p(a) = 0,

a—0

entonces la funcién
0, si a = 0;

pla) =19 pla), si0<a<a; (7.4)
pla), sia>a

es calificacion débil de {g,} (aqui la constante a es como en la Definicion 3.8). Sin
embargo, estas dos nociones no son equivalentes. Veremos luego que es posible que una
funcion sea calificacion débil de un MRE y no sea calificacion segtn la Definicion 3.8
(ver Ejemplo 11 en la Seccion 7.2).

Es oportuno sefialar también que si {g,} tiene calificacion clasica de orden py,
entonces p(a) = o es calificacion débil de {g,} y mas ain, (M, o) es un par débil
fuente-orden para {g,} para todo p € (0, uo]. Reciprocamente, si para algin p > 0,
(M aM) es un par débil fuente-orden para {g,}, entonces el método tiene calificacion
clasica (de orden g > ) siempre que po = sup {,u : (A, o) es un par débil fuente-
orden para {ga}}< +o00.

El siguiente resultado provee una condicion suficiente para la existencia de califica-

cion débil de un MRE.

Teorema 7.7. Sea {g,} un MRE tal que para todo A > 0, g,(\) es decreciente para
a € (0, ap).
a) Si existen una funcidn creciente h : (0,a9) — RT con lim+h(0z) =0,p€0y
a—0

e > 0 tales que

sup  [ra(A)| < p(a) V€ (0,¢), (7.5)
Aelh(a),+00)
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entonces {go} tiene calificacion débil, y en tal caso p* es calificacion débil del método.
b) Si para todo a € (0,), ro(N) es positiva y mondtona decreciente para \ €
(0, +00), entonces siempre es posible hallar h y p* como en a) que satisfagan (7.5)

para todo o € (0, o).

Demostracién. a) Sean h : (0,a9) — RT una funcion creciente con lim h(a) = 0,
a—0t

p* € Oy e >0 tales que se satisface (7.5).

Caso I: Supongamos que existe & € (0,¢) tal que  sup  |rg(A)| > 0.

A€ [h(&), +00)
Como h(«) es creciente, se deduce que  sup  |ro(\)| > 0 para todo a € (0, al.
A€ [h(a), +00)
Sea Ao > 0 arbitrario. Entonces para todo « € (0, a],
(A a(A
R0l . braOoll 76
p*(c) sup  |ra(A)]

Aelh(a),+00)
Puesto que lim+h(a) = 0, existe a* € (0,&) tal que \g € [h(a),+00) para todo
a—0

a € (0, ], de lo cual resulta que para todo a € (0, a*],

[7a ()|

<1 7.7
sup  |ra(N)] (7.7)
A€[h(a),400)
De (7.6) y (7.7) se sigue que para todo \g > 0
lim supw <1

a—0t p*(Oé)
Luego, para cualquier s € S acotada resulta que el par (s, p*) satisface (7.1), i.e., es

un par débil fuente-orden para {g,}. Asi, hemos probado que p* es calificacion débil

de {g.}

Caso II: Supongamos ahora que  sup  |ra(A)| = 0 para todo « € (0, ¢).

Sea Ao > 0 arbitrario. Como jirgj(z(g)@: 0, existe a* € (0,¢) tal que )y €
[h(a),+00) para todo o € (0,a*]. Entonces |ro(Xg)] <  sup  |ro(A)] = 0 para
todo a € (0,a*), de lo cual se sigue que r,(Ag) = 0. Luego?i];(;&i:;o&)ﬂquier s €S,

5(Ao)ra(No)

=0 paratodo «a € (0,a%).
»(0) (0
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Por lo tanto, (s,p*) es par débil fuente-orden para {g,}, lo cual implica que p* es
calificacion débil de {g,}. (Observar que en este caso cualquier orden de convergencia
p* € O es calificacion débil de {g,}).

b) Sea {g,} un MRE tal que para todo a € (0, ap), r4()) es positiva y mondtona
decreciente para A € (0, +00). Definimos para A > 0, f(\) = (1 — e *)0(\), donde

O(N\) =sup{y € (0,ap) : 7a(A\) <AV a € (0,7)}.

Notar que como para todo A > 0, ali%l ro(A) = 0, se sigue que dado A > 0 existe
v = v(A) > 0 tal que ro(A) < X para todo a € (0,7). Entonces 6(\) # —oo. Mas
atn, () € (0,ag] para todo A > 0y asi, f(A) € (0,ap) para todo A > 0. Por otro
lado, debido a que para todo a € (0, ), 7o(\) es decreciente para A > 0, se sigue
inmediatamente que f es estrictamente creciente. Como ademés f es acotada, tiene
una cantidad a lo sumo numerable de puntos de discontinuidad de salto. Supondremos
que f es continua (si no lo es, redefinimos f, quitandole los saltos en los puntos de
discontinuidad i.e., redefiniendo f como su componente continua).

Asi, f: RT — (0, ap) resulta continua, estrictamente creciente con /\liron+f()\) = 0.
Por lo tanto, la funcion inversa f~! existe sobre el rango de f, es estrictamente creciente
y continua con alirglJrf_l(a) = 0. Es obvio que es posible extender f~! a todo el intervalo

(0, ag) de manera tal que preserve todas estas propiedades. Denotaremos con h a esta

extension.

A continuacion definimos para a € (0,ap), 2(a) =  sup  [ra(A)| = ro(h(@)).
Puesto que para todo o € (0, ), ro(A) es positivo pz;\f;h(taczggog\ > 0, se sigue que
z(a) también es positivo. Como para todo A > 0, f(A) < 6(A), la definicion de 6(\)
implica que 7¢(y)(A) < A para todo A > 0, o equivalentemente, r,(h(«)) < h(a) para
todo o € (0,p). Entonces 0 < z(«a) < h(a) para todo a € (0,a0) y el hecho que
alirélJrh(a) = 0 implica que alirngZ(a) = 0. Si ademés z es una funcién no decreciente,

entonces z € O y basta definir p* = 2. De lo contrario, como z es acotada, positiva
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con lim+z(oz) = 0, existe siempre una funcion p* € O tal que z(a) < p*(a) para todo
a—0

a € (0, ) como querfamos probar. |

Del Teorema anterior se deduce que todos los métodos de regularizacion espectrales
{ga} tales que para todo A > 0, g,()\) es decreciente para a € (0,a9) y para todo
a € (0,ap), ro(A) es positiva y decreciente para A > 0, poseen calificacion débil. Es
oportuno senalar aqui que varios de los métodos usuales satisfacen estas condiciones,
por ejemplo, el método de Tikhonov-Phillips y el método de Showalter.

Ahora, dados el MRE {g,} v p € O, definimos

e Pe)
Sp(A):lggtl)Ef\ra()\)\ para A > 0. (7.8)

Notar que s,(0) = 0 para todo p € O (pues r,(0) =1y lim+p(0z) =0).
a—0
En los siguientes tres teoremas veremos que dada una funcién p € O, las caracte-
risticas de la misma como posible calificacion (fuerte u 6ptima) de un MRE se pueden

determinar a partir de propiedades particulares de esta funcion s,,.

Teorema 7.8. (Condicidn necesaria y suficiente para calificacion fuerte.) Una funcion

p € O tal que s, € S es calificacion fuerte de {g.} si y sdlo si
0 < s,(\) < +oo  para todo X > 0. (7.9)

Demostracion. Supongamos que p es calificacion fuerte de {g,}. Entonces existe una
funcion s € S tal que (s, p) es par fuerte fuente-orden para {g,}. Luego, para todo

A >0,

... pla) 1 s(\)
3,(A) = liminf = = _
’ a=0t [ro(A)|  lmsupel  im supismp'(;’)()‘)‘

a—0t pla) a—0t

Asi, (7.9) se sigue entonces de (7.1) y (7.2).
Reciprocamente, supongamos ahora que 0 < s,(\) < 400 para todo A > 0. Proba-

remos que p es calificacion fuerte de {g,}. Para ello veamos que (s,, p) es un par fuerte
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fuente-orden para {g,}. Como 0 < s,(\) < 400 para todo A > 0, se sigue que

lim sup 5p(N) Ira(M)] = 5,(A) limsup Ira(M)| =1 VA>0.
a—0t /7(04) a—0t /7(04)

Luego, s, verifica (7.1) y (7.2), lo cual junto al hecho que s, € S implica que (s,, p) es

un par fuerte fuente-orden y asi, p es calificacion fuerte de {g,}. |

Teorema 7.9. Sean p € O calificacion fuerte de {g.}, s € S y s, como en (7.8).
Entonces (s, p) es un par fuerte fuente-orden para {ga} siy solo si existe k > 0 tal que

s(A) < ks,(X) para todo A > 0.

Demostracion. Como p es calificacion fuerte, s,(A) > 0 para todo A > 0 por el Teorema
7.8. Supongamos ahora que (s,p) es un par fuerte fuente-orden para {g,}. Entonces
existen constantes positivas k y ¢ tales que % < k para todos A > 0, a € (0,¢).
Luego, para todo A > 0

a(A A) [ra(A
= s(A) lim sup Ira (M| = limsupM <k,
Sp(A) a0t pla) a—0+ pla)

y por lo tanto s(\) < ks,(\) para todo A > 0.
Reciprocamente, supongamos que existe & > 0 tal que s(\) < ks,(\) para todo

A > 0. Como s,(A\) > 0 se sigue entonces que

k>

) s ()
) mewp T y o VA0

es decir, (s, p) es un par débil fuente-orden para {g,}. Ademas, como s(\) y s,(\) son
positivas para todo A > 0, se sigue que s() verifica (7.2) y en consecuencia (s, p) es,

mas aun, un par fuerte fuente-orden para {g,}. |

Teorema 7.10. (Condicion necesaria y suficiente para calificacion éptima.) Una fun-
cion p € O tal que s, € S es calificacion optima de {g,} si y solo si s, verifica (7.3) y

(7.9).
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Demostracion. Supongamos que p es calificacion optima. Entonces p es calificacion
fuerte y se sigue del Teorema 7.8 que s, verifica (7.9). Queremos probar ahora que s,
satisface (7.3). Para esto observar que como p es calificacién 6ptima, existe s € S tal
que (s, p) es par fuerte fuente-orden y (p, s) es par orden-fuente. De esto tltimo se sigue
que existen una constante v > 0 y una funcion h : (0,a9) — R con alir(r)l+h(a) =0,
tales que

5N Ira(M)]

(@) >y VA€ h(a),+0). (7.10)

Por otro lado, como (s, p) es par fuerte fuente-orden para {g,}, se sigue del Teorema

7.9 que existe k > 0 tal que
s(A) < ks,(\) para todo A > 0. (7.11)

De (7.10) y (7.11) resulta que

$p(M) [ra(M)]

o)

=2

VA€ [h(a), +00),

es decir, s, satisface (7.3) como queriamos probar.
Reciprocamente, supongamos que s, € S verifica (7.3) y (7.9). Por el Teorema 7.8
se tiene que (s,, p) es un par fuerte fuente-orden para {g,} y (7.3) implica que (p, s,)

es un par orden-fuente. Luego, p es calificacion 6ptima de {g,}. |
A continuacion probaremos un resultado de unicidad de la funcion fuente.

Teorema 7.11. Si p es calificacion dptima de {g,} entonces existe a lo sumo una
unica funcion s (en el sentido de las clases de equivalencia inducidas por la Definicion
7.2) tal que (s,p) es un par fuerte fuente-orden y (p,s) es un par orden-fuente para

{9a}. Mds ain, si s, € S, entonces s, es tal unica funcion.

Demostracion. Supongamos que p es calificacion 6ptima de {g.}, (s1,p) v (s2,p) son

pares fuerte fuente-orden y (p, s1) y (p, s2) son pares orden-fuente para {g,}. Entonces
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existen v > 0y una funcion h : (0, p) — R con lim+h(oz) = 0, tales que % >y
a—0

para todo A € [h(«a), +00). Luego,
s1(N)s2(N)[ra (V)]
p() < 52N 51N [ra(M)]

s1(A) = SQ(A)(|7~C;(A)| =7 (@)
p(a

VA€ [h(a),+0),Vae (0,a). (7.12)

Por otra parte, como (s, p) es par fuerte fuente-orden, existen constantes positivas k

y € tales que
s51(A) [ra (V)]
pla)
De (7.12) y (7.13) se sigue entonces que

<k VYA>0Vac(0e). (7.13)

s1(\) < %sz()\) V€ [ha),+0),Va € (0,¢).

Puesto que alirgl+h(a) = 0 se tiene que s1(\) < ssg()\) para todo A > 0. Analogamente
intercambiando s; y sy se prueba que existe k> 0 tal que s3(\) < l;:sl()\) para todo
A > 0y por lo tanto, s; & ss, lo cual prueba la unicidad.

Supongamos ahora que s, € S. Como p es calificacién 6ptima de {g,} se sigue del
Teorema 7.10 que s, verifica (7.3) y (7.9). La condicion (7.3) implica que (p,s,) es
un par orden-fuente para {g,} mientras que la condicion (7.9) implica, a través del
Teorema 7.8, que (s,, p) es un par fuerte fuente-orden. Luego, p es calificacion optima

de {ga} y, en virtud de la primera parte de este teorema, s, es la tinica funcion tal que

(8p, p) es un par fuerte fuente-orden y (p, s,) es un par orden-fuente para {g,}. [
El siguiente es un resultado sobre la unicidad del orden.
Teorema 7.12. Si (s,p1) y (s, p2) son pares fuerte fuente-orden para {g.} y eriste

NN (=)
@)

entonces p1 = pPa.

Demostracion. Supongamos que (s,p1) v (s, p2) son pares fuerte fuente-orden para
pi(a

)
p2(a)

{ga}. Probaremos en primer lugar que lim sup > (. Supongamos que
—0t

lim suppl(a) = 0. (7.14)
a—07t /72(04)
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Como (s, p1) es par fuerte fuente-orden se tiene que

s IraM]_ cuando o — 0T
@) O(1) d 0", VA>0 (7.15)
y
s sO) ) )
PR T ) T @) m)

Se sigue de (7.14) y (7.15) que el limite superior en el lado derecho de la expresion

anterior debe ser cero, lo cual es una contradiccion. Luego, lim sup% > 0. Anélo-
a—07t

‘ p2(a) ; rn Pi(a)

gamente se prueba que hfi %&pm @ > 0. Dado que existe alLrOnJr ma)

A1 () () :
que 0 < algngm(a) <+ooy0< alfélwﬂw < +o00. Luego, p1 = p2 v p2 = p1, es decir,

se tiene entonces

p1 = pa, cOMO queriamos probar. |

7.2. Ejemplos

En esta seccion presentamos varios ejemplos que ilustran los distintos niveles de
calificacion introducidos previamente, como asi también las relaciones entre los mismos
y con el concepto de calificacion clésica y la calificacion dada en la Definicion 3.8. Es
importante aclarar que aunque algunos de estos ejemplos son so6lo de naturaleza e interés
puramente académicos, sirven para mostrar la existencia de métodos de regularizacion
que poseen calificacion en cada uno de los niveles introducidos en este trabajo. No
obstante ello, los métodos de regularizacion generados con algunos de estos ejemplos
han mostrado sorprendentes resultados cuando fueron aplicados a algunos problemas
concretos, como veremos en el Capitulo 8.

Ejemplo 1. Hemos probado en la Secciéon 3.2.2 que la regularizacion de Tikhonov-
Phillips tiene calificacion clasica de orden py = 1. Veremos ahora que p(a) = « es
calificacion optima en el sentido de la Definicion 7.6 (iii). En efecto, para A > 0,

Ta(A) = 755 v si p(a) = a entonces s,()\) = largégf% = Clji%()\ +a) =A>0,es
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decir, s, verifica (7.9). Ademés, puesto que

Sp(N) [ra(M)] A

= A
p(a) A+« VA€ o +00),

1
>
-2

se tiene que s, verifica (7.3). Del Teorema 7.10 se sigue entonces que p(a) = « es

calificacion optima de {g,}-

Ejemplo 2. En la Seccion 3.2.1 vimos que el método TSVD no posee calificacion
clasica puesto que py = +oo, donde py es como en la Definicion 3.6. En este caso, se

tiene que
() = 0, si\€[a,+00),
1, siAe0,a).

Sean h(a) = ay p € O. Entonces

sup  |ra(A)| =sup|ra(A)| =0 < p(a) para todo a € (0, ).
Aelh(er),+00) A>a

Luego, se sigue del Teorema 7.7.a) que cualquier funcion p € O es calificacion débil

del método. Sin embargo, TSVD no tiene calificacion fuerte. En efecto, para cualquier

funcion p € O se tiene que s,(\) = lim ir+1f|rp(€‘/\))‘ = 400 para todo A > 0. Por lo tanto,
a—0 «

el Teorema 7.8 implica que p no es calificacion fuerte del método. En [44] se observo

ademas que TSVD tiene calificacion arbitraria en el sentido de la Definicion 3.8.

Ejemplo 3. Definimos para « € (0, o),

;1—6_

= ——— paratodo A € [0,400).
Ate”

9a(N)

Q=] oI~

Es inmediato verificar que {g,} satisface las hipotesis (H1)-(H3) y por lo tanto es un

MRE. Como r,()\) = li/\% para todo A € [0, +00), resulta que para todo u > 0,

ra (MM (T XN

= —= = 0(1) cuando o — 07 para todo X € [0, +00).
at Aeaak + at

Luego, {g.} no posee calificacion clésica pues pg = +oo.
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Veremos ahora que p(a) = e = es calificacion optima de {gq}. Como 5p(A) =
lgiéllfwi(a))\ = 1%\ € (0,400) para todo A > 0, se sigue del Teorema 7.8 que p es

calificacion fuerte de {g,}. Mas atn, puesto que

ss N fraN] _ A
o) ated

> - VAe[ew,+o0),

| —

se tiene que s, verifica (7.3). El Teorema 7.10 implica entonces que p(c) = e es

calificacion optima de {g,}-

Ejemplo 4. Para a € (0, ) con o < e, definimos

L1+ (lna)™!

Ga(N) = (ma) T para todo A € [0, +00).

Claramente, {g,} satisface las hipotesis (HI)-(H3) y por lo tanto es un MRE. Como

ro(A) = 55— para todo A € [0, +00), resulta que para todo p > 0,

W (A AP 14+ M)A
‘T ( )‘ _ ( + ) — 400 cuando o — 0T para todo \ € [O, +OO).
ak at — Aot In o

Luego, 1o = 0 y por lo tanto {g,} no posee calificacion clasica.

Sin embargo, veremos que p(a) = —(Ina)™! es calificacion 6ptima de {g,}. En
efecto, como s,(\) = lini(i)gf‘r’;((‘f\)” = il_)l’%% = 1%\ € (0,+00) para todo A >0y
Sp(A) [ra (V)] A 1 1
= >— Vie|-(l
pla) A—(Ina)=t = 2 [=(na)™, +00),
se sigue del Teorema 7.10 que p(a) = —(Ina)~! es calificaciéon 6ptima de {g,}-

Ejemplo 5. Sea {g,} el método de regularizacion de Tikhonov-Phillips, el cual
posee calificacion clasica de orden gy = 1. En el Ejemplo 1 vimos que p(a) = « es
calificacion 6ptima de este método, y por lo tanto es ademés calificacion débil. Como
1
2

a = a2, se deduce de la Definicion 7.6 - (i) y de la Observacion 7.5 que p*(a) = «

también es calificacion débil. Sin embargo, p* no es calificacion fuerte del método. En



7.2 Ejemplos 177

efecto, para cualquier s € S, se tiene que

N

lim sup M = lim sup s() a

=0 VA>0.
a—0t P*<Oé) a—0t QT+ A

Ejemplo 6. Sea {g.} el MRE definido en el Ejemplo 4. Este método no posee
calificacion clésica pues o = 0. Probamos que —(Ina)~! es calificacion 6ptima y en
consecuencia, es ademas calificacion débil. Puesto que —(Ina)™ < (—Ina) 2, se dedu-
ce inmediatamente, como en el ejemplo anterior, que p(a) = (—Ina)~2 es calificacion

débil. Veamos que p no es calificacion fuerte del método. Para cualquier s € S, se tiene

que

lim sup 78()\) |Ta()\)‘ = lim sup S()\) (1 + )\>

-=0 VA>0.
a—0t pla) a—0t (1 —=Alna)(—lna)"2

Es importante observar que si p(a) = o* es calificacion fuerte de un MRE entonces
se sigue inmediatamente de la definicion de par fuerte fuente-orden que el método tiene
calificacion clésica de orden . En el siguiente ejemplo veremos que el reciproco no es
cierto. Luego, es la calificacion débil y no la fuerte la que generaliza la nocién clasica

de este concepto.

Ejemplo 7. Para a € (0, ) con oy < 1/2 definimos

Q
ha(A) = ————=—
y
' /1\12‘;8)), si A\ € [2a, +00),
ga()‘) = lfha(2a) a+2a2 -1 .
ey = <2a — ) , st A€ ]0,2a).
En este caso,
a(1+A) :
An(L o) +a(l+A)? si A € [2a, +00),

-1
1—)\<2a—%2§‘2> . siAe[0,2a).
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Es inmediato probar que {g,} es un MRE con calificacion clasica de orden py = 1.
Sin embargo, p(a) = « no es calificacion fuerte del método. En efecto, para cualquier

s € S, se puede ver que

s(A) [ra (V)]

- =o0(1) cuando a — 0%, YA >0

y por lo tanto no se satisface (7.2).

Los métodos de regularizacion espectrales que poseen calificacion fuerte no 6ptima
poseen propiedades muy particulares. Por ejemplo, es posible probar que si p es ca-

lificaciéon fuerte no 6ptima, entonces VA > 0, la funcion W

no es de variacion
acotada como funciéon de o en ningin entorno de @ = 0. Aun asi, los siguientes tres
ejemplos prueban la existencia de MRE con calificacion fuerte no 6ptima y muestran

que calificacion fuerte no implica calificacion 6ptima en ninguno de los tres casos (i.e.

0 < po < +00, g = +00 y p1g = 0).
Ejemplo 8. Dado k& € R" definimos para o, A > 0
g\ =111 - e‘g) — k)32 )sen()\%/a)) )

de modo que r5(\) = e~a + afA"1/2

«

sen()\g/a)’. Es inmediato ver que {g*} es un

MRE con calificacion clasica de orden k. Con p(a) = o* se tiene que VA > 0,

k
s,(\) = liminf a

a0t =3 4 qk)\-1/2
1
lim sup (a*ke’g + \1/2
a—0t

/2,

sen()\%/a)’

sen(\2 /o) D
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Como s,(A) = A\/2 € S, del Teorema 7.8 se sigue que (s,,p) es un par fuerte fuente-

k es calificacion fuerte del método. Sin embargo, para todo A > 0,

(9]

no es calificacion 6ptima del método.

orden y p(a) = «

A) Ira ()
i inf 22X T [A1/2akeé+
a—0t p(O[) a—0t

Por lo tanto (7.3) no se satisface y p(a) = of

Ejemplo 9. Para a, A > 0 definimos g¢,(\) mediante

Ga(N) = A1 —ea) e VAT

sin()\%/a)’,
de modo que
_2A _L —1/2 | 3
Ta(A) = € o +e Va) )sm()ﬂ/oz)‘.

Se verifica inmediatamente que {g,} es un MRE y que no posee calificacion clasica

(o = 4+00). No obstante, con p(a) = ¢~ 7% se tiene que

e pla)
sp(A) = ILIE(I)QIC ey
1
N lim sup e o tVE A=1/2| sin(A2 /)| ]
a—07t
— 3.

Como s,(\) = A2 € S, por el Teorema 7.8 (s,, p) es un par fuerte fuente-orden y

pla) = e /v es calificacion fuerte del método. Sin embargo, ¥ A > 0 se tiene que

A)[ra(X T
tming 2T g5 (X295 4 [sin(A} )] ) = 0,
a=0t pla) a—0%

1
por lo tanto no vale (7.3) y p(a) = e v= no es calificacién 6ptima del método.

Ejemplo 10. Para 0 < @ < 1y A > 0 definimos

ga(N) = A1 —e @)+ (Ina) 'A% [sin(A? /o)

)
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de modo que
ro(A) = e — (In o)~ tA71/2 ‘sin()\%/oz)‘ :

Al igual que en los ejemplos 8 y 9, se puede verificar que {g,} es un MRE, que no

posee calificacion clasica (1o = 0), que p(a) = = es calificacion fuerte no optima del

método y que (s,, p) es un par fuerte fuente-orden con s,(\) = Az

Ejemplo 11. En la Seccion 3.2.3 probamos que el método de Showalter (g, (\) =
(1-— 6_3)/)\) no posee calificacion clasica pues py = oo. Se puede probar facilmente,
usando el Teorema 7.7 que p(a) = e~ V% es calificacion débil de este método. Sin
embargo, también es facil ver que dicha funcion no satisface la condicion (3.15) y por

lo tanto p(a) no es calificacion en el sentido de la Definicion 3.8.

Observar que los Ejemplos 2, 3, 4, 6,9, 10 y 11 corresponden a métodos de regulari-
zacion espectrales que no poseen calificacion clésica, y sin embargo si poseen calificacion
en alguno de los sentidos en que este concepto ha sido extendido en la Definicién 7.6.

En la Figura 7.1 se visualizan los distintos niveles de calificaciéon introducidos en
este capitulo y la relaciéon entre los mismos como asi también con la calificacion clésica

y la calificacion introducida por Mathé y Pereverzev.

7.3. Ordenes de convergencia, resultados reciprocos y
conjuntos fuente maximales

La generalizacion del concepto de calificacion de un MRE introducida en las seccio-
nes previas esta fuertemente relacionada con, y tiene un amplio espectro de aplicaciones
en, el contexto de 6rdenes de convergencia, resultados reciprocos y conjuntos fuente

maximales para problemas inversos mal condicionados. Presentamos a continuacion
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Optima

JL % Ejemplos 8,9y 10

Epmmi;%ZV Fuerte
/

Clasica
Ejemplo 2 / JL Ejemplos 2, 5y 6
/ (P continua%
Calificacion en el sentido de

Mathé-Pereverzev — Debil

Ejemplo 11

Figura 7.1: Relacion entre los diferentes niveles de calificacion, la calificacion clasica y
la definida en [44].
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algunos resultados en esta direccion.

Para s € §, entenderemos por “conjunto fuente asociado a la funcion s y al operador
T” al conjunto Ran(s(T*T)). En todo lo que sigue, la hipotesis s € S puede ser
reemplazada por s : R — R{ continua sobre o(T*T) y s € My, donde M, como en la
Seccion 1.3 denota el conjunto de todas las funciones medibles con respecto a la medida
d||Exz||? para todo z € X.

El siguiente resultado directo, por un lado pone de manifiesto la importancia del
concepto de “par débil fuente-orden” y por otro lado muestra la relacion existente entre
la funcion fuente y el orden de convergencia en tales pares. Asimismo, echa luz sobre
la importancia del concepto de calificacion débil introducido en la Definicion 7.6 (i).
Brevemente, este resultado afirma que si la soluciéon exacta z' del problema Tax = y
pertenece al conjunto fuente Ran(s(T*T)) y (s,p) es un par débil fuente-orden para

{9a}, entonces el error de regularizacion ||R,y — z'|| tiene orden de convergencia p(a).

Teorema 7.13. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)) , {ga} un MRE que
posee calificacion débil p y s € S tal que (s, p) es un par débil fuente-orden para {gs}-
Si 2" =TTy € Ran(s(T*T)) entonces H(Ra — TT)yH = O(p(a)) cuando a — 0F.

Demostracion. Sean (s,p) un par débil fuente-orden para {g.} y = € R(s(T*T)).

Entonces existe w € X tal que 27 = s(T*T)w. De esto y (3.8) se sigue que
2 . 2
(R =Ty [" = [|ra(T"T) 21|
= |Ira(T*T) s(T*T)w|”
I+ ) )
= [ Pl
0

Puesto que (s, p) es un par débil fuente-orden para {g,}, existen constantes positivas

ky € tales que s(\) |[ro(N\)| < k p(«) para todos A > 0, a € (0,¢). Luego,
, T2+ ) )
(R =Tl <8 p) [ Bl = o) ol Ya € 0.),
0

y por lo tanto [|(Rs — TT)y|| = O(p(a)) cuando o — 0+, |
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Observacion 7.14. El resultado anterior es una generalizacion del Corolario 3.7 al caso
de MRE con calificaciéon débil y conjuntos fuente generales. En efecto, ese Corolario

corresponde al caso particular en que {g,} tiene calificacion clasica de orden p.

El siguiente resultado reciproco afirma que si el error de regularizacion tiene or-
den de convergencia p(a) y (p,s) es un par orden-fuente entonces la solucion exacta

pertenece al rango del operador s(T*T).

Teorema 7.15. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) , {ga} un MRE. Si (p, s)
es un par orden-fuente para {ga} y H(Ra — TT)yH = O(p(a)) cuando a — 0%, entonces

x" € Ran(s(T*T)).

Demostracion. Como ||(Ry — TT)y|| = O(p(c)) para @ — 0F, existen constantes posi-
tivas k y ¢ tales que

[(Ra = Thyl| < kp(a) Y a € (0,¢). (7.16)

Debido a que (p, s) es un par orden-fuente para {g,}, existen v > 0 y una funcion
h:(0,a9) — RT con
lfm h(e) = 0 (7.17)

a—0t

tales que se satisface (7.3). Para ver que ' € Ran(s(T*T)) debemos probar que

2
OHT” + —21/\)d HEAxTH2 es finito. Para ello, observar que

I+ e R e
[ Fglmet = g [ SdlBl o )

IN

ITIP+ 20y,
h’msup/ ralY) dHE)\a: H2 (en virtud de (7.3))
a—0T  Jh(a) "Y p

| 1 ”T”+2)\dET2
= s f OB

< 1 1 /IITIIwL Z(A)dHE THQ
= N ), O

= limsup <; |ra(T*T )ZL’TH2)
a—0t 7 p



184 Cap. 7 Calificacién generalizada y niveles de calificacién

= iy (b o )

a—0t

< limsup ( k0% (o ) por (7.16
mup ( 3z skH0) ) (por (7.16)
/{32
= ? < 00,
lo cual completa la prueba del teorema. |

Es oportuno observar que el Teorema anterior puede verse como una generalizacion
del Teorema 3.12. En efecto, este tltimo corresponde al caso particular en que s(\) = \*
y p(a) = a*. Si ademés p es calificacion 6ptima entonces también vale el reciproco del

Teorema 7.15, como se prueba a continuacion.

Corolario 7.16. Sean X', Y espacios de Hilbert, T € L(X,)) , {ga} un MRE que posee
calificacion dptima p. Si s, € S, entonces ||(Ro — T)y|| = O(p()) cuando o — 0 si
y solo si ' € Ran(s,(T*T)).

Demostracion. Sean p calificacion 6ptima de {g,} ¥ s, € S. Entonces por el Teorema
7.11, (p, s,) es par orden-fuente para {g.} y como |[(Rs —T")y|| = O(p(c)) cuando
a — 07, se sigue del Teorema 7.15 que z! € Ran(s,(T*T)).

Reciprocamente, si ' € Ran(s,(T*T)), como en virtud del Teorema 7.11 se sigue
que (s,,p) es par fuerte fuente-orden, y por lo tanto un par débil fuente-orden, el

Teorema 7.13 implica que ||(R, — TT)y|| = O(p(a)) cuando o — 0. |

El Corolario 7.16 pone de manifiesto la importancia del concepto de “calificacion
o6ptima”, a la vez que muestra claramente la “dualidad” existente entre la calificacion
6ptima p, como orden de convergencia y los correspondientes conjuntos fuente deter-

minados por la funcién fuente s, asociada a p.

Otro resultado importante en lo que respecta a la existencia y maximalidad de

conjuntos fuente es el siguiente: si p es calificacion fuerte de un MRE y s, € S entonces
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Ran(s,(T*T)) es un conjunto fuente maximal donde p es orden de convergencia del

error de regularizacion. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 7.17. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,)), s € S y {ga} un MRE
que posee calificacion fuerte p tal que s, € S. Si (s,p) es un par fuerte fuente-orden

para {go} y Ran(s(T*T)) D Ran(s,(T*T)) entonces Ran(s(T*T)) = Ran(s,(T7T)).

Demostracion. Si (s, p) es un par fuerte fuente-orden, por el Teorema 7.9, existe k >
0 tal que s(A\) < ks,(A\) para todo A > 0, lo cual implica que Ran(s(T*T)) C
Ran(s,(T7T)). [

Si ademés p es calificacion 6ptima se obtiene el siguiente resultado, atin mas fuerte.

Teorema 7.18. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,)), s € S y {ga} un MRE
que posee calificacion optima p tal que s, € S. Entonces Ran(s,(T*T)) es el tinico

conjunto fuente donde p es orden de convergencia del error de reqularizacion.
Demostracion. Este resultado se sigue inmediatamente de los Teoremas 7.11y 7.17. B
Presentamos a continuaciéon algunos ejemplos.

Ejemplo 7.19. Hemos visto en el Ejemplo 1 de la Seccion 7.2 que p(a) = « es cali-
ficacion optima del método de Tikhonov-Phillips. Como s,(A\) = A € S, se sigue del
Teorema 7.18 que el tnico conjunto fuente donde « es orden de convergencia del error

de regularizacion es Ran(s,(T*T)) = Ran(T*T).

Ejemplo 7.20. En el Ejemplo 4 de la Seccion 7.2 probamos que p(a) = —(Ina)™! es

A

calificacion 6ptima de {ga} vy que s,(\) = 135

Puesto que s, € S se sigue del Teorema
7.18 que Ran(s,(T*T)) = Ran(T*T) (pues IJ%\ ~ \) es el unico conjunto fuente donde

p es orden de convergencia del error de regularizacion.

Ejemplo 7.21. En el Ejemplo 9 de la seccion 7.2, para p(a) = ¢ Ve se tiene que

s,(A) = A2 Como p es calificacion fuerte del MRE, se sigue que Ran(s,(T*T)) =
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Ran((T*T)'?) es un conjunto fuente maximal donde p es orden de convergencia del
error de regularizacion.

Ejemplo 7.22. Como mencionamos en el Ejemplo 11 de la Seccion 7.2, p(a) = e VE es

calificacion débil del método de Showalter. Se puede ver facilmente que para cualquier
s € S, (s,p) es un par débil fuente-orden para el método. Por lo tanto, se sigue del
Teorema 7.13 que el error de regularizacion HRay — xTH tiene orden de convergencia

Ve siempre que z' € |J Ran(s(T*T)).
s€S

pla) =e



Capitulo 8

Aplicaciones y resultados numeéricos

Si bien los resultados presentados en esta tesis son predominantemente teoricos,
consideramos razonable incluir este capitulo con el objetivo de ilustrar diversas aplica-
ciones e implicaciones de los métodos y resultados presentados en los capitulos ante-
riores en problemas concretos. En las Secciones 8.1 y 8.2 presentaremos dos problemas
inversos en conduccién de calor: la ecuacion lateral del calor y la ecuacion del calor
hacia atras en el tiempo (introducida en el Ejemplo 1.2.1). Finalmente, con el obje-
to de presentar aplicaciones muy concretas que permitan una clara visualizacion de
los resultados, en las Secciones 8.3 y 8.4 hacemos una breve incursiéon al interesante
problema de restauracion de imégenes, que se presenta en diversas areas tales como
Astronomia y Medicina. Alli mostramos primero como funcionan algunos de los méto-
dos de regularizacion espectrales que fueron introducidos como ejemplos en la Seccion
7.2, para obtener soluciones regularizadas a partir de imagenes degradadas y luego
presentamos algunos resultados numéricos sobre los conceptos de calificacion fuerte y
6ptima que hemos introducido en la Secciéon 7.1, aplicados al problema de restauracion

de imAagenes.

187
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8.1. La ecuacion lateral del calor

Consideramos aqui el problema de determinar el flujo de calor en un extremo de
una barra metalica a partir de mediciones de la temperatura 6 del flujo en el otro
extremo. Es bien sabido que este problema es fuertemente mal condicionado: pequenas
perturbaciones en los datos pueden causar errores muy grandes en la solucion (ver por

ejemplo [12], [23]). Siguiendo los resultados de P. Jonas y A. K. Louis ([32]), definimos

Qr = (0,1) x(0,T)
HY(Qr) {ue L*(Qr) : u, € L*(Qr)}
H"MQr) = {ueLl*Qr) : usy u € L*(Qr)}

ViQr) = C([0,T];L*(0,1)) N L* ((0,T); H'(0, 1))

y consideramos el problema de valores iniciales y de frontera

(2
%(x,t) = %(:p,t), (z,t) € Qr,
Su(l,t) = f(t), 0<t<T,
(8.1)
u(0,t) =0, 0<t<T,
u(z,0) =0, 0<x<1,
\

donde f € L?(0,T). Una solucion débil de este problema es una funcion u € V0(Qr)

que satisface
T
/ (—un; + ugn,) dr dt = / ug(1,t)n(1,t) dt
T 0

para cadan € H"'(Q7). D. N. Hao ([27]) probo que si f € L?*(0,T), entonces existe una
tinica solucion débil del problema (8.1). Definimos ahora el operador L : L*(0,7) —
L?(0,T) que mapea el flujo en el extremo derecho en la temperatura en el extremo
izquierdo, es decir L(f) = u|,—o donde u es la unica solucion débil del problema (8.1).

Entonces L esta bien definido porque u es tinica y el mapeo H%(Qr) — L*(0,T) sobre
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la frontera es continuo. El problema inverso consiste en determinar el flujo de calor
f(t) = u,(1,t) en el extremo derecho de la ecuacion Lf = g, donde g(t) = u(0,t) es
la temperatura conocida en el extremo izquierdo. Se plantea de la siguiente manera:
Dada ¢(t), determinar f(t) = u,(1,t¢) donde u(x,t) es solucion de

[ Pu(e,t) = D(z,1), (2,) € Qr,

u(0,1) = g(t), 0<t<T, (8.2)

u(0,t) =0, 0<t<T.

\

En 1996, bajo ciertas condiciones generales sobre la funciéon g, D. N. Hao y H.-J.
Reinhardt (|23]) probaron que el problema inverso (8.2) tiene solucién tnica.

Es importante senalar que para este problema no se dispone de una expresion
explicita del sistema singular asociado al operador correspondiente al problema directo.
Sin embargo, como veremos a continuacion, el operador adjunto es bien conocido. Por
tales motivos, para resolver esta clase de problemas inversos resulta apropiado utilizar
el método de la inversa aproximada introducido en la Seccion 2.4. Para ello, dado un
molificador m., (-, -) necesitamos hallar para cada instante de tiempo ¢ € (0,7") el niicleo
de reconstruccion ¢! tal que

L) = (1), (8.3)

Definimos ahora el problema adjunto:

;

Po(e,t) = —2(x,t"), (.)€ Qr,

v(z,T) =0, 0<ax<1,

; (8.4)
P(1,¢) =0, 0<t' <T,

9 (0,t") = f(t), 0<t'<T,

\

donde f € L2(0,T). Una solucion débil del problema (8.4) es una funcion v € V0(Qy)

que satisface

T
/ (UT/t + v$n$) drdt = / Ugg(o, t)n(O, t) dt
T 0
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para cada n € H"(Qr). Si reemplazamos t' en (8.4) por ¢ = T — ' se obtiene el
mismo problema que en (8.1). Luego, el operador L* : L?(0,T) — L?(0,T), dado por
L*(f) = v] g1, donde v es la solucion débil del problema (8.4), est4 bien definido. Una,
consecuencia directa del Teorema 1.11.1 de D. N. Hao ([27]) es que el operador L* es
el operador adjunto de L con respecto al producto interno en L?(0,7T). Utilizamos el
método de la inversa aproximada para aproximar la soluciéon f del problema inverso
por los momentos (f,m,(t,-)), para lo cual resolvemos primero el problema adjunto
con

L, (0,,) = m, (L, 1), (8.5)

donde t € (0,T) es el tiempo de reconstruccion. De (8.3) y (8.5), resulta que el niicleo
. : ) 0
de reconstruccion en el instante ¢ estd dado por ¢! (') = 5-v(0,t,t).
Puesto que el molificador m., se conoce exactamente, usando separacién de variables
o descomposicion Adomiana es posible calcular la funcion v, (0,¢,¢') (ver [32]). De este

modo si m, es de clase C° se obtiene que

= (=)™ IO"mi (¢
YL(t') = %U(O,t,t/) =y (2(n i)1)! 8t7,ft), (8.6)

n=1

donde m! (t') = m,(t,t).

Por tltimo, con el nicleo de reconstruccion y el dato se calcula la solucion molificada
del flujo en el extremo derecho utilizando (2.41). La aplicacion del método de la inversa
aproximada se puede entonces dividir en dos partes: primero, el calculo del niicleo de
reconstruccion a partir del molificador elegido (lo cual se realiza “a-priori”, antes de
la obtencion del dato) y segundo, la inversion propiamente dicha a partir del dato,
de la cual se obtiene una version molificada de la solucion o solucion “regularizada” o

“reconstruida’.
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Resultados numeéricos

Aplicaremos aqui el método de la inversa aproximada para obtener aproximaciones
estables del flujo a derecha, en primer lugar a partir de datos exactos en el extremo
izquierdo y luego, a partir de datos con ruido. En este caso, usaremos el molificador
Gaussiano (2.44) por sus propiedades de regularidad que nos permiten utilizar (8.6)
y su propiedad de invariancia que genera nicleos de tipo convolucion. Esto permite
reducir en gran parte los esfuerzos computacionales ([32]). Asi por ejemplo si definimos
U, (t") = 1,(0,t') se tiene que 9. (¢,t') = ¥, (t — t') para todo ¢, ¢. Por lo tanto, solo
es necesario calcular el nicleo de reconstruccion en ¢ = 0. En primer lugar elegimos
M € Ny aproximamos (8.6) con la suma finita

M n Nt (4]

n=1

En la Figura 8.1 se muestra el niicleo de reconstruccion calculado en ¢ = 0 usando

(8.7) con M = 20 y v = 0,02. Es oportuno senalar que en este caso no es posible

151

051 J\
0

-0.5F

L L L L L L L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8.1: Nicleo de reconstruccion en ¢ = 0 con v = 0,02.

reconstruir el flujo de calor en t = T a partir de datos conocidos solamente en [0, 7]

(ver L. Eldén [11]). P. Jonas y A. K. Louis ([32]) sugieren trabajar con datos en el
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intervalo [0, T+ 5v], donde ~ es el parametro de regularizacion. Consideramos entonces
N instantes de reconstruccion en el intervalo [0,7" + 5] y los denotamos con ¢; para
j=1,...,N. A modo de ejemplo tomamos como flujo en el extremo derecho

(L) = £(1) :{ 1, ¢t€10.1,0.3]U[0.4,0.6] U [0.7,0.9]

0, en otro caso.
Este es un buen ejemplo para mostrar la eficiencia del método de la inversa aproximada
puesto que f no es continua en el intervalo [0, 1], y por lo tanto para obtener una
aproximacion razonable con cualquier método cldsico serian necesarias componentes
de alta frecuencia, las que harian muy inestable el problema. Para este ejemplo, el
dato “artificial”, es decir, la temperatura en el extremo izquierdo u(0,t), 0 <t < T, se

obtuvo resolviendo numéricamente el problema directo con T"= 1. En la Figura 8.2 se

muestra la evolucion de la temperatura. En la Figura 8.3 se muestran el flujo a derecha

0.8

0.6

u(x,t)

0.4

0.2

1.2
0.8

0 o : tiempo

Figura 8.2: Evolucion de la temperatura correspondiente al flujo a derecha f(t).

f(t) y el reconstruido a partir del dato exacto con N = 300, M = 20y v = 0,02. Puede



8.1 La ecuacién lateral del calor 193

I I I I I I I I I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

Figura 8.3: Solucion exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir del dato exacto
con N =300, M =20y ~v=0,02.

observarse que el método permite hallar una buena aproximacion de f.
Para analizar la robustez del método ante la presencia de ruido, se calcularon re-
construcciones del flujo a partir de datos a los que se les agregaron diferentes niveles

de ruido. Consideraremos datos perturbados de la forma
g=g+e (8.8)
donde € es una variable aleatoria Gaussiana con media cero y desviacion estandar

o = (k/100) [|g/s - (8.9)

Aqui k es el porcentaje de ruido como funcién de ||g||_ que se adiciona al dato g para
simular errores de medicion. En las Figuras 8.4 y 8.5 se muestran las versiones mo-
lificadas del flujo obtenidas a partir de datos con un 1% de nivel de ruido (k = 1),
N =300, M =20y v = 0,04 en el primer caso y 3% de ruido (k = 3), N = 400,
M = 20 y v = 0,045, en el segundo, mientras que para la reconstrucciéon que se
muestra en la Figura 8.6, se consider6 un ruido de baja magnitud y alta frecuencia

r(t) = 5x 1073 sen(100t). Como es de esperar, al aumentar el nivel de ruido en el dato,
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I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

Figura 8.4: Soluciéon exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir de un dato
perturbado con un 1% de nivel de ruido (k = 1), N =300, M =20y v = 0,04.

se obtiene una aproximacién menos exacta, aunque ain en este caso la aproximacion
sigue siendo estable y el método es capaz de proveer una razonable cantidad de infor-
macion sobre la soluciéon. Es oportuno mencionar aqui que un ruido de esta naturaleza
haria fuertemente inestable y absolutamente inviable la aplicacion de cualquier método

clasico de aproximacion.

Se obtuvieron buenas aproximaciones de las soluciones, ya sea que el método se
aplique a partir de datos exactos como de datos con distintos niveles de ruido. Desde
el punto de vista computacional su implementacion es sencilla y rapida. La principal
ventaja radica en que dado el molificador, el calculo del niicleo de reconstruccion se
puede realizar antes de la obtenciéon de los datos, lo cual permite utilizarlo en la re-
construccion de soluciones correspondientes a diferentes datos. Asimismo, la inversa
aproximada consiste en un producto interno cuyo calculo es apropiado para procesa-

miento en paralelo en casos de grandes dimensiones.
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Figura 8.5: Solucion exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir de un dato
perturbado con un 3% de nivel de ruido (k = 3), N =400, M =20y v = 0,045.
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Figura 8.6: Soluciéon exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir de un dato
perturbado con ruido r(¢) = 0,005sen(100¢), N = 300, M = 20 y v = 0,035.
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8.2. La ecuacién del calor hacia atras en el tiempo

Al igual que en la Secciéon 1.2.1, por simplicidad, consideraremos solo el caso unidi-
mensional. Recordemos en qué consiste este problema inverso. Supongamos que u(z,t)

es solucion de la ecuacion de difusion en un solido unidimensional homogéneo 2 = [0, ],

2
%(w,t) = %(x,t), z € 0,7, t >0, (8.10)

con condiciones de borde de tipo Dirichlet homogéneas:

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0, (8.11)

de modo que u(z,t) denota la temperatura del punto x en el instante de tiempo ¢.

Nuestro problema consiste en, dada la temperatura final en ¢t =T
g(x) =u(x,T), z €[0,n],
con g(0) = g(m) = 0, determinar la temperatura inicial
f(z) = u(x,0), z €[0,7]. (8.12)
Definiendo el operador integral

K : L*0,7] — L*0,n]

fO) = (K@) = / " ke, ) f(r) dr.

se puede ver que el problema inverso consiste en resolver la ecuacion integral de Fred-

holm de primera clase
oa) = [ bl f(r)dr
0

donde

2 oo
k(x,7) = - Z e " Tsen(n7)sen(nz),
n=1
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es decir, en resolver la ecuaciéon
Kf=g. (8.13)

Nos referiremos a éste como “el problema BHE” (por “Backwards Heat Equation”)

Como vimos en la Seccion 1.2.1, el operador K es compacto con sistema singular

{ (enQT; \/gsen(nx), @sen(nw)) }

y el problema inverso (8.13) es severamente mal condicionado. Sea

\/7 / T)sen(nt) dr

el n-ésimo coeficiente de Fourier generalizado del dato g. Recordemos que segitin el
criterio de Picard (ver (1.17)), el problema (8.13) tiene solucién de minimos cuadrados

si y solo si

= |gn|2 = n?
Z m = 262 T|gn|2 < 0. (814)
n=1 n=1

En tal caso, la solucién de minimos cuadrados de minima norma estid dada por
2 oo
fi(z) = (KTg)(z) = \/j Z ¢’ g, sen(nz). (8.15)
d n=1

8.2.1. Resolucidén del problema BHE por el método de la inver-

sa aproximada

Veremos a continuacion como se resuelve este problema utilizando el método de
la inversa aproximada. En primer lugar se debe hallar para cada punto s € [0, 7] el
niicleo de reconstruccion ¢35(+) tal que K*93(-) = m,(s,-), donde m, es un molificador
elegido. Dado que en este caso el operador K es autoadjunto, resulta que el ntcleo
de reconstruccion ¢ es solucion de la ecuacion Kv3(-) = m,(s,-). Es decir, tenemos
un problema inverso similar al original, pero ahora con dato exacto a derecha. Usando

(8.15) se obtiene que

2 [e.e]
= \/j Z e"QTmznsen(n:c), (8.16)
i n=1 7
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donde m3 , = \/g Jo my(s,T)sen(nT) dr es el enésimo coeficiente de Fourier del moli-
ficador m, (s, -). Por 1ltimo, con el nicleo de reconstruccion y el dato g se calcula, para

cada s € [0, 7], la solucion molificada del problema inverso utilizando (2.41).

Resultados numeéricos

En primer lugar resolveremos este problema inverso usando el método de la inversa
aproximada y luego, algunos métodos de filtro.

Para aplicar el método de la inversa aproximada consideramos N nodos o puntos
de reconstruccion equidistantes en el intervalo [0, 7], a los que denotaremos con sj,

j=1,..., N,y aproximamos (8.16) mediante la suma finita

\f Ze”T sen(nx). (8.17)

Presentaremos varios ejemplos en los que calculamos una version molificada de la tem-
peratura inicial a partir del dato exacto. Luego, se obtendran soluciones regularizadas
a partir de datos perturbados. Supongamos ademas, que sblo se dispone de mediciones
del dato g en los nodos sy, sg, ..., sy. Los puntos de reconstrucciéon pueden no coincidir
con los de medicién. Mas aun, la cantidad de ambos puede no ser la misma.

A modo de ilustracion consideramos los siguientes tres perfiles iniciales de tempe-

ratura u(z,0):

2x, [0,1],
3—z, z€(1,2],
folz) =
L € [2,25),
\ 23.65_—7T7r’ € (25’7T]
y
—3.1'2 + 6.1', S [O’ 15]7
fs(x) =
R
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u(x t)
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35

tiempo 0.2

Figura 8.7: Evolucion de la temperatura u(z,t) con temperatura inicial fs.

Para obtener datos artificiales del problema inverso se resolvi6é primero el problema
directo con temperatura inicial f1, fo o f3 y tiempo final 7' = 1. En la Figura 8.7 se

muestra la distribucion de la temperatura para el perfil inicial fs.

Es interesante observar primero lo que ocurre si se intenta resolver este problema
directamente invirtiendo el operador K, es decir, mediante la ecuaciéon f = K~ lg.
En la Figura 8.8 se muestra la solucion obtenida a partir de un dato “exacto”, i.e.
el dato resultante al resolver el problema directo con temperatura inicial f,. Aqui
se ve claramente la inestabilidad producida por el fuerte mal condicionamiento del
problema. En efecto, como senalamos en la Seccion 1.2.1, cualquier intento por resolver
numeéricamente este problema con métodos tradicionales resulta infructuoso atin cuando

el dato g se conozca en forma exacta (en este tltimo caso debido a la amplificacion de
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Figura 8.8: Solucion obtenida invirtiendo el operador K a partir de un dato exacto.

los errores de discretizacion).

Apliquemos entonces el método de la inversa aproximada. Para ello, tomamos N =
55 puntos de reconstruccion y M = 6, donde M es el extremo superior de la suma
en (8.17). Consideramos el molificador de promedios locales m.(s;, z) dado por (2.43),

cuyo n-ésimo coeficiente de Fourier generalizado se puede ver facilmente que es
m¥, = (V2 yn) ™" [cos(n(s; — 7)) — cos(n(s; +7))].

La Figura 8.9 muestra el niicleo de reconstruccion en el punto s3y ~ 1,6872 calculado
a partir de (8.16) con y = 0,04.

Las Figuras 8.10, 8.11 y 8.12 muestran las temperaturas iniciales fi, fo v f3 ¥y
sus versiones molificadas obtenidas aplicando el método de la inversa aproximada a
partir de cada uno de los correspondientes datos exactos (perfiles de temperatura en
el instante T = 1), con parametro 7 igual a 0.04, 0.035 y 0.012, respectivamente. Se
observa en estas graficas que las reconstrucciones obtenidas son buenas aproximaciones

de las soluciones exactas. También en este caso se puede ver que el método de la inversa
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Figura 8.9: Niicleo de reconstruccion 132 (z) con v = 0,04.
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Figura 8.10: Solucion exacta fi (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir del dato
exactocon N =55 M =6,T =1y v =0,04.
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1.8f / \

161 / \

12f N

u(x,0)
-
T

0.8F 7

0.4r Y

0.2r-

Figura 8.11: Solucion exacta fy (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir del dato
exactocon N =55, M =6,T =1y ~v=0,035.

35

2.5 A

u(x,0)

150 1 N

05- N

Figura 8.12: Solucion exacta f3 (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir del dato
exactocon N =55, M =6,T =1y ~v=0,012.
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Figura 8.13: Solucién exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir de un dato
perturbado con un 5% de nivel de ruido (k =5), N =35 M =2, v=0,018y T = 1.

aproximada resulta robusto ante la presencia de ruido. Para mostrar esto consideramos,
al igual que en la Seccion 8.1, datos perturbados de la forma (8.8), donde € es una
variable aleatoria Gaussiana con media cero y desviacion estandar dada por (8.9). Las
Figuras 8.13 y 8.14 muestran las temperaturas iniciales f; y fo y las correspondientes
reconstrucciones obtenidas a partir de datos con 5% de nivel de ruido (k = 5), N = 35,
M =2,v=0,018y T =1 en el primer caso, y 3% de nivel de ruido (k = 3), N = 55,
M =2,v=0,042y T =1 en el segundo. En ambos casos se utilizo el molificador de

promedios locales (2.43).

Por tltimo, analizamos otro ejemplo en el que la solucion de (8.10), (8.11), (8.12)
estda dada por u(z,t) = senzexp(—t), (z,t) € [0,7] x [0,T]. Este ejemplo es bastante
riguroso a los efectos de poner a prueba la eficacia del método, debido a que u(z,-)
decae rapidamente a cero a medida que ¢ crece. La temperatura inicial en este caso es

claramente f(x) = u(x,0) = senz.
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Figura 8.14: Solucién exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir de un dato
perturbado con un 3% de nivel de ruido (k =3), N =55 M =2, v=0,02y T = 1.

Consideramos el molificador lineal por tramos m,(s;,z) dado por (2.45), cuyo n-

ésimo coeficiente de Fourier generalizado puede probarse que es

S \/§

my, = W[Q sen(ns;) —sen(n(s; —)) — sen(n(s; +7))].

La Figura 8.15 muestra la temperatura inicial y la reconstruida a partir del dato
“exacto” con N = 55, M = 2, v = 0,015 y tiempo final T = 11. Observamos que a
pesar de que la magnitud del dato es del orden de 107°, lo cual es despreciable en
comparacion con la magnitud de la temperatura inicial, el método permite hallar una

muy buena aproximacion de la temperatura inicial.

En la Figura 8.16 se muestran la temperatura inicial y la reconstrucciéon que se
obtuvo a partir de un dato con un 2% de nivel de ruido (k = 2), N = 65, M = 2
y v = 0,005 y T = 2, observandose, atin en estas condiciones, una aproximacion

razonablemente buena.
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Figura 8.15: Solucion exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir del dato exacto
con N =55, M =2, v=0,015y T =11.
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Figura 8.16: Solucion exacta (- - -) y solucion reconstruida (—) a partir de dato per-
turbado con un 2% de nivel de ruido (k =2), N =65, M =2,v=0,006y T = 2.

205
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8.2.2. Resolucién del problema BHE por métodos espectrales

En esta seccion resolveremos el problema inverso (8.13) utilizando algunos métodos
de regularizacion espectrales los que, puesto que el operador K es compacto, son tam-
bién métodos de filtro (ver Seccion 3.2.4). A partir de aqui llamaremos dato “exacto” al
que se obtiene al resolver el problema directo con temperatura inicial f, y tiempo final
T = 1. Como en el caso de la inversa aproximada, tomamos 55 puntos equidistantes
en el intervalo [0, 7]. En todos los casos se consideraron solo 10 valores singulares.

Para los métodos de Tikhonov-Phillips y TSVD, se hall6 un valor del pardmetro
de regularizacion implementando los criterios de la curva L y validacién cruzada ge-
neralizada (VCG) introducidos en la Seccion 4.3. Para ello, utilizamos un paquete de
programas para Matlab denominado “Regularization Tools” de P. C. Hansen (ver [19]).
En las Figuras 8.17 y 8.18 se muestran los gréficos de la curva L y de la funciéon VCG,
respectivamente, para el método de Tikhonov-Phillips a partir del dato exacto. En
ambos casos, se obtuvo o = 1,3978.107%° como parametro de regularizacion.

La Figura 8.19 muestra la temperatura inicial f5 y la soluciéon regularizada que se
obtuvo a partir del dato exacto usando el método de Tikhonov-Phillips con el parametro
de regularizacion dado anteriomente. En este caso, la solucion regularizada obtenida
es una muy buena aproximacion de la solucion exacta. Como no hay error asociado a
ruidos, si se elige un pardmetro de regularizacion « atin mas pequeno, todavia se obtiene
una aproximacion estable de la solucion. Esto puede verse en la Figura 8.20, donde se
muestran la temperatura inicial fs y la regularizada a partir del dato exacto con el
método de Tikhonov-Phillips y o = 1073°. Es oportuno observar que esta solucién
regularizada no difiere mucho de la obtenida con el parametro determinado por los
criterios de la curva L y VCG, lo cual esta relacionado con el hecho que, como vimos

en la Seccion 2.2, el error de regularizacion H (Ra — TT)yH tiende a cero cuando o — 0.
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Figura 8.17: Curva L para el método de Tikhonov-Phillips
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Figura 8.18: Funcion VCG para el método de Tikhonov-Phillips con dato exacto.
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Figura 8.19: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método de
Tikhonov-Phillips a partir del dato exacto con a = 1, 3978.10715.

u(x,0)

0.8

06

0.4

0.2

Figura 8.20: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método de
Tikhonov-Phillips a partir del dato exacto con o = 1073,
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En las Figuras 8.21 y 8.22 se muestran los graficos de la curva L y de la funcion
VCG, respectivamente, para el método TSVD a partir del dato exacto. En este caso
se obtienen los siguientes pardmetros: a = 1,3888.107 y o = 6,6397.1073%, respecti-
vamente. Observar que para este método (i.e. TSVD) las graficas son discretas, pues
la regla de eleccion de parametros en este caso es discreta. La temperatura inicial fo y
la solucion regularizada a partir del dato exacto usando TSVD con cada uno de estos
valores de « se muestran en las Figuras 8.23 y 8.24. En este caso, se ve que el pardmetro
dado por el citerio VCG permite obtener una mejor aproximacion de la solucion exacta.
Para este ejemplo, se obienen buenas aproximaciones de la solucién exacta tanto con
el método de Tikhonov-Phillips como con TSVD. Es importante observar que estas
regularizaciones “suavizan” en el sentido que la reconstruccién no es buena cerca de
los puntos angulosos. No ocurre lo mismo con el método de la inversa aproximada y
el molificador de promedios locales, con el cual se obtienen soluciones mas irregulares,
como se puede ver en la Figura 8.11. Es oportuno mencionar aqui que el método de
Tikhonov-Phillips, como se observa en las Figuras 8.19 y 8.20, tiende a producir apro-
ximaciones “sobresuavizadas” que pueden resultar en la pérdida de las caracteristicas
de discontinuidad o irregularidad que posea la solucion exacta. En algunos casos es-
to constituye un serio problema. Esto es asi por ejemplo en aplicaciones a imigenes
provenientes de la Medicina, donde la deteccion de bordes en las imagenes es de fun-
damental importancia. Recientemente varios autores (2], [8], [63]) han propuesto una
generalizacion del método de Tikhonov-Phillips que se conoce como “regularizacion de

variacién acotada” que posee la ventaja de no producir soluciones “sobresuavizadas”.

Analizaremos ahora qué ocurre con datos perturbados de la forma (8.8). Si inverti-
mos directamente el operador a partir de datos con niveles de ruido del 1% y del 3%
se obtienen las soluciones que se muestran en las Figuras 8.25 y 8.26, respectivamente.

Como era de esperar, en presencia de ruido la inestabilidad es mayor que la que se



210 Cap. 8 Aplicaciones y resultados numéricos

®9
10° - -
10" B
= °s8
10" -
o7
10° - —
6
2
®5 © 4 e 3 ® ® 1
10° | | | | | | | | |
107 107 107 107 107 " 10° 107 107 107 10°

1
IKt-gll,

Figura 8.21: Curva L para el método TSVD con dato exacto.
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Figura 8.22: Funcion VCG para el método TSVD con dato exacto.
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Figura 8.23: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método TSVD
a partir del dato exacto con o = 1,3888.10~!1, dado por la curva L.
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Figura 8.24: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método TSVD
a partir del dato exacto con o = 6,6397.107%%, dado por VCG.



212 Cap. 8 Aplicaciones y resultados numéricos
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Figura 8.25: Solucion obtenida invirtiendo el operador K a partir de un dato perturbado
con un 1% de nivel de ruido.

obtiene en el caso de invertir el operador cuando el dato es exacto (ver Figura 8.8).
Mientras que en este tltimo caso la magnitud de las oscilaciones es del orden de 102,
cuando se obtiene la solucién inviertiendo el operador a partir de un dato con nivel de
ruido del 1% la magnitud de dichas oscilaciones es del orden de 10%°.

En las Figuras 8.27 y 8.28 se muestran los graficos de la curva L para el método de
Tikhonov-Phillips a partir de datos con 1% y 3% de nivel de ruido, respectivamente.
Los valores del pardmetro de regularizacion obtenidos son o = 0,0017 y o = 0,0035,
respectivamente. Notar que los valores obtenidos en presencia de ruido son mucho
més grandes que los que se obtienen a partir de datos exactos, con lo cual se evita
la inestabilidad debida a la presencia de este ruido. La temperatura inicial f5 y las
correspondientes soluciones regularizadas se muestran en las Figuras 8.29 y 8.30. Con-
siderando que en este caso el dato del problema inverso contiene ruido, las soluciones

regularizadas que se obtienen son razonablemente buenas.
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Figura 8.26: Solucién obtenida invirtiendo el operador K a partir de un dato perturbado
con un 3% de nivel de ruido.
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Figura 8.27: Curva L para el método de Tikhonov-Phillips para dato perturbado con
un 1% de nivel de ruido.
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Figura 8.28: Curva L para el método de Tikhonov-Phillips para dato perturbado con
un 3% de nivel de ruido.
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Figura 8.29: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método de
Tikhonov-Phillips a partir de un dato perturbado con 1% de nivel de ruido y a =
0,0017.
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0.8 / \ —

04— / \ -

02~ 7 —

Figura 8.30: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método de
Tikhonov-Phillips a partir de un dato perturbado con 3% de nivel de ruido y a =
0,0035.
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Figura 8.31: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método de
Tikhonov-Phillips a partir de un dato perturbado con 1% de nivel de ruido y ae = 107,
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Figura 8.32: Solucion exacta (- - -) y solucion regularizada (—) con el método de
Showalter a partir de un dato perturbado con 1% de nivel de ruido y o = 1076.
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Es interesante observar que para el método de Tikhonov-Phillips a partir de un dato
con un nivel de ruido del 1% con o = 107°, se obtiene una solucién regularizada mejor
que con los valores anteriores obtenidos mediante curva L y VCG, como se puede ver en
la Figura 8.31. Esto es consistente con el hecho que tanto curva L como VCG son reglas
heuristicas y en ningtin caso constituyen reglas 6ptimas de eleccion de pardmetros. Més
ain no pueden formar parte de métodos de regularizacion convergente, como se senal6
en la Seccion 2.1. Con el método de Showalter usando ese mismo valor del parametro
a para un dato con un 1% de nivel de ruido se obtiene la soluciéon que se muestra en
la Figura 8.32, la cual es muy similar a la obtenida mediante el método de Tikhonov-
Phillips. En ambos casos, si se utilizan parametros de regularizacion menores que 1076
las soluciones regularizadas presentan oscilaciones causadas por el efecto de la presencia

del ruido.

8.3. Restauracion de imagenes

En esta seccion presentamos muy brevemente el problema inverso de restauracion
de imégenes digitales y lo resolvemos usando distintos métodos de regularizacion es-
pectrales. La restauraciéon de imégenes es un area en la cual se estudian métodos que
permiten recuperar una imagen original a partir de observaciones degradadas. Esta
area se diferencia de las técnicas de mejoramiento de imagenes (“image enhancement”),
debido a que estas tltimas pretenden manipular una imagen con el objetivo de producir
resultados més agradables para el observador, sin usar modelos de degradacion con-
cretos. Por otra parte, las técnicas de restauracion de imagenes también se distinguen
de las técnicas de reconstruccion, las cuales operan sobre un conjunto de proyecciones,
en lugar de hacerlo sobre una imagen observada. Sin embargo, tanto la restauracion

como la reconstruccion de imagenes tienen como objetivo en comtn la recuperaciéon de
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la imagen original y por ello terminan resolviendo el mismo problema ([1]). Es impor-
tante mencionar que el problema originado con el Telescopio Espacial Hubble ([3]) es
quizas el més famoso ejemplo de la necesidad de restaurar imagenes.

Un modelo mateméatico muy general para el proceso de degradacion (“blurring”) de

imégenes estd dado por la siguiente ecuaciéon integral de Fredholm de primera clase

1 1
/ / ke, o'y ) (oo )da'dy = gl y), (8.18)
0 0

donde f y ¢ son las imagenes bidimensionales continuas, original y degradada, respec-
tivamente y el nicleo k es la funcion de dispersion puntual (“point spread function”), a
la que nos referiremos como PSF por su sigla en inglés ([35]). Asi, el problema inverso
de restauracion (“deblurring”) consiste en resolver la ecuacion integral (8.18), es decir,
en obtener una aproximacion de la imagen original f con tanta precision como sea
posible a partir de una imagen borrosa ¢g y de un proceso de degradacion (“blurring”)
dado por la PSF k. De las propiedades del niicleo k (el cual en general “suaviza”) se
puede deducir que el operador integral asociado a la ecuaciéon 8.18 es compacto y que

este problema inverso es mal condicionado.

Consideraremos el caso en que el niicleo k£ es “separable” y de tipo convolucion, es

decir,
k(z,y, 2 y") = k(x — 2" )w(y —9),

donde k y w son funciones reales. Esto significa que todo punto de la imagen tiene la
misma degradacion y que esta puede “separarse” en sus componentes puramente vertical
y puramente horizontal. Hay muchas situaciones en las cuales un sistema de captacion
de iméagenes puede favorecer la degradacion de la calidad de las imégenes adquiridas.
En general, estas situaciones son el resultado de sistemas de enfoque defectuosos, fuen-

tes externas o internas de perturbacién en el sistema de captaciéon y degradaciones
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introducidas por el mismo medio de captacion ([1]). A continuacion introducimos algu-
nos de los tipos de degradacion (“blurring”) mas usuales con sus correspondientes PSF
asociadas ([35]).

(i) Degradacion de movimiento: surge cuando la cAmara se mueve mientras la ima-
gen es captada o cuando se mueve el objeto mientras la cAmara esta fija. Si el tiempo
en que transcurrre el movimiento es pequeno, se puede considerar que este es lineal.

Cuando el movimiento es horizontal, entonces la PSF correspondiente tiene la forma

. , (2L)7Y, si |z —a| < L,
k(x,y,z",y") = hp(x —2') = (8.19)

0, en otro caso,

donde L es un pardmetro denominado longitud del movimiento que cuantifica la degra-
dacion de la imagen. Similarmente, si el movimiento es vertical entonces la PSF estéa
dada por

N )L sily—y <L

k<x7y7x/7yl> = hL(y -y ) =
0, en otro caso,

donde L tiene el mismo rol que antes.

(ii) Degradacion por desenfoque uniforme o de tipo fuera de foco: surge, obviamente,
cuando la lente de la cdmara esté fuera de foco. Si la apertura de la cAmara es circular, la
imagen correspondiente a cualquier fuente puntual serd un pequeno disco denominado

“circulo de confusién”. En este caso, un buen modelo de la PSF es el siguiente

k(z,y,2',y) = @R)™, siy/le—aP+(y-y) <R,
0, en otro caso,

donde el parametro R es el radio del circulo de confusiéon. Sin embargo, esta funcion no
es separable en las variables  —x' y y — /. Por lo tanto, usaremos una PSF alternativa

cuyas variables son separables,

k(z,y,2",y") = hp(x — ") hp(y — ),
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donde hp se define como en (8.19) con R en lugar de L.
(iii) Degradacion de tipo turbulencia atmosférica: surge, por ejemplo, en astronomia
debido al cambio en las condiciones de refraccion de la atmosfera terrestre. Por razones

préacticas, en este caso se puede considerar una PSF Gaussiana

1 1 /z—2\° 1[(y—y\°
k / / — _ -
(z,y,2".9/) mwﬁ%Q(%) 2(%)

= Doy (@ — 2" )0, (y — ),

donde la funcion 7, esta dada por

o= e (3(2))

para o = oy, 0,. Las desviaciones estandar o, y o, caracterizan la degradaciéon en la

direccion horizontal y vertical, respectivamente.

La discretizacion de cada una de estas PSF tiene forma de un producto de Kronecker
Ap®A,, donde A, y A, son las correspondientes discretizaciones de las funciones reales
en las que se separa el niicleo de convolucién k. Por otra parte, una imagen digital
en escala de grises estd asociada a una matriz I de orden m x n cuyas entradas (no
negativas) representan la intensidad de un pixel. Luego, al discretizar (8.18) el problema

inverso se puede plantear como
KI= (A, ® A,)I =1, (8.20)

donde I, es la imagen degradada, es decir, el dato del problema inverso.

Las Figuras 8.33 y 8.34 muestran una imagen real (en colores y en escala de grises)
correspondiente a la superficie de Io, una de las lunas de Jupiter. Su tamano es de
512 x 512 pixeles. Esta imagen es cortesia de la NASA y esta extraida de la péagina
web: http://www2.imm.dtu.dk/~pch/HNO/ que contiene también material relaciona-
do con el libro de P. C. Hansen, J. G. Nagy y D. P. O’Leary “Deblurring Images”

recientemente publicado (ver [21]). Nos referiremos a la version en escala de grises de
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Figura 8.33: Luna Io de Jupiter (512 x 512 pixeles). Extraida de:
http://www2.imm.dtu.dk /~pch/HNO/.

esta imagen como “imagen original”. Por razones de simplicidad y conveniencia compu-

tacional trabajaremos so6lo con imagenes en escala de grises.

Las Figuras 8.35 - 8.38 ilustran los distintos tipos de degradacion de la imagen

original dada en la Figura 8.34.

En la Figura 8.39 se muestran, a la izquierda la imagen degradada por turbulencia
atmosférica con o, = 5y 0, = 5 y a la derecha, la solucién que se obtiene al invertir
directamente el operador mediante la expresiéon f = K~'g. Aqui, se pone de manifiesto
claramente el mal condicionamiento de este problema y se ve la necesidad de aplicar

métodos de regularizacion para aproximar de manera estable la solucion.

Notemos aqui que si la matriz I que representa una imagen es de orden n X n,
entonces A, ® A, (ver (8.20)) tiene dimension n? x n?, con lo cual la resolucion numérica
del problema inverso puede ser muy costosa. Por esta razon conviene usar propiedades

del producto de Kronecker para reducir el esfuerzo computacional. Para implementar
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Figura 8.34: Imagen original: luna lo en escala de grises.

Figura 8.35: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, = 5.
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Figura 8.36: Imagen degradada por desenfoque uniforme con R = 8

-";,._

C=p

Figura 8.37: Imagen degradada por movimiento horizontal de longitud L = 12.
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Figura 8.38: Imagen degradada por movimiento vertical de longitud L = 12.

Figura 8.39: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucion que resulta de invertir el operador (der.).
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los métodos de regularizacion espectrales (que en este caso son también métodos de
filtro porque el operador es compacto) utilizando productos de Kronecker nos basamos
en [20].

Con el objetivo de restaurar la imagen degradada por turbulencia atmosférica con
o, =5y o, =5 dada en la Figura 8.39 (izq.), a la que nos referiremos a partir de
ahora como “imagen degradada”, resolveremos el problema mediante la aplicaciéon de

algunos métodos de regularizacion espectrales.

En las Figuras 8.40 - 8.42 se muestran la imagen degradada a la izquierda y a la
derecha, las soluciones regularizadas usando el método de Tikhonov-Phillips y los mé-
todos espectrales de los Ejemplos 4 y 9, ambos de la Seccion 7.2, respectivamente. En
todos los casos se utilizo como parametro de regularizacion o = 0,1. Es oportuno sena-
lar aqui que debido a limitaciones computacionales relacionadas con la imposibilidad
de resolver el producto de Kronecker de matrices de grandes dimensiones, no hemos
podido implementar ningtn criterio para hallar el valor “6ptimo” del parametro de re-
gularizacion. Con respecto a las soluciones regularizadas obtenidas, podemos observar
que en los tres casos son muy buenas aproximaciones de la imagen original. Es impor-
tante notar que pueden detectarse bordes y detalles finos en las imégenes restauradas
que son casi imposibles de ver en la imagen degradada. Si ahora tomamos un para-
metro de regularizacién menor, por ejemplo, o = 1071, las soluciones regularizadas

mejoran y se observa mayor nitidez, como puede verse en las Figuras 8.43 - 8.45

Veamos ahora qué ocurre si adicionamos ruido Gaussiano a la imagen degradada y
restauramos esta imagen. En las Figuras 8.46 - 8.48 se muestran a la izquierda la imagen
degradada con ruido del 1 % y a la derecha, las soluciones regularizadas por los métodos
de Tikhonov-Phillips y los de los Ejemplos 4 y 9 de la Seccién 7.2, respectivamente,
para un valor de a = 0,1. Con un valor de @ = 0,9 se obtienen las soluciones que se

muestran en las Figuras 8.49-8.51. Si bien las tres soluciones regularizadas son buenas
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Figura 8.40: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucion regularizada con el método de Tikhonov-Phillips y a = 0,1 (der.)

Figura 8.41: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucion regularizada con el método del Ejemplo 4 de la Seccion 7.2 'y o = 0,1 (der.).
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Figura 8.42: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucion regularizada con el método del Ejemplo 9 de la Seccion 7.2 'y o = 0,1 (der.).

Figura 8.43: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucién regularizada con el método de Tikhonov-Phillips y a = 10710 (der.).
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Figura 8.44: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucion regularizada con el método del Ejemplo 4 de la Seccion 7.2 y o = 1071
(der.).

Figura 8.45: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, =5 (izq.)
y solucion regularizada con el método del Ejemplo 9 de la Seccion 7.2 y o = 1071
(der.).
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Figura 8.46: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, = 5y 0, = 5 y ruido
del 1% (izq.) y solucion regularizada con el método de Tikhonov-Phillips y a@ = 0, 1
(der.).

aproximaciones de la imagen original, se puede observar que para a = 0,1, la solucion
obtenida con el método del Ejemplo 4 es mejor que las otras dos. No ocurre lo mismo
para el valor @« = 0,9. Notar que si comparamos las soluciones obtenidas a partir
de la imagen degradada sin ruido y las que resultan de resolver el problema a partir
de imagenes perturbadas, estas tltimas presentan ciertas imperfecciones (en forma de
pequenos circulos) que ponen de manifiesto la inestabilidad producida por el ruido.
Sin embargo, las aproximaciones resultan razonablemente buenas teniendo en cuenta

el mal condicionamiento del problema.
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Figura 8.47: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con 0, = 5y 0, =5y
ruido del 1% (izq.) y solucién regularizada con el método del Ejemplo 4 de la Seccion
72y a=0,1 (der.).

Figura 8.48: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con 0, = 5y 0, =5y
ruido del 1% (izq.) y solucion regularizada con el método del Ejemplo 9 de la Seccion
72y a=0,1 (der.).
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1 . TR R

Figura 8.49: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, = 5y 0, = 5 y ruido
del 1% (izq.) y solucion regularizada con el método de Tikhonov-Phillips y o« = 0,9
(der.).

Figura 8.50: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con 0, = 5y 0, =5y
ruido del 1% (izq.) y solucion regularizada con el método del Ejemplo 4 de la Seccion
72y a=0,9 (der.).
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Figura 8.51: Imagen degradada por turbulencia atmosférica con 0, =5y 0, =5y
ruido del 1% (izq.) y solucion regularizada con el método del Ejemplo 9 de la Seccion
7.2y a=0,9 (der.).

8.4. La calificacién como orden de convergencia 6pti-

mo en restauracion de imagenes

En esta seccidon presentamos algunos resultados numéricos sobre los conceptos de
calificacion fuerte y 6ptima que hemos introducido en el Capitulo 7 aplicados al pro-
blema de restauracion de imagenes. En la Figura 8.52 se muestran tres imagenes en
colores, a las que denominaremos “luna”, “mar” y “arco iris”. Como senalamos en la
seccion anterior por simplicidad y conveniencia computacional trabajaremos s6lo con
imagenes en escala de grises. Por ello, nos referiremos a las versiones en escala de grises
de estas iméagenes (Figuras 8.53 izq., 8.54 izq. y 8.55 izq.) como “imégenes originales”.

En las Figuras 8.53-8.55 se muestran a la izquierda la imagen original y a la derecha,
la imagen degradada por turbulencia atmosférica con o, =5y o, = 5.

Con el objetivo de analizar el orden de convergencia del error de regularizacion, se

restauraron las imagenes borrosas aplicando el método de Tikhonov-Phillips y los mé-

todos de los Ejemplos 4 y 9 de la Seccion 7.2 utilizando distintos valores del parametro
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Figura 8.52: Iméagenes: luna (512 x 512 pixeles) (izq.), mar (128 x 128 pixeles) (centro)
y arco iris (64 x 64 pixeles) (der.).

de regularizacion «. La razon de haber elegido estos tres métodos quedaré clara en el
siguiente anélisis.

Como vimos en el Ejemplo 1 de la Seccion 7.2, el método de Tikhonov-Phillips posee
calificacion cléasica de orden g = 1. También probamos alli que la funcion p(a) = « es
calificacion 6ptima de este método y por lo tanto, fuerte. En la Figura 8.56 se muestran
la calificacion 6ptima p(«) y el error de regularizacion que se obtiene al restaurar cada
una de las tres imagenes borrosas aplicando este método. Como se puede observar, el
orden de convergencia del error de regularizacion cuando a@ — 0™ nunca es mejor que
la calificacion p. Esto es consistente con el hecho que la calificacion fuerte esté asociada
al orden 6ptimo de convergencia de este error.

Consideremos ahora el método del Ejemplo 4 de la Seccion 7.2, el cual no posee
calificacion clésica por ser o = 0. Sin embargo, vimos que la funcion p(a) = —(Ina)™*
es calificacion 6ptima. Como puede verse en la Figura 8.57, los errores de regularizacion
convergen a cero més lentamente que la calificacion fuerte p. Lo mismo ocurre para el
método del Ejemplo 9 de la Seccion 7.2 (ver Figura 8.58), para el cual g = 400 y en
consecuencia el método no posee calificacion clasica, aunque, como vimos, la funcién
pla) = e71/V® es calificacion fuerte del método.

Es importante senalar que el error de regularizacion que se obtiene al restaurar la
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Figura 8.53: Imagen original luna (izq.) e imagen degradada por turbulencia atmosférica
con o, =5y o, =5 (der.).

Figura 8.54: Imagen original mar (izq.) e imagen degradada por turbulencia atmosférica
con o, =5y o, =5 (der.).
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Figura 8.55: Imagen original arco iris (izq.) e imagen degradada por turbulencia at-
mosférica con o, =5y o, =5 (der.).

= = =error de reg. imagen luna

20— — calificacion dptima Tikhonov—Philllips
o error de reg. imagen mar

== error de reg. imagen arco iris

15—

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 8.56: Errores de regularizacion y calificacion 6ptima del método de Tikhonov-
Phillips.
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BT Tm e n e n s m e n e 7
- = = error de reg. imagen luna
—— callificacién 6ptima Ejemplo 4
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Figura 8.57: Errores de regularizacion y calificacion éptima del método del Ejemplo 4
de la Secciéon 7.2.
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= = =error de reg. imagen luna
—— callificacion fuerte Ejemplo 9
20~ | error de reg. imagen mar N
== error de reg. imagen arco iris
151 -
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Figura 8.58: Errores de regularizacion y calificacion fuerte del método del Ejemplo 9
de la Secciéon 7.2.



8.4 La calificacién como orden 6ptimo en restauracién de imagenes 237

imagen degradada arco iris con cualquiera de los tres métodos estd muy cercano a la
correspondiente calificacion fuerte. Esto es asi porque la imagen arco iris (es decir, la
solucion exacta) es muy “suave”. Recordemos que cuanto mayor regularidad tiene la
solucion exacta, mas rapido converge a cero el error de regularizacion. Con la imagen
de la luna ocurre lo contrario debido a que presenta muchos bordes e irregularidades,
que se traducen en componentes significativas en alta frecuencia. Observar ademas que,
para esta figura, el error de regularizacion crece para valores de o pequenos, a medida
que « tiende a 0. Esto es asi debido precisamente a la propagacion de los errores de

discretizacion en estas componentes de alta frecuencia.
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