Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo se ha extendido el resultado de Seidman ([54]) sobre la no convergen-
cia del método de minimos cuadrados al caso de divergencia con velocidad arbitraria
([57]). Se demostré que si se utiliza el método de minimos cuadrados en problemas
inversos mal condicionados, entonces siempre es posible elegir adecuadamente una su-
cesion de subespacios aproximantes de dimension finita, de manera tal que las solu-
ciones de minimos cuadrados diverjan de la solucién exacta con cualquier velocidad
arbitrariamente grande, prescrita a-priori. Aunque estos resultados son en principio
puramente teoricos (ver Teorema 5.4 y Corolario 5.6) sirven para probar que en el caso
de problemas mal condicionados, no esti garantizada la convergencia de las soluciones
aproximantes obtenidas por la aplicacion directa del método de minimos cuadrados, y
que sin una justificacion matemaética rigurosa de esta convergencia, este procedimiento

no es aceptable.

Por otra parte, se ha desarrollado una teoria general de saturacion global para
métodos de regularizacion arbitrarios (lineales y no lineales). Se hallaron condiciones
necesarias y suficientes para que un método posea saturaciéon y se ha probado que en
tales métodos el error total debe ser “doblemente optimal”, esto es: el error debe ser
orden de convergencia 6ptimo sobre un cierto conjunto el que a su vez debe satisfa-
cer una cierta condicion de optimalidad con respecto al error. Se han probado varios

resultados reciprocos y aplicado la teoria desarrollada para caracterizar la saturacion
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de los métodos espectrales con calificacion clésica y de métodos espectrales que poseen

calificacion maxima.

Ademas, se extendié la definicion de calificacion introducida Por Mathé y Pere-
verzev (ver [44]), permitiendo que las funciones asociadas a 6rdenes de convergencia y
conjuntos fuente puedan ser distintas. Esta extension resulté muy adecuada para intro-
ducir tres niveles jerarquicos naturales de calificacion: débil, fuerte y 6ptimo. Se mostro
que el primero de estos niveles generaliza la definicion de calificacion dada por Mathé
y Pereverzev y se present6 un ejemplo de un método de regularizacion espectral que
posee calificacion débil, pero esta no es calificacion en el sentido de la Definicion 3.8.
También se dio una condicion suficiente que garantiza que un método de regularizacion
espectral posee calificacion en el sentido de esta generalizacién. Asimismo, se probaron
condiciones necesarias y suficientes para que un orden de convergencia dado sea cali-
ficacion fuerte u 6ptima. Se presentaron varios ejemplos con el objetivo de ilustrar los
niveles de calificacion introducidos en esta tesis, como asi también las relaciones entre
los mismos y con el concepto de calificacion clésica y la calificacion dada por Mathé y
Pereverzev. Por otra parte, se mostraron algunas importantes implicaciones de la teo-
ria de calificacion desarrollada, en el contexto de 6rdenes de convergencia, resultados

reciprocos y conjuntos fuente maximales para problemas inversos mal condicionados.

Finalmente, se presentaron varias aplicaciones de los métodos y resultados nuevos a
través de ejemplos y problemas concretos. En particular, se mostraron varios resultados
numéricos en problemas inversos en conduccion de calor y procesamiento de imégenes.
Es importante destacar aqui que algunos de los métodos de regularizacion que fueron
concebidos, en principio, por un interés puramente académico con el objeto de mostrar
la existencia de métodos que no poseen calificacion clasica y si poseen calificacion en

alguno de los niveles definidos en este trabajo, produjeron sorprendentes resultados
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cuando fueron aplicados a algunos problemas concretos. Asimismo se exhibieron re-
sultados numéricos que permiten visualizar el concepto de calificacién introducido en
el Capitulo 7, como orden de convergencia 6ptimo en problemas de restauracion de

imagenes.

Como senalamos en diversas oportunidades, varios problemas relacionados con el
desarrollo de esta tesis permanecen atn abiertos y serdn objeto de estudio de inves-
tigaciones futuras. Por ejemplo, en el capitulo 4 mencionamos que para el método de
la inversa aproximada no se conoce hasta el momento ningtn algoritmo o método que
permita escoger adecuadamente el pardmetro de reconstruccion. En este sentido, se in-
vestigara en este tema con el objetivo de desarrollar criterios que permitan determinar

eficientemente el pardmetro de reconstruccion del método de la inversa aproximada.

En la Seccion 5.1 hicimos referencia a un resultado de Seidman ([54]) que establece
que cuando el operador esta dado, como ocurre la mayoria de las veces en la practica,
entonces para “casi todo” dato en el rango del operador, existe una sucesién de sub-
espacios aproximantes tales que la correspondiente sucesion de soluciones de minimos
cuadrados del problema no esti acotada. En este sentido nos proponemos extender este

resultado al caso de velocidades arbitrarias de divergencia.

En la Seccion 6.3 aplicamos la teoria de saturacion desarrollada en esta tesis a mé-
todos de regularizacion espectrales con calificacion clésica y calificacion méxima. Sin
embargo, resta todavia determinar condiciones suficientes para la existencia de satu-
racion en métodos de regularizacion espectrales con calificacion en cada uno de los
niveles en que este concepto fue introducido en la Seccion 7.1. Por otra parte, teniendo
en cuenta la relacion existente entre los conceptos de calificacion y saturacion como
6rdenes de convergencia 6ptimos del error de regularizacion y del error total, respec-
tivamente, un trabajo pendiente es formalizar esta dualidad “calificacion-saturaciéon”

para métodos de regularizacion arbitrarios. Nos proponemos también investigar sobre
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estos dos problemas.

Otro problema abierto sobre el cual nos proponemos investigar es la determinacion
de condiciones necesarias y/6 suficientes para que dado un operador 7" sobre un espacio
de Hilbert X y una funcion fuente s se verifique |J Ran(s(T*T)) = X. Recordar que

seS
este problema se present6 en el Ejemplo 7.22 de la Seccion 7.3.

En la Seccién 8.2 mencionamos que existe una generalizacion del método de Tikho-
nov-Phillips conocido como “regularizaciéon de variacion acotada” que posee la ventaja
de no producir soluciones “sobresuavizadas”. Este método consiste en reemplazar el
término de penalizacion « ||L(x)||* de los métodos clasicos (en general L es la identidad
o un operador diferencial) por un término de la forma SG(z) donde G(z) es una
seminorma de variaciéon acotada adecuadamente elegida. Esto ocasiona en principio
dos desventajas: la regularizacion no estabiliza el problema en la norma de la variacion
acotada y el término de penalizacion no es diferenciable. En este sentido se trabajara
en la determinacion de funcionales de penalizaciéon diferenciables para estos métodos
que permitan capturar discontinuidades en las soluciones. Otro de los trabajos futuros
es la aplicacion de estos métodos a la deteccion de bordes, por ejemplo, en imégenes
provenientes de la Medicina.

Finalmente, otro problema interesante en el que nos proponemos trabajar es en
la restauracion de imagenes en colores y en la aplicacion de criterios que permiten
elegir de manera eficiente el pardmetro de regularizaciéon para este problema. Para ello
necesitaremos superar algunas dificultades computacionales relacionadas con el calculo

del producto de Kronecker de matrices de grandes dimensiones.
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