
Con
lusiones y trabajos futuros
En este trabajo se ha extendido el resultado de Seidman ([54℄) sobre la no 
onvergen-
ia del método de mínimos 
uadrados al 
aso de divergen
ia 
on velo
idad arbitraria([57℄). Se demostró que si se utiliza el método de mínimos 
uadrados en problemasinversos mal 
ondi
ionados, enton
es siempre es posible elegir ade
uadamente una su-
esión de subespa
ios aproximantes de dimensión �nita, de manera tal que las solu-
iones de mínimos 
uadrados diverjan de la solu
ión exa
ta 
on 
ualquier velo
idadarbitrariamente grande, pres
rita a-priori. Aunque estos resultados son en prin
ipiopuramente teóri
os (ver Teorema 5.4 y Corolario 5.6) sirven para probar que en el 
asode problemas mal 
ondi
ionados, no está garantizada la 
onvergen
ia de las solu
ionesaproximantes obtenidas por la apli
a
ión dire
ta del método de mínimos 
uadrados, yque sin una justi�
a
ión matemáti
a rigurosa de esta 
onvergen
ia, este pro
edimientono es a
eptable.Por otra parte, se ha desarrollado una teoría general de satura
ión global paramétodos de regulariza
ión arbitrarios (lineales y no lineales). Se hallaron 
ondi
ionesne
esarias y su�
ientes para que un método posea satura
ión y se ha probado que entales métodos el error total debe ser �doblemente optimal�, esto es: el error debe serorden de 
onvergen
ia óptimo sobre un 
ierto 
onjunto el que a su vez debe satisfa-
er una 
ierta 
ondi
ión de optimalidad 
on respe
to al error. Se han probado variosresultados re
ípro
os y apli
ado la teoría desarrollada para 
ara
terizar la satura
ión238
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trales 
on 
ali�
a
ión 
lási
a y de métodos espe
trales que poseen
ali�
a
ión máxima.Además, se extendió la de�ni
ión de 
ali�
a
ión introdu
ida Por Mathé y Pere-verzev (ver [44℄), permitiendo que las fun
iones aso
iadas a órdenes de 
onvergen
ia y
onjuntos fuente puedan ser distintas. Esta extensión resultó muy ade
uada para intro-du
ir tres niveles jerárqui
os naturales de 
ali�
a
ión: débil, fuerte y óptimo. Se mostróque el primero de estos niveles generaliza la de�ni
ión de 
ali�
a
ión dada por Mathéy Pereverzev y se presentó un ejemplo de un método de regulariza
ión espe
tral queposee 
ali�
a
ión débil, pero esta no es 
ali�
a
ión en el sentido de la De�ni
ión 3.8.También se dio una 
ondi
ión su�
iente que garantiza que un método de regulariza
iónespe
tral posee 
ali�
a
ión en el sentido de esta generaliza
ión. Asimismo, se probaron
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para que un orden de 
onvergen
ia dado sea 
ali-�
a
ión fuerte u óptima. Se presentaron varios ejemplos 
on el objetivo de ilustrar losniveles de 
ali�
a
ión introdu
idos en esta tesis, 
omo así también las rela
iones entrelos mismos y 
on el 
on
epto de 
ali�
a
ión 
lási
a y la 
ali�
a
ión dada por Mathé yPereverzev. Por otra parte, se mostraron algunas importantes impli
a
iones de la teo-ría de 
ali�
a
ión desarrollada, en el 
ontexto de órdenes de 
onvergen
ia, resultadosre
ípro
os y 
onjuntos fuente maximales para problemas inversos mal 
ondi
ionados.Finalmente, se presentaron varias apli
a
iones de los métodos y resultados nuevos através de ejemplos y problemas 
on
retos. En parti
ular, se mostraron varios resultadosnuméri
os en problemas inversos en 
ondu

ión de 
alor y pro
esamiento de imágenes.Es importante desta
ar aquí que algunos de los métodos de regulariza
ión que fueron
on
ebidos, en prin
ipio, por un interés puramente a
adémi
o 
on el objeto de mostrarla existen
ia de métodos que no poseen 
ali�
a
ión 
lási
a y sí poseen 
ali�
a
ión enalguno de los niveles de�nidos en este trabajo, produjeron sorprendentes resultados
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uando fueron apli
ados a algunos problemas 
on
retos. Asimismo se exhibieron re-sultados numéri
os que permiten visualizar el 
on
epto de 
ali�
a
ión introdu
ido enel Capítulo 7, 
omo orden de 
onvergen
ia óptimo en problemas de restaura
ión deimágenes.Como señalamos en diversas oportunidades, varios problemas rela
ionados 
on eldesarrollo de esta tesis permane
en aún abiertos y serán objeto de estudio de inves-tiga
iones futuras. Por ejemplo, en el 
apítulo 4 men
ionamos que para el método dela inversa aproximada no se 
ono
e hasta el momento ningún algoritmo o método quepermita es
oger ade
uadamente el parámetro de re
onstru

ión. En este sentido, se in-vestigará en este tema 
on el objetivo de desarrollar 
riterios que permitan determinare�
ientemente el parámetro de re
onstru

ión del método de la inversa aproximada.En la Se

ión 5.1 hi
imos referen
ia a un resultado de Seidman ([54℄) que estable
eque 
uando el operador está dado, 
omo o
urre la mayoría de las ve
es en la prá
ti
a,enton
es para �
asi todo� dato en el rango del operador, existe una su
esión de sub-espa
ios aproximantes tales que la 
orrespondiente su
esión de solu
iones de mínimos
uadrados del problema no está a
otada. En este sentido nos proponemos extender esteresultado al 
aso de velo
idades arbitrarias de divergen
ia.En la Se

ión 6.3 apli
amos la teoría de satura
ión desarrollada en esta tesis a mé-todos de regulariza
ión espe
trales 
on 
ali�
a
ión 
lási
a y 
ali�
a
ión máxima. Sinembargo, resta todavía determinar 
ondi
iones su�
ientes para la existen
ia de satu-ra
ión en métodos de regulariza
ión espe
trales 
on 
ali�
a
ión en 
ada uno de losniveles en que este 
on
epto fue introdu
ido en la Se

ión 7.1. Por otra parte, teniendoen 
uenta la rela
ión existente entre los 
on
eptos de 
ali�
a
ión y satura
ión 
omoórdenes de 
onvergen
ia óptimos del error de regulariza
ión y del error total, respe
-tivamente, un trabajo pendiente es formalizar esta dualidad �
ali�
a
ión-satura
ión�para métodos de regulariza
ión arbitrarios. Nos proponemos también investigar sobre



Con
lusiones y trabajos futuros 241estos dos problemas.Otro problema abierto sobre el 
ual nos proponemos investigar es la determina
iónde 
ondi
iones ne
esarias y/ó su�
ientes para que dado un operador T sobre un espa
iode Hilbert X y una fun
ión fuente s se veri�que ⋃
s∈S

Ran(s(T ∗T )) = X . Re
ordar queeste problema se presentó en el Ejemplo 7.22 de la Se

ión 7.3.En la Se

ión 8.2 men
ionamos que existe una generaliza
ión del método de Tikho-nov-Phillips 
ono
ido 
omo �regulariza
ión de varia
ión a
otada� que posee la ventajade no produ
ir solu
iones �sobresuavizadas�. Este método 
onsiste en reemplazar eltérmino de penaliza
ión α ‖L(x)‖2 de los métodos 
lási
os (en general L es la identidado un operador diferen
ial) por un término de la forma βG(x) donde G(x) es unaseminorma de varia
ión a
otada ade
uadamente elegida. Esto o
asiona en prin
ipiodos desventajas: la regulariza
ión no estabiliza el problema en la norma de la varia
ióna
otada y el término de penaliza
ión no es diferen
iable. En este sentido se trabajaráen la determina
ión de fun
ionales de penaliza
ión diferen
iables para estos métodosque permitan 
apturar dis
ontinuidades en las solu
iones. Otro de los trabajos futuroses la apli
a
ión de estos métodos a la dete

ión de bordes, por ejemplo, en imágenesprovenientes de la Medi
ina.Finalmente, otro problema interesante en el que nos proponemos trabajar es enla restaura
ión de imágenes en 
olores y en la apli
a
ión de 
riterios que permitenelegir de manera e�
iente el parámetro de regulariza
ión para este problema. Para ellone
esitaremos superar algunas di�
ultades 
omputa
ionales rela
ionadas 
on el 
ál
ulodel produ
to de Krone
ker de matri
es de grandes dimensiones.



Referen
ias Bibliográ�
as
[1℄ J. Abad Ortega, Restaura
ión y re
onstru

ión bayesianas de imágenes usandodes
omposi
iones multibanda, Ph.D. thesis, E.T.S. de Ingeniería Informáti
a, Uni-versidad de Granada, 2003.[2℄ R. A
ar and C. R. Vogel, Analysis of bounded variation penalty methods for ill-posed problems, Inverse Problems 10 (1994), 1217�1229.[3℄ H.-M Adorf, Hubble spa
e teles
ope image restoration in its fourth year, InverseProblems 11 (1995), 639�653.[4℄ N. I. Akhiezer and I. M. Glazman, Theory of linear operators in Hilbert spa
e. Vol.II, Translated from the Russian by Merlynd Nestell, Frederi
k Ungar PublishingCo., New York, 1963.[5℄ G. Ba
hman and L.Ñari
i, Fun
tional analysis, A
ademi
 Press, New York, 1966.[6℄ A. B. Bakushinskii, Remarks on 
hoosing a regularization parameter using thequasi-optimality and ratio 
riterion, USSR Comp. Math. Math. Phys. 24 (1984),181�182.[7℄ H. T. Banks and K. Kunis
h, Estimation te
hniques for distributed parameter sys-tems, Systems & Control: Foundations & Appli
ations, vol. 1, Birkhäuser BostonIn
., Boston, MA, 1989.[8℄ A. Chambolle and J. L. Lions, Image re
overy via total variation minimizationand related problems, Numer. Math. 76 (1997), 167�188.242



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 243[9℄ D. Colton and R. Kress, Inverse a
ousti
 and ele
tromagneti
 s
attering theory,Applied Mathemati
al S
ien
es, vol. 93, Springer-Verlag, Berlin, 1992.[10℄ R. Dautray and J.-L. Lions, Mathemati
al analysis and numeri
al methods fors
ien
e and te
hnology. Vol. 3: Spe
tral theory and appli
ations, Springer-Verlag,Berlin, 1990.[11℄ L. Eldén, The numeri
al solution of a non
hara
teristi
 Cau
hy problem for a pa-raboli
 equation, Numeri
al treatment of inverse problems in di�erential and inte-gral equations (Heidelberg, 1982), Progr. S
i. Comput., vol. 2, Birkhäuser Boston,Mass., 1983, pp. 246�268.[12℄ H. W. Engl, M. Hanke, and A.Ñeubauer, Regularization of inverse problems, Mat-hemati
s and its Appli
ations, vol. 375, Kluwer A
ademi
 Publishers Group, Dor-dre
ht, 1996.[13℄ H. W. Engl and T. Langthaler, Control of the solidi�
ation front by se
ondary
ooling in 
ontinuous 
asting of steel, Case studies in industrial mathemati
s, Eu-ropean Consort. Math. Indust., vol. 2, Teubner, Stuttgart, 1988, pp. 51�77.[14℄ H. W. Engl, A. K. Louis, and W. Rundell, Inverse problems in geophysi
s, SIAM,Philadelphia, 1996.[15℄ H. W. Engl and P. Manselli, Stability estimates and regularization for an inverseheat 
ondu
tion problem in semi-in�nite and �nite time intervals, Numer. Fun
t.Anal. Optim. 10 (1989), no. 5-6, 517�540.[16℄ G. H. Golub, M. T. Heath, and G.Wahba, Generalized 
ross-validation as a methodfor 
hoosing a good ridge parameter, Te
hnometri
s 21 (1979), 215�223.[17℄ C. W. Groets
h and A.Ñeubauer, Convergen
e of a general proje
tion method foran operator equation of the �rst kind, Houston J. Math. 14 (1988), no. 2, 201�208.[18℄ P. C. Hansen, Analysis of dis
rete ill-posed problems by means of the l-
urve, SIAMReview 34 (1992), no. 4, 561�580.



244 REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS[19℄ , Regularization tools: a matlab pa
kage for analysis and solution of dis
reteill-posed problems, Numer. Algorithms 6 (1994), no. 1-2, 1�35.[20℄ , De
onvolution and regularization with Toeplitz matri
es, Numer. Algo-rithms 29 (2002), no. 4, 323�378, Regularization with sparse and stru
tured ma-tri
es.[21℄ P. C. Hansen, J. G. Nagy, and D. P. O'Leary, Deblurring images, Fundamentalsof Algorithms, vol. 3, SIAM, Philadelphia, 2006, Matri
es, spe
tra, and �ltering.[22℄ P. C. Hansen and D. P. O'Leary, The use of the L-
urve in the regularization ofdis
rete ill-posed problems, SIAM J. S
i. Comput. 14 (1993), no. 6, 1487�1503.[23℄ D.Ñ. Hào and H.-J. Reinhardt, Re
ent 
ontributions to linear inverse heat 
ondu
-tion problems, J. Inverse Ill-Posed Probl. 4 (1996), no. 1, 23�32.[24℄ G. Helmberg, Introdu
tion to spe
tral theory in Hilbert spa
e, North-Holland Seriesin Applied Mathemati
s and Me
hani
s, Vol. 6, North-Holland Publishing Co.,Amsterdam, 1969.[25℄ T. Herdman, R. D. Spies, and K. G. Temperini, Generalized quali�
ation andquali�
ation levels for spe
tral regularization methods, (2007), enviado.[26℄ E. Hewitt and K. Stromberg, Real and abstra
t analysis. A modern treatment ofthe theory of fun
tions of a real variable, Springer-Verlag, New York, 1965.[27℄ D.Ñ. Hào, Methods for inverse heat 
ondu
tion methods, Methoden und Verfahrender Mathematis
hen Physik, (Frankfurt/Main: Peter Lang), 1998.[28℄ B. Hofmann and P. Mathé, Analysis of pro�le fun
tions for general linear regula-rization methods, SIAM J. Numer. Anal. 45 (2007), no. 3, 1122�1141 (ele
troni
).[29℄ J. Honerkamp, Ill-posed problems in rheology, Rheol. A
ta 28 (1989), 363�371.[30℄ V. Isakov, Inverse sour
e problems, Mathemati
al Surveys and Monographs,vol. 34, Ameri
an Mathemati
al So
iety, Providen
e, RI, 1990.



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 245[31℄ I.D. Johnson and B.S. Hudson, Environmental modulation of m13 
aot proteintryptophan �uores
en
e dynami
s, Bio
hemistry 28 (1989), 6392�6400.[32℄ P. Jonas and A. K. Louis, Approximate inverse for a one-dimensional inverse heat
ondu
tion problem, Inverse Problems 16 (2000), no. 1, 175�185.[33℄ J. B. Keller, Inverse problems, Amer. Math. Monthly 83 (1976), no. 2, 107�118.[34℄ A. Kirs
h, An introdu
tion to the mathemati
al theory of inverse problems, AppliedMathemati
al S
ien
es, vol. 120, Springer-Verlag, New York, 1996.[35℄ R. L. Lagendijk and J. Biemond, Iterative identi�
ation and restoration of images,Kluwer, Dordre
ht, 1991.[36℄ G. Landl, H. W. Engl, J. Chen, and K. Zeman, Optimal strategies for the 
oolingof steel strips in hot strip mills, Inverse Problems Engrg. 2 (1995), 103�118.[37℄ G. Landl, T. Langthaler, H. W. Engl, and H. F. Kau�mann, Distribution of eventtimes in time-resolved �uores
en
e: the exponential series approa
h�algorithm,regularization, analysis, J. Comput. Phys. 95 (1991), no. 1, 1�28.[38℄ A. K. Louis, Corrigendum: �Approximate inverse for linear and some nonlinearproblems� [Inverse Problems 11 (1995), no. 6, 1211�1223℄, Inverse Problems 12(1996), no. 2, 175�190.[39℄ , Appli
ation of the approximate inverse to 3D X-ray CT and ultrasound to-mography, Inverse problems in medi
al imaging and nondestru
tive testing (Ober-wolfa
h, 1996), Springer, Vienna, 1997, pp. 120�133.[40℄ A. K. Louis and P. Maass, A molli�er method for linear operator equations of the�rst kind, Inverse Problems 6 (1990), no. 3, 427�440.[41℄ G. R. Lue
ke and K. R. Hi
key, Convergen
e of approximate solutions of an ope-rator equation, Houston J. Math. 11 (1985), no. 3, 345�354.



246 REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS[42℄ P. Mathé, Saturation of regularization methods for linear ill-posed problems inHilbert spa
es, SIAM J. Numer. Anal. 42 (2004), no. 3, 968�973 (ele
troni
).[43℄ P. Mathé and S. V. Pereverzev, Optimal dis
retization of inverse problems inHilbert s
ales. Regularization and self-regularization of proje
tion methods, SIAMJ. Numer. Anal. 38 (2001), no. 6, 1999�2021 (ele
troni
).[44℄ , Geometry of linear ill-posed problems in variable Hilbert s
ales, InverseProblems 19 (2003), no. 3, 789�803.[45℄ H. Moritz, Advan
ed physi
al geodesy, Wi
hmann, Karlsruhe, 1980.[46℄ V. A. Morozov, On the solution of fun
tional equations by the method of regulari-zation, Soviet Math. Dokl. 7 (1966), 414�417.[47℄ M. Z. Nashed and G. Wahba, Convergen
e rates of approximate least squaressolutions of linear integral and operator equations of the �rst kind, Math. Comp.28 (1974), 69�80.[48℄ F.Ñatterer, The mathemati
s of 
omputerized tomography, B. G. Teubner, Stutt-gart, 1986.[49℄ A.Ñeubauer, On 
onverse and saturation results for regularization methods, Beiträ-ge zur angewandten Analysis und Informatik, Shaker, Aa
hen, 1994, pp. 262�270.[50℄ , On 
onverse and saturation results for Tikhonov regularization of linearill-posed problems, SIAM J. Numer. Anal. 34 (1997), no. 2, 517�527.[51℄ D. L. Phillips, A te
hnique for the numeri
al solution of 
ertain integral equationsof the �rst kind, J. Asso
. Comput. Ma
h. 9 (1962), 84�97.[52℄ R. Plato, Optimal algorithms for linear ill-posed problems yield regularization met-hods, Numer. Fun
t. Anal. Optim. 11 (1990), no. 1-2, 111�118.



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 247[53℄ J. Radon, Uber die bestimmung von funktionen dur
h ihre integralwerte längs ge-wisser mannigfaltigkeiten, P.M. Gruber, E. Hlawka, W. Nöbauer and L. S
hmette-rer, eds., J. Radon, Gesammelte Abhandlungenn - Colle
ted works, Band 2,Verlagd. Österr. Akad. d. Wiss., Birkhäuser, Basel (1987).[54℄ T. I. Seidman, Non
onvergen
e results for the appli
ation of least-squares estima-tion to ill-posed problems, J. Optim. Theory Appl. 30 (1980), no. 4, 535�547.[55℄ D. Showalter, Representation and 
omputation of the pseudoinverse, Pro
. Amer.Math. So
. 18 (1967), 584�586.[56℄ D. W. Showalter and A. Ben-Israel, Representation and 
omputation of the ge-neralized inverse of a bounded linear operator between Hilbert spa
es, Atti A

ad.Naz. Lin
ei Rend. Cl. S
i. Fis. Mat. Natur. (8) 48 (1970), 184�194.[57℄ R. D. Spies and K. G. Temperini, Arbitrary divergen
e speed of the least-squaresmethod in in�nite-dimensional inverse ill-posed problems, Inverse Problems 22(2006), no. 2, 611�626.[58℄ , Global saturation of regularization methods for inverse ill-posed problems,(2007), enviado.[59℄ D. B. Tata, M. Foresti, J. Cordero, M. A. Tomashefsky, M. A. Alfano, and R. R.Alfano, Fluores
en
e polarization spe
tros
opy and time-resolved �uores
en
e ki-neti
s of native 
an
erous and normal rat kidney tissues, Biophys J. 50 (1986),463�469.[60℄ A. E. Taylor, Introdu
tion to fun
tional analysis, John Wiley & Sons In
., NewYork, 1958.[61℄ A.Ñ. Tikhonov, Regularization of in
orre
tly posed problems, Soviet Math. Dokl.4 (1963), 1624�1627.[62℄ , Solution of in
orre
tly formulated problems and the regularization method,Soviet Math. Dokl. 4 (1963), 1035�1038.



248 REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS[63℄ C. R. Vogel and M. Oman, Iterative methods for total variation denoising, SiamJ. S
i. Compuing 17 (1996), 227�238.[64℄ J. Weidmann, Linear operators in Hilbert spa
es, Graduate Texts in Mathemati
s,vol. 68, Springer-Verlag, New York, 1980, Translated from the German by JosephSzü
s.[65℄ G. Whaba, Spline models for observational data, SIAM, Philadelphia, 1990.


