
Resumen
En este trabajo se abordó el estudio de métodos de regulariza
ión para problemasinversos mal 
ondi
ionados desde un punto de vista general, utilizando la teoría es-pe
tral de operadores en espa
ios de Hilbert. Se extendió un resultado de T. Seidmansobre la no 
onvergen
ia del método de mínimos 
uadrados al 
aso de divergen
ia 
onvelo
idad arbitraria. En parti
ular, se demostró que si se utiliza el método de mínimos
uadrados en problemas inversos mal 
ondi
ionados, enton
es siempre es posible elegirade
uadamente una su
esión de subespa
ios aproximantes de dimensión �nita, de ma-nera tal de 
onseguir que las solu
iones de mínimos 
uadrados diverjan de la solu
iónexa
ta 
on 
ualquier velo
idad arbitrariamente grande, pres
rita a-priori.Por otra parte, se extendió la de�ni
ión de 
ali�
a
ión introdu
ida por Mathé yPereverzev en el año 2003, prin
ipalmente permitiendo que las fun
iones aso
iadasa órdenes de 
onvergen
ia y 
onjuntos fuente no ne
esariamente sean las mismas. Seintrodujeron tres niveles de 
ali�
a
ión: débil, fuerte y óptimo. Se mostró que el primerode estos niveles generaliza la de�ni
ión de 
ali�
a
ión dada por Mathé y Pereverzev yse presentó un ejemplo de un método de regulariza
ión espe
tral que tiene 
ali�
a
ióndébil que no es 
ali�
a
ión en el sentido de Mathé y Pereverzev. Se dio una 
ondi
iónsu�
iente que garantiza que un método de regulariza
ión espe
tral posee 
ali�
a
iónen el sentido de esta generaliza
ión. También se probaron 
ondi
iones ne
esarias ysu�
ientes para que un orden de 
onvergen
ia dado sea 
ali�
a
ión fuerte u óptima.Se presentaron varios ejemplos de métodos de regulariza
ión espe
trales que no tienen9
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ali�
a
ión 
lási
a y sí poseen 
ali�
a
ión generalizada en alguno de los niveles de�nidosen este trabajo. También se mostraron y probaron varias impli
a
iones de esta teoríaen el 
ontexto de órdenes de 
onvergen
ia, resultados re
ípro
os y 
onjuntos fuentemaximales para problemas inversos mal 
ondi
ionados.La teoría de satura
ión existente hasta ahora sólo era apli
able a los métodos deregulariza
ión espe
trales. En este trabajo se ha desarrollado una teoría general desatura
ión global para métodos de regulariza
ión arbitrarios (espe
trales o no). Se ha-llaron 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para que un método posea satura
ión y seprobó que en tales métodos el error total debe ser doblemente optimal: 
omo ordende 
onvergen
ia óptimo sobre un 
ierto 
onjunto el que a su vez debe ser óptimo, enun sentido muy pre
iso, 
on respe
to al error. Se han probado algunos resultados re
í-pro
os y apli
ado la teoría desarrollada para 
ara
terizar la satura
ión de los métodosespe
trales 
on 
ali�
a
ión 
lási
a y de métodos espe
trales 
on 
ali�
a
ión máxima.También se utilizó el método de la inversa aproximada para desarrollar métodos deregulariza
ión que permiten resolver problemas inversos mal 
ondi
ionados originadosen apli
a
iones 
on
retas. Finalmente se presentaron varias apli
a
iones a problemasinversos en 
ondu

ión de 
alor y pro
esamiento de imágenes y resultados numéri
osque permiten una mejor visualiza
ión de los resultados teóri
os obtenidos.



Introdu

ión
En las últimas dos dé
adas, el estudio de los problemas inversos ha sido sin dudauna de las áreas de mayor 
re
imiento de la Matemáti
a Apli
ada. Este 
re
imiento hasido en buena parte 
onse
uen
ia de apli
a
iones en otras 
ien
ias y en la industria.En general se di
e que dos problemas son inversos el uno del otro si la formula
iónde uno involu
ra al otro ([33℄). Generalmente por razones históri
as suele llamarsea uno de ellos el problema dire
to (usualmente éste es el más simple o el que se haestudiado primero) y al otro, el problema inverso. Sin embargo, si detrás de un problemamatemáti
o existe un problema de la vida real, hay, en la gran mayoría de los 
asos, unadistin
ión muy natural entre el problema dire
to y el problema inverso. Por ejemplo,si lo que se bus
a es prede
ir el 
omportamiento futuro de un sistema físi
o a partirdel 
ono
imiento de su estado presente y de las leyes físi
as que lo gobiernan, enton
eséste es naturalmente el problema dire
to. En este 
aso, entre los posibles problemasinversos podemos men
ionar la determina
ión del estado presente del sistema a partir deobserva
iones futuras (es de
ir la evolu
ión �ha
ia atrás� en el tiempo) y la identi�
a
iónde parámetros físi
os a partir de observa
iones de la evolu
ión del sistema.Desde el punto de vista de las apli
a
iones existen dos motiva
iones prin
ipalespara el estudio de los problemas inversos. Primero, la ne
esidad de determinar estadospasados o parámetros de un sistema físi
o y segundo, la ne
esidad de saber 
ómo sedebe in�uen
iar un sistema a través de su estado presente o sus parámetros, 
on elobjeto de llevarlo a un 
ierto estado deseado en el futuro. Podría de
irse enton
es que11
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iónlos problemas inversos tratan la determina
ión de las 
ausas de un efe
to observado odeseado.En su gran mayoría, los problemas inversos no satisfa
en los postulados de Hada-mard de buen 
ondi
ionamiento (�well-posedness�). Pueden no tener una solu
ión enel sentido estri
to, las solu
iones pueden no ser úni
as y/o no depender 
ontinuamentede los datos. Los problemas que poseen alguna de estas indeseables propiedades se di
eque son mal 
ondi
ionados (�ill-posed�) y el tratamiento matemáti
o de los mismospresenta, prin
ipalmente debido a la falta de dependen
ia 
ontinua de los datos, seriasdi�
ultades, espe
ialmente desde el punto de vista 
omputa
ional y numéri
o. Mientrasque el estudio de problemas inversos 
on
retos fre
uentemente involu
ra el problema de
ómo forzar uni
idad mediante informa
ión o supuestos adi
ionales, no se puede de
irmu
ho sobre esto en un 
ontexto general. Sin embargo, la pérdida de estabilidad ysu restaura
ión mediante métodos apropiados (métodos de regulariza
ión) sí se puedetratar y estudiar 
on bastante generalidad.Es oportuno men
ionar que existe una gran variedad de problemas apli
ados 
on-
retos que originan problemas inversos mal 
ondi
ionados y 
uyo tratamiento requierene
esariamente del uso de métodos de regulariza
ión. Entre ellos men
ionamos: tomo-grafía 
omputada ([12℄, [48℄, [53℄), problemas de �uores
en
ia ([31℄, [37℄, [59℄), reología([29℄), geofísi
a ([14℄, [45℄), pro
esamiento de señales e imágenes ([3℄, [20℄, [21℄), 
on-du

ión de 
alor ([13℄, [15℄, [23℄, [27℄, [36℄), identi�
a
ión de parámetros ([7℄, [30℄),problemas de dispersión inversos (�inverse s
attering�) ([9℄), et
..En esta tesis abordaremos el estudio de métodos de regulariza
ión para problemasinversos mal 
ondi
ionados desde un punto de vista general, ha
iendo uso de la teoríaespe
tral para operadores en espa
ios de Hilbert. En parti
ular, este enfoque nos 
on-du
irá a desarrollar un andamiaje matemáti
o apropiado que nos permitirá 
umplir
on los siguientes objetivos:
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ión 13Exhibir el estado del arte de la teoría de regulariza
ión de problemas inversosmal 
ondi
ionados desde la ópti
a de la teoría espe
tral.Demostrar que la apli
a
ión del método de mínimos 
uadrados en problemas mal
ondi
ionados puede generar solu
iones aproximadas que diverjan de la solu
iónexa
ta 
on velo
idad arbitrariamente grande.Desarrollar una teoría general dentro de la 
ual podamos de�nir ade
uadamenteel 
on
epto de �satura
ión� de un método de regulariza
ión formalizando la ideaintuitiva del mismo 
omo la máxima e�
ien
ia que puede al
anzar di
ho método,
ualquiera sea la informa
ión de la que se disponga sobre la solu
ión del problema.Formalizar ade
uadamente el 
on
epto de �
ali�
a
ión� de un método de regulari-za
ión atendiendo a su 
on
ep
ión heurísti
a 
omo orden óptimo de 
onvergen
ia.Esta tesis 
onsta de o
ho 
apítulos. En los 
uatro primeros se presenta el estadodel arte sobre el tema in
luyendo las prin
ipales herramientas matemáti
as ne
esariasque nos permitirán abordar ade
uadamente los problemas que son tratados en lasse

iones posteriores. Si bien gran parte de los resultados 
ontenidos en estos 
apítulosson 
ono
idos, en varias o
asiones hemos in
luído demostra
iones y desarrollos propiosutilizando el enfoque previamente men
ionado.En 1980, Seidman ([54℄) probó un resultado de no 
onvergen
ia del método demínimos 
uadrados 
uando se apli
a a problemas inversos de dimensión in�nita. En elCapítulo 5 extendemos este resultado probando que se puede obtener divergen
ia 
on
ualquier velo
idad arbitrariamente grande, pres
rita a-priori.En el Capítulo 6 desarrollamos una teoría general de satura
ión global para méto-dos de regulariza
ión arbitrarios (espe
trales o no) y damos 
ondi
iones ne
esarias ysu�
ientes para que un método de regulariza
ión arbitrario posea satura
ión. En par-ti
ular, probamos que para que un método de regulariza
ión posea satura
ión, el error



14 Introdu

ióntotal debe ser �doblemente optimal�, en el sentido que debe ser orden de 
onvergen
iaóptimo sobre un 
ierto 
onjunto, el que a su vez debe satisfa
er una 
ierta 
ondi
ión deoptimalidad 
on respe
to al error. Además, damos una forma explí
ita para la satura-
ión en términos de la familia de operadores de regulariza
ión y del operador aso
iadoal problema. Por último, demostramos algunos resultados re
ípro
os que son utilizadosluego para 
ara
terizar la satura
ión de los métodos espe
trales 
on 
ali�
a
ión 
lási
ay de los métodos que poseen 
ali�
a
ión máxima.En el Capítulo 7 extendemos la de�ni
ión de 
ali�
a
ión de métodos de regulari-za
ión espe
trales dada por Mathé y Pereverzev en el año 2003 ([44℄) e introdu
imostres niveles jerárqui
os del 
on
epto de 
ali�
a
ión: débil, fuerte y óptimo. Tambiéndamos una 
ondi
ión su�
iente para la existen
ia de 
ali�
a
ión débil de un métodode regulariza
ión espe
tral y 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para que un orden de
onvergen
ia sea 
ali�
a
ión fuerte u óptima de un método de regulariza
ión espe
tral.Además, presentamos varios ejemplos de métodos de regulariza
ión espe
trales que notienen 
ali�
a
ión 
lási
a y sí poseen 
ali�
a
ión en alguno de los niveles de�nidos eneste trabajo. Al �nal de di
ho 
apítulo mostramos algunas importantes impli
a
iones deesta teoría en el 
ontexto de órdenes de 
onvergen
ia, resultados re
ípro
os y 
onjuntosfuente maximales para problemas inversos mal 
ondi
ionados.En el Capítulo 8 se presentan varias apli
a
iones de los métodos y resultados previosa través de ejemplos y problemas 
on
retos. En parti
ular se muestran varios resultadosnuméri
os en problemas inversos en 
ondu

ión de 
alor y pro
esamiento de imágenes.Asimismo se exhiben resultados numéri
os que muestran el 
on
epto de 
ali�
a
iónintrodu
ido en el Capítulo 7, 
omo orden de 
onvergen
ia óptimo en problemas derestaura
ión de imágenes.


