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CAPITULO PRELIMINAR

RESUMEN Y ORGANIZACION DE LA TESIS

0.1. RESUMEN

Esta tesis es el resultado de una investigacion cualitativa de alcance exploratorio descriptivo,
que tiene por objetivo valorar consignas propuestas para la enseflanza del limite puntual de
funciones reales de variable real en los libros de texto recomendados en la citedra Célculo I
de la carrera Profesorado en Matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la
Universidad Nacional del Litoral (FHUC-UNL).

Nuestra posicién es de tipo integradora, dado que revisamos trabajos previos para elaborar el
marco tedrico de referencia pero nos desprendimos de éstos porque que no versan
exactamente sobre el tema elegido. Particularmente, realizamos estudios de consignas
matematicas, y la seleccién de las mismas no fue azarosa, estudiamos estos casos en
profundidad.

Durante el proceso establecimos criterios de seleccion de libros y consignas propuestas en
ellos, elaboramos el concepto de “fertilidad de una consigna matematica” y determinamos
indicadores para la valoracién de dicha fertilidad. Ademads identificamos aspectos subyacentes
al concepto de limite involucrados en las consignas, describimos la influencia del uso de
GeoGebra en las resoluciones y reformulamos y diseflamos nuevas consignas en funciéon de
los resultados del estudio, con el propdsito de que ofrezcan oportunidades efectivas para la
construccion del concepto de limite.

Extrajimos conclusiones a partir del andlisis en profundidad de un grupo de consignas
recuperadas de dos libros de texto propuestos en Calculo 1. Para escoger los libros tuvimos en
cuenta los resultados de una encuesta realizada a las y los estudiantes que aprobaron la
asignatura en el periodo 2016-2020. Para la seleccion de las consignas establecimos criterios
atendiendo a la encuesta mencionada y los andlisis generales de las secciones, relativas al
tema, de los dos libros.

Para el estudio de las consignas consideramos el marco tedrico de referencia construido,
indagando respecto de lo emergente a partir de diferentes modos de resolver los problemas
matemadticos que se plantean, contemplando lo compartido y lo singular. Consideramos las
posibilidades de exploracion y argumentacién que ofrecen, los registros de representacion

semidtica involucrados, las demandas cognitivas que provocan y los aspectos del concepto de
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limite que intervienen. También fue necesario, en los casos viables, describir posibles
resoluciones con el uso de GeoGebra y reflexionar sobre la conveniencia de su utilizacion.
Establecimos resultados derivados del andlisis, en los que recuperamos observaciones
particulares destacadas y puntos focales, y establecimos criterios para determinar la fertilidad
de consignas sobre limite en las que se dispone de GeoGebra para la resolucion.

Ademas, atendiendo a los resultados, a modo de ejemplo, reformulamos seis consignas de las
estudiadas y elaboramos dos nuevas consignas para el abordaje de la ensefianza de la
definicién métrica.

Consideramos como hallazgos importantes los instrumentos disefiados para la recoleccién de
datos y para el andlisis de consignas y los criterios construidos para la seleccion de libros y de
consignas. Esto podria ser provechoso en investigaciones relacionadas.

Las contribuciones mas destacadas de la investigacion son la definicion de “fertilidad de una
consigna matemadtica” y los criterios para establecer dicha fertilidad en consignas sobre el
tema limite. Estos son aportes tanto para la comunidad de investigadoras/es como de docentes
ya que permiten tener una perspectiva fundada a la hora de seleccionar, formular y/o

reformular consignas sobre el tema.

0.2. ORGANIZACION DE LA TESIS

Este escrito cuenta con 8 capitulos (ademds este Capitulo Preliminar), las referencias
bibliogrificas y 4 anexos. Expresamos en los capitulos el contenido depurado de la
investigacion y en los anexos documentacion que amplia, fundamenta o sintetiza lo expresado

en algunos capitulos.

Sobre los capitulos

= En el CAPITULO 1 explicitamos el problema investigacién, justificando su relevancia en
el dmbito de la Educacion Matemdtica. Expresamos las razones que dieron origen a las
preguntas de investigacion y al estudio del tema.

= En el CAPITULO 2 presentamos los antecedentes sobre el tema. Estos abordan estudios
sobre algun aspecto o problematica de la ensefianza y/o el aprendizaje del limite puntual y
sobre consignas para la ensefianza, relativas a: el contexto educativo en general, el
contexto matematico, la ensefianza de limite y la ensefianza de la Matemadtica con inclusién

de tecnologias digitales.

Patricia Noemi Cavatorta 8



En el CAPITULO 3 presentamos el marco tedrico construido a partir de las teorfas que
consideramos de relevancia.

En el CAPITULO 4 exponemos el contexto, los objetivos y el marco metodolégico de la
investigacion. Damos cuenta de: el contexto en que se desarrolla el estudio, el objetivo
general y los objetivos particulares perseguidos, el tipo de investigacion realizada (con sus
alcances) y del proceso de investigacion organizado en fases.

En el CAPITULO 5 presentamos cémo realizamos la seleccién de los dos libros de los
cuales extrajimos las consignas analizadas y una sintesis del escaneo general de las
secciones de los mismos correspondientes al tema de nuestro estudio.

En el CAPITULO 6 damos a conocer los criterios de seleccién de las consignas y el
estudio en profundidad de las mismas. También mostramos los resultados obtenidos y
exponemos puntos focales a considerar para la seleccion, la reformulacién y el disefio de
consignas para la ensefianza de limite.

En el CAPITULO 7 mostramos la reformulacién de algunas de las consignas estudiadas,
atendiendo a los resultados expuestos en el Capitulo 6 y presentamos “nuevas consignas”
disefiadas para el abordaje de la construccion de la definicién métrica de limite puntual.

En el CAPITULO 8 damos cuenta de las evidencias que se dieron durante el proceso de
investigacion, las conclusiones a las que arribamos en relacién a los objetivos planteados,
las contribuciones parciales producidas y las posibles lineas de continuidad de nuestro

trabajo.

Sobre los anexos

En el Anexo I presentamos la encuesta realizada a las y los estudiantes, la justificacién de
la seleccion de encuestadas/os y los resumenes de los resultados obtenidos a partir de sus
respuestas.

En el Anexo II mostramos el instrumento “Grillas de escaneo”, disefiado para la revision
general de las consignas.

En el Anexo III exhibimos el andlisis general (en funcion del marco tedrico de referencia
construido) de las secciones 2.1 y 2.2 de los libros de texto seleccionados, de las cuales
extrajimos las consignas estudiadas.

En el Anexo IV mostramos el compendio de todas las consignas seleccionadas para el

andlisis expuesto en el capitulo 6.
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0.3. INDICE DE ABREVIATURAS

En este escrito hacemos referencia repetida a ciertos términos, categorias y conceptos.

Para evitar redundancias, en la primera aparicion de los mismos, los presentamos de forma

completa junto con sus abreviaturas correspondientes entre paréntesis. A partir de la segunda

mencion, utilizamos Unicamente las abreviaturas.

En la Tabla 1 presentamos, en orden alfabético, el significado de las abreviaturas

utilizadas.

Abreviatura Significado
AM Actividad Matematica
CPS Criterio de pertinencia y significatividad
CS Con software
PM Potencial Matematico
RRA Registro de representacion algebraico
RRG Registro de representacion grafico
RRN Registro de representacion numérico
RRYV Registro de representacion verbal
SS Sin software
™D Tecnologia/s digital/es
TIC Tecnologia/s de la informacién y la comunicacién
™ Tarea de memorizacién
TPCC Tarea de procedimiento con conexién
TPM Tarea para producir matematicas
TPSC Tarea de procedimiento sin conexion

Tabla 1. Abreviatura utilizadas y significados

Patricia Noemi Cavatorta
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CAPITULO 1

PROBLEMA DE INVESTIGACION

Este capitulo consta de dos apartados. En el primero (1.1) presentamos el problema de
investigacion y la justificacion de su relevancia. En el segundo (1.2) planteamos las preguntas

que guiaron la investigacion.

1.1. PLANTEAMIENTO Y JUSTIFICACION DEL PROBLEMA

La autora de esta tesis es parte del cuerpo docente de la asignatura Calculo I de la
carrera Profesorado en Matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la
Universidad Nacional del Litoral (FHUC-UNL). En esta catedra notamos la existencia de
dificultades recurrentes en los procesos de aprendizaje del concepto central de la asignatura:
el de limite puntual de funciones reales de variable real. Cuestiones también detectadas por la
directora y codirectora de este trabajo, por su experiencia como docentes del drea Andlisis
Matemidtico.

Nuestra experiencia permite expresar que las y los estudiantes presentan pocos
inconvenientes en el cédlculo de limites, y que con constancia y dedicacion logran superar las
dificultades, al menos en su mayoria. Observamos especialmente dificultades en la
interpretacion de lo que estdn calculando, la elaboracion de estrategias adecuadas para la
resolucion de las situaciones problemadticas, la comprension de los procedimientos ligados a
los célculos y la construccién significativa de las definiciones. Las y los estudiantes dan
cuenta, por la narracién en la resolucion de actividades en los trabajos practicos y exdmenes, y
por las explicaciones que manifiestan a sus pares cuando pasan a la pizarra o trabajan en
grupos, que utilizan procedimientos que han incorporado como herramientas obteniendo
resultados correctos, pero en muchas ocasiones los utilizan mecénicamente, haciendo abuso
de omisién de muchas cuestiones inherentes al concepto de limite. En relacion a esto Azcérate
et al. (1996) plantean que:

En la ensefianza y el aprendizaje del concepto de limite se produce un fenémeno

didactico bien conocido: los profesores son conscientes de que la mayoria de sus

estudiantes es incapaz de dominar el concepto y, sin embargo, proponen ejercicios que
enseflan a resolver, de manera que buena parte de los alumnos pueden aprobar la

asignatura. (p. 13)
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Durante varios anos, desde la catedra de Calculo I se han tomado decisiones didacticas
para mejorar el aprendizaje de las y los estudiantes. Una de ellas ha sido la alteracion del
orden de desarrollo preestablecido en el libro de texto' utilizado en la asignatura,
concretamente en la unidad II "Limite y continuidad" y III "Derivadas". En lugar de abordar
estos temas siguiendo el orden del libro, se ha optado por abordarlos en dos etapas. En la
primera etapa (capitulos 2 y 3 del libro), se introduce el tema sin utilizar la definicién épsilon-
delta. En la segunda etapa, se formaliza dicha definicién, completando asi la formalizacién de
todo lo trabajado desde lo intuitivo y experimental. También se abordan demostraciones de
mayor complejidad.

Las dificultades en el aprendizaje del cdlculo han sido objeto de estudio por parte de
muchos investigadores en Educacién Matemadtica. En particular, Artigue (1995) ha planteado
que estas dificultades se pueden clasificar en tres categorias: la complejidad matematica de los
objetos bdsicos del cdlculo, la conceptualizacién y formalizacion del concepto de limite, que
es la nocidén central del campo, y las rupturas necesarias en relacion a los modos de
pensamiento algebraico. La ensefianza universitaria de los conceptos del calculo, tiende a
centrarse en pricticas algoritmicas y algebraicas y en la evaluacién de las competencias
adquiridas, segun sostienen tanto Artigue (1995) como Corica y Otero (2009). Estas ideas son
relevantes a la hora de disefar actividades y planificar una clase, ya que es necesario tener en
cuenta las dificultades que pueden surgir en el proceso de aprendizaje del cdlculo y disefiar
estrategias diddcticas que permitan superarlas.

En relacién a la ensefanza y el aprendizaje del concepto de limite, existen multiples
investigaciones2 que abordan diferentes aspectos, tales como las dificultades en la
construccion del concepto, los conflictos semidticos, las concepciones erréneas, el abordaje
desde distintos registros de representacion, las definiciones informales, las imagenes
conceptuales asociadas al concepto, y el impacto de las propuestas de ensefianza en el
aprendizaje. La renovacion de la ensefianza del Célculo implica, segin Moreno Moreno
(2005), cambios en varios aspectos, como el curriculo, el desarrollo profesional de la
universidad, el uso de tecnologias y la formacion didactica y cientifica de los futuros
docentes. Estos cambios son fundamentales para mejorar la ensefianza del Célculo y superar
las dificultades que se presentan en la enseflanza y el aprendizaje del concepto de limite.
Como investigadores en Educaciéon Matemdtica, es importante tener en cuenta estos aspectos

al abordar la problematica del aprendizaje del Calculo y contribuir a su mejora continua.

! Salas, S., Hille. E. y Etgen, G. (2002). CALCULUS. Una y varias variables (C. Casacuberta Vergés, Trad.). Reverté.
% Estas investigaciones las explicitamos en la seccién 2.1.
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Por otro lado, la incorporacién de tecnologias digitales (TD) en el proceso de
ensefianza ha sido objeto de estudio por diversos investigadores. Segun Codes y Sierra
(2005), el uso de tecnologia en el aula puede facilitar la exploracién y experimentacién de
conceptos, incluso antes de definirlos formalmente. Sin embargo, para aprovechar al méximo
estas oportunidades, es necesario disefar actividades que involucren al estudiante activamente
en la construccion de los conceptos, y que el/la docente actie como mediador/a y guia en este
proceso. Por su parte, Coll (2009) sefala que las tecnologias de la informacién y
comunicacion (TIC) abren nuevos horizontes y posibilidades en los procesos de ensefianza y
aprendizaje, y que su uso adecuado permite la innovacion y mejora en la ensefianza que son
dificiles de lograr de otra manera. No es tanto en las tecnologias en si mismas, sino en las
actividades que se pueden realizar gracias a ellas, donde hay que buscar las claves para
comprender y valorar su impacto en la ensefanza y el aprendizaje. Como investigadores en
Educaciéon Matemadtica, es importante tener en cuenta estas consideraciones al disefiar y
evaluar la incorporacion de TD en la ensefianza de las matematicas.

Nos motiva el desafio de transformar la ensefianza del Célculo, especialmente en lo
que se refiere a la de limite puntual de funciones reales de variable real. En este sentido,
compartimos la preocupacion de otros autores acerca de la necesidad de desplazar la
enseflanza centrada en préicticas algoritmicas y algebraicas hacia aquellas que promuevan la
construccion de los conceptos con sentido.

Las investigaciones actuales en este campo sefialan la importancia de profundizar en
cuestiones relacionadas con las tareas y la incorporacion de las TD para el aprendizaje de los
conceptos del Calculo. En este sentido, consideramos fundamental la selecciéon o disefio de
actividades y tareas que permitan a los estudiantes experimentar la riqueza matematica de los
conceptos, en lugar de simplemente resolver ejercicios mecanicos.

En relacion a este punto, Barreiro et al. (2016) proponen que las tareas deben incluir
una consigna, un contexto y un objetivo establecido por el/la docente. Sin embargo, para que
las tareas sean efectivas en la construccidon de los conceptos, es importante que la consigna
presente un desafio cognitivo que permita a los estudiantes explorar y experimentar los
conceptos matemdticos de manera activa y significativa. En este sentido, creemos que las TD
pueden ser herramientas valiosas para la elaboracion de tareas y actividades que permitan a
los estudiantes construir el conocimiento de manera mas significativa y auténoma.

De alli que nuestro problema de investigacion esté vinculado con el andlisis de
consignas matemadticas, con o sin uso de TD, relacionadas con la ensefianza del limite de

funciones reales de variable real, especificamente aquellas previas al tratamiento de la
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definiciéon métrica o durante el proceso de construccion de la misma. Nuestra finalidad es
determinar si estas consignas ofrecen oportunidades efectivas para la construccion del
concepto de limite, teniendo en cuenta su complejidad, y cémo podriamos formular nuevas
consignas que superen aquellas que se encuentran cominmente en el dmbito académico.
Ademds, nos enfocamos en investigar el impacto del uso de GeoGebra, un software

frecuentemente utilizado por los estudiantes de la carrera, en la resolucién de estas consignas.

1.2. PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Las preguntas de investigacion del trabajo estdn referidas a las consignas propuestas
para la ensefianza del limite puntual de funciones reales de variable real en los libros de textos
recomendados en la cdtedra Célculo I de la carrera Profesorado en Matemética de la FHUC-
UNL y son:
» ;Cuadles son los elementos fundamentales a tener en cuenta al valorar las oportunidades

que brindan para la construccién del concepto?

= Qué aspectos subyacentes al concepto de limite estdn involucrados en ellas?
= ;Coémo influye el uso GeoGebra si se incluye en su resolucién?
= ;Serd posible contar con consignas que ofrezcan oportunidades efectivas para la

construccion del concepto de limite, teniendo en cuenta su complejidad?
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CAPITULO 2

ANTECEDENTES Y ESTADO DEL ARTE

Este capitulo consta de dos apartados. En el primero (2.1) presentamos antecedentes de
investigacion que abordan estudios de algun aspecto o problematica de la ensefianza y/o el
aprendizaje del limite puntual. En el segundo apartado (2.2) exponemos en forma organizada
estudios que se han realizado sobre las consignas para la ensefianza, relativas a: el contexto
educativo en general (2.2.1), el contexto matemaético (2.2.2), la ensefianza de limite (2.2.3) y

la ensefianza de la Matematica con inclusion de TD (2.2.4).

2.1. INVESTIGACIONES SOBRE LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DEL
LIMITE

En relacién a la ensefianza y el aprendizaje del concepto de limite, existen varias
investigaciones, que detallamos a continuacion.

Tall y Vinner (1981) refieren a los términos de imagen conceptual y definicion
conceptual de los objetos matemdticos. Consideran que la imagen conceptual consta de toda
la estructura cognitiva en la mente asociada con un concepto dado. Esto puede no ser
globalmente coherente y tener aspectos que son muy diferentes de la definicién formal del
concepto. En relacion a la ensefianza de los limites y la continuidad, dan cuenta de varias
investigaciones que demuestran que las imdgenes conceptuales asociadas a estos conceptos
difieren de la teoria formal y que contienen factores que causan conflicto en los aprendizajes.

Cornu (1991) y Sierpinska (1985), han investigado sobre tareas y procesos de
aprendizaje del concepto de limite y manifiestan las dificultades que tienen las y los
estudiantes en la construccion del mismo.

Artigue (1998) plantea que no es facil iniciarse en el estudio del campo conceptual del
Andlisis, cuando se pretende el desarrollo de los modos de pensamiento y de técnicas que
estdn fundamentadas en €l. Explica (y ejemplifica) por qué las tres dificultades de acceso al
campo conceptual del andlisis son las asociadas a la complejidad matematica de los objetos
basicos de este campo conceptual, las asociadas a la conceptualizacion y a la formalizacion de
la nocién de limite, que es la nocién central del campo, y las vinculadas con las rupturas
necesarias con la relaciéon a los modos de pensamiento algebraico. Ademds, sintetiza las

medidas tomadas en Francia en el siglo XX en relacion a la ensefianza del Anélisis.
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La introduccion generalizada del Andlisis, con la reforma de 1902, dot6 a la ensefianza

bachillerato de instrumentos eficaces para resolver problemas clésicos, tanto en

matemdticas como en las ciencias fisicas. Esta introduccién fue claramente un éxito
pero sus propositos quedaban limitados y lo que se enseflaba a esta época era
esencialmente un célculo diferencial e integral, es decir la parte mas accesible del

Analisis. Con las reformas de los afnos sesenta, el curriculo en Analisis se dio nuevos

anhelos: el Andlisis se independizé del dlgebra y su dimensién como objeto emergio

de su dimensién como instrumento. Poco después, la reforma de las matematicas

modernas impuso una visién formal del campo donde los planteamientos relativos a

sus fundamentos tendian a volverse dominantes. Esta vision formal fue rechazada con

la contrarreforma de 1982; una nueva organizacion de este campo conceptual en torno

a problemas de variacién y aproximacién constitutivos de su historia emergio, y las

aproximaciones intuitivas y experimentales fueron preconizadas. (p.52)

Concluye que las aproximaciones intuitivas y experimentales se fueron imponiendo y
se tomaron como una puerta de entrada razonable, pero que estas organizaciones permitieron
resolver algunos problemas didacticos y no otros. Considera que se debe tener mayor control
en relacion las aproximaciones intuitivas si no se desea caer en facilidades aportadas en los
primeros contactos con el Andlisis que generen obsticulos serios en aprendizajes posteriores.

Blazquez y Ortega (1999) describen la importancia de las sucesiones como
instrumento de aproximacién diddctica al concepto de limite. Bldzquez y Ortega (2001)
realizan un estudio a partir de la implementacion de una secuencia didéctica para la ensefianza
de limite que involucra los sistemas de representacion del concepto funcién (verbal,
numérico, grafico y algebraico). Identifican que el aprendizaje de limite se enfrenta con las
dificultades del cambio de sistema de representacion y, a su vez, que el uso de diferentes
representaciones favorece dicho aprendizaje. Los mismos autores (2002) publican una nueva
definicion de Ilimite (como aproximacién c’)ptima3). Blazquez, et al. (2006) realizan un
estudio comparativo de la definicién métrica y la establecida por ellos para determinar cudl de
las dos es mas sencilla y apropiada para el aprendizaje del concepto, concluyendo que la

segunda es mds apropiada para aprendizajes iniciales. Blazquez, et al. (2008) a partir de un

3 El limite de la funcién f en x = a es L si para cualquier aproximacién K de L, K # L, existe una aproximacién H de a,
H # a, tal que las imdgenes de todos los puntos que estdn mds cerca de a que H estdn mds préximas a L que K.
Esto equivale a decir que:
El limite de la funcién f en x = a es L si para cualquier aproximacion K de L, K # L, existe un entorno reducido de a, tal
que las imdgenes de todos sus puntos estdn mds proximas a L que K.
Utilizando la significacién de tendencias: El limite de la funcién f en x = a es L si cuando x tiende a a, sus imagenes f(x)
tienden a L.
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estudio empirico con estudiantes de ingenieria contrastan si la nocién de limite ligada a la
definicion métrica perdura mds en la memoria que la ligada a la definicibon como
aproximacion optima.

Contreras de la Fuente et al. (2003) describen, explican e identifican factores
condicionantes de la ensefianza y el aprendizaje del limite de una funcién en un contexto
institucional fijado. A partir de las producciones de estudiantes, detectan varios conflictos
semidticos, entre los mds relevantes sefialan: la asignacién de un valor numérico al infinito, la
aplicacion de una regla como general cuando solo es cierta en casos particulares, la
interpretacion del término “indefinidamente” usado para el crecimiento de una funcién como
un crecimiento hacia infinito y el considerar el limite de una funcidén en un punto como el
valor de la funcién en dicho punto.

Péaez (2005) presenta los resultados de una investigacion sobre la reconstruccién del
concepto de limite en estudiantes de posgrado en un ambiente de aprendizaje cooperativo,
debate cientifico y auto-reflexién. Identifica dificultades en la notacién lim,_,. f(x) = o y en
la definicion formal de limite (el uso de cuantificadores y del orden de la implicacién en la
misma). También reconoce algunas concepciones errdneas en relacion al concepto: considerar
el limite como el valor que toma la funcién en el punto que se estd analizando y, en relacién a
la definicién métrica, que para cada épsilon basta tomar el delta igual a épsilon en el proceso
de demostracion.

Ferndandez Plaza et al. (2013) describen e interpretan las definiciones informales
aportadas por un grupo de estudiantes de bachillerato sobre el concepto de limite finito de una
funcién en un punto. Destacan la riqueza de significados de las mismas debido a la
interpretacion del limite como objeto o proceso, los algoritmos y las destrezas practicas para
su cdlculo. En otro trabajo Ferndndez Plaza et al. (2014) presentan un estudio exploratorio y
descriptivo sobre los modos en que las y los estudiantes de bachillerato describen gréficas de
funciones mediante enunciados simbdlicos.

Hitt y Paez (2005) consideran que en la construccién del concepto de limite se
enfrentan dificultades de aprendizaje que tienen que ver con la complejidad del concepto y
con como se ensefla. Plantean que han analizado estudios experimentales realizados por
investigadores en Educacion Matemdtica, como los de Cornu (1981, 1991), Sierpinska (1985,
1987, 1988), Tall y Schwarzenberger (1978) y estudios propios (Hitt y Paez; 2001, 2003). Se
han acercado al entendimiento de las dificultades que tienen las y los estudiantes en la
construccion del concepto de limite e infieren que una gran mayoria de esas dificultades

tienen que ver con la manera como se ensefa el tema. Exponen dichas dificultades y proponen
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una serie de actividades para promover una mejor adquisicién del concepto.

2.2. ESTADO DEL ARTE. SOBRE LAS CONSIGNAS DE ENSENANZA

Dentro de la bibliografia especializada se encuentran varios estudios vinculados a
aspectos relativos a las consignas de las tareas, con diferentes orientaciones de acuerdo al
objeto de estudio. El relevamiento realizado nos llevé a agrupar estos estudios sobre las
consignas de ensefianza en aquellas relativas al contexto educativo, al contexto matemadtico, a
la ensefianza del tema limite y a la ensefianza de Matemadtica con inclusion de tecnoldgicas

digitales. A continuacién describimos lo analizado para cada agrupamiento.

2.2.1. Relativas al contexto educativo

La gran mayoria de los antecedentes en relacién a la temdtica de la consigna estidn
relacionados al campo de la Lengua. Se estudia, entre otras cosas, la interpretacion y
comprension de la consigna por parte de los estudiantes (Mufoz et al., 2015), las
representaciones puestas en juego a partir de la consigna (Falchini y Rafaelli, 2008), la
consigna como instruccién que habilita u obstaculiza la escritura (Condito, 2016; Camelo
Gonzdlez, 2010) y las consignas escritas como prueba de andlisis del desempefio docente
(Vinas Forcade y Emery Bianco, 2015).

En un estudio de Vazquez et al. (2006) se analizan los efectos que la escritura tiene
sobre el aprendizaje, los procesos que siguen las y los estudiantes al escribir, los rasgos de sus
textos y las estrategias discursivas que ponen en juego para producirlos. Los resultados de
estos estudios contribuyen al disefio de experiencias diddcticas destinadas a mejorar los
desempefios de los estudiantes en los escritos académicos, teniendo en cuenta que el ambiente
instruccional puede incidir en la calidad del desempefio de las y los estudiantes. Analizan las
tareas desde tres variables: nivel de procesamiento cognitivo, grado de estructuracion y
operaciones cognitivo-lingiiisticas. En relaciéon al nivel de procesamiento cognitivo se
considera que las tareas que exigen reproducir una informacién requieren menor exigencia
cognitiva que las que exigen organizarla; suponen un procesamiento superficial cuyo objetivo
es el incremento del conocimiento a través de la repeticion literal de la informacion vinculada.
En cambio, las tareas que requieren comprension y estdn orientadas a la construccién de
significados, suponen un enfoque profundo y se vinculan a estrategias de reorganizacion y
transformacién de la informacion. El grado de estructuracién se refiere a la clarificacion del

trabajo que el/la alumno/a debe realizar, si se manifiesta el curso de la accion y el producto
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final estd claramente definido o no. Dado que en este trabajo interesa analizar las consignas
que demandan la produccién escrita, se consideran las operaciones cognitivo-lingiiisticas en
las que convergen procesos de pensamiento y formaciones discursivas particulares. El estudio
se desarrolla en dos etapas: la primera estd dedicada a la recoleccion y andlisis de consignas
de escritura; y la segunda a estudiar, a través del andlisis de entrevistas, las representaciones
que sostienen los profesores a través de las tareas de escritura que demandan a los estudiantes.

La tesis doctoral “Las consignas de trabajo en el espacio socio-discursivo de la
ensefianza de la lengua” de Riestra (2004) tiene como objeto de investigacion los procesos de
ensefianza-aprendizaje en el espacio concreto de la formacién y, en sentido estricto, las
consignas que los ensefantes dieron a sus alumnas/os. Se enfoca, ademads, en los problemas
que las y los docentes encuentran en la realizacién de la actividad, en funcién de sus propias
representaciones de los saberes que transmiten y las situaciones en las que estan involucrados
al enseiiar, teniendo en cuenta los manuales y los programas. La interaccion fue la unidad de
andlisis, tanto en el andlisis textual, como en el andlisis de la actividad para indagar en y sobre
las consignas. Trabaja sobre tres objetos de andlisis: las caracteristicas de las consignas
producidas por los ensefiantes, las representaciones de los ensefiantes y las caracteristicas de
los textos producidos por las y los estudiantes. Sobre las consignas analiza: el contenido, el
tipo de texto y la actividad que solicita.

Estos antecedentes refieren a estudios hechos sobre las implicancias del ambiente
instruccional o las consignas, gestados por las y los docentes, en los aprendizajes de
estudiantes en el campo de la ensefianza de la Lengua. Aunque no es el campo disciplinar de
esta tesis, rescatamos algunos enfoques y clasificaciones que podrian aplicarse a Matemaética
con las correspondientes adaptaciones. Entre ellas la clasificacién correspondiente al nivel de
procesamiento cognitivo, grado de estructuracion y operaciones cognitivo lingiiisticas; como
asi también el andlisis de las consignas desde: el contenido, el tipo de texto y la actividad

solicitada.

2.2.2. Relativas al contexto matematico

Salcedo (2012) analiza las actividades de un libro de texto de Matematica venezolano
de tercer grado desde dos dngulos: por su relacion con el contenido matemaético y por el nivel
de exigencia cognitiva que demandan de las y los estudiantes; para lo cual utiliza el modelo
de tareas matemadticas propuesto por Stein et al. (2000). Considera que este conocimiento

ayuda a conocer el tipo y nivel de aprendizajes que auspicia el libro.
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Zakaryan (2013) hace un estudio de casos, considerando dos aulas (Espafia y
Armenia) de estudiantes de 15 afios para mostrar la relacion que tienen las oportunidades de
aprendizajes que ofrece un profesor en un aula y la adquisiciéon de competencias matematicas
de las y los estudiantes. Analiza particularmente el tipo de tareas que el profesor selecciona y
propone; y las describe desde tres aspectos: Procesos cognitivos demandados (reproduccion,
conexion o reflexion), Situacion (personal, educativa/profesional, publica o cientifica) y
Contexto (auténtico o hipotético).

Garcia y Benitez (2013) hacen una investigacion cualitativa sobre las caracteristicas
necesarias para que una tarea matemadtica de cdlculo diferencial e integral, sea una buena
oportunidad de aprendizaje. Centran el andlisis en el nivel de demanda cognitiva y el trabajo
que requieren de las y los estudiantes. Muestran la estrecha relacion entre el razonamiento que
las y los estudiantes realizan al trabajar en una tarea y la forma de presentar la tarea, las
instrucciones implicitas, los conocimientos previos y los conceptos que se pretenden
desarrollar. Concluyen que las tareas que pueden ser exploradas a través de multiples
representaciones (iconica, verbal, numérica) favorecen el razonamiento independientemente
de los conocimientos previos.

Font y Addn (2013) plantean que aumento el interés por investigar el conocimiento y
las competencias que necesitan las y los profesores de matemdtica para lograr una enseflanza
eficaz. Sostienen que las investigaciones que ponen énfasis sobre las competencias del
profesor coinciden en que una de las competencias profesionales que debe tener un profesor
de matemadticas es el andlisis diddctico de secuencias de tareas, que le permita su disefo,
aplicacion, valoracion y mejora. Ellos investigan sobre el desarrollo de la competencia en
andlisis didéactico en futuros/as profesores/as de matemdtica. Centran el estudio en la
adaptacion de tareas ya disefiadas o en el disefio de nuevas actividades, y en su
implementacion. Utilizan elementos de la metodologia de investigacion basada en el disefo;
que implica: estudiar la adquisicién de competencias en un ambiente real, generar ambientes
de aprendizajes eficaces y novedosos, la colaboracién entre investigador/a y docentes y la
busqueda simultidnea de la construccion de teorias y la innovacion de la préctica.

Petrone et al. (2014) pusieron en evidencia que es necesario un trabajo formativo de
las y los docentes en lo que respecta a la redacciéon y seleccién de los enunciados de
problemas para la clase de matematica. Proponen las siguientes categorias de andlisis de los
enunciados de problemas: claridad semantica, precision matemética, cantidad de informacion,
registro de representacion, contenido involucrado, vinculacién con la realidad y momento de

utilizacion.
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Barreiro y Rodriguez (2014) presentan un modo de realizar una valoracion del
potencial matematico (PM) de consignas para la clase de matemética. Esto permitiria mejorar
el conocimiento especializado del profesor, pues lo plantean como un punto de partida para
pensar consignas de clase. Entienden que el PM de una consigna estd relacionado con las
posibilidades de exploracién que la misma habilita o no y con las opciones de argumentar
sobre la validez de la resolucion o de su respuesta. Barreiro et al. (2016) profundizan estas
ideas y plantean otras cuestiones que permiten valorar una propuesta de ensefianza, a saber,
cudl serd la actividad matematica (AM) que realizard el o la estudiante ante la tarea y el uso
de TIC para resolver consignas matematicas.

Pochulu et al. (2016) sostienen que en la dltima década aument6 el interés por
investigar el conocimiento y las competencias que necesitan los profesores de Matematica
para lograr una ensefianza eficaz, constituyendo la formacion de profesores de Matematica en
un campo de investigacion relevante. Consideran que “la competencia en analisis didactico de
los futuros profesores de secundaria debe ser desarrollada y evaluada por los formadores de
profesores, los cuales a su vez también deben tenerla desarrollada” (p.73). Describen una
investigacion realizada sobre el desarrollo de la competencia en anélisis didactico durante la
elaboraciéon de tareas para la clase de matemdtica y su implementacion, en un proceso de
formacion dirigido a formadores de futuros/as profesores/as de matemadticas de secundaria.
Pretenden responder ;qué criterios se deben utilizar para disefiar una secuencia de tareas, en la
formacion de formadores de profesores, que permitan evaluar y desarrollar la competencia en
andlisis didactico? y ;qué cambios se deben realizar en su redisefio para mejorar su
desarrollo? Muestran que el desarrollo de la competencia de andlisis diddctico de tareas para
el aula se evidencia, entre otros indicadores, en la incorporacién y uso adecuado de
herramientas para la descripcion, explicacion, valoracion y mejora de procesos de ensefianza,
dirigidos a la formacion matemadtica de futuros profesores de secundaria. Una de las
evidencias mds significativa de este desarrollo es que las secuencias de tareas que los
participantes disefiaron e implementaron eran coherentes con las orientaciones curriculares y
significativamente diferentes a las que implementaban antes de realizar el curso. Explicitan
una serie de criterios de disefos de tareas para el desarrollo de la competencia que se pretende
estudiar y ejemplos de formulaciones de consignas de tareas disefiadas por los profesores y la
ultima versiéon implementada, con el propdsito de mostrar los cambios surgidos a partir de los
criterios.

Estos antecedentes aluden al anélisis de consignas, actividades o tareas disefiadas para

clases de Matematica de distintos niveles educativos. Entre ellos se encuentra un punto de
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conexion que refiere a la importancia del anélisis de éstas para establecer: la valoracién de un
libro de texto (Salcedo, 2012), la relacién entre oportunidades de aprendizaje y la adquisicion
de competencias matematicas (Zakaryan, 2013; Garcia y Benitez, 2013), evidencias sobre el
desarrollo de la competencia docente de andlisis didactico (Petrone et al., 2014; Font y Adan,
2013; Pochulu et al., 2016), la valoracion del PM, de la AM que provoca y de la pertinencia y
significatividad del uso de TIC (Barreiro y Rodriguez, 2014; Barreiro et al., 2016).

2.2.3. Relativas a la enseiianza del tema limite

Camacho y Aguirre (2001), tienen interés en el disefio de una situacién didactica para
introducir el concepto de limite infinito en la materia Matematica I de ingenieria y realizan un
andlisis preliminar sobre la temdtica. Este cuenta con, el andlisis epistemoldgico del contenido
en la historia desde dos aristas (el estudio de libros de textos donde aparece el concepto de
limite infinito y la revision de obras donde surgen las ideas que le dieron origen), la ubicacion
del concepto de limite infinito en los planes de estudio y textos actuales (para esa fecha), el
andlisis de las formas de ensehanza de los profesores y el de las concepciones de los
estudiantes.

Berman et al. (2011) presentan un estudio hecho sobre el andlisis de las resoluciones
de los estudiantes de un problema de examen de Andlisis matemdtico I de la Universidad
Tecnoldgica Nacional Facultad Regional Mendoza, que mantiene relacion con la definicion
formal de limite épsilon-delta. Identifican ausencia de concepciones cognitivas en las y los
estudiantes para comprender el limite al nivel de esquema, la necesidad de interiorizacién de
los conceptos previos al limite y del replanteo del tratamiento didactico del mismo. Se usa la
Teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema) de Dubinsky para modelar la construccién
mental matemaética de los estudiantes.

Williner (2015) expone los resultados de una experiencia llevada a cabo en la materia
Andlisis I de las carreras de ingenieria en la Universidad Nacional de la Matanza. Se pone en
marcha una metodologia didéctica con el objetivo principal de lograr en las y los estudiantes
una participacion activa en sus aprendizajes. La propuesta pedagdgica estd basada en la
incorporacion de una Unidad Transversal de Resolucién de Problemas con objetivos propios.
Presenta los fundamentos tedricos en los que se basa la propuesta, los detalles especificos de
la misma y algunas observaciones recolectadas a través de la evaluacion efectuada, pues
plantea que todo proyecto educativo debe ir acompaiiado de una evaluacion.

Estos tres estudios dan cuenta de la necesidad de disefiar propuestas diddcticas para

Patricia Noemi Cavatorta 22



abordar la ensefianza del cdlculo desde una perspectiva que considere: la incorporacién de

problemas, situaciones o actividades no rutinarias, que asignen significacion a los conceptos

matematicos, y las y los estudiantes sean participes activos de sus aprendizajes.

Hitt y Paez (2005) disefian actividades sobre limite para ser desarrolladas en clase en
un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y autorreflexién. La intencidn es
que propicien un conflicto cognitivo en las y los estudiantes y permitan una discusion rica
que pueda hacer emerger un cambio de pensamiento, y asi promover una mejor adquisicion
del concepto. Esto surge a partir de que sus estudios brindan evidencias de que muchas de las
dificultades del aprendizaje del concepto de limite mantienen relacion con la forma en la que
se ensefia, como ya se explicit6 antes.

Contreras de la Fuente et al. (2012) sostienen que en la investigacion sobre ensefianza
del limite la mayoria de los estudios tienen connotaciones de cardcter psicoldgico y que es
poco trabajado el andlisis semidtico. Presentan un estudio que atiende a analizar la estructura
y funcionamiento de una clase en la que se ensefia limite de una funcién en forma intuitiva,
desde el enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matemdtica (pensado para
describir, explicar y valorar procesos de estudio matemadtico en el aula). Arriban a varias
conclusiones atendiendo a distintos aspectos del enfoque; entre ellas recuperamos tres
cuestiones relacionadas con la trayectoria instruccional de la clase analizada:

- La idoneidad cognitiva obtenida en el proceso de estudio fue baja, de lo que se infiere que
desarrollar el limite de modo intuitivo (donde no se estudia el significado métrico) no
garantiza que éste sea comprendido. Ademads elimina la posibilidad de conceptualizacién
del infinito actual, los alumnos ven el concepto de limite como un proceso infinito
potencial.

- Existe la presencia de distintos tipos de imdgenes mentales (aproximacion gréfica,
aproximacion estimada, el limite como valor de la funcién en un punto y el limite
considerado como un algoritmo de cdlculo) en las y los estudiantes. Algunas de dichas
imagenes mentales estdn relacionadas con significados de referencia ligados a la propia
historia epistemoldgica de las Matematicas, y estdn presentes en el proceso de instruccion.

- El uso de distintas representaciones (grafica, numérica y simbolica) es imprescindible para

el aprendizaje del concepto.

2.2.4. Relativas a la ensefianza de Matematica con inclusion de tecnolégicas digitales

Mishra y Koehler (2006) elaboran un marco tedrico metodolégico que propone las
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cualidades que debe construir un docente para integrar las TD en las propuestas de ensefianza,
denominado modelo TPCK (Technological Pedagogical Content Knowledge) o conocimiento
tecnolégico pedagoégico del contenido. Lo planteado por este modelo puede tenerse en cuenta
no s6lo a la hora de planificar actividades para la ensefianza, sino también para analizar
propuestas de ensefianza que hagan uso de las TD, particularmente las relativas a la ensefianza
de la Matematica.

Balacheff (2000), Laborde (2000, 2001), Santos Trigo (2003), Hitt (2003), Rojano
(2014) y Novembre et al. (2015) han estudiado sobre el uso de tecnologias en el proceso de
ensefianza aprendizaje de la Matematica, aunque no especificamente sobre las consignas. A
pesar de ello consideramos que sus aportes pueden abonar al estudio por lo que describimos a
continuacion.

Balacheff (2000) plantea que los ambientes de aprendizajes de matemadtica interactivos
con ordenadores donde las y los estudiantes pueden convertirse en constructores de su propio
aprendizaje (denominados micromundos), ofrecen entornos mds relevantes y poderosos para
dotar de significado a los conceptos matematicos. Considera que estos entornos modifican el
tipo de matemdticas a ensefiar, los problemas y las estrategias didécticas, y por ende, debe
modificarse el conocimiento profesional del profesor. El modo en que se evalia y se da
soporte a las y los estudiantes debe tener en cuenta las caracteristicas de la tecnologia.

Laborde (2000) considera que el software de geometria dindmica favorece la
interaccion entre construir y demostrar, entre hacer sobre el computador y justificar por medio
de argumentos tedricos. El mismo autor (2001) sostiene que el papel desempefiado por la
tecnologia en las aulas ha cambiado: pasé de ser un proveedor de datos o amplificador visual
a ser un componente esencial significativo de las tareas, pues afecta las concepciones de los
objetos matemadticos que construyen las y los estudiantes.

Santos Trigo (2003) plantea que las reformas recientes sobre el curriculo matematico
remarcan la importancia del empleo de herramientas tecnoldgicas en el aprendizaje de las y
los estudiantes. Fundamenta qué procesos del quehacer matemadtico se favorecen a través del
empleo sistematico de estas herramientas (imédgenes visuales de ideas matematicas,
organizacion y andlisis de datos, realizaciéon de calculos, visualizacion de relaciones
matemadticas, bisqueda y formulacién de: conjeturas, de relaciones y argumentos y de
justificaciones matematicas).

Hitt (2003) sostiene que el desarrollo de la tecnologia y la capacidad de graficar de las
computadoras y calculadoras impulsaron el estudio del rol que juegan las diferentes

representaciones de un concepto matemdtico en la construccion del mismo. Las
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representaciones de un concepto matematico, sélo representan una parte del mismo, por lo
tanto, el tratamiento de las diferentes representaciones del concepto es lo que permitird su
construccion.

Rojano (2014) hace un planteo prospectivo sobre las TD en educacién matemadtica y
considera que ademds de analizar su integracion al curriculo, es necesario profundizar en el
estudio de la influencia real de la tecnologia en el curriculo implementado. Uno de los
desafios para la investigacion futura es poder traer esta temédtica en el campo de la Educacion
Matemdtica y abordarla con las especificidades didacticas, histéricas y epistemoldgicas
propias de la Matematica.

Novembre et al. (2015) declaran que la incorporacién de tecnologia debe generar

n

rupturas en el quehacer matematico escolar ya que a través de ellas "...es posible abordar
nuevos problemas matemdticos, con sus consecuentes nuevos conocimientos y saberes, y sus
nuevas —y muchas veces, desconocidas— practicas y tareas" (p.23). La elaboracién de
propuestas con tecnologia implica pensar sobre los tipos de resoluciones, la gestion de las
clases y los modos de registros de los trabajos individuales y grupales.

En particular, sobre tareas de limite con tecnologia, consideramos importante
mencionar dos estudios. Estos son los que resumimos a continuacion.

Valerio Lopez et al. (2013) presentan un material interactivo realizado con Descartes y
el software GeoGebra, pensado para estudiantes de un primer curso de cdlculo diferencial de
Ingenieria en la Universidad Auténoma de Querétaro. Disefian e implementan un conjunto de
aplicaciones con el objetivo que las y los estudiantes puedan entender que el comportamiento
de una funcién puede determinarse apoydndose en el concepto de limite. Con estos materiales
estudian los conceptos de limite de una funcién en un punto y en el infinito. En ambos casos
se parte de una idea intuitiva de esos conceptos para llegar a obtener una definicion formal de
los mismos y facilitar la comprension de las definiciones de manera visual. La
implementacién es posterior a las clases tedricas del tema limite donde se abordan las
definiciones épsilon — delta para el limite puntual y en el infinito. Sostienen que Descartes y
GeoGebra permiten conectar distintos elementos que: asocian las expresiones gréficas a las
simbolicas, la medida a la cantidad y la propiedad geométrica a la forma algebraica,
posibilitando coordinar las distintas representaciones que se usan en matematica. Consideran
que esta propuesta de ensefianza con el uso de TD posibilita el entendimiento del
comportamiento de la funcion sustentdndose en el concepto de limite.

Guarin Amorocho y Parada Rico (2023) estudian la comprension que logran sobre el

concepto de limite de una funcién en un punto las y los estudiantes de un curso de célculo
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diferencial en el que se exploran las nociones de aproximacion y tendencia. Presentan el caso
de un estudiante que resuelve una secuencia de actividades propuesta para ser abordada con el
uso del software GeoGebra. Concluyen que el estudiante exhibié evidencias de comprension
logrando identificar las propiedades comunes de las clases de imdgenes que habia construido
a medida que iba desarrollando las actividades. Destacan el uso de las nociones de
aproximacion y tendencia como un acercamiento a la comprension del limite de una funcién
en un punto por retomar el dinamismo que se esconde detrés de la definicion formal. Ademas,
seflalan como importante la articulacién entre el uso de GeoGebra y el trabajo a ldpiz y papel

en la resolucién de las actividades propuestas.
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CAPITULO 3

MARCO TEORICO

Organizamos este capitulo en seis apartados. A partir del estado del arte previo,
seleccionamos los principios tedricos para fundamentar nuestro trabajo y los organizamos de

manera que se puedan entrelazar los mismos.

En primer lugar, consideramos los aportes de Barreiro y Rodriguez (2014) y Barreiro
et al. (2016) sobre el potencial matemético (PM) de consignas matemadticas y los criterios de
redaccion a considerar para que posean mayor riqueza matemadtica, y nos apoyamos en los
trabajos de Smith y Stein (1998) y Stein et al. (2000) sobre la clasificacion de tareas segin la
demanda cognitiva que promueven. Estos estudios enfatizan la importancia de considerar
consignas que potencien el aprendizaje y la comprension de los contenidos matematicos.

Por otro lado, consideramos los aportes de Sanchez (2003) y Palmas Pérez (2018) en
relacién al uso de las nuevas tecnologias en la ensefianza y recuperamos los criterios
propuestos por Barreiro et al. (2016) para valorar la pertinencia y significatividad del uso de
TIC en la resolucién de consignas matematicas, fundamentado las adaptaciones consideradas.

Asimismo, incorporamos los aportes de Duval (1993, 1998, 1999a, 1999b, 2006,
2016) sobre las representaciones matematicas y los registros de representacion. La teoria de
registros de representacion semidtica de Duval resalta la importancia del uso de sistemas de
representaciones semiodticas para el pensamiento matematico.

Ademas, presentamos la diferencia entre “objeto” y “concepto” en el ambito
matematico y la relevancia de los registros de representacion en la construccion de conceptos.

Estas investigaciones nos permiten entender como diferentes consignas matematicas
pueden desafiar a las y los estudiantes a utilizar habilidades cognitivas especificas,
fomentando un pensamiento matematico mds profundo y reflexivo.

También exponemos consideraciones para nuestro trabajo, adaptando los principios
tedricos en funcion del contexto y del tema de investigacion, donde incorporamos un analisis
particular de la definicién métrica de “limite puntual de funciones reales de variable real”.

En resumen, los principios tedricos que guian nuestro trabajo se basan en la valoracion
del potencial matemdtico de consignas y la pertinencia y significatividad del uso de las

tecnologias en la resolucidn, la clasificacion de tareas segun la demanda cognitiva que
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promueven, la teoria de registros de representacion de Duval y los distintos aspectos del

concepto de limite puntual.

3.1. CONSIGNAS Y TAREAS MATEMATICAS

Segun Barreiro et al. (2016), una tarea académica se compone de tres elementos
fundamentales: la consigna, el contexto y el objetivo planteado por el docente al seleccionar
dicha consigna. La consigna representa el enunciado o texto que presenta la tarea en si. Por
otro lado, el contexto proporciona informacién relevante sobre el proceso de ensefianza en
curso, la dindmica de las clases y los contenidos que se estdn abordando. El objetivo refiere a
lo que el/la docente quiere que el/la estudiante aprenda en relacién al tema.

Estos autores sostienen que la planificacion de clases abarca la creaciéon o eleccion de
una serie de tareas con criterios de secuenciacion especificos, en funcion de las decisiones del
docente. Asimismo, destacan la importancia de considerar anticipadamente posibles errores y
las estrategias de intervencion en el aula, entre otros aspectos relevantes.

Ademads, distinguen dos tipos de consignas, las matemadticas y las metacognitivas. Las
consignas matemadticas son las vinculadas al quehacer matemadtico, las que implican
resoluciones vinculadas a la aplicacion de procedimientos, férmulas y estrategias, a la
utilizacién de una propiedad o de una definicién matemadtica, a la modelizacién de algin
fendmeno, al establecimiento de condiciones para que cierta cuestion sea vélida. En cambio,
las consignas metacognitivas refieren a aquellas que invitan a él/la estudiantes a desarrollar la
reflexion sobre su propio quehacer, sobre lo matematico puesto en juego en la resolucion,

sobre las ventajas o desventajas de utilizar o no cierto procedimientos o recursos, etc.

3.2. CONSIGNAS MATEMATICAS: PM Y DEMANDAS COGNITIVAS
Se pueden identificar diversos aspectos que requieren andlisis al evaluar una consigna
matematica. En este sentido, retomamos aquellos relacionados con:
- El PM, un concepto presentado inicialmente por Barreiro y Rodriguez en 2014 y
posteriormente enriquecido por Barreiro y colaboradores en 2016.
- Las variadas demandas cognitivas que plantean, basindonos en la clasificacion de
tipologias de tareas propuesta por Smith y Stein en 1998, ademads de la ampliacion de Stein

y su equipo en 2000.
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3.2.1. PM de una consigna matematica
Barreiro y Rodriguez (2014) introdujeron el concepto de "Potencial Matematico"
(PM). Segin su enfoque, el PM de una consigna matemdtica se relaciona con las
oportunidades que la misma brinda para la exploracion y para la argumentacion respecto a la
validez de la resolucion o respuesta obtenida.
Consideramos valioso que una consigna pueda admitir que el estudiante tenga
posibilidades de exploraciéon y argumentacién porque eso les permitiria tomar
decisiones, a organizar sus intentos o modos de abordar la resolucidn, eventualmente
podria recurrir a heuristicas (Rodriguez, 2012), a utilizar distintas habilidades
generales matemdticas (Delgado Rubi, 1997), reflexionar sobre sus intentos para
sostenerlos o descartarlos, establecer su manera de explicar el por qué de su respuesta,
argumentar por qué le parece valida su propuesta, etcétera. De ese modo, se asimilaria
al trabajo del matemadtico, lo que legitima el tipo de trabajo que se realizaria en el aula
de Matematica del nivel que sea. (Barreiro et al., 2016, p. 27)
El PM puede variar en una escala entre dos extremos opuestos:
e Un PM pobre, cuando la consigna no ofrece opciones de exploraciéon ni requiere
argumentacion.
e Un PM rico, cuando la consigna abre posibilidades para que el/la estudiante pueda

explorar y argumentar.

3.2.1.1 Sobre la exploracion y argumentacion

El concepto de PM se esclarece atin mds con la ampliacién de los términos "explorar"
y "argumentar”.

Segtin Barreiro et al. (2016), las posibilidades de exploraciéon se favorecen si la
consigna permite diversas vias de resolucién y evita establecer pasos a seguir
predeterminados, de manera que €l o la estudiante no se limite a una pauta fija durante el
proceso de resolucion. La Real Academia Espaiiola (2022) define explorar como “reconocer,
registrar, inquirir o averiguar con diligencia una cosa o un lugar”.

La exploracién al resolver una consigna matemaética se refiere al proceso mediante el
cual el/la estudiante investiga, examina y analiza diversas vias y enfoques para abordar el
problema planteado. Durante esta etapa, el/la estudiante puede experimentar con distintas
estrategias, probar diferentes métodos y explorar diversas soluciones posibles, sin
necesariamente preocuparse por demostrar la validez de cada paso o resultado obtenido.

Por otro lado, la argumentacion en el contexto matemdtico se centra en justificar y
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fundamentar las decisiones tomadas durante el proceso de resolucion. Implica exponer
razonamientos coherentes, presentar evidencias y explicar el por qué de cada paso dado, con
el objetivo de convencer a otros 0 a uno mismo de la validez y pertinencia de las respuestas y
soluciones alcanzadas.

Duval (1999) destaca que la argumentacion estd estrechamente vinculada con el uso
del lenguaje comun y se manifiesta en la prictica espontdnea del discurso. Sin embargo, la
argumentacién no siempre se presenta como una demostracion formal, incluso en su forma
mds elaborada. Para que un razonamiento sea considerado una demostracion, debe ser vélido,
es decir, cumplir con la coherencia de las leyes de la 16gica; mientras que la argumentacion se
enfoca en la pertinencia del razonamiento. En este sentido, la demostracion busca establecer
la verdad, mientras que la argumentacién se centra en lo creible o razonable.

La argumentaciéon es un proceso que hace referencia al porqué de lo que hace el

estudiante mediante la exposicion de razonamientos para justificar un procedimiento

matematico, para ello parte de la identificacion de una situacion, para llegar a juicios
de razonamientos y andlisis desde el saber matematico. El proceso argumentativo lo
realiza el estudiante desde dos habilidades propias del lenguaje: la oralidad y la
escritura, en este sentido los argumentos que utiliza un aprendiz durante el proceso de
aprendizaje de un concepto matematico se evidencia por la capacidad que tenga para
mostrar un conjunto de proposiciones que establezcan una relacién de coherencia entre
lo que el sujeto piensa, dice y demuestra durante la resolucién de una tarea en

particular. (Bermuidez, 2014, p. 39)

La diferencia entre la exploracion y la argumentacién radica en su enfoque y
propdsito. La exploracion se orienta hacia la bisqueda de posibles soluciones y procesos
creativos, permitiendo a él o la estudiante desarrollar un pensamiento divergente y flexible.
En cambio, la argumentacion busca respaldar y validar las elecciones y resultados obtenidos,
fomentando un pensamiento 16gico. Ambos aspectos son fundamentales en el desarrollo del

pensamiento matemadtico y la comprension profunda de los conceptos.

3.2.1.2 Criterios para la redaccion de consignas matematicas

Las consignas matemdticas tienen caracteristicas que hacen que posean un
determinado PM. Barreiro et al. (2016) proponen criterios fundamentales a tener en cuenta al
redactar enunciados de consignas matemadticas, con el objetivo de promover una mayor
riqueza matemadtica en la resolucion de las y los estudiantes. Estos criterios son los siguientes:

= Criterio 1. La consigna debe presentarse tal como se entrega a los estudiantes, evitando
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descripciones imprecisas o incompletas.

= (Criterio 2. Si el enunciado describe una situacién en un "contexto real", se deben formular
preguntas relacionadas con el contexto y evitar aquellas sobre objetos matemadticos
abstractos.

» Criterio 3. En la medida de lo posible, se debe evitar dar informacion que asegure la
existencia y/o la unicidad de lo que se esta buscando.

= (Criterio 4. Preferentemente, se deben evitar instrucciones directas para encontrar férmulas,
resolver ecuaciones, trazar graficos, entre otros. Las preguntas deben plantearse de manera
que estas acciones sean necesarias para responder la consigna.

= Criterio 5. Es importante incluir la solicitud de argumentos o justificaciones, de modo que
aquellos que resuelvan la consigna expliquen en lenguaje coloquial por qué sus
afirmaciones son validas.

» Criterio 6. Si la consigna implica elegir la opcidn correcta entre varias alternativas, se debe

solicitar explicaciones sobre por qué se descartan las opciones restantes.

3.2.2. Clasificacion de tareas segiin la demanda cognitiva que promueven

Consideramos la clasificacion de tareas propuesta por Smith y Stein (1998) y Stein et
al. (2000). Es importante aclarar que el término "tarea" en este modelo no es andlogo a lo
establecido por Barreiro et al. (2016). En este contexto, "tarea" se refiere a un segmento de la
actividad en el aula dedicado al desarrollo de una idea matemaética particular. Una tarea puede
incluir varios problemas relacionados o un solo problema (Smith y Stein, 1998). De esta
manera, lo que nosotros consideramos como "consigna" o "consigna matemadtica" se
comprende como "tarea" en este modelo.

El término demanda cognitiva refiere al nivel de pensamiento que se requiere de las y
los estudiantes para abordar y resolver una tarea con éxito. Segun este modelo, existen cuatro
niveles de demanda cognitiva en las tareas matemaéticas:

» Tareas de memorizacion (TM). Implican la reproducciéon de férmulas, reglas o
definiciones sin la necesidad de aplicar un procedimiento. La resolucién no exige un gran
esfuerzo cognitivo, ya que no hay ambigiiedad en lo que se debe hacer y como hacerlo.
No se establece una conexion con los conceptos o significados detrds de las reglas o
definiciones reproducidas, y se enfocan en la reproduccidén exacta de tareas resueltas
previamente.

» Tareas de procedimiento sin conexion (TPSC). Son actividades algoritmicas que implican
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procesos rutinarios. El procedimiento a utilizar es evidente o se describe claramente en las
instrucciones de la tarea. Requieren poca demanda cognitiva para ser resueltas y no
promueven una comprension profunda de los conceptos matemadticos subyacentes. El
énfasis estd en producir respuestas correctas y no en desarrollar la comprensién
matematica. Si se piden explicaciones, generalmente solo se solicita describir el
procedimiento utilizado.

» Tareas de procedimiento con conexiéon (TPCC). Estas tareas requieren que las y los
estudiantes utilicen procedimientos, pero con la intencién de desarrollar una comprension
mads profunda de las ideas y conceptos matematicos. Los enunciados sugieren explicita o
implicitamente el procedimiento a seguir, pero son procedimientos generales que buscan
cerrar conexiones con los conceptos matemadticos. Se requiere el trabajo en varias
representaciones para desarrollar la comprensién. Aunque los estudiantes pueden seguir
procedimientos generales, no deben aplicarlos descuidadamente. Deben utilizar los
conceptos matemadticos que fundamentan los procedimientos para completar la tarea con
éxito y desarrollar la comprension.

» Tareas para producir matemdticas (TPM). Estas tareas demandan un pensamiento
complejo y no algoritmico. No sugieren aproximaciones a tareas previas, y la forma de
resolver no es predecible. Las instrucciones no indican explicitamente la via para
encontrar la solucién, lo que exige a las y los estudiantes explorar y comprender la
naturaleza de los conceptos matemadticos, procesos o relaciones involucrados. Se requiere
que las y los estudiantes tengan acceso a conocimientos relevantes y los utilicen
adecuadamente en la resolucion. Estas tareas demandan analizar las restricciones, que
pueden limitar las posibles estrategias de resolucién. Implican un considerable esfuerzo
cognitivo y pueden generar ansiedad entre las y los estudiantes debido a lo impredecible
del proceso de resolucion.

Las TM y TPSC tienen una baja demanda cognitiva, ya que implican principalmente
la memorizaciéon y reproduccién de informacién sin permitir la exploracién ni la
argumentacion. En cambio, las TPCC y TPM representan un salto cualitativo en las
exigencias cognitivas, siendo potencialmente mds ricas, ya que habilitan la exploracion y la

bisqueda de fundamentos matemdticos para respaldar la resolucion.

3.3. LAS TIC EN LA RESOLUCION DE CONSIGNAS MATEMATICAS

Segun Sénchez (2003), la utilizacion de tecnologias en el dmbito educativo puede
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tener diversos propositos, y la integracion curricular de las TIC se refiere a su aplicacion para
facilitar el aprendizaje de conceptos, procesos y disciplinas especificas. Esta integracion va
mads alld del simple uso curricular y supone valorar sus posibilidades didacticas en relacion
con los objetivos educativos. Se busca incorporar las TIC en las metodologias y estrategias
did4cticas para fomentar un proceso de aprendizaje efectivo, donde el enfoque se centra en el
aprendizaje mismo y como las TIC pueden ser un recurso de apoyo, no siendo el foco
principal.

Las consignas matemadticas pueden resolverse en ciertas ocasiones mediante el uso de
herramientas tecnoldgicas. Algunas de estas consignas ofrecen indicaciones explicitas para
emplearlas o sugieren la exploracién con un software matemdtico. Barreiro et al. (2016)
establecieron siete criterios para valorar la pertinencia y significatividad del uso de TIC para
resolver consignas y secuencias didacticas de matematica. Estos son:

» C(riterio 1. Favorecer la busqueda de pruebas matematicas.

= C(Criterio 2. Imprescindibilidad de las TIC: lo matemético puesto en juego no aparece sin su
uso.

= Criterio 3: No perder de vista el objetivo matematico.

= Criterio 4: Incluir distintos usos de TIC (uso de software matematico, para la comunicacién
y busqueda de informacién en internet).

» Criterio 5: Complementariedad: el uso de TIC es un recurso més.

» Criterio 6: Libertad para apelar a las TIC.

= Criterio 7: Libertad de seleccidon de cudl recurso tecnoldgico utilizar.

Los criterios 4 y 5 son aplicables al andlisis de secuencias, el 1 se puede utilizar para
analizar secuencias o consignas y los criterios 2, 3, 6 y 7 son para consignas. Si se cumplen el

2 y el 3 la valoracion es positiva, y todo lo demds que se cumpla enriquece a la misma.

3.4. REPRESENTACIONES EN EDUCACION MATEMATICA

Segin Rico (2009), en la década de los 80 se empled sistemdticamente la nocién de
representacion en Educacion Matematica. El concepto de representacion se aborda como una
sefial externa que hace presente un concepto matematico. Estas representaciones permiten a
los sujetos pensar y trabajar con ideas matemadticas en forma de esquemas o imagenes
mentales.

Emergieron diversos conceptos afines pero no idénticos, como "simbolos" segin

Skemp, "sistema matematico de signos" segun Kieran y Filloy, "sistemas de notaciéon" segun
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Kaput y "sistema de registros semidticos" conforme a Duval. Sin embargo, la comunidad
matematica optd por conferir preeminencia al empleo del término "representaciones".

Las representaciones matemadticas se entienden desde entonces, en forma general,
como todas las herramientas (signos, simbolos, graficos) que hacen presentes los conceptos y
procedimientos matemdticos y con las que los sujetos abordan e interactian con el
conocimiento matemdtico. Trabajando con las representaciones los sujetos le dan significados
y comprenden las estructuras matematicas.

Consideramos para nuestro estudio la Teoria de Registros de Representacion
Semiética de Duval (1993, 2006, 2016), la cual establece que es esencial el uso de sistemas de
representaciones semidticas para el pensamiento matemdtico. Para acceder a los objetos
matematicos, es necesario producir representaciones semidticas, y cada registro de
representacion subyace a un conocimiento parcial del objeto que representa.

Segtin Duval las matemdticas se distinguen de otras dreas del conocimiento, entre
otras cosas, porque el Unico acceso a ellas es de naturaleza semidtica, a través de la
representacion. Distingue entre representaciones externas y representaciones internas. Habla
asi de los registros de representacion, y de los sistemas que los producen, los cuales
determinan el contenido de la representacion.

La actividad ligada a la produccién de una representacion de objetos matematicos se le
llama semiosis, mientras que a la aprehensién conceptual de dichos objetos se le denomina
noesis. Un registro de representacion debe permitir las tres actividades cognitivas asociadas a
la semiosis, la construccion de una representacion identificable, el tratamiento y la
conversion. La primera mantiene relacién con la expresion de una representacién mental,
comunica y pone de manifiesto el inicio de la actividad matemdtica misma en un registro de
representacion. El tratamiento se refiere a la actividad matemética en un registro de
representacion particular. La conversion es el proceso mediante el cual se traduce informacion
de un registro a otro. Esto implica que las y los estudiantes sean capaces de reconocer cdmo
una idea matemdtica se puede representar en diferentes formas y como estas formas estidn
interconectadas.

Duval (1993) destaca una paradoja inevitable: s6lo quienes han construido un objeto
matematico pueden reconocer una representacion semidtica como tal y no como el objeto en
si, pero para conocer el objeto deben valerse de representaciones del mismo.

“Sobre la construccion de los conceptos matemdticos Duval establece que, dado que
cada representacion es parcial con respecto al concepto que representa, debemos considerar

como absolutamente necesaria la interaccién entre diferentes representaciones del objeto
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matemadtico para su formacion” (Hitt, 2003, p. 214).

3.5. OBJETO Y CONCEPTO MATEMATICO

Es importante destacar la distincién entre los términos "objeto" y "concepto" en el
contexto matematico. En este dmbito, los conceptos son entidades abstractas e intangibles que
no pueden ser mostradas directamente como objetos fisicos. Para hacer comprensibles estos
conceptos, se utilizan representaciones en forma de simbolos, graficos o notaciones, lo que los
convierte en "objetos matematicos" que pueden ser abordados y comprendidos por los sujetos.

La conceptualizacion de un objeto matemdtico implica el uso de registros
representativos que lo hacen visible y accesible para las y los estudiantes. Estos registros
pueden tomar diversas formas, y cada uno representa distintos aspectos del mismo concepto.
Es esencial reconocer que la adquisicion de un concepto en matemadtica se logra a través de la
comprension de una o mds representaciones semidticas. La noesis, que es la aprehension
conceptual del objeto matemdtico, no puede existir sin el proceso de semiosis, que es la
produccién y comprension de dichas representaciones.

En resumen, se accede a la comprension de los conceptos matemdticos mediante sus
representaciones semidticas. La nocién de objeto matemdtico es esencial para cuestionar,
comprender y valorar el conocimiento matemdtico, y su adquisiciébn conceptual estd
estrechamente ligada al uso y comprension de las representaciones semioéticas.

Cada objeto matemadtico o relacién de objetos se convierte en un contexto de andlisis

en el que se pueden descubrir cualidades que permiten su interpretacién u

organizacion estructural, dando lugar a nuevos objetos matematicos. Estas cualidades

se descubren mediante la razén y desde el contexto que las motiva y desde el

conocimiento que existe de ese contexto (Pecharromén, 2013, p. 127).

En el proceso de conceptualizacion, se seleccionan aspectos especificos que
caracterizan al objeto matemdtico en un contexto particular, y las representaciones en distintos
registros permiten identificar dichos aspectos (Pecharromdn, 2013). En este sentido, las
representaciones semiodticas desempefian un papel clave para la comprension profunda de los

objetos matemadticos y la construccion del pensamiento matematico.

3.5.1. Registros de representacion semiotica
Los registros de representaciéon semidtica propuestos por Duval son formas

particulares en las que los conceptos matematicos pueden ser expresados y comunicados.
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Cada registro presenta una perspectiva tnica del objeto matematico y nos permite comprender
y trabajar con €l de diferentes maneras. A continuacién, se explican brevemente algunos
ejemplos de los registros de representacion mas comunes:
= Registro simbdlico. Es el registro mds comiin en matemaéticas y se basa en el uso de
simbolos y letras para representar conceptos matematicos.
» Registro grifico. En este registro, los conceptos matemdticos se representan
visualmente a través de gréficos, diagramas o figuras geométricas
= Registro verbal. En este registro, los conceptos matematicos se expresan en lenguaje
natural, utilizando palabras y descripciones para comunicar ideas matematicas
» Registro numérico: En este registro, los conceptos matematicos se organizan en tablas
o matrices para facilitar la visualizacién y el andlisis de datos.
Cada registro de representacion tiene sus ventajas y limitaciones, y puede proporcionar una
comprension diferente del objeto matematico. La interaccion entre los distintos registros es
esencial para una comprensiéon profunda y significativa de los conceptos matemadticos. Al
utilizar multiples registros, las y los estudiantes pueden construir conexiones y relaciones
entre las diferentes representaciones, lo que les permite desarrollar una comprensiéon mas

completa y flexible de los temas mateméticos (Duval, 1993, 1998, 1999, 2006, 2016).

3.6. CONSIDERACIONES PARA ESTE ESTUDIO

Es comprensible y apropiado que, al realizar una investigacién sobre consignas
propuestas para la ensefianza del limite puntual de funciones reales de variable real en libros
de texto recomendados para la citedra Célculo I del Profesorado en Matematica de la FHUC-
UNL, se requiera adaptar algunas definiciones y aspectos tedricos para asegurar la adecuacion

del estudio.

3.6.1. Criterios para valorar la pertinencia y significatividad del uso de TD en la
resolucion de consignas matematicas
Segun Palmas Pérez (2018), el término TIC refleja “que la tecnologia se deberia
centrar en la recopilacion y almacenamiento de datos mas que en su aprovechamiento para el
bienestar comun” (p. 117), mientras que el término TD surge “para poner de presente que el
foco de las tecnologias radica en la relacién entre estas y el modo en que las personas las

299

usan, y no en su potencial ‘informativo’ o ‘comunicativo’” (p. 117). La tecnologia puede

entenderse entonces como herramienta (TIC), incorpordndose como algo ajeno a lo cotidiano;
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o como medio (TD), si se reconocen sus potencialidades didécticas. Utilizaremos de ahora en
mas el término TD, pues al abordar el andlisis de consignas para la ensefianza consideramos la
relacién entre estas y el modo en que docentes y estudiantes las usan.

Para integrar curricularmente las TD en la ensefianza de la matemdtica es necesario
contar con consignas en las que su utilizacion en la resolucidn sea pertinente y significativo.
Para valorar dicho uso tomamos los aportes de Barreiro et al. (2016). De los siete criterios que
proponen consideramos sélo cinco (descartando los aplicables a secuencias didécticas).
Expresamos los mismos reemplazando el término TIC por TD y el término computadoras por
dispositivos, dado que las y los estudiantes y docentes utilizamos también celulares y tablets.

Consideramos que los criterios de pertinencia y significatividad (CPS) del uso de TD
en la resolucién de consignas matemaéticas son los que detallamos a continuacion.

» CPS A: Favorecer la biisqueda de pruebas matemditicas.

El trabajo con las TD debe fomentar en las y los estudiantes una bisqueda genuina
de pruebas que les permita comprender y justificar por qué la respuesta
proporcionada por el software es valida. Es importante evitar que se convenzan
Unicamente por lo que visualizan en la interfaz del dispositivo. Las TD deberian
proporcionar pistas y oportunidades para buscar pruebas mds alld de su uso.

» CPS B: Imprescindibilidad de las TD.

El uso de las TD en la resolucién de una consigna serd imprescindible cuando las
ideas matemadticas claves no sean evidentes sin su utilizacién. Estas herramientas
pueden revelar relaciones matematicas que de otra manera pasarian desapercibidas.
Esto no implica que sea imposible resolver la tarea utilizando ldpiz y papel, pero
existirdn relaciones entre los objetos matemadticos involucrados que quedardn
ocultas sin el uso de TD y dificultard el establecimiento de afirmaciones o
conjeturas sobre estas relaciones. El hecho de que el/la docente pueda resolver la
tarea sin recurrir a las herramientas digitales no es suficiente para afirmar que estas
no son indispensables, ya que es posible que el/la estudiante no pueda abordar o
resolver la tarea sin utilizarlas. Para aplicar este criterio es necesario ponerse en el
lugar del estudiante y considerar qué enfoques de resolucién podria llevar a cabo
basdndose en sus conocimientos.

= CPS C: No perder de vista el objetivo matemadtico.

La consigna debe centrarse en la ensefianza de un contenido matematico y no del
recurso tecnoldgico en si mismo. Es importante que esté disefiada de manera que

promueva la exploraciéon y comprension de los conceptos matematicos
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involucrados, donde la utilizaciéon del recurso tecnoldgico sea un medio para
alcanzar esos objetivos.

» CPS D: Libertad para apelar a las TD.
Se deberia conceder a las y los estudiantes la autonomia de determinar la utilidad de
emplear TD al resolver la consigna. No es imperativo imponer explicitamente su
utilizacién; en cambio, se les deberia otorgar la libertad de elegir si desean
incorporar herramientas digitales, basdndose en su comprensién individual,
preferencias y aptitudes. Esta flexibilidad les facultarfa para tomar decisiones
informadas sobre como abordar la tarea y utilizar las TD de manera eficaz, si asi lo
deciden. Debe considerarse la incorporacion de herramientas digitales como una
alternativa que amplia las posibilidades de exploracién y comprension matematica,
en vez de ser percibida como un requisito impuesto para la resolucién de la
consigna.

» CPS E: Libertad de seleccion del recurso tecnolégico a utilizar.
En el caso de que las y los estudiantes decidan utilizar TD o si la consigna
explicitamente lo solicita, se les deberia permitir seleccionar auténomamente el
recurso o plataforma que deseen utilizar, asi como también buscar bibliografia
adicional. La consigna no deberia indicar de manera especifica el uso de un recurso
en particular. Esto brinda a las y los estudiantes la oportunidad de explorar y
familiarizarse con diversas herramientas digitales, desarrollando sus habilidades
para elegir y utilizar de manera efectiva los recursos que consideren mds adecuados
para abordar la tarea. Ademds, al permitirles buscar bibliografia adicional, se
promueve la autonomia y la capacidad de investigacién, lo que contribuye a su
desarrollo como estudiantes autodidactas y criticos.

En concordancia con lo planteado por Barreiro et al. (2016), consideramos que si se

cumplen los criterios B y C la valoracion de significatividad y pertinencia es positiva, y que
todo lo demds que se cumpla enriquece a la misma. Si alguno de estos dos criterios no se

cumple el andlisis finaliza y la valoracion es negativa.

3.6.2. El software GeoGebra
Pensar en consignas para la ensefianza de limite en el contexto de nuestro estudio
implica tener presente que GeoGebra es el software libre mas usado en el &mbito de la carrera.

Las y los estudiantes de Calculo I lo utilizan frecuentemente en los trabajos aulicos en la
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mayoria de las asignaturas disciplinares.

En el estado del arte sefialamos distintos referentes que manifiestan distintas ventajas
del uso de TD en el proceso de ensefianza aprendizaje de la Matemadtica. Particularmente, los
trabajos de Valerio Lépez et al. (2013) y de Guarin Amorocho y Parada Rico (2023) sefialan
la importancia del uso de GeoGebra en consignas para la ensefianza de limite.

Este software estd catalogado en el 4mbito de la Educacion Matematica como un buen
recurso para la construccién de los conceptos matemdticos a partir de propuestas que
contemplen sus potencialidades. Asi, Arteaga Valdés et al. (2019) sefialan que:

GeoGebra ofrece tres perspectivas diferentes de cada objeto matemdtico: una vista

grdfica, una vista numérica, vista algebraica y, ademads, una vista de hoja de cdlculo.

Esta multiplicidad permite apreciar los objetos matematicos en tres representaciones

diferentes: grafica (como en el caso de puntos, grificos de funciones), algebraica

(como coordenadas de puntos, ecuaciones), y en celdas de una hoja de cdlculo. Cada

representacion del mismo objeto se vincula dindmicamente a las demds en una

adaptacién automdtica y reciproca que asimila los cambios producidos en cualquiera

de ellas, mds alld de cudl fuera la que lo creara originalmente.(p. 104)

3.6.3. Cuestiones del “limite puntual de funciones reales de variable real”

Si bien nuestra investigacion se centra en valorar consignas matematicas anteriores al
tratamiento o durante el proceso de construcciéon de la definicion métrica, consideramos
necesario examinar dicha definicién y cémo se manifiesta en distintas representaciones. Esto
se debe a que en el andlisis de una consigna resulta importante identificar los aspectos del
concepto que permite abordar, y si favorece el desarrollo de una comprensiéon sélida del
mismo y de su definicidn.

La definiciéon métrica de limite puntual que consideramos es la presentada Salas et al.

(2002) que se enuncia a continuacion.

Sea f una funcion definida al menos en algin conjunto de la forma
(c—=pc)U(c,c+p),conp > 0.
Entonces
lim,_, f(x) =L sii
para cada € > 0 existe un § > 0 tal que

si. 0<|x—c|<& entonces |f(x)—1L|<e.
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3.6.3.1 Analisis de la definicion métrica

Como el concepto de limite estd estrechamente relacionado con los conceptos de
funcién y de nimero real, presentamos un andlisis de la definicién que atiende a la relacién
intrinseca entre estos tres conceptos, que juntos constituyen las bases del Andlisis. Para ello
planteamos algunos aspectos (organizados en tres puntos) que se deben tener en cuenta para
poder pensar en lo que permiten recuperar, construir 0 poner en escena las representaciones en

los distintos registros cuando se resuelve una consigna matematica sobre limite.

1. Conceptos de base sobre los que actiia el concepto de limite puntual

El concepto de limite surge a partir de considerar una funcion real de variable real (f),
definida en un intervalo alrededor del punto (c) para el cual se calcula el limite aunque no
necesariamente en ese punto; podemos referirnos a este conjunto como entorno reducido de

centro c.

2. Conceptos involucrados en la definicion en relacion a los conceptos de base

En la definicién se identifican los conceptos de distancia entre niimeros reales,
distancias acotadas y aproximaciones.

La distancia entre niimeros reales se expresa en términos de valor absoluto de la
diferencia entre ndmeros. Por un lado, se considera el valor absoluto de la diferencia entre ¢ y
elementos del dominio de f, y por otro, el valor absoluto de la diferencia entre el limite (L) e
imdgenes de la funcion.

Las distancias acotadas se expresan en términos de inecuaciones con valor absoluto.
Las cotas superiores de estas distancias estdn vinculadas. Por un lado, aparece un valor
positivo fijo dado € (épsilon) y por otro, un valor positivo & (delta) que depende de él. Estas
distancias acotadas estdn asociadas a aproximaciones entre nimeros reales conforme épsilon
tiende a cero.

A su vez, existen aproximaciones dependientes en la relacion entre esas inecuaciones
con valor absoluto mediante una implicacion l6gica conforme épsilon toma valores arbitrarios
cada vez mas cercanos a cero. Esa relacion entre las distancias acotadas expresada mediante la
implicacion 16gica da cuenta de las aproximaciones de las imdgenes de la funcién a un valor
fijo para valores de la variable x que se aproximan a c.

Sintetizamos las ideas previamente sefialadas en la Tabla 2.
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Conceptos Expresados en términos de
Distancia entre niimeros reales
- entre ¢ y elementos del dominio, y Valor absoluto de la diferencia entre dos nimeros.
- entre el limite e imdgenes de la funcidn.
Distancias acotadas

Inecuaciones con valor absoluto acotadas.

Aproximaciones
de imagenes de la funcién a un valor fijo para | Implicacién légica entre desigualdades con valor
valores de la variable x proximos a c. absoluto.

Tabla 2. Relacion entre conceptos de base de la definicion de limite y formas en las que se expresan

3. Puntos de interés en la definicion
Existen aspectos que se mantienen implicitos en la notacién de limite y su definicion
que es necesario visibilizar para comprender el concepto. Estos son:

* Es importante discernir que delta depende del épsilon dado, de la funcién y del valor c,
(s f,c0).

* En la definicién subyace de manera implicita la idea de aproximaciones vinculadas, que
dan sentido al significado de tendencia®. Para que el limite exista no basta con saber que
cuando x se aproxima a ¢, f(x) debe aproximarse a L (que es lo que muchas veces se dice
cuando se lee la expresion lim,_,. f(x) = L). Por esto § debe depender de €. En este
sentido es mds correcto decir que f(x) tiende a L conforme x tiende a c.

= Establecer que las distancias entre las imdgenes de la funcién y L se hacen arbitrariamente
pequeiias siempre que la distancia entre los x y ¢ sea suficientemente pequefia pero distinta
de 0 da idea de aproximaciones, pero no tanto de tendencias.

= El significado del signo “=" (igual) en la expresion lim,_,. f(x) = L. El limite es L, pero
desde las representaciones grificas y numéricas observamos y decimos que las imdgenes
de la funcién tienden a tomar el valor L conforme x tiende a tomar el valor c. O bien, que
las distancias entre las imdgenes de la funcién y L se hacen arbitrariamente pequeiias
siempre que la distancia entre los x y ¢ sea suficientemente pequefia pero distinta de 0.
Mas atin, no aparece el signo igual en el equivalente de la expresioén lim, . f(x) = L enla
definicion métrica.

» Es necesario notar que no sélo existe una relaciéon de dependencia entre x e y (y = f(x)),

sino también entre distancias |x — c¢|y |f(x) — L|.

[...] las ideas basicas de aproximacion y de tendencia que se pueden esbozar numéricamente como sigue: 1, 1.1, 1.11,
1.111,... es una sucesion de nimeros reales que se aproxima a 100, pero es evidente que no tiende a 100. Sin embargo, la
misma sucesién se aproxima a 10/9 y tiende a 10/9. La diferencia estriba en que, en el primer caso, fijada una
aproximacién de 100, 2 por ejemplo, ésta no es mejorada por los términos de la sucesidn; sin embargo, en el segundo
caso, fijada una aproximacioén arbitraria de 10/9, distinta de 10/9, es posible encontrar un término de la sucesion, tal que a
partir de €l todos los que le siguen estdn mds préximos a 10/9 que la aproximacion fijada. (Bldzquez et al., 2008, p. 9)
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» La expresion “para cada épsilon mayor que cero” en la definicion no da cuenta de que

interesa mirar para épsilon tan pequefio como se quiera. Esto debe ser interpretado.

3.6.3.2 Registros de representacion para el concepto de limite

Segun Blazquez y Ortega (2001), el concepto de limite, que se basa en el de funcion,
se apoya en diversos sistemas de representacion, a través de los registros: verbal, numérico,
grafico y algebraico. Resaltan en sus hallazgos que la utilizacién de estas diferentes
modalidades amplia la comprensiéon del concepto de limite. Plantean que el uso de
representaciones verbales se enfrenta con las dificultades relacionadas con la asociacién del
término limite con su significado en el lenguaje habitual. Sostienen que, inicialmente se debe
utilizar la representacion numérica, ya que este registro es el que mejor muestra los aspectos
de la aproximacién; luego complementarse con la grifica y, en etapas avanzadas se puede
completar con la algebraica.

Consideramos para nuestro estudio los cuatro registros de representaciéon semidtica
mencionados. A continuaciéon explicamos con mayor precision lo que entendemos por cada
uno de ellos, tanto en las consignas matematicas sobre el tema o en las resoluciones de las
mismas.

» Registro de Representacion Verbal (RRV). Se representa el concepto de limite

puntual de funciones reales de variable real en lenguaje natural, utilizando palabras
y descripciones para comunicar la aproximacion 6ptima de los valores de la funcién
en un entorno del punto de interés (c)

= Registro de Representacion Numérico (RRN). Se representa el concepto de
limite como un proceso de tendencia basado en una tabla de valores cercanos al
punto de interés (c) y las imdgenes de la funcién en esos valores. Cualquier
aproximacion del limite, distinta de él, se podria mejorar con las imagenes de
valores mds cercanos a c.

» Registro de Representacion Grafico (RRG). Se representa el concepto de limite
como un punto en el eje de ordenadas, tal que a todo segmento sobre este eje que lo
contiene (sin ser uno de sus extremos) le corresponde otro (sobre el eje de abscisas)
que contiene al punto de interés (c¢). Para cada punto de este dltimo segmento
(excepto el mismo ¢ y sus extremos), le corresponde un punto (la imagen de la
funcién) del segmento del eje de ordenadas.

» Registro de Representacion Algebraico (RRA). Se presenta el concepto de limite
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mediante:

- el uso de la definicion métrica en los términos usuales de € y 9, que son los
controles de las aproximaciones o la definicién topoldgica de entornos.

- el trabajo con expresiones algebraicas equivalentes para valores distintos del
punto de interés (c) y el cdlculo del limite o la determinacién de su
inexistencia.

- lanotacion de limite para expresarlo.

3.6.4. Consignas matematicas fértiles para la construccion del concepto de limite

Por lo anteriormente sefialado en este marco tedrico entendemos que, la construccion
del concepto de limite puntual de funciones reales de variable real mantiene relacién con el
tipo de consignas propuestas.

El terreno desde donde se comienzan a construir nuevos conceptos matematicos en un
contexto de ensefianza determinado debe ser propicio para dar lugar al surgimiento de saberes
relevantes en torno a los mismos. Un factor fundamental a tener en cuenta es el disefio o
eleccion de las consignas que guiardn este proceso de construccion. Las consignas deben ser
“fértiles”, es decir, poseer ciertas cualidades que permitan su abordaje y que aquellos/as que
las resuelvan puedan beneficiarse de diversos enfoques, conexiones, representaciones y
razonamientos. Asimismo, éstas deben promover la interpretacion y la comunicacién de ideas
matematicas, profundizando los saberes disponibles y repertorios en relacion al tema.

La "fertilidad de una consigna matematica", especificamente relacionada con el limite
puntual de funciones reales de variable real, engloba tanto el PM de ella como la demanda
cognitiva requerida para su resolucion. Esto se vincula con las oportunidades de exploracion y
argumentacion que la misma habilita, haciendo uso de diversos registros de representacion;
que en ocasiones pueden verse influenciados por el uso de TD disponibles. Este conjunto de
elementos convergentes confiere a la consigna una fertilidad intrinseca, derivada tanto de su

complejidad matematica como de las destrezas procedimentales y mentales que demanda.
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CAPITULO 4

CONTEXTO, OBJETIVOS Y MARCO METODOLOGICO

Organizamos este capitulo en cinco apartados. En el primero (4.1) exponemos el contexto en
que se desarrolla la investigacién. En el segundo (4.2) definimos los objetivos de
investigacion. En el 4.3 presentamos el enfoque del estudio y sus alcances. En el 4.4 damos a
conocer los instrumentos de recoleccion de datos y de andlisis de consignas, con sus
respectivas justificaciones. Por tultimo (4.5) explicitamos las fases en las que se realiza el

estudio.

4.1. CONTEXTO DE TRABAJO

Como sefialamos en el CAPITULO 1, la investigacion estd relacionada con la
asignatura Célculo I de la carrera Profesorado en Matemdtica de la Facultad de Humanidades
y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral (FHUC-UNL).

De acuerdo a lo establecido en el plan de estudios, el Profesor de Matematica cuenta
con formacién para el ejercicio de la docencia en los niveles Medio y Superior (terciario y
universitario). Puede realizar asesoramiento pedagdgico, profesional y técnico en la
especialidad matematica, pudiendo desempefiarse en organismos e instituciones de las
distintas jurisdicciones que estén relacionados con la educacién. Su formacién le permite
también brindar asistencia técnica a equipos interdisciplinarios vinculados a actividades
matematicas especificas.

La carrera tiene una duracién de 5 afios. Los espacios curriculares estin organizados
en dos ciclos: Primero (bdsico o inicial) y Segundo (especifico o superior), divididos a su vez
en dos tipos principales de formacion: General y Disciplinar. La Formacion disciplinar es de
dos tipos: la que corresponde a los saberes basicos, especializados e integrados de la
Matemédtica y sus aplicaciones, y aquella correspondiente a la formacién pedagdgica y
educativa que se reconocerd a su vez como bdsica e integrada. El primer ciclo de la carrera
tiene por objetivos iniciar a las y los estudiantes en la formacion disciplinar basica en
Matemitica, propiciando la adquisicion de habilidades cognitivas e instrumentales especificas
para el desarrollo del razonamiento matemadtico, y la comprensién de los procesos de
enseflanza y de aprendizaje.

Célculo I corresponde al primer ciclo, particularmente, al campo de la formacién
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disciplinar especifica y actualmente se dicta en el segundo cuatrimestre del primer afio de
estudios. Es el primer espacio curricular correspondiente al drea Andlisis Matemaético en el
plan de estudios. Cuenta con un total de 7 horas reloj de cursado, 3 correspondientes a clases
de orden tedrico y 4 correspondientes a clases de orden practico. No posee espacios
curriculares correlativos para poder ser cursada y aprobada, y a la vez es necesario tenerla
aprobada para poder rendir Célculo II (de segundo afio).

Las y los estudiantes de Calculo I cursan en el primer cuatrimestre del primer afo
Matemitica Basica (de la formacién disciplinar especifica dentro del 4rea Algebra y
Geometria), en la que abordan el estudio de conceptos fundamentales del dlgebra, conicas,
funciones, funciones algebraicas y funciones trigonométricas. En dicho espacio adquieren
algunas habilidades cognitivas e instrumentales especificas para el desarrollo del
razonamiento matematico.

Ademds, Calculo I se dicta simultdneamente al Taller de Métodos de Demostracion en
Matemédtica (del drea Fundamentos, dentro de la formacion disciplinar especifica). Esto
permite que las y los estudiantes construyan, en paralelo, las técnicas de demostracion mas
importantes, como ser, la demostracién directa, la indirecta, por contraposicién y por
reduccién al absurdo. Esto requiere pensar en una légica de desarrollo de la asignatura que
contemple este proceso de construccidn de saberes en torno a cémo validar y demostrar.

La asignatura Algebra Lineal I, también es dictada en paralelo. En esta se propone el
estudio de temas bdésicos del dlgebra lineal. En ocasiones, en Cdlculo I, se recuperan algunos
de estos temas (sistemas de ecuaciones, métodos de resolucidn, vectores en el plano, rectas)
cuando se desarrollan contenidos propios del célculo.

Asimismo, las y los estudiantes poseen conocimientos minimos relativos al uso del
software GeoGebra, por haberlo utilizado en otros espacios curriculares, fundamentalmente
para graficar funciones.

La asignatura dispone de un aula virtual como complemento de las clases presenciales,
para favorecer la comunicacién, el acceso al material bibliografico y como recurso de
enseflanza en momentos que se requiera.

Por las razones antes expuestas, en el dictado de las clases, se trabaja en un primer
periodo con la recuperaciéon de los conceptos y objetos matemadticos del precdlculo,
resignificindolos con consignas que permiten revisarlos e introducir acciones matematicas
COmo mayorar, minorar 0 aproximar convenientemente expresiones matemadticas, acciones
que colaboran en la construccion del sentido del Anélisis Matemaético.

Previo a la formalizacién de conceptos propios del Cdlculo Diferencial, se plantean
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actividades que propicien la proposicion de ejemplos, la recuperacion de ideas intuitivas, la
exploracion. Con estas formas de empezar a abordar los conceptos se pretende que las y los
estudiantes cuenten con un repertorio de ideas en torno a los objetos que facilita un
acercamiento a la comprension de las definiciones, propiedades y demostraciones
matematicas dentro de éste drea de conocimiento.

En la asignatura se utiliza como bibliografia obligatoria el libro “Calculus: una y
varias variables” (Salas et al., 2002) y se sugiere bibliografia de consulta. Como ya
explicitamos en el CAPITULO 1, en el dictado se altera el orden preestablecido en el libro en
lo que respecta a la Unidad II "Limite y continuidad" y III "Derivadas", correspondientes a los
capitulos 2 y 3 del libro. Se abordan los temas en dos etapas. En una primera etapa se estudian
lo capitulos 2 y 3 del libro, sin utilizar la definicién métrica (¢ — &) de limite. En una segunda
etapa, se estudia dicha definicién, completando asi la formalizacion de todo lo trabajado desde

lo intuitivo y experimental.

4.2. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
Considerando el marco tedrico expuesto en el capitulo previo y el contexto en el que

nos desenvolvemos, identificamos los objetivos de investigacion.

4.2.1. Objetivo General
Valorar consignas matematicas propuestas para la ensefianza del limite puntual de funciones
reales de variable real en los libros de textos recomendados en la citedra Célculo I de la

carrera Profesorado en Matematica de la FHUC-UNL.

4.2.2. Objetivos Especificos

= Establecer criterios de seleccion de libros y de las consignas de limite puntual propuestas
en ellos.

» Determinar indicadores para valorar la fertilidad de las consignas.

» Identificar aspectos subyacentes al concepto de limite involucrados en las mismas.

» Describir la influencia del uso de GeoGebra en la resolucion de ellas.

* Proponer algunas consignas fértiles que ofrezcan oportunidades efectivas para la

construccién del concepto de limite, teniendo en cuenta su complejidad.
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4.3. ENFOQUE DE LA INVESTIGACION

Dado que el tema fue poco explorado y realizamos un estudio que permite dar cuenta
de resultados obtenidos a partir del andlisis interpretativo de consignas sobre limite puntual
(en el contexto descrito) atendiendo al marco referencial, nuestra investigacién es de tipo
cualitativa. Segtiin Herndndez et al. (2010), “las investigaciones cualitativas se basan mds en
una légica y proceso inductivo (explorar y describir, y luego generar perspectivas tedricas).
Van de lo particular a lo general” (p. 8) y se enfocan en “comprender los fendmenos,
explordndolos desde la perspectiva de los participantes en un ambiente natural y en relacion
con su contexto” (p. 358).

... los estudios cualitativos pueden desarrollar preguntas e hipdtesis antes, durante o

después de la recoleccion y el andlisis de los datos. Con frecuencia, estas actividades

sirven, primero, para descubrir cudles son las preguntas de investigacién mas
importantes; y después, para perfeccionarlas y responderlas. La accion indagatoria se

mueve de manera dindmica en ambos sentidos: entre los hechos y su interpretacion, y

resulta un proceso mas bien “circular” en el que la secuencia no siempre es la misma,

pues varia con cada estudio. (Herndndez et al., 2010, p.7)

Al plantear el problema de investigacion consideramos que nuestra posicion es de tipo
integradora, dado que revisamos trabajos previos para elaborar el marco teérico de referencia
pero nos desprendemos de éstos ya que no versan exactamente sobre el tema elegido por
nosotras.

Particularmente, la investigacion que realizamos es del tipo estudio de casos en
profundidad, pues la seleccion de las consignas para analizar no depende de la probabilidad,
sino que tuvimos en cuenta que las y los estudiantes de Calculo I hayan tomado contacto con
las mismas (o similares) y también caracteristicas particulares de ellas en relacién al tipo de
resolucién que pueden propiciar, con o sin el uso de GeoGebra.

Los casos estudiados son consignas matematicas para la ensefianza de limite puntual.
La seleccion de las mismas no fue azarosa, durante la investigacion se fueron estableciendo
criterios para escogerlas.

En la primera etapa de la investigacion realizamos un registro de libros de texto
relativos a Célculo I. Luego diseflamos y realizamos una encuesta a estudiantes que han
aprobado la asignatura entre los afios 2016 y 2020, donde recabamos informacién respecto del
material que utilizaron durante el estudio del tema limite puntual; lo que nos permiti6 realizar
una primera seleccion de libros de texto de los que extrajimos luego consignas para analizar.

En una tercera etapa realizamos un escaneo general de las secciones de los libros
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seleccionados que abordan el tema atendiendo al marco referencial. En una cuarta etapa
seleccionamos las consignas para analizar en profundidad atendiendo a criterios que
establecimos, como expresamos en el apartado 4.5 en lo referido a la fase 4. Luego
continuamos con el andlisis en profundidad de las consignas (para lo que construimos un
instrumento contemplando el marco tedrico). Posteriormente establecimos observaciones
destacadas y puntos focales a considerar en el momento del disefio o seleccién de una
consigna sobre el tema. Esto nos permitié reformular algunas consignas de las estudiadas para
elevar su nivel de PM, demanda cognitiva y abordaje desde distintos registros de
representacion, entendiendo que las y los estudiantes hacen uso de GeoGebra. Es decir,
mejorar su fertilidad. También nos permitié disefiar consignas que atiendan a la construccion
de la definicién métrica. Por tltimo elaboramos las discusiones y conclusiones derivadas del
estudio.

Por todo lo descrito, el enfoque de esta investigacion es cualitativo interactivo, ya que
consiste en un estudio en profundidad mediante el empleo de técnicas para recoger los datos
en sus escenarios naturales (la seleccién de los consignas para analizar), interpretando los
mismos a la luz de los constructos tedricos elaborados a partir de la revisién de antecedentes
en forma continua.

Ademads, segun el alcance, se puede clasificar el estudio como exploratorio y
descriptivo.

Segin Herndndez et al. (2010), los estudios exploratorios “se realizan cuando el
objetivo es examinar un tema o problema de investigacién poco estudiado, del cual se tienen
muchas dudas o no se ha abordado antes” (p.91). En nuestro caso la revision de literatura
revelé que, en general, hay estudios realizados sobre: las dificultades en el aprendizaje del
tema limite puntual, valiéndose del andlisis de producciones de las y los estudiantes, y el
andlisis de propuestas implementadas que dan cuenta de los registros de representacion
utilizados al resolver consignas propuestas. No se identifican estudios en profundidad en
relacién a las caracteristicas de las consignas para la ensefanza del limite puntual y sus
potencialidades en relacion a las posibilidades de exploracién y argumentacion que estas
habilitan y los aspectos del objeto matematico en cuestion que permitirian poner en escena las
resoluciones de las mismas (en distintos registros de representacién) con o sin el uso de
GeoGebra.

Asimismo, el alcance del estudio es descriptivo, ya que en determinadas etapas de la
investigacion damos cuenta de la busqueda e identificacion de -caracteristicas en la

enunciacion de las consignas y del tipo de funciones matematicas que involucran, para
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analizar las posibilidades de exploracién y argumentacion que las mismas habilitan. Ademaés
describimos posibles resoluciones por parte de las y los estudiantes con o sin el uso de

GeoGebra.

4.4. INSTRUMENTOS
Para la realizacion de este estudio, desarrollamos dos instrumentos con propdsitos
distintos: uno destinado a la recopilaciéon de datos y otro disefiado para el andlisis de las

consignas matemadticas concernientes al limite puntual de funciones de variable real.

4.4.1. Instrumento de recolecciéon de datos

El instrumento para la recoleccién de datos empleado en este trabajo fue la “Encuesta
a estudiantes que cursaron Célculo I”.

La disefiamos con las siguientes intencionalidades:

= Recabar informacién respecto del material bibliografico que utilizaron las y los estudiantes
durante el estudio del tema limite puntual; para realizar luego una seleccién depurada de
libros de texto de los que extraeriamos consignas para someter al andlisis.

» Identificar recursos tecnoldgicos utilizados en el estudio del tema.

» Reconocer ejercicios de la bibliografia obligatoria que las y los estudiantes consideren
como importantes para el aprendizaje de la nocion intuitiva de limite y las razones de su
eleccion.

* Conocer la finalidad de uso de GeoGebra en la resolucién de consignas sobre el tema
(dado que es el software utilizado con primacia en la carrera y particularmente en la
asignatura Calculo I).

Para mas detalles ver el Anexo L.

4.4.2. Instrumento para analisis preliminar de consignas

El instrumento disefiado para llevar a cabo una revision preliminar exhaustiva de las
consignas lo denominamos “Grillas de escaneo”. Este cuenta con dos grillas, y lo exponemos
en el Anexo II. La grilla 1 se utiliza cuando en la consigna no se especifica el uso de software,
mientras que la grilla 2 se emplea en los casos en los que se indica de forma especifica la
necesidad de utilizar software.

La grilla 1 consta de cinco secciones que refieren a:
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= [aredaccidon

= [Los registros de representacion

= Las posibilidades de exploracién y argumentacion
= [a demanda cognitiva que requieren

= La posibilidad de resolver con GeoGebra

La grilla 2 tiene cinco secciones sobre:

= Jaredaccién

= [os registros de representacion

= Las posibilidades de exploracién y argumentacion
= [a demanda cognitiva que requieren

= La pertinencia y significatividad del uso de TD para resolver

4.4.2.1 Fundamentacion del disefio del instrumento “Grillas de escaneo”

Cada seccion de las grillas de escaneo corresponde a indicadores que establecimos
para la valoracién de la fertilidad de las consignas. Presentamos en este apartado dichos
indicadores y sus justificaciones tedricas.

En cada grilla, evaluamos si se cumplen, no se cumplen o se cumplen parcialmente los
aspectos de cada categoria de andlisis. Ademds, incluimos una columna para indicar cuando
no corresponde analizar (N/C) y una columna de observaciones, para agregar (en caso de ser

necesario) algin comentario que contribuya al andlisis.

4.4.2.1.1 Indicadores para la valoracion de la fertilidad de las consignas
Determinamos que para llevar a cabo una evaluacién integral en relacién a la fertilidad

de las consignas seleccionadas, tendriamos que realizar un andlisis exhaustivo considerando

los indicadores fundamentales que listamos a continuacién, numerados de 1 a 5. Los primeros

4 son considerados en ambas grillas de escaneo. El indicador SA es utilizado en la grilla 1 y el

5B en la grilla 2.

* Indicador 1: Redaccion de las Consignas. Calidad de la redaccién de las consignas, a
partir de nuestra adaptacion de los criterios delineados por Barreiro y sus colaboradores en
el ano 2016.

* Indicador 2: Registros de Representacion y Transformaciones Asociadas. Registros de
representacion empleados tanto en la formulacién de las consignas como en las
resoluciones, conjuntamente con las conversiones y tratamientos asociados (Duval, 2006).

* Indicador 3: Exploracion y Argumentacion Facilitadas por las Consignas.
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Posibilidades de exploraciéon y argumentacion que las consignas ofrecen, en consonancia
con lo planteado por Barreiro y Rodriguez (2014), Barreiro et al. (2016) y nuestra
ampliacion.

» Indicador 4: Demanda Cognitiva Requerida. Demanda cognitiva requerida por las
consignas, en concordancia con la teoria planteada por Stein et al. (2000), con el objetivo
de comprender los procesos intelectuales necesarios para sus resoluciones.

* Indicador 5: Uso de TD GeoGebra
A) Viabilidad de resoluciéon mediante la TD GeoGebra. Posibilidades de abordaje con

GeoGebra y aportes de su uso en la resolucion.

B) Pertinencia y significatividad del uso de la TD GeoGebra. Pertinencia y
significatividad de la implementacién de GeoGebra para la resolucién, atendiendo a los
criterios de presentados en el apartado 3.6.1 del marco tedrico.

Este enfoque integral nos permitié una comprension mds profunda y rigurosa de la
fertilidad de las consignas. En este sentido, el presente estudio aspird a arrojar luz en relacion
a la conjunciéon de: la redacciéon de las consignas, las posibilidades de exploracién y
argumentacion, las representaciones semidticas y las demandas intelectuales, contribuyendo
asi a una mayor comprensién de los procesos educativos y de aprendizaje del tema. En
consonancia con esta perspectiva, el andlisis de viabilidad y pertinencia de la resolucién
mediante GeoGebra ampli6 el alcance de este estudio al explorar de manera concreta cémo el

uso de una TD puede potenciar o no la comprension del concepto.

4.4.2.1.2 Justificacion tedrica de los indicadores
Justificacion del Indicador 1

Para analizar riqueza matematica que habilitan los enunciados de las consignas, por su
redaccion, consideramos los criterios de Barreiro et al. (2016) presentados en el apartado
3.2.1.2 del marco tedrico. Si bien estos criterios los proponen para ser considerados en el
momento de la redaccion de consignas, en el estudio los utilizamos para analizar la redaccién
de las consignas seleccionadas.
Justificacion del Indicador 2

Consideramos la Teoria de Registros de Representaciéon Semidtica de Duval (1993,
2006, 2016), la cual sostiene que el uso de sistemas de representaciones semilticas es
fundamental para el pensamiento matemdtico. Esta teoria establece que se accede a los
objetos matemadticos a través de la produccién de representaciones semidticas, y que cada

registro de representacion conlleva un conocimiento parcial sobre aquello que representa.
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Segtin Duval (2006), la actividad matematica se lleva a cabo necesariamente en un
contexto de representacion, pero también es importante que las y los estudiantes sean capaces
de reconocer el mismo objeto matemético en otros contextos de representacion y utilizarlos.

En relacién a esto, nos enfocamos en mirar dos aspectos de las consignas:

* En primer lugar, analizamos si la redaccién de la consigna sugiere resolver utilizando
algtn tipo de registro de representacion especifico.

» En segundo lugar, estudiamos si durante la resolucién se pueden aplicar la conversion y el
tratamiento. La conversion implica cambiar de sistema semidtico (de un registro de
representacion a otro), mientras que el tratamiento implica trabajar dentro del mismo
registro.

Justificacion de Indicador 3

Examinamos si las consignas permiten la exploracién y brindan opciones para
argumentar sobre la validez de la resolucién o respuesta, en concordancia con lo expresado en
el marco tedrico y particularmente con lo planteado por Barreiro y Rodriguez (2014) y
Barreiro et al. (2016), quienes sostienen que esto estd relacionado con el PM de una consigna.

Consideramos que una consigna habilita posibilidades de exploracién si permite
examinar y analizar la situacion problemaética planteada desde diferentes enfoques y registros
de representacion, lo que posibilita el reconocimiento de patrones, conjeturas y explicaciones.
En otras palabras, la exploracién de la situacién no estd impuesta o dirigida exclusivamente
por la consigna, sino que se brinda espacio para que el estudiante reconozca diversas
propiedades o caracteristicas de algo desconocido o poco conocido a partir de sus saberes,
estrategias y procedimientos disponibles.

En cuanto a la argumentacién, entendemos que implica el razonamiento basado en el
uso del lenguaje comun, y su funcionamiento se manifiesta en la prictica espontidnea del
discurso (Duval, 1999). La argumentacion en matematica no necesariamente implica una
demostracion formal. Para que un razonamiento sea considerado una demostracion, debe ser
vdlido segtn las leyes de la 16gica, mientras que la argumentacién necesita estar vinculada a
la pertinencia.

Concebimos que la argumentacion es el proceso mediante el cual se justifica un
procedimiento matemadtico al exponer razonamientos que respaldan el trabajo realizado. Los
argumentos utilizados por un/a estudiante se evidencian cuando expone un conjunto de
proposiciones que mantienen una relacion coherente entre lo que piensa, dice y hace durante

la resolucion de una consigna.
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Justificacion de Indicador 4

A partir de lo planteado por Stein et al. (2000), consideramos que la exigencia
cognitiva de una consigna se refiere al nivel de pensamiento que requiere de el/la estudiante
para involucrarse y resolverla con éxito. Para el andlisis de dicha exigencia consideramos los
cuatro niveles establecidos por los autores mencionados: TM, TPSC, TPCC y TPM.

Justificacion de Indicador 5

Decidimos tomar como indicador el uso de la TD GeoGebra. Esta eleccion se
fundamenta en que es el software utilizado en la asignatura Cdlculo I, posee importantes
potencialidades (sefialadas en el marco tedrico) y las y los encuestadas/os manifestaron saber
utilizarlo (fue empleado por 17 de 21 en la resolucion de consignas relacionadas con el tema).

Emplear un tnico software en el estudio contribuye a la uniformidad y comparabilidad
de los resultados obtenidos.

> Sobre el indicador 5A

Dado que las consignas que son sometidas a andlisis mediante la Grilla 1 no
especifican el abordaje mediante un software matematico, hemos decidido analizar los
posibles beneficios de utilizar GeoGebra como herramienta de resolucién. En esta linea,
nuestro proposito se enfoca en la identificacion de los siguientes aspectos:

= Verificar la factibilidad de abordar la resolucién empleando este software.

* Evaluar si el empleo de GeoGebra contribuye a reducir la carga de trabajo matemdtico
requerida, eventualmente volviéndola obsoleta en comparacién con tratamientos
tradicionales.

* Investigar si la incorporaciéon de esta TD amplia las posibilidades de representacion,
permitiendo abordar los requisitos desde una gama mds amplia de registros, que de otro
modo serian inaccesibles al utilizar tinicamente papel, lapiz y calculadora.

" Analizar si la integracion de GeoGebra implica un cambio en la demanda cognitiva,
considerando las distintas tipologias de tareas (segin Stein et al., 2000) previamente
delineadas en la matriz de andlisis.

» Sobre el indicador 5B

Dado que las consignas incluidas en la Grilla 2 demandan de manera especifica el
empleo de un software matemético, nuestro objetivo principal radica en evaluar la pertinencia

y relevancia de utilizar GeoGebra en su resolucion. Con esta finalidad, consideramos los

“criterios para valorar la pertinencia y significatividad del uso de TD en la resolucién de

consignas matematica” (CPS A, CPS B, CPS C, CPS D y CPS E) que establecimos y

presentamos en el apartado 3.6.1 del marco tedrico.
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4.5. FASES DE ESTUDIO

La investigacion la realizamos en 8 fases que describimos a continuacion.

Fase 1. Primera seleccion de libros de texto
Esta fase es de tipo descriptiva, ya que registramos los libros propuestos como
bibliografia en la planificacién de la asignatura Célculo I del afio 2019. Esto lo expresamos en

el CAPITULO 35, apartado 5.1.

Fase 2. Encuesta y resultados

Luego de contar con la primera selecciéon de bibliografia expresada en la fase 1;
implementamos la encuesta disefiada y analizamos resultados. Consideramos que el alcance
de esta fase es exploratorio dado que nos permitié recabar informacién respecto de los
recursos y materiales utilizados por las y los estudiantes durante el estudio del tema y sus
apreciaciones respecto de consignas que consideran importantes.

Implementacion de la encuesta

Decidimos encuestar a estudiantes que tengan una mirada integral de los contenidos
abordados en Calculo I, y que luego de un tiempo puedan reflexionar sobre el tema que se
estudia en esta investigacion. Por estas razones encuestamos a quienes cumplian con las
siguientes condiciones:

(a) Aprobaron Célculo I en los afos 2016, 2017, 2018, 2019 y 2020.
(b) No abandonaron la carrera a diciembre del afio 2020.

Para seleccionar las y los estudiantes que cumplieran con la condicién (a) recurrimos a
las actas de examen del sistema SIU Guarani’® de la UNL. Para identificar aquellas/os que no
cumplieran con la condicién (b) recurrimos a los registros de la profesora titular de Calculo I
en ese periodo (quien dictaba ademds asignaturas de los afios superiores de la carrera).
Consultamos particularmente (por correo electrénico) el estado de relacién con la carrera a
quienes no identificamos con continuidad en el cursado.

La encuesta fue realizada de manera virtual a través de un formulario de Google drive

(https://forms.gle/opeZ1VC1D4auczyz6) y la presentamos en el apartado A.I.2 del Anexo L.

La enviamos a 33 estudiantes que cumplian las condiciones sefialadas y recibimos 21
respuestas. En la Tabla A1 del dicho Anexo, expresamos detalladamente las y los estudiantes

encuestados, manteniendo su anonimato mediante el uso de una nomenclatura especial.

3 Sistema de gestién académica que posibilita el registro de actividades de las y los estudiantes. Permite el acceso directo a la
informacién de manera segura, integra y consistente a través de la web.
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Analisis de la encuesta

A partir de los resultados de la encuesta elaboramos resimenes de los datos obtenidos,
expresados el apartado A.L.3 del Anexo I, presentados en forma de gréificos o tablas,
dependiendo de las caracteristicas de cada pregunta.

Si bien recabamos datos en relacién a consignas presentes en libros y paginas web,
decidimos enfocar nuestro estudio s6lo en las presentes en libros, debido a que contdbamos

con mayor precision de la informacién para una seleccién no azarosa.

Fase 3. Seleccion definitiva de libros de texto y analisis general

Con el andlisis de los datos de la encuesta, establecimos criterios para la seleccion
definitiva de los libros de texto a considerar para la extraccién de las consignas a analizar.
Estos criterios y la seleccion los presentamos en el CAPITULO 5, apartado 5.1.

En base al marco tedrico realizamos un andlisis general de las secciones de los libros
seleccionados (ver el Anexo III). No partimos de un formato preestablecido, fuimos
examinando a partir de lo observado con la lectura de los aspectos tedricos y la resolucion de
las consignas propuestas. Ademds consideramos la ampliacién de esas resoluciones o la
profundizacién de cuestiones que sélo estin expresadas en forma general. Nos centramos
fundamentalmente en describir las secciones estudiadas o apartado de ejercicios de las
mismas. Para esto identificamos los registros de representacién utilizados, reconocimos la
necesidad o no de uso del software GeoGebra y analizamos el PM y la demanda cognitiva de
los ejemplos y ejercicios. Luego elaboramos restimenes que presentamos en el CAPITULO 5,
apartado 5.2.

Esta fase es de alcance exploratorio porque pudimos recabar informacién que nos
permitié conocer la estructura general de las secciones de los libros. Esto fue un insumo

necesario para la posterior seleccion de consignas para estudiar en profundidad.

Fase 4. Criterios de seleccion de consignas y consignas seleccionadas

En esta fase elaboramos el listado de consignas consideradas como casos a estudiar en
profundidad estableciendo criterios de seleccién que contemplan los resultados de las fases 2
y 3. Los criterios de seleccién de las consignas los exponemos en el CAPITULO 6, apartado

6.1. El compendio de los casos estudiados los presentamos en el Anexo IV.

Fase 5. Analisis de consignas seleccionadas

En esta fase estudiamos las consignas en profundidad atendiendo al marco tedrico de
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referencia, utilizando el instrumento “Grillas de escaneo” e indagando respecto de lo que
puede surgir a partir de diferentes modos de resolver. Fue necesario pensar y escribir posibles
caminos de resolucidn, con o sin el uso de GeoGebra.

Luego del andlisis, extrajimos conclusiones parciales respecto de las posibilidades de
exploraciéon y argumentacion desde distintos registros de representacion que las consignas
habilitan, lo que demandan cognitivamente por parte de quién resuelve y qué aspectos del
objeto limite puntual permiten abordar (con y sin el uso de GeoGebra).

Lo realizado en esta instancia lo presentamos en el CAPITULO 6, apartado 6.2. Su

alcance, no sélo es exploratorio, sino también descriptivo.

Fase 6. Recuperacion de analisis para establecer resultados

A partir de lo realizado en la fase 5, elaboramos resultados que contemplan: un
resumen de los andlisis, observaciones particulares destacadas, puntos focales a considerar en
el disefio o seleccion de consignas sobre el tema y criterios para determinar la fertilidad de las
mismas.

Recuperamos aspectos didacticos y matemdticos a tener en cuenta, de manera que las
consignas propicien una mejor vinculacién con el tema. Esto lo presentamos en el apartado

6.3 del CAPITULO 6.

Fase 7. Reformulacion y disefio de consignas

Contemplando lo expuesto en el apartado 6.3, reformulamos los enunciados de seis
consignas de las estudiadas y disefiamos “nuevas consignas” fértiles para el abordaje de la
construccién de la definicion métrica de limite puntual. Esto lo encuadramos dentro del

CAPITULO 7.

Fase 8. Cierre y aportes derivados de la investigacion

En esta fase recuperamos las discusiones y producciones que se dieron o derivaron del
proceso de investigacion, justificamos el cumplimiento de los objetivos, elaboramos las
conclusiones del trabajo y planteamos las posibles lineas de continuidad del estudio.

Exponemos esto en el CAPITULO 8.
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CAPITULO 5

SELECCION DE LIBROS Y ANALISIS GENERAL

Organizamos este capitulo en dos apartados 5.1 y 5.2. En el primero presentamos la seleccién
de libros a analizar con su respectiva justificacion. En el segundo exhibimos una sintesis del
andlisis general de los libros en funcion del marco tedrico de referencia. Esto ultimo resultd

como insumo para establecer la seleccién de consignas que analizamos en el CAPITULO 6.

5.1. SELECCION DE LIBROS

Partimos de la bibliografia expresada en la planificacion de la asignatura del 2019 en
la Unidad Tematica II: “Limite y continuidad”. En la misma se proponen cinco libros, uno
como bibliografifa obligatoria (1) y cuatro como bibliografia de consulta (2, 3, 4, 5). Estos
son:

(1) Salas, S., Hille. E. y Etgen, G. (2002). CALCULUS. Una y varias variables (C.
Casacuberta Vergés, Trad.). Reverté. (Obra original publicada en 1999)

(2) Apéstol, T. (1997). CALCULUS. Reverté.

(3) Lang, S. (1990). CALCULO. Adisson - Wesley Iberoamenreicana, S.A.

(4) Spivak, M (2010). CALCULUS. Cdlculo infinitesimal. Reverté

(5) Stewart, J. (2010). Cdlculo: Conceptos y contextos. Thomson.

En principio seleccionamos el libro (1), por ser la bibliografia obligatoria de la
asignatura y del que se extraen (generalmente) las consignas para trabajar en las clases. De la
bibliografia de consulta seleccionamos el (5), pues en la encuesta realizada las y los
estudiantes manifiestan que durante el estudio prefieren complementar con libros que
denominan “de ingenieria”, y éste es el que cumple con esa caracteristica. En sintesis los
textos seleccionados son:
= Libro 1: CALCULUS (Salas et al., 2002)
= Libro 2: Cdlculo: Conceptos y contextos (Stewart, 2010)

De ambos libros sometimos a estudio las secciones 2.1 y 2.2, dado que en ellas se

inicia el abordaje del concepto de limite puntual de funciones reales de variable real.
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5.2. RESUMEN DEL ANALISIS GENERAL
Para el anélisis general de lo propuesto en las secciones 2.1 y 2.2 de los libros de texto
seleccionados nos centramos en los siguientes aspectos:
= Descripcion general de la seccidn o apartado de ejercicios de la seccion,
» Registro de representacion utilizado en ejemplos y ejercicios,
= Necesidad o no de uso de software GeoGebra,
» Anadlisis del PM y de la demanda cognitiva de los ejemplos y ejercicios.
Exponemos en 5.2.1 y 5.2.2 los resimenes del andlisis general. El estudio completo

puede verse en el Anexo III.

5.2.1. Sobre Libro 1
Analizamos:
» Ja Seccidén 2.1 “La nocién de limite” (pag. 59-71), incluidos los Ejercicios 2.1 (pag. 68),
* Ja Seccidn 2.2 “Definicién de limite” (pag. 71-80) y incluidos los Ejercicios 2.2 (pag. 78).

Resumen de analisis de Seccion 2.1, incluidos los Ejercicios 2.1

* En esta seccién se presenta la nocion intuitiva de limite, limites laterales y la notacién
correspondiente.

* En el apartado tedrico se abordan resoluciones de consignas dentro distintos registros de
representacion (RRN, RRG, RRA y/o RRYV); explicitindose sobre el final que estos
procedimientos son intuitivos y que es necesario formalizar. Se plantea, como aplicacion,
el cdlculo de la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de una funcién en un punto.

* En relacidn a los ejercicios propuestos, observamos que:

a) En los primeros se pretende abordar la idea intuitiva de limite desde la interpretacién de
representaciones graficas de funciones y la familiarizacion con la notacion.

b) De los ejercicios 13 a 48 se da libertad, a quien resuelve, de utilizar procedimientos
intuitivos para establecer la existencia o no de un limite y solicita calcularlo si existe;
por lo que se podria abordar desde cualquier registro de representacion. La necesidad de
trabajar desde un RRA podria darse en casos donde el limite no es un nimero entero y
la funcién no es continua en el valor para el cual se calcula el limite; por ejemplo los
ejercicios 47 y 48. Estos pueden enmarcarse como TPM (Stein et al., 2000).
Particularmente, estos ejercicios permiten visibilizar en el momento de la resolucién la

insuficiencia del trabajo desde un RRN y RRG. Es poco probable que las funciones
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involucradas puedan ser graficadas con ldpiz y papel, es de esperarse que para una
resolucion desde un RRG se utilice un software graficador (uso de TD por necesidad).
La valoracién en relaciéon al uso de las TD es positiva. Ademds no son facilmente
identificables los valores de los limites desde un RRN. La construcciéon de una
estrategia de resolucion algebraica puede surgir como necesidad.

c) Los ejercicios del 49 al 55 son direccionados, y se imponen los registros de
representacion desde los cuales trabajar. En términos de Stein et al. (2000) son TPSC, y
en general no proponen posibilidades de exploracién y argumentacion.

d) En los ejercicios del 58 al 63 se imponen los registros de representacion desde los
cuales abordar la resolucion (RRN y RRG) y el uso de un software graficador. Se
focalizan en solicitar una respuesta y no en el pedido de explicaciones. Son TPSC.

En esta seccion la mayoria de las consignas tienen PM (Barreiro et al., 2016) pobre. E1 PM

de algunas consignas (por ejemplo 47 y 48) es rico, esto merece un andlisis mds profundo

que el presentado aqui para justificar la afirmacion.

Resumen de analisis de Seccion 2.2, incluidos los Ejercicios 2.2

En esta seccion se presenta la definicion métrica de limite, se analizan las desigualdades y
las implicaciones involucradas desde RRG, RRV y RRA.

Hay un interés por trabajar las relaciones y desigualdades involucradas en la definicién
desde distintos registros de representaciéon, RRG, RRA y RRV; generalmente se prioriza o
direcciona hacia el trabajo dentro de un tipo de registro en cada consigna.

En el apartado Ejercicios 2.2 se presentan consignas de diferentes indoles: TM, TPSC y
TPCC (Stein et al., 2000). Particularmente, en principio, consideramos que el ejercicio 33
es una TPCC, que habilita la exploracidn y argumentacion sin imponer un registro desde el
cual trabajar y permite el surgimiento de conversiones de registros de representacion
durante la resolucién. Puede posibilitar optar por el mds conveniente y avanzar en el
tratamiento correspondiente. Cuestion que resulta de interés para nuestro estudio.

La incorporacion del cdlculo de la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
se presenta en forma forzada. Consideramos que se propone en esta parte del libro para
“hacer practicar” cdlculos de limites de cocientes incrementales de forma “mecanica”. No
estamos seguras que aporte necesariamente a la comprension de la definicién métrica,
objetivo de esta seccion.

Por lo expuesto, en esta seccion existen consignas con PM (Barreiro et al., 2016) rico y PM

pobre. En algunos casos el uso de GeoGebra podria enriquecer el andlisis.
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5.2.2. Sobre Libro 2

Analizamos:

la Seccién 2.1 “Los problemas de la tangente y la velocidad” (pag. 90 -94), incluidos los
Ejercicios 2.1 (pag. 94),

la Seccion 2.2 “Limite de una funcién” (pag. 95-104) y incluidos los Ejercicios 2.2 (pag.
102-104).

Resumen de analisis de Seccion 2.1, incluidos los Ejercicios 2.1

En esta seccion no hay aportes tedricos formales en relacion al limite puntual, sélo se
presentan el concepto de tangencia de forma intuitiva y ejemplos donde se hace necesario
usar la idea de limite para calcular pendientes de rectas tangentes a curvas en puntos de las
mismas y velocidades instantdneas (en situaciones contextualizadas en la realidad). Existe
en el texto un esfuerzo por mostrar la relacién entre estos dos conceptos (tangencia y
velocidad instantdnea) y el de limite puntual, resolviendo problemas dentro de los RRN,
RRG y/o RRV.

Los ejercicios de préctica (Ejercicios 2.1) son consignas en las que, para su resolucion, se
debe imitar lo que se desarrolld previamente. Hay intentos de proponer el trabajo desde
mads de un registro de representacion, pero esto es impuesto. Consideramos que pueden ser
consideradas TPSC (Stein et al., 2000). Excepto el ejercicio 9, donde, si bien las
actividades son direccionadas, puede considerarse TPCC. Los aspectos relativos a la
insuficiencia del trabajo s6lo desde el RRN se recuperan en la seccidn siguiente con otros
ejemplos.

En el ejercicio 9 es imprescindible el uso de un software graficador y no se pierde de vista
el objetivo matemadtico, por lo que, en este caso, la valoracion en relacion a las TD la
podemos considerar positiva.

En general el PM de las consignas (Barreiro et al., 2016) es pobre pues, las propuestas de
exploraciéon y planteo de conjeturas son direccionadas y practicamente no solicitan la
argumentacion por parte de quien resuelve.

Los cambios de registros de representacion también son impuestos por las consignas, no se

da libertad, a quien resuelve, para pasar de un registro a otro.

Resumen de analisis de Seccion 2.2, incluidos los Ejercicios 2.2

En esta seccidn se presenta la nocidén intuitiva de limite y limites laterales y la notacion

correspondiente.
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» Existe en el texto un interés por mostrar que el trabajo desde RRN y RRG resultan
insuficientes para el calculo de un limite. Cuestion que resulta de interés para nuestro
estudio.

» En los ejercicios propuestos (Ejercicios 2.2) se presentan consignas que indican el trabajo
desde RRN y RRG para el calculo de limites o la determinacion de la no existencia de los
mismos. En general la exploracion para establecer valores de los limites es sugerida o
guiada y en pocas ocasiones se solicitan argumentos o explicaciones sobre lo que se logra
establecer como respuesta.

» Observamos que las funciones con las que se trabaja en los ejercicios dificilmente puedan
ser graficadas con lapiz y papel, por lo que probablemente para la resolucion se utilice
algin software graficador (uso de TD por necesidad, sin dejar de lado el objetivo
matematico). Ademads, si bien los ejercicios permiten sefalar la insuficiencia del RRN y
RRG en el célculo de limites, el tipo de funciones en general no permite que quien resuelva
pueda hacer algiin abordaje algebraico a partir de las herramientas con las que cuenta, ya
que se presentan funciones que en sus leyes involucran funciones exponenciales,
trigonométricas, etc.

* Los ejercicios del 3 al 30 los consideramos como TPSC o TPCC (Stein et al., 2000).
Algunos los consideramos TPSC ya que implican procesos rutinarios donde el
procedimiento a utilizar es evidente o descrito por la instruccidn, exigiendo poca demanda
cognitiva y focalizdndose sélo en la produccién de respuestas correctas; a otros los
consideramos como TPCC porque exigen la utilizacién de procedimientos (sugeridos o no)
con la intencién de desarrollar niveles mds profundos de la comprension de ideas y
conceptos matemdticos, buscando cerrar las conexiones con dichos conceptos.

* Los dos ultimos (31 y 32), asi como el ejemplo 9 del apartado seccion 2.2, pueden
enmarcarse como TPM (Stein et al., 2000).

» Consideramos que en esta seccion existen consignas con PM (Barreiro et al., 2016) rico y
PM pobre. Algunas merecen andlisis mds profundos que los expresados en este estudio
para justificar nuestra afirmacion.

» Los cambios de registros de representacion, en general son impuestos, no se da libertad de
pasar de un registro a otro. De todos modos, algunos cambios en la instruccién podrian

subsanar esta imposicion.

A partir del andlisis general, reconocimos aspectos sobre los cuales era importante

profundizar para hacer una valoracion del PM de una consigna, en funcién de: las
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posibilidades de exploracién y argumentacién que habilitan desde distintos registros de
representacion semiotica, la demanda cognitiva exigida a quien resuelve y la obsolescencia o
no de la consigna frente al uso de un software como GeoGebra.

Identificamos que hay consignas (por el enunciado que presentan) con un PM mads alto
que el resto, por ejemplo:
- Los ejercicios 47 o 48 (de ejercicios 2.1) y 33 (de ejercicios 2.2) del libro 1, y
- Los ejercicios 9 (de ejercicios 2.1) y 31 o 32 (de ejercicios 2.2) del libro 2.

Estas son algunas de las consignas que merecen ser estudiadas en profundidad.
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CAPITULO 6

ANALISIS DE CONSIGNAS PARTICULARES Y RESULTADOS

Organizamos este capitulo en tres apartados. En el primero (6.1) presentamos los criterios
para la eleccién de consignas del Libro 1° y del Libro 2’ que analizamos en profundidad. En
el 6.2 organizamos y mostramos el andlisis de las mismas. En el ultimo (6.3) exponemos
resultados derivados del andlisis, que dan cuenta de ciertos puntos focales a considerar para la

seleccion, la reformulacion y el disefio de consignas para la ensefianza de limite.

6.1. CRITERIOS DE SELECCION DE CONSIGNAS PARA ANALIZAR
En el Anexo IV presentamos el compendio de todas las consignas que tuvimos en

cuenta para el andlisis.

Para seleccionar las consignas del Libro 1 tuvimos en cuenta los resultados de la
encuesta realizada al estudiantado, cuyo disefio e intencionalidad ya fueron presentadas en el
CAPITULO 4. Escogimos aquellas que fueron mencionadas con mayor frecuencia,
considerando que queden representados todos los tipos de respuestas por las que fueran
consideradas de importancia (ver estudio completo en Anexo I). Resultaron ser un total de 11
consignas, 6 correspondientes a los Ejercicios 2.1 y 5 a los Ejercicios 2.2.

Para los Ejercicios 2.1 los tipos de respuestas sobre la importancia asignada son:

* TI1: la mirada gréfica (global) para un primer acercamiento al objeto limite puntual.

= T2: comprensién y destreza en el trabajo algebraico para calcular limites.

* T3: comprension de la idea de limite a partir de observar aproximaciones graficas de
imagenes de la funcién a un valor fijo para valores de la variable independiente préximos a
¢ (valor para el cual se calcula el limite).

» T4: comprension de la idea de limite a partir de observar aproximaciones numéricas de
imagenes de la funcion a un valor fijo, para valores de la variable independiente préoximos
a ¢ (valor para el cual se calcula el limite).

* TS: poner en evidencia que si se toma limite para la variable independiente tendiendo a c,

6 Salas, S., Hille. E. y Etgen, G. (2002). CALCULUS. Una y varias variables (C. Casacuberta Vergés, Trad.). Reverté.
7 Stewart, J. (2010). Cdlculo: Conceptos y contextos. Thomson.
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no es relevante lo que sucede en c.

» T6: utilizacion del software para el abordaje.

= T7: por el tipo de funcién involucrada.

Para los Ejercicios 2.2 los tipos de respuestas sobre la importancia asignada son:

= MI1: permite observar o pensar la representacion grafica de la definicién métrica.

* M2: ayuda a validar algebraicamente/demostrar la existencia de un limite calculado usando
la definicion métrica.

= Ma3: posibilita hallar relacién/dependencia entre épsilon y delta, para valores particulares
de épsilon y delta.

= M4: permite comprender relacion y/o dependencia entre entornos reducidos en el conjunto
de nimeros reales.

= MS5: complejiza la aplicacion de la definicion por el tipo de funciones involucradas.

La eleccién del Libro 2 (que no es bibliografia obligatoria de la asignatura) fue
justificada en el CAPITULO 5. De este seleccionamos 7 consignas, atendiendo al escaneo
expuesto en dicho capitulo, contemplando el andlisis general de las mismas y las
observaciones planteadas. Escogimos aquellas que presentan algin aspecto relevante que no

fuera analizado en las consignas seleccionadas del Libro 1.

6.2. ANALISIS DE CONSIGNAS

En este apartado presentamos el andlisis de las consignas seleccionadas, organizadas
en subapartados, cada uno corresponde a una seccion de ejercicios de uno de los dos libros. A
las consignas le asignamos un numero, para poder citarlas posteriormente en este escrito.

Ademas indicamos el nimero de ejercicio del libro y la padgina donde se encuentra.

Exponemos el andlisis organizado en tres momentos:

1) Preliminar: sistematizamos un primer andlisis utilizando las grillas de escaneo, que
elaboramos con los aportes del marco tedrico y presentamos en el Anexo II. Las opciones
seleccionadas en la Grilla correspondiente a cada consigna se justifican a partir de lo que
presentamos en los otros dos momentos.

2) De examinacion: mostramos diferentes vias de resolucion (con o sin GeoGebra) a partir

de lo que la consigna habilita o propone.
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3) De conclusiones parciales: damos a conocer conclusiones parciales respecto de las

posibilidades de exploracién y argumentacion que la consigna habilita, los registros de

representacion desde los cuales puede presentarse una resolucién, la demanda cognitiva

que requiere de quien resuelve y qué aspectos del objeto limite puntual permite abordar.

6.2.1. Consignas de Ejercicios 2.1 del Libro 1

Se seleccionaron las consignas indicadas en la Tabla 3.

Consigna Denominacion Pagina Tipos de respuestas sobre la importancia
1 Ejercicio 2 68 T1-T3-T5
2 Ejercicio 12 69 T1-T7
3 Ejercicio 18 70 T2-T7
4 Ejercicio 43 70 T2-T4
5 Ejercicio 47 70 T2
6 Ejercicio 58 70 T3-T4-T6-T1

Consigna 1

Tabla 3. Seleccion de consignas de Ejercicios 2.1 de Libro 1

(a) im__..- f(x)

Ejercicio 2 (pig. G8)
Utilizar la grifica de f v ¢ = 3 para hallar:
(b) lim,,..+ f(®)

(]

Mo, ... T{T) (d) fie)

1) Momento preliminar

Sobre

Se cumple

NO

Parcial SI N/C

Observacion

La redaccion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir

C5: Solicita argumentos
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C6: Requiere justificar la
seleccién en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los | Griéfico X
Los reg1str0§ /de que sugiere | Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacion?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Produccién Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mads registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda X
cognitiva sefialada?

Tabla 4. Escaneo de Consigna 1 con Grilla 1
2) Momento de examinacion
Por sus caracteristicas esta consigna no es posible abordarla con el uso de un software;
exponemos posibilidades de resolucién sin estos.
Procedimiento/s de resolucion
Se impone un procedimiento de resolucion, se requiere indicar los resultados
solicitados observando el grafico presentado en el enunciado.
Quien resuelve, por observacion directa del grafico de la funcion, puede identificar los valores
solicitados. Recurriendo a dicha observacion podria identificar que:
a) Las imagenes de esta funcion tienden a —4 conforme x tiende a 3, tanto por valores
mayores como menores que 3, y sin embargo la imagen de 3 es 2.
b) La existencia del limite cuando x tiende a 3 no depende del valor que toma la funcién en
x=3.
Sin embargo, expresando “(a) —4, (b) —4, (¢c) —4 y (d) 2” se responde en su totalidad
con lo que el enunciado solicita.

3) Momento de conclusiones parciales
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Esta consigna posee un PM pobre, ya que no solicita argumentacion de lo hallado y
ademds no garantiza exploraciéon. Su PM podria enriquecerse si al menos se solicitase la
comunicacioén de las razones de lo hallado como resultado. En ese caso, habilitaria a la
recuperacion de la idea de limite sefialada en la seccién 2.1 y un aspecto de la definicion de
limite sefialado en el marco tedrico, el de aproximaciones de imdgenes de la funcién a un
valor fijo para valores de la variable independiente suficientemente proximos al valor para el
que se calcula el limite.

Sugiere el abordaje desde un RRG. Si se requiriera justificar lo hallado se podria hacer
desde RRV, pero esto no se solicita.

Considerando la clasificacion planteada por Smith y Stein (1998), es una TM porque
puede realizarse imitando ejemplos presentados en la secciéon 2.1 del libro, y la falta de

solicitud de argumentos hace que las conexiones con los conceptos no estén garantizadas.

Consigna 2

Ejercicio 12 (pdg. 69)
Indicar los valores de ¢ para los cuales lim,. . f(1) no existe.

'{*
;
|

1) Momento preliminar

Se cumple
NO |Parcial | SI

X

Sobre N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccién C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccién en caso de X
opciones miiltiples
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Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los Grifico X No sugiere
Los reg1str0§ /de que sugiere | Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversion?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacion?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexion X
requieren T Proced. Con Conexién X
T Produccién Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda X
cognitiva sefialada?

Tabla 5. Escaneo de Consigna 2 con Grilla 1
2) Momento de examinacion
Como la consigna 1, ésta también es inabordable con software. Exponemos
posibilidades de resolucién sin estos.
Procedimiento/s de resolucion
No se impone un procedimiento de resolucidn, se requiere indicar los valores para los
cuales el limite de la funcién representada graficamente no existe. La consigna se resuelve
indicando dichos valores sin dar argumentos, dado que no los solicita.
A simple vista, quienes resuelven puede identificar los valores de x para los cuales es
necesario enfocar el andlisis (x = —1, x =3 y x = 5). Acudiendo a la observacién del
gréafico de la funcion pueden identificar que:
a) Las imagenes de la funcidon tienden a un valor finito conforme x tiende a —1, a pesar de no
estar definida en —1, lo que hace que el limite exista.
b) Las imédgenes de la funcién tienden a un valor finito cuando x tiende a 5 y ese valor es
diferente a f(5), pero de todos modos el limite existe.
c) Las imdgenes de la funcién no tienden a un valor finito conforme x se aproxima a 3, lo

cual implica que el limite de f(x) cuando x tiende a 3 no existe. Ademads para valores
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menores que 3, f(x) se aproxima a un valor finito y, para valores mayores que 3, las
imagenes de f son negativas y se hacen arbitrariamente grandes en valor absoluto.

Sin embargo, expresando “si ¢ = 3, no existe lim,_,. f(x)” se cumple en su totalidad
con lo que el enunciado solicita.

3) Momento de conclusiones parciales

Entendemos que esta consigna no habilita a la exploracion y la argumentacién, y en
este sentido su PM es pobre. Este podria mejorarse si se le incorporan algunas
modificaciones; por ejemplo, si solicitase la comunicacion de las razones de la no existencia
del limite en el valor c¢ indicado. Esto dltimo permitiria que se recupere la idea de limite
sefialada en la seccion 2.1 y un aspecto de la definicion de limite sefialado en nuestro marco
tedrico (que no se estaria cumpliendo), el de aproximaciones de imédgenes de la funcién a un
valor fijo para valores de la variable independiente suficientemente préximos al valor para el
que se calcula el limite.

Tal cual estd formulada no sugiere ni da lugar al trabajo desde algun registro de
representacion. Es probable que desde el RRV se pueda justificar, por un lado el valor de
¢ para el cudl el limite no existe y por otro lado los valores de ¢ para los cuales existe; pero,
como ya seflalamos, no es solicitado.

Podemos ubicarla como una TM ya que requiere de la reproduccion de tareas
presentadas con anterioridad en la seccién 2.1 del libro, y no se establecen necesariamente

conexiones con los conceptos ya que no se piden justificaciones de lo establecido.

Consigna 3

1 T 101 - :u'_ i
Ejercicio 18 (pag. T0)
Decidir con razonamientos intuitivos si existe o no el limite indicado v caleularlo en caso
de existir.

, 1
lim —
r— .1'|

1) Momento preliminar

Se cumple
NO |Parcial | SI

X

Sobre N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccion C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacidén sobre la X
existencia y/o unicidad
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de la solucién.
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccidn en caso de X
opciones multiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los Griéfico X No sugiere
Los registros de | que sugiere i ]
reprefentacién ?esolvegr Alecbraico X No sugiere
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ;Admite o pide X
ciones conversion?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacién?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Producciéon Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matematico?
(Permitiria trabajar con
mads registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda X
cognitiva sefialada?

Tabla 6. Escaneo de Consigna 3 con Grillal
2) Momento de examinacion

Presentamos posibilidades de resolucion: sin GeoGebra y con GeoGebra.
Procedimiento/s de resolucion

En esta consigna no hay imposiciéon de un procedimiento, solicita tomar decisiones en
relacidn a la existencia del limite a partir de razonamientos intuitivos.

Es probable que quien resuelve pueda establecer que el limite buscado no existe como
valor finito, considerando s6lo uno de los razonamientos intuitivos, desde los RRN, RRG,
RRYV o0 RRA presentados en la seccion 2.1.

En este caso, con los conocimientos estudiados y sin el uso de un software, se puede
abordar la consigna desde cualquier registro de representacion. De todos modos consideramos
que, es probable que la exploracién o el tratamiento dentro de uno de los registros resulte
suficiente para encontrar argumentos respecto de la no existencia del limite. No se estarian

dando necesariamente interacciones entre representaciones del objeto matemaético; cuestion
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que Duval considera como necesaria para la construcciéon de un concepto, ya que cada

representacion es parcial con respecto al concepto que representa.

Utilizando una tabla de valores pueden observar que, a medida que se evalda la
funcién en valores cada vez mds cercanos a cero (tanto positivos como negativos) las
imagenes de la funcién son valores positivos que se incrementan en mayor proporcion en
relacién al incremento o decremento de los valores del dominio en los que se evalda.
Verbalmente pueden expresar que al evaluar la funcién en valores cada vez mas préximos a
cero, sus imagenes se hacen arbitrariamente grandes. Pueden graficarla en la hoja y observar
que la funcién presenta una asintota vertical de ecuacion x = 0. Y analiticamente pueden
reescribir la funcién prescindiendo del valor absoluto y analizar lo que sucede con las
imagenes de la misma conforme x se aproxima a cero por valores positivos o negativos;
observardn que dividen un nimero fijo por otro que es cada vez mds proximo a cero y eso
hace que la funcion tome valores cada vez mayores.

Esta consigna puede habilitar a discusiones en relacién a cémo argumentar la no
existencia del limite puntual de una funcién, en caso de que pidiese tales argumentos. Por
ejemplo:

- Que la acotacion de la distancia entre 0 y valores del dominio no permite establecer la
acotacion de las imdgenes de la funcién para esos valores,

- Que para valores de igual signo del dominio de la funcién x; y x,, que distan entre ellos un
valor fijo, la distancia |f(x;) — f(x3)| se incrementa arbitrariamente conforme x; y X,
estdn suficientemente préximos a cero.

- Que las imdgenes de la funcién no se estdn aproximando a un valor fijo conforme x se
aproxima a cero, sino que crecen arbitrariamente.

Aportes en la resolucién si se resuelve con software GeoGebra®

e Con GeoGebra 5.0°

Si se aborda la resolucion de la consigna con el uso de GeoGebra, es posible que se
analice la no existencia utilizando mds de un registro de representacion.

En la Imagen 1 se observan en paralelo distintas vistas que remiten a RRA, RRG y
RRN. También se observa que en la vista de Calculo Simbélico (CAS) el software plantea
que el limite es infinito, cuestion que habilita a discutir si es posible decir (en este caso) que el

limite existe, aunque no sea finito.

8 Software libre de cdigo abierto disefiado para la ensefianza de la Matematica.
® GeoGebra 5.0: version del software generalmente utilizada en computadoras.
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Imagen 1. Vistas de CAS, algebraica, grafica y Hoja de Calculo en GeoGebra 5.0

Esto necesariamente hace volver a pensar en la definicién de limite dada en la seccién
2.1, donde se considera a este como valor finito.

En este sentido, consideramos que la consigna podria habilitar (eventualmente) a un
trabajo fuerte sobre la argumentacion y ademas, el hecho de poder trabajar en varios registros
de representacion en conjunto, los argumentos pueden enriquecerse y complementarse.

3) Momento de conclusiones parciales

La consigna impone calcular el limite en caso de que exista, pero a la vez solicita
decidir sobre la existencia del mismo, y en este sentido se habilita a la exploracion por parte
de quien resuelve. Sin embargo, no explicita el pedido de la comunicacién de argumentos;
cuestion que podria enriquecer su potencial.

A pesar de lo sefialado, consideramos que el PM de ésta se enriquece si se aborda su
resoluciéon con el uso de GeoGebra, porque aumenta las posibilidades de exploracién, y
(eventualmente) de argumentacién en torno al limite en cuestién. Permite abordar el andlisis
desde RRN, RRG y RRA en conjunto. Desde un RRN facilita una mayor y mds rdpida
exploracion, desde un RRG permite observar la presencia de una asintota vertical (x = 0) que
da cuenta de la no existencia del limite y desde RRA se obtiene el resultado “co”. Existe una
visualizacién en paralelo de los tres registros, esto permite establecer comparaciones para
hacer conexiones entre los resultados arrojados por el software y el concepto de limite. En el
seno de una clase, pueden aparecer conjugaciones de estos tres registros de representacion con
el uso de GeoGebra, favoreciéndo las posibilidades de las conversiones de un registro a otro.

Es una TPCC por exigir la atencién en el uso de procedimientos y de la interpretacién
de lo hallado en funcién del concepto involucrado para poder dar una respuesta,
eventualmente podria implicar el uso de mds de un registro de representacion para poder

aseverar la no existencia del limite finito planteado.
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El andlisis presentado deja ver que la exploracion se ve potenciada por el uso de un

software como GeoGebra.

Consigna 4

Ejercicio 43 (pag. 70)

lim f{x)

s I'cirin]la]

7 irracional

Decidir con razonamientos mtuitivos s1 exaste o no el limite mdicado v caleularlo en caso de exastir,

1) Momento preliminar

Se cumple »
Sobre NO Parciaﬁ ST N/C Observacion
C1:Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccién C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacidn sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccién en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los Gréfico X No sugiere
Los reglstro§ ’de que sugiere | Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Dalugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacién?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que | T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Produccién Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matematico?
(Permitirfa trabajar con X
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mads registros de
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 7. Escaneo de Consigna 4 con Grilla 1

2) Momento de examinacion

Expresamos posibles caminos de resolucion sin software, dado que no es posible
ingresar la funcién en GeoGebra tal como se hizo en la consigna 3.

Procedimiento/s de resolucion

Pueden coexistir distintas vias de resolucién para concluir la no existencia del limite
planteado.

Por un lado, quien resuelve podria valerse de un bosquejo incompleto de la grafica de
la funcién involucrada y observar que cuando los valores de la variable independiente se
aproximan a cero las imagenes de la funcién oscilan entre -2 y 2; cuestion que hace suponer la
no existencia, ya que éstas no se aproximan a un unico valor conforme x se aproxima a cero.

Por otro lado, se podria hacer un razonamiento de corte mds analitico, considerando lo
siguiente: si x, € Q; lim, _, f(x) = 2; en cambio, si x, € I; lim, _o f(x) = —2. Cuestién
que permite inferir que el limite no existe, pues para que existiese deberia suceder que para
cualquier sucesion de nimeros que converge a 0, las imdgenes de la funcién deben tender a un
tinico nimero.

3) Momento de conclusiones parciales

Entendemos que el PM de la consigna podria enriquecerse, como en la anterior, si se
incorpora el pedido de argumentos en caso de la no existencia; ya que habilitaria a la
recuperacion del concepto de limite.

Algunas cuestiones que permite pensar esta consigna son:

- El observar lo que sucede con las imdgenes de f para una sucesion particular de niimeros
reales convergente a O (por valores mayores y menores que cero) no basta para establecer
la existencia del limite planteado. Generalmente las y los estudiantes, haciendo uso de un
RRN utilizan valores racionales, y en este caso erroneamente concluirian que el limite
existe y es 2. Se pone en escena que éste comportamiento de las imdgenes de f no es
compartido si evaliia en otra sucesion (por ejemplo, de nimeros irracionales) que tiende a
0.

- Las cuentas algebraicas no permiten deducir una respuesta mecdnicamente, es necesario
analizar si se cumplen las condiciones para que el limite exista cuando x tiende a O desde

algin registro de representacion escogido, o desde varios.
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- La no existencia de un limite puntual de una funcién no se da sélo cuando los limites

laterales existen y son distintos. Hay discusiones sobre el concepto que pueden habilitarse

con el estudio de funciones del estilo de la presentada en esta consigna.

Por estas razones hemos considerado, en el momento preliminar del andlisis, que

permite el tratamiento dentro de los registros de representacion desde los que se aborde y la

conversion de un registro a otro, y es una TPCC.

Consigna 5

Ejercicio 47 (pag. TO)
Decidir con razonanientos imtuitives si existe o no el lnite mdicado v caleularlo en caso de existir
\ V2
iy -—
- F |
1) Momento preliminar
Sobre Se curpple N/C Observacion
NO |Parcial| SI
C1:Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccion C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacién sobre la X
existencia y/o unicidad
de la solucidn.
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los | Grafico X No sugiere
Los I'engtI'0§ /de que sugiere A]gebralco X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversiéon?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacion?
T Memorizacion X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexién X
T Produccién Mat. X
| (Es posible resolverla | X
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utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo

L X
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mads registros de X

representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 8. Escaneo de Consigna 5 con Grilla 1

X

2) Momento de examinacion

En este momento exponemos dos posibilidades de resolucion: sin software y con
software.
Procedimiento/s de resolucion

Al igual que en las consignas 3 y 4, no se impone un procedimiento de resolucion, se
solicita decidir sobre la existencia o inexistencia de un limite a partir de razonamientos
intuitivos. Esto habilita a la exploracién desde razonamientos presentados en la seccién 2.1
del libro, a saber, resoluciones dentro de los RRN, RRG, RRV y/o RRA. Sin embargo el
trabajo desde un RRG no es posible sin un software, dado que las y los estudiantes sélo tienen
disponibles en sus repertorios graficas de funciones mas elementales. No es posible graficar la
funciéon involucrada sin un andlisis en profundidad con herramientas que se estudian
posteriormente en la asignatura (derivada y aplicaciones del Teorema del valor medio).

En este caso, el valor del limite no es un nimero entero, racional decimal o racional;

lo que lo hace particularmente especial, por todas las discusiones y exploraciones que se

. . . 1
pueden dar en torno a cudl es el valor exacto del mismo. El valor exacto de este limite es Nex

lo que hace que resoluciones desde un RRN o RRV no basten para determinarlo, se requiere
de un trabajo desde un RRA, pero justamente el procedimiento de racionalizacién (eficaz para
un cdlculo de este tipo) no es presentado como ejemplo en la seccion 2.1, he aqui la relevancia
de consigna. Hasta el momento en el que se propone este ejercicio (en libro 1) sélo se
muestran los procedimientos de factorizacién y simplificacion en funciones racionales.

En una exploracién desde un RRN podrian presentarse tablas como las de la Imagen 2,
que permiten intuir que es posible que el limite exista, pero no determinar exactamente el
valor. Desde un RRYV, las y los estudiantes, podrian plantear que aparentemente el limite
existe y que el valor del limite es 0,7 (erréneamente) o aproximadamente 0,7. Estarian
resolviendo parcialmente la consigna, dado que el enunciado explicitamente propone calcular

el limite propuesto.
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Imagen 2. Tablas de evaluacion de funcién de consigna 5 en valores préximos a 1

Por todo lo expuesto, quien resuelve esta consigna, si explora sin la utilizacién de un
software queda limitado/a a plantear una aproximacion del valor del limite. Y las estrategias
disponibles no son suficientes; se deben construir nuevas.

Sin otras herramientas disponibles mds que el 14piz, el papel y la calculadora (comtn)
es necesaria la intervencién del/la docente para la construccion de una estrategia de resolucion
desde un RRA (racionalizar el numerador) que permita obtener la respuesta exacta y validar
lo hallado desde el RRN.

Aportes en la resolucion si se resuelve con software GeoGebra

Si se aborda esta consigna con el uso de un software como GeoGebra, es probable que
las y los estudiantes recurran a la exploracién no sélo desde un RRN o RRV, sino también a
un abordaje desde un RRG y RRA.

e Con GeoGebra 5.0
Cuando se ingresa en GeoGebra 5.0 la ley de la funcién involucrada se observa

inmediatamente lo mostrado en la Imagen 3.
¥ Vista Algebraica * Vinta Grafica

& Hi) = 1"

Imagen 3. Vistas Algebraica y Grafica de GeoGebra 5.0 al ingresar la ley de f

Si bien la funcién f no estd definida para x = 1, en la Vista Gréfica el software

presenta una curva continua, pero si se traza la recta x = 1 y se busca la interseccion de esta
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con la grafica de f aparece en la Vista Algebraica la expresion “(?,7)” como indicacion de
que no existe tal punto de interseccion. Esto permite afianzar que la existencia en del limite en
un punto es independiente del hecho que la funcién esté definida o no en ese punto.
Asimismo, si se trabaja con la Hoja de Calculo, como se muestra en la Imagen 2
podrian hallarse aproximaciones al valor del limite, pero no el valor exacto. Esta exploracién
puede profundizarse dadas las posibilidades de arrastre y cdlculo al instante que ofrece el
software. Lo cierto es que por buena que sea la aproximacion no se puede establecer el valor
exacto del limite. Mirando el dltimo renglén de las dos udltimas tablas de la Imagen 4 puede
limite estard entre 0.705330142198364 vy

suponerse que si existe el valor del

0.708865742394726.

- Hoja de Caleulo

N =5
L
A B B} E F [ H 1 o (0
! 0| 0142135823731 2| 0821854151267 po| oesss115768572 11| 07239331235876
2 01| 04546055558456| | 10| 0B143083255392 001 0690456445442 100 | 07223245168447 |
3 | 02| 04930120745682| | 18| 08061405822804 | 092| 06623817782007 | 108 | 0 7206989633104 |
4 03] 05288327306886| | 17| 0797278185655 003| 06042878155775 107 | 0 7190592768512 |
5 04| 05610670682437| | 16| 0787637773397 094] 06961747538212 106 | 07174022607109
5] 05| Q0592359147 24654 15 0771241507178 0ns 0 ESE04 2TEI1945 106 | OTISTFZETSZ25381
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1%
Imagen 4. Vista de Hoja de Calculo de GeoGebra 5.0: Imagenes de f para valores proximos a 1

En Calculo Simbélico (CAS), el software calcula el limite exacto con el comando
“Limite (<Expresion>, <Variable>, <Valor>)”, como mostramos en la Imagen 5, pero no

expone los procedimientos utilizados para llegar al valor del limite.

¥ Wista Algebraica ¢ Cakuln Simbolice [CAS
' | 3 i a1
"FI':I—I‘. y ‘ Lirmaba{t, o
: 1
V2
i

Imagen 5. Calculo de limite de f cuando x tiende a 1 con CAS en GeoGebra 5.0

En este sentido, hay algo para discutir, algo para construir; justamente el
procedimiento para obtener ese valor del limite que ya se sabe que existe.
e Con GeoGebra Suite '’

En esta version del software se observan algunas cuestiones que también permiten

construir ideas en torno al calculo del limite en cuestion.

!0 GeoGebra Suite: versién del software generalmente utilizada en teléfonos mdviles.
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Imagen 6. Vistas Algebraica y Grafica de GeoGebra Suite ingresando f y calculando el limite

En principio, la Vista Grafica (Imagen 6) presenta una curva continua, pero si se hace
“click” sobre la misma sefiala un punto de “no continuidad”, en este caso el valor de la
ordenada del punto donde el software detecta una interrupcidén se expresa por aproximacion,
dado que es irracional. Esto hace suponer que el limite de f cuando x tiende a 1 existe, pero
no se puede establecer con exactitud. De hecho, cuando se calcula el limite dentro de esta
interfaz, arroja una aproximacion del mismo, como se ve en la Imagen 6.

Por otro lado dentro de la misma interfaz se puede ingresar a la opcién “tabla” y al
asignar valores a la variable x el software automaticamente evalda la funcion en esos valores,
generando al mismo tiempo puntos sobre la grafica de la funcién, como se observa en la

Imagen 7; cuestion que no se observa en GeoGebra 5.0.

Imagen 7. Vistas Grafica de GeoGebra Suite al ingresar f y utilizar la opcién tabla

También es posible utilizar la interface Célculo Simbélico (CAS) y hallar el valor
exacto del limite buscado, pero igual que en la otra version no muestra los pasos algebraicos

para arribar a la solucién dada.
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Lo importante del trabajo con GeoGebra radica en todas las posibilidades de
exploracion desde los registros de representacion numérico y grifico en conjunto, y el poder
acceder al valor exacto del limite buscado. Esto permite que se genere la necesidad de
construir un procedimiento que permita hallar la solucién. Si bien hay aplicaciones como
“Photomath”'! que resuelven el ejercicio paso a paso, y se puede acudir a ellas para develar el
procedimiento, la exploracion con GeoGebra donde la conversion de registros estd visible
habilita a pensar en puntos centrales del concepto de limite que sefialamos en el marco
tedrico.

3) Momento de conclusiones parciales

La consigna solicita decidir sobre la existencia del limite y calcularlo en caso de que
exista. En este sentido se habilita a la exploracién por parte de quien resuelve. No explicita el
pedido de la comunicacién de argumentos; cuestion que podria enriquecer su potencial.

De todos modos, consideramos que el PM de ésta se enriquece si se aborda su
resolucion con el uso de GeoGebra, dado que incrementa las posibilidades de exploracién y
argumentacion en torno al limite que se estd analizando. Fundamentalmente porque permite
trabajar en paralelo con RRN Y RRG. Dentro del numérico permite una mayor y mds rapida
exploracion (que si se prescinde del software) y al mismo tiempo hay una visualizacién de lo
que sucede en ambos registros, favoreciéndose las conversiones de un registro a otro.
Ademds, se pone en escena un concepto involucrado en la definicién de limite puntual, el de
aproximaciéon de imdgenes de la funcién a un valor fijo para valores de la variable
independiente proximos al punto de interés.

Por otro lado, el hecho de que el software arroje la solucién exacta invita a pensar el
camino para llegar a ella, y en este sentido consideramos que puede enmarcarse en TPCC o
TPM ya que exige una demanda cognitiva importante para quienes resuelven; para calcular
necesitan hallar o construir un procedimiento general que les permita cerrar las conexiones
realizadas desde los distintos registros de representacion.

El anélisis presentado da cuenta de que la exploracion se veria limitada si las y los
estudiantes no tienen acceso a un software como GeoGebra, dado que s6lo podrian trabajar

desde un RRN o RRA (y en éste ultimo caso necesitan la instruccion u orientacién de otro).

Consigna 6

H Aplicacidén gratuita para teléfonos moviles, que surge en 2014 y funciona como una calculadora por cdmara. Utiliza la

cdmara para reconocer ejercicios/problemas matemadticos y mostrar la solucién y el procedimiento en la pantalla. Estd
disponible para Google Android e iOS.
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Estimar

Ejt_‘l‘i’.'it‘.'ill oe (]'_li-ig, T0)

" 1 —. (0BT
lim
T+l x

{medidos en radianes)

después de calcular el cociente en z = =1, z = 20, 1, = £0,01, =z = 0, 001,

> A ; . G ; . -
C Crear una tabla de valores para estimar lim, . f(x). A continuacion utilizar un programa
grafico para ampliar la grafica cerca de & = ¢ para justificar la estimacion o para mejorarla.

1) Momento preliminar

Sobre

Se cumple

NO

Parcial

SI

N/C

Observacion

La redaccion

C1: Enuncia de forma
precisa y completa

C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacion sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir

C5: Solicita argumentos.

C6: Requiere justificar
la seleccion en caso de
opciones miltiples

Tipo/s

desde
Los registros de
representacion

registro/s

de

los

que sugiere
resolver

Verbal

Numérico

Griafico

> | <

Algebraico

Tipos

ciones

de

transforma-

(Permite tratamiento?

(Admite o pide
conversion?

Las posibilidades de

exploracion y argumentacion

(Es necesario explorar
distintas posibilidades?

(Da lugar a la argumen-
tacién o justificacion?

La demanda cognitiva que

requieren

T Memorizacion

T Proced. Sin Conexion

T Proced. Con Conexion

T Produccion Mat.

Pertinencia y significatividad
del uso de TD para resolver

CPS A: Promueve la
bisqueda de pruebas
matematicas.

CPS B: Requiere el uso
imprescindible de TD

CPS C: Mantiene el
enfoque en el objetivo
matematico

CPS D: Brinda libertad
para recurrir a TD

CPS E: Permite la
eleccion libre de TD

X

Valoracién
parcialmente
positiva

Tabla 9. Escaneo de Consigna 6 con Grilla 2
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2) Momento de examinacion

Exponemos posibilidades de resolucion, las cuales incluyen el uso de un programa
graficador ya que la consigna lo solicita.
Procedimiento/s de resolucion

El enunciado solicita estimar el limite indicado, pero se impone un procedimiento de
resolucién. Este procedimiento consta de dos instancias, por un lado indica estimar usando
una tabla de valores (RRN) que se debe crear haciendo uso de los nimeros propuestos y por
otro lado, para mejorar la estimacidn realizada, solicita graficar con un programa la funcién
involucrada (RRG).

Quien resuelve podria realizar una tabla similar a la de la Imagen 8, dado que los
valores obtenidos para las imdgenes de la funcién dependen de las opciones de aproximacion

(por redondeo o truncamiento) consideradas.

< 11— cos(x) x [L—cos(x)

X x
1 0.4597 -1 -0.4597
0.1 0.04996 -0.1 -0.04996
0.01 0.005 -0.01 -0.005
0.001 0.0005 -0.001 -0.0005

Imagen 8. Tablas de evaluacion de funcion de consigna 6 en los valores indicados

Bajo el supuesto de que el limite existe, y observando que el signo de f(x) depende
s6lo del signo de x y que las imigenes de f en valor absoluto se aproximan a O podria
conjeturarse que el limite es 0. El signo de f(x) depende sélo del denominador pues el
numerador es siempre positivo o cero porque |cosx | < 1. En tal caso la construccién del
grafico no aportaria mayores argumentos. Sin embargo, si no se lograse conjeturar que el
limite es 0 el grifico permitiria observar que las imdgenes de la funcién, aunque con distintos
signos, estdn cada vez mds proximas a 0.

Si el gréafico se realiza con GeoGebra, dependiendo de la versiéon utilizada se

obtendran bosquejos diferentes, como pueden observarse en la Imagen 9 e Imagen 10.

1 — cosir)
gy l= =07
e £ ————

Imagen 9. Vista Grafica de GeoGebra 5.0 al ingresar en la entrada la ley de f
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Imagen 10. Vista Grafica de GeoGebra Suite al ingresar en la entrada la ley de f

En la Vista Grafica de la version de GeoGebra 5.0 se presenta una curva que parece
continua en x = 0, a pesar de no estar f definida alli, cuestién que hace suponer que el limite
existe y es 0. Sin embargo, si se busca la interseccién del eje de ordenadas con la gréfica de f
aparece la expresion “(?,7)” para indicar que no existe tal punto de interseccion, de lo que se
podria inferir que f no esta definida en 0. En cambio la Vista Grafica de la version Suite,
inicialmente presenta una curva continua, pero si se hace “click” sobre la misma sefiala un
punto de “no continuidad”, y esto hace suponer que, a pesar de no estar definida f en 0, el
limite de f cuando x tiende a 0 existe y es 0.

3) Momento de conclusiones parciales

La consigna, al solicitar la estimacién de un limite, da por supuesta la existencia del
mismo. Impone dos procedimientos de resolucién con un orden establecido, el primero desde
un RRN vy el segundo desde un RRG con software. Especificamente dice qué hacer y cémo
hacerlo, se direcciona el camino de la resolucién. Mds audn, en el primer procedimiento
indicado (RRN) no sélo exige evaluar la funcién en valores préximos a 0, sino que también
indica en que valores hacerlo y da indicios de la existencia del limite cuando x tiende a 0. Por
otra parte, sefiala especificamente para qué utilizar el procedimiento desde el RRG (con
software) propuesto, para justificar la estimacion realizada o mejorarla.

Es observable que la exploracion es dirigida, y por ende limitada. De la misma manera
la justificacion del valor del limite se ve limitada a lo observable en el gréifico de la funcién.
Por estas razones consideramos que el PM es pobre. Sin embargo, el uso del software permite
concluir respecto de la existencia del limite, ya sea validando lo estimado a partir de la tabla
de valores o por simple inspeccion del grafico.

Por otro lado, la consigna plantea la evaluacién de f en los primeros elementos de las
sucesiones (1/10""1) y (=1/10™""1), y esto puede generar construcciones conceptuales no
adecuadas en relacién al limite puntual, por ejemplo pensar que esa evaluacidn siempre es

suficiente para estimar el valor del limite cuando x tiende a 0. Puede pasar a formar parte del
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curriculum oculto que siempre se puede estimar el limite para x tendiendo a O de una cierta
funcién evaluando en los primeros elementos de alguna sucesion particular.

Para ilustrar lo referido en el parrafo anterior, si consideramos la funcién g,

1
glx) =¥ six=10n paran € N

1 en caso contrario

y utilizamos el tratamiento por sucesiones antes descripto, podriamos inferir que el limite para
x tendiendo a 0 de g(x) es 0, cuando en realidad no existe.

Ademads no da la posibilidad de pensar en la existencia del limite para x tendiendo a
otro valor real distinto de 0, cuestién que habilitaria a una mayor exploracioén y busqueda de
argumentos.

El PM se enriqueceria si dando la funcién f involucrada se solicitase analizar la
existencia del limite cuando x tiende a ¢ para cualquier c¢ real y el pedido de explicitacion de
los procedimientos utilizados para determinar lo establecido. También si se solicitase
encontrar las razones por las que las sucesiones (1/10"71) y (—1/10""!) funcionan para
poder conjeturar, en este caso, el valor del limite.

Como la demanda cognitiva que exige esta consigna no es fuerte, dado que el
procedimiento a utilizar es descrito por la instruccién, la consideramos una TPSC. Sin
embargo tiene algunos rasgos que refieren a TPCC, pues requiere el trabajo en dos registros
de representacion y su vinculacién con el concepto de limite para completar la tarea con éxito.

Por otro lado, el andlisis de pertinencia y significatividad del uso de TD es
parcialmente positivo, dado que si bien el uso del software es impuesto, es probable que las y

los estudiantes no puedan prescindir de €l para resolver.

6.2.2. Consignas de Ejercicios 2.2 del Libro 1

Se seleccionaron las consignas indicadas en la Tabla 10.

Consigna Denominacion Pagina Tipos de respuestas sobre la importancia
7 Ejercicio 17 78 M5
8 Ejercicio 21 78 MIl
9 Ejercicio 22 78 MIl
10 Ejercicio 27 78 M2
11 Ejercicio 33 78 M3 -M4

Tabla 10. Seleccion de consignas de Ejercicios 2.2 de Libro 1
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Consigna 7

que existan

Ejercicio 17 (pag. 78)
Determinar, al modo de la seccidon 2.1,

lim flz)
i ] j" g

sl

3. st es un entero

Hx) =

l. en caso contrario

s1 existen o no los limites indicados. Calcular los limites

1) Momento preliminar

Sobre

Se cumple

NO

Parcial

SI

N/C

Observacion

La redaccion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

X

C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir

C5: Solicita argumentos

C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de
opciones miiltiples

Los registros de
representacion

Tipo/s de
registro/s
desde los
que sugiere
resolver

Verbal

Numérico

Grifico

Algebraico

S

No sugiere

No sugiere

No sugiere

No sugiere

Tipos de
transforma-
ciones

(Permite tratamiento?

(Admite o pide
conversion?

Las posibilidades de
exploracion y
argumentacion

(Es necesario explorar
distintas posibilidades?

(Da lugar a la argumen-
tacion o justificacion?

La demanda cognitiva que
requieren

T Memorizacion

T Proced. Sin Conexion

ol

T Proced. Con Conexién

T Produccién Mat.

El uso de GeoGebra

(Es posible resolverla
utilizando el software?

(Enriqueceria el trabajo
matematico?

(Permitiria trabajar con
mads registros de
representacion?

(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?

Tabla 11. Escaneo de Consigna 7 con Grilla 1
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2) Momento de examinacion

Por la ley que define la funcion involucrada en la consigna, consideramos que el
abordaje con el uso de GeoGebra no surgiria como necesidad. Exponemos posibilidades de
resolucion con lapiz y papel.

Procedimiento/s de resolucion

Pueden existir distintas vias de resolucién para concluir la existencia del limite
planteado, RRN, RRA o RRG. Quien resuelve podria realizar una tabla considerando valores
de x proximos a 3 y sus imdgenes (RRN), concluyendo a partir de lo observado que el limite
es 1. Por otro lado podria considerar que los valores de x que distan de 3 menos que una

unidad no son ndmeros enteros, por lo que para todo x que satisfaga que 0 < |x — 3| < 1,

f(x) =1 (RRA), permitiendo fundamentar la existencia del limite. Asimismo, puede valerse

de un bosquejo incompleto de la grafica de la funcién involucrada (RRG) y observar que las

imdgenes de la funcién toman el valor 1 para x € (2,3) U (3,4).

3) Momento de conclusiones parciales

La consigna sélo solicita analizar la existencia del limite para x tendiendo a 3 y
establecer cudl es en caso de que exista, pero de todos modos habilita a la exploracién (y en
distintos registros de representacion), ya que no indica un procedimiento a seguir, sélo sugiere
tener en cuenta lo abordado en la seccion 2.1 (donde se aborda el calculo de limites desde
distintos registros de representacion). E1 PM de la consigna podria enriquecerse si solicitase
determinar lo que ocurre con el lim,_,. f(x) para cualquier nimero real ¢ e incorporase el
pedido de justificaciones. Esto admitiria un mayor andlisis en relacion al concepto de limite.

Algunas cuestiones que permite pensar esta consigna son:

- Al observar lo que sucede con las imagenes de f para x que pertenecen a los intervalos
3—p,3)y (3,3+p), con 0 <p <1, se puede concluir respecto del valor del limite
cuando x tiende a 3. Cuestion que pone en escena la definicion métrica de limite puntual.

- Vale un estudio andlogo si x tiende a cualquier nimero entero ¢ distinto de 3.

- Si ¢ es un nuimero real no entero, existe un ndmero 0 < py < 1 tal que f vale 1 en
(¢ — pg, ¢ + py) y el cdlculo del limite cuando x tiende a ¢ es inmediato.

Teniendo en cuenta lo expresado anteriormente es una TPCC.
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Consigna 8

Ejercicio 21 (pag. T8)
;Cnal de los § presentados en la figura “funciona” con el € dado?

L+€ 4

L-¢ ¢

Yy

L —

; ol R T
Foo=0q \ * J E¥dy §
C=0y o L C+ 0
1) Momento preliminar
Sobre 5E C““.‘ple N/C Observacion
NO |Parcial | SI
C1:Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccion C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacién sobre la X
existencia y/o unicidad
de la solucioén.
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccién en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los Grifico X
Los reglstm? ’de que sugiere | Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacién?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Produccién Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
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El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 12. Escaneo de Consigna 8 con Grilla 1

2) Momento de examinacion

Por no contar con la ley que define la funcién involucrada, no es posible abordarla con
el uso de un software. Exponemos las posibilidades de resolucion sin GeoGebra.
Procedimiento/s de resolucion

Para abordar la resoluciéon es necesario recuperar la definicion métrica de limite
puntual presentada en esta seccioén del libro. Es probable que quien resuelva recurra a la
exploracidn trazando las rectas horizontales y = L + € e y = L — € y las rectas verticales que
pasen por los puntos de interseccion de éstas rectas con la grafica de f, como se presenta en la

Imagen 11.

L

. i I
O e

i il " ity i+ e i+ 0

Imagen 11. Grafico de la consigna 8 con trazas auxiliares para el analisis

Al observar el gréifico con estas intervenciones se puede deducir que para todo
xe(c—961,c)U(c,c+8;) se cumple que las imdgenes de la funcién distan del valor
L menos que ¢; dado que las imdgenes f(x) se encuentran dentro de la franja horizontal de
anchura 2¢ limitada por las rectas de ecuacion y = L — ey = L + €. Luego §; “funciona”.

Por otra parte, no se puede concluir lo mismo para §,, dado que si bien existen otros valores

de x, como ser los x € (c + 61, ¢ +%(61 + 62)), para los cuales las imdgenes f(x) se

encuentran en esa franja; hay otros x, por ejemplo x € (¢ — &,,¢ — % (81 + 83)), para los que

las imédgenes de la funcion distan del valor L mds que .
Por las razones expuestas, si §, “no funciona” tampoco “funciona” un §* > §,, en

particular d3.
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3) Momento de conclusiones parciales

En el enunciado se solicita escoger un § que funcione, pero no se hace mencién
respecto del concepto de limite. Si se lo saca del contexto del libro no seria posible
comprender a qué refiere el mismo. En este sentido consideramos que la consigna es precisa
pero incompleta.

No impone un procedimiento de resolucién, pero por como se presenta habilita a la
exploracién desde un RRG. Ademads, no solicita argumentos de ningin tipo en relacién al &
escogido como solucién.

Consideramos que el enunciado podria completarse y ademds deberia solicitar que se
expresen razones de seleccién de los § para que se enriquezca su PM. La explicitacion de
argumentos podria brindar distintas posibilidades de discusién en torno al concepto de limite
ligado a su definicién métrica. Ademds habilitaria a la conversion desde un RRG a un RRA y
viceversa, favoreciendo la comprension de la definicion métrica.

Si bien hemos hecho algunas observaciones respecto del enunciado, dado que el
procedimiento a utilizar no es descrito por la instrucciéon y que entendemos que deben
establecerse conexiones con la definicion métrica para completar la tarea con éxito, podria

considerarse (parcialmente) como una TPCC.

Consigna 9

Ejercicio 22 (pag. 78)
;Para cudl de los € representados en la figura “funciona” el 4 especificado?

I."'E: 4

]
i
|
Ly
i
)
Y e —————

—) C -;-._1 i
1) Momento preliminar
Sobre SEEndl N/C Observacion
NO | Parcial SI
C1:Enuncia de forma X

precisa y completa
La redaccién C2: Formula preguntas
en el contexto real
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C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los

procedimientos a seguir
CS: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de X
opciones multiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los | Grafico X
Los reglstr0§ ’de que sugiere | Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ;Admite o pide X
ciones conversion?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacién?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que | T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Produccién Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matemadtico?
(Permitiria trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda X
cognitiva sefialada?

Tabla 13. Escaneo de Consigna 9 con Grilla 1

2) Momento de examinacion

Exponemos posibilidades de resolucién sin software.
Procedimiento/s de resolucion

Como en la consigna 8, para resolver es necesario recuperar la definiciéon métrica de
limite puntual, y quien resuelve debe recurrir a la exploracion desde el grafico, trazando las
rectas verticales x =c+68 y x =c— 3 y horizontales que pasen por los puntos de
interseccion de éstas rectas con la grafica de f, como se presenta en la Imagen 12.

Como el limite de la funcién cuando x tiende a ¢ existe y es L, segun la definicién
debe cumplirse que para cualquier € > 0 dado se puede encontrar un § > 0 tal que si
0<|x—c| < entonces |f(x)—L| <&, es decir que las imdgenes de la funcién disten de

L menos que ¢.

Patricia Noemi Cavatorta 90



L +¢€
I.. &3 [
L+¢ 1
T By
.".-t §

|
PEREEED .

5 =

-
"

o Bl etttk ks et Rl

-

-,

1
]
1
1
i
|
1
1
i
1
1
1
4
4
<
1

Imagen 12. Grafico de la consigna con trazas auxiliares para el analisis

Aqui se debe pensar si esta relacién se cumple para &, & y/o €3. Si € = &, para
algunos x € (¢ — §,¢) U (c,c + &) la distancia entre f(x) y L es menor que & y para otros
x de ese conjunto es mayor que &;. Esto hace deducir que el delta dado “no funciona” para &;.

Ahora bien, para todo x € (¢ — §,¢) U (c,c + 6) sucede que |f(x) — L| < &,, es decir
se satisface la implicacion planteada en la definiciéon métrica, por lo que &, “funciona” para el
6 especificado, a pesar de existir otros valores de x que no pertenecen al conjunto antes
mencionado para los cuales también se cumple que |f(x) — L| < &. Andlogamente se deduce
que ademds &3 “funciona”.

Como consecuencia de lo anterior si un & “funciona”, cualquier £* > & también
“funciona”.

3) Momento de conclusiones parciales

Como planteamos para la consigna 8, en el enunciado se solicita escoger un & que
funcione, pero no se explicita “para que se cumpla la definicion de lim,_,. f(x) = L”. No se
comprenderia la consigna si se la considera aislada. En consecuencia es precisa pero
incompleta.

Por cémo se presenta es necesaria la exploraciéon desde un RRG. No requiere
argumentos de ningun tipo para los & escogidos como solucién. Consideramos que se
enriqueceria su PM si se expresase en forma mas completa y solicitase que se den las razones
de seleccion de los € que funcionan y establezcan generalizaciones en relacion a todos los €
vélidos.

La explicitacién de argumentos habilitaria las discusiones en torno a la definicién
métrica de limite y a la conversion de un RRG a un RRA y viceversa.

Para la funcién presentada y la elecciéon de un & que “funcione” sélo basta con

considerar |x —c| < § para que se cumpla que |f(x) —L| < &, cuestion que habilita a
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discutir la condicién |x — c¢| > 0 impuesta en la definicidn.

A pesar de las observaciones realizadas respecto del enunciado,

como el

procedimiento no es impuesto en la instrucciéon y pueden establecerse conexiones con la

definicién métrica para cumplimentar con la resolucién, consideramos que es (parcialmente)

una TPCC.

En esta consigna se da un § y es necesario determinar un € que “funcione’; se plantea

un andlisis que requiere pensar en la dependencia §(¢), en un sentido diferente al planteado

en la consigna 8.

Consigna 10

Ejercicio 27 (pag. 78)
Dar una demostracion € — § para el limite siguiente.

lim (20 — 5) =3
Ty
1) Momento preliminar
Sobre e cumple N/C Observacion
NO |Parcial | SI
C1:Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccién C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.
C4: Proporciona los %
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X Pide
demostrar
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X
registro/s Numérico X
desde los | Griéfico X
Los registros de | que sugiere Algebraico X
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracién y (Da lugar a la argumen- X Pide
argumentacién tacién o justificacién? demostrar
|T Memorizacién X ] I
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La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Produccién Mat. X

(Es posible resolverla
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 14. Escaneo de Consigna 10 con Grilla 1

2) Momento de examinacion

La consigna propone un trabajo desde el RRA, pero podria ser complementada
también con un andlisis en un RRG con el uso de GeoGebra. Exponemos posibilidades de
resolucion.

Procedimiento/s de resolucion

Se impone un procedimiento de resolucién desde un RRA, se solicita realizar una
demostracién € — §. Si se sigue lo presentado en la seccidn tedrica 2.2 del libro, la resolucién
seria como sigue.

Hallemos un §. Dado un &€ > 0 buscamos un nimero § > 0 tal que si 0 < |x — 4| < §
entonces |2x —5 — 3| < e. Para poder hallar el § debemos buscar una relacién entre las
expresiones |x — 4| y |2x — 5 — 3|. Vemos que,

2x —=5-=3|=[2x -8 =12.(x —4)| = |2].|x — 4| = 2. |x — 4.
Asi, si 2|x — 4| se mantiene menor que € sucede que |2x — 5 — 3| < €. Luego bastara

tomar § < %
Veamos que § = % “funciona”. Sea & > 0, elijamos § = % y supongamos que
0<|x—4| <§entonces|2x—5—3| =2.|x — 4| <2.§=£.

Aportes en la resolucion si se utiliza GeoGebra

Si bien la consigna indica una resolucion desde el RRA, el/la estudiante podria realizar
una construccién en la Vista Grafica (Imagen 13) en GeoGebra que permita interpretar los
resultados hallados. Se puede graficar la funcién involucrada, las rectas y =3 +¢ecey =3 —

¢ habilitando un deslizador para ¢ y a partir de alli comprobar que f(x) dista de 3 menos que

€ siempre que |x — 4| < %
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Imagen 13. Grafico de f(x) = 2x — 5y construcciones auxiliares para interpretar la demostracién

3) Momento de conclusiones parciales

Si bien “demostrar” en Matematica cuenta como un argumento para asegurar que una
afirmacion es verdadera, en este caso el/la estudiante podria responder satisfactoriamente a la
consigna imitando la demostracién de un ejemplo similar presentado en apartado tedrico del
libro sin mayores reflexiones sobre la relaciones establecidas en la definicién métrica.
Podemos considerarla como un TPSC o TPCC dependiendo de las relaciones que el/la
estudiante pueda establecer. Por esta razon entendemos que la solicitud de argumentos es
parcial. Los argumentos no se construyen necesariamente a partir de establecer conexiones
con los conceptos, pues podrian darse a partir de la reproduccién de un procedimiento
(pudiendo carecer de interpretacion).

En la consigna se indica qué procedimiento seguir (desde un RRA) y el resultado al
que se debe llegar, no exige la comunicacion de la exploracion ni de la argumentacion (en el
sentido que planteamos en el marco tedrico). Su PM es intermedio.

Entendemos que alguna modificacién sobre el enunciado podria favorecer la
interpretacion de lo que plantea la definicién métrica ademds de la practica del procedimiento
de demostracién. Por ejemplo, solicitando que se explique la relacion entre el § hallado para
cualquier ¢ dado. Para esto el o la estudiante podria hacer uso de una construccién con
GeoGebra (como se mostré anteriormente) y dar una explicaciéon desde el RRV haciendo uso

de la misma.
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Consigna 11

Ejercicio 33 (pag. 78)
Sea f una funeion de la cual sélo se sabe que
o 0O<p—3 <], entonces |f(x) —5| <0, L.
;Cndl de los signientes asertos son necesariamente ciertos?
(a) 8i|r—3| < 1, entonees | f(r)— 5| <0,1.
(b) Si|xr—2,5| < 0.3, entonees |f(z) — 5| < 0,1
(¢) Yimny..q f(x) =5.
(d) Si0< |vr—3|< 2, entoneces |f(x) —56 <0,1
(e) SiD < |r— 3] < 0,5, entonces |f{x) — 5| < 0,1
(F) BiD< |r— 3| < —]; entonces | f(x) — 5| < 3;—|_EJ. 1).
{(g) Si0 < |r—3|=< 1, entonees | f(x) — 5 < 0.2
(h) Si0 < |r—3| < 1, entonees |f(x) — 4,95 < 0,05.
(i) 8i lims—a f(z) =L, entonces 4.9 < L < 5, 1.
1) Momento preliminar
Sobre Se cumple N/C Observacion
NO |Parcial| SI
C1:Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccién C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacién sobre la X
existencia y/o unicidad
de la solucién.
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los Grifico X No sugiere
Los registros de | que sugiere i .
4 sdelq g Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversion?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacion?
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T Memorizacion

La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién
requieren T Proced. Con Conexién

T Produccién Mat. X

el

(Es posible resolverla
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 15. Escaneo de Consigna 11 con Grilla 1

2) Momento de examinacion

Por sus caracteristicas, esta consigna no es posible abordarla con el uso de un
software; exponemos las posibilidades de resolucién (sin GeoGebra) de cada inciso de la
misma.

El enunciado plantea que una funcién f satisface que: si x € (2,3) U (3,4) entonces
4,9 < f(x) < 5.1, y se debe determinar si los asertos (de los incisos del (a) hasta el (i)) son
necesariamente ciertos. Cada uno de los asertos es una implicacion (a excepcion del (c)) con
su respectivo antecedente y consecuente.

Posibilidades de procedimientos de resolucion
Aserto de inciso (a)

El antecedente de esta implicacién es la unica parte diferente de la implicacién
considerada como verdadera en el enunciado de la consigna. Para decidir si lo que se dice en
este inciso es necesariamente cierto, es conveniente trabajar algebraicamente con esa
desigualdad. Quien resuelve podria encontrar expresiones equivalentes a esta desigualdad
(con valor absoluto) e identificar que x € (2,4). Entonces la afirmacién no es necesariamente
cierta, dado que para x = 3 podria no suceder que |f(x) — 5| < 0,1, por ejemplo en el caso
que f(3) =09.

Ademas de este trabajo algebraico es posible que para dar respuesta a la pregunta del
enunciado se realice algin bosquejo grafico planteando las posibilidades de verdad o falsedad
de la afirmacidn, acompafiado de un relato que fundamente lo observado.

Aserto de inciso (b)

En este caso, también se presentan las modificaciones en el antecedente de la
implicacién considerada como verdadera en el enunciado. Procediendo de manera similar a la
planteada para la resolucion del inciso (a) se halla que la desigualdad |x —2,5] < 0,3 es

equivalentes a 2,2 < x < 2,8. Dado que el intervalo (2,2;2,8) estd incluido en el conjunto
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(2,3) U (3,4) necesariamente se cumple que |f(x)—5| < 0,1. Luego la afirmacién es
necesariamente cierta.

Graficamente el/la estudiante podria notar que la zona del plano delimitada por las
rectas x = 2,2 y x = 2,8 estd completamente incluida en la que delimita la implicacion
original, pudiendo asi, deducir directamente que la implicacién es cierta necesariamente.
Eligiendo este camino, entre todos los procesos y estrategias que pone en marcha el/la
estudiante, vuelve a presentarse la habilidad para la conversién de registro de representacion y
su posterior interpretacion.

Aserto de inciso (c)

El aserto no es necesariamente cierto. La afirmacion lim,_; f(x) = 5 es vélida si para
cada € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < |x — 3| < § entonces es |f(x) —5| < ¢&; yenel
enunciado de la consigna sélo se afirma que para ¢ = 0,1 un § = 1 funciona.

El/la estudiante podria valerse también de bosquejos de graficas de funciones para
mostrar situaciones en las que se cumpla la implicacién planteada en el enunciado valga o no
el aserto.

En este caso entrarian en juego los RRA, RRG y RRV.

Aserto de inciso (d)

Al igual que en el inciso (a), se modifica el antecedente de la implicacién considerada
como verdadera en el enunciado de la consigna.

Para concluir que el aserto no es necesariamente cierto, se puede abordar
algebraicamente trabajando con las desigualdades 0 < [x —3| <2 y 0< |x—3| < 1. Una
justificacion posible podria ser que en este caso se amplia el conjunto al cual pertenecen los
valores de la variable independiente x, por lo que si 4,9 < f(x) < 5,1 para x € (2,3) U (3,4)
no permite aseverar que se cumpla para x € (1,3) U (3,5); pues si f(1,5) = 4 no se satisface
el consecuente de la implicacion del enunciado (y el aserto).

Ademads de este analisis el/la estudiante para dar respuesta podria realizar bosquejos de
posibles graficos de funciones que satisfagan la afirmacion del enunciado y algunas satisfagan
la afirmacioén del aserto y otras no.

Aserto de inciso (e)

En este caso mediante el abordaje algebraico se puede deducir que el aserto es
necesariamente cierto dado que trabajando con las desigualdades 0 < |x—3|<0,5 vy
0 < |x — 3| <1 se puede notar que si 4,9 < f(x) < 5,1 para x € (2,3) U (3,4) también se
cumplird que 4,9 < f(x) < 5,1 parax € (2,5;3) U (3;3,5).
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Al igual que en los andlisis de los demas incisos podria el/la estudiante valerse de
bosquejos de posibles graficas de f.

Aserto de inciso (f)

A simple vista, el/la estudiante podrd reconocer que se multiplican los miembros
derechos de las desigualdades involucradas en la implicacién considerada como verdadera en
el enunciado de la consigna y podria suponer que el aserto es necesariamente cierto cuando en
realidad no lo es.

Con un trabajo algebraico se puede deducir que el aserto no en necesariamente cierto
. . 1 . .
dado que trabajando con la desigualdad 0 < |x — 3| < n equivale a considerar que x €

(2,75;3) U (3;3,25) y que para estos valores del dominio sélo es posible asegurar que
4,9 < f(x) < 5,1 ; pero no lo planteado en el consecuente del aserto, dado que se desconoce
el comportamiento de la funcién.

En efecto, una buena argumentacién para concluir que esta implicacion no es
necesariamente cierta, es manifestar que s6lo se sabe cierta la implicacion original y que por
lo tanto para todos los valores del intervalo (2,3) U (3,4) se cumple que |f(x) — 5| < 0,1, en
particular para los valores del intervalo contenido (2,75;3) U (3;3,25). Sé6lo se puede
asegurar que |f(x) — 5| se mantiene menor que 0,1, pero no necesariamente menor que
valores mds pequefios que 0.1.

Aserto de inciso (g)

Es necesariamente cierto. Algunas posibles justificaciones son:

» Es posible asegurar que todas las imdgenes de la funcién f en el intervalo (2,3) U
(3,4) distan menos de 0.1 unidades de 5. Sin necesidad de hacer cuentas puede deducirse
que la distancia entre esas imdgenes y la recta y = 5 es menor que todo nimero mayor que
0.1.

» Por el enunciado se sabe que “Si 0 < |x — 3| < 1 entonces |f(x) — 5| < 0,1” y ademas
se sabe que 0.1 < 0.2. De esto resulta que “Si 0 < |x — 3| < 1 entonces |f(x) — 5| <
0,2”.

» Bosquejar posibles graficas de f y deducirlo de alli como se expresa en el primer inciso.

Aserto de inciso (h)

Esta implicacién no es necesariamente cierta. Si se parte del el enunciado de la
consigna, se sabe que “Si  0<|x—3| <1 entonces |f(x)—5]<0,1”, trabajando
algebraicamente con |f(x) — 5| < 0,1 se obtiene lo siguiente.

-01<f(x)-5<0,1

Patricia Noemi Cavatorta 98



-01+5<f(x) <0,1+5
49 < f(x) <51
49 —4,95 < f(x) —4,95<5,1—-495
—0,05 < f(x) —4,95 < 0,15
Y como
—0,15 < —0,05 < f(x) — 4,95 < 0,15

Si 0<|x—3| <1 podemos afirmar que |f(x)— 4,95| <0,15. No se puede
aseverar que |f(x) — 4,95| < 0,05, ya que podria existir un x, € (2,3) U (3,4) para el cual se
cumpla que 0,05 < f(x,) —4,95 < 0,15.

Ademads el/la estudiante podria hacer uso de bosquejos de graficas de funciones para
mostrar situaciones en las que se cumpla la implicacién planteada en el enunciado, y valga o
no el aserto.

En este caso entrarian en juego los RRA, RRG y RRV.

Aserto de inciso (i)

El/la estudiante podria plantear en forma escrita, desde el RRV, que hay dos
condiciones que se estdn cumpliendo:

- “si 0 < |x—3] <1entonces 49 < f(x) <5,1”

“lim, 3 f(x) = L”.

Si este limite existe, entonces debe suceder que cuando x toma valores
suficientemente préximos a 3 las imagenes de la funcién se aproximan arbitrariamente a L (y
no es de interés lo que sucede con la imagen de la funcién en x = 3). Luego como se cumple
(por enunciado) que 4,9 < f(x) < 5,1 para x € (2,3) U (3,4), por lo que L podria tomar
cualquier valor mayor o igual que 4,9 y menor o igual que 5,1. Pues, si L no cumpliria esta
condicion, sucederia necesariamente que habria imdgenes de la funcion para valores de x
suficientemente proximos a 3 que serian mayores que 5,1 o menores que 4,9; cuestién que no
satisface la implicacion tomada como verdadera en el enunciado de la consigna.

Formalmente, se sabe
- Por el enunciado que, para x € (2,3) U (3,4) se cumple que 4,9 < f(x) < 5,1 (*)

- Ademds, como lim, 3 f(x) = L, paracada e > 0, existe § > 0 talque si 0 < |[x —3| < §
entonces - € < f(x) — L < e.Y porende, € > —f(x) + L > —& (*%)

Asi, de (*) y (**) se tiene que 4,9 — e < L < 5,1 + ¢ para cada € > 0, de donde
4,9 < L < 5,1. De esta manera el aserto es necesariamente cierto.

Otra manera de proceder seria realizar posibles graficos de f que cumplan las
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condiciones sefialadas para poder observar y analizar lo planteado anteriormente.
3) Momento de conclusiones parciales

Consideramos que los asertos propuestos llevan a razonamientos que permiten
construir ideas sobre el concepto de limite puntual, pues se analiza el comportamiento de
funciones en términos de la dependencia entre desigualdades. Esto colabora en reconocer
implicaciones entre desigualdades con médulo que dan cuenta de: valores del dominio de una
funcién y valores de la imagen de la misma. Esta dltima cuestion allana el camino para la
construccion de la definicion métrica.

Es una consigna con PM rico, dado que habilita a la exploracién y a la argumentacién
desde los RRG, RRA, RRV y RRN. Ademads, es una TPM, dado que requiere de un
pensamiento complejo, no hay una via de resolucién a imitar y exige de el/la estudiante

explorar y comprender la naturaleza de los conceptos matematicos en juego y sus relaciones.

6.2.3. Consignas de Ejercicios 2.1 del Libro 2

Se seleccionaron las siguientes consignas

Consigna Denominacion Pagina Aspecto relevante para la seleccion
12 Ejercicio 1 94 Propone una situacién en contexto real. Pendiente de
recta secante y tangente.
13 Ejercicio 7 94 Alude a otra situaciéon en contexto real. Velocidad

instantinea como limite de velocidades promedio.

jercici - 107 .

14 Ejercicio 9 94 Involucra la funcién y = sen (—) y refiere a 14
X

necesidad de realizar estimaciones de un Ilimite

usando valores suficientemente préximos.

Tabla 16. Seleccion de consignas de Ejercicios 2.1 de Libro 2

Consigna 12

Ejercicio 1 (pag. 94)
Un tangue contiene 1000 galones de agua que se descargan del fondo del tanque en media hora.

Los valores de la tabla muestran el volumen 17 de agua restante en el tangue (en galones)

] 111-.-1'!)11(;:-.
de + minutos.

t(min) | 5 10 15 | 20 1251 30
V(gal) | 604 | 444 | 250 | 111 | 28| O

(a) 51 P es el punto (15,250) en la grafica de V', encuentre las pendientes de las rectas secantes
P cuando () es el punto en la grafica con £ = 5, 10, 20, 25 v 30.

(b) Estime la pendiente de la recta tangente en P al promediar las pendientes de las dos rectas

secantes.,

(c) Use una grifica de la funcidn para estimar la pendiente de la recta tangente en P. (Esta
In'lulir"lm- representa la ]'i-iirllttt.‘i ala que el arila sale del tanqgue tll'h';i'll("h de 15 '[Ui'[‘lllfn‘n_:'
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1) Momento preliminar

Se cumple
NO | Parcial SI

X

Sobre N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccién C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacidn sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
CS: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de X
opciones multiples

Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s | Numérico X
desde los | Gréfico X
Los registros de | que sugiere Algebraico
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide
ciones conversion?

X No sugiere

(Es necesario explorar
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen-
argumentacion tacién o justificacién?

T Memorizacion X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexion X

requieren T Proced. Con Conexion
T Produccion Mat.

X

(Es posible resolverla
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?
(Permitiria trabajar con
mads registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 17. Escaneo de Consigna 12 con Grilla 1

X

2) Momento de examinacion

Damos a conocer posibilidades de resolucion: con y sin GeoGebra.
Posibilidades de procedimientos de resolucion

La introduccién de la consigna estd planteada en un contexto real, refiere al volumen
de agua de un tanque que se estd descargando. Sin embargo, los tres incisos que son parte de
la misma dan indicaciones de lo que se debe realizar en un contexto puramente matematico, y

pautando los procedimientos de resolucién a seguir. En ninguno de los tres incisos hay duda
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sobre lo que se debe hacer y como hacerlo.

Quien resuelve, puede hacerlo imitando las resoluciones propuestas en el apartado
tedrico de esta seccidn del libro.

En el caso del inciso a) calculando las pendientes de rectas que pasan por el punto
P(15;250) y los puntos Q4(5;694), Q,(10;444), Q3(20;111), Q4(25;28) y Q5(30;0);
obteniendo los valores —44,4, —38,8, —27,8, —22,2 y —16, 6 respectivamente.

En el caso del inciso b) calculando el promedio entre dos de los valores calculados en
a), considerando dos puntos que tienen sus abscisas a derecha e izquierda de la de P (aunque
esto no estd explicitado en el enunciado).

—38,8+(-27,8) _

Estimacion de la pendiente de la recta tangente en P: —33,3

En el caso del inciso c) realizando con ldpiz y papel un grafico como el de la Imagen
14, donde se bosqueja a mano alzada por interpolacién una curva decreciente (el volumen
disminuye conforme transcurre el tiempo) que pasa por los puntos Qq, Q,, Q3, P, Q4, Qs y Q.
También graficando una posible recta tangente a la gréafica de la curva en P y el tridngulo
auxiliar GHI que se utilizara para estimar la pendiente de dicha recta (G (10,400), 1(10,90) y
H(20,90)).

#4

Imagen 14. Bosquejo de grafico de V(t), recta tangente en P y tridngulo para calculo de pendiente

Luego, realizando los siguientes célculos, se estima la pendiente de la (supuesta) recta

tangente.

. GI 400—90 310
Pendiente recta tangente en P = B 1l - = ——

= = =-31
|TH| 20-10 10

De esta manera quedaria resuelto el ejercicio, donde se cumpliria lo solicitado
trabajando desde RRN y RRG.
Aportes en la resolucion si se resuelve con software GeoGebra

Con la incorporacién del uso de GeoGebra, las y los estudiantes pueden no limitarse a
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realizar lo solicitado en los incisos. Pueden encontrar una funcién, cuya gréfica se ajuste lo
mejor posible a los puntos dados, que modelice la situacion. Por ejemplo, como mostramos en
la Imagen 15, generando una lista de puntos L en la Hoja de calculo y luego utilizando el
comando “AjustePolindmico(<Lista de puntos>, <Grado del polinomio>)”, obteniendo asi

f(x) = 1,11x% — 66,68x + 999.81 y luego considerar esa ley para 0 < x < 30.

P Wizis Algetrmica ® ista Grafica * i e C-scund
® 9 = (o o) ful W

® G =[5 604) &

& O =10, 444)
® Q = |38 W)
& Q=0
® P15 250
L]
.
L]
L
L

im

o = @, 111)
L= {0, 1000y, |5, D94} |18, 444), (15, 250). |20, 191). |25
i) = 1.7 07 — b o - 99081

=R RE T RS TR R

glal = 1L = 668 = 4+ 999 8] i 0}

tangparie: i = <5530 + Td0.63

'

mnganll' ""\-E\"\\'\

Imagen 15. Grafica de puntos, ajuste a funcion polindmica y trazo de recta tangente en P

Trazando luego la recta tangente a la grafica de f en P y determinando a partir de lo
observado en la Vista Algebraica la pendiente de la misma, cumplimentando asi con lo
solicitado en el inciso c).

También es posible trabajar dentro de esta vista para realizar mds rdpido las cuentas
solicitadas en el inciso a) y b); pudiendo también graficar las rectas secantes mencionadas en
la consigna.

3) Momento de conclusiones parciales

El enunciado es preciso, lo solicitado se circunscribe al pedido de cuentas matemaéticas
a pesar de relatarse una introduccién en un “contexto real”. Nada queda librado a la
exploraciéon por parte de quien resuelve y tampoco se solicitan argumentos que validen
conjeturas o que expresen interpretaciones de lo calculado en relacion al contexto real.
Incluso la interpretacion de lo realizado en el dltimo inciso se expresa (entre paréntesis) en la
consigna. Por estas razones el PM de la consigna es pobre.

Ademads, cabe mencionar que en el inciso b), pareciera que se deja librada la
exploracion sobre las rectas secantes a considerar, sin embargo no solicita justificar si existe
una elecciéon mds conveniente que otras, o si es indistinta la eleccion.

Los registros de representacion desde los que se debe resolver (RRN y RRG) son
impuestos, no hay libertad de eleccion de los mismos. Para resolver lo solicitado en cada

inciso basta con realizar tratamiento dentro del registro de representacion indicado, esto no
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quita que se pueda hacer conversion de un registro a otro, pero si no se hace se puede resolver
la consigna de todos modos.

No se establece ningtn tipo de conexidn entre conceptos, ni la produccion de
conceptos o interpretaciones de conceptos nuevos. Es una TPSC.

Se pone en evidencia, a partir del andlisis presentado, que el trabajo con GeoGebra
podria abrir posibilidades de exploracidn, conexién con conceptos matematicos disponibles e
interpretacion de los nuevos conceptos en vias de construccién en un “contexto real”, pero
esto sOlo es posible si se redisefian los incisos de manera que satisfagan los criterios
planteados en el marco tedrico para enriquecer el PM.

Observamos que la interpretacion del inciso c) expresada en la consigna no es
correcta, ya que la rapidez es un nimero no negativo. La rapidez seria el valor absoluto de la

pendiente de la recta tangente en P.

Consigna 13

Ejercicio 7 (pag. 94)
La tabla muestra la posiciin de un ciclista

t (segundos) [ 0| 1 2 3 {
s(metros) [0[14 |51 ] 10,7 1

e |
=]
[
[ |
#a

(a) Encuentre la veloadad promedio para cada perioda:
(i) [1.3] (ii) [2.3] (iii) [3,5] (iv) [3, 4]

(b) Use la grafica de s como funeion de ¢ para caleular la velocidad instantanea enando £ = 3.

1) Momento preliminar

Se cumple
NO | Parcial SI

X

Sobre N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccion C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccidn en caso de X
opciones miiltiples

Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s Numérico X No sugiere
desde los | Gréfico X
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Los registros de | que sugiere |Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Dalugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificaci6n?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que | T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexién X
T Producciéon Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matemadtico?
(Permitiria trabajar con
mads registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda X
cognitiva sefialada?

Tabla 18. Escaneo de Consigna 13 con Grilla 1
2) Momento de examinacion

Expresamos posibilidades de resolucién: con y sin GeoGebra.
Posibilidades de procedimientos de resolucion

La introduccién de la consigna estd planteada en un contexto real, la posicién de un
ciclista en relacién al tiempo transcurrido. Los dos incisos solicitan el cdlculo de velocidades
promedio en periodos de tiempos especificos y la estimacion de la velocidad instantidnea en
un tiempo particular.

Los procedimientos de resolucion no estdn pautados, pero se puede resolver imitando
lo planteado en el apartado tedrico de la seccidn del libro en la que estd inserta la consigna.
No hay ambigiiedad en relacion a lo que hay que realizar. Pero la forma en la que se redacta
deja abierta la posibilidad a que se utilicen procedimientos desde distintos registros de
representacion.

Quien resuelve puede, en el caso del inciso a), calcular las razones promedio de
cambio entre los puntos Q;(1;1,4) y P(3;10,7), Q,(2;51) y P, P y Q3(5;258), P y
Q4(4;17,7); obteniendo los valores 4,65 m/s; 5,6 m/s; 7,55 m/s y 7 m/s respectivamente.
También puede realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién posicion por interpolacion,
considerando que la posicién aumenta conforme transcurre el tiempo. Y a partir de la misma
determinar las velocidades calculando las pendientes de las rectas secantes a la curva que

pasan por los puntos mencionados anteriormente.
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En todos los casos el niimero 3 es un extremo del intervalo, lo que hace suponer que
las cuentas realizadas serdn ttiles para lo solicitado en el inciso b).

En el caso del inciso b) puede realizar la gréafica solicitada con ldpiz y papel y una
aproximacion de la recta tangente a la misma por P, y utilizar el tridngulo rectdngulo auxiliar
para determinar la velocidad instantdnea en ¢ = 3. También podria calcular el promedio entre
las velocidades promedio de los periodos [2,3] y [3,4] y comparar con lo expuesto en la
grifica. El ejercicio quedaria resuelto, cumpliéndose lo solicitado trabajando desde RRN y
RRG.

Aportes en la resolucion si se resuelve con software GeoGebra

Con la incorporacion del uso de GeoGebra, las y los estudiantes pueden no limitarse a
realizar lo solicitado en los incisos. Pueden encontrar una funcién que modelice la situacion,
cuya gréifica se ajuste lo mejor posible a los puntos dados y realizar procedimientos
semejantes a los expuestos para la consigna 12.

3) Momento de conclusiones parciales

La consigna se enuncia en forma precisa y completa, pero direccionada. Tanto lo
expuesto en la introduccidon como lo solicitado en los incisos se expresa en un “contexto real”,
pero de manera parcialmente dirigida. En el inciso a) si bien no indica el registro de
representacion desde el que se debe trabajar, se imponen los intervalos a considerar para
calcular las velocidades promedio. En el inciso b) indica trabajar desde un RRG. En ninguno
de los dos casos se solicitan argumentos o interpretaciones de lo calculado en relacién al
contexto real, mds bien se limita al pedido de resultados numéricos.

El PM de la consigna es pobre, ya que no se da mucho lugar a la exploracién (se
imponen intervalos a considerar o el registro desde el cual trabajar) y no se solicita
argumentacion.

Para resolver lo solicitado en cada inciso basta con realizar tratamiento dentro de un
registro de representacion, aunque puede haber conversion de un registro a otro.

Presenta una leve diferencia con la consigna 12, dado que lo solicitado en los incisos
se redacta (parcialmente) dentro del “contexto real” de la situacidon. Se refuerza lo trabajado
en el apartado tedrico en relacién a entender a la velocidad instantdnea en t = 3 como la
pendiente de la recta tangente a la grafica de s en P(3,s(3)), pero no se producen nuevos
conceptos o interpretaciones. En términos de Smith y Stein (1998), es una TPSC.

Una redaccion diferente de la consigna, que satisfaga los criterios planteados por
Barreiro y Rodriguez (2014) y el trabajo con GeoGebra, podrian habilitar una mayor

exigencia cognitiva y mds posibilidades de exploracién y de argumentacién. Se podria
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enriquecer el PM.

Consigna 14

Ejercicio 9 (pdg. 94)
El punto P(1,0) se encuentra en la curva y = sen(122),

(a) Si¢)esel punto (r.sen( 107 /7)), encuentre la pendiente de 1a recta secante P@) (correcta
a cuatro lugares decimales) para r = 2:1,5;1,4;1.3;1,2:1, 1;0.50.6:0. 7; 0.8 ¥ 0.9,
i Las pendientes parecen aproximarse a un Hmite?
i

-
]

(b) = = Use la griafica de la eurva para explicar por qué las pendientes de las rectas
secantes del ineiso (a) no estdin cerca de la pendiente de la recta tangente en P,

() Al escoger rectas secantes apropiadas, calole la pendiente de la recta tangente,

1) Momento preliminar

Se cumple
NO |Parcial| SI

X

Sobre

N/C Observacion

C1: Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccion C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos. X
C6: Requiere justificar
la seleccidn en caso de X
opciones miltiples

Tipo/s  de|Verbal
registro/s Numérico
desde  los|Gréfico
Los registros de | que sugiere | Algebraico
representacion |resolver
Tipos de | ;Permite tratamiento? X
transforma- |; Admite o pide
ciones conversioén?

eltadke

(Es necesario explorar
Las posibilidades de distintas posibilidades?

exploracion y argumentacion | ;Da lugar a la argumen-

tacion o justificacion?

T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién

requieren T Proced. Con Conexion
T Produccion Mat. X

|

CPS A: Promueve la
bisqueda de pruebas X
matematicas.

Valoracion
positiva
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CPS B: Requiere el uso

Pertinencia y significatividad | imprescindible de TD X
del uso de TD para resolver |CPS C: Mantiene el
enfoque en el objetivo X

matematico

CPS D: Brinda libertad
para recurrir a TD

CPS E: Permite la
eleccion libre de TD
Tabla 19. Escaneo de Consigna 14 con Grilla 2

X

X

2) Momento de examinacion

De los 3 incisos, sélo el b) propone el trabajo con una calculadora graficadora o
computadora con software graficador. Presentamos resoluciones del inciso a) con lapiz y
papel, y con el uso de GeoGebra (que no sélo es software graficador) las correspondientes a
los incisos b) y c¢). Mencionamos también cuestiones que aluden al posible abordaje de la
totalidad de la consigna con el uso de GeoGebra.
Posibilidades de procedimientos de resolucion

Inciso a)

- . . 10 .
Se solicita encontrar las pendientes de rectas PQ a la grafica de y = sen (Tn), siendo

P(1,0) y Q(x, sen (1"7”)) para x = 2; 1,5; 1,4; 1,3; 1,2; 1,1; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8y 0,9, y

analizar “si las pendientes parecen aproximarse a un limite”. Ademas indica “correcta a cuatro
lugares decimales”.

En principio, entendemos que la consigna es totalmente dirigida, s6lo que no indica el
procedimiento de resolucidn, pero si se hace con ldpiz, papel y calculadora sélo es posible
trabajar desde un RRN, calculando la pendiente de una recta que pasa por dos puntos (técnica

ya conocida por el estudiantado) y realizando tablas como las siguientes.

x | sem l|:|‘ | a | Pend. PG| ® |sen| H]J | a Fend, PO
F o 2. 0) o 05 | ] 0.8, 0 [)

15| oses 1.5, 0886) | 1.0329 06 | 0888 | (0.6 DBSE) | -2 188
14 | 04338 |(13 04339)| -10B8TF 87 | o781 |@7.07318)| 28081
1.3 ' 0823 | (13 -0823) | 27438 | 08 | 1 TR 5
12 | o0e8ss (12 0866) | #3301 09 | 0342 [(0s -0342)| 34202
" 02817 (11, -02817)| 28173 '

Imagen 16. Tablas de calculo de punto Q y pendiente de recta PQ de Consigna 14

Quien resuelve, a partir de observar el comportamiento de los valores de las
pendientes halladas, podria responder que estas pendientes no parecen aproximarse a un valor
finito conforme x se aproxima a 1, lo que podria llevar a conjeturar (erréneamente) que la

gréfica de la funcién no admite recta tangente en el punto P(1,0).
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Inciso b)

Se solicita usar la grafica de la curva para dar una explicacién respecto de que lo
hallado en el inciso a) no permite inferir la pendiente de la recta tangente a la curva en
P(1,0).

Aportes si se resuelve con software GeoGebra

Como se solicita explicitamente graficar con software el/la estudiante lo hard. En

GeoGebra, al ingresar la funcion, el punto P y trazar la tangente a la curva por P se observa lo

presentado en la Imagen 17.

Archiyg Egissen Vists Opoeres Hermamianias Yemtans Ayucs

b TR s T - el " -
- gt A el N

b El LpsniEit & ¥ Wiwle CEafce
1l = 1

B I = = .

& F=ii.0)

® goy=-214058n = 114159

Entracia-

Imagen 17. Vista Grafica y Algebraica de GeoGebra 5.0 con la funcion, P y la recta tangente en P

Si se grafican las rectas secantes PQ (considerando los valores de x del inciso a)), es
dificil observar en la Vista Grafica que la posicion limite de las mismas es la recta tangente
trazada; a pesar de que las abscisas de los puntos @ distar una unidad o menos de una unidad
(hasta una decima inclusive) de 1. Esto se debe a la gran oscilacidon que poseen los valores de
la funcion en el intervalo [0,5; 2].

Para una buena aproximacién es conveniente tomar valores de x en un intervalo
. . . 1 1
centrado en 1 en el cual la funcién presenta una monotonia. Por ejemplo, (1 — % 1+ %)Y

de esa manera lograr estimaciones de la pendiente de la recta tangente visible en la Vista
Algebraica, que es —31,4159 (aproximacidn a cuatro cifras decimales).
Inciso c)

En concordancia con lo anteriormente expresado, se pueden escoger como rectas

secantes apropiadas las que pasan por P(1,0) y Q (x, sen (10”)) para x = 0,995 y 1,01,

X
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obteniendo lo siguiente12

- para O, (0 995; sen (0189 )) la pendiente de PQ, = —31,4428

- para Q, (1 01; sen (io )) la pendiente de PQ, = —30,6057.

La pendiente de la recta tangente a la curva en P es aproximadamente

—31,4428+(—30,6057)

. —31,02425.

Si se realiza esto con GeoGebra se puede observar, en la Vista Grafica y la Hoja de
Calculo, lo presentado en la Imagen 18. Las aproximaciones pueden ser mejoradas conforme
se tomen valores de x mds préximos a 1 y también si se considera el redondeo a més cifras
decimales. Esto es muy rdpido de obtener con el uso del software. Asimismo, proporciona
directamente la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto P donde se

detecta su pendiente.

B Vista Grafics = W HojE de Cailo
[ Iowo - -
!1 In'| ‘w." &k B B o E
[\ ‘
| ‘ \ ' |I 2 [ e | a Pend. PG
1 \ f f 3 uaeu' 01572 {0995 0 1572) | 314428
- !
l i 4 1.00 03081 (1.0, 03061) 30 GOST
[ \ | !
|

!
|
[
T

|
-
T

LI I R SR )

Wy v

Imagen 18. Vista Grafica y Hoja de Calculo de GeoGebra 5.0 con puntos Q y pendientes de w

3) Momento de conclusiones parciales

Esta consigna tiene por objetivo lograr construir ideas en torno a que las
aproximaciones numéricas no bastan para establecer la existencia o no de un limite puntual.
Se enuncia en un contexto intramatematico, de forma precisa y completa.

En el inciso a) hay libertad para elegir el registro de representacion desde el que va a
trabajar, aunque se indican especificamente los valores de x a considerar. Esto hace que sea
dirigida la exploracion, para que justamente surjan distintas respuestas o respuestas erroneas
ante la pregunta “;Las pendientes parecen aproximarse a un limite?”. Hay una exploracion
guiada y la solicitud de una conjetura o breve argumento.

En el caso del inciso b) impone el trabajo con RRG con software y hay una solicitud

12 Valores de las pendientes de las rectas secantes con redondeo a cuatro cifras decimales.
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de un argumento mds sélido que en el inciso a).

El inciso c) da posibilidades de eleccion de rectas secantes apropiadas para calcular la
pendiente de la recta tangente y no se impone el registro de representacion. Parece dar libertad
para la exploracién y argumentacion, aunque carece de sentido, o queda obsoleta, si se utiliza
GeoGebra para resolver inciso b), ya que el software otorga la ecuacion de la recta tangente.

Mas aun, si se resuelve toda la consigna utilizando GeoGebra se empobrece el PM de
la misma, fundamentalmente por lo solicitado en los incisos a) y ¢). Si las y los estudiantes
disponen de este software para trabajar, es necesario reformular la consigna de manera que se
potencien las posibilidades de exploracién y argumentacion. Por ejemplo, que solicite los
valores de x que se deben tomar para realizar una buena estimacion de la pendiente de la recta
tangente a partir de rectas secantes. De esta manera se recupera el concepto de
“aproximacion” inherente al de limite puntual.

Si sélo se utiliza un software graficador que no permita trazar la recta tangente en P
puede entenderse como una TPCC, ya que se utilizarian procedimientos desde distintos
registros de representacion para comprender ideas sobre el concepto de limite en relacién a
“acotaciones” y “aproximaciones”. Sin embargo, entendemos que se transforma en una TPSC
si se utiliza GeoGebra para la resolucion de toda la consigna, por las razones antes expuestas.
En este dltimo caso es necesario reformularla para convertirla en una TPCC, con PM rico.

Valoramos como positiva la pertinencia y significatividad del uso de TD para resolver,
dado que:

- No se da libertad absoluta para apelar a las TD y al recurso tecnolégico (CPS Dy CPS E),
dado que impone, en el inciso b), el uso de un software graficador.

- Si esto no se impusiera el/la estudiante sentiria la necesidad de utilizarlo, pues se deben
establecer relaciones matemdticas que no se advertirian sin su uso (CPS B), pero si se
usase GeoGebra en la totalidad de la consigna el PM del inciso c) se veria empobrecido.

- Se focaliza en la ensefianza de algo matematico y no del software (CPS C),

- Es imprescindible el uso del software para el abordaje del inciso b) y para favorecer la
bisqueda de pruebas (CPS A) que ayudan reflexionar sobre lo respondido en el inciso a) y

lo escogido en el inciso c).

6.2.4. Consignas de Ejercicios 2.2 del Libro 2

Se seleccionaron las siguientes consignas

Consigna Denominacion Pagina Aspecto relevante para la seleccion
15 Ejercicio 1 102 Propone explicar con sus propias palabras el
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significado de una expresion que utiliza la
notacion de limite.

16 Ejercicio 7 102 Incluye una funcién definida en el conjunto de
nimeros reales, pero utilizando leyes diferentes
por tramos.

17 Ejercicio 18 103 Involucra una funcién racional y el limite que se
solicita hallar no existe.

18 Ejercicio 32 104 Involucra una funcién del estilo de la de la

consigna 5, donde es sencillo hallar el valor del
Iimite propuesto, pero en el inciso b) realiza una
pregunta que posibilita construir ideas en torno a
la definicién métrica.

Tabla 20. Selecciéon de consignas de Ejercicios 2.2 de Libro 2

Consigna 15

E'il‘l“l_‘i('il_') 1 fl'l.':"t:_.{,'. 102)

Explique en sus propias palabras queé significa la ecuacion.

hm f(x) =5
43

;Es posible que este enunciado sea verdadero v todavia f(2) = 37 Exphque.

1) Momento preliminar

Se cumple »
Sobre NO Parciaﬁ S N/C Observacion
C1:Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccion C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s de Verbal X
registro/s Numérico X No sugiere
desde los Griéfico X No sugiere
Los reglstr0§ ’de que sugiere Algebralco X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Dalugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacién?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién X
requieren T Proced. Con Conexién X
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| T Produccién Mat. | X

(Es posible resolverla
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?
(Permitirfa trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 21. Escaneo de Consigna 15 con Grilla 1

2) Momento de examinacion

Por sus caracteristicas no es posible abordarla con el uso de software. Exponemos
posibilidades de resolucion sin estos.

Procedimiento/s de resolucion

No se impone un procedimiento de resolucidn, si bien se explicita que se explique
verbalmente. Presentamos continuacién algunas posibilidades de resolucién y/o respuestas.

Es probable que el/la estudiante realice diferentes bosquejos de graficos de funciones
que cumplan con la condicién lim,_,, f(x) =5 (continuas y con discontinuidades evitables
en x = 2) y a partir de alli exprese las explicaciones solicitadas. Hipotéticamente, algunas
respuestas podrian ser:

» “Cuando a x se le asignan valores cada vez mas cercanos a 2 las f(x) se aproximan al
valor 5, porque el igual no refiere a que f(2) es 5, f(2) podria tomar un valor diferente a
este, por ejemplo 3”.

* “Cuando los valores de la variable independiente x se aproximan a 2, es decir para valores
de x tales que sus distancias a 2 se reducen suficientemente, las imdgenes de la funcién
distan de 5 tanto como se quiera. f(2) podria tomar el valor 3 y la ecuacién planteada
seguir siendo verdadera, dado que cuando se calcula ese limite se tiene en cuenta lo que
pasa en las cercanias de 2 y no necesariamente en 2”.

» “Esta ecuacion significa que el limite de f(x) cuando x tiende a 2 es igual a 5, es decir que
las imédgenes de la funcidn se aproximan a 5 conforme x se aproxima a 2 tanto por valores
menores que 2, como mayores que 2. No importa cudl es la imagen de la funcién en x = 2,
podria ser 5 o no. En este sentido la ecuacién podria seguir siendo valida si f(2) = 3.

= “Esto significa que no importa lo que pasa en x = 2, pero que cuando x se aproxima a 2
por izquierda las imdgenes de la funcion se aproximan a 5 y que cuando x se aproxima a 2
por derecha también eso sucede, por lo que el limite existe y es 5, pero eso no quiere decir

que f(2) es 5. La ecuacién puede seguir siendo verdadera si f(2) =3 o f(2) toma
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cualquier otro valor”.
3) Momento de conclusiones parciales

No se impone procedimiento de resolucidén, pero si la necesidad de expresar la
respuesta en un RRV. Para lograr concluir las y los estudiantes pueden valerse del tratamiento
dentro de otro registro de representacion, por ejemplo el RRG o de la conversiéon de un
registro a otro.

La consigna es de corte tedrico, implica el andlisis de la ecuacion planteada a partir de
la idea intuitiva de limite y de la notacién utilizada para este concepto, fundamentalmente el
uso del simbolo “=".

Como no se asemeja a tareas realizadas con anterioridad en el libro de texto, implica
un grado de incertidumbre respecto del proceso de resolucién. Requiere de cierto esfuerzo
cognitivo y de la recuperacion de conocimientos relevantes para poder resolver. Es por ello
que consideramos que es una TPM. Ademads dado que habilita a la exploracién desde distintos

registros de representacion y también a la argumentacion es que consideramos que posee un

PM rico.

Consigna 16

Ejercicio 7 (pag. 102)
Trace Ia grafica de la funcidm v tsela para determinar los valores de a para los cuales
limg..q fl2) existe.

1) Momento preliminar

Se cumple
NO | Parcial SI

Sobre N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccion C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccidn en caso de X
opciones multiples

| Tipo/s de | Verbal | X | |
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registro/s Numérico X No sugiere
desde los Gréfico X Sugiere
Los I‘engtl‘O? /de que sugiere | Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversion?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Dalugar a la argumen- X
argumentacion tacion o justificacién?
T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexion X
requieren T Proced. Con Conexion X
T Produccién Mat. X
(Es posible resolverla X
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo X
matemadtico?
(Permitirfa trabajar con
mds registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda X
cognitiva sefialada?

Tabla 22. Escaneo de Consigna 16 con Grillal

2) Momento de examinacion

Presentamos posibilidades de resolucién: con y sin GeoGebra.
Procedimiento/s de resolucion

Se impone un procedimiento de resolucion, se solicita trazar el grafico a mano alzada
y a partir de alli encontrar los valores de a para los cuales el limite planteado existe.

Entendemos que se espera que construyan un grafico similar al presentado en la
Imagen 19 y a partir de alli concluyan que ese limite existe siempre que a # —1. Para la
construccion del grafico pueden hacer uso de sus saberes disponibles respecto de las gréificas

de funciones polindmicas de primer y/o segundo grado o realizar tablas de valores.

Imagen 19. Bosquejo del grafico de f
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Mediante la observacion directa del grifico, pueden identificar que las imédgenes de
esta funcién se aproximan a 0 conforme x toma valores suficientemente préximos a -1 por
izquierda y tienden a 1 conforme x se aproxima suficientemente a -1 por valores mayores que
-1. Sin embargo, no se solicita la explicacion de los argumentos.

Aportes en la resolucion si se resuelve con software GeoGebra

Si se grafica la funcién con GeoGebra el procedimiento esperado es que las y los
estudiantes observen el grafico y lleguen a la conclusién mas rdpidamente.
3) Momento de conclusiones parciales

Se impone el procedimiento de resolucién y no se solicitan expresamente argumentos
respecto de la respuesta dada. Sin embargo, por el tipo de funcién involucrada, se da lugar a la
exploracion y argumentacion parcialmente. Se plantea abordar la resolucién desde un RRG y
la respuesta desde un RRV. Su PM es pobre y exige poca demanda cognitiva, es una TPSC
(Stein y Smith, 1998).

El uso de GeoGebra en la resoluciéon no implica incrementar las posibilidades de
exploracion desde distintos registros de representacion, ya que es probable que las/los
estudiantes se limiten a observar el grafico mostrado. M4s aun es probable que sin el uso del
software pueda surgir el trabajo desde otro registro de representacion, el RRN.

Hay cambios que podrian abonar el PM de la consigna y transformarla en una TPCC.
Una posibilidad es solicitar que se explique la respuesta dada. De esa manera podrian surgir
distintas expresiones que permitan recuperar la idea intuitiva de limite. Otra posibilidad es
solicitar que propongan una modificacién en un tramo de la funcién para construir otra que

tenga limite para x tendiendo a cualquier nimero real y que justifiquen esa decision.

Consigna 17

Ejercicio 18 (pag. 103)
Intuyva el valor del limite (si existe) al evaluar la funcion en los nimeros dados (correcto a
seis lugares decimales)

lim
g Pr— - — &

r=0-0.5-0,9—-0,95 —-0.99 -0,999;: —2: —1.5;:—1. 1: —1,01; —1. 001

1) Momento preliminar

Se cumple
NO | Parcial SI

X

Sobre

N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa
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La redaccion C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
CS5: Solicita argumentos X
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de X
opciones multiples

Tipo/s de Verbal X No sugiere
registro/s | Numérico X
desde los Gréfico X No sugiere
Los registros de | que sugiere | Algebraico
representacion |resolver
Tipos de (Permite tratamiento? X
transforma- | ;Admite o pide
ciones conversion?

X No sugiere

(Es necesario explorar
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen-
argumentacion tacion o justificacién?

T Memorizacién X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexion X

requieren T Proced. Con Conexion
T Produccion Mat.

X

(Es posible resolverla
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?
(Permitiria trabajar con
mads registros de X
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?
Tabla 23. Escaneo de Consigna 17 con Grilla 1

X

2) Momento de examinacion

Presentamos posibilidades de resolucion: con y sin software.
Procedimiento/s de resolucion

Como se impone evaluar la funcién en los nimeros dados para intuir el valor del
limite planteado, al resolver con lapiz, papel y calculadora sélo es posible trabajar desde un
RRN. Quien resuelve puede realizar tablas como las de la Imagen 20 y establecer que el limite
no existe dado que conforme x tiende a —1, tanto por derecha como por izquierda, las

imagenes de la funcidn no se aproximan a un nimero.
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Imagen 20. Tablas de evaluacién de la funcién en valores proximos a —1

Aportes si se resuelve con software GeoGebra
e Con GeoGebra 5.0
Cuando se ingresa en el renglén de entrada la ley de la funcién se observa lo mostrado

en la Imagen 21.

Archwo Edicidn Vista Opowones Herramientas Ventana Ayuda

. ;
A o . i Ew - . ¥=3
- & L] L - -

b Visla Algebraca P Vista Grahca
F —ix

® fjx) =
-

Imagen 21. Vistas Algebraica y Grafica de GeoGelbra 5.0 al ingresar la ley de f

A partir de lo presentado en la Vista Grafica puede inferirse que esta funcién racional
no estd definida en x = —1, presentando una asintota vertical (vale aclarar que se muestra una
curva continua en x = 2 aunque no lo es). Esto es un argumento posible para indicar que el
limite propuesto no existe.

De todos modos, como la consigna solicita explicitamente evaluar la funcién en
valores de x dados, quien resuelve puede acudir a la Hoja de Calculo y realizar en paralelo la
evaluacion de la funcién en dichos valores. Y asi generar una lista de puntos que pueden
observarse tanto en la Vista Algebraica como en la Vista Grafica (ver Imagen 22). Ademads,
es posible evaluar la funcion rdpidamente en muchos mas valores utilizando el arrastre en la

hoja de célculo.
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® G=|-d12) L ¥ -0 8% | -85 =1 001 1000000000002
® H= |15 3)  § BET _gggl 1
® =11, 11) . f
® J= {104, 109)
® K= (-1.001, 1001.0000000 19
@ 2= (-2 2), (1.5 3),(-1.1 . L

i 12 |

Imagen 22. Vista Algebraica, Grafica y Hoja de calculo de GeoGebra 5.0

Ingresando en el renglon de entrada “simplificar(f)” aparece en la Vista Algebraica

glx) = xx? , y la grafica de ésta coincide con la de f (aunque sabemos que son distintas en

x = 2). Esto habilita a analizar el limite propuesto haciendo uso de la ley de g, y deduciendo

que cuando x tiende a —1 el numerador de la expresion tiende a —1, sin embargo del

denominado tiende a tomar valores cada vez mds cercanos a cero, positivos y negativos,

cuando x > —1 y x < —1 respectivamente.

e Con GeoGebra Suite

Ademads de poder realizar un trabajo similar al presentado con GeoGebra 5.0, esta

version permite observar otras cuestiones. En la Vista Grafica se puede identificar que la

funcién presenta una asintota vertical de ecuacién x = —1 y que sucede algo particular en

x = 2 o en las proximidades de este valor, dado que muestra un sefalamiento especial (ver

Imagen 23).

Imagen 23. Vista Algebraica y Grafica de GeoGebra Suite

Ademads pueden calcularse los limites laterales directamente, como se muestra en la

Imagen 24 (también se puede con GeoGebra 5.0).
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Imagen 24. Vista Algebraica y Grafica de GeoGebra Suite

3) Momento de conclusiones parciales

El procedimiento de resolucion es impuesto: “evaluar la funcién” (con la cantidad de
cifras decimales a considerar). Ademas se indica en qué nimeros evaluar por lo que no existe
posibilidad de exploracion libre por parte de las y los estudiantes, sino que da lugar a una
exploracion direccionada. Esto tampoco habilita a la toma de decisiones en relacion al registro
de representacion en el cual trabajar, se impone el RRN.

No da lugar a la argumentacién ya que solicita que intuya a partir de los datos
obtenidos al evaluar la funcién en los valores que se indican. Quien resuelve esta consigna,
explora en forma direccionada y no argumenta, s6lo aplica un procedimiento impuesto y a
partir de ello conjetura que el limite no existe.

Por lo expuesto consideramos que si se resuelve con lapiz, papel y calculadora la
consigna tiene un PM pobre y es una TPSC, ya que el resolverla con éxito no garantiza la
discusion respecto del concepto que esté siendo estudiado.

La resoluciéon con GeoGebra posibilita un trabajo desde tres registros de
representacion (RRN, RRG y RRA). Permite construir en paralelo mas argumentos respecto
de la no existencia del limite propuesto, habilita a una mayor exploraciéon y convoca a pensar
en otros procedimientos de resolucion. Asimismo permite identificar otros valores de x para
los cuales seria interesante realizar un anélisis. Para que esto sea posible deberia modificase el
enunciado.

Consideramos que si se modifica la consigna de manera que se solicite el andlisis de la

x2-2x

= (a € R) justificando lo hallado, puede transformase en una

existencia del lim,._,, X2 —x—

TPCC y enriquecerse su PM. En este caso, al dejar abiertas las posibilidades de exploracion

(ya que a puede ser cualquier nimero real) no es posible hacerlo en forma exhaustiva desde
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un RRN. Es probable que quienes resuelvan opten por usar el software. Asimismo, es factible
que focalicen las exploraciones y argumentaciones (desde distintos registros de

representacion) para los casosa = —1ya = 2.

Consigna 18

Ejercicio 32 (pdg. 104)
r: 3
(a) Use evidencias mumérica v la grafica para intuir el valor del limite

(b) ;Oué tan cerea de | debe estar & para asegurar que la funcion del inciso (a) estda dentro
de una distancia de 0.5 de su limite?

1) Momento preliminar

Se cumple »
Sobre NO Parciaﬁ ST N/C Observacion
C1: Enuncia de forma X
precisa y completa
La redaccién C2: Formula preguntas X
en el contexto real
C3: Evita proporcionar
informacién sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién
C4: Proporciona los X
procedimientos a seguir
C5: Solicita argumentos. X
C6: Requiere justificar
la seleccién en caso de X
opciones miiltiples
Tipo/s  de|Verbal X
registro/s Numérico X
desde  los|Gréfico X
Los reglstro.s’ de | que sugiere Algebraico X No sugiere
representacion |resolver
Tipos de | ;Permite tratamiento? X
transforma- | ; Admite o pide X
ciones conversién?
(Es necesario explorar X
Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y argumentacion | ;Da lugar a la argumen- X
tacion o justificacion?
T Memorizacion X
La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexion X
requieren T Proced. Con Conexién X
T Produccién Mat. X
I CPS A: Promueve la | | I X |
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bisqueda de pruebas Valoracién
matematicas. positiva
CPS B: Requiere el uso

Pertinencia y significatividad | imprescindible de TD X
del uso de TD para resolver |CPS C: Mantiene el
enfoque en el objetivo X

matematico

CPS D: Brinda libertad
para recurrir a TD

CPS E: Permite la
eleccion libre de TD
Tabla 24. Escaneo de Consigna 18 con Grilla 2

X

2) Momento de examinacion

Presentamos posibilidades de resolucién con GeoGebra, dado que la consigna se
plantea para ser resuelta con software.
Procedimiento/s de resolucion
Inciso a)
e Con GeoGebra 5.0

Al ingresar en el renglon de entrada la ley de la funcion y utilizar la Hoja de calculo
para hacer evaluaciones en algunos nimeros cercanos a 1 (seleccionados al azar) se observa

lo presentado en la Imagen 25.

P \ista Algebraica ¥ | b Vista Grafica . | * Hoja de Calculo

i g | oW i - -
® fix) = ® ’ I H
v =1 | A B8 [~} o E - t
B2 = “X" |
g2 : | 1
" F —1
/ i X X :
3 o 1 2 16.8995
4 05 29874 15 10.5675
5 0.75 43152/ 125 8075
| 4 08 52808 11 6.TB16
/ 7 033 50283 1.01 6.0753
ot Y S o el e S50 SR L
4 J’ 8 0899 59928 | [1.001 §.0075
/
8

Imagen 25. Vistas algebraica y grafica y Hoja de Calculo (GeoGebra 5.0) para f(x) =

-1
Vx-1

A partir de la Vista grafica puede determinarse rapidamente que el limite planteado es
6, ya que se muestra una curva continua en x = 1, aunque no lo es. El uso de la Hoja de
calculo permite hacer evaluaciones que refuerzan esta conjetura.
e Con GeoGebra Suite

En la Vista grafica de esta version se puede identificar que sucede algo particular en

x =1 o en las proximidades de este valor, dado que muestra un sefialamiento especial (ver

Patricia Noemi Cavatorta 122



Imagen 26). Ademds, en la Vista algebraica puede calcularse el limite directamente (al igual

que en GeoGebra 5.0).

&
L innioeff, 1) II
[T} |I
¢
- |
)
3_
Imagen 26. Vista algebraica y grafica de GeoGebra Suite para f(x) = j;_i
Inciso b)

Los abordajes mds factibles (por lo propuesto en la parte a)) son con el uso de la Hoja

de Calculo o Vista Grafica.

e Con GeoGebra 5.0

Quien resuelve a partir de lo observado para la diferencia 6 — %_1 en la Hoja de

calculo (ver Imagen 27), podria plantear que:

Si x < 1, se observa que cuando x = 0,99 la distancia entre 6 y f(x) es menor que 0,5. Lo

mismo sucede para x = 0,999.

Si x > 1, se observa que cuando x = 1,01 la distancia entre 6 y f(x) es menor que 0,5. Lo

mismo sucede para x = 1,001.

| SkFyE

A Sirve -
o | 1| ~ S ' 3| Teoees|  -1089988] ne
05 29874 53:-1;-6: " |-;: m:ﬁ:a?_ﬁ: - 55_.*5: e
ors | 43me2) 16848 o | | 128 wors 2075 no
68 | 82000 07191 na | | 11| evee 07816 ne
088 58252 0.0747 | . 101] 80753 00753 s
0989 | 59825 o nmaz " ' [ v001| eo07s| 00075 s

3_
Imagen 27. Vista de Hoja de calculo con las diferencias 6 — %_i

Como1-099=0,01 y1-1,01 =-0,01 podria asegurarse que para x que disten
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del 1 menos de 0,01 se cumple que f(x) dista del valor del limite menos que 0,5 unidades.
Aunque probablemente haya otros x que disten mas que 0,01 de 1 para los cuales también se
cumple esta condicién. Se podria seguir explorando.

Una posibilidad es mirar qué x satisfacen la desigualdad,

x3-1 . x3-1
"— -6/ <05 obien 55<7—=<65
El software no resuelve estas desigualdades directamente. Pero es posible hallar una
3_
solucién en forma aproximada dentro del RRG. Ingresando las funciones g(x) = %_1 - 6|

y h(x) = 0,5 se obtiene un grifico como el de la Imagen 28 (consideramos un redondeo a 10

cifras decimales).

b Vista Algebraica “ | # Vista Grafica
le i(x) = et
vx—1
B2 =“X"
E2 = “X" j
gix) = |- o
: 7 ]

hix) = 0.5

A = (1.0649003773, 0.5) /
B = (0.9313853037, 0.5) : [

B =(0.9313853037, 0.5)
A =T110649003773,0°5)

Imagen 28. Vista Algebraica y Grafica de GeoGebra 5.0 paragy h

A partir de observar las abscisas de los puntos de interseccion entre las graficas de g y
h es posible encontrar una aproximacion a la respuesta. Como
1-0,9313853037 = 0,0686146963
1-1,649003773 = —0,0649003773

se puede asegurar que para x que se mantienen de 1 a una distancia menor que 0,064 unidades

se satisface |% - 6| < 0,5; aunque se sabe que hay mas x que también lo satisfacen.

Otra forma de abordar el problema desde la Vista Grafica y arribar a conclusiones
similares a las antes expuestas es mediante la construccién que presentamos en la Imagen 29.
Allf se trazan las rectas y = 5,5 e y = 6,5, se determinan los puntos de interseccion de éstas
con la grafica de f. Luego se construyen las rectas perpendiculares al eje x que pasan por

dichos puntos y se obtienen las distancias entre ellas y la recta x = 1.
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Imagen 29. Vista Grafica de GeoGebra 5.0 con grafica de f y rectas auxiliares

3) Momento de conclusiones parciales

La consigna solicita el trabajo dentro de los RRN y RRG mediante el uso de software.

En la parte a), la exploracion se ve reducida, dado que el valor del limite es facil de
identificar mediante la vista grafica en GeoGebra (en sus dos versiones). En cambio, la parte
b) permite la exploracién y la argumentacion desde distintos registros de representacién (no
impuestos), dado que la respuesta no es inmediata. El software no resuelve directamente, pero
€s necesario su uso para poder construir una respuesta.

El uso del software se impone, pero si no se impusiera, el/la estudiante tenderia a
utilizarlo, pues no es sencillo identificar como graficar la funcién. Graficar usando una tabla
de valores seria limitado y generaria incertidumbre. En el inciso a) es necesario el uso del
software para las evidencias graficas (RRG), no asi para las evidencias numéricas (RRN). En
el inciso b) el uso es imprescindible, ya que el establecimiento de relaciones entre las
distancias es limitado en una resolucion con l4piz y papel.

Si bien GeoGebra trabaja con aproximaciones racionales, un abordaje en paralelo en
los RRN, RRG y RRA puede aportar mejores aproximaciones a la posible respuesta, ya que
permite evaluar mds rapido en muchos puntos y disminuir el margen de error. Facilita también
la comprensiéon de la implicacion entre distancias, subyacente en la definicion métrica de
limite, pues trazando rectas paralelas a los ejes coordenados en los puntos de interés se
pueden establecer relaciones de implicacion entre las distancias de x a1 y de f(x) a 6.

Entendemos que con b) se pretende la construccion de las relaciones involucradas en
la definicién métrica de limite: “la distancia entre f(x) y 6 se hace menor que 0,5 siempre

que x tenga una cierta proximidad a 1”. La enunciacién es interesante, necesariamente
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implica exploracién y construccion de argumentos para dar respuesta, que pueden darse desde
o entre los RRN, RRG, RRV y RRA. Sin embargo consideramos que la funcién involucrada
en la consigna no es la mas adecuada si se pretende el hallazgo de una implicacién entre
desigualdades con valor absoluto para introducir la definicién métrica. El trabajo algebraico
es muy complejo y no inmediato, lo cual obstruiria tal objetivo. Presentamos en el 0 una
consigna que recupera estas ideas y que intenta subsanar las cuestiones sefialadas.

Por todo lo sefialado es una TPCC y con posibilidades de ser una TPM. El PM es rico
por las posibilidades de exploracién y argumentacion que habilita, contemplando diferentes
registros de representacion, tratamiento y conversion entre ellos. Ademas valoramos como
positiva la pertinencia y significatividad del uso de TD (a pesar de ser impuesto su uso), dado
que es imprescindible su uso para resolver (CPS B) y no se pierde de vista el estudio de
“algo” matematico (CPS C), sumado a que favorece la bisqueda de pruebas y estrategias de
resoluciéon (CPS A). Sin embargo, el PM podria fortalecerse si se considerase otra funcién que

posibilite ademas la resolucion algebraica para justificar lo solicitado.

6.3. RESULTADOS DERIVADOS DEL ANALISIS DE LAS CONSIGNAS
A partir del estudio llevado a cabo sobre las consignas seleccionadas, hemos
identificado ciertos resultados relevantes que se presentan en subapartados especificos.
- Resumen del andlisis de las consignas.
- Observaciones particulares destacadas.
- Puntos focales para el disefio de consignas introductorias en la ensefianza del limite
puntual y su definicién métrica.
- Ciriterios para valorar la fertilidad de consignas sobre limite puntual con disponibilidad de

GeoGebra en la resolucidn.

6.3.1. Resumen del analisis de las consignas

En la Tabla 25 exponemos un resumen de los anélisis presentados en el apartado 6.2.
En dicha tabla brindamos informacién detallada acerca de cada consigna, incluyendo su PM y
el tipo de tarea, de acuerdo a la demanda cognitiva. Ademds, mencionamos razones por las
que puede modificarse el enunciado y los aspectos en los que se enriqueceria la consigna con
dicha modificacion.

Consideramos cuatro razones (numeradas de A a D) por las que podrian modificarse

los enunciados de las consignas estudiadas:
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A) Evitar direccionar los procedimientos y respuestas.
B) Solicitar comunicacién o justificacion de los procesos realizados o afirmaciones hechas.
C) Hacer imprescindible el uso de GeoGebra
D)Extender el alcance del estudio, ampliando a mds casos, intervalos, nimeros, funciones,
registros, etc.
Establecimos aspectos que podrian enriquecerse realizando una o varias de las
modificaciones senaladas anteriormente. Dichos aspectos son:
I) Laexploracion.
II) La utilizacion de diferentes registros de representacion para abordar la problemaética.
[II) La argumentacion y el razonamiento justificado.
IV) La consideracion de aspectos fundamentales de la definicion.
V) La demanda cognitiva requerida.

VI) El establecimiento de conexiones con contextos reales.

Plant:
an e? Modificando
. abordaje PM X K Se
Consigna . Tipo de el enunciado . b
N° (Con o Sin Tarea ara ® enriquece
Software) | Pobre | Intermedio | Rico =

Notas
a

A: Evitar direccionar los procedimientos y respuestas.
B: Solicitar comunicacién o justificacién de los procesos realizados o afirmaciones hechas.
C: Hacer imprescindible el uso de GeoGebra
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D: Extender el alcance del estudio, ampliando a mds casos, intervalos, nimeros, funciones, registros, etc.
b

I: La exploracién.

II: La utilizacién de diferentes registros de representacion para abordar la problematica
III: La argumentacién y el razonamiento justificado.

IV: La consideracion de aspectos fundamentales de la definicion.

V: La demanda cognitiva requerida.

VI: El establecimiento de conexiones con contextos reales.

Tabla 25. Resumen del analisis de consignas realizado en 6.2

En este resumen se observan algunas tendencias que relacionan el nivel de PM vy el
tipo de tarea de acuerdo a la demanda cognitiva (con algunas excepciones), cuestiéon que
recuperamos en el CAPITULO 8. Los colores de las filas de la Tabla refieren al nivel de PM.

Ademds, se visibiliza que realizando modificaciones en los enunciados de las
consignas con PM pobre o intermedio podrian enriquecerse varios aspectos que las
transformarian en otras con mayor nivel de PM y de demanda cognitiva, por ende “mas

fértiles”.

6.3.2. Observaciones particulares destacadas

En las encuestas realizadas las consignas 1y 2 fueron sefialadas como importantes por
muchas/os estudiantes, y fueron varias las razones de dicha importancia: T1, T3, TS y T7.

Consideramos que si las consignas mencionadas lograron habilitar todo lo sefialado
por las/los encuestados, es probable que hayan estado respaldadas por una gestion de clase
que fomentd la comunicacién de argumentos y la discusién en torno a los mismos. Esta
afirmacién se basa en nuestro andlisis, el cual indica que dichas consignas son TM vy
presentan un nivel de PM pobre.

Basandonos en lo expuesto, podemos afirmar lo siguiente:

a) El hecho que las y los estudiantes opten por abordar ejercicios que incorporan
representaciones grificas de funciones y los valoren como relevantes (aunque esta
conclusion no sea una deduccidn directa de nuestro andlisis) sugiere la posibilidad de que
la formulacion de consignas desde un RRG contribuya sustancialmente a la claridad en la
comprension de los requisitos y al fomento de una comprension intuitiva del concepto de
limite puntual.

b) Para una primera aproximacién al concepto, es fundamental considerar consignas que
incluyan representaciones graficas de funciones. Sin embargo, ademas de esto, resulta
crucial la inclusion de interrogantes en las consignas que fomenten el surgimiento de las

ideas que las y los estudiantes sefialan en relacion con el concepto y su tratamiento en ese
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registro de representacion, asi como la posibilidad de realizar conversiones a otros
registros.

¢) En la construcciéon del concepto, no s6lo es importante analizar en qué casos el limite
puntual existe como un valor finito, sino también en qué casos no existe y por qué motivo.
Este enfoque favorece la comprension de la definicién informal del concepto.

Lo que sefialamos en el inciso c¢) anterior también es mencionado en los andlisis de las
consignas 3y 4.

Ademads, durante el andlisis de varias consignas (como las 3, 5, 6, 17) que se
proponian resolver sin el uso de software, vimos como la resolucién con GeoGebra podria
enriquecer la construccion del concepto de limite a través de diferentes registros de
representacion y las transformaciones entre ellos. El uso de GeoGebra también permite
ampliar el rango de estudio, es decir, analizar la existencia del limite para la variable
independiente tendiendo a cualquier ndmero real, no limitindose Unicamente a un valor
propuesto. Esta aplicacion proporciona una oportunidad para explorar casos mds amplios y
abarcar un espectro mas completo de escenarios en la comprension del concepto de limite.

También en algunos casos, como el de la consigna 14, donde se sugiere el uso de
software para un inciso en particular, el uso de GeoGebra empobrece el PM de la consigna si
se utiliza en los incisos para los que no se indica explicitamente. Al indicar el uso de un
software en uno de los incisos se supone que el estudiantado tendrd acceso a él, por lo que
seria beneficioso extender su uso a los restantes, lo cual requeriria una reformulacién del
enunciado. En cambio, en la consigna 18, el uso del software se vuelve indispensable para
resolverla y, ademads, enriquece las posibilidades de exploracién y argumentacion, es decir, su
nivel de PM se ve mejorado.

Hay consignas (como la 12 y la 13), que pretenden establecer conexiones entre el
concepto de limite puntual y problemas reales que aluden a la velocidad instantdnea y la
rapidez, y al mismo tiempo que se exploren las interpretaciones geométricas de estos
conceptos fisicos. En el estudio se justifica la pobreza del PM de las mismas.

Las consignas 8, 9 y 10 aluden a aspectos de la definicion métrica de limite e
incorporan el uso de la notacién correspondiente. Consideramos que las tres tienen un PM
intermedio, pero mostramos que las dos primeras tienen un PM mds rico mds en comparacion
con la dltima, donde se solicita realizar una demostracién € — §. La 8 y 9 se distinguen por
requerir una interpretaciéon grafica de las dependencias de € y § y requieren mayor
exploracidn y andlisis para poder dar una respuesta. Las consigna 11 y 18 también buscan que

el/la estudiante establezca conexiones que ayudan a la interpretacion de la definicion métrica
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de limite y tienen un PM rico.

La consigna 15, a pesar de parecer muy simple a primera vista debido a su enunciado
preciso, consideramos que posee un PM rico. Esto se debe a las amplias oportunidades que
brinda para la exploracién y la argumentacion. Aunque la apariencia inicial pueda ser
engafiosa, esta consigna permite a las y los estudiantes indagar mas a fondo y desarrollar

razonamientos s6lidos en su resolucion.

6.3.3. Puntos focales para el disefio o seleccion de consignas introductorias en la
enseiianza del limite puntual y su definicion métrica
A lo largo del proceso de estudio, hemos identificado una serie de elementos

fundamentales que deben ser considerados al disefiar o seleccionar consignas destinadas a

ensefiar este tema. Estos elementos, a los que hemos denominado puntos focales, son:

» Fomentar la exploraciéon y la argumentacion. Es esencial priorizar la estimulacion de la
exploracion activa y la argumentacién entre las y los estudiantes.

» (Claridad sobre el aspecto del concepto de limite que se desea abordar. Resulta imperativo
contar con una comprension nitida respecto al aspecto particular del concepto de limite que
se busca fomentar en términos de pensamiento y reflexion, con el propésito de facilitar su
construccion.

* Neutralidad del uso de software en la resolucién. Las consignas que no han sido
concebidas especificamente para ser resueltas con la utilizacién de software no deberian
verse perjudicadas en términos de su nivel de PM y demanda cognitiva si se recurre al uso
de un software de uso cotidiano de las y los estudiantes.

» Variedad de registros de representacion. Es esencial que las consignas permitan la
incorporacién y utilizacion de multiples registros de representacion, dado que esta
diversidad contribuye significativamente a una mayor comprension del concepto.

* Conexién con el concepto y produccion de conocimiento. Es recomendable que las
consignas involucren alguna conexién con el concepto en cuestion o den lugar a la
produccién de “algo matematico” para la generacion de conocimiento nuevo.

Estos puntos focales se erigen como directrices esenciales en la formulacion de

consignas fértiles para la ensefianza y el aprendizaje del tema en estudio.
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6.3.4. Criterios para valorar la fertilidad de consignas sobre limite puntual con

disponibilidad de GeoGebra en la resoluciéon

En funcién del andlisis (6.2) y de los resultados presentados hasta el momento
elaboramos criterios para establecer las razones que hacen a la fertilidad de consignas como
las estudiadas.

Una consigna sobre limite puntual con disponibilidad de GeoGebra para ser resuelta
es fértil si:

» Criterio 1. Habilita la exploracion y la argumentacion en las y los estudiantes. Es decir, no
debe indicar los pasos, caminos o procedimientos a seguir en la resolucién y debe solicitar
(implicita o explicitamente) la elaboracién y comunicacion de resultados relacionando el
lenguaje comin y el matemaético.

Entendemos que una consigna habilita posibilidades de:

- Exploracion, si permite que se examine y analice la situacion problemdtica planteada
desde diferentes caminos de resolucion y diferentes registros de representacion
semidtica. Y asi, poder reconocer y registrar patrones, establecer conjeturas fundadas
en lo realizado. Es decir, dar lugar a quien resuelve de reconocer diferentes
propiedades o caracteristicas de un objeto matematico desconocido o poco conocido
desde sus saberes, estrategias y procedimientos disponibles.

- Argumentacion, si requiere la exposicion de ideas o razonamientos para fundamentar
un procedimiento matemdtico utilizado, una conjetura deducida o un resultado
hallado. Un argumento (escrito u oral) en el proceso de aprendizaje de un concepto
matematico es un conjunto de aseveraciones que plantean una relacién coherente entre
lo que se piensa, se hipotetiza o conjetura y se muestra en la resolucién de la consigna
planteada. En este sentido, la realizacion de una demostracion no implica
necesariamente un acto de argumentacion, todo dependera de las caracteristicas del
trabajo matemadtico que se ponga en juego y de las aseveraciones que se expliciten.

e Ciriterio 2. Tiene por objetivo ensefiar alguna idea clara sobre limite en relacion a, por
ejemplo: el dominio de la funcién involucrada, la suficiencia de las aproximaciones, las
aproximaciones vinculadas, el significado del signo “=" en la notacion, un procedimiento
para resolver, la vinculacion entre los hallazgos en distintos registros de representacion.

e Ciriterio 3. No se ven disminuidas las posibilidades de exploracion y argumentacion y la
construccion de ideas sobre el concepto cuando se usa GeoGebra en la resolucion. Esto
no implica necesariamente que las consignas deban resolverse exclusivamente mediante el

empleo del software. Sin embargo, es fundamental evitar la situacién en la cual, si un/a
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estudiante opta por utilizar el software, este facilite por completo el proceso de resolucion,
brinddndole respuestas que le permitan completar la actividad exitosamente sin requerir la
construccion de un entendimiento sélido del concepto en cuestion. En sintesis planteamos
que, el uso de GeoGebra no debe obstruir el cumplimiento de los dos primeros criterios.

e Ciriterio 4. Habilita del uso de muiiltiples registros de representacion, dado que el uso de
distintos registros contribuye a mejorar la comprension del concepto. Esto no implica que
la resolucién deba obligatoriamente incorporar todos los tipos de registros de
representacion semidtica disponibles. Sin embargo, se espera que, en la medida de lo
posible, se recurra a mas de un registro. Depender exclusivamente de un tnico registro de
representacion podria ser insuficiente para garantizar certeza en la respuesta
proporcionada.

e Ciriterio 5. Exige un considerable esfuerzo cognitivo. Resulta pertinente que la resolucion
de la consigna exhiba una demanda cognitiva significativa, evitando la mera aplicacion
superficial de procedimientos generales y, en su lugar, requiriendo un enfoque de
pensamiento no algoritmico. Esto se debe a que la ruta de resolucién no se presente
completamente predecible. Es esencial que exija la habilidad de establecer conexiones
intrinsecas entre distintos procedimientos, resultados y el concepto de limite, asi como la
capacidad de generar nuevas perspectivas de conocimiento. Adicionalmente, se busca que
fomente el pensamiento critico y la reflexién, particularmente en términos de las
limitaciones inherentes a determinados procedimientos al momento de afirmar o negar la
existencia de un limite. En dltima instancia, el propésito fundamental radica en promover

una comprensién profunda del concepto de limite y su definicion.
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CAPITULO 7

REFORMULACION Y PRODUCCION DE CONSIGNAS

Este capitulo cuenta con dos apartados importantes. En el 7.1 presentamos la reformulacion
de algunas de las consignas analizadas en el apartado 6.2, basdndonos en los resultados
expuestos en el apartado 6.3. Estas reformulaciones se ofrecen como ejemplos ilustrativos. En
el 7.2 presentamos ‘“nuevas consignas” fértiles especialmente disefiadas para abordar la

construccién de la definiciéon métrica de limite puntual.

7.1. REFORMULACION DE ALGUNAS CONSIGNAS ANALIZADAS

En este apartado, presentamos la reformulacién de seis consignas (2, 6, 8, 12, 14y 17)
de las expuestas previamente en el apartado 6.2. El propdsito de esta reformulaciéon es
enriquecer su fertilidad, teniendo en cuenta el analisis individual realizado para cada una de
ellas, asi como los resultados generales expuestos en el apartado 6.3.

La seleccidn de estas seis consignas se basa en su capacidad ejemplificadora de las
consideraciones sefialadas en el apartado 6.3.1. Esta seccién trata sobre las razones que
pueden motivar la modificacién de los enunciados de las consignas estudiadas y los aspectos
que podrian enriquecerse a través de dichas modificaciones. Para evitar redundancias en el
texto, es recomendable consultar la Tabla 25 mientras se lee la nueva version de cada
consigna.

Es importante tener en cuenta que las reformulaciones presentadas no son las Unicas
posibles ni necesariamente las mejores maneras de modificar las consignas. Se trata de
propuestas que, en nuestra opinion, contribuyen a enriquecer diversos aspectos, aumentando
asi el PM y las exigencias cognitivas que demandan para su resolucion; por ende, su
fertilidad.

Por lo anteriormente expuesto, es fundamental comprender que estos aportes del
trabajo de investigaciéon no son definitivos. No obstante, consideramos que pueden resultar

utiles tanto para docentes como para investigadores/as que se interesen por el tema.
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Consigna 2

Comnsigna reformulada

Indicar los valores de ¢ para los cuales
lim,_.. f(z) no existe.

Si la grafica de [ es la de la imagen v
¢ enalquier nimero real, jexiste el Hnite
de f(r) cuando r tiende a ¢? Explicar las
razones por las que puede asegurar lo que
se conchiye para cada c.

Consigna 6

Consigna reformulada

¥ Crear una tabla de valores para es-
timar im, . f(x). A continuacion utili-
zar un programa grafico para amphar la

x—l) T

después de caleular el cociente en @ = £1,
g =401, a =4+ 01, o= 10, 001.

grafica cerca de r = ¢ para justificar la
estimacion o para mejorarla.
Estimar
. 1 —rcosx , .
lim (medidos en radianes)

Sea la funcion definida por f(r) = H%

S1 ¢ es cualquier mimero real, jexiste el
limite de f(x) cuando x tiende a 7 Ex-
phear los procedimientos utilizados para
asegurar lo que se concluye para cada c.

Consigna 8

Consigna reformulada

JCudl de los & presentados en la figura
“funciona” con el ¢ dado?

-
L+& + ',-’
”~
L--——————T
L-# 4 o
i |
.'/..
/ |
r I
i L L l i a
3 | e e [ r
I €=8y \ F [ £%8; ’
c-&; c—d;c+ 8, c+ &,

Se sabe que lim,_. f(x) = L. Conside-
rando la figura, explicar cudl /es de los &
presentados “funciona” con el € dado. Co-
mentar qué otros § podrian “funcionar” v
por qué,

¥y -

L+e 4 -
-~
F o
L l-—————————.?}
L-% + F I
Vs |
/
F i '
|
4 I
Jl)a' i ri l iy A L
7 & g & ] e 1 I
Fle=8; \ F Jc¥oy\
=y i O+ i+ iy
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Consigna 12

Consigna reformulada

Un tangue contiene 1000 galones de agua
que se descargan del fondo del tanque en
media hora. Los valores de la tabla mues-
tran el volumen V' de agua restante en el
tangue (en galones) después de ¢ minu-
tos.

Un tanque contiene 1000 galones de agna
que se descargan del fondo del tanque en
media hora. Los valores de la tabla mues-
tran el volumen V' de agua restante en el
tangue (en galones) después de ¢ mnu-
tos.

flmin) | 5 10 | 15 | 20 [ 25 | 30

f{fmm) | 5 10 5 | 20 30

250 | 111 | 28 | O

Vigal) | 604 | 444

]
v s W=

111 ()

V{gal) | 604 | 444 | 250

(a) Si P es el punto (15, 250) en la grafi-
ca de V, encuentre las pendientes
de las rectas secantes P() cuando €
es el punto en la grafica eon 1 =

5,10,20,25 y 30.

Estime la pendiente de la recta tan-
gente en 17 al promediar las pendien-
tes de las dos rectas secantes.

(c) Use una gratica de la funcion para
estimar la pendiente de la recta tan-
gente en P. (Esta pendiente repre-
senta la rapidez a la que el agua sale

del tangue después de 15 minutos. )

(a) Estime la velocidad aproximada con
la que esta disminuyendo el volumen
de agua en el tanque a los 15 mi-
mitos. Explique qué tuvo en enenta
para estimar.

Analice si existe nna funcion que per-
mita: modelizar la situacién y deter-
minar de manera aproximada la ve-
locidad en cada instante de tiempo
durante el periodo de descarga.

(¢) Explique con sus palabras lo que su-
cede durante la descarga en funcion
de las velocidades mstantaneas.
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Consigna 14 Consigna reformulada

El punto P(1.0) se encuentra en la curva | El punto P(1.0) se encuentra en la curva

¢ 10 ik
y = sen(=2), y = sen(=-).

(a) Si @ es el punto (z,sen(107/x)), | (a) Si @ es el punto (x,sen(107/z)), en-

encuentre  la  pendiente de la cuentre las pendientes de las rectas
recta  secante P (correcta  a secantes PO considerando puntos €)
cuatro lugares decimales) para r = proximos a P, | Esas pendientes pa-
2;1,5;1,4;1,3;1,2;1,1;0,5;0,6; 0, 7; recen aproximarse al de la pendiente
0.8 v 0,9. ;Las pendientes parecen de la recta tangente? Justifique.

aproximarse a un lmite? sk : - :
(b) Explique qué condiciones propondria

para los puntos () de manera que
usando la pendiente de dos rectas se-
cantes se pueda llegar a una buena
estimacion de la pendiente de la rec-
ta tangente en P.

_r‘ T L
(b) £ Use la grafica de la curva para ex-

plicar por qué las pendientes de las
rectas secantes del inciso (a) no estdn
cerca de la pendiente de la recta tan-
sente en P.

(e) Al escoger rectas secantes apropia-
das, calcule la pendiente de la recta
tangente.

Consigna 17 Consigna reformulada

Intuva el valor del limite (si existe) al eva- | Para cualquier nimero real a, analice la
Inar la funcion en los niimeros dados (co- | existencia de

rrecto a seis lugares decimales). -
. =
him — ;
. a2 rrag?— g —2
m — —.
r+-172 —3—2 — o s R 1
v explique las razones por las que arriba

r=0:—0,5 —0,9:—0,95: —0,99:—0, 999: | a esas conclusiones,
—2:—1,5;—1,1;—1,01: =1, 001

7.2. PROPUESTA DE CONSIGNAS FERTILES PARA LA CONSTRUCCION DE
LA DEFINICION METRICA DE LIMITE PUNTUAL

A partir del exhaustivo andlisis de las consignas 8, 9, 10, 11 y 18, surgi6 la necesidad
de disefiar consignas fértiles que aborden de manera efectiva la construccién de la definicion
métrica de limite y su no satisfaccion en casos donde el limite puntual no existe.

En respuesta a esta necesidad, redactamos dos consignas (I y II) con PM rico y un alto
nivel de exigencia cognitiva para quienes las resuelvan, especificamente TPM. Aunque estas
consignas pueden parecer direccionadas, superan ampliamente las pricticas dulicas

tradicionales, que se limitan a presentar la definicion, explicarla desde el RRG y RRA y
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practicar los procedimientos para encontrar un 6 dado un .

Al disefarlas, consideramos las observaciones particulares del apartado 6.3.2, sobre
las consignas que abordan cuestiones relacionadas con la definicion métrica. También
tuvimos en cuenta los criterios expresados en el apartado 6.3.4.

Cabe mencionar que estas consignas fueron readaptadas en un par de oportunidades en
funcion de pruebas pilotos realizadas en clases de Calculo I. No exponemos esta descripcion
porque excede los objetivos de la tesis, pero serdn motivo de estudio en la continuidad de esta

investigacion.

Consigna 1. Para construir la definicidn métrica

(1) Caleular lim, .z f(7), siendo f(z) = %

[a] ;{Cudn cerca de 2 tienen gque estar los valores de r (en el eje r) para garantizar

gue todas las imagenes de [ estén a distancia menor que 1 de b, 4 %’

[b] ;Cusn cerca de 2 tienen que estar los valores de 7 (en el eje 7) para garantizar que

tnda:. las imagenes de [ estém a distancia menor que 0.5 de lim, o ”;—i

(2) A partir del estudio realizado en el punto (1)[a] responder:

[a] ;Para qué conjunto del dominio de la funeidn sueede que

- 3 R
j'I.F,I—]J.I'!lJ._-,g% |-.,_ 1?

[b] Traducir lo analizado anteriormente en una implicacion de la forma:
Si 0 <

r—2|< ... entonces | f{r) —lim.a fz) |< 1
[€] Trabajar con la expresion | f(x) — Hm..q f(2) | para Hegar s una expresidn gue
involucre | r — 2 | ¥ lnego reescribir el punto [b|.

(3) A partir del estudio realizado en el punto {1)[h]| responder:

[a] ;Para queé mnilmm del dominio de la funcion sucede que

Jix) — limg a2 < 0. 57

[b] Traducir lo analizado anteriormente en una implicacion de la forma:
Si0<|z—2|< .. entonees | f(z) —lm, ., flz) < 0.5

[€] Trabajar con la expresion | f(r) — Hm, s f(7) | para llegar a una expresién que
involucre | ¥ — 2 | ¥ luego reescribir el punto [b).

(4) Si en lugar de 1 y 0.5 se considera un mimero ¢ > 0. Encontrar una forma para
determinar el mimcrn gue falta en la signiente implicacion.
Si0<|r— oo emtonees | f(x) — limes fi(z) |< ¢
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Consigna II. Para analizar que no se satisface la definicion métrica en la
no existencia de un limite
Sea f la funcion defimida por

sir<0

Ilz) =

1 —-2¢ s8ig>D

[a] Encontrar el intervalo mas grande del dominio de f en el que se satisfaga que:
(i) | flz)—1|< L
(i) | flz)—1|<0,5

[b] ;Es posible encontrar un intervalo del dominio de la funcidn centrado en 0 para
el cual se satisfaga que | f(z) — 1 |< 0,27 Justificar,

[¢] Tradueir lo hallado en el inciso [a] en notacion matematica utiizando desigual-

dades.

[d] Realizar un andlisis del tipo de intervalos del dommio de f que satisfacen | f(x)—
l |< €, para cualquier £ > 0.
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CAPITULO 8

EVIDENCIAS, CONCLUSIONES Y CONTINUIDAD

Este capitulo tiene como propdsito presentar: corolarios de los resultados obtenidos del
andlisis de las consignas, las justificaciones del cumplimiento de los objetivos planteados en
la investigacion, las conclusiones finales, las producciones generadas y las posibles lineas de
continuidad del estudio. Lo estructuramos en cuatro apartados principales.

En el apartado 8.1, presentamos los corolarios que surgieron de los resultados obtenidos del
andlisis de las consignas estudiadas. Estos proporcionan una perspectiva critica y
enriquecedora que da cuenta de una cabal valoracién de las mismas en funcién del marco
tedrico.

En el apartado 8.2, justificamos el cumplimiento de los objetivos (4.2) que nos propusimos en
la investigacion. Esto refleja la validez del estudio a partir de un andlisis riguroso y
sistemdtico de los datos y las actividades realizadas, permitiendo una comprensién mas
profunda de la temdtica abordada.

En el apartado 8.3, exponemos las conclusiones finales sintetizando los aportes centrales de la
investigacion.

Por dltimo, en el apartado 8.4, damos cuenta de las producciones que surgieron durante el
proceso de investigacion y sefialamos las posibles lineas de continuidad que podrian ser
exploradas en futuras investigaciones, con el objetivo de profundizar y ampliar los hallazgos y
contribuciones de este estudio.

En conjunto, este capitulo brinda una vision integral de las reflexiones, conclusiones y
perspectivas de desarrollo que emergieron a lo largo de la investigacion, aportando asi al

campo de conocimiento correspondiente.

8.1. COROLARIOS DE LOS RESULTADOS
Los resultados derivados del andlisis de las consignas (expuestos en el CAPITULO 6)
han propiciado discusiones de cardcter tedrico-didactico que decantaron en el establecimiento

de corolarios de nuestro estudio. Los presentamos a continuacion.
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» Jdentificamos algunas regularidades, tendencias y anomalias" a partir del estudio de la
Tabla 25 y ampliamos las justificaciones con la revision del anélisis de algunas consignas.

v' En términos generales, las consignas con un PM pobre tienden a demandar un
esfuerzo cognitivo limitado de quien resuelve, implican TM y TPSC. Concluimos que
para elevar la calidad de estas consignas, es necesario, como minimo, reformular sus
enunciados para que requieran explicacion o justificacion de los procesos seguidos o
afirmaciones realizadas. No obstante, hacemos una salvedad para la consigna 6 (la
unica dentro del grupo que es propuesta para la resoluciéon CS), ya que presenta
algunos rasgos de una TPCC. En busca de su mejora, proponemos modificarla de
manera que se evite la orientacidn especifica de los procedimientos y respuestas, y se
amplie el alcance del andlisis considerando los limites para cualquier nimero real.
Esta modificacién contribuiria a enriquecer el nivel de desafio y profundidad cognitiva
de la consigna, promoviendo asi una comprensién mds completa del concepto.

v En general, las consignas con PM intermedio demandan un mayor esfuerzo cognitivo
y las asociamos a TPCC y TPM. Similar a lo planteado para las consignas con PM
pobre, hemos llegado a la conclusién de que para elevar su calidad, es esencial
modificar los enunciados de manera que requieran explicaciones o justificaciones. Sin
embargo, observamos excepciones en las consignas 10 y 14, las cuales también
podrian ser consideradas TPSC. La consigna 10, solicita una demostracién usando la
definicién métrica y la consigna 14 es propuesta para resolver CS. Proponemos
enfoques distintos para su mejora. Especificamente, planteamos ajustes diferentes que
aborden sus particularidades.

v En lo que respecta a las tres consignas con PM rico, identificamos que se caracterizan
por representar una alta exigencia cognitiva. Especificamente, categorizamos las dos
consignas destinadas a la resolucion SS como TPM, mientras que la consigna
destinada a la resolucién CS la hemos clasificado como TPCC.

Condensamos las observaciones previamente expuestas en la Imagen 30. En ella es

posible visualizar las tendencias identificadas, asi como las excepciones sefialadas.

Asimismo, se pone en evidencia que la regularidad que hemos detectado se centra en las

tres consignas propuestas para ser resueltas CS, las cuales presentan variaciones en la

demanda cognitiva en comparacién con las consignas de su grupo respectivo. Estas

diferencias pueden manifestarse en un nivel de demanda cognitiva mayor o menor en

13 p . S . . .
Anomalia: cambio, desviacion o discrepancia respecto de lo que es normal, regular, natural o previsible.
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relacidn con otras consignas del mismo nivel de PM.

J. | | |
T™ - M /Consigna 6
TPSC Parcialmente
TPCC

TPCC - Consigna 14 * Consigna 10

TPM A TPSC TPSC-TPCC
Consigna 18 k .]
TPM e .
Consignas
para resolver
C5

Imagen 30. Tendencias, anomalias y regularidades en los resultados

» EI planteamiento anterior nos condujo a cuestionarnos: jes el empleo del software en la
resolucién un factor importante que altera el tipo de demanda cognitiva? En respuesta a
este interrogante, consideramos que, si bien la disponibilidad o ausencia de software puede
habilitar o limitar ciertos procedimientos, este no es el motivo subyacente de las
diferencias en el tipo de demanda cognitiva inducida; dado que consideramos la
posibilidad de utilizar GeoGebra para resolver todas las consignas en las que fuese viable.
Inferimos que la disparidad en el tipo de demanda cognitiva generada estd relacionada con
la redaccién del enunciado, la orientacion en la exploracion y la argumentacién, asi como
la imposicion de ciertos tratamientos dentro de los RRN y RRG. Estos elementos parecen
influir en como las y los estudiantes abordarian y desarrollarian su pensamiento,
independientemente de si utilizan software o no.

* En la mayoria de las consignas analizadas, observamos que no se solicita explicitamente la
presentacion de argumentos, y en muchas de ellas las exploraciones estdn guiadas y se
establece una limitacion en los registros de representacion desde los cuales abordar el
problema. Esta caracteristica conlleva implicancias significativas en términos del PM vy las
demandas cognitivas necesarias para su resolucion, y por ende en la fertilidad.

» Particularmente, las consignas que poseen un PM rico (consignas: 11, 15 y 18) tienden a
allanar el camino hacia la construccion de la definicion métrica o la interpretacion de la

notacion.
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* En las encuestas identificamos que varias/os recuperan como importante la consigna 10
que implica demostrar utilizando la definicion métrica. En nuestros resultados este es un
caso anémalo, dado que la clasificamos con PM intermedio, pudiendo ser considerada en
ocasiones una TPSC, en caso de que quien resuelve responda satisfactoriamente imitando
una demostracion previa detectada, sin reflexionar sobre la relaciones establecidas en la
definiciéon métrica. Tal como estd redactada no brinda seguridad respecto de que esté
propiciando la exploracion y la argumentacion, a pesar de que demostrar es una forma de
argumentar. Asi, las discusiones circularon en relacién a lo que significa argumentar y si
necesariamente la solicitud de una demostracion del estilo posibilita la argumentacion en el
sentido planteado en el marco tedrico. Acordamos que el aprendizaje del procedimiento de
demostracién formal no implica automéaticamente la construccién de argumentos en torno a
la definiciéon métrica de limite. Esto no significa que las y los estudiantes no deban
aprender dichos procedimientos, ya que son fundamentales para el desarrollo de
habilidades matemadticas, para comprender la importancia de las demostraciones formales
en este ambito y el uso de las definiciones para tal fin. Esta fue una de las razones por la
que resultd imperioso proponer “nuevas consignas” para el tratamiento de la definicion
métrica.

= El optar por el uso del software GeoGebra para pensar posibles resoluciones de las
consignas seleccionadas contribuy a la uniformidad de los andlisis, lo que permitid

establecer comparaciones concretas a partir de los resultados obtenidos.

8.2. CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS

Valoramos un total de 18 consignas propuestas para la ensefianza del limite puntual de
funciones reales de variable real, extraidas de dos libros de texto recomendados en la catedra
de Calculo I de la carrera de Profesorado en Matematica de la FHUC-UNL.

Fue posible realizar un andlisis de estas consignas a partir de las teorias que
seleccionamos para el estudio y el marco tedrico construido. Las actividades y decisiones que
fuimos describiendo en las distintas fases de la investigacion nos permitieron cumplir con los

objetivos especificos planteados.

8.2.1. Objetivo: “Establecer criterios de seleccion de libros y consignas de limite
puntual propuestas en ellos”

Para la seleccion de libros y consignas de los mismos establecimos criterios que
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expresamos en los apartados 5.1 y 6.1. Estos atendieron diferentes aristas, como ser, el
contexto educativo, la mirada del estudiantado y la de las investigadoras en funcién de los
hallazgos a partir de las actividades de investigacion llevadas a cabo (encuesta y andlisis
general de libros). Esto da validez y confiabilidad a nuestra investigaciéon, dado que las
consignas no fueron seleccionadas al azar o por conveniencia, sino bajo la utilizacién de

dichos criterios.

8.2.2. Objetivo: “Determinar indicadores para valorar la fertilidad de las consignas”
Los primeros bosquejos del marco tedrico en conjunto con los andlisis incipientes de
algunas consignas nos permitieron determinar los indicadores para valorarlas (la redaccion,
las oportunidades de exploracién y argumentacién que proporcionan a partir de diversas
formas de representacion semidtica, la complejidad cognitiva exigida al resolver y la
influencia ante el uso de un software como GeoGebra). Surgi6 asi el concepto de “fertilidad
de consignas matematicas” que expusimos en el marco tedrico presentado. Dichos indicadores
(4.4.2.1.1) no fueron excluyentes, sino que se complementaron para el andlisis integral de

cada consigna y fueron claves para el disefio del instrumento “Grillas de escaneo”.

8.2.3. Objetivo: “Identificar aspectos subyacentes al concepto de limite involucrados en
las mismas”
Identificamos, a partir del anélisis, que las consignas abordan diversos aspectos en
relacion al lim,. . f(x). Los detallamos a continuacion.
* Para que el limite exista:

v" No es necesario que la funcién esté definida en ¢, pero si en un intervalo de la forma
(c—=p,c) U (¢c,c +p)parap > 0 (consignas: 1, 2,5, 6,7, 17).

v Las imégenes de la funcién se aproximan a un valor fijo para valores de la variable
independiente suficientemente proximos al valor para el que se calcula el limite
(consignas: 1, 5, 6, 7, 15, 16).

v' Si ¢ pertenece al dominio de la funcion, es irrelevante el valor f(c) (consignas: 1, 2, 7,
15, 16).

= Para que el limite no exista:

v La imégenes de la funcién no deben aproximarse a un valor fijo (o un dnico valor fijo)

conforme x se aproxima al punto de interés (consignas: 2, 3, 4, 16, 17)

®» Cuando el limite existe:
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v" El significado del signo en la notacién (consigna 15).

v Establecimiento de relaciones entre € y &§, haciendo uso de lo establecido por la
definicién métrica (consignas: 8, 9, 10).

» Andlisis de su existencia a partir de relaciones entre desigualdades con valor absoluto que
involucran condiciones del conjunto imagen de una funcién para x € (c —p,c) U (c,c +
p) conp > 0 (consigna 11).

» Introduccién a la definicion métrica desde un razonamiento sobre aproximaciones

numéricas (consigna 18).

» Aplicacién de concepto en contextos intra y extra matematicos (consignas: 12, 13, 14).

8.2.4. Objetivo: “Describir la influencia del uso de GeoGebra en la resolucion de ellas”

La utilizaciéon de GeoGebra para la resolucién de las consignas puede aumentar las
posibilidades de exploracién y de argumentacién, como asi también el trabajo desde distintos
registros de representaciéon. Sin embargo, esto estd intimamente relacionado con lo que
propone la consigna. Identificamos casos en los que su uso empobrece el PM y otros en los
que lo enriquece. A partir de los resultados obtenidos reconocimos aspectos favorables y no
favorables. Los expresamos a continuacion.

» GeoGebra se configura como una herramienta de relevancia sustancial en el contexto de
este estudio, dado que facilita la exploracion integral de las consignas pertinentes a la tesis.
Esto se debe a su capacidad para abordarlas desde diversos registros de representacion en
simultdneo, permitiendo ademds llevar a cabo el tratamiento y conversiones entre estos
registros de manera efectiva. Se ven potenciadas las posibilidades de exploracién y
argumentacion y por ende el PM.

» La utilizacién de GeoGebra contribuye a la expansion del espectro de investigacion viable
a partir de una consigna dada. Esto se traduce en la capacidad de analizar la existencia o
inexistencia de un limite para la variable independiente cuando tiende hacia cualquier
nimero real. En contraste con la mayoria de las consignas estudiadas, que restringen el
estudio del limite para un tnico valor propuesto, GeoGebra brinda la oportunidad de
proponer consignas donde se explore un abanico mas amplio de situaciones, lo que a su
vez posibilita abarcar una gama mdas completa de escenarios en la aprehension del
concepto de limite.

* En ciertos casos, como el de la consigna 14, donde se sugiere la utilizacién de software

para abordar una parte especifica, la inclusion de GeoGebra empobrece el PM de la
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consigna si se emplea en las partes no sefialadas explicitamente. Al indicar el empleo de
software para una parte, se infiere que las y los estudiantes tendrdn acceso a dicha
herramienta, por lo que seria provechoso extender su aplicacién a las demds partes de la
consigna, lo cual requeriria reformular el enunciado. En contraste con lo planteado, en la
consigna 18, el uso del software se torna esencial para su resolucion, ademas de enriquecer
las oportunidades de exploracion y argumentacion, elevando asi su nivel de PM.

Dentro del marco de nuestra investigacion, las y los estudiantes cuentan con el recurso
GeoGebra a su disposicion. No obstante, segtin lo observado en el andlisis efectuado, su uso
no siempre resulta eficaz en el abordaje de las consignas estudiadas. En otras palabras,
emplear el software en la resolucion de estas consignas en ocasiones disminuye el nivel de

PM.

8.2.5. Objetivo: “Proponer algunas consignas fértiles que ofrezcan oportunidades
efectivas para la construccion del concepto de limite, teniendo en cuenta su
complejidad”

Para poner en prictica nuestros hallazgos y mostrar que es posible contar con
consignas fértiles para la ensefianza del tema, reformulamos seis consignas de las estudiadas y
formulamos dos nuevas, atendiendo a los resultados expresados en el apartado 6.3.
Elaboramos las dos nuevas consignas con el objetivo de introducir la definicién métrica de
limite puntual, por su importancia en el drea andlisis matematico y la observacion de la
insuficiencia de consignas para tal fin.

Las seis consignas reformuladas superan en su nivel de fertilidad a las originales, dado
que se ven mejorados la mayoria de los aspectos que refieren a los criterios expresados en el
apartado 6.3.4.

Por otro lado, las dos nuevas consignas cumplen en forma parcial o total dichos
criterios, por lo que son fértiles dado que tienen un PM rico y requieren alta demanda
cognitiva para su resolucién. Ofrecen buenas oportunidades de exploracién y argumentacion
desde diversos registros de representacion y no se impone el uso del software. Este dltimo
resulta necesario para la resolucion, permitiendo mads transformaciones de registros de

representacion.

8.3. CONCLUSIONES GENERALES

En esta investigacion logramos cumplimentar con los objetivos especificos planteados
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para valorar consignas matemaéticas relativas a la ensefianza de limite puntual de funciones
reales de variable real. Si bien el estudio estuvo contextualizado a consignas extraidas de
libros de texto recomendados por la citedra de Calculo I del Profesorado en Matematica de la
UNL, hemos llegado a conclusiones que permiten valorar consignas sobre el tema en general.

Con la intencionalidad de valorar las consignas surgié la necesidad de definir “qué
valorar”. Esto dio origen a el establecimiento de la definicion de “fertilidad de una consigna
matematica”, sustentada en los planteos de distintos referentes de la Educacién Matematica
como Barreiro y Rodriguez (2014), Barreiro et al. (2016), Smith y Stein (1998) y Stein et al.
(2000), Duval (1993, 1998, 1999a, 1999b, 2006, 2016), y las consideraciones particulares
construidas y fundamentadas en el marco tedrico.

Realizamos un andlisis de las consignas seleccionadas de manera rigurosa y
sistematica a partir de indicadores que establecimos para la valoracién, que nos permitié
arribar a resultados contundentes, dando origen a la elaboracion de criterios para estudiar la
fertilidad de consignas matematicas sobre el tema con disponibilidad de GeoGebra para ser
resueltas.

Cabe aclarar que algunos hallazgos de nuestro estudio son los criterios establecidos
para la seleccién de libros de texto y de consignas (de los mismos) para someter al estudio.
Otros aportes son los instrumentos construidos para la recolecciéon de datos y andlisis de
consignas. Estos dieron transparencia y fiabilidad a nuestro trabajo, y puede ser de utilidad
para otras investigaciones del estilo.

Ademads, de los resultados obtenidos identificamos corolarios (presentados en el
apartado 8.1) que vislumbran los cruces de las teorias y conceptos recuperados para el
estudio, a saber, PM y demanda cognitiva de una consigna, registros de representacion
semidtica, pertinencia y significatividad del uso de TD en la resolucién de consignas y
aspectos relevantes del concepto de limite puntual. Estos dan cuenta de las tendencias,
anomalfas y regularidades halladas para el grupo de consignas seleccionadas que dan
consistencia a nuestro estudio, ya que mantienen coherencia con los criterios de fertilidad
propuestos para la valoracion.

Otra contribucion proporcionada es la ejemplificacion de reformulacion de consignas
para mejorar su nivel de fertilidad y el disefio de consignas para el abordaje de la construcciéon
y comprension de la definiciéon métrica de limite puntual de funciones reales de variable real.

Por dltimo consideramos que la construccion del concepto de limite mantiene relacion
con el tipo de consignas propuestas y que la fertilidad de las mismas estd vinculada a los

criterios establecidos (teniendo en cuenta el contexto educativo en el que estardn inmersas).
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Si bien la orientacion y organizacion del curriculo para la ensefianza del tema limite en
la carrera de Profesorado en Matematica difiere de otras carreras universitarias, las
conclusiones a las que arribamos podrian ser de utilidad para cualquier citedra en cuanto a la

tarea de seleccionar, formular y/o reformular consignas sobre el tema.

8.4. PRODUCCIONES Y LINEAS DE CONTINUIDAD

8.4.1. Producciones parciales durante la investigacion
En el proceso de elaboracion de esta tesis presentamos comunicaciones en dos
congresos que detallamos a continuacion.

v’ Cavatorta, P., Favieri, A. y Iaffei, B. (2018). Andlisis de una consigna para la ensefianza de
limite puntual de funciones reales de variable real. Ponencia presentada en XIII Congreso
Argentino de Educacion Matemdtica (CAREM). Universidad Nacional de La Plata.

v’ Cavatorta, P., Iaffei, B., Ramos, A. y Rodriguez, M. (2021). Discusiones en torno a la
existencia del limite puntual a través de consignas con potencial matemaético rico. Actas de
las VII Jornadas de Educacion Matemdtica y 1V Jornadas de Investigacion en Educacion
Matemdtica, 310-323.

v’ Favieri, A., laffei, B y Cavatorta, P. (2021). Potencial matemético y registros de
representacion en consignas relativas a limite puntual. Noticiero de la Union Matemdtica

Argentina. Reunion de Educacion Matemdtica. Resiimenes extensos, 56(2), 34-37.

8.4.2. Lineas de continuidad
El recorrido realizado en la investigacion fue abriendo otras posibles puertas de acceso

para la continuidad del estudio. Entre estas consideramos importante destacar las que

detallamos a continuacion:

» Estudio de consignas metacognitivas (Barreiro et al., 2016) en relacién a las consignas
matematicas estudiadas.

» Estudio de consignas sobre el tema presentes en pdginas web y el contraste con las de
libros de texto.

* Implementacion y andlisis de lo acontecido en relacion a las consignas reformuladas (con
mayor grado de fertilidad) y las originales para poder establecer comparaciones y
complejizar el estudio y los resultados obtenidos.

* Continuidad en el estudio en relacion a la implementacion, andlisis y mejoras de nuevas
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consignas para el abordaje de la definicion métrica.

» Disefio y andlisis de una secuencia de consignas que atiendan a los criterios de fertilidad
establecidos.

» Escritura de ponencias y articulos relacionados con los constructos teéricos elaborados y
las conclusiones a las que arribamos a partir de los resultados, de manera de dar a conocer

a la comunidad de docentes e investigadores/as los aportes de nuestro trabajo.
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ANEXO1

ENCUESTA A ESTUDIANTES Y RESULTADOS

En este anexo exhibimos la encuesta realizada a las y los estudiantes, la justificacion de la
seleccion de encuestadas/os y el resumen de los resultados obtenidos a partir de sus

respuestas.
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A.L1. Tabla resumen de estudiantes encuestadas/os

En la Tabla A1 numeramos a las y los 35 estudiantes que aprobaron Calculo I en los
aflos académicos 2016, 2017, 2018, 2019 y 2020, indicando fecha de aprobacién. Las y los
estudiantes numerados recibieron la invitacion para responder la encuesta, excepto E1 y E25,

que han abandonado la carrera. Las y los 21 estudiantes resaltados han enviado su respuesta.

Estudiante~ | Fecha de aprobacion | Relacién con la carrera
ANO ACADEMICO 2016 (10 turnos, cambio reglamentacion)
El 10/2/2016 ABANDONO

E3 10/2/2016 Continua
E4 2/3/2016 Continua

|
3/8/2016

8/3/2017 Continua
ANO ACADEMICO 2017

ANO ACADEMICO 2018
01/08/2018 Continua

E22 7/3/2019 Continua
E23 7/3/2019 Continua
ANO ACADEMICO 2019
E24 22/5/2019 Continua
E25 22/5/2019 ABANDONO
E26 3/7/2019 Continua
E27 4/12/2019 Continua
E28 18/12/2019 Continua

ANO ACADEMICO 2020

E35 17/3/2021 Continua

Tabla Al. Estudiantes que aprobaron Calculo I entre afios académicos 2016 y 2020
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A.L2. La encuesta
La encuesta cuenta con cuatro secciones y la realizamos mediante un formulario de

Google Drive (https://forms.gle/opeZ1VCI1D4auczyz6). La primera seccidén corresponde a

datos del encuestado y su apreciacion respecto de la complejidad al estudiar el tema limite. La
segunda pretende indagar respecto de los recursos utilizados para estudiar "Limite de una
funcion en un punto". En la tercera seccidén las preguntas estdn orientadas a recabar
informacién respecto de las consignas matematicas (de la bibliografia obligatoria) que
resolvieron cuando estudiaron el concepto de limite puntual. Y en la ultima seccion
preguntamos sobre el uso de GeoGebra para el estudio del concepto de limite.

Transcribimos a continuacion la estructura de la misma.

Encuesta a estudiantes que cursaron Calculo |
(Profesorado en Matematica -FHUC-UNL)

Esta encuesta se disefid para hacer un relevamiento de los libros, uso de GeoGebra, otros software y sitios web que
utilizan o consultan los estudiantes del Profesorado en Matematica de la FHUC (UNL) para abordar el estudio del
concepto de "limite puntual defunciones reales de variable real" en la materia Calculo I.

La intencionalidad es recabar datos para el trabajo de Tesis de Maestria en Didacticas Especificas titulado: “Estudio de
consignas matematicas vinculadas a la ensefianza del limite puntual de funciones reales de variable real”, de la Profesora
Patricia Cavatorta, dirigido por la Magister Adriana Favieri y codirigido por la Doctora Bibiana laffei.

La encuesta cuenta con 4 secciones.

Una vez que termines de responder no olvide colocar ENVIAR para que llegue tu respuesta.

Es importante que respondas siendo lo mas sincera/o posible.

iMuchas gracias por tu colaboracién!

Seccion 1. Datos y consultas generales

(1) Direccion de correo electrénico: ......

(2) APEllido: ...eoveereereerecenenncnnsesnsassasssnssssssssasesnsase

(3) Nombre:

(4) En qué afio/aiios cursaste Célculo I: .............
[Si cursé la materia mas de una vez, indicar todos los afios en que la cursé separados por un guion (-).]

(5) Si pudieras medir numéricamente la complejidad para comprender el tema limite puntual de una funcién ¢Qué valor
escogerias? [Marcar sélo una opcion]

Sin complejidad 1 2 3 4 5 Mucha complejidad

Seccion 2. Sobre recursos utilizados para estudiar "Limite de una funciéon en un punto"

(1) Cuando estudiaste el concepto de limite en la materia Calculo I, équé recursos utilizaste? Puedes marcar mas de
una opcion.

Libros de bibliografia obligatoria de la materia

Libros de bibliografia complementaria sugeridos en el programa de catedra
Otros libros

Paginas web

Videos de youtube

Otro tipo de videos

I o O B |
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()

(3)

4)

(5)

[ Software o app / calculadora graficadora
Si seleccionaste "Otros libros", como recurso utilizado, menciona en cada caso elnombre de libro y autor/es.
Responder solo si seleccioné esa opcion. De lo contrario colocar NO.

Si seleccionaste "Paginas web", como recurso utilizado, pega el/los link/s a continuacién. Responder sélo si
selecciond esa opcion. De lo contrario colocar NO.

Si seleccionaste "videos", coloca a continuacion el/los link/s que te haya/nayudado a estudiar y comenta por qué.
Responder sélo si seleccioné esa opcion. De lo contrario colocar NO. En caso de no encontrar el link, escribe
como y donde encontré el mismo.

Si seleccionaste "Software/calculadora graficadora", como recurso utilizado, menciona el/los nombre/s a
continuacion. Responder solo si seleccioné esa opcion. De lo contrario colocar NO.

Seccidn 3. Sobre las consignas (de la bibliografia obligatoria) que resolviste cuando estudiaste
el concepto de limite puntual

[Aqui se comparte el link para acceder al capitulo 2 del libro de texto que es bibliografia obligatoria de la materia Calculo |,

por si necesitas consultarlo.
https://drive.google.com/file/d/11sJXYq_K8PY8yWReuFf61VOOTIG-jZHG/view?usp=sharing ]

(1)

()

3)

Menciona (indicando el nimero) tres ejercicios del apartado EJERCICIOS 2.1 que fueron importantes para el
aprendizaje de la nocidn intuitiva de limite. Explica por qué.

Menciona (indicando el numero) dos ejercicios del apartado EJERCICIOS 2.2 que fueron importantes para el
aprendizaje de la definicion formal de limite. Explica por qué.

Menciona algtin/os ejercicio/s que te resultaron complejos y/o nunca pudiste terminar de abordarlos. Indica el
nimero y seccidn del libro.

Seccion 4. Sobre el uso de GeoGebra para el estudio del concepto de limite

(1)

(2)

¢ Utilizaste GeoGebra cuando estudiaste el concepto de limite?
[Marcar una sola opcién]

o sl

[J NO

[J No recuerdo

Si utilizaste GeoGebra, ¢con qué finalidad lo hiciste?
[l Verificar mediante la vista grafica resoluciones realizadas con lapiz y papel
Verificar mediante la vista algebraica resoluciones analiticas realizadas con l4piz y papel
Graficar para anticipar posibles soluciones
Calcular en vista algebraica para anticipar posibles soluciones/resultados

O

Comparar lo resuelto con lapiz y papel y lo realizado por GeoGebra en vista algebraicay grafica en paralelo.
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Hacer aproximaciones numéricas con tablas de valores
Hacer factorizaciones/desarrollo de expresiones/simplificaciones
No lo usé yo, lo usaron compafieros/as y docentes; yo sélo observé.

o Ay

Otra finalidad no mencionada anteriormente

3) éUsaste/ron otras vistas ademas de la grafica y algebraica? ¢cuales?
[:4 y alg

wTwsd Eib VIER DpUis SRl et &
E - Wk ARplima

= Pl 0 Lk
Ll Banbonio (S

- Wk
1 & el

Cacas S

e M
0 i O
i s ey Pl b

[Seleccionar todos los que correspondan]
I Calculo simbdlico (CAS)

Hoja de calculo

Protocolo de construccion

Otras

I I e I

No usé/usaron otras vistas

(4) ¢Consideras importante el uso de GeoGebra para comprender el concepto de limite y/o resolver ejercicios que lo
involucren? ¢Por qué?
[Escribe todos lo que consideres necesario]

(5) Al resolver ejercicios/actividades/problemas que involucraban el concepto de limite éen qué momento
decidias/decides utilizar GeoGebra? ¢por qué?
[Escribe todos lo que consideres necesario]
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A.L3. Resumen general de las respuestas

En este apartado presentamos el resumen de las respuestas a las preguntas de la
encuesta, exceptuando aquellas que corresponden a datos personales de las y los estudiantes
(preguntas 1, 2 y 3 de la seccion 1).

En algunos casos citamos explicitamente lo expresado por las y los estudiantes,
indicando a qué estudiante corresponde. Para tal fin numeramos las respuestas de la encuesta
desde R1 hasta R21, teniendo en cuenta el orden en que las recibimos. En la Tabla A2
numeramos las 21 respuestas de la encuesta y le asociamos el o la estudiante correspondiente,

de E1 a E35 (de la Tabla Al).

Respuesta Estudiante
R1 E29
R2 E31
R3 E32
R4 E7
RS E19
R6 E15
R7 E12
RS E8
R9 E20

R10 E9
R11 E33
R12 E10
R13 E34
R14 E21
R15 E30
R16 Ell
R17 E2
R18 El4
R19 E5
R20 E18
R21 El16

Tabla A2. Asociaciéon entre respuestas recibidas y estudiantes encuestados/as

Exponemos a continuacién el resumen de lo obtenido como respuestas a cada
pregunta, bajo el subtitulo que indica el nimero de seccién y pregunta dentro de cada seccion

de la encuesta.
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Seccion 1. Pregunta 4

En gue ana'ahos cursaste Ciiculo
27 rpdpuedie:
8338
3014 1y
i B TR Y
Il s
2014-2015 2% 26 62077 2007 201e

1/l %

208-2018

# i B
2018 XX

Imagen Al. Afio de cursado

Seccion 1. Pregunta 5

En la mayoria de las respuestas (un total de 16) manifiestan que la complejidad para

comprender el tema limite puntual de funciones varia de 3 a 5, en una escala de 1 a 5 donde el

valor 1 significa sin complejidad y el valor 5 muy complejo.

g Funcidin | Qo walor ecogerias ©

1 imspussain

5l pisdberas roedlF Puafmefioamieite la corriee|ldad pata comprehisr =

tema lmite puntuial de

Imagen A2. Apreciacion sobre la complejidad de comprension de Limite puntual

Seccién 2. Pregunta 1

Entre los recursos utilizados para el estudio del tema se destacan: bibliografia

obligatoria (100% de respuestas), software/calculadora graficadora (71 % de respuestas) y

videos de YouTube (47,6% de respuestas).

Cuando estudiaste el concepto de limite en la materia Calculo |,

21 respuestas

Libros de bibliografia obligatori....
Libros de bibliografia complem...
Otros libros

Paginas web

Videos de youtube

Otro tipo de videos

Software o app / calculadora gr...

10

ique recursos utilizaste?

21 (100 %)

15 (71,4 %)

15 20 25

Imagen A3. Tipo de recursos utilizados para el estudio del tema Limite
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Seccién 2. Pregunta 2

De los 21 encuestados, 19 respondieron que no utilizaron otro libro de texto diferente
al de la bibliografia obligatoria. Un/a estudiante respondid ‘“No recuerdo los nombres pero use
libros de ingenieria” y otra/o respondié “Calculo: El cdlculo diferencial, de Adriana Engler,

Daniela Miiller, Silvia Vrancken y Marcela Hecklein™.

Seccion 2. Pregunta 3

Del total de encuestados/as, 17 manifiestan no haber utilizado péaginas web como
recurso. Un/a estudiante dice que ha utilizado, pero no recuerda los enlaces (R12) y 3
estudiantes (R14, R19, R20) comparten los enlaces de pédginas web que expresamos a
continuacion.

a) https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/dc-limits

b) https://www.problemasyecuaciones.com/limites/calculo-limites-explicados-

metodos-reglas-procedimientos-indeterminaciones-grados-infinito-resueltos.html

¢) https://definicion.de/limite-de-una-funcion/

d) https://es.khanacademy.org/math/eb-5-semestre-bachillerato-

nme/x7193¢35109289ad8:limite-y-continuidad-de-funciones

Las p4ginas web mencionadas en los incisos c) y b) no las consideramos cruciales para
la recuperacion de consignas. La sefialada en c) nos remite a una pagina sobre aspectos
tedricos generales y poco precisos sobre el concepto de limite. En la citada en el inciso b) se
enlistan mds de 50 ejercicios resueltos mecdnicamente, se prioriza mostrar el uso de distintos
procedimientos, principalmente de tipo algebraicos.

Los enlaces de los incisos a) y d) nos remiten a la misma pagina web “Khan
Academy”, particularmente a una unidad llamada “Limites y continuidad de funciones”, en la
que se ofrece material bibliografico, consignas, videos, ejercicios resueltos, practicas con
cuestionarios de multiple opcion para responder en linea, entre otros. En esta observamos el
abordaje del concepto de limite desde un posicionamiento madas integral, poniendo en
evidencia el trabajo desde distintos registros de representacion, con mayor solidez conceptual.
Cabe aclarar que esta pagina web fue creada y es supervisada por expertos, asimismo es gratis

para estudiantes y docentes.

Seccién 2. Pregunta 4
En las respuestas, 11 estudiantes plantean que no han utilizado videos para el estudio

del tema. Los/as 10 restantes mencionan uno o varios videos que las/os ayudaron en el estudio
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y comentan por qué. Esto lo expresamos en la Tabla A3.

https://www.youtube.co
m/watch?v=mcoaAQxU
nSM

2)
https://www.youtube.co
m/watch?v=0334wYiR

Respuetas Enlace/ forma de Por qué ayudo en el Descripcion del video
acceder estudio?
R3 https://www.youtube.co | Para tener otra explicacion de | Enlace a un canal de YouTube. No se
m/channel/UCwqtelzpG | las demostraciones. identifica a qué video hace
iyldytN7NJzmUg. referencia.
R4 1) (No responde) 1) Video del canal de Youtube
https://www.youtube.co “JulioProfe”. Explica  como
m/watch?v=EYcwxYab determinar el valor de Iimites y
0Qk limites laterales observando la grafica
2) de una funcién.
https://www.youtube.co 2) Se explican 5 ejemplos de coémo
m/watch?v=xKyL1004 calcular limites usando la definicién
TLs métrica. Se halla el delta en funcidon
de épsilon en funciones que no son
lineales. Ensefia procedimientos para
calcular delta en funcién de épsilon,
no hay reflexién respecto de la
definicion.
(Presenta errores).
RS Colocando en YouTube: | (No responde) -

"definicién de limite

épsilon delta"

R11 https://www.youtube.co | Explica muy bien y contiene | El enlace corresponde a un canal de
m/channel/UC3RYy7Gb | ejercicios de la bibliograffa | YouTube denominado “Unicoos”. No
MHDvPQGCdAh3HSg | obligatoria. se identifica a qué videos hace

referencia.

R12 No tengo los links de los | Estos videos me sirvieron | ----
videos, pero recuerdo porque muchas veces en el
que buscaba en youtube | momento de la clase no
"limite de funciones" y | entendia nada debido a que
luego seleccionaba los para mi era un tema muy
videos que mas se complejo, que no habia visto
relacionaban con lo antes; y el ver luego de la
dado en la materia. clase otra explicacion, con el

material mds leido y hechos
los ejercicios muchas veces
me resultaba mejor.

R13 Busqué videos de (No responde) -
profesores de
universidades de
distintos paises.

R14 Canal de "Unicoos" (No responde) Los enlaces corresponden a los
https://www.youtube.co canales de YouTube mencionados.
m/user/davidcpv No se identifica a qué videos hace
Canal de "Julioprofe" referencia.
https://www.youtube.co
m/channel/UCIkCzk3ezl
AxX5r20FIHLaQ

R15 1) (No responde) 1) Video del canal de YouTube

“Unicoos”. Plantea la definicion
métrica, explica graficamente lo
que expresan las desigualdades y
la  implicacién  involucradas.
Luego desarrolla un ejemplo
donde comprueba que se cumple la
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3)
https://www.youtube.co
m/watch?v=01A2sDzEm
6Y &t=110s

definiciéon  para un  limite
calculado.

2) Video del canal de YouTube
“Mate movil”. Explica cémo

determinar el valor de limites y
limites laterales o determinar si el
limite no existe, observando las
graficas de funciones. Utiliza el
pizarrén y en un caso grafica con
GeoGebra (limite de f(x) =
sen (m/x) cuando x tiende a cero.

3) Video del canal de YouTube
“Fisicaymate”.  Explica  c6mo
determinar el valor de limites de
funciones evaluando la funcién en
valores préximos al valor para el
cual se toma el limite.

S

videos me ayudaban mucho.

R19 1) https://youtu.be/rrtbS | 1) Generalmente buscaba | Videos del canal de YouTube
51--1Ss ejemplos para | “JulioProfe”.
comprender la definicién, | 1) Explica el calculo de limite con un
por eso este video. trabajo algebraico en caso de
2) https://youtu.be/EYc | 2) Este video también hace indeterminacién del tipo 0/0.
wxYab0Qk referencia a un ejemplo | 2) Igual a video 1 de la respuesta R4.
pero a partir de una
grafica, lo que también
me ayudaba a
comprender mejor el
concepto. Siempre
intentaba buscar videos
del mismo autor y no tan
largos, eso también tiene
que ver con la eleccion
de estos videos.
R21 https://www.youtube.co | Estos casos abarcan muchas | Video del canal de YouTube
m/watch?v=UtB_d6ZS_ | cuestiones algebraicas, y es | “Unicoos”. Explica 2 ejemplos de
wg&ab_channel=unicoo | por eso que este tipo de| cémo calcular limites

algebraicamente en casos donde se
presentan indeterminaciones del tipo
0/0.

Tabla A3. Videos que ayudaron a estudiar, razones de seleccion y descripcion

Seccion 2. Pregunta 5

Del total de encuestados/as, 6 plantean que no han utilizado software o calculadora

graficadora como recurso para el estudio de limite. De los/as 15 restantes, 1 sefiala haber

utilizado Symbolab y 14 sefalan haber utilizado s6lo GeoGebra, o bien GeoGebra y otros

como: Symbolab, MATLAB, Mathway y Photomath. En la Tabla A4 sefialamos la cantidad

de estudiantes que menciona cada software.

Software/ Cantidad de estudiantes Respuestas
calculadora graficadora
GeoGebra 14 R1-R2-R3-R4-R5-R8-R10-R11-R12-
R13-R14-R15-R16-R19
Symbolab 4 R2-R13-R14-R20
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MATLAB 2 R3-R14
Mathway 1 R13
Photomath 1 R14

Tabla A4. Uso de software o calculadora graficadora para el estudio de limite

Seccién 3. Pregunta 1

En esta pregunta requerimos indicar tres ejercicios del apartado “Ejercicios 2.1, de la
bibliografia obligatoria, que consideraban importantes para el aprendizaje de la nocidn
intuitiva de limite y la razén de su importancia. En la Tabla AS citamos textualmente las
respuestas de las y los estudiantes. Aclaramos que algunas/os no mencionaron exactamente
tres ejercicios y/o no explicitaron la razén por la que los consideraban importantes. Dos
estudiantes no mencionan ejercicios (R11 y R17), manifiestan no recordar.

Ademads, realizamos una clasificacion de tipos de respuestas en funcién de las razones
por la que las y los estudiantes consideran importantes los ejercicios que mencionan. Esta
clasificacion no es exhaustiva y con ella no pretendemos incluir las respuestas en conjuntos
disjuntos, sino detectar las razones de importancia otorgadas. En la dltima columna de la
Tabla A5 indicamos el cdédigo asignado de acuerdo al tipo de respuesta. Los cddigos
utilizados los detallamos a continuacion.

Tipo de respuestas de acuerdo a la importancia asignada por las y los estudiantes

* TI: la mirada gréfica (global) para un primer acercamiento al objeto limite puntual.

= T2: comprensién y destreza en el trabajo algebraico para calcular limites.

* T3: comprensiéon de la idea de limite a partir de observar aproximaciones grificas de
imagenes de la funcién a un valor fijo para valores de la variable independiente préximos a ¢ (valor
para el cual se calcula el limite).

* T4: comprension de la idea de limite a partir de observar aproximaciones numéricas de

imagenes de la funcién a un valor fijo, para valores de la variable independiente préximos a ¢

(valor para el cual se calcula el limite).

= TS: poner en evidencia que si se toma limite para la variable independiente tendiendo a c,
no es relevante lo que sucede en c.

= T6: utilizacion del software para el abordaje.

= T7: por el tipo de funcién involucrada.

Ejercicios p 5 . Tipo de respuesta/
Respuesta Jer Razon de la importancia P P
mencionados observaciones
ly2 Permitieron que comprenda mejor la idea de limite,
entendiendo que lo "importante”" es tener en cuenta lo
R1 L - . L T3y TS5
que sucede en las proximidades del 'x' tendiendo a 'c'y
no el valor de la funcién en el mismo.
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13 al 48

En particular en los que se anula el denominador
cuando el x tiende al valor ¢, me ayudaron a
comprender y conocer otras maneras de pensar coémo
hallar el limite pedido.

T2

R2

1al 10

Porque son aquellos que se debia pensar en las graficas
y como era su comportamiento. Los que para mi eran
mds de pensar.

T1

13 al 48

(No responde)

R3

18,37 y 47.

Porque era diferentes uno de los otros.

R4

18,21 y 43

(No responde)

RS

l1all0

Para entender visualmente la definicién de limite.
Ademds de ayudarme a comprender que el limite de
una funcién f cuando x tiene a ¢ no necesariamente es

f(©).

T1, T3 yT5

61

Me ayudé a observar que valores toma una funcién a
medida que la evalué con valores cercanos al limite
por el cual se estd haciendo tender a la x.

T4

R6

1,2y3

Porque en con esos 3 se puede apreciar que sucede con
el limite en distintos tipos de funciones discontinuas y
al ser de manera gréfica es mds sencillo comprenderlo.

T1

R7

lall2

Fueron importantes porque por ser el primer
acercamiento a dicho concepto, las graficas ayudaban
mucho a entender.

T1

58 al 63

Porque se iba viendo cémo se comportaba la funcién
para valores cada vez mds cercanos al punto en el que
se pedia tomar el limite.

T3y T4

37

Porque nos ayudaban a ver que aunque la funcién
tenga un valor distinto en el punto donde nos pedia el
limite a comparacién de cémo se venia comportando
en las cercanias del mismo, el limite existia de igual
manera.

TS

R8

11

Porque en este ejercicio se muestra en un solo gréfico,
una funcién que tiene comportamientos variados, en
donde el estudiante debe ir mirando intuitivamente que
sucede en los casos en donde la funcién varia, y se
busca en particular los valores de ¢ en donde el limite
cuando x tiende a ¢ no existe.

Tl

23

Porque en este ejercicio ayuda a comprender que no
importa lo que suceda en el valor de x = 3, un alumno
podria evaluar directamente que sucede cuando Xx
tiende a 3 concluyendo que entonces el limite no
existe, por el contrario si el ejercicio se resuelve en
forma adecuada, se tendria que simplificar las
expresiones  equivalentes entre numerador Yy
denominador dando como resultado una constante, por
lo que el limite cuando x tiene a 3 existe sin importar
que sucede en concreto en el valor exacto x = 3.

T5-T2

58

Porque este ejercicio trabaja con algunos valores de x
cercanos al valor del limite, y ademds hace trabajar a
los estudiantes con un software grafico para visualizar
lo que sucede cerca del limite, asi mejorar la
estimacion o justificarla.

T3-T4-T6

R9

Este ejercicio me parece rico ya que permite analizar y
reflexionar acerca de la relacion entre el limite de f
cuando x = —1 y los limites a derecha e izquierda de
f al aproximarse a dicha x. También solicita el valor
de la funcién en x = —1, por lo que este andlisis
permitird concluir si los limites a derecha e izquierda
pueden ser llamados limites laterales.

T3 (idea errénea)
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11

Considero que este ejercicio pone en juego las
justificaciones de por qué, una vez identificado, no
existe el limite en ciertos c.

24

Considero que al haber una divisién polinémica como
funcién para hallar el limite se pone en juego la nocién
de entorno reducido. Sabiendo que analizamos el
comportamiento alrededor de (en este caso) x =3
podemos simplificar numerador con denominador, ya
que el denominador no valdré cero.

T2

R10

1

Se puede observar la no existencia del limite por salto.

T1

20y 21

Podemos probar limite (en uno existe, el otro no).

R11

(No responde)

(No responde)

R12

57

Porque al marcar los puntos permite ver qué sucede
con la funcién a medida que nos aproximamos a cero y
luego de esto pensar que pasa con los limites laterales.

T4 (idea errénea)

Cualquier
ejercicio del 58
al 63

Porque igual que en el anterior permite ver primero
que pasa cuando nos acercamos a cero y luego pensar
en el limite; ademds pide usar un programa para
graficar la funcién lo que a mi parecer permite ver
mejor lo que sucede.

T4-T6-T1

R13

Porque comprendi cémo abordar el problema cuando
la funcién no estd definida.

T7

10

Porque se trataba de una funcidn por partes.

T7

12

Porque abordaba una funcién trigonométrica.

T7
(no aborda este tipo
de funciones)

R14

1al 10

Ya que a partir de la grafica facilmente podiamos
determinar si el limite existia en el punto o si tenfamos
una discontinuidad de salto o infinita

T1

R15

Syl1l

Es una gran ayuda saber lo que sucede graficamente
con la funcién. En los primeros ejercicios comprendi el
concepto "tender" hacia un valor.

T1

41

Con ejercicios del estilo del 41, estudié cémo hallar el
valor de limite algebraicamente.

T2

R16

1,47y 50

Hacen reflexionar y ver diferentes situaciones que nos
enfrentamos cuando trabajamos con limite

R17

(No responde)

(No responde)

R18

1all0

Yo creo que para la nocién intuitiva de limite es muy
importante analizar qué es lo que pasa graficamente,
por lo tanto considero que de los ejercicios del 1 al 10
fueron muy importantes para poder fortalecer este
concepto. Cualesquiera tres de ellos han sido
importantes.

Tl

R19

1al 10

Me ayudaron a interpretar graficamente la nocién de
limite por el hecho de poder visualizarlo.

T1

57

Permite analizar lo que sucede alrededor del punto
donde se quiere calcular el limite.

T3-T4

R20

4, 11y12

Mostraban graficamente conceptos cémo limites
laterales, discontinuidad y continuidad en un punto.
Todo lo anterior sin realizar cuentas, s6lo viendo la
gréfica, lo que para una idea primera aproximacion, me
sirvieron bastante

T1

R21

18

Porque se tiene que redefinir la funcién.

T7

34

Porque se debe trabajar con la expresion

T2

43

Ayuda a imaginar la densidad en los reales.

T4

Tabla AS. Seleccion de

“Ejercicios 2.1” de bibliografia obligatoria y razon de importancia

Patricia Cavatorta

AlS




En resumen, las y los estudiantes mencionan en el siguiente orden de prioridad las
razones de importancia por las que seleccionan los ejercicios de “Ejercicios 2.1”:
* TI1 (12 respuestas)
= T3 (6 respuestas)
= T4 (7 respuestas)
= T2 (5 respuestas)
» TS5 y T7 (4 respuestas)
= T6 (2 respuestas)

Seccién 3. Pregunta 2
En esta pregunta requerimos indicar dos ejercicios del apartado “Ejercicios 2.2”, de la
bibliografia obligatoria, que consideraban importantes para el aprendizaje de la definicion
métrica de limite y la razén de su importancia. En la Tabla A6 expresamos las respuestas de
las y los estudiantes en forma ordenada. Aclaramos que algunas/os no mencionaron
exactamente dos ejercicios y/o no explicitan la razén por la que los consideraban importantes.
Tres estudiantes no mencionan ejercicios (R11, R17 y R18), manifiestan no recordar.
Realizamos una clasificacién de tipos de respuestas de acuerdo a la importancia
asignada por las y los estudiantes. Estas atienden fundamentalmente a los conceptos
involucrados en la definicién métrica. En la dltima columna de la tabla indicamos el cédigo
asignado de acuerdo al tipo de respuesta. Los c6digos utilizados se detallan a continuacién.
Tipo de respuestas de acuerdo a la importancia asignada por las y los estudiantes
» MI: permite observar o pensar la representacion grafica de la definicién métrica.
* M2: ayuda a validar algebraicamente/demostrar la existencia de un limite calculado usando
la definicién métrica.
= Ma3: posibilita hallar relacién/dependencia entre épsilon y delta, para valores particulares
de épsilon y delta.
* M4: permite comprender relacion y/o dependencia entre entornos reducidos en el conjunto
de nimeros reales.

= MS: complejiza la aplicacion de la definicién por el tipo de funciones involucradas.

Respuesta EJeI:ClCIOS Razon de la importancia Tipo de resp uesta/
mencionados observaciones
R1 21y22 Ayudando con esa representacion visual. M1
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27 al 32

Me ayudaron a formalizar y demostrar que el limite que
encuentro al resolver los mismos, es el correcto y no tuve un
error.

M2

R2

1 al 20

Porque siento que fueron los que me ayudaron a terminar de
entender la teoria.

R3

15,33 y 45

Por la variedad ademds tenian la solucidn para controlar.

R4

7,17y27

(No responde)

RS

21

Para entender visualmente la definiciéon épsilon-delta de
limite.

27 al 32

Me sirvieron para comprender la definicién épsilon-delta de
limite aplicdndola a una funcién concreta.

M2

R6

17y 19

Porque puede verse una caso interesante

M5

R7

27 al 32

Ayudaban a reforzar la definicién.

M2

33

Permitia que nos detengamos en cada detalle que nos
presentaba cada inciso, haciéndonos preguntas a nosotros
mismos, para afirmar su validez o no.

R8

27

Pide que se dé una demostracion épsilon-delta para el limite
en la cual hace que se vuelva a revisar la definicién formal
de limite y ademds hace justificar por qué sucede esto.

M2

33

A partir de este ejercicio se pueden visualizar cuales son
enunciados equivalentes a la definicién de limite, y que
sucede entre los entornos de x y f(x) para el limite pedido,
permitiendo ademds relacionarlos entre si. También me
parece importante lo de mirar que para el épsilon particular
que se da (0,1) encuentro que el delta que funciona es 1
pero a su vez deberia ver qué sucede cuando los deltas son
mayores 0 menores a 1.

M3 - M4

R9

21y22

Considero que pueden ser importantes para el aprendizaje
de la definicién formal de limite ya que se puede analizar
graficamente y de manera general qué significa "el limite de
f cuando x->c es L sii para cada épsilon (>0) existe un delta
(>0) tal que O<|x-c|<delta implica [f(x)-L|<epsilon". Para el
primer ejercicio mencionado estd en juego analizar el delta
adecuado partiendo de un épsilon dado y en el segundo,
debemos buscar el epsilon que se adapte al delta dado. De
manera que, también se estd poniendo en juego analizar las
desigualdades -épsilon<f(x) y f(x)<épsilon +L y, -delta+c<x
y x<delta+c.

M1 -M3

R10

7y17

En uno se aplica valor absoluto, lo que despliega 2 casos
posibles y en el otro, encontramos una funcién que estd
definida por partes lo cual, complejiza el cdlculo del limite.

M5

R11

(No responde)

(No responde)

R12

23 al 26.

Permite ver mds intuitivamente que pasa con el delta dado
un épsilon especifico, lo que luego creo que permite una
mejor comprension de la definicidn.

33

Permite analizar la definicion formal de limite.

R13

ly2

Porque al ser los primeros estin mas detallados, mejor
explicados y logra entenderse la idea.

R14

21y22

27 al 32

En todos se considera la definicién épsilon-delta de limite
puntal. Ademds, en algunos debiamos hallar los valores para
que la definicion sea vélida, no recuerdo particularmente si
los procedimientos para encontrar los valores de épsilon
eran o no engorrosos, pero considero que para comprender
el concepto es mas facil, en un comienzo, que los mismos
sean sencillos.
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Me ayudaron bastante los ejercicios porque como dije Ml

R15 21y 22 anteriormente, me ayuda mucho el vista gréafico.
33 Para poder interpretar correctamente lo que plantea. ---
21 Porque recupera el aspecto grafico de la definicion. Ml
R16 33 Porque hace reflexionar. -
2328 Porque implica trabajar y comprender la definicién formal -

del limite.
R17 (No responde) | (No responde) ---

Lamentablemente por todo el tiempo que pasé desde que ---
cursé la materia no recuerdo mucho las implicaciones sobre
la seccion 2.2. Si recuerdo que la nocién formal de limite
me costé un poco mds asi que supongo que en los ejercicios
donde haya tenido que aplicar en diferentes limites la
definicién formal habran sido muy importantes para mi.

R18 (No responde)

R19 22y23 Exigen relacionar de forma puntual delta y épsilon. M3

Me permitieron observar de manera grafica lo que Ml
21y 22 enunciaba la definicion formal de limite con, en ese
entonces, aquellas extrafias letras y simbolos.

R20
Me ayudé a hacer el camino inverso, es decir, ya con una M1 -M2
27 idea gréfica en mente de lo que estaba escribiendo, poder
expresar la misma mediante la definicién formal.
32 Porque eran ficiles para encontrar el delta dado épsilon por M2
los ejemplos del libro.
R21 38 Me ayudé a buscar un contraejemplo con la profesora. ---
44 Me llevé a leer el ejemplo del libro muchas veces para -

entenderlo.

Tabla A6. Seleccion de “Ejercicios 2.2” de bibliografia obligatoria y razon de importancia

En resumen, las y los estudiantes recuperaron como importante el trabajo con la
definicién desde un registro de representacion grifico y la necesidad de aprender a validar
algebraicamente haciendo uso de la definicion métrica. Esta ultima razén es la mds
mencionada y entendemos, por la forma en que se expresan, que se preocupan por aprender el
procedimiento de aplicar la definicién. Fueron muy poco mencionadas las razones referidas a
hallar y comprender la relacién o dependencia entre épsilon y delta, para valores particulares

de éstos; como asi también entre entornos reducidos en el conjunto de nimeros reales.

Seccién 3. Pregunta 3

En esta pregunta solicitamos ejercicios de la bibliografia obligatoria que le resultaron
complejos y/o nunca pudieron terminar de abordarlos. En la Tabla A7 presentamos las
respuestas de las y los estudiantes en forma ordenada. De 21 encuestadas/os, 7 no responden a
esta pregunta. En 4 casos (R8, R12, R19, R21) mencionan ejercicios de otras secciones del
libro diferentes a la 2.1 y 2.2 (que son las de interés para este estudio) o0 no mencionan a cual
corresponden. Si bien no se solicita explicacion sobre la seleccidn, algunas/os realizan

observaciones sobre los mismos (indicadas en ultima columna de la Tabla A7).
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Los ejercicios que seleccionaron en su gran mayoria son los que solicitan algin tipo de
demostracién. En un caso (R13), no menciona ejercicios y escribe “demostraciones”. En un
par de repuestas mencionan ejercicios de calculo de limites donde el procedimiento es el de
racionalizar (R8, R14). En una respuesta (R20) se mencionan ejercicios que involucran el
calculo de limites especiales, por el tipo de funciones involucradas, donde los procedimientos
algebraicos usuales no son posibles de ser aplicados. En un caso (R2) menciona los ejercicios
21 y 22 de la seccion 2.2, seleccionados por varios en la pregunta 2 de la seccion 3 de la
encuesta.

En sintesis, los ejercicios que fueron méas seleccionados implican preponderantemente

la realizacion de una demostracién. En un segundo plano mencionan ejercicios que implican

racionalizar o realizar el cdlculo de un limite por un procedimiento poco habitual.

Respuesta Ejercicios Seccion del libro Observacion
R1 41y45 2.2
R2 21y22 2.2
Varios ejercicios me costaron resolver sola, en este
R3 47 2.2 momento el unico que recuerdo es el de la seccién 2.2
el 47.
R4 53 2.2
RS (No responde) (No responde)
R6 (No responde) (No responde) N? recuerdo ninguno especifico pero evitaba los con
raices.
R7 (No responde) (No responde)
47 2.1
R8
29y31 2.5
RO Demostraciones 29 Ya que el concjefpto de, l}mlte formal me llevé mas
tiempo de reflexion y practica.
R10 (No responde) (No responde)
Recuerdo la dificultad de abordar la definicion de limite
con épsilon delta. Existieron ejercicios cuya resolucién
R11 (No responde) (No responde) | me fueron imposibles dada la complejidad a la hora de
desgranar la expresion de |f(x) — L| a su correlativo
|x —cl.
43 2.3
R12 47y 51 24
31,32y39 2.6
R13 Demostraciones
Los comencé a resolver en su momento pero no los
R14 47y 48 2.1 conclui debido al trabajo algebraico, no por no
comprender la consigna o el concepto.
R15 41,43y 45 2.2
R16 47 2.2
R17 (No responde) (No responde)
R18 (No responde) (No responde)
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R19 55 23
43,44y 57 2.1
R20
46 al 53 2.2
R21 48 y 49 No indica No podia demostrar.

Tabla A7. Seleccion de ejercicios que no comprendieron o no terminaron de resolver

Seccién 4. Pregunta 1

jUtilizaste GeoGebra cusndo estudiaste & concepto de limite?

Imagen A4. Uso de GeoGebra en el estudio del concepto de Limite

Seccion 4. Pregunta 2

51 utihzaste Geolrebra, joon que fimabdad lo eciste?

Warificar medianis ia v e [ it -

Grancar para aracea pounie: [ 1t G2 4
Caicular en visia algebra<a pa [[INNNIINININGGS M43 %

Cormparar i esueita con iapiz [N i G

riso aprocimeciones numicc ([N 114 1%

Hacm tarkei? gimes: desanmn P

Hi e hhpldad no menciahada & _ TG

Imagen AS. Finalidad de uso de GeoGebra

Presentamos las finalidades de uso de GeoGebra seleccionadas en forma decreciente,
de acuerdo al porcentaje de eleccion:
1. Verificar mediante vista grafica resoluciones realizadas con lapiz y papel (57,1%).
2. Graficar para anticipar posibles soluciones (52, 4%).
3. Comparar lo resuelto con ldpiz y papel y lo realizado por GeoGebra en vista grafica y
algebraica en paralelo (28,6%).
4. Verificar mediante vista algebraica resoluciones realizadas con lapiz y papel (19%).
5. No lo usé yo, lo usaron compaiieros/as y docentes; yo s6lo observé (19%).
6. Calcular en vista algebraica para anticipar posibles soluciones/resultados (14,3%).
7. Hacer aproximaciones numeéricas con tablas de valores (14,3%).

8. Hacer factorizaciones / desarrollo de expresiones / simplificaciones (9,5%).
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9. Otra finalidad no mencionada anteriormente (9,5%).

Observamos una preponderancia por el uso de la vista grafica, para verificar
resoluciones hechas con l4piz y papel o para anticipar posibles soluciones. En un segundo
nivel se encuentra el uso de vista algebraica para los mismos fines y por ultimo se observa un

menor uso para aproximaciones numéricas y procedimientos algebraicos.

Seccion 4. Pregunta 3

Imagen A6. Vistas de GeoGebra utilizadas ademas de la grafica y algebraica

En la mayoria de los casos (66,7%) manifestaron que no han usado otras vistas de
GeoGebra més que la gréfica y la algebraica. S6lo un 19% mencionan haber utilizado la vista

“CAS”, un 14,3% “Hoja de célculo” y un 14,3% “protocolo de construccion”.

Seccion 4. Pregunta 4

Todos los encuestados valoraron como importante el uso de GeoGebra para
comprender el concepto de limite y/o resolver ejercicios que lo involucren. La mayoria hace
referencia a las posibilidades que ofrece el software a partir de su vista gréfica. En la segunda

columna de la Tabla A8, se aprecian distintas expresiones que fundamentan lo antes dicho.

Respuesta Justificacion de la importancia
R1 Si, permite comprender mejor la definicién formal y poder visualizar (graficamente) los cdlculos
que se estan realizando en papel.
R2 si, ya que el apoyo de la grafica fue muy util.
R3 Si, visualizar conceptos que me parecian medios abstractos.
R4 Si ya que aporta un acceso mds rdpido a una representacion grafica del limite.
RS Dado que la definicién formal de limite utiliza nociones de valor absoluto que en un primer afio

de la carrera puede resultar un poco confusa y complicada de entender. El software GeoGebra
resulta ser una gran herramienta para intentar comprender la nocién, ya que por un lado dispone
de una vista gréfica para que los estudiantes puedan observar el comportamiento de la funcidn.
También puede servir para controlar las resoluciones de los ejercicios que realizan.

R6 Creo que es muy ttil para ver el limite en forma gréfica, facilitado bastante en relacion a las
gréficas en papel.
R7 Si, me parece fundamental que se pueda utilizar el software para comprender el concepto de

limite, ya que permite trabajar dindimicamente con las funciones planteadas, ver que va pasando,
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darse cuenta de las limitaciones que tiene el mismo (como la discontinuidad en las funciones
racionales que se pueden factorizar), y demds. Desde mi experiencia, por ser una materia de
primer afio, donde recién nos estamos acostumbrando a la universidad, no tuve la oportunidad de
utilizar el software para aprender el concepto de limite, porque no sabia usarlo y tampoco era una
herramienta sugerida (que yo me acuerde), recién en segundo afio comenzamos a utilizarlo.

R8

Si considero importante el uso de GeoGebra para comprender el concepto de limite y/o resolver
los ejercicios porque mediante esta herramienta se puede visualizar de una manera rdpida, sencilla
e intuitiva los resultados, las gréficas y los procedimientos. Principalmente para célculo I,
considero muy importante tanto la vista algebraica como la vista gréfica para encontrar relaciones
entre el comportamiento de una funcion y su expresion algebraica.

R9

En el Taller de Algebra y Calculo recuperamos este concepto y lo trabajamos graficamente,
trabajamos con enunciados que involucraban determinar si existia el limite de la funcién enun c y
en caso de existir hallar L y delta apropiado tal que se garantice que [f(x)-L|< epsilon dado.
(Adjunt6 imagen en mail)

Considero que esta clase de ejercicio enriquece la ensefianza y el aprendizaje, ya que se pone en
juego la dindmica del software y las justificaciones vistas en la clase de Calculo para poder
graficar la situacion y arribar a lo solicitado. Recuerdo que al cursar el Taller esta actividad me
gusté mucho y me resulté muy interesante para llevar al aula.

R10

Si, porque permite observar ficilmente las graficas de las funciones.

R11

Es importante para tener una representacion grafica y "practica" de lo realizado en la hoja. A su
vez, si usamos deslizadores es valioso para generarte una "pantallazo” de como se veria la grafica
de una funcién y por consiguiente, cémo trabajarla. En calculo II al momento de calcular areas
entre curvas si se conoce como se comportan las funciones no es necesario graficarlas para saber
cOmo armar nuestra expresion.

R12

Me parece importante sobre todo al principio, cuando todavia no estdn tan claros los conceptos
ya que permite observar la grafica de la funcién y ver a simple vista que pasa en algin punto en
particular.

R13

Considero importante el uso de estas herramientas, ya que se gana tiempo a la hora de graficar y
observar, al igual que a la hora de hacer célculos.

R14

Si, ya que es una herramienta que permite visibilizar de forma dindmica la nocién de limite,
incluso cuando realice el taller de algebra y calculo, el hecho de explorar la definicion épsilon
delta de limite hizo que pueda cerrar por completo el termino, ya que era muy claro como para
cada épsilon existia un delta y la dependencia que existia entre ellos.

Si bien el hecho la construccién para poder hallar los valores de épsilon y delta en principio
resultaban un poco abrumadores, considero que presentar el "resultado final" e ir mostrando esa
dependencia, con el uso de deslizadores, a los estudiantes de Calculo I puede ser de gran utilidad
para comprender el concepto.

R15

Particularmente, hace mds comprensible lo que dice la definicién formal, te muestra qué es lo que
estds buscando.

R16

Considero que GeoGebra ayuda mucho a la nocién mas que nada intuitiva del limite y es un
recurso que al estar disponible podria explotar aun mas el trabajo de dicho concepto

R17

Es un recurso de gran ayuda a la hora de lograr visualizar puntualmente algunos limites que se
complica imaginarlos o hacerlos en papel.

R18

Obviamente que lo considero muy importante, GeoGebra permite un montén de cosas que en
papel serian imposibles de realizar, me parece muy importante iniciar en el aprendizaje de limite
utilizando esta herramienta.

R19

Si considero que es importante ya que se pueden a provechar las funciones y limitaciones del
software para construir la nocién intuitiva de limite y para desarrollar la definicién formal.

R20

Si, lo considero muy importante pues al trabajar en el "Taller de Algebra y Célculo" la definicién
formal de limite, me percaté de cuanto me hubiera servido en ese entonces poder "jugar” con los
deslizadores y comprobar que lo que observaba en GeoGebra era lo que haciamos en lapiz y
papel. No considero que sea necesario ensefiar a construirlo, sino trabajar con un modelo ya
terminado, justamente para que los estudiantes exploren.

R21

Si, es muy importante saber en qué puntos puede "tener problemas" el limite y no hay mejor
manera que ver la grafica de la funcién para darse cuenta.

Tabla A8. Importancia del uso de GeoGebra para comprender “limite”
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Seccion 4. Pregunta 5

Sélo 4 estudiantes (R6, R18, R20, R21) manifestaron no haber utilizado GeoGebra al

resolver ejercicios/actividades/problemas que involucraban el concepto de limite. El resto de

las y los estudiantes plantean que si lo han hecho y las principales razones de uso fueron:

previo a la resolucién de un ejercicio para visualizar la grafica de la funcién y anticiparse a

posibles soluciones (sobre todo si la grafica de la funcién involucrada no era conocida), para

controlar lo realizado con lapiz y papel y si se encontraban con alguna dificultad algebraica

durante la resolucion con lapiz y papel (utilizando vista algebraica y/o gréafica).

Recuperamos como importante también la expresion de la respuesta R14 “no solo

debia ver el comportamiento en la cercanias, sino evaluar las funciones en x_0, ya que era

consciente de que el software "no detecta" en la grafica las discontinuidades evitables”, donde

se manifiesta que el software tiene limitaciones.

Transcribimos las respuestas de las y los encuestados en la Tabla A9.

Respuesta

Momento en el que decidia utilizar GeoGebra y justificacion

R1

Cuando terminaba de realizar los ejercicios o si me trababa con alguno. También cuédndo
necesitaba ver una gréfica que mds compleja a las acostumbradas.

R2

Al final, para corroborar que los calculos y conjeturas realizadas eran correctos.

R3

Para graficar la funcién que me daban y poder controlar lo que estaba haciendo.

R4

En momentos en los que los calculos analiticos en hoja o no coincidian con los esperados o se me
presentaban dudas en la resolucién.

RS

Decidia utilizarlo al final de resolver un ejercicio para controlar si me resultado era correcto y
poder observar el comportamiento de la grafica de la funcién

R6

No recuerdo haber utilizado GeoGebra para limites.

R7

Para corroborar el trabajo realizado (como dije anteriormente prestando atencién a las
limitaciones del software).

R8

Al resolver ejercicios/actividades/problemas que involucraban el concepto de limite, en los
momentos en los cuales mas utilicé GeoGebra fue para graficar las funciones que se daban en los
ejercicios, mirar el comportamiento de dichas funciones para saber si se encontraban asintotas,
discontinuidades y los tipos de discontinuidades. Ademds para evaluar la funcién en
determinados puntos y para verificar los resultados encontrados mediante las resoluciones
realizadas con lapiz y papel. Utilizaba GeoGebra en estas situaciones nombradas ya que me
parece una herramienta muy Tutil, facil de usar, accesible y complementaria para comprender
mejor no solo lo que pedian los ejercicios/actividades/problemas, sino su desarrollo y el resultado
de los mismos.

R9

Cuando utilicé GeoGebra en el cursado de Calculo I lo utilizaba como guia para ir resolviendo y
verificar lo que obtenia en l4piz y papel.

R10

Desde el principio porque agilizaba la realizacién y me permitia encarar el problema con mayor
facilidad.

R11

Utilizar guias como lo son las verticales delta y horizontales épsilon comprendemos el
funcionamiento del limite. Si a estas logramos vincularlas de forma en que si se cambia un valor
interfiere en las otras paralelas, poseemos una perspectiva casi completa del concepto limite de
una funcién.

R12

Cuando tenfamos que calcular limites de funciones los primero que hacia era graficar la funcién
en GeoGebra y ver que pasaba en el punto que se indicaba. Luego trataba de resolverlo
analiticamente, ya teniendo una visién previa de lo que sucedia; esto me permitia estar mas
segura de mi resolucion.

R13

A la hora de graficar las funciones involucradas y luego al corregir lo resuelto en ldpiz y papel.
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R14

Los utilizaba mayormente cuando no eran funciones polindmicas, o bien cuando se volvian
engorrosos los cdlculos algébricos.

Para verificar lo usaba la mayoria de las veces, ya que hay software que determinados problemas
no los resuelven y en el caso de GeoGebra siempre podia obtener la grafica y ver el
comportamiento de la funcién en las cercanias del x_0.

Ademéds el ver y lograr entender que a existian las funciones con discontinuidades evitables, me
permitié hacer las salvedades de que en esas verificaciones en las graficas, no solo debia ver el
comportamiento en la cercanias, sino evaluar las funciones en x_0, ya que era consciente de que
el software "no detecta" en la grafica las discontinuidades evitables.

R15

No tenfa mucha experiencia con el software, lo utilizaba més que nada para ver graficamente la
funcién y para ver qué sucedia cuando la x se iba acercando a un valor determinado.

R16

En realidad durante todo el proceso de resolucion del ejercicio, ya que en un primer momento lo
usaba para tener una idea de la grafica, ademds también lo usaba para simplificar o trabajar con
las expresiones y también para corroborar resultados

R17

Al momento de verificar mayormente, pero si me encuentro trabada y sin salida por ahi intento de
utilizar estd herramienta para ver si obtengo alguna idea de cémo encarar.

R18

No utilicé el Software durante mi cursado de la materia.

R19

Si no conozco el comportamiento de la funcién o los valores que toma cerca del punto en
cuestién lo utilizo al comienzo para tener una idea general de la misma. Si conozco el
comportamiento de la funcién o tengo la posibilidad de analizar cémo se comporta alrededor de
un punto entonces lo utilizo al finalizar la resolucién para corroborar que mi idea este correcta.

R20

Antes del taller no utilizaba GeoGebra. Mdas adelante y/o en este momento utilizo GeoGebra para
abordar ejercicios que involucraban/ involucran cuando la funcién en cuestiéon no me resulta
familiar y/o son funciones trigonométricas . Pues me ahorra tiempo y me ayudan a realizar
conjeturas o guiarme en que es lo que estd sucediendo en un punto o intervalo para luego poder
encarar una demostracion formal

R21

No lo use, porque no sabia usarlo bien.

Tabla A9. Momentos de utilizacion de GeoGebra y sus razones
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ANEXO IT

INSTRUMENTO PARA ANALISIS PRELIMINAR DE UNA CONSIGNA

En este anexo presentamos el instrumento “Grillas de escaneo” construido para el andlisis

preliminar de las consignas.
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A.IL1. Instrumento: Grillas de escaneo
Presentamos el instrumento denominado “Grillas de escaneo” que fue justificado en el

CAPITULO 4. Como ya explicamos, cuenta con dos grillas.

Grilla 1. Para analizar consignas que no hacen mencién explicita al uso de software

Se cumple

Sobre NO |Parcial| SI

N/C Observacion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

La redaccion C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacidn sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién.

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir
CS5: Solicita argumentos
C6: Requiere justificar la
seleccion en caso de
opciones miiltiples

Tipo/s de Verbal
registro/s Numérico
desde los Grafico
Los registros de | que sugiere Algebraico
representacion |resolver

Tipos de (Permite tratamiento?
transforma- |;Admite o pide
ciones conversion?

(Es necesario explorar

Las posibilidades de distintas posibilidades?
exploracion y (Da lugar a la argumen-
argumentacion tacion o justificaciéon?

T Memorizacién

La demanda cognitiva que |T Proced. Sin Conexién
requieren T Proced. Con Conexién

T Producciéon Mat.

(Es posible resolverla
utilizando el software?
El uso de GeoGebra (Enriqueceria el trabajo
matematico?

(Permitiria trabajar con
mas registros de
representacion?
(Cambiaria la demanda
cognitiva sefialada?

Tabla A10. Grilla 1

Patricia Cavatorta A26



Grilla 2. Para analizar consignas que requieren especificamente el uso de software

Sobre

Se cumple

NO

Parcial

SI

N/C

Observacion

La redaccion

C1:Enuncia de forma
precisa y completa

C2: Formula preguntas
en el contexto real

C3: Evita proporcionar
informacidn sobre la
existencia y/o unicidad
de la solucién

C4: Proporciona los
procedimientos a seguir

C5: Solicita argumentos.

C6: Requiere justificar
la seleccidn en caso de
opciones miiltiples

Tipo/s de
registro/s
desde los
Los registros de | que sugiere
representacion |resolver

Verbal

Numérico

Grafico

Algebraico

Tipos de
transforma-
ciones

(Permite tratamiento?

(Admite 0 pide
conversion?

Las posibilidades de
exploracion y argumentacion

(Es necesario explorar
distintas posibilidades?

(Da lugar a la argumen-
tacion o justificacion?

La demanda cognitiva que
requieren

T Memorizacion

T Proced. Sin Conexién

T Proced. Con Conexién

T Produccion Mat.

Pertinencia y significatividad
del uso de TD para resolver

CPS A: Promueve la
bisqueda de pruebas
matematicas.

CPS B: Requiere el uso
imprescindible de TD

CPS C: Mantiene el
enfoque en el objetivo
matematico

CPS D: Brinda libertad
para recurrir a TD

CPS E: Permite Ila
eleccidn libre de TD

Tabla A11. Grilla 2
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ANEXO III

ANALISIS GENERAL DE LIBROS SELECCIONADOS

En este anexo exhibimos el andlisis general de las secciones 2.1 y 2.2 de los libros de texto
seleccionados. Estos son:

- Libro 1: CALCULUS (Salas et al., 2002).

- Libro 2: Célculo: Conceptos y contextos (Stewart, 2010).

Para el escaneo consideramos las teorias presentadas en el marco tedrico y nos centramos en
los siguientes aspectos:

= Descripcién general de la seccidn o apartado de ejercicios de la seccion,

= Registro de representacion utilizado en ejemplos y ejercicios,

= Necesidad o no de uso de software GeoGebra,

= Andlisis del potencial matemético y de la demanda cognitiva de los ejemplos y ejercicios.
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A.IIL.1 Analisis general de Libro 1

Seccion 2.1: La nocién de limite (pag. 59-71)

En el desarrollo tedrico de la seccion se expone la siguiente “idea de limite”.

El ndmero L es el limite de f cuando x se aproxima a c, y se simboliza
lim, . f(x) =L, si y s6lo si los valores de la funcion f(x) se aproximan
(tienden) a L cuando x se aproxima a c.

Ademds se presentan:

* Una introduccién que plantea que cualquier nocion del calculo es un limite en uno u otro
sentido, se realiza un listado de preguntas sobre velocidad instantinea, pendiente y
longitud de una curva, drea de una regién y suma de series, donde la respuesta es siempre:
“es el limite de...”.

Consideramos que alguien que se inicia en el estudio del cdlculo posiblemente no
comprenda este planteo. Estas ideas son interesantes para hacer un cierre o para concluirlas
a partir de la resolucién de situaciones problematicas previas.

* Los conceptos de limites laterales intuitivamente, introduciendo la notacién y
estableciendo que el limite de f(x) cuando x tiende a c existe en caso de que existan los
limites laterales y sean iguales.

Asimismo, plantea la notacién de limite a utilizar cuando los valores de f(x) se hacen
arbitrariamente grandes (o arbitrariamente grandes en valor absoluto) conforme x se
aproxime a un valor ¢ especifico por izquierda o por derecha.

» (Catorce ejemplos, donde se muestran métodos intuitivos para evaluar (calcular) limites o
establecer que no existen. Los métodos son:

a) Observacion del comportamiento de la gréfica de la funcidn.

b) Andlisis verbal (coloquial) del comportamiento de f(x) para valores de x
suficientemente préximos a c.

c) Exploracion numérica. En algunos casos propone el uso de calculadoras u ordenadores.
El planteo del uso de ordenadores se hace recién en el ejemplo 14, en el ejemplo 6 también
hay una tabla de valores.

d) Realizacién de un trabajo algebraico para simplificar la expresion de la ley de la funcién

y continuacion con un andlisis grafico, coloquial o numérico.
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En la Tabla A12 presentamos el tipo de registro de representacion utilizado en cada

ejemplo desarrollado.

jemplos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 |13 14
Registro
Verbal X X X X X X X | X | X | X X
‘o X
Numérico X X (uso TD)
Algebraico X X X X x|l x| x| x
Gréfico X X X X X X | Propuesto | X X | X X
Llamados
CASOS EXOTICOS

Tabla A12. Registros de representacion presentes en los ejemplos

Los ejemplos 12, 13 y 14 son denominados exéticos, para ellos se proponen distintos
caminos y procedimientos de resolucion intuitivos (sucesion de nimeros reales que converge
al valor para el cual se estd tomando el limite, graficas con software, uso de calculadora o
software para armar tablas de valores). Es necesario recurrir a las TD (para graficar o hallar
imagenes de la funcién en valores proximos a los que se quiere analizar si el limite existe) o a
estudios matematicos mds avanzados para arribar a una conclusiéon. El ejemplo 12 en
particular, permite ver como el uso de TD es necesario pero insuficiente, ya que la simple
evaluacién para valores proximos a 0 (sin que sigan una regularidad), o la mera observacién
del grafico, no permiten concluir. En este caso, para analizar el limite de la funcién cuando x
tiende a 0, por un lado se evalia la funcién en elementos de una sucesién que converge a 0 y
se obtiene 1, y luego se evalda la funcién en elementos de otra sucesion que converge a 0 y se
obtiene 0. Este método es ttil para probar la no existencia del limite, pero no es posible su uso
para mostrar la existencia.

En el texto se aclara que todos los procedimientos estudiados son intuitivos, que
pueden generar incertidumbre, que se necesita formalizar y es lo que se hard en las secciones
proximas.

Se cierra la seccidn con una aplicacion del concepto, la del célculo de la ecuacion de la
recta tangente a la grafica de una funcién en un punto. La cual corresponde a una de las

preguntas de la introduccion.

Ejercicios 2.1 (pag. 68)

Este apartado cuenta con 64 ejercicios.
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En los ejercicios del 1 al 12, los enunciados incluyen graficas de funciones. Estos no
solicitan ningin tipo de fundamento o justificacioén respecto de lo que se tiene en cuenta para
establecer los resultados. Estan divididos en dos tipos de ejercicios. Del 1 al 10 (tipo A)
solicitan establecer el valor de un limite cuando x tiende a un c particular, los limites laterales
y f(c). Del 11 al 12 (tipo B), requieren que se indiquen valores de ¢ para los cuales el limite
no existe. La diferencia entre estos dos tipos de ejercicios radica en que, en los de tipo A se
sefala explicitamente el valor ¢, mientras que en los de tipo B, el valor ¢ debe ser hallado.
Aqui entra en juego la idea de limite (L) propuesta en el inicio de la seccién 2.1: L es un
ndmero real, L es unico y el significado de la expresion “cuando x se aproxima a ¢”’. Ademas
en relacion a esta ultima expresion se habilita a pensar en el interrogante: ;s6lo por valores
menores que ¢, mayores que ¢ 0 ambos?

En los ejercicios del 13 al 48 la consigna es: “Decidir con razonamientos intuitivos si
existe o no el limite indicado y calcularlo en caso de existir’. En todos se expresa un limite
(cuando x tiende a un c¢ particular) con la ley que define la funcién. Podemos observar que:

a) Muchos de ellos son posibles de resolver: “analizando” el comportamiento de f para
valores de x cercanos a c¢”, desde RRV, RRA o RRN y/o “graficando las funciones
involucradas en los limites”, desde un RRG. En este ultimo caso, con el uso del software
GeoGebra no habria casi problema para determinarlos. La discusién aqui podria darse
fundamentalmente en aquellos casos donde se presentan indeterminaciones del tipo “0/0”,
donde al graficar la funcién se puede observar una curva continua en x = ¢ (aunque no lo

sea) o bien que la gréfica de funcién presente una asintota.
b) En el 47 y el 48 se presentan situaciones especiales, lim,_;((VxZ+1—+2)/(x — 1))y
lim,_5((Vx? +5—+30)/(x —5)) respectivamente. Ninguna de las estrategias

presentadas en el desarrollo de la seccién son de utilidad para resolverlos, dado que los
limites existen pero son nimeros irracionales y para un trabajo desde el RRA es necesario
aplicar la técnica de racionalizar (no presentada previamente). Ademads, si se grafican las
funciones involucradas con GeoGebra se puede observar y conjeturar que existe el limite,
pero dadas las particularidades del software (aproxima valores irracionales) no podran
establecerlo desde dicha exploracién. Si hacen una tabla de valores tampoco podran
determinar el valor exacto del limite. Esto hace que el uso del software sea imprescindible

pero insuficiente: “Hay que hacer algo mas” (matematico) para establecer que los

resultados son: respectivamente.

1.5
N
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En los ejercicios del 49 al 55, se solicita calcular [(f(x) — f(c))/(x —c)],
determinar si  existe limx_,c[(f x)-f (c)) /(x —c)]y dar una ecuacién para la recta
tangente a la gréfica de f en (c, f(c)). Se pide que apliquen lo presentado como aplicacién
sobre el final de la seccion 2.1.

Hasta el 52 inclusive, para calcular el limite, se puede usar la estrategia de factorizar
polinomios (presentada en la seccién 2.1) y luego simplificar la expresiéon para hallar una
funcién que tenga el mismo comportamiento que la original en las cercanias del punto de
interés.

En el 53 se sugiere la racionalizacion del numerador, y en el 54 la reescritura de la
funcién valor absoluto como una funcién por tramos. En éste tltimo, no existe el limite del
cociente incremental, que implica la no existencia de la derivada y por ende, la no existencia
de la recta tangente en (0, £ (0)).

En el 55, aparece un nuevo problema. Es fécil determinar, desde un RRA y RRV, que
el limite solicitado no existe, pero si se grafica la funcién involucrada se puede observar
intuitivamente que la funcién admite recta tangente en (0,0). Una conclusién a la que se
puede arribar a partir de esta situacion es que algunas veces el limite del cociente incremental
no existe pero la recta tangente si. En este caso la recta tangente a la gréifica de f en (0,0) es
vertical. Sélo el andlisis de este caso no basta, es necesario un estudio mds profundo para
estudiar bajo qué condiciones esto puede darse.

En los ejercicios 56 y 57, se retoma y profundiza el trabajo realizado en la resolucién
del ejemplo12 de la seccidén 2.1.

En los ejercicios del 58 al 63 se solicita estimar el limite de una cierta funcién cuando

x tiende a 0, a saber, f(x) = (1 —cosx)/x, f(x) = (tan2x)/x, f(x) = (x — sen x)/x3,
flx) = (x% — 1) /(x—1) y f(x) = (2¥ — 1)/x respectivamente. En el 61 se presenta un

error en el enunciado, pues por los valores en los que indica evaluar la funcién deberia
proponer el célculo del limite cuando x tiende a 1, ademds como es una funcién definida en el
conjunto de nimeros reales positivos y cero no tiene sentido el limite planteado. En estos
ejercicios se imponen los registros de representacion desde los cuales abordar la resolucidn,
un RRN indicando especificamente los valores en cuales evaluar y un RRG, dado que sugiere
graficar la funcion y hacer zoom en las cercanias de x = 0. Implican procesos rutinarios, se
focalizan en que se dé una respuesta y no solicitan explicaciones que permitan evidenciar la
comprension (TPSC). Como se solicita ‘estimar’ el valor del limite, puede ser un punto fuerte

para discutir, dado que ya en el ejemplo 12 de la seccion 2.1 se hace visible que no basta con
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evaluar la funcién para algunos valores proximos al punto de interés y observar lo que sucede
desde su grafica. Esta estimacion quedaria en el plano de una conjetura.

Es pertinente aclarar que en el 61, utilizando la técnica de racionalizacion del
numerador de la expresion de la funcidn involucrada se pueden calcular el limite en forma
precisa, sin embargo no sugiere el trabajo desde el RRA e impone los ya mencionados.

En el ejercicio 64 se solicita estimar el valor de 3" desde un RRN, evaluando la
funcién 3* en una sucesién (no impuesta) de nimeros racionales que converja al nimero 7.
La existencia de este limite es inminente dada la continuidad de la funcién exponencial en su
dominio. Es necesario pensar en el sentido que se le quiere otorgar a estas cuentas cuando con

el uso de una calculadora se puede estimar en forma directa.

Observaciones generales Seccion 2.1 y Ejercicios 2.1

» En esta seccién se presenta la nocién intuitiva de limite, limites laterales y la notacién
correspondiente.

* En el apartado tedrico se abordan resoluciones de consignas dentro distintos registros de
representacion (RRN, RRG, RRA y/o RRV); explicitindose sobre el final que estos
procedimientos son intuitivos y que es necesario formalizar. Se plantea, como aplicacion,
el calculo de la ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto.

* En relacion a los ejercicios propuestos, observamos que:

a) En los primeros se pretende abordar la idea intuitiva de limite desde la interpretacion de
representaciones gréficas de funciones y la familiarizacién con la notacién.

b) De los ejercicios 13 a 48 se da libertad, a quien resuelve, de utilizar procedimientos
intuitivos para establecer la existencia o no de un limite y solicita calcularlo si existe;
por lo que se podria abordar desde cualquier registro de representacion. La necesidad de
trabajar desde un RRA podria darse en casos donde el limite no es un nimero entero y/o
la funcién no es continua en el valor para el cual se calcula el limite; por ejemplo los
ejercicios 47 y 48. Estos pueden enmarcarse como TPM (Stein et al., 2000).
Particularmente, estos ejercicios permiten visibilizar en el momento de la resolucion la
insuficiencia del trabajo desde un RRN y RRG. Ademds es poco probable que las
funciones involucradas puedan ser graficadas con lapiz y papel, es de esperarse que para
una resolucién desde un RRG se utilice un software graficador (uso de TD por
necesidad). La valoracion en relacion al uso de las TD la consideramos como positiva.
Ademas no son facilmente identificables los valores de los limites desde un RRN. La

construccidn de una estrategia de resolucion algebraica puede surgir como necesidad.
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c) Los ejercicios del 49 al 55 son direccionados, y se imponen los registros de
representacion desde los cuales trabajar. En términos de Stein et al. (2000) son TPSC, y
en general no proponen posibilidades de exploracién y argumentacion.

* En esta seccion la mayoria de las consignas tienen PM (Barreiro et al., 2016) pobre. E1 PM
de algunas consignas (por ejemplo 47 y 48) es rico, esto merece un andlisis mas profundo

que el presentado aqui para justificar la afirmacion.

Seccion 2.2: Definicion de limite (pag. 71-80)

En principio, se plantea coloquialmente para qué x debe estar definida la funcién f si
se quiere calcula: lim,_,. f(x).

Luego explica coloquialmente que significa lim,_,. f(x) = L. Continda expresando
dos enunciados del concepto en paralelo; uno informal, incorporando expresiones con valor
absoluto para expresar distancias y otro formal, donde enuncia el concepto en términos de
épsilon y delta.

Concluye aglomerando lo expresado en la definicién métrica de Limite de una funcion
f cuando x tiende a c.

A continuacién realiza un andlisis de las relaciones planteadas en la definicién desde
un RRV y un RRG sefalando las franjas de anchura 2e y 26. Recupera las relaciones de
épsilon y delta, pero sin mucha profundidad.

Plantea luego 7 ejemplos, en los que se muestra como demostrar la existencia de un
limite por definicién. En todos ellos se utilizan 3 tipos de registros de representaciéon: RRV
(comentarios aclaratorios o explicaciones coloquiales), RRG (gréifica de funcién y delta
hallado para un épsilon dado) y RRA (uso de relaciones de igualdad y de desigualdad
involucradas en la definicién métrica de limite).

Entre los ejemplos 5 y 6 expresa cudl es el procedimiento a seguir para hallar delta (J)
dado un épsilon (&). Explicita que en los ejemplos 6 y 7 es un poco mas complejo el
tratamiento. En ellos el § es el minimo entre dos deltas, uno impuesto y uno hallado, § =
min{d;,8,}. Es necesario usar algin artificio extra para establecer las relaciones. Las
funciones involucradas en los 7 ejemplos estdn definidas por una tnica expresion algebraica,
es decir, no se presentan funciones definidas por tramos.

Presenta luego formulaciones equivalentes a lim,_,. f(x) = L y una idea de cémo se
pueden deducir esas relaciones, pero no profundiza. Muestra como pasar de una expresion a

otra con un ejemplo en particular (ejemplo 8).
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Continda expresando las definiciones métricas de Iimites laterales. Expresa
coloquialmente ideas en relacion a limite bilateral o limite y limites unilaterales o laterales.

En los ejemplos 9 y 10 presenta el cédlculo del limite de una funcién definida por
tramos. En el caso del ejemplo 9 el limite no existe cuando x tiende a 0, y en el caso del
ejemplo 10 el limite de la funcién existe cuando x tiende a 1; 0 y 1 son los valores donde se
presenta un cambio de ley en las funciones respectivamente. En el ejemplo 9 no explicita por
qué analiza la existencia o no del limite para x tendiendo a 0 y no para x tendiendo a otro
valor. Lo mismo sucede en el ejemplo 10 con x tendiendo a 1. La definicién métrica no se
retoma en estos ejemplos, no se explicita por qué no se cumple en el ejemplo 9 y si se cumple
en el ejemplo 10.

La Tabla A13 muestra los registros de representacion utilizados en cada ejemplo.

jemplos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Registros
Verbal X X X X X X X
Numérico
Algebraico X X X X X X X X X X
Grifico X X X X X X X X X

Tabla A13. Registros de representacion presentes en los ejemplos

Ejercicios 2.2 (pag. 78 - 80)

Este apartado se proponen 68 ejercicios.

Los ejercicios del 1 a 20 solicitan determinar, al modo de la seccién 2.1, si existen o
no los limites indicados y calcular los limites que existan. En la Tabla Al4 sefialamos
caracteristicas generales de los mismos en relacion al tipo de funciones involucradas y las

causas de existencia o no de los limites.

Funciones definidas por una sola expresion Funciones definidas por tramos
Sin . S Con . |Andlisis donde hay cambio de |Andlisis donde NO hay
indeterminacion Con indeterminacién 0/0 ;E(fi/eizrtlefrmmacmn [ cambio de ley
Existe |L. Existe |L. Laterales |Existe |No existe |Existe [No existe|No Existe [No existe|No
infinito infinito  |distintos (limites existe (limites existe
laterales  [(Al laterales  [(Al
distintos) |[menos distintos) |[menos
un limite un
lateral limite
infinito) lateral
infinito)
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N N 7 17 19
24 |10 5 18 20
£ (9 8
—
12 |u 15
_ 13 16
5|14
<
P
E
-

Tabla A14. Ejercicios y sus caracteristicas

En estos ejercicios observamos que:

a) Al igual que del 13 al 48 del apartado Ejercicios 2.1, muchos de ellos son posibles de
resolver: “analizando el comportamiento de f para valores de x cercanos a c¢” y/o
“graficando las funciones involucradas en los limites”. Con el uso GeoGebra, por ejemplo,
no habria casi problemas para determinarlos. Las consignas no imponen el registro de
representacion desde el cual abordarlos.

b) Con el uso de GeoGebra, para graficar las funciones involucradas y conjeturar el valor del
limite, aquellos ejercicios donde se presentan indeterminaciones del tipo 0/0 podrian
permitir una discusién (en torno al concepto). En estos casos al graficar la funcién se
pueden observar una curva continua en x = ¢ (aunque la funcién no lo sea) o bien que la
gréfica presenta una asintota.

c) En general los ejercicios implican procesos rutinarios, exigen poca demanda cognitiva para
ser resueltos y se focalizan (de acuerdo a como se enuncian) en la produccién de respuestas
correctas (TPSC). Sin embargo, de acuerdo a lo sefialado en b), en algunos casos podrian
reformularse los enunciados o pensarse una gestién de clase que habilite a la discusion
sobre el concepto de limite.

Los ejercicios 21 y 22 recuperan el trabajo con la definicion presentando el enunciado
desde un RRG, escoger el delta adecuado (entre varios representados en la gréfica) para un
épsilon dado (en la grifica) y para qué épsilon (entre varios representados) el delta dado es
valido, respectivamente. La resolucion implica trabajar dentro de este registro.

Los ejercicios del 23 al 26 recuperan el trabajo con la definicién presentando el
enunciado desde un RRA. La resoluciéon podria desarrollarse dentro de este registro o desde el
RRG. Dado un épsilon particular, se solicita hallar el delta més grande posible. Todas las
funciones involucradas en los limites son polindmicas de primer grado. En estos ejercicios no
se solicitan explicaciones respecto de lo que se analiza para la escogencia de épsilon o delta,

por esta razén el PM de las consignas es pobre. Sin embargo pueden ser consideradas una
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TPCC (Stein et al.,, 2000) ya que exigen la atencién de los estudiantes sobre el uso de
procedimientos para desarrollar niveles mas profundos de comprension del concepto de limite
ligado a su definicién métrica. Requieren de cierto esfuerzo cognitivo, dado que se pueden
seguir procedimientos generales, pero deben utilizar el concepto matemético que subyace.

Del 27 al 31 se recupera el trabajo con la definicién solicitando demostracién € — &
para limites ya calculados. Se indica el procedimiento a seguir (mostrado en ejemplos de la
seccion 2.2). Esto implica un trabajo dentro del RRA. En todos los casos las funciones
involucradas son polindmicas de primer grado (o el valor absoluto de estas). Consideramos
estas consignas como TPSC.

En el 33, se presentan distintas implicaciones entre desigualdades con valor absoluto
que se asemejan a la planteada en la definicion métrica. Estas pueden permitir recuperar ideas
respectos de la definicidn. No esta explicito el registro de representacion desde el cual se debe
trabajar, por lo que habilita al abordaje desde cualquier registro. No solicita explicitamente
justificaciones de la verdad o falsedad de los enunciados, sin embargo para poder determinar
el valor de verdad de cada afirmacion es necesario “hacer algo matematico”, y en este sentido
puede considerarse que el PM de la consigna es rico y ademads que es un TPCC.

En el 34 se solicita demostracion de una desigualdad muy qtil en cdlculo (si |[A — B| <
E para cada E > 0, entonces A = B). Presenta la sugerencia para su resolucion. Si bien
solicita una demostracion, indica cémo hacerla. En 35 y 36 se pide expresar un limite de 4
formas aplicando lo explicitado en teoria. S6lo implica la reproducciéon de definiciones
alternativas de limite. La resoluciéon se daria dentro de un RRA y su objetivo es la
memorizacién de dichas definiciones. No implica el aprendizaje de ninglin procedimiento
(TM).

Del 37 al 40 se solicitan demostraciones de resultados tedricos. Es necesario aplicar la
definicién métrica para llevarlas a cabo (TPSC). El abordaje debe darse dentro de un RRA.

Del 41 al 45 requieren demostrar limites por definicion métrica. Son mds complejos
que los presentados del 27 al 32. Las resoluciones implican encontrar un §, el cual se
determina como minimo entre dos deltas, uno dado y otro hallado (§ = min{d;, 5,}). Del 42
al 45, se puede resolver siguiendo algunas ideas de los ejemplo 6 y 7 del apartado seccion 2.2
y/o el procedimiento del ejercicio 41. Son consignas con PM pobre dado que no habilitan
posibilidades de exploracién y argumentacion, e implican un trabajo desde el RRA.

El 47 requiere demostracion de la no existencia de limite de la funcién de Dirichet

para ningin nimero c y el 46, la demostracién de limite cuando x tiende a 0 de una funcién
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similar. Este dltimo implica la aplicacién de definicién en una situacion diferente a las antes
abordadas, no se puede aplicar un procedimiento general descuidadamente (TPCC).

Del 48 al 54 se solicitan demostraciones en las que entra en juego la definicién para
probar equivalencias entre expresiones que involucran limites o propiedades. No se puede
aplicar un procedimiento general descuidadamente (TPCC) y parcialmente se solicita la
argumentacion ya que es necesario hacer una demostracién formal. No se explicita el tipo de
registro de representacion en el cual se debe trabajar, pero consideramos que es posible el
abordaje desde un RRA o un RRG.

Del 55 al 58 solicitan calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de una
funcién en un (¢, f(c¢)) para un ¢ dado, indicando el limite que debe calcularse. Imponen el
trabajo desde un RRA. Asimismo del 59 al 64 requieren el cilculo de un limite, el de la
funcién derivada de una funcién, aunque no menciona tal concepto. Impone el trabajo desde
un RRA. El PM de las consignas es pobre y se pueden considerar TM.

Del 65 al 68 se pide estimar el limite de un cociente incremental. Propone un trabajo
desde un RRN. Sugiere usar calculadora o software, indica los valores de ¢ (préximos a cero
en los cuales evaluar ese cociente). Las técnicas estudiadas en el libro (hasta alli) no permiten

calcularlos directamente. Excepto en el 66.

Sobre el final de la seccion Ejercicios 2.2, se presenta el denominado “PROYECTO

2.2: Hallar graficamente un delta para un épsilon dado”. Se hace una explicacién de lo que
expresa la definicién métrica para limite cuando x tiende a 2 de f(x) = %xz + x + 1, desde

un RRG y RRN. Esta propuesta podria cobrar més sentido si se plantea al inicio de la seccién
2.2, en el proceso de incorporacion de la definicion métrica. También se proponen cuatro
ejercicios, indicando el trabajo con software, donde se dan valores para épsilon y se solicita

encontrar los deltas.

Observaciones generales de Seccion 2.2 y Ejercicios 2.2

* En esta seccion se presenta la definicién métrica de limite, se analizan las desigualdades y
las implicaciones involucradas desde RRG, RRV y RRA.

* Hay un interés por trabajar las relaciones y desigualdades involucradas en la definicion
desde distintos registros de representacion, RRG, RRA y RRV; generalmente se prioriza o

direcciona hacia el trabajo dentro de un tipo de registro en cada consigna.
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*= En el apartado Ejercicios 2.2 se presentan consignas de diferentes indoles: TM, TPSC y
TPCC (Stein et al., 2000). Particularmente, en principio, consideramos una TPCC al
ejercicio 33, que habilita la exploracién y argumentacion sin imponer un registro desde el
cual trabajar y permite el surgimiento de conversiones de registros de representacion
durante la resolucion. Puede posibilitar luego optar por el mas conveniente y avanzar en el
tratamiento correspondiente. Cuestion que resulta de interés para nuestro estudio.

* La incorporacién del calculo de la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
se presenta en forma forzada. Consideramos que se propone en esta parte del libro para
“hacer practicar” célculos de limites de cocientes incrementales de forma “mecénica”. No
estamos seguras que aporte necesariamente a la comprension de la definicion métrica,
objetivo de estos apartados.

= Por lo expuesto, en esta seccidn existen consignas con PM (Barreiro et al., 2016) rico y PM

pobre. En algunos casos el uso de GeoGebra podria enriquecer el andlisis.
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AL.IIL 2. Analisis general de Libro 2

Seccion 2.1: Los problemas de la tangente y la velocidad (pag. 90)

En el apartado tedrico, expresa como surge la nocion de limite a partir del hallazgo de
la recta tangente a una curva por un punto de la misma y la velocidad de caida de un objeto en
un tiempo determinado.

En cuanto al problema de la tangente, narra sobre las diferencias entre trazar la recta
tangente a una circunferencia y a una curva cualquiera. Resuelve dos consignas, en los
ejemplos 1y 2.

En el Ejemplo 1 la consigna es: Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la

pardbola y = x?

en el punto P(1,1). En la resolucion, se encuentran las pendientes de las
rectas secantes a la pardbola que pasan por P(1,1) y puntos cercanos, se exponen tablas con
estos valores. Se presentan gréaficas con la parabola y rectas secantes que pasan por P(1,1) y
Q(x,x?), con la intencién de mostrar que las rectas secantes tienden a tomar la posicién de la
recta tangente a medida que Q se aproxima a P. Se establece que la pendiente de la recta
tangente es el limite de las pendientes de las rectas secantes PQ. El valor se establece a partir
de observar numéricamente las tendencias de las pendientes de las rectas secantes, conforme
Q se aproxima a P. Se halla la ecuacién analiticamente.

En el Ejemplo 2 se plantea un problema en contexto (funcién que modeliza la carga de
una baterfa de una cdmara fotografica en funcion del tiempo). En la resolucién de la consigna,
se realiza lo que en ella se solicita: a partir de la tabla de datos dada, se hace un gréfico de la
situacion, considerando los puntos del grafico se calculan pendientes de las secantes y se
estima la pendiente de la tangente en un punto. Para esto dltimo se toman dos pendientes de
rectas secantes (una a izquierda y una a derecha) y se calcula el promedio. Luego propone,
trazar aproximadamente la recta tangente en el grafico y estimar usando los catetos de un
tridngulo rectdngulo. En esta resolucion se deja de lado el contexto y se trabaja sobre lo
matematico; en el desarrollo no se hace ningin comentario respecto de lo que representa la
pendiente de la recta tangente para ese valor de t, s6lo se menciona en el enunciado de la
consigna.

En relacién al problema de la velocidad, narra sobre lo que sucede con el velocimetro
del auto, plantea que la velocidad no es constante, que es instantdnea. Luego desarrolla el

Ejemplo 3, en el que analiza este concepto (velocidad instantdnea) con un ejemplo de caida
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libre de una pelota. El desarrollo es extenso y confuso. Presenta la funcién s(t) = 4.9 t2,
como la distancia recorrida por un cuerpo que cae. Define la velocidad instantdnea como el
limite de las velocidades promedio, durante periodos de tiempo cada vez mds cortos que se
inician en t = 5 (tiempo para el cual se quiere calcular la velocidad instantdnea). Realiza un
trabajo desde un RRN calculando las velocidades promedio y establece que la velocidad
instantdnea en t = 5 es 49 m/s . No utiliza, para hallar velocidades promedio, intervalos de
la forma [a, 5], con a < 5.

La férmula presentada corresponde a la de distancia recorrida en un cierto tiempo t y
no la posicion del objeto, en este sentido se considera la celeridad como velocidad.

Luego sefiala que esto mantiene relacién con el problema de las tangentes. Plantea un
cociente incremental ((s(a + &) —s(a))/h) para expresar la velocidad promedio en un
intervalo de tiempo [a, a + /], y que la velocidad instantdnea en t = a (pendiente de la recta
tangente) es el limite de ese cociente cuando h tiende a 0. Grafica la funcién s y expresa lo
que representa ese cociente incremental geométricamente.

Finaliza afirmando que para resolver problemas de tangentes y velocidades, debemos
poder hallar limites. Es decir, intenta mostrar la necesidad del concepto para resolver

determinados problemas.

2.1 Ejercicios (pag. 94)

En esta parte se presentan 9 consignas. Todas ellas son para aplicar lo desarrollado en
la Seccion 2.1.

En los ejercicios 1, 2, 5, 6, 7 y 8 se presentan situaciones en contextos reales,
particularmente del cdlculo de velocidades promedios y aproximaciones de velocidades
instantdneas, propicidndose que en la resolucién se utilice un RRN. En los ejercicios 1,2y 7
los datos estdn dados en una tabla (RRN); en cambio, en los ejercicios 5, 6 y 8 se dan las leyes
de las funciones que modelizan cada situacion; y en los ejercicios 1 y 7 se pide, ademds del
célculo de velocidades promedios e instantdneas, que se representen las gréificas de las
funciones y se estime a partir de ellas las pendientes de las rectas tangentes.

Los ejercicios 3, 4 y 9 abordan particularmente el problema de la recta tangente sin
utilizar un contexto de la realidad.

En los ejercicios 3 y 4 se da la ley de la funcién y se sugiere uso de calculadora para
trabajar con seis decimales. Se piden célculos de pendientes de rectas secantes y que se

conjeture la pendiente de la recta tangente en un punto dado. La consigna direcciona los
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procedimientos a seguir, da los puntos que se deben considerar para las rectas secantes. En
este sentido las actividades de conjeturar, explorar y argumentar son limitadas. Las consignas
piden, en un principio, conjeturar el valor de la pendiente de la recta tangente en un punto
particular y luego solicitan hallar la ecuacion de la recta tangente; es posible que realizar los
célculos con 6 decimales haga suponer que es suficiente para asegurar el valor del limite,
cuando en realidad no es siempre valido. En el ejercicio 4 pide ademds que se grafiquen la
curva, dos rectas secantes y la recta tangente hallada.

En el 9 se solicita explicitamente que se resuelva con un software graficador. Se pide
que encuentre pendientes de secantes que contengan el P(1,0) y Q(x,sen(10m/x)) para
x= 2,15, 1.4,1.3,1.2,1.1,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9. Por la formulacién de esta consigna se da a
entender que, lo que se puede conjeturar a partir del cdlculo de las pendientes de estas rectas
secantes es erroneo. Luego se solicita el uso del graficador para observar que a pendiente de la
recta tangente en P, no es el estimado. Por ultimo se requiere seleccion de rectas secantes

apropiadas para estimar la pendiente de la recta tangente en P.

Observaciones generales de Seccion 2.1 y Ejercicios 2.1

* En esta seccién no hay aportes tedricos formales en relacién al limite puntual, sélo se
presentan el concepto de tangencia de forma intuitiva y ejemplos donde se hace necesario
usar la idea de limite para calcular pendientes de rectas tangentes a curvas en puntos de las
mismas y velocidades instantdneas (en situaciones contextualizadas en la realidad). Existe
en el texto un esfuerzo por mostrar la relacién entre estos dos conceptos (tangencia y
velocidad instantdnea) y el de limite puntual, resolviendo problemas dentro de los RRN,
RRG y/o RRV.

* Los ejercicios de practica (Ejercicios 2.1) son consignas en las que, para su resolucion, se
debe imitar lo que se desarrolld previamente. Hay intentos de proponer el trabajo desde
mads de un registro de representacion, pero esto es impuesto. Consideramos que pueden ser
consideradas TPSC (Stein et al., 2000). Excepto el ejercicio 9, donde, si bien las
actividades son direccionadas, puede considerarse TPCC. Los aspectos relativos a la
insuficiencia del trabajo s6lo desde el RRN se recuperan en la seccion siguiente con otros
ejemplos.

* En el ejercicio 9 es imprescindible el uso de software graficador y no se pierde de vista el
objetivo matemdtico, por lo que, en este caso, la valoracién en relaciéon a las TD la

podemos considerar positiva.
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= En general el PM de las consignas (Barreiro et al., 2016) es pobre pues, las propuestas de
exploraciéon y planteo de conjeturas son direccionadas y practicamente no solicitan la
argumentacion por parte de quien resuelve.

* Los cambios de registros de representacion también son impuestos por las consignas, no se

da libertad, a quien resuelve, para pasar de un registro a otro.

Seccidén 2.2 limite de una funcion (pag. 95)

En este apartado se dejan de lado los contextos presentados en la seccién 2.1 y se da
lugar a la nociéon de limite y los métodos para calcular. Inicialmente se estudia el
comportamiento de la funcién f(x) = x? — x + 2 para valores cercanos a x = 2. Se establece
que lim,_,(x? — x + 2) = 4, después de un andlisis desde los RRN, RRG y RRV. Incorpora
la notacién y una aproximacién intuitiva de la definicién de limite en forma coloquial
mostrando gréaficos de funciones (continuas y discontinuas) que tienen el mismo limite
cuando x tiende a un valor a. Presenta 9 ejemplos, donde se resuelven consignas de diferentes
caracteristicas.

En el ejemplo 1, plantea encontrar el valor de lim,_,((x —1)/(x?> —1)). En la
resoluciéon se muestra y describe como conjeturar el valor del limite, se presentan andlisis

desde RRV, RRN y RRG.
El ejemplo 2, solicita encontrar el valor de lim, o((Vt?+9—3)/t?). En la

resolucion se presentan andlisis desde RRV, RRN y RRG. Se plantea cémo, en este caso, un
estudio desde un RRN es insuficiente para determinar el valor del limite. Se muestra cémo la
calculadora puede mostrar valores erréneos al aproximar, y cédmo un software graficador
podria ayudar a detectar ese error.

En el ejemplo 3, plantea intuir el valor de lim,_q((sen x)/x). Se usan RRN y RRG
para conjeturar que el valor es 1. Se afirma que esto es correcto y que serd argumentado en
una seccion posterior.

En el ejemplo 4, la consigna es investigar lim, _,(sen(m/x)). Se presentan anlisis
desde RRV, RRN y RRG. Muestra que éste es otro ejemplo donde el trabajo desde un RRN
puede llevar a errores de conjetura, proporcionando la idea de que limite es 0, cuando en

realidad no existe por oscilacién (evalda la funcién en la sucesién: (1/n)).
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El ejemplo 5, presenta otro caso donde el RRN no es suficiente para establecer el valor
de un limite. Al tratar de encontrar el lim,_y(x3 + (cos5x)/10.000) desde este registro
puede llevar a considerar que es 0, cuando en realidad es 0,0001.

Explicitamente expresa, recuperando los ejemplos 2, 4 y 5, que es necesario buscar
otras formas de calcular los limites, que lo numérico no basta.

En el ejemplo 6, se presenta la funciéon H de Heaviside y se describe verbalmente su
comportamiento cuando la variable independiente tiende a 0. Se utiliza el ejemplo 6 para
introducir los conceptos de limites laterales y su notacion.

En el ejemplo 7, la consigna propone que a partir de la observacién del grafico de una
funcion se expresen los valores (si existen) de los limites y limites laterales cuando x tiende a
2 y cuando x tiende a 5. En un caso el limite existe y en el otro no por ser distintos los limites
laterales hallados.

En el ejemplo 8 se realiza un andlisis desde RRV, RRN y RRG para establecer que
lim, _,o(1/x?) no existe.

En el ejemplo 9 se retoma el limite hallado en el inicio de la seccién (lim,_,,(x? —
x +2) = 4), y mediante un RRV y un RRG, se realiza un anilisis para responder a la
pregunta: ;qué tan cerca de 2 tiene que estar x para asegurar que f(x) esté dentro de una
distancia de 0,1 del nimero 4? No se indica uso de software graficador, pero la resolucién se
relata como si se estaria haciendo uso de un software. Hay planteos de desigualdades desde la
observacion del grafico, esto no es totalmente certero ya que el software puede aproximar. No
se presenta el planteo de desigualdades con valor absoluto para deducir algebraicamente. Se
plantea que ésta idea puede usarse para formular la definicién métrica de limite que se estudia
en el apéndice D. Consideramos que esta consigna puede ser reformulada para convertirse en
una TPM (Stein et al., 2000) con PM rico (Barreiro y Rodriguez, 2014), habilitando la

exploracion y la argumentacion desde distintos registros de representacion.

2.2 Ejercicios (pag. 102)

En esta parte se presentan 32 ejercicios.

En los ejercicios 1 y 2, se piden explicaciones, argumentos, sobre expresiones que
involucran limites, para dar cuenta de la comprensién de la nocién intuitiva del concepto y la
notacion.

Los ejercicios del 3 al 6 son réplicas del ejemplo 7, se piden argumentos en caso de

que el limite no exista, se debe observar la grafica de la funcién para establecer los valores de
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los limites indicados o imédgenes de la funcion.

En los ejercicios 7 y 8 se solicita trazar la grafica de funciones por tramos con dominio
en R y hallar los valores de a para los cuales lim,_,, f (x) existe.

En los ejercicios del 9 al 11 se solicita que se grafique con software para completar,
como se hizo en los ejercicios de 3 a 6, limites laterales de f cuando x tiende a cero y limite
cuando x tiende a cero. En el 9, el limite no existe y no existe uno de los laterales, en el 10 y
11 existen los laterales, pero son distintos.

En el 12, se solicita lo mismo que en los del 3 al 6 pero en un contexto real y se pide
explicacién de los resultados en términos de la situacion del problema.

Los ejercicios del 13 al 16 exigen una produccion, se dan ciertas condiciones sobre
una funcién y se debe proponer un grafico que las satisfaga.

En los ejercicios del 17 al 20, se solicita que se intuya el valor del limite indicado
(correcto a seis lugares decimales), en caso de existir, evaluando la funcién propuesta en
numeros dados. En todos casos se propone el cdlculo del limite en un valor donde la funcién
no estd definida. En el 18 existe una discontinuidad infinita en x = —1, por lo que el trabajo
desde el RRN puede bastar para dar una respuesta. En el 19 y el 20 mediante aproximaciones
numéricas se puede llegar con mayor certeza a intuir el limite, dado que son valores enteros.
Sin embargo, en el 17 es mds dificil intuir el valor exacto del limite ya que es un nimero
racional no entero. Esto puede habilitar el surgimiento de un RRA por necesidad.

Ademads si se trabaja con GeoGebra, por ejemplo, es probable que se presenten la vista
algebraica, grafica y numérica en paralelo, cuestion que nos permite afirmar nuevamente que
en el 17 es mds dificil determinar el valor exacto del limite, no asi en los ejercicios 19 y 20
donde el software grafica una curva continua en los puntos de interés (a pesar de no serlo).

En los ejercicios del 21 al 24 se pide estimar limites de funciones dificiles de ser
graficadas sin un software, indica trabajar desde un registro numérico, realizando una tabla de
valores, y luego desde uno gréafico, solicitando el uso de calculadora graficadora para
confirmar lo estimado. En parte, se estd proponiendo lo mismo que en los ejercicios previos a
estos, pero sin indicar los valores en los cuales evaluar la funcién.

Del 25 al 27, se indica especificamente trabajar con un software graficador. Aqui
aparecen casos de limites especiales. Sugiere graficar para estimar y luego ver qué sucede
numéricamente cuando se evalda la funcion en valores cercanos al punto de interés, o el
proceso inverso.

En los ejercicios 28 y 29 no indica trabajar con software especificamente. En 28 se

explicita el limite que permite determinar la pendiente de la recta tangente de la funcién
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f(x) = 2¥ en el punto (1,0) y se solicita su estimacion hasta 3 cifras decimales sin dar los
valores en los cuales evaluar. En el 29 se solicita evaluar una funcién f(x) = x? —
(2*/1000) en valores préoximos a 0 (dados), mayores que 0, y estimar el limite de f cuando x
tiende a 0. Luego se pide evaluar en otros valores positivos mds préoximos a 0 y que vuelva a
estimar. En este caso con las primeras evaluaciones sugeridas, podria conjeturarse que el
limite es cero; sin embargo, considerando las segundas evaluaciones sugeridas se pone en
evidencia que la funcién toma valores negativos para valores de x positivos mas proximos a
cero. Consideramos que se pretende hacer notar que el trabajo desde un RRN no es suficiente,
de todos modos en este caso la funcién es continua en x = 0 por lo que podria determinarse
directamente el valor del limite evaluando la funcién en O.

En los ejercicios del 30 al 32, se indica trabajar con un software graficador.

En el 30 se solicita intuir el valor de lim,_q((tg(x) —x)/x3)a partir de una
exploracion numérica sugerida. Luego propone realizar una nueva estimacién evaluando la
funcién en valores mds cercanos a 0 y solicita repensar lo conjeturado. Ademads plantea el
trabajo desde un RRG con software graficador. Nuevamente se quiere poner en evidencia que
el trabajo s6lo desde un RRN no basta para establecer el valor del limite. En este caso el valor
del limite es 1/3 y no es posible detectarlo desde registros de representaciéon numérico y
gréfico. Esta consigna puede dar sentido a la bisqueda de un procedimiento algebraico que
permita calcular el limite.

En los ejercicios 31 y 32 se plantean consignas del estilo de las planteadas en el
ejemplo 9, pero redactados de otra forma. Ya mencionamos que esto puede ser de interés para
construir la definicién métrica de limite, ya que buscan aproximarse a las relaciones entre

desigualdades que se dan en la misma.

Observaciones generales de Seccion 2.2 y Ejercicios 2.2

* En esta seccion se presenta la nocidn intuitiva de limite y limites laterales y la notacion
correspondiente.

= Existe en el texto un interés por mostrar que el trabajo desde RRN y RRG resultan
insuficientes para el cdlculo de un limite. Cuestiéon que resulta de interés para nuestro
estudio.

* En los ejercicios propuestos (Ejercicios 2.2) se presentan consignas que indican el trabajo
desde RRN y RRG para el cédlculo de limites o la determinacién de la no existencia de los

mismos. En general la exploracion para establecer valores de los limites es sugerida o
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guiada y en pocas ocasiones se solicitan argumentos o explicaciones sobre lo que se logra
establecer como respuesta.

* (Observamos que las funciones con las que se trabaja en los ejercicios dificilmente puedan
ser graficadas con l4piz y papel, por lo que probablemente para la resolucion se utilice
algin software graficador (uso de TD por necesidad, sin dejar de lado el objetivo
matematico). Ademads, si bien los ejercicios permiten sefialar la insuficiencia del RRN y
RRG en el célculo de limites, el tipo de funciones en general no permiten que quien
resuelva pueda hacer algin abordaje algebraico a partir de las herramientas con las que
cuenta, ya que se presentan funciones que en sus leyes involucran funciones exponenciales,
trigonométricas, etc.

* Los ejercicios del 3 al 30 los consideramos como TPSC o TPCC (Stein et al., 2000).
Algunos los consideramos TPSC ya que implican procesos rutinarios donde el
procedimiento a utilizar es evidente o descrito por la instruccién, exigiendo poca demanda
cognitiva y focalizdindose s6lo en la producciéon de respuestas correctas; a otros los
consideramos como TPCC porque exigen la utilizacién de procedimientos (sugeridos o no)
con la intencién de desarrollar niveles mds profundos de la comprension de ideas y
conceptos matemdticos, buscando cerrar las conexiones con dichos conceptos.

* Los dos dltimos (31 y 32), asi como el ejemplo 9 del apartado seccién 2.2, pueden
enmarcarse como TPM (Stein et al., 2000).

» Consideramos que en esta seccidn existen consignas con PM (Barreiro et al., 2016) rico y
PM pobre. Algunas consignas de esta seccion merecen andlisis mds profundos que los
expresados en este escaneo para justificar nuestra afirmacion.

» Los cambios de registros de representacion, en general son impuestos, no se da libertad de
pasar de un registro a otro. De todos modos, algunos cambios en la instruccién podrian

subsanar esta imposicion.
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ANEXO IV

COMPENDIO DE CONSIGNAS SELECCIONADAS

En este anexo presentamos todas las consignas analizadas en el CAPITULO 6. Las
organizamos bajo el titulo del libro correspondiente y en el orden en el que fueron ubicadas en

dicho capitulo.
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A.IV. 1. Consignas del Libro 1

Consigna 1

Ejercicio 2 (pdg. 68)
Utilizar la grafica de f v ¢ = 3 para hallar:
(a) im, .. f(x) (b) lim,_.+ f(x) (e} limi,_.. f(7) (d) fle)
¥
B ¥ :_f-l,'.l'r
il .
- | L g |

Consigna 2

Ejercicio 12 (pdag. 69)
Indicar los valores de ¢ para los enales lim, .. flo) no existe,
|

| .
,+ ! "'~.

|

|

-

i

|

|

|

|

|

|

f L ]
1 X
|

Consigna 3

Ejercicio 18 (pag. 70)
Deciddir eon razonsmicentos intuitivos s existe o no el limite indicado v ealeularlo on caso de existh

lim —
r—il |
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Consigna 4

Ejercicio 43 (pag. T0)
Decidir con razonamientos mtuitivos s1 existe o no el limite imdicado v caleularlo en caso de exastir,

lim f{x)

r—0

- 2, r racional
Hz)=

—2.  r wracional

Consigna 5

Ejorcicio 47 (piag. TO)
[.""I' H||| CONT TESOR AL e 1t s !"i CHASLe O T l'] |'|'|f|_|1| ]llll“ .Hl'iir VI illr'lli-H_'ll.l 1 Tas l.]" l'\‘i'—l”

VT2
JIII.I ——
r— | F— l

Consigna 6

Ejercicio 58 (pag. 70)
P Crear una tabla de valores para estimar lim, .. f(x). A continuacion utilizar un programa
grafico para ampliar la grafica cerea de @ = ¢ para Justificar la estimacion o para mejorarla.
Estimar

1 —cose

hm — {medidos en radianes)
r—+l) o

después de calcular el cociente en r = =1, z = £0, 1, = 10,01, z = 20,001,

Consigna 7

Ejercicio 17 (pag. 78)
Determinar, al modo de la seccion 2.1, s1 existen o no los limites indicados. Caleular los limites
que existan

lim f(x) 51
r—3

3, s1.r es un entero

L, en caso contrario
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Consigna 8

Ejercicio 21 (pdg. TR)
;Cudl de los 4 presentados en la figura “funciona” con el € dado?
y >
L+€ 4 2
L"_—___—"#.'E
L-¢ 4 = 1
|
[
|
.'r.l. F
/ |
j I
'lll.l L i l. 1 3 L
T & R - 1 T
[ 0= \ F J g¥@y\ _
C=0; C=0y C+0; C+ 0y

Consigna 9

Ejercicio 22 (pdg. TR)

¥ r
L+& 4 H;/
L+& ) /,’-
L+g L o

7 TR 7
L—g) 4 R/HII
L-& 4 ”~ |
L—&5 - - il

;Para cudl de los € representados en la fisura “funciona” el 4 especificado?

Consigna 10

Ejercicio 27 (pag. 78)

Dar una demostracion € — 4 para el limite siguiente.

lim (2z — 5) =3

r—+4
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Consigna 11

Ejercicio 33 (pdg. 78)
Sea f una funecion de la cual sélo se sabe que

88 O0<pp—3| <], entonces |f(z) —5|<0,1.
;Cudl de los signientes asertos son necesariamente ciertos?
{a) Si |z —3| < 1, entonees |f(x)— 5| <0, 1.

(b) Si|r —2,5| < 0.3, entonees |f(z) — 5| <0, 1.

() lmy 3 flo) =5

(d) Si0 < |r— 3|« 2, enmtonees |f(x) — 5| <0,1.
(e) 81D < |xr— 3| < 0,5, entonces | f(x) — 5| <0,1.
(f) SiD< |jr—13| < —1[ entonces | f(x) — 5| < ;'[{U.I}.
{g) SiD< |r—3|< 1, entonees |f(x) -5 <0,2.

(h) Si0 < |r— 3| < 1, entonces |f(x) — 4,93 < 0,05.

(i) Silims—a f(z) =L, entonces 4,9< L < 35,1,
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A.IV. 2. Consignas del Libro 2

Consigna 12

Ejercicio 1 (pag. 94)

Un tanque contiene 1000 galones de agua que se descargan del fondo del tanque en media hora.
Los valores de la tabla mmestran el volumen 17 de agua restante en el tangue (en galones) después
de ¢ mimutos.

t{min) | 5 10 | 16 |20 | 35 |30
V(gal) [694 | 444 | 250 | 111 | 28 | O

(a) Si P es el punto (15,250) en la grafica de V', encuentre las pendientes de las rectas secantes
P cuando () es el punto en la gratica con £ = 5. 10,20, 25 y 30.

(b) Estime la pendiente de la recta tangente en PP al promediar las pendientes de las dos rectas
secantes,

(c) Use una grafica de la funcidn para estimar la pendiente de la recta tangente en P. (Esta
pendiente representa la rapidez a la que el agna sale del tanque después de 15 minutos. )

Consigna 13

Ejercicio 7 (pag. 94)
La tabla muestra la posicion de un cichsta

t (segundos) | 0] 1 2 3 4 5
s(metrog) (01,4 |51 | 10,7 | 17,7 | 25,8

(a) Encuentre la velocidad promedio para cada periodo:

(i) [1.3] (ii) [2.3] (iii) [3.5] (iv) [3,4]

(b) Use la grafica de s como funeion de ¢ para caleular la velocidad instantanea enando £ = 3.

Consigna 14

Ejercicio 9 (pig. 94)
El punto P(1,0) se encuentra en la curva y = sen| mT”_J.

(a) Si()esel punto (r.sen( 107/ x)), encuentre la pendiente de la recta secante P@) (correcta
a cuatro lugares decimales) para r = 2:1,5;1,4;1,3;1,2:1,1;0,5;0,6;0,7;0.8 ¥ 0,9,
;Las pendientes parecen aproximarse a un limite?

7o *,
5 e = P -
(h) 22 Use la grafica de la eurva para explicar por qué las pendientes de las rectas
secantes del ineiso (a) no estin cerca de la pendiente de la recta tangente en P,

() Al escoger rectas secantes apropiadas, caleule la pendiente de la recta tangente,
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Consigna 15

Ejercicio 1 (pag. 102)
Explique en sus propias palabras queé significa la ecuacion.
limr
r—

Flz)=5

b =

. Es posible que este enunciado sea verdadero v todavia f(2) = 37 Exphque.

Consigna 16

Ejercicio T (pag. 102)
Trace la grafica de la funcidm v tsela para determinar los valores de a para los cuales

limgyq f(2) existe.

142 8 Tr< -1
flg) = a2 B —1=<z<l
22—z Hi >

Consigna 17

Ejercicio 18 (pdg. 103)
Intuya el valor del limite (si existe) al evalunar la funeidn en los mimeros dados (correcto a seis
lugares decimales).
: o — 2%
.t'iln—li 22— -2
r=0;-05; —0,9; —0,95; -0, 99; —0,999; —2; —1,5,—1,1;—-1,01; —1,001

Consigna 18

Ejercicio 32 (pag. 104)

(a) Use evidencias mumérica v la grafica para mtuir el valor del limite

(b) ;Qué tan cerea de 1 debe estar & para asegurar que la funcion del inciso (a) esta dentro de
una distancia de (1.5 de su limte?
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