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Capitulo 1: Planteamiento y justificacion del problema

1.1. Tema de trabajo

En esta investigacidon nos proponemos explorar y analizar las concepciones! de futuros docentes de
Matematica en relacidn con clasificaciones y definiciones de cuadrilateros.

Nos interesa estudiar el tema con el propésito de que los futuros docentes construyan clasificaciones
y formulen definiciones, que conciban estas tareas como un proceso y reconozcan que ambas
dependen de la(s) propiedad(es) de los cuadrilateros que se seleccionan, de modo que produzca una
ruptura con el caracter de unicidad que en muchas ocasiones los estudiantes les otorgan.

Como parte de esta investigacién disefiamos una secuencia diddctica, que se constituye en el medio
para trabajar y analizar estas cuestiones.

1.2. Génesis y fundamentacion del problema

En mi experiencia como docente de la cdtedra de Geometria Il del Profesorado en Matematica del
nivel superior, frecuentemente encontré evidencias de que los estudiantes presentan grandes
dificultades en la formulaciéon de definiciones de objetos geométricos que fueron, tedricamente,
objetos de estudio a lo largo de gran parte de su escolarizacion, como por ejemplo figuras planas tales
como es el caso de triangulos y cuadrilateros. Esta dificultad se manifiesta por ejemplo cuando los
estudiantes definen al triangulo como “la unién de tres lados”, o como “la interseccidn de tres planos”,
en un intento fallido de replicar definiciones ya elaboradas por otros y posiblemente establecidas en
libros de texto; o también por ejemplo cuando solicitan “la definicién” de una figura tanto al docente
como a sus pares. Estas evidencias nos motivaron a formular las siguientes preguntas que orientany
dan origen a nuestra investigacion: ¢cdmo conciben los estudiantes de profesorado las definiciones y
clasificaciones en matematica? éhan vivenciado experiencias en su trayectoria escolar que les
permitan construir conocimientos, y en particular definiciones y clasificaciones? écémo generar
condiciones de ensefianza que posibiliten que los estudiantes exploren cuadrildteros y elaboren
distintas clasificaciones y definiciones? Como formadores de futuros docentes: ¢debemos ensefar
definiciones o ensefiar a definir?

Con el propdsito de que los estudiantes de profesorado de nivel superior exploren y construyan
conocimientos por si mismos y no repliquen conceptos ya elaborados expuestos en un libro de texto,
especificamente en el ambito de la Geometria, disefiamos una propuesta de ensefianza que tiene
como objetivo que los estudiantes analicen cuadrilateros, se desprendan de los nombres conocidos y
los caractericen de acuerdo a sus propiedades, y que finalmente elaboren distintas clasificaciones de
cuadrilateros que deriven a su vez en distintas definiciones. Haremos énfasis especialmente en el
proceso reflexivo de construccién y formulacién de definiciones y clasificaciones; proceso propio y tan
importante como otras tareas del quehacer matematico, convencidas que este abordaje propicia la
construccion del sentido de las clasificaciones y definiciones por parte de los estudiantes. En este
sentido, adherimos a una idea que expresa Sadovsky (1999): “El conjunto de practicas que despliega

! Si bien el término “concepcién” es utilizado en distintas teorias didacticas, aqui lo utilizamos en su acepcién
corriente como modo de concebir, ver, comprender.



un alumno a propdsito de un concepto matematico constituird el sentido de ese concepto para ese
alumno” (p.1).

Otra cuestion que delimita nuestro problema de investigacion, es la necesidad de que los futuros
docentes sean conscientes de que no hay una Unica definicidon para un objeto geométrico. Esta muy
presente la creencia de que, en Matematica en su cardcter de ciencia exacta, existe solo una forma
correcta de definir los objetos y relaciones que estudia. La Matematica en tanto construccidn social
admite, sin embargo, una diversidad de posibles definiciones igualmente validas de un mismo
concepto.

Esta creencia puede estar relacionada, entre otras razones, con un hecho del cual encontramos
evidencias en el analisis de la muestra seleccionada de libros de texto, que corresponde a que existe
un predominio del tratamiento de la clasificacién y definicion de cuadrildteros a partir de un Unico
criterio, el paralelismo de sus lados®. Sin embargo, es interesante preguntarnos: élos alumnos
comprenden por qué se prioriza ésta antes que otras? ¢ Tienen posibilidades de discernir acerca de las
ventajas entre adoptar unay otra?

Las preguntas anteriores nos permitieron como investigadoras, pensar y repensar en varias
oportunidades el objetivo de esta investigacidn y qué esperabamos que los futuros docentes logren a
partir de la secuencia que disefiamos, pues al intentar responderlas, y basandonos en el estudio de
antecedentes y de libros que realizamos, encontramos que carece de sentido ofrecer una propuesta
que vuelva a replicar el abordaje de la enseiianza de las clasificaciones y definiciones que han sido
plasmadas de una Unica forma a través del tiempo. Por lo tanto, nuestro interés se focalizé en que los
estudiantes deconstruyan algunas prdcticas y concepciones instaladas y que participen de la
construccion de conocimientos.

En este sentido, Mariotti y Fischbein (1997) expresan que el proceso de definir debe ser considerado
desde el punto de vista de su complejidad como un componente esencial del razonamiento
geométrico y como un proceso especifico de la actividad matematica. Los autores sostienen que este
ultimo aspecto a menudo se escapa en la practica escolar: los alumnos nunca participan en el juego
real de la construccidn de definiciones, se propone el estudio de muchos conceptos; sin embargo, no
se les permite la posibilidad de comprender las razones de ser de cada uno.

Consideramos que es necesario entonces que los docentes revaloricemos el proceso de definir, para
que los estudiantes puedan comprender mejor la base del sistema légico que representa la geometria
y avanzar en el estudio de las relaciones entre conceptos, asi como también que puedan considerar la
matemadtica como actividad humana y no como algo preconstruido.

Entendemos que la concepcidon de ensefianza que posee el docente tiene directa relacidon con la
experiencia que viven los estudiantes en relacidn al aprendizaje de la matematica y la concepcién que
forman de la misma. En tal sentido, si pretendemos que los futuros docentes disefien experiencias en
torno a la construccion de sentido de las definiciones y clasificaciones de cuadrilateros consideramos
necesario que en su formacion inicial se propongan actividades que la problematicen.

2 Esta cuestion serd analizada en el desarrollo de la investigacidn a partir de una muestra de libros de texto.



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Explorary analizar el proceso de elaboracién de clasificaciones y formulacién de definiciones por parte
de futuros docentes.

1.3.2. Objetivos particulares?

- Disefiar e implementar una secuencia didactica que promueva la construccién de diversas
clasificaciones y definiciones de cuadrilateros convexos.

- Caracterizar y categorizar las clasificaciones y definiciones elaboradas por parte de futuros
profesores.

1.4. Metodologia y recorte empirico

En el presente trabajo utilizamos una metodologia de investigacion cualitativa, que “se orienta a
analizar casos concretos en su particularidad temporal y local, y a partir de las expresiones y
actividades de las personas en sus contextos locales” (Flick, 2004, p.27). Especificamente,
consideramos esta investigacion como interactiva (McMillan y Schumacher, 2005), pues pretendemos
realizar un estudio en profundidad mediante el empleo de distintas técnicas para producir los datos
cara a cara de los distintos actores en sus entornos naturales.

Los sujetos de estudio son en este caso estudiantes de Profesorado en Matematica de un Instituto de
Formacidn Docente de la ciudad de Santa Fe que cursan Geometria Il, cohorte 2017. Esta materia
forma parte del campo de la formacién especifica y se encuentra en el segundo afio del plan de
estudios. Son 13 estudiantes los que cursan la materia con regularidad, y la docente del curso es a la
vez docente e investigadora y autora de la tesis.

Debido al doble rol tomado por la autora de la tesis, docente e investigadora, en el proceso de
investigacion se focaliza en lograr la precaucion metodoldgica, al poner en prdctica cautela
epistemoldgica y objetivacién (Lincoln y Guba, 1985) con el fin de que los datos y su respectivo andlisis
resulten adecuados. En este sentido, destacamos que los resultados que reportamos forman parte de
un trabajo en interaccidn entre tesista, directora y codirectora que potencia la fiabilidad* del estudio
(McKnight, et al. 2000), de este modo en la tesis |la autora se aleja de su rol docente y se coloca las
lentes de investigadora.

3 Atendiendo a la naturaleza de los objetivos, consideramos al objetivo general como un objetivo primario y al
primer objetivo particular segin Yuni y Urbano (2006), como un objetivo secundario, ya que “los objetivos
secundarios implican la realizacién de acciones de naturaleza metodoldgica, cuya realizacidn es imprescindible
para el logro de los resultados cognitivos. Si no se cumplen estos objetivos no se alcanzan los primarios” (p.97).
4 Segin Munarriz (1992), la triangulacién de métodos y personas permite comprobar la objetividad vy
confiabilidad de los datos obtenidos en la investigacion cualitativa. La triangulacién de métodos consiste en
recoger datos mediante distintos canales, grabaciones, entrevistas, notas, entre otros, y la triangulacion de
personas consiste en que los datos obtenidos sean analizados por distintas personas —otros docentes que
trabajan junto con el investigador en distintos ambitos educativos, expertos en el tema de investigacion.



En nuestra investigacion disefiamos una secuencia didactica® y analizamos los datos construidos en el
marco de su implementacion. Esto implicé el disefio no solo del instrumento, sino también de
categorias de analisis con los cuales examinamos los resultados. En términos de Calvo (2001) estas
caracteristicas responden a una investigacion de disefio emergente.

El enfoque cualitativo nos permitird indagar sobre la posibilidad que ofrece la secuencia para que los
estudiantes formulen clasificaciones y definiciones de cuadrilateros de acuerdo a distintos criterios,
es decir, si los problemas seleccionados son fértiles para generar un proceso de construccidon de
clasificaciones y definiciones.

A su vez, caracterizamos la investigacion como exploratoria, dado que pretende documentar las
concepciones de los estudiantes de un profesorado particular sin pretender generalizar ningun
resultado, sino comprender lo singular del contexto estudiado, en términos de McMillan vy
Schumacher (2005), “los estudios exploratorios cualitativos examinan, a menudo, fendmenos que no
han sido estudiados con anterioridad” (p.118), en este caso, las producciones que resultan a partir de
la implementacién de una secuencia didactica disefiada para tal fin. De las modalidades® que
componen la investigacién interactiva, utilizamos el estudio de casos. De acuerdo a McMillan vy
Schumacher (2005) este tipo de estudio examina un sistema definido o un caso detalladamente a lo
largo de un periodo de tiempo, empleando multiples fuentes de datos encontradas en su contexto.
“El caso puede ser un programa, un acontecimiento, una actividad o un conjunto de individuos
definidos en tiempo y lugar” (p.45). De acuerdo a Stake (1999) podemos clasificar el nuestro como un
estudio de casos intrinseco e instrumental.

En este sentido, desarrollamos brevemente algunas ideas en relacién con esta categorizacién. De
acuerdo a Stake (1999), y en concordancia con McMillan y Schumacher (2005), un caso puede ser un
nifio, un grupo de alumnos o un determinado grupo de profesionales que estudian alguna situacion
de la infancia (p.16). El caso es uno entre varios. El tiempo que se le destine a su estudio puede variar,
pero el autor expresa que, si nos concentramos en él estaremos realizando estudio de casos.

Stake (1999) propone utilizar la letra griega 8 (theta mayuscula) para representar un caso, teniendo
siempre presente que es un sistema integrado, y que como tal tiene limites y partes constituyentes.
El autor expresa que al momento de seleccionar un caso, en muchas oportunidades puede suceder
gue no sea posible tal seleccidn y que 8 venga dado e incluso nos veamos obligados a tomarlo como
objeto de estudio. Es decir, con el andlisis no pretendemos estudiar acerca de otros casos o sobre un
problema general, sino que estudiamos ese caso particular. Por lo tanto, las conclusiones a las que
arribaremos se ajustardn al presente caso de estudio. El autor expresa que en estas situaciones, es
que se tiene un interés intrinseco en el caso, y podemos llamar a nuestro trabajo estudio intrinseco de
€asos.

En otras situaciones, el autor expresa que podremos encontrarnos con una cuestidon que se debe
investigar, una situacién paraddjica, una necesidad de comprensién general, y consideraremos que
podemos entender la cuestion mediante el estudio de un caso particular, donde el mismo funciona
como instrumento. En nuestro trabajo la seleccién del caso, estudiantes de profesorado, nos permitira
explorary analizar el proceso de elaboracidn de clasificaciones y formulacidn de definiciones por parte
de futuros docentes, a partir del disefio e implementacion de la secuencia, y del posterior analisis de
producciones. Podemos llamar a esta investigacion estudio instrumental de casos.

5 Lo gue constituye el instrumento a partir del cual se construyeron los datos.
8 Entre las cinco modalidades de investigacion cualitativa interactiva encontramos: etnografica, fenomenoldgica,
estudio de casos, teoria fundamentada y estudios criticos (McMillan y Schumacher, 2005).



Segun las fuentes, nuestro estudio es considerado de campo o empirico, ya que el origen de los datos
es de primera mano. Bajo el consentimiento de los estudiantes que participan, realizamos grabaciones
del trabajo en cada grupo en todas las clases, recopilamos producciones escritas y digitales y tomamos
fotos de los pizarrones.

Segun la temporalizacién, utilizamos métodos transversales, es decir se trata de una investigacién
sincrénica (McMillan y Schumacher, 2005), debido a que la informacidn fue recogida por Unica vez en
un periodo de tiempo limitado (octubre de 2018) y de una poblaciéon definida (estudiantes de 2do afio
del Profesorado de Matematica de nivel superior).

Dado que el trabajo de campo lo realizamos en un curso completo de estudiantes de 2do afio del
Profesorado en Matematica, el tipo de muestra es no probabilistica de tipo accidental pues la
investigacion es de tipo exploratoria y pretende describir y analizar las producciones de un
determinado grupo de estudiantes, sin pretender generalizar sino comprender lo singular. Por ultimo,
el criterio fundamental de seleccion de la muestra ha sido la facilidad de acceso a la institucién y a la
catedra donde la investigadora desempefia su tarea docente.

1.5. Estructura de la tesis

La tesis estda compuesta por ocho capitulos, cuyas caracteristicas centrales describimos a continuacioén.
En el primer capitulo, “Planteamiento y Justificacion del problema”, planteamos el problema
considerado y los objetivos de la investigacién, fundamentando la elecciéon. También incluimos un
desarrollo de la metodologia a utilizar y del recorte empirico que realizamos.

En el segundo capitulo “Marco tedrico”, desarrollamos los conceptos mas importantes de la Didactica
de la Matemdtica que utilizamos en este trabajo.

En el capitulo tres “Clasificaciones y definiciones como objetos de reflexidn. Revision de
antecedentes”, realizamos un estudio de las clasificaciones y definiciones en matemadtica, y en
particular en geometria. También, incluimos un desarrollo de antecedentes significativos para esta
investigacion.

En el cuarto capitulo “Las definiciones y clasificaciones en libros y disefios curriculares”, realizamos un
analisis del abordaje de las definiciones y clasificaciones en una muestra de libros que seleccionamos.
También analizamos la propuesta de ensefianza en relacién a nuestro tema, en los disefos curriculares
correspondientes al Nivel Secundario y al Profesorado en Matemadtica de la Provincia de Santa Fe.

En el quinto capitulo “Secuencia disefiada y su analisis a priori”, incluimos la secuencia disefiada, un
detalle de su estructura y disefio, asi como también el andlisis a priori de cada una de las actividades.
En el capitulo seis “Andlisis a posteriori”, desarrollamos un analisis completo de la implementacién de
la secuencia y un analisis de las producciones de los estudiantes.

En el capitulo siete “Conclusiones”, a modo de cierre de la investigacidn, incluimos conclusiones tanto
del funcionamiento de la secuencia en el aula, conclusiones generales que elaboramos recuperando
los objetivos e interrogantes que nos planteamos en este estudio, como asi también aportes que a
nuestro criterio resultan significativos para la formacién docente.



Capitulo 2: Marco Tedrico

2.1. Nuestra concepcion de matematica y de su ensefanza

Para explicitar qué concepcidon de Matematica sostenemos en esta investigacion, tomando como
referencia los aportes de Charlot (1986), consideramos que:
[... ] Hacer matematicas es un trabajo del pensamiento que construye los conceptos para resolver
problemas, que plantea nuevos problemas a partir de conceptos asi construidos, que rectifica los
conceptos para resolver problemas nuevos, que generaliza y unifica poco a poco los conceptos en los
universos matematicos que se articulan entre ellos, se estructuran, se desestructuran y se reestructuran
sin cesar. (p.3).
Entendiendo la matematica como una actividad del pensamiento, nos resulta necesario destacar que
todos, pero todos, podemos aprender matematica. Esta idea rompe con una concepcidon muy
instalada en algunas escuelas e incluso en la sociedad, de que solo unos pocos son “buenos para la
matemadtica”. Charlot (1986) expresa que romper con una concepcidn elitista de la ensefianza
equivale a democratizarla, y esto es sindnimo de pensar la actividad matematica como un trabajo
accesible para todos.
Nos resulta oportuno destacar que adherimos a una perspectiva segun la cual la matematica es
considerada un producto cultural y social. Sadovsky (2005), expresa que se considera un producto
cultural, dado que en sus producciones influyen las concepciones de la sociedad en la que surgen, y
es también un producto social, dado que es el resultado del intercambio entre sujetos que pertenecen
a la misma sociedad.
Desde esta perspectiva y en consonancia con el disefio curricular del Profesorado de Matematica de
la provincia de Santa Fe (2015, p.17), “entender a la Matematica como proceso, producto y evolucion
de la actividad humana, lleva a identificarla como una actividad de modelizacién, cuyo punto de
partida son diversas problematicas intra o extra matematicas”. De este modo, entender el hacer
matemdtica como un trabajo de modelizacidn, es sindnimo de considerar que el motor principal de
la actividad es la resolucidn de problemas.
En el mismo disefio encontramos que se espera -con lo cual coincidimos y es lo que nos moviliza a
realizar esta investigacion- que las experiencias formativas por las que transiten estudiantes deben
estar vinculadas con una genuina actividad problematizadora, superando de este modo la cultura
monumentalista que ‘visita’ las obras construidas por la humanidad, y se acerquen a una cultura del
cuestionamiento, que demanden una posicion critica frente al saber, intentando desnaturalizarlo,
encontrando su origen y sentido.
Ahora bien, para que la resolucion de problemas sea un camino fértil para la construccién de saberes,
se requiere de un estudiante activo, que realice tareas propias del quehacer matematico’, como ser
resolver, comparar, decidir, conjeturar, validar, argumentar, entre otras.
Brousseau (1993), quien define la matematica como un “conjunto de saberes organizados producidos
por la cultura”, también agrega que conocer matematicas no es meramente aprender definiciones y
teoremas para reconocer cuando utilizarlas y aplicarlas. Sino que hacemos matematicas cuando
resolvemos problemas, pero también formular buenas preguntas es un trabajo tan importante como
encontrarles solucion.

7 Ampliaremos estas ideas posteriormente.



2.1.2. Problema geométrico

Si hablamos de problematizacién, nos resulta importante caracterizar qué se entiende por problema.
En los ultimos afios, los documentos curriculares de nuestro pais plantean que cada actividad
constituye un problema matematico para un alumno en la medida en que involucra un enigma, un
desafio a sus conocimientos matematicos, es decir, si estos le permiten iniciar la resolucion del
problema, pero para hacerlo elabora un cierto procedimiento poniendo en juego las nociones que
tiene disponibles, modificandolas y estableciendo nuevas relaciones.

De acuerdo a las Orientaciones Curriculares de Educacién Secundaria, elaboradas por el Ministerio de
Educacidn de la Provincia de Santa Fe, nivel en el cual se desempefiaran nuestros estudiantes como
docentes, se entiende que:

(...) un problema es una situacion que permite al estudiante recuperar conocimientos y experiencias

anteriores para elaborar una estrategia de base —la que se desarrollara a partir de su propia actividad,

de las discusiones con sus compafieros y de los aportes de informacion del docente-, pero a la vez le
ofrece una resistencia suficiente como para que estos conocimientos puedan evolucionar, sean

cuestionados y se constituyan en otros nuevos (p.39).

Dado que en esta investigacion el objeto de estudio es la Geometria, nos resulta importante explicitar
qué se entiende por problema geométrico. ltzcovich (2005) plantea las particularidades que deberian
tener los problemas geométricos, las cuales tienen estrecha relacidn con la caracterizacién del trabajo
geomeétrico que se espera que éstos promuevan, en el que nos detendremos posteriormente. En éstos
términos, el autor expresa que tales particularidades deberian ser:

- Para resolver el problema se ponen en juego las propiedades de los objetos geométricos.

- El problema pone en interaccion al alumno con objetos que ya no pertenecen al espacio fisico sino a
un espacio conceptualizado; las figuras-dibujos trazadas por este sujeto no hacen mas que
representarlo.

- La funcién que cumplen los dibujos en la resolucién del problema no es la de arribar a la respuesta
por simple constatacidn sensorial.

- La validacion de la respuesta dada al problema -es decir, la decision auténoma del alumno acerca de
la verdad o falsedad de su respuesta- no se establece empiricamente, sino que se apoya en las
propiedades de los objetos geométricos. Las argumentaciones a partir de las propiedades conocidas
de los cuerpos y figuras producen un nuevo conocimiento sobre los mismos. (p.13)

2.2. Teoria de las situaciones didacticas

Uno de los enfoques de la Didactica de la Matematica que tomaremos como referencia en esta
investigacion son los aportes de la Escuela Francesa.
Esta escuela comienza a desarrollarse en los afios setenta como resultado de las preocupaciones de
un grupo de investigadores, en su mayoria franceses, por analizar e interpretar los fendmenos vy
procesos relacionados a la ensefianza y el aprendizaje del conocimiento matematico.
Para disefiar la secuencia didactica y realizar su analisis didactico tomamos aportes de la Teoria de las
Situaciones Didacticas desarrollada por Guy Brousseau. Esta teoria, esta basada en una concepcidn
constructivista del aprendizaje, en el sentido piagetiano, y es caracterizada por el autor de la siguiente
manera:
El alumno aprende adaptidndose a un medio que es factor de contradicciones, de dificultades, de
desequilibrios, un poco como lo hace la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion del
alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del aprendizaje (Brousseau, 2007, p.17).



La Teoria de Situaciones Didacticas realiza un aporte significativo a la Didactica de la Matematica: la
incorporacién de un cuarto elemento a la conocida triangulacién Alumno — Docente — Saber, el medio
(milieu). En palabras de Chevallard y Joshua (1982), el medio es el objeto de interaccién de los
alumnos. Representa la actividad en la cual trabajaran, asi como también las condiciones en las cuales
podran realizarla. Algunas de estas condiciones pueden ser los materiales y recursos que pueden
utilizar, por ejemplo lapiz y papel o TIC. Los autores sefialan que el medio al que el alumno se enfrenta
también esta compuesto por las acciones del docente, como ser el tipo de intervenciones que realiza
a propésito de la tarea, las decisiones que toma en la gestién de la misma, ayudas que proporciona o
restricciones que define, incluso también por lo que espera que los estudiantes realicen. Es asi que
define a una situacion didactica como un sistema de interacciones entre los subsistemas de la
situacién: los alumnos, el medio (incluyendo el docente) y el saber, remarcando que una situacion
didactica es construida intencionalmente con el propésito de que los estudiantes adquieran un saber
determinado
En una situacién escolar, sera el docente quien organice y constituya un medio, por ejemplo, un
problema, que revela en cierta medida su intencién de ensenar al alumno un saber determinado, pero
gue lo disimula lo suficientemente como para favorecer que el alumno pueda dar por si solo la
respuesta esperada.
A partir de la incorporacién del medio, esta teoria propone un modelo desde el cual pensar la
ensefianza como un proceso centrado en la produccidn de conocimientos matematicos en el ambito
escolar, que se lleva a cabo especialmente a partir de dos tipos de interacciones basicas: las
interacciones del alumno con el medio y las interacciones del alumno con el docente. Las primeras
tienen lugar en las asi llamadas situaciones a-diddcticas, y las segundas se analizan y describen a través
de la nocién de contrato didactico.
Una situacidn a-didactica representa una actividad de produccién de conocimiento por parte del
alumno, en la cual las intervenciones del docente buscan colaborar en la interaccién entre el
estudiante y la situacion, orientandolo y con el propédsito de que el alumno avance con su
procedimiento y/o lo modifique, sin explicitar el conocimiento que se espera que él construya. El
estudiante al aceptar el problema, pone en juego sus propios procedimientos, pero también los
modifica, rechazandolos o produciendo otros nuevos, a partir de las interpretaciones que hace sobre
los resultados de sus acciones, las que son denominadas retroacciones del medio, produciendo de
este modo conocimiento.
Se identifican dos condiciones que le son propias a una situacidn a-didactica: que el estudiante pueda
decidir qué estrategia utilizara para abordar la tarea que se le propone, lo que implica que la misma
debera ofrecer variedad de estrategias posibles; y que la situacidon contenga una finalidad, de tal modo
gue sea posible identificarla independientemente del conocimiento a producir. Esta finalidad puede
ser entendida en términos de la accién explicita que se le solicita al estudiante.
De acuerdo a Sadovsky (2005), el modelo de situacién a-didactica concibe que la complejidad de los
conocimientos que se ponen en juego requiere de tiempos mas o menos prolongados para su
elaboracidn.
Por eso, se piensa en una situacidn que se implementa varias veces cambiando cada vez algunas
condiciones - por ejemplo los nimeros en juego, o las herramientas que se permiten para abordarlo, o
las formulaciones que se proponen - bajo el supuesto de que dichos cambios van dando lugar a la
produccion de nuevas relaciones matematicas por parte del sujeto (p. 6).
En el disefio de la secuencia diddactica tuvimos en cuenta estas ideas al proponer elaboracién de
agrupaciones de cuadrilateros en actividades consecutivas variando las herramientas y recursos que



se permiten utilizar para abordarlas, los elementos de los cuadrilateros que se ofrecen como punto
de partida, las caracteristicas de los cuadrilateros en las cuales se pone el foco y las tareas que se
proponen a los estudiantes.

Por otro lado, retomando la segunda de las dos nociones que nos interesa ampliar, el contrato
didactico explica y describe las interacciones docente-alumno a propdsito de las que desarrolla el
estudiante en relacidn con el medio. De acuerdo a Sadovsky (2005) esta herramienta tedrica pone en
un lugar central las interacciones con el docente que se desarrollan con respecto a un conocimiento
matemadtico en particular y que se producen cuando cada uno de los integrantes de la relacidn
didactica interpreta las intenciones y las expectativas -explicitas e implicitas- del otro en el proceso de
comunicacion. Este concepto tedrico posibilita visibilizar que la construccién de ideas matematicas
por parte de los estudiantes también se ve influenciada por inferencias que realizan de lo que el
docente expresa pero no necesariamente dice.

En esta perspectiva didactica se espera que un estudiante aprenda produciendo, haciendo funcionar
y evolucionar sus conocimientos. Para permitir este funcionamiento, el docente no puede explicitar al
estudiante qué es lo que se espera de él, sino que su tarea consiste en que el alumno acepte la
responsabilidad de resolver las situaciones o problemas cuya respuesta no conoce. La teoria
conceptualiza esta tarea bajo el término devolucion.

En términos de Brousseau (2007), “la devolucidn es el acto por el cual el docente hace que el alumno
acepte la responsabilidad de una situacién de aprendizaje (a-didactico) o de un problema y acepta él
mismo las consecuencias de esta transferencia” (p.87).

En este sentido, Sadovsky (2005), recuperando a Margolinas (1993) y Perrin Glorian (1993), afirma que
la devolucién es concebida como un proceso de negociacién entre el docente y sus estudiantes que
se encuentra vigente durante toda la situacidn a-didactica. Esto puede darse por ejemplo cuando el
docente genera situaciones de reflexién en torno a las acciones desplegadas en los problemas
propuestos que componen la situacidn a-didactica, como asi también cuando el docente
necesariamente interviene para sostener a un alumno en la situacién, orientandolo a que la relacione
con conocimientos que tiene disponibles.

Al considerar las relaciones de un alumno con el medio, Brousseau (2007) sostiene que éstas pueden
ser agrupadas en al menos tres grandes categorias, en las cuales el conocimiento adquiere distintas
funciones: situacién de accion, formulacion y validacion.

En una situacion de accion el alumno actla sobre un medio, que puede ser material o simbdlico, la
situacidn requiere solamente la puesta en acto de conocimientos implicitos. Esto significa que el
estudiante no necesariamente es consciente de la presencia de un conocimiento en las interacciones
gue él establece con el medio, al buscar las estrategias para resolver un problema, y que no es en esta
etapa necesariamente capaz de explicitarlo.

En una situacion de formulacion el alumno formula explicitamente un mensaje destinado a otro, quien
debe poder comprender y actuar sobre éste con los conocimientos que tenga disponibles. En esta
situacidn, se promueve que se hagan explicitos aspectos de ese conocimiento que hasta el momento
eran implicitos.



Una situacion de validacion es el momento en que el estudiante elabora argumentos acerca de la
validez de las formulaciones que se realizaron, asi como también las somete a juicio por parte de otros
alumnos. Estos podran rechazarlas, aceptarlas o proponer en consecuencia otras afirmaciones.

En el disefio de la secuencia procuramos que los estudiantes tengan oportunidad de hacer funcionar
sus conocimientos en diferentes situaciones. En cada una de las primeras cuatro actividades los
estudiantes se enfrentaran a la resolucién de un problema, por lo que en una primera instancia podran
actuar sobre el medio y elaborardn distintas estrategias de resolucidn, que implica la exploracién de
distintas propiedades de cuadrilateros. Algunos recursos con los que contardn para desarrollar sus
estrategias de resolucidn son tridngulos de cartulina, construcciones en |apiz y papel y construcciones
con Geogebra. A partir de este momento los estudiantes, mediante el intercambio con sus
companeros, formulardn conjeturas, es decir, estableceran posibles cuadrildteros que cumplan con
las condiciones pedidas e incluso enunciardn propiedades de los cuadrilateros estudiados. Si bien es
posible que muchas de las validaciones que realicen sean del tipo empiricas, esperamos que algunos
grupos construyan pruebas para justificar sus afirmaciones.

Otra nocidn central que conceptualiza el rol docente en esta teoria es la institucionalizacion. En
relaciéon a esto, recuperamos a Panizza et al. (2003) quien expresa que:
La institucionalizacion es de alguna manera complementaria a la devolucidn. Brousseau (1986)
reconoce en estos dos procesos los roles principales del maestro, y afirma: “(...) En la devolucién el
maestro pone al alumno en situacién a-didactica o pseudo a-didactica. En la institucionalizacién, define
las relaciones que pueden tener los comportamientos o las producciones “libres” del alumno con el
saber cultural o cientifico y con el proyecto didactico: da una lectura de estas actividades y les da un
status (...)” (p.14).
Esta nocién fue incorporada en la teoria luego de varios estudios en los cuales se observd que el
docente necesitaba, por distintas razones, dar cuenta de lo producido por los alumnos, es decir,
identificar un objeto de ensefanza y reconocerlo como saber cultural, establecer relaciones entre las
producciones de los alumnos y el saber cultural.
Recuperando a Panizza et al. (2003), “durante la institucionalizacidn, se deben sacar conclusiones a
partir de lo producido por los alumnos, se debe recapitular, sistematizar, ordenar, vincular lo que se
produjo en diferentes momentos del desarrollo de la secuencia didactica, etc., a fin de poder
establecer relaciones entre las producciones de los alumnos y el saber cultural” (p.15).

Sadovsky (2005), recuperando a Perrin Glorian (1993) expresa que existen condiciones para que la
devolucién sea posible, y una de ellas es que el estudiante tenga desde el comienzo un “proyecto de
aprendizaje” que le posibilite iniciar un proceso de descontextualizacion de los conocimientos que
producird. Si bien la construcciéon de este proyecto es una construccién del estudiante, el docente
colabora en él, lo cual permite concebir tanto a la devolucién como a la institucionalizacion como
procesos imbricados y que suceden simultdneamente.
Perrin Glorian (1993) en Sadovsky (2005) propone que:
la institucionalizacion de los conocimientos comienza para nosotros desde el momento mismo de la
devolucion porque ya ahi es necesario que el maestro dé al alumno, si no lo tiene, el proyecto de adquirir
esos conocimientos; en este sentido los procesos de devolucidn y de institucionalizacién se imbrican y
son, en cierta medida, contemporaneos. (p.14).
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2.2.1. Variables didacticas

Otro concepto de la teoria que es muy importante es el de variable diddctica. Se llama de esta manera
a aquellos elementos de una situacidon que son susceptibles de tomar diferentes valores y que al
tomarlos pueden provocar cambios tales en la situacién que hacen variar la estrategia que el alumno
haya seleccionado para resolverla.
Bartolomé y Fregona en Panizza (2003), la definen de la siguiente manera:
(...) las situaciones didacticas son objetos tedricos cuya finalidad es estudiar el conjunto de condiciones y
relaciones propias de un conocimiento bien determinado. Algunas de esas condiciones pueden variarse
a voluntad del docente, y constituyen una variable didactica cuando segun los valores que toman
modifican las estrategias de resolucion y en consecuencia el conocimiento necesario para resolver la
situacion (p.10)
Brousseau (1993) expresa que el docente podra promover que los estudiantes construyan nuevos
conocimientos a partir de las elecciones que realice en cuanto a los valores que toman las variables
didacticas. Un ajuste de estos valores podra originar como consecuencia que los conocimientos que
los estudiantes tienen disponibles y que eran suficientes para comprender y resolver una situacidn, ya
no lo sean para abordar la nueva. Asi como también generar a partir de una situacién inicial un campo
de problemas en relaciéon a un mismo conocimiento o un grupo de problemas que corresponden a
diferentes conocimientos.

2.3. Transposicion didactica

Para realizar nuestro analisis didactico, tanto de los libros de texto seleccionados como de la secuencia
y su implementacién, nos resulta importante considerar la nocién de Transposicion Didactica.
Incluimos a continuacién una breve referencia de la misma, que nos permite y brinda sustento para
analizar y comprender algunas cuestiones de esta investigacién. En términos de Chevallard (1998), un
contenido de saber que se selecciona para ser ensefiado, sufre un conjunto de modificaciones para
llegar a tener la categoria de “saber a ensefar”. Estos procesos que van a atravesar los saberes para
transformarse en saberes diddcticos, van a formar parte de lo que Chevallard denomind la
“transposicion didactica”.

La importancia de dejar plasmada la nocién de transposicion didactica en nuestro marco tedrico reside
en que al realizar el andlisis de libros de texto, del disefio curricular del Profesorado en Matematica y
al disefiar una propuesta de ensefianza, aparecen ciertos cuestionamientos en relacidn al proceso que
hemos descripto: i qué decisiones toman los autores de los libros de texto para abordar clasificaciones
y definiciones de cuadrildteros? éQué lugar se le ha otorgado a esta tematica en el disefio curricular
de la formacién de profesores de matematica? ¢Cuadles fueron nuestras decisiones al elaborar la
propuesta de ensefianza en relacidn con este objeto de estudio?

Los saberes que son seleccionados como objetos de ensefianza en una institucién® particular
presentan caracteristicas propias que los distinguen de los mismos saberes en otras
instituciones. Surgen asi los fendmenos de “transposicién didactica” para describir y comprender los
procesos de transposicion del saber, de la institucidon de los matematicos a distintas instituciones de
la ensefianza, planes de estudio, programas, manuales, y clases. En cada una de estas instituciones, el

8 Para Chevallard una institucidén es un concepto primitivo, puede ser una escuela, una clase un libro de texto.
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saber obedece a motivaciones de distinta indole y, en el paso de una institucién a la otra, sufre

transformaciones inevitables, necesarias, que se convierten en objeto de estudio.

Consideramos un texto de Chevallard (1996), donde él describe este concepto:
[...] épor qué hay transposicidn de los saberes? La respuesta es a priori muy simple y se puede explicitar
en algunos puntos. Primer punto: los saberes nacen y crecen en ciertos “lugares” determinados de la
sociedad. (La produccion de los saberes es algo complejo, que supone una “ecologia” particular.) Segundo
punto: las necesidades sociales hacen que los saberes producidos deban vivir también en otros lugares
de la sociedad. (La cosa es todavia mas compleja y oscura: asi, casi cada objeto de uso cotidiano
“contiene” hoy dia, de manera invisible para el usuario, matemdticas “cristalizadas”, y un montén de
otros saberes mds.) Tercer punto: para poder vivir “lejos” de sus lugares de produccidn, los saberes sufren
transformaciones que los adaptan a las ecologias “locales” correspondientes. (De este modo, los objetos
matematicos que manipulan ingenieros, economistas o gedgrafos deben empezar a vivir “en asociacion”
con otros objetos, que el matematico ignora y que, por lo menos culturalmente, parecen propios de estos
ambitos especificos de la practica social.)
El esquema anterior define de manera muy amplia los procesos sociales de transposicion. [...] Cuando un
saber se transpone en una institucidon para ser estudiado, hablaremos de transposicion didactica. (El
adjetivo didactico corresponde aqui al sustantivo estudio.) El ejemplo de la Escuela es, en este caso,
fundamental, aunque no sea Unico. (Portal Educar, Ministerio de Educacion, Presidencia de la Nacidn,
parr.55).

La transposicion didactica implica dos fases: la primera corresponde al pasaje del saber sabio al saber

a ensefiar y la segunda al pasaje del saber a ensefiar al saber ensefado.

Los objetos del saber sabio son reconocidos como tal en una comunidad cientifica, sin embargo, no

son ensefiables de esta forma. Para que esto suceda Chevallard (1998) sostiene que se debe realizar

una mediacion entre ellos, en la cual un dominio del saber sabio sufre transformaciones para ser

insertado dentro de un discurso didactico. Una vez hecho este tratamiento; el saber a ensefiar es

diferente del saber sabio, pues este le sirve de referencia con su entorno epistemolégico en particular

y es diferente a la significacidén original ya que para introducirlo a la ensefianza se han incorporado

una serie de conceptos que lo estructuran para hacerlo comprensible en la escuela.

En el pasaje del saber cientifico al saber ensefiado, Chevallard (1998) sostiene que por un lado es

necesario desconcentrarlo y secuenciarlo a los fines de que pueda ser evaluado parcialmente. Esto

permite una programacién para su adquisicidon, como asi también lo independiza respecto de quienes

le dieron origen, es decir, se despersonaliza.

Por otro lado, sefiala que se debe publicar a efectos de someterlo al inevitable control social del

aprendizaje. Todos estos requisitos se hallan plasmados en el proceso de la puesta en texto del saber.

El “texto del saber” se elabora concretamente por medio de diversos textos, es decir, cada autor de

|ll

un manual realiza su propia version del “texto del saber” teniendo en cuenta ciertas restricciones, por
ejemplo, deberd adecuarse a las posibilidades diddcticas de los sujetos, alumnos y profesores que
utilizaran su texto como herramienta de estudio y a los contenidos establecidos por los programas

oficiales.

Los interrogantes que nos planteamos al comenzar este apartado permiten visualizar que un libro de
texto que el docente selecciona para su trabajo con estudiantes, un plan de estudios y hasta la propia
formulacién de una propuesta de ensefianza, se constituyen segun Chevallard (1998) en instituciones
y presentan caracteristicas propias que los distinguen de otras instituciones, motivos por los cuales
nos interesa detenernos y estudiarlos en esta investigacion.
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2.4. Ingenieria didactica

La ingenieria didactica surge en la didactica de la matematica a comienzos de los afios ochenta y se
fundamenta en la Teoria de las Situaciones Diddcticas de Brousseau y en la Transposicién Didactica de
Chevallard. Esta especialmente ligada a la experimentacion en las clases y al proceso de evaluacién de
un trabajo tedrico. “... se trata del disefio y evaluacion de secuencias de ensefianza de las matematicas
tedricamente fundamentadas, con la intencidn de provocar la emergencia de determinados
fendmenos didacticos, al tiempo que se logran elaborar recursos para la ensefianza cientificamente
experimentados” (Godino et al., 2013, p.7).
El nombre de esta metodologia alude a un trabajo equiparable con el de un ingeniero quien,
para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta
someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar
con objetos mucho mas complejos que los depurados por la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar
practicamente, con todos los medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no puede
hacerse cargo (Artigue et al., 1995, p.33).

Segun Artigue et al. (1995), la ingenieria didactica como metodologia de la investigacion se caracteriza
por representar una investigacién basada en intervenciones didacticas en clase, es decir, sobre la
concepcidn, realizacién, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza. Ademas, se caracteriza
por el registro de los estudios de caso y por la forma de validacién.
La forma de validacidn es interna y se basa en la confrontacién entre el analisis a priori y el andlisis a
posteriori de la secuencia realizada, es decir que no recurre a la validacidn externa basada en la
comparacion de rendimientos de grupos experimentales y de control, como suele trabajarse en otras
metodologias.
En esta metodologia se pueden distinguir cuatro fases:

1. Analisis preliminares

2. Fase de concepcidn y analisis a priori de las situaciones didacticas

3. Experimentacién

4. Analisis a posteriori y validacién
En la primera fase, se deben realizar andlisis preliminares respecto al marco tedrico didactico general
y sobre los conocimientos diddacticos y relacionados con el tema. Los mas frecuentes son el andlisis
epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza, el andlisis de la ensefanza
tradicional y sus efectos, el analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucidn, y el andlisis del campo de restricciones donde se va a situar
la realizacidn didactica. En nuestra investigacion hemos realizado un analisis preliminar reducido:
consideramos diversos aportes tedricos e investigaciones sobre nuestro objeto de estudio que son las
definiciones y clasificaciones de cuadrilateros, analizamos su rol en la ensefianza y el aprendizaje y
realizamos un analisis del abordaje en libros de texto recomendados para la formacién docente en los
disefios curriculares vigentes y en planes de cdtedra de Geometria de Nivel Universitario, sin embargo
no profundizamos en un estudio epistemolégico de nuestro objeto de estudio, asi como tampoco
indagamos en las concepciones que los estudiantes tenian del mismo. Este recorte en la primera fase
nos permite asegurar que nuestra investigacion no se trata de una ingenieria didactica en sentido
estricto; sin embargo, nos apoyamos en varios aspectos de las siguientes fases para desarrollar
nuestro trabajo.
La fase de concepcidn y analisis a priori de las situaciones didacticas comprende una parte descriptiva
y predictiva, y es donde se toman decisiones en relacidn a las “variables de comando” no
determinadas por las restricciones. Estas variables pueden ser tanto globales como locales, generales
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o depender del contenido didactico en el que se enfoca la ensefianza. En un nivel local, se encuentra
la seleccidén de las variables asociadas con el problema y de las variables asociadas con la organizacidn
y la gestidn del "medio", variables didacticas en términos de Brousseau (1995).

En términos de Artigue et al. (1995) el andlisis a priori se debe concebir como un control de significado,
ya que el objetivo del mismo es determinar si las selecciones realizadas permiten incidir en los
comportamientos de los estudiantes y su significado, asi como también se debe analizar qué
cuestiones se ponen en juego para un estudiante en la situacion disefiada en funcion de las
posibilidades de accion, de seleccidn, de decisidn, de control y de validacidn de las que él dispone, una
vez puesta en practica en un funcionamiento casi auténomo.

En nuestra investigacion es muy importante esta segunda fase, pues nos permitié tomar decisiones

en cada una de las actividades, como por ejemplo en qué caracteristicas de los cuadrilateros poner el
foco y anticipar procedimientos que los estudiantes podrian desarrollar, qué tipo de tareas
proponemos, asi como también formas posibles de validacién.

La fase de experimentacion representa el momento de la implementacién de la secuencia disefiada,
en nuestro caso con futuros docentes de matematica.

Y por ultimo, a la fase de experimentacidn le sigue la fase de analisis a posteriori y validacion, que
consiste en el analisis del conjunto de datos recogidos a lo largo de la experimentacién, como ser
observaciones y producciones de los estudiantes a lo largo de la secuencia didactica. Tal como hemos
mencionado anteriormente, la validacién es interna y se basa en la confrontacién entre el andlisis a
prioriy el a posteriori, con el objetivo de evaluar el funcionamiento de la secuencia y dar lugar a que

surjan modificaciones a la propuesta original.

2.5. Secuencia didactica

Nos resulta importante recuperar la idea de secuencia didactica, pues es una pieza central de esta
investigacion. Para esto, tomamos la siguiente definicién de secuencias didacticas extraida del
material de estudio de la Especializacion docente de Nivel Superior en Ensefianza de la Matematica
en la Escuela Primaria:
“las llamamos asi, porque no estan conformadas por un conjunto de actividades pensadas en forma
aislada, sino que por el contrario, estan atravesadas por un hilo conductor, y articuladas de forma tal que
cada instancia se vincula con la anterior, retomando lo ya trabajado y agregando algin elemento o
introduciendo alguna variante sobre los elementos que intervienen en la actividad” (Instituto Nacional
de Formacién Docente [INFD], 2015)
Se expresa en el texto que es importante visualizar que mds alla de los distintos modos en los que
pueden organizar un conjunto de actividades, se deben también variar las condiciones y las tareas que
se proponen a los estudiantes.
Es importante destacar que planificar la ensefianza en términos de secuencias didacticas para el
abordaje de cada contenido, se corresponde con la idea de que no serd suficiente una sola interaccién
con el objeto de conocimiento para que los estudiantes lo aprendan. Serd necesario volver a ponerlos
en contacto con los conocimientos a través de distintas actividades, en distintas situaciones, en
distintos contextos, con diversos grados de complejidad, proponiéndoles distintos tipos de tareas.
Naturalmente, planificar todas estas instancias implicard también contemplar tiempos acordes a los
procesos que se estaran propiciando.
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2.5.1. Interacciones entre pares

Nos interesa mencionar la importancia de la interaccién entre pares ya que la metodologia que se
propone en la implementacion de la secuencia disefiada se basa principalmente en el trabajo
colaborativo, puesto que consideramos que es a partir del intercambio con sus pares, el docente y las
situaciones planteadas, que los estudiantes lograran formular definiciones y clasificaciones de
cuadrilateros.
Tomamos como referencia los aportes de Cambriglia et al. (2010), quienes consideran a la interaccidn
como medio de construccion, en el sentido en que “da lugar a la emergencia de relaciones
matematicas que se construyen en torno a la actividad matematica del aula y que serian otras (o no
serian) si aisldramos a los actores de la clase”. (p.141)
Las autoras expresan que en este medio los actores asumen distintos roles y en ciertas ocasiones mas
de uno a la vez, superando los clasicos modelos de comunicacién donde uno de los sujetos es emisor
o productor de un mensaje y otro receptor o intérprete del mismo. Esto significa que “el acto de
interpretar comporta potencialmente la produccidn de algo nuevo que solo es posible a partir de la
produccién del otro”. (p.141).
Las autoras también sostienen que en una clase en la que se propicia la discusién entre pares y en la
gue se permite que los estudiantes tomen decisiones,
“el receptor es intérprete y productor, asi como el emisor es productor e intérprete. El receptor produce
sobre la produccion de otro, desde su propio marco interpretativo, y esta nueva produccién porta las
primeras relaciones construidas por el/los productores anteriores ya sea modificadas/ enriquecidas/
eventualmente cuestionadas”. (p.141)
Por ultimo, nos resulta interesante recuperar la idea de que la combinacion de un espacio en el cual
se discutan, analicen y se consideren como problemas las producciones de otros, permite generar en
una clase un escenario que posibilita la generacién de nuevas discusiones y preguntas.

2.5.2. Trabajo promovido por la secuencia

Es nuestra intencién que la secuencia que disefiamos junto con la gestidon del docente y las
interacciones entre pares, segun el enfoque de ensefianza que adoptamos, promueva en las clases un
ambito de producciéon de conocimientos y un modo de trabajo que priorice que los estudiantes
realicen tareas propias del quehacer matematico® tales como:

- involucrarse en la resolucion del problema presentado, vinculando lo que se quiere resolver con
lo que ya se sabe;

- plantearse nuevas preguntas;

- elaborar estrategias propias y compararlas con las de sus companeros, considerando que los
procedimientos incorrectos o las exploraciones que no los llevan al resultado esperado son
instancias ineludibles y necesarias para el aprendizaje;

- discutir sobre la validez de los procedimientos realizados y de los resultados obtenidos;
reflexionar para determinar qué procedimientos fueron los mas adecuados o Utiles para la
situacion resuelta;
establecer relaciones y elaborar formas de representacién, discutirlas con las y los demas,
confrontar las interpretaciones sobre ellas y acerca de la notacién convencional;
elaborar conjeturas, formularlas, comprobarlas mediante el uso de ejemplos o justificarlas
utilizando contraejemplos o propiedades conocidas;

9 Adaptado de: Cuadernos para docentes. Serie Reencuentros. Ministerio de Educacidn de la Nacién. 2021.
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- reconocer los nuevos conocimientos y relacionarlos con los ya sabidos;
- interpretar la informacién presentada de distintos modos;
- producir textos con informacidon matematica y avanzar en el uso del vocabulario adecuado.

En sintesis, nuestra intencidn es priorizar “un trabajo matematico en el cual el sentido de los
conocimientos se construya al resolver problemas y reflexionar sobre ellos”. (MEN, 2021)

2.5.3. Potencial de las consignas!® matematicas

Nos interesa tomar los aportes de Barreiro et al. (2016), para analizar el potencial matematico de las
consignas de los problemas que componen la secuencia didactica disefiada. Los autores expresan que
la actividad matematica que el estudiante realice estard fomentada y relacionada, entre otras
cuestiones, por las consignas que el docente proponga. Con la intenciéon de que la actividad
matemadtica que el estudiante realice sea valiosa y cognitivamente exigente, es que los autores
proponen la valoracion del potencial matematico de las consignas que seleccionamos como docentes.
En términos de Barreiro et al. (2016), “el potencial matematico de una consigna estd relacionado con
las posibilidades de exploracidn que la consigna habilita o no y con las posibilidades de argumentar
sobre la validez de Ila resolucion o de su respuesta” (p.27). En relacién
con las posibilidades de exploracién, la autora sefala que hay, asuvez, dos cuestiones que las
favorecen, que son que la consigna admita diferentes caminos de resolucién y que la consigna no
incluya pasos a seguir, es decir que no tenga pautado que ir resolviendo, de qué modo y en qué
momento. Se considera muy importante que una consigna pueda admitir que el estudiante tenga
posibilidades tanto de explorar como de argumentar porque le permite tomar decisiones, organizar
sus intentos o modos paraabordar laresolucién, eventualmente podria recurrira
heuristicas, reflexionar sobre sus intentos para sostenerlos o descartarlos, explicar el porqué de su
respuesta, argumentar sobre la validez de sus producciones, etc. asemejandose de ese modo
al trabajo del matematico lo que legitima el tipo de trabajo que se realizaria en el aula de Matematica
de nivel secundario. (Barreiro y Rodriguez, 2014)

Los autores mencionados proponen realizar una valoracidn cualitativa del potencial de una consigna,
que serd débil o pobre en el caso en que la consigna no admita exploracidn y no requiera ningun tipo
de argumentacion; o serd rico, que se daen elcaso opuesto, ante una consigna que abre las
posibilidades al estudiante de que explore, razone, descarte, argumente, decida cdmo debe
argumentar, etc.

2.5.4. El uso de Geogebra en nuestra secuencia didactica

Dado que en la secuencia didactica que disefiamos proponemos el uso de Geogebra, nos resulta
oportuno recuperar algunas cuestiones en relaciéon a este software. Geogebra es un programa
disefiado como herramienta didactica, que promueve y posibilita la exploracion y la investigacién
como medios para aprender Matematica. Es un software libre y gratuito, sus actualizaciones son
constantes, y es ademads multiplataforma.

Novembre et al. (2015), expresan que:

0'Si bien respetamos la terminologia utilizada por los autores, nos interesa destacar que, al referirnos a
consigna, no solo haremos alusidn al enunciado de un problema, sino en la tarea que éste propone.
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La potencialidad de una herramienta tecnoldgica como el GeoGebra se manifiesta en dos

transformaciones: abre la posibilidad de abordar problemas que serian imposibles sin su ayuda y permite

adoptar un enfoque experimental de la Matematica que cambia la naturaleza de su aprendizaje (p.14).
Nos interesa recuperar algunas de las multiples ventajas que ofrece la incorporacién de las TIC a la
ensefianza de la matematica, y en particular el uso de Geogebra, que enuncia la autora y que
fundamentan nuestra eleccion de incorporarlo en la secuencia disefiada.
Una de ellas es la posibilidad de visualizar. El programa ofrece multiples representaciones de objetos
geomeétricos y permite relacionarlos dindmicamente.
La introduccién de la geometria dindmica posibilita la construccion de multiples figuras
instantdneamente. Este tipo de trabajo brinda a los estudiantes retroacciones que deben analizar en
funcién de las variaciones que realiza. Brinda también posibilidades de explorar: la construccién de
muchos casos de andlisis en lapiz y papel no siempre es posible, lo cual los limita como herramienta.
En cambio, lacomputadoray en particular Geogebra permite trabajar rapidamente con muchos casos,
lo que favorece la elaboracion de conjeturas, que luego se podran validar.

2.5.5. La relacidn entre las nociones didacticas “dibujo” y “figura”

Nos interesa recuperar una de las cuestiones centrales en la ensefianza y aprendizaje de la geometria,
que es la relacion entre las nociones didacticas “dibujo” y “figura”.
Segun Parzysz, “la figura es el objeto geométrico descripto por el texto que la define, una idea, una
creacion del espiritu, en tanto que el dibujo es una representacién de este objeto” (como se cité en
Laborde y Capponi, 1994).
En este sentido, Itzcovich (2005) expresa que:
- Los objetos de la Geometria (puntos, figuras, cuerpos, etc.) no pertenecen a un espacio fisico real, sino
a un espacio tedrico conceptualizado.
- Los dibujos trazados son representantes de esos objetos tedricos. Es decir, la marca que deja un lapiz
cuando traza un tridngulo no hace mas que representarlo. Y es bien conocido que los alumnos asignan
a estos dibujos numerosas propiedades o caracteristicas que no tienen categorias de tales para la
geometria, como la posicion de la hoja. Incluso los dibujos son “leidos” por los alumnos de una cierta
manera que no siempre es aceptada por la geometria (p.199).

A su vez, en distintos documentos curriculares encontramos aportes para pensar la relacién entre
dibujo y figura. Por ejemplo, en el documento N°5, Sadovsky et al. (1998) expresan que esta relacién
es compleja, que cambia y evoluciona de acuerdo a los saberes que los estudiantes van construyendo
de ese objeto geométrico.
Una de las grandes dificultades que se asocian a esta relacion, es que los estudiantes adjudican a las
figuras caracteristicas que son propias de los dibujos, como ser la posicion en la hoja, el tamafio, las
longitudes de los lados, entre otras. Esto es consecuencia de que, en muchas ocasiones, las figuras
estan representadas de la misma manera, lo que muchos autores denominan figuras estereotipadas™®.
Sadovsky et al. (1998) expresan que tener en cuenta la diferenciacion entre dibujo y figura resulta una
herramienta didacticamente util para:

- poner en cuestion el punto de vista segun el cual la representacién de un objeto geométrico permite

“ver” todas las propiedades que caracterizan dicho objeto,

11 . . . . i

Esto es considerado segln Brousseau (1983) como un obstaculo de origen didactico, dado que es el resultado
de una opcién o de un proyecto del sistema educativo, esto es, de las elecciones didacticas que se hacen para
establecer la situacion de ensefianza.
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- tomar conciencia de la imposibilidad de resumir en un dibujo todas las relaciones que caracterizan una
situacion,

- discriminar entre el conjunto de relaciones espaciales que pueden inferirse de un dibujo, cudles son
propiedades del objeto que se representa y cuales no (p.12).

Estas ideas nos resultaron muy importantes para el diseiio de la secuencia, pues buscamos que a partir
de nuestra propuesta los estudiantes trabajen con un amplio conjunto de ejemplos, de materiales, de
posiciones y tamafios en los que se presentan los dibujos, para propiciar de este modo un avance en
la conceptualizacién de los objetos geométricos y discusidon en torno de los mismos. Para lograrlo,
decidimos incluir en algunas de las actividades el trabajo con Geogebra. En relacién a esto, Novembre
et al. (2015) expresan que la geometria dinamica, entendida como un ambiente computacional de
construccion geométrica, basado en los principios de la geometria euclidiana, presenta grandes
beneficios y potencialidades:
Una de sus potencialidades es que favorece, en los alumnos, la distincidn entre dibujo y figura. En ese
sentido, tal como se ha sefialado anteriormente, la figura es considerada como un referente tedrico,
mientras que el dibujo es un representante particular de la figura. Se trata de analizar qué propiedades
corresponden a una clase de figuras y cudles se agregan en un dibujo (p.34).
Los autores expresan que “el arrastre” es una de las potencialidades que ofrece Geogebra para
favorecer la distincién entre figura y dibujo ya que “cuando se realiza una construccidn sin tener en
cuenta sus propiedades geométricas, el dibujo no resistira el arrastre y se deformara” (p.34). Esto
significa que muy posiblemente las propiedades que los estudiantes podian observar no se
conservaran.
El trabajo en geometria dindmica introduce entonces un nuevo objeto para que los alumnos manipulen,
una representacion en la cual las propiedades geométricas de la figura pueden ser leidas como las que
se conservan a través de desplazamientos, y las construcciones pueden ser validadas como aquellas que
conservan las propiedades pedidas a través de desplazamientos (Restrepo, 2008, como se citd en
Novembre et al., 2015)
A su vez, también resaltamos el potencial del acceso a muchas representaciones de casos particulares
qgue ofrece Geogebra. Lo que abona el trabajo de exploracién, de formulacién de conjeturas y de
construccion de la relacién entre dibujo y figura que describimos.
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Capitulo 3: Clasificaciones y definiciones de cuadrilateros como
objetos de reflexion. Revisidon de antecedentes

En este capitulo llevaremos a cabo un andlisis del objeto de estudio de esta investigacion: las
definiciones y clasificaciones de cuadrilateros. Para ello recuperamos aportes tedricos de diversos
autores acerca de la nocidn de definicion en matematica, en particular en Geometria, y de la estrecha
relacion con las clasificaciones de cuadrilateros.

Como parte del estudio, también realizamos una bulsqueda y andlisis de trabajos de investigacidn
relacionados con la tematica a abordar, incluimos un detalle de aquellos que nos resultan relevantes
y forman parte de los antecedentes significativos para esta investigacién.

3.1. La nocion de definicion en matematica

Analizar diversos aportes acerca de la definicidn en matematica nos permite tener un punto de partida
para el posterior andlisis tanto de libros de texto y de los disefios curriculares; como de la secuencia
disefiada y de las producciones de los estudiantes a partir de la implementacién de la misma.
En lo que respecta a la definicion de un concepto matematico, tomamos como punto de partida el
siguiente enunciado de Calvo (2001):
La definicién de un concepto matematico es un enunciado verbal que predetermina al concepto de una
manera no circular (sus elementos deben ser nociones primitivas de la teoria o nociones definidas previa
e independientemente) y consistente (no puede involucrar contradicciones ldgicas que derivarian en que
ningln objeto verifique sus condiciones). En este marco, dos definiciones se consideran equivalentes
cuando determinan el mismo conjunto de ejemplos. (p. 30)
En Matematica, particularmente en Geometria, teniendo en cuenta el método légico deductivo, se
toman conceptos primitivos y axiomas, nociones ya conocidas y teoremas, y a partir de ellos se definen
nuevos conceptos. La autora, citando a Mariotti y Fischbein (1997), sostiene que desde el punto de
vista légico formal, una definicién representa otorgar un “nombre” a un concepto del que ya se
conocen sus atributos y propiedades; sin embargo, desde la perspectiva de la actividad matematica y
de su ensefianza, la definicién introduce una nocidn que no existia previamente y que puede incluso
abrir nuevos problemas, abrir otros antiguos, o colaborar en la organizacion del sistema ldgico en el
que se inserta.
De este modo, las definiciones cumplen una funcién, la de abreviar, simplificar; pero también
responden a la necesidad de ir organizando la matematica y facilitar asi su desarrollo.
Otro aspecto que menciona la autora es que las definiciones se establecen convencionalmente. La
cuestion principal se encuentra en qué caracteristicas se deben tomar en cuenta a la hora de
establecer la convencidn, y a su vez destaca que dependen de otros factores: estéticos (ligados a la
elegancia y sencillez del enunciado), operativos (ligados a las conclusiones que se pueden extraer de
la definicidn) y didacticos (ligados al proceso de transposicién didactica que sufre el conocimiento para
ser comunicado, que deberd ser adaptado de acuerdo a los conocimientos previos de los alumnos o
los objetivos del curso).
Calvo (2001) considera dos caracteristicas de las definiciones matematicas: convencionalidad y
minimalidad:
La convencionalidad se refiere a que las definiciones no estan predeterminadas sino que las selecciona el
matematico, el autor de un libro de texto o el profesor, atendiendo a dos factores principales: el tipo de
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caracterizacion del concepto matematico que se requiera en un momento dado y las convenciones en el
grado de restriccidn utilizado para definir un concepto matematico. [...] La minimalidad se refiere al hecho
de que una definicion no incluya informacién redundante. Cuando este es el caso se habla de una
definicién econdmica; sin embargo, a una definicién se le puede agregar mas informacion de la necesaria
sin que pierda el formato de definicién matematica. Por ello, Govender y De Villiers (2002) consideran
que una definicidon es incorrecta (solo) si contiene una propiedad incorrecta o si las propiedades
mencionadas son insuficientes. (p. 30)
También encontramos los aportes de Winicki Landman (2006) quien cita a Felix (1960; 148-149),
acerca de la definicién:
En general, definir es el acto o proceso por el cual se establece de modo conciso el preciso significado o
acepcién de un concepto. Es el establecimiento de las propiedades esenciales (la intencidén) que
caracterizan a todos y solamente a los elementos de la extension del concepto. Pero “definir es un acto
matemadtico y légico, demasiado esencial para ser confundido con simplemente designar... Algunas veces
la palabra a ser definida es una etiqueta atribuida a un objeto construido dentro de una teoria matematica
y suficientemente importante para que distintas caracterizaciones hayan sido consideradas para él; la
designacion aparece cuando el objeto es bien distinguido de los otros objetos de la teoria. O, y esto es
mas serio, uno crea una nueva nocién, lo que lleva a una extensién de la teoria”. (p.530)
En el proceso de definir influyen criterios que no siempre se revelan cuando las definiciones son
presentadas como hechos consumados. De acuerdo a Winicki Landman y Leikin (2000) y con grandes
similitudes a lo expresado por Calvo (2001), esos criterios son basicamente légicos, estéticos, y
pedagdgicos. Dichos autores consideran que, desde el punto de vista légico la definicion de un
concepto:
a) Debe ser precisa.
b) Debe basarse solamente en otros conceptos previamente definidos o en conceptos primitivos
(criterio de jerarquia, segin Van Dormolen y Zaslavsky, 2003).
c) Debe ser consistente con definiciones anteriores en las que ella se apoya.
d) Es arbitraria.
e) Establece condiciones necesarias y suficientes, es decir es bicondicional.

Desde el punto de vista estético, la definicién de un concepto
a) Debe ser minimalista, no debe contener partes que pueden deducirse légicamente de otras
partes de la definicion.
b) Debe ser preferiblemente elegante, lo que puede entenderse de distintas maneras: sencillez
en el uso de simbolismo, simplicidad de su presentacion, etc. Se podria decir, junto a Polya, que
“la elegancia de un teorema [y de una definicion] es directamente proporcional al nimero de
ideas que en él se pueden identificar e inversamente proporcional al esfuerzo necesario para
ello” (p.530).
Sin embargo, desde un punto de vista pedagogico, Winicki Landman y Leikin (2000) expresan que un
profesor necesariamente debe poder tomar decisiones en relacion a qué definicion es mas
conveniente que otra para la situacion en la que trabajara y los objetivos que persigue, por lo que no
puede considerar solamente criterios ldgicos y estéticos. Estas decisiones involucran un proceso de
analisis de las definiciones por parte del profesor, que se constituyen en criterios pedagdgicos. Los
autores expresan ademds que un profesor debe saber crear situaciones en las que sus alumnos
participen del proceso de formulacién y eleccién de las definiciones.
Por otra parte, los autores también agregan que:
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Cada definicién determina un conjunto de objetos que cumplen con las condiciones de la definicidn.
Estos objetos se dice que ejemplifican el concepto. Si dos enunciados diferentes definen dos conceptos
y sus conjuntos correspondientes de objetos que los ejemplifican no son disjuntos, entonces las
siguientes relaciones entre las definiciones son posibles: pueden ser equivalentes, una de las definiciones
puede seguir de la otra, o las definiciones pueden competir (p. 18).
Describimos brevemente las posibilidades que se plantean:
1- Dos definiciones son equivalentes si y solo si el conjunto de objetos sobre el que se discute es el
mismo para ambas. Por ejemplo, “un cuadrado es un rectangulo con sus lados iguales” y “un cuadrado
es un rombo que tiene sus angulos rectos”.
2- Dos definiciones son consecuentes cuando un conjunto de objetos es subconjunto propio del otro.
Por ejemplo, “un cuadrado es un tipo particular de paralelogramo”, y “un cuadrado es un rectangulo
que tiene los lados iguales”.
3- Dos definiciones son definiciones en competencia cuando los conjuntos de objetos se intersecan,
pero no son iguales. Hay condiciones o propiedades que comparten y otras que los diferencian. Por
ejemplo, “un paralelogramo se llama rectangulo cuando tiene sus cuatro angulos iguales” y “un
paralelogramo se llama rombo cuando tiene sus cuatro lados iguales”. Ambos conjuntos tienen
objeto(s) en comun (el cuadrado) pero hay rombos no rectangulos y rectangulos no rombos.

3.1.1. La definicion y la clasificacion como procesos o como productos

Como uno de los objetivos que persigue la secuencia didactica que disefiamos es lograr que los
estudiantes conciban a la construccion de clasificaciones y formulacidon de definiciones como un
proceso, recuperamos aportes de distintos autores que abordan esta cuestion.

De acuerdo a Winicki Landman (2006), existe una diferencia entre definir como proceso y definicién
como producto. El autor expresa que un futuro profesor debe tener oportunidades que le permitan
reflexionar acerca de los roles que las definiciones cumplen en el desarrollo de las matematicas, la
definicion como objeto y el definir como proceso, los factores que influyen en la elecciéon de una
proposicion como definicidon de un concepto matematico y las consecuencias de esta eleccién.

De Villiers (1998) cita a otros autores que expresan una critica a la ensefianza de definiciones directas,
sin poner énfasis en el proceso subyacente de definir. Por un lado, menciona a Freudenthal (1973),
quien plantea que la mayoria de las definiciones no han sido el comienzo sino el toque final de la
actividad organizativa y que no deberia privarse a los nifios 0, en nuestro caso, futuros profesores de
este privilegio. Justamente es este uno de los objetivos que perseguimos con la secuencia, que las
definiciones y clasificaciones se formulen al final de un camino, luego de que se hayan estudiado los
objetos y se los haya distinguido de otros. Por otro lado, cita a Ohtani (1996: 81), quien expresa que
la practica tradicional de impartir definiciones a los estudiantes es considerada un método de
persuasion moral con varias funciones sociales, entre las cuales se pueden mencionar las siguientes:
para justificar el control del maestro sobre los estudiantes, para alcanzar un grado de uniformidad,
para evitar tener que lidiar con las ideas de los estudiantes y para eludir la problematica de las
interacciones con estudiantes.

De Villiers (1998) sostiene que, para favorecer la comprensidn de las definiciones geométricas por
parte de los estudiantes, y de los conceptos que éstas definen, es indispensable involucrarlos en
alguna etapa del proceso de definicién de conceptos geométricos. Por otra parte, también expresa
que resulta casiirrazonable esperar que los estudiantes formulen definiciones formales por su cuenta,
dada la gran complejidad inherente al proceso de definir y la trayectoria anterior de los estudiantes,
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excepto que en ésta hayan sido guiados en forma didactica a partir de ciertos ejemplos en los cuales
luego puedan apoyarse para producir sus propios intentos.

El autor sostiene que la construccién de definiciones es una actividad matematica tan importante
como otras, como por ejemplo la de resolver problemas, conjeturar, generalizar, validar, etc., cuestion
gue nos resulta muy importante destacar. Y sostiene que es muy extrafio que esta tarea haya sido tan
descuidada en la ensefianza de la matematica.

3.1.2. Definiciones afirmativas y negativas

Segun Rey Pastor y Puig Adam (1948), se denominan definiciones negativas aquellas que caracterizan
a los elementos definidos por la carencia de alguna propiedad.

Los autores expresan que realizar una afirmacion equivale a realizar un juicio mientras que realizar
una negacion implica infinitos de ellos. También afirman que la diferencia entre las definiciones
afirmativas y negativas no es mds que una diferencia formal y expresan las siguientes razones por las
cuales no hay una conveniencia en la utilizacidn de una sobre la otra:

a) Ciertas definiciones afirmativas implican infinitas afirmaciones tal como lo hacen algunas
negativas: “Dos rectas son paralelas si todos los puntos de una equidistan de todos los puntos
de la otra”.

b) Algunas definiciones negativas pueden ser mas simples que algunas afirmativas enunciadas
para el mismo concepto. En el ejemplo anterior, se puede considerar la definicidn negativa de
rectas paralelas como: “dos rectas son paralelas si no poseen ninglin punto en comun”.

c) No es complejo dar caracter afirmativo a definiciones negativas, ya que el hecho de no
pertenecer a una clase con una determinada caracteristica equivale a pertenecer a otra con
caracteristicas opuestas.

3.2. La nocion de clasificacion en Matematica

3.2.1. Clasificaciones particionales y jerarquicas

Dado que la clasificacién de cualquier conjunto de objetos, en particular geométricos, no sucede
independientemente de las definiciones que se adopten de los mismos, es que nos interesa
profundizar en el estudio de cuestiones en relacién con la clasificacién.

Para comenzar recuperamos los aportes de De Villiers (1994), quien plantea que se pueden distinguir
distintos tipos de clasificaciones. Dos grandes categorias que se destacan, son las clasificaciones
particionales y jerarquicas.

La clasificacidn particional estd basada en lo que De Villiers denomina “definiciones excluyentes”, lo
gue lleva a que los subconjuntos de elementos que se generan sean disjuntos. Por ejemplo, definir un
paralelogramo como un cuadrildtero de lados opuestos paralelos, pero que no tiene todos sus angulos
o lados iguales, excluiria inmediatamente los rectangulos.

En contraposicion a la anterior, el autor plantea otro tipo de clasificacién denominada jerdrquica, que
se basa en “definiciones incluyentes”. El paralelogramo, por ejemplo, se definiria en este caso como
un cuadrildtero con lados opuestos paralelos y como el rectangulo cumple con tal condicidn, se trataria
de un caso especial de paralelogramo. Esto no genera clases disjuntas, como en una clasificaciéon
particional, sino una jerarquia de cuadrilateros con clases inclusivas.
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En el ejemplo anterior de clasificacidn jerarquica, el paralelogramo seria el cuadrilatero mas general,
gue incluye como subconjuntos a los rectdngulos y rombos y la interseccidn de ambos subconjuntos
serian los cuadrados. Mientras que la clasificacion estrictamente particional excluye a rombos vy
rectangulos de la categoria de paralelogramos, y excluye al cuadrado también de los mismos.

Con respecto a la utilizaciéon de cada una de ellas, el autor sostiene que si bien ambos tipos de
clasificaciones son matemdticamente correctos, es importante comprender por qué una, la jerarquica,
es usualmente mas funcional en el estudio de la geometria. Las principales ventajas que plantea son:
- Simplifica la sistematizacion deductiva y derivacion de propiedades o conceptos mas especificos.
- Conduce a definiciones y formulaciones mas econdmicas de teoremas.

- Provee a menudo de un esquema conceptual util para resolver problemas.

- A veces sugiere definiciones alternativas y nuevas proposiciones.

- Provee de una perspectiva global util.

Con respecto a la economia de cada uno de los tipos de clasificaciones, se evidencia que la elaboracién
de definiciones excluyentes requiere de explicitar mayor informacién, con el propdsito de excluir casos
no deseados. A diferencia de éstas, las definiciones incluyentes son mas econdmicas, pues no es
necesario agregar informacion adicional para excluir casos.

De Villiers (1994) también distingue otros dos tipos de clasificaciones, clasificacion descriptiva (a
posteriori) y constructiva (a priori), cada una de las cuales puede ser jerarquica o particional.
Recuperando a Freudenthal (1973), el autor expresa que “La definicidon descriptiva describe un objeto
ya conocido sefialando algunas propiedades caracteristicas". (p.2) Cuando se define a posteriori un
concepto, se entiende que éste y sus propiedades se conocen desde hace algun tiempo, y solamente
se enuncian después. En sus palabras:
La definicion a posteriori generalmente se logra seleccionando un subconjunto apropiado del conjunto
total de propiedades del concepto a partir del cual se pueden deducir todas las demds propiedades.
Este subconjunto sirve entonces como definicion y las otras propiedades restantes se derivan
Iégicamente de él como teoremas. (p.2)
También recuperando a Freudenthal (1973), el autor expresa que “la definicién algoritmicamente
constructiva y creativa modela nuevos objetos a partir de los familiares". (p.2)
Este tipo de definicidn tiene lugar cuando una definicion dada de un concepto se modifica mediante
la exclusién, generalizacion, especializacion, reemplazo o adicion de propiedades o restricciones a la
definicidon original, de modo que se construye un nuevo concepto en el proceso. A su vez, es
importante mencionar que las propiedades especificas de este nuevo concepto pueden ser exploradas
experimental o légicamente.
En la formulacidn de una clasificacién constructiva con el propdsito de generar nuevos conceptos, tal
como mencionamos anteriormente, intervienen dos grandes procesos matematicos: la generalizacién
y la especializacion. En relacién a éstos, De Villiers (1994) menciona:
Una generalizacidon ocurre cuando un nuevo concepto B, mas general, se construye a partir de un
concepto A eliminando ciertas propiedades (restricciones) o reemplazando algunas de ellas por otras
mas generales. Durante la especializacién sin embargo, un nuevo concepto B, mas especifico, se
construye a partir de un concepto A, requiriendo propiedades (restricciones) adicionales o
reemplazando algunas de ellas por otras mas especificas. (p.14)
Nos interesa en particular recuperar que estos procesos de generalizacidén y especializacién no ocurren
necesariamente solo entre dos conceptos, sino que pueden implicar a dos o mas conceptos,
seleccionando una o mas propiedades o restricciones comunes de éstos.
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De Villiers (1994) afirma que: “Mientras que el propdsito principal o la funcién de la definicion

descriptiva es la de la sistematizacidon del conocimiento existente, la funcién principal de la
definicidn constructiva es la produccion de nuevo conocimiento” (p.2)

Por ejemplo:

Una clasificacién descriptiva (a posteriori) de un cuadrilatero cualquiera, en particular de un
cuadrado, tendria lugar si ésta se realiza luego de que se exploren y conozcan sus propiedades.
En una clasificacidn constructiva (a priori) es posible partir del concepto mas particular como ser
el cuadrado, y generalizar como nuevos conceptos el rectdngulo y en consecuencia el
paralelogramo. El rectangulo se puede generalizar a partir del cuadrado eliminando la condicion
de igualdad de todos sus lados. De manera similar, se puede generalizar el paralelogramo a partir
del rectangulo eliminando la restriccion de igualdad de todos sus angulos, pero manteniendo la
condicidon de paralelismo de lados opuestos. De la misma manera, se puede generalizar el
paralelogramo a partir del rombo.

También es posible partir de una figura mas general y colocar restricciones para llegar a una
particular. Si partimos del paralelogramo y especializamos con la condiciéon de que todos sus
angulos sean congruentes, obtendremos un rectangulo. Y si, mds adn, especializamos con la
condicién de que todos sus lados sean congruentes, entonces obtendremos a partir de este
proceso un cuadrado, también: el rombo se puede especializar a partir del paralelogramo
requiriendo la propiedad adicional de congruencia de todos sus lados, y el cuadrado se puede
especializar a partir del rombo, agregando como condicién la igualdad de todos sus dngulos. En
conjunto, esto es equivalente a expresar que el cuadrado combina todas las propiedades del
rombo y rectangulo a la vez.

3.2.2. Dificultades en las clasificaciones Jerarquicas

Berté (1999) describe algunas dificultades que pueden presentar los estudiantes? al momento de

clasificar por inclusién, es decir en forma jerarquica. La autora menciona que en nuestra vida cotidiana

hay una supremacia de clasificaciones disjuntas, como por ejemplo cuando clasificamos boletas, de

gas, de luz, etc. Este hecho es uno de los primeros obstaculos al momento de clasificar por inclusién

como lo realizan algunas ciencias.

Por otro lado, la autora expresa que la clasificacién con particiones interfiere con las convenciones

implicitas del lenguaje, dado que:

a) “El verbo ser puede indicar la identidad o la inclusion: por ejemplo, en las frases: “un cuadrado es un
rectangulo” o “un cuadrado es un rombo con un angulo recto”. [...], respectivamente.

b) El articulo “un” es cuantificador existencial o un nimero cardinal: por ejemplo “en la frase ‘el cuadrado
es un rombo con un angulo recto’, los dos “un” no tienen el mismo valor. El primero es un articulo
indeterminado, el segundo debe entenderse como un cuantificador ‘al menos un angulo recto’.[...] En la
frase: “un tridngulo es isdsceles si tiene dos lados de la misma longitud”, es dificil comprender si se
considera a “dos” como el cardinal dos. Si es asi, entonces 2 # 3 (en el sentido de los cardinales). [...] En la
frase citada, hay que entender “al menos dos lados”. [...]

c) Principio del maximo de informacién: en la vida corriente la informacion truncada es asimilada a la
mentira, este principio no es seguido en matematica.” (Berté, 1999; p. 115)

12 5j bien la autora se refiere a estudiantes de nivel primario, nos resulta igual de relevante considerar estas
dificultades en la formacién de futuros docentes.
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En relacion a este obstaculo, también tomamos los aportes de Mason (1996) en su articulo

“Expresando generalidad y raices del algebra”, que complementan las dificultades asociadas al uso de

cuantificadores y articulos en las convenciones matematicas, donde expresa que:
La suma de los dngulos de un triangulo es 1802. ¢ Cudl es la palabra mds importante, matematicamente
hablando, en esta afirmacidn? Yo sugiero que es la mas inocua, la mas pequefia, la palabra menos notable
y que el verdadero significado de esa palabra es construible solo cuando uno aprecia la naturaleza de las
afirmaciones matemiticas. La palabra que tengo en mente es un. Ese pequefio articulo indefinido es un
pronombre adjetivo cualquiera que a su vez se refiere al adjetivo todos, que refiere al margen de
variabilidad considerado. (p. 4)

Consideramos que esto debe ser tenido en cuenta para ser explicitado y analizado en conjunto con

los estudiantes, para construir con ellos un “lenguaje comun” que permita comprender y otorgar

sentido a los textos matematicos, posibilitando de esta manera la construccién de nuevos saberes.

3.2.3. Relacidn entre definiciones y clasificaciones

El proceso de elaboracion de clasificaciones esta intimamente relacionado con las definiciones de los
objetos geométricos que se consideren. Calvo (2001) expresa que las clasificaciones no son Unicas, y
que dependen de las definiciones y de los criterios con los cuales se clasifica. Por ejemplo, podemos
clasificar tridngulos segun la cantidad de lados iguales y segun los tipos de angulos que tienen. En el
caso de los cuadrildteros, es posible tener en cuenta distintas opciones, como ser: la posesion de
angulos cdncavos o convexos, el paralelismo de lados, la cantidad de lados iguales que tienen, las
caracteristicas de sus diagonales, entre otras.

Calvo (2001) sostiene que los criterios de clasificacién son cambiantes, por lo que es interesante
proponer un trabajo en el que se juegue “a cambiarlos”, con el objetivo de favorecer la observacion
de distintas propiedades de las figuras. Este trabajo consecuentemente promoverd que se realicen
agrupaciones distintas a las habituales, teniendo en cuenta propiedades distintas a las “ortodoxas”
(p.108), relativizando de este modo el peso de los nombres y otorgando, en consecuencia, mas
importancia al analisis de las caracteristicas. Este es uno de los aspectos /objetivos centrales de esta
investigacion.

3.3. Imagen conceptual y concepto

Atendiendo a la importancia que tiene el estudio de las definiciones en matematica, en la ensefianza
de la matematica y en la formacién de profesores, nos resulta importante recuperar los aportes de
Vinner (1991), dado que describe ciertos elementos de los procesos cognitivos que permiten a un
sujeto construir un concepto. En contraposicién a lo que muchas teorias de aprendizaje sostienen -
presentes también en libros de texto- este autor afirma que el hecho de que un estudiante pueda
recitar una definicion de un concepto, no es sinénimo de comprension del mismo, ni tampoco que
esto da certezas de que ese estudiante conozca caracteristicas de dicho objeto.
Vinner (1991) expresa que cuando se lee o se escucha el nombre de un concepto, algo se evoca en
nuestra memoria, lo que no significa que esto sea la definicién de dicho concepto. Esto es lo que Tall
y Vinner (1981) denominan “imagen conceptual”.
La imagen conceptual es “algo” no verbal asociado en nuestra mente con el nombre del concepto. Esto
puede ser una representacion visual del concepto, en caso de que la tenga; también puede ser una
coleccidn de impresiones o experiencias asociadas al concepto (p.4).
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Los autores aclaran que la parte de la memoria evocada que representa la imagen conceptual no es
necesariamente todo lo que un sujeto conoce acerca de un concepto, y también que en diferentes
ocasiones una persona puede evocar distintas cuestiones en relacidon a un mismo concepto.
Las imagenes conceptuales nos interesan en gran medida en esta investigacién dado que, para Vinner
(1991), tienen un papel muy importante en la formacion de un concepto:

[...] adquirir un concepto significa formar una imagen conceptual para él. Saber de memoria la

definicion de un concepto no garantiza entenderlo. Entender, de acuerdo a lo que creemos, significa

tener una imagen conceptual, cierto significado deberia estar asociado con palabras (p.4).
Vinner (1991), plantea que existen dos aspectos principales que conforman la estructura cognitiva:
la(s) definicién(es) de un concepto y la imagen conceptual. También sostiene que cuando una
definicion de un concepto se memoriza, es muy posible que la estructura cognitiva asociada a la
imagen conceptual esté vacia, esto significa que es posible que no se asocie ningun significado a dicho
concepto. Lo esperado es que haya una interaccién entre ambos componentes de la estructura
cognitiva, aun cuando la imagen del concepto y su definicion se hayan formado en forma
independiente.
El autor expresa que distintos estudios realizados les permiten asegurar que un estudiante, al resolver
problemas, no recurre a la definicién del concepto, sino que suele basarse en el proceso de resolucidon
y recuperar la “celda” de la estructura cognitiva que almacena imagenes conceptuales del concepto.
En relacion a esto, Fischbein (1993) introduce el término concepto figural para referirse a la naturaleza
dual que tienen los conceptos geométricos, dado que involucran aspectos tanto tedricos como
figurales (usualmente asociados a las imagenes conceptuales). El autor expresa que es usual que lo
figural prime sobre lo conceptual; es decir, que la imagen conceptual prime sobre la definicién del
concepto, lo que puede explicar muchos errores en el razonamiento geométrico de un estudiante
(Mariotti y Fischbein, 1997; Fischbein,1993).
Ahora bien, nos interesa en esta investigacion en especial recuperar los aportes de Vinner (1991,) en
lo que refiere a la siguiente pregunta: ¢como favorecer la construccion de la imagen conceptual de un
concepto por parte de los estudiantes? El autor expresa que para que la imagen conceptual se forme,
una cuestion clave es comenzar con muchos ejemplos y contraejemplos, usando todos los medios
posibles para lograrlo. Por otra parte, también expresa que esto no significa que la definicién formal
no deba ser presentada a los estudiantes.

3.4. Antecedentes acerca de las definiciones y clasificaciones

En este apartado describiremos algunas investigaciones que aportan a nuestro trabajo, ya que tienen
puntos en comun, como ser objetivos o cuestiones metoddlogicas, o porque abordan nuestro objeto
de estudio. A continuacidn, realizaremos un registro de las principales conclusiones que nos resultan
atiles.

3.4.1. En relacidn con los procesos de definir y clasificar

El trabajo de Renzulli y Scaglia (2006), forma parte de una investigacion (C.A.l.+D. 2006) desarrollada
en la Facultad de Humanidades y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral (Santa Fe, Argentina)
en la que se indaga sobre las dificultades que poseen los alumnos en el aprendizaje de conceptos
geomeétricos.
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Las autoras expresan que a lo largo de la investigacidn se pudieron identificar en los alumnos algunos
fendmenos que ya han sido estudiado por distintos investigadores, que se relacionan casi
exclusivamente con el uso de figuras estereotipadas durante la ensefianza de conceptos geométricos
a lo largo de su trayectoria escolar. A su vez, explican que han constatado dificultades para elaborar
definiciones de conceptos geométricos sencillos en estudiantes del Profesorado de Matematica que,
a pesar de mostrar un desempenfo satisfactorio en Geometria Euclidea Plana y Geometria Euclidea
Espacial (asignaturas que forman parte del plan de formacion), se ven en serias dificultades a la hora
de expresar por escrito una definicién de un concepto, por ejemplo de poligono.

Para realizar el andlisis y presentar justificaciones tedricas que intentan explicar las dificultades de los
alumnos, las autoras consideran los aportes de Vinner (1991), en particular las nociones de imagen
conceptual y definicion conceptual, los aportes de De Villiers (1994) quien define dos tipos de
clasificaciones: jerarquicas y particionales y también los aportes de Berté (1999), quien describe
algunas dificultades en la construccion del saber matemdtico y menciona los obstaculos para la
clasificacidn jerarquica.

Para llevar a cabo la investigacidn se implementa una actividad en torno a la clasificaciéon de
cuadrilateros, en dos grupos de estudiantes: un curso de 82 afio de EGB y otro de 12 afo del
Profesorado de Nivel Inicial de la ciudad de Santa Fe, y se comparan las producciones de ambos
grupos. En el grupo de EGB, la actividad con la que trabajaron forma parte de una secuencia didactica
disefiada por el equipo de investigacidn que fue implementada por una de las integrantes que no es
docente del curso. La actividad en el Profesorado de Nivel Inicial fue implementada por la docente del
curso, que a su vez es integrante del equipo de investigacion. En los dos casos, la actividad se propone
para explorar los conocimientos previos y obtener informacidon sobre la imagen conceptual de
cuadrilateros de cada grupo.

La actividad presentada consiste en que, dadas solamente las representaciones de diversos
cuadrilateros convexos, (paralelogramos, trapecios y trapezoides) los estudiantes los agrupen de
acuerdo a alguna caracteristica de modo que todas las figuras formen parte de algun grupo. Se solicita
ademas que expliciten qué caracteristica tuvieron en cuenta para arar cada grupo de cuadrildteros.

Al analizar las producciones, consideran tres cuestiones: los criterios con los cuales cada grupo agrupa
las figuras, si la clasificacidon que realizaron los estudiantes es jerarquica o por particidn, entendidas
en términos de De Villiers (1994), y si se trata o no de clasificaciones exhaustivas. Las autoras explicitan
gue una clasificacion es exhaustiva cuando se cubren todos los casos posibles, segin el criterio
adoptado, de cuadrilateros propuestos en la consigna.

Algunas de las conclusiones a las que arriban a partir del analisis de las producciones de ambos grupos
son:

- En general, las producciones de las estudiantes de EGB 3 guardan mayor coherencia y tienen
menos errores que las correspondientes a estudiantes del Profesorado de Nivel Inicial.

- Elgrupo de estudiantes de Profesorado no elabord ninguna clasificacion jerarquica, mientras que
en el grupo de EGB 3 algunos equipos si las formularon de tal modo. Las autoras expresan que
“parece que habria una mayor predisposiciéon en alumnas de 13 afios que en alumnas mayores a
desarrollarlas en el estudio de los cuadrilateros (p.18)".
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Las autoras concluyen a modo de sintesis que una explicacion posible de estos resultados radica en
que las futuras profesoras, para la realizacion de la actividad, recurrieron a los aprendizajes de
conceptos geométricos adquiridos en la escuela elemental, donde la clasificacidn que se trabaja es
por particion.

Los resultados obtenidos en el estudio que realizan, también ofrecen una alerta respecto de las
dificultades que se presentan en el aprendizaje de la geometria relacionadas con las convenciones
implicitas que se hacen presente en el propio lenguaje en matematica. Las investigadoras afirman que
el docente debe ser consciente de estas dificultades y tenerlas en cuenta durante la planificaciéon y el
desarrollo de sus actividades.

Otro antecedente que consideramos es una publicacion que forma parte de una coleccién de recursos
para la ensefanza de la matemadtica, elaborados por especialistas del Ministerio de Educacién del
Gobierno de la Ciudad Autéonoma de Buenos Aires (2008).

Si bien todo el documento aborda diferentes cuestiones de la ensefanza de la geometria, nos interesa
especialmente el capitulo 4 en el que se presenta un problema fértil para hacer geometria en el aula,
titulo que lleva esta seccidn, ya que abona y fundamenta una propuesta a futuro que realizamos en
esta investigacion.

Los autores conciben la actividad matematica en la clase, como parte de la construccién de cultura, lo
cual conlleva a concebir necesarias una variedad de tareas para realizar en el aula como ser la
elaboracidon de definiciones, de conjeturas, la determinacién de la validez de la mismas, comprender
las validaciones elaborados por otros, entre otras.

En el problema que se presenta se trata de estudiar la relacidn entre un cuadrilatero y otro que se
construye a partir de los puntos medios de sus lados.

En la primera etapa del problema, se busca que los alumnos estudien cémo es el cuadrilatero que
tiene como vértices los puntos medios de un cuadrilatero cualquiera. En este momento juega un papel
importante la relacidon que establecen los estudiantes entre el texto del problema, el estudio de una
situacion general y los dibujos que desarrollardn para resolver el problema.

En la segunda parte del problema, que es en la que nos detendremos, se busca que los estudiantes
especifiquen condiciones sobre los datos del problema, para que el cuadrilatero que se obtiene
cumpla con determinadas caracteristicas. Esto lleva a que los alumnos exploren propiedades y definan
clases de cuadrilateros no convencionales.

La consigna que se propone en esta segunda etapa es la siguiente:

¢Coémo deberia ser el cuadrildtero ABCD para que el cuadrildtero EFGH obtenido uniendo los puntos
medios de sus lados resulte un rectdngulo? ¢Y un rombo? éy un cuadrado?

Los autores expresan que es probable que los alumnos se restrinjan en un principio a considerar los
casos que ya habian sido estudiados en una primera etapa, como ser:

- Si ABCD es un rombo, entonces EFGH es un rectangulo.

- Si ABCD es un rectangulo, entonces EFGH es un rombo.

- Si ABCD es un cuadrado, entonces EFGH es un cuadrado.

Si bien este analisis es correcto, resulta incompleto para dar respuesta al problema planteado. Para
ampliar las figuras analizadas, los autores expresan la importancia de que el docente proponga por
ejemplo estudiar un romboide. Caso en el que también al unir los puntos medios de sus lados se
obtiene un rectangulo.
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El problema ahora consiste en determinar qué condiciones cumple un cuadrilatero general ABCD para
que el cuadrildtero que resulte sea uno en particular, si suponemos que queremos obtener un
rectdngulo, entonces podran establecer que para obtener un rectdngulo las diagonales del ABCD
deben ser perpendiculares.

Si consideramos el universo de figuras que poseen diagonales perpendiculares, encontraremos que
éste abarca a los rombos, romboides y otras figuras sin lados paralelos. El docente podra proponer
entonces que los estudiantes otorguen un “nuevo nombre” a esta familia de cuadrilateros, los autores
lo denominan en este documento “rectidiagonales”.

Como cierre de este momento de trabajo los autores plantean que el docente debera sintetizar todo
el conocimiento que se produjo en torno a esta nueva clase de cuadrilateros. También plantean la
posibilidad de producir una definicién equivalente, si se consideran otras propiedades de los
cuadrildteros que no sea la perpendicularidad de las diagonales.

Nos interesa recuperar algunas de las conclusiones que los autores expresan, como ser que el valor
formativo del trabajo que se propone radica principalmente con la construccién de conocimiento, y
no con el conocimiento en si mismo. En este sentido, ellos remarcan que vivenciar que es posible
inventar una definicion y que hay conocimientos exclusivos de su clase de matematica, son cuestiones
que le posibilitan al estudiante tener mejor dominio de la disciplina y autonomia en el su trabajo.

3.4.2. Enrelacidn con los procesos de definir y clasificar y los libros de texto

En la investigacién que consideramos Micelli y Crespo Crespo (2012) estudian la presencia de los
cuadrilateros en el discurso matematico escolar y se centran en la clasificacion de los mismos. El
trabajo se enmarca dentro de los lineamientos de la construccién social del conocimiento matematico,
la socioepistemologia.

Las autoras expresan que, concibiendo la matematica como un saber construido socialmente, se
evidencia que existen consensos en el proceso de institucionalizacién de dichos contenidos
matemadticos, por lo que pretenden registrar y analizar cudles son los consensos referidos al tema de
los cuadrilateros.

La problematica que da origen a la investigacion fue la deteccién de dificultades por parte de los
estudiantes en el trabajo con propiedades de los cuadrilateros, quienes no lograban ademas
establecer relaciones entre las definiciones de los mismos, en un nivel (Profesorado de Educacion
Primaria, Nivel superior no universitario) donde se supone que los alumnos tienen ya los
conocimientos previos para poder realizarlo. Las autoras expresan que observar estas dificultades les
generd varios interrogantes acerca de la unicidad de las clasificaciones existentes en el discurso
matematico escolar y de la visién de docentes y alumnos frente a esta variedad.

Para llevar a cabo la investigacién analizaron libros de texto escolares. Comenzaron con los libros de
Euclides, que presenta definiciones muy distintas a las que se encuentran en libros actuales, y
prosiguieron analizando 16 libros de texto escolares para escuela media que abarcan los ultimos
veinte afios de educacién en Argentina.

Una cuestién interesante que deseamos resaltar, es que las autoras argumentan esta decision de la
siguiente manera: “la seleccion se fundamenta en que el libro de texto tiene una participacion
importante en la formacion del discurso, ya que norma las acciones de ensefianza y aprendizaje o por
lo menos tiene una gran influencia en ellas” (Castaneda et al., 2009, p.1, citado por Micelli y Crespo
Crespo, 2012).

Algunas de las conclusiones a las que arriban a partir del andlisis realizado son:
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- Infieren la coexistencia en el discurso matematico escolar de distintas definiciones para los
cuadrilateros, de las cuales se desprende una clasificacién particular que influye directamente en
la forma de abordar las propiedades de los mismos, tanto para su aplicacion como para una
demostracién: “la clasificacion de cuadrildteros no es unica y esta falta de unicidad se ve reflejada
en los contenidos de los libros de texto escolares de una misma época histdrica”.

- Las dificultades pueden aparecer cuando el docente no hace explicita en su discurso la anterior
cuestion, y no acuerda con sus alumnos cudles son las definiciones con las que se trabajard. Las
investigadoras afirman que es necesario que los estudiantes conozcan que todas las definiciones
son validas y no intenten buscar correctas o incorrectas. “La finalidad de dejar claro con cual
clasificacion se acuerda es facilitar el abordaje de las propiedades de dichos cuadrilateros al
establecer sus relaciones y al plantear estas relaciones para que sea un trabajo reflexivo y no un
estudio memoristico” (Micelli y Crespo Crespo, 2012, p.851). A su vez, expresan que las
definiciones, como los axiomas, se generan a través de la aceptacién de convenciones, razén por
la cual se pueden encontrar variantes en las definiciones de un mismo cuadrilatero.

- Entendiendo que las convenciones son uno de los mecanismos de corte social que permiten, por
ejemplo, la organizacién y generacién de conocimientos matematicos a través de la construccién
de significados y funcionalidad, las autoras se cuestionan si los docentes son conscientes de la
existencia de estos convenios que, en el caso de los cuadrilateros, provienen de la coexistencia
de diferentes clasificaciones. Y trasladando esta pregunta a los estudiantes formulan éson
capaces de comprender que existen consensos que pueden variar?

3.4.3. En relacion con los procesos de definir y clasificar utilizando entornos dinamicos.

Aya et al. (2016) proponen analizar proponen analizar el potencial del uso de un mediador como la
geometria dindmicay la adecuada intervencion docente en la conceptualizacién del objeto geométrico
cuadrado.

Los datos del estudio fueron tomados durante el desarrollo de dos cursos que forman parte de la
carrera de formacidn inicial de profesores de la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia, a lo
largo de un afio. Escogieron los dos cursos ya que en el primero se trabaja el proceso de construccion
de definiciones usando geometria dinamica y en el segundo estas se emplean en el marco de la
actividad demostrativa.

A partir de la implementacion de cuatro problemas, los autores expresan que buscan, por una parte,
establecer si los estudiantes formulan, entre las que proponen, una definicion econdmica y jerdrquica
en la que establezcan condiciones necesarias y suficientes; y por otra, analizar la variedad de
definiciones presentadas. Argumentan que la decision de solicitar varias definiciones abre la
posibilidad de que algunas no sean econdmicas y jerarquicas, y que emerjan algunas definiciones
personales del concepto que evidencien el impacto de las representaciones figurales®® del mismo.

13 Los autores toman como marco tedrico los constructos de Fischbein (1993), quien introduce el término
concepto figural para destacar la naturaleza dual que tienen los conceptos en geometria, pues involucran
aspectos tanto tedricos como figurales (usualmente asociados a las imagenes conceptuales). El autor expresa
que suele ocurrir que lo figural prime sobre lo conceptual; esto es, que la imagen conceptual prime sobre la
definicion del concepto, lo que puede explicar muchos errores en el razonamiento geométrico de un estudiante
(Mariotti y Fischbein, 1997; Fischbein, 1993).
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Otro propdsito de su investigacion es determinar si la representacion figural sugiere al estudiante una
relacién especifica entre la definicion del concepto, la definicidn personal del concepto y la imagen
personal del concepto.

A partir del marco tedrico que toman como referencia, entre ellos De Villiers (1994, 1998) y Govender
y De Villiers (2002), establecieron categorias de analisis para interpretar las justificaciones de
estudiantes en relacidn con las tareas que se les propusieron, y constituir planteamientos acerca de la
relacién entre imagen conceptual y definicién del concepto. Las mismas son:

Econdémica y jerarquica (EJ): La justificacion expresada evidencia elementos para afirmar que la
imagen conceptual de rectangulo estd asociada a una definicidn jerdrquica y econdmica, pero en ella
no se presenta explicitamente una definicion de rectangulo o cuadrado.

Jerarquica no econdémica (JNE): En la justificacidn se evidencian elementos para afirmar que la imagen
conceptual de rectangulo o cuadrado esta asociada a una definicidn jerarquica, y presenta informacién
que indica que la imagen conceptual de estos conceptos obedece a una definicién no econdmica.
Simplemente jerarquica (SJ): Se ofrecen elementos para afirmar que la imagen conceptual de
rectangulo o cuadrado estd asociada a una definicidn jerarquica, pero no provee informacién que
permita afirmar que su imagen conceptual estd asociada a una definicién econémica o no.
Simplemente econdmica (SE): La definicidn expresada es econdmica si establece las condiciones
suficientes y necesarias para definir el objeto, pero no permite establecer si es jerdrquica o no.

No aporta informacion (NA): En la justificacion expresada no se encuentran elementos para afirmar
gue su imagen conceptual de rectangulo o cuadrado estd asociada a una definicién jerarquica o
econdmica, o no se da justificacidén alguna.

No jerarquica ni econdmica pero correcta (NJEC): En la justificacidn no se encuentran elementos para
afirmar que su imagen conceptual de rectdngulo o cuadrado esté asociada a una definicidn jerarquica
0 econdmica con respecto al objeto mencionado en la pregunta, pero cita una definicién correcta.

Algunas conclusiones a las que arribaron y nos resultan interesantes para nuestra investigacion son:

- El uso de geometria dindmica contribuyd a la elaboracion, aceptacidon y uso de definiciones de
naturaleza jerdrquica y econdmica para cuadrado y rectangulo. El disefio de las actividades
proveyd evidencia empirica acerca de la reduccién de condiciones para definir un objeto: por
ejemplo cédmo afadir una propiedad modifica al objeto, mostrando que algunos conjuntos son
subconjuntos de otros, tal como plantea De Villiers (1994, 1998).

- Una definicién jerdrquica y econdémica de cuadrado' puede estar influenciada por la imagen
conceptual que se tenga de otros objetos geométricos como cuadrilatero, rectangulo o rombo,
los cuales, usualmente, estdn asociados con representaciones candnicas y prototipicas. Los
autores expresan que la geometria dindmica por si sola no va a incidir en el proceso de
conceptualizacién de los objetos geométricos, sino que la accién del docente, apoyada en el uso
del software, podra aportar elementos conceptuales que ayuden a que las definiciones
personales del concepto y las imagenes conceptuales del mismo se aproximen a la definicién del
concepto.

4 Tal como los autores lo describen en una conclusién posterior, quienes escribimos esta investigacién y
apoyandonos en nuestro marco tedrico, entendemos que una definicién de un objeto por si sola no puede ser
jerdrquica o particional, sino que lo es en relacién con las definiciones de un conjunto de objetos que lo incluyen.
En este sentido, la definicién de un cuadrado serd jerdrquica, si tanto el paralelogramo, el rombo y rectangulo
han sido definidos de manera tal que no excluyan la posibilidad de que un cuadrado sea un caso particular de
todos ellos.
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- Seevidencid la construccién de definiciones con jerarquias entre diferentes objetos geométricos:
rectdngulo con respecto al paralelogramo, rectangulo con cuadrado, paralelogramo con
cuadrado y rombo®® con cuadrado. Esta ultima jerarquia fue la menos evidenciada, posiblemente
por estar muy arraigada la definicion personal de rombo o debido a la persistencia de aspectos
figurales sobre conceptuales. La diversidad de definiciones para un mismo objeto geométrico, y
la aceptacion de la equivalencia de estas por parte de los estudiantes, constituye, desde una
perspectiva tedrica, un resultado importante del proceso de construccidén de definiciones, pues
es usual aceptar, de manera implicita, la unicidad de las definiciones de objetos matematicos y
no cuestionarse sobre ello.

15 Los autores no mencionan que se hayan establecido relaciones de jerarquia entre paralelogramo y rombo.
Consideramos que esto no es casual, ya que el rombo usualmente queda definido por la igualdad de sus lados,
guedando implicito el paralelismo de los mismos, lo que puede posiblemente obstaculizar considerar a un rombo
como paralelogramo.
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Capitulo 4. Las definiciones y clasificaciones de cuadrilateros en los
libros y disefos curriculares.

En este capitulo nos interesa analizar el tratamiento que se le da a las definiciones y clasificaciones de
cuadrilateros en distintos libros de texto que se utilizan en la formacidn de docentes de Matematica,
los criterios que se adoptaron para clasificarlos y definirlos; y si se ofrecen distintas definiciones para
un mismo cuadrilatero.
Nuestro interés en el analisis de diversos libros radica en que en muchas oportunidades se constituyen
como recursos o fuentes con las cuales los docentes disefian sus propuestas de ensefanza. En relacién
con esto, Vargas (2003), citado por Vidal (2010), sefiala:
el libro de texto de matematicas, concebido como instrumento asociado a la comunicacion de saberes
matematicos, es el instrumento mayoritariamente usado por los profesores. [...] Esta posicidon
privilegiada del texto, condice indudablemente al reconocimiento de la necesidad de convertirlo en
objeto de estudio didactico, y, en consecuencia, de aprendizaje didactico” (p.2).
En este sentido, Chemello (2002) expresa que:
Los textos constituyen otra instancia de la transposicion didactica pues introducen nuevas
modificaciones en los objetos de ensefianza, constituyen una nueva y mas fina delimitacidn del alcance
de los contenidos. En algunos casos, frente a la insuficiencia de orientaciones oficiales, o la falta de
ajuste periddico de las mismas, los libros de texto se constituyen para los profesores en una fuente en
la que abrevar en la busqueda de un pardmetro de comparacidon de sus propios conocimientos
disciplinares, de una clarificacidn respecto del tipo de actividades a realizar, de propuestas innovadoras
en la articulacion y organizacion de los contenidos a ensefiar. (p.70)
Por otra parte, segun Sierra et al. (1999), el sentido de analizar los libros de texto parte de la hipdtesis
de que en general la practica de la ensefianza no esta determinada por los curriculos oficiales sino mas
bien por los libros utilizados en el aula. Con esta misma idea Villella (2001) considera que:
los docentes suelen sustentar gran parte de sus practicas en los libros escolares de Matematica que
recomiendan usar a sus alumnos y que, algunas veces, ellos mismo usan, convirtiéndose asi el texto en
el vehiculo que legitima los contenidos prescriptos y en una de las principales fuentes de actividades y
tareas. (p.6)
En el apartado 4.1 mencionamos qué se puede encontrar en relacion con definiciones y clasificaciones
de cuadrilateros en el disefio curricular del Profesorado en Matematica.
En el apartado 4.2 analizamos libros que abordan cuadrildteros, sugeridos para la formacién de
profesores de matematica.

4.1. Las definiciones y clasificaciones en el disefo curricular de Profesorado en Matematica
de la provincia de Santa Fe

En este apartado vamos a considerar el disefio curricular correspondiente al Profesorado de Educacion
Secundaria en Matematica del Ministerio de Educacién de la Provincia de Santa Fe (2015).

Segun el Disefio Curricular, la carrera incluye cuatro materias anuales de geometria. El estudio de las
figuras planas esta propuesto en las finalidades formativas (fundamentacidn, propésitos de la catedra)
de Geometria ll.

Nos resulta interesante mencionar que si bien se propone el trabajo a partir de invariancias de
transformaciones de figuras en el plano, se consideran de forma explicita la elaboracién de
definiciones y la formulacién de clasificaciones como un proceso, que debe ser llevado a cabo por
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futuros docentes. Recuperamos a continuacién una cita del Disefio Curricular del Profesorado donde
se pone de manifiesto lo anterior:
El/la futuro/a profesor/a debe comprender que el andlisis de las invariancias promueve la
caracterizacion de los objetos geométricos a partir del reconocimiento de las relaciones entre los
elementos, la indagacién de sus equivalencias, los procesos de generalizacion y clasificacidn de ciertas
clases de objetos, aportando al proceso de construccion de las condiciones necesarias y suficientes en
pos de la elaboracion de su definicion. (p.96)
Los libros recomendados para Geometria Il en el Disefio Curricular para el Profesorado que tratan el
tema de nuestro interés, son:
- Puig Adam, P. (1979). Curso de geometria métrica. Tomo I. Fundamentos. Madrid: Biblioteca
Matematica. Espafia.
- Tirao, J. (1979). El Plano. Buenos Aires: Taller de Docencia.

4.2. Muestra de libros seleccionada y analisis

La muestra seleccionada, contiene todos los libros que abordan cuadrilateros, sugeridos en el Diseno
Curricular actual de nuestra provincia para la catedra Geometria Il del profesorado en Matematica y
en los Programas de las catedras Geometria Euclidea Plana y Taller de Geometria de la carrera del
Profesorado en Matemadtica de la Facultad de Humanidades y Ciencias (FHUC) de la Universidad
Nacional del Litoral (UNL), de los ultimos diez afos.

Los libros seleccionados son:

1) Puig Adam, P. (1980). Curso de Geometria Métrica. Gomez Puig Ediciones.

Este libro conforma la bibliografia sugerida por el disefio curricular provincial para la catedra de
Geometria Il del Prof. en Matematica, asi como también forma parte de los Planes de las cadtedras
Geometria Euclidea Plana y Taller de Geometria de la carrera del Profesorado en Matematica de la
FHUC - UNL. Accedimos a la versidon del aio 1980, que es la que consideraremos en esta investigacion.
2)Tirao, A. (1979). El Plano. Docencia.

Este libro conforma la bibliografia sugerida por el disefio curricular provincial para la catedra de
Geometria Il del Prof. en Matematica, asi como también forma parte de los Planes de las cdtedras
Geometria Euclidea Plana y Taller de Geometria de la carrera del Profesorado en Matematica de la
FHUC - UNL.

3) Sanchez-Marmol, L. y Perez-Beato, M (1945). Geometria Métrica, Proyectiva y Sistemas de
Representacion. Tomo l. Segunda ediciéon. S.A.E.T.A.

Este libro forma parte de la bibliografia basica de la catedra Taller de Geometria de la carrera del
Profesorado en Matematica de la FHUC - UNL.

Puig Adam, P. (1980). Curso de Geometria Métrica. Gomez Puig Ediciones.
El libro se organiza en 58 lecciones. La definicidon de poligono convexo se encuentra en la segunda
leccidn. Esta se generaliza a partir de la definicién de tridngulo y se establece segtin Puig Adam (1980)
de la siguiente manera:
Si n puntos del plano, A, B, C... F, se han podido ordenar de modo que tres de ellos no estén
alineados y las rectas determinados por cada dos puntos consecutivos dejan en un mismo
semiplano a los n-2 restantes, se llama “poligono convexo” al conjunto de puntos comunes a
todos estos semiplanos (p.12).
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A continuacién, se nombran los elementos de los poligonos y se los denomina de acuerdo a la cantidad
de lados que tengan.

También, se ofrece una prueba de la existencia de poligonos convexos de cualquier nimero de lados,
la propiedad de convexidad y propiedades que verifican los mismos.

Luego de desarrollar la clasificacion y propiedades de tridngulos, en la leccion n°12, se desarrollan
conceptos de cuadrildteros. El autor establece que la clasificacidn de los mismos se realizara teniendo
en cuenta el paralelismo de los lados, realizando la aclaracidon de que solo podran ser paralelos los
lados opuestos del mismo, es decir los no consecutivos.

Teniendo en cuenta esta clasificacidn, citamos las definiciones que el autor presenta:

Trapecio: “Cuando un cuadrilatero tiene un solo par de lados opuestos paralelos se llama trapecio”
(p.66).

Paralelogramo: “Cuando un cuadrilatero tiene dos pares de lados opuestos paralelos se llama
paralelogramo” (p.66).

Rectangulo: “Si uno de los angulos de un paralelogramo es recto, lo son los otros tres, como
suplementarios o iguales a él, y la figura se llama rectdngulo” (p.67).

Rombo: “LIdmese rombo a un cuadrilatero que tiene los cuatro lados iguales” (p.67).

Cuadrado: “Un rectangulo con los cuatro lados iguales se llama cuadrado” (p.67).

Romboide: “Se llama romboide a todo cuadrilatero ABCD con dos pares de lados consecutivos iguales”
(p.68).

El autor expresa que se adopta la denominacién “romboide” de Rey Pastor, por parecerle mas util que
la aplicacién clasica que de esta palabra se hace para designar a un paralelogramo que no sea rombo
ni rectangulo, y que carece de interés.

No se hace referencia a los cuadrilateros que no tienen pares de lados paralelos, entendiendo que,
dada la aclaracién anterior, los mismos no son de interés para el autor.

Al definir trapecio como un “cuadrilatero con solo un par de lados paralelos” excluye de esta familia a
los paralelogramos y a todos los romboides que tienen dos pares de lados consecutivos iguales pero
distintos entre si, es decir, excluye a los romboides no rombos y no cuadrados. De esta manera, en
términos de De Villiers (1994) se generan dos familias disjuntas de cuadrilateros, lo cual corresponde
a una clasificacién particional. Sin embargo, dentro de cada una, encontramos que hay cuadrilateros
que cumplen las propiedades de otros. Por ejemplo, un cuadrado, al estar definido como “un
rectangulo con los cuatro lados iguales”, es a la vez rectangulo y cuadrado; y ademas es rombo por
cumplir con la igualdad de todos sus lados.

Luego, tanto el rectangulo como el rombo, son paralelogramos, con caracteristicas mas especificas
como ser un angulo recto o todos sus lados iguales.

Es interesante mencionar que al definir romboide, el autor no lo realiza a partir del paralelismo de sus
lados, sino a partir de laigualdad de los mismos. Si comparamos las definiciones de rombo y romboide,
se puede inferir que un rombo cumple con las condiciones del romboide -y en consecuencia también
el cuadrado-, por lo tanto también observamos una jerarquia dentro de la categoria romboide; asi
como también que las categorias “paralelogramo” y “romboide” tienen en comun la categoria rombo
y su subcategoria cuadrado. Por lo tanto, encontramos que Puig Adam (1980), realiza una clasificacién
de cuadrilateros tanto jerarquica como particional.

Al definir rectangulo, rombo y cuadrado el autor realiza en todos los casos la siguiente observacion:
“El rectangulo/rombo/cuadrado tiene pues, todas las propiedades del paralelogramo, y ademas las
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siguientes especificas...” (p.67). Esto evidencia que la clasificacidon jerarquica en la familia de los
paralelogramos, brinda una economia en el proceso deductivo de demostracién de propiedades de
los mismos, puesto que las propiedades demostradas para los paralelogramos, son validas para todos
aquellos cuadrilateros que poseen las mismas caracteristicas en relacidn al paralelismo de sus lados.
Si bien el autor, explicita que el criterio que se adopta para clasificar es el paralelismo de lados, define
tanto al rombo como al romboide a partir de la igualdad de sus lados.

Es interesante destacar también que todas las definiciones de cuadrilatero que postula, satisfacen el
principio de minimalidad segun Calvo (2001).

De acuerdo a Rey Pastor y Puig Adam (1948), el autor formula solo definiciones afirmativas.

Tirao, A. (1979). El Plano. Docencia.
El autor de este libro, explicita que de los muchos sistemas axiomaticos que pueden elegirse para
desarrollar la teoria del plano, escoge uno que resalta la importancia de las transformaciones rigidas
del mismo, como el que propone P. Puig Adam en Curso de Geometria Métrica. Tomo |. Fundamentos.
Biblioteca Matematica. Madrid 1961.
La definicidn que el autor presenta de poligono convexo es la siguiente:

Definicion 1.13: Si ay, a,, as, -.., @1 G, Son 1 puntos del plano 7 (n = 3) ordenados de tal manera que

las rectas a;a,, asay, ... ,a,_10,,a,a,; dejen en un mismo semiplano abierto a los n — 2 puntos

restantes, se llama poligono (convexo) a la unién de los segmentos a;a,, asQy, --- , A_1 0y, A, 01 -
Definicidn 1.14: El interior de un poligono es la interseccién de todos los semiplanos respecto de las rectas
qgue determinan dos vértices consecutivos y que contienen a los n — 2 vértices restantes. El exterior de
un poligono es el conjunto de todos los puntos del plano que no son puntos del poligono ni de su interior.
La unién de un poligono con su interior se llama regién poligonal (p12).

Luego de desarrollar transformaciones rigidas del plano y tridngulo, define cuadrilatero de la siguiente
manera: “Se llama cuadrildtero a todo poligono (convexo) de cuatro lados. El segmento que tiene por
extremo a dos vértices opuestos recibe el nombre de diagonal”. (p.32)
Citamos a continuacion la definicion de trapecio: “Un cuadrildtero se llama trapecio si tiene un par de
lados paralelos. Estos lados se llaman bases. En todo trapecio se llama base media al segmento
determinado por los puntos medios de los lados no paralelos” (p.32).
También encontramos la definicion de paralelogramo:
Un cuadrilatero se llama paralelogramo si sus lados opuestos son paralelos. En todo paralelogramo la base
media con respecto a un par de lados paralelos es el segmento que tiene por extremos a los puntos medios
de los otros dos lados (p.32).
Luego de enunciar y demostrar ciertos teoremas de paralelogramos y trapecios, presenta la siguiente
definicién:
Si uno de los angulos de un paralelogramo es recto, el cuadrilatero se llama rectangulo. Se llama cuadrado
a un rectdngulo que tiene sus cuatro lados congruentes. Se llama rombo a un cuadrildtero que tiene sus
cuatro lados congruentes. Se llama romboide a todo cuadrilatero que tiene un par de lados consecutivos
congruentes y los otros dos lados también congruentes (p.35).
Si bien en la definicidn anterior, no se menciona la inclusidn de los rombos dentro de la categoria
paralelogramo, el autor realiza una observaciéon posterior donde expresa que: “un rectangulo por ser
paralelogramo tiene todas sus propiedades y ademas tiene otras especificas. Todo rombo es un
paralelogramo y todo cuadrado es rombo” (p.35).
Al igual que en el libro de Puig Adam (1980), observamos que el autor también define a romboide a
partir de la igualdad de lados consecutivos. Si comparamos las definiciones de rombo y romboide, se
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puede inferir que un rombo cumple con las condiciones del romboide -y en consecuencia también el
cuadrado-, por lo tanto también observamos una jerarquia dentro de la categoria romboide; asi como
también que las categorias “paralelogramo” y “romboide” tienen en comun la categoria rombo y su
subcategoria cuadrado.

En resumen, observamos que dentro de la categoria “paralelogramo” todos sus elementos estan
definidos de forma jerarquica (el cuadrado es rombo y rectangulo a la vez, y todos son
paralelogramos), a su vez todos los elementos de la categoria “paralelogramo” satisfacen las
condiciones de la categoria “trapecio”. Sin embargo, hay romboides que no cumplen con la propiedad
de tener un par de lados paralelos, por lo que de acuerdo a De Villiers (1994), estamos frente a una
clasificacidn tanto jerarquica como particional.

Por otra parte, observamos que se adopta como caracteristica para definir y clasificar los
cuadrilateros, el paralelismo de sus lados, exceptuando al rombo y romboide que se los define por la
igualdad de lados.

Es interesante destacar también que todas las definiciones de cuadrilatero que postula, satisfacen el
principio de minimalidad segun Calvo (2001).

De acuerdo a Rey Pastor y Puig Adam (1948), el autor formula solo definiciones afirmativas.

Sanchez-Marmol, L. y Perez-Beato, M (1945). Geometria Métrica, Proyectiva y Sistemas de
Representacion. Tomo |. Segunda edicidn. S.A.E.T.A.

El libro se organiza en dos tomos, posee una primera seccion denominada Introduccidn y treinta y dos
capitulos.

En el capitulo Il, seccion 1, se definen lineas quebradas y poligono convexo de la siguiente manera:

Definicion 39: Dados n puntos A4, A, ..., Ay—4, Ay €n un cierto orden, la figura formada uniendo los pares
de puntos consecutivos A; con A,, ..., A,_; con A,, consta de n — 1 segmentos (A4, ..., An_14,) y se
denomina linea quebrada o poligonal, abierta.
Si se une el punto A, con el primero A,, la poligonal consta ahora de n segmentos y se llama linea
quebrada o poligonal, cerrada (p. 59).

Luego de esto, en la definicion 40, se define poligono convexo:

Regidn poligonal convexa es el conjunto de los puntos comunes a todos los semiplanos, que las rectas de
los lados de una poligonal cerrada determinan. La linea quebrada cerrada es el contorno de la region.
Una region poligonal convexa y su contorno constituyen una figura plana convexa llamada poligono
convexo, o simplemente poligono (p.59).

En la seccidn 4, especifica de cuadrilateros, los autores en la definicién 57 definen los siguientes
cuadrilateros:

Entre los cuadrilateros convexos se distinguen:

El paralelogramo, que tiene sus lados opuestos paralelos (fig. 62).

El rectdngulo, que tiene sus cuatro angulos iguales entre si (fig. 63).

El rombo, que tiene sus lados iguales (fig. 64).

El cuadrado, que tiene sus lados y sus angulos iguales (fig. 65).
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El trapecio, que tiene dos lados opuestos paralelos (fig. 66).

Un trapecio se llama rectdngulo si uno de los lados no paralelos es perpendicular a los paralelos (fig.
67).
Trapecio isosceles es aquel que tiene iguales los lados AB y CD no paralelos (fig. 68).

B L B C : B C
/—\’ \ /_\
A DAL DA D

Figura 66 Figura 67

Figura 68

Los autores no hacen referencia en esta seccidn a cuadrildteros que no tengan lados paralelos.
Cabe aclarar que si bien, el rombo, rectdngulo y cuadrado no son definidos como paralelogramos, se
demuestra en el reciproco de un teorema que: “un cuadrilatero convexo es paralelogramo:

1. Sitiene sus lados opuestos iguales.

2. Sitiene sus angulos opuestos iguales.

3. Silos lados opuestos son a la vez iguales y paralelos

4. Sisus diagonales se cortan mutuamente en partes iguales”. (p.82)
Al analizar las definiciones presentadas, observamos que de acuerdo a De Villiers (1994), estamos
frente a una clasificacién tanto jerarquica como particional. Si bien en las figuras se presenta una
representacién para cada cuadrilatero definido, con propiedades especificas (dos pares de lados
opuestos distintos en el rectangulo, solo un par de lados paralelos en los trapecios), en las definiciones
no hay elementos para indicar que un paralelogramo no pueda ser considerado como trapecio, pues
satisface las condiciones que se postulan para este. De igual modo, un cuadrado satisface las
condiciones de rectangulo y de rombo. Dentro de la categoria de los trapecios, si encontramos una
particidn, pues un trapecio rectangulo no podra ser isdsceles, pues de serlo no cumple la condicién de
poseer dos lados no paralelos.
Por otra parte, observamos que se adopta al paralelismo de sus lados como caracteristica para definir
y clasificar los cuadrildteros, exceptuando al rombo y romboide que se los define por la igualdad de
lados.
Es interesante destacar también que, exceptuando la definicidn de rectangulo, las definiciones de
cuadrilatero que postula, satisfacen el principio de minimalidad segin Calvo (2001). En el caso de
rectangulo no lo es, ya que menciona como condicién la igualdad de sus cuatro angulos, lo que resulta
redundante pues si tiene un solo angulo recto, es posible deducir que lo son los otros tres.
De acuerdo a Rey Pastor y Puig Adam (1948), el autor formula tanto definiciones afirmativas como
negativas, ya que en el caso de los trapecios se niega el paralelismo de lados.
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4.3. Algunas consideraciones finales

A partir del analisis realizado podemos enunciar, a modo de sintesis, algunas caracteristicas comunes
gue presentan los libros que analizamos:

- Las definiciones son enunciadas por los autores de una Unica manera. Los textos no ofrecen
al estudiante la posibilidad de cuestionarlas, analizarlas o construirlas por si mismos, sino que
en cambio son presentadas de forma acabada.

- El criterio principal con el que se clasifican los cuadrildteros en los libros es el paralelismo de
los lados. En los tres casos, también se combinan con la igualdad de lados y la cantidad de
angulos rectos. Un ejemplo de esto es el cuadrado, que se define como un paralelogramo con
un angulo recto y cuatro lados iguales. Se exceptua en los dos libros que lo definen, al
romboide, ya que es definido solo a partir de la igualdad de lados.

- Enlos tres casos, las definiciones que los autores enuncian dan lugar a una clasificacion tanto
jerdrquica como particional en términos de De Villiers (1994). No aparece una clasificacién
puramente jerarquica o puramente particional.

Las conclusiones a las que arribamos, reforzando y potenciando el propdsito de este trabajo, nos
posibilitan realizar algunas preguntas que motivan nuestra investigaciéon: ¢Como influye la seleccion
gue realiza el docente de la bibliografia con la que trabaja en el tratamiento de definiciones y
clasificaciones?, écuales son los criterios que el docente considera a la hora de seleccionar bibliografia
para sus clases?, éen qué medida los libros de texto guian y determinan el trabajo en el aula?, iqué
posibilidad tienen los estudiantes de analizar y conocer distintas definiciones de cuadrilateros?.

Estas preguntas y el andlisis realizado nos sirven de guia y tienen relacidn con nuestro interés en la
generacién de propuestas de ensefianza que posibiliten a futuros profesores deconstruir
concepciones acerca de la ensefianza de la geometria, problematizar la enunciacién y construccion de
definiciones, con el propdsito de que posteriormente se conviertan en herramientas para la toma de
decisiones; asi como también que sean conscientes de que no hay una Unica forma de definir, ni un
Unico criterio.
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Capitulo 5: Secuencia didactica y su analisis a priori

[...] podemos afirmar que la Matemdtica, para los
alumnos, quedard en parte definida y caracterizada por
el conjunto de experiencias que les hagamos vivir en
relacion con los conceptos que se traten. Es decir, el
trabajo matemadtico quedard evidenciado ante los ojos
de los alumnos a partir de las propuestas que las
instituciones educativas les hagan experimentar a lo
largo de la escolaridad. Itzcovich (2014).

En este capitulo presentamos la secuencia didactica disefiada y su andlisis. En primer lugar, realizamos
una descripcién de la misma y luego encontraran las consignas y el analisis a priori.

5.1. Acerca de la secuencia

La versién de la secuencia que presentamos es la ultima de varios ensayos que realizamos
previamente. Logramos implementar algunas pruebas piloto anteriores, pero como comentamos en
el primer capitulo nuestro objetivo como investigadoras se fue modificando en el tiempo, por lo cual
la secuencia fue modificandose hasta esta version. No incluimos analisis de las versiones anteriores,
pues no incluimos en esta versidon ningln aspecto de ellas; sin embargo, nos han conducido a dar
origen a esta.
La secuencia disefiada tiene como objetivo que los estudiantes construyan distintas
agrupaciones/clasificaciones® de cuadrilateros y que finalmente formulen definiciones de los mismos,
haciendo especial énfasis en el proceso recorrido para lograrlo. A suvez, promueve el trabajo grupal,
el intercambio entre pares, la confrontacion de ideas, formulacién de conjeturas y promueve la
posibilidad de argumentar acerca de lo realizado.
La secuencia esta compuesta por cinco actividades. Las cuatro primeras buscan que los estudiantes
exploren y analicen cuadrilateros, y como cierre, que realicen unas primeras agrupaciones poniendo
el foco en distintas propiedades de los mismos. Estas primeras cuatro actividades, persiguen un doble
objetivo: que los estudiantes busquen nuevas relaciones para caracterizar las figuras y que pongan en
juego las concepciones que tienen en relaciéon con las mismas. La ultima actividad propone que los
estudiantes recuperen lo construido en las actividades anteriores y formulen definiciones vy
clasificaciones de cuadrilateros.
Al disefiar la secuencia tuvimos en cuenta que cada actividad propicie la exploracién de cuadrilateros
a partir de distintas propiedades, buscando recuperar los saberes que los futuros docentes ya tienen
disponibles. A su vez, consideramos que las actividades que disefiamos promuevan que los
estudiantes realicen distintos tipos de tareas, las cuales detallamos a continuacion:
- En la Actividad 1 proponemos que los estudiantes formen y exploren cuadrildteros a partir de
figuras ya conocidas, en este caso, tridngulos. Esta tarea da lugar a derivar propiedades para los
cuadrilateros a partir de propiedades de los tridngulos que los alumnos ya conocen. La validacion

16 Utilizaremos los términos agrupaciones y organizaciones, como sinénimos de clasificaciones. Esta decisidn se
toma con el propdsito de no limitar la seleccion de propiedades para organizarlos y no promover la asociacion
directa con saberes previos acerca de la clasificacion de figuras
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de las propiedades de las nuevas figuras dependera de haber considerado en forma adecuada las
propiedades de las figuras de partida.

- LaActividad 2 toma como punto de partida una pregunta que invita a los estudiantes a explorar
la cantidad de dngulos de distintos tipos de un cuadrilatero, habilitando de forma opcional el uso
del Software Geogebra para la exploracién.

- Enla actividad 3 proponemos la construccién de cuadrildteros en Geogebra, dando como Unica
condicién que sus diagonales sean segmentos de distinta longitud.

- Sibienla Actividad 4 parte de una pregunta que invita a explorar cantidad de lados iguales, similar
a la actividad 2, cambia la tarea en el sentido en que en las anteriores los estudiantes deben
proponer como cierre una posible organizacion de los cuadrilateros y en esta se propone que
completen una posible tabla que los organiza. Ademds de cambiar el tipo de tarea, abre la
exploracién hacia otro camino: considerar dos propiedades simultdneamente para clasificar
cuadrilateros.

- La actividad 5 propone considerar lo producido en las anteriores y formular definiciones de
cuadrildteros sistematizando de este modo los saberes construidos a lo largo de la secuencia,
promoviendo el andlisis reflexivo y la toma de decisiones en relacién a la conveniencia de
organizar y clasificar los cuadrilateros de acuerdo a distintos criterios.

El orden en el cual se organizaron las actividades, permite que los estudiantes en cada una de ellas se
apoyen en lo trabajado en las anteriores. En la primera de ellas se garantizé que se parta de un saber
que el grupo tuviera disponible, que en este caso, fueron las figuras triangulares -contenido ya
abordado y desarrollado previamente en el mismo curso-. Esto posibilitard que los estudiantes
deduzcan propiedades de los cuadrilateros, tales como la igualdad y el paralelismo de lados vy
amplitudes de dngulos, a partir de las propiedades que ya conocen de los tridngulos. En las siguientes
actividades, los estudiantes profundizan su estudio, incorporan, formulan y validan distintas
propiedades que poseen en relacién con sus elementos -angulos, diagonales y lados-. También, al
avanzar en las actividades, comparan las distintas clasificaciones que formulan e identifican qué
criterios de clasificacidn resultan mds convenientes que otros, en cuanto a la claridad que aportan a
las mismas.

Es nuestra intencidn no valorar como correctas o incorrectas las producciones que realicen los
estudiantes a lo largo de todas las actividades, pero si nos interesa resaltar que todas las
organizaciones, en caso de que haya distintas, pueden ser correctas y validas, es decir, que no hay una
Unica forma ni criterio para organizar las figuras.
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5.2. Secuencia didactica: enunciados

Actividad 1: “Formando cuadrilateros a partir de triangulos”

Primera parte:

En los sobres, encontraran los siguientes triangulos. "
Cada uno esta repetido. B g i
Armen cuadrilateros combinando dos triangulos sin A P

superponerlos. ¢

Segunda parte: E
Elaboren un cuadro/diagrama que les permita c .
reconocer los cuadrilateros convexos facilmente de

acuerdo a las caracteristicas que consideraron.

Actividad 2: “Cuadrilateros y angulos”

Primera parte’:

¢Cuantos angulos obtusos, agudos o rectos puede tener un cuadrildtero convexo? Presenten un
ejemplo de los casos posibles y expliquen, en los casos en que no se presentan ejemplos, si el motivo
es que no existen o que no se han podido encontrar.

Recomendaciones:
- Pueden explorar posibilidades construyendo cuadrilateros con Geogebra si lo consideran
conveniente.
- Para realizar las construcciones, pueden realizarlo mediante dos opciones: utilizar cualquier
herramienta de geogebra y una vez construido el cuadrilatero, utilizar la herramienta

. -
.= Poligono

poligono, para constituirlo como tal, o simplemente construirlo con esta
herramienta y analizar sus caracteristicas.

Segunda parte:
Elaboren un cuadro/diagrama que les permita reconocer los cuadrildteros convexos facilmente!® de
acuerdo a las caracteristicas que consideraron.

17 La primera parte de esta actividad fue extraida de: Calvo et al. (2016). Aprender a ensefiar matematicas en la
educacién secundaria. Madrid: Sintesis.

8 Utilizamos el término facilmente, con la intencién de que el diagrama que realicen los estudiantes como
sintesis de la actividad, contribuya a diferenciar rapidamente los cuadrilateros de acuerdo a las caracteristicas
que consideraron.
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Actividad 3: “Cuadrilateros y diagonales”
Primera parte:

Utilizando Geogebra, exploren las siguientes situaciones:
GeoGebra

Dados dos segmentos de distinta longitud, construir, si es posible, un cuadrildtero que los tenga por
diagonales.

¢Qué cuadrilateros convexos se pueden construir? Presenten un ejemplo de los casos posibles y
expliquen, en los casos en que no se presentan ejemplos, si el motivo es que no existen o que no se
han podido encontrar.

Segunda parte:
Elaboren un cuadro/diagrama que les permita reconocer los cuadrilateros convexos facilmente de
acuerdo a las caracteristicas que estuvimos considerando.

Actividad 4: “Cuadrilateros y lados”
Primera parte:

¢Cuantos lados iguales puede tener un cuadrildtero convexo? Pueden explorar posibilidades
construyéndolos con Geogebra si les resulta conveniente.

Segunda parte:
Completen el siguiente cuadro, que representa una posible forma de organizar la informacion
obtenida.
Cantidad de angulos rectos
Cantidad de lados iguales ninguno 1 2 3 4
Ninguno

2 lados iguales

3 lados iguales

4 lados iguales

2 pares de lados iguales y
diferentes entre si.

Presenten ejemplos de los casos posibles y expliquen, en los casos en que no se presentan ejemplos,
si el motivo es que no existen o que no se han podido encontrar.
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Actividad 5: “Definiendo cuadrilateros”
Teniendo en cuenta las organizaciones realizadas en las actividades anteriores, elaboren a partir de
ellas, una definicién para cada uno de los cuadrilateros trabajados.

5.3. Analisis a priori de la secuencia

El andlisis a priori que realizamos de las situaciones que se disefiaron y se implementaron con los
estudiantes esta compuesto de una parte descriptiva y una predictiva que dialogan y se
complementan mutuamente. De acuerdo a Artigue et al. (1995), el objetivo de este analisis es
determinar el efecto de las selecciones realizadas en el disefio de la secuencia en relacion con los
posibles procedimientos de los estudiantes y el sentido que puedan otorgarles.

En este capitulo analizaremos las posibilidades que brindan a los estudiantes cada una de las
actividades y la secuencia en conjunto, de desarrollar acciones, de desplegar distintas estrategias de
resolucién y de argumentar sobre la validez de lo realizado; teniendo como principal objetivo que los
estudiantes transiten un proceso de exploracién de cuadrildteros, descripcién a través de sus
propiedades y como producto final que elaboren definiciones y clasificaciones de los mismos,
reconociendo que las mismas no son Unicas.

Al disenar la secuencia diddctica, tal como mencionamos anteriormente, tuvimos en cuenta que cada
una de las actividades propicie el analisis de distintas propiedades. Por otro lado, hubo otras
decisiones que en términos de Brousseau (1995), se constituyen en variables didacticas, ya que cada
una de las selecciones que realizamos modifica los saberes que se ponen en juego en cada actividad,
asi como también los procedimientos de resolucién. De acuerdo a Artigue et al. (1995), estas variables
didacticas que consideramos forman parte de lo que ella denomina micro-didacticas o locales, las
cuales describimos a continuacién para cada una de las actividades:

Actividad 1

- Laseleccion de los seis triangulos que intervienen se realizd, de manera que los triangulos elegidos
posibiliten la construccién de una amplia variedad de cuadrilateros, tanto cdncavos como
convexos, dando lugar a que si los estudiantes no conocen algunos de ellos, comiencen a
explorarlos en esta actividad.
Si nos centramos en los convexos, que son el objeto de estudio en esta investigacidn, es posible
formar paralelogramos propiamente dichos, rectangulos, cuadrados, rombos, trapecios isdsceles
y no isdsceles, asi como también distintos trapezoides®® y romboides.
A partir de la seleccién de los tridngulos hecha, no es posible formar trapecios rectangulos.
Decidimos renunciar a la posibilidad de formarlos, dado que la inclusidon de mas tridngulos que lo
permitieran, generaria mayor cantidad de posibilidades de formacién de cuadrildteros, muchos
de ellos de las mismas clases desviando el propdsito de la actividad que es poner ciertas
cuestiones en movimiento y no un estudio pormenorizado de cada clase de cuadrilatero. Para
compensar esta situacion, se prevé que el docente proponga su andlisis si no surgiera al interior
de los grupos de trabajo.

19 Dado que ninguno de los libros que analizamos en el capitulo IV definen a esta figura, tomamos en esta
investigacion la definicion que postulan Rey Pastor y Puig Adam (1928): “Los cuadrildteros que no tienen
paralelos ningun par de lados opuestos se llaman trapezoides”. (p.97).

44



- La decision de incluir marcas en las representaciones de los tridngulos y explicitar el tipo de
trigngulo (segun sus dngulos y segun sus lados): a cada grupo se entrega un sobre con los
triangulos, una tarjeta con la clasificacién y una imagen con las representaciones de los tridngulos,
en los cuales se sefialan con marcas lados y angulos iguales, asi como también los angulos rectos.
Consideramos que esta decisién permite que en el desarrollo de la actividad, los procedimientos
de los estudiantes estén exclusivamente centrados en la formacién de cuadrilateros, con la
certeza de que los lados de los tridngulos que decidan yuxtaponer son iguales. Se evita de esta
manera que se desvie el foco de andlisis en mediciones de longitudes de lados, y asi evitar el uso
de reglas graduadas, ya que pueden o no resultar exactamente iguales. Por otro lado, conocer la
igualdad de angulos y los dngulos que son rectos, permite que los estudiantes se apoyen en estos
datos sin necesidad de demostrarlo para validar propiedades de los cuadrilateros, como por
ejemplo el paralelismo de lados y la presencia de dngulos rectos.

Actividad 2:

- Habilitar el uso de geogebra: modifica las estrategias de resolucién, pues podran explorar a partir
de la construccién de cuadrildteros en el software, cuyo dinamismo posibilita que se obtengan
gran variedad de figuras, y en consecuencia generar distintas formas de validacion, tanto
pragmaticas como intelectuales®.

Actividad 3:

- Laseleccion de dos segmentos de distinta longitud: representa una variable didactica pues genera
“casos” que no son posibles de construir a partir de ellos, como los cuadrados, rectangulos,
trapecios isdsceles y algunos trapezoides.

- Habilitar el uso de Geogebra: modifica las estrategias de resolucién de los estudiantes pues dejan
de apoyarse en construcciones en papel y lapiz para realizarlas en el software; posibilita, a partir
del dinamismo del programa, la exploracién de una mayor cantidad de cuadrildteros. También,
es probable que, a partir del movimiento de los elementos de la figura, encuentren cuadrilateros
gue no conocen, o que no hubieran considerado si los construyeran en lapiz y papel.

Actividad 4:

- Completar un cuadro de doble entrada con los criterios ya establecidos: constituye una variable
didactica, pues mirar una sola propiedad ya no es suficiente. Genera la necesidad de analizar dos
propiedades simultdaneamente, cuestién que hasta el momento no resulta necesaria en las
actividades previas.

En el diseio de la secuencia también hemos tenido en cuenta otro tipo de variables denominadas de
acuerdo a Artigue et al. (1995), variables globales. Una de ellas es la cantidad de momentos de
intercambio colectivo que buscamos que tengan lugar en la implementacion de la secuencia, si bien
esto dependerd de como funcione la secuencia, por el disefo abierto de las actividades esperamos
variedad de producciones, lo cual amerita los espacios colectivos de intercambio.

20 Balacheff (2000) define dos tipos de pruebas: denomina como pragmaticas a las pruebas que recurren a la
accion o a la ostensién y como intelectuales a las pruebas que, separandose de la accién, se apoyan en la
formulacion de propiedades en juego y de sus relaciones.
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Definimos que sean dos los espacios de intercambio en cada actividad: uno intermedio con el
propdsito de que cada grupo se nutra del trabajo y aportes de los otros enriqueciendo la posterior
etapa de trabajo, y otro momento al cierre, para compartir y reflexionar en torno a las producciones
finales de cada grupo. Para lograr esto, las consignas de las primeras cuatro actividades fueron
disefiadas en dos partes, la primera que apunta a la resolucion de un problemay la segunda, destinada
a organizar la informacién que recolectan en la primera. De este modo, en cada clase se alternan
momentos de trabajo al interior de cada grupo con otros de intercambio con la clase completa.

Otra variable que consideramos es la metodologia de trabajo en el aula, decidimos que en todas las
clases el trabajo sea grupal y que los grupos se mantengan a lo largo de todas las clases. Esto busca
promover que los estudiantes se apoyen en sus propias producciones en cada una de las actividades,
vuelvan sobre ellas y modificarlas si fuera necesario. También a los fines de nuestra investigacion,
mantener las agrupaciones nos permitira analizar los cambios que cada grupo realiza en las
concepciones que poseen en relacidn a las definiciones y clasificaciones de cuadrilateros. Se invitara
a los estudiantes a agruparse en cuatro grupos, con la Unica condicién de que en todos los grupos haya
aproximadamente la misma cantidad de integrantes. Esta eleccidén se apoya en la conviccién de que
las interacciones entre pares favorecen la construccién de saberes.

Por otro lado, consideramos el tiempo que se le destinard a la propuesta, que es de cinco clases
consecutivas de 2 horas de duracion cada una.

También decidimos que no se entregara a los estudiantes la totalidad de las consignas que componen
la secuencia, sino que en cada clase se presentara la que se trabajard ese dia, y a su vez recibirdn una
a una cada parte de la actividad. Esto tiene como propésito evitar que los estudiantes anticipen el
objetivo y busquen informacion para realizar las actividades, especialmente en la ultima.

Cada una de las decisiones tomadas persiguen que los estudiantes en interaccidn con sus pares, con
el docente y con la situacidn disenada, pongan en conflicto sus saberes y que éstos funcionen de
diversos modos tal como expresa Brousseau (1995), en situaciones de accion, de formulacién y
también de validacién.

Al disefiar la secuencia consideramos los aportes de Rodriguez et al. (2016) para proponer consignas
gue posean un potencial matematico rico. Consideramos que logramos esto, dado que todas las
consignas promueven la exploracion por parte de los estudiantes, en ninguna de ellas se pauta lo que
deben realizar ni se incluyen pasos a seguir. A su vez, todas las consignas promueven la formulacidn
de conjeturas y la elaboracion de argumentos que las validen, completando de esta manera los dos
aspectos que la autora considera necesarios para evaluar las condiciones de trabajo que cada una de
las actividades posibilita.

A continuacion, presentamos el analisis a priori para cada una de las clases/actividades.

5.3.1. Primera clase

En esta clase se trabajara con la actividad 1 de la secuencia: “Formando Cuadrilateros a partir de
tridngulos”, que propone formar cuadrildteros con distintos triangulos.

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes realicen un primer analisis de cuadrilateros,
movilicen los saberes que disponen de los mismos y que identifiquen y establezcan algunas
caracteristicas como ser el paralelismo de lados, igualdad de lados y tipos de angulos que poseen,
apoyandose en las propiedades ya conocidas de los tridngulos. Como cierre, la actividad propone que
los agrupen seleccionando algun criterio. Se entregara un sobre a los estudiantes con triangulos de
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cartulina y un cuadro con la clasificacién de los mismos segun sus lados y angulos. Dado el recurso que
se utiliza, esperamos que el trabajo se inicie con comprobaciones empiricas y luego se promovera el
establecimiento de relaciones para que los estudiantes avancen en la caracterizaciéon de los
cuadrilateros, a partir de las propiedades de lados y angulos de los tridngulos.

Primer momento
En un primer momento se trabajara con la primera parte de la actividad 1:

Consigna:
En los sobres, encontrards los siguientes b L' ¥
tridngulos. Cada uno estd repetido. 5 » '
Arma  cuadrildteros combinando  dos zl r
tridngulos sin superponerlos. F oo

X E I

Se repartirdn los sobres a cada grupo y ademads una tarjeta con las caracteristicas de los tridngulos
como la siguiente:

Caracteristicas de los triangulos:

isosceles rectangulo B : i
escaleno rectangulo
isdsceles obtusangulo ¢
escaleno obtusangulo
escaleno obtusangulo

m m g O W >

escaleno obtusangulo c

El docente solicitard a los estudiantes que registren los cuadrildteros que puedan armar, asi como
también que justifiguen cdmo pueden asegurarlo. El pedido de justificacion apunta a recuperar e
identificar los saberes que los alumnos disponen de los cuadrilateros.

Esperamos que la informacion dada en las tarjetas les permita relacionar los lados y dngulos de los
triangulos y elaborar algunos argumentos acerca de qué tipos de cuadrildteros encontraron. Los
argumentos dependeran, en cada caso, de la concepcidn que posean de cada uno de ellos.
Comenzado el momento de trabajo el docente podra sugerir en cada grupo, si fuera necesario, que
organicen la exploracion y el registro para abarcar mas posibilidades sin repetir.
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En este primer acercamiento es muy posible que los estudiantes consideren solo una de las
caracteristicas que éstos poseen, como ser la cantidad de pares de lados paralelos, cantidad de lados
iguales o cantidad de angulos rectos. Sin embargo, no descartamos que algunos grupos también los
caractericen teniendo en cuenta mds de una caracteristica a la vez.

Como ya mencionamos, la seleccién de tridngulos que realizamos posibilita que al combinarlos se
formen cuadrilateros convexos como: paralelogramos propiamente dichos, rectadngulos, rombos,
cuadrados, trapecios isésceles, trapecios escalenos y trapezoides, incluido el romboide. También es
posible obtener cuadrilateros céncavos, si bien no serdn nuestro objeto de estudio, esperamos que
los estudiantes los identifiquen, caractericen y posteriormente establecer que en esta oportunidad no
trabajaremos con ellos.

En el Anexo 1, describimos en detalle cémo es posible combinar tridngulos para formar cada tipo de
cuadrildtero, asi como también cuales son algunos de los posibles argumentos que esperamos que los
estudiantes formulen, para argumentar qué tipos de cuadrilateros formaron.

Como esperamos que los estudiantes argumenten acerca del paralelismo de los lados de los
cuadrildteros a partir de los dngulos de los tridngulos que los conforman y las relaciones que hay entre
angulos entre paralelas, consideramos que es un prerrequisito importante que los estudiantes tengan
disponibles las relaciones entre angulos entre paralelas, pues es la base para elaborar
argumentaciones en relacién con el paralelismo de lados.

Segundo momento
Luego de que cada grupo haya avanzado en la formacién de cuadrilateros, se propondra un momento
de intercambio colectivo. Algunas preguntas que pueden mediarlo, son las siguientes:

- ¢Qué cuadrildteros pudieron formar? ¢ Como los formaron?
- ¢Qué caracteristicas poseen los cuadrilateros formados?
- ¢Cbébmo pueden asegurarlo?

Con estas preguntas esperamos que los estudiantes compartan los tipos de cuadrilateros que lograron
formar y como los caracterizaron, asi como también las razones en las que se basan para afirmar qué
cuadrilateros son los que encontraron, las cuales dependeran de las caracteristicas que consideren. Es
muy posible que los estudiantes analicen la cantidad de lados iguales, la cantidad de angulos de cada
tipo y la cantidad de pares de lados paralelos que tienen los cuadrilateros.

Este intercambio tiene como propdsito que cada grupo compare sus hallazgos con los de otros y que
esto sirva de insumo para avanzar en su trabajo, teniendo en cuenta que los argumentos que cada
grupo elabore pueden diferir de acuerdo a las caracteristicas que consideren.

Por otro lado, si no sucedidé previamente, en este momento los estudiantes socializaran los nombres
gue asignaron a cada uno de los cuadrilateros que encontraron. En el caso de que haya diferentes
denominaciones, distintas a los nombres tradicionales, el docente propondrd detenerse para
analizarlos.

Es importante mencionar que nuestros estudiantes ya han abordado en su educacidn primaria y
secundaria nociones de cuadrilateros, por lo que es muy probable que utilicen los nombres
convencionales de los mismos y que a su vez, en la mayoria de los casos, coincide con la establecida
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por Puig Adam (1980). Si esto sucede, se tomara dicha denominacién para continuar con el posterior
trabajo, o en contraposicidn, se acordaran otros.

El docente invitard a los estudiantes a que registren en el pizarrén la informacién que cada grupo
comparta. Se les sugerira organizarlo teniendo algun criterio, como por ejemplo, si fueron armados
con dos triangulos iguales o dos tridngulos distintos. De esta manera, un posible pizarrén que no
necesariamente contemplard todas las posibilidades desarrolladas en el Anexo 1, puede ser el

siguiente:
Trianguics iguales Triangulos distintos
L - &
[ 3 = B
a . s v 3
" L]
- e
g 2
z =]
=]
o b L}
. a
L]
L »
[

Otro posible pizarrén puede ser el que resulte de agrupar los cuadrilateros de acuerdo a las clases que
los estudiantes definan, como por ejemplo, los paralelogramos, trapecios y trapezoides. Pero como
no es nuestra intencién otorgar nombres a las clases de cuadrilateros o a los cuadrilateros a priori, ni
forzar a que los grupos reconozcan las mismas caracteristicas en los cuadrilateros, se sugerira
organizarlo tal como presentamos en la imagen anterior.

En este intercambio el docente también propondra comparar los cuadrilateros concavos y convexos,
y establecerd que a partir de ese momento solo se centrardn en el estudio de los convexos, pues
consideramos oportuno reducir el repertorio de cuadrilateros a analizar, en pos de favorecer la
reflexidon y poner en discusidn saberes que es muy posible que los estudiantes tengan disponibles,
aprovechando la oportunidad para desnaturalizar si existiera, por ejemplo, la concepcién de unicidad
de las definiciones y clasificaciones de cuadrilateros.
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Tercer momento:
Luego del primer intercambio colectivo se planteara a los estudiantes que trabajen en la segunda parte
de la actividad, cuya consigna es la siguiente:

Elabora un cuadro/diagrama que te permita reconocer los cuadrildteros convexos fdcilmente de
acuerdo a las caracteristicas que estuvimos considerando.

El docente solicitard a cada grupo que registren todas las versiones de los diagramas que realizan y
que plasmen el diagrama final en un afiche para compartir posteriormente en otro momento de
intercambio.
Se evitara denominar a las organizaciones como “clasificaciones”, con el propédsito de no limitar la
seleccion de propiedades para organizarlos y no promover la asociacion directa con saberes previos
acerca de la clasificacidn de figuras.
En el momento de produccién el docente recorrerd cada grupo vy, en caso de ser necesario, podrd
acompafiar el trabajo de los alumnos preguntando:
- équé caracteristicas permiten diferenciar los cuadrildteros que encontraron? ¢équé
caracteristicas tienen en comun?
- ¢ées posible agrupar a todos los cuadrilateros teniendo en cuenta la/las caracteristicas
seleccionadas?

Estas preguntas tienen como propdsito en primer lugar, que los estudiantes comparen los
cuadrilateros obtenidos poniendo el foco en sus caracteristicas y no en sus nombres; y por otro, que
problematicen y reflexionen acerca de qué cuestiones son necesarias considerar al momento de
clasificar.

Los diagramas o cuadros que cada grupo realice dependerdn de las caracteristicas que seleccionen
para agrupar las figuras. Si bien es posible que los grupos elijan distintas propiedades, también es
esperable que consideren el paralelismo de los lados, ya que es una clasificacion fuertemente
estudiada en sus niveles previos de escolarizacién.

A continuacién, compartimos algunas organizaciones que los estudiantes podrian realizar.

- De forma particional (De Villiers, 1994) y considerando solamente la cantidad de pares de lados
paralelos:

Dos pares Solo un par Ninguno
Cantidad de Paralelogramos Trapecios Trapezoides
pares de lados Rombos Trapecios Isésceles Romboides
paralelos Rectangulos
Cuadrados
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- De forma jerarquica (De Villiers, 1994) y considerando solamente la cantidad de pares de lados

paralelos:
Al menos un par Ninguno

Trapecios Trapezoides

Cantidad de Trapecios Isésceles Romboides

pares de lados Paralelogramos
paralelos Rombos

Rectdngulos
Cuadrados

Otra posibilidad, como ya mencionamos anteriormente, es que los estudiantes consideren mas de

una caracteristica a la vez, como ser cantidad de pares de lados paralelos y cantidad de angulos

rectos. Sirealizan una clasificacidn particional en términos de De Villiers (1994), un posible cuadro
organizativo puede ser:

Cantidad de pares de lados paralelos
Cantidad
exacta de .
i Dos pares Solo un par Ninguno
angulos
rectos
Cuatro Cuadrados - Rectangulos -
Rombos cuadrados
Tres
Dos Trapecios Trapezoides con
rectangulos dos angulos
rectos -
Romboides con
dos angulos
rectos
Uno Trapezoides con
un angulo recto
Ninguno Paralelogramos no Trapecios no Trapezoides sin
rectangulos - Rombos no rectangulos angulos rectos -
cuadrados Romboides sin
angulos rectos
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- Si consideran categorias con elementos en comun, clasificacién jerarquica en términos de De
Villiers (1994), otra posible organizacion es:

Cantidad de pares de lados paralelos

Cantidad exacta

de angulos Al menos un par Ninguno
rectos
Cuatro Cuadrados - Rectangulos -

Rombos cuadrados

Tres
Dos Trapecios rectangulos Trapezoides con
dos angulos rectos
Uno Trapezoides con un
angulo recto
Ninguno Trapecios no rectangulos - Trapezoides sin
Paralelogramos - Rombos angulos rectos -
no cuadrados. Romboides sin

angulos rectos

En los ultimos dos cuadros se puede observar que la fila de “tres dngulos rectos” estd vacia, dado que
no existen cuadrildteros con solamente tres angulos rectos. Esperamos que los estudiantes puedan
argumentar la inexistencia apoyandose en la propiedad de la suma de los dngulos interiores de los
cuadrilateros, pues al tener tres dngulos rectos cuya suma es 270° el cuarto angulo debe ser
exactamente igual a 90°.

La cantidad de lados iguales y los angulos rectos son caracteristicas que muy probablemente los
estudiantes reconozcan con facilidad, por este motivo, es posible que realicen una agrupacion
considerandolas simultdneamente junto con la cantidad de lados paralelos. A continuacién,
esquematizamos una posible organizacidon en forma de diagrama?®..

Cabe mencionar que, en este tipo de diagrama que presentamos, cada segmento debe leerse como
“puede ser”. Por ejemplo, si seguimos la sucesion de segmentos a la izquierda, podemos leer que: los
cuadrilateros convexos pueden ser paralelogramos y a su vez estos pueden ser rombos y los rombos
pueden ser cuadrados. Por otro lado, también debe leerse que, si un cuadrildtero no cumple con las

21 Los cuadros de doble entrada como los anteriores se prestan bastante bien para clasificaciones de tipo
particionales. En cuanto a las clasificaciones de tipo jerarquico, parecen quedar mejor representadas en
diagramas de flechas como el anterior. Sin embargo, en un diagrama de “flechas” hay cuestiones que no se
pueden abarcar por completo. Por un lado, no queda siempre claro cuando se trata de una relacion jerarquica
o particional. Por ejemplo, cuando se “abren” los cuadrilateros convexos en las clases “dos pares de lados
paralelos”, “solo un par de lados paralelos” y “ningun par de lados paralelos” se trata de clases disjuntas,
mientras que cuando se “abren” los cuadrilateros en las clases “todos sus lados iguales” y “todos sus angulos
rectos”, la interseccién es no vacia y no se trata de una particion.

Por otro lado, quedan implicitos todos los cuadrilateros que no estan incluidos en el diagrama, como los
paralelogramos propiamente dichos o los trapezoides no romboides.
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propiedades de alguno de los que estan ubicados en tercera linea, solamente se nombra y ubica en la
segunda, como por ejemplo un paralelogramo propiamente dicho, estaria incluido en la categoria
paralelogramos y en ninguna otra mas, pues no tiene las propiedades del rombo y del rectangulo. Si
bien no descartamos que algin grupo lo incluya como una categoria mas en la tercera linea del
diagrama®.

[Cuadriléterus convexos ]

Paralelogramos Trapecios Trapezoides

[ Un par de lados ] [ Dos pares de lados }

[Dos pares de lados paralelos [SE"C' un par de lados paralelos] [Ningl’m par de lados paralelos]

Dos angulos
consecutivos rectos
Trapecios rectingulos

opuestos iguales consecutivos iguales

[Todos sus lados iguales] [Todos sus angulos rectos]
Trapecios isosceles Romboides

Rombos Rectangulos

Todos sus lados iguales
v todos sus angulos rectos
Cuadrados

En este diagrama si bien hay tres grandes categorias disjuntas, dentro de los paralelogramos hay una
jerarquia entre los rombos, rectangulos y cuadrados. También hemos incluido a los paralelogramos
propiamente dichos, a los trapecios y trapezoides, figuras que podrian estar incluidas en las categorias
“Paralelogramos”, “Trapecios” y “Trapezoides” entendiendo que alli estdn los que no tienen ninguna
de las caracteristicas de las subcategorias.

Siguiendo esta linea de organizacidon que combina categorias con y sin elementos en comun, podrian
plantear una organizacidon con mas jerarquia como la siguiente:

[ Cuadrilateros convexos ]

Al menos un par de lados paralelos Ningln par de lados paralelos
Trapecios Trapezoides
Dos pares de lados
Dos pares de lados paralelos Solo un pf:lrr de Iaelcs paralelos consecutivos iguales
Paralelogramos G =l Romboides

Un par de lados
opuestos iguales
Trapecios Isésceles

Dos angulos
consecutivos rectos

Trapecios Rectingulos

Todos sus lados iguales Todos sus angulos rectos
Rombos Rectangulos

Todos sus lados iguales
y todos sus angulos rectos
Cuadrados

No descartamos que los estudiantes puedan organizar una clasificacién puramente particional, donde
ninguna categoria tenga elementos en comun con otra. En este caso, dentro de la familia de los
paralelogramos los cuadrados, rombos, rectangulos y paralelogramos propiamente dichos, serian
categorias disjuntas.

22 Esta forma de leer e interpretar este diagrama, debe considerarse para todos los diagramas de este tipo que
se presentan a lo largo de este trabajo.
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Cuarto momento:
A modo de cierre de esta primera actividad, se propondra realizar otro momento de intercambio
colectivo, donde cada grupo pueda compartir su afiche y explicar cémo y con qué criterio organizd los
cuadrilateros.
Esperamos que a partir del intercambio con sus compafieros cada grupo tenga la posibilidad de
analizar su trabajo comparandolo con el de sus pares, ampliar categorias que tal vez no hayan sido
consideradas, complementar el de sus compafieros y corroborar lo realizado.
En caso de que no surja en el intercambio o en otros momentos de la actividad, en este momento se
trabajard en el trapecio rectangulo, cuadrildtero que no se puede formar a partir de los tridngulos
dados. El docente podra poner en cuestion la existencia del mismo, con preguntas como por ejemplo:
- ¢éPuede un trapecio tener un dngulo recto?
- ¢En qué categoria ubicarian esta figura? ¢Por qué?
Esperamos que a partir de estas preguntas los estudiantes consideren esta figura y la ubiquen en sus
diagramas.
En esta instancia no es nuestra intencidn valorar como correctas o incorrectas las producciones que
realicen, pero si nos interesa arribar a la conclusién que todas las organizaciones, en caso de que haya
distintas, pueden ser correctas y validas, es decir, que no hay una Unica forma ni criterio para organizar
las figuras.
El docente hara hincapié en la necesidad de analizar minuciosamente la organizacion propuesta, y

descartar posibles errores u omisiones, y completar todas las categorias con los cuadrilateros que se

lograron formar.

5.3.2. Segunda clase

En esta clase se trabajara con la actividad 2: “Cuadrilateros y angulos”, la cual se enfoca en la cantidad
de dngulos obtusos, agudos o rectos que puede tener un cuadrildtero convexo. Trata de desvincularse
de los nombres de los cuadrilateros, de representaciones estereotipadas, enfocarse en relaciones que
los caracterizan y posteriormente agruparlos en familias que posean iguales caracteristicas.

Primer momento
En un primer momento se trabajara con la primera parte de la consigna:

Consigna

¢Cudntos angulos obtusos, agudos o rectos puede tener un cuadrildtero convexo? Presenta un
ejemplo de los casos posibles y explica, en los casos en que no se presentan ejemplos, si el motivo es
gue no existen o que no se han podido encontrar.

Recomendaciones:
- Pueden explorar las posibilidades construyendo los cuadrildteros con Geogebra si lo
consideran conveniente.
- Para realizar las construcciones, pueden realizarlo mediante dos opciones: utilizar cualquier
herramienta de Geogebra y una vez construido el cuadrilatero, utilizar la herramienta
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« Poligono
poligono, para constituirlo como tal; o simplemente construirlo con esta

herramienta y analizar sus caracteristicas.

El docente repartira la primera parte de la consigna a cada grupo, se leerd en conjunto y ofrecerd que
si lo desean pueden realizar la exploracion tanto utilizando Geogebra, en lapiz y papel o combinando
ambas.

Se solicitara a cada grupo que registren las posibilidades que encuentren, asi como también que
justifiquen qué tipo de cuadrildtero es y cdmo pueden asegurarlo. En el caso que trabajen con
Geogebra se les solicitara, a modo de registro, que realicen capturas de pantalla de cada uno de los
casos que encuentren, ya que es muy posible que a partir de una construccidén y moviendo los
elementos del cuadrilatero consigan otros con distintas caracteristicas.

En el caso en que no utilicen Geogebra, podrdn apoyarse en la primera actividad para determinar que
la suma de las amplitudes de los dngulos interiores de los cuadrilateros es igual a 360°, dado que
formaron cuadrilateros a partir de dos tridngulos, en los cuales la suma de las amplitudes de los
angulos interiores es igual a 180° y en consecuencia, en una figura formada por dos de ellos serd el
doble.

Tanto en esta consigna, como en las de las actividades 3 y 4, se les solicita a los estudiantes como
parte de su argumentacion que “presenten un ejemplo de los casos posibles y explica, en los casos en
gue no se presentan ejemplos, si el motivo es que no existen o que no se han podido encontrar”;
esperamos con este pedido que los estudiantes argumenten cudl es el motivo por el cual no presentan
ejemplos, si es que no lograron construir/dibujar el cuadrildtero empiricamente o si es que no se
presenta por tener otros argumentos para afirmar que no es posible construirlo. Por ejemplo, en la
actividad 2, una vez establecida la propiedad de la suma de las amplitudes de los dngulos interiores

de un cuadrilatero, los estudiantes podran afirmar que no es posible construir un cuadrilatero con
cuatro angulos obtusos, pues la suma de los mismos serd superior a 360°.

Si bien esta actividad promueve que se analice la cantidad de dngulos interiores de cada tipo -agudos,
rectos y obtusos- que puede tener un cuadrilatero, cada grupo podrd optar por considerar solo un tipo
de angulo para organizar los casos obtenidos y explicitar a su vez con cuantos angulos de otros tipos

es posible combinarlos.

En caso en que decidan agrupar los cuadrilateros analizando la cantidad exacta de angulos obtusos,
una posible organizacién de la informacidn, es la siguiente:
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- Cantidad exacta de angulos obtusos, rectos y agudos que pueden tener los cuadrilateros:

[ Cuadrilateros convexosj
[ Mingun angulo obtuso ]

1 dngulo obtuso [2 angulos obtusas] [3 angulos thust}s]
J‘ + + +/ * J‘
| | | |
4 rectos 3 agudos [ 1 recmj |:2 recms] [2 ﬂgudﬂﬁ] [ 1 recta]
I |
(st (L)

Al analizar con qué angulos se pueden combinar los angulos obtusos, esperamos que los estudiantes

establezcan que no existe un cuadrilatero con 4 angulos obtusos, pues la suma de las amplitudes de
sus angulos interiores superaria los 360°. Asi como también que, si un cuadrilatero no tiene ningin
angulo obtuso, todos sus angulos deberdn ser necesariamente de 90°, pues si hubiera un angulo
agudo, la suma total seria inferior a 360°.

Si los estudiantes hacen foco en la cantidad exacta de angulos rectos que puede tener un cuadrilatero
y con cuantos angulos agudos y obtusos es posible combinarlos, una organizacién de los mismos en

forma de diagrama puede ser la siguiente:

- Cantidad exacta de dngulos rectos, obtusos y agudos que pueden tener los cuadrilateros:

[ Cuadrilateros canvexosj

N

MNinguln angulo recto] [ 1 dngulo recto ] [2 angulos recttrs] [4 angulos rectos]
"l'f "i' H"l' + + -J—
| |
[ 1 nbtuso] [2 nbtusus] [3 nbtusos] [ 1 nbtuso] |:2 nbtusos]
I T I I I

l i L
[3 aQUdC'S] [2 39“’105] [ 1 HQUC‘C'] [2 ag:Jdcs] [ 1 aglludcj [ 1 nbltusuj

Al explorar las posibles combinaciones de angulos rectos, esperamos que los estudiantes establezcan
gue si un cuadrildtero posee 3 angulos rectos, el cuarto debe ser necesariamente recto, apoyandose
en la propiedad de la suma de los angulos interiores formulada anteriormente.

La dltima posibilidad que anticipamos, es que los estudiantes hagan foco en la cantidad exacta de

angulos agudos que puede tener un cuadrilatero y con cuantos angulos rectos y obtusos es posible
combinarlos, una posible organizacién puede ser la siguiente:
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- Cantidad exacta de angulos agudos, obtusos y rectos que pueden tener los cuadrilateros:

[ Cuadrilateros convexosj

==y

[Ningl_]n angulo agudo] 1 dngulo agudo [2 angulos agudos] [3 angulos agudos]
T + i + S+ 1
I | I L
[4 rectcsj [ 1 ubtusuj 2 nbtusos] [3 ubtusosj [ 1 ﬂbtUSDJ [2 ﬂbtUSDSJ
T 4

| 1
[2 rectos] [l rectoj

Al explorar las posibles combinaciones de dngulos agudos con angulos obtusos y rectos, los

estudiantes podran establecer que un cuadrilatero no puede poseer 4 angulos agudos, ya que la suma
de las amplitudes de todos sus dngulos seria menor a 360°. Es posible que los estudiantes generen la
categoria de 4 angulos agudos y que posteriormente afirmen que la misma es vacia. Como el diagrama
organiza casos que son posibles, esta categoria deberd ser retirada del mismo, en caso contrario,
genera una contradiccion en la |dgica de la organizacién.

Esta manera de analizar los cuadrildteros no exige tener en cuenta las formas ni los nombres de
cuadrilateros y a su vez, contempla todas las posibles combinaciones de angulos que pueden tener los
cuadrildteros. Por lo cual, consideramos que es un trabajo muy interesante para que realicen futuros
docentes.

Otra manera de resolucién de esta actividad, aunque posiblemente menos exhaustiva que la anterior,
consiste en que los estudiantes exploren diferentes cuadrilateros utilizando Geogebra. Es posible que
los estudiantes comiencen la exploracién construyendo los cuadrildteros que ya conocen o que han
podido conocer en las actividades anteriores, si bien este modo de proceder es correcto, puede
limitarlos a trabajar con figuras con formas especificas o con figuras cuyos nombres conocen,
obstaculizando el analisis de nuevos cuadrilateros con formas no consideradas, por ejemplo, en la
actividad anterior.

Si en los grupos no surge la exploracién de cuadrilateros que posean ciertos tipos de angulos, el
docente intervendra invitando a que exploren si existe una figura con esas caracteristicas en primer
lugar, a partir de su construcciéon y posteriormente avanzar hacia otro tipo de argumentos que
permitan validar la existencia o inexistencia de la misma.

Es posible también que en este caso los estudiantes no hagan énfasis en los nombres de los
cuadrilateros, sino que solo tengan en cuenta la forma de cada uno de ellos.

Mediante la herramienta de medicion de angulos, los alumnos podrian realizar un andlisis como el
siguiente:
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- Cuadrilateros con angulos obtusos y agudos:

1 @ngulo obtuso 2 angulos obtusos 3 &ngulos obtusos
3 angulos agudos 2 angulos agudos 1 angulo agudo

- Cuadrilateros con angulos rectos:

1= 90° k=90

8=90° n=7157

p=980°  A=80°k

1 éngulo recto 2 angulos rectos Aangulosreclos

2 angulos agudos 1 angulo agudo

1 angulo obtuso 1 &ngulo obtuso

Una posibilidad de organizacién de la informacion obtenida a partir del analisis con Geogebra, es un
cuadro o diagrama que contenga representantes de figuras, como el siguiente:

2 :
AII!‘JI'U.\
oliluses
o 4N X

cuadiilitem

Anpulos
rectos
e un
cugdriliteno

Anpulos
apudos
e un
cuadrilitero

Cuadro extraido de Calvo et al. (2001)

Nos resulta interesante mencionar que esta actividad da lugar a que los estudiantes reconozcan que
hay figuras que tienen las mismas caracteristicas en cuanto a la cantidad de angulos de cada tipo que
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poseen, pero no son iguales. Esto puede dar lugar a que se comiencen a realizar ciertas comparaciones
entre figuras que en la actividad anterior no se realizaron. Por ejemplo, tanto el rectdngulo no
cuadrado como el cuadrado tienen cuatro dangulos rectos; sin embargo, al mirar una caracteristica mas
como la longitud de sus lados, es posible afirmar que son cuadrilateros distintos. Otro ejemplo de lo
mencionado son un trapecio isdsceles y un rombo, ambos pueden tener 2 dngulos obtusos y dos
agudos, sin embargo, uno tiene solo un par de lados opuestos paralelos y el otro tiene dos pares.

El docente podra realizar preguntas que tengan como intencion visibilizar tales diferencias como ser:
éexiste una Unica figura que posee los cuatro angulos rectos?, en el caso en que haya mas de una éson
iguales? éen qué se diferencian? Estas preguntas también habilitardn a analizar, por ejemplo, que dos
rectangulos distintos, son figuras distintas pero representantes de una misma “clase” de cuadrilateros.
Consideramos que realizar este tipo de comparaciones contribuye a que los estudiantes amplien la
imagen conceptual (Vinner, 1991) que estan construyendo de cada uno de los cuadrilateros que se
estudian, asi como favorece también el andlisis de dibujos en posiciones y proporciones no
estereotipadas, ya que el docente podra proponer para comparar dos rectangulos como por ejemplo:

El docente sugerird a cada grupo si fuera necesario, que organicen la exploracién y el registro para
abarcar mas posibilidades sin repetir, por ejemplo describiendo qué cuadrilateros encontraron con un
angulo agudo, obtuso o recto, con dos, con tres o con ninguno.

Segundo momento:

Luego de que cada grupo haya logrado analizar diversos casos, se propondra un momento de
intercambio colectivo. Los objetivos de este momento son, por un lado, que los estudiantes compartan
las justificaciones de por qué hay o no cuadrildteros con cierta cantidad de dngulos de cada tipo, y por
otro lado dar un punto de partida para organizar la informacién encontrada en los grupos. Para ello,
el docente podra abrir el debate preguntando por ejemplo: équé cuadrilateros encontraron con un
angulo agudo?

Puede suceder que los estudiantes no analicen cuadrilateros que tengan todos sus angulos iguales, o
gue no posean angulos del tipo que se estén considerando -agudos, rectos u obtusos-, ante esto el
docente podra intervenir con preguntas como: ées posible que un cuadrilatero no posea dngulos
obtusos? ¢existen cuadrildteros que posean todos sus angulos obtusos/rectos/agudos? ¢Como
pueden asegurarlo?

El pedido de justificacion tiene como intencidn, en esta instancia, que los alumnos comparen distintos
argumentos, corroborando lo elaborado o completando a partir del aporte de los pares sus propias
producciones.

Tercer momento:

Luego del primer intercambio colectivo, retomaremos el trabajo en grupo con la segunda parte de la
consigna:
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Elabora un cuadro/diagrama que te permita reconocer los cuadrildteros convexos fdcilmente de
acuerdo a las caracteristicas que estuvimos considerando.

El docente solicitara a cada grupo que plasmen el cuadro o diagrama que realicen en un afiche para
compartir posteriormente en otro momento de intercambio.
En el caso en que fuera necesario, el docente podrd acompafiar el trabajo de los alumnos
preguntando:
- éCébmo es posible agrupar los cuadrilateros teniendo en cuenta lo analizado en los dos
primeros momentos de trabajo?
- ¢éQué caracteristicas seleccionarian para agrupar los cuadrilateros que analizaron?
- ¢Es posible organizar la informacién obtenida en un diagrama de modo que abarque todas las
posibilidades sin repetir?

Estas preguntas tienen como propdsito acompaniar a los grupos a que seleccionen una caracteristica
que permita agrupar los cuadrilateros estudiados. De acuerdo a lo analizado, estas caracteristicas
pueden ser la cantidad de dngulos obtusos, agudos o rectos que poseen.

La tercera pregunta apunta a que, si un grupo realizd una exploracién de casos sin ningun tipo de
orden, logre en este momento sistematizar los resultados ordenandolos y abarcando de esta manera
la mayor cantidad de casos posibles.

Se evitara también por el momento denominar a las organizaciones como “clasificaciones”, con el
propdsito de no limitar la seleccidon de propiedades para organizarlos y no promover la asociacion
directa con saberes previos acerca de la clasificacion de figuras.

Cuarto momento:

A modo de cierre se propondra realizar otro momento de intercambio colectivo, con el propdsito de
gue cada grupo comparta la organizacién que realizd de los cuadrildteros con los que trabajo y que
analice la produccion de los otros.

A partir del intercambio con sus companfieros cada grupo tendra la posibilidad de reflexionar acerca
de su trabajo comparandolo con el de sus pares, ampliar categorias que tal vez no hayan sido
consideradas, complementar el de sus comparieros o corroborar lo realizado.

Serd importante dar lugar en este uUltimo momento, a que cada grupo exprese si modificé alguna
caracteristica de su diagrama a partir del aporte de sus compafieros.

Tal como describimos en la actividad anterior, no es nuestra intencidén valorar como correctas o
incorrectas las producciones que realicen, sino que nos interesa arribar a la conclusidon que todas las
organizaciones, en caso de que haya distintas, pueden ser correctas y validas, es decir, que no hay una
Unica forma ni criterio para organizar las figuras. Se resaltara que en este caso se pueden seleccionar,
de forma indistinta como criterio de agrupacion tanto la cantidad de angulos agudos como de angulos
rectos u obtusos que tienen los cuadrilateros.

El docente hard hincapié en la necesidad de analizar minuciosamente, considerando todos los casos
analizados en este Ultimo momento, la organizacién propuesta con la intencidn de descartar posibles
errores u omisiones y completar todas las categorias con los cuadrilateros que se lograron formar.
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5.3.3. Tercera clase

En esta clase se trabajara con la actividad 3: “Cuadrildteros y diagonales”, que plantea como tarea la
construccion de cuadrilateros en Geogebra a partir de dos datos: dos segmentos de distinta longitud
gue representan las diagonales del mismo.

Esta actividad busca que los estudiantes analicen qué cuadrilateros convexos es posible construir con
los datos dados, si es posible construir todos los que conocen y posteriormente que los agrupen segun
las distintas relaciones que puede haber entre sus dos diagonales: la posicion relativa y la ubicacién
del punto de interseccion de ambas.

Asimismo, otro objetivo que persigue es que los estudiantes reconozcan que, con dos diagonales
distintas, no es posible construir trapecios isdsceles, cuadrados, rectdngulos ni algunos trapezoides.
Esperamos que las validaciones se basen, en todos los casos, en la posibilidad o imposibilidad de
construirlos, asi como también en propiedades ya conocidas de las diagonales de los cuadrilateros.
Por otro lado, esta actividad también promueve que los estudiantes consideren mas de una
caracteristica a la vez al momento de agruparlos: posicidn relativa de las diagonales y lugar de
interseccién de ambas.

Primer momento:
En este primer momento, el docente repartird la consigna de la primera parte de la actividad a cada
grupo y se leerdn en conjunto, para evacuar cualquier tipo de dudas que pueda surgir.

Consigna:

Utilizando geogebra, explora las siguientes situaciones:
GeoGebra

Dados dos segmentos de distinta longitud, construir, si es posible, un cuadrilatero que los tenga
por diagonales.

¢Qué cuadrilateros convexos se pueden construir? Presenta un ejemplo de los casos posibles y
explica, en los casos en que no se presentan ejemplos, si el motivo es que no existen o que no se
han podido encontrar.

Como consideraciones iniciales, el docente solicitard a cada grupo que registre los casos que
encuentran, asi como también que justifiquen qué tipo de cuadrildtero es. Dado que el trabajo en esta
actividad se plantea con Geogebra, para contar con un registro de sus producciones, se les solicitara
gue en lo posible realicen capturas de pantalla de cada una de las posibilidades que encuentren.

En esta consigna el uso de Geogebra ya no se presenta opcional, sino que es parte de las indicaciones
y condiciones que enuncia la consigna. Su uso posibilitard que los estudiantes analicen gran cantidad
de cuadrilateros, ya que a partir de una construccidn y del arrastre de los elementos del cuadrilatero,
como ser los vértices que a su vez son extremos de las diagonales, generaran distintos cuadrilateros.
Esto nos resulta muy positivo, pues es posible que de esta manera construyan cuadrildteros que no
conocen o cuyos nombres no recuerden y que no hayan sido considerados en las actividades
anteriores por estas razones, como por ejemplo algunos tipos de trapecios o trapezoides.

Una primera conjetura que esperamos que los grupos de estudiantes formulen es la siguiente: “se
pueden construir infinitos cuadrilateros que tengan dichos segmentos como diagonales, la forma de
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cada uno de ellos dependerd de la posicidn relativa de los mismos”. Para validarla, tal como hemos
mencionado anteriormente, se podran apoyar en la posibilidad de construirlos.

A continuacidn, describimos cuadrilateros que los estudiantes podran determinar, de los cuales es
posible también analizar tanto la posicidn relativa de sus diagonales, como otras caracteristicas como
ser el paralelismo de lados y la igualdad de lados, caracteristicas que ya han sido analizadas en
actividades previas. Para poder analizarlas, podran valerse de herramientas de Geogebra, como ser la
medicion de las longitudes de los lados y la amplitud de dngulos y la comparacién de objetos, para
determinar el paralelismo.

Diagonales perpendiculares y ninguna interseca en el punto medio a la otra:

TRAPEZOIDE
El cuadrilatero:

- Notiene lados paralelos.
- No tiene lados iguales consecutivos.

TRAPECIO (NO ISOSCELES)
El cuadrilatero:
- Tiene solo un par de lados paralelos.

Diagonales perpendiculares y solo una de ellas interseca a la otra en su punto medio:

ROMBOIDE
El cuadrilatero:

- No tiene lados paralelos.
- Tiene dos pares de lados consecutivos iguales.

Diagonales perpendiculares y se intersecan mutuamente en el punto medio:

ROMBO (NO CUADRADO)
El cuadrilatero:

- Tiene dos pares de lados opuestos paralelos.
- Tiene cuatro lados iguales.
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Diagonales no perpendiculares y se intersecan mutuamente en el punto medio

PARALELOGRAMO PROPIAMENTE DICHO
El cuadrildtero: (,/—\\
- Tiene dos pares de lados opuestos paralelos. e T P o O
- Loslados paralelos son iguales. R

Diagonales no perpendiculares y solo una de ellas interseca en el punto medio a la otra

TRAPEZOIDE

El cuadrilatero:
- Notiene lados paralelos.
- No posee lados iguales.

Diagonales no perpendiculares y ninguna interseca a la otra en el punto medio

TRAPECIO NO ISOSCELES

El cuadrilatero:
- Tiene solo un par de lados opuestos paralelos.
- No posee lados paralelos iguales.
- Puede poseer lados consecutivos iguales.

TRAPEZOIDE
El cuadrilatero:
- Notiene lados paralelos.
- Puede tener lados consecutivos iguales (figura 2).
Figura 1 Figura 2

Cuadrilateros que no pueden construirse

Esperamos que los alumnos formulen que con las condiciones dadas del problema no es posible
construir trapecios isésceles, cuadrados, rectangulos y algunos trapezoides, ya que éstos poseen las
diagonales de igual longitud. En caso de que hayan surgido en las discusiones, el docente les sugerird
que los registren igual, para tenerlos en cuenta posteriormente o para una posible organizacion. A su
vez, si en los grupos no se consideran algunos tipos de cuadrilateros, como por ejemplo aquellos que
tienen diagonales no perpendiculares y ninguna interseca a la otra en su punto medio, o solo una
interseca a la otra en su punto medio o en los que ambas se intersecan en su punto medio, el docente
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podra intervenir para guiar la busqueda, realizando preguntas como: équé cuadrilateros pueden
encontrar si el punto de intersecciéon de las diagonales no es el punto medio? ¢Qué cuadrildteros
pueden encontrar si se modifica el angulo que determinan las diagonales?

Por otro lado, es importante mencionar que, si bien realizamos la descripcién anterior colocando los
nombres de cada cuadrilatero, es muy posible que algunos grupos no se centren en ellos, sino que
solamente registren por ejemplo el cuadrildtero que lograron construir, y no necesariamente otras
caracteristicas tal como lo detallamos.

En caso de ser necesario, el docente podra sugerir, que organicen la exploraciéon y el registro para
abarcar mas posibilidades sin repetir, considerando por ejemplo solo la posicidn de las diagonales o la
ubicacién del punto de interseccién como principal caracteristica y luego la otra como secundaria.

Segundo momento:

Luego de que cada grupo tenga avanzada la exploracién, se propondrd un momento de intercambio
colectivo que el docente mediard a partir de la siguiente pregunta: équé cuadrildteros convexos
pudieron construir?

Considerando las respuestas de los estudiantes, el docente podrd anotar en el pizarrén las
caracteristicas que van apareciendo, como ser la posicion relativa de las diagonales y el lugar de
interseccién de las diagonales.

A continuacidn, el docente cuestionara: ¢ hay cuadrildteros que no pudieron construir? y luego de que
haya un intercambio se procedera a preguntar acerca de las razones por las cuales no pudieron
construirlos.

En estos casos, si bien los estudiantes disponen de los saberes necesarios para elaborarlas®®, no
haremos hincapié en la demostracién formal de la igualdad de las diagonales de los cuadrilateros que
mencionen, sino que aceptaremos como valida la informacidn obtenida empiricamente a través de las
construcciones en Geogebra; pues las formas de validar no son el centro de nuestro estudio y dado
gue posteriormente se abordan estas cuestiones en el programa de la catedra.

Las preguntas se realizardn en ese orden, con la intencionalidad de organizar la informacién que han
encontrado en los grupos y la puesta en comun.

Este momento de intercambio, tiene como propdsito que cada grupo compare y complete, en caso de
ser necesario, la informacidn que obtuvo en el momento anterior.

Tercer momento:
Luego del primer intercambio colectivo se planteara el trabajo en la segunda parte de la consigna:

Elabora un cuadro/diagrama que te permita reconocer los cuadrildteros convexos fdcilmente de
acuerdo a las caracteristicas que estuvimos considerando.

El docente solicitara a cada grupo que plasmen el cuadro o diagrama que realicen en un afiche para
compartir posteriormente en otro momento de intercambio.

En el caso en que fuera necesario, el docente podrd acompaiar el trabajo de los alumnos
preguntando:

23 Es posible demostrar la igualdad de las diagonales de los cuadrados, rectangulos y de trapecios isdsceles, por
medio de la comparacion de tridngulos, tomando como hipdtesis la igualdad de sus lados. Propiedad ya
explorada en actividades previas.
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- Teniendo en cuenta las caracteristicas que aparecieron, {como armarian un diagrama que
incluya todas las posibilidades?
- édoénde ubicarian los cuadrilateros que no han logrado construir?

Estas preguntas tienen como propdsito acompafiar a los grupos a que seleccionen una caracteristica,
un criterio que permita agrupar los cuadrilateros estudiados.

Es posible que los estudiantes organicen en forma de cuadro los cuadrilateros obtenidos considerando
por ejemplo, tanto la posiciéon de las diagonales asi como también la ubicacién del punto de
interseccion:

Diagonales de distinta | Ambas se intersecan en | Solo una interseca a la | Ninguna interseca a

longitud su punto medio otra en su punto medio | la otra en su punto
medio

Perpendiculares Rombos Romboides Trapezoides -
Trapecios

No perpendiculares Paralelogramos no Trapezoides no Trapecios -

romboides

rectangulos Trapezoides

Otra posibilidad sera que organicen la informacién realizando un diagrama solo con la representacién
de algunos cuadrildteros que cumplan las condiciones dadas.

Destacamos que esta actividad promueve que los estudiantes consideren mas de una caracteristica a
la vez para organizar las figuras, ya que en caso de solo considerar una de ellas, seria muy amplia la
cantidad de figuras que habria en cada clase. No descartamos tampoco que algun grupo lo realice de
ese modo, pero en este caso, el docente podra intervenir orientando a los estudiantes para que la
organizacién permita identificar mas facilmente a los cuadrilateros. Por ejemplo, si los estudiantes
solo consideran como criterio de agrupacidn si las diagonales son perpendiculares o no, el docente
podra preguntar: ¢en qué se diferencian un rombo de un romboide? ¢Hay otras figuras que también
cumplen con esas caracteristicas? ¢ Cuales?

Dado que en el desarrollo de la actividad el docente sugerird a los estudiantes que registren los casos
de cuadrilateros que no pudieron construir, es posible que algunos grupos opten por incorporarlos en
la organizacion, dando como por ejemplo lugar a un cuadro como el siguiente:

Diagonales de distinta longitud

Ambas se intersecan en
su punto medio

Solo una interseca a la
otra en su punto medio

Ninguna interseca a
la otra en su punto

rectangulos

romboides

medio
Perpendiculares Rombos Romboides Trapezoides -
Trapecios
No perpendiculares Paralelogramos no Trapezoides no Trapecios -

Trapezoides

Diagonales de igual longitud

Perpendiculares

Cuadrados

Romboides

Trapecios isésceles -
Trapezoides

No perpendiculares

Rectdngulos

Trapezoides

Trapecios isdsceles -
Trapezoides
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Cuarto momento:

En este ultimo momento de la clase se propondra realizar otro intercambio colectivo, donde cada
grupo pueda compartir la organizacion que realizé de los cuadrilateros con los que trabajo.

A partir del intercambio con sus compafieros, cada grupo tendra la posibilidad de reflexionar acerca
de su trabajo comparandolo con el de sus pares, ampliar categorias que tal vez no hayan sido
consideradas, complementar el de sus compafieros o corroborar lo realizado.

Serd importante dar lugar en este ultimo momento, a que cada grupo exprese si modificé alguna
caracteristica de su diagrama a partir del aporte de sus compafieros.

Tal como describimos en las actividades anteriores, no valoraremos como correctas o incorrectas las
producciones que realicen, pero si nos interesa arribar a la conclusidon que todas las organizaciones,
en caso de que haya distintas, pueden ser correctas y validas, es decir, que no hay una Unica forma ni
criterio para organizar las figuras. Se resaltara en este caso que se pueden seleccionar de forma
indistinta como criterio de agrupacidn la posicidn relativa de las diagonales o la ubicacién del punto
de interseccidn, y luego considerar |la otra para generar subcategorias.

El docente hara hincapié en la necesidad de analizar minuciosamente la organizaciéon propuesta, y
descartar posibles errores u omisiones, y completar todas las categorias con los cuadrilateros que se
lograron formar.

Se evitara también en esta actividad denominar a las organizaciones como “clasificaciones”, con el
propédsito de no limitar la seleccién de propiedades para organizarlos y no promover la asociacion
directa con saberes previos acerca de la clasificacion usual de cuadrilateros.

5.3.4. Cuarta clase

Se trabajard en esta clase con la actividad 4: “Cuadrilateros y lados”, que propone como foco de
estudio el analisis de los lados de los cuadrilateros. A partir de la exploracién que realicen, esperamos
que los estudiantes vuelvan sobre los cuadrildteros que ya conocen, focalizando ahora en otra
propiedad que no ha sido considerada explicitamente en otras actividades: la cantidad de lados iguales
gue pueden tener.

En una segunda parte, la consigna propone a los estudiantes que completen un cuadro de doble
entrada, si bien éste cumple con la funcidn de organizar la informacidn obtenida, promueve también
que para completarlo los estudiantes analicen simultdaneamente dos caracteristicas previamente
definidas de los cuadrilateros: cantidad de lados iguales y angulos rectos que posee una figura; tarea
y analisis que no se presentan en otra actividad de la secuencia.

Si bien la consigna en la primera parte no menciona los angulos rectos, al ofrecer la tabla con las dos
caracteristicas en la segunda parte se impulsa a una nueva exploracion.

Seleccionar que combinen la cantidad de lados iguales con la cantidad de dngulos rectos que poseen
los cuadrilateros, habilita a que puedan darse ciertas discusiones y comparaciones entre algunos de
ellos, como por ejemplo entre cuadrado y rectangulo, cuadrado y rombo.

Primer momento:

En este primer momento, el docente repartird la consigna de la primera parte de la actividad a cada
grupo y se leerdn en conjunto, para evacuar cualquier tipo de dudas que pueda surgir.
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Consigna
éCudntos lados iguales puede tener un cuadrildtero convexo? Puedes explorar posibilidades
construyéndolos con Geogebra si te resulta conveniente.

Los estudiantes podran apoyarse en sus producciones previas para analizar ahora la cantidad de lados
iguales que puede tener un cuadrildtero convexo. Para favorecer esto, el docente tendrd disponibles
los afiches elaborados en las clases anteriores.

Es muy posible que los estudiantes analicen cada una de las familias de los cuadrilateros que se
conocen poniendo el foco ahora en la cantidad maxima de lados iguales que puede tener cada uno.
Por ejemplo: la familia de los trapecios puede tener ninguno, dos o tres lados iguales. En caso de
considerar una clasificacion particional, afirmardn que no podra tener cuatro, ya que en consecuencia
tendria dos pares de lados paralelos, siendo de este modo un paralelogramo; caso contrario podra
tener cuatro, siendo entonces el rombo un caso especial de un trapecio.

Si los estudiantes analizan por ejemplo la familia de los rectangulos, la posibilidad de asegurar que
tienen exactamente dos pares de lados iguales y diferentes entre si, o que pueden tener cuatro lados
iguales, siendo en este caso un rectdngulo cuadrado, dependerd de la concepcion y de las
caracteristicas que hayan considerado hasta el momento.

El docente acompafiara a cada grupo, y si fuera necesario realizard intervenciones del estilo: “busquen
en las actividades anteriores si habia o no cuadrildteros que no tuvieran ningun lado igual a otro, o
gue solo tuvieran 2 lados iguales, o 2 pares de lados iguales pero distintos entre si”.

Por otro lado, también es posible que los grupos no consideren los cuadrilateros que ya conocen, sino
qgue los construyan en Geogebra y al modificar por ejemplo la longitud de los lados, vayan dando
origen a la construccion de distintos cuadrilateros. Si bien esta forma de abordar el problema es
interesante, pues posibilita conocer nuevos cuadrildteros y nuevas formas puede resultar un poco
acotada dado que en la exploracidon empirica es posible que se omitan o pierdan casos para analizar,
como por ejemplo si analizan cuadrildteros con solo dos lados iguales, podria suceder que hallen la
familia de trapecios, pero no la de trapezoides, o viceversa.

Segundo momento:

Luego de que cada grupo tenga avanzada la primera etapa de analisis, el docente propondra un
momento de intercambio para que compartan sus primeros resultados y la forma en que organizaron
la busqueda.

El principal propdsito de este momento es que los grupos intercambien cdmo abordaron el analisis,
dado que habra grupos que ademads de apoyarse en sus producciones previas, habran trabajado con
Geogebra abarcando de este modo mayor cantidad de cuadrilateros. A partir de esto esperamos que
si advierten que su busqueda estd incompleta respecto de la de sus compafieros, puedan ampliarla en
un momento posterior de trabajo.

Tercer momento:

Al finalizar este breve intercambio, el docente repartira la segunda parte de la consigna y un afiche a
cada grupo, para que puedan plasmar sus producciones.
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Consigna:
Completa el siguiente cuadro?®, que representa una posible forma de organizar la informacién

obtenida.
Cantidad de dngulos rectos
Cantidod de lados iguales ninguno 1 2 3 4
Ninguno

2 lados iguales

3 lados iguales

4 lados iguales

2 pares de lodos iguales y
diferentes entre si.

Presenta ejemplos de los casos posibles y explica, en los casos en que no se presentan ejemplos,
si el motivo es que no existen o que no se han podido encontrar.

El docente acompafiara a cada grupo mientras avanzan en la busqueda de cuadrilateros que cumplan
esas condiciones, asi como también mientras completan el cuadro, y en caso de ser necesario
orientando la blsqueda con preguntas que refieran a la recuperacion del trabajo ya realizado, como
ser: ¢trabajaron con cuadrilateros que tengan dos angulos rectos y dos lados iguales? ¢Es posible que
tenga mas de dos lados iguales y solo dos dngulos rectos? ¢Y mds de dos lados iguales y solo dos
angulos rectos? ¢Por qué?

Esperamos que esta consigna permita que algunos grupos de trabajos abran y amplien la exploracion
de los cuadrildteros que venian realizando, dado que ahora se solicita que se consideren dos
caracteristicas simultdneamente, cuestidon que, si bien habia aparecido en algunos momentos, no era
completamente necesaria en actividades anteriores.

Es posible que al explorar las figuras los estudiantes aseguren que poseen ciertas caracteristicas sin
validarlas, como la cantidad de lados iguales. Si esto sucede, serd necesario ponerlas en cuestion,
debatirlas con la clase y validarlas. Aceptaremos en este caso, validaciones empiricas a partir de las
herramientas que ofrece Geogebra de comparacién de objetos.

Por otro lado, podemos anticipar que el hecho de que los criterios para organizar los cuadrilateros
estén dados, generard muy posiblemente poca cantidad de respuestas diferentes. El docente evaluara
de acuerdo a la produccidn de los estudiantes, si poner o no en cuestion la forma en que se completé
cada cuadro.

Si bien el cuadro no explicita si la cantidad de lados iguales y de angulos rectos es exactamente la
explicitada, es muy posible que sea considerado de esta segunda manera por los estudiantes, ya que
se encuentran mas familiarizados con clasificaciones de este tipo. La siguiente, es una forma posible

24 El cuadro presenta una fila vacia para que, en caso en que consideren necesario, puedan agregar otra
categoria de andlisis de lados iguales.
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de completar el cuadro, del tipo particional, teniendo en cuenta exactamente la cantidad de angulos
rectos y la cantidad de lados iguales que posee cada figura.

Cantidad exacta de angulos rectos

Cantidad exacta de lados ninguno 1 2 3 4
iguales
. Trapecio - Trapezoide | Trapecio -
Ninguno . .
Trapezoide Trapezoide
. Trapecio - Trapezoide | Trapecio -
2 lados iguales ] i
Trapezoide Trapezoide
Trapecio - Trapezoide
3 lados iguales P . P
Trapezoide
. Rombo no Cuadrado
4 lados iguales
cuadrado
. Paralelogramo | Romboide Romboide Rectangulo
2 pares de lados iguales y .
. X propiamente no
diferentes entre si. .
dicho cuadrado

Si bien es menos esperado, los estudiantes también podran interpretar alguna o ambas condiciones
como: “cantidad minima de angulos rectos” y “cantidad minima de lados iguales”. Si fueran ambas
consideradas de ese modo darian origen a una clasificacién del estilo jerarquico; sin embargo, las
categorias tal como estan planteadas invitan a completarse mas facilmente con la cantidad exacta de
lados iguales y de dngulos rectos que posee cada figura.

Cuarto momento:

Se propondra realizar un ultimo momento de intercambio colectivo, donde cada grupo pueda

compartir el afiche con el cuadro completo.

Se espera que a partir del intercambio con sus compafieros, cada grupo reflexione acerca del trabajo

realizado comparandolo con el de sus pares, amplie categorias que tal vez no hayan sido consideradas,

complemente el de sus compaferos o corrobore lo realizado.

El docente, en caso de que no surjan naturalmente, propondra comparar figuras que estén dentro de

los mismos casilleros como por ejemplo:

- Enlacategoria ninglin dngulo recto y ningun lado igual ubicaron a los trapecios y trapezoides: ¢en
qué se parecen y en qué se diferencian estas figuras?

Consideramos que este tipo de preguntas es interesante, pues si bien estas figuras en esta clasificacién

estdn agrupadas en una misma clase, también poseen caracteristicas que las diferencian como ser

cantidad de lados paralelos, cantidad de angulos rectos que pueden poseer -aqui se podra discutir

nuevamente desde el punto de vista jerarquico y particional-, entre otras.

También, podra poner en cuestién la ubicacidon de ciertas figuras en distintas categorias, lo que

esperamos que dé lugar a hacer explicitas las caracteristicas de cada cuadrilatero:

- ¢éPor qué ocurre que algunos cuadrildteros como los trapecios pueden estar en varias categorias
y otros como los paralelogramos propiamente dichos no?
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Esperamos también que, si no surge previamente, este sea el momento en el que se pongan en

discusién algunas ideas en relacion a la clasificacion jerarquica como ser:

- (Es posible que un rombo tenga los cuatro lados iguales y los cuatro dngulos rectos?

- ¢Es posible ubicar a los rectangulos en la categoria “cuatro angulos rectos y cuatro lados
iguales”?, o en caso en que hayan considerado las condiciones minimas, se podra formular de la
siguiente manera: ées posible ubicar a los rectangulos en la categoria “un angulo recto y cuatro
lados iguales”?

Tal como hemos mencionado en otras actividades, en este momento, no se valoraran como correctas

o incorrectas las concepciones que los estudiantes vayan formando. Si no que se hard hincapié en que

las respuestas a las preguntas anteriores, dependeran en gran medida de cémo se consideren los

cuadrilateros y de qué caracteristicas se escojan para definirlos.

Se volverd a remarcar la idea de que todas las producciones, una vez pulidas, pueden ser correctas ya

gue no hay una Unica manera de organizar los cuadrildteros.

5.3.5. Quinta clase

Se trabajard en esta clase con la ultima actividad de la secuencia: “Definiendo cuadrilateros”, que
plantea como tarea la elaboracién de una definicion para cada uno de los cuadrildteros, y en
consecuencia una posible organizacion de los mismos, teniendo como insumo las organizaciones que
realizaron en las actividades anteriores.

La tarea propuesta apunta al logro de un objetivo que es establecer una definicidn de cada uno de los
cuadrilateros convexos con los cuales se trabajd, discernir en qué caracteristica poner el foco para
elaborarla y poner en evidencia que hay mas de una definicidn posible para cada figura, dependiendo
del conjunto de propiedades que se consideren necesarias y suficientes.

Primer momento:

El docente repartird la consigna a cada grupo, y se solicitara que elaboren una definicién para cada
uno de los cuadrilateros con los que han trabajado. Cuando hayan establecido acuerdos, se les
solicitard que plasmen las definiciones en un afiche, y en lo posible, plasmen también las
clasificaciones a las que arribaron a partir de las mismas.?®

Consigna
Teniendo en cuenta las organizaciones realizadas en las actividades anteriores, elaboren a partir
de ellas, una definicidn para cada uno de los cuadrilateros trabajados.

Para que cada grupo tenga disponible el conjunto de producciones que realizé hasta el momento, se
colgaran todos los afiches realizados en las actividades anteriores, ordenados por grupos, en las
paredes del aula.

El docente acompafiard a cada grupo en la elaboracidon de las definiciones y si es necesario,
intervendra realizando preguntas como las siguientes: ¢Es necesario agregar alguna condicién para
que esta definicidn no incluya otras figuras? ¢Hay algun otro cuadrilatero que también cumpla estas
caracteristicas?

%5 Dado que en la consigna no solicitamos a los estudiantes que realicen una clasificacién de las figuras,
consideramos que en una proxima implementacion esto deberia ser explicitado.
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Se espera que, a partir de estas preguntas analicen si las condiciones que enuncian son suficientes
para definir a la figura deseada, de manera tal que no incluya cuadrildteros que no se corresponden
con la misma.

Dado que la consigha menciona la necesidad de apoyarse en las actividades anteriores para la
elaboraciéon de las definiciones, es posible que los estudiantes las realicen basdandose en las
propiedades analizadas: paralelismo de lados, cantidad de dngulos obtusos, rectos y agudos, longitud
y posicidn relativa de sus diagonales, cantidad de lados iguales y cantidad de dngulos rectos. Si bien
estas son las propiedades en las que la secuencia hizo foco, no descartamos que puedan aparecer
otras que los estudiantes decidan considerar.

A continuacidn, realizaremos algunas anticipaciones de definiciones que es posible que los estudiantes
formulen y en consecuencia, posibles clasificaciones?®. Sabemos que no podremos anticipar todas las
posibilidades, sin embargo, haremos hincapié en aquellas que consideramos que los estudiantes con
mayor probabilidad realicen apoyandose en las producciones de las actividades previas de la
secuencia, considerando las dificultades y obstaculos que genera la produccion de definiciones en
matematica.

Presentaremos distintas variantes: clasificaciones particionales, jerarquicas o mixtas, basadas en
definiciones minimales o no minimales y a partir de considerar distintas propiedades, de forma
simultanea o no.

Definiciones a partir de condiciones sobre lados y dngulos

Una posibilidad es que definan cuadrilateros teniendo en cuenta el paralelismo de sus lados y
simultdneamente otra caracteristica como pueden ser la longitud de los lados o la cantidad de angulos
de un cierto tipo, pues luego de explorar las figuras con tanta profundidad considerar solo el
paralelismo sera insuficiente para diferenciar cuadrilateros que posean la misma propiedad; por
ejemplo, dos pares de lados paralelos. Por otro lado, es posible que los estudiantes intenten
diferenciar una figura de otra, generando una clasificaciéon con categorias disjuntas dentro de otras
mads generales, como ser los paralelogramos, trapecios y trapezoides. Las siguientes definiciones
ejemplifican este caso, que corresponde en términos de De Villiers (1994) a una clasificacidon
particional:

Paralelogramos: cuadrildteros que poseen dos pares de lados paralelos.

Rectdngulos: paralelogramos que poseen un dngulo recto y dos pares de lados diferentes entre si.
Rombos: paralelogramos que poseen cuatro lados iguales y ningtn dngulo recto.

Cuadrados: paralelogramos que poseen cuatro lados iguales y un dngulo recto.

Paralelogramos propiamente dichos?’: paralelogramos que poseen pares de lados diferentes entre si
y ningun dngulo recto.

Trapecios: cuadrildteros que poseen solo un par de lados paralelos.

Trapecios rectdngulos: trapecios que poseen dos dngulos rectos.

Trapecios isdsceles: trapecios que poseen el par de lados no paralelos iguales.

Trapezoides: cuadrildteros que no poseen lados paralelos.

Romboides: trapezoides que poseen dos pares de lados consecutivos iguales.

%6 En el capitulo 3, tomamos como referencia los aportes de Calvo (2001) que establecen la relacién entre las
definiciones y las clasificaciones.

27 Es posible que esta categoria no sea incluida por los estudiantes y que los paralelogramos propiamente dichos
sean los que estan incluidos en la categoria mas general de paralelogramos y que no cumplen ninguna de las
condiciones de los rombos, rectangulos o cuadrados.
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Una posible organizacién de la clasificacion a la que dan origen las definiciones anteriores en forma
de diagrama seria la siguiente:

[ Cuadrilateros convexos J

Trapecios

[ Trapecios recta’ngulns] [Trapecios isésceles]

Paralelogramos

Trapezoides

[Rombos Romboides

( Rectangutos |

Segun Calvo (2001) y segun Winicki Landman y Leikin (2000), las definiciones enunciadas se
basan en el principio de minimalidad, que expresa que una definicion debe ser minimalista,
es decir, que no debe contener partes que pueden deducirse légicamente de otras partes de
la definicién, en otros términos, que incluya las condiciones necesarias y suficientes para
definir a cada una de las figuras A continuacién damos ejemplos de definiciones no minimales, que
también serian posibles:

Cuadrados: paralelogramos que posee cuatro lados iguales y cuatro dngulos rectos. En este caso no
cumpliria las condiciones de minimalidad, dado que si consideramos que el cuadrado es un
paralelogramo y éste tiene un angulo recto, a partir de considerar el paralelismo de sus lados, se puede
deducir que todos sus angulos seran rectos.

Otro ejemplo de esto es que definan a los rectdngulos como cuadrildteros que posee cuatro dngulos
iguales y dos pares de lados opuestos entre si. La cantidad de dngulos y la aclaracién de que los lados
son opuestos, se deducen de la naturaleza de ser paralelogramo; sin embargo, es posible que la misma
no sea considerada. Puede suceder también, que definan a los trapecios rectdngulos como trapecios
que poseen dos dngulos consecutivos rectos, cuyos lados son un lado del trapecio y uno de los dos lados
paralelos. La informacién de que los dngulos deben ser consecutivos y cuales son los lados que lo
determinan, es informacidn extra que se deduce de considerar la cantidad maxima de lados paralelos
de la figura. Si se considera, como en este caso, que la figura solo tiene un par de lados paralelos, no
podria ser de otra manera pues tendria los dos pares.

Otra posibilidad, es que se formulen definiciones que den origen a una clasificacién del tipo mixta; es
decir, se definen tres grandes categorias excluyentes: Paralelogramos, Trapecios y Trapezoides, pero
se defina de forma jerarquica dentro de cada una de ellas, por ejemplo:

Paralelogramos®: cuadrildteros que poseen dos pares de lados paralelos.

Rectdngulos: paralelogramos que poseen un dngulo recto.

Rombos: paralelogramos que poseen cuatro lados iguales.

Cuadrados: paralelogramos que poseen cuatro lados iguales y un dngulo recto.

Trapecios: cuadrildteros que poseen solo un par de lados paralelos.

Trapecios rectdngulos: trapecios que poseen dos dngulos rectos.

Trapecios isdsceles: trapecios que poseen el par de lados no paralelos iguales.

Trapezoides: cuadrildteros que no poseen ningun par de lados paralelos.

28 Este es el caso en el que los paralelogramos propiamente dichos, son aquellos que no cumplen las condiciones
de los rombos, rectangulos y cuadrados.
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Romboides: trapezoides que poseen dos pares de lados consecutivos iguales.

Una posible organizacién de la misma en forma de diagrama seria la siguiente:

[ Para Ielng ramos ]///Tﬂ Trapezoides

Euadrllaterus comrexus

[ Romhosj [ Rectangulas

Trapec ios rectangulns

Trapecms |suscelesj Romboides

Definiciones a partir de condiciones sobre diagonales
Otra caracteristica de los cuadrilateros que los estudiantes podrian considerar para definirlos es la

longitud y posicién de sus diagonales.
- Si consideramos la organizacion realizada en la actividad 3, tenemos que:

Diagonales de distinta

Ambas se intersecan en

Solo una interseca a la

Ninguna interseca a

propiamente dichos

longitud su punto medio otra en su punto medio | la otra en su punto
medio

Perpendiculares Rombos Romboides Trapezoides
Trapecios

No perpendiculares Paralelogramos Trapezoides Trapecios

Trapezoides

- Los estudiantes podran ampliar este analisis y considerar los cuadrilateros que poseen diagonales

de igual longitud:

Diagonales de igual

longitud

Ambas se intersecan en
su punto medio

Solo una interseca a la
otra en su punto medio

Ninguna interseca a
la otra en su punto
medio

Perpendiculares

Cuadrados?®

Romboides

Trapezoides
Trapecios isésceles

No perpendiculares

Rectangulos

Trapezoides

Trapezoides
Trapecios isésceles

Podemos observar que tanto si las diagonales son iguales como distintas, hay trapecios y trapezoides
en mas de una categoria. Esto se debe a que las caracteristicas sobre las diagonales no producen las
mismas categorias que el paralelismo o la igualdad de lados. Sin embargo, es posible que los

estudiantes elaboren definiciones como la siguiente:

2% En esta categoria podran incluir los rombos cuadrados y los rectangulos cuadrados, en caso en que se
considere que una figura puede cumplir con las condiciones de otra.
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Un trapezoide es un cuadrildtero cuyas diagonales no se intersectan mutuamente en su punto medio.
Ahora bien, es posible que los estudiantes combinen mds de una propiedad, para poder diferenciary
especializar aun mas los cuadrilateros. Por ejemplo, si seleccionan el paralelismo de lados y las
caracteristicas de sus diagonales, algunas definiciones posibles para los paralelogramos son:
Paralelogramos: cuadrildteros que poseen dos pares de lados paralelos y sus diagonales se intersecan
mutuamente en el punto medio.

Paralelogramos propiamente dichos: paralelogramos cuyas diagonales son oblicuas no
perpendiculares y de distinta longitud.

Rectdngulos: paralelogramos cuyas diagonales son de igual longitud.

Rombos: paralelogramos cuyas diagonales son perpendiculares.

Cuadrados: paralelogramos cuyas diagonales son perpendiculares y de igual longitud.

IM

Si bien, la definicién de la categoria general “paralelogramo” no cumple con el criterio de minimalidad,
incluir el andlisis de las diagonales, les posibilitara generar una definicion para cada elemento de la
misma, que define en particular a un Unico cuadrilatero.

En el resto de las categorias considerar ambas propiedades simultdneamente permitirda a los
estudiantes diferenciar solo algunos cuadrilateros, por ejemplo, definiendo los trapecios de la
siguiente manera:

Trapecios: cuadrildteros que poseen solo un par de lados paralelos.

Trapecios isdsceles: trapecios cuyas diagonales son de igual longitud.

Sin embargo, no es posible establecer una condicién sobre la posicidon de las diagonales que permita
diferenciar a los trapecios rectangulos de los que no lo son, por lo que en esta clasificacién no podran
establecer diferencia entre los mismos, ya que ademas el énfasis estd puesto sobre la cantidad de
pares de lados paralelos y la posicién y longitud de sus diagonales.

De igual modo, es posible definir a los trapezoides de la siguiente manera:

Trapezoides: cuadrildteros que no poseen lados paralelos.

Romboides: trapezoides cuyas diagonales son perpendiculares y solo una de ellas interseca en el punto
medio a la otra.

La informacidn anterior puede ser organizada en un diagrama que la sistematice por ejemplo de la
siguiente manera:

[ Cuadrilateros convexos J

Paralelogramos ] Trapecios Trapezoides

[ Romhns] [ Recta ngulos] [Trapecios isﬂsceles] Romboides

Esta clasificacion, en términos de De Villiers (1994) es tanto jerarquica como particional, por lo que
podriamos decir que es mixta. Es jerarquica, pues dentro de cada categoria hay cuadrilateros que son
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casos particulares de otros, como ser el cuadrado del rombo, y a su vez es particional pues las tres
grandes clases Paralelogramos, Trapecios y Trapezoides no tienen elementos en comun.

Segundo Momento:

En este segundo momento se propondra realizar un intercambio entre la clase completa donde cada
grupo comparta el afiche con las clasificaciones y definiciones que elabord, asi como también que
cuente el proceso que transitaron para llegar a las mismas.

Esperamos también en esta oportunidad que, a partir del intercambio con sus compaiieros, cada
grupo complemente su trabajo, modifique sus definiciones o corrobore lo realizado.

Si no surge en los estudiantes, el docente acompafiara el momento de intercambio generando
preguntas que propicien la comparacion de las distintas definiciones que se enuncien, asi como
también las clasificaciones que generen. Por ejemplo, un cuadrado definido a partir de sus diagonales,
a partir del paralelismo de sus lados y como caso particular del rombo o rectangulo, o como un
paralelogramo rombo con cuatro angulos rectos.

Se analizaran las condiciones minimas que se deben enunciar en las definiciones para cada figura, asi
como también las suficientes. Si se formulan definiciones que generen clasificaciones del tipo
jerdrquicas y particionales de acuerdo a De Villiers (1994), se promovera analizarlas y establecer las
diferencias. El docente compartird posteriormente la bibliografia necesaria para que los estudiantes
dispongan de ella.

A modo de institucionalizacién y como cierre del trabajo de las cinco clases esperamos establecer en
esta instancia, que hay mas de una definicién posible para cada cuadrildtero y que todas pueden ser
correctas, dado que las mismas son elaboradas poniendo en relieve una u otra propiedad de los
cuadrilateros.

Se hard énfasis en la importancia del proceso de exploracién que realizaron, ya que les permitié
caracterizar los cuadrilateros analizando distintas propiedades que poseen, y principalmente en que
las definiciones en nuestro trabajo fueron el producto final de este proceso y no el punto de partida.

5.4. Algunas reflexiones finales

Podemos observar que si bien en las definiciones que esperamos que realicen los estudiantes al
finalizar la implementacién de la secuencia predominan aquellas que enfatizan en el paralelismo de
los lados, el trabajo a lo largo de las actividades que conforman la secuencia permite que los
estudiantes exploren y analicen cada uno de los cuadrildteros convexos, que los agrupen de acuerdo
a diversas propiedades y que finalmente decidan cudles de las organizaciones desarrolladas
consideran mas adecuadas en cuanto a la posibilidad que ofrecen de organizar y reconocer los
cuadrilateros de acuerdo a caracteristicas comunes.

El trabajo con la secuencia, pone el foco en el proceso reflexivo de construccién de definiciones, de la

seleccion de las propiedades que posibilitan una organizacion de los cuadrilateros y en consecuencia
su definicion, o viceversa; y a su vez pondera el trabajo grupal, el intercambio entre pares, la
confrontacién de ideas, formulacién de conjeturas y promueve la posibilidad de argumentar acerca
de lo realizado.

Tal como lo hemos mencionado, nos resulta de gran valor que un futuro docente, pueda vivenciar
experiencias en las cuales construya conocimientos y ademas que, en muchos casos, deconstruya
practicas de ensefianza correspondientes a un modelo tradicional, donde las definiciones de los

conceptos son dadas y no hay posibilidad de cuestionarlas.
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Capitulo 6: Analisis a posteriori

En este capitulo realizaremos un analisis de la puesta en el aula de la secuencia y de las producciones
de los estudiantes en cada una de las actividades de la secuencia. Si bien decidimos considerar las
producciones de todas las actividades, ya que nos permite observar el proceso completo que transité
cada grupo, haremos especial énfasis en la Ultima actividad en la que los estudiantes se basan en lo
producido en actividades previas para formular definiciones y elaborar clasificaciones de
cuadrilateros. Para realizar el andlisis tendremos como insumos las transcripciones de las clases,
fotografias de los apuntes de los estudiantes y pizarrones, asi como también los afiches finales que
realizaron en cada una de las actividades®.

Es nuestra intencién contrastar el andlisis a priori realizado con lo sucedido en la implementacidn,
para evaluar de este modo el funcionamiento de la secuencia. Algunas preguntas que guiaron este
analisis son: ése cumplieron los objetivos que fijamos para cada una de las actividades y para la
secuencia en general?, élas tareas que proponen las consignas son las adecuadas?, équé cambios
podriamos proponer?, équé cambios en la gestién de clase propondriamos para acercarnos aun mas
a nuestros objetivos?

Analizaremos las producciones de tres grupos -grupos 1, 2 y 3 -. Tomamos la decisién de no analizar
la produccién del grupo 4 debido a que no tuvo continuidad en la asistencia al total de las clases en
las que se trabajo con la secuencia, sumado a que este grupo estaba compuesto por estudiantes que
cursaban por segunda vez la materia, por lo cual es posible que ya contaran con saberes acerca de
nuestro objeto de estudio.

6.1. Actividad 1 - “Formando cuadrilateros a partir de triangulos”

La actividad de formar cuadrilateros a partir de tridngulos fue muy bien recepcionada por toda la clase,

todos los grupos mostraron una actitud muy positiva y activa frente a la tarea propuesta.

En la etapa exploratoria, combinada con el primer momento de intercambio propuesto, evidenciamos

que los grupos analizaron la totalidad de tipos de cuadrildteros que es posible formar con dos

triangulos, tal como anticipamos en el analisis a priori.

El trabajo en grupo permitié no solo que los estudiantes exploren y analicen qué cuadrildteros se

pueden formar, sino que discutan y formulen ciertas conjeturas. Por ejemplo, el grupo 1 enuncio las

siguientes:

- “con el triangulo isésceles rectdngulo, es con el unico que se puede armar un cuadrildtero
rectangulo que tiene los lados iguales”

- “con dos triangulos rectdngulos escalenos, también se forma un cuadrildtero rectdngulo, pero no
tiene todos sus lados iguales, son distintos”.

En una primera etapa los estudiantes nombraron como “cuadrilatero rectangulo” al cuadrilatero que

posee todos sus angulos rectos, y observamos que reconocian las propiedades de la figura sin

necesidad de llamarla por su nombre. Trabajo que nos resulté muy importante, pues permite que los

estudiantes se despeguen de los nombres para analizar las caracteristicas de los cuadrilateros.

Otra cuestion que nos resulta interesante destacar es que los estudiantes asociaron el concepto de
cuadrilatero con aquellos cuadrilateros que les resultaban conocidos, como por ejemplo los rombos o

30 En el anexo 2, se realiza una reconstruccion de cada clase a partir de estos insumos.
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los cuadrados. En la clase se evidencid un desconocimiento de la existencia de dos tipos de
cuadrilateros: los concavos y los trapezoides, por lo que podemos afirmar que la actividad disefiada
funciond para correrlos de los cuadrilateros usuales y permitir que exploren y conozcan otros nuevos.
A continuacion, presentamos algunos comentarios de los estudiantes:

- Comentario realizado sefialando un cuadrildtero céncavo. (Ver imagen 1):
“Sabemos que es un cuadrildtero porque tiene cuatro lados, pero este no tiene nombre”.
Afirmacién que realizan los estudiantes al referirse a distintos trapezoides.:
“no, no trabajamos nunca... y no sabemos como se llaman”.

También se destaca en algunas expresiones de los estudiantes, tales como:

“étienen que ser cuadrildteros? ¢ No necesitan ser rombos o algunos de esos?”
- “Es como que estd deformado...pero si, es un cuadrilatero”

Consideramos que estos hallazgos son evidencia, en términos de Vinner
(1991), de que las imagenes conceptuales que los estudiantes poseen de los
cuadrilateros son bastante limitadas y no permiten reconocer a todos los
cuadrildteros como tales. Asocian con cuadrildteros a las figuras y formas
conocidas, como cuadrado y rombo. También reconocen que un cuadrilatero
posee cuatro lados, sin embargo, esto no les resulta suficiente para asegurar
que figuras como las de las imagenes 1, 2 y 3 sean cuadrilateros. Asi mismo,
esto nos permite destacar la potencia de esta actividad, pues posibilita que
los estudiantes puedan formar cuadrilateros que incluso no conocen, lo cual

también estda estrechamente ligado a la seleccion de tridangulos que
Imagen 1

realizamos.

Imagen 2 Imagen 3

En la gestion de la primera actividad, la docente solicitd que justifiquen qué tipos de cuadrilateros
formaron. Si bien no se hizo especial hincapié en la argumentacion, constatamos que los estudiantes
validaron las caracteristicas de los cuadrilateros, tal como anticipamos en el anélisis a priori3..

Algunos ejemplos de lo anterior son:

31 En el Anexo 1 encontraran desarrollado en detalle un andlisis de cuadrilateros que es posible formar, asi como
también diversas formas de validar.
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- Demuestran que un cuadrilatero es un paralelogramo apoyandose
en las relaciones entre angulos determinados entre dos rectas
paralelas y una transversal. Esto les permite demostrar que la
figura tiene dos pares de lados paralelos, condicion que consideran
suficiente para que la misma sea un paralelogramo.

- Luego de asociar al trapecio con la caracteristica de poseer un solo
par de lados paralelos, los estudiantes argumentaron el
paralelismo de los lados del trapecio comparando los angulos que
conocen de los triangulos y, como solo es posible establecer la
congruencia de un par de alternos internos, dados como dato, £
concluyen que solo tiene un par de lados paralelos.

- En el caso del trapezoide, la justificacion de que no posee lados
paralelos fue empirica, es decir al no poder probar la igualdad de angulos a partir de los datos
dados en la consigna, se basaron en la representacion para poder afirmarlo.

Por otro lado, tal como era nuestra intencidn, en un primer momento de trabajo observamos que el
grupo 2 identificd qué propiedades debian tener los tridngulos que iban seleccionando para que los
cuadrilateros que formaran con ellos tuvieran caracteristicas especificas. Esto evidencié que los
estudiantes se apoyaron en conceptos y relaciones que tenian disponibles, en este caso las
propiedades de los tridngulos, para poder formular nuevos.

Nos interesa detenernos y analizar las producciones finales de cada uno de los grupos en relacién con
la tarea de elaborar un cuadro/diagrama que permita reconocer los cuadrilateros convexos facilmente
en base a caracteristicas que cada grupo eligié. Recuperamos para esto los afiches que cada grupo
confecciond (imagenes 8, 9y 10):

Grupo 1 Grupo 2
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En cuanto a los criterios con los que organizaron los cuadrilateros observamos que, tanto el grupo 1
como el 2, seleccionaron como criterio principal el paralelismo de los lados y el grupo 3, la igualdad
de los lados.
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Si bien no es explicito, los estudiantes del grupo 1 en las categorias que generaron se refirieron a
cuadrilateros con dos pares de lados paralelos, un par de lados paralelos y ningun par de lados
paralelos.

En la explicacién de su organizacion manifiestan que en la primera categoria tuvieron en cuenta:
“cuadrildteros que tienen lados perpendiculares, y los otros dos, paralelos a los anteriores, también
son perpendiculares: es decir, que tienen todos sus angulos rectos” y también consideraron
“cuadrildteros en los que los lados son transversales”, refiriéndose a lados que no son
perpendiculares, apoydndose en la idea de dngulos formados entre rectas paralelas y una transversal,
gue no es perpendicular a las anteriores. A su vez, al realizar una sintesis oral de su agrupacidn, los
estudiantes expresaron haber tenido en cuenta la cantidad de lados paralelos y los lados iguales. Sin
embargo, omitieron mencionar que también tuvieron en cuenta la perpendicularidad de sus lados, es
decir la cantidad de angulos rectos que poseen.

Al analizar las expresiones utilizadas por los estudiantes observamos que las categorias vy
subcategorias que consideraron son:

- Dos pares de lados paralelos con dos subcategorias disjuntas, una de ellas: todos los dngulos
rectos, donde se distinguen el cuadrado con todos sus lados iguales y el rectdngulo con dos pares
de lados iguales distintos entre si, y la otra: ningln angulo recto y cuatro lados iguales, donde
ubican al rombo.

- Un solo par de lados paralelos, sin subcategorias, donde ubican a un trapecio con tres lados
desiguales, sin hacer referencia al cuarto.

- Ningun par de lados paralelos, sin subcategorias, donde ubican al romboide, cuyas marcas en los
lados permiten afirmar que posee dos pares de lados consecutivos iguales y diferentes entre si.

Observamos que, en esta forma de organizacion los estudiantes no reconocieron ni incluyen a los
paralelogramos propiamente dichos, aun habiéndolos analizado en la etapa exploratoria. Tampoco
hicieron mencién a los distintos tipos de trapecios y tampoco reconocieron o mencionaron la
existencia de cuadrildteros sin lados iguales -llamados convencionalmente trapezoides-. Esto nos da
indicios de que los estudiantes reconocieron solo los cuadrildteros que ya conocian o que les
resultaban mads familiares, primando esto sobre lo nuevo que habian encontrado. Cabe aclarar que en
esta etapa no esperabamos que los estudiantes reconocieran al trapecio rectangulo, dado que no es
una figura que pueda obtenerse a partir de la combinacién de dos de los triangulos ofrecidos.

Para realizar la organizacion, el grupo 2 considerd solamente el paralelismo de los lados. Plasmaron
en el afiche que analizaron “sus paralelas” y podemos determinar que las tres categorias que
n”n

definieron son: “dos pares de paralelas”, “un solo par de paralelas” y “ninguin par de paralelas”. Dentro
de cada una de ellas ubicaron los siguientes cuadrilateros:

- Dos pares de paralelas: paralelogramo propiamente dicho, cuadrado y rombo.

Un solo par de paralelas: trapecio

Ningun par de paralelas: romboide y trapezoide.

Algunas observaciones que realizamos en relacién a la primera categoria es que no incluyeron al
rectdngulo vy, si bien reconocieron la omisidn, luego del momento de intercambio final no modificaron
su afiche. Por otro lado, la representacién que realizaron de un paralelogramo corresponde a un
trapecio, aunque la forma de obtenerlo (a partir de dos tridngulos F) indica que en verdad es un
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rectangulo. Y la mas interesante, es que diferencian las figuras cuadrado y rombo; sin embargo,
utilizan la misma representacion para ambas en distintas posiciones. En ambos casos la figura esta
formada por dos “tridngulos A” que dan origen a un cuadrado. En este caso, el uso de figuras
estereotipadas en la ensefianza de la geometria ha dejado su huella, dado que este grupo no advierte
que la figura que representan es la misma, excepto por la posicién en la que es dibujada®2.

En relacién con la segunda categoria, observamos que no hacen distinciones entre los distintos tipos
de trapecios, solo representan uno que es no isdsceles.

Y, por ultimo, en relacidn con la tercera categoria, los estudiantes diferencian dos tipos de trapezoides:
los romboides y otro tipo formado por los triangulos A y B (ver imagen 2), al que no colocan nombre.
Resaltamos aqui nuevamente la posibilidad que brindd la actividad de analizar cuadrilateros sin hacer
foco en sus nombres, sino en las caracteristicas que los definen, que en este caso seria no poseer
ningun par de lados paralelos.

El grupo 3, a diferencia de los otros dos, agrupd los cuadrilateros considerando solamente como
caracteristica la igualdad de los lados. Para esto generaron tres categorias que son: “todos sus lados
iguales”, “dos pares de lados iguales” y “todos los lados distintos”. En cada una de ellas ubicaron los
siguientes cuadrilateros:

- Todos sus lados iguales: cuadrado y rombo.
- Dos pares de lados iguales: rectangulo, paralelogramo PD y romboide.
- Todos sus lados distintos: trapecio

En esta organizacidn no es posible ubicar trapecios y trapezoides que tengan un par de lados iguales,
o tres lados iguales. Tampoco brindan informacién de las caracteristicas que diferencian a cada
cuadrilatero dentro de cada categoria, por lo cual no podemos analizar si estan considerando la
posibilidad de que un cuadrildtero cumpla con las condiciones de otro simultdneamente, generando
de esta manera subcategorias con elementos en comun.

Luego de que cada grupo compartid su produccién, se compararon las tres clasificaciones. El grupo 3
expreso que los criterios que habian seleccionado no les resultaron "buenos", pues no les permitieron
abarcar tantas opciones e incluir distintos cuadrilateros como a sus compafieros.

A modo de sintesis podemos mencionar que, tal como esperdbamos, esta actividad posibilitd que los
estudiantes conocieran y reconocieran figuras como cuadrilateros. La mayoria de ellos consideré
principalmente el paralelismo de sus lados, complementando la caracterizacion con la cantidad de
lados iguales y la cantidad de angulos rectos. Es muy posible que las experiencias de aprendizaje que
los estudiantes han vivenciado en relacién al aprendizaje de los cuadrilateros, los condicionen a
relacionar fuertemente a los cuadrilateros con la cantidad de lados paralelos que poseen. Esto pone
de manifiesto el tratamiento limitado de los cuadrilateros que se realiza en la escuela secundaria. En
términos de Vinner (1991), los estudiantes, al evocar la imagen conceptual que poseen de
cuadrilateros, la asocian a un conjunto de impresiones o experiencias ligadas a éstos.

En relacién con los objetivos que nos planteamos para esta primera actividad, podemos afirmar que
se cumplieron, ya que posibilitdé que los estudiantes movilicen saberes que tienen disponibles de los

32 Dificultades que ya hemos descrito en el capitulo 3.
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cuadrilateros y que identifiquen y establezcan algunas caracteristicas como por ejemplo, el
paralelismo de lados, la igualdad de lados y los tipos de dngulos que poseen, apoyandose en las
propiedades ya conocidas de los tridngulos. Asi como también posibilitd que clasifiquen cuadrilateros
segun distintos criterios.

6.2. Actividad 2 - “Cuadrilateros y angulos”

Al comenzar el trabajo con la tarea de proponer cuadrildteros con distintos tipos de angulos,
observamos que el grupo 1 analizé en primer lugar la suma de los dngulos interiores de un
cuadrilatero, para luego apoyarse en esa propiedad. Este grupo se basé en la actividad anterior vy tal
como anticipamos en nuestro analisis, establecieron que la suma de las amplitudes de los angulos
interiores de un cuadrildtero es 360°, argumentando que éstos estan compuestos por dos triangulos
en los que dicha suma es 180° en cada uno, propiedad ya demostrada previamente en el aiio.

El grupo 3 realizé un analisis muy minucioso y exhaustivo de combinaciones de angulos, y en su
descripcién expresd que, por ejemplo, no es posible formar cuadrildteros con tres angulos rectos, ya
que si no, el cuarto deberia también ser recto. Los estudiantes realizaron esta afirmacion apoyandose
primero en la posibilidad de construirlo y luego recuperaron que en la clase anterior un compafiero
habia hecho un comentario acerca de la suma de los dngulos, por lo que sabian que la suma de las
amplitudes de todos los dngulos interiores debia ser 360°, y este hecho comprobaba lo que ellos
empiricamente pudieron observar.

El grupo 2 no hace referencia a esta deduccién, y tampoco se evidencia en sus producciones que tenga
en cuenta la propiedad, sino que trabajan solamente a partir de representaciones de figuras. Lo que
ocurrié nos permite afirmar que hubo decisiones que tomamos en el disefio de la secuencia, que
tuvieron el efecto buscado. Una de ellas es que los estudiantes pudieran apoyarse en saberes que
tienen disponibles para construir otros. En este caso, trabajar a partir de tridngulos fue una decision
acertada para que se pudieran apoyar en propiedades de los mismos y deducir otras de cuadrilateros.
Por otro lado, el disefio de momentos de intercambio entre todos los grupos permitié que los
estudiantes consideren las propiedades conjeturadas por sus pares, las validen y las tengan en cuenta
para su analisis.

Nos interesa analizar las producciones finales de cada uno de los grupos en relacion con la tarea de
elaborar un cuadro/diagrama que permita reconocer los cuadrilateros convexos facilmente en base a
caracteristicas que cada grupo eligid. A continuacidn, recuperamos para esto los afiches que
confecciond cada grupo. Recuperamos para ello las imagenes 13, 14 y 15:
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Grupo 2

Grupo 3

Observamos que dos grupos optaron por agrupar los cuadrilateros de acuerdo a la cantidad de dngulos
rectos que poseen y solo uno de ellos de acuerdo a la cantidad de dangulos obtusos.

Para el andlisis de los cuadrilateros, el grupo 1 se apoyd tanto en la propiedad de la suma de los
angulos interiores, asi como también en las construcciones que realizaron con Geogebra. Decidieron
agruparlos de acuerdo a la cantidad de angulos obtusos que poseen, posibilidad que fue considerada
en nuestro analisis a priori.

Algo interesante es que, debajo del cuadro, anotaron la propiedad de la suma de los dngulos interiores
de un cuadrildtero, argumentando que la misma justifica todos los casos que no pueden construirse,
como ser uno de ellos, los cuatro angulos obtusos. Dada la forma en la que organizé la exploracién,
este grupo realizé un detalle completo y no omitid ningln caso en el que sea posible la construccién
de un cuadrilatero.

Observamos en el diagrama que no mencionaron los nombres de los cuadrildteros que ubicaron en
cada categoria, sino que dibujaron un representante de los cuadrilateros que poseen dichas
caracteristicas.

Los estudiantes expresaron:

“Geogebra nos ayudd mucho a observar algunas particularidades, por ejemplo al construir rectdngulos
partiendo de los dngulos rectos. Si moviamos los vértices, la figura cambiaba de forma, pero sequia
teniendo todos sus dngulos rectos. Lo mismo con otras”.

Esto les posibilitd centrarse en los angulos de las figuras que construyeron, sin la necesidad de recurrir
a construir cuadrilateros que ya conocian.
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Si bien esta forma de trabajo les permitié despegarse de los nombres de las figuras, dificultd la
posibilidad de que por si solos tengan en cuenta mas de una caracteristica de las figuras a la vez, por
ejemplo, que hay figuras que tienen dos angulos obtusos y dos agudos y que a su vez tienen todos sus
lados iguales, como ser el rombo. Lo ocurrido puede atribuirse a la consigna de la tarea, y en una
nueva implementacion incorporar una pregunta que invite a mirar mas que los angulos para generar
este tipo de reflexiones o también pensar en intervenciones del docente que apunten y orienten a los
estudiantes a relacionar los tipos de angulos que posee cada cuadrilatero con otra caracteristica, como
ser la igualdad de lados.

A pesar de este impedimento es interesante mencionar que, tal como se anticipé en el analisis a priori,
hubo intervenciones que realizoé el docente que permitieron establecer semejanzas y diferencias entre
figuras que tienen sus angulos iguales, como cuadrados y rectangulos, o sus lados iguales, como
rombos y cuadrados.

En esta primera instancia la clase completa acordé que los cuadrados y rectangulos, si bien ambos
tienen sus cuatro angulos rectos, los cuadrados tienen sus lados iguales y los rectdngulos no. En el
caso de los cuadrados y rombos, si bien tienen ambos sus cuatro lados iguales, los rombos tienen dos
pares de angulos agudos y dos obtusos. Esto da indicios de que hasta el momento los estudiantes no
consideran la posibilidad de que los rombos puedan tener dngulos rectos, o los rectangulos tenga sus
lados iguales, pensamiento ligado a una clasificacion particional.

El grupo 2 no utilizdé Geogebra para explorar posibilidades. Al presentar su trabajo final y
comparandolo con el de otros grupos, expresaron que notaban que no consideraron muchas opciones,
por lo cual su trabajo iba a estar incompleto.

Coincidiendo con una de nuestras anticipaciones en el analisis a priori, este grupo decidié agrupar los
cuadrildteros de acuerdo a la cantidad de angulos rectos que poseen, dado que al comenzar el analisis
se dieron cuenta de que habia muchos cuadrildteros “conocidos” con angulos rectos.

Tal como se observa en la imagen 14, los estudiantes no colocaron los nombres de las figuras en su
organizacién, pero al exponer su trabajo y explicitar oralmente las relaciones establecidas,
mencionaron a cada una de las figuras por su nombre convencional. Observamos en ese momento
que los estudiantes nombraron a todos los trapezoides como “romboides”. Interpretamos
nuevamente esta situacion como una dificultad que se genera muy probablemente por la escasa
presencia de trapezoides en el nivel secundario.

El hecho de que en todas las categorias hayan representado las figuras en forma aislada, sin
conexiones, es un indicio de que los estudiantes no consideraron la posibilidad de que una figura
cumpla con las condiciones minimas de otra. Esto evidencia que en esta segunda actividad los
estudiantes siguen focalizados en establecer diferencias entre figuras y no en establecer semejanzas.
En este caso en particular, los estudiantes consideran al cuadrado y al rectangulo como figuras
distintas, excluyendo la posibilidad de que un rectangulo pueda ser un cuadrado, satisfaciendo mas
condiciones. Al buscar semejanzas el pensamiento estaria mas ligado a lo jerarquico y al buscar
diferencias a lo particional.

Por otra parte, observamos que este grupo decidié incluir en su organizacién una categoria “tres
angulos rectos” que no contiene elementos, es decir, que es vacia. La validacion que dan es
completamente empirica, pues se basan en la posibilidad o no de construir el cuadrildtero con lapiz y

papel.
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Nos interesa mencionar dos cuestiones que se dan mientras el grupo presenta su diagrama. La primera
de ellas en relacion a la seleccidn de los criterios para agrupar los cuadrilateros:

G3: Nosotras en un primer momento habiamos buscado pares de lados paralelos, pero después nos
dimos cuenta que acd teniamos que hacer hincapié en los dngulos, por lo tanto empezamos de nuevo.
En esta expresidon podemos observar que los mismos estudiantes reconocen el peso de la clasificacion
de acuerdo al paralelismo de lados; sin embargo, la secuencia cumple con sus objetivos de correrlos
de ellay de brindar la posibilidad de generar distintas clasificaciones de acuerdo a distintos criterios.

La segunda cuestion es que al final de la presentacién del diagrama se da una discusidn en torno a las
figuras rombo y cuadrado, que recuperamos a continuacion.

G3: Si, y concluimos que con cuatro dngulos rectos, las figuras pueden ser rectdngulos o cuadrados...
G2: jy también los rombos!

P: éPor qué?

G1: Mird acd hay un rombo... sefialando una figura en el afiche

En ese momento, participa un compariero de otro grupo y expresa:

V1: Claro, pero ese cuadrildtero que estds sefialando.... tiene los cuatro lados iguales, pero tiene dos
obtusos y dos agudos....

P: i Ustedes qué piensan?

G2: jAh! Claro, es parecido a un cuadrado, pero es cierto, no tiene dngulos rectos.

Este didlogo pone en evidencia que los estudiantes de este grupo estan asociando caracteristicas a los
objetos geométricos a partir de la observacién de las representaciones. Una de las razones para que
esto suceda puede radicar en el fuerte peso que tienen en la escuela ciertas representaciones, como
por ejemplo las estereotipadas. En este caso la representacién de un rombo con dos angulos obtusos
y dos agudos obstaculizé que los estudiantes consideren que un rombo puede tener sus angulos
rectos, como asi también es el caso del rectdngulo con dos pares de lados distintos. Esto pone de
manifiesto que los estudiantes no logran aun despegarse de las representaciones para analizar las
figuras geomeétricas a partir de sus propiedades. En términos de Brousseau (1983), esto constituye un
obstaculo de origen didactico, y en términos de Sadovsky et al. (1998), constituye parte de la compleja
relacién entre dibujo y figura. También encontramos aportes en los antecedentes que mencionamos
en el capitulo 3, como ser en Renzulli y Scaglia (2006), que relacionan estas dificultades con el uso casi
exclusivo de figuras estereotipadas durante la ensefianza de conceptos geométricos a lo largo de la
formacidn de los estudiantes.

Es interesante mencionar cdmo se entremezclan las caracteristicas de los cuadrildteros con los
nombres conocidos, y a su vez cdmo los estudiantes se manejan naturalmente con las caracteristicas.
Al mismo tiempo, se puede observar como la clasificacidon de acuerdo al paralelismo de los lados —si
bien sirve de punto de apoyo- limita la variedad de cuadrilateros a considerar.

El grupo 3 también decidié agrupar los cuadrilateros de acuerdo a la cantidad de dngulos rectos que
poseen. Argumentaron la decisién como mostramos a continuacion.

A1l: Bueno, nosotros primero buscamos todas las combinaciones, es decir: con cuatro dngulos obtusos,
con tres, con dos, con uno y con ninguno, después con tres agudos, asi con todos... y lo que vimos que
mds se repetian eran los dngulos rectos, como para hacer una clasificacion mds linda....

P: ¢éEn qué sentido seria mds linda la clasificacion?
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A2: En realidad buscdbamos que la organizacion sea sencilla, ordenada, y nos parecié que a partir de
los dngulos rectos era la mds simple, porque si consideradbamos otros dngulos, habia muchas figuras
que estaban en muchas categorias y quedaba muy desordenado.

Parece haber una evolucidn en este grupo, dado que en la primera actividad su forma de organizar los
cuadrilateros no les habia resultado “sencilla y ordenada” para identificar los cuadrilateros, y ahora
buscaron mejorar la forma de clasificar. A su vez, la exploracién que realizaron es mucho mas
minuciosa y detallada que en la actividad anterior.

Es interesante mencionar que si bien no crearon una categoria que permanezca vacia, argumentaron
gue no es posible construir cuadrilateros con exactamente tres angulos rectos, con cuatro angulos
agudos ni con cuatro dngulos obtusos apoyandose en la propiedad de la suma de los dngulos interiores
de un cuadrildtero que habia sido enunciada por un compafiero. Sin embargo, en el resto de los casos,
no realizaron este tipo de analisis, sino que expresan que “fueron probando”, es decir, argumentan
gue no es posible construirlos a partir de la imposibilidad de construirlos en Geogebra.

Este grupo no utilizé representaciones de los cuadrildteros en su diagrama, sino que menciond los
nombres de las figuras que cumplen cada una de las condiciones.

En cada una de las categorias ubicaron cuadrilateros sin establecer relaciones entre ellos. Por ejemplo,
en la categoria “ningln angulo recto” encontramos que "trapezoide" esta presente en las tres
subcategorias que generaron, pero es interesante su argumentacidon pues expresaron que si bien
utilizaron el nombre en singular en cada una de las clases, la figura no es Unica, por ejemplo al
mencionar “rombo” estdn mencionando una familia de rombos que cumplen con esas condiciones.
Discusion que se amplié al grupo clase y se trabajé en conjunto. Es interesante que sea conscientes
que cuando hablamos de “cuadrado”, o “un cuadrado” nos referimos a un representante de una
familia de cuadrados. Dificultades a la hora de elaborar clasificaciones que mencionamos en el capitulo
3.

Por otro lado, en el momento de presentacién de su clasificacién, este grupo hizo mencién a que
sorprendentemente encontraron trapezoides en muchas categorias, cuadrildteros que la semana
anterior no conocian y ahora podian ubicarlos en tantas clases distintas.

Para cerrar el analisis de esta actividad y teniendo en cuenta los objetivos que nos habiamos
planteado, podemos asegurar que los mismos se cumplieron pues los estudiantes lograron en gran
medida desvincularse de los nombres de los cuadrildteros y enfocarse en relaciones que los
caracterizan, traspasando los mismos. Los estudiantes también lograron analizar semejanzas vy
diferencias entre algunas figuras, comenzar a romper con la representacion estereotipada de figuras
y principalmente reforzar la idea de que es posible agrupar cuadrildteros de acuerdo a distintos
criterios.

6.3. Actividad 3 - “Cuadrilateros y diagonales”

En relacidn con la tarea propuesta de construir cuadrildteros a partir de sus diagonales nos resulta
importante mencionar en primer lugar que, aun siendo parte de la consigna, solo dos grupos
trabajaron con Geogebra -grupos 1 y 3-. El grupo 2 decidié apoyarse en las producciones de las
actividades anteriores. Esta decision no fue por falta del recurso, sino que fue una decision al interior
del grupo, ante la cual el docente no forzé su modificacion.
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Los grupos 1 y 3, que utilizaron Geogebra, construyeron dos segmentos de distinta longitud que
representan las diagonales, y luego un poligono cuyos vértices son los extremos de las diagonales. A
partir del arrastre de los vértices y la modificacidn de la posicién de las diagonales, analizaron qué
condiciones se deben satisfacer para formar distintos cuadrilateros.

En el grupo 3, a partir del andlisis de un dibujo en particular, se formularon preguntas que cambiaron
su modo de proceder: ya no modifican los extremos de los segmentos para analizar qué cuadrildtero
se forma, sino que se cuestionan: “¢como deberia ser la posicion de las diagonales para que se forme
un rombo?”. Si bien para responder se apoyan en la construccidn del cuadrildtero en Geogebra,
observamos que recurren a las figuras que conocen para analizar sus diagonales.

Este grupo se apoyd en el trabajo de la primera actividad para realizar conjeturas acerca de las
diagonales. Cabe resaltar que en la primera actividad el hecho de formar cuadrildteros a partir de
triangulos, aunque no sea explicitamente, hace foco en una de las diagonales de los cuadrilateros, lo
cual puede haber resultado un punto de apoyo en esta actividad.

Los estudiantes formularon que “al analizar un cuadrado, las diagonales deben formar tridngulos
rectdngulos isdsceles” y que, al trabajar con diagonales de distinta longitud, los triangulos que
obtienen serian rectangulos pero escalenos, por lo que con esas condiciones no es posible formarlo.
También, analizando los tipos de tridngulos que determinan las diagonales, lograron establecer
diferencias entre el cuadrado y el rectangulo.

Recuperamos el siguiente didlogo entre dos estudiantes, que se da mientras discuten las relaciones
gue describimos en el parrafo anterior.

A3: Entonces podemos clasificar los cuadrildteros, pensando si las diagonales son perpendiculares o
no, y si son iguales o no.

A4: Si, pero tenemos que aclarar que acd no vamos a poder construir los que tengan diagonales iguales.
Observamos que el alumno A4 manifiesta una tension entre la tarea propuesta y el querer ir mas alla
de la misma para generar una nueva clasificacidon, mientras que A3 ya esta posicionado mas alla de la
tarea. Esto es interesante, dado que se evidencia la intencidon de generar una clasificacién que incluya
todos los cuadrildteros, aun cuando la consigna solo da lugar a la exploracion de algunos de ellos.
Por otro lado, también en este grupo se dio el siguiente didlogo que nos interesa recuperar:

Al: profe, queremos saber si esta figura es un paralelogramo. (sefialando un romboide construido en
Geogebra)

P: a ver: qué caracteristicas conocen ustedes de los paralelogramos?

A2: mmm... en realidad queremos saber si esta figura puede tener todos sus lados iguales...

Al: Ah, no, pasa que si tiene todos los lados iguales es un rombo, y esta figura no es un rombo.

A2: Claro, no, porque esta figura tiene dos pares de lados consecutivos iguales, pero no son iguales
entre si; sin embargo, las diagonales también son perpendiculares.

Observamos en este didlogo cdmo interfiere la clasificacidon de acuerdo al paralelismo de lados con la
nueva que esta emergiendo. Por un lado, los estudiantes reconocieron que las diagonales del rombo
son perpendiculares y a partir de esto, si bien habian considerado en una primera instancia el
paralelismo de los lados, concluyeron que hay otras caracteristicas que pueden considerar como la
perpendicularidad de las diagonales y la igualdad de lados en este caso.

Ahora nos interesa detenernos y analizar las producciones finales de cada uno de los grupos en
relacion con la tarea de elaborar un cuadro/diagrama que permita reconocer los cuadrilateros
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convexos facilmente en base a caracteristicas que cada grupo eligié. A continuacidn, recuperamos
para esto los afiches que confecciond cada grupo, correspondientes a las imagenes 19, 20y 21.

Grupo 1 Grupo 2

Grupo 3

Observamos que el criterio principal que seleccionaron, tanto el grupo 1 como el grupo 2, fue la
longitud de las diagonales. A diferencia del grupo 2, el grupo 1 consideré tanto la perpendicularidad
de las mismas como asi también la cantidad de puntos medios que se determinan al intersecarse
ambas diagonales. El grupo 2, solamente en una de las categorias detalld esa informacidn: diagonales
de distinta medida y no perpendiculares.

A diferencia de los otros dos grupos, el grupo 3 seleccioné como criterio principal la posicién relativa
de las diagonales, y como segundo criterio la longitud de las mismas, y no considerd la ubicacién del
punto de interseccién de las diagonales.

Nos interesa mencionar que, a diferencia de lo que anticipamos en nuestro analisis a priori, ninguno
de los grupos consideré otras propiedades como ser igualdad de lados, paralelismo o tipos de dangulos,
aunque hayan sido trabajadas en las tres actividades anteriores.

Al realizar los afiches, los tres grupos colocaron ejemplos de cuadrilateros que cumplen las condiciones
de cada categoria generada, llamando a las figuras con sus nombres convencionales, sin hacer
representaciones graficas.

También observamos que al ejemplificar, ninguiin grupo logré colocar todas las posibles figuras que
estarian incluidas en las categorias que plantearon. A modo de ejemplo, la categoria “diagonales
perpendiculares de diferente longitud” incluye trapezoides, romboides, trapecios y rombos. Sin
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embargo, los grupos 1y 3 no incluyeron a los trapecios y el grupo 2 a los trapecios ni los trapezoides.
Interpretamos que esto puede deberse al tiempo que le destinamos a la exploracién, pues puede
haber resultado insuficiente para realizar un detalle minucioso.

Si bien no hay evidencia de que alguno de los grupos esté considerando que una figura puede
satisfacer condiciones de otra, en el grupo 2 observamos algo interesante: los estudiantes
consideraron que el rectangulo tiene sus diagonales de igual medida y perpendiculares. Sin embargo,
si hubieran tratado de la misma forma al rombo, podrian haberlo incluido también en esta categoria,
pues cuando éste tiene todos sus dangulos rectos, sus diagonales son de igual medida vy
perpendiculares. Si bien la inclusién del rectangulo en dicha categoria podria ser considerada una
contradiccién en relacion con la légica seleccionada para realizar la organizacion, ya que es
mayoritariamente particional, podriamos también interpretarlo como un incipiente pensamiento
jerarquico.

Nos resulta interesante resaltar que en esta actividad los grupos comienzan a referirse a las
organizaciones como clasificaciones. La docente, que habia evitado intencionalmente la utilizacion de
este término®, pregunta a la clase completa qué consideran que es clasificar, y los estudiantes
describen ideas acertadas acerca de lo que significa clasificar en matemadtica, incluso basandose en lo
realizado en las actividades previas. Mencionamos a continuaciéon algunas expresiones de los
estudiantes.

Al: Empezamos a hablar de clasificacion, porque siempre que por ejemplo, depende los dngulos que
tienen los tridngulos los clasificamos, clasificamos los dngulos de acuerdo a sus caracteristicas...

G1: Si, es una agrupacion

V1: Es que hasta ahora, ya vimos varias propiedades de los cuadrildteros, el paralelismo de sus lados,
la amplitud de sus dngulos, la igualdad de lados, las caracteristicas de sus diagonales... es decir que se
pueden agrupar por esas caracteristicas

V2: Es como que la clasificacion te permite reconocer mediante caracteristicas a los objetos
geomeétricos...

P: équé piensan de esto?

A3: si, que es una agrupacion

P: (Alguien mds quiere agregar algo?

G2: No, nada mds, que es una manera de agrupar... mds fdcil...

Por otro lado, teniendo en cuenta los aportes de Barreiro y Rodriguez (2014) en cuanto a la potencia
de las consignas matemidticas, en una nueva implementacién de la secuencia reformulariamos la
primera parte de la consigna de esta actividad para que no anticipe la posibilidad de construccién de
ciertos cuadrildteros convexos conocidos -a partir de dos diagonales distintas-, asi como la
imposibilidad de construir otros.

En lugar de: "Dados dos segmentos de distinta longitud, construir, si es posible, un cuadrilatero que
los tenga por diagonales. ¢Qué cuadrilateros convexos se pueden construir?". Dirilamos: “Dados dos
segmentos de distinta longitud, ées posible construir cuadrildteros convexos que los tengan por
diagonales?

Pues tal como estd formulada la consigna original, la pregunta: “équé cuadrildteros convexos se
pueden construir?” anticipa tanto que es posible construir cuadrildteros convexos que posean como

33 En el analisis a priori justificamos por qué evitamos la utilizacién de este término.
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diagonales dos segmentos de distinta longitud, como que habra casos en los que no sera posible.
Mientras que la reformulacidn que proponemos no anticipa resultados y deja mas abierta la
exploracion.

En relacidn con los objetivos que nos planteamos inicialmente, consideramos que los mismos se
cumplieron, ya que los estudiantes analizaron exhaustivamente qué cuadrildteros convexos es posible
construir con los datos dados y cudles no, y posteriormente los agruparon segun distintas relaciones
gue hay entre sus dos diagonales: la posicidn relativa y la ubicacidn del punto de interseccion de
ambas.

Asimismo, otro objetivo que se logré es que los estudiantes reconozcan que con dos diagonales
distintas no es posible construir trapecios isésceles, cuadrados, rectangulos ni algunos trapezoides.
Por otro lado, si bien con algunos errores, los estudiantes también lograron considerar mas de una
caracteristica a la vez al momento de agruparlos, asi como también robustecer la idea de que los
criterios de clasificacion de figuras no son Unicos. En esto Ultimo, consideramos que el trabajo en
equipo y los momentos de intercambio colectivo fueron de vital importancia, pues permitieron que
se comparen distintas formas de clasificar y de abordar la tarea propuesta.

6.4. Actividad 4 - “Cuadrilateros y lados”

En esta actividad, que propone analizar cuantos lados iguales y cuantos angulos rectos puede tener
un cuadrildtero convexo, se hace explicita la consideracién de dos caracteristicas a la vez para
agruparlos, y comienzan a surgir algunas ideas ligadas a un razonamiento del tipo jerarquico en
materia de clasificaciones. Si bien hasta el momento no analizamos este aspecto en las producciones
de los estudiantes, serdn tratadas en profundidad en la préxima seccién.

Dada la ausencia de estudiantes, el docente, priorizando el trabajo en equipo, invitd a los estudiantes
de dos grupos a que conformaran uno solo. Por eso en esta actividad analizaremos las producciones
de solo dos grupos, el grupo 1, fusién de integrantes de los grupos 1y 2, y el grupo 3.

En el primer momento de exploracidn, los estudiantes analizaron la cantidad de lados iguales que
puede tener un cuadrildtero, y observamos que persiste la concepcion particional de las
clasificaciones, pues refuerzan la idea de que el rectangulo no puede ser nunca cuadrado. Esto se
evidencia por ejemplo en el siguiente didlogo:

Al: Bueno empecemos, con todos los lados iguales... el cuadrado seguro, pero el rectangulo no...

A2: No, dos lados iguales... en realidad hasta dos lados iguales.

A4: pero el rombo también puede estar en cuatro lados iguales...

A3:si, y el romboide puede estar con el rectdngulo, ya que tienen dos y dos...

Sin embargo, es interesante cdmo comenzd a surgir la idea de que el rombo posee las mismas
caracteristicas que el cuadrado, en cuanto a cantidad de lados iguales; y lo mismo entre el romboide
y el rectdngulo, parentescos que en una clasificacion de acuerdo al paralelismo de lados no
aparecerian, pues el foco de interés esta solo en el paralelismo de lados.

También observamos que se generaron discusiones en relacidn a la cantidad maxima de lados iguales

gue puede poseer un cuadrilatero y al paralelismo de lados. Esto sin duda da cuenta de lo arraigada
gue esta la clasificacidon de acuerdo al paralelismo de lados, pues no posibilita que los estudiantes se
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despeguen de esa caracteristica para solo mirar la cantidad de lados iguales que puede tener una
figura.

En una discusidon en torno a si un trapecio puede tener tres lados iguales y dos dngulos rectos,
observamos coémo los estudiantes, a partir del intercambio entre ellos, contrastan dos formas distintas
de validar una conjetura y elaboran en conjunto una nueva.

P: ¢Y qué sucede con tres lados iguales y dos dngulos rectos?

A2: Nosotros encontramos un trapecio, igual al que dibujo el compafiero recién, pero el lado inclinado,
apenitas inclinado, para que quede con la misma longitud y el dngulo quede recto.

P: ¢ Ustedes qué opinan?

Los compafieros no estan convencidos, por lo que la docente los invita a construirlo en el pizarrén.

El alumno intenta construir la figura en el pizarrén, explicando esta diferencia minima que debe haber
en el “lado inclinado”, a lo que una compariera le contesta:

G1: No, si vos tenés tres lados iguales, y dos dngulos rectos, el cuarto lado para cerrar la figura si o si
tiene que ser igual.

V2: Si, yo probé y no daba.

Al: Nosotros lo probamos en la compu, moviendo apenitas un vértice, para que solo un lado se
modifique....

P: Y como probaron?

A2: Nosotros moviamos apenitas en la compu, este lado (el inclinado) pero nos fijamos que quede de
la misma longitud de los otros dos.

V1:Y claro, pero si tiene ya 2 lados iguales, estos dos también van a ser iguales.

Los compafieros contestan que no, que no es posible, por lo que la docente pregunta:

P: éQué tenemos como datos?

V1: Tenemos dos lados paralelos.

P:¢éY qué mds?

V2:Y tenemos una recta perpendicular a esas... si la distancia entre las paralelas es, por ejemplo, 2 cm,
no va a haber ningun segmento inclinado que también mida 2 cm...

A2: Claro, es cierto, no sé qué vimos en el Geogebra.

A3: si, tal vez nosotros miramos y no tuvimos en cuenta algunos decimales, porque es cierto, si lo
pensamos con las distancias entre paralelas, la minima que es la perpendicular va a ser siempre 2
unidades, todas las demds, son mds grandes.

P: Entonces, ¢ qué podemos concluir?

V1: Que no hay trapecios con tres lados iguales y dos dngulos rectos, ni con tres ni con cuatro
tampoco... porque si no serian cuadrados y por lo tanto serian paralelogramos.

Hay cuestiones interesantes que surgen del didlogo anterior. La primera es que, en esta oportunidad,
la utilizacién de Geogebra como recurso para validar fue insuficiente, pues la lectura que realizaron
los estudiantes de la construccidn realizada les llevé a formular una conjetura incorrecta. Al ponerlo
en discusidn con el grupo completo, otros estudiantes interpelaron dicha afirmacién recuperando
nociones de distancia y argumentaron a partir de propiedades. El intercambio entre pares posibilitd
la elaboracion de una conjetura y una validacién correcta. Podemos afirmar entonces que este es un
ejemplo de como la interaccidon entre pares funciond como medio de construccidon de saberes de
acuerdo a Cambriglia et al. (2010), asi como también los estudiantes cambiaron sus roles en la
interaccion entre receptores, intérpretes y productores. Pues los estudiantes tomaron como propia
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una inquietud que surgié al interior de otro grupo, la analizaron y transformaron. Por otro lado,
también observamos en este didlogo la fuerte presencia de una concepcién particional de los
cuadrilateros, pues los trapecios no pueden tener “tres lados iguales y dos angulos rectos (...) si no
serian cuadrados y por lo tanto serian paralelogramos”. Esto conduce a que incluyan condiciones para
gue una figura no pueda satisfacer condiciones de otra.

Otra cuestion que promovid esta actividad junto con la gestién del docente, fue que los estudiantes
comparen figuras como ser paralelogramos y romboides, que establezcan diferencias y similitudes
entre ambas y que, como cierre de esta comparacion, establezcan que, en la clasificacidon que estan
realizando, dos figuras estan dentro de la misma familia -categoria- ya que comparten propiedades,
aunque sean figuras distintas. Este razonamiento, nos resulta mas que interesante pues no sucedié en
otras actividades previas. En otros casos, los estudiantes manifestaron que algunas agrupaciones no
resultaban adecuadas, pues habia cuadrilateros que se repetian en muchas categorias, sin poder
visualizar que en cada caso, el criterio de agrupacidon cambiaba.

Por ultimo, recuperamos una discusién interesante que se da al finalizar la etapa exploratoria, donde
un estudiante pregunta al grupo completo si un rombo puede tener todos sus lados iguales y todos
sus angulos rectos, cuando se analizaba la categoria “dos pares de lados iguales y diferentes entre si”:
A3: Yo queria saber... si es posible que un rombo tenga los cuatro lados iguales y los cuatro dngulos
rectos...

[1] G2: jYo también me lo preguntaba el otro dia! jMe pasaba a mi el otro dia que movia el afiche! Yo
sigo manteniendo que un cuadrado puede ser un rombo.

V1: Para mi, es como que el rombo incluye al cuadrado...

N1: Claro, para mi en ese caso es un cuadrado.

P: ¢ Entonces podemos concluir que el rombo incluye al cuadrado?

[2] V2: No, para mi es al revés. Todo cuadrado es un rombo, pero no todo rombo es cuadrado.

P: éY como podés explicar eso?

[3] V1: jera una regla del secundario!

[4] G2: iClaro! No sé por qué... porque era una regla...

V2: éPuede ser que cambien las diagonales?

G1: Por la longitud de los lados....

[5] V1:Y pero el cuadrado tiene los cuatro lados iguales y el rombo también... lo que va a variar si o si,
son los dngulos. Porque el cuadrado si o si, tiene los cuatro dngulos rectos, en cambio el rombo puede
tener cuatro rectos o dos pares de dngulos iguales.

P: é¢Entonces?

G1: Claro, si, es cierto. Puede tener los cuatro rectos o no...

[6] P: Entonces, ¢ Cudles serian las condiciones minimas que necesita un cuadrado para ser cuadrado?
V1: tener todos los lados iguales y sus dngulos rectos

P:¢éYel rombo?

Todos: No, el rombo solo necesita tener los lados iguales.

P: Entonces, pensando en términos de condiciones minimas ¢ quién satisface las condiciones de quién?
V1: El cuadrado cumple siempre las condiciones del rombo, y no al revés.

G1: Si, el cuadrado tiene mds condiciones que el rombo.

[7] V1: Si, yo recuerdo que en otra actividad, nosotros tomamos un cuadrado y dijimos que si lo
rotdbamos era un rombo... pero ahora vemos que ese no era el fundamento. No importa la posicion...
P: iMuy bien! La figura es la misma aunque esté rotada.
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[8]P: Pero pensemos ahora, si yo considero que el rombo es un paralelogramo con sus lados iguales y
dos pares de dngulos diferentes entre si. ¢ El cuadrado podria ser un rombo?

Los estudiantes responden que no...

[9]P: Muy bien, pero esto depende de como se considere cada una de las figuras y de qué condiciones
se adoptan para caracterizar cada una de las figuras.

V2: Claro, profe, porque si tenemos en cuenta lo minimo, el cuadrado es también paralelogramo... éo
no?

El grupo casi completo, responde que si, porque tiene dos pares de lados paralelos.

[10]P: Muy bien, podemos empezar a ver que una misma figura puede cumplir a la vez condiciones
minimas de otras figuras. Todo esto dependerd de como se considera cada una de las figuras.
Podriamos preguntarnos acd: éel cuadrado cumple con las condiciones minimas de otras figuras?

G2: Si, del paralelogramo

G1:Ydel rectdngulo...

V2:Y del rombo...

G1:siclaro... pero es el que mds exige cosas

V1: claro, él puede estar en otras familias, pero las otras no pueden estar en la de él.

En este intercambio se evidencia la huella que deja en los estudiantes el uso de figuras estereotipadas,
y que mencionamos en el marco tedrico, pues para afirmar que un cuadrado puede ser rombo los
estudiantes expresaron que necesitaban “mover” el afiche y “rotar la figura” [1] y [7]. Por otro lado,
los estudiantes dan cuenta de un aprendizaje memoristico de la geometria cuando afirman que “Todo
cuadrado es un rombo, pero no todo rombo es cuadrado”, pues es una “regla” del secundario [2], [3]
y [4].

También es interesante cémo por un lado los estudiantes analizaron, por primera vez, las condiciones
minimas que necesitan los cuadrilateros para ser definidos. Esto ocurre a partir de una intervencion
del docente [6], de la que ellos se apropiaron rapidamente ya que les servia para resolver el dilema
gue tenian. Y por otro lado, cémo compararon figuras a partir de las distintas propiedades que poseen
[5].

Se institucionaliza a partir de esta discusién que, dependiendo de cémo se considere cada una de las
figuras y de qué condiciones se adoptan para caracterizarlas, es que algunas de ellas podran satisfacer
las condiciones minimas de otras, [8], [9] y [10]. Sin duda, esta cuestidn es una entrada al
razonamiento jerarquico que se da de forma explicita con el conjunto completo de la clase, y que tuvo
lugar a causa del cuestionamiento de los mismos estudiantes. El trabajo con la secuencia esta
comenzando a dar sus frutos.

A continuacién, presentamos las agrupaciones que realizaron los dos grupos como cierre de la
actividad. Vale recordar que en esta oportunidad cambia el tipo de tarea respecto de las tres
anteriores, pues en este caso no fueron los estudiantes quienes seleccionaron los criterios, sino que
se les ofrecié un cuadro de doble entrada para que ubicaran los cuadrilateros estudiados de acuerdo
a dos caracteristicas a la vez: cantidad de lados iguales y cantidad de dngulos rectos. Las producciones
fueron las siguientes, (imagenes 22 y 23):

92



Grupo 1 Grupo 3

Observamos que hay minimas diferencias entre las producciones de ambos grupos. El grupo 1
considerod la posibilidad de ubicar al rombo en la categoria de cuatro lados iguales y cuatro angulos
rectos, es decir, considerd que el rombo podria ser cuadrado, cuestidon que no es casual, pues esta
nocion de jerarquia fue desarrollada en las discusiones anteriores mas fuertemente por integrantes
de este equipo. Sin embargo, no consideraron que el rectangulo también puede estar en la misma
clase. Otra diferencia es que este mismo grupo ubicd trapezoides en las categorias “2 lados iguales” y
“2 angulos rectos”.

Tal como anticipamos en el andlisis a priori, los cuadros generaron una clasificacién particional, pues
las categorias “cantidad de lados iguales” y “cantidad de dngulos rectos” fueron interpretadas por
parte de los estudiantes como cantidad exacta de lados iguales.

Consideramos que en la préoxima implementacién seria enriquecedor ofrecer el cuadro de doble
entrada sin las categorias creadas, solamente ofreciendo los dos criterios a tener en cuenta para
completarla, o incluso solamente ofrecer los criterios con los cuales se deben agrupar los
cuadrilateros. Esto posibilitara que los estudiantes puedan generar explicitamente categorias como
“almenos dos lados iguales”, que no distingan entre dos lados iguales y distintos entre si, dando origen
de este modo a una clasificacion con mayor presencia de categorias inclusivas. Incluso podrian hacer
diagramas, en lugar de cuadros de doble entrada, dando a los estudiantes mayor libertad en la toma
de decisiones.

En relacién con los objetivos que nos planteamos originalmente, podemos afirmar que los mismos se
concretaron, pues logramos que los estudiantes volvieran sobre los cuadrilateros que ya conocen,
focalizandose en otra propiedad que no habia sido considerada explicitamente en las otras
actividades: la cantidad de lados iguales que pueden tener. A su vez, la actividad promovid que los
estudiantes analizaran dos caracteristicas simultaneas, previamente definidas de los cuadrilateros:
cantidad de lados iguales y cantidad de angulos rectos que posee una figura.

Nos resulta importante mencionar que las intervenciones del docente promovieron que en los
momentos de intercambio se comparen cuadrildteros que pertenecen a las mismas clases de acuerdo
a los criterios establecidos, logrando establecer similitudes y diferencias. Por ejemplo, al preguntar:
“Los paralelogramos PD y los romboides estdn en la categoria “Dos pares de lados iguales y diferentes

o

entre si”, i esto significa que son la misma figura? éien qué se diferencian?”.
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6.5. Caracterizacion de las clasificaciones y definiciones elaboradas por los
estudiantes.

Antes de analizar la actividad 5, en la que se propone a los estudiantes producir definiciones de
cuadrilateros, queremos analizar qué tipo de clasificaciones produjeron en las primeras cuatro
actividades.

6.5.1. Acerca de lo particional y lo jerarquico en las clasificaciones de los estudiantes

Uno de nuestros objetivos en esta investigacién es caracterizar y categorizar las clasificaciones y
definiciones que los estudiantes elaboraron. Uno de los aspectos que nos interesa analizar es el
caracter particional o jerarquico, en términos de De Villiers (1994), de las clasificaciones que
elaboraron los estudiantes. Para ello, presentamos el siguiente cuadro que resume y compara las
agrupaciones realizadas por cada grupo a lo largo de las actividades 1 a 4 de la secuencia.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

Hibrida. Tanto Particional. Particional.
particional como
Tipo de jerarquica (dentro
Clasificacién de la subcategoria:
“dos lados
paralelos”).

Principal: Principal: Paralelismo de | Principal: Igualdad
Paralelismo de lados. de lados.
lados.

Criterios Secundarios:

cantidad de angulos

A rectos y lados
e .
(0] iguales.
2
-E Tres categorias Tres categorias Tres categorias
&“ disjuntas: “Dos disjuntas: “Dos lados disjuntas: “todos los
Cat ) lados paralelos”, paralelos”, “solo un par | lados iguales”, “Dos
ategorias
L “solo un par de de lados paralelos” y pares de lados
principales . . . Y
q lados paralelos” y ningun par de lados iguales”, “Todos los
creadas o, .
“ningun par de paralelos”. lados distintos”.
lados paralelos”.
No incluyen en las No incluyen en las Las categorias
categorias creadas | categorias creadas todos | creadas no
Observaciones todos los los cuadrildteros que permiten incluir
cuadrilateros que analizaron, aun cuando | todos los tipos de
analizaron, aun las categorias generadas | cuadrilateros
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cuando las

permiten cubrir todos

convexos, por

categorias los tipos de cuadrilateros | ejemplo los
generadas convexos. trapecios con dos
permiten cubrir lados iguales.
todos los tipos de
cuadrildteros
CONVvexos.

Tipo de Particional. Particional. Particional.

Clasificacién

Principal: Cantidad
de dngulos obtusos.

Principal: Cantidad de
angulos rectos.

Principal: Cantidad
de dngulos rectos.

de interseccion de
las mismas.

subcategoria consideran
la ubicacidn del punto
de interseccion.

Criterios Secundarios: Secundarios: cantidad de | Secundarios:
cantidad de dngulos | angulos obtusos y cantidad de angulos
agudos y rectos. agudos. obtusos y agudos.
Cuatro categorias Cinco categorias Cuatro categorias
disjuntas: disjuntas: “Ningun disjuntas: “Cuatro

N , “Ningun dngulo angulo recto”, un angulos rectos”,

© Categorias " ; " } " i

(1] o obtuso”, “un angulo”, “dos angulos Dos angulos

o principales , \ y o . T

'S d angulo obtuso”, rectos”, “tres angulos rectos”, “Un angulo

= creadas i o,

= “dos dngulos rectos” y “cuatro recto” y “Ningun

< obtusos” y “tres angulos rectos”. angulo recto”.
angulos obtusos”.
Generan categorias | Si bien las categorias Generan categorias
gue permiten abarcan todos los gue permiten incluir
incluir todas las posibles cuadrilateros, todas las posibles

. posibles no incluyen todas las combinaciones y en
Observaciones o ] o )

combinaciones y en | posibles combinaciones | consecuencia todos
consecuencia todos | en ellas. Por ejemplo, en | los posibles
los posibles ningun recto, faltan cuadrilateros.
cuadrilateros. considerar casos.

Tipo de Particional. Particional. Particional.

Clasificacion
™M Principal: Longitud | Principal: Longitud de las | Principal: posicién
g de las diagonales. diagonales. relativa.
.1;5 Secundarios: Secundario: posicién Secundario:
= . . relativa. i
e} Criterios posicién relativa y Longitud de las
%} o Solo en una diagonales
< ubicacién del punto
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Dos categorias Dos categorias disjuntas: | Dos categorias

, disjuntas: “Igual “Igual longitud”, disjuntas:
Categorlas H NN o3 IZF H ” “pyy
o longitud”, “Distinta Distinta longitud”. Diagonales
principales o . )
longitud”. oblicuas”,
creadas

“Diagonales
perpendiculares”.

Generan categorias | No plantean todas las Generan categorias
que permiten categorias con los que permiten incluir
incluir todos los mismos criterios. En todos los tipos de
. tipos de algunas se considera cuadrilateros. No
Observaciones o ) L .
cuadrilateros. ademas la ubicacidn del | consideran la

punto de intersecciény | ubicacion del punto

en otras no. de interseccion.
Tipo de Hibrida Particional
Clasificacion
Criterios Cantidad de lados iguales y cantidad de angulos rectos.

Consideran todos los posibles cuadrilateros que satisfacen las

Actividad 4

Observaciones o ,
condiciones de cada categoria creada.

Analizar el cardcter particional o jerarquico de las clasificaciones que produjeron los estudiantes junto
con la elaboracién de este cuadro nos posibilitd detectar una cuestion que si bien la habiamos
considerado en nuestras discusiones y en el andlisis a priori que realizamos, no formd parte de las
previsiones. La magnitud de esta dificultad que a continuacién describimos, se fue manifestando a
través de la implementacién y el andlisis de las producciones de los estudiantes.

En las actividades 2 y 3, considerar los cuadrilateros por sus nombres convencionales, es decir por los
nombres correspondientes a una clasificacidon de acuerdo al paralelismo de los lados, representd un
gran obstdculo para dar origen a clasificaciones de acuerdo a otros criterios.

Esto se evidencia por ejemplo en la actividad 2, donde los estudiantes afirman que hay figuras como
ser el trapecio, que estan incluidas en muchas categorias a la vez, generando poca claridad en la
organizacion: los trapecios estan incluidos en “ningin angulo recto” y en “dos angulos rectos”. Esto se
debe a que las figuras conservan el nombre de acuerdo a una clasificacidon segun otros criterios - el
paralelismo de lados- pero en este caso representan figuras de distinto tipo por tener caracteristicas
distintas de acuerdo a sus angulos. Asi, si bien en la clasificacién hay nombres de figuras que se repiten
en varias categorias, la misma es de cardacter particional. A simple vista pareceria una contradiccién,
sin embargo no lo es, por el motivo que expresamos previamente: dichas figuras, si bien poseen el
mismo “nombre”, son figuras distintas en relacion con las propiedades con las cuales se organizaron.

También encontramos evidencias de esto mismo en afirmaciones que realizaron los estudiantes al
finalizar la Actividad 3, donde concluian que agrupar los cuadrilateros de acuerdo a sus diagonales no
resulta una forma “adecuada” de organizarlos, pues no es “facil” describirlos a partir de sus
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diagonales. A modo de ejemplo, los estudiantes mencionaron el caso del trapezoide (ver imagenes 19,
20 y 21): se encuentra en muchas categorias a la vez y, al mismo tiempo, al analizar la posicién y
longitud de sus diagonales no podian describir una caracteristica general que los diferenciara de otras
figuras. Aqui podemos ver cémo esta interfiriendo la clasificacion convencional a partir del paralelismo
de lados, en la que todos los trapezoides estarian agrupados en una misma clase. Ahora, los criterios
con los cuales se clasifica son la longitud y la posicion relativa de las diagonales, es decir, las figuras
estan definidas y agrupadas segun otras propiedades, de modo que dos trapezoides con distintas
caracteristicas en relacidon con sus diagonales serian figuras pertenecientes a categorias diferentes.
Por ejemplo, no representan el mismo tipo de figuras trapezoides de diagonales perpendiculares y
trapezoides de diagonales no perpendiculares, aun cuando ambos carecen de lados paralelos. Asi
mismo, un trapecio isésceles y un rectangulo no cuadrado estarian incluidos en la misma categoria,
por tener ambos diagonales de igual longitud no perpendiculares.

Consideramos que este tipo de actividades se veria potenciado si a las figuras se les otorgara un nuevo
nombre en cada una de las distintas clasificaciones, como se describe en el capitulo 4 del Documento
de Geometria para Nivel Medio (2007) a propdsito del problema de los puntos medios de los lados de
un cuadrildtero al hablar de “rectidiagonales”, que forma parte de nuestros antecedentes de
investigacion. llustramos con un ejemplo para nuestro caso:

I=
G

Los cuadrilateros ABCD y EFGH tienen sus diagonales de igual longitud y perpendiculares, por lo cual
estarian en una misma categoria y podrian denominarse por caso “equi-rectos”. Y en el caso en que
una diagonal interseque a la otra en su punto medio, podria afiadirse la denominacién “doble punto”,
o si una sola interseca a la otra en su punto medio seria “punto” y en el caso en que ninguna de las
diagonales cortara a la otra en su punto medio, “cero punto”. De modo que el cuadrilatero ABCD se
denominaria en esta nueva clasificacidn “equi-recto cero punto” y el EFGH se denominaria “equi-recto
punto”. Los dos ejemplos anteriores representan figuras distintas, con caracteristicas distintas, alun
cuando ambas coinciden en no tener ningun par de lados paralelos y se llaman “trapezoides” en la
clasificacidn segun el paralelismo de los lados.

Cabe aclarar que este trabajo no fue propuesto a los estudiantes en esta ocasion, como asi tampoco
se trata de una necesidad derivada de la actividad, pues el foco no estuvo en analizar si las
clasificaciones que producian eran jerarquicas o particionales, sino que en esta primera
implementacion priorizamos que los estudiantes exploreny analicen los cuadrilateros, y experimenten
las clasificaciones como procesos. De haber analizado con los estudiantes esta tarea de otorgar
nombres, se habria puesto en tensidn esta cuestion de que por mas que una figura parezca pertenecer
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a varias categorias a la vez, las clases son disjuntas y en consecuencia la clasificacion es particional. A
su vez, evidenciamos en las primeras actividades que los estudiantes desconocian propiedades de los
cuadrilateros, e incluso algunos cuadrilateros, y tal vez entrar en este juego requiere de un dominio
mas avanzado de los cuadrildteros y de sus propiedades, incluso de la clasificacion de acuerdo al
paralelismo de lados, para poder distinguir ambas y el razonamiento que se realiza.

Aun asi, consideramos que en una nueva implementacidon nos gustaria incluir esta tarea de otorgar
nuevos nombres, por ejemplo en un estadio avanzado de la secuencia, y dependiendo también de los
saberes que el grupo tenga disponible. Pensamos que despegarse de los nombres tradicionales al
clasificar segln otros criterios puede ayudar a los estudiantes a desarmar la concepcion de que otras
clasificaciones no son adecuadas pues hay figuras que pertenecen a varias categorias a la vez

6.5.2. Actividad 5 - Definiciones y clasificaciones elaboradas por los estudiantes

Para abordar la consigna de elaborar una definicidon para cada uno de los cuadrilateros trabajados,
teniendo en cuenta las organizaciones realizadas en las actividades anteriores, los estudiantes
realizaron primero una clasificacion en forma de diagrama y a partir de éste procedieron a la
construccion de las definiciones.

Si bien la consigna de la actividad 5 solo solicitaba que formulen una definicidn, los estudiantes
relacionaron la definicidn con la clasificacidn de cuadrilateros, procesos que tal como hemos descrito
no son independientes uno del otro.

Para analizar las clasificaciones y definiciones que formularon los estudiantes, tomaremos como
insumos las producciones de los grupos 1y 3 en la actividad 5 de la secuencia. Cabe aclarar, como ya
mencionamos anteriormente, que seleccionamos estos grupos ya que son los dos que trabajaron con
todas las actividades de la secuencia.

Analizaremos las producciones de cada grupo por separado para poder caracterizar detenidamente
las definiciones que produjeron, a partir del registro de la clase, el afiche y las definiciones elaboradas.

Grupo 1

Comenzaremos con el grupo 1 que en esta clase también fue una fusidn entre integrantes de los
grupos 1 y 2. La clasificaciéon que realizaron (presentada en el afiche y también en word) y las
definiciones que formularon (escritas por el grupo también en un documento word), son las
siguientes:

Imagen 30
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Paralelismo

2 pares de lados paralelos: paralelogramo, (rombo, cuadrado y rectangulo).
1 par de lados paralelos: trapecio.

Ningun lado paralelo: trapezoide, romboide.

Paralelogreme Rectdngulo: 4 dngulos rectos Cuandeo se cumplen las dos condiciones

Rombo: 4 lados |guales se forma un cuadrado.

Definiciones elaboradas por el grupo 1

Cuadrado: Necesita cumplir con la condicion de tener 4 lados iguales y sus 4 dngulos rectos.
Rectdngulo: Necesita tener 4 dngulos rectos y 2 pares de lados iguales y diferentes entre si.
Rombo: Necesita tener 4 lados iguales.

Romboide: Necesita 2 pares de lados iguales y ningun lado paralelo.

Trapecio: Necesita 1 par de lados paralelas

Paralelogramo: Necesita 2 pares de lados paralelas.

Trapezoide: Necesita tener 4 lados sin importar la longitud, pero no puede tener paralelas.

Este grupo manifiesta que el criterio que seleccionaron para realizar la clasificacion es la cantidad de
lados paralelos que tienen los cuadrilateros. De este modo, definen tres categorias: dos pares de lados
paralelos, un par de lados paralelos y ningln par de lados paralelos, y dentro de cada una de estas
categorias, diferencian cuadrilateros que se ubican alli.

Podemos afirmar que todo el trabajo con la secuencia permitié que los estudiantes formulen
definiciones del tipo descriptivas (también llamadas “a posteriori”): De Villiers (1994), recuperando a
Freudenthal (1973), expresa que “La definicidn descriptiva describe un objeto ya conocido sefialando
algunas propiedades caracteristicas". (p.2) Cuando se define a posteriori un concepto, se entiende que
éste y sus propiedades se conocen desde hace algun tiempo, y solamente se enuncian después.

Pero a la vez, también se observan otros procesos propios de la construccion de definiciones
constructivas (a priori), como el de especializacién, que tuvo lugar fuertemente en este grupo. Por
ejemplo, dentro de los paralelogramos definen constructivamente, a partir de un proceso de
especializacion, al rectangulo, rombo y cuadrado.

El proceso de especializacidn tiene lugar en este grupo, pues como observamos en el primer extracto
del Word presentado por los estudiantes, reconocen que tanto el rectangulo como el rombo y el
cuadrado tienen dos pares de lados paralelos, pero que cada uno de ellos tiene ademas otras
caracteristicas. En el caso del rectangulo, los estudiantes reconocen que es un paralelogramo que
tiene como condicién necesaria que todos sus dngulos sean rectos, y en el caso del rombo todos sus
lados iguales, y que si alguna figura cumple con las condiciones del rombo y del rectangulo, entonces
es un cuadrado. No obstante esta cuestion no aparece en las definiciones que logran expresar en el
segundo extracto.
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De igual manera especifican dentro de la familia de los trapecios, al trapecio rectangulo, requiriendo
como condicion extra que posea un angulo recto, y a otros trapecios excluyendo la posibilidad de que
tengan dngulos rectos; y dentro de la familia de los trapezoides al romboide, adicionando la condicién
de poseer dos pares de lados iguales. Sin embargo, no establecen la condicidon de que deben ser
distintos entre si.

Observamos que las definiciones de trapezoide y trapecio son, de acuerdo a Rey Pastor y Puig Adam
(1948), definiciones negativas, pues caracterizan a los elementos definidos por la carencia de alguna
propiedad: el trapezoide estd caracterizado por la carencia de lados paralelos y un caso particular de
trapecio (explicitada la definicidn solo en el afiche) por la carencia de dngulos rectos. El resto de los
casos son definiciones positivas.

Analizaremos a continuacion si las definiciones que enunciaron los estudiantes satisfacen la condicion
de minimalidad segun Calvo (2001), quien expresa que esta se refiere al hecho de que una definicidn
no incluya informacién redundante. Cuando este es el caso se las denomina definiciones econdmicas.
También analizaremos si las definiciones que elaboraron generan una clasificacién particional o
jerdrquica en términos de De Villiers (1994).

En las tres grandes categorias que inicialmente definen de acuerdo al paralelismo de los lados, para
indicar las condiciones minimas que debe satisfacer un cuadrilatero para ser paralelogramo, trapecio
o trapezoide, si bien no es explicito, consideran la cantidad exacta de pares de lados paralelos, por lo
cual podriamos afirmar que estas tres categorias son excluyentes, es decir del tipo particional. Sin
embargo, si recuperamos expresiones de los estudiantes como ser: “un trapecio solo puede tener un
solo par de lados paralelos, pues en caso contrario se convertiria en un paralelogramo”, podemos ver
que a pesar de la formulacion de las categorias disjuntas, los estudiantes estdn teniendo un incipiente
pensamiento inclusivo, en el sentido de que una figura puede “convertirse” en otra de acuerdo a las
condiciones que satisfaga.

Dentro de la familia de los paralelogramos, definen al rombo y al rectangulo. La definicién de rombo
es minimal, pues solamente enuncian como condicién necesaria la igualdad de todos sus lados. Y a su
vez es jerarquica, pues no excluye la posibilidad de que el rombo posea todos sus dngulos iguales. Sin
embargo, la enunciacion de la definicién de rectangulo presenta algunas contradicciones internas:
postulan que debe tener cuatro angulos rectos y dos pares de lados iguales y diferentes entre si, lo
cual excluye la posibilidad de que el rectangulo pueda ser cuadrado, pero tanto en el afiche como en
el diagrama no incluyeron esta restriccion. Al revisar las discusiones al interior del grupo de
estudiantes encontramos que la intencién fue generar una clasificacién jerarquica, pues expresaron
que si una figura cumple con las condiciones del rectangulo y del rombo, entonces esa figura es un
cuadrado y que el cuadrado cumple con las condiciones de ambos. Por eso las flechas de vuelta
(dejaron sin agregar la flecha en sentido del cuadrado al rombo, aun cuando discutieron al respecto y
hubo acuerdo. Entendiendo que las flechas indican "puede ser"). Al incorporar la condicion de cuatro
angulos rectos, y no solo uno, formulan una definicidon con informacién redundante, asi como también
al incorporar condiciones acerca de la longitud e igualdad de sus lados.

De igual modo, en el caso del cuadrado, al enunciar la necesidad de que posea 4 angulos rectos ademas
de 4 lados iguales, cuando uno solo seria suficiente, deja de ser una definicién minimal pero si lo es
del tipo jerarquica.

Para el caso de los trapecios, si bien en el diagrama distinguen al trapecio rectangulo mediante el
proceso de especializacion, no elaboran una definicién del mismo. En el diagrama podemos ver
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también que diferencian los trapecios rectangulos, que son aquellos que tienen un angulo recto, de
los que no tienen ninguno.

Al analizar las definiciones de trapecios observamos que consideraron un conjunto minimal de
condiciones: un angulo recto y que las dos subcategorias que generaron son disjuntas, por lo tanto
son del estilo particional. Sin embargo, un trapecio rectdngulo es un caso particular de un trapecio
mas general, por lo tanto también hay jerarquia en el planteamiento.

Por otro lado, observamos que en la definicién de trapezoide incluyeron como informacion la
condicién de ausencia de lados paralelos y la cantidad de lados que debe poseer, la cual resulta
redundante. También, a partir del proceso de especializacién, definen al romboide como “Necesita 2
pares de lados iguales y ningun lado paralelo”. En este caso, la informacidon acerca de la cantidad de
lados iguales por si sola es insuficiente, pues podrian ser consecutivos u opuestos. Por otro lado,
mencionar nuevamente la ausencia de lados paralelos resulta informacién redundante dado que el
romboide es un caso particular del trapezoide y en consecuencia hereda sus propiedades. Sin
embargo, ambas condiciones se complementan para definir correctamente al romboide.

Si consideramos los aportes de Govender y De Villiers (2002), quienes consideran definiciones
incorrectas a aquellas que contienen propiedades incorrectas o insuficientes, podemos afirmar por lo
antes analizado, que en todos los casos los estudiantes definieron de forma correcta a los
cuadrilateros.

Una cuestion central que notamos en la produccién de este grupo es que si bien desarrollaron un
pensamiento jerarquico que quedd reflejado en un diagrama organizado y claro para la clasificacion,
no quedod plasmado de la misma forma en las definiciones que elaboraron. Realizamos esta afirmacion
en base a que las definiciones que redactaron no dan cuenta de la jerarquia con la que fueron
pensados en la clasificacién que ellos mismos produjeron. Por ejemplo, al definir al rectdngulo como

o
|

“Necesita tener 4 dngulos rectos y 2 pares de lados iguales y diferentes entre si”, no se visibiliza que
se estd considerando al rectdngulo como un caso particular de paralelogramo. Algo similar sucede con
las definiciones de cuadrado, rombo y romboide. Asimismo, las propiedades que usan para definir
rectangulo, cuadrado, rombo y romboide generan informaciéon redundante en relacidon con el

paralelismo de lados que posee cada cuadrilatero.

Cabe resaltar que los estudiantes enunciaron las definiciones en forma de condiciones que una figura
necesita para ser de un determinado tipo, en lugar de enunciar las caracteristicas que posee, como
usualmente se encuentran definidas en libros de texto. Por ejemplo, en Tirao (1979), que analizamos
en el capitulo 3, encontramos un estilo de definicion muy usual: “Un cuadrildtero se llama
paralelogramo si sus lados opuestos son paralelos”. Sin embargo, los estudiantes redactan qué
condiciones necesita una figura para ser un paralelogramo: “Paralelogramo: Necesita 2 pares de lados
paralelas”.

Esta forma de redaccidon puede estar vinculada con la discusidn que se dio en la clase y con las
intervenciones del docente, que cuestiond explicitamente cuales son las condiciones minimas “que
necesita” satisfacer una figura para ser definida como tal. A su vez, es una primera aproximacion a la
escritura de definicion y esta forma de redaccion, podrd ser mejorada en el sentido del rigor
matematico a partir del acompafiamiento del docente.
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Grupo 3

Este grupo también seleccioné como criterios para clasificar los cuadrilateros al paralelismo de lados,
cantidad de dangulos rectos y cantidad de lados iguales. La clasificacién y las definiciones que
elaboraron son las siguientes:

Imagen 31

Definiciones elaboradas por el grupo 3

Paralelogramo: dos pares de lados paralelos y dos pares de dngulos iguales no rectos.
Rectdngulo: dos pares de lados paralelos y distintos entre si, y todos sus dngulos interiores rectos.
Cuadrado: dos pares de lados paralelos, cuatro lados iguales y todos sus dngulos interiores rectos.
Rombo: dos pares de lados paralelos, dos pares de dngulos iguales no rectos y cuatro lados iguales.
Trapecio: tiene un par de lados paralelos, y dentro de esta categoria:

- Trapecio isdsceles: un par de lados paralelos y los dngulos que se forman sobre los lados

paralelos iguales.

- Trapecio rectangular: un par de lados paralelos y dos dngulos rectos.
Romboide: Ningun par de lados paralelos, tiene dos pares de lados consecutivos iguales y dngulos
iguales.
Trapezoide: Ningun par de lados paralelos.

Cabe mencionar que notamos una evolucién en las producciones de ambos grupos en esta actividad
final, ya que en los diagramas que realizaron en esta instancia ambos grupos se ve una estructura
mucho mas organizada que en las actividades anteriores. A su vez, también observamos que en este
grupo hay mas coherencia que en el anterior entre las definiciones que elaboraron y el diagrama en
el cual plasmaron la clasificacion.

En la produccidn de este grupo observamos que los estudiantes no incluyeron en el diagrama que
corresponde a la clasificacidon a todos los cuadrildteros que definieron. Por ejemplo, dentro de la
categoria trapecio, los estudiantes definieron al trapecio isdsceles y al trapecio rectangular, sin
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embargo no los incluyeron en el diagrama. A su vez, también observamos que en el diagrama, en la
categoria dos pares de lados paralelos, organizan a los cuadrildteros de acuerdo a dos criterios: “dos
pares de lados opuestos iguales” y “cuatro lados iguales”, sin embargo el primero de ellos no fue
mencionado en las definiciones de rectangulo y paralelogramo. Para mantener un orden, a
continuacién analizaremos las definiciones de cada uno de los cuadrildteros que los estudiantes
redactaron.

Los estudiantes definieron tres grandes categorias de acuerdo a la cantidad de lados paralelos que
poseen los cuadrildteros: “dos pares de lados paralelos”, “un par de lados paralelos” y “ningun par de
lados paralelos”. Considerando las discusiones al interior del equipo podemos afirmar que las mismas
fueron pensadas de forma excluyente, es decir que los cuadrilateros tengan exactamentee la cantidad

de pares de lados paralelos que indican.

Al compartir en la clase cual fue el proceso que transitaron, los estudiantes expresaron que:
“empezamos como desde lo mds general, que eran los lados paralelos a lo mds especifico de cada
figura”. Esto confirma que también este grupo definid los cuadrilateros, en términos de De Villiers
(1994), de forma constructiva y mediante un proceso de especializacién. Dentro de la categoria “dos
pares de lados paralelos” dieron definiciones para rectdngulo, paralelogramo, cuadrado y rombo;
dentro de “un par de lados paralelos”, para trapecio, trapecio isésceles y trapecio rectangular, y
finalmente dentro de la categoria “ningun par de lados paralelos”, para trapezoide y romboide.
Tanto el rectdngulo, como el paralelogramo, cuadrado y rombo son especializaciones de “dos pares
de lados paralelos distintos entre si”, por lo que para definir al rectangulo establecieron como
condicidn extra que tenga todos sus angulos rectos. En el paralelogramo adicionan a los dos pares de
lados paralelos distintos entre si, que tenga dos pares de angulos iguales no rectos; en el cuadrado
que todos sus lados iguales y todos sus angulos interiores rectos y por ultimo en el caso del rombo
requieren ademads que posea dos pares de angulos iguales no rectos y cuatro lados iguales.

En la categoria “un par de lados paralelos” encontramos que los estudiantes adicionan propiedades al
cuadrilatero general que es el trapecio y dan origen a dos casos particulares: trapecio isésceles y
trapecio rectangular. Para definir al trapecio isésceles agregan como condicidén que los dngulos que se
forman sobre los lados paralelos sean iguales y en el caso del trapecio rectangular adicionan como
condicidn que posea dos angulos rectos. Y por ultimo en la categoria “Ningun par de lados paralelos”,
en el caso del romboide adicionan como condicién que posea un par de lados consecutivos iguales.
Considerando los aportes de Rey Pastor y Puig Adam (1948), observamos que las definiciones de
paralelogramo, rombo, rectangulo, romboide y trapezoide serian definiciones negativas, pues
incluyen la carencia de alguna propiedad. En los casos de paralelogramo y rombo carecen de angulos
rectos; en el rectdngulo por la carencia de pares de lados de la misma medida, y en el caso de romboide
y trapezoide, de lados paralelos.

Analizaremos, tal como hicimos con el grupo 1, si las definiciones que enunciaron los estudiantes
satisfacen la condicién de minimalidad segun Calvo (2001), si son incorrectas de acuerdo a Govender
y De Villiers (2002) y también si generan una clasificacién particional o jerdrquica en términos de De
Villiers (1994).

Comenzamos analizando las definiciones de los cuadrildteros dentro de la categoria: “Dos pares de
lados paralelos”. Es importante mencionar que los estudiantes no le asignaron nombre a esta clase de
cuadrilateros, por lo que al definir cada figura indican la necesidad de que posea dos pares de lados
paralelos. En este sentido, el paralelogramo fue definido como “dos pares de lados paralelos y dos
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pares de dngulos iguales no rectos”. Al intentar restringir la presencia de dngulos rectos, mencionan
dos pares de angulos sin especificar si son opuestos o consecutivos. Si bien esta informacion es
insuficiente, no genera una definicion incorrecta en términos de Govender y De Villiers (2002), debido
a que es informacién redundante, dado que la condicién minima que se deberia requerir es solamente
un angulo no recto (pues a partir de ésta puede deducirse el resto). Por lo tanto, esta definicidn al
contener informacién redundante, es una definicion no econémica. Por otro lado, al incorporar dicha
restriccion se anula la posibilidad de que por ejemplo un rectangulo satisfaga las condiciones de un
paralelogramo, por lo que genera una clasificacion particional.

El rectangulo fue definido como “dos pares de lados paralelos y distintos entre si, y todos sus dngulos
interiores rectos”. Podemos afirmar que no es una definicion minimal dado que enuncian como
condicién que todos sus dngulos interiores sean rectos, cuando partiendo del paralelismo de sus lados
basta con exigir que solo uno lo sea para deducir el resto. Si bien es cierto que esta definiciéon no es
minimal, aporta mas claridad hablar de cuatro angulos rectos que de uno solo. Estas son cuestiones a
tener en cuenta desde un punto didactico y no meramente ldgico matematico. Al exigir que los pares
de lados paralelos sean distintos entre si, se excluye la posibilidad de que un cuadrado satisfaga las
condiciones del rectangulo, por lo tanto da origen a una clasificacidn del tipo particional y la definicién
enunciada es correcta en términos de Govender y De Villiers (2002).

El rombo fue definido como “dos pares de lados paralelos, dos pares de dngulos iguales no rectos y
cuatro lados iguales”. En este caso, al igual que en el paralelogramo, los estudiantes intentaron
restringir que tenga dngulos rectos mencionando dos pares de angulos no rectos, sin embargo no
especifican si los pares de dngulos son opuestos o consecutivos. Si bien es insuficiente, tampoco en
este caso genera una contradiccion, se trata de informacidén redundante. En este caso es suficiente
con restringir que solo uno de los angulos no sea recto, motivo por el cual la definicién no es
econdmica, pero si es correcta en términos de Govender y De Villiers (2002). Al exigir la ausencia de
angulos rectos, se excluye la posibilidad de que el cuadrado satisfaga las condiciones del rombo, por
lo tanto genera una clasificacion del tipo particional.

El cuadrado fue definido como: “dos pares de lados paralelos, cuatro lados iguales y todos sus dngulos
interiores rectos”. En este caso la condicidon necesaria y suficiente para definir al cuadrado, ademas
de los cuatro lados iguales, es la presencia de un angulo recto, en consecuencia al exigir los cuatro no
representa una definicion econdmica, pues contiene propiedades que pueden deducirse. La definicidon
elaborada es correcta en términos de Govender y De Villiers (2002). En cuanto al tipo de clasificacion
gue genera, al considerar el resto de las definiciones elaboradas, observamos que el cuadrado no
cumple con las condiciones de ningun otro cuadrilatero, por lo tanto la clasificacion es particional.

Avanzamos ahora en el andlisis de la categoria “un par de lados paralelos”, que si bien no es explicito
en la redaccidn, al analizar los didlogos al interior del grupo encontramos evidencia de que consideran
exactamente solo un par de lados paralelos. Los estudiantes tampoco asignaron un nombre a esta
categoria, por lo que al definir los cuadrilateros que pertenecen a ella mencionan en cada caso la
propiedad de tener un par de lados paralelos.

Definieron al trapecio como: “tiene un par de lados paralelos”. Esta definicidn no posee informacion
redundante, por lo que podemos decir que es econdmica y también es correcta n términos de
Govender y De Villiers (2002), pues no contiene ninguna condicién errénea. En este caso, podemos
observar que esta definicién da origen a una clasificacion del estilo jerdrquica, pues figuras con
propiedades mas especificas estaran incluidas en esta categoria.
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Si bien no esta incluido en el diagrama, el trapecio isdsceles fue definido como: “un par de lados
paralelos y los dngulos que se forman sobre los lados paralelos iguales”. A pesar de que la definicidn
no contiene informacién redundante, no es suficiente la condicién que establecen sobre la igualdad
de angulos. Si los dngulos iguales fueran consecutivos (adyacentes ambos a uno de los lados iguales)
u opuestos, la figura definida seria un rectangulo y esto contradiria la condicion de que esta familia
posea un solo par de lados paralelos. Por lo tanto, podemos afirmar que esta definicidn es incorrecta
en términos de Govender y De Villiers (2002), por falta de precisidon en las condiciones enunciadas.

El trapecio rectangular fue definido de la siguiente manera: “un par de lados paralelos y dos dngulos
rectos”. En este caso, la definicion tampoco contiene informacién redundante, pero es insuficiente.
No aportan detalle en relacién a qué angulos deben ser rectos, por lo que admitiria que los angulos
rectos sean adyacentes a uno de los lados paralelos y nuevamente la figura definida seria un
rectangulo. Por lo cual esta definicién es incorrecta en términos de Govender y De Villiers (2002).

La ultima categoria que definieron es “Ningun par de lados paralelos”, a la cual tampoco le asignaron
nombre. En el diagrama vemos que diferenciaron dos tipos de cuadrilateros dentro de ésta: Romboide
y Trapezoide. Analizamos a continuacidn las definiciones elaboradas.

El trapezoide fue definido como: “Ningun par de lados paralelos”. Como no ofrece informacion
redundante podemos afirmar que la definicién es econdmica. Ademas es correcta en términos de
Govender y De Villiers (2002). Sin embargo, no podemos asegurar que dé origen a una clasificacién
jeradrquica, pues al definir romboide como un cuadrildtero especial de los que no tienen lados
paralelos, interpretamos (también a partir de la organizacidn del diagrama) que esta categoria no
incluye a aquellos que tienen dos pares de lados consecutivos iguales, generando dentro de esta
categoria subcategorias disjuntas: trapezoides y romboides.

Por otro lado, el romboide fue definido de la siguiente manera: “Ningun par de lados paralelos, tiene
dos pares de lados consecutivos iguales y dngulos iguales”. Esta definicion contiene informacién
redundante y ademas insuficiente, por lo cual no es econdmica y tampoco correcta en términos de
Govender y De Villiers (2002). Redundante ya que a partir de la condicidn de igualdad de lados se
puede deducir la igualdad de dngulos, e insuficiente pues no especifican que los pares de lados iguales
deben ser distintos entre si, dando lugar de este modo a que esta definiciéon abarque por ejemplo al
cuadrado o rombo contradiciendo de este modo, la ausencia de lados paralelos.

En sintesis, los estudiantes formularon tres definiciones incorrectas en términos de Govender y De
Villiers (2002), las de trapecio isdsceles, trapecio rectangulo y la de romboide. En los tres casos se las
considerd incorrectas por ser insuficiente la informacién que incluyen en la misma, y no por la
inclusion de propiedades incorrectas.
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Capitulo 7: Conclusiones

7.1. Acerca del funcionamiento de la secuencia en la implementacion

Los objetivos que perseguimos en cada una de las actividades y con la secuencia completa
consideramos que fueron logrados, tal como hemos descrito en el capitulo 7 donde realizamos el
analisis a posteriori.

Los estudiantes recuperaron sus conocimientos acerca de cuadrilateros, los pusieron en discusion y
en todos los casos construyeron conocimientos nuevos. En cada actividad analizaron propiedades
distintas de los cuadrilateros y formularon una definicidn para cada uno de ellos, consideraron cudles
condiciones son necesarias para realizarlos y/o caracterizarlos. También compararon figuras y
establecieron semejanzas y diferencias.

Observamos que los estudiantes conocian muy poco acerca de algunos cuadrildteros, como por
ejemplo los trapecios, trapezoides y los cdncavos (en los cuales no profundizamos). En la primera clase
los estudiantes manifestaron no conocer por ejemplo los trapezoides y cuadrilateros céncavos, incluso
en la clase 4 encontramos por ejemplo un didlogo en el que los estudiantes expresaron que un
trapezoide era un cuadrilatero con todos los lados desiguales; sin embargo, en el transcurso de las
actividades, lograron describirlos, establecer que pueden tener hasta tres lados iguales, entre otras
propiedades, y caracterizarlos en algun grado. A su vez, en el caso del trapecio, en la primera clase
solo los caracterizaban por tener un par de lados paralelos y luego establecieron propiedades en
relacion a sus angulos, diagonales y cantidad de lados iguales.

En los casos de los paralelogramos, rectangulos, cuadrados y rombos, cuadrildteros que eran
“conocidos” por los estudiantes, en el sentido en que los podian diferenciar de otros, en general solo
reconocian propiedades como el paralelismo de lados, igualdad de lados y presencia de dngulos
rectos. Observamos que en el transcurso de las clases profundizaron el estudio de los mismos,
caracterizando sus diagonales e incluso uno de los grupos desarrollé un razonamiento asociado a
definiciones jerarquicas, considerando que los cuadrados son un caso particular de los rombos vy
rectdngulos, y estos ultimos de los paralelogramos.

Esto nos da evidencia de que la imagen conceptual que los estudiantes poseian de cada uno de los
cuadrildteros que se estudié fue enriquecida a lo largo del desarrollo de la secuencia.

Consideramos que a partir de la implementacidn, los estudiantes construyeron la idea de que hay mas
de una definicidn posible para cada cuadrilatero, y que todas pueden ser correctas, dado que las
mismas son elaboradas poniendo de relieve una u otra caracteristica de los mismos.

Por otro lado, también logramos que los estudiantes sean conscientes de que el proceso que
transitaron les permitié caracterizar los cuadrilateros analizando distintas propiedades que poseen, y
principalmente que experimenten que las definiciones surgen como producto de este proceso y no
como punto de partida.

Nos resulta interesante mencionar que, si bien lo habiamos anticipado en el andlisis a priori, no
constituia parte de los objetivos que en la ultima actividad los estudiantes clasifiquen y definan a los
cuadrilateros de acuerdo al paralelismo de los lados. Esto pone de manifiesto el peso que aun tiene
en ellos “lo aprendido” en la escuela, sobre “lo nuevo” que abordamos en esta secuencia.

En relacién con esto, consideramos que no es casual que los estudiantes hayan formulado una
clasificacidn de acuerdo al paralelismo de los lados de los cuadrilateros, ya que ellos buscaban generar
una clasificacién clara, sencilla y ordenada vy, utilizando los nombres convencionales de los
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cuadrilateros, el Unico criterio que se los permitiria es el mismo paralelismo. Las clasificaciones que
generaron de acuerdo a otros criterios, no les resultaron claras, argumentando que una misma figura
pertenecia a muchas categorias a la vez. Sin embargo, valoramos que a pesar de que no se despegaron
de la clasificacion de acuerdo al paralelismo de lados, el trabajo con la secuencia les posibilitd otra
mirada al respecto, y fundamentalmente, el reconocimiento de que esta forma y estos criterios de
clasificacion, no son los Unicos.

Por otra parte, tampoco formd parte de nuestros objetivos que los estudiantes elaboren
clasificaciones jerarquicas; sin embargo, las tareas que se propusieron fueron abriendo el camino para
gue puedan realizarlo.

En el proceso que transitamos en esta investigacion, lo que describimos anteriormente fue algo que
nos llevd, a mi como investigadora y a mis directoras, a cuestionarnos el papel que queriamos que
tengan las clasificaciones jerarquicas: énos interesaba generar una propuesta que apuntara a la
construccion de clasificaciones jerarquicas? ¢Cual era la riqueza didactica de este trabajo? En este
sentido, priorizamos dar origen a una propuesta que posibilite que los estudiantes construyan
diferentes clasificaciones y a partir de ellas, promover un ambiente de reflexion en el que se discutan
semejanzas y diferencias entre ellas. Ademas de cuestionar cdmo se ve modificado el trabajo con las
demostraciones de propiedades si parto de universos de cuadrildteros particionales o jerarquicos,
entre otras posibles acciones.

7.2. Conclusiones generales

A modo de conclusién general de esta investigacién, podemos mencionar que la Teoria de Situaciones
fue un marco tedrico que nos permitid visibilizar cuestiones en relacién con el disefio, el andlisis y la
implementacion de la secuencia didactica, que posiblemente de otro modo no hubiéramos tenido en
cuenta o al menos no de forma tan consciente. Asi es que pensamos en situaciones que promuevan
que los estudiantes realicen tareas propias del quehacer matematico, que consideren y sean
necesarios los saberes que tienen disponibles, y que a su vez éstos sean el punto de partida para
generar nuevos; también anticipamos posibles decisiones que los estudiantes podrian tomar para
resolver los problemas, las posibles intervenciones y gestion de la clase por parte del docente.

El estudio didactico realizado acerca de las definiciones y clasificaciones junto con el analisis de libros
y la revisidn de antecedentes realizados en los capitulos 3 y 4, nos permitieron profundizar en nuestro
objeto de estudio, reconocer dificultades en su ensefianza y conocer una visidn del tratamiento que
se dio a las definiciones y clasificaciones de cuadrilateros en libros de texto presentes en los programas
de catedras de Geometria para las carreras de Profesorados de Matematica de nivel universitario
como de superior no universitario. Dicho estudio posibilitd observar el predominio del paralelismo de
lados como Unico criterio en las clasificaciones de cuadrilateros en los libros, asi como también
reafirmar la importancia y necesidad de que futuros docentes vivencien el proceso de construccién de
definiciones y clasificaciones. Este hecho modificd algunas ideas y propdsitos con las cuales
comenzabamos a plantear esta investigacidn, dejo de interesarnos la generacién de una propuesta de
ensefianza que continle replicando un tratamiento de cuadrildteros que de manera unilateral e
indiscutida es expuesto en libros de texto y comenzamos a hacernos preguntas como équé necesitan
los futuros docentes conocer acerca de las definiciones y clasificaciones de cuadrilateros? ¢Tiene
sentido clasificar cuadrilateros por el solo hecho de clasificarlos? ¢ Cudndo cobran sentido las tareas
de clasificar y definir?
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En este marco, con este insumo de base y a partir de estos cuestionamientos, disefiamos la secuencia
gue tuvo como propdsito propiciar la exploracidn de cuadrildteros, la clasificacion de acuerdo a
distintos criterios y como cierre la elaboracidn de distintas definiciones de los mismos.

A continuacién, recuperamos los objetivos que planteamos en el Capitulo 1 y describimos algunas
conclusiones respecto a ellos.

En primer lugar, retomamos los objetivos que definimos como secundarios, que resultaron en nuestro
caso imprescindibles para el logro de los primarios y que implicaban:
- Disefar e implementar una secuencia didactica que promueva la construccidn de diversas
clasificaciones y definiciones de cuadrilateros.
- Caracterizar y categorizar las clasificaciones y definiciones elaboradas por parte de futuros
profesores.
En relacién al primero de ellos, una de las primeras acciones fue el disefio de una secuencia didactica
compuesta por cinco actividades que, a partir de la exploracién de cuadrildteros y de poner el foco en
distintas propiedades de los mismos, promueva la creacion de distintas definiciones y clasificaciones.
Luego de realizar el analisis a priori que incluimos en el Capitulo 5, la implementamos con el grupo
de futuros docentes que describimos en el Anexo 2. El analisis del recorrido completo que
realizamos en el Capitulo 6 nos permitié tener una visién global del proceso por el que cada uno de
los grupos transitd durante la puesta en practica de la secuencia
A partir de este analisis elaboramos las conclusiones que presentamos a continuacién. Nos resulta
importante mencionar que las conclusiones a las que arribamos, si bien no son generalizables®*,
permiten comprender y describir posibles procesos de construccidén de los conocimientos.

El trabajo con la secuencia permitido que los futuros docentes exploren cuadrildteros, establezcan
propiedades, formulen definiciones y elaboren clasificaciones de acuerdo a distintos criterios,
consiguiendo de esta manera cumplir con uno de los objetivos que persigue la secuencia, que los
estudiantes sean conscientes de que las definiciones y las clasificaciones no son Unicas. Para que esto
suceda, las interacciones entre pares al interior de cada grupo y con la clase completa jugaron un papel
relevante.

Tomando como referencia los aportes de Cambriglia et al. (2010), podemos afirmar que la
metodologia de trabajo que seleccionamos, basada en la alternancia de momentos de trabajo al
interior de cada grupo y de momentos de intercambio con la clase completa, posibilité que las
interacciones entre los estudiantes se constituyeran en un medio de construccion de conocimientos,
ya que dieron lugar a que a partir de ellas se problematicen situaciones, se discutan conjeturas y se
establezca la validez de las mismas. Observamos que, a lo largo de los momentos de intercambio, los
estudiantes han asumido distintos roles en las interacciones, han sido emisores, receptores y
simultdaneamente intérpretes y productores de mensajes e informacion. Tal como afirman las autoras
mencionadas, el acto de interpretar conduce potencialmente a la produccién de algo nuevo que solo
es posible a partir de la produccién del otro, cuestion que hemos visto suceder cuando los estudiantes
tomaron las afirmaciones que otros elaboraron, las interpelaron, discutieron y dieron origen a otras
nuevas.

34 Uno de los motivos es el tamafio pequefio de la muestra, sumado a que estamos trabajando con un Gnico
caso, que hemos seleccionado por la posibilidad de acceder a él.
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Para responder al objetivo general en el que nos proponemos explorar y analizar el proceso de
elaboracidn de clasificaciones y formulacién de definiciones por parte de futuros docentes, analizamos
qué tipo de definiciones y clasificaciones formularon los estudiantes a lo largo del trabajo con la
secuencia. Uno de los principales puntos que nos interesa resaltar es que formularon clasificaciones
de acuerdo a distintos criterios: paralelismo de lados, cantidad de lados iguales, cantidad de angulos
obtusos, rectos y agudos que poseen los cuadrildteros, posicion relativa y longitud de sus diagonales
e incluso combinando simultdneamente algunos de estos, como ser paralelismo de lados, cantidad de
angulos rectos y lados iguales. Este trabajo nos resultd sumamente fértil, pues permitié que los
estudiantes exploren, profundicen y amplien lo que conocen de cada uno de los cuadrilateros y que
finalmente seleccionen aquellos criterios que les resultaron, al interior de cada grupo, apropiados para
formular definiciones y clasificaciones en la actividad final.

En cuanto a la seleccidn de criterios para clasificar cuadrilateros, observamos que el trabajo con cada
una de las actividades de la secuencia propicié que los estudiantes evallen y seleccionen aquellos que
daban lugar a una clasificacion ordenada y clara de todos los cuadrilateros estudiados. Si bien no era
nuestro objetivo, en la actividad de cierre, como ya mencionamos, en ambos grupos el criterio
principal seleccionado fue el paralelismo de lados.

En relaciéon con el tipo de clasificaciones que elaboraron, observamos que a lo largo de las primeras
cuatro actividades predominaron las del tipo particional, sin embargo, en la dltima actividad uno de
los grupos elabord una clasificacidon mixta, tanto del tipo jerarquica como particional, tal como la que
hemos visto en Puig Adam (1980).

Por otro lado, a pesar de que no consideramos el trabajo del grupo 4 debido a que los estudiantes no
estuvieron presentes en todas las clases, nos resulta de gran interés mencionar que, habiendo
trabajado en su cursado del afio anterior con una clasificacidn jerarquica de cuadrilateros, en esta
oportunidad formularon una clasificacién del estilo particional.

Las dos cuestiones que mencionamos anteriormente nos dan evidencias del gran peso que tiene en
los niveles primario y secundario la ensefianza de clasificaciones particionales, y ademads, como esto
puede convertirse en un obstaculo al momento de desarrollar un razonamiento mas ligado a lo
jerarquico en materia de clasificaciones.

Otra cuestién que resulta importante mencionar es que consideramos muy positivo el uso de
Geogebra en el desarrollo de la secuencia, pues brindd la posibilidad a los estudiantes, a través del
arrastre de elementos de los cuadrilateros, de obtener algunos que manifestaron no conocer, como
por ejemplo trapecios, trapezoides, cuadrildteros céncavos. A su vez, también promovié la
formulaciéon de conjeturas en relacién con la posibilidad o imposibilidad de construir figuras, en
relacién con las condiciones que deben cumplir ciertos elementos como las diagonales, los lados y
angulos. Esto, sin duda, fue una decisién acertada ya que, si no hubieran utilizado Geogebra,
posiblemente hubieran mantenido el foco de estudio solo en figuras que ya conocian.

A modo de cierre, no queriamos dejar de mencionar algunas cuestiones que generaron grandes
reflexiones en nuestro equipo. Una de ellas es qué nos dice nuestro lenguaje acerca de lo particular y
de la generalidad. Algunas preguntas que nos hicimos en torno a esto son: éicudl es la diferencia al
referirnos a “un” cuadrado, a “el” cuadrado o a “los” cuadrados? En estas preguntas se ven reflejados
el uso de cuantificadores y articulos, obstaculos que, como afirman distintos autores, forman parte de
la construccién de definiciones, y hasta nos atrevemos a afirmar que forman parte de la construccion

de imagenes mentales en los estudiantes. ¢ Cudl es la construccidn que un estudiante realiza cuando

109



afirma que “un cuadrado” tiene ciertas caracteristicas frente a otro que afirma que “los cuadrados” o
“todos los cuadrados”?

Consideramos que es un punto en el cual se debe hacer foco en el trabajo con futuros docentes, hacer
explicitas estas diferencias y hacerlos conscientes del uso del lenguaje en la construccion de
conjeturas, definiciones y validaciones.

Por ultimo, en esta investigacién asumimos la doble funcidn de docente-investigador. Esto tuvo como
ventaja que la implementacidn sea realizada por quien diseiid la secuencia y sus propdsitos, asi como
gue también el vinculo y contrato didactico ya estaba construido con los estudiantes. Sin embargo,
consideramos que obstaculizé la posibilidad de analizar imparcialmente la gestién del docente, al no
contar con la distancia necesaria de un observador.

Si bien hemos analizado el funcionamiento de la secuencia didactica en su implementacién, creemos
gue la misma se convirtio en el medio que nos posibilité conocer cdmo este grupo de futuros docentes
construyd saberes acerca de cuadrilateros, con qué dificultades se encontraron en el proceso y qué
tipo de definiciones y clasificaciones formularon.

7.3. Proximas implementaciones

El andlisis del funcionamiento de la secuencia en su implementacidn nos concedié la oportunidad de
reflexionar acerca de algunas cuestiones que pueden ser mejoradas para una préxima puesta en
practica.

Algunas modificaciones en las consignas y en las tareas que estas proponen, que no repetiremos en
este apartado, han sido descritas en el cuerpo del capitulo 6. Estos cambios tienen como propdsito
generar que las mismas sean mas abiertas, que no anticipen posibles soluciones y formas de proceder
y que favorezcan aun mas la toma de decisiones por parte de los estudiantes.

Consideramos que en una préxima implementacién seria necesaria una clase extra, nimero 6, en la
cual se trabaje en el analisis de las definiciones que se elaboraron. Si bien este trabajo fue realizado
en esta ocasién, no formd parte de la secuencia y en consecuencia del analisis. En un principio, como
investigadora me interesaba analizar los alcances y limitaciones de la secuencia, sin embargo como
docente de la materia resulté un trabajo fértil, no solo didacticamente sino matematicamente,
reflexionar en torno a lo elaborado. Consideramos entonces que en esta sexta clase serd interesante
analizar las definiciones que cada grupo elabord, compararlas, establecer diferencias si las hay, pulir
cuestiones que no estén claras, analizar si contienen informacién redundante, si son correctas o noy
analizar el caracter particional o jerarquico de las mismas. Para ello, si no se ha abordado antes, en
esta clase serd necesario compartir con los estudiantes los constructos tedricos para trabajar en base
a éstos.

Si la discusién lo amerita, serd interesante también que en esta clase se discuta el obstaculo que
descubrimos al implementar la secuencia: écdmo es posible que en una clasificacidon particional haya
figuras que pertenecen a distintas categorias?

El trabajo con este conflicto puede dar lugar a proponer una actividad extra cuya tarea consista en
otorgar nuevos nombres a las figuras de acuerdo a las propiedades que se estén considerando, tal
como hemos descrito en la Seccién 6.5.1.
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Por otro lado, al analizar las producciones de los estudiantes a lo largo de la secuencia y en la ultima
actividad, nos surge una cuestién interesante en la cual nos detendremos: é¢en qué medida el hecho
de que las figuras fueran conocidas fue un obstaculo para que los estudiantes formulen clasificaciones
y definiciones del estilo jerarquicas?

Hemos observado que los estudiantes consideraron por ejemplo con mayor frecuencia a los
romboides como caso especial de trapezoides, que a los cuadrados como casos de rectangulos.
También tuvieron lugar discusiones interesantes acerca de las condiciones que pueden satisfacer los
trapecios, figuras poco exploradas en su variedad, y el analisis de qué condiciones deberian satisfacer
para “convertirse” en otras figuras. En estos razonamientos observamos frutos del trabajo con la
secuencia, porque logrd que los estudiantes se corrieran de sus esquemas y vislumbraran categorias
inclusivas. Nos resulta importante mencionar que en estas situaciones es donde el docente deberia
dar el debido valor a estos pensamientos “inclusivos” para intentar generar un cambio en la mirada
de los estudiantes. Si bien no fue uno de nuestros objetivos y hubo intervenciones del docente que
acompafiaron este razonamiento por parte de los estudiantes, consideramos que seria algo
importante para considerar en la gestion del docente para una futura implementacién.

7.4. Futuras lineas de accion

En base a uno de los grandes obstdculos que en esta investigacidén encontramos, que es la utilizacién
de la denominaciéon de los cuadrildteros de acuerdo a la clasificacién de acuerdo al paralelismo de
lados en la construccién de clasificaciones a partir de otros criterios, es que consideramos que un
trabajo interesante para continuar es el desarrollo de una propuesta de ensefianza que promueva la
construccion de clasificaciones y de definiciones de figuras poco exploradas como los trapezoides, o
quizas los hexagonos, donde no hay nombres conocidos con anterioridad.

En base a lo que hemos analizado, consideramos que el estudio de figuras poco conocidas por los
estudiantes podria constituir un terreno fértil para la exploracién de sus propiedades y la formulacién
de criterios de clasificacién, pues es posible que no cuenten con saberes previos ni nombres acerca de
los mismos en los que apoyarse. De este modo se podria generar un dmbito libre de preconceptos
para la construccion de clasificaciones y definiciones, que permita un trabajo genuino de formulacidn
de conjeturas, de discusion y de validacidn.

Esto promovera también que se consolide el proceso de producciéon de definiciones como una
actividad propia de la matematica, tan importante y esencial como otras, asi como también que los
estudiantes visualicen que las definiciones son el producto de un proceso de exploracion y de estudio
de las figuras y no el punto de partida del conocimiento.

Otra linea de investigacidon que consideramos interesante para continuar profundizando, es el estudio
epistemoldgico de las definiciones y clasificaciones en matematica y en particular en geometria.

7.5 Aportes para la formacion docente

A partir del andlisis realizado en esta investigacion, consideramos que la experiencia con la secuencia
ofrecié un ambiente propicio para la discusidn y reflexiéon en torno a cuestiones, que mencionamos a
continuacién, y que constituyen, a nuestro criterio, un aporte significativo para el abordaje del tema
en la formacién de docentes.

- El vocabulario geométrico es una necesidad para comunicarse con otros estudiantes y con el
docente, para economizar en la descripcion de las figuras y para precisarlas.
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- Unafigura geométrica tiene unas propiedades que la diferencian de otrasy la caracterizan, de
esas propiedades seleccionamos algunas para clasificarlas y definirlas.

- Al contrastar ejemplos de figuras que cumplen ciertas propiedades con objetos que no, se
enriquecen las colecciones de ejemplos de manera que no incluyan Unicamente los casos
prototipicos.

- Laclasificacion de objetos geométricos no siempre es Unica, depende de las definiciones y de
los criterios de clasificacion. Si los criterios son cambiantes, ¢por qué no cambiarlos para
enriquecer la observacién y exploracidn de las propiedades de diferentes figuras?

- La construccion de clasificaciones y definiciones de figuras no son el punto de partida del
trabajo matematico, los estudiantes pueden otorgar sentido a las mismas cuando son
consideradas como procesos, como parte de la actividad matematica.

- Los procesos de clasificacién y de definicidn no estdn separados, dependen uno del otro.

- La posibilidad de explorar las figuras poniendo el foco en distintas propiedades, es un camino
fértil para que los estudiantes las analicen y posteriormente construyan clasificaciones y
definiciones.

- Alseleccionar otras propiedades y combinarlas como criterios para clasificar figuras, es posible
encontrar casos en los que no sera posible cumplir todas las condiciones y no existird ninguna
figura que las satisfaga.

- El trabajo con las propiedades se amplia con la exploracidon de relaciones no siempre
evidentes, en algun caso puede ser de gran ayuda el uso del software de geometria dindmica,
en otros un buen apoyo resulta la utilizacién de materiales fisicos.

- Laexploracién de figuras con ciertas condiciones dadas, a partir de un software de geometria
dindmica, posibilita que los estudiantes vayan mas alla de las que conocen, pues construyen
figuras que no hubieran logrado analizar de otra manera.

- Los nombres que conocemos de las figuras responden a una clasificacién particular que
contempla ciertas caracteristicas, esto puede generar dificultades al usar otros criterios para
agrupar colecciones de figuras.

- La concepcidn de los estudiantes de lo particular y de la generalidad en el lenguaje coloquial
se enfrenta al uso de cuantificadores y articulos en el lenguaje matematico; y forma parte de
la construccién de definiciones y de sus imagenes mentales.

- Llas interacciones entre pares, planificadas y mediadas por el docente, se constituyen en un
medio de construccién de conocimiento. Los estudiantes intercambian roles en Ia
comunicacion, no son solo receptores, sino también emisores de informacién y en este
intercambio se aceptan enunciados de otros o se interpelan, lo cual propicia la formulacién
de conjeturas.

- La argumentacién surge como la necesidad de fundamentar las decisiones que se toman y
afirmaciones que se formulan.

Algunas de estas cuestiones son propias del “hacer matemdtica” y otras del conocimiento
especializado del profesor, que consideramos son necesarias tener en cuenta a la hora de pensar
propuestas de ensefianza que involucren procesos de construccion de definiciones y clasificaciones.
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Anexo 1

En este anexo incluimos un anadlisis a priori detallado de la actividad 1 de la secuencia didactica. En
particular, cuales cuadrilateros se pueden formar combinando dos triangulos, iguales o distintos, de
la actividad 1, y cuales serian posibles validaciones por parte de los estudiantes. La consigna es la
siguiente:

Actividad 1: “Formando cuadrilateros a partir de tridangulos”

Primera parte:

En los sobres, encontraran los siguientes triangulos. H
Cada uno esta repetido. B )
Armen cuadrildteros combinando dos triangulos sin A

superponerlos. '3

Segunda parte:
Elaboren un cuadro/diagrama que les permita e b
reconocer los cuadrildteros convexos facilmente de

acuerdo a las caracteristicas que consideraron.

En los sobres con los triangulos hay una tarjeta que agrega la siguiente informacion:
A isdsceles rectangulo

escaleno rectangulo

isdsceles obtusangulo

escaleno obtusangulo

escaleno obtusangulo

m m QO 0O W

escaleno obtusangulo

En total, hay 6 combinaciones de cada tridngulo consigo mismo (A-A, B-B, C-C, D-D, E-E, F-F). De las 15
combinaciones de dos triangulos distintos, hay 5 que no forman cuadrilateros (A-E, B-F, B-E, C-E, C-F,)

por incompatibilidad de los datos. Las 10 restantes son: A-B, A-C, A-D, A-F, B-C, B-D, C-D, D-E, D-F, E-
F.

Combinando dos triangulos iguales

En general, al combinar un tridngulo consigo mismo, se pueden armar 6 cuadrildteros: 3 que se
obtienen haciendo una simetria axial del tridngulo respecto de cada uno de sus 3 lados, y 3 que se
obtienen haciendo una simetria central del tridngulo respecto del punto medio de cada uno de sus 3
lados. Los 3 primeros cuadrildteros resultan ser trapezoides o cuadrilateros céncavos y los otros 3
cuadrilateros resultan ser paralelogramos.

35 Cabe aclarar que no esperamos que los estudiantes realicen un analisis detallado como el que presentamos.



Trapezoides y cuadrilateros concavos que se obtienen haciendo una simetria axial de un tridangulo
respecto de cada uno de sus 3 lados (izg.) y
Tres paralelogramos que se obtienen haciendo una simetria central de un triangulo
respecto del punto medio de cada uno de sus 3 lados (der.)

Dependiendo de si el tridngulo es escaleno o isésceles, y de la amplitud de sus angulos, puede resultar
que entre los 3 paralelogramos haya paralelogramos iguales, que los paralelogramos resulten ser
rectangulos, cuadrados o rombos, y que sean trapezoides o cuadrildteros cdncavos, que pueden ser
iguales, e incluso que coincida un paralelogramo rombo con un romboide, como es el caso de A-Ay
C-C.

A continuacion, detallaremos posibles cuadrilateros que los estudiantes pueden formar combinando
dos triangulos, iguales o distintos.

1) Combinando dos tridangulos “A”:

a) y haciendo coincidir los tridngulos por la hipotenusa, es posible formar
un cuadrado.

Esperamos que los estudiantes afirmen que la figura es un cuadrado ya
gue tiene todos sus lados iguales y todos sus angulos rectos. Es posible
gue la mayoria de los estudiantes conozcan estas dos caracteristicas,
pues es una de las figuras mas utilizada en todos los ciclos de ensefianza.

Una posible validacién de que la figura obtenida tiene todos sus lados iguales puede ser realizada
apoydandose en la informacidn recibida en la tarjeta. Dado que los lados del cuadrado son lados de dos
triangulos isdsceles rectangulos iguales y los angulos agudos de cada triangulo miden la mitad de un
recto, al sumar sus amplitudes, se obtienen angulos iguales a un recto que son los angulos del
cuadrado.

Si algunos grupos no consideraran que el cuadrado debe tener todos sus lados y todos sus angulos
iguales, la docente podra intervenir preguntando si justificar solo una de las dos caracteristicas es
suficiente para afirmar que la figura es un cuadrado. Dos posibles preguntas para formular a los
estudiantes, para discutir al interior de cada grupo y retomar posteriormente en un momento de



intercambio colectivo son: ¢hay alguna figura que tenga los cuatro dngulos rectos y no sea un
cuadrado? éExiste otra figura que tenga todos los lados iguales? Ante estas preguntas, se busca que
establezcan que es necesario que el cuadrado tenga ambas caracteristicas a la vez, pues si no podria
tratarse de un rectangulo o un rombo no cuadrados.

b) Si hacen coincidir los triangulos por cualquiera de sus catetos es
posible formar dos paralelogramos iguales®.

Se espera que los estudiantes reconozcan, en este primer momento,
caracteristicas de los paralelogramos como ser sus dos pares de lados
paralelos y la igualdad de los mismos.

Podrén justificar el paralelismo apoyandose en las relaciones entre
angulos determinados entre dos rectas paralelas y una transversal,
saberes que ya tienen disponibles dado que se abordaron previamente.
Por ejemplo, si se consideran los dangulos a y a4, que son iguales por

ser angulos rectos y ademas como son dngulos alternos internos entre
las dos rectas que contienen los lados del cuadrildtero y la transversal que contiene la diagonal, se
puede afirmar que al ser los dngulos alternos internos iguales, las rectas que contienen los lados, son
paralelas. De igual modo podran argumentar que el otro par de lados son paralelos considerando los

angulos By B, .

Observacidn: Consideramos la anterior, como una argumentacion que los estudiantes podrian utilizar
para demostrar que la figura obtenida es un paralelogramo, por lo que para no redundar, no
incluiremos argumentaciones similares en los casos andlogos que aparecen de aqui en adelante.

2) Combinando dos triangulos “B”:

a) y haciendo coincidir los tridngulos por la hipotenusa es posible formar un
rectdngulo no cuadrado.

Es muy posible que los estudiantes no realicen la aclaracién de que la figura es un rectdngulo no
cuadrado, ya que por ejemplo al clasificar tridngulos, no se evidencié que tengan disponibles formas
de clasificar del tipo jerarquicas, segun De Villiers (1994). En este caso, dado que los tridangulos que lo
componen son escalenos, podran asegurar que los lados consecutivos son distintos, asociando esta
caracteristica al rectangulo.

El docente podra poner en cuestién si un rectangulo puede tener todos sus lados iguales, en caso de
gue esta discusion no surja al interior de cada grupo. Este tipo de intervenciones tiene como propdsito
que los estudiantes logren a lo largo del trabajo con la secuencia considerar figuras como casos
particulares de otra, lo que puede abrir el camino para la formulacién de definiciones y clasificaciones
del tipo jerarquicas. (De Villiers, 1994).

Ante el pedido de justificacion, se espera que los estudiantes argumenten que este cuadrildtero tiene
todos los angulos rectos ya que: los dangulos agudos de cada tridangulo rectangulo son

36 Optamos por usar el término iguales sin hacer diferencia entre los conceptos de congruencia e igualdad.



complementarios, por lo que al sumar sus amplitudes, se obtiene que las medidas de los dangulos
opuestos del cuadrildtero son iguales a un recto. El otro par de angulos opuestos del cuadrilatero,
corresponden a los dngulos rectos del triangulo original.

b) Si hacen coincidir los triangulos por cada uno de sus
catetos también es posible formar dos paralelogramos, en
este caso, distintos. B

c) Si hacen coincidir los triangulos por la hipotenusa, también es posible formar un trapezoide
romboide. Para lograrlo, deberdn ademds invertir uno de los tridngulos (considerar el simétrico
respecto a la hipotenusa).

Es posible que muchos estudiantes, no conozcan el nombre de este cuadrilatero, ante lo que se les
pedird que lo describan sin la necesidad de asignarle un nombre en particular.

Ante el pedido de descripcidn y justificacion, esperamos que los
estudiantes argumenten que el cuadrildtero tiene dos pares de lados
consecutivos iguales y ademds, distintos entre si, dado que esta
compuesto por dos tridngulos iguales y escalenos.

También es posible que analicen que la figura no tiene lados paralelos.
Podrdn argumentar esta afirmacidon basandose, también en este caso,
en las relaciones entre dngulos definidos entre dos rectas paralelas y
una transversal. Por ejemplo: al considerar la figura de la derecha, se trazan dos rectas Ty S, que
contienen a dos lados opuestos del cuadrildtero. Los angulos a@ y aq son alternos internos
determinados por las rectas nombradas y la recta que contiene a la diagonal del cuadrilatero. Dado
gue los triangulos considerados son escalenos, sus tres angulos son distintos, y dado que los tridngulos
son simétricos respecto de la diagonal, se tiene que los dngulos a y 8 son iguales, por lo cual a y ay
no lo son.

En consecuencia, las rectas 7'y S no son paralelas.

Andlogamente, se demuestra para el otro par de lados.

Observacion: Consideramos la anterior, como una argumentacion que los estudiantes podrian utilizar
para demostrar que la figura obtenida es un trapezoide, por lo que para no redundar, no incluiremos
argumentaciones similares en los casos analogos que aparecen de aqui en adelante.

3) Combinando dos tridngulos “C":

a) y haciendo coincidir los tridngulos por el lado desigual, es posible formar un
rombo.

Es posible que los estudiantes reconozcan como una primera caracteristica del
rombo a la igualdad de sus lados. Podran argumentar basandose en que los tridngulos que lo forman

v



son triangulos isdsceles iguales y como coinciden por el lado desigual, los cuatro lados que forman la
nueva figura son iguales.

Es muy posible también, que los estudiantes no analicen y en consecuencia no validen que la figura es
un paralelogramo con todos sus lados iguales, por lo cual no buscaran justificar el paralelismo de sus
lados. Sin embargo, en caso de que algun grupo lo hiciera, su demostracion seria andloga a la del caso
1) b).

De acuerdo al trabajo que esté realizando cada grupo, y evaluando su grado de avance, el docente
podra intervenir para poner en discusidn y reflexionar acerca de las caracteristicas que poseen los
lados de esta figura, teniendo como propdsito que consideren al rombo como un paralelogramo con
todos sus lados iguales.

b) Si hacen coincidir los tridngulos por los lados
iguales, es posible formar:

- un unico paralelogramo,
- un cuadrildtero céncavo.

4) Combinando dos triangulos “D”:

a) y haciendo coincidir los triangulos por el lado opuesto al dngulo obtuso y
ademds invertir uno de los triangulos (considerar el simétrico respecto al
lado nombrado), es posible formar un romboide.

b) Si hacen coincidir los tridngulos por los lados A
no opuestos al obtuso e invirtiendo uno de los el
tridngulos, es posible formar dos cuadrildteros \ a = \

concavos.

Si bien los estudiantes han analizado angulos \ | /

céncavos, es muy posible que desconozcan este
tipo de cuadrilateros, ya que no son usualmente estudiados.

En caso de que algunos estudiantes lo consideren, podran formular que este tipo de cuadrilatero se
llama céncavo y se puede reconocer porque uno de sus angulos interiores es mayor que un angulo
llano que resulta de sumar dos angulos obtusos.

Observacion: Consideramos la anterior, como una argumentacion que los estudiantes podrian utilizar
para demostrar que la figura obtenida es un cuadrildtero cdncavo, por lo que para no redundar, no
incluiremos argumentaciones similares en los casos andlogos que aparecen de aqui en adelante.



¢) Si hacen coincidir los tridngulos por cualquiera de sus lados, es posible formar tres paralelogramos

v

distintos.

o / ° ‘

5) Combinando dos tridngulos “E” o “F”:

- es posible formar los mismos cuadrilateros que con dos tridngulos “D”, por ser los tres tridngulos
obtusangulos escalenos.

Combinando dos triangulos distintos

Al combinar dos tridngulos distintos es que aparecen trapecios y trapezoides, algunos de ellos
romboides, algunos cdncavos y otros convexos, segln las igualdades de lados y las amplitudes de los
angulos. Cada uno de los pares A-B, A-C, A-D, B-C, B-D, C-D forma un trapezoide convexo, siendo el A-
C ademds romboide. Cada uno de los pares A-F y B-E forma un cuadrilatero céncavo y un trapezoide.
Con D-E se pueden formar un trapecio isdsceles, un cuadrilatero concavo y un trapezoide. Con D-F se
pueden formar un trapecio escaleno y un trapezoide, y con E-F un trapecio escaleno y un trapezoide.

A continuacién analizamos solo algunas de estas combinaciones. Para no redundar, elegimos una
combinacion que forma un trapezoide no romboide (A-B), otra que forma un romboide (A-C), otra que
forma un trapecio isdsceles (D-E), otra que forma un trapecio escaleno, es decir, no isdsceles (D-F) y
un cuadrilatero céncavo (B-E).

1) Combinando un tridangulo “A” y uno “B”:

y haciendo coincidir los tridngulos por el lado de igual longitud, tal como se
muestra en la figura, es posible formar un trapezoide.

Ante el pedido de justificacidn es probable que los estudiantes argumenten de

manera analoga al caso 2) c), donde se valida que la figura obtenida no posee

pares de lados paralelos.

Esperamos que en un primer momento el paralelismo de lados sea la caracteristica que en mayor
medida analicen, pues es un tratamiento que muy frecuentemente se realiza en los niveles previos de
escolarizacion y presentado como uUnico en los libros de textos estudiados.

2) Combinando un tridngulo “A” y uno “C":

y haciendo coincidir los triangulos por el lado de igual longitud, tal como se
muestra en la figura, es posible formar un trapezoide. ks

\



3) Combinando un tridngulo “D” y uno “E”:

[T\
y haciendo coincidir los trigngulos por el lado de igual longitud, tal como se  / G/ 2\
muestra en la figura, es posible formar un trapecio isdsceles. Zr___,f—-f—* -

Es posible que muchos estudiantes no tengan claras cudles son las caracteristicas que pueden definir
a esta figura. A su vez, consideramos que es muy poco probable que haya cuestionamientos acerca de
gue si es necesario que la misma posea un solo par de lados paralelos o al menos un par de lados
paralelos dado que, como se menciond anteriormente, al estudiar tridngulos los estudiantes no
evidenciaron haber trabajado con definiciones y clasificaciones jerarquicas, sino del estilo particional.
El docente podra evaluar, tal como en casos anteriores, de acuerdo al trabajo que cada grupo vaya
realizando si someter a discusidn la cantidad de pares de lados paralelos que puede tener esta figura.
Esperamos también que algunos grupos no conozcan este cuadrildtero, o no lo recuerden y que
tampoco recuerden su nombre, ante esto no se insistira con la asignacion de uno, sino con el analisis

de sus caracteristicas. : B

Una posibilidad que también podemos anticipar es que, en caso de a B .
b

reconocer que este cuadrilatero solo posee un par de lados paralelos, los L8 2 v

estudiantes lo argumenten apoyandose nuevamente en las relaciones
entre angulos determinados por rectas paralelas y una transversal, por
ejemplo: los dngulos a y 8 son iguales (observado en la ficha entregada a cada grupo) y ademas si
— —
consideran las rectas AB y DC que contienen a sus lados, se observa que son alternos internos, por lo
—> —>
tanto AB es paralelaa DC .
Se sabe que los lados AD y BC son iguales ya que también es un dato dado.
Podran argumentar que los lados AD y BC no son paralelos, ya que para que lo fueran deberian ser
iguales los angulos alternos internos que se determinan
. —> — —
considerando las rectas AD y BC y DB transversal, y eso no es
un dato dado por lo cual no es posible afirmarlo.

4) Combinando un tridngulo “D” y uno “F”:

y haciendo coincidir los tridngulos por el lado de igual longitud,
tal como se muestra en la figura, es posible formar un trapecio
no isésceles.

Esperamos que en este caso, a diferencia del anterior, los estudiantes observen que la figura no posee
ningun par de lados iguales. Si no surgiese esta diferenciacidn, el docente promoverd que los
estudiantes comparen los dos trapecios que encontraron y que establezcan similitudes y diferencias.
Esto posibilitard reconocer que dentro de la categoria “trapecios” - o como la denominen los
estudiantes - existen figuras con caracteristicas especificas que las diferencian entre si.

VI



5) Combinando un tridngulo “A” y uno “F”

y haciendo coincidir los tridngulos por el lado de igual longitud,
tal como se muestra en la figura, es posible formar:

- un cuadrilatero céncavo,

- un trapezoide.

6) Combinando un tridangulo “A” y uno “D":

y haciendo coincidir los tridngulos por el lado de igual longitud, tal como
se muestra en la figura, con un tridngulo “A” y un tridngulo “D”, es posible
formar un trapezoide.

Vil



Anexo 2

Implementacion de la secuencia didactica

En este anexo se describe cronoldgicamente la implementacién de la secuencia en el aula. Realizamos
la reconstruccién de cada una de las clases a partir de la informacion recolectada mediante
grabaciones de audio® en el trabajo en grupo y puestas en comun, producciones escritas de los
grupos, afiches donde los grupos plasmaron la sintesis de lo trabajado en cada actividad y fotografias
de los pizarrones en las puestas en comun.

Descripcion de la muestra

La secuencia diddctica se implementa en la catedra Geometria Il, en la segunda division de 2do ano
del Profesorado de Educacidn Secundaria en Matematica de la Escuela Normal Superior N232 “Gral.
José de San Martin” de la Provincia de Santa Fe.

La propuesta se lleva a cabo a lo largo de cinco clases, cada una de ellas de 120 minutos de duracidn.
Las clases tuvieron lugar los dias 4, 8,9, 18 y 22 de Octubre de 2018.

El grupo donde se lleva a cabo la experiencia ya analizd distintas formas de definir y clasificar
tridngulos, asi como también las caracteristicas de una definicién matematica®, y ademas viene
realizando un trabajo basado en argumentar y justificar los procedimientos que realizan.

Los alumnos se dividieron en 4 grupos que se mantuvieron en las clases formados de la misma manera,
excepto en las ultimas dos clases (actividades 4 y 5) donde dos grupos se fusionaron, ya que tres
estudiantes estuvieron ausentes.

Cada uno de los grupos utilizé un color de afiche distinto:

Grupo 1: afiche color verde (3 estudiantes)

Grupo 2: afiche color gris (4 estudiantes)

Grupo 3: afiche color amarillo (4 estudiantes)

Grupo 4: afiche color naranja (2 estudiantes)

Es importante mencionar que el grupo 4 no estuvo presente en la realizacion de las actividades 2 y 3,
y que en la dltima clase realizaron una organizacidon utilizando apuntes propios de geometria, dado
gue los estudiantes estaban cursando por segunda vez la materia. Sin embargo, el afio anterior el tema
fue abordado de otra manera, estudiando solamente la clasificacion de cuadrilateros de acuerdo al
paralelismo de sus lados.

37 Previamente a realizar las grabaciones se solicitd el permiso y acuerdo a cada uno de los estudiantes.
Posteriormente, se han transcrito todos los didlogos que fueron audibles. Dado el bullicio propio del aulay a que
los estudiantes por muchos momentos al interior del trabajo en cada grupo murmuraban, no fue posible
recuperar absolutamente todos los didlogos. Sin embargo, resaltamos que solo estos casos han sido omitidos y
no incluidos.

38 En el anexo 3, se encuentra un apunte de clases en relacién a esto.



Primera clase

La clase comienza con una propuesta de trabajo grupal, y se aclara a los estudiantes que, en lo posible,
mantengan los mismos grupos a lo largo de las préximas cinco clases. Se conforman tres grupos, dos
de tres integrantes y uno de cuatro. Se les reparte la consigna, un sobre a cada grupo con los tridngulos
y la tarjeta que indica informacién acerca de los mismos.

Consigna:
Primera parte:
En los sobres, encontrardn los siguientes tridngulos.

Cada uno estd repetido. d . .
Armen cuadrildteros combinando dos tridngulos sin - " = ! _
superponerlos. 4, o
<7 F "
x £ s
c’ 1" oy

La docente comienza a recorrer cada uno de los grupos para acompanfar en el trabajo.

Los estudiantes comienzan a manipular los tridngulos y a ubicarlos de distintas formas, se observa que
hay un primer momento en el cual solamente se limitan a hacer pruebas. Se observa que comienzan
a recordar y consultarse entre ellos, qué cuadrildteros conocen, asi también lo que es un cuadrilatero.
En el grupo 1, un alumno le consulta a la docente:

V1*°: Profesora, étienen que ser cuadrildteros? ¢ No necesitan ser rombos o
algunos de esos? — Sefialando un cuadrildtero concavo que acaban de formar
(Imagen 1).

P: Si, tienen que ser cuadrildteros. (Como saben que es un cuadrildtero esa
figura que formaron?

V2: Sabemos que es un cuadrildtero porque tiene cuatro lados, pero este no
tiene nombre.

En el grupo 2, al formar un romboide, los alumnos preguntan:

G4: Profe, este es un cuadrildtero, pero no sabemos si ponerlo porque no tiene

nombre... tiene una forma extrafa...

Imagen 1

G1: Es como que estd deformado...pero si, es un

cuadrildtero, élo ponemos en la lista?

Ante esto, la docente les responde que si, que lo pongan en la lista y que por el momento no importa
el nombre, importa que los vayan identificando. Los invita a investigar si hay mas con esa formay que
comiencen a observar qué es lo que los diferencia de los otros.

Al comenzar a encontrar distintos cuadrildteros que pueden formarse, en el grupo 2, algunos de los
integrantes daban como realizada la tarea y dos compaiieros, continuaron intentando otras
posibilidades y se dieron cuenta que debian continuar el analisis, por lo cual se comenzaron a
organizar, quien tomaba nota, cdmo registraban los resultados, qué escribian y hasta consultaron al

39 Esta notacidn indica a cada uno de los alumnos de los grupos: An: alumno n del grupo amarillo, Gn: alumno n
del grupo Gris, Vn alumno n del grupo verde y Nn alumno n del grupo naranja.



docente si lo cémo lo pensaban era correcto o no. Una de las estrategias que utilizaron, para registrar,

fue marcar el contorno de la figura obtenida al combinar dos triangulos, en sus apuntes. En tanto en

el Grupo 1, fueron mas minuciosos desde el comienzo de la tarea, en la busqueda y en el registro.

Tuvieron en cuenta las caracteristicas de cada uno de los triangulos, para concluir qué caracteristicas

tienen los cuadrilateros que formaron.

En el Grupo 1, al organizar la informacion obtenida, elaboraron las siguientes conjeturas:

- V1: Nos dimos cuenta de que con el tridangulo isdsceles rectangulo, es con el Unico que se puede
armar un cuadrildtero rectangulo que tienen los lados iguales.

- V2: Pero en este cuadrilatero, que estd formado por dos tridngulos rectangulos escalenos,
también se forma un cuadrilatero rectangulo, pero no tiene todos sus lados iguales, son distintos.

También, en este grupo analizan que hay cuadrilateros que al estar formados por los mismos
triangulos, tienen distinta forma, pero su area es la misma.

Los estudiantes del Grupo 2, llaman a la docente para mostrarles los cuadrilateros que registraron,
algunos de los cuales se pueden observar en las Imdagenes 2 y 3, y se produce el siguiente didlogo:

Imagen 2 Imagen 3

P: éQué me pueden decir de éstos cuadrildteros? ¢ Qué caracteristicas tienen?

G1: Mmm... vemos que tienen dngulos distintos.

G2:Y los lados todos distintos...

G3: Si, tienen todos los lados distintos...

G1: 0 algunos, como éste (sefialando a los de la imagen 2) tienen dos lados iguales consecutivos, pero
solo dos, porque los tridngulos son isdsceles.

P: éYa los conocian?

Todos: no...

P: éNo trabajaron anteriormente con ellos? ¢ Saben como se llaman?

Todos: No, no trabajamos nunca... y no sabemos como se llaman.

P: Muy bien, no hay problemas... iy no encontraron cuadrildteros que tengan mds cantidad de lados
iguales por ejemplo?

G2: no...

P: ¢Y existen cuadrildteros que tengan mds cantidad de lados iguales? ¢ Ustedes que creen?

G1: Si, el cuadrado por ejemplo....

G3:Claro...el tema es cdmo estamos uniendo los tridngulos, estos tridngulos son escalenos o isdsceles...
por eso los cuadrildteros no tienen lados iguales...

G1: No, si tienen lados iguales, los lados por los que los superponemos...

G3: Si, pero ese lado ya no es mds un lado...es... no me acuerdo el nombre...

G1: Una diagonal...
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P: Muy bien, ese segmento se denomina diagonal, entonces {como podrian combinar los tridngulos
para formar cuadrildteros que tengan lados iguales?
G1: Ah, jya sé! Combinando dos tridngulos iguales... no sé por qué pensamos que no podia.

A partir de esta recomendacion, los estudiantes encuentran cuadrildteros que conocen, tales como el

rombo, el cuadrado, el paralelogramo, el trapecio y recuperando y estableciendo ciertas propiedades:

- El rombo tiene todos los lados iguales, y tiene dos pares de angulos opuestos iguales.

- El cuadrado tiene todos los lados iguales y todos sus angulos rectos.

- El paralelogramo, tiene lados paralelos.

- El trapecio, tiene lados paralelos, pero uno mayor que otro (los ayuda a identificar el trapecio,
recordando que tiene una base mayor y una base menor)

- Romboide, tiene dos pares de lados iguales.

Cuando algunos grupos comienzan a mencionar los nombres, estas ideas se generalizan entre los
distintos grupos y a partir del momento, comienzan a utilizar los nombres de cada figura para referirse
a las mismas. Algunos nombres como paralelogramo o trapecio, no surgieron rdpidamente en todos
los grupos. A su vez, al recordar al nombre paralelogramo, abrié la exploracidén hacia la cantidad de
lados paralelos que tienen las figuras, caracteristica que en una primera busqueda no habia sido tenida
en cuenta.

En el grupo 2, un estudiante menciona a la docente que el Unico nombre que no se acuerdan es el de
un trapezoide -identificandolo mediante su representacién-, por lo cual, la docente lo pone a
consideracion del grupo en dénde se le otorga el nombre. Se decidié, compartir la consulta para todo
el grupo, dado que habia sido una consulta recurrente. Un grupo sin mencionar las caracteristicas que
poseen, nombré al cuadrildtero, y la docente invitd a identificar cuales otros pueden ser llamados de
la misma manera y porqué.

En el momento en que recorre cada uno de los grupos, la docente agrega al pedido anterior, que
intenten identificar qué cuadrilateros poseen y que justifiquen por qué lo consideran.

Tanto en el grupo 1 como en el 2, habian caracterizado a los paralelogramos como cuadrilateros que
poseen dos pares de lados paralelos, y ante el pedido de justificacidn, los estudiantes expresaron que
dado que los cuadrilateros estan formados por dos triangulos congruentes, pueden identificar en ellos
angulos alternos internos congruentes, formados por la diagonal y los lados, por lo cual los lados son
paralelos, como se muestra en la imagen 4.
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Dado que los estudiantes lograron identificar y argumentar porqué un cuadrilatero es un
paralelogramo, la docente les pregunta: ¢hay otros cuadrilateros que posean la misma caracteristica?
é0 que posean menos cantidad de pares de lados paralelos?

Esta pregunta, permite a cada uno de los grupos, identificar que hay otras figuras que también tienen
dos pares de lados opuestos paralelos, e identificar que hay otras figuras que solamente tienen un par
como el caso de los trapecios o ningun par en el caso de los trapezoides.

En el grupo 1, expresan:

V1: Profe, estos cuadrildteros que antes ni sabiamos como se llamaban, que son los trapezoides no
tienen ningun par de lados paralelos. jAhora aparecen por todos lados!

Los alumnos manifestaron asombro, dado que encontraron muchisimos cuadrilateros que no
conocian, como por ejemplo los cdncavos y los trapezoides.

Luego de que cada uno de los grupos realizé una primera exploracién y un registro de los primeros
cuadrilateros, la docente propuso un primer momento de intercambio entre todos los grupos,
abriendo el debate con las siguientes preguntas:

P: Me gustaria que cada grupo comente qué tipo de cuadrildteros encontré y que los vayamos
registrando en el pizarron, écomo les parece que podemos organizar la informacion?

Una alumna del grupo 2 contesta:

G1: Creo que podriamos agruparlos de acuerdo a si usamos tridngulos congruentes o no para
formarlos, dado que como nosotros no entendimos bien al principio, nos quedaron bien divididos los
€asos.

P: éestdn de acuerdo el resto? ¢ Qué les parece?

V1: yo creo que si, porque los que formas con tridngulos iguales son todos paralelogramos, en cambio
los otros no.

P: Muy bien, veamos si esto es asi...

La docente divide el pizarrén en dos mitades, colocando como titulos las dos categorias propuestas
por G1 e invita a pasar a distintos alumnos a dejar registrados los cuadrilateros que encontraron.

Imagen 5

A medida que cada uno de los alumnos representaba un cuadrilatero en el pizarrén, explicaba de qué
cuadrilatero se trataba.
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Se explicité en este momento de intercambio que:

El cuadrilatero formado por los tridngulos Ay F, asi como también el formado por dos tridngulos
E (no esta en el pizarrén), se denominan cuadrilateros cdncavos, dado que poseen un angulo con
esa caracteristica. Se acordd que a partir de ese momento solo se estudiardn los cuadrildteros
convexos.

Dado que los alumnos ya han trabajado la clasificacién de angulos, se decide por el momento

caracterizar a los cuadriladteros concavos de esa manera, solamente por la presencia de un angulo

concavo. No se profundiza en las propiedades de los mismos, o en una definicion mas formal, ya que
no representa el objetivo del estudio, lo que no impide que puedan ser retomados posteriormente y
profundizar el trabajo con ellos.

Para facilitar la lectura presentamos a continuacién las imagenes del pizarrdn divido en dos categorias,

donde también agregamos en las imagenes marcas en los lados y dngulos de los cuadrilateros. En este

momento se formularon las siguientes afirmaciones:

Cuadrilateros formados por dos triangulos iguales:

Imagen 6

Los cuadrilateros formados por dos tridngulos A, dos B, dos C, dos D (no esta en el pizarrén), y
dos F (el de la derecha) son paralelogramos, ya que tienen dos pares de lados paralelos.

El cuadrilatero formado por dos triangulos A, es un cuadrado, dado que tiene todos sus lados
iguales y todos sus angulos rectos. Dos son rectos porque son los angulos de tridngulos
rectangulos y los otros dos también, dado que son la suma de dos angulos de 45°.

Con dos tridngulos E, se puede formar un romboide (no esta en el pizarrén), que posee dos pares
de lados consecutivos iguales y dos angulos iguales, dado que los tridngulos que lo componen son
congruentes.

El cuadrilatero formado por dos triangulos F (el de la izquierda), es un romboide, que posee dos
pares de lados consecutivos iguales y dos angulos iguales, dado que los tridangulos que lo
componen son congruentes.
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Cuadrilateros formados por dos triangulos distintos:

Imagen 7

- El cuadrilatero no céncavo formado por un triangulo A y uno F, tiene un par de lados paralelos,
por lo tanto es un trapecio.

- El cuadriladtero formado por un tridngulo F y uno D, es un trapecio no isdsceles, pues los lados no
paralelos son de distinta longitud.

En los ultimos dos casos, los estudiantes argumentaron el paralelismo de los lados del trapecio,

comparando los dangulos que conocen de los tridngulos y como solo pueden establecer la congruencia

de un par de alternos internos, dada como dato, concluyen que solo tiene un par de lados paralelos.

- Los cuadrilateros formados por un tridngulo Cy uno D, y por un tridngulo A y uno B, no tienen
lados paralelos. Estos cuadrilateros se denominan trapezoides.

Luego de este primer momento de intercambio, en el cual se socializan todas las producciones y los
argumentos que cada grupo encontrd, la docente les reparte la segunda parte de la consigna:

Elabora un cuadro/diagrama que te permita reconocer los cuadrildteros convexos fdcilmente de
acuerdo a las caracteristicas que estuvimos considerando.

La docente reparte un afiche a cada grupo, para que plasmen en él la organizacién de los cuadrilateros
gue elaboren.

En esta instancia de trabajo y de acuerdos al interior de cada uno de los grupos, la docente tuvo
minima participacion. Solamente respondié preguntas puntuales, para no intervenir en la seleccion
de las caracteristicas para la organizacion de los cuadrilateros.

Al observar que todos los grupos terminaban la tarea, se propone un nuevo momento de intercambio.
Los grupos se turnan para tomar la palabra y comunicar la organizacidon que realizaron de los
cuadrilateros.

Comienza compartiendo su produccién el grupo 2:
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Imagen 8

Mientras una compariera sostenia el afiche, otra explicaba:

G1: Nosotros decidimos agrupar los cuadrildteros teniendo en cuenta la cantidad de lados paralelos
que tienen. No dibujamos todos los casos, porque son muchos, pero los resumimos en el afiche.

Como pueden ver, los agrupamos en dos pares de paralelas, que son los paralelogramos, cuadrados y
rombos.

En un par de paralelas, que son los trapecios. Y en ningun par de paralelas, que son los romboides y
estos que se llamaban....

G4: Trapezoides...

G1: Exacto trapezoides, aunque el dibujo no nos salio muy bien.

La profesora en este momento pregunta: ¢ pudieron ubicar en estas categorias todos los cuadrildteros
con los que trabajaron hoy?

G3: Si, porque todos los que encontramos o tenian dos pares de lados paralelos, o uno o ninguno. Por
ejemplo, estos raros, entran acd en ningun par de lados paralelos (refiriéndose a algunos trapezoides
que encontraron).

G2: Muchos tienen lados iguales, o lados distintos, pero siguen cumpliendo lo de los lados paralelos.
P: Muy bien, y ahora les pregunto épor qué eligieron esa caracteristica para agrupar a los
cuadrildteros?

G1: Porque cuando ibamos viendo lo que tenian en comun, en primera medida miramos los dngulos y
nos dimos cuenta que habia muchas combinaciones, agudo, obtuso, agudos y agudos, y se nos hacia
muy complicado... entonces empezamos a ver que tenian dngulos rectos y lados paralelos y ahi fue
cuando pensamos en esto.

G2: Claro, la verdad que la elegimos porque era la mds simple, en los otros casos habia mucho para
analizar y se hacia confuso.
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A continuacidn, toma la palabra el Grupo 1:

Imagen 9

V1: Bueno, a los cuadrildteros los dividimos en dos grupos, el primer grupo son los cuadrildteros que
tienen lados perpendiculares, y los otros dos, paralelos a los anteriores, también son perpendiculares.
Es decir que tienen todos sus dngulos rectos. Estos dos lados que son paralelos, son perpendiculares a
los otros dos, que también son paralelos entre ellos.

V3: tenemos que cuando tienen sus lados iguales, forman un cuadrado y cuando tienen dos pares de
lados iguales forman un rectdangulo.

V2: Exacto, otro caso, es cuando los lados son transversales (refiriéndose a lados que no son
perpendiculares, apoydndose en el concepto de dngulos formados entre rectas paralelas y un
transversal, que no es perpendicular a las anteriores) ...en este caso formarian un rombo.

V1: después, tenemos otro caso, que son los cuadrildteros con un lado paralelo...que serian estos dos
(sefialando los lados paralelos del trapecio que dibujaron).
V2:y por ultimo, este caso que no tiene lados paralelos, que es el romboide.

Se hace un silencio y la docente les pregunta:

P: éPueden afirmar entonces ustedes también que todos los cuadrildteros con los que trabajaron
pudieron ser ubicados en estas categorias que ustedes seleccionaron?

V1: Si, creemos que si.

P: Muy bien, y écudl es la diferencia entre esta forma de organizar y la del otro grupo?

V1: Que nosotros miramos los lados paralelos y ademds los lados iguales.
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El Grupo 3 comparte su produccion:

Imagen 10

A1l: Bueno, nosotros en realidad lo pensamos directamente por los lados...es decir... solo tuvimos en
cuenta para organizarlos los lados....

P: Estd muy bien, pero ¢qué de los lados tuvieron en cuenta?

A2: La igualdad de los lados solamente tuvimos en cuenta.

A1l: Por ejemplo, pusimos el cuadrado y rombo en una categoria porque los dos tienen lados iguales.
En otra el rectdngulo, paralelogramo y el romboide porque vimos que tienen dos lados iguales, por
tener dos pares de lados iguales, y en la ultima, el trapecio porque tiene todos los lados desiguales.

P: Muy bien, y ahora les pregunto: ¢ pudieron ubicar en estas categorias todos los cuadrildteros con los
que trabajaron hoy?

A3: No, en realidad... si, creiamos que si mientras lo haciamos, pero mientras fuimos viendo los otros
afiches nos dimos cuenta que nos faltan...

Un alumno del grupo 1, pide la palabra y comenta:

V1: los trapecios... ¢no podian tener dos lados iguales?

P: ¢ Ustedes qué piensan? ¢ Qué trapecio encontraron? A ver, recuperemos €eso...

Los alumnos intercambian entre ellos qué tipo de trapecio encontraron y con qué triangulos los habian
formado, y encontraron que hay trapecios que tienen dos lados iguales y otros que tienen lados
distintos.

Continua el grupo 3 su exposicidn y expresan que, en este momento, se dan cuenta que tal vez deberia
haber otra categoria, como ser “solo un par de lados iguales”, entonces alli podrian entrar otros
cuadrilateros que no habian tenido en cuenta.

Otra alumna del mismo grupo expresa que:

A4: Tampoco pusimos ninguno de estos (sefialando en el afiche del otro grupo a un trapezoide).

A2: Es cierto, si, nos dimos cuenta que no era fdcil esta forma que estdbamos agrupando, porque hay
muchos casos para analizar, la de los otros chicos es mds simple.

P: Puede ser, sin embargo, si pudieran completarla, las tres formas en las que los agruparon son
correctas, ya que cada uno considerd distintas caracteristicas de los cuadrildteros para hacerlo. Y
ahora les consulto, comparando sus afiches con los de los otros grupos: écreen que deberian completar
algo en el suyo? éo no es necesario?

Los alumnos piensan y discuten un breve momento al interior de cada grupo y el grupo 1, toma la
palabra y expresa que:

Xvil



V2: Profe, nosotros nos dimos cuenta que no pusimos los paralelogramos, solamente pusimos en lados
transversales al rombo, por lo tanto deberiamos agregar una nueva categoria que diga: lados
transversales y dos pares de lados iguales, que no la teniamos... como lo tenemos en la categoria de
arriba, cuatro lados iguales o dos pares de lados iguales.

P: Excelente, pueden agendarlo para agregarlo al cuadro.

Una alumna del Grupo 2, expresa que:

G1: A nosotros nos falta poner los rectdngulos profe, los chicos lo tienen en su cuadro, y nosotros no
los pusimos.

Por ultimo, comparte su produccidn el grupo 4. Mientras comentan su afiche, expresan que ellas
recuerdan una forma de organizacién ya estudiada y que la utilizaron para formular su diagrama (Las
integrantes del grupo cursan por segunda vez la catedra, cabe aclarar que en su cursado previo solo
se abordé la clasificacion de cuadrilateros de acuerdo al paralelismo de sus lados).

Imagen 11

Al comparar su cuadro con el de sus compafieros, admiten que el cuadrilatero formado por dos
triangulos F, no tiene dos pares de lados paralelos y a su vez, que omitieron colocar en el diagrama a
los paralelogramos, pero no modifican el afiche.

La docente cierra la clase, felicitando al grupo por el trabajo realizado y vuelve a resaltar que los
criterios que seleccionaron para realizar las agrupaciones son correctos y que es interesante que
surjan distintas agrupaciones, dependiendo de la caracteristica que se tenga en cuentas, tal como
algunos compaieros miraron el paralelismo, otros miraron la longitud de los lados para hacerlo. Los
invita, también a que analicen si harian alguna modificacion mas a los afiches para la préxima clase.

Segunda clase

La docente comienza la clase preguntando a los estudiantes si pudieron revisar las producciones de la
ultima clase y si realizaron modificaciones.

El grupo 1, recupera lo expresado en la clase anterior, que a su cuadro le agregarian los
paralelogramos, en la categoria dos lados paralelos y que ademads en la categoria “ningun par de lados
paralelos” deberian haber realizado un grafico mas general de los cuadrildteros, ya que el romboide
que graficaron tiene propiedades especificas que otros no tienen, como por ejemplo cualquier
trapezoide sin lados iguales.
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El grupo 3, expresa que no lograron hacer modificaciones, porque consideraron que no seleccionaron
una buena caracteristica para agrupar, ya que se dieron cuenta que un mismo cuadrilatero, por
ejemplo el trapecio puede estar en mds de una de las categorias que plantearon: “ningun lado igual”
0 “un par de lados iguales”, cuestién que no habian considerado. Por otra parte, en el caso del rombo
y cuadrado, pueden pertenecer a cuatro lados iguales o a dos pares de lados iguales. A partir de estas
observaciones, decidieron no considerar esta agrupacidn, dado que les resulta muy compleja la
organizacioén de los cuadrilateros en la misma.

El grupo 2 expresa que, en la clase anterior se dieron cuenta de que tenian que agregar los rectangulos

en el cuadro, ya que no los habian tenido en cuenta.

Luego de revisar la actividad anterior, la docente les propone volver a armar los mismos grupos y
comenzar a trabajar en la segunda actividad. No hay integrantes del grupo 4 presentes. Se reparte la
consigna a cada grupo, se leen en conjunto y se explicita que pueden utilizar Geogebra si lo necesitan
para resolver la consigna. Se les solicita a los alumnos que en caso de utilizar Geogebra, realicen
capturas de pantalla para dejar registrada la exploracién, y que el registro que realicen en sus carpetas
sea lo mas detallado posible.

Consigna:

Primera parte:

¢Cudntos dngulos obtusos, agudos o rectos puede tener un cuadrildtero convexo? Presenten un
ejemplo de los casos posibles y expliquen, en los casos en que no se presentan ejemplos, si el motivo
es que no existen o que no se han podido encontrar.

Recomendaciones:
- Pueden explorar posibilidades construyendo cuadrildteros con Geogebra si lo consideran
conveniente.

- Para realizar las construcciones, pueden realizarlo mediante dos opciones: utilizar cualquier
herramienta de geogebra y una vez construido el cuadrildtero, utilizar la herramienta

rallE
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poligono, para constituirlo como tal, o simplemente construirlo con esta
herramienta y analizar sus caracteristicas.

Segunda parte:
Elaboren un cuadro/diagrama que les permita reconocer los cuadrildteros convexos fdacilmente de
acuerdo a las caracteristicas que consideraron.

Las consignas de los dos momentos de la actividad fueron entregadas simultaneamente, de este modo
los estudiantes sabian que, luego de una primera etapa exploratoria, debian plasmar la informacion
encontrada en un cuadro/diagrama.

El grupo 1, comienza el trabajo, recuperando los cuadrilateros que formaron en la actividad anterior
y analizan qué tipos de angulos tienen. Luego de unos minutos de discusién entre ellos, deciden
organizar la busqueda considerando cuadrilateros que tengan sus cuatros angulos obtusos, sus cuatro
angulos agudos y sus cuatro angulos rectos.
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Al comenzar a buscar posibles cuadrilateros, uno de los integrantes del grupo se pregunta:

V3: ¢Cémo me doy cuenta cudnto pueden sumar los dngulos del cuadrildtero?

Luego de debatir esta pregunta entre ellos, en el intento de querer recordar la propiedad, uno de ellos
recupera la actividad previa y explica:

V1: Como los cuadrildteros estdn formados por dos tridngulos, y la suma de los dngulos interiores de
cada triangulo es igual a ciento ochenta grados, entonces la del cuadrildtero va a ser el doble... éo no?
Los compafieros acuerdan con dicha afirmacidn y contindian con el trabajo, combinan distinta cantidad
de dngulos de cada tipo y validan sus conjeturas con el uso de Geogebra, mostrando la existencia o no
del cuadrilatero.

Luego de un momento de exploracién, organizan la informacidn obtenida de la siguiente manera:

Casos Posibles: Clasificacion de Cuadrildteros segtn sus dngulos obtusos.

Cantidad de Angulos Obtusos Cantidad de Angulos Rectos Cantidad de Angulos Agudos
0 4

1 2 1

1 1 2

1 0 3

2 0 2

2 1 1

3 0 1

Casos No Posibles
Teniendo en cuenta que un cuadrildtero estd compuesto por dos tridngulos y los dngulos

interiores de cada uno de éstos suman 180°, entonces la sumatoria de los 4 dngulos interiores de un
cuadrildtero debe ser igual a 360°, por lo que llegamos a la conclusion que no se pueden construir
cuadrildteros convexos con los siguientes tipos de dngulos:

- Cuatro dngulos obtusos. La sumatoria seria mayor a 360°.

- Cuatro dngulos agudos. La sumatoria menor a 360°.

- Dos dngulos rectos y dos dngulos obtusos. La sumatoria seria mayor a 360°.

- Dos dngulos rectos y dos dngulos agudos. La sumatoria seria menor a 360°

- Tres dngulos obtusos y un dngulo recto. La sumatoria seria mayor a 360°.

- Tres dngulos agudos y un dngulo recto. La sumatoria seria menor a 360°.

- Tres dngulos rectos y un dngulo agudo. La sumatoria seria menor a 360°.

- Tres dngulos rectos y un dngulo obtuso. La sumatoria seria mayor a 360°.

El grupo 2, organiza el trabajo de exploracion a partir de la representacion en sus apuntes con regla 'y
lapiz, de cuadrilateros que cumplan con determinadas caracteristicas y en ellos el andlisis de sus
angulos, por ejemplo grafican un trapezoide, como muestra la imagen 11, y describen que posee un
angulo obtuso, uno recto y dos agudos. Este grupo opta por trabajar solo con esta modalidad y no
utilizan Geogebra.
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Imagen 11

Los estudiantes organizan su exploracion comenzando por las figuras conocidas trabajadas en la
actividad anterior, ya que que las figuras que representan son rectangulos, cuadrados, trapecios
isdsceles, paralelogramos, romboides y trapecios rectangulos.

Cabe aclarar, que si bien en el grafico hacen mencién a la cantidad de lados paralelos que posee la
figura, no recuperan esta informacién posteriormente.

Luego de esta primera etapa exploratoria, este grupo decide agrupar los cuadrilateros de acuerdo a la
cantidad de angulos rectos que poseen, dado que consideran que son los que mas abundan en los
cuadrilateros.

El grupo 3, al igual que el grupo 1, teniendo en cuenta que la sumatoria de los angulos interiores de
un tridngulo es igual a 360°, realizan una formulacion exhaustiva de todas las posibles combinaciones
de angulos. La imagen 12 muestra las notas de uno de los integrantes de este grupo.

Imagen 12

Al comprobar que todos los grupos hayan avanzando en el analisis, la docente propone un momento
de intercambio colectivo, comenzando el didlogo de la siguiente manera:
P: éCudntos dngulos obtusos puede tener un cuadrildtero convexo? ¢ Por qué?
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Ante esta pregunta, los grupos 1y 3, responden que pueden tener tres, dos, uno o ninguno, pero
nunca podran tener los cuatro dado que la sumatoria de los mismos superara los 360°.

Todos los grupos comentan cuales son los cuadrildteros que cumplen esas condiciones, algunos de
ellos los mencionan con su nombre, otros solamente por la posibilidad de construccién y muestran
una representacion, sin otorgar un nombre a la figura.

A continuacién, la docente pregunta ahora cuantos angulos agudos y dngulos rectos puede tener un
cuadrilatero. Nuevamente los grupos 1 y 3, son los que expresan mayor cantidad de posibilidades,
basandose en la propiedad de la suma de los dngulos interiores de los cuadrilateros.

Al finalizar este momento, los estudiantes del grupo 2, expresan que ellos no encontraron tantos casos
como los compafieros y que los tendran en cuenta para la organizacién de los datos.

Se les propone ahora, organizar los casos encontrados en un cuadro o diagrama, que les permita
reconocer los cuadrilateros convexos facilmente de acuerdo a las caracteristicas que estuvimos
considerando.

La docente reparte un afiche a cada grupo, para que plasmen en él la organizacién de los cuadrilateros
que elaboren.

En esta instancia de trabajo y de acuerdos al interior de cada uno de los grupos, la docente tuvo
minima participacién. Solamente respondid preguntas puntuales, para no intervenir en la
organizacioén de los cuadrilateros.

Al observar que todos los grupos estaban terminando, se propone un nuevo momento de intercambio.
Los grupos se turnan para tomar la palabra y comunicar la organizaciéon que realizaron de los
cuadrilateros.

Comienza el grupo 3, a comunicar su produccién y muestran el afiche construido:

Imagen 13
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A1: Bueno, nosotros primero buscamos todas las combinaciones, es decir: con cuatro dngulos obtusos,
con tres, con dos, con uno y con ninguno, después con tres agudos, asi con todos... y lo que vimos que
mds se repetian eran los dngulos rectos, como para hacer una clasificacion mds linda....

P: ¢éEn qué sentido seria mds linda la clasificacion?

A2: En realidad buscdbamos que la organizacion sea sencilla, ordenada, y nos parecio que a partir de
los dngulos rectos era la mds simple, porque si considerdbamos otros dngulos, habia muchas figuras
que estaban en muchas categorias y quedaba muy desordenado.

Al: Otra cosa que tuvimos en cuenta fue que clasificamos solo los cuadrildteros que se pueden
construir.

Posteriormente, describen leyendo la clasificacion construida, haciendo hincapié en que encontraron
muchas veces cuadrilateros que son trapezoides, familia de figuras que la semana anterior ni siquiera
sabian que existian y hoy ya conocen mucho mas de ellas.

Como los estudiantes expresan que, por ejemplo, con dos angulos agudos y dos obtusos se puede
construir un rombo, la docente pregunta:

P: Cuando ustedes se refieren a un rombo, ¢significa que solo ese cumple con las condiciones?, ées
unica la figura?

A3: No, es un rombo, pero hay muchos rombos, porque en realidad pueden tener lados de diferente
longitud y sus dngulos no tienen que medir lo mismo...

A1: Claro, hay rombos que tienen ciertos dngulos agudos y otros que tienen otros

P: éLes sucedid algo similar a ustedes?

La docente amplia la pregunta al resto de la clase, donde comparten también situaciones donde a
través de Geogebra pudieron visualizar que esa figura no es Unica, sino que hay muchas con las mismas
condiciones. Por lo cual acuerdan que esas figuras son representantes de una familia de figuras que
tienen iguales caracteristicas.

El grupo finaliza describiendo todos los casos que detectaron en los que no pueden construirse
cuadrilateros.

A1: Con tres dngulos rectos no puede construirse ningun cuadrildtero...

P: ¢Y por qué pueden afirmar eso?

Al: Enrealidad, cuando lo quisimos construir vimos que si tiene tres dngulos rectos, el cuarto tenia que
ser recto... y ahi nos acordamos de lo que menciond Ariel la clase pasada, que como los cuadrildteros
estdn formados siempre por dos tridngulos, entonces la suma de sus dngulos interiores es igual a 360°.
Entonces, al acordarnos de esta propiedad, descartamos rdpidamente cuatro agudos y cuatro obtusos.
P: ¢Y el resto de los casos?

A2: No, el resto de los casos, los fuimos probando.

Antes de cerrar este primer intercambio la docente pregunta a toda la clase:

P: En el primero de los casos ustedes anotaron que con todos los dngulos rectos pueden formar
cuadrados y rectdngulos, éson iguales esas figuras?

G1: No, no son iguales, nosotros también las pusimos en la misma categoria, tienen los dngulos iguales,
pero los lados no....

G2: Claro una tiene todos los lados iguales y la otra no...

La docente consulta si toda la clase esta de acuerdo con esa afirmacidon y como contestan que si, se
invita a continuar a otro grupo y toma la palabra, el grupo 1, muestran su afiche y comparten sus
estrategias y su produccion:
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Imagen 14

V1: Bueno, como comentaron los comparfieros, nosotros comenzamos probando, y encontramos por el
momento quince casos, siete que se pueden construir y ocho que no.

V2: Nosotros, elegimos agrupar los cuadrildteros de acuerdo a la cantidad de dngulos obtusos que
tienen. Aparecieron las categorias de ningun dngulo obtuso, uno, dos y tres. No pudimos poner la
categoria de cuatro dngulos obtusos porque superarian los 360°, que es la suma de los dngulos
interiores, la pusimos en el afiche a esta propiedad, porque justifica todos los casos que no pueden
construirse.

V1: Con ningun dngulo obtuso solo encontramos que hay figuras que tienen sus cuatro dngulos rectos,
como ser el cuadrado y el rectdngulo. No puede haber cuadrildteros con los cuatro dngulos agudos, ya
que la sumatoria de los mismos seria menor a 360°.

V2: Luego, con un dngulo obtuso es posible combinarlo con dos rectos y uno agudo, uno recto y dos
agudos o los tres agudos.

Contindan de esta manera compartiendo las posibles combinaciones.

V3: También en nuestro afiche, dejamos plasmada la propiedad de la suma de los dngulos interiores
de un cuadrildtero, como ya vimos que un cuadrildtero puede componerse por tridngulos, y que la
suma de los dngulos interiores de cada uno es 180°, entonces la suma de los cuadrildteros debe ser
360°. Cualquier suma mayor o menor, no permitird que se construya un cuadrildtero.

V1: Geogebra, nos ayudé mucho a observar algunas particularidades, por ejemplo al construir
rectdngulos, partiendo de los dngulos rectos, si moviamos los vértices, la figura cambiaba de forma,
pero sequia teniendo todos sus dngulos rectos. Lo mismo con otras.

La docente pregunta si alguien desea agregar algo, e invita al préximo grupo, el grupo 2, a compartir
su producciéon, mientras acomodan el afiche, una alumna expresa:
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Imagen 15

G1: En relacion a lo que comentaron los chicos, nosotros nos dimos cuenta que al no usar Geogebra,
buscamos muy pocas posibilidades, no nos dimos cuenta de un montdn de opciones que los chicos
encontraron, pero bueno intentamos organizar la informacion que tenemos...

P: Bueno, de todos modos, ustedes pueden volver a pensar su cuadro y agregar los casos que
consideren necesarios.

G2: Si, solo que ahora van a faltar algunas figuras.

G3: Nosotras en un primer momento, habiamos buscado pares de lados paralelos, pero después nos
dimos cuenta que acd teniamos que hacer hincapié en los dngulos, por lo tanto empezamos de nuevo.
G2: Como empezamos a ver que habia dngulos rectos en muchos cuadrildteros, decidimos agruparlos
de acuerdo a la cantidad que poseen.

Mostrando su afiche, lo describen:

G1: Con ningun dngulo recto, estd el paralelogramo (PD), ya que tiene dos obtusos y dos agudos; el
trapecio que también tiene dos obtusos y dos agudos y también encontramos el rombo (no cuadrado),
pero acd nos paso algo.... porque el primero tiene... no, los dos tienen dos dngulos obtusos y dos
agudos, pero en realidad el segundo es muy similar al cuadrado, porque los lados eran muy similares
entre si.

P: ¢Y qué pudieron concluir?

G2: Pudimos concluir que uno es un romboide, porque en realidad no tenian todos los lados iguales, y
el otro era un rombo.

G2: Después, con un dngulo recto pueden combinarse con dos dngulos agudos y uno obtuso, y acd
también tenemos otro romboide que tiene, como en la punta, un dngulo recto. También se puede
combinar con dos obtusos y uno agudo.

G1: Con dos dngulos rectos, encontramos por ejemplo el trapecio, pero tal vez por lo que dijimos antes
nos faltaron considerar otros casos, este fue el tnico que encontramos nosotros.

G2: Si, este trapecio tiene dos dngulos rectos, uno agudo y uno obtuso.

G1: Después quisimos hacer tres dngulos rectos, pero nos dabamos cuenta, que cuando queriamos
cerrar la figura, o necesitdbamos un lado mds o si o si el otro dngulo también tenia que ser recto.

XXVI



G3: Si, y concluimos que, con cuatro dngulos rectos, las figuras pueden ser rectdngulos o cuadrados...
G2: jy también los rombos!

P: éPor qué?

G1: Mird: acd hay un rombo... sefialando una figura en el afiche.

En ese momento, participa un compafiero de otro grupo y expresa:

V1: Claro, pero ese cuadrildtero que estds sefialando.... tiene los cuatro lados iguales, pero tiene dos
obtusos y dos agudos....

P: ¢ Ustedes que piensan?

G2: jAh! Claro, es parecido a un cuadrado, pero es cierto, no tiene dngulos rectos.

G3: Tienen los dos los cuatro lados iguales, pero no los dngulos.

La docente cierra la clase, felicitando a los grupos por el trabajo realizado y vuelve a resaltar que todas
las organizaciones que comenzaron a plantear son correctas y que puede haber otras dependiendo de
la caracteristica que se tenga en cuenta para agruparlos, tal como algunos compafieros tuvieron en
cuenta la cantidad de dngulos obtusos y otros de rectos, otra posible organizacion podria ser a partir
de la cantidad de dngulos agudos que poseen, haciendo hincapié en que todas son igualmente
correctas.

Los invita también a que analicen si harian alguna modificacién mas a los afiches teniendo en cuenta
los aportes de los compafieros.

Tercera clase

La clase comienza con una propuesta de trabajo grupal, la profesora los invita a agruparse tal como lo
hicieron en las actividades anteriores. Como en la clase anterior, no hay presentes estudiantes del
grupo 4, por lo cual trabajan tres grupos.

La docente reparte la primera parte de la consigna, la leen en conjunto y comienza a recorrer los
grupos, para acompafiar en el trabajo.

Consigna:
Primera parte:

@ Utilizando Geogebra, exploren las siguientes situaciones:

GeoGebra

Dados dos segmentos de distinta longitud, construir, si es posible, un cuadrildtero que los tenga por
diagonales.

¢Qué cuadrildteros convexos se pueden construir? Presenten un ejemplo de los casos posibles y
expliquen, en los casos en que no se presentan ejemplos, si el motivo es que no existen o que no se
han podido encontrar.

En el grupo 3, luego de construir en Geogebra los dos segmentos de distinta longitud, discuten la
siguiente situacion, moviendo de posicion los extremos de los mismos:

A1:Siuno de los extremos de los segmentos, pertenece al otro segmento, al trazar los lados de la figura
se forma un tridngulo. Asi que esta es una condicion que le debemos poner a los segmentos...

A2: Claro, no pueden ser cualesquiera.
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En la exploracién con Geogebra, encuentran algunas figuras, que rapidamente reconocen como
trapezoides vy justificando que lo son ya que no tienen ningln par de lados paralelos, comprobacién
gue realizan con las herramientas del programa.

A partir de esto, al recorrer los distintos grupos, la docente explicé el uso de algunas herramientas de
Geogebra, como ser la comparacién de objetos, la medicidon de la amplitud de los angulos, la
herramienta poligono, entre otras.

En el grupo 3, comienzan una exploracién mediante prueba y error, modificando la posicién y longitud
de los segmentos construidos en geogebra.

Los estudiantes se encuentran discutiendo qué tipo de cuadrildtero es cada uno de los que
encuentran. Al visualizar un cuadrilatero, se preguntan si ese cuadrildtero puede ser un rombo.
Recuperan sus apuntes de las clases anteriores y acuerdan que el rombo es un cuadrildtero con cuatro
lados iguales. Al medir los lados de la figura que analizan con las herramientas de Geogebra, concluyen
gue no es un rombo, dado que los lados son de diferente longitud.

La discusion se transforma y se preguntan ahora: ¢cdmo deberia ser la posicion de las diagonales para
que se forme un rombo? Al trabajar con la herramienta poligono, y medir la longitud de cada uno de
los lados, nuevamente mediante prueba y error, encuentran que las diagonales deben ser
perpendiculares y ademas intersecarse mutuamente en el punto medio para que la figura resulte un
rombo.

Otra conjetura que realiza el grupo, es que las diagonales del cuadrilatero determinan dos tridngulos
(cada una de ellas), y que depende de los tridngulos que forman es el cuadrilatero que determinan. Al
analizar un cuadrado, observan que las diagonales deben formar tridngulos rectangulos isdsceles y
gue en este caso no iban a poder formarlo nunca, dado que los tridngulos que obtienen son
rectangulos pero escalenos, ya que las longitudes de las diagonales son distintas.

De igual modo, descartan el rectdngulo, dado que necesita que sus diagonales sean de igual longitud.
La docente ante esta conjetura, les pregunta a los estudiantes del grupo: écual es la diferencia entre
las diagonales del cuadrado y del rectangulo?

Al: en el cuadrado, estamos viendo que las diagonales forman tridngulos rectdngulos isdsceles...

P: Muy bien, ¢ como pueden decir que son las diagonales?

A2: Claro, son perpendiculares. Si no, no formarian esos tridngulos.

P:¢éYen el rectangulo?

A2:Yen el rectdngulo... no son perpendiculares, porque los tridngulos no son rectédngulos, no sabemos
bien qué tipo de tridngulo son, depende el rectdngulo, pero si sabemos que son iguales.

P: Muy bien el andlisis.

A3: Entonces podemos clasificar los cuadrildteros, pensando si las diagonales son perpendiculares o
no, y si son iguales o no.

A4: Si, pero tenemos que aclarar que acd no vamos a poder construir lo que tengan diagonales iguales.
Al: éPodemos construir trapecios?

A2:y... depende de qué trapecio.

A3: Creo que los isdsceles no los vamos a poder construir, porque tienen diagonales iguales.

A1: Si, pero los otros, que tienen diagonales distintas si.

Al: Hagamos al revés, pensemos en los cuadrildteros que ya sabemos y miremos sus diagonales.

A partir de esto, el grupo comienza a explorar cada uno de los cuadrilateros que conocen, y analizan
la posicion de sus diagonales. Acuerdan cuatro criterios para agrupar cuadrildteros: diagonales
oblicuas, perpendiculares, y dentro de cada categoria analizan si son de igual longitud o de distinta.
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Otro didlogo que se distingue en este grupo, al construir una figura en Geogebra, es el siguiente:

Al: profe, queremos saber si esta figura es un paralelogramo. (sefialando un romboide construido en
Geogebra)

P: A ver: iqué caracteristicas conocen ustedes de los paralelogramos?

A2: Mmm... en realidad queremos saber si esta figura puede tener todos sus lados iguales...

A1l: Ah, no, pasa que si tiene todos los lados iguales es un rombo... y esta figura no es un rombo.

A2: Claro, no, porque esta figura tiene dos pares de lados consecutivos iguales, pero no son iguales
entre si, sin embargo, las diagonales también son perpendiculares.

Luego, de explorar algunas figuras mas, el grupo acuerda que van a organizar la informacidon que
tienen, considerando figuras que tienen diagonales perpendiculares o secantes, e iguales o distintas.
El primer bosquejo de este agrupamiento es el siguiente:
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Imagen 16

El grupo 1, comienza la exploracién utilizando Geogebra. Trazan dos segmentos de distinta longitud y
al desplazar los extremos de los mismos y haciendo foco en las condiciones que deben satisfacer los
segmentos para que los cuadrildteros se puedan construir, establecen las primeras conjeturas,
validadas empiricamente con su construccidn en Geogebra:

- “Ningun extremo puede pertenecer al segmento contrario, ya
que si no se formaria un tridngulo”.

AB y DC son diagonales, y el extremo C pertenece al segmento AB.

Imagen 17

“Los segmentos que forman las diagonales tienen que
intersecarse en un punto, en caso contrario la figura resultante
es un cuadrilatero céncavo”.

AB y DC son diagonales sin puntos de interseccion.

Imagen 18
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A su vez, analizaron en un primer momento, los casos que no pueden construir: cuadrados y
rectdngulos. Si bien sus diagonales son de igual longitud, se diferencian pues en los cuadrados son
perpendiculares y en los rectangulos no.

Luego de que cada grupo, tuviera avanzada la exploracién y la organizacién de los cuadrilateros que
encontraron, la docente propone un momento de intercambio, para que cada grupo pueda escuchar
el trabajo de los otros.

Dado que los estudiantes se referian a la organizacién que debian hacer como una forma de “clasificar
los mismos”, la docente pregunta al grupo total:

P: Ustedes utilizaron en todos los grupos una palabra, que hasta ahora no se habia mencionado, estdn
hablando de clasificacion de cuadrildteros. ¢ Qué entienden por clasificacion?

Al: Empezamos a hablar de clasificacion, porque siempre que por ejemplo, depende los dngulos que
tienen los tridngulos los clasificamos, clasificamos los dngulos de acuerdo a sus caracteristicas...

G1: Si, es una agrupacion

V1: Es que hasta ahora, ya vimos varias propiedades de los cuadrildteros, el paralelismo de sus lados,
la amplitud de sus dngulos, la igualdad de lados, las caracteristicas de sus diagonales... es decir que se
pueden agrupar por esas caracteristicas

V2: Es como que la clasificacion te permite reconocer mediante caracteristicas a los objetos
geomeétricos...

P: équé piensan de esto?

A3: si, que es una agrupacion

P: éAlguien mds quiere agregar algo?

G2: No, nada mds, que es una manera de agrupar... mds fdcil...

Como nadie responde mas nada, la docente agrega:

P: Muy bien, ustedes lo pusieron en palabras, todas las afirmaciones que mencionaron son correctas.
Podemos decir que clasificar es agrupar, de acuerdo a ciertos criterios y en este caso como ustedes
mencionan, se clasifica de acuerdo a caracteristicas comunes que tienen las figuras. Luego ustedes
podrdn decirme si tienen ventajas o no, y por qué.

A continuacion de esto, la docente promueve que cada grupo comente cdmo realizaron la exploracién
en este primer momento, y sus respectivos resultados parciales:

El grupo 1, comenta que a partir de graficar los segmentos en Geogebra pudieron encontrar
condiciones que éstos deben cumplir, como por ejemplo que tengan un punto de interseccién. Por
otro lado, encontraron casos que no es posible construir, ya que las diagonales de esos cuadrilateros
son iguales, como ser el caso del cuadrado, rectangulo y el trapecio isdsceles.

Al modificar la ubicacidon los extremos de los segmentos en Geogebra mediante el arrastre, pudieron
observar que los segmentos pueden intersecarse mutuamente en sus puntos medios, o no, o ser
perpendiculares o no. Por lo tanto, esto es lo tendran en cuenta al organizar las figuras.

El grupo 3, complementando lo que sus compaferos comentaron, expresan que ellos también
realizaron una busqueda con Geogebra en la que modificaban por medio del arrastre los extremos de
los segmentos que construyeron. A partir de esto decidieron agrupar las figuras en dos categorias:
diagonales iguales y diagonales distintas, pero a su vez dentro de cada una de ellas pueden distinguir
cuadrilateros con diagonales perpendiculares y diagonales oblicuas.
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Los estudiantes expresan que, si bien no creen haber terminado de ubicar todos los cuadrilateros, esas
caracteristicas son las que tendran en cuenta para organizarlos.

El grupo 2, que no utilizé Geogebra, sino que se apoyd en los afiches realizados en las actividades
anteriores, expresa que al no utilizar Geogebra no alcanzaron a analizar tantas posibilidades, pero que
si tienen claro que las diagonales pueden ser iguales o distintas, pero que también hay muchos
cuadrilateros en las cuales las diagonales se “cortan” en su punto medio, por lo cual consideran
importante mirar esa caracteristica para agruparlos.

La docente les propone organizar los casos encontrados en un cuadro o diagrama, que les permita
reconocer los cuadrilateros convexos facilmente de acuerdo a las caracteristicas que estuvieron
considerando. Lo que corresponde a la segunda parte de la consigna:

Segunda parte:
Elaboren un cuadro/diagrama que les permita reconocer los cuadrildteros convexos fdcilmente de
acuerdo a las caracteristicas que estuvimos considerando.

La docente reparte un afiche a cada grupo, para que plasmen en él la organizacién de los cuadrilateros
que elaboren.

Luego de que cada grupo elabord sus organizaciones, comparten sus producciones, comentando las
caracteristicas que tuvieron en cuenta para organizarlos:

Grupo 1

Imagen 19
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Grupo 2

Imagen 20

Grupo 3:

Imagen 21

Al finalizar la puesta en comun, los estudiantes expresan y concluyen que no consideran que agrupar
los cuadrilateros de acuerdo a sus diagonales, sea una forma “adecuada” de organizarlos,
argumentando que no es facil describirlos a partir de éstas. Para ejemplificar, nombran el trapezoide,
que se encuentra en muchas categorias a la vez, por lo tanto al analizar la posicidn y longitud de sus
diagonales no podran describir una caracteristica general que los diferencie de otras figuras, ya que
comparten varias categorias con todas las demas.

Cuarta clase

La clase comienza con una propuesta de trabajo grupal, la docente invita los estudiantes a agruparse
tal como lo hicieron en las actividades anteriores. Dado que al comienzo de la hora tres estudiantes
del Grupo 2 estan ausentes, se propone que el Grupo 1y 2 se fusionen y trabajen en un solo grupo,
utilizando el afiche color verde del grupo 1. El grupo 4 esta presente en esta clase. La docente reparte
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la primera parte de la consigna, la leen grupalmente y comienza a recorrer los grupos, para acompafar
en el trabajo. Se invita a los estudiantes a explorar posibilidades con Geogebra construyéndolos si les
resulta conveniente.

Consigna:

Primera parte:

éCudntos lados iguales puede tener un cuadrildtero convexo? Pueden explorar posibilidades
construyéndolos con Geogebra si les resulta conveniente.

Segunda parte:
Completen el siguiente cuadro, que representa una posible forma de organizar la informacion
obtenida.

Cantidad de dngulos rectos
Cantidad de lados ninguno 1 2 3 4
iguales

Ninguno

2 lados iguales

3 lados iguales

4 lados iguales

2 pares de lados iguales
y diferentes entre si.

Presenten ejemplos de los casos posibles y expliquen, en los casos en que no se presentan ejemplos,
si el motivo es que no existen o que no se han podido encontrar.

Al comenzar la exploracién, dos de los grupos recurrieron a sus anotaciones que realizaron en las
actividades anteriores. La docente acompafia el trabajo en los distintos grupos.

En el grupo 3, los estudiantes desarrollan el siguiente didlogo, en el cual expresan que una figura puede
estar contenida en mas de una categoria a la vez:

A1l: Bueno empecemos, con todos los lados iguales... el cuadrado seguro, pero el rectdngulo no...

A2: No, dos lados iguales... en realidad hasta dos lados iguales.

A4: Pero el rombo también puede estar en cuatro lados iguales...

A3:si, y el romboide puede estar con el rectdngulo, ya que tienen dos y dos...

A1l: Bien, empecemos buscando los que ya conocemos...

A2: Dale, busquemos “dos y dos”.

A3: Bien, dos y dos, serian rectdngulo y romboide...

A4: Pero el trapecio también puede estar ahi...

Al: No, me parece que no...

A2: Para mi no, porque si no tiene mds lados paralelos, como el rectdangulo.

A3: Para mi puede tener dos lados iguales, o habria que ver si puede tener mds de dos.

A4: Acd encontré uno que no tiene ningun lado igual... (sefialando una figura construida)

A1l: Pero es un trapecio...
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A2: Si, entonces el trapecio puede estar en dos grupos distintos...
A4: Si, y el trapezoide también.
A3: jSil Ese seguro va a estar en varios.

Luego de un tiempo en donde cada uno de los grupos realizdé una primera exploracién, la docente
propone que cada grupo comente los avances de su trabajo, para ver si hay, por ejemplo, similitudes
en la forma de abordar la busqueda.

Cada grupo comenta cémo trabajo hasta el momento:

Grupo 3:

Al: Nosotros empezamos por los cuadrildteros que ya conocemos, y empezamos a hacer como
categorias... cuatro lados iguales, tres lados iguales, dos y dos... es decir dos opuestos y distintos, pero
también pueden ser consecutivos, como en el romboide. Y asi fuimos buscando todos los casos, cuando
no nos convencia alguno, graficamos en Geogebra a ver si es posible construirlo o no.

Grupo 1:

V1: Nosotros nos basamos en todos los afiches de las clases anteriores, y cuando habia dudas también
graficamos en Geogebra como los chicos...

Grupo 4:

N1: Nosotros no trabajamos con la compu ni con el celu, por el momento lo que fuimos haciendo es
analizar cudntos lados tienen iguales los cuadrildteros que conocemos, pero vemos que los chicos
(refiriéndose al grupo 3) tienen como mds organizadas las posibilidades.

Luego de este momento de intercambio, la docente entrega una copia a cada uno de los grupos, con
el cuadro que se espera que completen, aclarando que es una forma posible de agrupar los
cuadrildteros, teniendo en cuenta las dos caracteristicas que alli se consideran: cantidad de lados
iguales y cantidad de angulos rectos.

Cantidad de angulos rectos

Cantidad de lados iguales | ninguno 1 2 3 4

Ninguno

2 lados iguales

3 lados iguales

4 lados iguales

2 pares de lados iguales y
diferentes entre si.

En este momento de trabajo la participacién de la docente fue minima en cada grupo, pues todos
pudieron abordar la tarea y resolverla con la informacidn analizada en la etapa previa.

Cuando todos los grupos completaron el cuadro, se les propone dar comienzo a un momento de
intercambio. Cada grupo comenta cdmo fue completando el cuadro:

Comienza el grupo 3:
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Al: Bueno, nosotros usamos Geogebra y fuimos “probando” caso por caso, cudles eran los que
entraban en cada uno...

P: éA qué se refieren con probando? ¢ Qué es lo que probaron?

Al: Por ejemplo: cantidad de lados iguales y ningtin dngulo recto. Después con un dngulo recto,
después con dos y con tres... moviendo en el programa.

P: ¢Y qué movian en el programa?

A2: Y al trabajar con un cuadrildtero, podiamos mover los lados para hacer coincidir los dngulos y
después veiamos qué pasaba con los dngulos cuando moviamos los lados. Porque, por ejemplo, en el
trapecio, si ya teniamos dos dngulos rectos, nos ddbamos cuenta que no podiamos tener uno mds,
porque si no tenia dos pares de lados paralelos, entonces encontramos trapecios con ningtn lado igual
a otro y como mdximo dos dngulos rectos...

Un compafiero del grupo 1, pregunta para toda la clase:

V1: Pero icomo? Si no tienen lados iguales... no puede ser trapecio.

V1: éNo es que los trapecios tienen dos lados iguales? Nosotros no los contamos con ningun lado igual
a otro.

N1: Si, pero para mi, es un trapezoide... si no tiene lados iguales es un trapezoide.

P: A ver, les propongo... {podemos construir ese trapecio en el que ustedes pensaron?

A2: Si profe, yo paso y lo construyo en el pizarron...

Pasa el estudiante y construye un trapecio, con ningun par de lados iguales entre si.

A2: Quedaria asi, estos dos lados son paralelos y todos los lados desiguales...

P: ¢Estdn de acuerdo?

G1: Claro, nosotros pensdbamos que si tiene todos los lados desiguales es un trapezoide...

Se hace un silencio en la clase, y luego comienzan a reir, dado que no habian tenido en cuenta esa
figura.

N1: iAh! Claro, no es un trapezoide, porque el trapezoide no tiene ningun par de lados paralelos, y esta
figura si.

V1: jClaro! es trapezoide por no tener lados paralelos, no por no tener lados iguales. Nosotros
confundimos esas dos propiedades...

El grupo 1 expresa que, para completar el cuadro, se fijaron en los afiches que ya habian realizado las
clases anteriores, y que cuando se presentaba alguna duda, graficaron en Geogebra para analizar qué
pasaba con cada una de las figuras.

Un estudiante del Grupo 1 agrega:

V1: Nosotros tuvimos dudas donde poner el cuadrado y el rombo, porque cuando completamos la
categoria “4 lados iguales” los dos cumplen esa condicidn; sin embargo, el cuadrado siempre tiene los
cuatro dngulos rectos y el rombo no. Pero algo que nos sirvid para darnos cuenta de eso, es no
manejarnos con los nombres de las figuras, porque los nombres no nos daban informacion de la figura,
sino que cuando teniamos una duda... graficébamos en Geogebra la figura y la analizdbamos. Muchas
veces, la figura varia mucho y estdn en el limite... entonces solo graficdbamos para analizar las
diferencias, haciendo hincapié en las caracteristicas de cada una.

El grupo 4, acordé con muchas de las cuestiones que se comentaron, pero explicaron que ellos
solamente completaron el cuadro teniendo en cuenta los afiches realizados y algunas construcciones
en lapiz y papel que realizaron, no trabajaron con Geogebra porque no creyeron necesitarlo. Motivo
por el que en este momento pensaban que tal vez algunas cuestiones iban a estar incompletas.
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Para que el didlogo sea ordenado y no repetitivo, los estudiantes proponen ir analizando cada una de
las categorias que tiene el cuadro y que cada grupo vaya aportando sus anotaciones.

La docente acepta y modera el debate. En el relato de cada grupo acerca de cémo completaron el
cuadro, se destacan los siguientes didlogos.

Al analizar los cuadrilateros que ubicaron en la categoria: “Ningun par de lados iguales” y advertir que
solamente se completd con trapecios y trapezoides, la docente pregunta:

P: ¢Es posible que en esta categoria estén incluidos los paralelogramos?

G1: No profe, porque los paralelogramos tienen dos pares de lados opuestos iguales, por lo tanto, no
pueden estar ahi.

P: ¢Estdn de acuerdo?

El resto de los estudiantes contestan que acuerdan.

Continuando con la discusién de la misma categoria, la docente pregunta:

P: é¢es posible que los trapecios estén incluidos también en otras categorias?

V1: Si, profe. Puede estar en dos lados iguales y ningtn dngulo recto.

G1: También puede estar en ningun lado igual a otro y dos dngulos rectos.

A4: No lo veo a ese...

P: éPueden construirlo?

A2: Si, yo paso y lo construyo.

Pasa el estudiante y lo construye en el pizarrén. La docente pregunta si estdn de acuerdo y los
estudiantes responden que si.

A4: Si, también en dos lados iguales y dos dngulos rectos.

V2: Si profe, lo que vemos acd es que los lados iguales son consecutivos.

P: (Estdn de acuerdo con lo que dice el compaiiero?

Al: Si, pero también pueden ser opuestos, como en el caso del trapecio isdsceles, pero este no tiene
dngulos rectos.

A4: Claro, si nosotros vimos esos casos.

P: jExcelente, entonces aprovechen para completar sus cuadros!

V1: Profe... ¢y dos lados iguales y un dngulo recto?

P: Bien, aprovechemos la pregunta del compaiiero y analicemos... (un trapecio puede tener solo un
dngulo recto?

N1:iNo!

P: éPor qué no?

A3: No, porque tiene que tener si o si lados paralelos.

P: ¢Y como podrian justificar eso?

V2: Habia una propiedad de perpendiculares...

P: é¢Como era esa propiedad?

V2: Si, que si una recta es perpendicular a otra, lo es a todas sus paralelas.

P. Muy bien, entonces ¢ qué justifica esa propiedad?

V1:Y... que si un cuadrildtero tiene dos lados paralelos y un dngulo recto, entonces al menos tiene dos.
V2: en esta categoria pueden ir los dos, trapecio y trapezoide...

P: ¢Estdn de acuerdo?

V1: Si, entonces los trapecios pueden estar en dos lados iguales y dos dngulos rectos y también en la
categoria ningtn dngulo recto.

A1: Si, profe, pero en todas estas categorias también pueden ir los trapezoides.
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P: iEstamos todos de acuerdo?

El grupo responde que si.

Contindan discutiendo el resto de las categorias.

P: ¢Es posible que haya un trapecio con tres lados iguales y ningtn dngulo recto?

A2: Si, profe, nosotros encontramos uno.

P: éCudl?

A2: El que tiene dos lados opuestos iguales y uno de los paralelos también. (refiriéndose a un trapecio
isosceles)

P: ¢Estdn de acuerdo?

V1: Si, claro, nosotros habiamos pensado hasta dos lados iguales...

V2: No, con tres también lo pensamos, pero no sé porque no nos dimos cuenta.

Algunos companferos manifiestan no darse cuenta cudl es, por lo que la compafiera pasa y construye
un ejemplo en el pizarrén. Luego de esto, acuerdan en que es correcto.

P: ¢Y qué sucede con tres lados iguales y un dngulo recto?

V2: Trapezoide... nosotros solo encontramos trapezoides.

A1:Siprofe, nosotros lo encontramos con Geogebra, moviendo un poco los vértices, ya te dabas cuenta
que no tiene lados paralelos.

P: ¢Y qué sucede con tres lados iguales y dos dngulos rectos?

A2: Nosotros encontramos un trapecio, igual al que dibujé el companero recién, pero el lado inclinado,
apenitas inclinado, para que quede con la misma longitud y el dngulo quede recto.

P: i Ustedes qué opinan?

Los compafieros no estan convencidos, por lo que la docente los invita a construirlo en el pizarron.

El alumno intenta construir la figura en el pizarrdn, explicando esta diferencia minima que debe haber
en el “lado inclinado”, a lo que una compariera le contesta:

G1: No, sivos tenés tres lados iguales, y dos dngulos rectos, el cuarto lado para cerrar la figura si o si
tiene que ser igual.

V2: Si, yo probé y no daba.

A1l: nosotros lo probamos en la compu, moviendo apenitas un vértice, para que solo un lado se
modifique....

P: ¢Y como probaron?

A2: Nosotros moviamos apenitas en la compu, este lado (el inclinado) pero nos fijamos que quede de
la misma longitud de los otros dos.

V1:Y claro, pero si tiene ya 2 lados iguales, estos dos también van a ser iguales.

Los compafieros contestan que no, que no es posible, por lo que la docente pregunta:

P: éQué tenemos como datos?

V1: Tenemos dos lados paralelos.

p: Y qué mds?

V2:y tenemos una recta perpendicular a esas... si la distancia entre las paralelas es, por ejemplo, 2 cm,
no va a haber ningun segmento inclinado que también mida 2 cm...

A2: Claro, es cierto, no sé que vimos en el Geogebra.

A3: si, tal vez nosotros miramos y no tuvimos en cuenta algunos decimales, porque es cierto, si lo
pensamos con las distancias entre paralelas, la minima que es la perpendicular va a ser siempre 2
unidades, todas las demds, son mds grandes.

P: Entonces, équé podemos concluir?
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V1: Que no hay trapecios con tres lados iguales y dos dngulos rectos, ni con tres ni con cuatro
tampoco... porque si no serian cuadrados y por lo tanto serian paralelogramos.

P: ¢Estdn de acuerdo?

A lo que el grupo contesta rapidamente que si.

Contindan analizando dos categorias mds, que no generan ningun tipo de intercambio, dado que todos
estan de acuerdo.

Al analizar la categoria: “Dos pares de lados iguales y diferentes entre si”, en los afiches, los
estudiantes colocaron dos cuadrilateros: paralelogramos PD y romboides. Por lo que la docente
pregunta:

P: Estos dos cuadrildteros... é¢son la misma figura?

G1: No, no son iguales,

P: ¢Y en qué se diferencian? Si ambas tienen dos pares de lados iguales, diferentes entre si y ningun
dngulo recto...

V1:Y por ejemplo en las diagonales.

P: é¢Como seria eso?

V2: En el paralelogramo se intersecan mutuamente en el punto medio y en el trapezoide, en este
trapezoide no, solo una interseca a la otra.

V2: También podriamos decir que en el romboide son perpendiculares, y en ese paralelogramo son solo
secantes.

G1: Claro, pero de acuerdo a esta clasificacion estdn dentro de la misma familia... y sin embargo son
figuras distintas.

P: Estd muy bien tu observacion.

Se consulta si el resto de los compariieros estan de acuerdo y si no desean agregar algo.

Antes de cerrar este momento de intercambio, una compafiera pregunta:

A3: Yo queria saber... si es posible que un rombo tenga los cuatro lados iguales y los cuatro dngulos
rectos...

G2: jYo también me lo preguntaba el otro dia! jMe pasaba a mi el otro dia que movia el afiche! Yo sigo
manteniendo que un cuadrado puede ser un rombo.

V1: Para mi, es como que el rombo incluye al cuadrado...

N1: Claro, para mi en ese caso es un cuadrado.

P: ¢ Entonces podemos concluir que el rombo incluye al cuadrado?

V2: No, para mi es al revés. Todo cuadrado es un rombo, pero no todo rombo es cuadrado.

P: ¢Y como podés explicar eso?

V1: jera una regla del secundario!

G2: jClaro! No sé por qué... porque era una regla...

V2: ¢ Puede ser que cambien las diagonales?

G1: Por la longitud de los lados....

V1:Y pero el cuadrado tiene los cuatro lados iguales y el rombo también... lo que va a variar si o si, son
los dngulos. Porque el cuadrado si o si, tiene los cuatro dngulos rectos, en cambio el rombo puede tener
cuatro rectos o dos pares de dngulos iguales.

P: iEntonces?

G1: Claro, si, es cierto. Puede tener los cuatro rectos o no...

P: Entonces, ¢ Cudles serian las condiciones minimas que necesita un cuadrado para ser cuadrado?
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V1: tener todos los lados iguales y sus dngulos rectos

P:éYel rombo?

Todos: No, el rombo solo necesita tener los lados iguales.

P: Entonces, pensando en términos de condiciones minimas équién satisface las condiciones de quién?
V1: El cuadrado cumple siempre las condiciones del rombo, y no al revés.

G1: Si, el cuadrado tiene mds condiciones que el rombo.

V1: Si, yo recuerdo que en otra actividad, nosotros tomamos un cuadrado y dijimos que si lo rotdbamos
era un rombo... pero ahora vemos que ese no era el fundamento. No importa la posicion...

P: iMuy bien! La figura es la misma aunque esté rotada.

P: Pero pensemos ahora, si yo considero que el rombo es un paralelogramo con sus lados iguales y dos
pares de dngulos diferentes entre si. ¢ El cuadrado podria ser un rombo?

Los estudiantes responden que no...

P: Muy bien, pero esto depende de como se consideren cada una de las figuras y de qué condiciones se
adoptan para caracterizar cada una de las figuras.

V2: Claro, profe, porque si tenemos en cuenta lo minimo, el cuadrado es también paralelogramo... (o
no?

El grupo casi completo, responde que si, porque tiene dos pares de lados paralelos.

P: Muy bien, podemos empezar a ver que una misma figura puede cumplir a la vez condiciones minimas
de otras figuras. Todo esto dependerd de cémo se consideran cada una de las figuras. Podriamos
preguntarnos acd: éel cuadrado cumple con las condiciones minimas de otras figuras?

G2: Si, del paralelogramo

G1: Y del rectdngulo...

V2:Y del rombo...

G1:siclaro... pero es el que mds exige cosas

V1: claro, él puede estar en otras familias, pero las otras no pueden estar en la de él.

Las producciones de cada grupo fueron las siguientes:

Grupo 1:

Imagen 22
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Grupo 3:

Imagen 23

Grupo 4:

Imagen 24

Quinta Clase

La clase comienza con una propuesta de trabajo grupal, la docente los invita a agruparse tal como lo
hicieron en las actividades anteriores. Dado que al comienzo de la hora hay tres estudiantes del Grupo
2 que estan ausentes, se propone que el Grupo 1y 2 se fusionen y trabajen en un solo grupo, utilizando
el afiche color verde, manteniendo la agrupacion de la clase anterior. La docente reparte la consigna,
gue consiste en que los estudiantes elaboren una definicidn de los cuadrildteros con los cuales se
trabajo en las ultimas clases, teniendo en cuenta las organizaciones realizadas.

Consigna

Teniendo en cuenta las organizaciones realizadas en las actividades anteriores, elaboren a partir de
ellas, una definicion para cada uno de los cuadrildteros trabajados.

Cada grupo comienza a trabajar y la docente acompania.
El grupo Grupo 3, solicita ayuda a la docente y se da el siguiente didlogo:
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A1l: Profe, nos damos cuenta que estamos mirando dos afiches a la vez...

P: A ver, cuentenmé como es eso...

A2: Si, porque nos damos cuenta que estamos mirando de las figuras varias cosas a la vez; por ejemplo,
el paralelismo, lados y dngulos...

A3:Si, las diagonales las dejamos de mirar

P: ¢Y por qué decidieron no miran las diagonales?

A1: Porque todos los cuadrildteros aparecen en todas las categorias. No nos daba muchas pistas... es
decir, no es una caracteristica que nos permita diferenciar algunos cuadrildteros de otros...

P: Muy bien, ¢ Como por ejemplo?

A2:Y...hay figuras que estdn en muchos lados, como el trapezoide, entonces no podemos definirlo...
P: Perfecto, entonces sigan como estdn trabajando, estd muy bien que no se queden solamente con
una sola propiedad, como la que estd en los afiches, pueden crear una nueva si les resulta conveniente.

Al interior del grupo, se dan las siguientes discusiones:

A1l: podriamos ir mirando cada uno de los cuadrildteros que conocemos...

A2: Dale, por ejemplo el cuadrado....

A1: Tiene cuatro lados iguales, dos pares de lados paralelos.

A3:Y también tiene cuatro dngulos iguales.

A1l: Si miramos hay muchos que tienen dos pares de lados paralelos....

A2: Exacto, todos los paralelogramos tienen dos pares de lados paralelos.

A3: Pero hay diferencia entre ellos...

A1: Claro, por ejemplo en el cuadrado siempre tienen que ser los dngulos rectos.... en cambio en el
paralelogramo no. (mirando el paralelogramo “propiamente dicho”)

Al:éiyelrombo?

Mirando los afiches que ya confeccionaron:

A2: Cuatro lados iguales, dos pares de dngulos opuestos iguales y también dos pares de lados paralelos.
A2: Yo empezaria a hacer una clasificacion que diga... lados paralelos y lados no paralelos...

Al: ¢y éste qué es? Sefalando a un romboide

A2: este tiene dos pares de lados consecutivos iguales... ¢ pero son paralelos?

Al: No, para mi no.

A3:¢Y los dngulos?

Al: A mi me parece que tiene dos dngulos iguales...

A2: Si, estos dos tienen que ser iguales, y los otros dos tomar cualquier medida.

A3: Si, mird acd (sefialando al afiche) Puede tener dos dngulos rectos y dos pares de lados iguales...
A1: Si, pero pueden no ser rectos también, acd hay un ejemplo, puede solamente tener un solo dngulo
recto.

A2: Claro, solamente podemos decir que solamente tiene un par de dngulos iguales.

Al:¢éY los lados?

A3:Y... no son paralelos, pero tiene dos pares de lados iguales.

A1: Vamos con otro: é¢el trapecio?

A2: éQué sabemos?

A1l: No puede tener todos los lados iguales, sino seria cuadrado o rombo

A2: Puede tener dos lados iguales...

A3: Pero no dos pares.
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A1l: No, dos pares no, pero acd (mirando un trapecio rectdngulo) puede tener dos lados consecutivos
iguales, o en estos los isdsceles pueden tener lados opuestos iguales.

A2: Ah, puede jtener tres!

A2: Vamos a preguntarle a la profe...

Llamando a la docente, le consultan:

A1l: No sabemos qué caracteristicas ponerle al trapecio...

P: éPor qué?

A2: Porque sabemos que el trapecio puede solo tener dos lados paralelos

P: Claro, es decir: un par

A1: Si, un par de lados paralelos, y ahi no sabemos como escribir que no tiene ni cuatro lados iguales,
ni dos pares de lados iguales paralelos.

A2: Claro, porque puede tener dos lados iguales, puede tener tres lados iguales...

P: Bien, pero vos estds diciendo que solamente tiene un par de lados paralelos. Si pensamos en figuras
que solamente tienen un par de lados paralelos, éentraria alguna figura que lo tenga y no sea un
trapecio? Es decir, ¢hay algo mds que debieran excluir para que en esa familia no entre una figura
extrafa?

A1: No, porque todos los otros estdn incluidos siempre en otras familias...

A2: Eh.... jno! Todos tienen un par de lados paralelos...

A3: Claro, pueden tener mds cosas, pueden tener tres lados iguales, o dos lados consecutivos iguales,
puede tener dngulos rectos, pero siempre respetando un solo par de lados paralelos.

A1: Claro, igual que en el trapezoide, que aparecia en todos lados cuando mirdbamos las diagonales,
pero siempre pasa que no tiene ningun par de lados paralelos.

A2: Es como que pueden cumplir propiedades de las otras, pero quedan excluidos porque tienen que
cumplir especificamente esa, que no tienen lados paralelos.

A3: Claro, siempre hay una general que siempre respetan.

P: Muy claro. ¢Se animan a hacer una clasificacion que incluya estas caracteristicas que estdn
mirando? ¢ COmo estdn queriendo definir a estas figuras?

Al: Enrealidad... lo que queremos hacer es buscar una caracteristica general; por ejemplo, acd (en los
paralelogramos) la caracteristica que los agrupa y los define es que tienen dos pares de lados
paralelos...

A2: Claro, pero acd hay muchos que cumplen esas caracteristicas, entonces estamos buscando las
diferencias entre ellos...

A1l: Por ejemplo, el rectdngulo tiene todos sus dngulos rectos y dos pares de lados iguales pero distintos
entre si, el cuadrado todos los dngulos rectos y todos sus lados iguales...

A3: Claro, el rombo solo los lados iguales y sin dngulos rectos.

P: Muy bien, entiendo entonces que estdn buscando diferenciar cada figura dentro de cada gran
categoria.

A2: Claro, porque son todas figuras distintas...

P: Muy bien, entonces ustedes ahora deberian pulir cuales son las propiedades que estdn mirando, y
comenzar a diagramar y a organizar toda la informacion que tienen.

A3: Si, perfecto, estamos mirando tres propiedades, nos estamos ayudando con tres dfiches de las
clases anteriores.

P: Muy bien sigan ustedes...

Al retirarse la docente, continta el didlogo al interior del grupo.

A2: Ahora yo me quedo pensando en el romboide, étiene que tener dos dngulos iguales siempre?
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A1: Claro, los dngulos opuestos son iguales...

A3: ¢Pero necesitan ser rectos?

A1: No, acd en este afiche hay uno que no tiene ambos de 90°...

A2: Claro, pueden ser o no rectos, lo importante es que sean iguales, porque si no los lados no serian
iguales...

A3: Claro.

A3: ¢Y con el trapecio?

A2:Y al trapecio le tenemos que pedir que tenga dos lados paralelos, un par como dijo la profe...

Al: Si, pero nos queda ese tema de que pueden tener dos o tres lados iguales...

A2: Si, pero todos tienen mds caracteristicas, pero tienen un par de lados iguales... o sea que ahi entran
en esa categoria, y no va a entrar ningun extrafio, porque todos los otros o tienen dos pares de lados
paralelos o no tienen ningun par...

A1: Si, es cierto, armemos el cuadro.

Al interior del Grupo 1, se producen didlogos que resultan interesantes, que se describen a
continuacion:

V2: Yo creo que los mds fdciles son el rombo, el cuadrado y el rectdngulo...

V1:éPor qué?

V1:Y porque el cuadrado tiene 4 lados iguales y 4 dngulos rectos...

G1: ¢Vas air caracterizando cada figura?

V1: Si, yo lo haria tipo cuadro...

V1: Yo creo que no.... que solo hay que poner lo que la define... es decir las condiciones necesarias...
G1: ¢Y con eso van a hacer una definicion?

V1: Yo creo que esa es la definicidn, las caracteristicas necesarias que los definen.

V2:Y, es que al cuadrado lo define los lados y los dngulos...

V1: Claro, pero al rombo solo los lados y al rectdngulo solo los dngulos...

G1: Si, es verdad...

V1: Entonces faltarian el romboide, el trapezoide, el paralelogramo...

V1: Veamos... el romboide necesita tener dos pares de lados iguales

G1:¢éY los dngulos no?

V2: No, necesita tener dos pares de lados iguales...

G1: Pero el paralelogramo también tiene dos pares de lados iguales...

V1: Ah... pard, pard...

V1: iQué necesita el romboide?

G1: Podemos poner las dos cosas, los lados y dngulos

V1:¢Y qué me dijiste vos, entonces?

G1: Que el paralelogramo cumple esas...

V1: Entonces pongamos que no tiene que tener lados paralelos...

V1:Y pero ahi estds poniendo mds de una cosa, estds hablando de lados y de paralelas... para mi hay
que poner una sola condicion, o los lados o las paralelas...

G1: Pard, llamemos a la profe...

V1: Aca estamos discutiendo porque nos damos cuenta que estamos mirando mds de una cosa a la
vez...

P: Bueno, si ustedes consideran necesario considerar mds de una caracteristica a la vez, lo pueden
explicitar...
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G1: Ah, entonces se puede... mirar mds de una caracteristica a la vez...

V1:Ysi, sien la actividad anterior miramos dos, miramos lados y miramos dngulos...

P: Muy bien, hagan diagramas que les permitan ver cdmo los organizarian.

V1: Claro, por ejemplo, en el romboide nos dimos cuenta que necesita tener dos lados iguales, pero
que los lados iguales no tienen que ser paralelos.

G1: Claro, pero el rombo tiene lados paralelos....

V2: Estamos mirando también los lados paralelos.

V2: Pero acd en el rectdngulo, estds poniendo que necesita dos pares de lados iguales y todos los
dngulos rectos

G1: Entonces deberiamos agregarle que sean distintos entre si...

V1: No, porque sabes que pasa: el rectdngulo puede ser un cuadrado, pero el cuadrado no puede ser
rectangulo.

V2: Al revés, me parece que el cuadrado puede ser un rectangulo

V1: Claro pero el rectdngulo no puede ser un cuadrado.

V1: Por eso, la condicion necesaria del rectdngulo es que tenga los cuatro dngulos rectos, el mismo
nombre te lo dice...

V2: ¢Y el cuadrado puede ser rombo?

G2: El cuadrado puede ser rombo y el cuadrado puede ser rectdngulo...

V1: Claro...

V2: Pero al rombo hay que agregarle algo mds...

V1: Para mi, lo que necesita el rombo solamente es tener los cuatro lados iguales, después todo lo
demds puede variar... como que el rombo incluye a todo lo otro, estd el rombo, después estd
cuadrado...

V1: No, pero acd falta el rectdngulo...

G1: No, porque el rombo no puede ser rectdngulo... no pueden estar juntos...

V2:éno?

G1: No, porque la condicion del rombo dijimos que es que tenga los cuatro lados iguales, y el rectdngulo
no siempre tiene los cuatro lados iguales...

V1: Pero yo al rectdngulo no le pondria los lados... solo los dngulos tienen que ser rectos...

Se hace un silencio en el grupo mientras piensan el obstdculo con el que se encontraron

V1: Pensemos: el rombo solo necesita los cuatro lados iguales, ya que el rombo puede ser un cuadrado
o...

V2: Solo rombo.

V2: El rectdngulo necesita tener solo los cuatro dngulos rectos...

G2:¢Y los lados?

V1: Para mi que no, solo los dngulos...

G1: Claro, pero si lo tomas asi, el rectdngulo puede ser rombo o cuadrado también.

G1: A ver, si vamos a tomar dngulos y lados, tomemos en todos los mismo...a ver si podemos llegar a
alguna conclusion...

V1: Es que lo que yo veo es que si una figura cumple esta condicion y ésta a la vez (sefialando las del
rombo y las del rectdngulo) entonces esa figura es un cuadrado... ¢entienden?

V1:Y por otro lado, yo pondria al romboide, trapecio y al trapezoide...

G1: Intentemos definir al trapecio y al romboide....

V1: Me parece que yo los quiero convencer con lo mio ... pero no. Fijensé ustedes...

V2: El trapezoide, es como el cuadrildtero general....
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V1: Si, no tiene lados paralelos...

G1: Ah, nos falta el paralelogramo....

V1: A ver... el trapecio solo tiene un par de lados paralelos y en cambio el trapecio tiene uno...

G2: ¢y el trapezoide?

V1: Los trapezoides no tenian lados paralelos...

V2: Entonces el cuadrado y el rombo no van ahi....

G1: Pero hoy no pusimos nada de los lados paralelos cuando habldbamos de los rombos...

V1: Claro, el trapezoide la tnica condicion que necesita es no tener lados paralelos...

V2: Es la unica condicion... claro, pero hoy no estdbamos pensando asi... é¢en el trapecio que pusiste?
V1: Si, para mi esas son las condiciones necesarias

G1: En el trapecio, en las otras actividades lo teniamos con dos pares de paralelas...

V1: No, con dos lados paralelos, no con dos pares...

V2: Claro, el trapecio necesita tener 2 lados paralelos...

V1:iSi! Un par de lados paralelos.

G1: Estad bien, es lo mismo... en el paralelogramo si puse dos pares de lados paralelos.

G2: ¢y le sacaste los dngulos rectos?

V1: no, no sé si sacarlo...

G2: Y pasa que si no lo sacas puede ser un rectdngulo o un cuadrado y en consecuencia un rombo...
V1: Y si, es que el cuadrado y el rectdngulo son paralelogramos, porque tienen dos pares de lados
paralelos... no importan los dngulos...

Al acercarse la docente al grupo le expresan:

V1: Creo que estamos...

V2: Si, pero sequimos poniendo cosas...

P: Bueno, entonces cuentenmé qué fue lo que tuvieron en cuenta para armar esta organizacion...

V1: es como que estos tres primeros tienen relacion entre si, el rectdngulo necesita tener los cuatro
dngulos rectos y el rombo necesita tener los cuatro lados iguales. Y si se cumplen estas dos condiciones
a la vez, se forma un cuadrado, que necesita tener cuatro lados iguales y cuatro dngulos rectos.
Después estos ya serian “otra especie”, el romboide necesita tener dos pares de lados iguales, pero sin
lados paralelos.

V2: En esta clasificacion, nos dimos cuenta de que empieza a entrar lo que es el paralelismo...

P: Muy bien

V1: Entonces acd recién nos dimos cuenta que podemos empezar a poner paralelismo

P: ¢Y el trapecio?

V1: Necesitar tener un par de lados paralelos

V2: Si, un par

V1:Y el paralelogramo necesita tener dos pares de lados paralelos

P: ¢Y hay alguna otra figura que cumple esta condicion? ¢ Que tenga dos pares de lados paralelos?
Todos: Si, si, ya nos dimos cuenta que los tres primeros son paralelogramos, porque tienen dos pares
de lados paralelos

P: éEntonces?

G1: Entonces, lo que habiamos pensado era ponerlos acd, dentro de esta familia...

V1: Si, de esa especie.

V2: Claro, si, estos dos también tienen que estar juntos, los trapezoides y los romboides.

P: Muy bien, ya estdn armando una nueva organizacion. éSe animan a armar un diagrama?

V2: Si, ya lo empezamos a pasar...
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P: éLes puedo preguntar por ejemplo por qué no miraron diagonales?

G1: Si, no las miramos, porque habia que tener muchas cosas en cuenta: si eran iguales, o diferentes,
si se cortaban en el punto medio, si eran perpendiculares...

P: Bien...

G1: Si, cuando hicimos la actividad de las diagonales, fue la que mds nos costd, en cambio cuando
mirdbamos otras caracteristicas, nos resultaron mds simples...

V1: Claro, con estas caracteristicas que estamos mirando es como que nos permite identificar todo
mds fdcil.

P: Muy bien, esto estd entonces de la mano de la consigna que les solicitaba armar una organizacion
que les permitiera identificar claramente y de forma sencilla a cada cuadrildtero.

El diagrama que organizaron los estudiantes, fue el siguiente:

Imagen 25

Luego de que cada grupo tuvo su cuadro organizado y las definiciones elaboradas, se los invita a
compartir con el resto de los compafieros cada una de las producciones.

El grupo 3 comienza compartiendo su afiche y comentan que ellos optaron por organizar los
cuadrilateros de acuerdo a “pares de lados paralelos”.

Imagen 26

Las definiciones que elaboré el grupo, son las siguientes:
Paralelogramo: dos pares de lados paralelos y dos pares de angulos iguales no rectos.
Rectdngulo: dos pares de lados paralelos y distintos entre si, y todos sus angulos interiores rectos.
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Cuadrado: dos pares de lados paralelos, cuatro lados iguales y todos sus dangulos interiores rectos.

Rombo: dos pares de lados paralelos, dos pares de dangulos iguales no rectos y cuatro lados iguales.

Trapecio: tiene un par de lados paralelos, y dentro de esta categoria:

- Trapecioisdsceles: un par de lados paralelos y los angulos que se forman sobre los lados paralelos
iguales.

- Trapecio rectangular: un par de lados paralelos y dos dngulos rectos.

Romboide: Ningun par de lados paralelos, tiene dos pares de lados consecutivos iguales y dangulos

iguales.

Trapezoide: Ningun par de lados paralelos.

P: éCudles son las caracteristicas que tuvieron en cuenta para realizar esta organizacion?

A1l: Tuvimos en cuenta, lados paralelos, lados iguales y dngulos rectos.

P: Muy bien, tuvieron en cuenta tres de las caracteristicas que estuvimos trabajando en clases.

A2: Para los que necesitdbamos definir con mds precision agregamos caracteristicas, pero el trapecio
solamente necesita solo un par de lados paralelos.

A3: En lados no paralelos, estd el trapezoide que es el unico que no tiene lados paralelos y que se
diferencia del romboide que no tiene lados paralelos, pero tiene dos pares de lados consecutivos
iguales.

A2: Si, igualmente el trapezoide puede tener distintas caracteristicas, la principal es diferenciarlo con
que no tiene lados paralelos y luego al romboide darle una caracteristica mds, ya alcanzaba para
diferenciarlos.

P: Muy bien, é¢nos pueden contar por qué seleccionaron estas caracteristicas para agrupar los
cuadrildteros?

A2: Fue como la mds abarcativa.

A1l: Claro, empezamos como desde lo mds general, que eran los lados paralelos a lo mds especifico de
cada figura.

A2:Si, al mirar todas las figuras es algo que comparten... en cambio en los otros afiches, muchas figuras
estaban en muchas categorias y no nos servian. Esta nos resulté mds clara y mds organizada.

La docente agradece y pregunta si hay consultas, y le da la palabra al grupo 1, quienes comparten
como organizaron su trabajo:

V1: Nosotros lo primero que hicimos fue definir las figuras que tenian caracteristicas mds sencillas que
eran el cuadrado, el rombo y el rectdngulo. El rectdngulo tiene cuatro dngulos rectos, el rombo cuatro
lados iguales y el cuadrado cuatro lados iguales y cuatro dngulos rectos.

Pero nos quedaban por fuera el trapezoide, el romboide, el paralelogramo y el trapecio. Pero ahi, nos
dimos cuenta de que habia mds caracteristicas...

G1: Claro, empezamos a ver el tema del paralelismo de los lados.

V1: Entonces, el romboide no tiene lados paralelos, pero necesita tener dos pares de lados iguales. El
trapecio, necesita tener un par de lados paralelos. El paralelogramo, necesita tener dos pares de lados
paralelos, como lo definimos nosotros, y el trapezoide no necesita tener lados paralelos. Y a partir de
esto, hicimos el cuadro:
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Al presentar el afiche, lo comentan con sus compafieros:

Imagen 27

V1: Los cuadrildteros los podemos clasificar en tres grupos: Dos pares de lados paralelos, van a ser los
paralelogramos. Dentro de estos, van a estar el rectdngulo y el rombo.

V2: Pero si un rectdngulo tiene los cuatro lados iguales, entonces es un cuadrado.

V1: Claro, y si el rombo tiene los cuatro dngulos iguales, entonces es un cuadrado.

V1: El rombo puede ser un rectdngulo, pero el rectdngulo no puede ser rombo. El rombo puede ser un
cuadrado, pero no siempre el cuadrado puede ser rombo, por eso no tenemos la flecha que vuelve en
el grdfico.

P: ¢Y el cuadrado no puede ser rombo?

V1: Ah, si si, el cuadrado siempre es un rombo, pero no siempre el rombo es un cuadrado, necesita si o
si los dngulos rectos. El problema estd en que el rectdngulo no puede ser rombo.

P: éPor qué no puede ser rombo?

V1: Porque el rectdngulo necesita si o si, los cuatros dngulos rectos, y el rombo cuatro lados iguales,
pero como el rombo no tiene restricciones sobre sus dngulos, si son rectos, entonces el rombo es un
rectdngulo. Pero un rectdngulo, no puede ser rombo.

P: éPor qué no? ¢ Qué necesitaria para poder serlo?

V2: Porque el rectdngulo necesitaria los cuatro lados iguales...

P: ¢éYsilos tiene que es?

V2: Es un cuadrado, claro y si es un cuadrado, entonces es un rombo.

V1: Otra categoria es un par de lados paralelos, estd el trapecio. Y acd miramos si hay dngulos rectos
0 no: con ningun dngulo recto y con por lo menos un dngulo recto estd esta figura (sefialando al
trapecio rectdngulo que tienen graficado en el afiche).

V1:Y nos quedan los que no tienen ningun par de lados paralelos, que se llaman trapezoides. Y que si
ademds les agregamos una condicion mds, que tengan dos pares de lados sean iguales, es un
romboide. Entonces el romboide es un trapezoide.

Las definiciones que este grupo elabord, son las siguientes: (estas definiciones, asi como el formato
fue escrito por el grupo en un documento word)

Paralelismo
2 pares de lados paralelos: paralelogramo, (rombo, cuadrado y rectangulo).
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1 par de lados paralelos: trapecio.
Ningun lado paralelo: trapezoide, romboide.

Paralelogrameo Rectdngulo: 4 dngulos rectos Cuando z= cumplen las dos condiciones

Rombo: 4 lados |guales sa forma un cuadrada.

Cuadrado: Necesita cumplir con la condicion de tener 4 lados iguales y sus 4 angulos rectos.
Rectdngulo: Necesita tener 4 dngulos rectos y 2 pares de lados iguales y diferentes entre si.
Rombo: Necesita tener 4 lados iguales.

Romboide: Necesita 2 pares de lados iguales y ningun lado paralelo.

Trapecio: Necesita 1 par de lados paralelas

Paralelogramo: Necesita 2 pares de lados paralelas.

Trapezoide: Necesita tener 4 lados sin importar la longitud, pero no puede tener paralelas.

Luego de que el grupo comparte toda su produccion, la docente comenta:

P: éCudl es la diferencia entre esta forma de organizary la que propone el primer grupo?

Al: el primer grupo como que puso figuras en todas categorias distintas, en cambio los chicos (el
segundo grupo) hay cuadrildteros que estdn en mds de una categoria a la vez, como por ejemplo que
el cuadrado es rombo.

P: Muy bien, en cuanto termine el ultimo grupo, podemos profundizar en esto.

Por ultimo, el Grupo 4, presenta su afiche y comenta que si bien ellos no estuvieron en dos de las
actividades en las que trabajaron en las clases anteriores, mirando el afiche que sus compafieros
realizaron la clase anterior en el que se tuvieron en cuenta dos caracteristicas a la vez de los
cuadrilateros, crearon una organizacién teniendo en cuenta lados paralelos y ademas lados iguales y
angulos rectos. El grupo aclaré que ya habian cursado la materia y que muchas cuestiones ya las habian
trabajado en su cursado anterior. Un primer bosquejo de esa organizacién fue el siguiente:

Imagen 28

Una companiera lee las definiciones elaboradas, mientras otra se encarga del afiche.
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Imagen 29

Cuadrado: Es un cuadrilatero convexo con dos pares de lados paralelos, todos sus lados congruentes

y todos sus angulos interiores rectos.

Rectdngulo: Es un cuadrilatero convexo con dos pares de lados iguales y distintos entre si y todos sus

angulos son rectos.

Paralelogramo: Es un cuadrildtero convexo que tiene dos pares de lados paralelos.

Rombo: Es un cuadrildtero convexo con dos pares de angulos iguales y cuatro lados iguales.

Romboide: Es un cuadrildtero convexo con dos pares de lados y dangulos iguales.

Trapecio: Es un cuadrilatero convexo con un par de lados paralelos.

- Trapecio isdsceles: Es un cuadrilatero convexo con un par de lados paralelos y los angulos que se
forman sobre los lados paralelos son iguales.

- Trapecio rectangular: Es un cuadrildtero convexo con un par de lados paralelos y dos angulos
rectos.

Trapezoide: Es un cuadrilatero convexo sin lados paralelos.

Al finalizar un estudiante del Grupo 1, comenta:

V1: Nosotros al romboide no lo pusimos en el mismo lugar que ustedes... nosotros lo pusimos como un
caso particular de los trapezoides porque no tienen lados paralelos...

A lo que los estudiantes del grupo 4 contestan:

N1: Lo que tiene esa figura es dos lados iguales...

V1: Si, pero los lados no son opuestos, son consecutivos... si no seria un paralelogramo...

N1: Ah, claro, nos falté poner que no son opuestos...

N2: Creo que nos confundimos con el rombo, por eso lo pusimos ahi, pero si, es cierto, no tiene lados
paralelos, iria con los trapezoides. Ahora lo modificamos en el dfiche. (se observa en el afiche, la
correccion es esta figura con un asterisco)

La docente interviene nuevamente:
P: éCudl es la diferencia entre esta organizacion y las otras?
Un estudiante del grupo 1, contesta:



V1:Y... esta clasificacion es un poco de las dos, porque las compaferas pusieron al rombo, al cuadrado,
al rectdngulo y al paralelogramo dentro del paralelogramo, pero ninguna puede tener las
caracteristicas de las otras.

N1: Claro, si, nosotros nos dimos cuenta de eso cuando los escuchdbamos a ustedes. Por ejemplo, acd
en el rectdngulo, nosotros le pedimos que los lados sean distintos entre si, entonces nunca un
rectdngulo va a poder ser cuadrado como lo pusieron ustedes.

N2: Claro, nosotros les pusimos mds restricciones, por eso no cumplen las condiciones de otro.

La docente consulta si alguien tiene alguna duda, a lo que los estudiantes contestan si hay alguna de
las clasificaciones que es correcta. A partir de lo cual, se abordan las nociones de “clasificacién

IM

jerarquica” y “clasificacién particional” que desarrolla De Villiers (1994). Se hace hincapié en que se
puede definir y en consecuencia clasificar (o viceversa) cuadrilateros de muchas formas posibles, de
acuerdo a las caracteristicas en las cuales se haga foco y se consideren como condiciones necesarias y
suficientes.

Se discute también la importancia de conocer que es posible clasificar de diversos modos a las figuras,

y acerca de las ventajas y desventajas de una u otra.
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Anexo 3

En este anexo encontraran un documento trabajado previamente con el grupo de estudiantes, en el
gue se abordaron algunas nociones acerca de las definiciones en matemitica.

Acerca de la definicidon de “definicion” en Matematica

Segun Winicki-Landman y Leikin (2000), “...definir es el acto o proceso por el cual se establece de
modo conciso el preciso significado o acepcién de un concepto.”
Definir los objetos/conceptos matematicos es parte de la actividad matematica que permite:

e caracterizar especificamente a ‘ese’ concepto/objeto, sintetizando las propiedades

esenciales que lo diferencian de otros.

e organizar y desarrollar el conocimiento matematico.
Desde una perspectiva epistemoldgico-didactica que asume la Matematica como un producto social
y cultural, es fundamental reconocer que las definiciones se establecen convencionalmente. Esa
convencionalidad se refiere a que:

“... las definiciones no estan predeterminadas sino que las selecciona el matematico, el autor de un libro
de texto o el profesor, atendiendo a dos factores principales: el tipo de caracterizacion del concepto
matematico que se requiera en un momento dado y las convenciones en el grado de restriccion utilizado
para definir un concepto matematico. (Calvo, 2001)

Con respecto al grado de restriccidn, de Villiers (1994) clasifica las definiciones en jerarquicas y
particionales. Una definicidn jerarquica permite que los conceptos mas particulares sean subconjuntos
de los mas generales, mientras que en una definicion particional, los subconjuntos de conceptos se
consideran disyuntos. Por ejemplo, decir “un cuadrado es un rectdngulo que tiene sus lados iguales”,
es una definicién jerarquica. En cambio, decir: “un rectdngulo es un cuadrildtero que tiene dos pares

o
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de lados opuestos paralelos e iguales, pero diferentes entre si”. De esta manera, no podremos afirmar

gue un cuadrado es un rectangulo, ya que no seria correcta esta clasificacion.

Criterios para la elaboracién de definiciones

Cuando las definiciones son presentadas como “hechos consumados”, no siempre se revela la
influencia de los criterios que influyen en su elaboracion. Esos criterios son basicamente ldgicos,
estéticos y pedagogicos (WinickiLandman y Leikin, 2000).
Desde el punto de vista ldgico, la definicidon de un concepto:
a) Debe ser precisa. Por ejemplo, no es claro definir un rectdngulo como “una poligonal cerrada
de cuatro lados mas sus puntos interiores, en donde sus lados opuestos son paralelos e iguales y
ademas todos sus angulos son rectos”.
b) Debe basarse solamente en otros conceptos previamente definidos o en conceptos primitivos.
c) Debe ser consistente con definiciones anteriores en la que dicha definicidn se apoya, evitando
todo tipo de contradicciones ldgicas que derivarian en que ningun objeto verifique sus condiciones.
d) Es arbitraria. Dos definiciones son equivalentes cuando determinan el mismo conjunto de objetos.
Por ejemplo, se puede definir paralelogramos como un cuadrildtero con angulos opuestos iguales o
como un cuadrildtero con dngulos opuestos iguales.
e) Establece condiciones necesarias y suficientes que caractericen al objeto/concepto.
Desde el punto de vista estético, la definicién de un concepto:
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a) Debe ser minimalista, no debe contener informacién redundante. Por ejemplo, no esta bien
definido cuadrado si decimos: “es el cuadrildtero que tiene lados paralelos e iguales, dngulos
iguales y diagonales iguales y perpendiculares”.

b) Debe ser preferiblemente elegante, lo que puede entenderse de distintas maneras: sencillez
en el uso de simbolismo, simplicidad de su presentacion, etc.
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