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INTRODUCCION

A finales de la década del 50 De Giorgi [14] establece la validez de ciertas
estimaciones puntuales para las soluciones débiles de ecuaciones en derivadas
parciales en forma de divergencia

n
(1) Lu = div(A-Vu) = Y Di(a;(z)Dju) = 0.
ij=1

Tales estimaciones le permiten probar que toda solucién débil de (1) es
localmente Holder continua. Posteriormente Moser [25], a principios de la
década del 60, prueba que las soluciones débiles de (1) satisfacen la llamada
Desigualdad de Harnack: sean 2 C R"™ un conjunto abierto, Q y Q cubos
de R"™ tales que Q C @ C . Existe una constante C > 1, que depende
solamente de la elipticidad del operador (1) y de la dimension, tal que

(2) supu < C igfu (Desigualdad de Harnack),
Q

para toda u solucidn débil de (1) no negativa en Q. Utilizando (2), medi-
ante un argumento de tipo iterativo, Moser da una prueba alternativa del
resultado de De Giorgi. La generalidad de los métodos de Moser hacen de
la desigualdad de Harnack una herramienta importante para establecer re-
sultados de regularidad Holder de soluciones de ecuaciones diferenciales. En
sucesivos trabajos de los afios 79 y 80, Krylov y Safonov ([21],[22]) prueban
la validez de (2) en la situacién mas general de las ecuaciones parabdlicas en
base a dos estimaciones que establecen un control del gradiente de la solu-
cion. En el caso de las ecuaciones diferenciales elipticas de segundo grado en
forma no divergente, es decir, ecuaciones diferenciales de la forma
n
(3) Lu:= Y ai(z)Dij(u) =0,
i,j=1

una técnica usual para obtener (2) consiste en probar las mencionadas es-
timaciones de Krylov y Safonov sobre cubos y hacer uso de un proceso de
descomposicién de R™ en cubos conocido como descomposicién de Calderdn-
Zygmund. En estas técnicas de andlisis real la geometria de los cubos juega
un papel fundamental en la descomposicién de Calderén-Zygmund y consti-
tuye una de las principales dificultades cuando se trata de probar la validez
de (2) sobre conjuntos que no son cubos de R™. En esta direccién, Caf-
farelli y Gutiérrez ([10],[11]), en dos trabajos relativos al estudio de las
soluciones de la ecuacidén linealizada de Monge-Ampere, prueban que tales
soluciones satisfacen (2) sobre ciertos conjuntos convexos denominados “sec-
ciones”. Uno de los resultados més importantes obtenidos es una variante
de la descomposicién de Calderén-Zygmund de conjuntos acotados de R"
en secciones que les permite establecer, una vez probada la validez de las
estimaciones de Krylov y Safonov sobre las secciones, la llamada desigualdad
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débil de Harnack [16] de la cual se puede derivar (2). En estos trabajos
se utilizaron de manera determinante tanto la propiedad de duplicacién de
la medida subyacente como la geometria de los conjuntos sobre los cuales
interesa probar la desigualdad de Harnack.

Todo lo anteriormente dicho conduce naturalmente a pensar que la es-
tructura de los espacios de tipo homogéneo es adecuada para la formulacién
del siguiente problema que, basicamente, es de lo que trata esta tesis: dados
un espacto de tipo homogéneo y una familia de funciones reales definidas
en un subconjunto abierto de dicho espacio que satisfacen las estimaciones
de Krylov y Safonov sobre bolas de la casi-métrica dada, hallar condiciones
necesarias y suficientes sobre el espacio y la familia de funciones que garan-
ticen la validez de (2) sobre las bolas de la casi-métrica dada. Bésicamente, el
trabajo de tesis tiene dos vertientes: la eliptica y la parabdlica. La primera
de ellas trata de responder el problema anterior en el caso estacionario y
abarca los Capitulos 2 y 3, mientras que la segunda, es decir, el caso no
estacionario , estd abordado en el Capitulo 4. En el Capitulo 1 presenta-
mos las definiciones, notaciones y propiedades bésicas de los espacios de
tipo homogéneo que seran utilizadas a lo largo de toda la tesis. Ademas se
establecen resultados relativos a lemas de cubrimiento, principalmente vari-
antes del lema de Besicovitch, utilizando el concepto de homogeneidad débil.
El principal resultado de este capitulo es relativo a la descomposicién de tipo
Calderén-Zygmund de conjuntos abiertos y acotados en bolas del espacio de
tipo homogéneo considerado. La validez de esta variante de descomposiciéon
de Calderén-Zygmund es fundamental para los propésitos de los Capitulos
3 y 4. Por ltimo se prueban algunos resultados sobre densidad de funciones
continuas en espacios LP.

En el Capitulo 2 se comienza a estudiar la versién eliptica del proble-
ma en el contexto de los espacios casi-métricos. Se presenta la primera de
las estimaciones de Krylov y Safonov, se definen una serie de familias fun-
cionales que son de interés en el estudio de regularidad Holder en ecuaciones
diferenciales y se estudian relaciones entre éstas familias y la estimacion
de Krylov y Safonov. El principal resultado del capitulo establece que la
desigualdad de Harnack es consecuencia de la estimacion de Krylov y Sa-
fonov y de la oscilacion uniformemente acotada. Los métodos utilizados son,
principalmente, debidos a Moser [25] y a Caffarelli [8].

En el Capitulo 3 se introducen la segunda estimacién de Krylov y Sa-
fonov y la desigualdad débil de Harnack en el contexto de los espacios de
tipo homogéneo. Se definen nuevas familias funcionales y se estudian las
relaciones entre éstas y las ya definidas en el capitulo anterior. El principal
resultado establece que, bajo ciertas restricciones en la geometria y en la
medida del espacio de tipo homogéneo considerado, las dos estimaciones de
Krylov y Safonov son esencialmente equivalentes a la desigualdad débil de
Harnack. Los métodos utilizados para probar una de las implicaciones de la
equivalencia mencionada fueron desarrollados por Caffarelli y Gutiérrez
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[10] y [11]. Se concluye el capitulo con un teorema que engloba los resultados
de mayor interés.

Finalmente, en el Capitulo 4 se aborda el problema relativo a la vertiente
parabolica a traves del concepto de mapeo de retardo en espacios de tipo
homogéneo introducido por Aimar en [3]. Tal concepto es una aproximacién
abstracta a la dependencia temporal que caracterizan a los problemas no
estacionarios. A semejanza de lo hecho en los capitulos anteriores se intro-
ducen las estimaciones de Krylov y Safonov y se definen familias funcionales
pero ahora en el contexto de los espacios de tipo homogéneo con mapeos de
retardo. Se estudian propiedades geométricas que deben tener los mapeos de
retardo y el espacio para poder obtener resultados similares a los estableci-
dos en los capitulos anteriores. El principal resultado obtenido es que, bajo
ciertas restricciones geométricas, las estimaciones de Krylov y Safonov im-
plican la validez de la desigualdad débil de Harnack con mapeos de retardo
pero, a diferencia del caso eliptico, no son equivalentes. En este capitulo
los métodos utilizados se deben, principalmente, a Moser [26] y a Huang
[18].
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CAPITULO 1

Espacios de Tipo Homogéneo

1. Espacios de tipo homogéneo: algunos resultados conocidos

ESPACIOS CASI-METRICOS. Sea X un conjunto. Diremos que una funcién
real d, simétrica y no negativa definida en X x X es una casi-métrica si

a) existe una constante k > 1, denominada constante casi-triangular, tal
que

d(x7 y) S k (d(l.? Z) + d(Z, y))’
para todo z, y, z € X ,
b)
d(z,y) =0 siysdlosi z=uy.

Diremos que un par ordenado (X, d) es un espacio casi-métrico si X es un
conjunto y d es una casi-métrica definida en X x X. Dadas dos casi-métricas
d y d' definidas en X x X y dos constantes positivas C y Cy diremos que d
es (O, Cy)-equivalente a d’ si 'y sélo si

Cl d(:l:ay) é d’(a:,y) S 02 d(l‘ay)

para todo z, y € X. Cuando no sea necesario especificar las constantes
diremos simplemente que d es equivalente a d’ si la desigualdad anterior es
valida para ciertas constantes positivas C1 y Cy. Dado z € X y un nimero
r > 0 diremos que el conjunto {y € X /d(z,y) < r} es una d-bola By(z,r),
o simplemente una bola B(z,r), de centro z y radio 7.

Sea k un numero positivo. Dada una bola B = B(z, ), la notacién kB
significa la bola B(z, k).

Los conjuntos {(z,y) € X x X / d(z,y) < 1/n, n € N} forman una
base de una estructura uniforme metrizable de X . La topologia considerada
es la generada por la uniformidad asociada a d, por lo tanto un conjunto
Y C X es abierto si y sélo si para cada y € Y existe un ntimero r > 0 tal
que B(y,r) C Y (Ver [19]). A diferencia de lo que ocurre en los espacios
métricos en general las bolas en un espacio casi-métrico no son conjuntos
abiertos. No obstante siempre es posible hallar una casi-métrica equivalente
a la original en donde las nuevas bolas resultan abiertas. Mas precisamente
se tiene el siguiente resultado debido a Macias y Segovia (Ver [23]): sea
(X,d) un espacio casi-métrico, entonces:
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a) existen una métrica p en X, un nimero real positivo «, constantes posi-
tivas C1 y Co tales que d es (C1, Cy)-equivalente a p® para todo x, y € X;

b) existe una casi-métrica d equivalente a d, un nimero 3 € (0,1) y una
constante C > 0 tal que para toda terna x, y, z € X, para todo r > 0 tal
que x, y € By(z,r) vale que

(2, 2) — d'(y,2)| < Cr' P (d (a,y))";

¢) las d'-bolas son abiertas en la topologia generada por d y también por d';
d) en todo espacio casi-métrico existen funciones no triviales de tipo (-

Hélder continuas para algin € (0,1).

Dado un espacio casi-métrico (X, d), diremos que un conjunto £ C X
es acotado si existen z € X y r > 0 tales que E C B(x,r). En particular,
el espacio total X es acotado si y sélo si existen x € X y r > 0 tales que
X = B(z,r). Se dice que un conjunto E C X es precompacto o también
totalmente acotado si para cada € > 0 existe un conjunto finito F' C E tal
que d(x, F') < € para todo = € E.

Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Dado € > 0 diremos que un conjunto
G C X es e-disperso si d(z,y) > € para cualesquiera z # y € G. Una
propiedad de los espacios euclideos de dimensién finita que permite probar
lemas de cubrimiento de gran importancia para el andlisis es la siguiente
forma cuantitativa de la acotacién total de conjuntos acotados (Ver [15],
12]):

PROPIEDAD DE HOMOGENEIDAD DEBIL: sea (X,d) un espacio casi-
métrico. Fxiste una constante N > 0 tal que para cada x € X y cada r >0
y para todo conjunto r/2-disperso G C B(x,r) se tiene que

#G < N,

donde #G indica el cardinal del conjunto G. Llamaremos a N constante de
homogeneidad débil. Cada vez que consideremos un espacio casi-métrico con
la Propiedad de Homogeneidad Débil diremos que es un espacio casi-métrico
débilmente homogéneo.

Los siguientes resultados estdn expuestos en [23], [24] v [1]: sea (X, d)
un espacio casi-métrico y E C X. Entonces, dado que los espacios casi-
métricos son metrizables, E es compacto si y solo si E es completo y pre-
compacto. Tal como en el caso métrico, en general, en espacios casi-métricos
acotacion y precompacidad (o total acotacién) no son equivalentes, pero en
espacios casi-métricos con homogeneidad débil los conceptos de acotacion y
precompacidad son equivalentes, por lo tanto, tal como en el caso euclideo,
en los espacios casi-métricos completos débilmente homogéneos un conjun-
to es compacto si y solo si es cerrado y acotado. Una consecuencia notable
de la homogeneidad débil es que los espacios casi-métricos débilmente ho-
mogéneos son separables. Por lo tanto, dado que los espacios casi-métricos
son metrizables tenemos que el sequndo axioma de numerabilidad es vdlido
en los espacios casi-métricos débilmente homogéneos, es decir, son espacios
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Nj. Si (X, d) es un espacio casi-métrico débilmente homogéneo con con-
stante de homogeneidad N, entonces es vélido lo siguiente: dada una bola
B(z,r) y un conjunto e-disperso G C B(z,r) se tiene que

(1.1) #£G < <r>log2N.

€

Son diversas las formas de los lemas de cubrimiento, es decir, la posi-
bilidad de extraer subcubrimientos de cubrimientos por bolas para obtener
el tipo débil (1,1) del operador maximal de Hardy-Littlewood. Un aspecto
interesante de los espacios casi-métricos débilmente homogéneos esta en la
posibilidad de extender en forma sencilla e irrestricta a este contexto ab-
stracto ciertos lemas de cubrimiento debidos a N. Wiener y H. Whitney
(Ver [12], [1]):

LEMA DE WIENER: sea (X,d) un espacio casi-métrico débilmente ho-
mogéneo. Sea EE C X un conjunto acotado y consideremos un cubrimiento
de E por bolas {B(x,ry) /v € E}. Entonces existe un subconjunto a lo sumo
numerable I C E tal que
a) B(xz,ry) N B(y,ry) =0 para cada x # y € I;

b) E C U,e; B(w,4krs).

LEMA DE WHITNEY: sea (X,d) un espacio casi-métrico débilmente ho-

mogéneo. Sea E & X un conjunto abierto y acotado. Entonces existe una

sucesion {(Tn, ) }n C E X RT y constantes absolutas positivas y finitas C1,
Cy, M, h>11yD tales que

a) B(xp,m,) C E para cadan € N;

b) E= UneN B(:Un, Tn);

C) neN XB(M,M) (x) < M;

d) B(xp,hry,) N (X — E) # 0 para cada n € N;

e) Cirp < d(B(zp,rn), X — E) < Cory, para cada n € N;

f) para todo n € N existe y, € B(xy, hry) N (X — E) tal que B(xy,,2kr,) C
B(yn, Dry,).

Espacios DE TiPO HOMOGENEO. Siguiendo a [12] (ver también [13]) di-
remos que una terna (X, d, 1) es un espacio de tipo homogéneo si (X, d) es
un espacio casi-métrico y p es una medida definida en una o-algebra F que
contenga a las d-bolas con la siguiente propiedad de duplicacion sobre bolas:
existe una constante A > 0, denominada constante de duplicacion, tal que

0 < u(B(z,2r)) <A pB(z,r)) < oo,

para todo x € X y para todo r > 0. A veces diremos que un espacio de tipo
homogéneo es un espacio casi-métrico con homogeneidad fuerte. El siguiente
resultado (Ver [13]) justifica la denominacién “homogeneidad fuerte”: sea
(X, d, p) un espacio de tipo homogéneo con constante de duplicacion A. Sean
x0 € X y R > 0 fijos y consideremos un conjunto e-disperso E C B(xg, R)
para 0 < € < R. Entonces existe ¢ € N, que depende solamente de R, € y
k, tal que #FE < AY. En particular, considerando ¢ = R/2, vemos que todo
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espacio de tipo homogéneo (homogeneidad fuerte) es un espacio casi-métrico
débilmente homogéneo (homogeneidad débil). El problema inverso, es decir,
si homogeneidad débil implica homogeneidad fuerte, es, en general, un prob-
lema abierto. No obstante, hay ciertos resultados positivos en tal direccion:
dado un espacio métrico (X, p) débilmente homogéneo existe una medida de
Borel positiva en X que duplica si X es compacto (Ver [31]). Relacionado
con el problema anterior tenemos el siguiente resultado con la medida de
Haar en grupos topoldgicos: si (X,d,+) es un grupo abeliano casi-métri-
co completo débilmente homogéneo tal que (X,+) es un grupo topoldgico,
entonces la medida de Haar resultante duplica (Ver [5]).

Como consecuencia de que la homogeneidad fuerte implica la débil, los
espacios de tipo homogéneo comparten todas las propiedades topoldgicas
validas para los espacios casi-métricos débilmente homogéneos.

En un espacio de tipo homogéneo (X,d, ) la propiedad de duplicacién
de p sobre bolas permite probar lo siguiente (Ver [2]): X es acotado si y
sdlo si p(X) < oo.

Observemos que, en general, en un espacio de tipo homogéneo tener
una sucesién de bolas con medida uniformemente acotada no implica que la
sucesion de radios de las bolas sea acotada. Este hecho hace que debilitar la
hipdtesis de acotacién en el Lema de Cubrimiento de Wiener no sea simple.
En esta direccién, en [2] se prueba una variante del Lema de Wiener de-
bilitando la hipétesis de acotacién por la de medida finita: sea (X,d, u) un
espacio de tipo homogéneo. Sea {B; = B(xi, ;) }ier una familia de bolas de
X tal que E = Ui B; es de medida finita. Entonces existen una sucesion
{Bj}jes, con J C I alo sumo numerable, y una constante absoluta C' tales
que

a) BpNBy =0 parap#qe J;
b) E C Ujes B(z;,Cry);
¢) para cada i € I existe j € J tal que B; C B(xj,Crj).

A diferencia de la homogeneidad débil, la homogeneidad fuerte no es
una propiedad hereditaria en el siguiente sentido: un subconjunto medible
en un espacio de tipo homogéneo, con la medida y topologia restringidas,
no es, en general, un subespacio de tipo homogéneo. Mds atin, tampoco es
valido que las bolas de un espacio de tipo homogéneo sean subespacios de
tipo homogéneo. Sin embargo (Ver [24]) se tiene el siguiente resultado que es
de utilidad cuando el problema a estudiar es invariante por cambio de casi-
métricas equivalentes: sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo. Ezxiste
una casi-métrica d’', equivalente a d, tal que las d’'-bolas son subespacios de
tipo homogéneo de (X,d, ) y de (X, d', ).

OPERADORES MAXIMALES. Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo y
denotemos con LlloC al conjunto de las funciones p-medibles que son local-
mente integrables. Paraxz € Xy f € Llloc consideramos el operador maximal
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centrado

¢ xr) =su ;
(Mg f)(x) T>%) w(Bg(z, 7)) /Bd(x,r)

y el operador maximal no-centrado

(Mg f)(x) = SUP By . f(y) du(y).

Si p es una métrica en X tal que p“ es equivalente a d para algin a > 0
se tiene que (Ver [1]) Mg es semicontinua inferiormente y es de tipo débil
(1,1). Ademds, la duplicacion de la medida y la equivalencia entre p* y d
muestran que los tres operadores mazximales son equivalentes en el sentido
de que existen constantes positivas absolutas Ky, Ko y K3 tales que

(1.2) Ky M§ < Ky MJ© < K3 M.

f(y) du(y),

Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo y sea f € L} (X). Para cada
x € X definimos

— 1
Dap (o) = s /B ) = @) o)

Se dice que un punto x € X es un punto de Lebesgue de f si y sdélo si
Dy, r(x) = 0. Todo punto de Lebesgue es un punto de diferenciacién, es
decir, si x es tal que Dy ¢(x) = 0 entonces

, 1 o
liy s /B ) = 1)

Puesto que los lemas de cubrimiento de tipo Wiener permiten probar el
tipo débil (1,1) del operador maximal, argumentando como en el caso de R™
con la medida de Lebesgue, se puede probar que si las funciones continuas
son densas en Ll(u) entonces casi todo punto, con respecto a y, es un punto
de Lebesgue de cualquier funcién de L} ().

loc
2. Lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch

En esta seccién probaremos dos lemas de cubrimiento de tipo Besicovitch
en espacios casi-métricos débilmente homogéneos. El enunciado clasico de
Besicovitch (Ver [6] y [7]) es el siguiente: sea A un conjunto acotado de R™.
Asignamos a cada x € A una bola cerrada euclidea B(z,r(x)) de centro x
y radio r(x). Entonces existen constantes positivas 0,, y oy, que dependen
solamente de la dimension, y una sucesion de puntos {zy}reny C A tales
que:

1) A C UgenB(zg, r(2k));
11) ningin punto de R™ estd en mds de 0,, bolas de la sucesion

{B(zk, (k) }ren,

keN

es decir
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111) la sucesion {B(xy,r(xk))}ven puede ser distribuida en o, familias de
bolas disjuntas.

Es sabido (Ver [30]) que el lema de cubrimiento de Besicovitch no siem-
pre es valido en espacios de tipo homogéneo. Por otra parte, hay situaciones
en las cuales se puede caracterizar la validez del lema de cubrimiento de Besi-
covitch. Un ejemplo de ello es (Ver [4]) donde se dan condiciones necesarias y
suficientes para la validez del lema de cubrimiento de Besicovitch para famil-
ias de bolas parabdlicas inducidas por una matriz cuadrada diagonalizable,
es decir, bolas asociadas a métricas y casi-métricas dadas por dilataciones
no-isotrépicas sobre R™. Sin embargo, se pueden probar variantes del lema
de Besicovitch para bolas en espacios casi-métricos débilmente homogéneos
si, por ejemplo, se cubre por una subfamilia de bolas dilatadas y se estima el
solapamiento de las bolas sin dilatar, 6, de manera equivalente, se cubre con
una subfamilia de bolas sin dilatar y se estima el solapamiento de las bolas
contraidas. El primer lema que presentamos ahora es una generalizacién a
espacios casi-métricos con homogeneidad débil de un lema de cubrimiento
de tipo Besicovitch probado en [17] en espacios de tipo homogéneo en el
cual se cubre por bolas dilatadas y se estima el solapamiento de las bolas
sin dilatar. Lo probaremos usando una idea de A. P. Calderén que consiste
en clasificar las bolas del cubrimiento dado en familias con bolas de radios
comparables y trabajar con estas familias y con bolas de distintas familias
separadamente.

LEMA 1.1. Sea (X,d) un espacio casi-métrico débilmente homogéneo.
Consideremos una coleccion finita {B; = B(xj,1;)}i; de d-bolas y un
numero 0 € (0,1). Entonces existen una subcoleccion {Bj;}5_, y una con-
stante C' > 0, que depende solamente de k, tales que

a) U;’:l Bj C Uf:l(k +5)Bji ’
b) i1 Xa, (x) < C 0712 Vlogy(1/6)
donde (k +6)Bj, = B(xj,, (k +0)r;,).
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r; <
ro < -+ < 1y Denotemos por rj, a . Sea Fy = {r; / B; ¢ (k +0)B;j,}. Si

Fi = {) el lema queda probado. En caso contrario sea r;, = sup F;. Habiendo
elegido 7j,,...,7j,_, sea

(1.3) Fo={rj/ Bj & U(k +0)Bji},
y
(1.4) Tj, = sup F.

Dado que la coleccién de d-bolas es finita, existe s < t tal que Fysy1 = 0.
Entonces es claro que la subcoleccién {Bj, };_, cumple con a). Observemos
que 75, > rj, > --- > r; . Consideremos una subcoleccién arbitraria {B), =
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B(:Up,rp)}gzl de {Bj,};_, tal que ry > ry > --- > rp. Sea 2 € ﬂzzl B,,
entonces, se tiene que existe v > 0 tal que

v

h
ZXBP (ZO) = Z Z XB, (ZO)‘
p=1

m=0 2mp, <p, <2mtlp,

Afirmacion: 2V§ < 2k 2.

Supongamos lo contrario, es decir, que 2“6 > 2k 2. Dado que 71 > 2V},
obtenemos que 716 > 2Yrpé > 2k 2ry,, entonces si y € B(xp, ) se tendria
que

d(y, 1) < k (k(d(y,zp) + d(zn, 20)) + d(z0, 21))
<k (2krp, +71)
= 2k %r), + k7
< (k 4+ 0)r;.

Esta tltima desigualdad nos dice que B(zp, ) C (k + d)B(z1,71), lo cual
contradice (1.3). Por lo tanto la Afirmacién es cierta y esto implica que
v <log, (2k25_1).

Sea 1, la totalidad de radios 7, que estéan en el intervalo [27ry, , 2™ 1ry,).
Para tal subcoleccién {B,, },™, es valido que

2™MrEd

d(mi,a:j) > K

para i # j, 1 < i, j < nm,

pues en caso contrario tendriamos que, para j > iy z € Bp,,
d(z, ;) < k(d(z,25) + d(zi, 7))

2Myy §
<k (rp, + Th)

es decir que By, C (k + 9) By, para j > i. Pero esto nuevamente contradice
(1.3). Por otra parte, dado que zg € ().™, Bp,, se tiene

d(n, 20) < 1p, < 2™ ry.
Entonces el conjunto Ry, = {z,, / 2™rp, < rp, < 2™} € B(z20, 2™ ry)

y es 27,0k ~1 - disperso, por lo tanto, debido a la homogeneidad débil de

(X, d), obtenemos
2k logy N
s (5)
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Esto ultimo implica que

> xB,(20) = Zm XB,, (20)
n=1

2myp, < rp < 2mtlp,
logo, N
2k g2

con lo que queda probada la parte b) pues

h v
> x8,(20) <D #Rm
p=1 m=0
log, N
< <2;> (v+1)

C (2N, (2
> 5 082 5 .

Veremos ahora que se puede mejorar la cota para el solapamiento de las
bolas de un cubrimiento si en lugar de cubrir a la totalidad de las bolas
consideradas cubrimos al conjunto de los centros de las bolas.

A diferencia del lema anterior, en este caso cubriremos con las bolas orig-
inales y estimaremos el solapamiento de las bolas contraidas. La formulacién
de esta variante del lema de Besicovitch fue probada en [10] para el caso de
ciertos conjuntos convexos asociados a las soluciones de la linealizaciéon de
la ecuacién de Monge-Ampere.

O

LEMA 1.2. Sean (X,d) un espacio casi-métrico débilmente homogéneo y
A C X un conjunto acotado. Supongamos que una bola B(x,t) es dada para
cada x € A cont < M < oo. Entonces existe una sucesion { B(Zp, tn) tnen C
{B(x,t)}zeca tal que para todo € > 0
a) AC U,en B(Zn,tn);
b) si1/2 <e<1, entonces Yy, cnyXpe () < N;
c) 510 <e<1/2, entonces Y, oy Xpe () < 4N log(1/e),
donde B, = B(xp,k 1(1—€)t,) y N es la constante de homogeneidad débil
de (X,d).
DEMOSTRACION. Sea F' el conjunto de las bolas consideradas y supong-
amos, sin pérdida de generalidad, que M = sup{t / B(z,t) € F'}. Sea
Fo={B(z,t) ] M/2 <t < M}NF,
y
Ay = {.Z'/B(:C,t) S F()}
Elijamos una bola B(z{,tY) cualquiera en Fy. Entonces el conjunto Ay —
B(29,1}) es vacfo o no. En el primer caso se detiene el proceso. Si se da el
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segundo caso sea
RY = {t / B(z,t) € Fy, x € Ay — B(a9,])}.

Elegimos tJ € R y consideremos la bola B(xJ,t9) para algtin 29 € A —
B(z9,1}). Entonces
zy ¢ B(al,17),

y

M >1.19 > M)2.
Se tiene ahora que el conjunto Ag — (B(2},t}) U B(29,19)) es vacio o no. Si
se cumple el segundo caso, procedemos como en la etapa anterior. Siguiendo
de esta manera obtenemos una familia de bolas Ff = {B(2%,t%)},er, I C N,
tal que

1) l’? € Ay — Ui<jB(LEQ to),

177
) M >t)>M/2 para todo n.
En general, una vez construida la familia de bolas F};_; construimos la fa-
milia F}’ considerando los conjuntos

F, = {B(x,t) / (M/2") <t < (M/2")} N F,

y . .
Ay ={z€ A/ B(x,t) € F, vy x¢& Ujcp Uy>; B(a,t1)}.
De esta manera, en la etapa k-ésima obtenemos una familia de bolas F}* =

{B(zk t5)},er, I C N, tal que

( n’»-’n
1) ah € A — Uiy B(af, t}),
) (M/2F) >tk > (M/2F1)  para todo n,
1) zf ¢ Upep, U3, B(w?,t?) para todo n.
Veamos que la familia {F}'};>1 es la que cumple con lo requerido. Probare-
mos primero que cada F}; tiene una cantidad finita de bolas. Esto es equiv-
alente a probar que el conjunto de los centros de las bolas Cy = {m,";}ne 7 es
finito. En efecto, dado que A es acotado existen y € Ay R > 0 tales que
Ckr C B(y, R). Por i) y ii) anterior se tiene, para i < j, que d(:z:f,:vf) > tf >
(M/2K+1) es decir, Cj, es un conjunto M/2*+1- disperso en B(y, R).
Puesto que cada conjunto Cf es finito, se tiene que cada conjunto Ay
esta cubierto por las bolas de la familia F};. Dado que A C U2, A; queda
probado el inciso a) del lema.
Para probar los incisos b) y ¢) notemos primero que en cada F} hay a lo
sumo N (donde N es la constante de homogeneidad del espacio) bolas que

se intersecan mutuamente: sea z € (', B(zk .t ). Entonces si n; < nj, se

tiene que xl;i]_ ¢ B(ak 1k ), luego
M
k k k
d(.%'nj,.%'ni) Z tnz > W

Ahora bien
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para todo 1 < i < ¢, por lo tanto, tenemos que el conjunto {:Ef{l g:l es
(M /2F+1)- disperso en la d-bola B(z, (M/2¥)). Esto quiere decir que ¢ < N.

Estimaremos ahora el solapamiento de las bolas Bg" = B(zF k(1 —
€)tk) de distintas etapas. Sean ¢ y p enteros no negativos tales que ¢ < p y
consideremos

(1.5) Bf = B(zF k11— e)tflk) para k = ¢, p.

ng’
Por simplicidad escribiremos

ah o=xp y th o=ty k=qp.

Por construccién, de ii) y iii) anteriores, tenemos que t, < t; y que
xp ¢ B(xg,t,), por lo tanto
(1.6) d(@p, 24) = tq.
Ademas, es claro que si By N By # () entonces
(1.7) d(zp, xq) < (1 =€)ty + (1 — €)ty.

Afirmacion 1: si 1/2 < e <1 entonces By N By, = ().

Supongamos lo contrario. Entonces, teniendo en cuenta que t, < t; y
que 1/2 < e < 1, de (1.7) vemos que d(xp,z4) < tq lo cual contradice (1.6).
Por lo tanto, para 1/2 < € < 1, la bolas pertenecientes a diferentes etapas
son disjuntas, con lo cual queda probado b).

Afirmacion 2: si BE N BS # 0 entonces tg < e (1 — e)t).

Razonamos nuevamente por contradiccién. Si fuese t, > e (1 — €)t,, de
(1.7) vemos que

d(xp, $q) < €lg + (1- E)tq = lq,

lo cual contradice (1.6).
Entonces, como consecuencia de la Afirmacién 2, tenemos que

20 M t 1—¢
p—q—1 _ = < 4
2 M21+‘1_tp< e’
es decir
2(1 —
(1.8) 0<p-g<ion (21=0),
€

siempre que BN B, # (), para cualesquiera ¢ < p. Dado que cualquier entero

p > q es de la forma g + h, con h entero no negativo, de (1.8) vemos que
2(1—e)

- ) bolas pertenecientes a etapas distintas que

hay a lo sumo 1 + log, (

pueden intersecarse.
Por otra parte, si ponemos 3 = 4log (%), tenemos

1+ log, <2(1€_6)> <8,
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y asi
B
S @) = 33k, (@)
kn j=1 Fy, "
<Np
1
= 4N log <> ,
€
con lo cual queda probado c). O

Ahora probaremos un resultado similar al del lema anterior pero esti-
maremos el solapamiento de bolas contraidas por constantes que dependen
de las constantes de equivalencia de una casi-métrica con potencias de una
métrica.

COROLARIO 1.3. Sean (X,d) un espacio casi-métrico débilmente ho-
mogéneo, A C X un conjunto acotado y p una métrica en X tal que p®
sea (c1,c2)-equivalente a d para algin o > 1. Sea M > 0, N la constante
de homogeneidad del espacio y supongamos que una d-bola B(x,t) es dada
para cada x € A cont < M. Entonces existe una sucesion {B(zy,tn)}nen C
{B(z,t)}zca tal que para todo 0 < e < 1

1) ACU,en B(zn,tn);
2) si1/2 <e<1, entonces 3, cnXpe (¥) < N;
3) si0 <e<1/2, entonces 3, cn Xy (¢) < 4aN log(1/e),

donde B, = B(xp, 6102_1(1 —€)%y). Notemos que, en el caso que d fuese un
multiplo de una potencia de una métrica, tendriamos que B, = B(xy, (1 —
€)%y).

DEMOSTRACION. El proceso de seleccién es el mismo que el que se hi-
zo en el Lema 1.2. Entonces, obtenemos una sucesién de familias finitas de
d-bolas {F}}p>1 = {Bf};‘i 1 con todas las propiedades probadas en el Lema
1.2. Por lo tanto queda probado 1) y lo tinico que resta probar es la esti-
macién del solapamiento de las d-bolas BG* = B(xk cie; (1 — €)*tk) de
distintas etapas. Consideremos dos enteros no negativos ¢ < p y

(1.9) Bk = B(zk

ng?

0102_1(1 - e)o‘tﬁk) para k = q, p.

Similar a la prueba de los incisos b) y ¢) del lema anterior, para probar 2) y
3) basta con probar la validez de las siguientes afirmaciones:

Afirmacion 1': si 1/2 < e < 1 entonces BN B%P = ().

Afirmacion 2': si BS1 N BYP # () entonces ty < € “(1 — €)%tp.
Antes de probar las afirmaciones anteriores notemos que, como conse-
cuencia de la equivalencia entre d y p® tenemos que

e,k e,k
(1.10) B°* ¢ BS¥,
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donde By* = B,(ak . (1 —€)(th /c2)'/*). Ademés, denotando con zh, a x,
y con tﬁp a t,, vemos que, por construccién, z, ¢ B(xq,t,) y esto implica
que

(1.11) p(Tp, Tq) 2 (tq/c2)1/a-
Probemos ahora la Afirmacién 1’. Supongamos que no vale, entonces, de

(1.10) vemos que By? N By # 0, luego, dado que 1/2 < e < 1y t, < 4
obtenemos

(1= )(tp/c2)!/™ + (1 =€)ty /c2)

p(xp, Tq) <
< (tq/c2)"/?,

(1.12)

lo cual contradice (1.11). Para probar la Afirmacién 2’ razonamos nue-
vamente por contradiccién. Si fuese t; > € %(1 — €)*t, tendriamos que
(1 — €)(tp/c2)/™ < €(ty/c2)™*, lo cual, junto con la hipétesis y (1.10), im-
plican la validez de (1.12) que es un absurdo. O

3. Descomposiciéon de tipo Calderén-Zygmund

Siguiendo los lineamientos dados en [2] probamos ahora una descom-
posicion de tipo Calderén-Zygmund de espacios de tipo homogéneo sin la
hipétesis adicional de que las bolas abiertas sean conjuntos abiertos.

TEOREMA 1.4. Sea (X,d, 1) un espacio de tipo homogéneo y f una fun-
cion integrable no negativa. Para todo A > 0 tal que ﬁ fX f < X existe

una sucesion de d-bolas {B;}icr, disjuntas dos a dos, tal que

a) meif>>\Z N(léi) J5,  para todo i € I;

b) Para todo x € X — U;c; Bi y para toda d-bola B centrada en x vale que
Lf f<A
wB) JBS =

donde éz denota a una d-bola con el mismo centro que B; pero con el ra-
dio dilatado por la constante C > 1 de la variante del Lema de Wiener
enunciada en la Seccion 1.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto

O={zxeX/ f > X para algin r > 0}.
w

1
(B(l’, T)) /B(:r,r)

Si O = 0 entonces b) vale para todo x € X. Supongamos entonces que
O # (), luego, para cada x € O, el conjunto

R(w):{r>0/u f>A}

]. /
( ( Y )) B(Iﬂ)

Afirmacion: R(x) es acotado para cada z € O.
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Es claro la validez de la Afirmacion si X es acotado pues por hipotesis

se tiene que ﬁ [ [ < A Supongamos que X no es acotado. Como conse-

cuencia de la integrabilidad de f tenemos que
(113) p(B(.r) < VI

para cada xz € O, pues

1 [1f1lx
w(B(z,r)) /BW) u(B(x,r))

Luego, si R(z) no fuera acotado, ya que u(X) = oo, podriamos elegir
r € R(z) lo suficientemente grande para que u(B(z,r)) > A7 f|1 lo cual
contradice a (1.13).

Sea z € O. Entonces existe un r, € R(z) tal que

1
. 4 - = )\.
(L14) w(B(z,re)) /é(xm /=

Sea R el conjunto de tales radios. Dado que existe una casi-métrica d’ que
es (Cp,Cy)-equivalente a d tal que las d’-bolas son abiertas, tenemos que
para cada B(z,r,), con r, € R, existe una d’-bola abierta B'(z,Cy 'r,) C
B(z,rz). Luego O C B' = U, cp B'(z,C5'ry,). Como (X,d) satisface el
segundo axioma de numerabilidad y B’ es un cubrimiento por abiertos de O,
existe una sucesion {rz, }nen en R tal que O C U, cn B (@0, 3174, ). Luego
O puede ser cubierto por una cantidad numerable de d-bolas, es decir

0 cB=J B(xn,ra,).

neN

0<AL <

Por lo tanto B es medible y ademéas como cada x, € O tenemos que B C
{x € X / M}°(f)(z) > A} (donde M} es el operador maximal no centrado).
Como tal operador es de tipo débil (1,1) se deduce que p(B) < oo.

Se tiene entonces que B es de medida finita y contiene a 0. Podemos
aplicar la variante del Lema de Wiener enunciado en la Seccién 1 y obten-
emos asi una sucesién de d-bolas {B; = B (a:ni,rxni ) }ien, disjunta dos a dos,

tal que B C ;e EZ Es claro que esta sucesion de d-bolas cumple lo pedido
en a) pues z,, € O, ry, € Ry vale (1.14) para cada 5, . Para ver que tam-

bién vale b) observemos que O C J;cy B;, por lo tanto si z € X — Uien B;
tenemos que x ¢ O, luego para toda d-bola B centrada en x se debe tener

que .
M<B>/Bf9'

Notemos que si en el teorema precedente f es la funcién carateristica de
un conjunto medible E obtenemos una estimacién para la densidad media
w(ENB)

w(B) . )
para los propdsitos de los Capitulos 3 y 4 puede obtenerse en una clase

O

de E en cada bola del cubrimiento. Un resultado més preciso y ttil
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especial de espacios de tipo homogéneo para conjuntos abiertos y acotados.
En el contexto analitico de la linealizacién de la ecuaciéon de Monge-Ampere
en R", este resultado fue probado por Caffarelli y Gutiérrez (Ver [10] y [11])
para el caso de los conjuntos de nivel, denominados secciones, de la funcién
convexa subyacente.

Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo. Para cada = € X, arbitrario
pero fijo, consideremos la aplicacién

(1.15) £ u(B(x,1),
definida en RT.

DEFINICION: llamaremos €-espacios homogéneos a los espacios de tipo
homogéneo (X,d, ) tales que para cada x € X, la aplicacion definida en
(1.15) es continua.

Observemos que si £ C X es un conjunto abierto, entonces, para cada
x € X si la aplicacién (1.15) es continua la funcién ¢, (t) = u(E N B(zx,t))
también es continua pues, para r < ¢ se tiene que ENB(z,t) — ENB(z,r) C
B(z,t) — B(x,r).

Diremos que una constante es geométrica si depende solamente de k y/o
de la constante de duplicacién.

La prueba del teorema que presentamos a continuacién sigue algunas
ideas dadas en [20].

TEOREMA 1.5. Sean (X, d, ) un €-espacio homogéneo no acotado, E C
X un conjunto abierto y acotado y 0 < § < 1 fijo. Entonces existen una
sucesion {(Tn,tn)tner C EXRY, I C N, y una constante 0 < C(§) < 1, que
depende solamente de § y constantes geométricas, tales que
a) ECU,er B(xn,tn),
b) p(ENB(x,t,)) =6 u(B(x,t,)) para todon € I,
c) p(E) <C(6) N(UneIB(xnvtn))-

DEMOSTRACION. Para F y x € X consideremos la funcién

57y = FEN B D)
n(B(z,t))

Ya que estamos en un €-espacio homogéneo, tenemos que ¢7 (t) es con-
tinua. Por otra parte, es claro que ¢7 (t) — 0 cuando t — oo ya que
X = U0 B(z,t). Dado que E es abierto, para cada x € E existe tg tal
que para todo t < ty la bola B(z,t) C E, por lo tanto, vemos también que
#%(t) — 1 cuando t — 0. Luego, para cada » € X, la continuidad de la
funcién ¢7 (t), asegura, para 0 < ¢ < 1, la existencia de un t, tal que

¢y (te) =6
Veamos ahora que sup,cp{t;} < oo de manera que podamos usar el lema

de cubrimiento 1.2: supongamos que sup,cp{t.} = oo y veamos que esto
conduce a un absurdo. Dado que F es acotado existen M > 0y zy € E tales
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que E C B(zp, M). Para r > 0 consideremos la bola B(zg,r). Luego, dado
z € B(zp,7), se tiene que para todo z € E

d(z,z) < k(d(z, 20) + d(z0,2)) < k(r + M).
Por lo supuesto, existe t, > k (r + M); entonces, dado cualquier r > 0
(1.16) B(zp,7) C B(x,t;) paraalgin z € E.

Como X es no acotado se tiene que p(B(zp,7)) — oo cuando r — oo. De
(1.16) vemos que sup,cp pu(B(z,t;)) = 00, pero esto implica que

w(E)
0<d=0¢%(ty) < ———
Pt = LB )
lo cual es un absurdo. Por lo tanto sup,cp{t;} < co. Entonces el conjunto
B ={B(z,t;) /] x € E}

es un cubrimiento de E que estd en las condiciones del Lema 1.2. Por el
inciso a) del mencionado lema podemos asegurar que existe una sucesién
{Bn}ner = {B(xn,te,) tner C B, I CN, tal que

Ec | B
nel

— 0,

y ademds, como cada B,, € B, vemos que quedan probados los incisos a) y
b).

Veamos la parte c): sea Ay = UperBy,. Como E es un conjunto acotado y
la sucesion de los radios de B,, estd acotada, tenemos que Ag es un conjunto
medible y acotado. Entonces p(Ap) < oo, por lo tanto, podemos aplicar la
variante del Lema de Wiener enunciada en la Seccién 1, y obtenemos asi
una subsucesién de bolas {By,; }jes C {Bn}ner, disjuntas dos a dos, tal que

(1.17) Ay C Ujejgnj,

donde Enj denota a la bola con el mismo centro que By,; pero con el radio
dilatado por una constante geométrica C' > 0. De (1.17) y por la duplicacién
de p tenemos que

u(Ao) < 1(Bny)
JjeJ

< C*Y (B,

jeJ

(1.18)

donde C* es una constante positiva que depende de C'y de la constante A
de duplicacién. Por otra parte

By, = By, N Ao = By, N ((Ao — E)UE),
y teniendo en cuenta que vale b),
1(Br;) = N(an N (Ao — E)) + M(an N E)
— u(Bu, N (Ao — E)) + 6(By,),
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entonces
M(an N (AO - E)) = (1 - 5):“’(an)'

De esta tltima igualdad y recordando que las bolas B;,; son disjuntas dos a
dos vemos que

(Ao — E) > p((U; Byy) N (Ao — E))
= Z:“(an N (A~ E))
jeJ
—(1-5) Y u(By,).
jed
Esta ultima desigualdad y (1.18) implican la validez de c) ya que
plAo) o pA0— E)

u(E) u(E)
> icg M Bn;)
21+ (0= =gy

Zje] ILL(BTLJ)
C* Zje] M(Bn]-)

> 1+ (1-0)

1-946
Cc*

|

Notemos que en el teorema anterior se probé que el supremo de los radios
de las bolas de la descomposicién es finito. Veremos a continuacién que si
la medida p tiene una propiedad adicional, denominada antiduplicacion,
podemos establecer una cota efectiva para el supremo de tales radios.

Previamente damos la siguiente

DEFINICION: sea (X, d,u) un espacio casi-métrico y p una medida en
una o-algebra de subconjuntos de X que contiene a las bolas. Diremos que
w antiduplica si existe una constante a > 1 tal que

N(B<xv QT)) > GM(B(:C7 7")),

para todo z € X y para todo r > 0. Nos referiremos a la constante a de la
desigualdad anterior como constante de antiduplicacion.

LEMA 1.6. Sea (X,d,p) un espacio casi-métrico tal que la medida
antiduplica con constante de antiduplicacion a. Sean x, y € X, r > 0 tales
que y € B(x,r) y supongamos que existen h >0 y 6 € (0,1) tales que

w(B(z,7) N By, h)) > 6u(B(y,h)).
FEntonces
h < k208a(07 a%),.
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DEMOSTRACION. Si h < 2k no hay nada que probar. En caso contrario
existe j > 1 tal que
(1.19) 20k > h > 27k,
por lo tanto, tenemos que B(x,2'~!r) C B(y,h). Entonces
u(B(z,r)) = p(B(z,r) N By, h))
> 0 u(B(y,h))
> 6 w(B(z,2771r))
> 6a’ " u(B(x, ).
De esta ultima desigualdad vemos que
ot >ad
luego
j+1<log, (6 ta?).
La conclusién se sigue de (1.19) O

A continuacién enunciamos un resultado que sera de utilidad en los
Capitulos 3 y 4.

LEMA 1.7. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo. La medida
antiduplica si las coronas son no vacias, es decir, si para todo r € X, r >
s > 0 se tiene que B(x,r) — B(xz,s) # 0.

4. Aproximacién por funciones continuas en LP(u) con 1 < p < oo

Diremos que (X, 7,F, ) es un espacio topoldgico de medida si (X, 7)
es un espacio topoldgico, F es una o-algebra de subconjuntos de X tal que
7 C F y p es una medida definida sobre F. Se dice que un conjunto A € F
es p-regular si

u(A) =sup{u(C) | C C A, C cerrado}
=inf{u(U)| ACU, U abierto}.

La condicién anterior es equivalente a la siguiente: para todo ¢ > 0 existen
conjuntos G, F', abierto y cerrado respectivamente, tales que

a) FCACG,;

b) u(G —F) <e.

Si cada A € F es p-regular, diremos que u es regular.

En un espacio topoldgico se dice que un conjunto pertenece a la clase G
si tal conjunto se puede expresar como interseccién numerable de abiertos.
Un conjunto pertenece a la clase F}, si tal conjunto se puede expresar como
unién numerable de cerrados.

Siguiendo a [19] recordemos que un espacio topoldgico es normal si para
cada par de conjuntos cerrados y disjuntos A y B existen entornos abier-
tos V y V' de A y B respectivamente tales que V NV’ = (). En tal caso
diremos que V' y V'’ separan a A y B. Un espacio topoldgico es T si todo
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subconjunto finito es cerrado y es Ty si es normal y T7. Un espacio topologi-
co es de Lindeldf si de todo cubrimiento por abiertos se puede extraer un
subcubrimiento a lo sumo numerable.

Es sabido (Ver, por ejemplo, [32] y [29]) que si una medida es regular
entonces las funciones continuas son densas en LP para 1 < p < co. Mds atn
(Ver [1]) se puede probar que en espacios casi-métricos con medida regular
las funciones Holder-«, para algin 0 < o < 1, son densas en LP. En esta
seccién probaremos (Teorema 1.8) que en ciertos espacios topoldgicos de
medida la densidad en LP de las funciones continuas es valida si se tiene la
siguiente condiciéon de densidad:

DEFINICION: sea (X, 7,F, i) es un espacio topoldgico de medida. Diremos
que una subfamilia S de F es densa en F en medida si para todo € > 0,
para todo A € F tal que u(A) < oo existe un E € S tal que

(1.20) p(AAE) <,

donde A es la diferencia simétrica de conjuntos. Notemos que la condicién de
densidad en medida es mas débil que la condiciéon de regularidad en medida.
Enunciamos a continuacién el citado teorema.

TEOREMA 1.8. Sea (X, 7,F,u) un espacio topoldgico de medida tal que
(X,7) es Ty y todo conjunto abierto de medida finita, considerado como
subespacio topoldgico de X, es de Lindeldf. Supongamos que una familia de
conjuntos abiertos de X es densa en F en medida. Entonces el conjunto
C.(X) de las funciones continuas con soporte de medida finita definidas en
X es denso en LP(u) con 1 <p < 0.

Para demostrar el Teorema 1.8 necesitaremos probar una variante del
siguiente resultado (Ver, por ejemplo, [28]): en todo espacio métrico de me-
dida finita cualquier medida de Borel es reqular. Damos a continuacién el
enunciado.

TEOREMA 1.9. En un espacio topoldgico de medida (X, 7,F, ) tal que
(X, 1) es Ty todo conjunto abierto de medida finita es p-reqular si tal abierto,
considerado como subespacio topolégico de X, es de Lindeldf.

Para la demostraciéon del Teorema 1.9 haremos uso de los siguientes
resultados (Ver, por ejemplo, [19] y [29]).

LEMA 1.10. Sea (X,7) un espacio topolégico normal. Sean A; y As
dos subconjuntos cerrados y disjuntos. Entonces existen conjuntos abiertos
de clase F, que separan a A1 y a As. Mds precisamente, si Vi y Vo son
abiertos que separan a A1 y a As respectivamente, entonces existe abiertos
disjuntos V{ y V4 de clase F, tales que A; C V] C V; parai=1,2.

DEMOSTRACION. Dado que (X, 7) es normal, existen conjuntos abiertos
V1 y Va tales que

AycVi, AbC Vs y VinVa =0.
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Sea i = 1,2. Tenemos entonces que A; y X — V; son conjuntos cerrados y
disjuntos. Luego, por el Lema de Urysohn en espacios normales, sabemos
que existe una funcién continua f; : X — [0,1] tal que f; =1en A; y f; =0
en X — V.

Consideremos los conjuntos C' = {z / fi(x) > 1/n}, n € N. Tenemos
entonces que cada C]' es un conjunto cerrado tal que A; C C' C V; para
todo n € N. Sea V/ = {z / fi(x) > 0}, entonces V; es abierto y esta en la
clase F, pues V/ = (2, CI". Es claro que A; C V/ C V; con lo cual se tiene
que V/ (Vg = 0. O

LEMA 1.11. Sea (X, 7,F, 1) un espacio topoldgico de medida y supong-
amos que (X, 7) es normal. Entonces todo conjunto cerrado contenido en
un entorno de medida finita tiene un entorno abierto p-reqular de medida
finita.

DEMOSTRACION. Sea K un conjunto cerrado y W un entorno de K
de medida finita. Entonces K y X — W son dos cerrados disjuntos. Por
la normalidad, existen abiertos disjuntos W7 y W5 tales que K € Wy y
X — W C Ws. Luego Wy = Wi NW es un entorno de K de medida finita
disjunto de Wa. Por el Lema anterior sabemos que existen abiertos disjuntos
Viy Vo declase F, talesque K C Vi C Wy y X =W C Vo C Wy, Como Wy
es de medida finita, también lo es V;. Por lo tanto, V; es p-regular y es un
entorno de K. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.9. Sea E un subconjunto abierto de
medida finita y € E. Dado que todo punto es cerrado el Lema 1.11 asegura
la existencia de un entorno abierto p-regular V, de x tal que V, C E. Se
tiene entonces un cubrimiento por abiertos de E, luego, dado que (E,T) es
de Lindeldf, existe una sucesién {z,} C E tal que E = |J,;~; Vj,,. Pero cada
V., es p-regular, por lo tanto, dado € > 0, existe un conjunto cerrado K,
tal que

€
w(Vy, — Kp) < il para todo n € N.
Sea K = J;7, K,,, entonces

WE — K) = p(UpZy Ve, —Upl 1 Ky)

<Y Vi, — Kn)
n=1

> € €
< Z ontl — 9
n=1

Notemos que el conjunto K estd en la clase F, y es de medida finita, en-
tonces, existe un conjunto cerrado K’ tal que u(K — K') < §; luego

wE—-K)<uE-K)+uK-K')<e.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.8. Sea S el conjunto de las funciones
simples medibles con soporte de medida finita. Sabemos que S es denso en
LP(u), para 1 < p < 0co. Sea S’ el conjunto de las funciones caracteristicas
de conjuntos abiertos de medida finita. Sea x4 € .5, entonces, por hipdtesis,
dado € > 0 existe un abierto V tal que pu(AAV) < ¢, luego

Ixa —xvlh = / Ixa — xv|Pdu
AUV

< / Ixa — xv[Pdu
ANV

<2Pp(AAV) < 2P¢,

lo cual implica que S’ es denso en LP(u). Esto quiere decir que para probar
la densidad de C.(X) en LP(u) basta con aproximar en norma LP a cualquier
funcién de S’ por funciones continuas.

Sea xg € 8" y sea € > 0. El Teorema 1.9 nos dice que existe un cerrado K
tal que K C Fy u(E—K) < e. Dado que K y X — F son conjuntos cerrados
disjuntos y (X, 7) es normal, sabemos que existe una funcién continua ¢
definidaen X talque g =1en Ky ¢ =0en X — E. Entonces ¢ € C.(X) y

Ixe — olI2 = /E N—»

< / IXE — ¢[Pdu
F-K
<2°u(E - K) < 2Pe.
O

Dado que los espacios de tipo homogéneo son metrizables y separables
tales espacios son espacios de Lindelof, 17 y regulares, por lo tanto, son
Ty. Ademads, como la separabilidad se hereda en los subconjuntos abiertos,
los conjuntos abiertos de un espacio de tipo homogéneo, considerados como
subespacios en la casi-métrica, son de Lindeldf. Esto quiere decir que los
espacios de tipo homogéneo estan en las condiciones del Teorema 1.9. Por
otra parte, como en los espacios de tipo homogéneo los conjuntos acotados
tienen medida finita, es claro la validez del siguiente corolario al teorema
anterior:

COROLARIO 1.12. Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo y supong-
amos que existe una familia de conjuntos abiertos que es densa en los med-
ibles en el sentido de (1.20). Entonces las funciones continuas con soporte
acotado son densas en LP(u) para 1 < p < oo.

5. El teorema de diferenciacion de Lebesgue

En vista del Corolario 1.12, es valido el siguiente resultado.
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TEOREMA 1.13. Sean (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo, f € L} (X)
y supongamos que existe una familia de abiertos que es densa en los medibles
en el sentido de (1.20). Entonces, salvo un conjunto de medida p-nula, todo

punto de X es un punto de Lebesgue de f.






CAPITULO 2

Regularidad de Funciones en Espacios
Casi-Métricos

1. Introduccién

Cuando se estudian las funciones arménicas, es decir, las soluciones de
la ecuacién de Laplace n-dimensional (Ver, por ejemplo, [16])

n
(2.1) Au =" Dju=0,
i=1
se prueba que en toda bola euclidea B(z, )
1

B ’B(.%',T')‘ B(z,r)
donde |- | denota a la medida de Lebesgue n-dimensional. Una consecuencia
de esta representacion es la llamada Desigualdad de Harnack: si u es una
funcion armdnica no negativa en un dominio 2 C R"™, entonces existe una
constante C > 1, que depende solamente de la dimension, tal que para toda
bola euclidea B(x,r), con B(x,4r) C Q, se tiene que

(2.3) sup u < C inf w.

B(z,r) B(z,r)

De Giorgi, Nash y Moser (Ver [14], [27] y [25] respectivamente) estable-
cen claramente que la Desigualdad de Harnack es una estimacion interior
importante para el estudio de la regularidad Holder de las soluciones gen-
eralizadas de ecuaciones en derivadas parciales uniformemente elipticas en
forma de divergencia, es decir, ecuaciones de la forma

(2.2) u(z) u(y) dy,

n
(2.4) Lu = div(A-Vu) = Y Di(a;;(z)Dju) =0,
ij=1
donde los coeficientes a;;(x) de la matriz A son medibles Lebesgue y cumplen

la siguiente condicién de elipticidad uniforme: existen constantes positivas
Ay A tales que para todo £ = (&1,...,&,) € R" — {0} vale

n
2 2
(2.5) MEP < Y agg(@)6ngy < AJEP.
ij=1
Estamos interesados en estudiar condiciones de naturaleza geométrica
que garanticen la validez de (2.3) en familias de funciones en un contexto

29
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abstracto. En esta direccién, ciertas estimaciones probadas por Krylov y
Safonov (Ver [21] y [22]) resultan ser adecuadas para trabajar en espacios
casi-métricos, y en particular, en espacios de tipo homogéneo. Presentamos
a continuacién una de las estimaciones de Krylov y Safonov: sea (2 C R"
un dominio acotado y consideremos un operador uniformemente eliptico en
forma no-divergente

Lu = Z aij(x)DZ-ju,
1]

donde la matriz de los coeficientes A(z) = (a;;(x)), ., es regular. Sea u :
) — R una supersolucién regular de L, es decir, Lu < 0 en € en el sentido
clasico. Sea M > 2 y supongamos que

1) u>1en B(zg,r);

2) u >0 en B(zg, Mr);

donde zg € Q y r > 0 es tal que B(xg, Mr) C Q.

Probaremos que existe una constante C' positiva, que depende solamente
de la elipticidad de L y del M dado, tal que

(2.6) inf wu>C.
B(zo,Mr/2)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que » = 1 y que xg = 0;
entonces, para p > 0 a elegir

_ 0?|x| 7P
L]w\ p:ZCLZ](CE’) (‘3|8’
ij H
O(|x|~P 2
_ (_p)zazj(w) (| ’8 )
ij i

= (-p) Z aij(z) ((=p = 2)|z| ™" *ziz; + x| 7P 726)

= (=)l P 2 ay(@)6i; — (p+2) Y ag (@)
i, i,

De la condicion de elipticidad de L se tiene que
Llz|™ > (=p)le| P~ (c(m)Az]* = (p + 2)Alz|?)
= (=p)|z[ P72 (e(n)A = (p + 2)A).

Luego, es claro que existe un p = p(\, A, n) tal que |z|™? es subsolucién
de L ( es decir, L|z|™P > 0) en un dominio que no contenga al origen, por
ejemplo B(0, M) — B(0,1). Consideremos ahora la funcién v(z) = |z|™P —
M~P. Por lo anterior, sabemos que v es subsolucién de L en B(0,M) —
B(0,1). Luego, como Lv > Lu y u > v en el borde de la corona B(0, M) —
B(0,1), por el principio de comparacién (Ver [16]), se tiene que u > v en



2. DEFINICIONES 31

B(0,M) — B(0,1). Entonces

(2.7) inf wu>MP(2F-1),

B(0,M/2)
siempre que v > 1 en B(0,1) y u > 0 en B(0,M). Obtenemos asi la de-
sigualdad (2.6).

Observemos que la familia de todas las super-soluciones de una ecuacién
diferencial contiene a las constantes, es cerrada bajo adicién y tambien es
cerrada bajo multiplicacion por escalares no negativos. Entonces, una vez
que el operador diferencial L estd dado, la cota inferior para las super-
soluciones de L obtenida en (2.7) depende solamente de M, de las constantes
de elipticidad de L y de la dimensién, por lo tanto, la desigualdad (2.7) es
valida para toda super-solucién de L en toda bola euclidea donde se cumplan
las hipétesis 1) y 2). La constante hallada en (2.7) es un ejemplo de lo que
llamaremos constante absoluta con respecto a una familia dada de funciones.
Lo que haremos ahora es formular las observaciones anteriores en el contexto
de los espacios casi-métricos.

2. Definiciones

Sea (X,d) un espacio casi-métrico, 2 un subconjunto abierto de X y
denotemos con H un conjunto de funciones reales definidas en 2.

DEFINICION: diremos que un subconjunto & C H es un cono funcional
en H si y solo si se cumplen las siguientes propiedades:

a) las constantes pertenecen a &;
b) u + v pertenece a £ para todo par de funciones u, v € &;
¢) au € & para todo o € RT y para toda u € &.

Si en ¢) permitimos que a € R entonces se tiene que £ es un espacio vectorial
con escalares en R. En este caso diremos que £ es un R-espacio funcional
en H. Diremos que un cono funcional £ en H es localmente acotado si para
toda u € £ y para toda bola B C §) se tiene que supp |u| < oo, es decir, si
toda u € £ pertenece a Ly, . Nos referiremos a esta propiedad diciendo que
£ c Ll¢().

Dado un cono funcional £ en H, diremos que una constante es absolu-
ta con respecto a £, si es independiente de las funciones que conforman a
€ y de las bolas de la casi-métrica considerada. Cuando el contexto no sea
ambiguo, hablaremos simplemente de constantes absolutas sin hacer referen-
cia al cono 6 R-espacio funcional considerado. Dado un espacio casi-métrico
(X, d), diremos que una constante es geométrica si depende solamente de la
constante triangular de la casi-métrica d.

La siguiente definicién estd motivada por el interés de postular en el
contexto abstracto de los espacios casi-métricos la estimacion de Krylov y
Safonov presentada anteriormente.

DEFINICION: sean (X,d) un espacio casi-métrico, 2 un subconjunto
abierto de X, H un conjunto de funciones reales definidas en 2 y M > 0.
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Diremos que un cono funcional £ en H tiene la propiedad KS; si existe
una constante absoluta C' > 0, que puede depender de M, y una constante
geométrica ¢ > 1 tal que

M
u>C en B(zx, ?T),

para toda u € € no negativa en B(xz, Mr) C Q tal que w > 1 en B(x, ). Nos
referiremos a esta propiedad diciendo que £ € KS; (Q, C, c).

A continuacién definiremos nuevas clases de conos funcionales que con-
sideraremos en este capitulo y en los subsiguientes y que son de interés en
el estudio de la regularidad Holder de soluciones de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales.

DEFINICION: sean (X,d) un espacio casi-métrico, 2 un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en 2. Un cono
funcional £ € L!°¢(Q) tiene la propiedad de oscilacion si existen una con-
stante absoluta 0 < # < 1 y una constante geométrica ¢ > 1 tales que

oscu < 0 oscu,

B Ber
para toda u € £ y para toda bola B,, con B, C {2, donde oscp, u =
supg,_ u—infp u. Nos referiremos a esta propiedad diciendo que £ € @(Q, 0, c).

DEFINICION: sean (X,d) un espacio casi-métrico,  un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en 2. Un cono
funcional £ en ‘H pertenece a la clase de Harnack si existen una constante
absoluta 1 < © < 0o y una constante geométrica ¢ > 1 tales que

supu < © infu.

By Br
para toda u € &£ no negativa en la bola B, C 2. Nos referiremos a esta
propiedad diciendo que £ € ]H[(Q, O, c).

DEFINICION: sean (X,d) un espacio casi-métrico, 2 un subconjunto
abierto de X, H un conjunto de funciones reales definidas en 2. Un cono
funcional £ en H pertenece a la clase de De Giorgi si existen constantes
absolutas @ > 0, 8 > 0 y una constante geométrica ¢ > 1 tales que

d(z,y)\*
)~ u) < (P22 o,
para toda u € &, para toda bola B C 2 con z, y € B,. Nos referiremos a
esta propiedad diciendo que £ € G(Q, a, [, c).

3. Oscilacién implica continuidad Ho6lder

Extenderemos al contexto de los espacios casi-métricos un resultado de
Moser (Ver [25]) sobre continuidad Hoélder local.
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TEOREMA 2.1. Sean (X,d) un espacio casi-métrico, Q un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en €. Entonces
@(Q,H, c) C G(Q,a,ﬁ, C’) para o = —log, 0, B = 2071(2k)™® y C = 3k2.
En particular, se tiene que si € € @(Q,Q,C), entonces toda u € £ es local-
mente Holder continua con exponente o = —log,.0.

DEMOSTRACION. Seanu € £, g € Q y r > 0. Por hipétesis tenemos que
0sCR, ,, U < 6§ oscp, u para cualquier bola B, C (). Iterando esta desigualdad
m veces obtenemos

osc u < 6™ oscu,
r/cm T
para todo m € N. Sean x, y € B(xg,r) tales que x # y y B(xq,3k?r) C €.
Luego
d(z,y) < 2kr,
y entonces existe un entero m > 1 tal que

2k r 2k r
o <d(z,y) <

Cm—l :

Sea a = 1/d(z,y), entonces 2akr < ¢™, es decir que log.(2akr) < m. Dado
que 0 < 6 < 1 se tiene que

mlog, 0 < log,(2ak )&,

entonces
0™ < (2ak )8
luego, teniendo en cuenta que B(z,2kr) C B(xg, 3k %r) C Q, tenemos que

lu(z) —u(y)| < osc w<O™ osc w

,nyrjl) B(z,2kr)
< 0 1(2akr)°8<?  osc

B(zo,3k 2r)

2 d(z,y)\“
S9(2k)"< r > el e (oo 3wz,

donde o = —log_. 6.

4. Oscilacién y desigualdad de Harnack en espacios
casi-métricos

En esta seccion probaremos un teorema donde se establecen relaciones
entre oscilacién, desigualdad de Harnack y la propiedad KS;. La prueba de
la segunda parte del teorema sigue los lineamientos dados en [8] para el caso
clasico de cubos en R".

TEOREMA 2.2. Sean (X,d) un espacio casi-métrico, Q un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en 2.
a) Sea €& un R-espacio funcional en H tal que £ € L°¢(Q) N H(Q,@,c).
Entonces € € O(€,0,¢) para § = (0 —1)(© + 1)~ 1.



34 2. REGULARIDAD DE FUNCIONES EN ESPACIOS CASI-METRICOS

b) H(Q, @,c) C KS$q (Q,C’, c) para C = O~ L,

¢) 0(Q,6,¢) NKS;(Q,C,¢) C H(Q,0,) para © = pupllogy (Zke™),2} o) of —
(4k3(@+ 1)+ 1)k, donde n = (1 +sup{2,C~'}), b= 2k, m = 2log,n y
a=0"1
DEMOSTRACION. a) Rehacemos la prueba hecha en [25] por Moser: sea

ue . Seanr >0y x € Q tales que B(z,cr) C Q. Para todo t > 0 definimos

My =supu y my=1infu
Bt By

donde By = B(z,t) C Q. Dado que £ es un R-espacio funcional se tiene que
las funciones u — m¢- y M., —u pertenecen a £ y son no negativas en la bola
B(x, cr), entonces, por hipdtesis, se tiene que

(2.8) M, — mer = sup(u — me,) < O i]glf(u — Mer) = O (Myp — M),

r

y
(2.9) M. — my =sup(My —u) <O %f(Mcr —u) =0 (M, — M,).

B

Sumando miembro a miembro (2.8) y (2.9) obtenemos

oscu 4 oscu < O (oscu — oscu),
B B B B

cT T cTr T
de donde vemos que

oscu < 6 oscu,

r cr

donde 0 = g—jr} € (0,1).

b) Sean M > 0y u € & tales que u > 1 en B, y u > 0 en By, C Q.
Entonces supg, s U > 1, luego, por hipdtesis
inf uw>0"" sup u > @_1,
BMT/C B]W'r/c
es decir
u>C en By e,
donde C = ©~!. Notemos que la constante C hallada no depende de M.

Para demostrar c¢) necesitaremos los siguientes lemas auxiliares:

LEMA 2.3. Sea £ un cono funcional en 'H tal que £ € KSy (Q,C’, c). Sea
u € € no negativa en B(xo, (c+ 1)kr) C Q y supongamos que u(xg) = 1.
Entonces existe una constante absoluta n > 2, que depende de C' y ¢, tal que

(2.10) inf  u<n"
B(x, miym)

para todo n > 1 y para todo x € B(xg,r).
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LEMA 2.4. Sea € € (D)(Q, 0, c). Sea n la constante del Lema 2.3. Entonces
existe una constante absoluta 8 > 1 tal que
oscu > 172 0SC U,
Bﬁr B,
para toda uw € € y Bg, C Q.

LEMA 2.5. Sea &£ € (O)(Q,H, c) N KSl(Q,C,E). Sea zg € Q yu € & tal
que u(xo) =1 y sea r > 0 tal que u es no negativa en B(xg, (¢+ 1)kr) C L.
Entonces existe una constante absoluta © > 1 tal que

sup u < 0.
B(wo,2)

Asumimos por el momento la validez del Lema 2.5 y demostraremos c).
Tenemos que probar que existe una constante absoluta 1 < © < oo y una
constante geométrica 7 > 1 tal que

sup u < © inf wu,
B(z,r) B(x,r)
para toda u no negativa en B(z,7r) C Q.

Sea z € Q y u € & no negativa en B(z,7r) C (2, donde 7 = (4k3(c +
1)+ 1)k. Dado € > 0 sea v = u+e¢. Entonces tenemos que v > 0 en B(z, 7r
Sean x1 y x9 € B(xz,r), entonces w = v/v(x1) € €, w(xzy) =1y B(z,r)
B(x1,2kr). Aplicamos el Lema 2.5 a w en B(z1,77) con 71 = 4k3(¢ + 1
Se tiene entonces que existe una constante absoluta © > 1 tal que

).

C

).
sup w < 0.

B(z1,2kT)

Por la definiciéon de w tenemos que

sup v < 0O v(xy).
B(z1,2kr)

Pero x9 € B(x,r) C B(x1,2kr), y esto implica que
v(xze) < ©wv(xy), paratodo x1y xg € B(x,r).
Entonces, teniendo en cuenta que v = u + €, obtenemos

sup (u+¢€) <O inf (u+e),
B(z,r) B(z,r)

y por la arbitrariedad de € finalmente se tiene que

sup v < © inf wu.
B(z,r) B(x,r)

O
DEMOSTRACION DEL LEMA 2.3. Probemos el lema por induccién. Sea

n = 1y supongamos que (2.10) no vale, es decir, supongamos que para toda
constante 1 > 2 existe x € B(xo,r) tal que

r
Bz, —).
u>mn, en (w,2k)
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Entonces n~'u > 1 en B(x, 51 )- Dado que n~lu € £ y u es no negativa en

B(xz,cr) C B(xg, (c+1)kr), por hipétesis, para M = 2ck , se tiene que existe
una constante absoluta C' > 0, que puede depender de M, tal que

u>Cn en B(z,r).

Elegiendo 7 > sup{2,C~'} vemos que u > 1 en B(z,r), pero esto es un
absurdo pues xg € B(z,7) y u(zp) = 1. Por lo tanto
(2.11) inf u<n,
B(z,5¢)
para todo x € B(zo, ).

Supongamos ahora que vale (2.10) para n = m > 2 y supongamos que
existe ¥ € B(zo,7) tal que u > ™! en B(x, W) Nuevamente, ya
que u es no negativa en B(z, %) C B(zo, (c+ 1)kr), por hipdtesis, para
M = 2ck, vemos que

)
(2k )™

donde C es la misma constante hallada en el caso n = 1. Pero esto contradice
la hipétesis inductiva. Por lo tanto

u>n"C >n™ en B(x,

inf u < gt

B Giymrr)

para todo = € B(zo,r). O

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.4. Sea u € £. Por hipétesis existen una
constante absoluta 0 < # < 1 y una constante geométrica ¢ > 1 tales que
oscg, u < 0 oscp,, u con B, C ). Sea n la constante absoluta del Lema 2.3,
entonces, existe m € N tal que =™ > n?. Iterando m veces la desigualdad
de la oscilacién obtenemos

oscu < 0™ osc u
luego
osc u > 60" oscu > 772 0sC U
cMy By B
Haciendo 8 = ¢™ se tiene lo pedido pues m depende de 6 y 1 que son
constantes absolutas. O

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.5. Sea u € € tal que u > 0 en B(xo, (¢ +
1)kr) con u(zg) = 1. Dada la constante absoluta  del Lema 2.4, existe
n > 2 tal que

(2.12) 0

(2k)n—T =
Observemos que la eleccién de n solo depende de constantes absolutas. Va-
mos a probar que el supremo de u en la bola B(zg, ) estd acotado por n"t2,
donde 7 es la constante del Lema 2.3 y n estd dado por (2.12). Supongamos
que existe zg € B(wg, 5 ) tal que u(zg) > n"2. Veremos que esa suposicién
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permitird probar la existencia de una sucesién {zj}reny en B(zg,r) tal que

lim w(zx) = 400, lo cual es un absurdo pues u es continua en Q (Teore-
n—oo

ma 2.1).
Por lo tanto, se debe tener que

m é 77714—2,

en B(zo, 5 ), que es lo que se querfa probar.
Supongamos entonces que existe zo € B(zo, 5) tal que u(z9) > n™*2.
Probaremos que existe una sucesién de puntos {zx }ren en B(xo,r) tal que
U(Zk) > ,’711—&-16—4-27

r
d(zp, X) = W,
donde ¥ = Q — B(zo, 7).

Caso k = 1. Por lo supuesto, se tiene que, en particular, zg € B(xo,r),
luego, la parte ii) del Lema 2.3 nos dice que

inf u < "t
B(ZO,W)
Entonces
0SC u > nn+2 _ nn+1 > nn—i—l
r = - 9
B(Zoyw)
y por el Lema 2.4, se tiene que
osc u > n? osc u >3
B(zo,(mjigﬂ) B(z0, GynFT)

Como u es no negativa en B(zo, (2672“), de la ultima desigualdad concluimos

que existe un z; € B(zo, (Zkﬂ)izﬂ) tal que u(z1) > n"3. Sea ¥ = Q— B(xq, 1),

entonces

r < d(xo, )
<k (d(xo,20) + d(20,%))
< 2+ kd(zo, %)),
por lo tanto d(zg,¥) > 5. Luego
S <k (d(z0,21) + d(21,5))
<k ((Qkﬂ;;”rl +d(z,%))
< tkd(z,%),

— 4k
de donde obtenemos que d(z1,%) >

T
(2k)2-
B(zg,7) y queda probado el caso k = 1. Supongamos ahora que vale para
k = m, es decir

Esto ultimo demuestra que z; €
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H1) existe z, € B(xo,r) tal que u(z,) > n"+m+2,

H2) d(zpp, 2) > W
Tenemos que probar que existe zp,+1 € B(zo,r) tal que u(zm+1) > 1
y que d(zm41, %) > W

Por la hipétesis inductiva H1) y por el Lema 2.3 se tiene que

n+m-+3

fnf u< nn+m+1'
B(Zm’m)
Puesto que u(z,) > n™t™*2 entonces
q m) = 1]
OSCT u > 77n+m+2 o 77nerJrl > nn+m+17

B(Zmyww)

luego, por el Lema 2.4, vemos que
osc uw>n? osc, w > s,
Blem ey rmer) Blem. Gomemr)

Dado que u es no negativa en B(z,, W%), existe zm41 € B(2m, (m()z%)
tal que u(zme1) > 0T F3. Por otra parte, de la hipétesis inductiva H2),
obtenemos

T
W < d(zm,X)

< k(d(zm, 2m+1) + d(2m+1,2))
3

W + d(zm—i-la E))

< T

= gm+2) m+1

<k (

+ k d(2m+1, 2),

de donde vemos que d(zp41,%) > W Esto tltimo prueba que 2,41 €

B(xzg,r) y por lo tanto queda demostrado el caso k =m + 1.
O



CAPITULO 3

Regularidad de Funciones en ¢-Espacios
Homogéneos

1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos relaciones entre las estimaciones de Krylov
y Safonov, mencionadas en la Introduccién del Capitulo 2, y las distintas
clases de conos y R-espacios funcionales definidos en subconjuntos abiertos
de C-espacios homogéneos (Ver Capitulo 1). En el Capitulo 2 vimos que
la propiedad KS; y la oscilacion uniforme eran necesarias para probar la
validez de la Desigualdad de Harnack en conos funcionales . Veremos que
si en los R-espacios funcionales sustituimos la oscilacién uniforme por una
version de la segunda estimacién de Krylov y Safonov, que denominaremos
KS,, la Desigualdad de Harnack sigue siendo vélida. En la segunda seccién
se estudiara la relacién entre desigualdades del valor medio y desigualdad de
Harnack como un primer resultado que se logra al incorporar una medida
duplicante a un espacio casi-métrico. La tercera seccion estard dedicada al
estudio de la desigualdad débil del valor medio en relacién con la propiedad
de oscilacién. En la cuarta seccién presentaremos la segunda estimacién de
Krylov y Safonov, que denominaremos KSo, y probaremos que, junto con
KSs, implican la validez de la Desigualdad Débil de Harnack en conos fun-
cionales definidos en €-espacios homogéneos tales que las bolas abiertas sean
conjuntos abiertos. También se probard que las dos estimaciones de Krylov
y Safonov son necesarias para la validez de la desigualdad de Harnack.

2. Propiedades del valor medio

Recordemos que en el caso clasico de R™ las funciones armoénicas cumplen
con una identidad del valor medio (igualdad (2.2), Capitulo 2 ). De tal iden-
tidad y de la propiedad de duplicacion de la medida de Lebesgue sobre bolas
euclideas se deduce la validez de la Desigualdad de Harnack. En realidad, la
Desigualdad de Harnack es equivalente a una desigualdad del valor medio.

DEFINICION: sean (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo, Q un subcon-
junto abierto de X, H un conjunto de funciones reales definidas en 2 y £
un cono funcional en H. Diremos que & tiene la propiedad del valor medio
si existen constantes absolutas positivas ¢; y ¢o y una constante geométrica

39
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c > 1 tales que
cu(z) < f u < cou(z),
B(z,r)

para todo r > 0, para todo = € ), para toda u € £ no negativa en B(x,cr) C

), donde
1 /
u=——m— [ udu.
f n(B) Jp
B

Nos referiremos a esta propiedad diciendo que £ € IVM,, (Q, c1,Co, c).

LEMA 3.1. Sean (X,d,p) un espacio de tipo homogéneo, Q0 un subcon-
junto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en €.
Entonces

a) H(Q,0,¢c) C IVM,,(2,0671,0,c).
b) IVMm(Q,cl,CQ,c) C H(Q,@,E), para © = %?2, n > 2(1+logy k) y
¢ = 5ck3.

DEMOSTRACION. Probaremos el inciso a). Sea £ € H(£,0,¢) y u € €
no negativa en la bola B(z, cr) C . Entonces

sup v < © inf w.
B(z,r) B(z,r)

De esta desigualdad es claro que

0 tu(z) < f u < 0O u(z).
B(z,r)
Veamos ahora b). Sea £ € IVMm(Q701,CQ,C) y u € £ no negativa en
B(x,er) C Q, donde ¢ = 5ck?. Procedemos de igual manera que en la

prueba de la desigualdad de Harnack para las funciones armoénicas. Consid-
eremos dos puntos cualesquiera x1 y xo € B(z,r). Entonces se tiene que

1) B(z;,cr) C B(w;,4ck?r) C B(z,c*r) parai=1,2;
1) B(x;,r) C B(z,2kr) C B(w;,4k?r) parai=1,2.

Teniendo en cuenta las inclusiones dadas en i) y la hipdtesis, se tiene que
u >0 en B(xy,cr). Luego

cru(z) < f u.

B(z1,r)
Por la primera inclusién en ii) se tiene que

w(B(z,2kr)) f "

o) < B, )

B(z,2kr)
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y finalmente, por la segunda inclusién en 47)

B )

clu(l’l) < M(B(Ccl,?"))

B(xz,2kr)
Por otra parte, por la hip6tesis y las inclusiones dadas en i) tenemos que u

es no negativa en B(xa, 4ck 2r). De manera similar a lo hecho anteriormente

Vemos que
w(Blws, 1) /
> A S AL A
eru(r2) 2 By, ak2r)) %
B(xz,2kr)

luego

(B, 4k?r)) u(B(ws, 4k?r))
w(B(zi,r) Bz, r))

Sea n € N tal que 2" > 4k 2, es decir n > 2(1 + log, k ). Entonces, usando la

propiedad de duplicacién de u, se tiene que

p(B(zi, 4k>r)) < A"u(B(wi,r))  parai=1,2,

cu(ry) < cou(we).

donde A es la constante de duplicacién. Por lo tanto
A2n Co

C1

u(zy) < u(ze), para todo x1, x2 € B(z, 7).

Entonces, si u > 0 en B(x,¢r) vemos que

sup u < © inf wu,
B(z,r) B(z,r)

donde © = A2 v 1 > 2(1 + log, k).

C1

3. La desigualdad débil de Harnack. Consecuencias

Siguiendo a [16] definimos la llamada Desigualdad Débil de Harnack de
la cual, en el caso de los R-espacios, se puede deducir la Desigualdad de
Harnack.

DEFINICION: sean (X,d,p) un espacio de tipo homogéneo, Q2 un sub-
conjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en ().
Diremos que un cono funcional £ en H pertenece a la clase de Harnack débil
si existen constantes absolutas p > 0 y ¥ > 1 y una constante geométrica

¢ > 1 tales que
1/p
(fup> < ¢ infu.
Br

r

para toda bola B, y para toda u € £ no negativa en B, tal que B, C ).
Nos referiremos a esta propiedad diciendo que £ € H% (Q, 9, p, c).
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TEOREMA 3.2. Sean (X,d, u) un espacio de tipo homogéneo, Q un sub-
conjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en
Q.85 e v (Q,ﬁ,p, c) NLP(Q) es un R-espacio funcional entonces € €

loc

0(9,6,c¢) para § = kﬁigl, donde k , = mzix{21_7p, 1}.

DEMOSTRACION. Sea u € & y sea M; = supp, , m; = infp, para
t =1, c. Dado que £ es un R-espacio tenemos que M; —u, u—my pertenecen
a & para t = 1, c. Luego, por hipdtesis, se tiene que

(@) (fo—ur) e (M, — ) = 9 (M, — M)

r

y

0 (fru=mor) < 9 it - me) = Dy — mo).

T
By

Recordemos que p(f,g) = (fBr |f—g[P) P o5 una casi-métrica para 0 < p <
1 y una métrica si p > 1. Denotemos con k, la constante de la desigual-
dad triangular para p. Entonces, sumando miembro a miembro (a) y (b)
obtenemos

(u(B)"? gscu = ((B.)) P (M — me)
= p(M,, m.)
< kp(p(Me, ) + p(u,me))
< kp(u(By) PI(M, — My +miy —me)
= kp(,u(Br))l/p(ﬁ oscu — v oBsTcu),

luego

oscu < k¥ oscu — kpU oscu,
B B

cr cr T

por lo tanto

O
Como consecuencia directa de los Teoremas 3.2 y 2.1 tenemos el siguiente

COROLARIO 3.3. Sean (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo, Q0 un
subconjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas
en . 5i & € HY (Q,ﬁ,p, c) N L2 (92) es un R-espacio funcional entonces

loc

£ e G(Q,oz,@C’) para o = —log. 0, B = 2071(2k)™® y C = 3k?2, donde
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0 = 19 yk, = maX{Q v ,1}. En particular, toda v € & es localmente
Holder continua.

Vamos a ver ahora que todo cono funcional localmente acotado en la
clase de Harnack débil estd en la clase de Harnack con el solo hecho de que
el cono sea un R-espacio funcional. Antes de probar lo anterior necesitaremos
el siguiente lema.

LEMA 3.4. Sean (X, d, u) un espacio de tipo homgéneo, Q un subconjunto
abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Q. Entonces

H" (9,9,p,¢) C KS(Q,C,¢),

para
1

- 9 A1/p)logy 224

DEMOSTRACION. Sean u € €& € H*(Q,d,p,c) , M > cyr >0y
supongamos que u > 1 en B(x,r) y u > 0 en B(z, Mr) C 2. Entonces

1/p
9 inf wu> ( f up) .
B(xz,Mr/c)

B(xz,Mr/c)

Teniendo en cuenta que

/ WP du > p(B(x, 1)),
B(z,Mr/c)

vemos que
1/p 1/p
>
(f ) = mm»)
B(x,Mr/c)
> A—(1/p)logy 2%
por lo tanto
inf  w> ;
B(z,Mr/c) 9 A(1/p)logy 22"

O

TEOREMA 3.5. Sean (X,d, u) un espacio de tipo homogéneo, 0 un sub-
conjunto abierto de X y H un conjunto de funciones reales definidas en Q.
Entonces
a) i & € HY(Q,9,p,c) NLS.(Q) es un R-espacio funcional entonces € €

H(Q, O, c*), para © = ppupllogy(2ke™).2h ¢ ox — (4k3(c +1)+ 1)k,

donde n = (1 + Sup{2 19A<1/p)10g2¥}), b=2k, m=2log,n, a =

kkﬁlyk —max{2p 1}.

b) H(Q 0, c) C Hw(Q,ﬁ,p, ), para ¥ = © y para todo p > 0.
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DEMOSTRACION. a) El Teorema 3.2 y el Lema 3.4 nos dicen que si € €
H™ (9,9, p, ¢) NLioe(2) entonces € € O(€, 6, ¢)NKS(Q, C, ¢) para § = ksz;l
yC = W. La conclusién se sigue del inciso c) del Teorema 2.2.

b) Sean £ € H(Q, o, c), B, una bola de radio 7 y u € £ no negativa en

B, C 2, entonces
1/p
<fup) <supu < © inf u.
B By

r

O

Una consecuencia interesante de la Desigualdad Débil de Harnack (Ver [16])
es el llamado principio fuerte del minimo. Veremos ahora que en el contexto
abstracto de los espacios de tipo homogéneo también sigue siendo valido
bajo ciertas restricciones de caracter topoldgicas.

TEOREMA 3.6 (Principio fuerte del minimo). Sean (X,d, 1) un espacio
de tipo homogéneo tal que las bolas son conjuntos abiertos, Q) un subconjunto
abierto de X arco-conexo y 'H un conjunto de funciones reales definidas en
Q. Sean £ € HY (Q,ﬂ,p, c), u € £ y supongamos que existe una bola B, tal
que Ber C Q yinfgu = infp u. Entonces u es constante en 2

DEMOSTRACION. Sea m = infg u. Por hipétesis, la funcién u—m € £ y
es no negativa en B(xg,cr) = B, luego, se tiene que

T

ng(u—m)gﬂinf(u—m)—(),
By

es decir, u = m en B,.

Sea z € (). Por hipdtesis existe una funcién continua ¢ definida en un
intervalo cerrado [a,b] tal que ¢([a,b]) C Q, ¢(a) = zo y ¢(b) = x. Dado
que la curva ¢([a,b]) es un conjunto compacto en €2, podemos cubrirla por
una cantidad finita de bolas B; = B(xj,7;) tales que B(zj,cr;) C Q. Dado
que xo € ¢([a, b]) tenemos que existe una bola del cubrimiento, digamos By,
tal que B, N By # (). Puesto que las bolas son abiertas y que v = m en
B, se tiene que u = m en un subconjunto de B; de medida positiva, por
lo tanto, infp, = m = infq u, entonces, © = m en Bj. Procediendo de esta
manera concluimos que x pertenece a una bola Bj tal que u = m en B;. La
conclusién se sigue del hecho de que §2 es separable. O

4. La propiedad KS»

Sea 2 C R™ un conjunto abierto y conexo y consideremos la siguiente
ecuacion diferencial

n
(31) Lu = Z aile-ju,

3,j=1
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donde a;; son los elementos de una matriz simétrica, suave y uniformemente
eliptica en el sentido que existe una constante A > 0, independiente de z € (2,
tal que

n
AP <) ai(@)gg; < AP,
ij=1

para todo { € R” — {0} y para todo = € Q.

Sea u una solucién suave de la ecuaciéon Lu = 0 en 2 C R"™. Siguiendo
los lineamientos dados en ([8]) probaremos que existen constantes 0 < y < 1
y C' > 0, que dependen solamente de A y n, tales que si u es no negativa en
B(zg,r) C 2 entonces

[{u> 130 Bl |
| B(o,7)|
Observemos que si el resultado es cierto para » = 1 entonces es cierto para

todo r > 0, pues si u es solucién de Lu(x) = 0 en €2 entonces u(x) = u(rz)
es solucién de L,u(x) = 0 en €, donde

(3.2) u>C en B(xg,7/2) si

& 9%u
La(z) =Y aj;(x) > (@),
ij=1 Lt
con
ai;(z) = a;(rz),
y

Q. ={r"tz/zecq}.
Entonces si tenemos que [{u > 1} N B(xo,7)| > 7 |B(zo,r)| tambien ten-

dremos que
{u>1} N B(zo, 1)
| B(xo, 1)] -
Luego w > C en B(xp,1/2) lo cual implica que u > C en B(x,7/2).
Necesitaremos la siguiente estimacion de Aleksandrov-Bakelman-Pucci
(A-B-P) (Ver [16]): sea u una solucion suave en Q C R™ de la ecuacion
Lu = f,

con f € L™(). Entonces existe una constante C = C(X), que depende
solamente de A, tal que

3.3 Cft|n + inf u > inf
(33) £+l + i > fnf w,

donde f* denota la parte positiva de f.

Consideremos la funcién h(z) = 1/2(1— |z —z0|?) y sea g(x) una funcién
suave que aproxime superiormente a xr (donde I' = {x € B(x,1) / u(z) <
1}), es decir

(3.4) /g < || +e¢, (e pequeno) .



46 3. REGULARIDAD DE FUNCIONES EN ¢-ESPACIOS HOMOGENEOS

Sea v una solucién suave del problema

Lv = Cg  en B(xo,1)
(3.5) { v = 0 en 0B(xo,1)

donde C' > \~'n es una constante absoluta. Probaremos que h+v—u < 0 en
la bola B(zo, 1): por el principio del méximo (Ver [16]) sabemos que v < 0 en
B(zg, 1). Supongamos que existe un x € B(zo, 1) tal que (h+v—u)(z) > 0,
entonces, se tiene que g(x) = 1 pues u(x) < 1/2. Por otra parte, notemos
que h+v—u < 0en dB(xp,1). Luego, dado que h+v —u es continua, existe
un entorno V' de z tal que

h+v—u>0 enV 'y h+v—u=0 endV.

Por lo tanto, para todo z € V tenemos que g(z) = 1, entonces
L(h+v)(2) = Lh(z) + Lv(z) = = > _aii(2) + C = A"'n+ C > 0 = Lu(z).
i=1

Es decir que L(h +v —u) > 0 en V, y esto implica que el Hessiano de
h + v — u es definido positivo en V, lo cual es un absurdo. Luego u > h + v
en B(xzg,1).

Dado que v es solucién suave del sistema (3.5), es valida la estimacién (3.3)
de A-B-P, por lo tanto, teniendo en cuenta (3.4), que ¢ < 1y que v =
0 en 0B(xo, 1), tenemos que

inf > —
stV 2 Ol (e

1/n
> O / g =-C(r|+e"".
B(zo,1)

Notemos que podemos estimar inferiormente el ultimo término de la de-
sigualdad anterior si v > 1 en una porcién suficientemente grande de B(xg, 1).
En efecto, si
[{u > 1} N B(xop,1)|
Bl Dl =7
entonces |I'| = |B(xo,1)| — [{u > 1}| < (1 —v)|B(z0,1)| = (1 — v)Cy, luego

inf v>-C((1- Cn—l—el/n,
b (1=m) )

y elegimos v > 0 de tal manera que C((l —7)Ch, —|—e) L/n < 1/8. Notemos que
en la eleccion del v adecuado intervienen constantes que dependen solamente
de A y n. Una vez elegido v tenemos que infp, 1/9)v > —1/8 y como
infp(z,,1/2) b > 1/4 obtenemos finalmente que

inf w> inf (h+wv)> 1,
B(z0,1/2) B(z0,1/2) 8

con lo cual queda probado (3.2)
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Tal como lo hicimos para la primera estimacion 7?7 tenemos ahora la
siguiente

DEFINICION: sean (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo, Q@ C X un
conjunto abierto y H una familia de funciones reales definidas en 2. Dire-
mos que un cono £ en H tiene la propiedad de densidad critica si existen
constantes absolutas 0 < v < 1y C' > 0 y una constante geométrica ¢ > 1
tales que para toda v € £ y para toda bola B, tal que u es no negativa en
B, CQ,si

p(L'e N By)

wB)

inf v > C't,
B'r/2

donde I'; denota al conjunto de nivel {z € Q / u(x) > t}. Nos referiremos a
esta propiedad diciendo que £ € KSy (Q, v, C, c).

Dados un cono funcional £ € KSo (Q,*y, C, c), u € £ y una bola B C {2,
diremos que u tiene densidad critica en B si existe t € R tal que

n(T'eN B)
wB) =

En la seccién anterior vimos que los conos funcionales que estan en la clase
de Harnack débil tienen la propiedad KS;. Veamos ahora que los conos
funcionales pertenecientes a la clase de Harnack débil también tienen la
propiedad KSa:

entonces

LEMA 3.7. Sean (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo tal que las bolas
son conjuntos abiertos, 0 C X un conjunto abierto y H una familia de
funciones reales definidas en §2. Entonces

HY (Q,ﬂ,p, c) C KSq (Q,’y, C, c),
para C = 9~ 4P y para todo v € (0,1).

DEMOSTRACION. Sean £ € HY (Q, 9, p, c), v € (0,1) y u € € no negativa
en una bola B, C 2 tal que

M(Ft N Br) > VM(BT)'

1/p
Yinfu > (fup>
B'r
1/p
> (M(Ft ﬁBr)) ¢
O\ (B
> 71/Pt,

Entonces

por lo tanto
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O

Veremos ahora que los conos funcionales con las propiedades KS; y
KSs pertenecen a la clase de Harnack débil si los conos funcionales estan
definidos en los €-espacios homogéneos (Ver Capitulo 1, Seccién 3). Previa-
mente probamos el siguiente

LEMA 3.8. Sean (X,d,un) un espacio de tipo homogéneo, Q@ C X un
conjunto abierto y H una familia de funciones reales definidas en 2. Sean
£ € KSi (9, Cr,c) NKS2(Q,7,Ca,¢*), u € € no negativa en B(xz,ar) C €,
con a = max{dck? + k,2c*k? + k}, y supongamos que

inf u<1.
B(z,r)

Ezisten constantes absolutas § > 0 y C' > 0 tales que si y € B(x,r), con
h <2kr y

(3.6) w(Te N By, h)) > v p(B(y, h)),
entonces

h < 2kr(C/t)'/9.

DEMOSTRACION. Sean y € B(z,r), h < 2kr y supongamos que vale
(3.6). Por la desigualdad triangular es claro que B(z,r) C B(y,2kr). Por
otra parte existe n € N tal que

o 1p < 2kr < 2"h

k
n+ 1 < logy (8}17")

De (3.6) vemos que u tiene densidad critica en B(y, h), por lo tanto, dado
que u es no negativa en B(y,c*h) C Q, concluimos que

u > Cat en B(y,h/2),

luego, dado que u es no negativa en B(x, (4ck? + k)r), aplicando (n + 1)
veces la propiedad KS; para M = 2¢, obtenemos

u > Co(C)" 't en B(y,2"h).
Por otra parte, si § = —log, C

entonces

(Cl)n—I—l — 2—§(n+1)

S glosa(%2)

h 6
~(5e)
entonces, puesto que B(z,r) C B(y,2"h), tenemos que

h 6
> —_— .
u > Cot <8kr> en B(z,r)
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h 6
> —_— .
12 02t<8kr>

Enunciamos el siguiente lema que, aunque de trivial demostracion, serd us-
ado con frecuencia en el préximo teorema.

Pero infp(, ) < 1, luego

O

LEMA 3.9. Sea 0 <t <'s. Para todo z € B(x,t) y para todor < s —t se
tiene que

B(z,r) C B(z,ks).

Estamos ahora en posicion de probar uno de los resultados mas im-
portantes de esta seccion que es fundamental para demostrar que en los
C-espacios homogéneos, bajo ciertas restricciones en la geometria del espa-
cio, las estimaciones de Krylov y Safonov son necesarias para que un cono
funcional £ pertenezca a la clase de Harnack débil. La demostracién en €-
espacios homogéneos se basa en lo hecho en [11] para el caso de la ecuacién
de Monge-Ampere.

TEOREMA 3.10. Sea (X, d, u) un €-espacio homogéneo no acotado tal que
las bolas son conjuntos abiertos y las coronas son no vacias. Sean 2 C X un
conjunto abierto, H una familia de funciones reales semicontinuas inferior-
mente definidas en Q) y £ € KSy (Q, Cq, cl) NKS, (Q, v, Co, 02). Supongamos
que se tiene una u € £, no negativa en la bola B(x,csr) C Q, tal que

inf u<1,
B(z,r)
donde c3 es una constante positiva que depende de la constante de antidu-
plicacion de p, de k, de c; y de . Entonces existen constantes absolutas
€(0,1), C >0y B> 0 tales que para todo t > 0 suficientemente grande

w(Ty N Bz, 1r)) < Ct P u(B(z, ).

DEMOSTRACION. Para cada n € N sea £, = I'pzn, donde P y Z son
constantes absolutas que serdn determinadas mas adelante. Construiremos
una sucesién decreciente {t,}°°; tal que t, > k “lrry

(3.7) 1(Bn N Lpt1) < C(7)(Bp—1 N Ly),

donde B, = B(z,kt,) y 7 € (0,1) es una constante absoluta a determinar.
Sea ty > 0 tal que r = ktg y denotemos By = B(z,r). Probaremos que
existe t1 < tg tal que

(3.8) p(B1 N Lg) < C(y)u(Bo N Ly).

Sea t; < to. Podemos aplicar la descomposicién de Calderén-Zygmund (Teo-
rema 1.5) al conjunto By N Ly a nivel v pues por hipdtesis las bolas y los
conjuntos de nivel I'y son conjuntos abiertos. De esta manera obtenemos
sucesiones {x, tneny € B1 N L2 y {7y }neny C RT tales que



50 3. REGULARIDAD DE FUNCIONES EN ¢-ESPACIOS HOMOGENEOS

a) B1N Ly CU,eny B(n,mn);

b) w(B1N Ly N B, ry)) = yu(B(xp,m0)), para todo n € N;

¢) wW(BiNLy) <CH)p(Upeny B(@n,mm)) con0<C(y) <1

Notemos que, dado que las coronas son no vacias, los Lemas 1.6 y 1.7 nos
dicen que

T < 9loga(a®y 1), para todo n € N,
donde a es la constante de antiduplicacién de p. Por lo tanto
(3.9) B(zp,ciry) C B(x, c3r) para todo n € N,
si tomamos
(3.10) c3 > 14 1k 298 (@™ 1),

Vamos a probar que

(3.11) U B(@n,ra) € Bon L1,

De b) vemos que u tiene densidad critica en cada B(zy,r,), mientras que
(3.9) asegura que u es no negativa en cada B(zy,r,) pues ¢; > 1. Entonces,
puesto que &£ € KSo (Q, v, Ca, 02), se tiene que

u>CyPZ% en B(xp,rn/c2).

Luego, ya que £ € KS$; (Q, C1, cl) y que u > 0 en B(xy, c1my,), para M = cico
obtenemos

u> C105PZ%, en B(xp,ry).
Si elegimos Z > méx((C’ng)*l, Pt 1) vemos que
u>PZ, en B(xy,r),
por lo tanto
(3.12) B(xp, ) C L.

Veamos ahora que r,, < 2kr. Si fuese r,, > 2k, dado que z,, € By C B(z,r),
tendriamos que

B(x,r) C B(xp,2kr) C B(xp,m0),

y como u > PM > 1 en B(zy,,) se tendrfa que infp,yu > 1 lo cual
es un absurdo. Por otra parte el Lema 3.8 nos dice que existen constantes
absolutas 1 > § > 0y C > 0 tales que

o\
Tn < 2k r (PZ2)

_ 2
AN
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Sea t; tal que to — t1 = 2k2tg (P%Q)l/é. Observemos que t; = to(l —

2k 2 ( PgQ ) Y 6), con lo cual t; < tg si elegimos P y Z suficientemente grandes.
Por el Lema 3.9, dado que r, < ty — t1, se tiene que para todo n

B(zy,ry) C B(z,ktg) = By.

De esto dltimo y de (3.12), vemos la validez de 3.11. Por lo tanto, de ¢) y
(3.11), concluimos que

w(B1 N L2) < C(y)pu(UnB(wn,mn))
< C(v)u(Bo N L),

que es lo que se queria probar. Supongamos que hemos probado que existe
tn, < tn_1 tal que

1) w(BnNLyy1) < C('Y/)N(Bn—l N Ly);

Cc\1/6 +1 ar—j

1) t, = to(1—2k2(%) " 3055 M—I7?).
Para construir t,41 procedemos de manera similar al caso n = 1: sea
0 < tp+1 < t, un ntmero a determinar luego. Aplicamos la descomposi-
cién de Calderén-Zygmund (Teorema 1.5) al conjunto Bj11 N Ly42 a nivel

v vy obtenemos de esta manera dos sucesiones {xp}tnen C Bpy1 N Lnt2 y
{rk}nen C RT tales que

a’) Bni1 N Lnya2 CUpe; Bk, me);
b’) p(Bpy1 N Lpyoa N B(ag, 1)) = yu(B(Tk, Tk));
") p(Bny1 N Lng2) < C)p(Upen Baw, mi))-

Tal como lo hicimos en el caso n = 1 vamos a probar primero que
o

(3.13) U B(zk,m%) € Bn N L.
k=1

Notemos que como t, 41 < t, < --- < t1, se tiene que la sucesion {zj}pen C
By, por lo tanto, nuevamente se cumple (3.9) para cada bola B(xg, 1) lo cual
nos asegura que u es no negativa en cada B(zy, ). De b’) vemos que u tiene
densidad critica en cada B(zy, k), entonces, dado que £ € KSo (Q, v, Ca, 02)
se tiene que

u > CoPZ" 2 en B(xy,m/c2),

luego, puesto que también £ € KS; (Q, Ch, cl) y u es no negativa en B(z, c17k),
obtenemos
u> CyC PZ"™  en B(xy, 1)

Por la eleccién que se hizo de Z tenemos que u > PZ"*! en B(xy,71), lo
que implica que

(3.14) U B(zg, 1) C Lyt
keN
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Razonando como en el caso n = 1 vemos nuevamente que r, < 2kr, por
tanto (Lema 3.8) existen constantes absolutas 1 > § > 0y C > 0 tales que

c 1/6
2
Sea tp+1 < t, tal que
c 1/6
tTL - tn+1 = 2k2t0 <W> .
Por el Lema 3.9, dado que ry < t, — t,41, Se tiene que
B(xg,ry) C B(z,kt,) = By,

Esto tltimo, junto con (3.14) nos dice que (3.13) es véalido. Por lo tanto,
teniendo en cuenta c¢’), obtenemos

(B 1 £as) < 06) (U Blawors) )
k=1

<C(y) ,U(Bn N En—&-l)v

y ademas
oo\
_ 2
tnt1 =t — 2kt <PZ"+2>
o\ Vel C 1/6
_ a2 (Y -5\ o2, (Y
=t [1-2k <P> ZZJ 2k t0<PZn+2)

j=1

=ty | 1-2k*( 5 ZZ i
j=1

con lo cual queda probado la validez de (3.7) para todo n.
Para Z y P suficientemente grandes la serie

o

ZZ*j/‘;’

J=1

es convergente y ademas
C 1/6 o0 '
2 <P> Yz <1
j=1
Por lo tanto, si tomamos
C 1/§ oo s
T=1-—2k? 5 >z

se tiene que
Tr = tktg < kt,, paratodon > 1.
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Sea t > PZ, entonces existe n > 1 tal que PZ"t! >t > PZ" luego, como
T7r < t,—1, tenemos que

w(Ty N B(z,7mr)) < p(Ly, N Bp_1)
< C(v) u(Ln-1N Bp-2)
< C(y)” u(Ln—2N Bp-s)

< C(y)"" (L1 N Bo)
< C(y)" " w(B(z,r))
< Ct P u(B(z, 1)),

donde 3 = log, C(y)~! y C es una constante que depende de k y de la
constante de duplicacion de u. ([

Notemos que en el teorema precedente podemos evitar que la constante
cs dependa de la constante v de la propiedad KSo. Més precisamente pode-
mos considerar

(3.15) c3 > 1+ c1k 208 (24%)

En efecto, si 1 > v > 1/2 tenemos que (3.10) es consecuencia de (3.15).
Por otra parte, dado que la clase KSo (Q, v, C, c) es mondtona creciente en
v, si 1/2 > v > 0 tenemos que KS, (Q,% C, c) C KSq (Q, %, C, c) lo cual nos
dice que podemos tomar ¢z como en (3.15).

El Teorema 3.10 permite probar la desigualdad de Harnack débil ( ver [16]
para el caso euclideo ) en el contexto de los €-espacios homogéneos cuyas
bolas son conjuntos abiertos y las coronas son no vacias.

TEOREMA 3.11 (Desigualdad de Harnack Débil). Sean (X,d,u) un €-
espacio homogéneo no acotado tal que las bolas son conjuntos abiertos y
las coronas son no vacias. Sean Q C X un conjunto abierto, H una famil-
ia de funciones reales semicontinuas inferiormente definidas en Q y € €
KS, (Q,Cl,cl) N KSQ(Q,"}/, CQ,CQ). Ezisten constantes absolutas py > 0,
1>7>0yC >1 tales que

/po
< f up°> < C inf w,
B(z,r)
B(z,rr)

para toda u € € no negativa en B(x,cr) C Q, donde ¢ > 1 es una constante
que depende de la constante de antiduplicacion de p, de c1 y de k.

DEMOSTRACION. Sean (3, P, Z, Ty c3 las constantes absolutas halladas
en el teorema anterior. Sean pg = 3/2 y B = B(z,r) tal que B(z,c3r) C Q.
Dado € > 0 consideremos la funcién
B U+ €
infp(u + ¢)
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entonces v € £ y ademas infgv = 1, entonces v estd en las condiciones
pedidas en el Teorema 3.10, luego

o1 oy =0 a0 1 Bl 7))

pPZ [e%e)
ZPO/ tpol/,L(FtﬂB(x,Tr))dt—i-/ tpo*lu(FtﬂB(LTr))dt
0 PZ

Pz i,
< pop(B(z,77)) / =1t + Cpop(B(z,77)) / tPo—1=P gy
0

B g2 2Cu(rB) v
_/,L(TB) (PZ) +7B(PZ)’6/2

= au(B(:c, Tr)),
Vai B/2 2C
donde C = (PZ + —=—=.
onde ( ) B(PZ)BM
Por lo tanto

|lu + GH@O(B(JCW)) < (f%f(u + e))P0€,u(B(x, 7'7“)),
de donde, por la arbitrariedad de €, concluimos

[l IJ;%O(B(x,rr)) < Cu(B(z,Tr)) (i%f )™,

Consecuencia del teorema anterior es el siguiente

TEOREMA 3.12. Sean pg > 0,1 >7 >0, C > 1 yc > 1 las constantes
absolutas del Teorema 8.11. En las condiciones del Teorema 3.11 tenemos
que

KSI (Qa Clv Cl) N KSQ (Q7 Y, 025 02) C H" (Q7 197177 C*)a
parad =C, p=py yc* =71"lc.

DEMOSTRACION. Sea & € KS; (2, C1,¢1) NKS2(Q,7,C2,¢2) y u € € no
negativa en B(x, 7 lcr) C Q. Del teorema anterior y teniendo en cuenta que
0 < 7 < 1 obtenemos

1/po o
up°> < C inf wu
B(z,m—1r)
B(z,r)

< C finf wu.
B(z,r)

O
Sean (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo, 2 C X un conjunto abierto

y ‘H una familia de funciones reales semicontinuas superiormente definidas
en (). Definimos las clases

HY :U{Hw(Q,ﬂ,p,c)/ﬁ >1,p>0,c>1}.
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KS; = | J{KS:(2,C,c) /C€(0,1),e>1}.
KSy = | J{KS2(2,7,C.¢) /7,C € (0,1), c>1}.

Denotando con Hp la clase los R-espacios funcionales en H localmente aco-
tados definimos

H=|J{H(206,0)nHr/©>1c>1}.
HY :U{HW(Q,ﬁ,p,C) NHr/9>1,p>0,c¢>1}.
KS; = | J{KS;(2,C,c) N Hr/C € (0,1),c>1}.
KS; = | J{KS2(2.7,C,c) N Hr /7,C € (0,1), c > 1}.
De los Teoremas 3.4, 3.5, 3.7 y 3.12 y con la notacién anterior concluimos

TEOREMA 3.13. Sean (X,d, u) un €-espacio homogéneo no acotado tal
que las bolas son conjuntos abiertos y las coronas son no vacias. Sean €2 C
X un conjunto abierto y H una familia de funciones reales semicontinuas
superiormente definidas en ). Entonces

CL) HY = KS1 NKSs.
b) H= KSl QKSQ = Hv.






CAPITULO 4

Regularidad de Funciones en Rp-Espacios
Homogéneos

1. Introduccién

De manera similar a lo realizado en los capitulos (2) y (3) en este
capitulo haremos un estudio de las relaciones entre desigualdad de Har-
nack, propiedades de oscilacién y del valor medio y las estimaciones Krylov
y Safanov en el contexto de los espacios de tipo homogéneo con mapeos de
retardo. El concepto de mapeo de retardo fué introducido por Aimar en [3]
y representa, en un contexto abstracto, la nocién de traslacion que aparece
cuando se estudian problemas relacionados a las ecuaciones diferenciales
parabdlicas.

2. Definiciones

Sea (X, d, 1) un espacio casi-métrico de medida. Diremos que una apli-

cacién
T:X xR - X xRT,

con componentes 7' = (£,7), es un mapeo de retardo si existen constantes
no negativas K;, ¢ = 1,2, 3,4, tales que las siguientes desigualdades
a) Kir <d(x,&(z,r)) < Kor ;
b) Kzn(x,r) <r < Kyn(z,r),
son validas para todo z € X y para todo r € R .

Dada una bola B = B(x,r) y un mapeo de retardo 7' denotaremos con
T(B) a la bola B({(x,r),n(x,r)). Podemos aplicar nuevamente 7' a T'(B),
es decir hacer T(T'(B)) y como resultado obtenemos la bola

B, r),n(x,r), n(E(z,r), n(z,r))),

que denotaremos con T2?(B). En general, por 7"(B) entenderemos al resul-
tado de aplicar sucesivamente un niimero n de veces el mapeo T a la bola
B, es decir, T(T"!(B)) = T™(B). Considerando la notacién &(z,7) = 1 y
n(z,r) = r1, escribiremos &(&(x, r), n(z,r)) = £(x1,71) = 22 v de igual man-
era escribiremos n(§(z,7),n(x,r)) = ro. En consecuencia T"(B) sera la bola
B(xp, ) donde x, = &(xp—1,7n—1) ¥ Tn = n(n—1,7n—1). Por conveniencia
de notacién escribiremos B = TY(B).

57



58 4. REGULARIDAD DE FUNCIONES EN $Rp-ESPACIOS HOMOGENEOS

Con la notacién anterior, dada una bola B = B(x,r), un mapeo de
retardo T'y n € N, escribiremos

B" =U}_,TV(B),

B™ =U}_T(B).

DEFINICION: sean (X, d, ) un espacio casi-métrico de medida y 7' un
mapeo de retardo. Diremos que 1" genera flujos divergentes si y sélo si existe
una constante positiva c tal que

n(Bj = Uigi BY") < cu(T*(B;) — Uiz B")
para cualquier sucesion finita de bolas B, ... B,, para todo m > 0 y para
algin 1 < 5 < n que puede depender de m.

DEFINICION: sean (X, d, ) un espacio casi-métrico de medida y 7' un
mapeo de retardo. Diremos que T preserva medida si existe una constante
positiva ¢ tal que

u(B) < ep(TV(B)),
para toda bola By j > 1.

3. Descomposicion de tipo Calderon-Zygmund

Comenzamos con el siguiente lema de teoria de la medida que es una
adaptacion al contexto de los espacios casi-métricos de medida con mapeos
de retardo de lo hecho en [18].

LEMA 4.1. Sean (X, d, p) un espacio casi-métrico de medida, T un mapeo
de retardo que preserva medida y que genera flujos divergentes y n bolas
By,...B, en X. Supongamos que para cualquier bola B en X se tiene que
THB)NTI(B) =0 sii+# j, entonces

m+c

(4.1) p(Uim BYY) < p(Ujz1BY"),

para todo m > 1, donde ¢ es una constante que depende solamente de T y
7y

DEMOSTRACION. Demostraremos el lema por induccién sobre la canti-
dad de bolas. Sea m > 1 y consideremos una bola B. Entonces, es claro que
B = B™ — B™, Por lo tanto

w(B™ — B™) = u(B).

Por otra parte, dado que T preserva medida y que, por hipdtesis, la
sucesion {T7(B)} >0 es disjunta dos a dos, vemos que existe una constante
c1 > 0 tal que

u(B™) = 3" pw(T(B)) = w(B),

C
j=1 !
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por lo tanto
c m
n(B) < = p(B™),

m
entonces
p(B™) — u(B™) = u(B)
C1

< — u(B™).

< u(B™)
De esta tultima desigualdad obtenemos

— m + c1
u(B™) < u(B™),

que es (4.1) para el caso de una bola B.

Supongamos ahora que (4.1) es valido para cualquier sucesién de n — 1
bolas en X. Consideremos n bolas Bi,... B, en X, entonces, por hipétesis
inductiva, se tiene que

WU ) = w(BT ~ ULB) + (T

4.2 _ -
. < u(BT = U B7) + o u(Ua By,

Observemos que
(4.3) B —U,B7 = (Bi — U/_,B7") U (B{" — Ul_,BT),

y como 1" genera flujos divergentes, existe una constante co > 0 tal que para
todo1 <k <m

(i) (B~ BBT) < cn(TH(B) - U,
Sumando en (4.4) desde 1 hasta m obtenemos
m
i (B1— SBP) < 0 So(T4(Br) - UL, )
(4.5) k=1
= e p(BY" = Uj_, BY").
De (4.3) y (4.5) se tiene que
(BT = UjBJ") = u(Br = UjaBY) + u(BY" = Uj»B}")
C2 — —
—u(Bl" = UjsB]") + u(BY" — Ui, B")
m—+ c2 ——
= —— u(BI" — U B}").

(4.6) <

Reemplazando (4.6) en (4.2) con ¢3 = max ¢, o, obtenemos finalmente

— + E—
p(UimBYY) < mm03 (#(B{n — UjB]") +M(U?:2B;n))
+
(4.7) < 5 (u(BY = ULy BY) + u(Ui=s B))
_m+c3

= —— u(UiLBY),

que es la desigualdad (4.1) para n bolas. O
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Como consecuencia del lema anterior tenemos la siguiente descomposi-
cion de tipo Calderén-Zygmund de conjuntos acotados y abiertos en €-
espacios homogéneos no acotados con mapeos de retardo.

TEOREMA 4.2. Sean (X,d,u) un €-espacio homogéneo no acotado, T
un mapeo de retardo en las condiciones del Lema 4.1, E C X un conjunto
abierto y acotado, 0 < § < 1 fijo y m un entero no negativo. Entonces existen
una sucesion {(Tn,tn)nen € E x RY, una constante ¢ > 0 que depende de
T y 1 y una constante 0 < C(§) < 1, que depende solamente de constantes
absolutas y de §, tales que

1) ECU,eny B(@n, tn),
11) w(E N B(zn,ty)) = 6 p(B(zn, ty)) para todo n € N,
1) u(E) < C(6) % (U B™ (2 ).

DEMOSTRACION. El Lema 1.5 nos dice que los incisos i) y ii) son validos.
El inciso ¢) del mencionado lema asegura la existencia de una constante
C(9) € (0,1), que depende de constantes absolutas y de 4, tal que

(48) W(E) < C(8) p(UnenBlan,ta):

Observando que UpenB(7p, tn) C UpenB™(2n, tn), del Lema 4.1 obten-

emos
m—+c

,u(UneNB(xn,tn)) < ,u(UneNBm(a:n,tn)).

El inciso iii) queda probado reemplazando esta tultima desigualdad en
(4.8). O
4. Retardos geodésicos. Oscilacién y continuidad Holder

Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Diremos que una funcién
T:[a,b) CR— X
es una isometria, si para todo t1 y to € [a, b] se tiene que
d(7(t1),7(t2)) = [t1 — tal.

Observemos que 7(R) representa a una “linea recta” en X en el sentido
siguiente: si 7 < s <t entonces

d(r(t),7(r)) = [t — |
=lt—s|+|s—7]
=d(7(t),7(s)) + d(7(s),7(r)).
En general, si t; <ty <...<t, entonces

d(1(tn), 7(t1)) = d(7(tn), T(tn=1)) + ... + d(7(t2), 7(t1)).

DEFINICION: diremos que un mapeo de retardo S es geodésico si y sélo
si se cumplen la siguientes condiciones:
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L1) paracadaz € Qyr > 0lasucesion {S"(x,7) }n>0 pertenece a la imagen
de alguna isometria, es decir

{5"(z,r) /n =0} C7([a, b)),

donde 7 : [a,b] — Q es una isometria.

12) Ki=Ky=FRyKs=Kys=1,con0 <& < k2

L3) si z € B(xz,r) y (2n,8) = S™(2,5), (®m,h) = S™(z,h) son tales que
d(zp, 2) = d(xm, ) entonces d(zp, Tm) < T

L4) para cada x € Q y r > 0 existe z € Q tal que S(z,r) = (z,r).

OBSERVACION. Sean (X, d) un espacio casi-métrico y S un mapeo de
retardo geodésico. Consideremos h, s dos ntimeros reales positivos, x € X y
sean (zp,s) = S™(z,s) y (xm,h) = S™(x,h) tales que d(xy,z) = d(xm, ),
entonces x, = T,. En efecto, si en L3) de la definicién anterior consideramos
z = x, entonces, para todo € > 0 se tiene que z € B(z, €), luego, por hipStesis
y por L3) vemos que d(zy, Tn) < €. Esto implica que x,, = z,.

Sean (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo, 2 C X un conjunto abierto,
T un mapeo de retardo y ‘H una familia de funciones reales definidas en 2.
Dada la familia H denotaremos con Hg a la clase de todos los R-espacios
funcionales en H. A continuacién definiremos clases de conos funcionales
similares a los definidos en los Capitulos 2 y 3.

DEFINICION: diremos que un cono funcional £ en H, localmente acotado,
tiene la propiedad de oscilacion con retardo si existen una constante absoluta
6 € (0,1) y una constante geométrica ¢ > 1 tales que

osc u < 0 oscu,
T(B) B
para toda bola B = B(z,r) y para toda u € &£, donde B = B(z,cr) C Q

es una bola que contiene a B U T7(B). Nos referiremos a esta propiedad
diciendo que £ € Op (Q, 9,0).

DEFINICION: diremos que un cono funcional £ en H pertenece a la clase
de Harnack con retardo si existen constantes absolutas ® > 1 y una con-
stante geométrica ¢ > 1 tales que

sup v < 0O inf |wu,
B(z,r) T(B(z,r))
para toda u € &, para toda bola B(z,r) con u > 0 en B(z,cr) C Q

y T(B(xz,r)) C . Nos referiremos a esta propiedad diciendo que & €
Hp (Q,@,c).

DEFINICION: diremos que un cono funcional £ en H pertenece a la clase
de Harnack débil con retardo si existen constantes absolutas ¢ > 0, y 9 > 0
y una constante geométrica ¢ > 1 tales que

1/q
(fuq> <¢ inf wu,
T(B(z,r))

B(z,r)
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para toda u € &, para toda bola B(x,r) con u > 0 en B(z,cr) C Q
y T(B(xz,r)) C Q. Nos referiremos a esta propiedad diciendo que & €
HE(Q,9,q,¢).

A continuacién probaremos en el contexto abstracto de los espacios de
tipo homogéneo con retardos dos resultados, que en el caso parabdlico eu-
clideo son debidos a Moser [26], que establecen relaciones entre la desigual-
dad de Harnack, oscilacion uniforme y continuidad Holder.

TEOREMA 4.3. Sean (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo, 2 C X un
congunto abierto, H un conjunto de funciones reales definidas en Q y T un
mapeo de retardo. Entonces

Hp(2,0,c) NL{S, NHr C 0p(Q,0,7),
para 0 =1 — 071 y ¢ =max{ (K4 + Ka)k,c}.
DEMOSTRACION. Sean € € Hp(£2,0,0,c) un R-espacio funcional y u €
E. Sea B = B(xz,r) tal que B(z,r max{ (K4 + K3)k),c}) C Q. Dado que T
es un mapeo de retardo, tenemos que
T(B) = B(z,r),
con Kir <d(Z,z) < Kor y Ksr <ry < Kyr. Entonces, si z € T(B)
d(z,z) <k (d(z,7) + d(T,z))
< kr; +kKor
< (K4 + Ko)kr,
lo cual implica que

(4.9) BUT(B) C B(xz, (K4 + Ks)kr).

Si denotamos con B a la bola B(z,r max{ (K4 + K»)k,c}) tenemos que
T(B(z,r)) C Q.
Sea u > 0 en B(x,cr), entonces

supu < O inf u,
B T(B)

luego

inf u>0O"lsupu
T(B)

B
(4.10) > @1fu.
B

Sea
M = supu, m = inf u,
B B
M™ = sup u, m~ = inf u
T(B) T(B)
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De lo anterior y de la definicién de B tenemos que las funciones M —u y
u—m pertenecen a £ y son no negativas en B(z, cr), por lo tanto, de (4.10),
vemos que

, B > o1 B
int (M =) 2 07 (M )
B

es decir

(4.11) M—M* z@—l(M—fu).
B

De igual manera

(4.12) m+—mz@—1<fu—m>.

B
Sumando (4.11) y (4.12) obtenemos

M—M++m+—mz@—1(M—fu>+@-1<fu—m)

B B
= @_1(M — m),
es decir
(1—©0"Yoscu> osc u,
B T(B)
con BUT?(B) C BC O

TEOREMA 4.4. Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo, Q@ C X un
conjunto abierto, H un conjunto de funciones reales definidas en Q y T un
mapeo de retardo con la propiedad L4 de la definicion de retardo geodésico.
Entonces

0p(2,0,¢) C G(2,a,8,0),

para o = —log, 0, B =2(2k)~%, C =2k?+k, donde a = 2(K4+ K2)k?2. En
particular, se tiene que si £ € Op (Q, 0, c), entonces toda u € £ es localmente
Hélder continua con exponente o = —log, 0.

DEMOSTRACION. Sean £ € Op (Q, 9,0), x € Q, r>0, tales que
B(z,cr) C Q.
Consideremos
(4.13) s1= ((Kq+ K2)2k?) "'

Dado que T tiene la propiedad L4, tenemos que existe 1 € €2, que depende
de s1, tal que T'(z1,s1) = (x,s1) con d(z1,x) = Kas1. De (4.13) vemos que
(K4 + Ka)ksy = (2k)71r y que d(z1,2) < (2k)~!r, entonces B(z1, (K4 +
Kj)ks1) C B(z,r). Por otra parte, como vimos en (4.9) del teorema anterior

T(B(x1,51)) UB(z1,51) C B(wy, (K4 + Ko)ks1) = By
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y como By C ), por hipétesis, tenemos que

osc u <6 oscu,
T(B(z1,51)) B

para toda u € £. Teniendo en cuenta que T'(B(z1,s1)) = B(x,s1) y que
B; C B(z,r) obtenemos

osc u<6 osc u.
B(x781) B(Ctﬂ”)

Consideremos sy = ((K4 + K2)2k2)_151. Nuevamente, por la propiedad
L4, se tiene que existe x9 € €2, que depende de s, tal que T'(z2, s2) = (z, 1)
con d(z2, ) = Kas9. Entonces, dado que la relacién entre s9 y s1 es la misma
que la dada en (4.13), para s; y r obtenemos

osc u <6 oscu,
T(B(z2,52)) Bo

donde
B(z,51) D By = Bz, (Ky + Kok s2) D T(B(x2, 53)) U B2, s9).
Es decir que

osc u<6 osc u
B(z,s2) B(x,s1)

< 6% osc u,
B(z,r)

y ademas

So = ((K4 + K2)2k2)_181

= ((K4 + K2)2k2)_27‘.

Continuando de esta manera, vemos que existe una sucesién de nimeros
. 100
{sj}52, tal que

(4.14) sj = (K + Ko)2k?) 7r,

y

(4.15) osc u <@ osc u,
B(z,s5) B(z,r)

para toda u € £.
Sea y € 2 tal que 0 < d(z,y) < r, entonces, existe j € NU {0} tal que

r T

(416) ((K4 + Kg)zk 2)j+1 < d(:ﬂ,y) < (<K4 + K2)2k2)j‘

Tomando a = (K4 + K3)2k?, de (4.16) vemos que

j <log 4
“d(z,y)
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De (4.14) y (4.16) se tiene que y € B(z, si), entonces, haciendo b =

d(zy)
y usando (4.15), obtenemos

u(x) —u < o0sc u
ju(@) —uly)] < ose

< osc u
B(z,r)

< a(IOga 9)(10ga b) 0SC U
B B(z,r)

log,, 0
> OSC U.

B(z,r)

a <d(w,y)
Tomando o = —log, 0 en la desigualdad anterior nos queda

a OSCB(%T) u
ro

(4.17) u(z) —u(y)] < (d(=,y))

Y

para todoy € Qtal que 0 < d(x,y) < r . Por dltimo, para una bola B(xg, ro),
tal que B(wo, (2k2 + k)rg) C €, tenemos que d(z,y) < 2krg para todo x,
y € B(zg,ro), entonces, de (4.17) concluimos finalmente que

u(@) — u(y)| < B (d(x, 1)) ull Lo (Bzo,2kr0))»
donde = 2(2k ). O

Ahora veremos que los R-espacios funcionales en la clase de Harnack
débil también tienen la propiedad de oscilacién.

TEOREMA 4.5. Sean (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo, H un con-
junto de funciones reales definidas en @ C X abierto y T un mapeo de
retardo. Entonces

HS(Q,9,¢,¢) NL{S NHe C Op(9,6,8),

para 0 = k%fqgl y ¢ = max{ (K4+ K2)k,c}. Como consecuencia del teorema

anterior, toda u € Hp (Q, 9, q, c) NL;. N'Hr es localmente Holder continua

con exponente a = —log, 0 donde a = 2(Ky + Ka)k?.

DEMOSTRACION. Sea B = B(z,r) tal que B = B(z,r max{ (K +
Ks)k,c}) C Q. Recordemos que

olwr) = (f w-or) "

B(z,r)

es una casi-métrica en £ para cada bola B y cada ¢ > 0, con constante
casi-triangular k; > 1. Consideremos

M = sup u, m= inf u,
B(z,cr) B(z,cr)
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entonces, por hipdtesis, ya que las funciones M — u y u — m pertenecen a &
y son no negativas en B, = B(x, cr), obtenemos

oscu=M—m

c

< kq(o(M —u) + o(u —m))

< , B , B
< kg 9(fof (M —u) + fof (u—m))
=k, (M — sup u+m — inf u
! ( T(B) T(B) )
=kq ﬂ(()tgccu — o(sg) u)
de donde, considerando
kg9 —1
0= ——
kgv

vemos que

osc u < 0 oscu < 6 oscu.
T(B) (Be) B
O

Como consecuencia directa de los teoremas 4.5 y 4.4 tenemos el siguiente

COROLARIO 4.6. Sean (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo, H un con-
junto de funciones reales definidas en Q y T un mapeo de retardo geodésico.
Todo R-espacio funcional localmente finito de Harnack débil uniforme es
a-localmente Holder continuo.

5. La propiedad KS}D

Ahora presentamos en el contexto de los espacios de tipo homogéneos con
mapeos de retardo una estimacion de caracteristicas similares a la propiedad
KS! mencionada en los Capitulos 2 y 3.

Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo, S un mapeo de retardo
geodésico y ‘H un conjunto de funciones reales definidas en 2.

DEFINICION: diremos que un cono £ en H tiene la propiedad KS}; si para
todo € € (0,1], para todo n € N existen constantes absolutas L > 1, M > 0
y una constante ¢ > 1, que depende de n, tales que para toda u € £ y para
toda bola B(x,r) con u > 1 en B(z,er) y no negativa en B(x,cr) C 2 se

tiene que
M

| \/

u
en B(z,er/2) U ((29)B(z,er/2)) U U ((28)"B(wz,er/2)) C B(z,cr),
donde (25)"B(z,r) = 2"(5’"( (x, )) Nos referiremos a esta propiedad di-
ciendo que & € KS}; (Q, L, M, c).

Probaremos dos lemas auxiliares que seran utilizados en la siguiente
seccion.
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LEMA 4.7. Sean (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en Q C X abierto, o > F~', S un mapeo de
retardo geodésico. Sea £ € KS}; (Q,L, M, 01) N KSo (Q,y, C, 02) yu €& no
negativa en B(x,cr) C Q tal que

inf u <1,
T(B)

donde B = B(z,r), T =57, T(B) CQ yc=max{1+3(k +k Yo, (c20 +
1)k }. Supongamos que existen z € B y h > 0 tales que
p({u> Ny B(z,h)) >~y u(B(z,h)),
donde N es una constante positiva. Entonces existen constantes absolutas
positivas v y My tales que
1) si h < or entonces h < 10071 ((CN)_12M)1/V ;
1) si N > My entonces h < or.

DEMOSTRACION. Probemos 7). Por hip6tesis u > 0 en B(z, c2h) y tiene
densidad critica en B(z, h) entonces

u > CN,

en B(z,h/2). Por lo tanto la funcién (CN)~'u > 1 en B(z, h/2) y pertenece
a &. Por la propiedad KSp para e = 1/2 se tiene que existen constantes
absolutas L y M tales que
CN
u 2 Tl
en B(z,h/4) U ((2S)B(z,h/4)) U...U ((25)"B(z, h/4)) C B(z,c1h), donde
c1 > 1 depende de n. La condicién L2) sobre S nos dice que
T(B(z,r)) = B(z,r) con d(Z,z)= oFr,
y ademés

(25)'(B(z,h/4)) = B(2:,2"2h) con  d(z;,2-1) = 2" °Fh,

S7(z,h/4)) = (;,h/4) con d(zj,x;_1) = Fh/4.
Sea i € N tal que
?<%?+1§T“.
entonces, para j de la forma 2¢ — 1, tenemos que
9
j< St <2j+1,

h
luego, dado que h < or, obtenemos
hj

(418) Z > or.
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Por otra parte, de la condicién L1) sobre S, tenemos que
d(wj, x) = d(zj, 2j-1) + d(zj-1, )
=d(zj,zj—1)+ ... +d(z2,z1) + d(z1, x)
. Rh
=i
De (4.18) y de la igualdad anterior vemos que
d(zj,x) > okr = d(T, x).
Por lo tanto T estd entre z y x;, entonces
d(z;,7) = d(zj,z) — d(T, x)
(4.19) _Rh

=) —— — ORKT.

4

Usaremos ahora la condicién L3) sobre S para estimar la distancia entre
z; y x;j: nuevamente, dado que S es geodésico se tiene que

(zza ) (Z’HZ’L 1)+d(zz 1, % )
(zl,zZ 1)+ +d(z2,zl)+d(zl, z)

por lo tanto
(4.20) d(zi,mj) <T.
Sea y € T(B(z,r)) = B(T,r), entonces de (4.19), de (4.20) y teniendo

en cuenta que 0 < & < k 2 y Ro > 1, vemos que
d(y, z) < k (d(y, =) + d(T, z;))
<k (d(y, T)+k (d(f, xj) +d(xj, zl)))

®h
<kr+k2(j—ﬁ4 —aﬁr)—&-er
h
g(k+k2)r+jz—2k2r
: % h i—2
<jp=@ -1 <27

lo cual dice que T(B(x, 7)) C B(z;,2i72h) = (2T)%(B(z, h/4). De la hipdtesis,
tenemos que

CN
4.21 1> inf >
( ) - T(é?x,r)) v= MoL'LQM
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Por otra parte
. Y9or
2 < —+1
A +

9or or

n T
_100r
==

entonces
i < logy(100rh™1h).
Luego, haciendo v = log, L, obtenemos

Li — 2iu
< 2(log2(100rh*1))u
= (10orh~ 1.

Reemplazando esta ultima desigualdad en (4.21) vemos que

CN C’N(h)”
1> > )

- LioM 2M \ 1007

2M 1/v
h < 1007 (C’]V) 5

de donde obtenemos

como se deseaba.

Veamos ahora ii). Sean My = MyL2M, N > M, y supongamos que
h > or. Con las mismas notaciones hechas en i) tenemos que j = 7 para
1 = 3. Entonces
(4.22) %:£h>h20r.
Estamos ahora en las mismas condiciones que en (4.18) del inciso ) anterior.
Procediendo de igual manera, concluimos que 79 (B(xz, 7)) C (27)3(B(z, h/4),
por lo tanto, de la propiedad KS}; tenemos que

inf wu> Ci = ﬁ >1
T(B(zy))  L32M N Mo ’
que contradice la hipdtesis del lema. [l

Probaremos ahora un lema auxiliar que es consecuencia de las propiedades
KSh v KSy

LEMA 4.8. Sean (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en Q@ C X abierto, S un retardo geodésico y
ko > 1. Sean &€ € KS};(Q,L,M, cl) N KSs (Q,%C, 02) yu € E no negativa
en la bola B(z,cr) C Q con ¢ = max{ (20 + 1)(k + k1),2co }. Exziste una
constante absoluta My > 0, que depende de o, tal que si

(4.23) inf u <1,
T(B)
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entonces

(4.24) p({u < M1} N2B) > (1 — ) u(2B).
y ademds

(4.25) p({u < Mi}NB) > (1—~)u(B),

donde B = B(z,r) y T = 5°.

DEMOSTRACION. Probemos primero (4.24). Supongamos que para todo
My > 0 se tuviese que

p({u < Mi}N2B) < (1—7)u2B).
Entonces
p({(CMy)lu < C71}N2B) < (1 —7)u(2B),

por lo tanto, dado que u > 0 en B(z,2csr), la funcién (CM;) lu € £ tiene
densidad critica en 2B. Por la propiedad KSy concluimos que

inf uw>CM;.
B(z,r)

Entonces, por la propiedad KS}; para € = 1, vemos que
S CM;
uz LnoM’
en B(z,7/2) U ((25)B(z,r/2)) U...U ((29)"B(z,7/2)) C B(z,cir). Por
otra parte, tenemos que
T(B(z,r)) = B(z,r) con d(T,z)= oFr,
y ademas
(28)(B(z,7/2)) = B(x;,2"7'r) con d(z;,xi_1) = 2" *Fr.
Sea i € N tal que
27l <20 41 <20

Entonces

2071 -1 20 -1
4.26 _ < )
(4.26) 5 <0s 5
Dado que T es geodésico tenemos que

d(zi,x) = d(zj, xi—1) + -+ d(x1, )

De esta igualdad y (4.26) vemos que
d(.’Ei, LU) > d(f? l’),
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lo cual dice que T estd entre x; y x. Por lo tanto

d(Z, x;) = d(x;, ) — d(T, x)

20— 1
:Er( 5 —a)
r 2t—1
k2 2

< Fr2i—2,

Ahora bien, si z € T(B), entonces

d(z, ;) < k (d(z,T) + d(F, z;))
i—lr

<kr+ —kr

< 271y,
Asf vemos que T°(B) C B(z4,271r) = (25)¥(B(x,7/2)). Esto quiere decir
que

inf u> A
To(B)  MyLi2M~

Dado que 27! < 20 + 1 tenemos que
L' < L¢,
donde § = logy(8¢ + 2) > 2. Eligiendo M; > MyLP2M concluimos que

inf u>1,
T(B)

que contradice (4.23). El caso (4.25) se prueba de igual manera: suponemos
que para la constante M; elegida en el caso anterior se tuviese que

p({u < Mi}NB) < (1—7)u(B).
Procedemos de manera similar se ve que
T(B) C 2k3(2T)"(B(z,7/4))
Entonces

of w> 2
mr w Qa7
T(B) — MyL22M

La conclusién se sigue del hecho de que § > 2.

6. Desigualdad débil de Harnack con mapeos de retardo

En esta seccién probaremos que las propiedades KS}; v KS9 implican la
validez de la desigualdad débil de Harnack si se trabaja en la siguiente clase
de espacio de tipo homogéneo:

DEFINICION: diremos que un espacio de tipo homogéneo (X, d, i) es un
R-espacio homogéneo si:
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H1) existen constantes C' > 0y ¢ > 0 tales que para todo (z,7) € X x Rt
y para todo € > 0 se cumple que

/”L(B(:L" (1 + 6)7")) - [L(B($,7”)) < CEqM(B(gj?T))'
H2) existe una constante ¢ > 0 tal que para todo z, y, z€ X yr > s> 0
cony € B(x,s)y z € X — B(x,r) se tiene que
d(z,y) >¢(r — s).
Estamos ahora en condiciones de probar un resultado similar al dado
en el Teorema 3.10 del Capitulo 3. Es de fundamental importancia para
demostrar que, bajo ciertas condiciones, un cono funcional £ es de tipo

Harnack débil uniforme con retardo. La prueba de esta desigualdad en fR-
espacios homogéneos sigue los lineamientos dados en [18].

TEOREMA 4.9. Sean (X,d,pn) un R-espacio homogéneo no acotado, H
un comjunto de funciones reales definidas en €2 C X abierto, £ un cono
funcional con las propiedades KS}; y KSq, 0 > 2 y T un retardo geodésico.
Sean v € € no negativa, x € Q0 yr > 0. Supongamos que

(4.27) inf u<1,
77 (B)

donde B = B(x,r). Entonces para todo n € N
(4.28) p({u>PZ"} N B) <+"u(2B),
donde vy € (0,1), P> 1y Z > 1 son constantes absolutas.

DEMOSTRACION. Sea

2 si n=1
4.29 ty = , ’
(4.29) {(1 — Y, C(PZ))™") si n>2.

Probaremos por induccién sobre n que
(4.30) p({u > PZ"} N B(z,tyr)) <+"u(2B),

para todo n € N. Es claro que si vale (4.30) entonces vale (4.28) pues 1 <
t, < 2 eligiendo P y Z suficientemente grande.

Para A =1 — ¢y sea 0 < C(A\) < 1 la constante de #ii) del Teorema 4.2.
Elegimos m y y tales que

n="Flom <y <,
m
y
A< 7.
Dado que vale (4.27), usando (4.24) del Lema 4.8, se tiene que existe una
constante absoluta M; tal que

p({u < M1} N2B) > e pu(2B),

es decir
p({u > M} N2B) < Au(2B).
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Considerando PZ > M; y dado que se eligié6 8 > « tenemos probado
(4.30) para el caso n = 1.
Supongamos que (4.30) vale para n = h. Sea n = h + 1 y escribamos

Epn={u>PZ""Y Nty B.

Aplicando la descomposiciéon de Calderén-Zygmund (Teorema 4.2) a Ejpyq
a nivel A, se tiene que existe una sucesién de bolas {B;} = {B(x;,;)}, con
z; € Bpy1, tal que

a) Eh+1 C UieN B;,

b) w(Ep+1 N B;) = Ap(B;) para todo ¢ € N,

¢) #(Bnt1) < M p(Ujen BY)-
De b) concluimos que para todo i € N

p({u>PZ"Y N By) > Apu(By),
por lo tanto

p({u < PZ"Yy N By) < eo u(By)
y esto ultimo, usando (4.25) del Lema 4.8, implica que

chJrl
inf u >
Tl(nBi)u_ M,

para todo ¢ € N. Entonces

p({u >

es decir que
h+1

ul{u < P2 ) A 1(B)) < conlT(B).

My
Una nueva aplicacion de (4.25) del Lema 4.8 nos dice que

chJrl

inf > .
(B = (M)?

para todo ¢ € N. Continuando de esta manera obtenemos finalmente que

P2h+1
31 infu > ——
(4.31) S AL
donde I'™ = | J;cy Bi". Supongamos ahora que
(4.32) p(Enyr) >+ u(2B),
y sea
ch+1
Y ={u>—-}nNt,B.
tu = gy O
De (4.31) vemos que
Zh+1
rc{u>

a6
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Si elegimos Z > (Mp)™ es claro que
h+1

t= Gy

por lo tanto, de lo anterior y de la validez de (4.30) para el caso n = h,
vemos que

} c {u>Pzh},

(433) p(Y) < p({u> PZ"yNt,B})
' <~"p(2B).
Luego, de (4.32) y (4.33) concluimos que

(4.34) (Eps1) >y p(Y).

Teniendo en cuenta ¢) de la descomposicién de Calderén-Zygmund, que
I'"nNt,BCY, (4.34) y (4.32), obtenemos

p(T™ N (Q = t,B)) > p(I™) — p(I™ N t,B)

> iu(Eh+1) —u(Y)
71

11
— _ 2\ WE
(4.35) ~ <71 7) #(Ene1)

11

(22
Mmooy
11

> < — ) Y u(tnB).
Mmooy

Sea,

n=sup{d(z,x)/z €T NQ —1,B)}.
Entonces, para todo § > 0 tenemos que
'"nQ—t,B) C B(x,n+9)—t,B,
luego, de (4.35) se tiene que
w(B(x,n+06)) — u(tnB) = p(B(x,n+ ) — tpB)
> p(I™ N (Q—1,B))

(4.36)
1 1
> < - > Y u(tnB).
Mo
Sea € = %, entonces, tenemos que € > 0y n+6 = (14 €)t,r. Dado

que (X,d,pu) es un R-espacio homogéneo se tiene que existen constantes
absolutas p > 0y C' > 0 tales que

w(B(z,m+0)) — p(tnB) = w(B(x, (1 + €)tpr)) — p(tnB)
< Cep(tyB)

n+0—tyr
tpT

Il
(@]

>pﬂ(thB)-
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Reemplazando esta tltima desigualdad en (4.36) y escribiendo

obtenemos que

Luego, vemos que
N+ > tyr(g/Py /P 4 1)

para & positivo y arbitrario. Por lo tanto
(4.37) n > tar(E/PA /P 4 ),

De esta tltima desigualdad vemos que existe zg € I'™ N (Q — ¢, B) tal
que
(4.38) d(z0,2) > tyr(§ /Py MR 4 1),
es decir que zp ¢ B(x, tpr(eV/Py (/P 4 1)) Por otra parte, dado que cada
x; € th41 B C i), B, tenemos que existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que
d(zp,x;) > ¢ (thr(fl/p’y(h+1)/p +1) - thr)

(4'39) — Efl/p"}/(thl)/pthT.

Notemos también que zg € T*(B;) para algin 1 < k < m y alguna bola
B; = B(x;,1;). Dado que T es geodésico, se tiene que para todo j > 0

T9(B;) = B(xl, ),

con d(xgﬂ, :cg) = ok r;. Por lo tanto
d(z0, z;) < d(z0, z¥) + d(zF, ;)

<ri+kRr;)
< 2(m+ 1)Rr;.
Finalmente, de (4.38), (4.39) y (4.40) obtenemos
2(m + 1)Rr; > d(z0, ;)
> cel/pA(htD /Py, o
> e el/pa (D /Py
pues t,, > 1 para todo n € N. Entonces
e g/ (ht1)/p
2(mt R

Sea M> la constante absoluta del Lema 4.7. Entonces, de i) del citado lema,
si elegimos P > 1y Z > max{Ma, 1} concluimos que

(4.41) ri >

ri < otp4at,
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pues para cada i € N se tenfa que p({u > PZ"1} N B;) > Ap(B;), con
A = 1—¢g. Teniendo en cuenta el inciso ) del mismo lema, de la desigualdad
anterior vemos que

PZh+1

donde My, M y v son constantes absolutas.
Reemplazando esta tltima desigualdad en (4.41) y recordando que tp 41 <
2, obtenemos

2MM0 1/v
i < 60tpq1r )

(4.42) 120 <2MM° >1/V et/

pPzh+1 2(m+1)r
Si elgimos P y Z tales que

24(m + 1)ok
(e

p/v
oy
vy

vemos que la desigualdad (4.42) no puede ser valida. Por lo tanto, para tal
eleccion de P y Z, eleccién que depende solamente de constantes absolutas
y de o, concluimos que la suposicién (4.32) conduce a una contradiccién.
Esto implica la validez de (4.30) para el caso n = h + 1. O

14
> oMar, < P,

Ahora estamos en condiciones de probar la desigualdad débil de Harnack en
MR-espacios homogéneos con mapeos de retardo geodésicos.

TEOREMA 4.10. Sean (X,d,u) un PR-espacio homogéneo no acotado,
o > 2, T un retardo geodésico y H un conjunto de funciones reales definidas
en . Todo cono funcional £ en H con las propiedades KS}D y KSq es de
tipo Harnack débil uniforme con retardo.

DEMOSTRACION. Sea u € & tal que infpogyu < 1 para B = B(z,r).
Por el teorema anterior, para todo n € N, tenemos que

(4.43) p({u>PZ"} N Bz, tyr)) < 4" u(B(x,2r)),

donde P > 1, Z > 1y v € (0,1) son constantes absolutas y {t,}32 es
una sucesién de nimeros reales en el intervalo cerrado [1,2]. Sea t > PZ,
entonces existe n € N tal que

PZ" <t< PZ",
luego
n <log,(tP™1),

y entonces
,yn < (tP—l)logZ'y — Ct_ﬁ,
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donde 8 = log, v~ ! y C es una constante que depende solamente de P, Z
y 7. Reemplazando esta ultima desigualdad en (4.43) vemos que

p({u>t}NB) <pu({u>PZ"}NB)
(4.44) < u({u> PZ"} N B(z,tar))
< CtPu(B),

donde ahora C depende también de la constante de duplicacién de p. Sea
q = [3/2, entonces, de (4.44) obtenemos

lull 5y = a / Y ({u > 1} A B) di

< (PZ)%u(B) + q/oo 7 u({u >t} N B) dt
(4.45) _ e e
< (PZY(B)+ Con(B) [ 7
PZ
< ((PZ)1+ Cu(PZ) ") (B)
= O u(B).

Consideremos ahora u € £ tal que u > 0 en B(z,cr). Entonces, para cada

€ > 0 la funcién
U+ €

l,nfT(B) (U + 6) ’

esta bien definida, pertenece a £ y ademas

inf w=1.
T(B)

Por lo tanto, de (4.45), vemos que
-t ey < O B) (f0f (w4 €))"

T(B)
es decir
1/q
<fuq> < O(e+ inf u).
T(B)
B
La conclusién se sigue de la arbitrariedad de e. U

7. Desigualdad de Harnack con mapeos de retardo

Veremos ahora que en los R-espacios funcionales con las propiedades
KS}; y KSs podemos obtener la desigualdad de Harnack como consecuencia
de la Desigualdad Débil de Harnack. Previamente probaremos unos lemas
auxiliares.

LEMA 4.11. Sean (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en  y & un R-espacio funcional en H con la
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propiedad KSy. Seanu € £, ¢ > 0, Cy > 0, tales que u > 0 en B = B(x,2kr)
Y

(4.46) fuq < Cp.
B
Sea v = (2My — 1)~ My, donde My es una constante de la propiedad KS.

Entonces existen constantes positivas C1, d y Ny, que dependen solamente
de Co, q, My, €y y k, tales que para todo y € B(x,r) yn > Ny si

(4.47) u(y) > o™t My,

entonces

(4.48) sup u > v" My,
B(y,s)

para s = C1v =" y B(y,s) C B.

DEMOSTRACION. Dado que v > 1 tenemos que existe Ny, que depende
de C1, My, y 6, tal que C1v™°" < 1 para n > Ny. Para tal Ny, tenemos que
s < r,y por lo tanto B(y,s) C B. Supongamos que (4.48) no vale, es decir
que
(4.49) sup u < v" My,

B(y,s)
y consideremos la funcién
V" My — u(z)
¢(2) = S L
v (v — 1) My
Dado que v > 1 y que £ es un R-espacio, tenemos que ¢ estd bien

definida y que pertenece a €. De (4.49) vemos que ¢ > 0 en B(y,s) y de
(4.47) concluimos que ¢(y) < 1 pues

v" My — u(y) < "My — v 1 M,

= =1.
) v (v —1)My = v (v —1)My
Entonces
inf <1.
B(y,s) ¢<

Pero esto ultimo, dado que vale la propiedad KSq y B(y,2cs) C B, implica
que

u({6 < Mo} 0 By, 25)) > (1 - ) u(B(y, 25)).
Por otra parte, si ¢(z) < My entonces
u(z) > v" My — " (v — 1) ME

:UnMo(l— v-l

Mo)

= UnMo(l — Mo + U_l M[))
- ’UnMO

= 5
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pues vt My = My —1/2 y My > 1. Por lo tanto

{6 < Mo} © fu> "5},

y entonces
" M()
2

Teniendo en cuenta esta ultima desigualdad, que Bs = B(y,2s) C B y que
u >0 en B, de (4.46) obtenemos

@Mmz/m

B

> / ud
- n
{u>""MoynB,

> (vnM(’)qu({u > UnMD} N By)

p({u> } N B(y,2s)) > (1 =) u(B(y,2s)).

(4.50)

2 2
> (552 a-nus.

Dado que y € B(z,r), tenemos que B C B(y, (2¢ + 2)k %r). Luego

C QT b
2T ),

(4.51) n(B) < <

donde b = logs A v A es la constante de duplicacién de p. Reemplazando
(4.51) en (4.50) concluimos que

Co (Ck*+2ﬂﬁr)b>>(”nk“>q(1-7y

2s 2
Tomando
q
6=+
b )
y
Ci=|—— — 1)k 2
=(75) (3) e
vemos que
Cro %" > s,
lo que contradice la hipdtesis. [l

Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente

LEMA 4.12. Sean (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo, H un conjunto
de funciones reales definidas en 2, £ un R-espacio funcional en 'H con la
propiedad KSo y p una métrica en X tal que p® es (c1,c2)-equivalente a d
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para algun o > 1. Seanu € €, ¢ >0, Cy > 0, tales que u > 0 en B = B,(x,)
Y

(4.52) fuq < Cp.
B
Sea v = (2My — 1)~ My donde My es una constante de la propiedad KSs.

Entonces existen constantes positivas C1, § y Ng, que dependen solamente
de Cy, q, €9 y k tales que para todo y € B(x,r) yn > Ny si

(4.53) u(y) > v 1My,

entonces

(4.54) sup u > v" Mp,
B(y,s)

para s = Cyv~°r y B(y,s) C B.

Como consecuencia del lema anterior tenemos la siguiente estimacion
para el supu :

TEOREMA 4.13. Sean (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo, H un
conjunto de funciones reales continuas definidas en @ C X abierto y € €
KSs (Q,’y, C, c) un R-espacio funcional. Sean uw € €, Cy y q constantes pos-
itivas y sea v como en el lema anterior. Existen constantes ¢* > 1, 3 > 1
y ] < c* tales que si u > 0 en B(z,c*r) C Q y (4.46) vale en B(z,c'r),
entonces existe una constante 3 > 1, que depende solamente de Cy, q y v,
tal que

(4.55) sup u < v’ 1M,
B(z,cir)

DEMOSTRACION. Sean §, Ny y v como en el lema anterior. Entonces,
dado que 6 > 0 y v > 1, tenemos que existe una constante n > Ny, que
depende de C1, § y v, tal que

cy 1
(4.56) > 5 <35
jzn
Supongamos que (4.55) no vale. Probaremos por induccién que existe una
sucesion {z,}72, C B(z,r) tal que
(4.57) w(zy) > 0" 2 Mg,y zn € B(zp_q, Cro0mn=Ar),
para todo n > 2. Esto dice que existe una sucesién {z,}>2, C B(z,r) tal
que
lim,, . sott(2,) = 00,
lo cual es un absurdo, pues u es continua (Corolario 4.6).
Sea n = 2. Ya que (4.55) no vale, existe z; € B(x,r/2) C B(z,r) tal que

u(z1) > v M.
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Del Lema 4.11 vemos que

sup u > v My,
B(z1,s1)

para s; = Cyv~%"r. Luego, existe zo0 € B(z1,s1) tal que u(z2) > v"Mj.
Veamos ahora que zo € B(z,r): de (4.56) se tiene que s; < 1/2, entonces

d(z,x) < d(z2,21) +d(z1,)
<sp+r/2<r,

y queda probado (4.57) para n = 2.
Supongamos ahora que (4.57) vale para 2 < n < h, entonces, dado que
zp € B(x,r), del Lema 4.11 tenemos que

(4.58) sup u > oM,
B(Zhvsh)

donde s, = C1o00th=1 . Esto dltimo dice que
Zn € B(anla Snfl)a
para 2 <n < h. De (4.58) vemos que existe zj1+1 € B(zn, sp) tal que
w(zpgy > 0" IMG.
Veamos ahora que z,11 € B(z,7): de (4.56) vemos que
d(zny1,2) < d(2h41, 2n) + d(2h, ©)
< d(2nt1, 20) +d(2h, 2n-1) + ..+ d(21,2)
<Sp+...+8+7r/2
= C O 4 CloTr 42
&
< Z 'UTJ r -4+ 7"/2
jzn
<r

con lo cual queda probado (4.57) para n = h + 1. O

TEOREMA 4.14. Sean (X,d,u) un R-espacio homogéneo no acotado,
H un conjunto de funciones reales definidas en 2, o > 2 y T un retardo
geodésico. Todo R-espacio funcional con las propiedades KSL y KSy es de
tipo Harnack uniforme con retardo.

DEMOSTRACION. Sean = € Q y u € & no negativa en B(x,r). Dado
€ > 0 consideramos la funcién

U+ €
w=-——
1nfTo(B) (U —+ 6) ’
donde B = B(z,r). Tenemos que w estd bien definida, que w € £ y tam-
bién que infrspyw = 1. Del Teorema 4.10 tenemos que existen constantes
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absolutas ¢ > 0y © > 1 tales que

1/q
<qu> <O inf w=6.
T°(B)
B
Por lo tanto, tomando Cyp = ©7, vemos que (4.46) vale en B, entonces, el
Teorema 4.13 nos dice que existe uns constante C' absoluta y positiva tal

que
supw < C,
B

es decir

sup(u+¢€) < C inf (u+e€).
uplute) <C il (u+0)

Dado que € es arbitrario, concluimos finalmente que

supu < C inf wu,
B T°(B)

para toda bola B y toda u € £ no negativa en B. O
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