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Resumen

Para muchos problemas de interés practico que involucran un fenémeno fisico es posible
formular un modelo matematico que aproxime satisfactoriamente la dindmica del mismo.
En algunas oportunidades este modelo puede escribirse como una ecuaciéon de evolucion
en un espacio de estados de dimension, tal vez, infinita. Sucede con frecuencia que
esta ecuacion posee ciertos parametros desconocidos que se desean estimar a partir de
observaciones del fendmeno fisico en cuestion. Estos problemas, llamados de identificacion
de pardmetros han recibido mucha atenciéon en los dltimos anos. A menudo pueden
formularse como problemas de optimizacion en espacios de estados de dimension infinita,
y consisten en determinar el parametro que minimice una funcién de costo apropiada
sobre algin conjunto de parametros admisibles.

En este trabajo se desarrolla un algoritmo de identificacién de parametros utilizando
cuasilinealizacion para un problema de Cauchy abstracto nolineal general, se prueban
teoremas de convergencia y el mismo se aplica a la identificacion de los parametros no
fisicos que aparecen en las ecuaciones que modelan el comportamiento termomecanico de
un s6lido unidimensional con memoria de forma.

La organizacion de la tesis es la siguiente: En el Capitulo 1 se hace una breve intro-
duccion a las ecuaciones de evolucion en espacios de Banach y en las tltimas dos secciones
del mismo se presentan los problemas que se atacaran en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 se propone el algoritmo basado en cuasilinealizacion para resolver el
problema de identificacion de parametros que se presenta en la Seccion 1.7, y se obtienen
teoremas de convergencia bajo la hipotesis de existencia y suavidad de la derivada de

Fréchet del estado con respecto al vector de parametros.
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En el Capitulo 3 se presentan teoremas que dan condiciones suficientes sobre los ope-
radores que definen la ecuacion de evoluciéon involucrada en el problema de identificacion,
para la existencia y suavidad de la derivada de Fréchet mencionada arriba.

En el Capitulo 4 se introduce un sistema de ecuaciones que modela el comportamiento
de un so6lido unidimensional con memoria de forma, se presenta una formulacion abstracta
como ecuacion de evoluciéon en un espacio de Banach determinado, y se enuncian los
resultados conocidos hasta el momento para la misma.

En el Capitulo 5 se presenta un algoritmo basado en aproximaciones modales para
la resolucién numérica de las ecuaciones del modelo del Capitulo 4, con resultados de
convergencia y experimentos numéricos ilustrativos. La inclusiéon de este capitulo es
necesaria, dado que para aplicar el algoritmo de cuasilinealizacion al sistema se deben
poder resolver numéricamente las ecuaciones, y los algoritmos conocidos hasta el momento
para realizar esta tarea no eran suficientemente satisfactorios con respecto al tiempo de
ejecucion.

En el Capitulo 6 se aplica el algoritmo de cuasilinealizacion para identificar los pa-
rametros no fisicos del modelo presentado en el Capitulo 4, haciendo previamente un
analisis de la identificabilidad de los mismos.

Para finalizar, en el Capitulo 7 se aplica el algoritmo desarrollado para la identificacion
de parametros a la resoluciéon numeérica de un problema de control terminal asociado al
modelo para materiales con memoria de forma presentado en el Capitulo 4. Este problema

se presenta previamente en la Seccion 1.8.
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Notacion

La notacién que utilizaremos a lo largo de este trabajo es, en su mayor parte, estandar.

Si X es un espacio de Banach, denotaremos la norma de ese espacio con || - || x, 6 sim-
plemente con || ||, cuando quede claro del contexto, y denotaremos con X* al espacio dual
topolodgico de X, es decir al espacio de todos los funcionales lineales y continuos sobre X.
Analogamente, si X es un espacio de Hilbert (-,-) 6 (-,-) denotaran el producto interno
en X. Si X e Y son espacios de Banach, £(X,Y") denotara el espacio de Banach de todos
los operadores lineales y acotados de X en Y. Para A € L(X,Y), ||A| ;(x .y, denotara la
norma de operadores en £(X,Y’). Si X =Y, se denotara con £(X) al espacio L(X,Y’). Si
A es un operador lineal de un espacio de Banach X en X, entonces denotaremos con D(A),
R(A), 0(A), 0,(A), y p(A) al dominio, rango, espectro, espectro puntual y resolvente de
A, respectivamente, donde p(A) = {A € C: (\[ — A)~t € L(X)}, 0(A) =C\ p(A) y
op(A) = {X € C: A\I—A no es inyectivo}. Si M es un operador o una matriz, M* denota-
ra el operador adjunto o la matriz conjugada transpuesta, respectivamente. Para (2 C R
y 1 < p < oo,si X es un espacio de Banach, LP(2; X') denotara el espacio de todas las
funciones fuertemente medibles f : @ — X tal que || f{|;5q,x) = (Jo, 1 f (@) || dx) P < 0o
(ver Seccion 1.2). Cuando X = R denotaremos con LP(2) a LP(€; X). Para un entero
nonegativo k, C*(Q; X) denotara al espacio de todas las funciones continuas de Q en X
con k derivadas continuas en €. Los espacios H*(Q) y HE(Q) denotaran los espacios
estandar de Sobolev definidos por H*(Q) = {f € L*(Q) : fW € L*(Q),j =1,2,...,k} y
HEQ) ={f € H*Q): fU|pa=0,j=0,1,...,k — 1}, respectivamente.



Capitulo 1

Introduccion y Preliminares

Varios problemas de areas diversas como en el estudio de materiales y estructuras in-
teligentes, en Fisica, en Geologia, Ecologia, Ingenieria Quimica, Biologia, etc. (ver [7])
originan problemas cuya formulacion abstracta resulta en una ecuacion diferencial ordi-
naria nolineal en un espacio de Banach, donde ademés en el término nolineal aparece un
vector de pardmetros desconocidos.

En este capitulo introduciremos brevemente algunos resultados sobre ecuaciones de
evolucion en espacios de Banach. Comenzaremos estudiando problemas lineales, lo que
nos conducird inmediatamente al estudio de la teoria de Semigrupos Fuertemente Con-
tinuos. Luego consideraremos problemas nolineales. Concluiremos el capitulo con una
seccion donde definiremos explicitamente un problema de identificaciéon de parametros
donde el parametro a identificar aparece en la parte nolineal de la ecuacién, y con otra

seccion donde plantearemos un problema de control asociado a esta clase de ecuaciones.

1.1 Ecuaciones de Evolucion Lineales

Counsideremos una ecuacién de evolucion de la forma

dz(t
AW uaiy >0
dt (1.1)
2(0) = zo,
donde se z(t) es un elemento de un espacio de Banach (Z, ||-]|), A es un operador lineal de

D(A)C Zen Z,y zy € Z. Esta ecuacion de evolucion se denomina Problema de Cauchy
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Abstracto para A con valor inicial zg € Z. Diremos que z(t), t > 0 es una solucion cldsica
o simplemente una solucion de (1.1) si z(¢) es una funcion con valores en Z, continua para
t >0, y tal que para t > 0 es continuamente diferenciable, z(t) € D(A), y satisface (1.1).

Como ejemplo podemos mencionar el caso en que Z = L?(0,1), Az = kAz, k € R
para z € D(A) = {z € H*(0,1) : 2/(0) = 2/(1) = 0}. El problema (1.1) correspondiente a

este operador equivale formalmente al problema de valores iniciales y de frontera

'8u a2u
?‘m) - ’;mx,w, (,1) € (0,1) x (0,00)

U _ Ou _ 1.2
5,0 =25-(L1)=0, t€(0,00) 2

\ u(z,0) = ug(x), x € [0,1]
donde la ecuacion diferencial involucrada es conocida como ecuaciéon del calor.

El primer cuestionamiento en torno al problema de Cauchy (1.1) es, naturalmente, el
de la existencia y unicidad de soluciones.

Podemos observar que si Z es de dimension finita o si A es un operador acotado,
entonces el problema (1.1) tiene solucion tnica para todo zp € Z y ésta viene dada por

2 t3

2(t) = ez, donde e = T +tA + 5/12 + ﬁAS + ---. La convergencia de esta serie se
da en la topologia uniforme de £(Z).

La rama de la Matematica que estudia la existencia, unicidad, regularidad, etc. de las

soluciones del problema de Cauchy (1.1) en espacios de Banach se conoce como Teoria

de Semigrupos.

1.2 Semigrupos Fuertemente Continuos

Supongamos que para un operador dado A, z(t) es una soluciéon de (1.1) con valor inicial
2p. Entonces, como el problema es autéonomo (pues estamos suponiendo que el operador
A es independiente de t), se debe cumplir que z(t) = T'(t)zy, donde T'(t) es cierto operador
lineal, es decir, el valor de la soluciéon en ¢ s6lo depende de la condicion inicial y lo hace
en forma lineal. Ademés, el estado z(t + s) alcanzado en tiempo t 4+ s a partir de 2

es el mismo que el estado alcanzado en tiempo s partiendo del estado inicial z(t), es
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decir T'(t 4+ s)zo = 2(t + s) = T(s)z(t) = T(s)T(t)zo. Para que el problema sea “bien
planteado” (well posed) en el sentido de que la solucién dependa continuamente de la
condicion inicial, pediremos a T'(t) que sea un operador acotado en Z.

Esta disgresion sobre la forma de las soluciones del problema (1.1) nos conduce al

concepto de Cp-Semigrupo o Semigrupo Fuertemente Continuo.

Definicién 1.1  Un semigrupo fuertemente continuo sobre un espacio de Banach Z o
simplemente un Cy-semigrupo sobre Z es una familia {T'(t)}+>o de operadores lineales y

acotados sobre Z que satisface las siquientes propiedades:
(i) T(t+s)=T@t)T(s), para t,s > 0;
(i) T(0) = I;

(iii) ||T(t)z0 — 20|l — 0, cuando t — 0T, para todo zy € Z.

Notemos que si A € L(Z), T(t) = e es un Cy-semigrupo.

Asociado a todo Cy-semigrupo existe lo que llamamos su generador infinitesimal.

Definicion 1.2 El generador infinitesimal de un Cy-semigrupo T'(t) sobre Z es el ope-

rador lineal definido por

Ttz —
D(A) = {z € Z : existe lim M}

t—0t t
T(t)z —z
y para z € D(A), Az = lim L
t—0
La mayoria de los resultados de aqui al final del presente capitulo pueden encontrarse

en [42|. Los proximos tres teoremas enuncian las propiedades basicas de los Cp-semigrupos

y sus generadores infinitesimales.

Teorema 1.3 Sean T'(t) y S(t) Co-semigrupos de operadores lineales acotados sobre un
espacio de Banach Z con generadores infinitesimales A y B, respectivamente. Si A = B,

entonces T(t) = S(t) para todo t > 0.
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Teorema 1.4 Sea T'(t) un Cy-semigrupo sobre un espacio de Banach Z con generador

infinitesimal A. Entonces:

(a) Existen constantes w >0 y M > 1 tales que

|T(t)] < Me** para 0 <t < 00.

(b) Para todo z € Z yt >0, se tiene que

1 t+h
lim —/ T(s)zds =T(t)z.
t

h—0
t+h>0

t
(c) Size Z yt >0, entonces / T(s)zds € D(A) y ademds
0

A(K?H@mﬁ):T@V—z

(d) Size D(A) se tiene que T(t)z € D(A) para todot >0y

AT@Z:%T@z:T@Az

(e) Para cada z € D(A) y s,t >0,

t t
T(t)z—T(s)z= / T(r)Azdr = / AT (7)zdr.

Teorema 1.5 St A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo sobre un espacio

de Banach Z, entonces A es un operador cerrado y ﬂ D(A™) es un subespacio denso en

n=1

Z.

Observacion: Notemos que en el enunciado del teorema 1.4 hemos escrito integrales de
funciones con valores en un espacio de Banach. Estas integrales se denominan integrales
de Bochner y no son mas que una generalizacion de la integral de Lebesgue para funciones
con valores en espacios de Banach. Brevemente, si (€2, P, i) es un espacio de medida y Z
un espacio de Banach, entonces se definen las funciones simples y la integral de Bochner

de funciones simples del siguiente modo (ver |21, Capitulo 6]):
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Definicion 1.6  Sea (Q, P, 1) un espacio de medida sigma-finita y sea Z un espacio de

Banach, entonces:

(a) Una funcion u : Q — Z es simple si ezisten constantes nonulas u; € Z y conjuntos

medibles disjuntos E;, i =1,2,....n con u(E;) < oo tales que

u(w) = Z wi X, (w).

Donde Xg, es la funcion caracteristica de Ej:

1 stiweE;
XEz<w) =

0 siwé¢E,.

(b) La integral de Bochner de una funcion simple u : Q — Z sobre el conjunto E € P

se define por

/ud,u:Zui,u(EﬁEi).
E

=1

Luego se definen las funciones fuertemente medibles y las integrales de ellas del si-

guiente modo:

Definicion 1.7  Sea (Q,P, 1) un espacio de medida sigma-finita y sea Z un espacio de

Banach, entonces:

(a) Una funcion u : Q — Z es una funcion fuertemente medible si existe una sucesion
{u,} de funciones simples tales que ||u,(w)—u(w)|| — 0 para casi todo w € Q cuando

n — oQ.

(b) La integral de Bochner de una funcion fuertemente medible u : Q — Z es el limite
(si existe) de las integrales de Bochner de las funciones simples u,, que aproziman a

w. Bs decir

/ud,u: lim [ w,duy.
E

n—oo E
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Puede mostrarse que la integral esta bien definida y que es independiente de la sucesion
aproximante {u,} elegida, y que si u es fuertemente medible, entonces u es integrable
Bochner si y solo si ||u(-)]| es integrable como funcion a valores reales.

Los resultados de linealidad conocidos para la integral de Lebesgue permanecen validos
para la integral de Bochner. También podemos definir al espacio LP(Q2 : Z) como el
conjunto de funciones de © en Z fuertemente medibles que satisfacen [, ||ul|? du < oo,
que dotado de la norma ||ul|r» = ([, [[ull? du) 7 es un espacio de Banach.

No existe para las integrales de Bochner un resultado como el Teorema de la Conver-
gencia Mondtona dado que no siempre puede definirse un orden en un espacio de Banach.
Aunque si existe un resultado similar al Teorema de la Convergencia Dominada y dice

asi:

Teorema 1.8 ([21]) Si {u,} es una sucesion de funciones integrables Bochner tales
que ||un(w)|| < g(w) para todo n € N, donde g es una funcion a valores reales integrable

en E € P, yu,(w) — u(w) para casi todo w € Q, entonces u es integrable Bochner y

/ udp = lim [ w,dy.
E e JE

En virtud de los teoremas 1.4 y 1.5 resulta claro que si A es el generador infinitesimal
de un Cy-semigrupo T'(t) v zo € D(A), entonces el problema (1.1) tiene soluciéon tnica
y ésta viene dada por z(t) = T(t)zo. En la siguiente seccion veremos cémo podemos

determinar si un operador A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo.

1.3 Caracterizacion de Generadores Infinitesimales de
Cp-semigrupos

Dado un operador cerrado A con dominio denso en un espacio de Banach Z (condiciones
necesarias para que genere un Cp-semigrupo), nos preguntamos: ;jqué condiciones sufi-
cientes hay que impliquen que A genera un Cy-semigrupo? La primera respuesta a este

interrogante para semigrupos contractivos la da el teorema de Hille—Yosida.
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Teorema 1.9 (Hille-Yosida) Un operador lineal A es el generador infinitesimal de
un Cy-semigrupo de contracciones T'(t) (||T(t)|| < 1, > 0), si y sdlo si se cumplen las

dos condiciones siguientes:

(i) A es cerrado y D(A) es denso en Z.

(ii) El conjunto resolvente de A, p(A) contiene al intervalo real (0,00) y para todo
A€ (0,00),
I = A)7| <

> =

El operador (M — A)™' se denomina resolvente de A en X\ y se denota usualmente

por R(\; A).

Por otro lado, resulta que si | T(¢)|| < Me“* para todo t > 0y si A > w, entonces
e MT(t)z es integrable en el sentido de Bochner para todo z € Z , y mas atin, se tiene
que A € p(A4) y
RN, A)z = /OO e MT(t)z dt,
0
es decir, la resolvente de A en A es la transformada unilateral de Laplace del semigrupo

generado por A. De este comentario y el teorema anterior se obtiene el siguiente

Corolario 1.10 Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones
T(t). Entonces el conjunto resolvente de A contiene al semiplano derecho del plano

complejo, es decir, p(A) D {\ € C: Re\ > 0} y para tales A

1
RNA)| < —.
IR0 A)) < =
El siguiente corolario nos da una caracterizacion de los generadores infinitesimales de
semigrupos que pueden no estar acotados por 1, pero que estan acotados por e (M = 1)

para algin w > 0.

Corolario 1.11  Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo

que satisface ||T(t)|| < e*t si y sdlo si se cumplen las dos condiciones siguientes:



8 Introduccién y Preliminares

(i) A es cerrado y D(A) es denso en Z.

(i) El conjunto resolvente p(A) de A contiene a la semirrecta {\ : Im A = 0,Re A > w}

y para tales A

1
A < ——.
1RO A < 5

Hemos visto hasta aqui una caracterizacion de los generadores infinitesimales de se-
migrupos en términos de la norma de la resolvente de A. A continuacién veremos otra
caracterizacion que tiene en cuenta propiedades como la disipatividad del operador A.

Antes necesitaremos las siguientes dos definiciones:

Definiciéon 1.12  Sea Z un espacio de Banach y sea Z* su dual, para z € Z, definimos

el conjunto de dualidad F(z) de z por
F(z)={z" e Z": (", 2) = |I2|I” = |"|1”},

donde (z*,z) denota el valor del funcional z* € Z* en z € Z (por el teorema de Hahn—

Banach F(z) es no vacio).

Definicion 1.13  Un operador lineal A es disipativo si para todo z € D(A) eziste un

2* € F(z) tal que Re(Az, z*) <0.

Notemos que si Z es un espacio de Hilbert, A es disipativo si y solo si Re(A4z,z) <0
para todo z € D(A), pues en este caso F'(z) = {z}, Vz € Z. El siguiente resultado da

una caracterizacion de los operadores disipativos en espacios de Banach.
Teorema 1.14 Un operador lineal A sobre un espacio de Banach Z es disipativo si y

sdlo si |[(M — A)z|| > M||z|| para todo z € D(A) y para todo A > 0.

El siguiente teorema, conocido como teorema de Lumer—Phillips provee una condicién

necesaria y una suficiente en términos de la disipatividad de un operador lineal para que
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el mismo genere un semigrupo de contracciones.

Teorema 1.15 (Lumer—Phillips) Sea A un operador lineal con dominio denso en un

espacio de Banach Z.

(a) Si A es disipativo y existe un Ao > 0 tal que el rango R(Aogl — A) de (Aol — A) es Z,
es decir, si (Aol — A) es sobreyectivo, entonces A es el generador infinitesimal de un

Co-semigrupo de contracciones en Z.

(b) Reciprocamente, si A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de contrac-
ciones en Z entonces R(A — A) = Z para todo X > 0 y A es disipativo. Mds ain,
para todo z € D(A) y todo z* € F(z), Re(Az, z*) <0.

Corolario 1.16 Sea A un operador lineal con dominio denso en un espacio de Banach
Z. St Ay A" son ambos disipativos, entonces A es el generador infinitesimal de un

Co-semigrupo de contracciones en Z.

El siguiente teorema es una generalizacion del teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.9)

y da una caracterizacion del generador infinitesimal de un Cy-semigrupo en general.

Teorema 1.17 Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo

T(t) que satisface ||T(t)|| < Me*t, siy sdlo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

(i) A es cerrado y D(A) es denso en Z.

(ii) FEl congunto resolvente p(A) de A contiene al intervalo real (w, 00) y

M

[R(A; A)"[| < Do)

para A>w, n=12....

1.4 Semigrupos Diferenciables y Analiticos

Hemos visto hasta ahora (Teorema 1.4) que si A genera un Cp-semigrupo en un espacio

de Banach Z, entonces el problema de Cauchy abstracto (1.1) tiene una tnica solucion
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para todo zp € D(A), y hemos visto también condiciones necesarias y suficientes para
que un operador A genere un Cy-semigrupo. Sin embargo, en el ejemplo sencillo de
la ecuacion del calor, sabemos que el problema tiene soluciéon para todo zyp € Z y no
solo para z € D(A). Nos preguntamos entonces: ;Qué condiciones sobre el operador A
aseguran que el problema tenga solucién para todo zp € Z, o al menos en un conjunto
maés grande que D(A)? Para contestar a esta pregunta necesitaremos previamente algunas

definiciones y resultados sobre semigrupos diferenciables.

Definiciéon 1.18 Se dice que un semigrupo T(t) en un espacio de Banach Z es diferen-
ciable para t > to si para todo z € Z, el mapeo t — T(t)z es diferenciable en el intervalo

(to,0). El semigrupo es diferenciable si es diferenciable para t > 0.

Segtn el Teorema 1.4, si T'(t) es un Cy-semigrupo con generador infinitesimal A y
z € D(A), entonces el mapeo t — T'(t)z es diferenciable para todo ¢ > 0. Si T'(¢) fuera
méas ain diferenciable, entonces para todo z € Z y no solo para z € D(A), el mapeo
t — T(t)z seria diferenciable para t > 0, aunque no para t = 0. Notemos por otro lado que
sit — T'(t)z es diferenciable para todo z € Z y t > 0 (en ¢t = 0 consideramos la derivada
lateral derecha), entonces D(A) = X (por definicion de D(A)) y como A es cerrado, seria
necesariamente acotado en virtud del teorema del grafico cerrado. Por lo que acabamos de
mencionar, vemos que no tiene sentido definir como semigrupos diferenciables a aquellos

que lo son para t > 0, puesto que estariamos volviendo al caso de operadores acotados.

El siguiente lema junto con su corolario constituyen un resultado importante sobre
los semigrupos diferenciables, conocido como propiedad suavizante de los semigrupos di-

ferenciables (smoothing property of differentiable semigroups).

Lema 1.19 Sea T'(t) un Cy-semigrupo diferenciable para t > to y sea A su generador
infinitesimal, entonces para todo n € N y t > nty, el operador T(t) manda Z a D(A™).

En particular, si t > ty, T(t)z € D(A) para todo z € Z.
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Corolario 1.20 Si T'(t) es un Cy-semigrupo diferenciable, entonces T(t)z € D(A"™)

para todot >0, z € Z yn € N.

Como consecuencia de estos dos resultados, vemos que si T'(t) es un semigrupo dife-
renciable; entonces el problema de Cauchy (1.1) tiene solucion para todo z € Z.
A continuacién daremos una caracterizacion de los generadores infinitesimales de Cy-

semigrupos diferenciables para t > .

Teorema 1.21  Sea T'(t) un Cy-semigrupo con generador infinitesimal A. Si | T(t)|| <

Me*t, entonces las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) Eziste to > 0 tal que T'(t) es diferenciable para t > t.
(ii) Emisten constantes reales a, b >0y C > 0 tales que (ver Figura 1.1a)

p(A) DX ={Ae€C:ReX>a—blog|ImA\|} (1.3)

|IR(A; A)|| < CllIm A para A€ X, Rel<w. (1.4)
De la demostracion de este teorema [42, Teorema 2.4.7| se sigue la siguiente caracte-
rizacion del generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable (ty = 0).

Teorema 1.22  Sea T(t) un Co-semigrupo que satisface | T(t)|| < Me“" y cuyo genera-
dor infinitesimal es A. Entonces el semigrupo T(t) es diferenciable si y sdlo si para todo

b > 0 existen constantes reales a, y Cy, con C, > 0 tales que

p(A) DX, ={Ae€C:Re)>a,—blog|ImAl|}

IROA)| < C|ImA| A€, Rel<w.
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A continuacion introduciremos el concepto de Semigrupo Analitico que serd de gran
utilidad a la hora de definir potencias fraccionarias de operadores cerrados y para trabajar

con problemas de Cauchy abstractos nolineales.

Definicion 1.23 Sea A = {y € C: ¢ < argy < ¢9, 1 <0 < ¢o} y para v € A, sea
T(v) un operador lineal y acotado en el espacio de Banach Z. Decimos que la familia

T(v), v € A, es un semigrupo analitico en A si se cumplen las siguientes condiciones:
(i) El mapeo v — T(7) es analitico en A.

(ii) 7(0) =1 y Pr% T(t)z = z para todo z € Z.
teR+

(i) T(y1 +72) = T(1)T(12) para 11,72 € A.

Claramente la restriccion de un semigrupo analitico al eje real es un Cy-semigrupo. En
general, diremos que un semigrupo 7'(t), t > 0 es un semigrupo analitico si es la restriccion
al eje real de un semigrupo analitico definido en un sector angular A, o equivalentemente,
si puede extenderse en forma analitica a un sector angular A en la forma mencionada en
la Definicion 1.23. El siguiente teorema da una caracterizacion del generador infinitesimal

de un semigrupo analitico en términos del conjunto y el operador resolvente.

Teorema 1.24 Sea T'(t) un Cy-semigrupo con generador infinitesimal A que satisface
1T @) < Me*t y tal que w € p(A) (0 € p(A—wI)). Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(a) T(t) puede extenderse a un semigrupo analitico en un sector Ay = {y € C: |argy| <
0} para algin § > 0 y para cada 0 < 0" < & existe una constante Mg > 1 tal que

IT(7)|| < Msie*Be7 en el subsector cerrado Ay de As.

(b) Eziste una constante C' tal que para todo o > 0, T # 0

C
[R((w+0)+ir; A)|| < Tl
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(c) Ezisten 0 < <7m/2y M >0 tales que (ver Figura 1.1b)

p(A)DZ]:{)\E(C:|arg()\—w)|<g+(5}u{w}

M

A < ——
IR0 A < =

para todo A € 3\ {w}.
(d) T(t) es diferenciable para t > 0 y existe una constante C' tal que

C
|AT(t)]] < ?e“’t para todo t > 0.

ImA\ ImA\

\

ReX = a — blog(Im\)

(a) (b)

Figura 1.1: Forma del conjunto ¥ C C para los semigrupos Diferenciables (a) y
Analiticos (b).

Existen otras caracterizaciones de generadores infinitesimales de semigrupos analiti-
cos, pero no las enunciaremos aqui dado que no son necesarias para el desarrollo del
presente trabajo y no es nuestro objetivo hacer un estudio exhaustivo de la teoria de
semigrupos, sino solamente exponer algunos resultados béasicos de la misma.

Podemos concluir entonces que si A es el generador infinitesimal de un semigrupo

diferenciable o analitico, el problema de valores iniciales (1.1) tiene una solucién tnica
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para todo zp € Z. Si A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo que no es
diferenciable, entonces, en general, si zg ¢ D(A), el problema de valores iniciales (1.1) no
tiene solucion. Sin embargo, la funcion t — T'(t)z, esta bien definida aun si zy ¢ D(A) y

es una “solucion generalizada” a la que llamaremos solucion débil de (1.1).

1.5 Potencias Fraccionarias de Operadores Cerrados

En esta seccion daremos una definicion de potencia o de un operador cerrado, para
valores reales de a. Esta definicion nos conducird a la definicion de los dominios de las
potencias del operador, que resultaran ser espacios que se encuentran “entre” el dominio
del operador original y el espacio de Banach Z sobre el que esta definido. Estos espacios
apareceran de forma natural mas adelante al estudiar ecuaciones de evolucion nolineales.

Supondremos a lo largo de esta seccion que el operador A es el generador infinitesimal
de un semigrupo analitico. Por el teorema 1.24 y por el hecho que la resolvente de un
operador cerrado es un conjunto abierto, existen un niamero real w > 0, un entorno V' del

origen en C y una constante § € (0,7/2) tales que
plwlI—A) DXt ={ eC:0<d<|arg)| <7} UV

y para todo A € X7\ {0}, [[R(\; A —wl)| < % Para simplificar la notacion llamaremos
A, al operador A — wl que satisface 0 € p(A,) v que genera el semigrupo acotado
T(t)e vt

Definimos, para a > 0,

(—A,) = /C o (] — A dy (1.5)

16 a Ooeiﬁ

donde C es un camino que se encuentra en X de coe™ ,con d < 6 < m, evitando
el eje real negativo y el origen (ver Figura 1.2). (Nota: tomamos y~* > 0 para valores
positivos de 7). Puede probarse que la integral (1.5) converge en la topologia uniforme
de operadores y define un operador lineal acotado (—A,) * € L(Z). Sia =n € Ny

el integrando es analitico en X7 y es facil verificar que el camino de integracion puede
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transformarse a un pequeno circulo alrededor del origen. Luego, utilizando el teorema de
los residuos se sigue que la integral es (—A,)™ " y para valores de « enteros no negativos,
la definicion de (—A,)”“ coincide con la definicion clasica de ((—Aw)_l)n, en particular

(-4, =1.

ReA

Figura 1.2: Region X7 y forma que debe tener la curva C para definir las
potencias fraccionarias de un operador cerrado

Para 0 < a < 1 el camino puede deformarse al lado superior y al lado inferior del

semieje real negativo y se obtiene de este modo

(—A,) ™ = SonTe / Ol —A) T At O<a<l. (1.6)
m 0
De esta tltima expresion y utilizando el hecho que ((t +w)l — A)™ = [* e s+ T(s) ds

para todo t > 0, puede deducirse la formula

(—A,) "= ! /Ooto‘_le_“tT(t)dt (1.7)

T(a) Jo

donde I'() es la funcion Gamma, I'(a) = [;~ e "2 ! da.
Utilizando esta tltima expresion, que nos da una formula para definir (—A,)~* para
0 < a < 1, puede demostrarse el siguiente lema, el cual lista propiedades de (—A,)

que eran de esperarse de las potencias de un operador.

Lema 1.25 (i) Sia>0y B3>0, entonces (—A,)" T = (=A) ™ (—A,) .
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(ii) Ewiste una constante C' tal que ||(—A,) || < C para 0 < o < 1.
(iii) Para todo z € Z se tiene que lim (—A,) "z = z.

a—0

(iv) La familia de operadores S(t) = (—A,) ™" es un Cy-semigrupo de operadores lineales

y acotados sobre Z.

(v) (—AL)"“ es uno a uno para todo > 0.

En virtud de este lema, podemos establecer la siguiente

Definicion 1.26 Para todo o > 0 se define la potencia o de (—A,) por

Teorema 1.27 Sea (—A,)" segiin la Definicion 1.26, entonces

(a) El operador (—A,)" es cerrado en el dominio D (—A,)" = R(—A,) “, el rango de
(_Aw)_a-

(b) Sia > (>0, entonces D (—A,)* C D(—A,)", donde la inclusion es continua y

densa.
(¢) D(—A,)" es denso en Z para todo o > 0.
(d) Sia y B son reales, entonces
(A2 = (A" (-AL) 2

para todo z € D (—A,)", donde v = max(«, 3, + 3).

A continuacion se da una expresion explicita para (—A,)%, si a € (0, 1).

Teorema 1.28 Sea 0 < o < 1. Si z € D(A) entonces

(—A) = - / oA (] — A) Y 2 dt.

™ 0
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Por tltimo, mencionamos a continuacion algunos resultados que relacionan (—A, )"

con el semigrupo T'(t) generado por A.

Teorema 1.29 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico T'(t), y sea

w € p(A) NR, entonces
(a) T(t): Z — D (—A,)" para todo a« >0 y t > 0 (notar que no vale para t =0).
(b) Para todo«>0,t>0yz€ D(—A,)" setiene que T(t) (—A,)" z = (—A,)" T(t)=.

(¢) Para todo a >0 yt > 0, el operador (—A,)* T(t) es un operador acotado de Z en

Z. Mas ain, para todo o > 0 existe una constante M, > 1 tal que

I(=A0)* T()ll o2y < Mace™ £

(67

(d) Para todo 0 < a < 1 existe una constante Co, > 0 tal que para todo z € D (—A,)",

se tiene que

IT(t)z — 2] < Cat® [[(=Aw)" 2.

1.6 Una Clase de Ecuaciones de Evoluciéon Nolineales

En esta seccion consideramos el problema de valores iniciales

dz(t) . 5
S = A+ f(20), te(0,T) (18)
2(0) = 2o,

donde A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo 7'(t) en un espacio de Banach
Z,y f(t,z) es una funcion de [0,7] x D(F') en Z para algun conjunto D(F) C Z.

Al final de la Seccién 1.4 vimos la nocion de solucion débil para el problema de valores
iniciales lineal homogéneo. Andlogamente, puede definirse, para el problema de valores

iniciales mas general (1.8) el concepto de solucion débil.
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Definicion 1.30 Llamaremos solucion débil de la ecuacion (1.8) a toda funcion z(t)

continua en [0,T) que satisfaga la ecuacion integral

2(t) =T(t)zo + /01t T(t—s)f(s,z(s))ds, 0<t<T. (1.9)

Es claro que si f(t,z) = h(t), es decir, si f(t,z) es independiente de z, el problema
de valores iniciales (1.8) tiene solucion débil en [0,7) siempre que h € L'(0,T : Z). En
este caso, la ecuacion no es nolineal, sino que es lineal no homogénea. Para estudiar la
existencia de soluciones cldsicas de la ecuacion lineal no homogénea basta con estudiar

la regularidad de z(t) dada por
t
2(t) =T(t)zo + / T(t — s)h(s)ds,
0

dado que si ésta es diferenciable en (0,7") y continua en [0, T'), entonces 2/ (t) = Az(t)+h(t)
en (0,7) y z(t) es solucion clasica. Resultados en esta linea pueden encontrarse en [42,
Capitulos 4 a 6.

En general, el problema de la existencia de soluciones del PVI (1.8) se reduce al
problema de existencia y reqularidad de soluciones de la ecuacion integral (1.9).

Cuando la funcion f(t,z) depende de la variable z puede suceder que ni siquiera la
ecuacion integral (1.9) tenga solucion, lo que implicaria que la ecuacion (1.8) no tiene
siquiera solucion débil y, mucho menos, solucion clésica. Esta caracteristica hace mas
interesante el problema matematico de la existencia de soluciones en este caso. El primer
resultado relacionado con la existencia de soluciones del problema (1.8) es el teorema que

sigue, cuya demostracion puede encontrarse en [42, Teorema 6.1.7].

Teorema 1.31 Sea f : [0,T] x Z — Z uniformemente Lipschitz en Z y tal que para
cada z € Z, f(-,2) es una funcion continua de [0,T) — Z. Entonces, si zy € D(A), el

problema de valores iniciales (1.8) tiene una tnica solucion cldsica en [0,T).

El siguiente resultado [42, Teorema 6.3.1] sobre la existencia de soluciones para el
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PVI (1.8) requiere que A genere un semigrupo analitico, pero permite que la parte nolineal
f(t, z) sea menos regular, a la vez que asegura la existencia de soluciones para el dato
inicial zyp en un conjunto mas grande que D(A). Sabemos, por la Seccion 1.5, que si A
genera un semigrupo analitico, entonces existe un w € R{ tal que pueden definirse las
potencias « de (wl — A) = —A,, para cualquier @« € R. Ademas, si « > 0, el operador
(—A,)" es cerrado y luego el espacio D (—A,)" es de Banach con la norma del gréfico
de (—A,)". Llamaremos Z, al espacio D (—A,)" con la norma ||z||, = ||(—=A,)" 2| ; que
es equivalente a la norma del grafico de (—A,)" pues (—A,)" es inversible con inversa

acotada.

Teorema 1.32 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico T(t) que
satisface | T(t)|| < M. Supongamos que U es un conjunto abierto de Ry x Z, y que la
funcion f : U — Z satisface que para todo par (t,z) € U existe un entorno V-.C U y

constantes L > 0, 0 < 6§ <1 tales que

£ (t1, 21) — flta, z2) || < L([ts — ta|” + |21 — 22],,) (1.10)

para todo (t;,z;) € V. Entonces para todo dato inicial (0,2y) € U, el problema de valores
iniciales (1.8) tiene una solucion local inica z € C([0,t1) : Z) N CY((0,t1) : Z) donde

t1 = t]_(ZQ) > 0.

Observando la demostracion de este resultado [42, Teorema 6.3.1] podemos concluir
que la soluciéon no s6lo es continua en la norma del espacio Z, sino que, mas aun, es
continua en la norma maés fuerte de Z,, para « satisfaciendo (1.10).

Cuando se estudian ecuaciones de evolucion en espacios de estado de dimension finita
juega un papel esencial la llamada Desigualdad de Gronwall. Al considerar espacios de
dimension infinita, y especificamente ecuaciones de evolucién como las presentadas en
esta seccion, al mismo rol lo cumple una generalizacion de la Desigualdad de Gronwall
para integrandos singulares. Esta se presenta en el siguiente lema cuya demostracion

puede encontrarse en [29, Teorema 7.1.1].
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Lema 1.33 Sean T > 0, a(t) una funcion no negativa, localmente integrable en [0,T],
L>0y0<6§<1. Entonces existe una constante K = K (9, L, T) independiente de la

funcion a(t), tal que para toda funcion u(t) que satisface

u(t)ga(t)+L/0( L ws)ds  en(0,T],

t—s)d
se tiene que u(t) también verifica

u(t) < aflt) + K/t (ta_(sz)a ds, para todo t € [0,T].

1.7 Identificaciéon de Parametros

En esta seccion introduciremos el problema de identificacion de parametros cuya resolu-
cion atacaremos en los capitulos siguientes.

Sean Z y Q dos espacios de Banach, A el generador infinitesimal de un semigrupo
analitico T'(t) en Z, D un subconjunto de Z, Q un subconjunto de Q y F': Qx [0, T]x D —

Z. Para cada q € Q y 29 € Z, consideraremos el siguiente problema de Cauchy nolineal

en Z
diz—(tt) = Ax(t) + F(q,t,2(1),  t€(0,7) (111)
2(0) = zo.

Llamaremos espacio de parametros a Q, mientras que a Q lo llamaremos conjunto de
pardmetros admisibles. En sintesis, consideraremos un PVI del tipo (1.8) pero la parte
nolineal depende de un parametro ¢ que toma valores en un subconjunto de un espacio
de Banach.

Supongamos por un momento que el problema (1.11) esta bien planteado en el sentido
de que para cada ¢ € Q, existe una tnica soluciéon en [0,7) a la que llamaremos z(¢; q).
Supongamos también que poseemos observaciones Z; del sistema fisico descripto por (1.11)
en tiempos discretos t;, ¢ = 1,2,...,m y deseamos determinar, a partir de ellas, el
parametro ¢ € Q tal que la parte observada Cz(t;; q) del estado z(t;;q) (dependiente del

parametro ¢) aproxime lo mejor posible, en algin sentido, a las observaciones {Z;}. Este
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tipo de problema recibe el nombre de problema de identificacion de parametros dado que
uno quiere estimar el valor del parametro ¢ del sistema fisico descripto por (1.11) para el
cual el estado coincide con las observaciones.

De manera mas precisa, definimos el problema de identificacion de pardmetros (ID)

como sigue:

(ID): encontrar ¢ € Q que minimice el criterio de error
1 02
J(q) = 3 > llCz(tiq) — &l
i=1

donde C es un operador lineal y acotado del espacio de estados Z en un espacio de
Hilbert real Y. El espacio Y representa el espacio de las observaciones y el operador C es
el operador de observacion, es decir, Cz(t; q) es la parte observada del estado en tiempo ¢.
En principio, teniendo en cuenta la descripcion del problema, bastaria pedir que Y fuera
un espacio métrico para poder definir la distancia de Cz(t;;q) a Z;, pero por conveniencia
y dado que en general Y = R", para algin n, pedimos que Y sea un espacio de Hilbert
real.

Para el tratamiento de estos problemas de identificacion existen dos clases de méto-
dos. La primera clase, frecuentemente utilizada en problemas lineales, la constituyen los
métodos indirectos. Estos consisten en aproximar primero las ecuaciones del modelo me-
diante la utilizacion de elementos finitos, diferencias finitas, aproximaciones espectrales,
etc., y luego utilizar algoritmos de optimizaciéon sobre el problema en dimension finita
resultante.

La segunda clase esta compuesta por los llamados métodos directos, que se basan en
la aplicacion directa de un algoritmo de optimizacion (quizas infinito-dimensional) y en
la aplicacion de aproximaciones numéricas en cada paso del algoritmo para aproximar las
soluciones del sistema que sean necesarias.

Ambos métodos tienen ventajas y desventajas, y dependiendo del problema que se
esté considerando, un método de una clase puede resultar mejor que otro de la otra clase.

En general, los métodos indirectos son mas sencillos de implementar computacional-
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mente pero, necesitan calcular una mayor cantidad de veces (que los métodos directos)
las soluciones de las ecuaciones dinamicas involucradas. Por esta razon, en la practica,
su aplicacion se restringe mayormente a problemas lineales, o a aquellos en los que los

métodos de aproximacion resultan computacionalmente muy baratos.

Por otro lado, para los métodos indirectos, no puede demostrarse mas que convergencia
subsecuencial, mientras que para ciertos métodos directos se puede probar convergencia

“total”, y en algunos casos, hasta puede establecerse un orden de convergencia.

1.8 Un Problema de Control

En esta seccion introduciremos un problema de control asociado a una ecuacion de evo-
luciéon nolineal en un espacio de Banach. En el capitulo 7 abordaremos la resolucion
numérica del problema que planteamos en esta seccion, para el sistema particular que
resulta de considerar las ecuaciones que modelan el comportamiento termomecanico de
un so6lido unidimensional con memoria de forma (ver Capitulo 4). A pesar de que no
haremos un estudio exhaustivo del problema de control que aqui planteamos, considera-
mos conveniente incluirlo, dado que los problemas de control surgen frecuentemente en
la practica y también forman parte de la gran familia de problemas inversos asociados a

ecuaciones diferenciales.

Es nuestro interés estudiar no soélo el problema de control que veremos en la presente
seccion, sino también otros problemas de control asociados a este tipo de ecuaciones.

Estos otros problemas seran motivo de trabajos posteriores a la finalizacion de esta tesis.

Al igual que en la seccion anterior, sea Z un espacio de Banach, A el generador
infinitesimal de un semigrupo analitico 7'(t) en Z, D un subconjunto de Z, B un operador
lineal y acotado del espacio de Banach U en Z, F' : [0,T] x D — Z. Para cada funciéon

(control) u : [0,T] — Uy zp € Z, consideraremos el siguiente problema de Cauchy
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nolineal en 7

dz(t) B B "
e Az(t) + F(t,2(t)) + Bu(t), te(0,7) (1.12)
2(0) = zo.

Supongamos ahora que el problema (1.12) tiene una tnica solucion z,(t), t € [0,T)
para cada u(t) en algin conjunto U de controles admisibles. Supongamos también que
tenemos un objetivo Z a lograr en un tiempo dado ¢t = t;, 0 < t; < T. En otras
palabras, supongamos que queremos lograr que una parte observada Cz,(t1) del estado z
dependiente de u, en el tiempo t = ¢, sea igual al objetivo 2. Este problema se denomina
Problema de Control Terminal dado que uno quiere determinar el control u(t) que logre
que el estado z,(t) satisfaga cierta condicion solamente en un tiempo final t = ;.

Podria suceder que no exista un control u que logre el objetivo deseado (Cz,(t1) = 2),
y entonces en ese caso deseamos encontrar un control que logre la mejor aproximacion, en
algtn sentido, de Cz,(t;) a 2. De manera més precisa, planteamos el problema de control

terminal del siguiente modo

(C): encontrar u € U que minimice el funcional

1 .
J(u) = llCzu(t) — 21y

donde C es nuevamente un operador lineal y acotado de Z en Y al que llamaremos
operador de observacion, y Y es un espacio de Hilbert real al que llamaremos espacio de
observaciones.

Notemos que surgen inmediatamente muchos interrogantes en torno a este problema,

como ejemplos podemos dar los siguientes:

(a) (Existe siempre una funcion u € U que realiza el minimo de J(u)? (FEristencia de

solucidn del problema recién planteado)

~

(b) Si ese minimo existe, jse cumple que J(u) = 07 Es decir jse logra Cz,(t,) = 27

(Controlabilidad)
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(c) (Existe un operador K : Z — U tal que el control de retroalimentacion del estado

u(t) = Kz(t) logre el objetivo? (Controlabilidad por retroalimentacion)

Estos interrogantes y muchos otros constituyen el nicleo de lo que se conoce como
Teoria de Control. En el volumen 2 del libro [10] se hace un tratamiento exhaustivo
de estos problemas, entre otros, para el caso en que la ecuacién de evolucion es lineal
(F(t,z) = 0). En un articulo reciente, J. Burns y S. Kang [17] estudian el problema
de estabilizacion (2 = 0) por retroalimentacion para el caso particular de la ecuacion de
Burgers, tomandola como ejemplo de un problema nolineal.

Por otro lado, si observamos la definicion del problema de control (C), podemos con-
cluir inmediatamente que se trata de un caso particular del problema de identificacion
(ID). En efecto, si definimos Q = U, y F(u,t,z) = F(t,z) + Bu(t), el problema (1.12)
es un caso particular del problema (1.11) donde ademaés la parte nolineal de la ecuacion
depende linealmente del parametro. Y el funcional para el problema (C) es el caso par-
ticular en que las observaciones se toman en un solo instante de tiempo ¢ = ¢;. Nosotros
tomaremos ventaja de esta similaridad entre los dos problemas. Utilizaremos todo el an-
damiaje construido para la resolucion del problema de identificacion (ID), en la resolucion

numérica del problema de control (C) (ver Capitulo 7).



Capitulo 2

Un Método Directo para la
Identificacién de Parametros

En este capitulo propondremos un método para la resolucion del problema de identifica-
cion de pardmetros presentado en la Seccion 1.7. La derivacion del método se haréd de

una forma completamente intuitiva y sencilla, y se probarén resultados de convergencia.

El método para la identificacion que utilizaremos en este trabajo es un método directo
usando cuasilinealizacion. Bésicamente, desarrollaremos el método como sigue: dada una
estimacion inicial del parametro que se quiere determinar, reemplazamos la variable de
estado por una aproximacion lineal de la misma alrededor del parametro estimado inicial-
mente, y resolvemos este problema de optimizacion simplificado, obteniendo una nueva
estimacion del parametro. Repitiendo este proceso basado en cada nueva aproximacion,
determinaremos una sucesion de iteraciones que bajo ciertas condiciones converge a un

parametro 6ptimo.

El uso de cuasilinealizacién en problemas de identificacion de parametros ha sido
muy exitoso. El concepto fue introducido por primera vez por Bellman y Kalaba [9]
en 1965 como una herramienta general para la resolucién numérica de problemas de va-
lores en la frontera. En 1969, Buell y Kalaba [15] utilizaron un algoritmo basado en
cuasilinealizacion para ajustar modelos nolineales para el metabolismo de drogas a datos
experimentales. En 1973, Banks y Groome |6] desarrollaron un algoritmo usando cua-

silinealizacion y probaron teoremas de convergencia para problemas de identificacion de
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parametros asociados a ecuaciones diferenciales nolineales de la forma & (t) = g(t, z(t), 3),
pero su trabajo es valido s6lamente cuando el espacio de estado es de dimension finita,
es decir, z(t) € R™, y no puede extenderse inmediatamente al contexto de dimension in-
finita. En 1980, Burns y Cliff [16] introdujeron un algoritmo para identificar coeficientes
constantes en una ecuaciéon lineal de retardo, aunque no dieron resultados de conver-
gencia. Mas recientemente, en 1989, Brewer, Burns y Cliff [12] trabajaron sobre varios
aspectos de identificacion que aparecen en el estudio y en la aplicaciéon de métodos de
cuasilinealizacion para sistemas lineales no homogéneos del tipo £z(t) = A(q)z(t) + u(t),
donde la dependencia del parametro g aparece en el operador A(q). En este trabajo si
se establecieron teoremas de convergencia, los cuales estuvieron basados en resultados de
diferenciabilidad de las soluciones con respecto a parametros. Estos ultimos resultados
habian sido obtenidos por Brewer [11] en 1982. Al ano siguiente, en 1990, Hammer [2§]
utilizo estas ideas en problemas nolineales del tipo 42z(t) = A(q)z(t) + f(t, 2(t)) donde
f(t,z) es nolineal, pero el parametro a identificar solo aparece en el operador A(q) que
define la parte lineal de la ecuacion.

En los trabajos mencionados arriba, el desarrollo del método para la identificacion,
como asi también la demostracion de los resultados de convergencia del algoritmo, se hace
trabajando sobre las ecuaciones particulares y utilizando las propiedades de regularidad
especificas de las soluciones de las mismas. Ademaés, el algoritmo o método de identifi-
cacion se presenta en una forma poco intuitiva que no permite percibir rapidamente en
qué comsiste, en la Seccion 2.3 haremos una breve presentacion de este enfoque clasico.

En este capitulo estudiaremos el problema de identificacién de parametros (ID) para
ecuaciones del tipo (1.11) donde el espacio de estados es de dimension infinita y el pa-
rametro aparece en la parte nolineal de la ecuacion. Esta clase de problemas no ha sido
analizada previamente.

La organizacion de este capitulo es la siguiente. En la Secciéon 2.1 propondremos un
algoritmo basado en cuasilinealizaciéon para el problema de identificacion de pardmetros

planteado en la Seccion 1.7, y en la Seccidon 2.2 expondremos resultados de convergencia
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para el algoritmo propuesto. En la Seccion 2.3 mostraremos la forma en que se presenta
en la literatura clasica el algoritmo de cuasilinealizacién, y veremos qué relaciéon existe

con la presentacion que llevaremos a cabo en la Seccion 2.1.

2.1 Presentacion del Algoritmo de Cuasilinealizacion

En esta seccion introduciremos un algoritmo basado en cuasilinealizacion para la identifi-
cacion de parametros en el problema (1.11). La forma en que introduciremos el algoritmo
no es la forma clasica en que aparece en la bibliografia mencionada en la introduccion de
este capitulo, pero es una forma que creemos mucho més intuitiva y no hace uso de las
llamadas “ecuaciones de sensibilidad” sobre las cuales se basa la presentacion clasica del
algoritmo.

Recordemos en primer lugar que, dado que A es el generador infinitesimal de un
semigrupo analitico, w = sup{Re(\) : A € 0(A)} < oo y para todo A > w, y 0 < § <
1, se puede definir el espacio de Banach Zs = (D ((A — A)°),||-||s), donde |z|l5 =
(A — A)(;ZHZ (ver Seccion 1.5). En lo que resta del capitulo dejaremos A > w fijo.

Consideremos la siguiente hipotesis sobre la parte nolineal de (1.11).

(F) Ezisten d € (0,1) y 6 € (0,1] tal que F: Qx[0,T|x Zs — Z es localmente Lipschitz
continua ent y z, es decir, para todo q € Q y todo conjunto acotado U de [0,T] X Zs

existe una constante L = L(q,U) tal que

1F(q,t1,21) = Fg 2 20)ll; < L (It = ol + 121 = 22l5)

para todo (t;,z;) € U, donde la constante L puede elegirse independiente de q en

cualquier compacto Q¢ de Q.

El siguiente teorema de existencia de soluciones para la ecuacién de evolucion (1.11)
se sigue inmediatamente del Teorema 1.32 y es en realidad una reescritura del mismo

adaptada a la situacion actual.
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Teorema 2.1 Supongamos que F satisface la hipdtesis (F) para algin 6 € (0,1) y
0 € (0,1]. Entonces, para q € Q y zy € Zs, existe t; = t1(q,29) > 0 tal que (1.11)
tiene una unica solucion en [0,t1). Es decir, existe una funcion z(-;q) € C([0,t1) : Zs) N

C*((0,t1) : Z) que satisface la ecuacidn integral
t
z(t;q) = T(t)2o +/ T(t—s)F(q,s,2(s;q))ds, para todo t € [0,17).
0

Ademds, t1(q, z0) > 0 puede elegirse independiente de q en subconjuntos compactos de Q.

El algoritmo de cuasilinealizacion que presentaremos a continuacion es una especie de
algoritmo de Newton, en el sentido que en un paso del mismo se reemplaza z(t; q) por
una “aproximacion de Taylor” de primer orden con respecto al parametro o variable q.
Para lo cual serd necesario definir primero qué se entiende por “la derivada de z(t; ¢) con
respecto a ¢, dado que ¢ es una variable en un espacio de Banach y z(¢; ¢) es un elemento
de otro espacio de Banach. Es por eso que antes de presentar el algoritmo, introducimos

a continuacion la siguiente definicion de derivada de Fréchet.

Definicién 2.2 Supongamos que X e Y son espacios de Banach, B es un subconjunto
abierto de X y F' : B — Y. Decimos que F' es derivable Fréchet en xo € B si existe

A e L(X,Y) tal que
o IF G+ h) — F(zg) — Ab]ly
h—0 171l x

= 0.

El operador A se llama Derivada de Fréchet de F' en xg y se denota con D, F(xq) o bien

Fx(ﬂfg)

Consideremos ahora el problema de identificacién de pardametros (ID) planteado en la
Seccion 1.7. Es decir, supongamos que poseemos mediciones Z; del sistema fisico descripto
por el PVI (1.11) en tiempos discretos t;, i = 1,2,...,m. Supongamos también que el
conjunto de pardmetros admisibles Q es un subconjunto abierto del espacio de parametros

Q, que existe ¢* € Q que minimiza J(q) sobre Q, y para todo ¢ € Q, la solucion z(t; q)
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del PVI (1.11) existe en el intervalo [0, 7], donde T = max ;.

Para derivar el algoritmo de identificacion supongamos por el momento que para
cada t € [O,T] fijo, el mapeo ¢ — z(t;q) es diferenciable Fréchet (en el Capitulo 3 se
presentaran condiciones suficientes sobre F' para que se cumpla esta hipotesis).

Proponemos el siguiente algoritmo: Elegir un estimador inicial ¢° € Q, hacer k =0y

realizar los siguientes pasos:

Paso 1: Dado el estimador ¢* de ¢*, aproximar z(t; ¢) por su expansion de Taylor de pri-
mer orden en ¢ alrededor de ¢*, es decir, definir 2" (¢; ¢) = 2(t; ¢)+2,(t; ¢*) (¢—

¢*) donde z,(t; ¢*) denota la derivada de Fréchet de z(f;¢) con respecto a ¢ en

q*.

Paso 2: Definir el “criterio de error modificado” J*(g) como:

1 m
THa) =5 ) lICa" (tia) — . (2.1)
1=1
1 & )
=SS le tid) + altsdNa— )] Al 22)
1=1

Paso 3: Definir ¢"*' como el valor de ¢ para el que se alcanza el minimo del criterio
de error modificado J*(g). Para encontrar efectivamente ¢"', diferenciar (2.2),

1

igualar el resultado a cero y resolver para g. Finalmente, llamar ¢! a esta

solucion, reemplazar k por k + 1 y repetir el Paso 1.

El algoritmo descripto arriba presenta una forma de obtener, a partir de un parametro
¢* € Q, un parametro ¢**! que en principio podria no pertenecer al conjunto de parame-
tros admisibles Q. Para evitar este problema, hemos supuesto que el parametro 6ptimo
¢* es un punto interior de Q diciendo que Q es un subconjunto abierto de 0. Bajo esta
hipotesis puede probarse (ver Seccion 2.2) que si comenzamos el algoritmo iterativo con
un parametro ¢° suficientemente cercano a ¢*, entonces todas las iteraciones produciran

parametros ¢* en un entorno de ¢* contenido en Q.
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Observar que, a menos que z,(t; ¢*) = 0 para todo i = 1,2,...,m, el funcional J*(q)
es estrictamente convexo, por lo tanto existe una tnica solucion a la ecuacion D,J*(q) = 0
y esta es minimizante global de J*(q). Si derivamos la expresion (2.2) obtenemos que

para todo h € O,

D J’f( Vh =

Z<D {C [2(ti; 6") + 2g(ti4") (g — ¢°)] = 2} B, C [2(ti5.0") + 2(t:4") (a — ¢")] = 20)

pues hemos supuesto que Y es un espacio de Hilbert real. Luego, para todo h € Q

m

Dy J¥(q)h = (Czq(ti ¢, [Ca(ti d¥) + 24(ti: ") (q — ¢")] — &), -

i=1

Por lo tanto, la condicion D,J*(q) = 0 se satisface si y solo si

Z (Czq(ti; % )h, Cg(ti; ¢%) (g — qk)>y =— Z (Czq(ti; ¢*)h, C2(t;; ¢%) — i)y (2.3)
i=1 =1
para todo h € Q.
k+1

Segtn la ecuacion (2.3), para determinar ¢°*' debemos resolver un nimero infinito de

ecuaciones (una para cada h € Q). Aunque esta ecuacion determina ¢**!, no es posible

k+1

calcular ¢ a partir de la misma. Sin embargo, si suponemos que Q es un espacio de

Hilbert separable, éste posee una base ortonormal numerable {g; : 7 = 1,2,...} y entonces

la ecuacion (2.3) equivale a

m m

> {Czy(tis 495, Cogltis ") (a — )y = =D (Cgltis ") gj, Ca(tis ¢F) — 21,

i=1 i=1

0, lo que es lo mismo,

zm: <9a, Coq(tisq")]" Coyltisd")(q — ¢ > zm: <9a> Czq(ti; ")) (C(ti; ¢") — Z)>

=1 =1

(2.4)

para todo 5 = 1,2,..., lo que constituye un conjunto numerable de ecuaciones.
Como {g,} es una base ortonormal, el parametro ¢ € Q si y solo si existe una tnica

sucesion a = {a;};2; € (% tal que ¢ = >°2, a;g;, y ademas [|g|lg = @[]z Por lo tanto,
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el algoritmo para la identificacion de parametros puede ser reformulado en términos de
las sucesiones « de coeficientes de g como sigue. Definamos (2 (Q) = {a cr’:q, =
>o2ia9; € Q}, y dado of € 2(Q) (¢* € Q) determinar o*! € (?(Q) resolviendo (2.4)
para q.

, . *z o
Mas precisamente, para cada «, denotemos con ¢, a la expresion ijl ajg;, y sea

m

D(a)y =Y M(tiq) [M(tig)]. 7€ (2.5)

i=1
donde para cada q € Q, t € [0,T], M(t;q) : {> — Y representa el operador “observacion
de la derivada de Fréchet” en la base {g;} de Q que se define por

a1
M(t;q)a = [Czy(t; )91 Cz(t;q)ge -+ ] | 22| = Cz(t;0)qa

y M(t;q)* : Y — (2 denota el operador adjunto de M (¢; q).
Con esta notacion, se deduce facilmente a partir de (2.4) que o' puede calcularse

como

m

M=ok — [D (")) Z M (ti; qor )" [C2(tis qor) — 2]
=E (o)

siempre que exista [D (ak)} -

(2.6)

Claramente, el esquema iterativo definido por (2.6) no puede implementarse debido
a que el espacio de parametros es de dimension infinita. Sin embargo, si sabemos que el
minimizante ¢* pertenece a algin subespacio de dimension finita Q° C Q, o si nuestro
objetivo es determinar el minimizante ¢** de J(¢) en un subespacio de dimension finita
Q° que de algiin modo aproxime al espacio 0, entonces es facil modificar el algoritmo
propuesto previamente. El resultado es un algoritmo en dimension finita perfectamente
implementable.

En efecto, supongamos que queremos encontrar un minimizante ¢°* € Q C Qs, donde
Q* es un subespacio de dimension finita de Q, con base ortonormal {9;:7=1,2,...,s}.

Dado un estimador ¢** € Q° del minimizante ¢** € Q, procedemos del mismo modo
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en que lo hicimos con anterioridad, pero pedimos a ¢"*™!* que satisfaga (2.4) solo para
j=1,2,... 5.
Ahora bien, el pardmetro ¢ € OF si y s0lo si existe un unico vector v = (o, g, . .., () €

R® tal que ¢ = Y7°_, a;g;, y ademas [|g||5 = |a] = (E?:1a]g)l/2_ Por lo tanto, el algoritmo
para la identificacion de parametros puede ser reformulado en términos de los vectores a
de coeficientes de ¢ como sigue. Definamos R* (Q) = {a € R* : ¢, = > -1 Q595 € o),y
dado o* € R*(Q) (¢* € Q) determinar o**! € R*(Q) resolviendo (2.4) en q.

Analogamente a como se hizo en el caso de dimensién infinita, denotando con ¢, al

elemento > °_ ajg; de Q’, (a € R?) y definiendo el operador lineal D(a) : R® — R® por
D(O{)’}/ = ZM(t17Qa)* [M(t17QOc)7] ) e Rsa
i=1

donde ahora, para cada g € Q, t € [0, T], M(t;q) : R®* — Y se define por
g
M(t;q)a = [Czo(t;q)gr Czq(t:;q)ge -+ Czg(t: q)gs] Of2 = C2(t;0)qa
o
y M(t;q)* : Y — R® denota el operador adjunto de M(¢;q), obtenemos el esquema
iterativo siguiente: Dado o € R®, calcular o**1 € R® como

oM = — [D(0")] Y M(ts; qu) [C2(t: qur) — 2]

=1

(2.7)
=F (ak )

siempre que exista [D (a)] -

Observacion: Hemos utilizado la misma notacion para definir M(¢;q), D(a) y E(a),

tanto para el algoritmo en dimension infinita como para el algoritmo en dimension finita.

La razon por la cual hemos hecho esto es porque los resultados de convergencia que

daremos en la proxima seccion permanecen validos independientemente de la dimension

del espacio. En la proxima secciéon presentaremos los resultados de convergencia para el

caso de dimension infinita, pero las modificaciones para contemplar el caso de dimension

finita son solamente cuestion de notacion (cambiar £2(Q) por R*(Q)), y no es necesario

hacer distinciones entre estos dos casos.
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2.2 Convergencia del Algoritmo de Cuasilinealizacion

En esta seccion estudiaremos la convergencia del algoritmo presentado en la seccion an-
terior. Presentaremos dos resultados que proveen condiciones suficientes para que el
algoritmo converja. En el primero de ellos supondremos que existe un parametro ¢* que
satisface J(¢*) = 0 (hipotesis de ajuste exacto), y en el segundo resultado reemplazaremos
esta hipotesis por una mas débil (datos con errores de medicion).

Antes de presentar estos resultados serdn necesarios dos lemas preliminares. En
el primero de ellos, la hipotesis principal se refiere a la derivada de Fréchet del ma-
peo ¢ — z(t;q) de Q en Zs (para t fijo). Si esta derivada existe, entonces satisface
z(t;q) € L(Q, Zs) (ver Definicion 2.2), pero como Zs estd continuamente inmerso en
Z (ver Teorema 1.26(b)), se tiene que £(Q,Z;) C £(Q,Z) y por lo tanto, también

z(t:q) € L(Q, 7).

Lema 2.3 Seat € [O,T] fijo y sea M(t;q) como se definid en la seccion anterior. Si
el mapeo ¢ — z(t;q) de Q — Zs tiene derivada de Fréchet z,(t;q) localmente Lipschitz
continua como funcion de Q — L(Q,Z), entonces el mapeo o — M(t;qa) es también
localmente Lipschitz continuo de (*(Q) — L((?,Y). Mads precisamente, para todo o €
2(Q) y t €[0,T], existen constantes positivas y finitas N y Lo dependientes de o y de t

tales que
1M (8 q0) = M (t;¢a)l 2yy < Lalla —alle,  para todo & € B(a,na),

donde B(a,n,) = {8 € 0*: ||a — Bllee < Na}. El mismo resultado se cumple para el mapeo

a— M(t;qa)*.

Demostracion. Sea t € [0,T] fijo. Por hipotesis, para todo a € £2(Q) existen 7, > 0, y

L, tales que

124 (% ga) = 24(t; @a)ll 26, 2) < La |90 — dallg,  para todo & € B(e, 7a).
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Se sigue entonces que

1M (¢ ¢a) — M (¢ 6a)ll 2 vy = sup [[M (t40) — M (t:0a)] 7y

yEL?
HV” 1
= sup 1C24(t; ga )@y — C24(t; ga )y |ly
(S
Hv||=1
< 1Cllecz 508 {Jla(ti ae) = 2ti00) oz sl
€
||’YH 1

< HCH[:(Z,Y) Lallga — ¢alls

= [ICllz(zy) Lalla = @llz = La [l = @] 2

para todo & € B(a,1,). 1
El siguiente lema utiliza el resultado del lema anterior para demostrar que bajo las

mismas hipotesis, el mapeo o« — D(«) es Lipschitz continuo, lo que seré esencial para

la demostracion de los resultados de convergencia del algoritmo de cuasilinealizacion

propuesto en la Secciéon 2.1.

Lema 2.4 Bajo las mismas hipdtesis del Lema 2.3, el mapeo o — D(«) es localmente

Lipschitz continuo de (2(Q) — L (2, (?).

Demostracion. De la definicion de D(«), se tiene que si a, & € (2(Q) y v € %, entonces

[D(a) - D(d)] V= ZM(ti§ qa) tzv qa Z M tza Qa tza qa)7
= M(ti;q0)" [M(ti; g0) — M (t5; 4a)] ¥

1
T Z [M(ti; qa)" — M(ti; qa)"] M (ti; ga) v,
1=1

y el resultado se sigue inmediatamente del Lema 2.3. L1
Antes de enunciar los resultados principales con relacion a la convergencia del algorit-

mo de cuasilinealizacion (AC), sera necesario introducir el concepto de punto de atraccion.

A continuacién se da su definicién y una condicion suficiente para que la iteracion de un

mapeo en un espacio de Banach tenga un punto de atraccion.
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Definicion 2.5 Sea U un subconjunto abierto de un espacio de Banach X y E : U C
X — X. Se dice que x* es un punto de atraccion de la iteracion 2! = E(2*) si existe
un entorno S de x* tal que S C U y para todo 1° € S, las iteraciones ¥ € U para todo

/{:Zlyxk—>x* cuando k — oo.

Lema 2.6 (Teorema del Punto Fijo) Sea U un abierto de un espacio de Banach X,
E:UCX — X, z" €U y supongamos que ezisten una bola B = B(x*,n) C U y una

constante o € (0,1) tal que
|E(x) —z*|| < allz — 27, para todo x € B.

Entonces x* es un punto de atraccion de la iteracion z*1 = E(z*).

Demostracion. Si 2° € B, se tiene que ||z — 2*|| = ||[E(2°) — z*|| < aljz® — z*]|, por lo
que z' € B. Por induccion ||z — z*|| = [|[E(2%) — 2*| < al|2® — 2*|| < oF |20 — 2|
y of|2° — 2*|| — 0 cuando k — oc. 1

A continuaciéon presentamos el primer resultado de convergencia del algoritmo.

Teorema 2.7 (Convergencia del AC con la hipotesis de ajuste exacto) Supon-
gamos que se cumple la hipdtesis del Lema 2.3. Supongamos también que existen un
abierto U C (2(Q) y o* € U tales que existe D (a*)™" y J(qor) = 0. Sea E el mapeo
definido por (2.6). Entonces, para todo € > 0, existe una constante § > 0, dependiente

de € y a* tal que || — a*||;2 < & implica
* *12 *
[1E(@) =o'l < Kla = a’[[p +ella = a’||p,

donde K es una constante que depende solamente de o* (no de €). En particular, o* es

un punto de atraccion de la iteracion ot = E(aF).

Demostracion. Por definicion (ver (2.6))

m

E(a) =a—D(a)™ Z M(t;;q0)" [C2(ti; qa) — 2]

=1
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siempre que D (oz)_1 exista. Se tiene entonces que

E(a)—a*=a—D(a)™" {Z M(t;;q0)" [C2(ti; qa) — 22]} —a’

= D () { Do) (0= ") = 3 Mt 00)" [Cx(ti00) — 2]}

= D)™ {0 Mt a0)" Mt a0) @ — 0”) = Colts ) + 21}

=1

donde la ultima desigualdad se sigue de la definicion de D(«) (ver (2.5)). Luego

E(a@) —a* = D(a)™ {Z M(ti; o) [M (1 go) — M (ts: g )] (o — a*)}

MS I

Il
—

—D(a)”" { M (ti; Ga)™ [C2(ti; Ga) — C2(ti5 qar) — M (Li; G ) (@ — a*)]}

)

=D () {3 Mt )" [Cots go) — 21}

1

(G

2

Como J(qo) =0, C2(t;;qar) = Zi, para todo ¢ = 1,2,--- ;m y el tercer término del lado
derecho es igual a cero. Ademés, como D (a”‘)_1 existe por hipoétesis, por continuidad
también existen constantes positivas d; y D, dependientes de a* tales que D(«) es inver-
sible para todo a € B(a*,8;) y |D(a)~!|| < D para todo a € B(a*,d;). Del Lema 2.3 se
sigue que existe M tal que || M (t;;¢0)*|| < M paratodoi=1,2,...,my ||a — a*| . < ;.

En consecuencia, para todo o € B(a*, d;)

IE(@) = a"[lp < DM Y [|[M(t5; ga) — M (ti; gae)] (@ = a7)|

=1

+ DMZ IC2(t:; qa) — C2(ti; qar ) — M (t5; qor ) (e — ™) ||
i=1

= A+ B.

Por el Lema 2.3, existen constantes finitas 1, > 0y L.+, tales que si |a — a*| < 14,

2 .
entonces A < DMmZL,- || — o*[| .. Ademas, como

M (ti; Go ) (o — @) = C24(ti; 4ar) (da — Gar)
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por la definicion de la derivada de Fréchet z,(¢; ¢), para todo € > 0, existe dy = do(€, *) >

0 tal que [la — a*[|,p < 2 (||ga — garllg < d2) implica

HC’Z(ti; QQ) - CZ(t,;; QQ*) - M(tu QQ*)<OZ - Of*)Hy S € ||QQ — Gaox

o= ¢lla—ae,

1=1,2,...,m.
Resumiendo, se tiene que para todo € > 0 existen constantes finitas § = min {dy, da, 7+ } >

0y L, tales que

|IE(c) = a’[le < DMm [Lor o — a7 + el — a7l ]

para todo a € B(a*, ). Por el Lema 2.6, a* es un punto de atraccion de la iteracion
ot = E(ak). 1
Es importante notar aqui que en el Teorema 2.7 asumimos que J(¢,+) = 0, es decir, su-
pusimos que existe un parametro a* que ajusta ezactamente los datos observados {Z;}7" ;.
En la préactica, cuando se trabaja en problemas reales de identificacion de parametros,
ésta no es una hipoétesis realista, debido a que pueden existir errores de observacion,

medicion y modelado. En el proximo teorema se debilita esta hipotesis de ajuste exacto.

Teorema 2.8 (Convergencia del AC con datos no exactos) Supongamos que se
cumple la hipdtesis del Lema 2.5. Supongamos también que existe un abierto U C (*(Q)
y of € U tal que D (a*) es no singular y o = E(a*) (punto fijo). Sea 6 > 0 y
D = sup{||D(a) || : oo — @*||,2 < 61} < 00 como en el Teorema 2.7, y sea L la menor

constante que satisface
1M (ti; ga)" — M(ti; go)*|| < Lllac— "] 2, Ve —a*||l <6, i=1,2,...,m.
Supongamos que

v =DLY |Cx(tiiqar) — Zilly < 1, (2.8)

=1

entonces a* es un punto de atraccion de la iteracion o™ = E(a*).
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Observacion: En las hipotesis del Teorema 2.8 no se pide que Cz(t;;q.+) = Z; para
todo ¢ = 1,2,...,m. Sin embargo, para poder asegurar la convergencia es necesario
que Cz(t;; qo+) esté cerca de Z; en algin sentido. Este sentido esta dado por la desigual-
dad (2.8). En otras palabras, el enunciado del teorema dice que uno puede cometer errores
al tomar las mediciones experimentales, pero que para poder realizar la identificacion de
los parametros, esos errores deben ser pequenos.

Demostracion. Siguiendo los mismos pasos que en la demostracion del Teorema 2.7, se
ve que dado € > 0 existen 6 = d(e,*) >0y M = M(«*) tales que

1E(c) = o[l < DMm [L o — o[l + e la — o]

* ”D (@)™ zm: M(ti;q0)" [C2(t:i; gour) — Zi]||,

=1

(2.9)

para todo a € B(a*,0), donde el segundo sumando aparece porque ahora no estamos
suponiendo J(g,+) = 0.

Por otro lado,
Z M tza Qa Cz(tza (0% ) - 21] = 07 (210)
=1

pues, por hipotesis, D(a*) es no singular y o* = E(a*). Combinando (2.9) y (2.10)

obtenemos

1E(a) = o[l < DMm [L o — o[ +ella — o]

m

SR T

< DMm [,c o — a*||72 + €|jo — o) 2]

+ DLl — o[ o Z IC2(ti; ga) — Zill

i=1
= DMm [L|la = o[l + e fla — o[l ] +7 [l — |

donde v < 1 por hipdtesis. Esto concluye la demostracion del teorema. L1

2.3 Presentacion Clasica del AC

En la literatura clasica [12, 28] el algoritmo de cuasilinealizacion se presenta de una

manera muy diferente a la forma en que fue introducido aqui. Por razones de completitud,
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presentamos brevemente esta otra forma de introducir el algoritmo. A pesar de que a
primera vista los métodos pueden parecer completamente diferentes, mostraremos que
ambos conducen al mismo proceso iterativo.

Supongamos por un momento que el término nolineal F'(q,t,z) de (1.11) es diferen-
ciable Fréchet con respecto a ¢ y a z. Dada una estimacion ¢* € Q del parametro
optimo ¢* € Q, definimos 2*(t) = 2(t; ¢*) y linealizamos el problema (1.11) alrededor de

(¢", 2*(t)). Esto nos da el siguiente PVI

( dz(tt) = A1)+ Fq", L, 25(1))
) + Fy(q", 1, 2" (1)) (g — ¢") (211)
+ A(2(t) = 25 (1) + F.(¢", 27 (1)) (2(t) — 25(¢))
\ Z<0) = 20

A continuacion, definimos z51(¢; ¢) como la solucion del problema (2.11) y elegimos ¢***

como el minimizador del criterio de error modificado

2
y -

1 m
HOEE >l (tiq) - &
=1

Observando el problema (2.11) vemos que v(t) = zF1(¢; ¢) — 2*(t) es una solucion del

PVI lineal no homogéneo

dqc)zit) = Av(t) + Fo(a" 1, 2(t:4%) (0 = 0°) + Fo(a" 8, 2(84"))o 1), (2.12)
v(0) = 0.

La ecuacion diferencial en (2.12) se conoce como ecuacion de sensibilidad asociada al
problema de identificacion (ID). En la Seccion 3.1 veremos que bajo ciertas condiciones
sobre el operador A y la funcion F, resulta que la solucion del PVI (2.12) v(t) es la

derivada de Fréchet de z(¢; q) con respecto a q evaluada en ¢* aplicada a (¢—¢*), es decir,
v(t) = 2z(t;¢") (g — "),

lo cual implica que

Ut q) = 2 ¢°) + 2(t:¢%) (g — ¢F).
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Luego, el criterio de error modificado resulta
1l 2
THe) =5 D |C T2t ¢%) + zo(t:d") (@ — ¢")] = &[5
i=1

que es el mismo criterio de error modificado que se obtuvo en la Seccion 2.1.

Como podemos ver, la presentacion clasica al algoritmo de cuasilinealizacion se basa
en la linealizacion del PVI inicial alrededor de la solucion correspondiente al parametro
de la iteracion actual y su derivacion requiere del conocimiento previo de la ecuacion
de sensibilidad (2.12). Por otro lado, el método introducido en la Seccion 2.1 se basa
simplemente en la linealizacion de la solucion del PVI alrededor del parametro y para la
derivacion del algoritmo no fueron necesarias las ecuaciones de sensibilidad. Es impor-
tante senalar, sin embargo, que para la implementacion computacional de ambos métodos

se utilizan las derivadas de las soluciones con respecto al parametro y en consecuencia,

la solucion del PVI (2.12).



Capitulo 3

Diferenciabilidad con Respecto a
Parametros

En el capitulo anterior vimos que una condicion suficiente para que el algoritmo de cua-
silinealizacion converja es que exista la derivada de Fréchet z,(t; ¢) del mapeo ¢ — 2(t; q)
de Q en Zs, y que ademas, el mapeo ¢ — z,(t; q) sea localmente Lipschitz continuo como
funcion de Q en £(Q, Z). En este capitulo encontraremos condiciones suficientes sobre
los operadores que definen el problema de valores iniciales (1.11) para que las solucio-
nes cumplan con estas hipotesis. Especificamente, en la Secciéon 3.1 veremos condiciones
suficientes para que la solucion z(¢; q) sea diferenciable Fréchet y en la Seccion 3.2 ex-
pondremos condiciones suficientes para que la derivada z,(¢; ¢) sea Lipschitz continua con
respecto al parametro q.

El problema de la diferenciabilidad con respecto a pardmetros ha sido estudiado ante-
riormente pero en contextos diferentes del que nos interesa en este trabajo. En 1977, Clark
y Gibson [20| analizaron este problema de diferenciabilidad en el contexto de problemas

de Cauchy abstractos lineales del tipo

dz(t)
dt

= A(g)z(t) +u(t),  2(0) =z

donde A(q) es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo y puede
escribirse como A(q) = A+ B(q), con B(q) acotado, es decir, el pardmetro aparece en la
parte acotada del operador A(q). Méas adelante, en 1982, Brewer [11]| estudi6 el mismo

problema bajo hipotesis mas débiles. Aqui el pardmetro ¢ no se restringi6é solamente a
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aparecer en la parte acotada del operador A(q). Hasta ahora nadie estudio el problema de
la diferenciabilidad con respecto a pardmetros de las soluciones de problemas nolineales

del tipo (1.11), donde el parametro aparece en la parte nolineal.

3.1 Existencia de la Derivada de Fréchet de z(t;q)

Antes de analizar y exponer las condiciones que aseguran la diferenciabilidad del mapeo
q — z(t;q) veremos condiciones que nos permiten concluir que tal mapeo es Lipschitz.
Este resultado sera necesario para la demostracion de aquellas. Supongamos de ahora en
adelante que w € R esta fijoy w > sup{Re A : A € 0(A)}, y llamemos, para d € (0,1), Zs
al espacio de Banach D (—A,,)° con la norma ||z|)s = H(_Aw)62||z tal como se defini6 en

la Seccion 1.5.

Teorema 3.1 Supongamos que F(q,t,z) satisface la hipdtesis (F) presentada en la
Seccion 2.1, y que el mapeo ¢ — F(q,-,z) de Q en L>=(0,T : Z) es localmente Lipschitz
continuo para todo z € Zs con constante Lipschitz independiente de z en conjuntos Zg-
acotados. Sean zo € Zs y q* € Q, y sea t; = t1(¢*, 20) > 0 tal que [0,t1) es el intervalo
mazimal de existencia de la solucion z(t;q*) de (1.11). Entonces para todo t| < ti,
ezisten constantes € > 0 y C' > 0 tales que si ||q — ¢*|| < € entonces z(t; q) existe en [0, 1]

y satisface

12(50) = 2(5 ) oo go,01:2,) < Clla — |-

FEs decir, el mapeo q — z(-;q) es localmente Lipschitz continuo en el sentido de lo expre-

sado en el enunciado de este teorema.

Demostracion. Sea 6 € (0,1) tal que se cumple la hipdtesis (F). Luego, para zy € Zs, y
q* € Q, existe t; = t1(q*, z9) > 0 tal que [0,%1) es el intervalo maximal de existencia de

z(t;¢*). Fijemos 0 <t} < t;. Para cada ¢ € Q, sea t, > 0 tal que z(¢;¢) existe en [0,1,),
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se tiene entonces que para ¢ € [0, min{t,t,}),

2(t;q%) = T(t) 20 +/0 T(t—3s)F(q",s,2(s;q¢%)) ds,

() = T+ [ T 9)F (0.5.2050) ds
y por lo tanto, si ¢ € [0, min{ty,¢,}),
2(t;q%) — z(t;q) = /OtT(t —s)[F(q",s,2(8;¢")) — F (q,s,2(s;9))] ds
_ /OtT(t L) [F (g5, 2(5:0°)) — F (q, 5 2(s:q°))] ds
b [ 1= 9 [F (0520550 — F a5 2(550) .

Luego, se sigue por el Teorema 1.29(c) que para todo ¢ € Q y t € [0, min{t1,%,})

I2(t;¢") = 2(50) |, = |(—AL)’ (2(t;¢") = 2(:9)) |,

S/ ||(_Aw)5T(t_ s)”g(z) HF(Q*,S,Z(S; q*)) _F(%S?Z(S;q*))HZ ds
/ [(=AL)°T(t ~ s Hz(z) 1F (g, s, 2(5:q7)) — F (q,5,2(s;9) || ; ds
< / oo V@5, 2(550) = F (0,20 ) s

+ /ot ﬁ 1F (g, 5, 2(s74%)) — F (5, 2(5;9) |l ; ds

= p1(t) + p2(t)-

Por la hipotesis de continuidad Lipschitz de F(q,t,z) con respecto a ¢ y como ¢* esta

fijo, de modo que el conjunto {z(s;¢*) : 0 < s <]} es Zs-acotado, se tiene que

HF(q*’ ) Z('; C]*)) —F (q’ ) Z('; q*))HLOO(O,t’I:Z) < C’1”(1 - q*H

CCy(t))'

- tal que pi(t) < Cr|lg — ¢*||, para

y por lo tanto existe una constante Cr =
todo t € [0,)).
Resulta oportuno notar aqui que si F'(q,t, z) fuera globalmente Lipschitz continua

con respecto a z, se tendria que py(t) < fot ﬁ |2(s;¢*) — 2(s;q)|| ds, y en virtud del
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Lema 1.33 se tendria el resultado deseado. Sin embargo la hipotesis (F) es mas débil: solo
dice que F'(q,t, z) es localmente Lipschitz continua con respecto a z. Si bien es cierto que
la demostracion del teorema, en este caso, se vuelve considerablemente mas complicada,
es importante destacar que este resultado permite su aplicabilidad a una gama mucho mas
amplia de problemas nolineales (por ejemplo, a los casos de nolinealidades polinomicas
en las variables de estado), algunos de los cuales estudiaremos en detalle en los capitulos
siguientes.

Como z(0;¢q) = 2(0;¢*), se tiene que existe 1, > 0 tal que ||z(¢;¢)|ls < M + Cp + 2
para todo ¢ € [0,n,], donde M = sup,c(o 1 ||2(t;¢")||s. Sea L la constante Lipschitz de

F(q,t, z) correspondiente al conjunto U = [0,%]] x {||z||s < M + Cr + 2}, entonces
pa(t) < /Ot “0_71;)6 12(s;¢") — 2(s;q)|5 ds para todo t € [0, 7],
y si K = K(0,CL,t}) como en el Lema 1.33, entonces
l2(t:q") — 2(t; @) |ls < fo(2), para todo t € [0,n,], (3.1)
donde f,(t) se define, para todo t € [0,t;], por

t
£, = Cella - ¢l + KCrlla — '] / 1/(t — 5)°ds.
0

Observar que (3.1) nos da la cota buscada pero solo en [0,7,]. Veremos a continuacion
que tal cota vale también en todo el intervalo [0, ]]. Para ello, observemos que, a partir
de la definicion de f,(t), existe e = e(K) > 0 tal que f,(t) < Crp+1len[0,#]si|¢g—q*| <€

y entonces, para ||¢ — ¢*|| <€,
|2(t; q) — z(t; ¢)||s < Cp + 1, para todo t € [0, 7,].

Probaremos ahora que si ¢ € Q vy |l¢ — ¢*|] < ¢, entonces z(t;q) existe en [0,t]] y
|z2(t;9)|ls < M 4+ Cr + 2 en [0,t]]. En efecto, supongamos por el contrario, que exis-
te t* <t} tal que ||z(t*;q)||ls = M+Cr+2y ||2(t;q)|ls < M +Cr+2en [0,t*). Entonces,

por (3.1), |2(t;q) — 2(t;¢")|ls < fot) < Cp+ 1 en [0,t] (dado que 7, puede elegirse
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igual a t*). Luego [[2(t*;¢)|; < [|2(t;¢*)|ls + Cr+1 < M + Cy + 1, lo que contradice
[2(t7 @)lls = M + Cp + 2.

Hemos probado entonces, que para todo ||¢ — ¢*|| < €, se verifica que ||z(¢;¢)||s <
M + Cp + 2 para todo t € [0,#], lo cual implica que 7, puede elegirse igual a t} y en

consecuencia (3.1) se cumple en [0,#}], es decir

» 3 tl—é
Ja(ti) (e} < = 1) (Cr + K Co )

en [0,%)] para todo ¢ € Q tal que ||g — ¢*|| < e. 1
A continuaciéon presentamos el resultado principal de esta seccion, en el cual se dan

condiciones suficientes sobre F' para la diferenciabilidad del mapeo ¢ — z(t; q).

Teorema 3.2 Supongamos que la hipdtesis (F) se cumple para algin 6 € (0,1) y que
el mapeo (q,2(-)) — F(q,-,2(-)) de Q x L>(0,T : Zs) en L*(0,T : Z) es derivable
Fréchet en ambas variables. Supongamos también que el mapeo (q, 2(-)) — Fy,(q, -, 2(+))
de QX L>(0,T : Zs) en L™ (0, T:L(Q, Z)) es localmente Lipschitz continuo con respecto
aqyaz(),y que el mapeo (t,z) — F,(q,t,2) es continuo de [0,T] X Zs en Z.

Sean zy € Zs y q € Q, y sea ty = t1(q, 20) tal que [0,t1) es el intervalo mazximal de
ezistencia de z(t;q). Entonces el mapeo q — z(t;q) es diferenciable Fréchet de Q —

L®(0,t : Zs), Yty € (0,11), y para todo h € Q, z,(t;q)h es la solucion del PVI lineal

dv;it) = Avp(t) + Fi(q, t, 2(t; q))on(t) + Fy(q, t, 2(t; q))h, te(0,t))
v (0) = 0.

Demostracion. Sean zy € Zs, q € Q, t1 = t1(q, 2z0) tal que [0,¢1) es el intervalo maximal de
existencia de z(t; q), t) € (0,t1), y € > 0 arbitrario. Mostraremos que existe v* > 0 tal que
sih € Qy ||h|| < v* entonces z(t; g+h) existe en [0, )] y ||2(t; ¢ + h) — 2(t;q) — va(t) |5 <
€|[h]].

Por el Teorema 3.1 existen constantes positivas 7, y C tales que sih € Qy ||h] <1

entonces z(t; g+ h) existe en [0,t)] v ||2(t; ¢+ h) — 2(t; q)||ls < Ci||h|| para todo t en [0, t}].
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Ademés, para h € Q, con ||h| < 71 se tiene que

2(t;qg+h) =T(t)z + /t T(t—s)F(q+ h,s, z(s;q+ h)) ds,

2(t;q) =T (t)z0 + /Ot T(t—s)F(q,s,2(s;q))ds

en [0,%]] y también

wwﬁAﬂF@m@&WMM$HE@&wMM%

en [0,t}]. La existencia de vj(-) en [0,%;) se sigue de la hipotesis de continuidad de
F.(q,t,z) y del Teorema 1.31.

Observemos ahora que
A+ ) = 2(60) — 0a(0)
= [T hosiztia )~ Flaws, o) ds
[T s ) + Fa s () ds
= [T hosstsa )~ Flat s, o) ds
+ /OtT(t —8)[F(qg+h,s,2(s:q9)) — F(gq,5,2(s;9)) — Fy(q, s, 2(s;q))h] ds
b [T 9 [Fa 25004 1) = Fi 5, 2(530) — Folasss (s ) unls) ds
b [ 1= 9 s 2(550) — Flaws. o0+ )] s

=1L+ I+ I3+ 1y,

donde I;, i = 1,2, 3,4 denota el i-ésimo término en el orden en que aparecen arriba.
Como F es diferenciable Fréchet con respecto a z de L>*(0,T : Zs) en L>(0,T : Z)

por hipotesis, existe v, > 0 tal que si ||z(-; q+h)—=z < 7, entonces

(9 ||L°°(0,T:25)

|1 F(q,8,2(s;q +h)) — F(q,5,2(5;q)) — F.(q, 5, 2(5;9))(2(s;¢ + h) — 2(5;9)) | 4

<ellz(s;q+h) = 2(s;9)|5
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para todo s € [0,t}], y por lo tanto

s < [ s 1P (s + 1) = Flas.(s:0)

—F.(q,5,2(s:9)) (2(s;q + h) — 2(s:9))|  ds

+ [ o 1Pl s a0 Gl ) = 2(si0) = () ds
S/O (tC_j—i)a 12(s;q 4 h) — 2(s;q)|l5 ds

+/0 % 12(s3q +h) — z(s;9) — vi(s)|l; ds,

donde Co = [[Fx(q,, 2(30)) || oo (0.7£(25.27)- POr 1o tanto, si [[h|| < min{y2/C1,71}, obte-

nemos

L CC e ere”
< - - . . )
| 15]]s < /0 T—s) |\h|| ds +/0 T—s) |l2(s;q + h) — 2(s;q) — va(s)ll; ds

para todo t € [0,#}].

Ademas, como F' es diferenciable Fréchet con respecto a ¢, existe v3 > 0 tal que si

||| < 3, entonces

b Ce
Lls < —— ||h|| ds.
I2ls < [ = Inl s

Por otro lado, observemos que I; 4+ I, puede escribirse como

L+ 1= /;tT{t_ S) [F(Q—Fh,S,Z(S,q—F h’)) o F(q7872(87q+h))] ds
_ /0 T(t—s)[F(q+ h,s,2(s;q9)) — F(q,s,2(s;q))] ds
= /OtT(t —$)F, (g4 a1 (h)h; s, z(s;q + h)) hds

_ /OtT(t —$)F, (¢ + aa(h)h; s, 2(s;q)) hds

donde 0 < a;(h),as(h) < 1. En consecuencia, por la continuidad Lipschitz de F, con
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respecto a ¢ y a z(+) tenemos que
111+ Iuls
oo
< [ G e+ on(hhs. (s 1) = Fyla+ a W, (i) 1] ds
o N C
+/ 3)5 1Fo(q + an(h)h, s, 2(s:q)) — Fylq + az(h)h, s, 2(s;)) | |h]| ds

< [|n] / 5 (Lallz(s;q + 1) = 2(5;9)|ls + Lalaa(h) — aa(R)[ [|A]]) ds

S C(3 HhH )

donde la ultima desigualdad se verifica siempre que ||h|| < 71.
Resumiendo, existen constantes v* = min{vy, v2/Ch,7s, €}, K1, Ko > 0, tales que, si

he Qy ||| <~* entonces para todo t € [0, )]

Jo(60-4 1) = s(t:0) = (o), < Ky s 1y [ IEIED (;jf)?f) — (s g

Esta ultima desigualdad, junto con el Lema 1.33 implica la existencia de una constante

K, independiente de e, tal que para todo ¢ € [0, ]

l2(t;q +h) = 2(t:q) —on(t)lls < K (Rl e, si [|All <7,

y el teorema queda probado. 1

3.2 Continuidad Lipschitz de la Derivada de Fréchet

Como vimos en la Secciéon 2.2, una condicion suficiente para que el algoritmo de cuasili-
nealizacion converja es que exista la derivada de Fréchet del mapeo ¢ — z(¢; q), pero que
ademas esta derivada sea Lipschitz continua. El siguiente teorema provee condiciones

suficientes para que se verifique esta tltima hipotesis.

Teorema 3.3 Supongamos que se cumplen las hipotesis del Teorema 3.2. Supongamos
también que el mapeo (q, 2(+)) — F.(q,-, 2(+)) de Qx L>=(0,T : Zs) en L>=(0,T : L(Zs, Z))
es localmente Lipschitz continuo con respecto a ambas variables q y z(-). Entonces, el

mapeo q — z4(;q) de @ — L>(0,T : L£(Q,2)) es localmente Lipschitz continuo.
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Demostracidn. Por el Teorema 3.2 z,(t; ¢)h coincide con la solucion del problema a valores

iniciales
dvg (T
Uq,h(o) = 0’

donde G(q,t,v,h) = F,(q.t,2(t;q))v + F,(q,t, 2(t; ¢))h. Ahora, sea Q¢ un subconjunto

compacto de Q and ¢q, ¢ € Qc. Entonces, para v € Zs y t € [0,T], se sigue que

1G(q1,t,0.h) — Glgo, t, 0, W), < | Falans ts 2(6q1) — Falae t 2(8 a2)ll 22,20 101l 2,
+ HFII(Q1a t Z(t? ql)) - Fq(Q2a t Z(t? q2))||L(Q7Z) Hh’HQ
< Lillz(t 1) — 28 @) g, 1ol 2, + L2l — @2l g [Pl o

< (Lllvllz, + LalIPllg) o — a:lls

donde, en la tercera desigualdad se utilizo el hecho que z(¢;q) es localmente Lipschitz
continua con respecto a ¢ (Teorema 3.1). Por lo tanto, el mapeo ¢ — G(q,-,v,h) es
localmente Lipschitz continuo y la constante Lipschitz puede elegirse independiente de
v y de h en subconjuntos compactos de Zs y O, respectivamente. En consecuencia,
G(q,t, v, h) satisface la hipotesis del Teorema 3.1 y el mapeo ¢ — 2,(-; ¢)h es localmente
Lipschitz continuo. Mas atin, como la constante Lipschitz de G es independiente de h en
conjuntos Q-acotados, se sigue inmediatamente de la demostracion del Teorema 3.1 que
la constante Lipschitz del mapeo ¢ — z,(+,¢)h también puede elegirse independiente de

h en conjuntos Q—acotados. Esto culmina la demostraciéon del teorema. 1
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Diferenciabilidad con Respecto a Parametros




Capitulo 4

Materiales con Memoria de Forma

En este capitulo presentaremos un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que se
origina en el modelado de la dinamica de un s6lido unidimensional con memoria de for-
ma. Este sistema de ecuaciones posee parametros no-fisicos que desean identificarse a
partir de datos experimentales, y puede escribirse formalmente como un problema de
Cauchy abstracto nolineal sobre un espacio de Hilbert determinado, donde los parame-
tros mencionados aparecen en la parte nolineal del mismo. Esta formulacién abstracta,
que presentaremos en la Seccion 4.3, brinda un marco matemético adecuado para el
tratamiento de diferentes problemas relacionados con el sistema mencionado, como ser
la existencia, unicidad y regularidad de soluciones, dependencia de las soluciones con
respecto a los parametros, identificacion de parametros, control, etc.

El problema de identificacion recientemente mencionado genero6 el interés en el estudio
de los problemas de identificacion presentados en la Seccion 1.7 y fue el que motivo, a fin

de cuentas, todo el presente trabajo de tesis.

4.1 Introduccion

Los metales se caracterizan por sus propiedades fisicas tales como conductividad térmi-
ca, maleabilidad, resistencia a la traccidon, etc. Para una nueva familia de aleaciones
podemos agregar las antropomorficas propiedades de memoria y capacidad de aprendiza-

je. Estas aleaciones exhiben lo que llamamos efecto de memoria de forma: en un cierto
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rango de temperaturas pueden deformarse en forma plastica, permanecer deformados y
recuperar luego su forma original sin la ayuda de ninguna fuerza externa, solamente me-
diante la aplicacion de calor. De alli el nombre de materiales con memoria de forma o
“shape memory alloys” (SMA de ahora en adelante). Durante el proceso de recuperacion
de su forma original, estas aleaciones pueden producir una fuerza y un desplazamiento,
en funcion de la temperatura. También pueden ser “entrenados” para comportarse de
una forma determinada ante ciertos cambios térmicos. Estas propiedades han dado ori-
gen a una amplia variedad de aplicaciones tecnologicas entre las cuales podemos citar:
aplicaciones en aviacion, en la construccion de ortodoncias y otros dispositivos dentales,
antenas autodesplegables para satélites artificiales, cuplas para tuberias de alta presion,
robotica, grampas, valvulas y retenes accionados por temperatura, interruptores térmicos,
motores de calor, ventanas automéaticas para invernaderos y ademds una amplia varie-
dad de aplicaciones en medicina, en el tratamiento de la escoliosis, en la construccion
de protesis y dispotisivos de traccion para fracturas éseas, en filtros para coagulos san-
guineos y hasta existen ya prototipos de corazones artificiales construidos de SMA (ver
4, 14, 18, 22, 34, 43, 44, 45]).

El comportamiento de los SMA depende fuertemente de la temperatura. A bajas
temperaturas el comportamiento es elasto-pléstico. Las curvas de fuerza deformacion en
este rango de temperaturas muestran una rama eléstica para fuerzas pequenas y un limite
elastico o punto de deformacion plastica. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre con
un material plastico que se rompe cuando la fuerza excede ese limite, existe una segunda
rama elastica, que le permite al material soportar fuerzas mayores que el limite elastico
(Figura 4.1a). En este rango de temperaturas también se dice que el comportamiento
es ferroelastico pues las curvas de fuerza—deformacién muestran mucha similitud con las
relaciones campo—magnetizacion observadas en ferromagnetismo. Ambas presentan, por
ejemplo, el fendémeno de histéresis.

A temperaturas intermedias, el tipo de comportamiento que se observa se denomi-

na seudoelastico o superelastico. Aqui, un rango relativamente amplio de deformaciones
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puede corresponder a una misma fuerza aplicada (Figura 4.1b). Este fenémeno de su-
perelasticidad ha sido utilizado exitosamente en la construccion de ortodoncias y otros
dispositivos dentales, ya que una determinada fuerza correctora se puede conseguir para
un amplio rango de deformaciones, sin necesidad de tener que readaptar el material.

A temperaturas altas, el material se comporta en forma casi linealmente elastica, con
mayor modulo de elasticidad (pendiente de la curva fuerza deformacion) cuanto mayor
es la temperatura (Figura 4.1c).

o o o

J € € €

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Esquemas de las relaciones fuerza—deformacion (o—¢) para materiales
con memoria a diferentes temperaturas: (a) bajas; (b) intermedias; (c) altas.

Desde el punto de vista microscopico, todos los fendmenos peculiares que caracterizan
a los SMA estan asociados a ciertos cambios en su estructura cristalina que originan las
llamadas “transiciones de fase” de tipo sbélido—sélido o transformaciones martensiticas.
En el articulo [4] de M. Ahlers se encuentra un detallado y muy claro resumen de las
propiedades cristalograficas de los SMA. Algunas de las aleaciones que exhiben las carac-

teristicas que acabamos de mencionar son, entre otras, AgCd, AuCd, CuAINi, CuAuZn,

CuSn, NiAl, NiTi.

4.2 Modelos Matematicos

Los primeros intentos por modelar mateméaticamente la dindmica de los SMA se remontan

al final de la década del 60 con los trabajos de M. E. Gurtin [27]. Desde entonces y hasta
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el afio 1986 se propusieron y estudiaron varios modelos matematicos [1, 2, 3, 24, 25, 33,

35, 36, 37, 52|.

La mayoria de estos modelos, sin embargo, eran estaticos y no tenian en cuenta el
fuerte acoplamiento entre las propiedades térmicas y mecanicas, que caracterizan a los
SMA, y algunos de ellos trataron simplemente el problema de encontrar funciones que
ajustaran de manera apropiada las extranas relaciones de fuerza—deformacion, y que al
mismo tiempo fuesen capaces de describir y explicar algunos de los fenomenos observados
experimentalmente. Sin embargo, todos estos modelos suponian que la temperatura, o la
fuerza aplicada, eran constantes, los procesos se trataban en forma puntual en el espacio
y no permitian la inclusién de acciones externas variables. Estas limitaciones hicieron

que estos modelos resultaran de muy poco interés practico y pronto fueron abandonados.

En 1988 M. Niezgodka y J. Sprekels [38| propusieron un modelo general basado en las
leyes de conservacion de energia y momento lineal para estos materiales. Esto constituyo
un gran paso hacia adelante puesto que este modelo no solamente subsanaba todas las
deficiencias de los modelos anteriores, sino que, ademas, podia incorporar gran parte de
la informacion que ellos brindaban. A continuacién describiremos este modelo desde sus

origenes.

Consideraremos solo el caso unidimensional. Supongamos que tenemos una barra
o alambre de longitud unitaria 2 = (0,1) construida con un material con memoria de
forma. Denotemos con u(z,t) al desplazamiento transversal y con 0(x,t) la temperatura
absoluta del punto x en el instante t. Permitiremos la inclusion de fuentes distribuidas
de calor g(z,t) y también fuerzas distribuidas f(x,t), las que pueden ser utilizadas como
variables de control. Con p, k y [ denotamos constantes positivas (p es la densidad de
masa, k es el coeficiente de conductividad térmica y [ es la viscosidad). Teniendo en
cuenta relaciones constitutivas y algunas ecuaciones termomecanicas bien conocidas, las

leyes de conservacion de momento lineal y energia para €2 dan origen al siguiente sistema
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de ecuaciones (ver [46] para una deduccion detallada del mismo):
pug(z,t) — Bpugg(x,t) — [Ve(e, €, 0)], + [Ve, (€, €, 0)],, = f(2,1)
— 0 [Vo(e, €2,0)], — kOpu(z,t) — Bpug (2, 1) = g(z,t) (4.1)
€ = uz(x,t)
para x € 2y t > 0, donde los subindices x y ¢ denotan derivadas. Aqui € = u,, es lo que
se llama strain tangencial linealizado y la funcion W(e, e,,0) es el potencial de energia
libre de Helmholtz.
Supongamos por el momento que las constantes p, k y § son conocidas y que también
lo son las funciones f(z,t) y g(x,t). ;Es posible encontrar un par de funciones u(x,t),
O(z,t) que satisfagan el sistema de ecuaciones (4.1)? Resulta claro que antes de poder

contestar a esta pregunta necesitaremos, al menos
(i) conocer la forma explicita del funcional V(e €,, 0);
(ii) e imponer condiciones iniciales y de frontera relevantes

para poder recién comenzar a intentar resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales resultante. El problema (i) esté intimamente relacionado con las rela-
ciones fuerza—deformacion (o stress—strain) que analizamos al principio y con una teoria
de transiciones de fase llamada teoria de Landau [23]| que dice, entre otras cosas, qué
condiciones debe satisfacer el funcional V. Es aqui donde los modelos isotérmicos men-
cionados anteriormente juegan un rol importante. Dado que el stress o puede definirse
como la derivada parcial del potencial de energia libre con respecto al strain ¢, el potencial
U sebe ser tal que, para los diferentes rangos de temperatura, las curvas eV, muestren
un comportamiento similar al que exhiben las curvas fuerza—deformacion obtenidas expe-
rimentalmente. Para el caso de materiales perfectamente elasticos se tiene que el stress es
proporcional al strain: o = ce (Ley de Hooke) donde ¢ es una constante llamada modulo
de elasticidad o médulo de Young. En el caso de materiales linealmente termoelasticos,

el modulo de elasticidad depende de la temperatura: o = ¢(f)e. Hablamos de elasticidad



56 Materiales con Memoria de Forma

(termoelasticidad) no lineal cuando o es una funcion nolineal de € (y de €), mondtona
creciente con respecto a € para cada 6 fijo. En los casos de elasticidad lineal, los poten-
ciales de energia asociados son de tipo cuadratico y, en general, convexos para la gran
mayoria de los metales. Para el caso de los materiales con memoria de forma, la histé-
resis y la termo-elasto-plasticidad que caracterizan las relaciones fuerza-deformacion a
temperaturas bajas e intermedias se traduce en potenciales de energia no convexos (“two
well potentials”). En este aspecto han sido muy importantes los trabajos de F. Falk (]|24],
[25]), quien descubrié que un potencial de energia simple que satisface todas las hipotesis
de la teoria de Landau y al mismo tiempo es capaz de reproducir muchos de los fenoémenos

observados experimentalmente, esta dado por el llamado potencial de Landau-Ginzburg:

V(e €., 0) = —C,0log (Qﬁ) + Cf + C + (0 — 01)€* — aue* + age® + %ei, (4.2)
2

donde C,, 01, 05, as, au, g, 7y C son constantes positivas dependientes del material
considerado #; y 65 son dos temperaturas criticas y C, denota el calor especifico; las
constantes as, ay, ag, son constantes no-fisicas, la constante C' es un nivel de energia
de referencia fijo y v denota la rigidez a la torsion (bending stiffness). Observar que
para valores de 6 cerca de 61, U es una funciéon no convexa de € y que si en particular
ay = ag = 0 estamos en un caso de termoelasticidad lineal. En el mismo trabajo, Falk
propone —para una aleaciéon particular— ciertos valores para los pardmetros para los
cuales las curvas e-U, muestran gran similaridad con las de la Figura 4.1 (ver Figura 4.2).

Con el potencial ¥ dado por (4.2), el sistema (4.1) toma la forma

Pl — BPUszr + Vazer = f(2,1) + [200(60 — 61)uy — dauul + 60z6ugh
(4.3)
Colly — kb = g, ) + 20000u,uqy + Bpu,,
para x € €, t > 0. A este sistema se lo conoce frecuentemente como ecuaciones de
termo-visco-elasto-plasticidad unidimensional. La primera ecuacion en (4.3) es nolineal e
hiperbolica en u(x,t) y puede entenderse como una ecuacion de viga nolineal. La segunda

es una ecuacion de difusion del calor con un término fuente y dos términos nolineales (uno

de acople); esta ecuacion es parabolica en 0(x,t). Las ecuaciones estan acopladas debido a



4.2 Modelos Matematicos

57

300 [ 1
200
200 1
100
100 F 1
OF fr e e 0
-100 [ 1
-100
—
& -200[ 1
& -200
= 300 ]
SN—
w0 L L L L L L L L L L
7 01  -0.05 0 005 01 01  -0.05 0 0.05 0.1
—
+
wn
2000 [ 3 1 2000
1000 1000
0 0
-1000 -1000
-2000 [ : 1 -2000

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

strain (%)

Figura 4.2: Grafico de las curvas eV, para diferentes temperaturas: (a) 6 =
200°K; (b) 8 = 260°K; (c) 6 = 400°K; (d) # = 600°K. Obtenidas con ¥ como
en (4.2) con los valores de aw, ay, o y 01 tomados de [24|. Las lineas punteadas
representan partes inestables de las curvas. Las lineas horizontales representan
posibles lazos de histéresis.
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la presencia de los términos que contienen simultaneamente 6(x,t) y derivadas parciales
de u(z,t). El sistema es, por lo tanto, un sistema nolineal, acoplado, de tipo mixto,

hiperbélico-parabolico de ecuaciones en derivadas parciales.

Los primeros trabajos sobre existencia y unicidad de soluciones para sistemas del tipo
(4.3) se deben a M. Niezgodka, J. Sprekels, K. H. Hoffmann y S. Zheng [38, 30, 31, 40].
En estos trabajos, sin embargo, se supone que el flujo de calor esta dado por la ecuacion
q = —k0, — akf,, en lugar de la clasica ley de Fourier (la misma ecuacion con o = 0),
donde k es el coeficiente de conductividad térmica y o > 0 es una constante. Esta
ecuacion caracteriza la conducciéon de calor con una pequena memoria térmica y tiene su
origen en algunos articulos de P. J. Chen, M. E. Gurtin y J. Nunziato [19, 27, 41]. Al
considerar el flujo de calor en esta forma aparece el término adicional —ak#,,; en el lado
izquierdo de la segunda ecuacion en (4.3), lo que trae ciertas ventajas en lo que se refiere a
la demostracion de la existencia y unicidad de soluciones del problema (ver [38, 40]). Sin
embargo, lo cierto es que, sin mayores dificultades, puede demostrarse que si el coeficiente
a es estrictamente positivo, no se verifica la segunda ley de la termodindmica para la
producciéon de entropia, dada por la desigualdad de Clausius-Duhem. De alli que los
resultados obtenidos en los trabajos arriba mencionados, no obstante matematicamente

interesantes, sean, al menos, fisicamente cuestionables.

Los primeros trabajos sobre la existencia de soluciones para el caso a = 0 se deben a
J. Sprekels [49] y S. Zheng [50, 53]. Una breve sintesis sobre la evolucion de los resultados
en este area puede encontrarse en [46]. Nosotros seguiremos, para este problema, la linea
de trabajo introducida en [46] donde se escriben las ecuaciones como un problema de

Cauchy abstracto en un espacio de Hilbert apropiado.

Dijimos anteriormente que para poder analizar la existencia de soluciones del proble-

ma debiamos, ademéas de conocer la forma del funcional W (e, ¢,, ), imponer condiciones
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iniciales y de frontera relevantes. Consideraremos las siguientes:

u(z,0) = up(x), u(z,0) = vo(x), 0(x,0) = by(x);
uw(0,t) = u(l,t) = 0 = upe (0, 1) = uga(1,1); (4.4)

0.(0,t) =6,(1,t) =0,

de manera que la barra se encuentra fija (“simply supported”) y térmicamente aislada en
ambos extremos. Las condiciones iniciales indican que el desplazamiento, la velocidad y

la temperatura de la barra se suponen conocidas en ¢ = 0.

De todas las constantes intervinientes en el sistema (4.3), los pardmetros as, oy, ag
que definen el potencial ¥ son no fisicos y por lo tanto no pueden determinarse a partir
de experimentos de laboratorio. Desde un punto de vista practico y de las aplicaciones,
seria muy interesante encontrar los valores de estos parametros, como asi también de la
temperatura critica 6; para un cierto material. Mas adelante en el Capitulo 6 utilizaremos
el algoritmo de cuasilinealizacion presentado en el Capitulo 2 para la identificacion de

estos cuatro parametros.

4.3 Formulaciéon Abstracta del Problema

En esta seccion, siguiendo el enfoque introducido en [46], presentaremos una formulacion
abstracta del problema (4.3)-(4.4) que ya ha sido utilizada para la demostracion de
existencia y unicidad de soluciones locales del problema y que ademas brinda un marco
matematico adecuado para atacar el problema de la identificacion de parametros, dado
que la forma del problema abstracto coincide con la ecuacion (1.11) para la cual se estudio

el problema de identificacion en el Capitulo 2.

Teniendo en cuenta que uno de nuestros objetivos es el de identificar los parametros aso,
ay, ag y 01, y sabiendo de antemano que son positivos, definimos el conjunto de parametros

admisibles @ = {q = (g, a4, a6, 61) | ¢ € RL}, v definimos el espacio de estados Z como
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el espacio de Hilbert H}(0,1) N H?(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) con el producto interno

Denotaremos con ||-|| a la norma inducida por (-,-) en Z.

Con esta notacion, el problema de valores iniciales y de frontera (4.3)—(4.4) puede

escribirse formalmente como el siguiente problema de Cauchy abstracto en Z

{%z@) = A(t) + Fla.t,2(1)), 0<t<T (1.5)

2(0) = 2o,

donde

{ (u) u € H*0,1),u(0) = u(1) = 0 = u”"(0) u”(l),}
D(A) = v] ez v e HL0,1)N H?*(0,1), (4.6)
6 6 € H*(0,1),0'(0) =6'(1) =0

U v 0 I 0 u
4 2
Alov]| = 6@”}:%1/’” = —%% B 02 v . (4.7)
0 et 0 0 &a=) \0

El término nolineal ' : @ x [0, T] x D(F) — Z se define por D(F) = H?*(0,1) x H'(0,1) x

H'Y0,1)y
U 0
F(q,t, 2) = F(q, t, (v) ) = (fQ(q,t, z)) (4.8)
0 f3(q7 ta Z)
donde
pfa(q,t, (Z) )= f(x,t) + % [2042 (0(z) — 0)) u'(z) — dayu (z) + 6a6u'(x)5] . (4.9)
Cofs(g; t, (z) ) = g(x,t) + 2050(x)u/ ()0 (x) + Bpv' (x)*, (4.10)
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El siguiente resultado puede derivarse facilmente a partir de los Teoremas 3.7 y 3.11 de
[46] con minimas modificaciones debidas a las condiciones de frontera diferentes que se

consideran aqui.

Teorema 4.1 Sea A el operador lineal definido por (4.6)—(4.7). Entonces

(i) El operador A es disipativo;

u
(ii) El operador adjunto A* de A es también disipativo, D(A*) = D(A), y para | v | €
0
D(A%),
U — 0 —I 0 u
Aol = ﬁv”—l— %u/m _ %3744 536_;2 0 nE
0 Ly 0 0 rZ

(iii) El operador A tiene espectro puramente puntual o,(A) dado por

op(A) = {A:}Zozl U {A;}Zozl Ufan}t,—o

donde

ANDT =V (—r + m) ) ay, = —Cﬁn%r2

y o = yn*m?/p, r = B/p/2y/7. Los correspondientes autovectores normalizados

en Z son, respectivamente,

en(T) knen(x) 0
e () o | Ry en(®) : 0 :
0 n=1,2,... 0 n=1,2,... Xn(x) n=0,1,...

donde

/2
o + XL 2 7
k‘i: m, en(l’) = m Sen(ﬂ'nl’), n = ]_,2,...,

1/2 1/2
Xo(z) = (C’ﬁ) , Xn(x) = (é—k) cos(mnx), n=1,2,...;

(iv) El operador A genera un semigrupo analitico de contracciones T(t) sobre Z.
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Del Teorema 4.1 se sigue que {\ € C : Re(\) > 0} C p(A). Luego, las potencias
fraccionarias (I — A)° de I — A son operadores lineales cerrados e inversibles con inversa
acotada para cualquier § € [0, 1] (ver Seccién 1.5). Por lo tanto, D(I — A)° con la norma
del grafico de (I — A)° es un espacio de Banach y como (I — A)? es inversible con inversa
acotada, la norma || z||; = ||([ — A)5z|| es equivalente a la norma del grafico. Llamaremos
Zs al espacio (D(I — A, || - [|s).

Sobre las entradas del sistema (fuerzas y fuentes de calor distribuidas) consideraremos

la siguiente hipotesis de regularidad:

(H1) Existen funciones nonegativas K;, K, € L*(0,1), tales que

[f(zt0) = [l )] < Kp(z) [t —taf v [g(,th) = g(,15)] < Ky() [t — Lo

para casi todo x € (0,1) y todo t1,t € [0,T].

Con esta hipotesis, se tiene el siguiente resultado de regularidad sobre la parte nolineal

del PVI (4.5) [47, Teorema 3.1|.

Teorema 4.2 Supongamos que se cumple la hipétesis (H1). Sean q € Q, ¢ > 0 y U
un conjunto acotado de [0,T] x Zs .. Entonces existe una constante L = L(q,U, f,g) tal

que

1F(g,t1, 21) = Fa, ta, 22) || < L([ts — 2] + [|l22 = 22]l5.,)

para todo (ty, z1), (t2, 22) € U, es decir, la funcion F: Qx[0,T] x Z%Jﬂ; — Z es localmente
Lipschitz continua en t y en z. Mads ain, la constante L puede elegirse independiente de

q en cualquier subconjunto compacto de Q.

En la demostracion de este teorema [47, Teorema 3.1| se demuestra, utilizando re-
sultados clasicos de teoria de interpolacion (ver por ejemplo [32] o [51]) la siguiente

caracterizacion de los espacios Z5 que aqui presentamos en el siguiente
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Corolario 4.3 i % < 6 <1, entonces

u uw(0) =u(l) =u"(0) =u"(1) =0
Zs =< |v]| e H¥? x H® x H*® v(0) =v(1) =0
9 0'(0) = 0'(1) =0

y la norma ||-||5 es equivalente a la norma del espacio producto H*** x H* x H?.

El Teorema 4.2 provee condiciones suficientes para que, dados § > % y 20 € D(I—A)°,

exista t; > 0 tal que el mapeo G : C'([0,t1) : Z) — C([0,t;) : Z), dado por

Gy(t) = T(t)(I — A)°z + /Ot(f — AT (t — s)F (g, 5, (I — A)°y(s)) ds

tenga un punto fijo y*(t) = y*(t;q,20). Resulta luego que (I — A)~%y*(t) es una solu-

cion de (4.5) en [0,%;). Mas precisamente, como consecuencia del Teorema 6.3.1 y del

Corolario 6.3.2 en [42], se tiene el siguiente resultado de existencia y regularidad.

Teorema 4.4 Sea q € Q, § > % y supongamos que se cumple (H1). Entonces, para
todo dato inicial 2o € D(I — A)° existe t; = t1(q, 2) tal que el problema de valores
iniciales (4.5) tiene una unica solucion z(t;q,20) € C ([0,t1) : Zs) N C* ((0,¢1) : Z). Mds
ain, %z(t;q,zo) € Clloz‘s ((0,t1) : Z), es decir, %z(t; q,z0) es localmente Hélder continua
en (0,t1) con exponente 1 — 6. Ademds, si Qc es un subconjunto compacto del conjunto
de parametros admisibles Q, entonces t; = inf {t1(q,20) : ¢ € Qc} > 0, es decir, existe

un tiempo final t7 > 0 tal que la solucion z(t; q) existe en [0,1}) para todo q € Q.
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Capitulo 5

Aproximaciones Numéricas

En este capitulo definiremos aproximaciones de dimensién finita al problema de Cauchy
abstracto (4.5), demostraremos la convergencia de las soluciones de los problemas dis-
cretos a la solucion del problema (4.5) y utilizaremos las mismas para encontrar aproxi-
maciones numéricas a las soluciones de (4.3)—(4.4) para distintas condiciones iniciales y
acciones externas. Las aproximaciones se basaran en la utilizacion de los autovalores y
autofunciones de la parte lineal de la ecuacion (4.5).

A lo largo de este capitulo, el parametro ¢ € Q estara fijo, asi que, siempre que quede

claro en el contexto, sera suprimido de la notacion.

5.1 Aproximaciones Modales

Definimos, para N € N fijo

sin mnx sin mn 0
BN(z) = | Mrsinmnz |, BN,.(@) = [ Aprsinmnz |, Bowi.(z) = 0 ,
0 0 cosm(n —1)x
paran = 1,2,..., N, donde A"~ son como en el Teorema 4.1, y definimos Z" como el

o
espacio generado por By = {ﬂf;’(x)}izl con la norma heredada de Z. Luego, U ZN es

N=1
denso en Z y, como las @]LV son autofunciones de A, se sigue que ZN es invariante bajo

A. Notemos también que con el producto interno heredado de Z, ZV es un espacio de

Hilbert.
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A continuacion, definimos el problema en dimension finita aproximante como sigue

dt

{sz(f:)gt)::Pﬁ;ZN(t) +FN(8,2N(1), 0<t<T 651)

donde PV : Z — ZV es la proyeccion ortogonal de Z sobre ZV, AN es la restriccion de

Aa ZN y FN(t,z) = PNF(t,z). La densidad de U ZN en Z implica la convergencia

N=1

fuerte de PV a la identidad. Mas atn, un célculo sencillo utilizando la descomposicién
o

espectral de A muestra que U Z" es también denso en Zs y ||PNz - zH6 — (0 para todo
N=1

z€Zsy0<d<1.

Como ZV es de dimension finita, el operador AV es lineal y acotado sobre Z%V, y
por ende genera un semigrupo uniformemente continuo de operadores lineales y acotados
TN (t) sobre ZN.

El siguiente resultado trata sobre la existencia local de soluciones del problema apro-

ximante (5.1).

Teorema 5.1 Sea 29 € Z. Entonces, para todo entero positivo N, existe t¥ > 0 tal que

(5.1) tiene una tinica solucion en [0,tY).

Demostracion. Sea d € (%, 1), 20 € Zy N € Nfijos. Por el Teorema 4.2, para todo r > 0,

t' > 0, existe una constante L(r,t") tal que
1F(t.q) = F(s,w)ll; < L, ) (|t = s| + ||z = wlls)

para todo t,s € [0,'] y z,w € Zs con ||z||s < r, ||w|s < r. Luego, para todo t,s € [0,1]

y z,w € Zs con ||z]|s <7, |lw]|s < 7 se tiene que

|E(t.2) = FY )| = [PY(F(E2) = Fs,w)],
< |F(t,2) — F(s,w)ll
< L(r, ) ([t — sl + |12 — wlls)

< L(r, t)C(6, N) (|t — s| + ||z — w| zv)
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donde la constante C'(d, N) aparece como consecuencia de la equivalencia de normas en
ZN.

Concluyendo, el mapeo (t,z) — AVz + FN(t, 2) es localmente Lipschitz continuo de
(0, 7] x ZN en ZN y por lo tanto existe I > 0 tal que el problema (5.1) tiene solucion
Ginica en [0, ). 1

Como es de esperarse, los semigrupos T(t) y T () estan fuertemente relacionados,

esta relacion se describe en el siguiente

Lema 5.2 Sean T(t), TN(t), A, AN, Z, y ZN como se definieron anteriormente y

denotemos con R(\, A) = (A — A)™! a la resolvente de A en \. Entonces
(i) para todo \ € p(A), el espacio ZN es invariante bajo R(\, A);
(ii) la restriccion de T(t) a Z" coincide con T™ (t) para todo t > 0, es decir

T(t)‘zN =TV (1) para todo t > 0.

Demostracion.

(i) Sea A € p(A) y & un elemento de la base Gy de ZV y definamos z = R(X; A)E.
Luego z es un autovector de A correspondiente al mismo autovalor o de £&. En
efecto, (Al — A)Az = A = o€, lo que implica Az = R(\; A)o€ = oz. Como todos
los autovalores de A son simples, z debe ser un multiplo de € y por lo tanto z € Z%.

Como R(A; A) es lineal (i) esta probado.

(ii) Como ZV es invariante bajo A, el operador AN la parte de A en ZV, definido por

DANY={ze DAY NZN : Az € ZV}

ANz = Az, ZED(AN)

coincide con AN, la restriccion de A a ZV. Luego, AN genera un semigrupo uni-

formemente continuo en ZV y por la parte (i), ZV es invariante bajo R(\; A) para
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todo A € p(A). Por el Teorema 4.5.5 en [42] se sigue que AN = AN es el generador

infinitesimal de la restriccion de T(t), el semigrupo generado por A, a ZV. L1

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccidon y trata sobre la conver-

gencia de las soluciones de (5.1) a la solucion de (4.5).

Teorema 5.3 Sea § € (3,1), 29 € Zs y supongamos que 2™ (t), z(t) son soluciones de
(5.1) y (4.5), respectivamente, y sea [0,t1) el intervalo mazimal de ezistencia de z(t).
Entonces, para todo t) < t| existe una constante Ny tal que 2V (t) ewiste en [0,t}] para
todo N > Ny y 2N (t) converge a 2(t) en la norma de Z para todo t € [0,t)]. Mds ain, la

convergencia se logra en la norma de Zy.

Demostracion. Sea 6 € (%, 1), 20 € Zs, t) < t; y para cada N € N sea tI¥ > 0 tal que

ZN(t) existe en [0,¢]). Entonces, para ¢t € [0, min{t;,#{'}) y N € N

() = TN PV 2 + /0 TN(t — 5)PN F(s, 2V (s)) ds

2(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)F(s,z(s))ds.

Luego,

[2Y(1) = 2(0)]|; = |1 = A)° (zN(@) — =) [,
< |1 = A (TN ($) PNz — T(t)20) |,
n /O (T — A [T (t — ) PN (s, 2¥(s)) — T(t — 8)F(s, 2())]]|, ds

=7 () + 93 ().
Como T'(t) conmuta con (I — A)° y como TV () es la restriccion de T'(t) a ZV

PN (1) = (1 = AYPT(t) (V20— ) |,

<7Dl gz (T =AY (PY20 = 20|,
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Del mismo modo, para el integrando de p2’ () tenemos que

|7 = AP [T = )PV F(s, 2 (5) = T(t = 9)F (s, 2()] |,

= ||(1 = AT (t — 5) [PNF(s, 2" (s)) = F(s,2())] |,

<1 = 4T = 9] i [P¥F G0, () = Fis o, 2
< % |PYF(s, 2V (s)) — F(s, z(s))”z :
Pero
[PYE(s 2V () = Fis, 2D, < 1PV [F(s,2(5) = Fs 2]
F[PYF(s,2(5)) - Fls,2()]
(5.3)
< ||F(s, 27 (s)) = F(s, ()],
+ ”(PN - I)F(3>z(3>)Hz'
Luego, de (5.2) y de (5.3) se sigue que
N et t; 5.2V (s)) — F(s.2(s s
A1) < C / g I 2 = Fs 29 -

t
T Cyet /0 ﬁ (PN = DF(s, 2(5))], ds.
El integrando del segundo término del lado derecho de (5.4) esta acotado uniformemente
en N por ﬁ | F(s,2(s)|l, € L*(0,t), y converge a cero cuando N tiende a infinito. Por
el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, el segundo término de la tltima
desigualdad tiende a cero cuando N crece.
Resumiendo, tenemos que
tC
|27 () — z(t)”é < N(t) +/O T—sp | F(s, 2N (s)) — F(s, z(s))”z ds (5.5)
donde, para t € [0,t}], eV (t) < C para todo N € Ny ¢¥(¢t) — 0 cuando N — oo. En
particular f:l eV (t)dt — 0 cuando N — co.
Como 2V (0) = PNz, existe 6V > 0 tal que ||zN(t)H6 < M+C+2 para todo t € [0,5V],
donde M = supy<;<y [|2(?)[[5- Sea L la constante Lipschitz para F' correspondiente al

conjunto U = [0,¢}] x {||z]l; < M + C + 2}. Entonces, de (5.5)

HZN(t) — Z(t)Ha < eN(t) + C’L/O i —13)5 ||2N(s) — Z(S)H6 ds
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para todo t € [0,6"], y si K = K(6,CL,t,) como en el Lema 1.33, entonces
|2 () — Z(t)H(s < (1), para todo t € [0,6"], (5.6)

donde, para t € [0,#], se define fN(t) = N (t) + K [ eN(t)/(t — s)° ds.

A continuaciéon se mostrard que existe Ny € N tal que f¥(t) < C + 1 para todo
t € [0,t}] y para todo N > Ny. Como se vera mas adelante, ésto no solo implicara
la existencia de 2™ (t) en todo el intervalo [0,t}] para todo N > N, sino también que
”ZN(t)H& <M+ C+2 parat e [0,t]] y N > Np.

En efecto, observemos que

t N t t
/ 6<)d$§/ ¢ ds (5.7)
o (t—s)° o (t—s)°
t
C
_ /0 s (5.8)
C
Y e _
s (5.9)
A 1—-9¢
Eligiendo n = n(C, K) = (%) =3 se tiene que t'79 < 50K Para todo t € [0,7], luego
beN(t) 1
/0 m ds S ﬁ para todo t c [0, T]] (510)

Por otro lado, sin <t <t

[ 252
= /077 —GN(;_ ) ds + /t ;N(ts&_ ) ds

C LeN(t — )
(577 —i—/77 7 ds

<1y 1/t Nt —s)d
— — € — S)as
2K ),

11 My
gﬁ—l—? i € (s)ds.

Luego, como f:l eV(s)ds — 0, existe Ny tal que

beN(t) 1
/ (= s) ds < Ve para todo t € [n,t]] y N > Nj. (5.11)
o (t—



5.2 Discretizacién Temporal 71

De (5.10) y (5.11) y la definicion de fV se sigue que
K
) <O+ = =C+1  paratodote [0,#] vy N > Ny, (5.12)

como queriamos.

Consecuentemente, de (5.6) y (5.12) se tiene
|2V (t) — 2(t)]|, <C+1  paratodo N > Ny y t €0,6"],
lo que implica que
HZN(t)||6§M+C+1 para todo N > Ny y t € [0,6"].

Sea ahora N > N fijo. Entonces 2V (t) existe en [0,¢}] y para ¢ € [0,¢}], ||z (¢

M+C+2. En efecto, supongamos, por el contrario, que existe t* <t tal que HZN(t*

M+C+2y ||2N(t)||; < M+C+2para 0 <t < t*. Entonces, por (5.6) ||z (t) — =(t

IN

fN(t) < C+1en [0,t*],y por lo tanto ||2N(t)H6 < M+C+1en|0,t7], luego ||z (t*

IN

M + C + 1, que contradice HZN(t*)

,=M+C+2.
Hasta el momento se ha probado que para todo N > N, ||ZN(t)||6 < M+ C+ 2 para
todo t € [0,t}]. Por lo tanto, para N > Ny, 6"V puede elegirse estrictamente mayor a t| y

en consecuencia (5.6) se cumple en [0, ], es decir
|2V () = 2(t)]]; < (1), para todo ¢ € [0, }].

Finalmente, por el Teorema de la Convergencia Dominada f(t) — 0 para todo t € [0,#}]
cuando N — oo y el teorema estd probado. L1
Hasta aqui hemos visto que las soluciones del problema en dimension finita (5.1)
convergen a la solucion del problema (4.5). Aquél es un problema mas tratable a nivel
computacional, pero atin debemos hacer una discretizacion en la variable ¢, y ver que ésta

converge. La siguiente seccion trata este problema.

5.2 Discretizaciéon Temporal

En esta seccién primero encontraremos la representacion del problema aproximante (5.1)

en términos de los coeficientes de la solucion en la base Sy de Z¥. Luego definiremos
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la discretizacion temporal que utilizaremos y a continuacion se vera un resultado de

convergencia y estabilidad del método resultante.

Llamemos w” al vector cuyas componentes son los coeficientes de la solucion 2V (t)
u(t)

vN(t) | del problema (5.1) en la base Gy. Luego w
0N (t)

N

es soluciéon del PVI

NN () + F(t, wN(t))

—N—
g &
=z =
=S
-
2
4

(5.13)
con

Uo
AV = (@) KN, FN(tw) = (QV) RYF(QYw), AN =(QY) " RY
to
donde las matrices Q, K, y el mapeo RY : ZV¥ — R3" se definen por
(@%),; =B".67),  (KY),, =AY,

(R2), = (8.2).
i,j=1,2,...,3N.

Para la discretizacion temporal definimos el siguiente esquema semi-implicito de Euler

N _ N
Wy =79

1 ~ -
N (W, —w) = ANw + FY (kAL wl),  k=0,1,....
La convergencia de las soluciones del sistema completamente discretizado a la solucién

de (5.13) cuando At — 0 se sigue inmediatamente del siguiente teorema.

Teorema 5.4 Sean un entero positivo, B € L(RY), G : [0,T] x R® — R" una funcién

continua tal que G(t,-) es Lipschitz continua en R" para todo t € [0,T], con constante K
independiente de t. Supongamos que el PVI

W'(t) = BW(t) + G(t, W (1)), W(t) € R",
W(0) = W,

tiene una unica solucion W (-) en [0,T] tal que W"(t) es acotada en [0,T]. Dado 0 <

h < 1/||B|| y wo € R"™ definamos N(h) = [T'/h] (la parte entera de N/h) y dado wo,
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definamos w;, j =1,2,..., N(h) por
Wij41 :wj+hBWj+1+hG(jh,’lUj), j:O,l,,N(h) — 1.

Entonces, existe una constante C tal que

max |W(jh) — wj §€T<%)|Wo—wo|—l—hé [€T<%) _1] .

§=0,1,...N(h)

Mas ain, si h < 1/(2||B]|), entonces

. 2T(K+||B ~ [ 2T (K+||B
Somax (W (jh) —w;| < TEHBDIWG — | + hC [2TEFIBD — 1] .

Comentario. No es dificil demostrar que las conclusiones de este teorema permane-
cen validas bajo las condiciones mas débiles de G localmente Lipschitz y W' Lipschitz
continua.

Demostracion. Sea 0 < h < 1/||B]| y definamos W; = W (jh). Usando el Teorema de

Aproximacion de Taylor
h2
Wi = Wj+hW'(jh) + ?W”(gj,h)
h2

= Wj + hBW; + hG(jh, Wj) + S W (&n).

donde &, ; € (jh, (j + 1)h). Definiendo e; = W, — w, se tiene que
. . h? "
ej1 = €5 + hB(Wj —wjr) + h[G(h, Wy) = G(jh, wy)] + 5 W (&)
. . h?
= ¢; + hBeji1 + h[G(jh, W;) — G(jh, wy)] + hB(W; — W) + ?W/'(ﬁj,h),

0, equivalentemente

h2
W”(fj,h)-

ejr1 = hBejrr = ej + h[G(jh, Wy) = G(jh, wy)] + hB(Wj = W) + —

Por lo tanto,
: . h?
(1= hlIBIDlejrl < lej| +h|G(jh, Wy) = Gk, wy)| + R BIIW; = W] + o W7 (&)l

- h2
< lej| + hEe;| + BB [W'(Ea| + 5 W (&)
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donde &, € (jh, (j + 1)h).
Si C' es una cota superior para |W'(t)| + |W”(t)| en [0, T], se sigue que

o] < LK |e'|+h20(1+||B||)
T =Bl 1—n[B|

Por induccién se tiene que

. A
[ 1+ hK T| | h*C(1+ || BJ|) [1_J;L|\B||] —1
FRSATVE 0

]y S By

Ahora bien, como (1 + z)? < €/* para todo x > —1y j € N, obtenemos

J J
[ 1+ hK ] _ {1 N hK+ ||BH} < S(IIELY (il

1—hl B 1—hl B -
y
j j
1+hK 1+hK —
B _ i
1+hK | K+|B|l | _
] - |SE -
Por lo tanto
K+|B| L+ ||IB|| 1 or(zssl
W, —w,;| < eT(l—hnBu) Wo — wg| + hO—1—11 [ =AllBI1) — 1
| J ]|— | 0 0| K—i_HBH
paratodoj = 0,1,..., N(h). Esto prueba la primera parte del teorema. La afirmacion
final se sigue del hecho que 1 — h||B|| > 1/2si h < 1/2||B||. 1

Comentario. El teorema anterior junto con el resultado del Teorema 5.3 asegura la
convergencia del sistema discretizado en espacio y tiempo a las soluciones de (4.5) cuando
N — oo y At — 0 de algtin modo apropiado. Mas atn, para N fijo, el Teorema 5.4 dice

que el orden de convergencia para las ecuaciones discretizadas en tiempo a la solucion

de (5.13) es O(At).

5.3 Resultados Numeéricos

En esta seccion utilizaremos el algoritmo resultante de las aproximaciones modales in-

troducidas en la Seccion 5.1 y de la discretizacion temporal presentada en la Seccion 5.2
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para obtener aproximaciones de la solucion al problema de valores iniciales (4.5) que es
equivalente al problema de valores iniciales y de frontera (4.3)—(4.4). La intencion es ver
experimentalmente si la solucién simula, al menos cualitativamente, el comportamiento
de un so6lido unidimensional de material con memoria de forma bajo diferentes condiciones
iniciales, acciones de fuerza y aplicacion de calor externas.

Para los experimentos numeéricos que presentamos a continuacién hemos utilizado el
método expuesto en la seccion anterior con N = 32 y At = 1075 y los valores de los para-
metros informados por Falk en [24] para la aleacion AuysCuseZngs: ap = 24 J cm™ K1)
as=15%x10°Jem™3, ag =75 x10° Jem™3 K1, 6, =208 K, O, =29 J cm™3 K1,

I como fue

k=19wcm K p=11.1 g cm™3. También tomamos v = 1072 J cm™
reportado en [26]. Para 5 tomamos 3 = 1. Esta eleccion no tiene ningiin significado fisico
particular. A nuestro conocimiento, no se han reportado aun valores de § para materiales

reales, aunque parace haber evidencia que para algunos materiales con memoria de forma

[ es muy pequeno o cero.
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Experimento 1: Estado Estacionario a Baja Temperatura

En este experimento tomamos f = g = 0, 6y(x) = 200 K, up(x) = PNh(z), donde

h(z) =

0.05 z,
0.05(1 — ),

si0<ax<0.5,
si0b<z<l1,

y vo = 0. Es decir, la viga se encuentra inicialmente en el rango de bajas temperaturas

compuesto de dos segmentos de martensita, a saber, martensita M, en 0 < z < 2

martensita M_ en

5y

5 < x < 1 (con una deformacion inicial del 5%). La evolucion del

desplazamiento y la temperatura puede verse en las Figuras 5.1a y 5.1b, respectivamente.

Esta evolucion se debe a que la condicion inicial zo(z) =

uo(z)
vo(x)
‘90 (I’)

no es estado estacio-

nario del sistema (4.5). El sistema evoluciona hasta que se llega a un estado estacionario

compuesto de dos segmentos simétricos de martensita My y M_ (deformacion = 11.25%)

y temperatura constante = 222 K. La Figura 5.1c muestra en mayor detalle el desplaza-

miento durante los primeros 250 milisegundos.
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Figura 5.1: Estado estacionario a baja
temperatura. Evolucion del desplaza-
miento (a,c) y temperatura (b) a partir
de una condicién inicial no estacionaria.
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Experimento 2: Estado Estacionario a Alta Temperatura

Aqui tomamos 6y(x) = 600 K y ug, vo, f, y g como en el Experimento 1. La evolucion
del desplazamiento y de la temperatura se muestra en las Figuras 5.2a y 5.2b, respectiva-
mente. La viga oscila hasta que se llega al estado estacionario consistente de deformacion
nula y temperatura constante § = 505.6 K. Este comportamiento estd de acuerdo con
el hecho que por encima de la temperatura austenite-finish (fin de la fase austenitica)
6 = Ay (en este caso Ay = 283 K) los estados estacionarios satisfacen u = 0y 6 = const.
Debido al estado inicial no estacionario a alta temperatura, la viga inmediatamente se
desdobla aproximéndose al estado u = 0 mientras que la temperatura decrece levemente,
originando las oscilaciones amortiguadas que se observan en las Figuras 5.2a y 5.2b. En

la Figura 5.2c, pueden apreciarse las oscilaciones del punto medio de la viga.
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Figura 5.2: Estado estacionario a al-
ta temperatura. (a) Perfil del despla-
zamiento; (b) perfil de la temperatura;
(c) desplazamiento del punto medio.
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Experimento 3: Pulso a Baja Temperatura

En este experimento pretendimos estudiar los efectos de una fuerza distribuida con-
sistente de un pulso de fuerza alrededor del punto medio de la viga cuando la tempera-
tura inicial esta debajo de la temperatura martensite-finish (fin de la fase martensitica)
6 = My =208 K. Se tom6 up(z) = vo(x) =0, 0(x) =200 K, g(x,t) =0,y

5x10% si04<2<06y0<t<0.5x1073
f(z,t) =
0, en otro caso.

Inicialmente, los puntos alrededor del centro se desplazan hacia arriba mientras el
efecto del pulso se propaga hacia los extremos de la viga (Figuras 5.3a y 5.3c¢). En el
mismo instante en que este efecto alcanza los extremos, el punto medio llega a un maximo
y pequenas oscilaciones amortiguadas comienzan a ocurrir (Figura 5.3c) alrededor del
estado final de equilibrio consistente de dos segmentos simétricos de martensita M, , M_

(deformacion = 11.05%) y temperatura constante 226 K (Figura 5.3b).
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Experimento 4: Pulso a Alta Temperatura

En este caso investigamos los efectos de un pulso alrededor del punto medio de la viga,
que estaba inicialmente a temperatura constante mayor a A;. Se tomoé 6p(x) = 600 K
y ug, Vo, f, ¥y g como en el experimento 3. Al principio, la viga se dobla hacia arriba
hasta que se elimina la aplicacion de la fuerza (Figura 5.4c). Inmediatamente después,
comienzan a ocurrir oscilaciones amortiguadas alrededor del estado final de equilibrio
u = 0 y temperatura constante § = 602 K (Figuras 5.4a y 5.4b). Recordemos que sobre

la temperatura de finalizacion de la fase austenitica el Gnico estado estacionario es u = 0

y 0 = const.
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Experimento 5: Esperar y Calentar

En este experimento observamos los efectos de calentar la viga cuando inicialmente
estd en un estado de equilibrio consistente de dos segmentos simétricos de martensita M y
M_. Para esto tomamos como estado inicial el estado estacionario final del Experimento 1

(deformacion inicial 11.25% y 6g(x) = 222 K), f(z,t) = 0 y la fuente de calor g(x,t)

consistente de un pulso de calor distribuido uniformemente como sigue

5x 104, si0.2<t<0.25

9z t) = 0, en otro caso.
El sistema se mantiene en el estado inicial hasta que se aplica el pulso de calor. En
este momento la temperatura comienza a crecer (Figura 5.5b), los cristales de marten-
sita se convierten en austenita y la viga se desdobla mostrando pequenas oscilaciones

amortiguadas alrededor del estado de deformacion nula (Figura 5.5a). Estas oscilaciones

desaparecen rapido y la viga alcanza el estado estacionario u = 0, 6 = 336 K.
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Experimento 6: Calentar Esperar y Enfriar

Para este experimento tomamos nuevamente como estado inicial el estado final del
Experimento 1. También se tomo6 f(x,t) = 0 y las fuentes de calor distribuidas g(z, t)
consistentes de un pulso inicial uniformemente distribuido que se suspende después de
t = 0.05 seg. y cuando t = 1.45 seg. se aplica un pulso opuesto hasta ¢ = 1.50 seg. cuando

se suspende nuevamente. Mas precisamente,

8 x 102, sit < 0.05,
g(x,t) =< =8 x 103, sil1.45 <t < 1.50,

0 en otro caso.

La temperatura crece uniformemente hasta aproximadamente 336 K mientras la viga
se aproxima al estado de deformacion nula. Después que se suspende el pulso de calor,
la temperatura permanece a 336 K mientras que el desplazamiento muestra pequenas
oscilaciones amortiguadas alrededor de u = 0. La muestra est4 ahora completamente en
la fase austenitica. Cuando t = 1.45 seg., al aplicar el pulso opuesto, la temperatura
decrece uniformemente y finalmente permanece aproximadamente a 222 K, mientras que
la viga sufre el proceso inverso que la lleva al estado inicial original mostrando el efecto

de memoria de forma de dos vias (two-way shape memory effect). Figuras 5.6a-d.
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Capitulo 6

Una Aplicaciéon del Algoritmo de
Cuasilinealizacion

En este capitulo utilizaremos el algoritmo de Cuasilinealizacién que se expuso en la Sec-
cion 2.1 para identificar los parametros as, oy, ag y 61 del problema de valores iniciales
y de frontera (4.3)—(4.4).

En la Seccién 6.1 daremos un resultado sobre la identificabilidad de los parametros
ag, ay, ag y 0 del sistema (4.3)—(4.4). En la Seccion 6.2 mostraremos que hay algunas
situaciones en que los parametros mencionados arriba no pueden ser identificados debido
a que existen diversos juegos de parametros que dan lugar a la misma solucién. En la
Seccion 6.3 tomaremos como observaciones datos sintéticos generados con la computadora
resolviendo numéricamente las ecuaciones y aplicaremos el algoritmo de cuasilinealizacion
con esos datos, para comprobar que el algoritmo efectivamente funciona en la practica y

si tiene sentido intentar realizar la identificaciéon con datos experimentales.

6.1 Identificabilidad de Parametros

A “grosso modo” la identificabilidad de pardmetros puede definirse como la continuidad
e inversibilidad local del mapeo ¢ — z(¢;¢q) del conjunto Q de parametros admisibles
en el espacio de soluciones. El siguiente teorema muestra un resultado concerniente
a la inversibilidad del mapeo ¢ — z(t;q) donde z(t;q) es solucion de (4.5), con Ay

F(q,t, z) dados por (4.7) y (4.8), respectivamente. En la Seccion 6.3 veremos un resultado
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relacionado con la continuidad, donde ademaés veremos que existe la derivada de Fréchet

de z(t; q) con respecto a q y es g-Lipschitz continua.

Teorema 6.1 Sean 6 € (3,1), ¢ = (a2, 04, 006,01) € Q, y § = (g, Ay, G, 01) € Q. Sea

uo ()
ZQ([E) = Uo(l‘) € Zs
0o ()
y supongamos que las soluciones z(t;q) y z(t;q) de (4.5) coinciden en Ty < t < Ty para

algun par de valores 0 < Ty < Ty. Supongamos ademds que
2(tiq) = | v(- 1)

es tal que v(-,t*) #Z 0 para algun t* € (11,T3). Entonces q = q.

Comentario. Notemos que las hipotesis de este teorema se satisfacen si T} = 0 y la
condicion inicial
zo(z) = | vo(z)

se elige de tal modo que vy Z 0. O bien, si se elige una funcion f(z,t) de fuerzas
distribuidas que sea capaz de lograr un desplazamiento fuera de la posicion de equilibrio.
Demostracion. Como v(-,t*) #Z 0y v(0,t*) = v(1,t*) = 0 por las condiciones de frontera,
existe & € (0,1) tal que v,(z,t*) # 0. Por continuidad v,(Z,t) Z#O0ent* —e <t <t*+e¢

para algin € > 0. Dado que v, = uy debe existir £ € (t* — €, " + ¢) tal que

ug(2,1) # 0 (6.1)

Por otro lado,
2(t;q) = Az(t;q) + Fq,t,2(t;q), v

2(t;q) = Az(t;q) + F(q,t, 2(t;q)), Yt € [Ty, Ts].

(6.2)

Luego, como z(t;q) = z(t; q) para todo t € [T, Ts], (6.2) implica

F(q,t,2(t;q)) = F(q,t,2(1;G)) Vvt € [T, Tz, (6.3)
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y usando la definicion de F(q,t, z),

a% 20 (6(, 1) — 0 ) (2. 1) — devgt (2, )P + Gevgu (2, 1)°]
= (% 262 (0(2,t) — 01)us (2, ) — 4duu, (2,)® + 6a6us(z,t)°]  (6.4)
y
B, t)uy (2, 1) vy (2, 1) = @b, t)ug (2, 1), (2, 1) (6.5)

para todo z € (0,1), t € [T3, T3).

De (6.5) se sigue que
(ag — a) O(z, t)ug(x, t)ve(z,8) =0 Vo e (0,1),t € [Ty, Ty
Como (%, t)v.(#,1) # 0y O(x,t) > 0, concluimos que ay = Gy. Luego, (6.4) luce
Ugg (2, 1) <2a2 (91 — 51) + 12(a4 — &4) Uy (z,1)* — 30 (ozﬁ — 076)ux(x, t)4> =0 (6.6)

para todo z € (0,1), t € [T3, T3).

Ahora bien, si Uy, (x, t) fuera idénticamente cero en (0, 1), entonces, por las condiciones
de frontera, tendriamos que u(-,#) = 0y u,(-,#) = 0, lo que obviamente contradice (6.1).
Por lo tanto, deben existir constantes a y b, 0 < a,b < 1 tales que uz,(x,t) # 0 para
a < x < b, lo que implica que u,(x,%) no puede ser constante en (a,b). Entonces las

funciones 1, u,(x, )%, y u,(z,t)* son linealmente independientes como funciones de z en

(a,b). Por lo tanto, (6.6) implica que oy = dy, ag = a5, y 01 = 0;. 1
6.2 No Identificabilidad de Parametros

En esta seccion veremos que si se toma un estado estacionario del sistema, entonces
existen diferentes juegos de parametros para los cuales el estado estacionario es solucion

del problema.

Teorema 6.2 Sean A y F(q,t, z) definidos como en (4.7) y (4.8), respectivamente, con
u(z)

f(z,t) = g(z,t) =0, y sea g € Q. Sea z= | v(z) | € D(A) tal que Az + F(q,t,z) =0,
0(x)

entonces, existen infinitos ¢ € Q tal que Az + F(q,t,z) = 0.
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u(z)
Demostracion. Por la definicion de A y F(q,t,z), si z = | v(z) | es tal que Az +
0(x)
F(q,t,z) = 0 se tiene que
v(z) =0, x € [0,1], (6.7)

pBv" () — yu (z) + 2000 (2)/ () + 202(0(x) — 01)u” (2)

— 120" (2)u' (2)? + 3006 (z)u' (z)* = 0, (6.8)

k0" (z) 4 2000(z)u (z)v'(z) + Bpv’(z)? = 0. (6.9)

De (6.7) se sigue que v'(z) = 0 en (0,1) y entonces de (6.9), y teniendo en cuenta las
condiciones de frontera §'(0) = (1) = 0, se tiene que 6(x) = const y por ende 6'(x) =0

en (0,1). Luego, (6.8) se transforma en
—yu® (z) + 2a(const — 0))u" () — 12040 (2)u' (2)* 4 30agu” (x)u'(x)* = 0,
ecuacion que se satisface para cualquier par de constantes positivas as y 6, que cumplan

G (const — él) = aa(const — 6y)

6.3 Estimacion de los Parametros

En esta seccidon utilizaremos el algoritmo de Cuasilinealizacion introducido en la Seccion
2.1 para identificar los parametros as, ay, ag, 61 que definen el funcional de energia libre
U del sistema, pero primero verificaremos que se cumplen las condiciones sobre A y F
que aseguran la convergencia del algoritmo de cuasilinealizacion.

El siguiente teorema muestra que el operador A y la funcién F' definidos en (4.7)
y (4.8), respectivamente, satisfacen ciertas condiciones de regularidad, que, teniendo en
cuenta los Teoremas 3.2 y 3.3 aseguran la existencia y continuidad Lipschitz local de la

derivada de Fréchet del mapeo ¢ — z(t; q).
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Teorema 6.3 Sean Z, A y F(q,t,z) los definidos en la Seccion 4.3 con las hipdtesis
de reqularidad sobre f(x,t) y g(x,t) alli mencionadas. Entonces el mapeo (q,z(-)) —
F(q,t,2(-)) de Q x L*(0,T : Zs) en L>(0,T : Z) es diferenciable Fréchet en ambas
variables.  Ademds, los mapeos (q,2(-)) — Fy(q,-, 2())) y (¢,2(-)) — Fa(q,~ 2(-)) son
localmente Lipschitz continuos de Q x L=(0,T : Zs) en L®(0,T : £(Q,Z)) y de Q x
L>(0,T : Zs) en L>(0,T : L(Zs, 7)), respectivamente.

Demostracion. Este resultado se obtiene inmediatamente observando que f>(q,t,z) y
f3(g, 1, z), como han sido definidas en (4.9) son diferenciables Fréchet con respecto a q 'y

z. Méas aun, estas derivadas pueden calcularse explicitamente y estan dadas por

U U
sz2(Qa t, | v ) 12 = flua + f2,vﬁ + f2,097
0 )
U U .
sz3(Qa t7 v ) 12 = f3,ua + f3,v2~} + f3,997
0 )
U 1
D,fa(q,t, | v |) = p 20/ +2(0 — 61)u”, —12(u')?u”, 30(u) u”, —2a0u"]
0
U 1
D, f3(q,t, | v |) = = [26u"',0,0,0],
g Co

Donde los operadores lineales f; ., fiv, ¥ fis, ¢ = 2,3 estan dados por

1
f27u = _{20529/D + 20&2(9 — 92)D2 — 24a4u'u”D — 120&4(’&/)21)2
1%

+ 120a(u’)*u” D + 306 (u')* D?},

Jo0 = %{QOCQU/D + 2a2u”},
1
fg’u = E{QO{QGU,D},
faw = Civ{zageu’D +26pv' D},

J3.0 = CLU {200u'v'},
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donde D denota al operador derivada con respecto a . 1

Por el teorema anterior vemos que se cumplen las hipotesis de los Teoremas 3.2 y 3.3.
Por lo tanto se tiene la convergencia del algoritmo de cuasilinealizacion definido en la
Seccion 2.1. A continuacion utilizaremos este algoritmo para identificar el parametro
q = (a2, aq,ag,6;) en el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (4.3) que modela,
como ya hemos mencionado, el comportamiento de un sé6lido unidimensional con memoria
de forma.

En los ejemplos que siguen haremos uso de los mismos valores de los parametros que
se utilizaron para la resolucion numérica de las ecuaciones en el Capitulo 5. Estos valores
son: ap =24 Jem P K™, ay =1.5%x10°Jem™ , ag = 7.5x 10 J em ™2 K=, 0, = 208 K,
C,=29)em 3 KHLk=19wem 'K, p=111lgem? =1, yy=10"'2J ecm™'.

Queremos estimar ¢* = (o, oy, ag, 01) = (24, 1.5 x 10, 7.5 x 105, 208).
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Ejemplo 1: Datos Ezxactos

En este primer ejemplo investigamos el comportamiento del algoritmo cuando supone-
mos la existencia de un ¢* que ajusta exactamente los datos. Para ello tomamos uy = 0,
1o =0y b =200 K, g(z,t) =0,

1x10°, si04<az<0.6,
o=

0, en otro caso,

y T = 0.01. Primero, obtenemos u(x,t,q¢*) y 0(z,t,q*) resolviendo numéricamente el
problema, utilizando el algoritmo propuesto en el Capitulo 5. Tomamos las observaciones
9
N iy tl, * ..
como %; = {<u(x] q*))} , donde t; = 0.0014, i = 1,2,...,10. Comenzamos con
0z ti50%) ) J ;)
una estimacion inicial ¢° = (50,3 x 10, 15 x 10°, 420) aproximadamente igual a dos veces
q*. Los resultados de las iteraciones producidas por el algoritmo de cuasilinealizacién se
muestran en la Tabla 6.1 y en la Figura 6.1. En la Figura 6.2a se muestra una comparacion

entre u(x,T; ¢*) vy u(z, T; ¢*) mientras que en la Figura 6.2b se muestran los valores de

O(x,T;q*) y 0(x,T; q") para diferentes valores de k.

k (6%) Qg Qg 91 J(qk)

0 | 50.0000 | 300000 | 1.50000e+07 | 420.000 | 1994.6900
1] 16.1807 | 228111 | 1.40769e+07 | 459.904 | 611.1950
2| 26.1790 | 222964 | 8.71784e+06 | 33.096 | 280.8220
31 25.3531 | 246241 | 8.83171e+06 | 126.468 15.3156
41 24.2770 | 178223 | 7.87660e+06 | 181.091 7.1313
5 | 24.0166 | 151184 | 7.51451e+06 | 206.550 0.6210
6 | 24.0012 | 150073 | 7.50096e+06 | 207.927 0.0122
7 | 24.0001 | 150006 | 7.50008e+06 | 207.994 0.0030
8 | 24.0001 | 150002 | 7.50003e+06 | 207.998 0.0029
9 1 24.0000 | 150002 | 7.50002e-+06 | 207.998 0.0029
10 | 24.0000 | 150002 | 7.50002e+06 | 207.998 0.0029
11 | 24.0000 | 150002 | 7.50002e+06 | 207.998 0.0029
12 | 24.0000 | 150002 | 7.50002e+-06 | 207.998 0.0029

Tabla 6.1: Valores de los parametros y del criterio de error en las ite-
raciones del algoritmo de cuasilinealizacion en el ejemplo 1.
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50 T T T T T 300000 T T T T T
s ] 280000 |- 4
- parametro 6ptimo 260000 [ - - - - parametro 6ptimo B
40 - B
parametro en el paso k parametro en el paso k
240000 |- B
35 - B
[\l <t
220000 -
3 3
30 1
200000 |- B
25 -
----- 180000 |- B
20 -
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Figura 6.1: Evolucion de las iteraciones para el Ejemplo 1.
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Figura 6.2: Desplazamiento (a) y Temperatura (b) para T = 0.01 y ¢ = ¢*,
k=20,3,T.
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Ejemplo 2: Datos Ruidosos
Este ejemplo es analogo al Ejemplo 1, con la diferencia que ahora agregamos errores
aleatorios a los datos observados con el objeto de simular errores de medicion. Mas preci-

O0(xj, i q7) + T
7; ; son ntimeros al azar uniformemente distribuidos en (—0.05%, 0.05u) y (—0.056, 0.050),

9
) . u(x;,ti;q*) + 15
samente, las observaciones se tomaron como 2; = { ( (25, t5.07) + g , donde r; ; y
Jj=1

respectivamente, con

Lo IR
ﬂ:@ZZW(%,tﬁq*) 5 y 9:%22|9(Ii’t1;Q*) '
i=1 j=1 =1 =1

El estimador inicial es nuevamente ¢° = (50,3 x 10°,15 x 10°, 420). Los resultados de

las iteraciones se muestran en la Tabla 6.2 y en la Figura 6.3. La Figura 6.4a muestra
una comparacion entre u(z, T; ¢*) y u(x, T; ¢*) mientras que en la Figura 6.4b se muestra

O(x,T;q*) y 0(x,T; q") para diferentes valores de k.

k (6%) Qg (675 91 J(qk)
0 | 50.0000 | 300000 | 1.50000e+07 | 420.000 | 1987.240
1| 16.5263 | 251533 | 1.43413e+07 | 450.975 | 604.570
2| 26.7351 | 173032 | 7.92651e+06 | 77.3584 | 261.591
3| 25.1282 | 223785 | 8.54573e+06 | 148.386 | 111.619
41 24.2875 | 176007 | 7.84280e+06 | 189.479 | 111.030
0 | 24.4436 | 183683 | 7.95702e+06 | 183.663 | 110.985
6 | 24.4070 | 180771 | 7.91592e+06 | 186.193 | 110.977
7| 24.4184 | 181677 | 7.92857e+06 | 185.411 | 110.979
8 | 24.4151 | 181408 | 7.92483e+06 | 185.645 | 110.978
9 | 24.4161 | 181487 | 7.92593e+06 | 185.576 | 110.979
10 | 24.4158 | 181464 | 7.92560e+06 | 185.596 | 110.978
11 | 24.4159 | 181471 | 7.92570e+06 | 185.590 | 110.978
12 ] 24.4159 | 181469 | 7.92567e+06 | 185.592 | 110.978
13 | 24.4159 | 181469 | 7.92568e+06 | 185.592 | 110.978

Tabla 6.2: Valores de los parametros y del criterio de error en las ite-
raciones del algoritmo de cuasilinealizacion en el ejemplo 2.
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Figura 6.4: Desplazamiento (a) y Temperatura (b) para T = 0.01 y ¢ = ¢*,
k=20,3,T.
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Ejemplo 3: Comparacion entre Métodos Directos e Indirectos

En este ejemplo hemos resuelto el problema de identificacion de dos maneras, primero
usando un método indirecto y luego utilizando el algoritmo propuesto en la Secciéon 2.1.
El proposito es ilustrar las distintas velocidades de convergencia de los dos métodos.
Tomamos ug, vy, 0, f vy g como en los ejemplos anteriores. El método indirecto consistio
en aproximar la solucion del sistema dinamico utilizando el algoritmo propuesto en el
Capitulo 5 y aplicar el algoritmo de optimizacion de Hooke y Jeeves [8] para resolver el
problema de optimizacion resultante. Se obtuvo Z; como en el Ejemplo 1 y se comenzo
con la estimacion inicial ¢° = (25,2 x 105,9 x 10°,220). Los resultados de las iteraciones

se muestran en la Tabla 6.3.

k (0] Qg (673 91

D I D I D I D I
0 25 25 | 200000 | 200000 9e-+06 9e+06 215 215
12 | 24.004 | 24.1250 | 149991 | 176000 | 7500020 | 8865000 | 207.999 202.1
40 | 24.004 | 24.9375 | 149991 | 161500 | 7500020 | 7537500 | 207.999 202.1
100 | 24.004 | 25.7344 | 149991 | 154000 | 7500020 | 6907500 | 207.999 202.1
500 | 24.004 | 24.8140 | 149991 | 149738 | 7500020 | 7333770 | 207.999 | 206.564
1000 | 24.004 | 24.4651 | 149991 | 149967 | 7500020 | 7462530 | 207.999 | 207.355
2000 | 24.004 | 24.1638 | 149991 | 150040 | 7500020 | 7499950 | 207.999 | 207.801
3000 | 24.004 | 24.0651 | 149991 | 150011 | 7500020 | 7500490 | 207.999 | 207.924

Tabla 6.3: Comparacion de las velocidades de convergencia entre un
método directo y uno indirecto.
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Capitulo 7

Resolucion Numeérica del Problema de
Control

En este capitulo utilizaremos el algoritmo de Cuasilinealizacion que se expuso en la Sec-
cion 2.1 para resolver numéricamente el problema de control terminal (C) planteado en
la Seccion 1.8, para el caso particular en el cual el operador lineal A y la funcion F(¢, z)

estan dados por (4.6)—(4.9).

No haremos un estudio completo ni exhaustivo del problema de control, simplemen-
te ilustraremos otra utilizacion del método directo para la identificacion de pardmetros

propuesto en el Capitulo 2.

Como notaramos en la Seccion 1.8, si consideramos la funcion de control u(¢) como un
parametro distribuido temporalmente, ademas de espacialmente, el problema de control
planteado en esa seccidon es un caso particular de un problema de identificacion de para-
metros. Tomaremos ventaja de esta similaridad entre los problemas para realizar lo que
nos hemos propuesto en este capitulo: Hallar aproximaciones numéricas de los controles

que logren cierto estado final a partir de un estado inicial.

Si bien es cierto que deberiamos hacer un estudio teérico de qué estados son alcanza-
bles desde un estado inicial dado, con una cierta familia de funciones de control, también
es cierto que los experimentos numéricos nos pueden ayudar a dilucidar cuél sera la
respuesta a este interrogante, o al menos a imaginarnos cuiles no podran ser respues-

tas validas, para después afrontar el problema de la demostracion teédrica del o de los
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resultados imaginados.
El estudio teodrico de la controlabilidad y de los estados alcanzables mediante una
familia dada de controles se dejara para trabajos posteriores, en los cuales intentaremos

también resolver problemas de control 6ptimo.

7.1 Hipoétesis para la Convergencia del Algoritmo

En esta seccion definiremos los operadores lineales A y B, y la funcion F'(¢, z) de tal modo
que la ecuacion (1.12) sea equivalente al sistema (4.3)—(4.4). A tal efecto, mantenemos
las definiciones del espacio de estados Z y del operador A de la Seccion 4.3, y definimos

el operador F' : [0,T] x D(F) — Z por

0
F(t,2) = | falt, 2) (7.1)
fg(t, Z)
donde
pfa(t, z )= % 205 (6(z) — 61) v/ (z) — 4ot (z)? + 6agu/(2)°] (7.2)
C., f3(t, g ) = 2000(2)u (2)v' (z) + Bpv’ ()2 (7.3)

y D(F) = H?(0,1)x H'(0,1) x H*(0,1). Llamaremos U al espacio de controles admisibles
U=HY0,T:H*0,1) x H*0,1))

y definimos el operador lineal B : Y — L*>°(0,T : Zs) por

0 0 0
([ N f(t)
BU(t)—B(g) (t) = Ci];((tt)) = ’ i (g(t)), te[0,7].

De ahora en adelante dejamos fijo € (%, 1). Sabemos por los resultados de la
Seccion 4.4 que si f y g satisfacen la hipotesis (H1) (ver pagina 62), entonces la ecua-
cion (1.12) tiene solucion para todo zp € D(I — A)°. En particular para todo U € U la

ecuacion (1.12) tiene solucion tnica a la que llamaremos z(t; U) = (u(t; U), v(t; U), 0(t; U)).
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Segun los resultados de la Seccion 2.2 una condicién suficiente para la convergencia
del algoritmo de identificacion, es que la derivada de Fréchet Dy z(t; U) sea localmente
Lipschitz continua con respecto a la variable U. Teniendo en cuenta los resultados del
Capitulo 3, una condicion suficiente para que esto ocurra es que el mapeo F : U X
0,T] x D(F) — L>®(0,T : Zs) definido por F(U,t,z) = F(t,z) + BU(t) sea derivable
Fréchet con respecto a U y a z y que las derivadas Dy F(U,t,2) y D.F(U,t,z) sean
funciones localmente Lipschitz continuas de U x L>(0,T : Zs) en L>(0,T : LU, Z)) vy
en L>(0,7 : L(Zs,Z)), respectivamente, con respecto a ambas variables.

Estas hipotesis se cumplen como consecuencia del Teorema 6.3 y del hecho que B es

un operador lineal y acotado de U en L>(0,T : Zj).

7.2 Experimentos Numeéricos

En esta seccion utilizaremos el algoritmo de identificacion basado en cuasilinealizacion pa-
ra obtener aproximaciones numéricas de las funciones de control f y g que en el problema
de valores iniciales y de frontera (4.3)-(4.4) logran un desplazamiento 4 y una tempe-
ratura 6 deseados, en tiempo final 7' dado. En todos los experimentos partiremos del
estado inicial consistente de desplazamiento y velocidad nulos y temperatura constante

de 200 K, e intentaremos hallar las funciones que mejor aproximen el estado final

0.1 1i0<x<0.5 -
i) =4 7" U= sEe f(r) =200K, 0<z<1
01(1—z) si0bh<z<1
en T' = 0.01. Para ello definimos J(U) = CyJq(U) + CyJp(U), donde
100
Ja(U) = (u(0.01i,T;U) — @(0.014))*
i=0

100 X )
T(U)=3" (9(0.01 i, T:U) — 0(0.01 i)) ,
i=0
y elegimos Cy = 1000 y Cy = 1 para equilibrar o balancear el funcional de modo que se
le dé la misma importancia al desplazamiento y a la temperatura. En todos los casos,

iniciaremos las iteraciones con las funciones de control f = g = 0.
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Experimento 1.
En este experimento, deseamos ver qué resultados podemos obtener suponiendo que f
y g son constantes a trozos en los rectangulos Ry = [0,1/3)x[0,T], Ry = [1/3,2/3) %[0, T

y Rs = [2/3,1] x [0,T] (ver Figura 7.1). Los valores de f y ¢ en cada uno de estos

t

A

»
>

1
0 3 2 1 x

Figura 7.1: Rectangulos donde f y g son constantes en el Experimen-
to 1.

rectangulos para cada iteracion pueden observarse en la Tabla 7.1, mientras que en la

Figura 7.2 se ve el desplazamiento y la temperatura finales para algunas iteraciones.

k

J g
R, Ry Rs R, Ry R
0 0 0 0 0 0 0
1 [ 3.84051 | 10.6160 | 3.84051 || -1.38e-14 | 1.08e-14 | 2.07e-14
2 |/ 3.78732 | 11.0925 | 4.12042 || -8.63138 | -7.15525 | -11.67290
3 ][ 3.74838 | 11.3075 | 4.00717 || -8.79441 | -8.12705 | -9.98224
41374878 [ 11.4273 | 3.89327 || -8.91942 | -8.61023 | -9.52561
5 || 3.75231 | 11.4838 | 3.79721 || -8.97732 | -8.94461 | -9.07119
6 || 3.75572 | 11.5135 | 3.72982 || -9.00843 | -9.15649 | -8.76404
7 11 3.75829 | 11.5306 | 3.68533 || -9.02664 | -9.29116 | -8.56287
8 |[ 3.76007 | 11.5411 | 3.65646 || -9.03790 | -9.37726 | -8.43289
9 || 3.76127 | 11.5477 | 3.63774 || -9.04504 | -9.43274 | -8.34878
10 || 3.76207 | 11.5519 | 3.62557 || -9.04963 | -9.46871 | -8.29412

Tabla 7.1: Valores de las funciones de control f y g para el Experi-
mento 1 en las primeras 10 iteraciones.
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Figura 7.2: Desplazamiento y temperatura en 7' = 0.01 para U = U,
con k=0,2,4,6,8 en el Experimento 1.

Experimento 2.

En este experimento, en un intento por mejorar la aproximaciéon a 4 y a 0 aumentamos
a b el numero de rectangulos donde las funciones de control son constantes, dividiendo
nuevamente solo el intervalo espacial [0, 1] en 5 subintervalos de longitud 1/5 (ver Figu-

ra 7.3). En la Figura 7.4 podemos observar cudl es el desplazamiento y la temperatura

1 3 4
0 5 5 5 Iz

(SN

Figura 7.3: Rectangulos donde f y g son constantes en el Experimen-
to 2.

final con los controles obtenidos en algunas de las iteraciones. Como podemos observar
en la figura la aproximacion al desplazamiento deseado es mejor, pero la temperatura

sigue presentando oscilaciones pronunciadas.



100 Resolucion Numeérica del Problema de Control

o
o
-3
N
@
o

bjetivo

Pt
o

25 b L ol ]

> e

NI

OB O
L

N N
B IN]
@ o
T T
I I

N

iy

S}
T
I

desplazamiento
temperatura

205 - b

o L L L L 105 L L L L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.4: Desplazamiento y temperatura en 7' = 0.01 para U = U*,
con k=0,2,4,6,8, en el Experimento 2.

Experimento 3.

En este experimento, en un intento por mejorar la aproximacion que se habia obtenido
en el Experimento 1, y evitar a la vez las oscilaciones en la temperatura que se obtuvieron
en el Experimento 2, aumentamos a 6 el nimero de rectangulos donde las funciones de
control son constantes, pero esta vez dividiendo el intervalo espacial en 3 subintervalos y

el temporal en 2 (ver Figura 7.5). En la Figura 7.6 podemos observar cuél es el despla-

ST

»
>

0 % % 1 T

Figura 7.5: Rectangulos donde f y g son constantes en el Experimen-
to 3.

zamiento y la temperatura final con los controles obtenidos en algunas de las iteraciones.
Como podemos observar en la Figura 7.6, tanto la aproximacion al desplazamiento como

la aproximacion a la temperatura deseados son similares a las del Experimento 2, pero
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las oscilaciones de la temperatura disminuyen considerablemente. Esto nos induce a creer

que una estrategia de refinamiento de la malla debe tener en cuenta un refinamiento en

ambas variables y no so6lo en la variable espacial. Esto guarda una fuerte relacion con

el hecho que el problema es nolineal, pues si el problema fuera lineal, la discretizacion

temporal no tendria ningin efecto.
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Capitulo 8

Conclusiones y Planes para el Futuro

En este trabajo se ha desarrollado un algoritmo para la identificacion de parametros en

un problema de Cauchy abstracto nolineal en un espacio de Banach Z, de la forma

2(0) = 2.

donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico en Z y la parte nolineal
F' depende del parametro ¢q. El mismo algoritmo y los mismos teoremas de convergencia
permanecen validos para cualquier problema de Cauchy abstracto que dependa de un
parametro ¢, en particular para el caso en que también el operador lineal A depende del
parametro g. Sin embargo, en el caso en que A y F dependen ambos del pardmetro ¢,
es més dificil de probar que se cumplen las hipotesis para la convergencia del algoritmo.
Uno de los problemas que quedan abiertos para futuras investigaciones es el de encontrar
condiciones suficientes sobre A(q) y F(q,t, z) para que exista la derivada de Fréchet de
la solucion z(t; q) con respecto al parametro ¢ y que ésta sea Lipschitz continua también
con respecto al parametro q.

Por otro lado, el algoritmo para la identificacion de pardmetros fue desarrollado para
el caso en que ¢ se encuentra en un espacio de dimension infinita, y los teoremas de
convergencia del mismo permanecen vélidos en este caso. Sin embargo, para que el
algoritmo pueda ser implementado computacionalmente es necesario aproximar el espacio

de parametros Q por un espacio de dimension finita Q°. Pero al hacer esto, los teoremas



104 Conclusiones y Planes para el Futuro

de convergencia dejan de ser validos, pues s6lo hemos demostrado la convergencia en el
caso en que se sabe a priori que el parametro 6éptimo ¢* € Qs para algin s. Un problema
que nos proponemos para el futuro es el de obtener resultados de convergencia cuando el
espacio de estados 0 se aproxima por espacios de dimension finita Qs, y 1O se supone a
priori que ¢* pertenezca a algin Q°, como asi también obtener cotas para el error.

El algoritmo de identificacion ha sido utilizado para identificar los pardmetros as, ay,
ag y 61 del problema de valores iniciales y de frontera (4.3)—(4.4). Si bien los experimentos
numéricos se han realizado utilizando datos artificiales, se estan realizando esfuerzos por
conseguir mediciones que permitiran probar el algoritmo contra datos experimentales.

También se ha visto que el algoritmo basado en cuasilinealizacion para la identificacion
de parametros aqui desarrollado es de utilidad para la resoluciéon numérica de un proble-
ma de control terminal, asociado al sistema de ecuaciones que modela el comportamiento
de un so6lido unidimensional con memoria de forma. Esta aplicacion se realiz6 solamente
a modo de ejemplo, pero permite imaginar respuestas al problema de la controlabilidad.
El problema de la controlabilidad, como también el problema de la existencia de contro-
les 6ptimos asociados a las ecuaciones diferenciales mencionadas en este parrafo es un
problema que nos proponemos estudiar en breve. Otro problema que nos proponemos
estudiar es el desarrollo y aplicacion de algin algoritmo basado en cuasilinealizacién para

la resoluciéon numeérica de problemas de control 6ptimo.
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