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Resumen

En el Anélisis Armonico nos encontramos frecuentemente con el problema de la conti-
nuidad, en diferentes contextos, de una amplia gama de operadores, que surgen en cone-
xion con el estudio de la regularidad de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales.
Los que aparecen mé&s comtinmente son aquellos de tipo integral singular o fraccionaria
y sus conmutadores, los que, a su vez, suelen estar controlados, en cierta forma, por ope-
radores de tipo maximal. Muchas veces, ese control estd dado en la norma del espacio
donde ellos actian, como por ejemplo, en la norma de los espacios de Lebesgue LP(R™)
con 1 < p < oo. Por la relacion existente entre el operador y su correspondiente maximal,
es posible derivar condiciones de continuidad para los primeros una vez conocidas las de
los 1ltimos.

Ahora bien, suele ocurrir que los espacios LP(R™) no siempre son el marco mas fa-
vorable para describir el comportamiento de los operadores del Analisis Armoénico. Unos
sustitutos adecuados resultan ser los espacios de Orlicz que son, en cierta forma, espacios
intermedios entre éstos.

En otros &mbitos de aplicacion relacionados con el estudio de fluidos electroreoldgicos
y los procesos de restauracion de imagenes, surgen los que se conocen como espacios de
Lebesgue de exponente variable, denotados por LP()(R"), que son otro tipo de generali-
zaciones de LP(R™), siendo p(-) una funcion definida sobre R™ a valores en [1, 00).

Este sera el contexto en el que se estudiaran propiedades de acotacion de operadores en
esta tesis. Analizaremos la continuidad de operadores integrales singulares y fraccionarios
sobre tales espacios. Dichos operadores son de convoluciéon con nicleos que verifican
ciertas condiciones de regularidad de tipo Hormander relacionadas con una funcién de
Young 1. Un andlisis similar se har& para el caso de los conmutadores de estos operadores
con simbolos en BMO. La regularidad mencionada anteriormente determina cuéles son
los operadores maximales que los controlan, lo que conduce a analizar el problema de la
acotacion sobre espacios de Lebesgue generalizados de los operadores maximales asociados
a la funcion 7, denotados por M, ,, con 0 < a < n.

El objetivo principal serd, por un lado, obtener caracterizaciones a través de condi-
ciones de tipo Dini para la acotaciéon sobre espacios de Orlicz del operador M, ,. Como
caso particular, veremos que las condiciones obtenidas en esta tesis generalizan a las ya
conocidas para M, dadas en los trabajos [20] y [46]. Por otro lado, se estudiaréan acota-
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ciones fuertes con pesos para M, , en el contexto de espacios de Lebesgue de exponente
variable, lo que dara también resultados atin no conocidos sobre los clasicos LP, y per-
mitird generalizar el resultado obtenido para el operador maximal de Hardy-Littlewood
en [29] y [23]. En cada caso, se derivaran propiedades similares de continuidad para los
operadores que dichas maximales controlan.

En una ultima instancia, obtendremos desigualdades de tipo Wiener pesadas para los
operadores maximales M,, que nos daradn informacion acerca de la integrabilidad local
de éstos, y versiones fraccionarias de los mismos.



Introduccion

Resulta de gran interés en el area del Analisis Armonico analizar las propiedades de
continuidad de una gran variedad de operadores que surgen del estudio de la regulari-
dad de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales. Muchas veces estos operadores
son controlados por otros de tipo maximal y este control se da, en algunas ocasiones, en
la norma de los espacios involucrados en el estudio de dicha continuidad. Una desigual-
dad tipica que describe este comportamiento, por ejemplo, en el caso de los espacios de
Lebesgue pesados definidos sobre R™ esta dada por

/Rn |T f(x)|Pw(x)dx < C . |IMrf(z)Pw(z)de, 0<p< oo, (1)

donde w es una funcién positiva y localmente integrable, usualmente llamada peso, que
pertenece a una clase determinada, 7 es uno de los operadores mencionados y M7 es el
operador de tipo maximal asociado a T .

Diversos autores han estudiado desigualdades de este tipo para operadores clasicos.
Por ejemplo, cuando w = 1, la desigualdad (1) fue probada en [21] para el caso en que
T es un operador de Calderon-Zygmund y My = M, el operador maximal de Hardy-
Littlewood; y en [1]| para el caso en que T es la integral fraccionaria y My = M,, el
operador maximal fraccionario, donde 0 < a < n. Los resultados contenidos en [21] y
[1] fueron extendidos en [22] y en [71], respectivamente, para el caso en que el peso w
pertenece a la clase A, de Muckenhoupt (ver [42] para la definicion de esta clase y [19)],
[38], [50], [1], [71] para méas informacion respecto de los operadores mencionados).

Una herramienta esencial para la obtencion de desigualdades como las de (1) es una
estimacion puntual que relaciona el operador maximal “sharp” compuesto con 7 con la
maximal asociada M. Concretamente, si 0 < d < 1, la desigualdad en cuestion es de la
forma

ME(Tf)(x) < CsMrf(x), (2)
donde Cj es cierta constante positiva que depende de ¢ y

, 1
Mi(g)(a) = sup fuf o= | o) = ol

B>z aceR

siendo ademés Mg := M?¥(|g|?)'/°. Cabe sefialar que el supremo anterior se toma sobre
todas las bolas B contenidas en R".



VI INTRODUCCION

Para el caso en que T es el conmutador de primer orden de la integral singular o
de la integral fraccionaria, las desigualdades (1) y (2) fueron obtenidas en [78] y en [24],
respectivamente, cuando w es un peso en la clase A,. Para conmutadores de mayor orden
de estos mismos operadores, desigualdades similares a (1) y (2) fueron obtenidas en [80]
para el conmutador de la integral singular, y en [10] para el conmutador de la integral
fraccionaria. Las correspondientes maximales M+ resultan ser iteraciones del operador
maximal de Hardy-Littlewood para el primer caso y composiciones de estas iteraciones
con maximales fraccionarias, en el segundo. El niimero de iteraciones en la composicion
depende directamente del orden del conmutador. Mas precisamente, la maximal M
relacionada con el conmutador de orden & € NU {0} de la integral singular a través de
las desigualdades citadas estd dada por M**! = M o---o M, compuesta k + 1 veces. En
[79] se prob6 que M**1 es puntualmente equivalente al operador M7, 10 y+ definido, para
una funcion f localmente integrable, por

Mpog pyr f(7) = Séup [ f1]Lgog L)k, B
ST

donde

k
||f||L(logL)k,B:inf{>‘>0:ﬁ/}g&)\x)ylog (€+M) dxél}. (3)

Esta equivalencia se da en el sentido de que existen dos contantes positivas C; y Cs tales
que la desigualdad

CiM g pye f () < MM f(2) < CoMp0g 1y ()
vale.

La expresion en (3) define un promedio de tipo Luxemburg que esté asociado a la
funcion 7(t) = tlog(e + t)*. Cuando k = 0 es el promedio usual dado por ﬁ [/l v la
maximal correspondiente es la de Hardy-Littlewood, M.

En cuanto al operador maximal que controla al conmutador de orden k de la integral
fraccionaria I, dado por M,(M*¥), en |37| se prueba que es puntualmente equivalente al
operador maximal definido por

Ma,L(logL)kf(x) = SBup |B|a/n||f||L(logL)k,B'
o>

En particular, si k = 0, Mo, = Mo y si a =0, My rog )¢ = Mpgogryr- Ademds, en [11]
se prueban otras equivalencias entre composiciones de maximales y maximales asociadas
a funciones de Young.

Continuando con los operadores de tipo integral singular, en [67| se consideran aquellos
que son la convoluciéon con nicleos cuya regularidad viene dada a través de condiciones de
tipo Hormander que involucran promedios sobre coronas como los descritos en (3) pero
asociados a una funcion de Young 7 cualquiera. Se demuestra que la funcion maximal
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que controla a este tipo de operadores en el sentido de las desigualdades (1) y (2) esta
dada por

M; f(x) = sup || f]|58
B>x

donde 77 denota la funcion de Young complementaria de n (ver Definicion 1.1.15) y

_ 1 (f(@)]
Hfllﬁ,B—mf{A>0-E/Bn(T>da:§1}.

Un resultado similar al anterior se obtiene en [66] para los conmutadores de los ope-
radores mencionados pero la condicion de tipo Hérmander depende no sélo de la funcién
de Young que da la regularidad sino también del orden del conmutador. Las versiones
fraccionarias de operadores asociados a este tipo de nticleos y sus conmutadores fueron
estudiadas en [12]. Alli se muestra que, si la regularidad de tipo Hérmander del niicleo
estd dada en términos de una funcién de Young 7, la maximal correspondiente es M, ;
donde

Mo f () = sup B fl5.5- (4)

Por lo expuesto hasta aqui, esta claro que a partir de las propiedades de continuidad
de los operadores maximales M+ se pueden deducir propiedades de continuidad para el
correspondiente operador 7 y de alli la importancia de determinar las propiedades de
acotacion de los primeros.

En esta tesis se abordara particularmente el estudio del comportamiento de los ope-
radores maximales asociados a funciones de Young, actuando en diversos espacios fun-
cionales en los que sus propiedades de acotacion no han sido demasiado exploradas, para
deducir, luego, las correspondientes propiedades de los operadores que éstos controlan.
En una primera instancia se analizaré el problema mencionado en el contexto de espacios
de Orlicz sobre subconjuntos del espacio euclideo. Es bien conocido que muchos de los
operadores clasicos del Analisis Armonico a los que nos hemos referido no poseen propie-
dades de continuidad cuando actian sobre ciertos espacios de Lebesgue LP. Por ejemplo,
se sabe que M no es acotada en L', siendo los espacios de Orlicz sustitutos mas ade-
cuados en tal sentido. Una muestra de ello es un resultado de Stein (|88]) que establece
que la integrabilidad local del operador maximal de Hardy-Littlewood M de una funcion
localmente integrable f es equivalente a la pertenencia de la funcién a la clase Llogt L,
el espacio de funciones definido a través de la integrabilidad de |f|log™ |f|. Este espacio
puede verse como el espacio de Orlicz asociado a la funcion ¢(t) = tlog™ t. Parece natural
entonces preguntarse acerca de los operadores maximales M*, k € N, ya que, como se
sabe, son més grandes que M por el teorema de diferenciacion de Lebesgue, por lo que
no resultan continuos en L'. Esto conduce ademaés, al estudio de versiones mas generales
de estas iteraciones, que ya hemos definido antes.

Hay algunos antecedentes en cuanto al problema mencionado en el ambito de los
espacios de Orlicz. Por ejemplo, en [14], [41], [53] y [91] se obtienen resultados de acotacion
en espacios de Orlicz para el operador maximal de Hardy-Littlewood M. Resultados
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relacionados para el operador maximal fraccionario M, en este contexto se dan en [20] y
[46], incluyendo, en ambos, resultados para el caso o« = 0. Por otra parte, las propiedades
de continuidad de maximales asociadas a una funcién de Young fueron estudiadas en [54],
[76] v [79] en el contexto euclideo y en [52] en el marco més general de espacios de tipo
homogéneo.

En lo que respecta al contenido de esta tesis, en el Capitulo 3, se estudia el comporta-
miento del operador maximal fraccionario M, ,, 0 < a < n, definido en (4), obteniéndose
caracterizaciones via desigualdades de tipo Dini de la acotaciéon de este operador de
LA(Q) en LB(), donde Q es R™ o un subconjunto abierto y de medida finita de R™.
Estas condiciones de tipo Dini relacionan las funciones A y B de los espacios con la fun-
cion de Young 7 interviniente en la definicion del operador maximal considerado. Cuando
n(t) =t A(t) =ty B(t) =t con 1 <p<n/ayl/q=1/p—a/n, el resultado obtenido
contiene la clasica acotaciéon LP — L? del operador maximal fraccionario M,. Dicho re-
sultado generaliza, ademads, los correspondientes dados en [20] y [46] cuando n(t) = t. La
generalizacién permite, posteriormente, derivar propiedades de acotaciéon de una amplia
gama de operadores, aquellos controlados por estas funciones maximales. Cabe senalar
que las condiciones obtenidas en [20] son menos manipulables que las de tipo Dini antes
mencionadas.

Siguiendo en esta linea, se obtuvieron caracterizaciones por medio de condiciones
de tipo Dini de la acotaciéon entre espacios de Orlicz del conmutador de orden k de la
integral fraccionaria con simbolo en BMO. Para ello, fue esencial no soélo el resultado
anterior correspondiente al operador maximal, sino también una desigualdad del tipo (2)
entre este conmutador y My = M, 110, ). Para obtener la caracterizacion mencionada
fue necesaria también una estimacion inferior de la medida de los conjuntos de nivel de
los conmutadores mencionados.

Un argumento similar condujo a condiciones de tipo Dini suficientes para la acotacion
sobre espacios de Orlicz de operadores singulares y fraccionarios mas generales como los
mencionados anteriormente.

Continuando con la misma filosofia, el Capitulo 4 esta dedicado al anélisis de la conti-
nuidad de los operadores definidos anteriormente sobre espacios de Lebesgue de exponente
variable LP0). Estos espacios resultan de gran interés por ser el ambito adecuado para
describir el comportamiento de cierta clase de fluidos, denominados fluidos electroreolo-
gicos, que tienen la capacidad de modificar significativamente sus propiedades mecanicas
cuando se les aplica un campo eléctrico (ver, por ejemplo, [81] y [87]). Son, ademas, de
particular importancia para distintos problemas relacionados con ecuaciones en derivadas
parciales y el calculo de variaciones (ver [2], [40], [45], [49] ¥ [69]), para los procesos de
restauracion de imagenes (ver [18], [48] y [65]) vy para el estudio de otros fenémenos fisicos

(ver [4], [5] y [16]).

Muchos de los operadores previamente mencionados ya han sido estudiados sobre L0,
pudiendo citar, por ejemplo, [23], [25], [28], [32], [33], [62], [63], [61], [74], [73] v [75] para
el caso de la funcion maximal de Hardy-Littlewood. En particular, en [23] los autores
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obtienen la clase de pesos que caracteriza la acotacion de M en espacios de Lebesgue de
exponente variable con pesos. Por otra parte, en [15], [43], [44] y |55] se dan resultados de
acotacion para la funcion maximal fraccionaria, en [35] y [64] para el caso de operadores
de Calderon-Zygmund y sus conmutadores, y en [2], [24], [45] ¥ [55] para operadores de
tipo potencial (ver también [27] para el caso de otros operadores clésicos).

El trabajo de tesis en este contexto es, en una primera etapa, caracterizar los pesos
involucrados en la acotacion de los operadores maximales definidos a través de una funcién
de Young 71 de tipo L?(log L)’ con 8 > 1y § > 0, los que resultan ser una variante
de los pesos introducidos en [23]. Cuando 7 es una funcion de Young mas general que
satisface cierta condicion de tipo Dini, se dan condiciones suficientes sobre los pesos
para la acotacion del operador maximal asociado sobre LP()(R™ w). Bajo condiciones
adicionales en la funciéon 7, se prueba que las condiciones en los pesos resultan, ademas,
necesarias. Se obtuvieron también versiones fraccionarias de estos resultados. Tal y como
se ha propuesto, de estos resultados se derivan propiedades de continuidad, sobre espacios
de Lebesgue de exponente variable con pesos, para operadores integrales singulares y
fraccionarios controlados por estas maximales.

Por otro lado, como se mencion6 anteriormente, el operador maximal no esta acotado
sobre L'(R™), pero se sabe que si se aplica sobre funciones f del espacio de Orlicz L*4(R"),
con A(t) = tlog(e+t), entonces M f € L} (R"). Concretamente, si B es una bola en R",
la desigualdad obtenida, denominada desigualdad de Wiener (ver [90]), es la siguiente

/B Mf(x)dz < 2/B| +C / 1) og(e + (o))

En el contexto de espacios de Lebesgue de exponente variable, los autores en [25] dieron
una generalizacion de la misma. Mas precisamente, demostraron que dada cualquier bola
B y cualquier ntimero € > 0, vale la desigualdad

/BMf(x)dx <2[B[+C - |f (@) log(e + |f(2)])"dx (5)

para toda funciéon acotada p : R™ — [1,00), donde ¢q(x) = max{e (e + 1 — p(x)),0}.
Claramente, cuando p = 1 entonces ¢ = 1 y (5) es la desigualdad de Wiener. Se prueba
también que, requiriendo hipotesis adicionales sobre la funcién p, conocida como condi-
cion de tipo log-Holder, la integrabilidad local se puede mejorar extendiendo el conocido
resultado de acotacion M : LP()(R™) — Lp(')(]R").

loc

El interés en estudiar este tipo de desigualdades para el operador M, se debe a que
el mismo es puntualmente mayor o igual que M y, por lo tanto, tampoco estd acotado
en L'(R"), de alli la importancia de analizar su integrabilidad local. En esta direccion,
se obtienen desigualdades de tipo Wiener que generalizan a las dadas en [25], incluyendo
el caso con pesos. El espacio de salida est& también relacionado con la funcién de Young
n. Via desigualdades de tipo Hedberg entre M, y su version fraccionaria, se deducen
resultados de las mismas caracteristicas para el operador M, ,,.

Cabe senalar que parte de los resultados originales de esta tesis se encuentran resu-
midos y publicados en [9].






Capitulo 1

Funciones maximales y operadores
relacionados

En este primer capitulo introduciremos los operadores maximales que nos interesan
y los resultados de acotacion que se sabe que éstos verifican en distintos espacios fun-
cionales. Ademas, definiremos una clase de operadores integrales que son controlados, en
cierto sentido, por estas funciones maximales, para los cuales también se conocen algunos
resultados de continuidad. Inicialmente, describiremos las propiedades de las funciones de
Young que determinan los operadores maximales estudiados, y daremos especial atencion
a una clase particular de funciones de Young, la clase B, la cual serd de gran utilidad
para la obtenciéon de los resultados de acotacion deseados.

1.1. Funciones de Young

Definicién 1.1.1. Sea n : [0, +00) — [0, +00] una funciéon. Decimos que 7 es una funcion
de Young si (0) = 0, n(+o00) = 1th’er n(t) = 400, 1 es estrictamente creciente y convexa,
—+o0

es decir,
nAs+ (1= A)t) < An(s) + (1 —=XNn(t), Ve (0,1),Vs,te[0,+00).

Observacion 1.1.2. Es inmediato de la convexidad que toda funcién de Young es continua.

Ejemplos de funciones de Young son las funciones de tipo potencia n(t) = t* con
p > 1, las funciones de tipo Llog L, n(t) = tP(1 +1log" )7 con p > 1y ¢ > 0 y también
las funciones exponenciales 7(t) = e — e con p > 0. Consideraremos que las funciones 7
estrictamente crecientes y convexas tales que n(0) = 0 y n(t) = 400 para todo t > tg, y
cierto to € [0,00), son también de Young.

El siguiente resultado dado en [84| provee de una representacion integral para funcio-
nes de Young.
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Lema 1.1.3 (|84]). Toda funcion de Young n admite la siguiente representacion integral

n(t):/oth(s)ds, £>0,

donde h(0) =0, h: [0,4+00) — [0,+00] es continua por izquierda, positiva en (0,+00) y
no-decreciente, y si h(t) = 400 para t > u, entonces n(t) = +oo para t > u. Reciproca-
mente, si se tiene una funcion h con estas propiedades, la funcion n definida a través de
la integral de arriba resulta ser de Young.

Observacion 1.1.4. El lema anterior también es cierto si h es continua por derecha, aunque
no necesariamente h(0) = 0. En realidad, si 1 tiene esa representacion integral, n tiene
derivadas a izquierda y a derecha en toda la semirrecta (0,+00) y son iguales excepto,
quizés, en un conjunto a lo sumo numerable de puntos (ver [84]). Asi, la funcion h del
lema es la derivada a izquierda de 7.

En lo sucesivo, denotaremos con 1’ = h y diremos que la funcion 7’ es la derivada de
1. Es consecuencia inmediata de la representacion integral que la funcion 7 y su derivada
1’ se relacionan mediante la desigualdad que da el siguiente lema.

Corolario 1.1.5. Para toda funcion de Young n se tiene que n(t)/t es no-decreciente y
valen las siguientes desigualdades

%77' (%) < @ <n'(t), Vt>O0. (1.1.6)

Demostracion. En virtud del Lema 1.1.3, sabemos que 7’ es no-decreciente. Luego, si
0 < s <t, por medio de un cambio de variables obtenemos que

1 [ 1 [ L[ t
ns) = —/ n'(u)du = —/ n' <fv> dv < —/ n' (v)dv = M,
S s Jo tJo t tJo t
de donde se tiene que n(t)/t es no-decreciente.

Por otra parte, ambas desigualdades en (1.1.6) son también consecuencia de la mono-
tonia de 7. La desigualdad de la derecha es inmediata, y la de la izquierda se sigue de la
siguiente estimacion

- 1/o 0 (s)ds > %/t (s > L2, O

Ahora definiremos la funcién complementaria de una funciéon de Young. Para ello,
introduciremos la nocién de funcién inversa cuando se tiene una funcién creciente no
necesariamente invertible.

Definiciéon 1.1.7. Dada & : [0,+0c0] — [0,+00] una funcién creciente, se define su
tnversa generalizada por

O(t) =inf{s > 0: ®(s) > t}, (1.1.8)
donde inf ) = +oo.
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Observacion 1.1.9. Si @ estd acotada, digamos, ®(s) < C para todo s, claramente
®~1(t) = +oo paratodot > C.Y,si ®(s) = o0 para todo s > sy, entonces @~ (t) = +oo
para todo t > sg.

Observacion 1.1.10. Es facil ver que, a partir de la definicién de inversa generalizada, la
funcion original ® se puede reescribir, para 0 <t < +00, como

D(t) =sup{s > 0: d7'(s) < t}, (1.1.11)
donde sup () = +o0 (ver [77]).

Lema 1.1.12. Sea ® : [0, +o0] — [0, +00] una funcidn creciente y continua por izquierda.
Entonces

(i) @1 es creciente y continua por derecha;

(i1) wvalen las desigualdades

PO (t) <t <P P(t)), 0 <t < Hoo; (1.1.13)

(iii) si @ es estrictamente creciente, (D71)71(t) = ®(t), esto es, las desigualdades en
(1.1.13) son igualdades.

Demostracion. Si consideramos 0 < s <t < +o00,
{u>0:0(u) >t} C{u>0:P(u) > s}

y tomando el infimo de tales conjuntos, resulta que ®~1(s) < ®~1(¢), es decir, P! es
creciente.

Para probar la continuidad por derecha, tomemos una sucesion 0 < s, ~\ s, esto es,
lim, o0 S =5y s < s,41 < s, para cada n. Es claro, entonces, que

D (s,) > O Hspypr) > O H(s).

Por otro lado, dado € > 0, existe u > 0 con ®(u) > s tal que ®~!(s) + ¢ > u. Como
Sp > Spi1 > S, existe m € N tal que ®(u) > s, para todo n > m. Entonces, para todo
n>m,u€{t>0:0()>s,}, estoes, P7!(s,) < u < &7!(s) + ¢ para todo n > m. En
consecuencia, ®1(s,) \, ®71(s).

Probemos ahora las desigualdades en (1.1.13). Supongamos primero ¢ < +oco. Por un
lado, de la definicion de @' tenemos que ®~1(®(¢)) = inf{s > 0 : ®(s) > ®(¢)}, por
lo que, si fuera s < t, tendriamos que ®(s) < ®(t) por el crecimiento de ® y no podria
estar s en el conjunto. Luego, debe ser s > t y, asi, @ 1(®(¢)) > t. Para probar la otra
desigualdad, usamos el mismo argumento, esta vez teniendo en cuenta la forma (1.1.11)
y el crecimiento de ®~. En el caso en que ¢ = 400, puede ocurrir que ®(t) = M < +00 0
®(t) = +o0. En cualquier caso, de la Observacion 1.1.9 resulta que @' (®(t)) = +oo = ¢.
Y si ahora & 1(t) = M < +00 0 ®71(t) = 400, de (1.1.11) se deduce que ®(®~1(t)) =
+00 = 1.
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Probemos ahora (7ii). Ya vimos antes que, en caso de ser ¢t = +o0, se dan las igual-
dades en (1.1.13). Supongamos entonces ¢ < 400 y que, por el contrario, ®~(P(t)) > .
Entonces, como ® es estrictamente creciente,

O(t) < (7H(D(1)) < D(t)

por (1.1.13), lo cual es absurdo. Luego, ®~!(®(¢)) = ¢. Similarmente, se puede probar
la otra igualdad, teniendo en cuenta que ®~! también es estrictamente creciente. Por lo
tanto, (®~1)71(t) = ®(¢). O

En virtud del lema anterior, las inversas de funciones de Young coinciden con las in-
versas usuales. A continuacion, se dan algunas propiedades sobre las inversas de funciones
de Young que utilizaremos en este trabajo.

L su inversa. Entonces n=(0) = 0,

es estrictamente creciente y concava, esto es,

Lema 1.1.14. Sea n una funcion de Young y sea 1~
lim n~}(t) = +o0, n~!

t——+o00

T s+ (1=XNt) > 7 H(s)+ (1 =Ny 1 (t), VAe(0,1),Vs,te€0,+00).

Demostracion. Facilmente, n~(0) = n~!(n(0)) = 0. Por el Lema 1.1.12 sabemos que 1!
es creciente, pero queremos ver que la monotonia es estricta. Para ello, supongamos, por
el contrario, que existen 0 < s < t tales que n~!(s) > n~1(¢). De la monotonia de 7,
s = nn~Y(s)) > n(n~'(t)) = t, lo cual contradice s < t. Luego, n~' es estrictamente
creciente.

Probemos la concavidad de 1. Sean s, > 0y XA € (0,1). Como 7 es convexa tenemos
que
nOn ™ (s) + (1 = A1) < As+ (1 — A,

y aplicando ™! en ambos lados de la desigualdad, en virtud de su crecimiento, se sigue
que
A (s) + (=X~ (1) < i (s + (1= M),

lo que significa que ™! es concava.

Finalmente, sea M > 0 y tomemos t, = n(M) + 1. Entonces, si t > t,, vale que
nrt) >t (p(M) + 1) > n~ Y (n(M)) = M, esto es, n7'(t) — +oo cuando t — co. [

Definiremos a continuacion lo que se conoce como funciéon de Young complementaria.

Definicién 1.1.15. Sea 7 una funcién de Young. Se define la funcién complementaria de
n, que denotaremos por 77, como

n(t) :/o ()~ (s)ds, t > 0.

donde (n')~! denota la inversa generalizada de 7'
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Las funciones complementarias satisfacen las siguientes propiedades.

Lema 1.1.16. Sea n una funcion de Young y 1 su funcion complementaria con n' estric-
tamente creciente. Entonces,

(i) n es una funcion de Young;

(i1) % =, es decir, la operacidn ~ es idempotente.

Demostracion. Para ver que 7 es de Young, utilizaremos el Lema 1.1.3, es decir, veremos
que la funcién (n')~! satisface las propiedades requeridas en dicho lema. En realidad, con-
sideraremos la Observacion 1.1.4 dado que, como 7’ es creciente y continua por izquierda,
por el Lema 1.1.12(%), ()~! es creciente y continua por derecha. Luego, si (/) ~1(0) # 0,
no es relevante ya que no obtendremos una funciéon continua por izquierda. Sin embar-
go, debemos probar que (')~' es una funcién positiva en (0,+00) pues esto dice que
7 es convexa. Para ello, notar que si fuera (/)”'(¢t) = 0 para algin ¢ > 0, entonces
t=n'(()"(t)) = 0 por el Lema 1.1.12(iii) y la monotonia estricta de . Luego, debe
ser (n')~! positiva en (0, +00). Podemos afirmar, entonces, que 77 es una funcion de Young.

Veamos ahora que ~ es idempotente. Segiin la Definicion 1.1.15, bastard ver que las

funciones 7' y (77)~! son iguales en casi todo punto. De la féormula para 77 y por las
=~

propiedades de 1’ probadas antes, la derivada de 7 es la funciéon (1) ~!. Luego, (/) ~'(t) =
(()~1)~1(t) excepto, quizés, en un conjunto a lo sumo numerable de puntos. Pero, por
el Lema 1.1.12(iii), como 1 es estrictamente creciente, ((n')~1)71(¢t) = 7/, y obtenemos

asi que n =1. m

Una propiedad muy importante que verifican las funciones 7 y 7 es la denominada
desigualdad de Young.

Lema 1.1.17 ([84]). Sea n una funcidn de Young y supongamos que 1, su funcion com-
plementaria, también es de Young. Entonces ambas satisfacen la desigualdad de Young

st <n(s)+n(t), Vs, t>0 (1.1.18)
con igualdad cuando t =n'(s) o s = (n')~L(t).

Observacion 1.1.19. Si n(t) = t*/p con 1 < p < oo, se puede ver que 7j(t) = t* /p’ con
1/p+1/p" =1y se recupera la desigualdad de Young clasica

s
st < —+ —, Vs, t > 0. (1.1.20)
b p

Cabe senalar que otros autores definen la funcion complementaria en la forma
n(t) = sup{ts —n(s): s >0}, t>0. (1.1.21)

Se puede ver que, en realidad, ambas definiciones son equivalentes (ver, por ejemplo, [58]).
Dependiendo del caso, trabajaremos con una u otra definicion.

Por otra parte, es facil ver que n y 77 satisfacen la siguiente relacion.
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Lema 1.1.22. Sea n una funcion de Young. Si 1 es estrictamente creciente, valen las
stquientes desigualdades
t<n Yt (t) <2t V> 0. (1.1.23)

Demostracion. Observemos que, como 7 es estrictamente creciente, tanto 7 como 77 son
funciones de Young (por Lema 1.1.16), de donde se sigue que sus inversas son finitas y
las desigualdades que queremos probar tienen sentido.

Evaluando la desigualdad de Young (1.1.18) con n~'(t) y ~!(¢), obtenemos inme-
diatamente la desigualdad de la derecha de (1.1.23). Para probar la desigualdad de la
izquierda, es suficiente aplicar la siguiente relacion (ver [13])

M) <o), s> (1124)

con s = 17 1(t) para obtener

= < 7' (ij(s)) = 07 (2).
Resta mostrar, entonces, la validez de (1.1.24). Para ello, notemos que
0 < 7i(s) = sup{st — n(t) : ¢ > 0},

por lo que podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que el supremo se toma sobre
todos los valores de t > 0 tales que st — n(t) > 0. Fijemos, pues, un valor de ¢t > 0 de ese
tipo y tomemos u =t —n(t)/s < n(s)/s. Como 0 < u <ty n(t)/t es no-decreciente (ver
Corolario 1.1.5),

n(t)

t
< —/ <.
t

~—

(u

3

«|

Luego,
n(u) < su = st —n(t) < i(s).

Gracias a la continuidad de 7, tomando el supremo sobre todos los valores de ¢ se obtiene
que

y vale (1.1.24) de la monotonia de 1. O

Ademas de la desigualdad de Young que expusimos mas arriba, es posible tener una
desigualdad similar, que generaliza a aquella, para una terna de funciones de Young cuyas
inversas verifiquen cierta relacion. Esta generalizacion que mencionamos fue dada en [77]
y serd de gran utilidad a la hora de tener una desigualdad de Hélder en espacios de Orlicz
(ver §2.1).
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Lema 1.1.25 (|77]). Sin1,m2 y ¢ son funciones de Young que verifican

nt(Eny () < o), VE>0,

entonces
w(st) <m(s) +ma(t), Vs, t>0.

Observacion 1.1.26. Claramente, si p(t) = t, la funcion 7, = 7, satisface la desigualdad
ny )y t(t) < @7Ht), V¢ > 0 en virtud de (1.1.23) siempre que 7] sea estrictamente
creciente. Asi, el lema anterior tiene como caso particular a la desigualdad de Young
dada en el Lema 1.1.17 si se tiene dicha propiedad en la derivada de 7;.

En muchos casos, supondremos que las funciones de Young con las que trataremos
satisfacen la siguiente condicion.

Definicién 1.1.27. Diremos que una funciéon de Young n es submultiplicativa si para
todo par de nimeros s,t > 0, se verifica que n(st) < n(s)n(t).

Para funciones de Young submultiplicativas se tienen las siguientes propiedades que
usaremos a lo largo de la tesis. Antes de enunciarlas, necesitaremos considerar la siguiente
notacion: dadas dos funciones 7, ¢ : [0,+00) — [0, +00), no necesariamente de Young,
denotaremos por 1 = ¢, y diremos que 7 es equivalente a p, si para todo t > 0 existen
constantes C,Cy > 0 tales que C1n(t) < ¢(t) < Con(t). Si solo vale la desigualdad de la
derecha, escribimos ¢ < 71y, si solo vale la de la izquierda, ¢ = 7.

Lema 1.1.28. Si 7 es una funcion de Young submultiplicativa, entonces

(i) n'(t) = n(t)/t;

(i) n=1 es una funcién de Young supermultiplicativa, esto es, n~'(st) > n=1(s)n~1(t)
para todo par s,t > 0.

Demostracion. Notemos que la propiedad (i) se sigue del Corolario 1.1.5. En efecto,
n(t)/t < n/'(t) y usando la submultiplicatividad de 7,

w1 < 12 < ™0

Para ver que 7! es supermultiplicativa, consideremos s,t > 0. Si aplicamos la pro-

piedad de submultiplicatividad de n a u = n7(s) y v = 571(t), que claramente son no
nulos por la monotonia de la funcién 7, obtenemos que

n(n~(s)n (1)) = n(uv) < n(u)n(v) =n(n~"(s))n(n~"(t)) = st. (1.1.29)

Finalmente, se deduce que n~'(s)n~1(t) < n~!(st) aplicando ! a ambos lados de la
desigualdad de arriba. O
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Un ejemplo clasico de funciones de Young submultiplicativas, ademés de las funciones
de tipo potencia, son las funciones de tipo Llog L, es decir, funciones de la forma n(t) =
(1 +log™ )%, con B> 1y d >0, donde

log® t = xp0.11(t) + 10g(t) X (1,100) (£)-

Por la forma que tienen estas funciones, es facil obtener expresiones explicitas equivalentes
a sus funciones inversas y complementarias, como se vera en el lema siguiente.

Lema 1.1.30. Sean >0, 6 > 0 y n(t) = t°(1 +log™ t)°. Entonces,

(i) n~(t) = /0 (1 +log™ £)=/7;

(ii) si B> 1, 7j(t) = t7 (1 +logt t)7/B=Y donde ' = /(B —1). SiB=1y65 >0, se
tiene la equivalencia
t=n (D (L), (1.1.31)

siendo ®(t) = ¢!'"* — ¢

Observacion 1.1.32. Notar que si =1y § > 0, ' no resulta estrictamente creciente en
todo su dominio; sin embargo, (1.1.31) es valida puesto que la funcion ¢(1 + log* ¢)° es
puntualmente equivalente a tlog(e +t)° y ésta si tiene derivada estrictamente creciente.
Es por ello que diremos que 77 = ® para este caso particular.

Demostracion. Para demostrar (i) basta ver que, si p(t) = t'/8(1 + logt )79/, existen
constantes C7, Cy > 0 tales que

ClSO(f) < U_l(t) < 0290(t)7 vt >0,

0, equivalentemente,
n(Crp(t)) <t < n(Cap(t)), vt 2 0. (1.1.33)

Notemos primero que si 6 = 0 0 si 0 < ¢t < 1, se tiene que n(t) = t? y, entonces,
n(p(t)) =t, es decir, (1.1.33) vale con C; = Cy =1

Supongamos ahora que § > 0y t > 1, y tomemos C; = 1/ méax {1, 37°}. Puesto que
(141ogt)%% > 1y C, < 1, resulta que Cyp(t) < tY/8 y tenemos que

1/8 B
n(Crp(t)) = (Cro(t)? [1+log* (Crp(t))]” < (ﬁW) [1+1ogt (£/7)]°

Crt 1 s s

Probemos ahora que n(Cap(t)) > t para alguna constante Co > 0 y todo t > 1. Es
facil ver que (1 + logt) < ¢ 't¢ para cada € > 0 y para todo ¢t > 1. Tomando ¢/ = 1y
elevando a la d, se sigue que (1 + logt)™® > 679 para todo t > 1. Luego, si Cy > 6°/7,
tenemos que Cyp(t) = Cot?/P(1 +logt)%/# > 1. Asi, podemos escribir

Ch Cyt/? ’
n(Cae(t) = (14 logt)® {1 +log <(1 +logt)5/5>} '
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M4s atin, como también vale que (1 + logt)’® < (§/€)’t¢ para todo € > 0 y todo
t > 1, si elegimos € de manera que 0 < 1 — ¢ < [ y tomamos la constante Cy =

miix {007, 6/)17, ()"} = max { (6/)/%, (+2;)""" } obtenemos que

1—e

. % (14108 (7))’

1—e\®
ZC§t< 3 ) >t

Eligiendo C; = min{1,C1} =C; y Cy = méax{1, Cy} = Oy, valen las desigualdades
Cip(t) < (1) < Cap(t)

para todo t > 0.

Para demostrar (i) usaremos que 77 1(t) = t/n~1(t), para lo cual bastara ver que 7’
es estrictamente creciente de acuerdo al Lema 1.1.22. Para ello, notemos que

") = /8(6_1)#372 0<t«1
() = t972(1 + log t)°% (alog®(t) + blog(t) +¢) t> 1.

donde a =B(8—1),0=28>+2B(6 —1)—dy c=2+(5 —2) + B(25 — 1). Mediante
cdlculos que omitiremos, se puede deducir que alogz(t) + blog(t) + ¢ > 0 siempre que
> 1y d >0, que es nuestro caso. Esto implica que 7 es estrictamente creciente. Por
lo tanto, vale la equivalencia 777 1(¢) = ¢/~ '(¢) en virtud de (1.1.23) y, utilizando el item
anterior (i), tenemos que

7 (t) = YR (1 4 log T 1)Y/P,

Como > 1,1—-1/8 =1/p" > 0. Luego, aplicando nuevamente el item (i) con 1/5"y
d/p, en lugar de § y 0 respectivamente, tenemos que

() = t7 (1 4 log™ t)~ /P8 = % (1 4 log™ )=/ B~V
como queriamos ver.
Ahora bien, si =1y 0 > 0, sabemos que
nH(t) = t(1+log™ )™
Es bien conocido que (1 + log™ t) = log(e + t), de donde se tiene que
0 (@ (1)~ B(t)(log(e") 7t = R()E M = @(2),
0, equivalentemente, como P es invertible,

tn H(t)d(t). O
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Para simplificar los resultados de esta tesis, consideraremos, a menos que se indique
lo contrario, funciones de Young normalizadas, esto es, funciones de Young 7 para las
cuales n(1) = 1. En el siguiente lema damos dos propiedades que verifican este tipo de
funciones.

Lema 1.1.34. Sea n una funcion de Young normalizada. Entonces

(i) n(t) >t para todo t > 1;

(ii) n=t también estd normalizada y n~'(t) < t para todo t > 1.

Demostracion. Como n(1) =1y n es convexa, cualquiera sea t > 1 se tiene que

1=n(1)=n (t) < n(f)

t) =t
es decir, n(t) > t lo que prueba ().

Por otro lado, n7 (1) = ' (n(1)) = 1. Si fueran~'(¢) > t para algtin ¢ > 1, tendriamos
que t > n(t) para algiin t > 1, lo que contradice (7). Asi, debe ser n~!(¢) < t para todo
t>1. [

Otras propiedades clasicas que consideraremos sobre funciones crecientes, no necesa-
riamente de Young, son las denominadas tipo superior y tipo inferior.

Definicion 1.1.35. Dada una funcion ® no-negativa y creciente definida sobre [0, +00)
con ®(0) = 0, diremos que ¢ es de tipo superior q, 0 < q < 0o, si existe C' > 0 tal que

O(st) < CsiP(t), Vs>1,Vt>D0.

Por otro lado, diremos que ® es de tipo inferior q, 0 < q < oo, si existe C' > 0 tal que

O(st) < CsiP(t), V0<s<1,Vt>D0.

Si no se especifica el valor de ¢, simplemente diremos que ® es de tipo superior o
inferior, respectivamente.

Una clase particular que también consideraremos es la bien conocida clase A,.

Definicién 1.1.36. Diremos que una funcion ® no-negativa y creciente definida sobre
[0, +00) satisface la condicion A, y escribiremos ® € A,, si existe una constante positiva
C tal que

O(2t) < CP(t), Vt>0.

Algunas propiedades que serdn de utilidad acerca de estas clases se incluyen en el
siguiente lema.
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Lema 1.1.37. Sea ® una funcion no-negativa y creciente definida sobre [0,+00) con
®(0) = 0. Entonces,

(i) ® € Ay siy solo si ® es de tipo superior;

(i1) si ® no es idénticamente nula y es de tipo inferior q, existe una constante C' > 0
tal que t1 < C®(t) para t suficientemente grande.

Demostracion. Si @ es de tipo superior 0 < g < oo, entonces es inmediato que ® € A,
pues ®(2t) < C21d(t) = CP(t). Reciprocamente, sea & € Ay y supongamos, sin pérdida
de generalidad, que ®(2t) < C'®(t) con constante C' > 1. Dado s > 1, existe k € N tal
que 2871 < s < 2F y, para cada t > 0 tenemos que

D(st) < B(2Ft) < C*D(t) = C2HEDPO@(t) < O Dp (1),
por lo que ® es de tipo superior ¢ = log,(C) € [0, +00).

Si ahora ® no es idénticamente nula, existe ¢y > 0 tal que ®(¢) > 0 para todo t > t,
debido al crecimiento de ®. Tomemos t > méx{1,%,}. Usando que ® es de tipo inferior

q, tenemos que
to to\?

y, en consecuencia, t7 < C®(t) para todo ¢ > méax{1,t,} con C = Ctd/D(ty). O

1.1.1. Clase B,

Una clase particular de funciones de Young que resulta ser la adecuada para obtener
propiedades de acotaciéon sobre el operador maximal asociado, mencionado en la intro-
duccion, es la que se define a continuacion.

Definicién 1.1.38. Sea 1 < p < oco. Decimos que una funciéon de Young 7 satisface la
condicién B,, y escribimos 1 € B, si existe una constante positiva c tal que

e e}

Pt

[

Como consecuencia inmediata de la definicion de la clase B, se tienen las siguientes
propiedades.

Lema 1.1.39. Sea 1 < p < 0o y n una funcion de Young normalizada y finita. Entonces

(i) n € B, siy sdlo si existen constantes positivas Cy y Cy tales que

C1t

1 £\ dx

/ )\piln/ (X) T < Cgtpil, Vit > 0,
0
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(i1) si m € B,, existe una constante positiva C, tal que n(t) < Cut? para todo t > c,
donde c es la constante que aparece en la definicion de la clase B,;

(111) sin€ By, y1l <p<q< oo, entonces n € B,. Es decir, las clases B, son crecientes
respecto de p;

(iv) sin? € B, para algunos 1 < p,q < 0o, entonces n € B,;

(v) sin € B, es submultiplicativa, existe 0 < € < p tal que n € B,_..

Demostracion. Veamos primero que vale la equivalencia (i). Supongamos que n € B,
esto es, existen dos constantes positivas C' > 0 y ¢ tales que

[l
Lottt

Para cada s > 0, hacemos el cambio de variables t = 2s/\ y obtenemos que la expresion
anterior se puede reescribir como

2s/c 25\ d\
Mo [ 22) 22 < opogp.
/o ”(A)A— e

Puesto que n(2s/A) > (s/A)n'(s/A) (ver Corolario 1.1.5), la desigualdad anterior implica

que
2s/c s\ d\

Ny (3) 5 < 200!

Q)R e

cualquiera sea s > 0. Tomando C] = 2/c y Cy = 2PC, se tiene la desigualdad deseada.
Reciprocamente, si se verifica la condiciéon anterior, usamos la otra relacion dada en el
Corolario 1.1.5, n/(s/\) > (A/s)n(s/\), y asi tenemos que para todo s > 0,

[ e

Haciendo el cambio de variables A\ = s/t se deduce la desigualdad

oo t)dt
/ M— < (5 < o0,
1/01 tp t

es decir, n € B,,.

Demostremos ahora (ii). Supongamos que no vale la desigualdad deseada. Luego, para
cada m € N existe t,, > ¢ tal que 7(t,,) > mt?,. Asi, para cada m € N

> n(t) dt > n(t) dt > dt > dt 1
[ A L Ay
Lottt Tt Lot Lot

lo que contradice que n € B,
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La demostracion de (iii) es inmediata pues p — ¢ < 0:
dt o dt “n(t)dt
/ n(t)dt _ / p—g"1(t) dt _Ov—Q/ ) dt
7 ¢ Lt t

Sea ahora n? € B, es decir, existe ¢ > 0 tal que

00 q
/ n(t)de _
.t

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢ = 1. Como n esta normalizada, para
todo t > 1 tenemos que 7n(t) >t > 1, de donde se sigue que n(t) < n(t)? para todo ¢t > 1.

Por lo tanto,
o0 q
[
Lot o, et

es decir, n € B, y vale (iv).

Resta probar el item (v), el cual establece la apertura de la clase B,. Una prueba
de ello puede encontrarse en [8, Lema 5.9|; sin embargo, decidimos dar aqui una prueba
diferente basada en las ideas de |6]. Para ello, usaremos que 7 € B, es equivalente a que
existan constantes positivas ¢ y K tales que para cada r > 0,

> dt
. ey <5 e

lo que se sigue haciendo un cambio de variables y usando que n/'(t) = n(t)/t por ser n
submultiplicativa.

Si definimos A;, = 2¥rc para k € N, entonces para cada n € N,

2kpe

o A 2krc 2"rc
an(;k Z/ —12k Z/ —12k +Z/nrc n—le =TI+1I.

k=n

1

Estimemos primero I. Para ello, notemos que, por ser =" supermultiplicativa, vale que

n~1(2%) > n71(2)k y, asi, la serie

S o <L i <

=0 ! = (
pues 7 +(2) >n71(1) = 1.
. . St 1 St 1 .
Si denominamos o = kz::() T 2 e ( =1y B = k; Tnp bara n € N, se tiene

que

P = Z —1(2k—n2n) = n)p Z n—l(gn)p'

k=n N ]:O
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Luego,

0 2"rc
dt aA
= / — = A,py < ————. 1.1.41
2 ), iy ey —
Ahora estimemos /1. Usando las propiedades de (3,,, podemos escribir

]]_io: Zk Z /2Jm /mrc (12k)

j=n+1 2i—1pre j= n+1 2i—1lpe
2re 2re
E 6]/ dt < « E /
j=n+1 Ji—1lpc j=n+1 J— 17“077

Como n~! es supermultiplicativa,

n=H(27) > (2 [T/ (20) T (20) = T (L e (/20 ) )n T (2")
para cada 2/"lrc < t < 2/rc. En consecuencia,
2re 00 dt

e
e - / _ / _da
ey 2 G~ T TP oo 7T ()

j=n+1 ny

De la desigualdad anterior, de (1.1.41) y de (1.1.40), obtenemos que

2 T S @y (A” Ty /2 ! (ZfL—T)p>

k=n
aA, K CaA,
< = — .
< ey (”wrl(l/c)p) i@ (1.1.42)
~Co (Z e, n*@’ﬂp) ‘

Luego,

> A Ca—1 Ay
< .
Z 125 = Ca Z ~1(2k)p

k=n+1 k=n N

,como C'>1ya>1,0< v < 1. Haciendo induccién en j € N,

= A
P B

k=j

Si definimos v =
resulta que

Mg

lo que, en particular, implica que
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Sea ahora 0 < e < p a elegir. Utilizando la estimacion anterior y (1.1.42), la cual se
puede ver que también vale si n = 0, tenemos que

2re

/°° t/r Z/Q e 1] t/r 2/2 2 )

1 = A;
S R T

—
> A
—1/0j k
- ' (2)
EeR Z "2 ey

aCre aCre
< — E —1(27)e = E —1(27)°
= —lc/zpe 7 N1 (o2 4 77

Bastaria ver, pues, que existe 0 < ¢ < p para el cual la serie
o0
> @)
5=0

es convergente. Para ello, notemos que, como 77! es concava, n~1(27) < 2/n=1(1) = 2.
Luego, eligiendo 0 < € < min{log,(1/7), p}, se tiene que v2¢ < 1y, asi,

Zv nH (20 <Y (2
7=0

En conclusion, existen 0 < € < p y constantes positivas c y C tales que

e dt ~
T <
/cr i =

para todo r > 0, que, como vimos en (1.1.40), es equivalente a decir que n € B,_.. [

En el Capitulo 3 usaremos, en muchos casos, las siguientes equivalencias que involucran
a la clase B,

Lema 1.1.43. Sea 1 < p < oo. Sean n y & funciones de Young finitas tales que para
algun r > 1

) =), > 0.
Entonces,

(i) n es submultiplicativa si y solo si € lo es;

(ii) sin es submultiplicativa, n**?/" € B, si y sdlo si & € B,.
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Demostracion. Probemos primero (7). Supongamos que 7 es submultiplicativa. Entonces,
por el Lema 1.1.28(4), n~! es supermultiplicativa. Veamos que £~! también lo es. Sean
s,t > 0. Luego,

4 (st) = (st) "~ (st) = sV ()T () = €7 ()€ (D).

Siguiendo las ideas de la prueba del Lema 1.1.28 (i), es facil ver que esto nos dice que
es submultiplicativa. Procediendo de forma similar, se demuestra la reciproca.

Ahora probemos (ii). Si n'*?/" € B, entonces usando que 7'(t)/n(t) = 1/t por ser 7
submultiplicativa (ver Lema 1.1.28 (7)) y haciendo el cambio de variables u = 7(t) se tiene

que
y /°° () dt /°° () o (1)dt /OO uME du
m _— J—

P 13 - - n(c) 77_1(U>p;.

tr ()

Reemplazando 771 (¢) por t'/7¢71(¢), haciendo el cambio de variables u = £(s) y usando
que £ también es submultiplicativa se sigue que

oo 1+§ d 00 d o9 / o) d
OO>/ ul__u:/ +_u:/ @@dw/ £(s)ds
e WP Jo WP u S 8P E(8) i) S8

Concluimos, pues, que £ € B, con constante £*(n(c)). Notar que todas las integrales que
aparecen antes son, en realidad, equivalentes. Es por ello que si ahora suponemos que
¢ € By, se obtiene de igual manera la afirmacién sobre 7. O]

Para cierto tipo de funciones de Young, que incluyen a las de tipo Llog L, es facil ver
para qué rango de p éstas pertenecen a la clase B, lo que serd de gran utilidad en el
Capitulo 4.

Lema 1.1.44. Sean f > 1 y § > 0. Consideremos, para 7 € N, la funcion de la forma
n;(t) =t°L;(t)°, donde L; se define recursivamente como

Li(t) = (1 +1log™t)
Lji(t) = Li(L(2)).

Entonces, n; € B, para todo p > 8 y todo j € N.

Demostracion. Como ya hemos usado anteriormente, sabemos que L;(t) < e '€ para
todo t > 1y para todo € > 0. En particular, L;(t) < ¢ para cada t > 1. Supongamos que,
para j > 1, L;(t) < e ¢ para todo t > 1y todo € > 0. Luego, como L; es creciente,
cada L; lo es, y asi L 1(t) = L;(L1(t)) < L;(t) < e % para todo t > 1y todo € > 0. En
consecuencia, 1;(t) < e 't#*¢ para todo t > 1y € > 0.

Sea p > . Luego, existe ¢y > 0 tal que p > [ + ¢;. Entonces,

©n:(t) dt o 1 dt
/ 77.7( )_ S 661/ - < 00,
Lt . P ¢

es decir, n; € B, para todo p > f. O




1.2 El operador maximal M, 17

1.2. El operador maximal M,

Como mencionamos en la introduccion, para obtener propiedades de acotacion sobre
ciertos operadores integrales singulares y fraccionarios y sus conmutadores, estudiaremos
propiedades similares sobre los operadores maximales que los controlan en algtin sentido,
los cuales estan asociados a funciones de Young. En esta seccion definiremos la version no-
fraccionaria de tales operadores maximales y mostraremos algunos resultados conocidos.

Sea f € L} (R™), esto es, una funcién medible integrable sobre conjuntos de medida
finita. Dada una funcién de Young 7 se define el operador maximal generalizado M,, como
sigue:

My f(x) = sup flln5, = €R",
xr

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a = y || - ||,z denota el
promedio generalizado definido por

1
1flln5 :fnf{A -0 E/Bn (‘f(f)') i < 1}.

Cuando trabajemos con estos promedios y con el operador maximal M, estaremos su-
poniendo que las funciones de Young involucradas en sus definiciones son finitas.

Observar que, cuando 7 es la funcién identidad, M, = M, el operador maximal de
Hardy-Littlewood; cuando n(t) = t*, 1 < p < oo, M, f = M, f := M(|f|P)"/*.

Para funciones de Young cualesquiera, un primer resultado de acotacion para M, sobre
espacios de Lebesgue clésicos fue probado en [79]. En dicho resultado, se caracteriza la
acotacion por medio de una condicién B, sobre 7, y de alli la importancia de considerar
este tipo de funciones de Young.

Teorema 1.2.1 (|79]). Sean 1 < p < oo y n una funcion de Young. Entonces equivalen:

(7’) 77 € Bp:'

(1) existe una constante positiva C' tal que

/ (Myf(z)fPde < C / f(@)Pde

para toda funcion medible f.

Notar que, por ejemplo, si n(t) = t" con 1 < r < oo, el resultado recupera la propiedad
de acotacion de M, sobre LP(R™) para todo p > r gracias al Lema 1.1.44; en particular,
se tiene que el operador maximal de Hardy-Littlewood M esta acotado sobre cualquier
LP(R™), 1 < p < oco. Por otro lado, si n(t) = t(1 + log" t)*, sabemos que M, ~ M**! la
composicion de M con si mismo k + 1 veces, y el Teorema 1.2.1 nos da la acotacion de
MP sobre todos los LP(R™) con 1 < p < oo nuevamente en virtud del Lema 1.1.44. Este
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ultimo operador tiene especial importancia porque, como se vera mas adelante, controla
a los conmutadores de la integrales singulares en la norma de los espacios L? y, junto con
el teorema anterior, ese control permite deducir las propiedades de continuidad de dichos
conmutadores a partir de las propiedades de MP*.

El operador maximal M, también ha sido estudiado en 7] y en [52]. En este tltimo ar-
ticulo, los autores dieron una caracterizacion de los espacios de Orlicz (para su definicion,
ver §2.1), en el contexto mas general de espacios de tipo homogéneo de medida infinita,
para que M, esté acotada de un espacio de Orlicz en otro. En el Capitulo 3 expondremos
dicho resultado para el caso de R".

También analizaremos el caso en que M, acttie sobre espacios de medida finita. Para
ello, es conveniente considerar la siguiente version del operador M, cuando ) es un
subconjunto abierto de R" con |Q| < ooy f € L}, (). Definimos M, para f con soporte
en {2 como

My f(x) = sup||f|ly5, =€

B>x
donde ahora el supremo se toma sobre todas las bolas B con centro en () que contienen
a x € Qy los promedios se escriben en la forma

Han’B:fnf{)\>0:ﬁ/Bn(@) d:l:Sl}. (1.2.2)

Claramente, si 2 = R", se tiene el promedio definido anteriormente.

En [52] también se estudié este operador sobre espacios de Orlicz definidos sobre
espacios de tipo homogéneo de medida finita, obteniéndose resultados de caracterizacion
similares a los dados en el caso de medida infinita.

Por ultimo, cabe mencionar el siguiente resultado donde se da una especie de desigual-
dad de tipo débil para el operador M,, el cual fue probado en [51].

Lema 1.2.3 (|51]). Sea n una funcidn de Young y w un peso, esto es, una funcion no-
negativa y localmente integrable. Entonces, para todo subconjunto abierto 2 de R", la
desigualdad
: MO
w({z e Q: M,f(x) >2\}) <C, n Muw(x)dx
{zeQ:|f(z)|>A\} A

vale para todo A > 0 y toda funcion medible f, donde C,, es cierta constante positiva que
solo depende de la dimension n.

1.3. El operador maximal fraccionario M, ,

En esta seccion introduciremos una version fraccionaria del operador maximal M,), el
cual permitira controlar el comportamiento de ciertos operadores integrales fraccionarios
y sus conmutadores.
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Dada una funcion de Young 'y 0 < a < n se define el operador maximal fraccionario
asociado M, , como

Mo f () = sup IBI*™|| flly.5, = €RY, (1.3.1)
S
donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a .

Nuevamente, cuando 7 es la funciéon identidad, M, , = M,, el operador maximal
fraccionario clasico; cuando n(t) =t y 1 < p < nfa, My, f = My, f = (Mu,(|f[P))Y.

Similarmente, tenemos una versién del operador M, , definida sobre conjuntos abiertos
) C R™ de medida finita, dado, para f con soporte en 2, por

Ma,nﬂx) = ZUP |1BN Q|a/n||f||n,Ba x €,
ST

donde ahora el supremo se toma sobre todas las bolas B con centro en {2 que contienen
a x 'y los promedios son como en (1.2.2).

A diferencia del operador no fraccionario M,, el operador M, , no ha sido muy estudia-
do. Solo se han considerado en la literatura casos particulares de él cuando la funcién de
Young es de la forma n(t) = t?(1+log™ ¢)° con 8 > 1y § > 0. En esos casos, en [11] se pro-
b6 que si § > 1, M, , es puntualmente equivalente a la composicion M 50 My, 160105 1)5-1,
donde Mppsqogr)s-1 denota la maximal asociada a ®(t) = t?(1 + log* ¢)°~!. También,
en dicho articulo se recupera el resultado ya conocido que establece que, si § = 1y
0 = k € N, el operador M, 1105 1)+ Tesulta equivalente a la composiciéon del operador
maximal fraccionario M, con MP¥, el operador maximal de Hardy-Littlewood iterado k
veces.

A pesar de la existencia de dichos resultados de descomposicién, no se conocen las
propiedades de acotacion de M, , cuando 1 es una funcion de Young general, ni siquiera
en el contexto de espacios de Lebesgue clasicos. Por tal motivo, es que estamos interesados
en estudiar dicho operador en esta tesis, no s6lo por si mismo, sino también por el control
que éste ejerce sobre distintos operadores del analisis armonico, como se vera en la secciéon
siguiente.

A continuaciéon, mostraremos dos resultados que usaremos fuertemente en el Capitu-
lo 4. Estos nos otorgan una herramienta muy util a la hora de trabajar con funciones de
Young: nos permiten pasar de operadores maximales asociados a ellas a otros operado-
res maximales ya conocidos. Mas precisamente, si 71 y 72 son funciones de Young con
N1 (t) < Cny(t) para t suficientemente grande y alguna constante positiva C, se puede ver
que M, p, f(z) < CM,., f(x) para todo x. Particularmente, si 7 pertenece a alguna clase
B,, la maximal M, , mayora a M,, puntualmente, y si 7 es de tipo inferior p, vale la
otra desigualdad. Esto es lo que establecen los siguientes resultados.

Lema 1.3.2. Sean 1, y 12 funciones de Young normalizadas tales que m(t) < Cona(t)
para todo t >ty > 0 y cierta constante positiva Cy, y sea 0 < o < n. Entonces, para toda
bola B con centro en § y toda funcion f € L} (Q),

loc

Vs < 2C1[ flns 5,
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Yy, ast, My, f(x) < 2CM,,, f(z) para todo x € Q.

Demostracion. Fijemos una bola B con centro en Q y f € L}, (). Supongamos sin
pérdida de generalidad que Cy > 1 y tomemos C' = méx{Cy,t} > 1. Luego, por la

convexidad de 7,
sl Y,

. e
|B NQlJg (2O||f||n2 B) 2[BNQ| e i @)/l il 5<1) Cl| flln..5

1 |f(z)] )
T - ( da
2|BN Q| {2€B:|f(@)|/C||f|lny,5>1} Cllflle.B

<

DN | —

1 xr
. (MY
201B O Jwenis@/flle>cy Sl

De la eleccion de C, |f(2)|/C||flly,z > 1 implica |f(z)|/||f||n..5 > to. Entonces,
usando la relacion entre 1y y 1o y que Cy/C' < 1, tenemos que

<L 1 |f ()] > 11
T SR T dv < -+ - =1
lBﬂQl/m<2C||f||nzB) 21BN Q| BOQC (||f||n2,B —2 02

Por lo tanto, ||f||,.8 < 2C||f||s,,5.- Méas atn, de dicha desigualdad es inmediato que
Moy, f(2) < 2C Moy, f(2). B

Corolario 1.3.3. Sean 1y y 12 funciones de Young normalizadas y 0 < o < n. Entonces:

(i) sim € B, para algin 1 < p < oo, para toda bola B con centro en 2 y toda funcion
f €L (Q), eriste C=C(p) >0 tal que

[ f1ln < 2C1|f|]p,5,
Yy Mo f(x) <20C,M,,f(x) para todo x € §;

(ii) siny es de tipo inferior p para algin 1 < p < n/a, para toda bola B con centro en
Q y toda funcion f € L, .(Q), existe C > 0 tal que

1 f1lp.8 < 2C1[ fllns.B:
(1 (Map(|f|p)($))1/p < 2C My, f(z) para todo x € Q.

Demostracion. Sin, € B,, por el Lema 1.1.39(4i) existe C}, > 0 tal que n;(t) < C,t? para
todo t > ¢ > 0. Luego, por el lema anterior, existe una constante C' = max{C,, ¢} tal que
18 < 2C1| fllp. ¥ Moy f(x) < 2C, Mo, f(x) para todo € €.

Anéalogamente, si 1, es de tipo inferior p, del Lema 1.1.37(%i) existe C' > 0 tal que
t? < Cny(t) para todo t > 1. Luego, por el lema anterior, existe una constante C' > 0 tal
que || fllp.s < 2C||fllp,B ¥, as1, My, f(x) < 2CM,,, f(x) para todo z € Q. O
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Otra propiedad muy ttil que poseen estos promedios, y que se prueba siguiendo las
ideas de los resultados anteriores, es una version de la bien conocida desigualdad de
Jensen.

Lema 1.3.4. Sea n una funcion de Young normalizada y finita, y sea 1 < p < o0.
Entonces, para cada bola B C R™ vale la desigualdad

1
1 £l < 20117115,

cualquiera sea f € L. (R™).

Demostracion. Fijemos una bola By f € L}
usando que 1/p < 1, tenemos que

'B'/ <2llfpli”p) 2|B|/ ((prnw)l/p)dx

1 |f(x)[P
S—/n(l)dm—l—— 7)( dx
2|B| Jg 2| Bl Jzenis@piifrl st - \MPlnB
L1

< 4=
_2+2

(R™). Entonces, de la convexidad de n y

loc

Por lo tanto,
1
1 f 1o < 2011711,/5. O

1.4. Operadores integrales relacionados y sus conmu-
tadores

Como ya hemos mencionado, los operadores maximales generalizados M, y M, , con-
trolan a una amplia clase de operadores de tipo integral singular y fraccionaria, y a sus
conmutadores. Dicho control viene dado en muchos casos a través de lo que se conoce
como desigualdad de tipo Coifman

/Rn TS @)Pu)ds <C [ Mef(@)Pulz)da (1.4.1)

donde T' es uno de tales operadores, Mt es el operador maximal de control, 0 < p < oo
y w es un peso perteneciente a la clase A, de Muckenhoupt (para la definicion de esta
clase de pesos ver, por ejemplo, [42]).

Para la obtencion de dicha desigualdad se cuenta con desigualdades puntuales del tipo
MATf)(z) < CsMrf(z), § € (0,1), (1.4.2)
donde 7'y My son los operadores de (1.4.1) y

M f(o) = swp of o 1) = aldy = sp o [ 170) =gy

B>x @



22 Funciones maximales y operadores relacionados

es el operador maximal “sharp”, siendo mpf = ﬁfB Ifly Mif = ME(|f]%)s para & >
0. Por ejemplo, se conoce que si T" es un operador de Calderén-Zygmund, el operador
maximal de control es My = M, el operador maximal de Hardy-Littlewood (ver [22]), y
si T es el operador integral fraccionario I,, 0 < o < n, resulta que My = M,, el operador
maximal fraccionario (ver [71]).

Cuando se trabaja con los conmutadores de orden £ de los operadores T, la desigualdad
(1.4.2) toma la forma

T
I

MHT*f)(w) <O MA(T?f)(x) + CMpf(x), 0<e<d <1,

<.
Il
o

es decir, ademas del operador maximal de control M se tienen k términos que involucran
a los conmutadores de T' de menor orden.

Desigualdades de este tipo fueron obtenidas en [78] para el caso de los conmutadores
de operadores de Calderon-Zygmund, y en [10] para los conmutadores de 1, (ver también

37] v [24]).

Debemos destacar que en los trabajos [22] y |71] los autores prueban y utilizan (1.4.2)
con 0 = 1, pero es recién en el articulo [78] donde se introduce el factor § € (0, 1), el cual
permite, en el caso de los conmutadores, obtener mejores operadores de control M que
aquellos que surgen naturalmente a partir de la desigualdad con § = 1.

Ahora bien, si se conoce este tipo de desigualdades puntuales que involucran al opera-
dor Mg, es posible deducir las propiedades de acotacion de T' a partir de las propiedades
de continuidad de M, incluso en otros espacios diferentes a los LP. El siguiente lema
probado por A. Lerner en [61] es una herramienta crucial para lograr ese objetivo. En los
capitulos 3 y 4 mostraremos mas precisamente como se utiliza este lema.

Lema 1.4.3 ([61]). Eziste una constante positiva C' tal que para toda funcion localmente
integrable g y toda funcion medible f con |[{z : |f(x)| > A\}| < oo para cada X\ > 0, vale
la siguiente desigualdad

/ |fglde < C | M*fMgdz.
R™ R™

1.4.1. Operadores integrales singulares

En esta seccion introduciremos los operadores de tipo integral singular que pueden
controlarse por los operadores maximales a estudiar en esta tesis, en el sentido de (1.4.2).

Sea T" un operador integral singular de tipo convolucion con ntcleo K, esto es, T' esta
acotado sobre L?(R") y

Tf(z)=vp. [ K(z—y)f(y)dy, (1.4.4)

R"
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donde K es una funcién medible definida fuera del origen. Con el objetivo de describir
el comportamiento de T sobre los distintos espacios funcionales que consideraremos en el
Capitulo 2, asumiremos cierta condicién de suavidad sobre K. Una de tales condiciones
es la denominada condiciéon de Hormander: diremos que K satisface la condicion de
Hoérmander si existen constantes ¢ > 1y C7 > 0 tales que

/ |K(z —y) — K(z)|de < C;, VyeR"
|z[>cly]

Esta es la condiciéon mas débil con la que trabajaremos y nos referiremos a ella como la
condiciéon Hj.

La clase mas fuerte que consideraremos es la clasica condiciéon de Lipschitz, a la cual
denotaremos por H . Especificamente, diremos que K € HZ si existen constantes 6,
C >0yc>1tales que

ly|?
Kz —v) — K(z)| <
Kz —y) ~ K@) < Cpfir

|z] > cfyl.

Esta condicion es satisfecha, por ejemplo, por los denominados operadores de Calderon-
Zygmund. Como se mencioné mas arriba, Coifman mostré en [21| que estos operadores
verifican una desigualdad de control como la dada en (1.4.1) con My = M y pesos
w € A, para lo cual utilizo, en realidad, la condicion HZ en los nicleos. Es facil ver la
contencion HX C H; pero se conoce (ver [68]) que no es posible reemplazar a la primera
por la segunda y atun asi obtener la desigualdad de Coifman con M como el operador de
control. Es por ello que surgio el siguiente interrogante: ;Qué condiciones intermedias,
esto es, entre H’ y Hi, son suficientes para obtener un desigualdad de tipo Coifman con
My = M? Una primera propuesta fueron las clases de Hormander H,, 1 < r < oo: se
dice que K € H, si existen constantes ¢ > 1 y C, > 0 tales que para todo y € R" con
R > cly,

00 1/r
Semn ([ K= y) - K@l'ds) <,
9m R<|z|<2m+1R

m=1

Se entiende que si 7 = oo, la condicion toma la forma

Z(ZmR)” sup |K(x —y) — K(2)| < Cw.

— 2m R<|x|<2m+1R

Como se verd luego, en el Lema 1.4.9, estas clases verifican HY C H,, C H; C H, C Hy,
para 1 <r < s < 0o, por lo que efectivamente son méas fuertes que Hy, pero, en principio,
mas débiles que H . Para estas clases se conocen desigualdades de tipo Coifman, con
pesos de A, de la forma

/R" |Tf(z)Pw(x)de < C’/n | M, f(x)|Pw(z)dz, 1 < r < oo, (1.4.5)
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donde 7’ es el conjugado de Hélder de r (ver [86] y [3]). Como se puede observar, si
r = o0, es posible obtener del lado derecho de la desigualdad al operador maximal de
Hardy-Littlewood. Sin embargo, en [68] se probd que, para 1 < r < 0o, la desigualdad de
arriba es “sharp” en el siguiente sentido: dado 1 <r < ooy 1 <t < 7/, existe un operador
integral singular 7" acotado en LP(R™), 1 < p < oo, con nucleo K € H, para el cual no
vale la desigualdad

/Rn T f(x)|Pw(x)dx < C’/Rn |M, f (z)|Pw(z)dz

para toda f tal que el lado izquierdo es finito y para todo peso w € A... Esto significa que
no es posible mejorar la desigualdad (1.4.5) con un operador del tipo M; puntualmente
mas chico que M,..

En vista de este resultado, los autores en [67] se preguntaron qué ocurre entre H,, y la
interseccion de todas las clases H,, 1 < r < oco. Mas precisamente, estaban interesados en
conocer si existia algtin operador integral de convolucién con nticleo K € (., Hr\ Hoo
y, de ser esto cierto, si se podia obtener alguna informaciéon que permita encontrar un
operador maximal de control més adecuado, puntualmente menor que todos los M,..

Encontraron, pues, que existia un operador con nicleo K € (,.,_. H; \ H, el cual,
ademaés, tenia otras propiedades de regularidad que garantizaban que (1.4.1) valia con
cierto operador maximal M, para determinada funcién n de Young que exhibiremos luego.
El operador que ejemplifica este hecho es el que se conoce como Funciéon Cuadrado, dado

por
1 42" 1 z42n—1 2
[ Sl g [ sy

1/2

Sfa)= >

neE”L

el cual, si bien es no-lineal, puede interpretarse como la norma en ¢? (el espacio de las
sucesiones de cuadrados sumables) del operador a valores vectoriales U f(z) = K* * f(z)

siendo

K5(0) = (K3 0haez = { g0 o) = i)

neL

En el articulo [31] (ver también [67]) se mostraron ciertas condiciones de suavidad en K
que prueban su pertenencia a (), ., .. Hy \ Huo.

Con el objetivo de dar un marco mas adecuado para operadores con estas propiedades,
se introdujeron nuevas clases del estilo de las de Hérmander ya conocidas, pero definidas
en una escala de espacios méas amplia que las de los espacios L": los espacios de Orlicz.
Los autores mostraron en [67] que el operador S pertenecia a una de estas nuevas clases,
la cual, efectivamente, resulta ser intermedia entre H,, y ﬂl§r<oo H,. Damos la definiciéon
de dichas clases a continuacion.

Definiciéon 1.4.6. Sea ® una funciéon de Young finita. Diremos que un niicleo K satisface
la condicion de Hormander Hg, y escribiremos K € Hg, si existen constantes ¢ > 1y
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Co > 0 tales que para todo y € R™ con R > cly],
Z 2mR || y) - K()) X{|J)‘~2mR}||q>,B(0,2m+1R) S C(I). (147)
m=1

donde {|z| ~ s} denotara la corona {x : s < |z| < 2s}.

Observacion 1.4.8. Cuando ®(t) =t" con 1 < r < oo, la condicion anterior es la clase H,
antes definida. Cuando r = oo, (1.4.7) se entiende como la clase Ho..

Bajo esta definicion, las funciones de Young ® para las cuales K° € Hg, como se
mostro en [67], son de la forma

o) =¢""" 1, e>o0.

Siguiendo el espiritu de la desigualdad (1.4.5), en lugar de operadores maximales M,, los
operadores maximales que surgen naturalmente son los relacionados con ® (ver (1.1.31)
y Observacion 1.1.32), esto es, Mz con

® =t(1+logtt)!" e>0

que, como vimos en el Lema 1.3.2, estdn mayorados por cualquier operador maximal M,,
para todo r > 1. En consecuencia, si se conoce que un determinado nticleo pertenece a
una clase de Hormander Hg estrictamente menor que una cierta clase H,, entonces si se
puede mejorar puntualmente el operador maximal de control. Esto motiva el estudio de
las propiedades de continuidad de los operadores M, asociados a distintas funciones de
Young 7.

Antes de continuar con los resultados de acotacion para los operadores integrales
singulares, veremos que todas las condiciones de Hérmander antes descritas verifican las
siguientes relaciones de inclusion dadas en [66], cuya prueba se hard de manera maés
general en el Lema 1.4.16.

Lema 1.4.9 (|66|). Valen las siguientes inclusiones:
(i) para todo 1 <r <s<oo, Hf, C H, C H; C H, C Hy;
(i1) cualquiera sea la funcion de Young ®, Hy, C He C Hy:

(i11) si ® € B, para algin r > 1, entonces H, C Hg.

En relacion con la desigualdad puntual (1.4.2), en [67] los autores probaron el siguiente
resultado para operadores con condiciones de regularidad como las definidas arriba. Este
muestra lo que afirmabamos antes: cuanto mas suave es el nticleo, mejor sera la estimacion
y el operador maximal de control resultante.
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Teorema 1.4.10 (|67|). Sea T un operador integral singular con nicleo K € Hg, con ®
una funcion de Young tal que su complementaria también sea de Young. Entonces, para
cada 0 < 0 < 1, existe una constante positiva Cs tal que

M(Tf)(z) < CsMgf(x), (1.4.11)

donde ® es la funcion complementaria de P.

También se tiene una version del teorema anterior cuando los ntucleos satisfacen la
condicion Lipschitz HY, que fue probada en [21]. El mismo resultado vale para el caso
en que K € H,,, como se vio en [67].

Teorema 1.4.12 (|21, 67|). Sea T un operador integral singular con nicleo K € HX o
K € H,. Entonces, para cada 0 < § < 1, existe una constante positiva Cy tal que

ME(Tf)(x) < CsM f(2). (1.4.13)

Antes de continuar con las propiedades de los operadores de tipo integral, damos algu-
nos ejemplos de ellos y las correspondientes condiciones de tipo Hérmander que satisfacen
sus nicleos.

Ejemplo 1.4.14. Para mas informacion sobre los ejemplos que listaremos abajo, ver [66].

(i) Transformadas de Riesz: El clasico ejemplo de operador T es la transformada de
Hilbert en R

71w) = 11w = opx [ 124,

y, mas generalmente, las transformadas de Riesz en R",

Tf(z)=R,f(z) = cnv.p./ T Y fy)dy, 1 <j<n.

g |7 — y[" !

Es facil ver que los nicleos de estos operadores satisfacen la condicion HZ . En

efecto, si |z| > c|y| para algin ¢ > 1, entonces |z| < (%) |z — y| v, para cada

c—1
1 < 7 < n se tiene que

Ti—Yj Lj

(z; — y;) |zt — ajlx — gyt |y;] ly|
< <
’.T _y’nJrl |$|’I’L+1

|x_y|n+l|$|n+1 - |x’n+1 - |x’n+l'

En virtud de ello, (1.4.13) vale con el operador maximal de Hardy-Littlewood.

(ii) Operadores de Calderdn-Zygmund: Mas generalmente, si T es un operador de la
forma (1.4.4) acotado sobre L*(R™) y el nucleo satisface que |K(z)| < C|z|™" para
todo x # 0 y, para algtn ¢ > 0,

K(z—y) - K@) < 02

< Ot lal > 2yl > 0

T se dice un operador de Calderén-Zygmund de tipo convolucion y, claramente, por
definicion satisface la condicion HZ . Por lo tanto, esta controlado por medio de
(1.4.13) con My = M.
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(iii) Operadores integrales con nicleo homogéneo: Otro ejemplo de este tipo de operador
son las integrales singulares con niicleos “rough”, esto es, operadores de tipo con-
volucion con nucleo K(x) = Q(z)|x|™ donde €2 es una funciéon definida sobre la
esfera unitaria S"~! de R™ con integral nula. Extendiendo 2 a R™\ {0} radialmente,
y llamando, con abuso de notacion, €2 a su extension, ésta resulta ser una funciéon
homogénea de grado 0. Los autores en [66, Proposition 4.2] mostraron que el niicleo

de T verifica K € Hg. Para ello, asumen que, para determinada funcion de Young
®, la funcion Q € L*(S"1) con

! dt
/ w@(t>_ < 00,
0 t

donde wg es el médulo L® de continuidad definido por

we(t) = sup 192(- +y) = Q0)[|e,50-1, £ > 0.
y|<t

Luego, del Teorema 1.4.10 se sigue que este tipo de operadores esta controlado por
el operador maximal M.

(iv) Multiplicadores de Fourier: Existen otras integrales singulares con nicleos menos
regulares que los de las transformadas de Riesz. En [60], los autores analizan las
integrales dadas en términos de un multiplicador. Especificamente, para una funciéon
m dada definida sobre R", consideraron el operador multiplicador 7, definido a
priori para funciones f en la clase de Schwartz por medio de la transformada de
Fourier como Tmf(C) m(C)f(C) Si, para algin 1 < s < 2 y algin [ € N con
[ > n/s las derivadas de m satisfacen que

1/s
sup <Rs|5ln/ |D5m(x)|5da:) <oo, VIBl=p1++06,<1
k>0 {R<|z|<2R}

en [66] se probo que el operador T, puede escribirse como el limite de operadores
de convolucion mas simples TV, N € N, cuyos nicleos K™ estan en la clase H, para
todo 1 < r < n/(n — 1), con constante uniforme en N. Asi, cada operador T se
puede controlar por el operador maximal M,, para todo n/l <1’ < oo en virtud del
Teorema 1.4.10 y, por medio de un argumento de limite, también ocurre lo mismo
para el operador T,,.

Los conmutadores con simbolo en BM O para los operadores integrales singulares del
tipo descrito arriba también fueron considerados en [66]. Dado T" uno de tales operadores
y b e L} (R"), se define el conmutador de orden k de T', para k € NU {0}, por

T (@) = [ (v(a) = b)) K e ~ )10 dy

Para el estudio de estos operadores, los autores en [66] introdujeron las correspondientes
condiciones de suavidad en el ntcleo K, las que dependen de una funcién de Young ® y,
ademas, del orden de los conmutadores.
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Definicién 1.4.15. Sea ® una funcion de Young finita y k£ € N. Decimos que el nticleo K
satisface la condicion de Hérmander Hg j, y escribimos K € Hgy, si existen constantes
c¢>1y Cgy >0 tales que para todo y € R™ con R > cly|

> mFRMR)K (- —y) = K()llojaf~omn < Ca.
m=1

Si k = 0, simplemente se tiene que Hg = Hg ( Definicion 1.4.6).

Como observamos en el caso k = 0, cuando se considera la funcion ®(t) = t" con
1 <7 < o0, la condicién anterior puede escribirse de la siguiente forma

mf:l m*(2m R)™/" ( /2

mR<|z|<2m+1R

1/r
|K(x —y) —K(x)|rdx) < C,.
y se dice que K € H, ;. Cuando r = oo, entendemos que el nicleo satisface la condicion

Hoo,k si

> mF@TR)"  sup |K(z —y) — K(z)| < Cx.

2m R<|z|<2m+1R N

Estas clases verifican las siguientes relaciones, como se menciona en [66].
Lema 1.4.16. Sea k € NU{0}. Entonces:
(i) para todo 1 <r <s<oo, HY C Hoy C Hyy C H,jy C Hyj, C Hy;
(ii) para todo j € NU{0} con 0 <j <k, Hpj C Ho;;
(111) cualquiera sea la funcion de Young ®, Hoop C Hop C Hyy;

(iv) si ® € B, para algin r > 1, entonces H,j, C Hg .
Demostracion. Notemos que para cada m € N,
||(K( - y) - K('))X{\x|~2mR}Hs,B(o,2m+1R)

::(@m“R>"/;%dzgmﬂRu«x—y>—Axwf)us

(2™ R)" — (2mR)™\ V°
(2m L R)" )

SMKc—w—memwmm@ﬂmmm(
< [[(K(-—y)— K(‘))X{va\~2mR}Hoo,B(o,zmﬂR),

de donde se sigue que Hy  C Hsy. Por otro lado, como s/r > 1, por la desigualdad de
Holder clasica se tiene que

||(K( - y) - K(‘))X{\x|~2mR}||r,B(0,2m+1R)
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((2m+1R)n _ (2mR)n)1/r—1/s
<2m+1R)n/r—n/s

<K —y) = K())X{lel~emrylls,Bo2m+1R)

< NG =y) = KC)Xqlal~amrylls, 502741 Ry,

y del mismo modo, tomando r = 1. Asi, se verifican las contenciones H, C H, ) C Hy
para todo 1 <r < s < oc.

Para ver que HY, C Hyoy, sean C,0 > 0y ¢ > 1 tales que, si |z| > c|y|,

K- )~ ) < o0

Luego, para cada m € N, si |z| > 2™R, entonces c|y| < R < 2™R < |z|, de donde se
tiene que

lyl’ (R/c)’ c
sup Klz—y)—-K(y)| <C sup < = .
2mR<|1‘|§2m+1R’ ( ) ( )‘ om Re|z|<2mH1R |x|9+n (2mR>6’+’rL C6’2m6’<2mR)n
Luego,
N O 1
ZQ R)" sup |K(x—y)—K(y)|§—ozﬁ<oo.
o 2m R<|z|<2m+1R S

Como m € N, mF > 1 para todo k € NU {0}, de donde se sigue que H,; C H;. La
prueba de (ii) también es inmediata pues m/ < m* para todo m € Ny todo 0 < j < k.

Sea ahora ® una funciéon de Young. En virtud de la siguiente desigualdad de Holder
para los promedios Luxemburg

57 L 1f@atade < fll.sllslls

que veremos mas adelante en (2.1.16), se puede probar que

I Kx—vy)— K m R || <m dx
|B(0,2m+1R)| /B(o,zm+1R)| (z—y) ()X {2m R<|z|<am+1 Ry

< |[(K( = y) = K())xqa~emryllo,B0,2m+1 Ry [ X{12ln2m 7Y G B0 2m+1 Ry
<[(K(-—y) - K('))X{\xlfv?mR}”@,B(O,ZerlR)HXB(O,T”“R)‘|&>7B(072m+13)

Puesto que para toda bola B se tiene que

IIXBH@,B:fnf{bo:i/ B(1/\)dx < 1}
1Bl Jp
1
=mf{A>0:1/]A<d (1)} =

(1)
se sigue que

1 /
|B(0, 2m 1 R)| K(z —y) — K(y)|X{jz|~2mrydT
| (072 +1R>| B(0,2m+lR)| ( ) ( )| {l | 2 R}
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< C(K (- = y) = KO)X gtz iyl o502m41 1)

lo que prueba la contenciéon Hg j, C H; . Para probar la inclusion H,  C Hg j, tomemos
A=(K(—y) - K('))X{|x|~2mR}||w73(072m+1R). Asi,

|K(z —y) — K(y)IX{|x~2MR}(x)) i

157 Lo ®
e o
BO.2R)] Jnomin

i |
- O(1)dxr = P(1).
BO, 2R Ly =)

IN - >

Si d(1) < 1,

1K (- = ) = K()Xqalemrylo.s02m1m) < 1K (- = y) = K()X{jalv2m o, B2 R)-

En el caso en que ®(1) > 1, basta tomar A = ®(1)[[(K(-—y) — K (-))X{jz|~2m R} || s, B0,2m 1 R)
y usar la convexidad de ® para obtener

(K (-—y) = K()X{e|~2mr} lo,B0,2m+1r) < @)K (-—y) = K () X{le|~2mR} | oc,BO27+1 R)»

de donde se sigue la contenciéon deseada.

Finalmente, la propiedad (iv) es consecuencia inmediata del Corolario 1.3.3 puesto
que ¢ € B,. O]

En [66], los autores también demostraron las siguientes desigualdades puntuales para
los conmutadores, que generalizan a las de los Teoremas 1.4.10 y 1.4.12. Para su obtencion,
se requiere que la funcion b sea de variacion media acotada, lo que se denota como
b € BMO y significa que la cantidad

1
[0l s i=sup - [ [b(a) ~ balda
B |B | B
es finita, donde bg denota el promedio de b sobre la bola B.

Teorema 1.4.17 ([66]). Sean ® y U funciones de Young finitas tales que para t >ty > 1,
D)V (E) < (1), siendo @i (t) = t(1+logT t)*. Si T es un operador integral singular
con nicleo K € Hy N Hg i, para cada b € BMO, 0 < <e<1ykeN, existe C = Cs,
tal que

k—1
M(Tg ) (@) < O lbll510Me(T] 1) () + ClIbl[ar0 Mg f ()
j=0

Teorema 1.4.18 (|66]). Si T es un operador integral singular con nicleo K € HY, o
K € HoNH - siendo or(t) = t(1 +log™ t)*, para cada b € BMO, 0 <§ <e <1y
ke N, existe C' = Cs, tal que

k—1
M(?(Tff)(@ < Cz ||b||%7\goMe(Tgf)($> + C||b||%MOML(logL)kf(x)

J=0



1.4 Operadores integrales relacionados y sus conmutadores 31

1.4.2. Operadores integrales fraccionarios

A continuacion, daremos algunas definiciones sobre operadores integrales fraccionarios
de tipo convolucién que tienen a los operadores M, , como operadores de control en el
sentido de (1.4.2).

En [12], los autores consideraron operadores integrales fraccionarios del tipo

Tof(z) = K.(x —vy)f(y)dy, 0<a<n, (1.4.19)

R n

donde el nicleo K, satisface una condiciéon de tamano y una condiciéon de suavidad de
tipo Hérmander fraccionaria. La condicién de tamano se denomina S, y diremos que
K, € S, si existe una constante C' > 0 tal que

/ | Ko (x)| de < Cs®,
{lz~s}
donde {|z| ~ s} es, como antes, la corona {z : s < |z| < 2s}.
La condicion de suavidad se define a continuacion, la cual estd dada en la escala de

los espacios de Orlicz, en analogia con el caso de los operadores de tipo integral singular.

Definicién 1.4.20. Dada ® una funcién de Young tal que ella y su complementaria son
finitas, diremos que K, € H, ¢ si existen constantes ¢ > 1y C, ¢ > 0 tales que para todo
y € R con R > c|y|, vale la desigualdad

Z 2mR n- a” ( - y) - KOZ('))X{|I|~2”"R}‘|<1>,B(0,2m+1R) S Ca’q). (1421)
m=1

Diremos que K, € H, , si existen constantes C'> 0y ¢ > 1 tales que

|yl
| |n+l a’

|Ko(z —y) — Ko(z)| < C—r—, 2] > clyl.

Cuando ®(t) =t" con 1 <r < o0, se dice que K, € H,,, lo que significa que existen
constantes ¢ > 1y C,, > 0 tales que para todo y € R” con R > c|y|, vale la desigualdad

o0

1/r
Z(ZmR)”/T/_a (/ |K(z —y) — K(x)|”dx) < Cur-
2mR<|z|<2m+1R

m=1

Cuando r = oo, interpretamos la condicion (1.4.21) como

2m R<|z|<2m+1R

Z (2" R)" sup |K(z —y) — K(2)] < Cy 0
m=1

Aligual que en el caso de las condiciones de tipo Hérmander no fraccionarias, se tienen
las siguientes inclusiones para las clases definidas arriba, como se mencion6 en [12].
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Lema 1.4.22. Sea 0 < a < n. Entonces:

(i) para todo 1 <r < s < oo, H}, , C Hooo C Has C Hoy C Hap;
(ii) cualquiera sea la funcion de Young ®, Hy o C Hoo C Hyn;

(i11) si ® € B, para algin r > 1, entonces H,, C Hy 0.

Demostracion. Dado que el término que involucra a « en las condiciones no influye en
los promedios de tipo Luxemburg, las pruebas de todas las inclusiones se obtienen como
en el caso a = 0. O

Bajo las condiciones de tamano y de suavidad de tipo Hormander en el ntcleo K,
dadas, en [12]| se demostraron los siguientes resultados de control anélogos a los obtenidos
para los operadores integrales singulares en la seccion anterior. Cuando T, = I, el
correspondiente resultado fue dado previamente en [1].

Teorema 1.4.23 ([12]). Sea T,, un operador integral fraccionario de la forma dada en
(1.4.19) con nicleo K, € SaNHyo con ® de Young tal que ella y su complementaria son
finitas. Entonces, para cada 0 < § < 1, existe una constante positiva Cs tal que

M(T. f)(x) < CsM, 3 (). (1.4.24)

Teorema 1.4.25 (|12|). Sea T, un operador integral fraccionario de la forma dada en
(1.4.19) con nicleo K, € S, N H; . o K €5,NHg. Entonces, para cada 0 <6 <1,

existe una constante positiva Cs tal que
M}(Tof)(x) < CsM, f(x). (1.4.26)

Ejemplo 1.4.27. Veamos ahora algunos ejemplos de operadores que satisfacen las condi-
ciones de tipo Hormander fraccionarias y los correspondientes operadores maximales de
control.

(i) Operador integral fraccionario: Un ejemplo clasico de un operador del tipo (1.4.19)
es el operador integral fraccionario I,,, cuyo nacleo K, (x) = |z|* " satisface clara-
mente la condicién S, pues

2s
1
[ = [y = (s =) S s
s<|z|<2s s 07

y también la condicion de tipo Hormander H;, . En efecto, en virtud del teorema
del valor medio existe z = 0z + (1 — 6)y con 6 € (0,1) tal que

o —y[*" = |2|* " < Cla* " Ha —y — 2] = Clz* "y,
por lo que, eligiendo |z| > c|y| para algin ¢ > 1/6 > 1, resulta |z| > (0 — 1/c)|z| y

obtenemos que

_ - e |yl
|z =y = |z|*7" < Clz]* "My :CW-
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En consecuencia, por el Teorema 1.4.23, I, esta controlado por el operador maximal
fraccionario clésico M,,.

(ii) Operadores integrales con nicleo homogéneo: Este tipo de operadores son una ver-
sion fraccionaria de aquellos dados en el Ejemplo 1.4.14(iii). Se consideran opera-
dores de tipo integral fraccionaria con niicleo K, (x) = Q(z)|x|* ™ donde Q es como
en dicho ejemplo. En |12], los autores demostraron que K,, el nicleo de Ty, verifica
las condiciones S, y H, ¢ siempre que Q € L*(S""!) con

L dt
wq>(t)— < 00,
0 t

donde wg es el modulo L* de continuidad (ver Ejemplo 1.4.14(iii)). Estos operadores
fueron también considerados en [17] y [36].

(iii) Multiplicadores de Fourier: Versiones fraccionarias de los operadores T, definidos
en el Ejemplo 1.4.14(iv) también son ejemplos de operadores integrales fraccionarios
con niicleos K, € S, N H,,, los cuales fueron introducidos en [59]. Asumiendo que
Im(z)| < x|~ y que las derivadas de m satisfacen

1/s
sup (RS('B"“)‘”/ IDBm(:v)Isdfv) <oo, VIBl=PBi4 -+ B <1
{R<|z|<2R}

R>0

para algin 1 < s < 2y algun [ € N con | > n/s, el operador T,, puede escribirse
como el limite de operadores de convolucion 7. Se prob6 en [12] que los nicleos
KY de estos tltimos verifican K € S, N H,, para todo 1 < r < n/(n — «a), donde
la constante de la condicién de tipo Hérmander no depende de N. Asi, como en
el caso no fraccionario, resulta que T, esta controlado, en virtud de (1.4.2), por el
operador maximal fraccionario M, ,» para cada n/l < r' < oo.

Si ahora consideramos una funcion b € L}, .(R™), definimos el conmutador de T, de
orden k, para k € NU {0} por

T, f(0) = [ (6@) = b)) Kala ~ ) )y, 0 Za<n
Claramente, cuando k = 0, T(f,b =T,. Para estos operadores, supondremos que el niicleo

K, satisface, ademés de la condicion S, la siguiente condicion de regularidad.

Definicién 1.4.28. Sea ® una funcién de Young finita y £ € N. Diremos que K € H, ¢
si existen constantes ¢ > 1y C,x > 0 tales que para todo y € R™ con R > cly|, vale la
desigualdad

Z(QmR)n_amkH(Ka(' - y) - Ka('))X{Ix\NQ’"R}||<I’,B(0,2m+1R) < Cook-

m=1

Para estas clases, se tienen las siguientes propiedades, que generalizan a las dadas en
los Lemas 1.4.22 y 1.4.16.
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Lema 1.4.29. Sea 0 < a <n y k € N. Entonces:

(i) para todo 1 <r < s < oo, H ;. C Hooop C Hasp C Hapr C Hotps
(it) para todo j € NU{0} con 0<j <k, Hyop C Hoo,;
(iii) cualquiera sea la funcion de Young ®, Hy o C Hoop C Honk;

(i) si ® € B, para algun r > 1, entonces Hy ) C Ho o -

Demostracion. Como el nimero « so6lo afecta a la medida de la bola en cada una de
las condiciones de tipo Héormander consideradas, todas las desigualdades probadas en el
Lema 1.4.16 permiten deducir las propiedades enunciadas en este lema. O

En [12], los autores probaron también una desigualdad en el espiritu de (1.4.24) para
Tib, que damos en los siguientes resultados, cuando b € BMO. En el caso en que T,, = I,,,
la desigualdad de control fue demostrada en [37] y [24] para k = 1, y en [10] para cualquier
k € N en el contexto mas general de espacios de tipo homogéneo.

Teorema 1.4.30 ([12]). Sean ® y U funciones de Young finitas tales que & (£)¥~1(¢) <
@' (t) para todo t > to > 1, donde @i (t) = t(1 + log™ t)*. Si T, es un operador integral
fraccionario con nicleo K € So N How N Hy e, para cada b € BMO,0<d<e<l1ly
k € N, existe una constante C' = Cs. tal que

k—1
M (T p f)(@) < C Y |Iblar0Me(T3 o) (@) + Cllbl a0 M, 5./ (2)-
j=0

Teorema 1.4.31 ([12]). Si T, es un operador integral fraccionario con nicleo K €
SaNH 0K € SyNHyoopk, para cada b € BMO, 0 <0 <e<1ykeN, existe una

«,00

constante C' = Cjs, tal que
k—1 ' .
MY(TE ) (@) < C 116l 550 M(T2 o ) () + Cl1b] 00 Mo, f (),
§=0

donde @y (t) = t(1 + log™ t)*.



Capitulo 2

Espacios funcionales

En este capitulo se darén las definiciones y propiedades basicas acerca de los espacios
de Orlicz y de Lebesgue de exponente variable LP(), que son los espacios de funciones que
seran considerados a lo largo de esta tesis y sobre los cuales se estudiaran las propiedades
de acotacion de los operadores introducidos en el capitulo anterior. Méas especificamente,
en el Capitulo 3 se demostrara que el operador M, ,, definido en (1.3.1), y los operadores
controlados por éste estan acotados en espacios de Orlicz y un estudio similar se realizara
en el Capitulo 4 respecto de los espacios LP().

2.1. Espacios de Orlicz

Como mencionamos en la introduccion, los espacios de Orlicz resultan, en muchos
casos, ser contextos mas adecuados para obtener propiedades de continuidad de diversos
operadores que no resultan acotados sobre los clasicos espacios de Lebesgue. El ejem-
plo clasico de este tipo de comportamiento lo otorga el operador maximal de Hardy-
Littlewood que no esta acotado sobre L'(R"). Mas precisamente, M f es integrable para
f € LY(R") siy solosi f es idénticamente nula. Es natural entonces preguntarse sobre qué
espacio de funciones que sustituya a L'(R™) resulta M f al menos localmente integrable.
Una respuesta a esta cuestion fue dada por Wiener |90| quien prob6 que se verifica la
siguiente desigualdad

/B Mf(@)dz <21B|+C [ |7(@)]logle +1(@))da

para toda bola B y cierta constante positiva C'. Es decir, si la funcion f satisface que
| f| log(e+]f|) es integrable, entonces M f también lo es localmente. Si tomamos la funcion
®(t) = tlog(e +t), podemos decir que la funcion f debe satisfacer que

| als@hids <o
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La condicion anterior define el conjunto que denominamos espacio de Orlicz asociado a
la funcion ®. Veremos ahora la definiciéon de estos espacios de manera formal.

Definicion 2.1.1. Sea @ C R™ abierto y sea ® : [0,00) — [0,00) una funciéon tal que
®(0) = 0. Se define el espacio de Orlicz L*(Q2) como el conjunto de todas las funciones
f medibles sobre €2 para las cuales existe un niimero positivo A tal que el funcional

0a0(f/A) = /Q‘I’ (@) dx

Observacion 2.1.2. Si ®(t) = t? con p > 1, L* () es el espacio de Lebesgue clasico LP(€2).

es finito.

El funcional gg o no es una norma para el espacio de Orlicz L*(Q2) ya que, en general,
no saca escalares y si, por ejemplo, 9o o(f) =0y @ es nula en un intervalo a la derecha
del origen, f no necesariamente es nula en tal intervalo. Sin embargo, la definicion que
sigue introduce una norma para el espacio de Orlicz cuando ® es una funcion de Young.

Definicion 2.1.3. Sea 2 C R™ abierto y sea ® : [0,00) — [0,00) una funcion tal que
®(0) = 0. Dada f una funcién medible sobre €2, definimos el funcional

[ f]lLe@) = mf{A > 0: 0sa(f/N) < 1}

Antes de probar que el funcional anterior es una norma para L®(Q) cuando ® es de
Young, requeriremos algunas propiedades que establecen relaciones entre dicho funcional

Y 030-

Lema 2.1.4. Sea ® : [0,00) — [0,00) una funcion de Young y Q un abierto de R".
Entonces:
(i) oo o(f/I|fllLe@) <1 siempre que 0 < ||f|| e < 0o. Si, ademds, ® es submulti-

plicativa y estd normalizada, se tiene que oo o(f/||f|lLe@) = 1;

(ii) si oo o(f/A) <1 con XA >0, entonces || f|[Le@) < A ¥, si goo(f) < C para alguna
constante C' > 1, entonces ||f|| e < C;

(iii) si ||f]|pe <1, entonces 0o.0(f) < ||flle). En cambio, si ||f]| ey > 1, enton-
ces 0a.0(f) = |[fllLe@)-

Demostracion. Para demostrar (i), sea 0 < || f|[ 2y < oco. Por la definicion de || f|| e,
existe {A,}, oy una sucesion decreciente a ||f|| ) que satisface opo(f/An) < 1 para
cada n € N. Por la continuidad de ® y el Lema de Fatou tenemos que

)= [ (L) - [ (M)
Qm(llﬂlmm) /Q(D(Hf“m(g) v /Q%?ié%q’ o

<liminf | ® <|f(:v)|) dxr = liminf o4 o (i> )
n—00 Q )\n n—o0 ’ /\n
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Pero, para todo n € N, p¢ o(f/A,) < 1, por lo que, de la desigualdad anterior obte-
nemos que 0a.0(f/|[f|lze@) < L.

Supongamos ahora que ® es submultiplicativa y esta normalizada. Luego, para todo
0 <A< ||fllL2( se tiene que

opq (f/A) <@ (@) oo (f/I1fllLo@) -

Asi, si fuera 0o.0 (f/||fllr2@) < 1, tendriamos que oo (f/A) < @(||f]|L2@)/A) para
todos esos valores de A. Luego, tomando limite cuando A — || f||z#(q), de la continuidad
de ® se tiene que

) f) , (||f||m(g))
lim — < Im &(——=)=d(1)=1
>\_>||f||Lq>(Q) Q¢’Q (>\ o >‘_>||f||L§>(Q) )\ ( )

Existiria, entonces, al menos un A < ||f|[ze) para el cual gso(f/\) < 1, lo que
contradice que || f]| 2 es el infimo. Luego, debe ser oo o(f/||f|[re@)) = 1.

Probemos (7). Es claro que si, para algin A > 0 se tiene que pg o(f/\)
definicion de || f||p2(q) debe ser ||f||Lq> < A. Si ahora tenemos que 0 o(f)
alguna constante C' > 1, de la convex1dad de ® tenemos que

/qu (@) dz < %/ﬂ@(\f(a:)bda: <1

y, por lo visto recién, || f[|pe) < C.

<1,
<Cpara

Para probar (%), notemos que, si 0 < || f[| 2 < 1, usamos la convexidad de gp 0y
el inciso (i) para obtener

ea.0(f) < |fllLe@oea(f/lIfllLe@) < [IfllLe@)

En cambio, si ||f|[z#@) = 0, entonces f = 0 en casi todo punto de 2y, por lo tanto,

op0(f) =0=||fllLe)

Si ahora || f|| e > 1, para cada 1 < A < ||f]|p2(q) se tiene que 0po(f/A) > 1 por
definicion del funmonal || |[z# ). Como @ es convexa y A > 1,

t<nali/n = [ @ (L) ar < 5 [ @17

Luego, 0o o(f) > A. Haciendo A ||f||Lq>(Q) se concluye que ||f||Lq> < oo.0(f). 0

Proposwlon 2.1.5. Sea Q C R™ abierto y sea ® : [0,00) — [0,00) una funcidn tal que
fo s)ds donde ¢ : [0,00) — [0,00) es una funcidn continua por izquierda tal que
gZ)(O) = 0. Entonces.
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(i) | fllze@ =0y, si f =0 en casi todo punto, entonces ||f|| o) = 0. i, ademds, ¢
es posztwa en (0,00), entonces || f||Le@) = 0 implica f =0 en casi todo punto;

(i) lleflle@) = lelllfllLe @) para todo ¢ € R™;

(iii) si, ademds, ¢ es no-decreciente, entonces ||f + gl|re) < || fllze@) + [|9]|2 @

Demostracion. Por ser el infimo de niimeros reales no-negativos, es inmediato que, para
cualquier funcion f, ||f||pe@) > 0. Ademas, si f = 0 en casi todo punto, cualquiera sea
A > 0, se tiene que

[ @@ =0 <1

asi que el infimo || f|[.¢q) es nulo.

Sea ¢ positiva fuera del origen y sea f tal que ||f|| ¢ = 0. Supongamos, por el
contrario, que para algin ¢ > 0, |f(x)| > ¢ para todo = € E con 0 < |E| < co. Luego, de
la definicion de || f|[ ) = 0, para cada A > 0 se tiene que

| > /Qcp ('f(f)') > |E[(c/)).

Pero de la positividad de ¢, tenemos que ®(t) " oo cuando t oo, de donde se sigue
que ®(c/A) 7 oo para A N\, 0, lo que contradice que |E|®(c¢/A\) < 1 para todo A > 0.
Luego, debe ser f = 0 en casi todo punto.

Ahora bien, dado ¢ € R es facil ver que

)

(5
@(

||Cf||L‘1’(Q) = {nf {)\ >0:

= inf { >0:

= inf{ clp>0:
= |C|Hf||L‘1>(Q)

S P
)

:o\io\

Ay

Resta probar la desigualdad triangular, para lo cual supondremos que la funcion ¢
es no-decreciente o, lo que es lo mismo, que ® es convexa. Sean f, g funciones tales que
[ f]L2 (@) 19l @) < oo. Es claro que, si alguna de estas cantidades es nula, entonces f
0 g es nula en cas1 todo punto y resulta ||f + g||r2@) = |[fl|re@) + |l9]/L2 ). Podemos
asumir, pues, que 0 < |[f|[z2(q), |[9][re@) < oo. Si deﬁnimos

||f||L‘I’(Q) P ||9||L<I>(Q)
[ fllze@) + lgllzo @ [ flze@) + llgllze@)’

entonces 3 4+ v = 1. Luego, del crecimiento y la convexidad de P,

|f(z) + g()] ) ( |f(@)] + lg(z)] )
) d () d
/Q (HfHLfb(Q) + 19l 2o s /Q I fllze@) + 19llLe @) v

8=
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[ (sl sy,
£ ze HgHL‘I)(Q)

<o Qmmm>“+TA¢Gﬁ%%)“

<pB+v=1,

en virtud del Lema 2.1.4(7). Finalmente, usando el Lema 2.1.4(%i), tenemos probada la
desigualdad triangular. O

Como consecuencia del lema anterior y del Lema 1.1.3, si ® es de Young, || - |[1e(q)
resulta ser una norma para este espacio, como muestra el siguiente resultado. Mas atn,
(L®(2),] - |lo) resulta ser un espacio de Banach como se demostro en [58] (ver también
[8] o [84]).

Teorema 2.1.6 (|58]). Si ® es una funcion de Young, entonces || - || ) es una norma
para el espacio de Orlicz L*(Q)). Mds atin, (L®(Q),|| - ||lo) es un espacio de Banach.

Volviendo a lo que discutiamos al comienzo de esta seccion, la funciéon dada por
®(t) = tlog(e+t) es intermedia entre ¥y (t) =t y Wy(t) = 2 cuyos espacios asociados son
L'y L? respectivamente. Es asi que podemos pensar, de alguna manera, a los espacios de
Orlicz como espacios “intermedios” entre los LP y sustitutos de estos cuando los tltimos
no parecen ser el contexto mas adecuado para el estudio de la continuidad de ciertos
operadores del Analisis Armonico.

En lo que sigue, daremos una serie de desigualdades que satifacen las normas de Or-
licz, generalizando, en cierta forma, otras desigualdades bien conocidas en el contexto de
espacios de Lebesgue clasicos. La primera desigualdad que presentaremos es una genera-
lizacion de la desigualdad de Hélder, probada en [89], que se sigue de la desigualdad de
Young generalizada (1.1.18).

Proposicion 2.1.7 ([89]). Para toda funcion de Young ® finita se tiene que

| @g@dz < 2l flolglls 2.15)
para todo par de funciones f € L®(Q) y g € L&)(Q).

Demostracion. Basta suponer ||f|[ze@q) > 0y ||g||Lg>(Q) > 0 ya que, en otro caso, f =0
0 g = 0 en casi todo punto y la desigualdad es trivial.

Si, para cada x € 2, aplicamos la desigualdad de Young (1.1.18) a s = [f(z)[/||f||ze @)
y ¢ = 9(@)|/I1gl] (0 se tiene que

f(@)g(@)] (U@N) = ( lg@)|
b | —t— b ———— .
@l \ifllew /) Qmm@)
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Luego, en virtud del Lema 2.1.4(i) tenemos que

f@g@) 1 @( ()] ) S VIO P
/92||f||m<m||g||m‘”Sz/ﬂ e “2/9 Tolle ) 5=

de donde se tiene (2.1.8). O

Claramente, si ®(t) = t*/p, entonces E)(t) =tr/pconl<p<ooyl/p+1/p =1,
y se recupera la desigualdad de Holder clasica, aunque la constante 2 no es Optima
pues es bien sabido que dicha desigualdad vale con constante 1. Conocer las funciones
® y & explicitamente puede permitirnos, en muchos casos, mejorar la constante de la

desigualdad de Holder (2.1.8).

Recordemos, ademés, que si 1/p+1/qg=1/r con 1 <r < oo, también se tiene que

17 gller@) < [[fllr@lgllLo@). (2.1.9)

Esto es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder clésica con exponentes
p/ry q/r. Pero también puede probarse aplicando la desigualdad de Young generalizada
que satisfacen las funciones W(t) =t", ®(t) =P y Po(t) = 1%

\I/(St) < @1(5) + (I)Q(t>, \V/S,t > 0,
que es consecuencia de la relacion t/P¢1/9 = /7 para todo t > 0.

En virtud de la desigualdad de Young anterior para funciones ®, 5, ¥ mas generales
(Lema 1.1.25), se demostro en |77 una version de la desigualdad de Hélder sobre espacios
de Orlicz que tiene a (2.1.8) y (2.1.9) como casos particulares.

Proposicion 2.1.10 ([77]). Si @1, P2, ¥ son funciones de Young finitas tales que
TP (H) < UTHE), VE>0

entonces
fgllw@) < 20| fllzer @ll9llzez @) (2.1.11)
para todo par de funciones f € L*1(Q) y g € L*2(Q).

Demostracion. Basta suponer ||f|| e,y > 0 [|g]| e > 0 ya que, en otro caso, f =0
0 g = 0 en casi todo punto y la desigualdad es trivial.

Como
O LD () < UTH(t), Wt >0,

sabemos que vale la desigualdad de Young generalizada

U(st) < Py(s) + Do(t), Vs, t>0,
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dada en el Lema 1.1.25. Aplicandola a s = |f(z)|/[|f||ze1) ¥ t = [9(2)|/l|gll122(0),
utilizando que ¥ es convexa y el Lema 2.1.4(7), se tiene que

f(@)g()] ) 1 ( f(@)g()] )
V) d — y d
L (ﬂmhmmWMmm) x§2L 1w @l )

(Y L (Y,
<3 [ (P =+ 2% (e )

=1.

<

1
2

N —

Finalmente, por el Lema 2.1.4(iii), se obtiene la desigualdad deseada. O

Recordemos que para una funcién de Young & habiamos definido el promedio gene-
ralizado de f en el Capitulo 1. Sin embargo, no es necesario que ® sea de Young. Basta
suponer ¢ finita con ®(0) = 0. Usando el funcional pg o, dicho promedio se escribe de la
siguiente manera

) 1
|f1le,5 :mf{)\>0: m@@,ﬂ(fXB/)‘) < 1}7 (2.1.12)

sobre una bola B = B(x, R) con centro x € Q y radio R > 0, para f € L (). Es facil

loc

ver que si ®(t) = t, ||f||e,5 es el promedio usual Frlwme |f| y st ®(t) =t conp > 1,
1 » 1/p
entonces | fllas == ||fllpn = (ke i /1) "

Para estos promedios también se tiene una desigualdad de Hélder generalizada gracias,
nuevamente, al Lema 1.1.25.

Proposicion 2.1.13 ([77]). Si &1, P2, U son funciones de Young finitas tales que
TP (H) < UTHE), VE>0

entonces
1 falle,s < 2| flle,,Bll9]le..5, (2.1.14)

para todo par de funciones f,g € L} ().

loc

Observacion 2.1.15. En particular, si W(¢) = t, se tiene la desigualdad

1
BN

i [ F@a@lde < 2wl (2.1.16)

para todo par de funciones f,g € L}, ().

loc

Demostracion. La demostracion es similar a la de la Proposicion 2.1.10, integrando sobre
bolas B con centro en 2 y dividiendo por |B N Q. O
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Una propiedad que tienen los espacios LP es que su norma puede escibirse en términos
. /
de su espacio dual L” en la forma

flba= sup / F(2)g(x)dz.

llgllpr <1

lo cual tiene que ver, en parte, con que ®(t) =t /py <A13(t) = 7' /p/ satisfacen la desigualdad
de Young. Veremos en el siguiente resultado que esto puede generalizarse al contexto de
espacios de Orlicz.

Lema 2.1.17. Sea Q) C R" abierto. Sea ® una funcion de Young y sea P su funcion
complementaria, ambas finitas. Definimos el funcional

flllsrey = s [ flgla)

lgll, 5, <172

Entonces, para toda f € L*(Q2) se tienen las desigualdades

[ flee ) < N fIllew) < 20 f]|pe - (2.1.18)

Mas atn,

L(P(Q) ={f: |||f|||L‘I>(Q) < 00},

Demostracion. Veamos que valen las desigualdades en (2.1.18) para toda f € L®(€2). Sea
g € L*(Q) con ||g||Lg)(Q) < 1. Entonces, por la desigualdad de Holder (2.1.8) tenemos que

| s@at@yte < [ 1#@a@)dz < 2 fllislloll o0 < 2o
Tomando supremo sobre todas las funciones g obtenemos la desigualdad

[ flllze@) < 2[|f]|ze@)-
En consecuencia, L*(Q) C {f : ||| f|||#@) < oo}

Ahora supongamos que ||| f|[|re) < 0o. Si ||[f|[|r2@) = 0, entonces f = 0 en casi
todo punto. En efecto, si existiera algin conjunto E con 0 < |F| < oo donde f # 0,

entonces g = & 1(1/|E|)sgn(f)xz € L¥(Q) con

esnle) = [ @ (3B sens))) do = [ @ (57 /18)) de =1

En consecuencia,

Az @) = /Qf(x)g(fv)dﬂf = 51(1/|E|)/E|f($)ldx >0,

lo que contradice lo supuesto. Por lo tanto, f = 0 en casi todo punto y asi || f||peq) = 0.
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Supongamos entonces que ||| f||[ze@) > 0 y que, ademas, f es una funcion simple.

Luego, la funcion
_ f() )
50 = ([

también es una funcién simple y pertenece a LE’(Q), siendo ¢ la derivada de ® (ver
Lema 1.1.3). Luego, del Lema 1.1.17 vale la igualdad en la desigualdad de Young

@)\ 5o f@)
éQWWm@)+©@<» TGS

para cada x € ). Esto implica que

3+ () e [

Por otro lado, de la definicion de ||| f|||p#q) es facil ver que

’ (2.1.19)

g(@yde| < méx {1, lglls o } 111l

por lo que el lado derecho de (2.1.19) es, a lo sumo, méx {1, HgHLg,(Q)}. Sillgll e < 1,
por el Lema 2.1.4(7ii) se tiene que [, ®(g(x))dx < 1y, asi,

o2 (Wl o=

Si fuera HgHL@ ) > 1, entonces méx{l 9!l 3 q } = |lgllz8(q) ¥» por el mismo lema,

||QHL<1> < fQ ))dz, de donde se obtiene que

A@(mﬁﬁﬁa>ﬁzﬂ'
A@GW%%6)MSL

11|22 @) < Lo @

para toda funcién f simple. Si ahora f es una funcién medible con 0 < [[|f]|[e @) < oo,
existe una sucesion de funciones simples no-negativas { f,,} crecientes a | f| puntualmente,
de donde se tiene que ||| fa||[re) < ||[f]]|2@)- En consecuencia,

o)) ()
O\ g d Y LA
fo (e ) = L (i ) =

En cualquier caso,

lo que implica que
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por lo probado antes. Finalmente, haciendo n — oo, por el teorema de la convergencia

monotona se sigue que
/ o (M) dr <1,
o \llflllze@

y nuevamente obtenemos la desigualdad ||f|| ey < ||[f|l|r#@). Esto implica la otra
contencion { f : ||| f]||ze) < oo} C L*(). O

A lo largo del Capitulo 3 consideraremos, ademas de espacios de Orlicz asociados
a funciones de Young, espacios definidos a través de funciones no-negativas B para las
cuales existe una funcion b : [0, 4+00) — [0,400) continua por izquierda que satisface
b(0) = 0 tal que

B(t) = /0 b(s)ds. (2.1.20)

En general, esta funcién podria no ser de Young como muestra el Lema 1.1.3, ya que
b puede ser, por ejemplo, decreciente en algin intervalo o nula alrededor del cero. Sin
embargo, puede definirse la inversa generalizada para B como en (1.1.8).

Otra clase de funciones que consideraremos para definir espacios de Orlicz y que
resulta ser un subconjunto de la clase de funciones de Young, es la clase de N-funciones.
Damos aqui la definicion correspondiente y un resultado que involucra N-funciones que
sera de utilidad en el estudio del control de operadores en el Capitulo 3.

Definicion 2.1.21. Sea A : [0,4+00) — [0,+00) una funcion de Young. Decimos que A
es una N-funcion si, ademas,
Alt)
lim —= =0 lim —= =

o+t y o OmTy T
Lema 2.1.22. Sean A y B dos N-funciones que satisfacen la condicion As. Entonces,
Ao B es también una N-funcion en la clase A,.

Demostracion. Es inmediato que A o B es una funciéon de Young ya que la composicion
de funciones crecientes y convexas es una funcion creciente y convexa, (Ao B)(0) =0y
lim; 1 oo (A o B)(t) = +00. Ademaés, de la monotonia de A se tiene que Ao B € A,.

Resta ver que

_ . (Ao B)(t)
0+ t =0y t£+moo t = oo

Puesto que B(t), B(t)/t y A(t)/t tienden a 0 cuando t — 07,
o AeB)() A(B(1)) B(t)

If = lim 2PN
ot ¢ R O R

Y, analogamente, como B(t), B(t)/t y A(t)/t tienden a +oo cuando t — +o00, también
lim (Ao B)(t)/t = +0. O

t——+o0
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2.2. Espacios de Lebesgue de exponente variable

Desde principios de los anos '90, los espacios de Lebesgue de exponente variable han
adquirido gran notoriedad debido a que resultan ser el ambito adecuado de estudio de
una gran variedad de problemas relacionados con fenémenos fisicos, entre los cuales se
destacan el estudio de fluidos electroreologicos, que son fluidos que cambian de viscosidad
ante la presencia de un campo eléctrico (ver [87|), el estudio del flujo de fluidos en me-
dios porosos (ver |2]), magnetoestatica (ver [16]) y procesos de restauracion de imagenes
(ver [18]). El planteo de estos problemas esté intimamente relacionado con el estudio de
propiedades de regularidad de soluciones de ecuaciones diferenciales en el contexto de los
espacios mencionados. Dichas soluciones estan controladas en algin sentido por ciertos
operadores del analisis armonico, cuyas propiedades de regularidad es necesario conocer
para asi establecer propiedades para las primeras.

Damos a continuacion la definicion de los espacios LP) y algunas de sus caracteristicas
mas importantes.

Sea 2 un abierto de R" y sea p : 2 — [1,00) una funcién medible, a la que, de ahora
en adelante, denominaremos funcion exponente. Dado un subconjunto medible E de €2,
escribiremos

pp =ess inf p(x) y pj =esssup p(z)
zel 2€E

y, por simplicidad, denotaremos con p~ y p* al infimo y al supremo sobre todo el espacio

Q.

Llamaremos P(£2) al conjunto de todos los exponentes definidos sobre 2 y denotaremos
con P*(Q2) al conjunto de exponentes acotados, es decir, el conjunto de exponentes p con
+
p < o0.

Definicién 2.2.1. Dado P(), decimos que una funcion medible f pertenece a LP()(Q)

si el funcional p(z)
op).a(f/N) ;:/Q(U(;)’) du

es finito para algin A > 0.

En realidad, a lo largo de la tesis s6lo consideraremos exponentes acotados, por lo
que, en ese caso, decir que f € LP0)(Q) es equivalente a que

/ ()@ dz < 0o,
Q

Es claro que si esto tiltimo ocurre, entonces f € LP()(Q) tomando A = 1. Reciprocamente,
si existe A > 0 tal que g,y a(f/A) < oo, entonces

p(z)
/ ()P da < méx{)\p_,)\p+}/ ('f&l")') dz < 00,
Q Q
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Observacion 2.2.2. Notar que si p(z) = p, LP)(Q) = LP(Q), el espacio de Lebesgue
clasico.

El funcional g, satisface las siguientes propiedades, que fueron probadas en [57]
(ver también [26]), muchas de las cuales se saben vélidas si el exponente p(-) es constante.

Lema 2.2.3 ([57]). Sea p € P*(2) y Q un abierto de R™. Entonces:

(i) op()0(f) es no negativa para toda funcion f y opcya(f) =0 siy sdlo si f(x) =0
para casi todo x € €);

—f) = op(),0(f) para toda f;

f) es convexa en el sentido que, para todo par de funciones f y g, y para todo
s op)0(0f + (1= 0)g) < 0o,).a(f) + (1= 0)opeyalg);

(i) 0py0(f) < opyalg) siempre que |f(x)] < |g(x)| para casi todo x € §;

SS
m -
=)

(v) 5i 0 < opy(f) < 00, el mapeo X\ — o,y.a(f/N) es continuo y decreciente sobre
[1,00).

Demostracion. La demostracion de (i) es inmediata por ser g,y o(f) la integral de una
funcion no-negativa, y (i) se tiene trivialmente de la igualdad |f| = | — f].

Probemos la propiedad (iii). Sea 6 € [0,1], y f,g dos funciones definidas sobre (.
Luego, dado que p(z) > 1 para todo x € €0, usamos la convexidad de la funcion h(t) =
|t|P(*) para cada z fijo y la desigualdad triangular para obtener

0p0(0F + (1= 0)g) = / 0F(2) + (1 — 0)g(x)P@dz

< [ Or@P) + (1= D)lgla) P
Q
= 00p().0(f) + (1 = 0)op).0(9)-
Por lo tanto, g,(.)q es convexa.

Es facil ver que vale (iv) pues, si |f(x)| > |g(x)| para casi todo z € Q, |f(z)[P® >
|g(x)[P®) para casi todo z € Q y luego integramos.

Demostremos (v). Veamos primero que el mapeo es decreciente. Sean A\, Ay € [1,00)
con A\ < Xg. Luego, |f(x)/M] > |f(x)/A2] para todo € €. Como gyya(f) < oo
¥ 0p),0(f/A) < opeyal(f), por (i) resulta o,y 0(f/A) < oo para todo A € [1,00) v,
entonces, 0p).0(f/ ) > 0p),0(f/A2). Es decir, la funcion A — 0,0)a(f/A) es decreciente
en [1,00).

Finalmente, probemos la continuidad del funcional g,)q(f/A) respecto de A. Sea
Ao € [1,00) ¥y {\,} una sucesion en [1,00) tal que A, — Ag. Definimos la sucesion de
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funciones f,(x) = |f(x)/\,|P™, las cuales satisfacen

o p(z)
lim f,(x) = |12

Ve

?

Ademas, como A, € [1,00), resulta que |f,(z)] < |f(z)[P® para todo n € N. Pero
| f(x)[P®) es integrable pues 0,().a(f) < oo, de donde, por el Teorema de la Convergencia

Dominada, se tiene que
p(x)
dr = lim /
n—oo QO

Por lo tanto, la funcién A — 0,y o(f/A) es continua en [1,00). O

p(z)

f(z) dx = nh_{go op().2(f/An)

flz) =)
Ao

n

op()0(f/Xo) = /

Q

Notemos que el funcional g, o no es una norma atin cuando satisface las propiedades
(i) y (i), pues ni la propiedad de homogeneidad ni la desigualdad triangular son ciertas.
Las propiedades del Lema 2.2.3 caracterizan a gp.)o como la modular convexa en el
sentido de [72]. Sin embargo, a partir de la modular convexa se puede definir la siguiente
cantidad, que resultara ser una norma para el espacio LP0)(Q).

Definicion 2.2.4. Dados p € P*(£2) y € un abierto de R"™, definimos el funcional

1 llpey.0 = mE{A > 02 0y a(f/A) <1}

Si Q = R", escribiremos simplemente ||-||,() g = |||, ¥, cuando el exponente p(z) = p,
denotaremos al funcional por || - ||p(,)7Q =]

’p,Q-

Observemos que, a diferencia de los espacios LP clasicos donde se tenia la relacion
1 fllpo = 0pa(f)'?, esto ya no es posible cuando p no es constante. Sin embargo, se
tienen las siguientes relaciones entre la modular g, o y el funcional || - ||, las cuales
seran de gran utilidad para la obtencion de los resultados de continuidad en el Capitulo 4.

Lema 2.2.5 ([57], [26]). Sea p € P*(Q) y Q un abierto de R"™. Entonces:

(i) | fllpey.0 = 0 si y sélo si opya(f) =0;
(i) op).a(f/ | fllpe).0) =1 siempre que O < || f|[,().0 < o0;

(iii) Si opy(f/A) < 1 con A > 0, entonces ||f|lpr0 < Ay, st opeya(f) < C para
alguna constante C' > 0, entonces || f||p).0 < min{CV?~ CH/P" Y,

(iv) Si||fllpe),0 < 1, entonces opyo(f) < || fllpe)0- Mds atin, || f|pc).0 =1 si y sdlo si
op(r(f) = 1.

(v) Si{fnltnen €s una sucesion de funciones no-negativas tales que f, 7 f, entonces

[ falloer.o 7 N fllpe).e
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Demostracion. Como vimos, si gp)0(f) = 0, entonces f(x) = 0 para casi todo x € Q y
entonces gp(.y.0(f/A) = 0 para todo A > 0, de donde ||f|[,()o = 0. Reciprocamente, si
| fllp().0 = 0, para cada n € N existe 0 < A, < 1/n tal que gp)o(f/A) < 1. Luego, para
cada n € N se obtiene que

—/\f )P da </ ('fA( ”)p(x dr < 1, (2.2.6)

es decir, 0,y,0(f) < A, < 1/n para todo n € N. Haciendo n — oo, resulta g,y o(f) = 0.

Veamos que vale (7). Primero mostraremos que g,0)o(f/||f|[pc)0) < 1. Por defi-
nicion de || f|[,.),, existe {A,}, oy una sucesion decreciente a | fllpey,0 < oo tal que
0p(),0(f/An) <1 para todo n € N. Por el Lema de Fatou tenemos que

SN @ P e | L)
" (Hprcm) ) o= |t

< lim inf / M
n—oo Q

(@) f
N dr = hgg}lf Op(-),02 (—) .
Como para todo n € N, g,y .0(f/Ax) < 1, se sigue que hrnlnf opy,0(f/An) < 1y, por

p(z)

dx

An

la desigualdad anterior, obtenemos que opcya(f/||fllpe).0) <

Veamos ahora que dicha cantidad es exactamente 1. Para ello, notemos que cualquiera
sea 0 < A < || fl|p),0 vale

a(FIN < (L lboo/ N a0 (F/11Fllo.0)

por ser p* > 1. Asi, si ocurriera que gy, (f/||f||p( ) < 1, tendriamos para todos esos
valores de A que g,y.0 (f/A) < (|| fllp0) Q/)\) . Luego, haciendo A — || f]|p(.),o se tiene

que
+
z f) ’ <‘|f‘|p()g)p
lim g, (— < lim LLLARLLNA b =1
ollflora P TAN ) T A lea A

Existiria, entonces, al menos un A < ||f||,()o que verifica g, o(f/A) < 1, lo que
contradice que || f||,¢.),o es el infimo. Luego, debe Ser (. )7Q(f/||f||p y0) =1

Para probar (7i), notemos que, si A > 0 es tal que g,)(f/A) < 1, entonces A
interviene en el conjunto {A > 0: gp()(f/A) < 1} y resulta que su infimo ||f||p a <A\

Supongamos ahora que o) o(f) < C para alguna constante C' > 0. Si C' < 1, entonces

1

o) (f/CP) < 50p(~),ﬂ<f) <1

Si, en cambio, C' > 1,

3(f/CYPT) < Zopa(f) < 1.

1
C
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Luego, de ambos casos y en virtud de lo probado antes,

Hf“p(-),g < ml’n{C’l/V’ Cl/zﬁ}.

Por tltimo, probemos (). Si ||f|[,(),0 > 0, escribiendo f = || f||pc).(f/fllp).0):
usamos la convexidad de g,y con 8§ = ||f|[,).0- Puesto que o,0y.0 (f/|[fllp)0) = 1

por (i), se sigue que g,y o(f) < [|fllper.2- Sillfllpe)e =0, 0pe).a(f) = 0= |[fllp).0 en
virtud de (3).

Ahora bien, de (i), ||f|[y()0 = 1, entonces o,)0(f) = opr0 (f/1|fllp)0) = 1.
Reciprocamente, si g,(.yo(f) = 1, entonces de (i) se tiene que || f||),0 < 1. Si fuera que

| fllpc).0 < 1, entonces existe || f||p),0 < A < 1 tal que gp)a(f/A) < 1y siguiendo las
ideas de (2.2.6), resulta que g,y o(f) < A <1, lo cual es una contradiccion. Asi, debe ser

1f1lpo0 = 1. =

En virtud de los Lemas 2.2.3 y 2.2.5, || - ||,(),0 es una norma para LP0)(12).

Lema 2.2.7 ([57]). Sea p € P*(Q2) y Q un abierto de R™. Entonces, el funcional || - ||,
define una norma en el espacio LPV)(Q).

Demostracion. Claramente, ||f|[,.)o = 0 por ser el infimo de un conjunto de niimeros
reales positivos. Ademaés, como vimos en el lema anterior, ||f||,.)o = 0 es equivalente a
que gp.0(f) =0, lo que equivale también a decir que f = 0 en casi todo punto por el
Lema 2.2.3(3).

Verifiquemos la homogeneidad del funcional. Sea o € R. Claramente, para o = 0, se
tiene || f|[pc),0 = ||| f]lp().0- Supongamos o # 0. En virtud de Lema 2.2.3 (%) obtenemos

z a /7
HOépr(.)@ = Inf {)\ >0: Qp(.)’Q (Tf) S 1} = {nf {)\ >0: Qp(.)@ (%) S 1}
||
A
= inf {|a|m >0 0p()0 (4) < 1} = Inf {]ozw >0: 0p0),0 (%) < 1}
laf

= |o| inf {B >0 0p0y0(f/B) < 1} = la|[fllpe).0-

Por ultimo, veamos que vale la desigualdad triangular. Sean f y ¢ dos funciones
medibles con || f[|,().0, ||9]lp).0 < 00. Notemos que si || f[|,10 =006 ||g]ly)0 = 0, vale
la igualdad ||f + gl|pc).0 = I|fllpe.e + [|9]]pe),0- Supongamos, pues, que ||f|[,c)0 > 0y
1911y > 0.

Observemos que si tomamos

||f||p(~)7Q + ||9||p(~)79 ||f||p(~)7ﬂ + ||9||p('),9
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entonces S +~v =1y

f g

+
f+g + .
||f||p(~)7Q ||9||p(')7Q

~ 4

Asi, por la convexidad de g,) o y el Lema 2.2.5 (i),

tm) <00 (17itm) +7e00 (i)
Op().0 <Booel|Tm— ) treoe |l T | =8+ =1
PO (I|f||p<->,n+||g|!p<->,n PO\ T lpeon0 PO\ gl

Finalmente, del Lema 2.2.5(7i1) se tiene que || f + gl|pc.0 < || fllpo).0 +19llp0) 0. O

Con esta norma, el espacio LP()(Q) resulta ser de Banach, como se mostro en [57].

Teorema 2.2.8 (|57]). Dado p € P*(Q) y Q un abierto de R™, LPO) () es un espacio de
Banach provisto con la norma || - ||,(.a-

Uno podria pensar que los espacios LP() heredan muchas de las propiedades de los
espacios de Lebesgue clasicos, cuando el exponente p es constante. Sin embargo, el ope-
rador traslacion no es, en general, continuo sobre LP(). Mas precisamente, dado cualquier
exponente p no constante, existe f € LPO)(R") tal que 7, f(-) = f(- + h) ¢ LP)(R™) para
algiin h € R™ (ver [32] o [57]). En consecuencia, la convolucién de funciones f € LPO)(R™)
con funciones integrables g puede no pertenecer a LP()(R™), esto es, no vale en general
la desigualdad de Young ||f * g||p¢) S || f]lpey||g]]1- Dado que estas propiedades ya no son
ciertas, muchos de los resultados que se verifican sobre los espacios de Lebesgue clésicos
no son validos en el contexto variable. A pesar de ello, muchos otros resultados se siguen
verificando, pero requieren de hipotesis adicionales y de nuevas técnicas para probarlos.

A continuacion, damos algunos resultados muy importantes que utilizaremos frecuen-
temente en el Capitulo 4, muchos de los cuales generalizan a los ya conocidos sobre
espacios de Lebesgue clasicos. El primero de ellos es la generalizacion de la desigualdad
de Holder.

Proposicion 2.2.9 ([57]). Sea Q2 un abierto de R™ yp € P*(Q) conp™ > 1. Seap’ € P(Q)
tal que 1/p(z) 4+ 1/p'(z) = 1 para todo x € Q. Entonces, para toda f € LPV)(Q) y toda
g € LPO(Q) se tiene que

/Q F@ @)z < el loallgllyos

donde ¢, =1+1/p~ —1/p™.

Observacion 2.2.10. Si p(z) = p > 1, ¢, = 1 y se recupera la clasica desigualdad de
Holder.
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Demostracion de la Proposicion 2.2.9: Puesto que la desigualdad es trivial si || f||,¢).0
00 ||9||p().0 = 0, podemos suponer que ambas normas son no nulas.

Como 1 < p~ < p(x) < p™ < oo, vale la desigualdad de Young cléasica dada en (1.1.20)
para cada x € € fijo. Esto es, vale la siguiente desigualdad

F@llg) 1 <|f(rc)| )“ﬁ ! (|g<x>| )p“)
1 llperellgllyo.e = p(@) \ I fllpo.0 P (@) \gllye0
Integrando sobre €2 y usando la propiedad (i) del Lema 2.2.5 tenemos que
/ / | ( f() )p@d +/ 1 ( 9(x) >W>d
x x
Hmpgwm 1 1pe), P'(@) \lgllye),
p'(z)
— dx
/(wmp ) ‘A<WWUQ>

_ﬂ’ WV'

Es facil ver que (p')~ = (p™)’, de donde se tiene que

1 1 1
P Yy
Asi,
[ r@gtalde < ol flloalllo
como queriamos probar. [

En algunos casos resultara util usar una variante de la desigualdad anterior que involu-
cra tres exponentes, la cual generaliza a la desigualdad (2.1.9) para exponentes constantes.

Proposicion 2.2.11 ([26]). Sea Q un abierto de R™ y sean p,q € P*(2). Sea r € P(Q)
tal que 1/r(z) = 1/p(x) + 1/q(x) para todo x € Q y supongamos que r~ > 1 y que
(p/r)~,(q/r)” > 1. Entonces, para toda f € LP)(Q) y toda g € L1 (Q) se tiene que

Fgllrr.0 < Cllfllpe.ellgllae).0

para alguna constante C > 0.
Demostracion. Notemos que de la relacion entre 7, p, g se tiene que 1 = 1/(p(z)/r(x)) +
(1.1.2

1/(q(x)/r(z)) y como (p/r)~,(q/r)~ > 1, vale la desigualdad de Young (1.1.20) con
exponentes p(z)/r(x) y q(z)/r(x) para cada z fijo, esto es,

N2

q(z

F@gl) 1 ( £ ()] )>+ | ( 9(2)] )

Hf”p(-),QHQHqC),Q N p(x ||f‘|p a(z) HQHq(')ﬂ

r(z)
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Elevando a la potencia r(z) y usando que la funcion ¢ — |t|"®) es convexa para cada x
fijo, tenemos que

(|mmm|)mgzt<WM)ng.(mm>m_
1fTloallollaore/ = 22 D fllboe 3 \Tlgllar

Procediendo como en la prueba de la Proposicion 2.2.9 tenemos que

f(2)g(x)] ) 1 1
A(wmmmmm> R YR 7

Usando el Lema 2.2.5 (4ii) tenemos que

H fg
||f||p(~)79||9||q(~)’9

< min{KY" K"},
r(-),Q

y de la homogeneidad de la norma se sigue

1f9llrcr.0 < ClIlpo.0llgllao .
con C' = min{ K/ KV}, O

De manera similar a como se hizo en la seccién anterior sobre espacios de Orlicz,
podemos generalizar a L), en cierto sentido, la siguiente identidad

fllpe = m>émmmm

llgllpr, o<1
como muestra la proposicion que sigue probada en [57].

Proposicion 2.2.12 ([57]). Sea 1 <p~ <pt <ooy
flbra = sup [ Flodgla)ds
gl (y,0<1JQ

Entonces, para toda f € LPV)(Q) se tienen las desigualdades

1.2 < o < el fllpo).e; (2.2.13)

donde c, es la constante que aparece la Proposicion 2.2.9. Mds atn,

LPQ) = {f < Il < o0}

Demostracion. Veamos que valen las desigualdades en (2.2.13) para toda f € LPO(Q).
Sea g € LFO(Q) con ||g||)a < 1. Luego, por la desigualdad de Hélder generalizada
tenemos que

/ f(@)g(z)dr < / |f(@)g(2)|dz < ¢l | fllper.ellgllp e < el fllpe.o-
Q Q
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Tomando supremo sobre todas las funciones g con ||g||y ()0 < 1, resulta

A llp0.e < el fllpe).0

Se obtiene asf la segunda desigualdad y, en consecuencia, LPO(Q) C {f : ||| f||[p().0 < o0}

Ahora supongamos que ||| f]|[,¢),0 < 00. Si ||| f|[p),0 = 0, entonces f = 0 en casi todo
punto. En efecto, si existiera algiin conjunto E con 0 < |E| < oo donde f # 0, entonces
g = min{|E|"VY@)" |E|"Y®)  Ysgn(f)xp € LPO)(Q) satisface

, _ n— _ N+ p'(z)
ovrals) = [ (win{I B[O B Ysgn(p@)]) de < 1.
E

En consecuencia,

> [ Fadgte)ds = min{ ] B/ [ (7(@)ds > o
E
lo que contradice lo supuesto. Por lo tanto, f = 0 en casi todo punto y asi || f||.),0 = 0.

> 0. Como f € LPO(Q), 0 < ||fllp)0 < oo

Supongamos entonces que |||f]||y.).0
= (p—)’ < oo para todo x € Q. Luego, si definimos

Ademas, como p~ > 1, p'(z) < (p/)*
la funcion

T p(z)-1
9(x) = (Ilgl(pc))'ﬂ) an(f{e)), v e

tenemos que

B )] ><p(z>—1>p'<x>d ( ()] >p(”” e
Qp(.),Q(g)—/Q(“pr(.)’Q v / ||f’|p(w T

lo que se traduce en que ||g|| )0 =1 por el Lema 2.2.5(4v). Asi, concluimos que

p(x)
Wllse = [ f@ate)ds = 11l /(W) 4o = flbpe O

2.2.1. Condiciones de tipo logaritmicas

Las condiciones de tipo logaritmicas que se definiran a continuaciéon surgen del estudio
de las propiedades de acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood en el contexto
de los espacios de Lebesgue de exponente variable LP(). En primera instancia, en [32], el
autor prueba que si p € P*(R™) es un exponente que satisface la siguiente condicion

C
— sz —y| <1/2 2.2.14
< o=y Sl <Y (2:2.14)

y, ademés, es constante fuera de una bola fija centrada en el origen, entonces dicho
operador esta acotado en LPC)(R™).
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Posteriormente, en |28|, los autores reemplazan la condicion de constancia de p fuera
de una bola por la siguiente condicién de decaimiento en el infinito

Ip(z) —p(y)| < Y]yl > |, (2.2.15)

~ log(e + |z])

que, junto con la condicion (2.2.14), aseguran el mismo resultado. Variantes de estas con-
diciones fueron dadas en |73] y resultados similares en diversos contextos fueron probados
en [47| y |56], entre otros.

Si Q es un abierto de R", dado p € P*(2) diremos que p es log-Hélder continuo, y
lo denotaremos por p € P8(Q), si p satisface (2.2.14) y (2.2.15) para z,y € Q. Cabe
observar que si €2 es acotado, s6lo se piensa en la condicion (2.2.14) ya que la segunda
condicion es siempre valida.

Un ejemplo de exponentes que satisfacen la condicion (2.2.14) son las funciones Lips-
chitz ya que, si |z —y| < 1/2,

Ip(z) — p(y)| < Cloz —y| < g/l =31

Si consideramos exponentes de la forma

— oo+—
P =Pt gt Jal)

con poo,a > 1y C > 0, es facil ver con la definicion equivalente dada en el Lema 2.2.16 (vi),

el cual sigue a continuacion, que p satisface la condicion (2.2.15). Lo mismo ocurre con
exponentes de la forma

T) = Poo + ———

plz) =p CEREL

con Py, > 1y b,C' > 0. En éste ultimo caso, la constante de la condicion log-Hdélder
dependera, en general, de la potencia b.

En el siguiente lema se dan algunas propiedades relativas a los exponentes log-Holder
continuos.

Lema 2.2.16. Sea Q C R" abierto. Dados p,q € P°8(Q) y ¢ € R tal que ¢ > 1/p~, valen
las siguientes propiedades:

(i) p+q € P3(Q);
(i) cp € PP8(Q);
(iii) p.q € P8(Q2) siempre que p*, gt < oo;

(iv) 1/p satisface (2.2.14) y (2.2.15). Mds ain, si esto ocurre y pt < oo, entonces
p € P5(Q);
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(v) min{p, ¢} € P'5(Q) y méx{p, ¢} € P5(Q);

(vi) p satisface (2.2.15) si y sdlo si existen constantes positivas C Y Poo tales que, para
todo r € R,

o

—Poo| £ T
Ip(7) = poc| < ogle + 2]

(vii) si p satisface (2.2.14), entonces p es una funcion uniformemente continua;
(viii) si F'= B\ B(0, |z|), donde x € B con B una bola sobre R", entonces

C

0< —pp L —————,
= p(y) pF — 10g(6+ |JZ|)

Yy € F.

Demostracion. Veamos primero que p + ¢ satisface la condicion (2.2.14) sobre (2, para lo
cual tomemos z,y € € con |r — y| < 1/2. Entonces, como ambos exponentes satisfacen
dicha propiedad,
((p+a) (@) — (p+ )W) < [p(x) — p(Y)] + la(z) — q(y)| < ¢
- ~ —log(lz —yl)
Del mismo modo, si |y| > |z| y © es no acotado (caso contrario, (2.2.15) vale trivialmente),
se obtiene la condicion (2.2.15).

Si ahora tomamos ¢ > 1/p~, se tiene que cp es un exponente y, ademés, como |cp(x) —
ep(y)| = ¢|p(x) — p(y)|, ambas condiciones son inmediatas.

Supongamos que p*,¢" < co. Entonces

Ip.q(z)—p.q(y)| = Ip(x)(g(x)—q(y))+a(y) (p(z) —pW))| < pla(z)—q(y)|+a" p(z) —p(y)l,

y de esta desigualdad se siguen (2.2.14) y (2.2.15).

Por otro lado, como p > 1,

1 1 ‘: ’p(y) —p(z)

- p(x)p(y)

‘p(x) p(y) < |p(z) — p(y)|

y, en consecuencia, 1/p satisface ambas condiciones logaritmicas. Reciprocamente, si 1/p
satisface (2.2.14) y (2.2.15) y p™ < oo, como

Lo L‘
p(x)  ply)

p(@) — )] = p(@)p(v)] \— - <—] < ()

resulta p € P°5(Q).

Para ver que tanto min{p(-), ¢(-)} como max{p(-), q(-)} pertenecen a la clase P'°¢(Q),
notemos que dados a,b € R,
+b—|a—10
2

a+b+|a—b

min{a, b} = ¢ 5

y max{a,b} =
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Asi,

|min{a, b} — min{c,d}| = [(a—c)+ (b—d)+ (Jc—d[ —|a—D])

2
< |G—C!+|b—d\+||C—d|—|a—b||
- 2 2
< \a—c]+|b—d\+\c—d—(a—b)\
- 2 2

<la—cl+b—d,
y, similarmente,
| méx{a, b} — max{c,d}| < |a —c| + |b—d|.
Aplicando ambas desigualdades con a = p(z), b = q(x), ¢ = p(y) y d = q(y) se tiene que

| min{p(x), q(z)} — min{p(y), ¢(y)}| < [p(x) — p(y)| + lg(z) — q(y)|

| max{p(z), q(x)} —max{p(y), q(y)}| < |p(x) = py)| + lg(z) — q(y)],
y solo resta usar las propiedades log-Holder de p y q.

Probemos ahora la condicion equivalente a (2.2.15). Supongamos que existen cons-
tantes positivas C ¥ pso tales que, para todo x € R™,

Cx

IP(7) = Poo] < m-

(2.2.17)

Luego, dados x,y € R™ tales que |y| > |z|,

Coo n Cwo < 2C
log(e + |z|) ~ log(e+ [y[) ~ log(e + [x])

Ip(z) — p(Y)| < |p(7) = Poo| + [P(y) — Pool <

Reciprocamente, si vale (2.2.15), veremos primero que el candidato p., = |1|1'm p(z)
r|—o0

y luego mostraremos que éste verifica la desigualdad (2.2.17). Para probar que p posee
limite, tomemos una sucesion {z tren tal que |zx| = k. Sea € > 0 y elijamos N, tal que

m < ¢, siendo C' la constante de (2.2.15). Asi, si m, k > Ny,

C < C
e + min{|ad], [nl}) ~ log(e + No)

p(2m) — plax)| < o <€

lo que implica que {p(xy)}ren es una sucesion de Cauchy, por lo que tenemos que existe
Poo = lm p(ay).

Ahora bien, sea N tal que [p(zn) — poo| < €y N > Ny. Asi, si |z| > N,

C
€ < 2e.

p(x) = poc| < [p(2) = plan)] + [P(xN) = Poo| < Tog(e + V) T S Toglet Ng) TS
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Hemos probado, pues, que p, = |l‘im p(z). Ahora veamos que vale (2.2.17). Para ello,
T|—00

fijemos # € R™ y consideremos y;, € R™ tal que |yz| > |z y |p(yk) — po| < 7, k € N.
Entonces,

C 1

Ip(2) = pool < Ip(x) = Plyw)l + Ip(yk) = Pl < oor=ps + 30

Haciendo k£ — co obtenemos la desigualdad deseada para todo x € R™ con Cy, = C.

Probemos ahora que p es uniformemente continua, lo cual se sigue de la condicion
(2.2.14). En efecto, dado € > 0, tomemos § = min{1/2,e~/<} donde C' es la constante
de la condicion (2.2.14). Entonces, si z,y € Q con 0 < |z —y| <0 < 1/2,

c ¢ ¢
_ < <
Ip(x) —p(y)| < —log |z — ¥ < —logd — log(e®/e)

Finalmente, sea F' = B\ B(0, |z|) donde z € R™ tal que x € B. Supongamos que p
satisface la condicion (2.2.15). Luego, para todo par y, z € F, tenemos que

2C
— < — + — < ———
Ip(y) — p(2)| < [p(y) — p(2)] + |p(z) — p(2)] < ogle + 2]
de donde se sigue, en virtud de la continuidad uniforme, que
2C
0< —pp <ph—pp < ——M—. O
— p(y) pF = pF pF — log(e 4 ‘ilj")

Como menciondbamos antes, si 1 < p~ < p* < oo, ambas condiciones logaritmicas
son suficientes para que el operador maximal de Hardy-Littlewood M esté acotado sobre
LPO)(R™) como muestra el siguiente resultado de [28]. Solo damos el resultado sobre R"
pues estamos interesados tnicamente en el estudio de la continuidad de los operadores
integrales dados en el Capitulo 1 sobre ese contexto.

Teorema 2.2.18 (|28]). Sea p € P8(R") con 1 < p~ < p* < co. Entonces el operador
mazimal de Hardy-Littlewood M estd acotado sobre LPO)(R™).

Mas atin, Pick and Ruzicka ([82]) dieron un ejemplo de espacio LP(), con un exponente
p que verifica condiciones un poco mas débiles que las logaritmicas, y para el cual M no
esta acotado en LPO)(R™). En cierto sentido, ese ejemplo indica que las condiciones de
tipo logaritmicas son condiciones puntuales 6ptimas sobre p, aunque se sabe que no
son necesarias. En [34] los autores dieron una condiciéon necesaria y suficiente que tiene
implicaciones tedricas muy importantes pero que no es muy ttil en la practica, lo que
justifica considerar aqui p € P°8(R"). Cabe sefialar que muchos autores requieren que
el exponente 1/p(-) sea log-Holder continuo ya que esto permite incluir exponentes no
acotados, pero no trataremos con este tipo de exponentes en esta tesis. Sin embargo,
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del Lema 2.2.16(iv) 1/p es log-Holder continuo si y solo si p también lo es, por lo que
consideraremos simplemente p € P°8((2).

Por otra parte, en [32], se demostré que la condicion log-Holder local (2.2.14) se puede
caracterizar a través de una condiciéon geométrica que involucra al tamano de las bolas
como muestra el siguiente lema. Esta caracterizacion es una herramienta muy util para
obtener resultados de acotacion en espacios de Lebesgue de exponente variable, cuando
dicha condicion logaritmica es supuesta (ver Capitulo 4).

Lema 2.2.19 ([32]). Un exponente p € P*(R™) satisface la condicion (2.2.14) si y sdlo
st existe una constante positiva C' tal que, para toda bola B, |B\p1—3_pg < C.

Demostracion. Supongamos que p satisface la condicion (2.2.14) con constante Cj y sea
B = B(z,R), R > 0. Como w,, = |B(0,1)] <2, existe 0 < Ry < 1/2 tal que

n _ log(|B]) _ log(w,R")
< — n
2 ~ log(2R) log(2R) —

para todo 0 < R < Ry. Luego, si 0 < R < Ry < 1/2, tenemos que
|B| < |B(z, Ry)| = w, Ry < 2"(1/2)" =1

y, por la continuidad uniforme de p (ver Lema 2.2.16 (vii)), existen z,y € B tales que

C’0 Co
ps = pil = Ip(x) — p(y)| < < .
o —log(jz —y]) = ~log(2R)
En consecuencia,
|B|PsPb < yB|1ogc<i3R> _ dB) - acen

Si ahora R > Ry,
[BPr5 < |Ba, Rl 7 = (wn By 7" = K.
Tomando K = min{e2%", K}, se tiene que para toda bola B, |B[Ps—7s < C.

Reciprocamente, supongamos que |B|p§_p§ < C. Sean z,y € R™ distintos tales que
|x — y| < 1/2. Luego, existen R > 0y z € R" tales que x,y € B=B(z,R) y

[z —yl/2 <R <|z—yl|
Como |B| < 2R)" < 1y |p(z) — p(y)| < pf — 5

— p(2) ()] Pp—Ph

2|z — y’)—lp(x)—p(y)l < (QR)—IP(I)—p(y)I <|BI= T < |B TR < ovn

Puesto que pt < oo, |z — y| P@—PWI < /747" < K con K > 1. Aplicando la funciéon
logaritmo a ambos lados de esta desigualdad tenemos que para todo 0 < |z — y| < 1/2,

Ip(z) — p(y)| < log(K)

< — . [l
—log(|z —yl)
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2.2.2. Clases de pesos involucradas

En correlacion con la definicion de LP(w) cuando p es constante y w un peso, es decir,
una funcién medible no-negativa y localmente integrable, se puede definir el espacio de
Lebesgue de exponente variable LP()(a) con peso o y p € P*(£2), como el conjunto de las

funciones medibles f para las cuales
p(z)
(|f()\x)|> o(z)dr < oo

Op().0(f/A) = /

Q

para algin A > 0.

En realidad, se considerarédn espacios de funciones donde el peso o es de la forma
o(z) = w(x)P®), con w un peso, esto es, f € LPV) (o) si y sélo si fw € LPO). Comiinmente,
se dice que, en este caso, w es un multiplicador.

Si bien este tratamiento no es el usual en el estudio de acotaciones con pesos, ha
sido utilizado para obtener desigualdades con pesos para operadores integrales (ver [71])
o desigualdades con dos pesos (ver [30]). Sin embargo, puede ocurrir que el espacio
LPO (wP) = LY no sea un espacio de Banach de funciones ya que las funciones sim-
p()

oo (R™), entonces las

ples no necesariamente pertenecen a él. De todas formas, si w € L
caracteristicas de bolas estan en Lﬁ,(')(R”). Maés atin, para cada bola B, L{’U(')(B) resulta
ser un espacio de Banach de funciones. Pidiendo que w esté en una cierta clase de pesos,
la propiedad anterior quedara garantizada.

p()

Ademas, se puede ver que siw € L,/ (R") y f € Lﬁ(')(R"), la siguiente equivalencia

vale

fulbo ~ s [ |f(@g(o)ds,

||9Hp/(.)7w—l <1

aun cuando Lﬁ,(')(]R") no sea un espacio de Banach de funciones. Dicha equivalencia se
obtiene de aplicar la Proposiciéon 2.2.12 a la funcién fw € LPO(R™).

En esta seccion introduciremos las clases de pesos con las que trabajaremos, que
surgen de la acotacion del operador maximal fraccionario sobre espacios de Lebesgue de
exponente variable. Estas clases son una generalizacion al contexto variable de las clases
A, , introducidas en [71].

Definicién 2.2.20. Sea 0 < o < ny p,q € P*(R") tales que 1/q(z) = 1/p(x) —a/ny
pt < n/a. Diremos que un peso w € A, 4 si existe una constante positiva C' tal que
para toda bola B se verifica la desigualdad

-,

llwx sl |l X By < C|B

Cuando a = 0, simplemente escribiremos w € A,(.).

La clase Ay fue definida, paralelamente, en [23] y [29]. En ambos articulos se prueba,
bajo diferentes técnicas, que dicha clase caracteriza la acotaciéon de M. Antes de enunciar
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este resultado, daremos algunas propiedades de las clases Ap.) 4) que utilizaremos a lo
largo del Capitulo 4.

Lema 2.2.21. Sean 0 < a <n, 0 <d <1 y w un peso. Sean p,q,s € P*(R") tales que
1/q(z) =1/p(x) — a/n y s(x) = (1 —a/n)q(x) con 1 < p~ < pt < n/a. Entonces:
(i) para todo 1 < 3 <p~,

w’B € Ap(

) aq )(:)wnaﬂeA (_
T’T

|~
3R
N

En particular, cuando 5 =1,

w e Ap(.),q(.) S wr—e € AS(.);

(ii) siw € Ay gy, entonces w’ € Aq;
o

(117) sea 1 <r <q . Siw" € Aq(), entonces w’ € Ay .

6

Observacion 2.2.22. Notando que ¢(-)/s(-) = n/(n — «), se sigue que (i) es una generali-
zacion del resultado probado por Muckenhoupt y Wheeden en [71] para el caso 8 = 1.

Demostracion de Lema 2.2.21. Probemos (i). Dado que < p~ < ¢, se tiene entonces
que 0 < ”_Taﬁ <q ("naﬁ> Luego,

ngB
n-af o n-ag = noh 2.2.2
[|lw XBHq(.)(%_g) lw”xz] a()(25522) (25) = ||w” XBHq<> ( 3)

n—o

Por otro lado, como ¢(-)n/(q(-)(n — aB) —nB) = (p(:)/B)’, obtenemos que

—nB_ _ oaB
Hw"““ﬁXBHq(ifl)gg{";;@nﬁ =l sl = lw P xs HZma)ﬁ) (2.2.24)

q(-)(n—aB)—np

Ahora bien, si w® € A, 4, de (2.2.23) y (2.2.24) tenemos que

BB

na,@ na,B

_nf _=nB_
Hw”““’XBHq(.)(%_%)Hw”““ﬁXBH% = ||w” XB||q<) [P H<p<>)

< rB|<1*7>HB —|B|.

_Bn_
Reciprocamente, si suponemos ahora que wr—? € A O(3-2)r usando nuevamente
B n
(2.2.23) v (2.2.24), se deduce que

Xl o x| = ™57 xmllL 7, o 0750 Xl
) (,_,) _g9()(n=aB)
B ()-8 B n q(-)(n—aB)—np
npB 5 nf3 af af
= ||lwn—aB wn a/i < B 177.
H XBH (E %)H XBH(()(E_%>)/N‘ ’
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Ahora procedemos con la prueba de (7). Puesto que 0 < § < 1 < ¢, se tiene que

|’ xallao [lw™xal|_ar = [lwxsllg | lwxsl|_w_.
5 q(-)—3 q(-)—38

d), entonces 1/u(-) = (n —nd + ad)/n+6/p'(-) en virtud de la

Siou(-) = ()/)((

) —
relacion entre p(-) y q().

Asi, por la desigualdad de Holder generalizada y la condicion sobre w, concluimos que

< [fwxsllgolw™ x5y lIxall
S |BPURB = B,

6 -6
Hw XBHwa XBH(I(LZ()Z n— n5+o¢6

Para demostrar (i), tomemos r y § como en las hipotesis. Sea 0 < 6 < 1 <r < q~,
entonces tenemos la siguiente igualdad

[
10X Bl [0 X8| gt = [l"xBl g [l ROPE (2.2.25)

Sea u(-) como en la prueba de (ii). Del hecho que 1/u(-) = 1/((7“/5)(@)’) + (r—20)/r,
(2.2.25) y las propiedades de w, obtenemos que

<|B|'|B|'" = |B|.

r5_

[
=< HwTXBHZme XBH )y lIxsllz

W’ x5l s [0~ xB]|_as
3 q()—o

Como mencionamos antes, los autores de [23] y [29] demostraron que la clase de pesos
Ay caracteriza la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood M. Si bien en
ambos articulos se considera la clase de pesos definida sobre cubos en lugar de bolas, se
puede ver que todos los resultados que involucran a esta clase son ciertos cuando en la
definicion esta dada sobre bolas.

Teorema 2.2.26 (|23],[29]). Sean p € P ,(R™) con 1 < p~ < p* < 0o y w un peso.
Entonces, M : IEY) < 120 es decir,

HUJMJCHP(-) N waHp(-)

para toda f € Lﬁ(')(R”) sty solo si w € Ap,.

En [23], los autores se valieron de definiciones equivalentes a A, cuando el exponente
p es log-Hélder continuo. Esta clase equivalente permite dar una prueba inmediata de la
necesidad de la condicién sobre w y resulta util, ademéas, en el marco mas general de
espacios de Musielak-Orlicz. Damos, a continuacion, la definicion citada y el resultado
acerca de la equivalencia entre las clases probado en |34].
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Definicion 2.2.27 ([34]). Dado p € P*(R™) y w un peso, sea ¥ : R" x [0,00) — [0, 00)
dada por W(x,t) = (tw(x))?®. Se dice que la funcion ¥ € o7 si la desigualdad

UJZXB|B|/|f|

BeB

<||wf||p

vale para cualquier familia B de bolas disjuntas B y para toda funcién f € Lfv(')(]R"). Si
w = 1, decimos simplemente que p € 7.

Cuando p(z) =p > 1, se tiene que ¥ € o7 siy solo si w? € A,. En efecto, si w? € A,
por la desigualdad de Holder se tiene que

/( 2) ) xale |B|/'f'> dx_;%/ wra (157 [,y 'd‘”)/
gl

BeB

( [ i@ |de>

<CZ/]f ) |Pda

BeB
<C [ |f@w(x)Pde
Rn
para toda familia B de bolas disjuntas B y toda f € LE (R"). Reciprocamente, para cada
bola B, si consideramos B = { B},

(fB wp> ”p (]i w—p')l/p/ - ( / wp) Upfﬁi% [ w@) gt atents
P 1/p
= g ( [y (fua) )
P 1/p
= g ([ (wonater f o) ae)

< C sup |lww gll,) < C.
lgllp<1

En el contexto variable tenemos el siguiente resultado al respecto.

Teorema 2.2.28 ([34]). Si U € &, entonces w € Ayy. Mds ain, si p € P°e(R"), la
reciproca también vale.

Una propiedad muy utilizada en la teoria de acotacion con pesos es la apertura de
la clase de pesos. En el caso de A,.), valiéndonos de la clase .27, es posible probar una
especie de apertura. La prueba es muy técnica, por lo que decidimos omitirla y remitirnos
a |34, Teorema 5.4.15|.
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Teorema 2.2.29 (|34]). Sea p € P*(R™) con p~ > 1 y supongamos que ¥ € <f . Entonces
eviste 1 < s < p~ tal que (-, t/%) € .

Es inmediato de los dos teoremas anteriores que la clase A, es abierta en el siguiente

sentido.

Corolario 2.2.30 ([23]). Sip € P3(R") y w € Ay, existe 1 < s < p~ tal que
w® € Apg).






Capitulo 3

Continuidad de operadores en espacios
de Orlicz

Este capitulo esta dedicado al estudio de las propiedades de acotaciéon del operador
maximal fraccionario generalizado M,, en espacios de Orlicz. En tal sentido, daremos
condiciones necesarias y suficientes sobre las funciones A, B y 1 de manera que se verifi-
que que M, , : LA(Q2) — LB(Q), para subconjuntos abiertos {2 de R”. Como se mencion6
en la introduccion, interesa dar una condicién de tipo Dini que se corresponda con la
obtenida en [54], [52] y [79] en el caso no fraccionario, y con la de [46] para M,. Mas
atn, se debilitaran las propiedades de las funciones que definen los espacios de Orlicz
con el objeto de incluir méas espacios que los considerados en los articulos citados. En el
caso 7)(t) = t se vera que la condicion de tipo Dini obtenida es, bajo ciertas condicio-
nes, equivalente a la desigualdad dada en [20] que caracteriza la acotacion del operador
M, en espacios de Orlicz. Si bien esto se deriva directamente del resultado en [20] y el
contenido en este capitulo, la prueba de dicha equivalencia se hara en forma directa sin
emplear estos resultados. De esta manera, quedaréan expuestas las propiedades de las fun-
ciones involucradas. Por otra parte, como consecuencia de los resultados obtenidos para
M, ,, caracterizaremos la acotacion del conmutador de orden & € N del operador inte-
gral fraccionario I, en espacios de Orlicz, mediante una condicion de tipo Dini derivada
del correspondiente operador maximal que lo controla. Se obtendran ademés condiciones
suficientes que garanticen la acotacion en estos espacios de diversos operadores integrales
fraccionarios de convolucion y sus conmutadores, cuyos ntucleos satisfacen ciertas condi-
ciones de tipo Hormander asociadas a funciones de Young y son menos regulares que el
nicleo de 1.

3.1. Resultados de acotacion conocidos para M,

Recordemos que en [79] el autor prueba que la acotacion del operador maximal M,
sobre espacios LP(R"), 1 < p < oo, es equivalente a que la funcién 7 pertenezca a la clase
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B, siempre que ésta fuera submultiplicativa (ver Teorema 1.2.1). Tal condicién B, puede

escribirse en la forma oot
! t\ d\
NI =) == < Cot? !

para todo t > 0 y ciertas constantes C1,Cy > 0 (ver Lema 1.1.39(7)). Si tomamos a(t) =
b(t) = tP~1, la desigualdad anterior puede reescribirse como sigue

/OCItb(AW G) % < Cha(t). (3.1.1)

Se dice que una expresion como ésta es una condicion de tipo Dini, asociada a las funciones
a,byn.

Supongamos ahora que a y b son funciones mas generales que las potencias anteriores
y satisfacen a(0) = b(0) = 0, son continuas por izquierda, a es no-decreciente, y las
funciones

A(t) = /O Ca(s)ds,  Bt) = /O b(s)ds

son finitas. Teniendo presente el Teorema 1.2.1, serfa razonable esperar que el operador
M,, esté acotado del espacio de Orlicz LA(R"™) en el espacio de Orlicz LP(R") cuando la
condicion (3.1.1) se verifica. En realidad, esa condicion caracteriza dicha acotacion y el
resultado correspondiente fue probado en [52] en el contexto mas general de espacios de
tipo homogéneo.

Teorema 3.1.2 ([52|). Sean A y B como antes. Sin es una funcion de Young submul-

tiplicativa, equivalen:

(i) existen constantes positivas Cy y Co tales que

Cit
/ @n' (;) d\ < Cya(Caot), Vit > 0; (3.1.3)
0

(i1) existe una constante positiva C' tal que
[ Byt <c [ aciiw)s
n ]Rn
para toda funcion medible f;

(1) existe una constante positiva C' tal que

My flls@ny < | fllLany
para toda funcion medible f.

Observacion 3.1.4. Si A(t) = B(t) =t con 1 < p < oo y n(t) = t(1 + log* t)* para
k € N, el resultado anterior fue probado previamente en [54|, bajo hipotesis adicionales
sobre las funciones A y B. Por otra parte, es claro de (3.1.1) que este teorema generaliza
el Teorema 1.2.1 dado en [79].
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En el teorema anterior se pueden debilitar las hipotesis sobre las funciones A y B para
obtener el siguiente teorema, el cual ser4 de mucha utilidad para demostrar los resultados
correspondientes al operador maximal fraccionario generalizado M, ,,.

Teorema 3.1.5. Sean V(¢ fo s)ds y D(t fo s)ds con ¥, ¢ dos funciones no-
negativas. Sea €2 un subcon]unto abzerto de R” Supongamos que & es una funcion de
Young submultiplicativa tal que la desigualdad

/ o) ( ) A\ < Y(1), (3.1.6)

vale para todo t > to, siendo to = 0 si || = 400 y tog =1 si 2] < co. Entonces, existe
una constante positiva D tal que

/Q(ID(Mgf(x))da: < D0+D/Q\I/(D|f(a:)])dm

para toda funcion medible f, donde Dy =0 si |Q2] = +o0 y Dy = ®(1)|92] si || < 0.

Demostracion. Para demostrar este resultado, usaremos la siguiente estimacion, que fue
probada en el [52, Lema 3.2]: para toda funcién de Young &, existe una constante positiva
K tal que

o0

Hr e Q: Mcf(z) > N} <K » Hz € Q:|f(x)] > As}HE (s)ds, (3.1.7)

para toda funcién medible f y todo A > 0.

Notar que basta probar el teorema para f € LY(Q) ya que, en caso contrario, vale
trivialmente.

Consideremos primero el caso en que ) es de medida infinita. Asi, por hipotesis

tenemos que
"o\ ([t
/0 - 3 (X) dA <(t), Vt=0.

Usando (3.1.7), un cambio de variables, el teorema de Tonelli y la desigualdad anterior,
tenemos que

/Q B(Mef(x))de = /Q /0 Y dde
= [ o0le €92 Mef(a) > A
<x o / e €9 If(@)] > AsHE (s) dsd
_K/ A/4{ v e |f()] > e (%) dudr
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—K/ {zcQ: |f(z)] > }|(/4u@ (3) )du

i [ |{meﬂ:rf<z>r>u}r(o4“@s(A)cu)d

<K [ e e 1@ > ubvtaudn

_ %/ﬂ\ll(4]f(a:)|)d:c < D/Q\I!(D|f(:c) Jda

siendo D = méx{K/4,4}. Se tiene, entonces, la desigualdad deseada puesto que, en este
caso, Dy = 0.

Ahora bien, si |Q] < oo, sabemos que

Luego, escribiendo

| #este) dx—(/ #[7) oite € 0 M) > 3}y

< o(1 |Q|+/ dN)|{z € Q: Mcf(z) > A} d\ = Dy + I,

podemos repetir el argumento del caso de medida infinita para estimar I usando, en este
caso, la condicion (3.1.8). En efecto,

I<K/ /1 Hz € Q:|f(x)] > As}HE (s) dsdA

K/ A/4u|{er If ()|>u}|§< )dud)\

_K 1/4|{er.| (:E)|>u}|( 4u@ ( ) )du

<& [Cmeas iz ([T B () i)

1/4

o

<K » {z € Q:[f(2)] > uiy(4u)du

— %/Q\If(élyf(x)])dx < D/Q‘If(le(ﬂc) )da

donde D es como antes. Por lo tanto,

[ #0ts@)as < Dy D [ WDl .

En la siguiente seccion nos dedicaremos a analizar las propiedades de continuidad del
operador maximal fraccionario M, , cuando 0 < a < n.
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3.2. Resultados de acotacion para el operador maximal
fraccionario M, ,

Sobre las funciones A y B que definen a los espacios de Orlicz que se consideraran de
ahora en adelante, supondremos que

donde a,b : [0,00) — [0,00) son continuas por izquierda, a(0) = b(0) = 0, a es no-
decreciente y positiva sobre (0,00). Esto es, en virtud del Lema 1.1.3, A es una funcion
de Young, aunque B puede no serlo. Asumiremos que A y B son finitas.

Respecto de la funcién de Young 7 que define al operador maximal fraccionario, se
supondra submultiplicativa y normalizada.

A continuacion, se enunciaran los resultados principales respecto de la acotacion en
espacios de Orlicz del operador M, , considerando primero el caso 2 = R".

Teorema 3.2.1. Sea 0 < a < n, y sean A, B y n como definimos antes. Sea & una
funcion de Young tal que £7'(t) = n~'(t)t"n. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) existen constantes positivas Cy y Cy tales que

CitA(t)y—a/m —a/n 1+a/n
/ b ¢ <C1M(t> ) i < o, AW (3.2.2)
0

A A t ’

para todo t > 0;

(ii) My, : LAR") — LB(R"), esto es, eriste una constante positiva K tal que la
desigualdad
| Mo fllzs®ny < K[ fllagn

vale para toda f € LA(R™).

Observacion 3.2.3. El caso a = 0 del teorema anterior es el Teorema 3.1.2 y fue probado
en [52]. Versiones previas del resultado de [52| fueron dadas en [54] para iteraciones del
operador maximal de Hardy-Littlewood que, segiin se sabe, son equivalentes a operadores
maximales asociados a funciones de Young de la forma n(t) = t(1 + log™ t)* (ver [78] ¥
[79]). En el caso especial del operador maximal fraccionario, esto es, cuando 7(t) = t,
en |20] se obtuvieron otro tipo de condiciones necesarias y suficientes para la acotacion
de M, cuando A y B son ambas funciones de Young. En la §3.4 se vera que, para ese
tipo de funciones A y B, las de [20] y la de tipo Dini (i) del teorema anterior resultan
equivalentes, siendo la dltima més facil de manipular que las primeras, que involucran el
calculo de funciones complementarias e inversas. Si bien se tiene de los resultados que las
condiciones son equivalentes, la prueba se harid de manera directa.
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Cuando las funciones A y B son de tipo potencia, el Teorema 3.2.1 permite carac-
terizar las funciones de Young 7 para las cuales M,, estd acotado sobre espacios de
Lebesgue. Esto es lo que establece el siguiente corolario, que es la version fraccionaria del
Teorema 1.2.1 probado en [79].

Corolario 3.2.4. Sean 0 < a<n,l <p<n/ayl/q=1/p—a/n. Dada n una funcién
de Young submultiplicativa, equivalen:
(Z) 77Q/p € Bq;'

(1) existe una constante positiva C' tal que

< = Ma’"f(x)qu) Vo ( /| |f($)\pdx) v

para toda f € LP(R™).

Si bien el objetivo de esta tesis es dar propiedades de acotacidon sobre espacios de
Orlicz en R", puesto que se siguieron principalmente las ideas de [46] para la prueba del
resultado anterior, intentamos generalizar el resultado para M, dado en dicho articulo
sobre conjuntos de medida finita. Es decir, daremos a continuacién una version del Teo-
rema 3.2.1 cuando © C R” es un abierto de medida finita que tiene al resultado de [46]
como caso particular.

Teorema 3.2.5. Sea ) un subconjunto abierto de R™ con || < 0o. Sean 0 < a < n, A,
B, 1y & como en el Teorema 3.2.1 tales que t*=°/"a(t)=/™ y n=Y(A(t))/t son funciones
crecientes que tienden a infinito cuando t — oo, y B es de tipo inferior. Entonces, los
stguientes enunciados son equivalentes:

(i) existen constantes positivas Cy y Cy tales que

Crtr—e/ma(t)y=/n b\ tlfa/n t —a/n
/ ( ) £/ (Cl a( ) ) d)\ < C¢2ta/naj(t)lJrcy/n7
1

A A
para todo t > 1;
(i) My, : LA(Q) — LB(Q).

Observacion 3.2.6. Si bien el Teorema 3.2.5 se probard para el operador maximal frac-
cionario no-centrado, un resultado similar puede obtenerse para su version centrada,
digamos M, como serd obvio de la prueba del teorema de arriba y del hecho que
Mg, f(r) < My, f(x), atin cuando ambas no son equivalentes.

Asi, en el caso particular del operador maximal fracccionario M,, esto es, cuando
n(t) = t, habremos probado que, bajo las correspondientes hipotesis sobre Ay B, M, o
MY esta acotada entre los espacios de Orlicz asociados si y s6lo si existen dos constantes
positivas C y C5 tales que

C1t17a/na(t)7a/" .
/ YA i < Cpaty (3.2.7)
1

n—o
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para todo t > 1. Esto fue probado en [46| para MY y, en consecuencia, el Teorema 3.2.5
es una generalizacion de dicho resultado. Notemos que, si n(t) =t, 71 (A(t))/t = A(t)/t
y de las relaciones a(t/2)/2 < A(t)/t < a(t), las hipotesis de Teorema 3.2.5 equivalen a
las de [46].

A continuaciéon se daran las demostraciones de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.5.

Demostracion de Teorema 3.2.1: Primero mostraremos que (i) implica (ii). Por la homo-
geneidad de la norma, es suficiente considerar una funcion f € LA(R") con || || pagn) = 1.
Para tal funcién, necesitamos encontrar una constante positiva C, independiente de f,

tal que
[ (2l 4y

Escribamos |f(x)| = g(z)h(x) donde

g(x) = [f (@) A @)D" xqr@isop(x) v @) = A(f (@)D" X550 (2)-

Dado que n~'(t) = £71(t)t*/", de la desigualdad de Holder generalizada (2.1.14) tenemos
que
Moy f(2) < 2Me(g)()||D[pnra@n) < 2Me(g)(x), = € R, (3.2.8)

ya que

ey = [ (A do < [ AQF@)de < 1.
{If(z)|>0}

R

Entonces,

/n B (MQ"TM) dz < / B (Mé%x)> dz = / B(M(29/C)(x))dz.  (3.2.9)

Consideremos ahora la funcién

ce(t) = /Ot@ ’G) d, (3.2.10)

que estd bien definida en [0, 00). En efecto, de la condicion (i), ce(t1) < oo para algin
tp > 0, y asi, ce(t) < oo para cada 0 < t < t; puesto que & es creciente. Ademas,
como 7 es submultiplicativa, también lo es £ (ver Lema 1.1.43(3)) lo que conduce a que
&' (st) < 2&'(2s)E'(t). Entonces, si t > t;

[ G [
<2§<t)05(t1) /tfﬁ ()d)\ -~
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donde el ultimo término es finito en virtud de la continuidad del integrando.

Entonces, tomando C¢(t) = f(f ce(s)ds, la condicion (3.1.6) del Teorema 3.1.5 vale
trivialmente con ¢ = by ¢ = ¢¢ y cualesquiera constantes Dy > 1y Dy > D;. Asi, de
dicho teorema, existe D > 0 tal que

B(M(2g/C)(x))dx < D [ Ce¢(2Dg(x)/C)dx. (3.2.11)

Sea C' = max{2D/Cy,2D?Cs}, donde C; y Oy son las constantes de la condicion de
Dini (i). Luego, de (3.2.9), (3.2.11) y usando que C¢(t) < tce(t), se sigue que

/ B (M“"Tf(“")) de <D | Ci(2Dg(w)/C)da

2Dg(z) 2Dg(x)
<
sPl. ¢ Cf( c )"

2D?
S -
C Jys@s0

g(z)ce (Crg(x)) da.

Notemos que, en virtud de la condicion (i) y de (3.2.10),

1+a/n
ce(CLtA(t) ™) < Cg%, vt > 0.

Luego, de la definicion de la funcion g y aplicando esta desigualdad a t = | f(x)| > 0,

g(@)ce (Crg(@)) = £ (@)A1 f(@))"ce (Col f(@)| A f () )~

T 1+a/n
< ’f(m)|¢4(|f(x)|)_°‘/"A("f|(f():g| = CLA(|f(z)]). (3.2.12)

Asi, de estas estimaciones y de la definicion de la constante C' obtenemos que

/ B (MTW)) i < 22 [ AUf@)Ddr < | A f@))dr <1

como queriamos probar.

Para demostrar la reciproca, consideremos ¢ > 0 y sea f; = xp(0,5)- Entonces, es facil
ver de la definicion de || - ||pagn) que || fs]|pa@ny = 1/ A7 (w™107"), donde w = |B(0,1)|.

A continuacioén, estimaremos la medida del conjunto {z € R" : M, f5(x) > s} para
ciertos valores de s > 0. Observemos primero que si x € R" con |z| > J, entonces
B(0,0) C B(x,2|x]). Asi,

1 WY, 1B(0,9)] NER%
12’B(x72|37|)\/3(x,2|$|)77( A )dy \B(x,21x|)|?7(1/)‘) (2|:c|> n(1/A),

de donde se sigue que ||f6||n,B(:rr,2|:v|) = 1/7771 ((2]]/0)").
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Luego, de la definicion de M, , y de la relacion £71(t) = n~1(¢)t~%/" se tiene que

{z € R™: Moy f5(z) > s} > {x €R": 0 < |2] y |B(x, 2a)|*"| follype2tap > S}

- {:c ER":6 < [a|y nwla(/(;ﬁi’ya/;g;) g SH

- {xeRn 5<|x|y% s}’
i

a/néa
:{xER”:5<|x|<—f<w )
2 S
Sea 0 < s < w*m§*/¢71(2"1). En virtud del crecimiento de £, se tiene que s <
w5 /€71(2") o, equivalentemente,
a/naoc n
(=)

1
Entonces, para cada 0 > 0, el conjunto {x ER":0 < |2 < 55 (M> ! } es no vacio

3=

y vale la siguiente estimacion

wom a/n(;oc
o € R s Magfi(o) > )| = e ()

Usando nuevamente que s < w®™3®/£71(2"F1), se tiene que

wa/nge 1 W/
w(5) e ()
y, por lo tanto,

. Wi wa/naa w1+%5n+a . wa/n(sa
Hz € R" : My, fs(x) > s}| > 2n+1§( . ) > Sizy £ ( 5 ), (3.2.13)

donde, en la ultima desigualdad, se utiliz6 la relacion &'(t/2)/2 < &(t)/t dada en (1.1.6).

Ahora bien, de la hipotesis (7i) y de (3.2.13),

Mo, f5(x) )
1> /RnB <—K\|faHLA(Rn) da (3.2.14)

= [ I € R Moy ) > AR fll e i

w1+%(5n+a wa/’ﬂ(sa/Kffl(2n+1)‘|f5||L.A(Rn) b(}\) wa/néa
i (o a
22K || 5l La@ny Jo A 20K || f5]|La@n)
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L @RI AT @) OITATETI B0 Gt AT WY
- 202 [ 0 A : A ’

donde la constante C; = min{1/(K&~1(2")), 1/(2K)} = 1/(K&71(27)), ya que € esta
normalizada por estarlo 7.

Eligiendo t = A7 (w™'67"), de (3.2.14) tenemos que

CAOTE BN, (CatA@) A+
/0 \ £ ( \ ) dA < Cy r

)

para todo t > 0 y para algunas constantes positivas C; y Cs, obteniendo asi la condicion
de tipo Dini (i). O

Demostracion del Corolario 3.2.4: En virtud del Teorema 3.2.1, bastara ver que, si con-
sideramos las funciones A(t) = t* y B(t) =t?con 1 <p <n/ayl/q=1/p—a/n,la
condicion de tipo Dini Teorema 3.2.1(7) es equivalente a que la funcion n?/? pertenezca a
la clase By, esto es, que exista ¢ > 0 tal que

o0 n(H)/P (It
/n() d _

t1t

Reemplacemos entonces las funciones A y B por las potencias correspondientes en la
condicion Teorema 3.2.1(7) de donde se tiene que M, , : LP(R") — L%(R™) si y solo si

Cltl_% 1_%
/ g\t (Clt)\ ) % < OptP0H3)-1 = CQtp—(l—Tp),
0

para ciertas constantes Cy, Cy > 0y para todo ¢ > 0, siendo £€7(¢) = n~'(¢)t=%/™. Como £
es submultiplicativa por el Lema 1.1.43(7), sabemos del Lema 1.1.28(7) que &'(t) = £(t)/t
de donde tenemos que la desigualdad anterior es equivalente a

o= 1—2p
! Citm ==\ dX
A — <t
/o 5( X )A =

para todo ¢t > 0. Realizando un cambio de variables se puede reescribir la desigualdad
anterior como

o0

1 st s

De la relacion entre p y g tenemos que el exponente p—q (1 — %) que aparece a la derecha
es nulo, por lo que resulta que la condicion (i) del Teorema 3.2.1 equivale a decir que la
funcion € esta en la clase B,. Del Lema 1.1.43(ii) con r = n/a > 1 esto es lo mismo que
decir que n't% € B,. Pero 1 + ag/n = p/q, obteniendo asi la condicion deseada sobre
7. O]
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Demostracion de Teorema 3.2.5: Probemos primero (i) = (ii). Consideremos f € L*(Q)
con || f||La) = 1. Luego, basta probar que existe una constante positiva C, independiente

de f, tal que
M, f(2)
—_— < 1.
/QB( C =

Dividamos a | f(z)| = fi+f2 donde fi(z) = |f(2)[x( 13 (2) ¥ f2(@) = [f(2)[xq51<13 (@)-
Entonces, My, f < Mqy,f1 + Ma, fo. Estimemos cada sumando separadamente.

Para el caso de f5, escribimos fo(z) = g(x)h(x) donde g(x) = |f(x)|xqs<1y(®) ¥
h(z) = xqiy1<13 (). De la relacion n='(t) = £ (¢)t*/™, podemos aplicar la desigualdad de
Holder generalizada (2.1.14) y obtener

Mo fa(z) < 2Meg(@)|[h]] ey < 219" = 2K,

Por otra parte, si consideramos las funciones gy (z) = | f(z)A(|f(2)]) = xq =13 (z) ¥
hi(z) = A(|f(2))*™xq151>13 (), tenemos que fi(z) = gi(x)hi(z). Usando nuevamente la
desigualdad de Holder (2.1.14) tenemos que

Moy fr(x) < 2Me(91)(@)[[ ]| sy < 2Me(91)(2),

ya que [|hy]|jn/a @) < 1. Entonces,

/QB (MC“"TM) dr < /QB (QMggl(? il 2K1) dx (3.2.15)

< /QB(ZLCl méx {Meg (), K1}) da

S/{)B(Mg(élc_lgl)(x)) dx—i—/QB(ZLC'_lKl)dx.

Consideremos ahora la funcién

(t) = 0 0<t<1
T e (Lydx > 1.

que esta claramente bien definida sobre [0, 00). De esta definicion se sigue inmediatamente
que la condicion (3.1.6) del Teorema 3.1.5 vale con ¢ = by 1) = ¢, para cualesquiera
constantes Dy > 1y Dy > D;. Luego, tomando C¢(t) = fot ce(s)ds, por dicho teorema se
tiene que

(3.2.16)

/QB (Me(4C 1) () dz < 1QIB(1) + D/QCg(élC_ngl(x))dx. (3.2.17)

Sea Ky = |Q|(B(1) + B(4C~'K4)) y elijamos C' > 4D/C; donde C es la constante de
(1). Luego, de (3.2.15), (3.2.17) y usando que C¢(t) < tce(t), se sigue que

/QB (%"Tf(x)) dr < Ky + D/QCg(ZlCngl(x))dx
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< Ky + D/ 4C7'Dgy(z)ce (AC' Dy () da
Q

< Ky + C) /le(x)q (Crg1(x)) da.

Notemos que, en virtud de la condicion de Dini (i) y de (3.2.16), se tiene, como en (3.2.12),
que

gi(x)ce (Crg1(x)) < CLA([f ()]).

Asi, obtenemos que

[ 5 (M_ﬂ)) o < Ko CiC [ Af(@))de < Ko+ G
Q C @

Finalmente, si Ky + C1Cy < 1, queda probada la suficiencia de la condiciéon de tipo Dini.
En caso contrario, como B es de tipo inferior, esto es, existen constantes positivas c, ¢
tales que B(st) < ¢s?B(t) para todo s € [0,1] y todo t > 0, podemos estimar

[5 (crmes b)) == (crmraam) [5 (7 )@t

lo que prueba (i) con K = [c(Ky + C1Cs)]V.

Para demostrar la reciproca, supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe algtin
zo € ) tal que la bola B(xg,1) estd contenida en 2. Consideremos f5 = Xp(uys) Para
0 < d <277y como antes, mediremos el conjunto de nivel de M, ,(fs), Es = {z € Q:

Ma,n(fé)(x) > s}.

Sea w5 /E7H((2/6)") < 5 < wm§*/¢7H(2"H). Entonces, siguiendo los mismos
argumentos que en la prueba del Teorema 3.2.1, obtenemos que

|E,| > HJJ €EN:d<|x—uz| <1/4y |B(x,2|x — mol)\"‘/”||f5]|n7B(m72|x_xo‘) > s}

1

a/nsa\ n
:HxEQ:5<|x—x0|<é§<w 6) H
2 S

Ademas, para los valores de s considerados se tiene que

a/nSa 1/n
6<g§(w 6) <1

S

Esto garantiza que la corona anterior es no vacia y se encuentra completamente contenida
en (). Entonces, de este hecho y de la estimacion de la medida del conjunto de nivel de
mas arriba se obtiene que

Hz € Q: M,,fs(x) > s} >

w1+%5n+a . (wa/nda)

ont2g 25

usando argumentos similares a los del caso en que 2 = R".
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Luego, siguiendo los lineamientos de (3.2.14) y suponiendo que (i) vale, tenemos que

Mm f5($))
B 2127 g
12/9 (anamm !

= /0 bM{z € Q: My, fs(x) > AK||fs]|La@) HdA

“ wo/n g
. ;UH-E(S?H-O( /K§1(2n+1)|f5|L_A(Q) bO\)f’ ( wa/nga ) N
22K || f5l] La ey wo/ngo A 2AK || 5]l 4

Ks_l((2/5)”)|\f5|\LA(]Rn)

Wit AT (@) O ITAT T () O et AT (W)
> 3 a,
on+2 ¢ 5 A

awa/nAflaufltgfn) )\
Kn—T(zns—m)

donde C; = 1/(K&1(2"1)), la constante definida en la demostracion del Teorema 3.2.1.
Luego, si tomamos t = A1 (w™167"), se tiene la siguiente condicion

C1tA(t)—a/n —a/n 1+a/n
b(\) é,(CltA()\t) ) i < CQA(t)

2o,/ ny )\ ’
Kn—L(2"wA(t))

para cada t > t; = A7 (2w™).
Sea ahora y
2%t
h(t) := )
O = R WA
En virtud de la supermultiplicatividad de n~! es facil ver que
20y/m t
h(t) < :
K= (2rw) =t (A(t))

Por la hipotesis sobre 71 (A(t)) /t, tenemos que h(t) — 0 cuando t — +o0. Por otra parte,
también sabemos que tl_o‘/”a(t)_"‘/" — oo cuando t — +oo. En consecuencia, podemos
afirmar que existe ¢, > 0 tal que si ¢ > g, entonces h(t) < 1y C1t!=%/"a(t)=*/" > 1. Para
tales valores de t, usando que A(t) < ta(t), tenemos que

1—a/ng(t)—o/n —a/n —a/n
[ (e
1

A A
Clt.A(t)_a/n 704/77,
1

A(t)l-i-a/n

S CQ < C2to¢/na(t)1+a/n‘

Si ty < 1, entonces obtenemos que para todo t > 1 vale la condicion de Dini deseada.
Si ty > 1, queremos ver que la desigualdad anterior puede extenderse a todo 1 <t < t.
Como t'=*/"a(t)=*/™ y a(t) son crecientes y la desigualdad anterior vale para t = tg, si
1 <t < ty, se sigue que

ptl-e/ng(t)y—/n —a/n —a/n
/Ct ® b(A) é—/ <Clt1 / a(t) / > d\
1

A A
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o™ [ Cutg k)
< e | dx
1

< Cth‘/"a<t0)l+a/n — KO
KO a/n 1+a/n

Tomando Cy = max{Cy, Kya(1)~1=*/"}, obtenemos que

Crtr—e/ma(t)=/n 1-a/n —a/n -
/ b(;\) fl (Clt )\a(t) ) d) < CQta/na(t)l—I—a/n
1

para todo t > 1. O

Como consecuencia del Teorema 3.2.1, obtenemos la siguiente caracterizacion para la
acotacion de M,, sobre R™ en términos de las propiedades de continuidad del operador
maximal fraccionario clasico con pesos.

Teorema 3.2.18. Sea 0 < a <n y sean A, B, n y & como en el Teorema 3.2.1. Supon-
gamos ademds que 1 y 1 son ambas funciones de Young. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) Moy : LAR") = LE(R");
(ii) existe una constante positiva C tal que

M, f
' Miu

f

u

<C

LBRM)

: (3.2.19)
LA(RN)

para toda f > 0 y para todo peso u.

El teorema anterior generaliza al caso fraccionario un resultado probado en [52] para
M,,. Cuando A(t) = B(t) =t", 1 < p < ooy a = 0, el resultado correspondiente fue
probado en [80]. En ese mismo articulo, el autor utiliza este tipo de estimacion para
obtener una version dual de la siguiente desigualdad de tipo Fefferman-Stein

M f(x)Pw(z)dx < C’/ |f(z)|PMw(z)dzx.

n

R

Desigualdades del estilo de (3.2.19) fueron también estudiadas en [85] para 0 < a <ny
n cierta funciéon de tipo potencia.

Demostracion del Teorema 3.2.18: De la desigualdad de Holder dada en (2.1.14) se tiene

1
B 5 / F)ldy < 21BI7|f fu

nBllullzs < 2Mo,(f/u)(z) Myu(z),
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para toda bola B tal que x € B. Tomando el supremo sobre tales bolas, se tiene la
siguiente desigualdad puntual

M, f(z) < 2M,,(f/u)(x)Mzu(x), € R,
de la cual se deduce inmediatamente que (i) = (ii).

En virtud del Teorema 3.2.1, la reciproca vale si mostramos que (ii) implica la con-
dicion de tipo Dini (i) del Teorema 3.2.1. Estimaremos, para determinados valores de
s > 0, la medida del conjunto E; := {z € R" : M, f(z) > sMzu(z)}.

Dado § > 0, sean f = u = xp(,). Entonces, ||f/ul|pags = 1/A (w™'67"), donde
w = |B(0,1)|. Afirmamos que, para |z| > 26, se cumple la siguiente estimacion

Mzu(x) = Myxpos)(x) < 1/77'((J2]/40)").
Supongamos, por el momento, que la afirmaciéon es valida.
Sea 0 < 5 < 6% "w*"§*/¢71(1/(2" — 1)). Usando que B(0,6) C B(w,3|z[/2) si
|z| > 20, y que
1 n_(t)

— <
e Tt
se tienen las siguientes estimaciones.

=)t >0,

|Es| > {:v eER":|z|>20y ’B(l.’3|$|/2)|a/n—1/
B(w,3[2l/2)

5y > s/ﬁ‘l((!x\/%)”)} \
> | {zeR": |z[>20y w13z /2)* W™ > sE (|| /40)™) (|| /46) "} ’

6a—nwa/n5a

- {x €R":fz|>20y ——— > 5‘1((|m|/45)”)} ’

a—n, ,a/nsa 1/n
= {:UGR”:2(5<]$|<455(¥> }’

Por la elecciéon de s,

(6% w5 )s) > 1/(2" — 1) > 27" (3.2.20)
por lo que el conjunto anterior es una corona no vacia. Asi,
6a—nwo¢/n5a

S

{z e R" : M, f(z) > sMzu(z)}| > w(40)"¢ ( ) —w(20)".

Por otra parte, multiplicando la primer desigualdad en (3.2.20) por w(2J)", resulta que

6ozfnwa/n6a

S

w(49)™¢ ( ) — w(20)™ > w(26)"E(6% w5/ 5).

Luego, del hecho que £'(t/2)/2 < £(t)/t, concluimos que
2n716a7nw1+a/n5n+a€/ (6anwa/n6a>

Hz e R" : M, f(z) > sMzu(z)}| >

S 2s
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Salvo constantes, la desigualdad anterior es de la forma de la ecuacion (3.2.13) obtenida
en la prueba del Teorema 3.2.1. Por ello, es claro que se pueden seguir los lineamientos
de dicha demostracion a fin de obtener la condiciéon de tipo Dini deseada.

Ahora se dard la prueba de la afirmacion. De la definicion de M,

1 1
Msx s () = sup < sup ——
B>z:BNB(0,0)#0 77~1 (%) B3a:BNB(0,8)#40 7)1 <%>

Si B = B(y, R) es una bola tal que z € By BN B(0,d) # 0, y || > 2§ entonces
2R > |x| — § > |x|/2. En efecto, si |z| > 26 entonces |x| — § > |x|/2. Ahora, si B es una
bola con las propiedades anteriores, y z € BN B(0,4), entonces

| < |z —y|+|y—z|+|2| <R+ R+6=2R+06.

Combinando ambas estimaciones se tiene la relacion deseada. Asi, R > |z|/4 y

Mixsos(r) < sup 7 < |
TBONE) = e mmosy0 T (RIS~ i1 ((2l /46)7)

lo que demuestra la afirmacion. O

3.3. Aplicaciones a operadores de tipo integral y sus
conmutadores

Para 0 < a < n, el operador integral fraccionario de orden «, I, se define por

I (x) = /R W) g,

w | —ylre
siempre que la integral anterior sea finita en casi todo punto.

Las propiedades de acotacion sobre espacios de Orlicz de este operador han sido
estudiadas por diversos autores, entre los que podemos citar a [20], [46], [39] v [83]. Por
ejemplo, en [46] los autores probaron que I, estd acotado entre espacios de Orlicz LA(Q)
y LB(Q), cuando 2 es un subconjunto de R" de medida finita, si y sélo si las funciones
Ay B satisfacen la condicion de tipo Dini (3.2.7). Por otro lado, en [20] el autor deduce
ciertas condiciones para la acotacion de [, a partir de la caracterizacion de la acotacion de
M, las cuales involucran el calculo de funciones inversas y complementarias de funciones
relacionadas con aquella que definen los espacios de Orlicz, siendo estas condiciones menos
manejables que las de tipo Dini.

Sin embargo, es escaso el material disponible en relacion a las propiedades de acotacion
en espacios de Orlicz de los conmutadores de diversos 6rdenes de I, con simbolos en BMO.
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Recordemos que estos conmutadores se definen formalmente, para b € L} (R") y k € N,

por loc
fw)

’m _ y’n «

uf@) = [ (6(a) = b))

En relacion a ellos, se caracterizard su acotacion en espacios de Orlicz por medio de
una condicién de tipo Dini asociada a la funcion @i (t) = t(1 + log* t)¥. Se sabe que
este tipo de conmutadores estdn controlados, en cierto sentido, por el operador maximal
fraccionario M, ,, , tal como se probd en [10] (ver Teorema 1.4.31). Gracias a este control,
el Teorema 3.2.1 nos proveeréa de la condicién de tipo Dini suficiente para la continuidad
de Iib que, como se vera en el Teorema 3.3.2, es también una condiciéon necesaria.

En los resultados de esta seccion serd de gran utilidad el siguiente teorema, donde se
da una caracterizacion de la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood sobre
espacios de Orlicz. Esta caracterizacion fue dada en [41]. En [14] los autores prueban
caracterizaciones de dicha acotacion mediante condiciones de tipo Dini en la funcién
que define al espacio, viendo ademas que dichas condiciones son equivalentes a que la
funcion complementaria correspondiente posea la condicion As. Resultados similares se
obtuvieron en [91].

Teorema 3.3.1 ([41]). Sea ® una N-funcion (ver Definicion 2.1.21). Son equivalentes:

(i) el operador mazimal de Hardy-Littlewood estd acotado sobre L*(R");

(i1) 213, la funcion complementaria de @, pertenece a la clase As.

3.3.1. El conmutador del operador integral fraccionario I,

Para el conmutador de orden k de I, con simbolo b € BM O tenemos, pues, la siguiente
caracterizacion sobre espacios de Orlicz. En dicho resultado, diremos que B € A§ si ambas
By B son N-funciones en la clase A,.

Teorema 3.3.2. Sean o y A como en el Teorema 3.2.1, k € NU{0}. Supongamos que
B es una N-funcion que satisface la condicion Ag si k=0 y la condicion A§ si k>0, y
que ademds es de tipo inferior ¢ > n/(n — «). Entonces, equivalen:

(1) existen constantes positivas Cy y Cy tales que

kn n

/ PETTA (1 gogr (CEADTEVYT gy g, (AD)
0 p= A =2t

vale para todo t > 0;

(i1) existe una constante positiva K tal que la desigualdad

sz,beLB(]R") < K| f|lLamn
vale para toda funcion f € L°(R™) y todo b € BMO, donde K = K(||b||snmo)-
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Observacion 3.3.3. La condicion A, sobre 5 no es realmente necesaria para la implicacion
(7i) = (i) en el teorema anterior. Esto quedara claro en la demostracion del teorema.

Observacion 3.3.4. Las funciones de la forma B(t) = t?(1 +log" )Y con 3 > 1y v >0
verifican la condicion A§ ya que ambas, By B(t) ~ t%/(l +log* )71, son N-funciones
de tipo Llog L por lo que satisfacen trivialmente la condicion As.

Observacion 3.3.5. La condicion (7) del Teorema 3.3.2 es la condicion (i) del Teorema 3.2.1
correspondiente a la funcion ¢ (t) = t(1+log™ t)* que, como ya se menciond, proviene del
control que ejerce la maximal fraccionaria M, ,, sobre el conmutador ]k o Para cualquier
simbolo b € BMO. Este control nos habilita a aplicar el Teorema 3.2.1 para obtener una
de las implicaciones en la demostracion del resultado anterior.

En la prueba del Teorema 3.3.2 realizaremos un argumento inductivo. Es por ello que
necesitaremos el siguiente resultado correspondiente al operador I,, el cual es una version
para el caso de R" del resultado dado en [46] para conjuntos de medida finita.

Teorema 3.3.6. Sean o, A y B como en el Teorema 3.5.2. Entonces, equivalen:

(i) existen constantes positivas Cy y Cy tales que

n

/CltA(t)_% ) oy < <A<t>>w
n 2\ T
t
0

n—o

vale para todo t > 0;

(ii) existe una constante positiva K tal que la desigualdad

Lo fLs@ny < ClIfll Ay,

para toda funcion f € LA(R™), siempre que el lado izquierdo sea finito.

Demostracion. Para ver que (i) es necesaria, notemos que para f > 0,

M, f(z) =sup|B|*" | f(y)dy < sup|B(0,1)|*/"~ 1/ < If(z),
B>x B B>x ’1‘ y’n a

de donde se sigue que ||Mof||zs@n) S |[Iafl|zs@ny S | fllpa@e) para toda f € LAR™).

En virtud del Teorema 3.2.1 con n(t) = t, vale la condiciéon de tipo Dini (i)

Probemos ahora (i) = (ii). Consideremos una funcion f € L®(R") y b € BMO con
|[b]|sro = 1. Probaremos que ||/, f||5®n) < oo para poder aplicar el Lema 2.1.17.
Notemos que podemos suponer que f = Cxp(,r) para algin R > 0 ya que, por ser f
de soporte compacto, éste esta contenido en alguna bola de la forma B(0, R) y por ser f
acotada, | f(z)| < || f|lze@®r)XB(0,r) (%) para todo & € R™. Luego, podemos escribir

1
B(|I,f(x))dx = B(C —dy | dx
R" (ot @D /n < /B(O,R) |z —y[ne y)
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|z|<2R |z|>2R B(0,R) |z — y[n

Si |x| < 2R, para y € B(0, R) se tiene que y € B(x,3R). Asi,

I< / B (C/ ;_dy) dr < / B(C(3R)Y)dx < c©.
|z|<2R B(z,3R) |z —y|"e |z|<2R

Por otro lado, si |x| > 2R, |[x—y| > |z|/2. Utilizando que B es de tipo inferior ¢ > n/(n—a)
tenemos que

n—a n n 2 q(n—a)
1< / B (LR> dz < B(C, RO‘)/ <—R) dx
|z|>2R |z [ w>2r \ |T]

& d
= B(CnRa)QRq("a)/ pn’q(”*a)—p < 00.
2R P

Por lo tanto, ||Io.f||18@®n) < 00.
Luego, si Bs(t) = B(t'/%) para 0 < § < 1, por el Lema 2.1.17 podemos escribir
1/6
Haf s @ny = [|[1af] ||L/55 &) (3.3.7)

1/5
<2 s ([ Ins@pse)

= <1
ol 5 g <

1/6
<2 s ([ ns@plla)
ol & . <1 \JR"

LBs mn)~

Como es bien conocido que [, es de tipo débil (1,n/(n — «)), para toda funciéon
f € LX(R™) se tiene que |[{z € R" : |I,f(x)| > A}| < co para todo A > 0. En efecto,

wer s> 5 ([ @dz) < (—"f"°°‘§°p<f>')’£“ <o

Ademas, toda funciéon g que interviene en el supremo de arriba resulta ser localmente

integrable en virtud de que ||9||L85 gny < 1 pues, si B es una bola,

/|g |dx</ dx—i—/ Mdm
{w€B:|g(x)|<1} {eeBlg()[>1}  Bs(1)

1
<|B|+ — / Balg(2)])dx < oo,
Bs(1) J{zeB:|g(x)|>1}

donde en la tltima desigualdad se usé que 23; es de Young.

Luego, es posible aplicar en la desigualdad (3.3.7) el Lema 1.4.3 con |I,f|° v |g]
respectivamente. Por lo tanto, usando dicho lema, la desigualdad generalizada de Holder
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(2.1.9) y la desigualdad puntual (1.4.26), obtenemos que

1/5
fliss <€ s ([ LI @ Mg(0)as

= <1
ol ; g, <

o é
<O swp [ MA(Lf )8 o 1Ml e

= > L86 R" LB(; Rn)
\IgllL55<Rn)
# 1/8
=C s ML Dlwsn M9l
9l & g <1
(R™)
1/0
<C swp (Mol Mollg, o
ol g <
(R™)

Como B es una N-funcion en la clase Ay, Bs también lo es (ver Lema 2.1.22). Luego, por

el Teorema 3.3.1 se tiene que ||Mgl| g ') < Cllgll, 5 (an)- Usando ahora el Teorema 3.2.1
con 7(t) =t concluimos que
1/5
Mallizgey <€ sup [Muflasellol S . < CIMlusien <l

= <1
ol 5 g

cualquiera sea f € L°(R™).

Ahora bien, si 0 < f € L4R"), definimos f,,,(z) = min{f(z), m}xpom (z), m € N.
Claramente, f,, € L*(R") y 0 < f(z)  f(x), de donde que || fo|[pa@ny /| fllLa@n)-
Ademas, como 0 < f,(y)|z—y|*™ 7 f(y)|z—y|* ", se sigue del Teorema de Convergen-
cia Monoétona que I, f,, () 7 I, f(x) cuando m — oo para casi todo z. En consecuencia,

[ e fmllLs@ry /Lo f L5 @n)- Luego,
[ Lo f| L@y = nll’_ngHIameLB(Rn) S T}Lf_fgonmHLA(R") = || f1lLa@n)-

Dada ahora una funcién f € L4(R") cualquiera, f = f* — f~, donde f* = fx(s>03 ¥
I~ = fXxqs<0y, y el resultado vale para cada una de ellas, de donde se sigue que también
vale para f. O

Demostracion de Teorema 3.3.2: Veamos primero que la condicion (i) es suficiente. Si
k = 0, el resultado es el Teorema 3.3.6 ya que L°(R") C L*4(R"). Supongamos que vale
para cada 0 < j < k — 1 € N; se probara el resultado para k.

Sin pérdida de generalidad, sea ||b||gap0 = 1 y supongamos primero que b € L*(R").

Tomemos una funcion f € L2 (R™). Luego, como en la prueba del Teorema 3.3.6, tenemos
que || f]|ps@n) < 00. Veamos que también ||I¥  f|| 5@y < co. Utilizando la formula

I f(@) =Y Crybla)y ™6™ f)(x), (3.3.8)
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y el hecho que b € L>*(R") y f € L*(R™), tenemos que

115 o f |5 @m) = mkbk Lo (6™f) (3.3.9)
LB(R")
k
Z Con i 10115y [ 10 (0™ )| 5 ey
"
< D ConlbllEoe @y | af | a@ny S 6]y 1o f 1 Lo @ny < 0.
m=0
Asi, por el Lema 2.1.17, tenemos que
1/6
||I§,bf||LB(R") < 2H || sup (/ |]§7bf|5|g(x)|d:):> ) (3.3.10)
g R"

= <1
LBs rn) ™

Por otro lado, por la desigualdad de Chebyshev, usando que 1 <t < B(t)/B(1) y que
B es de tipo superior ¢ para algin 0 < ¢ < oo (ver Lema 1.1.37(7)), para cada A\ > 0 se
tiene que

]k
{z € R™: |IF f(z)] > A} < / Mdm (3.3.11)
’ (weRM|TE f@)>A) A

S 5 rkmﬂnbmmw .
B(l) {zeRm:|I* of(@)|>A} || bf||LB A

1 |1 bf“LBR" | ()]
Séﬁimm{l v }/)B(H gﬂmRﬂ>dx

e g
= B

Asi, para cada 0 < § < 1 se puede aplicar en (3.3.10) el Lema 1.4.3 y usar que Bs es
una N-funcion que satisface la condicién As,, tal como se hizo en la demostracion del
Teorema 3.3.6, para obtener de este modo

1/5
I fllon <C sup (WMwhﬂx> @w)

1911, 85 gy <1
1/6 1/6
<C sup (IMEGIE PN o M9
1911 55 g <
(R™)
1/6
=C s ME(IESD s 1M
1911 55 g <
(R™)
1/6
<O swp ML Dllsn 9l 5
g

LBs ()
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< CIMELE o f)]| 5y

Ahora bien, aplicando el Teorema 1.4.31 cuando T, = I, (ver también [10, Lema 5.1])
se sigue que

k—1
175 o f s @ny < C D IIM(I o)l s@ey + Cll Mooy fll 5@ (3.3.12)

J=0

donde ¢ (t) = t(1 + log™ t)*. Observemos que la funciéon &, del Teorema 3.2.1 definida
como & H(t) =t~/ (t) satisface &(t) = tm-a (1 + log* t)n% (ver Lema 1.1.30) y la
condicion de tipo Dini de dicho teorema no es mas que la condicion (i) que tenemos por
hip6tesis. Luego, de ese teorema sabemos que M, ,, estd acotada de LA(R") en LB(R")
por lo que el dltimo término de (3.3.12) est4 acotado por [|f|[ 4@n). Ahora bien, los
términos restantes de la suma se pueden reescribir de la siguiente manera

1M P)ls ey = ML 6 F1) ]| 5e -
En virtud del Teorema 3.3.1 por ser lzj’i6 € Ay para todo 0 < € < 1 se tiene que

IM (L o 1) | ey S N f1 N ey = 12 o f Nony S IF Il ageny

pues la condicion de tipo Dini (i) implica la misma condicion con j en lugar de k, para
cada 0 < j < k — 1. Por lo tanto,

175 o Fllzsny < Cllfllagn,
con constante independiente de ||b]| e (gn).

Ahora extendamos este resultado a b € BMO. Definimos para cada N € N la funcion
by como sigue
b si —N <b(z) <N,
by(z)=<¢ N sib(z) > N,
—N sib(z) < —N.

Es facil ver que |by(z) — by (y)| < |b(z) — b(y)|, de donde ||by||smo < 2||b]|smo = 2.
Ademas, como f € L, (by)"f — b™f cuando N — oo sobre LP(R™) para cualquier
1 < p < c0. Como [, esta acotado de LP(R") en LY(R") cuando 1/q = 1/p —a/ny
1 < p < nj/a, se tiene que I,((bx)"f) — 1,(b™f) cuando N — oo sobre L?(R™). Asi,
existe una subsucesion tal que las convergencias anteriores se verifican en casi todo punto
y, usando nuevamente (3.3.8), se tiene que [C'i’lef — [fj’bf cuando [ — oo en casi todo
punto. Por lo tanto, de la continuidad de la funciéon B, del Lema de Fatou y del hecho
que |17y, fllzsen) < 2C] fllags) obtenemos que

1% f(2))] / 15 o f(2)]
B| ———————— | dx = lImB| ———— | dx 3.3.13
/]R” <20||f||LA(R") g =20\ 20| f]|pamn) ( )

b
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i 'f/B |15 6, £ ()] e
imin —L— |dx ,
o oo Jpa 20| f| L ®my -

esto es, [|IF fllis@n)y < 2C||f|lpa@ny < oco. Finalmente, por la homogeneidad de la

norma, ||/ bf”LB(R” < QHE’HBMonHM (Rm)-

Para ver que la condicion de tipo Dini (i) es necesaria, realizaremos una estimacion
puntual del conmutador I* > bara el simbolo particular b(x) = log|x| € BMO y para
fs = XB0s) € LZ(R™), siendo & > 0.

Supongamos que || > 26. Entonces, para y € B(0,0), resulta que |z —y| < 3|z|/2,
de donde se tiene que

b(z) — b(y) > log (|z]/d) = log 2 + log (|x]/20) > log 2(1 + log™ (|x|/20)).

Luego, para tales z,

) - (b(x) — b(y))* E(1 - Toa™ (Ll 2g))F @0
[a,bf6($) - B(0.8) |x — ’n o dy >C (1 +1 g (| ‘/25» (3‘1.’/2)71704
1 +log™(|z]/20))"

C(a,n, k) w/ms5e (

([ /26)m= ~
donde C(a,n, k) = Ckwl=e/n3a—n,

Por el Lema 1.1.30(3), si p(t) = t//"=)(1 + log™ t)*/ (") entonces existe una cons-
tante D > 1 tal que

D7l M (t) <" *(1+1ogt t) " < D (1),
por lo que se tiene
Iy o fs(@) > Clayn, k)w*/"6% [ D™ (|| /28) := Cw"8% [0 (|| /20)
para |z| > 26. Entonces, tomando 0 < A < Cw®"6%/p 1 (2V") y &(t) = o(t)" =

t775 (1 + log™ t)na,

{z € R : I, fs(x)] > A} =

{x ER": |z| > 20 y Cw™5% /oY (|x|/26) > )\}’

N a/n Sa
{xER”:26< |z < 2d¢ <%> H

N af/n Sa " N a/n Sa "
P (y) s s g (%)

Cuwo/nge
o n—1gn
= w2" 0" (—/\ ) .

>
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Por lo tanto, de la estimacién anterior obtenemos que

61271—2wl+a/n5n+oc ) éwa/n(sa
{z e R" |15, f5(2)] > A}| > f( >

A 2\

Siguiendo los mismos lineamientos que en (3.2.14), se puede deducir la condicion

CADTH ) L (CtAD) =5\ \ A(t)\ 7=
[ (e (B55)) w=a(5R)

para todo ¢t > 0, que es la condicion de tipo Dini (i) del Teorema 3.2.1 para la funcion
Ek- O

3.3.2. Operadores integrales fraccionarios y sus conmutadores

Esta seccion esté dedicada a estudiar las propiedades de acotacién sobre espacios de
Orlicz de los operadores de convolucién de tipo fraccionario T, y sus conmutadores, tales
como los definidos en la §1.4.2, cuyos ntucleos satisfacen condiciones de tipo Héormander
asociadas a una funciéon de Young dada. Puesto que los niicleos que definen a estos nuevos
operadores son bien generales y menos regulares que el nicleo de [,, las condiciones
obtenidas seran, en principio, suficientes y se podran deducir de aquellas que garantizan
la acotacion del operador maximal de control M, ,, donde la funcion 7 estd intimamente
relacionada con la condicién de Hormander que verifica el ntucleo.

Antes de establecer el resultado correspondiente, recordemos la definicion de T, para
0<a<n,

Tof(x) = | Ki(zr—y)f(y)dy, (3.3.14)

Rn
donde el nucleo K, verificara las siguientes condiciones:

(i) la condicion de tamano S, que establece que

/ | Ko ()| de < Cs?,
{lz|~s}

para alguna constante positiva C, donde {|z| ~ s} = {x : s < |z| < 2s};

(ii) la condicion de regularidad H, ¢ asociada a una funcion ® de Young. Concretamen-
te, K, € H, ¢ si existen constantes ¢ > 1y Cy > 0 tales que para todo y € R" con
R > cly|, vale la desigualdad

D @ R (Kol = y) = Kal) X{jal2m 3 llo. 0271 m) < Co.
m=1

En el siguiente teorema se establece el resultado de acotacion antes mencionado.
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Teorema 3.3.15. Sea 0 < a < n, n una funcion de Young y sea T, un operador frac-
cionario como en (3.3.14) con nicleo K, € S, N Hyj5. Sean A, B y & como en el Teo-
rema 3.2.1 con B una N-funcion en la clase Ns, y supongamos que la condicion de tipo
Dini del Teorema 3.2.1 vale. Entonces,

TufllL8@ry < Cllfllpa@ny,
para toda funcion f € L°(R™) tal que el lado izquierdo es finito.

Observacion 3.3.16. El teorema anterior también vale si cambiamos la condicion de Hor-
mander H,j por la condicion de tipo Lipschitz H}, , y la condicion de tipo Dini (7)
del Teorema 3.2.1 por la condicion (3.2.7). Este cambio se debe a que los operadores
T,, con nucleos en S, N H;OO estan controlados por la maximal fraccionaria clasica M,
como establece el Teorema 1.4.25. Asi, se puede realizar una prueba similar para obtener
la acotacion para dichos operadores de L*(R") en LB(R") para funciones acotadas de
soporte compacto.

Demostracion del Teorema 3.3.15: Para 0 < 6 < 1, sea B;(t) = B(t'/%). Entonces, como
|| Tof||L8@®n) < 00, podemos escribir

1/6
1/6
1T sy = Taf 1Pl sy oy <||  Sup (/R !Taf\5!g!dw> :

LBs (]R")

Procediendo como en (3.3.11), se sigue de la desigualdad de Chebyshev y de las
hipotesis sobre B que para todo A > 0, [{z € R" : |T,,f(x)| > A\}| < co. Luego, resulta
valido el Lema 1.4.3 para |T, f|°. De este hecho, de la desigualdad generalizada de Hélder
(2.1.9) y de la desigualdad puntual (1.4.24) se obtiene

1/5
Tl <€ s ([ ATt )

HgHLBé(R")<1
1/6 1/6

<C sup (TSI s e 1M

Hglng;;(Rn)_
_ i 1/s
=C swp M f Dl 1Ml R,

HQHLBE(RTL)
< C su M B n M
< M~p<ummLmumWw

LBs (rn)

Ahora bien, por el Lema 2.1.22 se tiene que Bs es una N-funcion en A, para todo

0 < 6 < 1, por lo que del Teorema 3.3.1 se sabe que ||Mg||Lg5(Rn Cllg|l Luego,

usando el Teorema 3.2.1 y la condicion de tipo Dini concluimos que

1/5
T flle@ny S ol sup  [[ManfllLs@n ||9||L/B(S R") S IManflles@y < Clfllpagny. O
g

LBs(Rn)"

LBs (]R")
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Propiedades similares a las anteriores pueden obtenerse para los conmutadores de
orden k € N de T, con simbolo b € BMO y 0 < a < n, definidos por

T (@) = [ (66a) = 0) Kl ~ ) (0) d,

bajo el supuesto de que el nucleo K, € S, y verifique, ademas, la siguiente condicion de
regularidad de tipo Hormander, dependiente del orden k, H, ¢ j: existen constantes ¢ > 1
y Caex > 0 tales que para todo y € R™ con R > c|y|, vale la desigualdad

o0

> @R mF|| (Kol = y) = Kal) X{jal2mmyllo,B020 1 Ry < Covtok

m=1

Con estas propiedades y mediante la aplicaciéon del Teorema 1.4.30 y un argumento
inductivo se tiene el siguiente resultado de acotacion para Tﬁ,b-

Teorema 3.3.17. Sean 0 < a < n, k € NU{0} y n y ® dos funciones de Young
tales que =1 (#)®~H(t) < i ' (t) siendo pi(t) = t(1 +log™ t)k. Sean A, B y & como en el
Teorema 3.2.1, con B una N-funcion en la clase Ag sik =0y en la clase AS si k > 0. Sea
T, un operador fraccionario como en (1.4.19) con nicleo K € S, N Hy 01 Y Supongamos
que T,, estd acotado de LP°(R™) en L®(R™), po,qo > 1. Si se verifica la condicion de tipo
Dini del Teorema 3.2.1, entonces para toda b € BMO,

1T Ny < Clbllaollllzas,
para toda funcion f € L(R") tal que ||To f||1s@n) < 0o.

Observacion 3.3.18. Si k = 0 y tomamos ® = 7 en este tltimo teorema obtenemos una
generalizacion del Teorema 3.3.15.

Observacion 3.3.19. Como en el caso k£ = 0, el teorema anterior también vale si cam-
biamos la condicion de Hormander H, ¢ por la condicion de tipo Lipschitz H ., o
por la condicion H, . Como se mostro en el Teorema 1.4.31, estos operadores estan
controlados por la maximal fraccionaria M, ,, con ¢;(t) = (1 4 log™ ¢)*. Siguiendo las
ideas del Teorema 3.3.2 para el conmutador Iib se puede probar que una condicion de
tipo Dini suficiente para los operadores mencionados es la dada en dicho teorema.

Demostracion del Teorema 3.3.17: Realizaremos la demostracion por inducciéon. Si k = 0,
el resultado vale en virtud del Teorema 3.3.15 y la Observacion 3.3.18. Supongamos que el
teorema se verifica para todo 0 < j < k—1, veremos que es cierto para k. Sea |[b||pypo = 1
y f € L°(R™). Consideremos primero el caso en que b € L>®(R").

Siguiendo los lineamientos de la prueba del Teorema 3.3.2 correspondiente al conmu-
tador de orden k de I,, es facil ver de las hipo6tesis sobre f y de la condicién Ay en B que
|5 o flls@n) < o0y que el conjunto de nivel {x € R™ : |T% f(x)| > A} tiene medida
finita para cada A > 0. Luego, podemos aplicar los Lemas 2.1.17 y 1.4.3, y el hecho que
Bs € Ag para obtener que

k-1
175 o flles@ny < CIMITE WDl s@ey < CYNMATL o )l 5y + 1Mo f |5 gn.
=0
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donde en la tultima desigualdad hemos usado el Teorema 1.4.30. De las hipotesis sobre
Ay B, el dltimo sumando est acotado por || f||L4@n). Por otra parte, cada uno de los
demés sumandos estan acotados por ||,  f|[Lsn) respectivamente, en virtud del hecho

que B. € A, para todo 0 < ¢ < 1y el Teorema 3.3.1.
Ahora bien, notemos que para todo 0 < j <k —1, p,(t) < ¢i(t), por lo que

NPT < ¢t (1) < 95 (1)

y K e€SyNHyaor CSqeNHgyejen virtud del Lema 1.4.29. Es decir, para cada 0 < j <
k — 1, por la hipotesis inductiva, se tiene que

1T o fllzs@n) < ClIflpagn) (3.3.20)

Entonces, ||T%,f||.s®) < C||f||La@n) para todo b € L>*(R"), con C independiente de
||b||Loo Rn).

Resta extender este resultado a b € BMO. Para ello definimos by como en la prueba
del Teorema 3.3.2 y seguimos los argumentos dados alli, usando la hipétesis de acotacion
de T,, de L*(R") en L%®(R") para mostrar la convergencia T, f — T% f cuando N — oo
en casi todo punto. La prueba concluye procediendo de manera similar a (3.3.13). [

3.3.3. Operadores integrales singulares y sus conmutadores

Si bien el problema de la acotacién sobre espacios de Orlicz del operador maximal
generalizado M, fue resuelto en [52| (ver Teorema 3.1.2), no ocurre lo mismo con el
problema de acotacion sobre dichos espacios de operadores integrales singulares de tipo
convolucién cuyos niicleos satisfacen condiciones de tipo Hormander asociada a la funcion
7. Con las técnicas de la seccion anterior es posible derivar propiedades de continuidad
para tales operadores a partir del control que ejerce M, sobre ellos. Recordemos que un
operador T de estas caracteristicas es un operador acotado sobre L*(R") de la forma

Tf(x) =vp. | Klx—y)fy)dy, (3.3.21)
Rn

donde K es una funcién medible definida fuera del origen que satisface una condiciéon de

tipo Hormander Hg asociada a una funcién de Young . Mas precisamente, K € Hg si

existen constantes ¢ > 1y Cg > 0 tales que para todo y € R" con R > cly],

o0

Z 2mR “ y) - K()) X{|z\~2mR}||<I>,B(0,2m+1R) < Cq»

m=1

Para mas detalles, ver §1.4.1. Siguiendo el espiritu del Teorema 3.3.15, es posible probar
el siguiente resultado para los operadores mencionados, como consecuencia del Teore-
ma 1.4.10 y el correspondiente resultado de acotacion para el operador maximal M, dado
en el Teorema 3.1.2.
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Teorema 3.3.22. Sea n una funcion de Young y sea T' un operador integral singular
como en (3.3.21) con nicleo K € Hy. Sean A y B como en el Teorema 3.1.2 de manera
que verifiquen la desigualdad (3.1.3) respecto de n, con B una N-funcion que satisface la
condicion Ag. Entonces,

T fllLs@ny Sl LA

para toda funcion f € L°(R™), siempre que el lado izquierdo sea finito.

Observacion 3.3.23. El teorema anterior también vale si cambiamos la condicion de Hor-
mander Hy por la condiciéon de tipo Lipschitz H} o la condicion H.,, y pedimos la
condicion de tipo Dini (3.1.3) para 7n(t) = t. Esto tiene que ver con que los operadores
que poseen ese tipo de nicleos estan controlados por la maximal de Hardy-Littlewood
como se mostro en el Teorema 1.4.12. La prueba de este resultado es analoga a la que
damos a continuacion.

Demostracion del Teorema 3.3.22: Seguiremos los lineamientos del Teorema 3.3.15. Co-
mo B € Ay, una estimacion similar a la dada en (3.3.11) permite probar que la medida
|{z € R" : |T'f(x)| > A}| es finita para todo A > 0y toda f € L°(R") para la cual la can-
tidad ||T'f[|Ls®ny < 00. Luego, para cada 0 < ¢ < 1, si Bs es como en el Teorema 3.3.15,
podemos aplicar el Lema 1.4.3 y el Teorema 1.4.10 para obtener

1/6
1/6
1Tl sy = ITFPNY0 gy = suD (/ |Tf|5|g|dx)

= <
H9||L85(Rn)—

1/5
<C s I(RRMﬁ(!Tf\‘S)(w)Mg(:v)d:v)

ol gy g <
1/6 1/é
<C sup HMﬁ(]Tf\‘S)HL/zsé(Rn)HMg”L/gg(Rn)
ol 5y g <1

1/6
<C sup |IMyflls@nllgl)s, g < CllS e,

donde hemos usado el Teorema 3.3.1 por ser Bs € Ay y la acotacion de M, dada en el
Teorema 3.1.2. ]

Un resultado similar se obtiene para los conmutadores de mayor orden del operador
T con simbolo b € BMO que, recordemos, se definen formalmente, para k € NU{0}, por

T (@) = [ (0(o) = b)) Kz~ ) ) do

donde el niicleo ' € Hg, es decir, existen constantes ¢ > 1y Cg > 0 tales que para
todo y € R™ con R > cly|

[e.9]

> @R mM| (K (- —y) = K()) X{jal~znry lo,50.2m+1 ) < Coe

m=1

Con estas propiedades, estos conmutadores estan acotados sobre espacios de Orlicz en el
siguiente sentido.
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Teorema 3.3.24. Sea k € NU {0} y sean n y ® dos funciones de Young tales que
)P (E) < ot (t) parat > tg > 0 siendo pi(t) = t(1+1log™ t)*. Sean A y B como en
el Teorema 3.1.2 de manera que verifiquen la desigualdad (3.1.3) respecto de la funcion
n, con B una N-funcion que satisface la condicion Ay si k = 0 y la condicion A§ si
k> 0. Sea T' un operador integral singular con nicleo K € He N Hj . Entonces, para

todo b € BMO
e flles ey S 1B Eaoll Il Lagn

para toda funcion f € L(R") tal que ||T f||ps@n) < oo.

Observacion 3.3.25. El teorema anterior también se verifica para los conmutadores T}
cuando el operador integral singular 7' tiene un nicleo K € H} o K € Hy} pues éstos
estan controlados por la maximal de Hardy-Littlewood iterada k + 1 veces, o lo que es
equivalente, por el operador maximal M, con ¢ (t) = t(1+log™ t)* (ver Teorema 1.4.18).
La condiciéon de Dini suficiente es aquella que surge de considerar ¢ en lugar de n en la
condicién (3.1.3).

Demostracion del Teorema 3.3.24: Realizaremos la demostracion por inducciéon. Si k = 0,
el resultado vale en virtud del Teorema 3.3.22 ya que LX(R") C L#(R™). Supongamos
que el teorema se verifica para todo 0 < 57 < k — 1, veremos que es cierto para k.

Sean ||b||papo = 1y f € LE(R™) tal que ||T'f|[5®n) < 0o. Consideraremos primero el
caso en que b € L*(R™). Por las propiedades sobre f y B, procediendo como en (3.3.9) y
(3.3.11), para cada X > 0 se tiene que ||Ty f||s@rn) < coy [{z € R™ : [T f(z)| > A} < oo
y estamos en condiciones de aplicar los Lemas 2.1.17 y 1.4.3, usando que Bs € Ay, para
asi obtener que

k-1

T3 fls@ny < CIUMETS FD | sy < C D IMAT )ls@n) + M fll sy, (3.3.26)

=0
como consecuencia del Teorema 1.4.17. Sabemos que el altimo sumando esta acotado por

|| f||L4®n) gracias a la condicién de tipo Dini que verifican A, By n y el Teorema 3.1.2.

Por otra parte, en virtud de que B; € Ay para todo 0 < € < 1, cada uno de los primeros
k sumandos esta acotado por ||T{ f||4rn) respectivamente. Ademds, observemos que del
Lema 1.4.16, para todo 0 < j < k—1, K € HoNHz, C HyNHj; y, como p;(t) < pi(t),

T < ¢t (t) < @i (D)
Luego, para cada 0 < j < k — 1 se tiene que

T3 fll s @ny < Cllfllagn- (3.3.27)

Para extender el resultado a b € BMO, basta considerar la sucesion de funciones
{by} nen definida en la demostracion del Teorema 3.3.2 y probar que T,fo — T f cuando
N — oo usando, en este caso, la acotacion de T sobre L?*(R™). Finalmente, se procede
como en (3.3.13) y se obtiene el resultado deseado. O
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3.4. Algunas observaciones sobre la condicién de A.
Cianchi

En esta seccion haremos una comparacion entre las condiciones necesarias y suficien-
tes para la acotacion de la maximal fraccionaria M, dadas por A. Cianchi en [20] y las
obtenidas en esta tesis en el Teorema 3.2.1. De este resultado es inmediato que las con-
diciones mencionadas son equivalentes. Sin embargo, veremos a continuaciéon una prueba
directa que involucra a ambas condiciones sin utilizar los resultados mencionados. Para
ello, necesitaremos la siguiente definicion.

Definicién 3.4.1. Sean ¢,V : [0,00) — [0,00) dos funciones. Se dice que & mayora
globalmente a U si existe una constante positiva C' tal que ¥(t) < CP(Ct) para todo
t>0.

Para demostrar la equivalencia entre las condiciones, consideraremos funciones Ay B
finitas tales que

A(t) :/0 a(s)ds y B(t) :/o b(s)ds, (3.4.2)

donde a,b : [0,00) — [0,00) son no-decrecientes y continuas por izquierda con a(0) =
b(0) = 0 y a positiva sobre (0,00). Esto es, A es de Young por el Lema 1.1.3, aunque B
podria no serlo.

A. Cianchi prob6 en [20] el siguiente teorema de acotacion de M, cuando la funciéon
a no es necesariamente positiva sobre (0, 00).

Teorema 3.4.3 (|20]). Sea 0 < a < n y sean A y B funciones finitas tales que

A(t) = /0 “a(s)ds v Bt) = /0 (s ds.

donde a y b son no-decrecientes y continuas por izquierda con a(0) = b(0) = 0. El operador
M, estd acotado de L*(R™) en LB(R™) si y sdlo si la funcion

Vo ul) = /O BE)_ s

S n—o

es finita para todo t > 0 y A mayora globalmente a B, ., donde B, es una funcion de
Young que se define a través de su funcion complementaria por

Bty = [ v (), (+75)) 7

entendiendo asi que el integrando es la funcion (B;L/a)’l.

Observacion 3.4.4. Como vemos, el Teorema 3.4.3 permite, en principio, que la funcion A
sea nula en algin intervalo, a diferencia de nuestro Teorema 3.2.1 donde si se requiere la
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positividad de la funcion A. Para realizar la comparacion entre los dos tipos de condiciones
debemos hacer notar que, en realidad, la acotacion del operador maximal fraccionario M,
de LA(R™) en LB(R™) es trivial cuando la funcién A no es positiva sobre todo el conjunto
(0,00). En efecto, sea A(t) = 0 sobre algin intervalo de la forma [0,%,]. Observemos
primero que toda funcién constante no nula estd en LA(R™) pues si f(z) = ¢ # 0 para

todo z € R”
/ A (M> dr = A(tg)de =0<1

elt” R"
y ast || f||pamny < |e|/to < 0o. Sin embargo,

M, f(z) = |e| sup |B|*/"* > |e|sup|B(z, R)|*/" " > ||| B(0,1)|*""" sup R*™" =00
B>z R>0 0<R<1

para cada z € R™. Por lo tanto, M,f ¢ L®(R") a menos que B = 0 y, en tal caso, la
acotacion es trivial. Por lo tanto, se puede reformular el teorema anterior pidiendo que
A sea de Young, lo que permitira realizar la comparacion deseada entre las condiciones
dadas alli y la de tipo Dini dada en el Teorema 3.2.1.

Proposiciéon 3.4.5. Sean 0 < a <n, Ay B como en (3.4.2) y Byjo y Vyja como en el
Teorema 3.4.3. Entonces equivalen.:

(i) existen constantes positivas Cy y Cy tales que

CitA(t) ™ m T
[ gy <, (A .49
0 n—o

para todo t > 0;

(ii) W, 0(t) < 0o para todo t > 0 y A mayora globalmente a B, /4.

Para probar la proposicion, usaremos el siguiente lema.

Lema 3.4.7. Sean ® y VU funciones de Young tales que ® mayora globalmente a V.
Entonces, ¥ mayora globalmente a .

Demostracion: Supongamos que ® mayora globalmente a W, esto es, U(t) < CP(Ct)
para todo t > 0 y para alguna constante C' > 0.

Sea s > 0. Luego, para cada t > 0, de la definicion (1.1.21) de v

st — C(Ct) < st — U(t) < U(s).
Podemos reescribir el lado izquierdo como
s
st— CP(Ct) = C <E(Ct) - <I>(Ct)> .
Puesto que C' > 0, tomando supremo en ¢t > 0 se obtiene que

CD(s/C?) < W(s), Vs >0,
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de donde

tomando K = méx{1/C, C?}. O

Demostracion de la Proposicion 8.4.5: Supongamos que vale (ii). Luego, como Ay B,/
son de Young, del Lema 3.4.7, tenemos que g;//a mayora globalmente a A. Como V), /o esté
bien definida y es no-decreciente, tiene inversa generalizada no-decreciente. Ademés, como
la funcién potencia r®/("~%) es estrictamente creciente, ( 7’1/&)_1 resulta estrictamente
creciente, por lo que para cada t > 0,

A < cBaen =0 [ et (u, (r55) )

C (\D;}a ((Ct)%» " e,

IA

Esto es, B
A(t)lfa/n

Famg S v, ((Ct)fﬁ) LVt > 0.

Ahora bien, del crecimiento de W,,/, y del Lema 1.1.12(ii), se sigue que

A(+\1—a/n n
U, 0 (%) < (Ct)a==, Yt > 0.

Dado s > 0 y tomando ¢t = %(S) que es positivo por ser A de Young, tenemos que
. 1—a/n
s A (242) s
n/a = < (% <@> . (3.4.8)
2C A(s) s
Por otra parte, observemos que para cada s > 0
~(2A 2A 2A
A < S(S)) — sup {u S(S) - A(u)} > 5 3(8) — A(s) = A(s). (3.4.9)
u>0

Luego,

Claramente, de (3.4.8) se sigue que

CrsA(s)=/m _n_
ity - [ B o, (A
0
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con C; = 1/(2C). Usando que 2B(u) > ub(u/2) y haciendo un cambio de variables se
obtiene la condicion (i).

Reciprocamente, supongamos que se tiene la condicion de tipo Dini (7). Por un lado,

como ' b )\
Wt < [ Sl
0

n—«

la condiciéon de tipo Dini implica que W, /,(t) < oo para algin t, > 0 y para todo
0 <t < tg. De la continuidad de b(\)/A"/("=®) en [ty,1] se tiene la buena definicion de
V,, /o para todo t > 0.

Probemos ahora que A mayora globalmente a B,,/,. De la condiciéon de Dini y del
hecho que A(t) < ta(t) tenemos que

W, /0(C1t 2 ma(t) =) < Cha(t)is, Vit > 0.
Tomando t = a~!(s) con s > 0 resulta que

U, /a(Cr(a™(5)) sy < Cysita = (Cy *"s)wa, Vs > 0,

Mg > 0y aplicando UL | se

usando el Lema 1.1.12(4i) con a y a~*. Poniendo u = Cj /o

sigue que

K (™} (uCs/" ) mumem < W (ui), Yu > 0,

o equivalentemente,

K(a ' (uCy" ™) S urs W, ) (uie) s, Vu > 0.

Integrando entre 0 y z > 0, y realizando un cambio de variables en la integral del lado
izquierdo de la desigualdad se obtiene que

A(z) < (C5"" JK)Boya(Cy™"2), V2 > 0.

Tomando la mayor de las constantes entre C5/" ™' /K y C3~*/", se tiene que B,/ mayora
globalmente a A.

Veamos que A mayora globalmente a B,,/,. Para ello, notemos que
st — A(t) < A(s) < KB, jo(Ks), Vs,t>0.

Es decir,

KBy jo(Kt) = sup K (%Kt - %(M)) < A(t), Vt>0.
s>0 K

Finalmente, dado que (B;l/a)_l es estrictamente creciente, también lo es B;/Oé, por lo que

lé—r;/a = B,/o (ver Lema 1.1.16(ii)), y obtenemos que A mayora globalmente a B,,/,. [






Capitulo 4

Continuidad de operadores en espacios
de Lebesgue de exponente variable

El objetivo de este capitulo es extender los resultados de acotaciéon con pesos que se
conocen para M y M, sobre espacios de Lebesgue clasicos. Por un lado, considerando
los operadores maximales generalizados M, ,, siendo 1 una funcién de Young, y por
otro, aumentando el espectro a espacios de Lebesgue de exponente variable con pesos.
El estudio se centrara en obtener clases de pesos adecuadas, que resultaran ser de tipo
Muckenhoupt, para garantizar la acotacion de los operadores maximales en cuestion, para
luego hallar condiciones suficientes sobre los pesos cuando se analizan las propiedades de
continuidad de los operadores que son controlados por ellos, en el sentido en el que nos
hemos referido en el Capitulo 1. Es importante destacar que muchos de los resultados
obtenidos son atn novedosos en el contexto de los espacios de Lebesgue de exponente
constante.

Especificamente, en la primera seccion se estudiaréd el caso no fraccionario, es decir,
se daran condiciones en los pesos que caractericen la acotacion del operador maximal ge-
neralizado M, sobre espacios de Lebesgue de exponente variable pesados. En la segunda
seccion, se analizard el caso del operador M, , para 0 < o < n, comenzando con el caso
particular de 7(t) = ¢, la maximal fraccionaria clasica. Posteriormente, se obtendran con-
diciones suficientes para la acotacion de una amplia gama de operadores de tipo integral
singular y fraccionaria (ver §1.4).

En el mismo contexto, analizaremos también la integrabilidad local, con pesos, de los
operadores maximales generalizados, extendiendo la bien conocida desigualdad de Wiener
para M,y siguiendo el espiritu de [25].
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4.1. Resultados de acotacidén conocidos

Como es ampliamente conocido, dado un peso w, en [70] Muckenhoupt probo que el
operador maximal de Hardy-Littlewood esta acotado sobre LP(wdx, R™) para 1 < p < oo,
esto es,

M f(z)Pw(z)de < C’/ |f(z)|Pw(x)dz

n

R

siy solo si el peso w estd en la clase de Muckenhoupt A, definida por

sup (7{3 w(x)dx) " (7{3 w—p’/P(x)dx) " < o0,

donde 1/p+1/p’ =1y el supremo se toma sobre todas las bolas B C R".

Por otro lado, cuando se considera el operador M, con 0 < a < n, en |71] Mucken-
houpt y Wheeden probaron que si 1 < p <n/ay 1/p—1/q¢ = a/n, entonces

Mo f(x)'w(z)tde < C [ [f(2)["w(z)’ds
Rn R™

siy sblo si w € Ay, esto es,

sup (]i wq(:r)d:x> v (]i w—p’(x)dx) v < 0.

Observemos que, si p = ¢, es decir, si @ = 0, entonces w € A, , es equivalente a wP € A,.

Esta forma de ver a los pesos en el caso fraccionario, como multiplicadores y no
como medida, resulté ser una clave muy importante para comprender el comportamiento
de los pesos en el caso de espacios de Lebesgue con exponentes variables, y conseguir
asi una version adecuada de la clase de pesos de Muckenhoupt, y de Muckenhoupt y
Wheeden, en este ambiente. La definicién de la clase A, con exponente p variable fue
dada, paralelamente, en [23| y [29] y la generalizacion de A, , es la que hemos introducido

en la §2.2.2. A continuacion, exponemos el resultado de acotacion de M sobre Lﬁ(')(Rn).

Teorema 4.1.1 ([23],[29]). Sea p € P8(R") con 1 < p~ < p™ < oo y w un peso.
Entonces, M estd acotada sobre Lﬁ,(')(R”) si y solo si w satisface la condicion Ap.):

sup 1Bl lwx s lp) [lw™ x5y ) < oo, (4.1.2)

donde 1/p(x) + 1/p'(z) = 1 y el supremo se toma sobre todas las bolas B de R™.

Recordar que p € P8(R") significa que p es log-Hélder continuo, es decir, verifica las
propiedades (2.2.14) y (2.2.15) definidas en el Capitulo 2.
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4.2. Resultados de acotaciéon para el operador maximal

M,

En esta seccién estudiaremos la acotacion del operador M, en espacios de Lebesgue
de exponente variable con pesos. Los resultados obtenidos son nuevos atn en el caso en
que el exponente es constante.

Para probar la acotacion de M,, consideraremos primero el caso en que 1 es una
funcion de tipo Llog L; concretamente, n(t) = t°(1 + log™ t)Y para 8 > 1y v > 0. La
importancia del estudio de las propiedades de acotaciéon de la maximal asociada a este
tipo de funciones radica en que la misma estd en intima relacion con los conmutado-
res de diversos ordenes de integrales singulares. Para este tipo de funciones de Young
probamos que los pesos involucrados en la acotacion de M, son variantes de los pesos
dados en (4.1.2), lo que es de esperar debido a que el aporte de la parte logaritmica no
es significativo. Logramos, pues, establecer la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.2.1. Sea w un peso y p € P5(R™) con p~ > 1. Sea n la funcion de Young
definida por n(t) = t°(1+log™ )7 donde 1 < 8 < p~ y~ > 0. Entonces, M, estd acotada
sobre Lﬁ,(')(R”) si y sdlo si wP € Apy/p

Observacion 4.2.2. Cuando f =1y v =k € N, en [78] y [79] se prob6 que M, es pun-
tualmente equivalente a M**! = M o--.0 M, el operador maximal de Hardy-Littlewood
iterado k£ + 1 veces, por lo que el resultado del teorema anterior es el esperado en vista
de (4.1.2). Por otra parte, si v = 0, M, f = M(|f|?)'/# y entonces el resultado anterior
también es un corolario de (4.1.2). En efecto, usando que

ll9llpe) = IIQBIIET (4.2.3)

obtenemos que
1
[w My fllp) = HwﬁM(\f!B)Hf (4.24)

Ademas, por el Lema 2.2.16, p(-)/3 € P'°8(R"). Luego, si wﬁ € Ay, de (4.24) y (4.1.2)
E

se tiene que
WMy fllpe) S IIwﬁlflﬁllpo = llwfllpe)

donde hemos usado nuevamente (4.2.3) en la ﬁltlma igualdad.

Reciprocamente, si M, estd acotada sobre Lﬁ(')(R"), se tiene que

[wMy fllpey S Hlwllpe)

que, segtn (4.2.3), es equivalente a
1 1
IIUJBM(UIB)II% IIwBIfIﬂIIf
En vista del Teorema 4.1.1, la desigualdad anterior implica que w® € A, . Finalmente,

5
si =1y v=0, el teorema anterior es el Teorema 4.1.1.
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Observacion 4.2.5. Supongamos que queremos hallar los pesos para los cuales vale la
acotacién siguiente

ISl rerwy S I Leo) w)s (4.2.6)

para cierto operador S, esto es, la acotacion en LPC)(R™) con peso w entendido como

medida, siendo
p(x)
9| 1pO) () = I >0 —x) w(z)de <1 ,.
Oy = f { A >0 g(A

Asumamos que para tal operador si conocemos que la acotaciéon con pesos como multi-
plicadores

(S Hwllpey S [l fwlln) (4.2.7)

esta caracterizada por una condicion del tipo w € Ay para algin exponente s € P*(R")
(que dependera de p(-) y de S). Entonces, podemos obtener también una caracterizacion
de los pesos que verifican (4.2.6). En efecto, primero debemos notar que vale la siguiente
identidad

gl uy = llgw' ™l

la cual se deduce inmediatamente de la definicién de la norma

p(x)
19l 000 = fnf {A -0 [ (Q) w(e)dz < 1}
l/p(a:) p(x)
- {A wo: [ (F) s 1} = llgw0 .

Luego, que valga la desigualdad (4.2.6) es equivalente a que valga (4.2.7) con peso
w(-)/P1). Asi, por lo supuesto, el peso debe satisfacer w(-)/?0) € Ay, es decir,

[[w(-)"Oxells llw() 7" xqllve) S 1Q

para todo cubo (). Empleando nuevamente la definiciéon de la norma, es facil ver que

w()Y*Oxollsy = lIxel L5O)
lw ()" xqlls0y = lIxalleo )

donde v(x) = w(z)*@/P@) v g(z) = v(x)~*'®/5=) En consecuencia, los pesos que carac-
terizan (4.2.6) son aquellos que satisfacen

||XQ| Ls(~>(v)||XQ||Ls/<»>(g) N

para todo cubo . En el caso de exponentes constantes p(x) = p y s(z) = s, esto no es
mas que decir que v = w*/? € A,, la clase de pesos de Muckenhoupt clasica.

Asi, en virtud de la observaciéon anterior y del Teorema 4.2.1, se deduce el siguiente
corolario para exponentes p(-) constantes.
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Corolario 4.2.8. Sea w un peso, 1 < p < oo, y n(t) = t*(1 +1logt)? donde 1 < B < p
y v > 0. Entonces, M, : LP(R", wdz) — LP(R", wdz) si y sdlo si w'/? € Ap/a.

Demostracion. Del Teorema 4.2.1 tenemos que s = p/f3, de donde w*/? = w'/? y asi,
por la Observacion 4.2.5 la acotacion M, : LP(R", wdz) — LP(R"™, wdx) es equivalente a
wl/ﬁ € Ap/ﬁ ]

Ahora bien, si se consideran funciones de Young 7 méas generales que las de tipo
Llog L, se obtiene el siguiente resultado de acotaciéon para M, sobre L’Z,(')(R”).

Teorema 4.2.9. Sea w un peso y p € P8(R™) con p~ > 1. Sea 1 < 8 < p~ tal que
w’ € Apy/s Yy supongamos, ademds, que 1 es una funcion de Young tal que n € B, para

todo p > 3. Entonces M, estd acotada sobre Lﬁ(')(]R"). Mas ain, st n es de tipo inferior
B, entonces vale la reciproca.

Observacion 4.2.10. Si consideramos 7(t) = t°(1 +log™ t)Y con 8 > 1y v > 0, por el
Lema 1.1.44 se sigue que € B, para todo p > . Ademas, si s € [0,1] y ¢ > 0,

n(st) = (st)?(1 +log™t(st))” < s%°(1 + logt t)Y = s%n(t),

esto es, 1 es de tipo inferior 5. Esto implica que para este tipo de funciones 7, el teorema
anterior no es otro que el Teorema 4.2.1.

Similarmente, todas las funciones de Young de la forma n;(t) = t°L;(t)”, donde
Li(t) = (14+1log™t) y Liy1(t) = Lj(L1(t)), para j € N, pertenecen a B, para todo
p > [ (por el Lema 1.1.44) y son de tipo inferior .

Cuando el exponente p(-) es constante, se tiene el siguiente corolario con pesos en el
sentido de medidas, siguiendo las mismas ideas dadas en la Observacién 4.2.5.

Corolario 4.2.11. Sea w un peso, 1 < p < oo, y n una funcion de Young tal que
n € B, para todo p > B y algin 1 < § < p. Entonces, si w'f e Ay, vale la acotacion
M, : L*(R", wdz) — LP(R", wdx). Si, ademds, n es de tipo inferior 3, vale la reciproca.

4.3. Resultado de acotacion para el operador maximal
fraccionario M, ,

4.3.1. El caso n(t) =t

En primera instancia, se da una caracterizacién de la clase de pesos relacionada con
la acotacion del operador maximal fraccionario clasico M, sobre espacios de Lebesgue de



104 Continuidad de operadores en espacios de Lebesgue de exponente variable

exponente variable con pesos. Para ello, recordemos que un peso w pertenece a la clase
Apyqy, cuando 0 <a<n, 1 <p~ <pt <ooy 1/q(z) =1/p(x) — a/n, si

sup | B Hlwxsllgo) [ xally o) < oo,

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B C R". Cuando p(z) =py q(z) = g,
siendo 1/g=1/p—a/ny 1 < p < oo, el supremo anterior no es mas que

1/q ) 1/p'
sup | B|*/"1 (/ w(:z:)qd:z:) (/ w(x) P dx) < 00,
B B B

esto es, w € A, 4, la clase definida en [71]|. Veremos que, en el contexto variable, Ap.)q¢)

es la clase adecuada para la acotacion de M, de Lﬁ(')(R”) en LZ,(')(R"), en el sentido que
caracteriza dicha acotacion. Esto generaliza el correspondiente resultado probado en |71]
sobre espacios de Lebesgue clasicos y el de [23] y [29] para el caso o = 0.

Teorema 4.3.1. Sea 0 < a < n, w un peso y p € P(R") con 1 < p~ < p™ < n/a.
Sea q el exponente definido por 1/q(xz) = 1/p(x) — a/n. Entonces, M, estd acotada de

L (R") en L (R") si y solo siw € Ay (-

4.3.2. El caso general

A continuacion se estudiaré el operador M, , actuando sobre espacios de Lebesgue de
exponente variable con pesos, con la intenciéon de generalizar el teorema anterior sobre
M, y los Teoremas 4.2.1 y 4.2.9. Recordemos que este operador se define, para 0 < o < n,
por

Mo, f(z) = sup |B|a/n||f||n,3'
B>z

Tal y como lo hicimos en el caso a = 0, comenzaremos considerando n(t) = t?(1+log™ )
con B > 1y v >0.Se sabe que este operador controla a los conmutadores de la integral
fraccionaria y a los de otros operadores fraccionarios menos regulares que I, cuando 5 = 1
y v € N. En este caso, se obtiene una caracterizacion de la clase de pesos relacionada con
su acotacion, como establece el siguiente teorema.

Teorema 4.3.2. Sean 0 < a < n, w un peso, p y q exponentes definidos como en el
Teorema 4.3.1. Sea n(t) = t°(1 + log* t) donde 1 < 8 < p~ y v > 0. Entonces, M,,
estd acotada de L (R™) en LZ,(')(]R”) si y sdlo si w’ € Aw e

CRA:
Como en el caso no fraccionario, podemos obtener un corolario para exponentes p(-)
y ¢(-) constantes. Puesto que la clase A,, de Muckenhoupt y Wheeden esta definida

con pesos de tipo multiplicador, no haremos una interpretacion del resultado con pesos
actuando como medidas.

Corolario 4.3.3. Sean 0 < o < n, w un peso, p y q exponentes tales que 1 < p < n/a
y1/qg=1/p—a/n. Sean(t) =t*(1+log™ t)Y donde 1 < B8 <p y~ > 0. Entonces, M,
estd acotada de LP(wP,R™) en LI(w?, R") si y sdlo si w’ € A%

whe
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Cuando se consideran funciones de Young mas generales, se obtiene el siguiente teo-
rema, el cual es la version fraccionaria del Teorema 4.2.9.

Teorema 4.3.4. Sean 0 < a < n, w un peso, p y q exponentes definidos como en el

Teorema 4.3.1. Sea 1 < B < p~ tal que w® € A,y o). Supongamos que 1 es una funcion
5B

de Young que satisface n*t'% € B, para todo p > nB/(n—apB) y que la funcion t=*/"n=1(t)

es la inversa de una funcion de Young finita. Entonces M, , estd acotada de LIQZ(')(R”) en

Lw(')(R"). Mas atn, si n es de tipo inferior 3, vale la reciproca.

Observacion 4.3.5. Consideremos las funciones de Young de la forma n;(t) = t°L;(t)?
con B>1y~v >0, donde Li(t) = (1 +1log*t) y Ljy1(t) = L;(Li(t)) para j € N. Es

P

facil ver que para cada j € N, 77;+ " pertenece a la clase B, para todo p > 8 + é%, esto
es, para todo p > nf3/(n — af), en virtud del Lema 1.1.44. Ademads, como vimos antes,
son de tipo inferior [, por lo que satisfacen las hipotesis del Teorema 4.3.4 y se tiene una
caracterizacion para las funciones maximales asociadas.

Para exponentes constantes, se tiene el siguiente resultado que extiende al dado en el
Corolario 4.3.3.

Corolario 4.3.6. Sean a,w,p y q como en el Corolario 4.3.3. Sea 1 < 3 < p tal que
wh € A%,% y supongamos que 1 es una funcion de Young que satisface n't% € B, para

todo p > nf/(n—afB) y que la funcion t=*/"n~(t) es la inversa de una funcion de Young
finita. Entonces M, estd acotada de LP(w?, R™) en L (w?, R"™). Mds ain, sin es de tipo
wnferior 3, vale la reciproca.

4.4. Demostraciones de los resultados de las secciones
4.2 y 4.3

Para la demostracion del Teorema 4.2.1, recordemos la Definicion 2.2.27 y los Teore-
mas 2.2.28 y 2.2.29, dados en la §2.2.2. Dados p € P*(R") y w un peso, decimos que la
funcion W(z,t) = (tw(z))?® pertenece a la clase & si se verifica la desigualdad

1
HUJZXBE/B |f]

BeB

S llwfllpe)
p(")

para cualquier familia B de bolas disjuntas B y para toda funcion f € Lﬁ(')(]R").

Por el Teorema 2.2.28 se sabe que si p € P°8(R"), U € & equivale a decir que
w € Ap(). Ademas, del Teorema 2.2.29, la clase &7 es abierta en el sentido que, si ¥ € &/
y p es log-Holder continuo con p~ > 1, entonces existe un ntimero 1 < s < p~ tal que
U5 € of . En virtud de la equivalencia dada en el Teorema 2.2.28, se tiene la apertura de
la clase A,) dada en el Corolario 2.2.30: Si p € Ple(R") y w € Ay, existe 1 < s < p~
tal que w*® € A, .

s
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Estamos ahora en posicién de dar la demostracion del Teorema 4.2.1.

Demostracion del Teorema 4.2.1. Supongamos, primero, que w” € A, . Puesto que sa-
8

bemos que p € P8(R"), por el Lema 2.2.16 también lo esta p/3. Luego, por el Corola-

rio 2.2.30 existe 0 < €y < p~ — B tal que w0 € A ,(, .
B+eg

Ahora bien, dado que n(t) = t#(1 + log™ t)? < Ct°T% para todo t > 1, se sigue
1
que M,(f) < CMpgie(f) = CM(fPT<0)7+ en virtud del Lema 1.3.3. Entonces, dada
f e LED(R), se sigue que

My fllpey S NwMpe fllpy = [[w O M(f7+0)] ?ff (4.4.1)
+e€p
p()
Ademas, \|w5+E°fB+EOH 0 = wa]|ﬂ+EO < 00, y asi resulta que 7t e L7IY (R™).

Dado que w?*t< € A ., , sabemos del Teorema 4.1.1 que el operador maximal M esta
B+eg
p(-)

acotado sobre ij;ﬁﬂo (R™). Luego, de (4.4.1) obtenemos que

||WMnf||p(-) N ||w’8+€ofﬁ+60||Zp+(€)O = ||wf||p(-)'
+ep

Reciprocamente, si M, estd acotada sobre LZ(')(R”), puesto que ¢’ < n(t) para todo
t >0, se tiene que Mgf < M, f por el Lema 1.3.3, de donde se sigue que

1 1
IIwﬂM(fﬁ)ll%—lleﬂfllp ) S wMy fllpey S [lwfllpe —||w5fﬁ||f§T

Finalmente, la condicion w® € A, se deduce de forma inmediata a partir del Teore-
g
ma 2.2.26. O

Observacion 4.4.2. En la demostracion de la segunda implicacion del teorema anterior
es importante el hecho de que la funcién 7(t) > t# para t suficientemente grande. Por el
Lema 1.3.3 es posible tener esta propiedad para funciones de Young maés generales, esto
es, funciones 1 que son de tipo inferior .

Demostracion del Teorema 4.2.9: Procediendo como en el Teorema 4.2.1, sabemos que
existe f < r < p~ tal que w" € A,. Como 1 € B, para todo p > [, tomando p = r
se tiene que n(t) < C,t" para todo t > t, > 0, de donde se sigue que M, < C(r,t,)M,.
Luego,

¢ 3=

lwMy fllpy < CllwM, fllp) = Cllw" M), -

B ‘
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p()
Por otra parte, si f € Lﬁ(')(R”), entonces f" € L, (R") y de las propiedades de acotacion

de M, concluimos que

1
HUJManp(-) S erfTH;(-) = waHp(-)'

Si sabemos, ademas, que 7 es de tipo inferior 3, por el Corolario 1.3.3 tenemos que
Mg < CM,,. Luego, si M, esta acotada sobre pr(')(R”), también lo estd Mpy. Es decir,

lwMg fllp) S Nwfllpe)-

En virtud de la Observacion 4.2.2, se sigue que w” € A, . O]
5

El siguiente lema sera de gran utilidad para las demostraciones de los resultados
de la §4.3. Este da una desigualdad puntual de tipo Hedberg que involucra exponentes
variables y permite controlar al operador maximal M, , por medio de una version no
fraccionaria del mismo, M¢, bajo cierta relacién entre las funciones de Young n y . En
el caso particular n(t) = t, la desigualdad relaciona al operador maximal fraccionario
M, con el operador maximal de Hardy-Littlewood M, resultado ya probado en [43], y
previamente en [44] con w = 1.

Lema 4.4.3. Sean 0 < a < n y p € P*(R™) con p* < n/a. Sea q(-) el exponente
definido por 1/q(z) = 1/p(x) — a/n. Sin y & son funciones de Young que verifican
te/me=1(t) < p7Y(t) para todo t > 0, entonces para toda funcion medible f y para toda
funcion positiva w vale la siguiente desigualdad

a/n
Mo (f /) (@) S Me (17010 o) () ( / |f(y)!p(y)dy> .

n

Demostracion. Sea g(z) = | f(z)[P®)/1®) /w(z), x € R™. Entonces,

|f(@)|/w(z) = g($)|f(x)|1_% = g(a)|f(z)[P@)5.

Fijemos una bola B tal que x € B. Por la desigualdad de Holder generalizada (2.1.14)
tenemos que

B/ 1f flly s < CIBI gl s 117 PO o

a/n
sl B (ﬁ / \f(y)|p(y)dy>
a/n
< Megto) ([ 1s@r)

Por tdltimo, tomando el supremo sobre todas las bolas que contienen a x, se tiene la
desigualdad deseada. O

=Cllg
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Observacion 4.4.4. Particularmente, cuando n(t) = t?(1 +logt)7, con 1 < B < n/a

y 7 > 0, el Lema 4.4.3 vale con {(t) = tnfizﬁ(l + log™ t)% = n(t)™=F ya que, del
Lema 1.1.30(%) se puede probar facilmente que

tl/ﬁ—a/n
(14 log™ t)v/6°

§H(t) ~

Luego,
/8

a/ne—1 ~ ~
FO S T gt T

).

Demostracion del Teorema 4.3.1: Solo mostraremos que w € Ap.)4) €s una condicion
necesaria para la acotacion de M,. La demostraciéon de que también es suficiente se
deduce como un caso particular del Teorema 4.3.2 que demostraremos después. No ocurre
lo mismo con la necesidad de la condicién pues en la prueba de dicho teorema haremos
uso del resultado para M, que probamos aqui.

Supongamos que M, esta acotada de LTQL(')(R”) en L?U(')(R”), siendo p y ¢ como en las
hipotesis. Fijemos una bola By consideremos los conjuntos S,, = {x € B : w(z) > 1/m}
para m € N. De esta forma, w™!(x) < m para cada z € S,, y

™ X5l < 0.

Por otro lado, notemos que, porser p~ > 1, (p/)T = (p~)’ < o0, por lo que podemos aplicar
el Lema 2.2.12 para estimar el término ||w™'xs,.||,(,), obteniéndose asi la siguiente cadena
de desigualdades

x5l 1w~ X8 ey < [wXslla sup / gl)w (@)de

< [lwxally) sup lg(z)w™" (x)dx
Ngllpy<1J B

wXB/ |glw™
B

= sup
llgllpy<t a()
1—2 1 -1
=|B|'""» sup |lwxpro—= [ lglw
lgllp) <1 |Bl*"» JB o)

<|BI'"r sup [wMa(gwhl|,,
ol <1

< CIBI"n sup gl < C|BI'n

llgllpy<1

para cada m € N. Finalmente, como w™txs,, w™xg, [l xs,.|lpy¢) / Nlw ™ xBllyeo ¥
tenemos que
lwxsllgo[lw™" xallyo < CIBI' ™,

es decir, w € Ap(A)yq(.). O
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Demostracion del Teorema 4.3.2: Supongamos primero que w” € A, o).

5 ﬂ
que la desigualdad ||wM,,f|lq¢) S ||wf]||p) vale para toda funcion f € (R™), lo que
equivale a probar que vale ||wM,,(f/w)|ly0) S |If]lpe) para toda f € LPO(R™).

Queremos ver
PO) (R
w

Tomemos f € LPU)(R™) que, por la homogeneidad de la norma, podemos suponer
con ||f||p() = 1. En vista de la Observacion 4.4.4, se sigue del Teorema 4.4.3 y del
Lema 2.2.5 (iv) que

Moy (f/w) S Me(g),
donde g(z) = | f ()P 1w (z) y £(t) = ¢/ "D (1 4 log " t)/ (=P Asf,

Mo (f/w)llaey S 1w Megllocy-

Observemos que

[ s@r @y s = [ |f@)pds =1

de donde se obtiene que g € LZ,(')(]R") con ||gwl||qy = 1. En virtud de ello, si probamos
que la condicion sobre el peso w implica que el operador maximal M, esta acotado sobre

L (R™), tendremos que

[[wMan(f/w)llae) S [lwMegllo) S llwgllaey =1 = 1[f1lne) (4.4.5)

y habremos probado que w® € A, o) es suficiente para la acotacion de M, ,,.

p()

B b

Probemos entonces que M : LZJ(')(R”) — LZJ(')(]R”). Puesto que
E(t) = t7(1 + log™ t)m/(n=ab)

con 7 = n"’g sabemos por el Teorema 4.2.1 que basta probar que 1 < 7 < ¢~ y que

—aB’
w’ € Aq() Pero como 1 < 8 < p™,
Lema2221(z) w? € Ay o) es
CRE

-5).

sobre L1 (R™) y vale (4.4

= q~ vy, ademés, por el

equivalente a w” € Aq() Por lo tanto, M, esta acotado

Observemos que, en particular, cuando § =1y v = 0, la prueba anterior demuestra
la suficiencia del Teorema 4.3.1.

Asumamos ahora que para toda f € L’Z,(')(R”), se verifica la desigualdad
lwMeapflloey S llwfllpe)- (4.4.6)

Como t7 < n(t) para cada t > 0, vale que M, 5f < M,,f por el Lema 1.3.2. Luego, de
(4.4.6) se obtiene que

Jun

||wﬁfﬁllf< = lwfllpe) 2 Mo (£)llge) = 11" Mas ()]l g, -

B
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Notar que, por el Lema 2.2.16, p(-)/3 € P'°8(R"). Ademas, se verifica la relacion

1 B 1 o
q(=)/B  px)/B  n/B

() () 5

De estas propiedades, podemos concluir que w® € A, ) en virtud del resultado de

)

4
acotacion para el operador maximal fraccionario, el Teorema 4.3.1. O

Demostracion del Teorema 4.5.4: Al igual que en la prueba del Teorema 4.3.2, mostra-
remos que

[|wMe i (f [0)llac) S [1F1lpc)
vale para toda f € LPO(R™) con || f|l,) =1y w? € Ay

() g() -
AR

Sea ¢ la funcion de Young definida por £71(t) = t~*/"5~1(t), que existe por hipotesis.
Luego, del Teorema 4.4.3 y del Lema 2.2.5 (iv) obtenemos la siguiente desigualdad puntual

Moy (f/w)(@) S Me(g)(x), = €R" (4.4.7)
siendo g(z) = |f(z) /1w ().

Considerando r = n/a > 1 en el Lema 1.1.43 (%), tenemos que la hipotesis n'**/" € B,
para todo p > 7 = 1B equivale a decir que la funcién ¢ esta en la clase B, para los
n—af P

mismos valores de p.

Por otro lado, como 1 < 8 < p~ implica que 1 < 7 < ¢~ (ver prueba del Teore-
ma 4.3.2), de Lema 2.2.21 (i) se tiene que las condiciones w” € Ap a) Yy w € Ay o) SON
B
equivalentes. Ademas, como probamos en el Teorema 4.3.2, g € LZ)(')(R") con ||wg||q(.) = 1.
Por lo tanto, aplicando (4.4.7) y el Teorema 4.2.9 concluimos que

[[wMay(f/w)lla) S [lwMegllacy S lwgllaey =1 = [1llpe)-

Si ahora tenemos que 7 es de tipo inferior 5, como 1 < 8 < p~ < pt < n/a, por
el Corolario 1.3.3 tenemos que M, ,f > CM,s(|f|?)/?. Luego, si M, estd acotada de

Ly (R™) en LI (R™),
1 1/8
l|w? Mas(1f1%)]] f = [[wMas(|f12) 240y S NwManfllaey S Hwflloey = [[0? £2]] % .

Como vimos en la demostracion anterior, los exponentes p y ¢ satisfacen las hipotesis del

Teorema 4.3.1, por lo que podemos afirmar que w® € A, o). O
5B
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4.5. Aplicaciones a operadores de tipo integral y sus
conmutadores

4.5.1. Operadores integrales singulares y sus conmutadores

En esta subseccion mostraremos resultados de acotacién sobre Lﬂ(')(R") para opera-
dores integrales singulares y sus conmutadores, definidos en §1.4.1. Estos resultados se
derivaran como consecuencia del control que los operadores maximales asociados a fun-
ciones de Young ejercen sobre los mismos (Teoremas 1.4.10 y 1.4.17) y de los resultados
de acotacion probados para los operadores maximales (Teoremas 4.2.1 y 4.2.9).

Recordemos que un operador T' de tipo integral singular es un operador acotado sobre
L*(R™) de la forma

Tf(x)=vp. | K(@-y)f(y)dy,
Rn
donde K es una funcion medible definida fuera del origen que satisface una condiciéon
de tipo Hormander Hg asociada a una funcién de Young ®. Especificamente, existen

constantes ¢ > 1y Cg > 0 tales que para todo y € R con R > cly],
Z C"R)"| (K(-—y) — K(-)) X{|x\~2mR}H¢>,B(0,2m+1R) < Cb,
m=1

donde {|z| ~ 2"R} = {x : 2™"R < |z| < 2™"R}. Denotamos esta propiedad como
K e Hy.

Dada una funcion b € L}, (R"™), el conmutador de orden k € NU{0} de T' con simbolo
b se define formalmente a través de la integral

1 (@) = [ (6(0) = b)) " K (e ~ ) ) do

y las propiedades que se requieren sobre el niicleo K son las condiciones de tipo Hormander
Hg 1, esto es, que existan constantes ¢ > 1y Cg ) > 0 tales que para todo y € R" con
R > clyl,

o0

D @ R) mF|| (K (- — y) = K () Xglal~2m iy 0,500,271 7) < Coge

m=1

Teorema 4.5.1. Sea p € P¢(R") con p~ > 1 y n una funcion de Young. Supongamos
que existe 1 < 8 < p~ tal que n € B, para cada p > B. Si T un operador integral singular
con nicleo K € Hy, y w un peso tal que w’ € A, entonces

g

HwaHp(~) N ||wf‘|p(')

para toda f € LP(R™), siempre que el lado izquierdo sea finito.
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Observacion 4.5.2. Notemos que si K € H, o K € H,, podemos tomar w € Ap.) en el
Teorema 4.5.1 ya que es bien sabido que, en este caso

MHTf)(z) < CM f(x)

como se mostro en [22].

En relacién con los conmutadores de orden k, Tbk, se obtiene el siguiente resultado de
acotacion cuando b € BMO.

Teorema 4.5.3. Sea p € P5(R") con p~ > 1. Sean n y ® funciones de Young que
verifican 77 (£)®71(t) < ¢, H(t) para t >ty > 1,k € N, siendo ¢,(t) = t(1 + log™t t)*.
Supongamos que existe 1 < 3 < p~ tal que 11 € B, para cada p > 3. Sea b € BMO y T}
el conmutador de orden k del operador integral singular T' con nicleo K € He N Hy .. Si
w es un peso tal que w’ € A%, entonces

1T 1l < Mo flla
para toda funcion f € LX(R™) tal que ||wT f||y) < oo.

Observacion 4.5.4. Cuando k = 0 en el teorema anterior, si elegimos ®(t) = n(t/2), se
tiene que ®~1(t) = n~1(t)/2 y se verifica la desigualdad 7~ (t)®~*(t) < t. Tenemos, asf,
que este teorema es una generalizacion del Teorema 4.5.1.

Observacion 4.5.5. Si K € Hi, 0 K € H N H 1, C Hy, donde gok( ) =t(1+1log" 1)k,
entonces el teorema anterior también vale pldlendo que w € A,y en virtud del control

de este tipo de operadores por medio del operador maximal M% ~ M**1 dado en el
Lema 1.4.18.

4.5.2. Operadores integrales fraccionarios y sus conmutadores

En esta subseccion, enunciaremos los resultados de continuidad sobre espacios de Le-
besgue de exponente variable con pesos para los operadores maximales fraccionarios de
tipo convolucion y sus conmutadores, definidos en §1.4.2. Cabe recordar que los opera-
dores mencionados, T, para 0 < a < n, estan dados formalmente por la integral

Tof(z)= | Ki(z—y)f(y)dy,

R

donde el nucleo K, verifica las condiciones S,:
/ |Ko(x)| doe < Cs®
{lz|~s}

para alguna constante positiva C; y la condicién de regularidad H, e asociada a una
funcion ® de Young: existen constantes ¢ > 1y Cp > 0 tales que para todo y € R™ con
R > cly|, vale la desigualdad

oo

D> @ R)" (Kol = ) = Kal) X{jal~2mmyllo, 50271 8) < Co.

m=1
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Cuando k € NU{0} y b € L,.(R™), los conmutadores correspondientes a T,, se definen
por medio de la expresion

T (@) = [ (6la) = b(5) Koo — 0) 1) .

y se asume que el niicleo K, € S, y pertenece a la clase de Hérmander H, ¢ : existen
constantes ¢ > 1y Cy 0 > 0 tales que para todo y € R™ con R > c|y|, vale la desigualdad

Z(QmR)nfamkH (Ka(' - y) - Ka(')) X{|a:|~2mR}||c1>,B(o,2m+1R) < Ca,@,k-

m=1

Los teoremas de acotacion para este tipo de operadores son los siguientes.

Teorema 4.5.6. Sean 0 < a < n, p € P(R") con 1 < p~ < p' < n/a y q dado por
1/q(x) = 1/p(x) — a/n. Sea n una funcion de Young que satisface 7'+% € B, para cada
p > pn/(n—af), para algin 1 < § < p~. Sea T, un operador integral fraccionario con
nicleo K € S, N Hy,. Siw es un peso tal que wP e A% «), entonces

)

lwTafllaey S llwfllpe

para toda funcion f € LP(R™) tal que |{x € R™ : |T,,f(x)| > A}| < oo para cada A >0 y
siempre que el lado izquierdo sea finito.

Observacion 4.5.7. Si T,,f € LP(R™) para algin p > nf/(n — af3), la hipotesis de que
{z € R" : [T, f(z)| > A\}| < oo para todo A > 0 es superflua. En efecto, si lo anterior
vale para alguno de tales p, de [12, Teorema 3.4] se tiene que para toda f € L°(R")

[ as@Prds<c [ Mgt
Rn R™

gracias a las propiedades sobre el nicleo K,. Ahora bien, si definimos 7 = np/(n + ap)
tenemos que 1 < 7 < n/a porser 3> 1y 7?/™ € B, por la hipotesis sobre 7. Luego, por

el Lema 3.2.4,
1/p 1/7
( / !Taf<x>|"dx> <C ( / | f(x)rdx)
R n

e el > < o ([ |f(w)!Td:c)p/T .

y, en particular,

para todo A > 0y toda f € L(R").

Con argumentos similares a los del teorema anterior y en el caso de los conmutado-
res de integrales singulares (Teorema 4.5.3), se puede deducir el siguiente resultado de
acotacion para T .
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Teorema 4.5.8. Sean 0 < o < n, p € P(R") con 1 < p~ < pt < n/a y q dado
por 1/q(x) = 1/p(x) — a/n. Sea n una funcion de Young que satisface 7't% € B, para
cada p > Bn/(n —af) y algin 1 < f < p~. Sea ® otra funcion de Young para la cual
0 ()@ H(t) < ¢ (t) para todo t > 0 siendo ¢y(t) = t(1+log* t)*. Sea b € BMO y TF,
el conmutador de orden k del operador integral fraccionario T, con nicleo K € SoNH, o
y supongamos que T, estd acotado de LP°(R™) en L®(R™) con po,qo > 1. Siw es un peso
tal que w® € Ay Top entonces

(.

/B 7
w2 fllaey < 1w fllac

para toda funcion f € LE(R") tal que ||wT,f||qc) < 0.

Observacion 4.5.9. Si k = 0y tomamos ®(t) = 7(t/2) en el teorema anterior obtenemos
que éste es una generalizacion del Teorema 4.5.6.

Observacion 4.5.10. Notar que, de la hipotesis de acotacion de T, : LPo(R"™) < L% (R™),
en particular T, es de tipo débil (pg, o) ¥ eso garantiza que |{x € R™ : [T, f(x)| > \}| < o0
para todo A > 0, propiedad que se pedia en el caso k = 0.

Observacion 4.5.11. Los dos teoremas anteriores tienen versiones analogas para el caso
de operadores integrales fraccionarios con nicleos K € H; . 0 K € H, o pues, como
se mostr6 en los Lemas 1.4.25 y 1.4.31, ellos y sus conmutadores estan controlados por
el operador maximal fraccionario M, ,, = M, o M* con ¢ (t) = t(1 + log™ t)*. En este
caso, los pesos que garantizan la acotacion de los operadores y sus conmutadores son los
pertenecientes a la clase Ay 4()-

4.6. Demostraciones de los resultados de la §4.5

Demostracion del Teorema 4.5.1. Sea0 < d < 1y f € LX(R™). Si definimos el exponente
r(-) = p(-)/d, entonces r~ =p~ /0 > 1/§ > 1y |[Tf]° € L:U((;)(R”) por hipdtesis. Asi, por
el Lema 2.2.12 tenemos que

1/5
1/6
Tl = AT < s ([ rsPigias)

[[w=3g]l0) <1

En virtud de que T es un operador acotado sobre L*(R™), es de tipo débil (2,2) por
lo que se deduce que

(o e R : |Tf(0)] > A} < %/ (@) Pz < oo

para todo A > 0y f € L:°(R™). Luego, podemos aplicar el Lema 1.4.3 con f reemplazada
por |[Tf|° > 0 y la desigualdad de Holder dada en el Lema 2.2.9 con r(-) y 7/(-), para
obtener que

1/6
il s sw ([ arrse@ge)

llw=0gll,r()<1
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1/6 _ 1/6
< sup [t ME(TFP)I Il Mgl

lw=2gll,r (<1

_ 1/6
= sup oMl Mgl L2

lw=2gll,r (<1

Ademas, del Lema 2.2.21 (ii4), la condicion w? € A, implica que w’ € Ay, lo cual
B

es equivalente a que w™’ € Ayiy. Por el Teorema 4.1.1 se sigue que
lw™ Mgllyle) < llw~*gl/7).
Luego, aplicando los Teoremas 1.4.10 y 4.2.9 concluimos que

_ 1/6
T fllpy S sup wME(T Do lw™gle) S lwdMifllpey S llwflpe. O

lw=2gll,r (<1

Demostracion del Teorema 4.5.3: Usaremos un argumento inductivo. En virtud del Teo-
rema 4.5.1 y de la Observacion 4.5.4, el resultado vale para k = 0, por lo que podemos
asumir que es cierto para cada 0 < j < k — 1.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que ||b||py0 = 1 y consideraremos primero
el caso en que b € L>®(R"). Tomemos f € L(R™) con ||wT f||,.) < oo. Utilizando que

k
THf(2) = 3 Crubl() T (67 f)(2) (4.6.1)
m=0
se tiene que

Con 85w T (6™ f)

hE

|[wTy fllpey = (4.6.2)

=0

3

p(*)

WE

< D Conl [0l 5 g 10T (0 )]

0

m

=

< D CallblLoeqn 10T flloy S 1161 70e o [T ]y < 0.

m=0

Ademas, como T esta acotado sobre L*(R™), [{z € R™ : |Tg(z)| > A\}| < oo para todo
A > 0y toda funcién g € LP(R™). En particular, vale para g(z) = b(x)™f(z). Asi, es
inmediato de la formula (4.6.1) que [{z € R™ : |T¥ f(z)| > A\}| < oo para todo A > 0.

Sea 0 < d <1yr()=p(-)/d. En virtud de lo que hemos probado antes, podemos
proceder como en la demostracion del Teorema 4.5.1, aplicando los Lemas 2.2.12 y 1.4.3
en conjunto con el Teorema 4.1.1 en virtud de la propiedad de que w™° € Ay para
obtener que

1/5
[Tl s s ([ QM)

w3 g]ls, <1
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_ 1/6
= sup  [wMH(TEFD ool gll, /)

lw=2glls (<1

< lwMG(TE Dl
Luego, utilizando el Teorema 1.4.17 acerca del control de T} tenemos la estimacion
k-1
1T Flloey < D N Me(T ) oy + w0l (4.6.3)
7=0

Como 71 € B, para todo p > f3, el tltimo sumando de (4.6.3) se acota por ||w f||,.) gracias
al Teorema 4.2.9.

Por otro lado, notemos que si 1 y ® son como en las hipdtesis, paracada 0 < j < k—1
y para todo t >ty > 1, por ser ¢i(t) > p;(t), se tiene que

() < @t (t) < @5 (1),

y, ademads, el nicleo K € Ho N H,;, C He N H,; en virtud del Lema 1.4.16. Usando
nuevamente la condicion en w, sabemos por Lema 2.2.21 (ii1) que w® € A, para cualquier

0 < e < 1. Por ello, cada uno de los términos de la sumatoria anterior se estiman por
lwMc(Tg Plley S NNwTg flloey S NNwfllpey, 0<5<k—1
gracias al Teorema 4.1.1 y la hipoétesis inductiva. Asi, resulta que

1T Flloy S s oy
para todo b € L>*(R").

Ahora extendamos el resultado a b € BMO. Definimos para cada N € N la funcion

by como

b si —N < b(x) <N,

by(z)=<¢ N sib(z)>N

—N sib(z) < —N,
la cual pertenece a L>®(R™) y satisface |by(z) — bn(y)| < |b(x) — b(y)|, de donde se
sigue que ||by||Brvo < 2]|b]|pymo = 2. Ademas, como f € L, (by)™f — b™f cuando
N — oo sobre L?(R"). Como T esta acotado también se tiene que T'((by)™f) — T(6™f)
cuando N — oo sobre L?*(R"). Luego, existe una subsucesion {by, }ien para la cual

(bn,)"f = 0™ fyT((bn,)™f) = T(b™f) valen en casi todo punto. Utilizando nuevamente
(4.6.1) se sigue que TY f — T¥f cuando | — oo en casi todo punto. De esta forma,

aplicando el Lema de Fatou y el hecho que |[wT¥ pr( < 2C||wf]|p) obtenemos que

p(z)
TEf @)@\ (1T F@)w()
/R” ( 2C”waP(') > = /nllirglo 20||wf||p(.) dr (4'6'4)
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(=)
TE f(@)w(z)\”
< liminf oy dr <1,
moo g\ 2C([wf[p)

esto es, ||wWIE fllp) < 2C|Jwf||y) < oo. Finalmente, por la homogeneidad de la norma,
1T fllpey < 20160 a0 llw flae)- -

Demostracion del Teorema 4.5.6: Tomemos r(-) = ¢(-)/0 para 0 < § < 1. Por las hipdte-
sis sobre f, T, verifica el Lema 1.4.3 y podemos utilizar el Lema 2.2.12 y la desigualdad
de Holder generalizada para obtener la siguiente estimacion

1/5
[Tuflir S swo ([ AT Mgl )

lw=2gll,r (<1

1/6 — 1/6
S osup [ MA(TL P e Mgl 77

lw=2gll,sy<1

Dado que, en virtud del Lema 2.2.21(4), w® € A, o es equivalente a w? € Ay para
i 5B T

n—af’

del mismo Lema, podemos afirmar que w’ € Ay, . Por lo tanto, también w™? € Ay,

T = y como ademads las hipotesis en ( aseguran que 1 < 7 < ¢~, por el item (7i)

Asi, por el Teorema 4.1.1 y el Lema 1.4.23 se sigﬁse que

—5 /6
lwTaflloy S swp JwdE(TafDlao lo~ gl < lwMaafllao-

lw=2gll,(y<1

Finalmente, como 7/'t% € B, para todo p > nf/(n—af), de la relacion entre p(-) y q(-)
concluimos del Teorema 4.3.4 que

||U)Taf||q(-) N ||wf||p(-)' U

Demostracion del Teorema 4.5.8: Procederemos a demostrar la acotacion de To’ib por in-
duccién en k. Claramente, en virtud del Teorema 4.5.6 y de las Observaciones 4.5.9 y
4.5.10, el caso k = 0 se verifica. Supongamos que vale para todo 0 < j < k—11y
probémoslo para k.

Sin pérdida de generalidad, sea ||b||ppr0 = 1 y consideremos primero el caso en que
b € L*(R"). Tomemos f € LX(R") con ||wT,f||q) < 0o. Luego, procediendo de manera
similar a (4.6.2), de la descomposicion

Toof (@) =Y Cougb(2) " Tu (0™ f) (),

se tiene que también |[wT%  f||q) < oo. Ademas, de la Observacion 4.5.10 sabemos que
[{z e R : T}, f(x)] > A}| < oo para todo A > 0.
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Luego, si tomamos 0 < § < 1y r(-) = ¢(-)/d, se pueden aplicar los Lemas 2.2.12 y
1.4.3 para tener que

1/5
Tt flay S sup (Rﬂmwmﬂwmemm)

lw=2gll,(y<1

_ 1/6
= sup e METE Dl M (0 0g) 2.

lw=2gll,(y<1
Como vimos en la prueba del caso k = 0, del Lema 2.2.21 se tiene que w® € A, o)
RN
es equivalente a w? € Ay, para T = nf—zﬁ, y ello implica que w’ € A, . Asi, del
- 5
Teorema 4.1.1 y usando luego el Teorema 1.4.30 tenemos que
k k -5 11/0
loTSefllay S sup - NwME(TE Dl w9177
[w=2glly<1
k—1 ‘
S D MwMA(TE  Pllaey + llwMagfllo)-

J=0

Como 7'+ € B, para todo p > nfB/(n — af), el iltimo sumando se acota por ||w ||,
gracias al Teorema 4.3.4. Por otro lado, de la relacion entre n y @, paracada 0 < 7 < k—1,
K € Hy N H,; C Hy N H,; en virtud del Lema 1.4.29. Usando nuevamente la condicién
en w, sabemos por el Lema 2.2.21(i7i) que w® € Ay para cualquier 0 < € < 1. Por ello,

del Teorema 4.1.1 cada uno de los términos de la sumatoria anterior se estiman por
lwMc (T3 6 H)llae) S 0T e fllaey S Nwfllpey, 0<j<k—1
debido a la hipoétesis inductiva. En consecuencia,

[T o fllaey < o flla

para todo b € L>*(R"). Finalmente, si b € BMO, aproximamos a b tal y como lo hicimos
en la prueba del Teorema 4.5.3 utilizando la acotacion de T, que tenemos por hipotesis,
y el teorema queda probado para todo simbolo b € BMO. O

4.7. Desigualdades de tipo Wiener

En esta seccion, trataremos con un espacio particular de funciones que definiremos a
continuacion. Dado un conjunto £ C R™, para una funcion ® : E x [0,00) — [0,00) ¥
una funcion no negativa v denotamos con

[ fllo(.0)(Bv) = Inf {)\ >0: /Eq) <m7 ’f()\ﬂ?)!) v(z)dr < 1},

y decimos que f € ®(-, L)(F,v).
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Cuando la funcion @ es de la forma
®(z,t) = "D (1 + log™ )1, z € R", t > 0,

para cierto exponente p € P*(R") y una funciéon no negativa g, denotaremos al espacio
como LP0)(log L)?0)(R", v). Particularmente, cuando ¢ = 0 y v un peso, el espacio anterior
coincide con el espacio de Lebesgue de exponente variable LPU)(R™, v).

A continuacion, se procedera a describir los antecedentes que motivaron el estudio
de desigualdades de tipo Wiener en el contexto de espacios de Lebesgue de exponente
variable, las cuales dan origen a los espacios arriba definidos.

Recordemos que, como es bien conocido, dada una funcién no nula f € L'(R"),
el operador maximal de Hardy-Littlewood de f, Mf, no pertenece a L'(R"), por lo
que resulta interesante estudiar para qué funciones f se puede asegurar al menos la
integrabilidad local de M f. Al respecto, Wiener probo en [90] la siguiente desigualdad
para M, donde se ve que basta tomar funciones f para las cuales | f|log(e+|f|) € L'(R")
si se desea obtener la mencionada integrabilidad local.

Teorema 4.7.1 ([90]). Sea B una bola en R". Entonces, eriste una constante positiva C
tal que

/B M (@)dz < 21B|+C [ |f(@)]log(e +|f(@)])da:

Los autores en |25] dieron una extension de la desigualdad anterior al contexto varia-
ble. Mas precisamente, mostraron que si ahora se consideran funciones f en el espacio
L0 (log L)?)(R™), entonces M f también es localmente integrable. Esto es lo que esta-
blece el siguiente resultado.

Teorema 4.7.2 (|25]). Sea B una bola en R™ y € > 0. Entonces, existe una constante
positiva C' tal que la desigualdad
/ Mf()de < 2B+ C | |f(z)P® log(e + |f(2))"@dz (4.7.3)
B Rr

se wverifica para todo exponente p € P*(R™) siendo q(z) = méx{e (e + 1 — p(z)),0}.

Observacion 4.7.4. Si p(z) = 1, entonces g(z) = 1 y el anterior es el resultado de Wiener.

Observemos que esta desigualdad vale para cualquier exponente p € P*(R"), no nece-
sariamente log-Holder continuo. Sin embargo, en el mismo articulo los autores demostra-
ron que bajo esa continuidad, se puede tener mayor integrabilidad de M para exponentes
variables tan cercanos a 1 como se desee.

Teorema 4.7.5 (|25]). Sea p € P'8(R"). Dado 0 < ¢ < 1, existen funciones r,q €
Ple(R") tales que:

(i) r(z) = p(x) siempre que p(-) toma valores fuera del intervalo (1,1+€), y 1 < r(z) <
p(z) sip(-) toma valores en (1,1 + €);
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(i) 0 < q(z) <1, q(x) =1 sip(x) =1y q(z) =0 sip(x) =1+

(11i) Dada una bola B, existe una constante C' = C(e,p, B) tal que

M fllzrer) < ClI I 2oo) (0g £ya0) m)- (4.7.6)

Observacion 4.7.7. En el caso en que p~ > 1, se puede elegir € suficientemente pequeno
de manera que r(z) = p(x) y ¢(z) = 0 en todo x € R", obteniéndose la acotacion de M
de LPO)(R™) en LP1)(B) que ya se conoce por el Teorema 2.2.18.

Observacion 4.7.8. Cabe senalar que, si bien el enunciado del teorema anterior establece
una desigualdad en norma, los autores dan en la prueba una desigualdad previa de tipo
modular, es decir, una desigualdad de la forma

[ sy e < i+ [ )P og(e + 7))

B n

Asi, la desigualdad (4.7.6) del Teorema 4.7.5 puede reemplazarse por esta desigualdad
modular que la implica.

Ahora bien, puesto que el operador maximal generalizado M, mayora puntualmente a
M (salvo una constante), claramente esto implica que no est acotado sobre LP() cuando
p~ = 1. Por ello, resulta interesante estudiar la integrabilidad local de dicho operador
maximal. A continuacioén se dan resultados en esta direccion.

Primero, expondremos un resultado para exponentes generales y n cualquier funcion
de Young. Posteriormente, veremos que es posible obtener una mejor integrabilidad local
para exponentes p € P°2(R") y funciones 7 en alguna clase de tipo B,. En ambos
resultados introduciremos pesos, mostrando, de esta forma, que también los resultados
de [25] y [90] son validos con pesos.

Teorema 4.7.9. Sea p € P*(R"), w un peso y n una funcion de Young. Entonces, para
todo € > 0, existe una constante positiva C = C(e,p) tal que para toda bola B,

/BMnf(x)W(x)dx < 2w(B) + C/B |f (@) PO (1 f (2)]) log(e + | f(2) )" Muw(x)de,

donde q es como en el Teorema 4.7.2. Mds ain, si ®(x,t) = tP@~1n(t)(1 + log™ t)4@) y
w(B) <1, se tiene que

My fll LBy < (2 + O fllae,L)Bmw),
para toda f € ©(-, L)(B, Mw).

Observacion 4.7.10. Notar que las desigualdades que aparecen en el teorema de arriba
conservan a la bola B del lado derecho, a diferencia de las obtenidas en los Teoremas
4.7.1,4.7.2 y 4.7.5. Esto sera de mucha utilidad para probar el Teorema 4.7.11 que sigue.

El proximo teorema establece que, bajo hipotesis de continuidad de tipo logaritmicas
sobre el exponente p, esto es, si p € P°5(R"), se obtiene una mayor integrabilidad para
el operador M, en el contexto de espacios de Lebesgue de exponente variable.
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Teorema 4.7.11. Sea p € P8(R") y w un peso. Sea n una funcion de Young submulti-
plicativa tal que n € By~ si p~ > 1 on € By para todo 1 < s < 0o si p~ = 1. Entonces,
dado 0 < € < 1, ewisten funciones r,q € PY(R") tales que para toda funcién f con
f{lf\>1} n(|f(x)|P@)dx < 1 y toda bola B se verifica la desigualdad

/ My f(a) @ w(z)de < 2uw(B) +C/ |f (@) PO (| (2)")) log (e + | f () )1 Mw(x)da
B R™
y se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) r(x) = p(x) si p(-) toma valores fuera del intervalo (1,1+¢€), y 1 < r(z) < p(x) si
p(+) toma valores en (1,1 +¢€);

(1) 0 <q(x) <1, q(x) =1 sipx) =1yq(x) =0sip(x) =1+e
Mads atin, si ®(x,t) = tP@77@n(@)) (1 +log™ #)4@) y w(B) < 1, se tiene que
My fll o 8wy < (24 O)Ifllo¢.py@n muw),
para toda f € O(-, L)(R™, Mw).

Observacion 4.7.12. Los Teoremas 4.7.9 and 4.7.11 tienen a los Teoremas 4.7.2 y Teore-
ma 4.7.5 como casos particulares cuando w = 1y n(t) = ¢, en vista de la Observacion 4.7.8.

Similarmente a lo que ocurre con M, es bien conocido que el operador maximal frac-
cionario M, no es de tipo fuerte (1,n/(n— «)) pero si de tipo débil. Es natural, entonces,
estudiar su integrabilidad local sobre Lﬁ(R"). Al respecto, y por medio de la desigual-
dad de tipo Hedberg dada en el Teorema 4.4.3, obtuvimos el siguiente resultado.

Teorema 4.7.13. Sea 0 < v < n y w un peso. Sean p,q € P*(R™) tales que p*™ < n/a
y 1/q(x) = 1/p(z) — a/n. Entonces, dada f € LPO(R™) con || f]|y) < 1, para todo € > 0
existe una constante positiva C' = C(e,p) tal que para toda bola B

[ Mt uieis < ¢ (wB)+ [ 17@P og(e + 17D bula)is ).
B B
donde sq(x) = max{e (e +1—q(z)(1 — a/n)),0}.
Mas ain, si w(B) <1, se obtiene
||M04f| |L#(B,w) < Cl|f||LP(‘)(logL)Sa(')(B,Mw)7
para toda f € LPO)(log L)*)(B, Mw).
Como una generalizacion del teorema anterior, y dado que el operador M, , tampoco

es de tipo fuerte (1,n/(n — «)), se tiene el siguiente resultado. Solo daremos la prueba de
éste tultimo, puesto que incluye al primero cuando n(t) = t.
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Teorema 4.7.14. Sea 0 < o < n y w un peso. Sean p,q € P*(R™) tales que p* < n/«
y 1/q(x) = 1/p(z) — a/n y sean n y & funciones de Young tales que &~ (t)t*™ < n~1(t).
Supongamos, ademds, que £(t) = E£(t'~%/™) es una funcion de Young. Entonces, dada
f e LPOR™) con || fllpy) < 1y tal que f{|f‘>1}£ |f(2)|7®))dz < 1 para todo € > 0, existe

una constante positiva C' = C(e,p) tal que para toda bola B
/ M, f (z) 7w (z)dz
B
< (w(B)+ [ 1@ PP ) ogle + )M u(a)ds )
B

donde po(z) = =222y 5 (z) = max{e ‘(e + 1 — ¢(z)(1 — a/n)),0}.

Mads atin, si ®(x,t) = tP@Pa@E(tpal@)) og(e + t)*®) y w(B) < 1, se obtiene que
1 Man Il s 5wy < CllFllac.LyB,01w),

para toda f € (-, L)(B, Mw).

4.8. Demostraciones de los resultados de la §4.7

Para demostrar el Teorema 4.7.9, haremos uso del siguiente lema, probado en [24],
que involucra funciones log-convexas, esto es, funciones ¥ : [0,00) — [0,00) tales que
log(¥) es una funcién convexa.

Lema 4.8.1 ([24]). Para cualquier a > 1, la funcion

a¥ — 1
U(y) = ,Xon (y) +1loga xqy=01(y)

es log-convexa. Mds aun, dado 0 < e < 1, la siguiente desigualdad
1
U(y) < —a’(loga)' <
€

vale para todo 0 < y < e.

Demostracion del Teorema 4.7.9: Fijemos € > 0. Definimos el exponente p : R" — [1, 00)

como
’# sil<p(x)<l+e,

=1 0 S

Notemos que p(z)/2 < p(z) < p(x) y que p(z) > 1 para todo z € R™.

Por otro lado,

/Mf dx—/ooow({xeB:Mnf(x)>t})dt
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<2w(B)+ 2/00 w({z € B: M, f(x) > 2t})dt .= 2(w(B) + I).

Utilizando el Lema 1.2.3 y un cambio de variables, la integral I/ puede estimarse como

IgC’/ / n<‘f(x)|)Mw(x)dxdt
1 J{eeBi|f(@)>t} t
|f ()]
=C Mw(:v)/ n <|f(x)|> dt dx
(z€B:|f(x)|>1} 1 t

|f ()]
—C Muw(z) ™™ gy
2
{zeB:|f(z)|>1} 1 u

Como n(u)/u es no-decreciente (ver Corolario 1.1.5), obtenemos que

r<c B gy [ O g g 4.8.2
B /{xeB~|f( )|>1} ( )/1 452

(z

|f ()] u
x p(w

<C MMU}@)/V ' (|f( )|> du dx

{z€B:|f(z)[>1} | f ()]
) @
=c/ |ﬂmm*%wmemw/ W du de.
{zeB:|f(z)|>1} 1

Estudiemos la cantidad f1|f @ =) gy para los diferentes valores de p.

Si p(z) = 1, entonces ¢(x) = 1. Luego, es claro que

|f ()]
[ du = log(l () < toge+ 7))

Si p(x) > 1+ €, tenemos que ¢(x) = 0y, por lo tanto,

u P dy = § = Zlog(e + | f(z)])1™.
/ e log(e +17())

Ahora bien, si 1 < p(x) < 1+¢, resulta que 1 < p(z) < 1+ €. Ademas, por definicion,

gz) = e+ 1-p@) v Blx)—1=(p(z)-1)/2,

y de la tltima relacion se tiene que 1 < p(z) < 1+(14+€—1)/2 = 1+ 5. Asi, si |f(z)] > 1,
tomando a = |f(z)| en el Lema 4.8.1, obtenemos que

2y

W(y) < 21l os(1(x))'~
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para todo 0 <y < §, donde

[f(@)]r —1

U(y) = )

X011 (y) +1og(|f (#)]) X =0} (¥)-

Tomando y = p(x) — 1 € (0,€¢/2), como

2(p(z) = 1) plx) -1 e+ 1—p(x)

—1- - = q(x),

A

se deduce que

I @O —1 |fa)p©t -1
() 1-p(x)
/1 W du=|f(@) -1 = pla)—1

) D7 log(e + ().

) teniendo en cuenta los tres casos

< 21 ()P o(| £ (@)))) <

Finalmente, si dividimos la tltima integral en (4.8.
analizados, podemos concluir que

I'< C/ @O (| f()]) log(e + | f ()) 1) Muw(x) da
le\>1 p=1}

N DO

YL PP @) loge + @) Mu(z) de
€ J{fI1>1, p>1+€}
+ ¢ @ (@D F logle + 1/ (@)@ Mu(z) d

{IfI>1, 1<p<l+e}

< / [f (@)D (| f(2)]) log(e + | f () ) Mw(x) da.
{1£1>1}

Por lo tanto,

/Mf (@) < 20(B) + 2= @) PO (| f (x)]) log (e + | f (2) )7 Mw(z) da.

€ >

Es facil ver que la desigualdad en norma puede obtenerse considerando pesos w con
w(B) < 1. En efecto, sea f tal que

[ flle,0)B.mw) = 1.
Luego, si A =2(1+ C/e) y w(B) < 1, de la desigualdad modular probada arriba se sigue

que

€

de donde se tiene la des1gualdad en norma
M f1] L1 By < 2(1 4 Ce).

Finalmente, usando la homogeneidad de la norma, se sigue el resultado para cualquier f
con || flla(.,0)(B,mw) < 0. !
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Antes de proceder con la demostracion del Teorema 4.7.11, daremos algunos lemas téc-
nicos, que luego probaremos. Los dos primeros establecen que, para funciones no-negativas
r(-) v s(-) cuya diferencia satisface cierto decaimiento logaritmico, es posible estimar pro-
medios de Luxemburg de la funcion |f|"") por medio de promedios de Luxemburg de la
funcion |f|*¢) con un cierto error.

Lema 4.8.3. Dado un conjunto medible A C R™ con 0 < |A| < oo y dos funciones
r,s: A—10,00), supongamos que, para cada y € A,

< C
~ log(e +[2(y)])’

donde z : A — R™. Entonces, para todo conjunto medible D y para cada t > 0 ezxiste una
constante positiva Cy tal que cualquiera sea la funcion f,

17O xpllna < 2C1FOFOxDlla + 21[Se(=()) 4 xp

siendo Sy(x) = (e + |z])~™.

0<s(y)—r(y)

|77,Aa

Lema 4.8.4. Dado un conjunto medible A C R™ con 0 < |A| < oo y dos funciones
r,s: A —[0,00), supongamos que, para cada y € A,

C

s(y) —r(y)] < m-

Entonces, para todo conjunto medible D y para cada t > 0 existe una constante positiva
C; tal que cualquiera sea la funcion f con |f(x)| <1, para todo y € A,

SO xpllya < 2CHFOIFOx DIl + 21150 XDy,

siendo Sy(x) = (e + |z]) ™.

Observacion 4.8.5. Particularmente, tomando 7(t) = t, en |15] se probo la siguiente
desigualdad
1 2C, 2 -
— |f (@) @da < =1L |f(@)PDdx + — Sy(z(z)) adx. (4.8.6)
[ Al Janp Al Janp [Al Janp

bajo las hipotesis del Lema 4.8.3. Considerando las hipotesis del Lema 4.8.4, en el mismo
articulo se mostré la desigualdad de arriba con z(y) = y.

Los dos lemas anteriores son una herramienta util para obtener el resultado que sigue,
el que a su vez es esencial en la prueba del Teorema 4.7.11. En [32] (y posteriormente
en [15] para una clase mas amplia de exponentes), los autores demostraron que, si el
exponente p € P°8(R"), vale la siguiente desigualdad

p(x) ()
v

(Mf(@) = S MASO)@) + 5, (), (4.8.7)

con 1 < v < p~, la cual permite trasladar el problema de la acotacion del operador
maximal M sobre LP() a la acotacion del mismo operador sobre espacios de Lebesgue
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de exponente constante ya que el término de error Sy,-/, estd en L7 para todo v > 1. A
diferencia del caso en que p(z) = p, en el cual la desigualdad anterior se obtiene como
consecuencia de la clasica desigualdad de Jensen sin el término de error, la prueba de
(4.8.7) no es inmediata en el contexto variable. En el espiritu de [15], veremos en el
siguiente lema que, bajo ciertas condiciones sobre las funciones de Young 7, el operador
M,, también verifica una relacion como la de (4.8.7). En realidad, cuando p~ > 1, puede
mejorarse la desigualdad obteniendo el operador maximal de Hardy-Littlewood M en el
lado derecho.

Lema 4.8.8. Sea p € P'8(R") y n una funcién de Young. Sea S : R® — R la funcion
definida por S(z) = (e + |x|)™™. Entonces:

(i) sip~ >1ymne B,-, entonces la desigualdad
(M, f ()" < M ([FC)PY) () + ()
vale para toda funcion [ con f{le} |f(z)[P@dx < 1;

(i) sip~ =1 yn€ By para algin s > 1, entonces la desigualdad
(M f ()P < My (|f()PY) () + S()

vale para toda funcion f con f{‘f|>1} n(|f(z)[P)dx < 1.

Ahora si estamos en condiciones de demostrar el Teorema 4.7.11. Pospondremos la
demostracion de los Lemas 4.8.3, 4.8.4 y 4.8.8 hasta el final de esta seccion.

Demostracion del Teorema 4.7.11: Fijemos 0 < € < 1. Sea R(-) la funcion dada por

R(z) = p(z) + (p(z) = 1)(p(z) — (1 +€)) = (p(z) — D(p(zr) —€) + 1.

En virtud del Lema 2.2.16, como p € P°8(R") y toda funcién constante también pertenece
a Ps(R"), p(-) — 1y p(-) — € son log-Holder continuos. Ademas, como p™ < oo, el
exponente (p(-) — 1)(p(-) — €) € P8(R") y, por tanto, R(-) € P&(R").

Definimos ahora r(z) = min{p(z), R(x)}, el cual también es log-Ho6lder continuo por
el Lema 2.2.16. Es facil ver que, cuando p(z) = 1, R(z) = 1 y cuando p(z) > 1 + ¢,
R(z) > p(z) por lo que, en ambos casos, se tiene la igualdad r(z) = p(x). Por otra parte,
para 1 < p(x) < 1+ € tenemos que 1 < R(z) < p(z) lo que implica que r(z) = R(z) y
asi 1 < r(z) < p(x).

Para definir ¢(-), sea F'={z : p(x) <1+4¢/3} y

. { supr(z) st F#0,
r* =

zeF

14+¢€/3 siF=40.
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que satisface la condicion (2.2.14). Tomando 7(x) = min{r(z),r*}, definimos finalmente

¢(z) = méx {% (1 + % - %) ,0}. (4.8.9)

Del Lema 2.2.16 sabemos que 7(-) € P°(R"). Ademas, como p™ < coy 7" < r* < o0,

p/T € P8(R") por dicho lema, y se sigue que también ¢(-) € P8(R"). Por otro lado,
g;) < 1, es decir, 0 < ¢g(x) < 1.
Maés aun, cuando p(z) = 1, obtenemos que 7(z) = 1 y q¢(z) = 1. Y, cuando p(z) > 1+,

% > 1+ £ lo que significa que g(z) = 0.

dado que 7(x) < r(x) < p(x), se tiene que = <

Fijemos ahora un peso w y una funcién f como en las hipotesis. Primeramente, des-
componiendo f = fi+fa con fi = fxy>1}, usando que r* < p* < ooy que M, fo(z) < 1,
tenemos que

/Mf )@y dx</Mf1 Jw(z)dx + w(B).
Asi, bastara ver que

/ My i) u(e)de S w(B)+ [ 1 @)PETEn (7)) loge + 1)) M (a)da

Consideremos primero el caso en que p~ > 1y n € B,-. Luego, de la submultipli-
catividad de 7, existe 1 < 7 < p~ tal que n € B,- C Bpg por el Lema 1.1.39. En

consecuencia, para cada z € B, del Lema 4.8.8(i) sabemos qu:a

MA@ S (@ 3 (1RO1) @) 5 56ps + [ (1RO1) @]
Puesto que (z) < p(z) y My fi(z) > 1, se sigue que
/B My i (2) @w(z) de < /B M, f (2)"®w(x) d
S [ saysudn+ [ [ (18017 @) wi) da
su)+ [ M (15017)] @) .

n

Dado que 7 > 1, es bien conocido (ver, por ejemplo, [38, Teorema 2.16]) que

/n [ <|f1( )|p£)>] (x)w(x)de < . |f1(x)|p(m)MU}<J]> de.

Por ultimo, del Lema 1.1.34 y del hecho que ¢g(x) > 0, obtenemos que

/Mf1 )" Pw(z)de S w(B / |f (@) P On(| f(a)")) log(e + | £ (2)) " Muw(z) de.
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Para el caso en que p~ =1y n € B, para todo s > 1, dividimos la bola B = B; U B>,
siendo By = {x € B:p(z) >1+¢/3} y Bo = B\ B;. Como pp, > 1+ ¢/3, resulta que
pp, /(1 +¢€/6) > 1yasinc B, 5, /(14e/6)° Luego, para © € B; podemos proceder como
en el caso anterior usando el Lema 4.8.8(i) con pp y T reemplazados por pg y 1+ ¢/6,
respectivamente.

Ahora bien, si x € By, como r(z) = 7(z) alli y n € B para todo s > 1, podemos
aplicar el Lema 4.8.8(7i) con exponente 7 pues éste satisface 7= = 1 por ser 7(z) < p(z).
Es decir, tenemos la siguiente estimacion

mememsstwwﬁLMMMwwwmwm
< w(B) + / M, (11()FO) (@)w() de.

B>

B>

Luego, utilizando el Lema 4.7.9 con €/3 y exponente p(-)/7(-) obtenemos que

M, fi(2)" D w(z) de S w(B)

B>

+/|ﬁmwm4mmuwwwﬁ%@+M@Wwvamwdv
B>

+/B|f($)\”(w’"(””)n(|f(w)|"(“”))10g(€+ |f (@)™ Muw(x) da.

Combinando todos los casos se obtiene la desigualdad deseada. Por ultimo, procedien-
do como en la prueba del Teorema 4.7.9, es facil ver que si w(B) < 1, vale la desigualdad
en norma. O

Demostracion del Teorema 4.7.14: Observemos primero que del Teorema 4.4.3 y de las
condiciones sobre f, vale la siguiente desigualdad

Moo f(2)75 <2 [Me (|f()PO0/10) (2)] 7 = 2Meg(w)

n—ap(z)

donde £(t) = £(H10/") y g(z) = | f(w)|Tom = | f(z)]" "5

Entonces, si s,(2) = méax{e (1 + ¢ — q(2)(1 — a/n)),0}, aplicando el Teorema 4.7.9
para £, que es de Young por hipdtesis, con exponente h(-) = ¢(-)(1 — a/n) tenemos que

/BMamf(a:)rﬁaw(:v)d:v < Q/BMgg(x)w(x)dx

S w(B) + . g(@)" 7€ (g(x)) log(e + g(w))* @ Muw(z)dz.
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np(z)

Si po(z) = n=ap@) ysando que q(z) = tenemos que

n—a n—ap(@)’
L(x) ) —1) = x_L(I): x_n—ap(x): R
(n — a)q(x) (h(z) =1) = p(x) (n —a)q(z) p(x) n— o p(x) = palz).

n—ap(x) < nzap”
n—a — n—a

Como, ademas, p,(z) = < 1, tenemos que

| Mopt@) = 0@)ie < wl(B)
+ [ @PO O (@) logle + 1) M o).

Notar que, si n(t) = t, entonces {(t) = tia y £(t) =t que es de Young. Luego, hemos
demostrado también el Teorema 4.7.13 para M,, obteniendo en ese caso la desigualdad

/ M, f(2)™ = w(z)de S w(B) + / (@)@ log(e + | f(@)) =@ Muw(x)de. O

Ahora daremos las pruebas de los lemas utilizados.

Demostracion del Lema 4.8.3: Sea

A = 2G| £*Oxplna + 21S:(2) 4 XD |pa > 0

con C; > 0 a determinar. Sin pérdida de generalidad, supondremos que los conjuntos
DNAy K =sop(f)N(DnNA) tienen medida positiva ya que, de lo contrario, no hay
nada que demostrar.

Definamos Dy = {z € K : |f(z)| > Si(2(z))}. Notemos primero que de las hipotesis
sobre s(-) y 7(+) obtenemos que para todo z € Dy,

@) = [£(@) @1 f (@) < [ f @) (Sy(2())) 7
< [f @) (e + [z(a) )R = O f (2 )\”) = Cil f()"™. (4.8.10)

Por otra parte, para x € K \ Dy, dado que S;(z(x)) < 1, se tiene que

@) < (Si(2(2))" < (Sil2(2))). (4.8.11)

Luego, usando ambas desigualdades (4.8.10) y (4.8.11), y la convexidad de la funcion
7, deducimos que

ﬁ /A ; <|f<x)|r<:>xD<x>) dz

() r(x)
o (i PRSR Ty y pa "
AL, "\2Cillfxolla) AL o, \ 21800 Xl
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R (G i L (S1(2(x))) i
=4 Dl”<2ufs><DHn,A)d A K\m"(zust( <>>TAXD||nA>d

<11 (|f<fv>f‘”>w<x>) sl L [ (SEED) @)
2|A] 1f*xpl[n.a 2[A] Ja 1S:(2(-)) 2 x D[4
< = + L_ 1
= 2 2 -
y, en consecuencia, de la definicion de || - ||, 4
IO xollpa < 2CAIFOPOxbIlga + 201S0(2()) 4 XD ly.a- N

Demostracion del Lema 4.8.4. Consideremos A > 0 y los conjuntos D; y K como en
la prueba del lema anterior. Supongamos, como antes, que D N A y K tienen medida
positiva.

Sea x € Dy. Si r(z) — s(x) < 0, entonces r(x) — s(z) = —|r(x) — s(z)| y podemos
proceder como en (4.8.10), de donde obtenemos |f(x)|"® < Cy|f(z)[*® con C; = €.
En caso contrario, usando que |f(x)| < 1 sobre Ay que S;(z) < 1, tenemos que

F@)F = [F@)F@1f @) < (@) < |f ()5, () e

y se sigue la misma estimacién. Es decir, en cualquier caso, |f(x)|"® < Cy|f(2)|*® para
todo x € Dy. Si z € K \ Dy, se tiene la misma desigualdad que en (4.8.11).

Para finalizar la demostracion, basta seguir la prueba del lema anterior. O

Demostracion de Lema 4.8.8. Para probar (i), seap™ > 1y n € B,-. Luego, es suficiente
demostrar que || f[} 5 @ < M(|f(-)[PO)(z) + S(z)?” para cada bola B = B(z, R) tal que
x € B.

Fijemos una de tales bolas By sean f1 = fxqs>1; ¥ f2 = f — fi. Estimemos primero

Hf1||p . Usando el Lema 1.1.39, por ser n € B,- tenemos que 7(t) < C,-t* para todo
t > ¢ > 0y, en consecuencia, HQHn,B < C(p~ )Hng B para toda g € LZOC(R”). Luego,

p()

1A% < o (g [ 15 ar)”

Ahora bien, como py > p~, por la desigualdad de Jensen con pg/p~, y dado que
|fil > yfR |f1 ()PP dy < 1 tenemos que

p(r)

I <0 (o [ 1hraay) ™

p(z)

< (i )’
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= (g1 [, 1ror dy) . (/)

pg—p(@)

<|B] "5 M(fC)) ().

Si |B| > 1, como el exponente (pp — p(z))/pz < 0, se sigue que |B|Pz—P@)/Ps < 1,
En caso contrario, es decir, si |B| < 1, de la condicion log-Hélder local sobre p y del
Lema 2.2.19 obtenemos que |B|Ps—r(@)/ps < |BPs=P5 < C con C independiente de B.

En cualquier caso, HlenB S M| f()PO) ().

Estimemos ahora el promedio ||f2|]p( Consideremos los conjuntos £ = BN B(0, |z|)

y F = B\ B(0,|z|). Dividamos la funcién como fo = fF + fI' = foxg + foxr- Entonces,
1ol S WIS + 165715

Para estimar || ff HnB’ usaremos nuevamente la hipotesis en 7 y la desigualdad de

Jensen con p(z)/p~ para obtener

p(@)

115 5 (o [ 1P an) ™ < [ i reay

Por otra parte, la condicion de decaimiento log-Hoélder en el infinito sobre p nos dice que
si 21,22 € R" con |2z1] > |29,

C
z21) —plz)| < —mM—.
|p( 1) p( 2)| — 10g(€+|22’)
Como para todo y € E vale que |z| > |y|, entonces
C
p) —pW)| < v
p(x) = p(y)l Togle 1o

Luego, podemos aplicar la desigualdad (4.8.6) con r(y) = p(z), s(y) = ply), 2(y) =y y
t = 1 para obtener

p(yd —np(z) g
115 S o7 [ IE Py + 5z [ e+ ) ay

— p(y — —"Pp
<7 [ 11 dy+|B|/E<e+|y|> ay

< M) ) + ﬁ (e + [y]) ™o dy.

Si R < |z|/4, es facil ver que |z| < 2Jy| para todo y € E. En efecto, si R < |z|/4 e
y € E = B(xo, R) N B(0, |z]),

2]
2] < |2 = zof + [wo —yl + [yl < 2R+ |yl < =7 +1yl,
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de donde se obtiene |z| < 2|y|. Asi, tenemos que

1 - 1 B ) i
E/E(evL ly|)"Pedy <277 E/E(@Jr lz))"5 < (e + |z])T™PE < S(z)P . (4.8.12)

Por otro lado, si R > |z|/4 y |z| < 1, entonces

e+1

etz <e+1< (e +y|)

y procedemos como en (4.8.12).

Finalmente, si R > |z|/4 y |z| > 1, entonces |B(0, |z|)| < |B(0,4R)| = 4"|B(zo, R)| vy
e+ |z| < (e +1)|z|. Luego,

1 _ 1 -
— Phdy < P 48.1
5 /E (e +1u) ™5y S o /B e )y (4.8.13)

< Il’|_"/ (e+ [y|) "sdy
B(0.Ja)

Sttt [ e lol e
B(0,]z])
Puesto que

/ (e + 1y edy < / [yl PRy = Claf" " < (e + |2])" "
(0,]) B(0,)z))

tenemos que
1 - - _
[B] / (e+[yD)™™edy < (e + |z|)~"s < S(z)?
E

Concluimos, de esta manera, con la estimacion para f&.

Estimemos ahora ||ff ||§(f§). Primeramente, usando que n € B,-, la desigualdad de

Jensen con pg/p~ y que |fF| <1 tenemos que

p(x) p(x)

”fZ Hzgg (|B|/ ’f? ’p >p (’B|/’f2 ’de>pB |B‘/’f2 ’dey

Notemos que para todo y € F, tenemos, en virtud del Lema 2.2.16 (viii), que

0< —pa < - <

<py) —pp <py) —pr < og(e 2]

Luego, podemos utilizar la desigualdad (4.8.6) con r(y) = pg, s(y) = p(y), z(y) =z y
t = 1, para tener que

T 1 —NP L
5 S o [ 1@y + - [ e bty omay
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1 . _
< 11 [ V@I el < MAFOPO)@) + (o
Por lo tanto, combinando todos los casos, resulta que
£l < MUFOPO) @) + S
para cualquier bola B > x.
A continuacion, demostraremos (i), por lo que supondremos que p~ = 1y n € B

para algin s > 1. Bastara ver entonces que Hfo;(z) < My (If()PY) (x) + S(x) para toda
bola B = B(xg, R) que contiene a z.

Escribamos f = f1 + f, como antes de donde HanB S Hlep(x YAl

En primera instancia, estimaremos ||f1|| . Si |B| > 1, de las hipotesis sobre f
obtenemos que

1
_— | dy < )\ 4 <1.
3 L awhdrs [ (1) dy

Luego,
AL <1 Allys < 1FOlls < My(|FCPO)(@).

Si |B| < 1, notemos que, por la convexidad de n

5 | nBlnwre)a < |

n(If(y)PW) dy < 1
11513

y asi ||ff(')||7773 < 1/|BJ. Entonces, usando la desigualdad de Jensen generalizada dada
en el Lema 1.3.4 con exponente p; > 1y el hecho que f; > 1, tenemos que

p(z)

p(x) p(@) 4
T + - - + . - .
|MW><%nﬁw;<npwlnzs%Hﬂmﬁ 171,58

pp—p()
<27|B| 5 My (IF()PV) (2) S My (1FC)PV) (@)

donde, en la dltima desigualdad, se utiliz6 el Lema 2.2.19.

Estimemos ahora || f21|§(j; , dividiendo a f, como antes en f£ y fI'. Usando nuevamente
la desigualdad de Jensen generalizada y que |ff'| < 1, tenemos que

p(z)
O )
IS < 22 ||(fF e e < 227 (|(F5)Pe || -

Ahora bien, como para todo y € F'

&

0< —n < —_ )y < —
—p<y) pB—p(y> pF— lOg(@—i—’ZUD’
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en virtud del Lema 2.2.16 (viii), podemos aplicar el Lema 4.8.3 con r(y) = pg, s(y) = p(y),
2(y) = x y t = 1 para obtener

AP < 21O s + 22 YIS (@) xr s S My(1FC)PD) + S(2).

En el caso de f£, utilizamos la desigualdad de Jensen generalizada con p(z), de donde
se sigue que
x + T
1105 <27 1 b

En este caso, en virtud de la condicion log-Hélder y del hecho que |ff| < 1, usamos el
Lema 4.8.4 con r(y) = p(z), s(y) = p(y) y t = 1 de donde

+ . + .
IFZIPS < 22" 1 ||(FE)PO s + 27 1SR s S My (LFOPO) + 1[Sxe

n,B-

Si probamos que ||Sxg|l,s S S(x), podremos concluir con la estimacion. En efecto,

recordemos que si R < |z|/4, o si R > |z|/4 y |z| < 1, teniamos que S(y) < S(z).
Entonces, en tales casos, ||Sxg|lys S [|S(2)xEllns < S(2).

Si no se da ninguno de esos casos, esto es, si R > |z|/4 y |z| > 1, sabemos que
4" Bl > |B(0, |z|)| ¥ |=|™ < S(z) < S(y). Sea s > 1 tal que n € By el cual existe por
hipotesis. Luego, n(t) < Cst® para todo t > ty > 1 y cierta constante Cs > 1y, por el
Corolario 1.3.3, ||Sx&||ln.s < C(s,t0)||SxEl|s,s- Luego, procediendo como en (4.8.13) con
s en lugar de pj se tiene que ||Sxg||,5 S S(x) como queriamos. O



Conclusiones

En esta tesis se han obtenido distintos resultados de continuidad para los operadores
maximales M, , con 0 < a < n y 1 una funciéon de Young, como asi también para los
operadores integrales singulares y fraccionarios, y sus conmutadores, que estos operadores
maximales controlan. Muchos de los resultados son atn nuevos cuando se particulariza a
los espacios de Lebesgue clésicos LP.

En el primer capitulo se introdujeron las funciones de Young que definen a los opera-
dores maximales y se probaron una amplia gama de propiedades que éstos verifican, las
que fueron utilizadas a lo largo de toda la tesis. Se definieron los mencionados operadores
maximales mostrando, ademas, como se podian controlar otros operadores de convoluciéon
por medio de éstos de manera puntual. Especificamente, se describieron las condiciones
de tipo Hormander sobre los niicleos de los operadores integrales dadas en [12], [66] y
[67], las cuales determinan el operador maximal de control, y se analizaron las relaciones
entre ellas.

El capitulo 2 se centrd en definir y estudiar diferentes propiedades acerca de los espa-
cios funcionales donde se analizaron los distintos problemas de continuidad. Se considerd
primero el caso de los espacios de Orlicz, dando las distintas clases de funciones que los
definen y como se relacionan entre ellas. Posteriormente, se expusieron las propiedades de
los espacios de Lebesgue de exponente variable, tanto las relacionadas con las funciones
exponente, como aquellas que surgen al generalizar las clases de pesos de tipo Mucken-
houpt. Respecto de éstas tltimas, se extendieron muchas de las propiedades de las clases
Ay 4 de [T1] a las clases Ap(.)q(.) que no se conocen en la literatura disponible.

El capitulo 3 estuvo dedicado al estudio de las propiedades de continuidad de M, ,,
y de los operadores relacionados sobre espacios de Orlicz. Se probd que, bajo ciertas
condiciones sobre las funciones A y B, el operador maximal fraccionario asociado a una
funcion de Young 7 esta acotado de LA(2) en LB(Q), para 2 = R” y Q de medida finita,
si y solo si las funciones A, B y 7 se relacionan por medio de una condicion de tipo Dini,
que generaliza a aquellas dadas en [52] para el operador M, y a las introducidas en [46]
y [20] para el operador maximal fraccionario clasico M,. Para obtener dicho resultado,
se utilizo una desigualdad de tipo Hedberg que vincula al operador fraccionario M,
con una version no fraccionaria M, bajo cierta relaciéon entre las funciones de Young
n y & Por medio de dicha desigualdad, el problema de acotaciéon de M, , se redujo
a conocer el correspondiente resultado para M. Como consecuencia del resultado de
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acotacion para estos operadores maximales fraccionarios, se caracterizo la continuidad
sobre R" de los conmutadores con simbolo en BMO de la integral fraccionaria I, a
través de una condiciéon de tipo Dini. Para operadores fraccionarios menos regulares
que I, con nucleos en una determinada clase de Hormander, y sus conmutadores, se
dieron condiciones suficientes sobre A y B para que los mismos estén acotados de L4(R™)
en LB(R"). Por otra parte, usando los resultados ya conocidos para M, dados en [52],
se obtuvieron propiedades similares para los operadores de tipo integral singular y sus
conmutadores controlados por dicha maximal.

Finalmente, en el capitulo 4 se estudi¢ el comportamiento de M, , actuando sobre
espacios de Lebesgue de exponente variable cuando las funciones exponente son acotadas
y log-Hélder continuas. En primera instancia, se caracterizaron los pesos que garantizan
la acotacion de M, cuando 7 es una funcion de Young de tipo Llog L, los cuales son
variantes de los pesos de la clase Ay definidos en [23] y [29]. Para funciones de Young
més generales, que satisfacen una propiedad de tipo B,, se hallaron condiciones suficien-
tes en los pesos w para la continuidad sobre LPU)(R™). Mas atin, si 7 es de tipo inferior,
las condiciones resultan también necesarias. Cabe senalar que estos resultados son nue-
vos atuin cuando el exponente p es una funciéon constante y las clases de pesos obtenidas
resultan ser modificaciones de las clasicas A, de Muckenhoupt. Luego, se definio la clase
de pesos Ay ) que generaliza a A,.) y a A, 4, y se probo que es la clase adecuada en
el contexto variable para la acotacion de M, de LPU)(R") en L10)(R™) cuando los expo-
nentes p y ¢ verifican la identidad de Sobolev 1/p(z) —1/q(x) = a/n. Para probarlo, una
desigualdad de tipo Hedberg sobre espacios LP*)(R™) que relaciona a M, con M resultd
ser una herramienta muy tutil. Este tipo de desigualdad se extendi6 al caso de operadores
mas generales M, , y M, de manera similar a como se hizo en espacios de Orlicz. Esto
permiti6 caracterizar los pesos para la acotacién de M, , cuando n es de tipo L log L y dar
condiciones suficientes y necesarias para n en cierta clase B, con tipo inferior positivo. En
vista del control puntual que ejercen M, y M, , sobre los operadores integrales y fraccio-
narios de convolucién considerados en esta tesis, se derivaron propiedades de continuidad
para los mismos bajo condiciones en los pesos que vienen dadas por aquellas que surgen
de las correspondientes propiedades de los operadores maximales de control. Por ultimo,
se estudiaron desigualdades de tipo Wiener en este contexto y se mostré que bajo ciertas
condiciones en los exponentes, el operador maximal M, es localmente integrable sobre
L™ (R", w) cuando las funciones de salida pertenecen a cierto espacio W(-, L)(R", Mw).
Via la desigualdad de tipo Hedberg, se obtuvieron estimaciones similares para M, ,,.

A partir de los resultados obtenidos en esta tesis, surgieron algunos interrogantes para
su posterior estudio. Por ejemplo, hallar las clases de pesos para la acotacion de M,
sobre espacios de Orlicz, caracterizar las funciones 7 en el contexto de espacios LPC)(R™)
cuando su acotacion es conocida o bien estudiar qué tipo de exponentes variables son mas
adecuados para dicha acotacion. Siguiendo esta linea, otro problema interesante serfa dar
condiciones sobre las funciones W(z,t) para que M,, esté acotada sobre el espacio de
Musielak-Orlicz W(-, L)(R™), el cual generaliza tanto a los espacios de Orlicz como a los
espacios LP1)(IR™), para lo cual parece ser necesario conocer una especie de apertura para
condiciones de tipo Dini. Como consecuencia de estos resultados, se tendria un mejor
conocimiento de los operadores integrales que se relacionan con dichas maximales.
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