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Resumen

En esta tesis se considera el problema general de determinar cuando F, subconjunto de un
espacio cuasi-métrico X, es tal que una dada potencia de su funcién distancia esta contenida en
alguna de las clases de pesos de Muckenhoupt. Las funciones que son objeto principal de estudio
resultan por tanto de la forma z — dist(x, E)? con # € R y son denominadas pesos distancia.
Aqui, la distancia se halla supeditada a una cuasi-métrica d : X x X — R>(, mientras que
tanto las caracteristicas del espacio X asi como la clase especifica de pesos de Muckenhoupt a
considerar se veran modificados en funcion de los tres escenarios principales abordados a lo largo
de esta exposicion; detallados en los parrafos siguientes. En general, la condiciéon a imponerse
sobre los conjuntos F es del tipo geométrica y asociada particularmente a ciertas nociones de
porosidad. Por este motivo, los temas inherentes a este trabajo yacen en la interseccion del analisis
armonico y la teoria geométrica de la medida.

El primer escenario considerado consiste en la caracterizaciéon de los conjuntos £ C X que
admiten pesos distancia en la clase A; (X, d, ;1) de Muckenhoupt, donde (X, d, i) es un espacio de
tipo homogéneo. Como resultado de esta exploracion, se obtendra una caracterizaciéon geométrica
completa de todos estos subconjuntos, dando lugar al concepto de conjuntos débilmente porosos.
Esta condicion de porosidad débil en espacios de tipo homogéneo generaliza a la obtenida en los
trabajos pioneros de A. V. Vasin (para subconjuntos de la circunferencia unitaria), T. C. Anderson,
J. Lehrback, C. Mudarra & A. V. Vihikangas (subconjuntos de R™) y C. Mudarra (subconjuntos de
espacios métricos con medidas duplicantes). Mas atn, las demostraciones presentadas en esta
tesis se basan en un enfoque original que depende de una construccién debida a R. Macias & C.
Segovia, a diferencia de los anteriores enfoques basados en sistemas diadicos.

En segundo lugar, consideramos el problema de caracterizacién de subconjuntos de un espacio
de tipo homogéneo (X, d, ;1) que admiten pesos distancia en las clases A, (X, d, pv) parap > 1. Una
primera caracterizacion es presentada para describir este tipo de subconjuntos bajo las hipdtesis
mencionadas, pero es en el caso especial de X = R" donde se obtiene una caracterizacion mas
elegante y reminiscente de la hallada en el caso p = 1. En este ambiente euclideo se introduce una
nueva clase de conjuntos, dando lugar a una condicion geométrica que no solo resulta ser mas
laxa que la anterior, sino que también es apropiada para describir la condicién A,, de los pesos
asociados. Estos resultados fueron los primeros en establecer una equivalencia entre la condicion
geométrica impuesta al conjunto E y la condicién A, de sus pesos distancia. Cabe destacar que
los autores M. Pasquariello & L. Uriarte-Tuero obtuvieron posteriormente resultados similares.

En ultima instancia, se aborda el problema de caracterizacion de subconjuntos de la recta
cuyos pesos distancia pertenecen a alguna de las clases laterales de pesos A7 (R) o A] (R). En
este caso, la relativa simplicidad de trabajar en una geometria elemental como la de R contrasta
con la complejidad que supone tratar con las versiones laterales de la condicién A; (R). Aun asi,
se introducen las nociones de conjuntos débilmente porosos por izquierda y débilmente porosos
por derecha y se demuestra que estas condiciones son equivalentes a la pertenencia a las clases
laterales de los pesos distancia. Més aun, se verifica que un conjunto E es débilmente poroso
en el sentido usual si y solo si cumple de forma simultanea con ambas variantes laterales y se
presentan ejemplos de conjuntos en cada una de estas clases.






Abstract

This thesis addresses the problem of characterizing those subsets I of a quasi-metric space
X such that a given power of their distance function belongs to a Muckenhoupt weight class.
The functions under consideration have therefore the expression = + dist(x, E)? with § € R
and are referred to as distance weights. Here, the distance is taken with respect to a quasi-metric
d : X x X — R>g, while both the nature of the space X and the specific Muckenhoupt class
under consideration vary according to the three main settings studied throughout this work,
which are described in the following paragraphs. In general, the condition imposed on the sets £
is geometric in nature and is particularly related to certain notions of porosity. For this reason, the
topics discussed in this thesis lie at the intersection of harmonic analysis and geometric measure
theory.

The first setting considered consists of the characterization of subsets £ C X that admit
distance weights in the Muckenhoupt class A; (X, d, 1), where (X, d, i) is a space of homoge-
neous type. As a result of this study, a complete geometric characterization of such subsets is
obtained, leading to the notion of weakly porous sets. This weak porosity condition in spaces of
homogeneous type extends those obtained in the pioneering works of A. V. Vasin (for subsets
of the unit circle), T. C. Anderson, J. Lehrback, C. Mudarra & A. V. Vihikangas (for subsets of
R™), and C. Mudarra (for subsets of metric spaces with doubling measures). Moreover, the proofs
presented in this thesis rely on an original approach based on a construction due to R. Macias &
C. Segovia, in contrast to previous approaches relying on dyadic systems.

In second place, we consider the problem of characterizing subsets of a space of homogeneous
type (X, d, ;) admitting distance weights in the classes A,(X, d, u) for p > 1. A first character-
ization is provided under the above hypotheses; however, in the special case X = R, a more
complete characterization is obtained, reminiscent of the one found in the case p = 1. In this
Euclidean setting, a new class of sets is introduced. This new condition is not only geometrically
weaker than the previous one, but is also appropriate for describing the A, condition of the
associated distance weights. These results were the first to establish an equivalence between the
geometric condition imposed on the set £/ and the A, condition for its distance weights. It is
worth mentioning that M. Pasquariello & I. Uriarte-Tuero later obtained similar results.

Finally, we address the problem of characterizing subsets of the real line whose distance
weights belong to one of the one-sided Muckenhoupt classes A] (R) or Af (R). In this case, the
relative simplicity of working within the elementary geometry of R contrasts with the technical
difficulties arising from the one-sided versions of the A;(R) condition. Nevertheless, the notions
of weakly porous to the left and weakly porous to the right sets are introduced, and it is shown
that these conditions are equivalent to the inclusion of distance weights in the corresponding
one-sided classes. Furthermore, it is verified that a set E' is weakly porous in the usual sense if
and only if it simultaneously satisfies both one-sided variants, and examples of sets in each of
these classes are provided.
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Introduccion

Esta tesis abarca, en gran parte, la biisqueda y caracterizacion de los subconjuntos £ de un
espacio de tipo homogéneo (X, d, (1) para los cuales cierta potencia # € R de su funcién distancia
asociada z +— dist(z, F)? pertenece a alguna de las clases de pesos de Muckenhoupt. Mas alla del
aporte en si mismo que esto representa para desentrafiar aspectos desconocidos de esta clase de
pesos tan importante, lo cierto es que existen aplicaciones concretas de este tipo de resultados
dentro de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) y de espacios de Sobolev. Por este
motivo, y con el fin de evitar una introduccién imprudentemente rauda al problema mencionado,
comenzaremos por la sutil tarea de justificar el porqué, ante todo, merece la pena considerarlo.

Sea 2 C R” un dominio abierto. En lo que sigue, denotamos por W*P?(() al espacio de
Sobolev formado por las funciones u € LP(2) cuyas derivadas débiles D%u de orden || < k
pertenecen también a LP(£2); dotandolo de la norma

1
lullwen@) = ( 32 1D%ul20qq) )"
|| <k

El subespacio I/VéC P(Q)) se define como la clausura de C2°((2) (el espacio de funciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto en 2) en la norma de W*?(€). En el caso particular p = 2
y k = 1, escribimos H'(Q) = W12(Q)y H}(Q) = WOI’Q(Q). Finalmente, H () denota el
espacio dual de H{ (€2), es decir, el conjunto de funcionales lineales continuos sobre H}(£2).

En lo que concierne a la teoria de EDP, el modelo clasico para describir la evolucién de un
fluido viscoso e incompresible, contenido en un recipiente representado por la frontera 02 de un
dominio abierto y acotado 2 C R", consiste en el sistema de ecuaciones de Stokes

—Au+Vp =F en(
divua =0 en{? (0.1)
u =0 endf,

donde las incognitas u : 2 — R” y p : Q — R representan, respectivamente, la velocidad y
presion del fluido mientras que F : 2 — R™ es la fuerza aplicada’. La condicién divu = 0 en §2
modela la situacion de flujo incompresible sobre la totalidad del dominio, mientras que u = 0 en
02 restringe al fluido a mantenerse inmoévil en el borde del recipiente.

La existencia de soluciones (u, p) para el sistema (0.1) esta sujeta al nivel de regularidad tanto
del conjunto €2 como de la funcién F. Por ejemplo, si F € H~1(2)" y Q es lo que se conoce como
un dominio Lipschitz, entonces se sabe que existe una tnica solucién (u,p) € Hg(Q)" x L3(),
donde L{(2) denota a las funciones de L4(f2) con valor medio nulo; mas aun, se cumple la
desigualdad en normas |[u| ;71 (o) + Ipllz2(0) < C||F||g-1(q) para cierta constante C' > 0 [ ;

; ; ]. La demostracién de dicha existencia y unicidad procede mediante la solucién
previa del problema
divu=f en(, (0.2)

por lo que estudiar esta ecuacion en si resulta de sumo interés. Manteniendo la hipotesis Lipschitz
sobre el dominio (2, la existencia de soluciones para (0.2) con la propiedad que [[ul|};1.» @ <
0

1 v . . .
Por supuesto, el caso fisicamente interesante ocurre al considerar n = 3.
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Introducciéon

C|fllr(q) fue demostrada en [ ]. Notese que, entendiendo a la divergencia como un
operador entre los espacios I/V0 P(Q)™ y LE(), lo anterior equivale a asegurar la existencia de
un operador inverso y continuo por derecha.

En su tesis doctoral [ ], F. Lopez Garcia se dedico a estudiar la existencia de soluciones
de la ecuacion (0.2) (o, equivalentemente, la existencia de un inverso continuo del operador
divergencia) para dominios del tipo Holder-o (atin mas generales que los de tipo Lipschitz)
incluyendo pesos sobre los espacios funcionales de u y f. Para comprender mejor la geometria
de todos los dominios mencionados hasta el momento, consideremos las siguientes definiciones.
Dado « € (0, 1], diremos que un conjunto C C R" es una a-ciispide si existen 7, s > 0 tales que,
en algun sistema de coordenadas ortogonales (z1, ..., zy), se tiene que

1
C={(x,2p) ER" I xR:0<z, <rAIX|<sap}

Con esto, un conjunto {2 es un dominio Holder-« si para todo punto xg € 0f2 existen una «-
ctispide C y un entorno U de xg tales que x + C C €2, para todo x € U N €. En el caso particular
o = 1, una a-ctispide se denomina asimismo cono y un conjunto de tipo Holder-1 pasa a llamarse
de tipo Lipschitz. De esta manera, los conjuntos Hélder-o generalizan a los Lipschitz por la
posibilidad de presentar ctspides de tipo potencia en su frontera.

1-cuspide (cono) %-cflspide

Figura 1: Dos posibles a-ctspides en el plano R?.

En la literatura es posible hallar ejemplos de dominios Holder-o con 0 < oo < 1 para los cuales
no existen soluciones de (0.2) que cumplan la desigualdad en normas HuHW1 r) < Cllfller )
para ningin 1 < p < oo (ver [ ; ; ]). En estos ejemplos, la presencia de ctspides
de tipo potencia fue precisamente la que imposibilit6 el hallazgo de soluciones lo suficientemente
regulares para ser incluidas en los espacios de Sobolev convencionales y con normas controladas
por las normas p de la funcién f. Por esta razon, en [ ], el problema de la divergencia fue
considerado en el contexto de espacios de Sobolev modulados por pesos que permitiesen, de
alguna forma, lidiar con las eventuales singularidades presentes en la frontera 0.

En lo que sigue, designaremos como peso a toda funcion w : R™ — R>( localmente integrable.
Fijo un peso w y un nimero 1 < p < oo, consideramos los espacios LP(2,w) y WP(Q, w)
formados por todas las funciones localmente integrables ¢ para las cuales

D1l e () = (/Q !<b(w)!pw(x)da:); < 00

1
Il = (16120 +Z||a¢/axz||mw ) <,

11



Introduccion

seguin corresponda. Por otro lado, diremos que un campo vectorial u pertenece a WP (Q, w)" si
cada entrada del vector se halla en W1?(£, w), dotando al primer espacio con la norma vectorial
heredada de este dltimo.

Teniendo en cuenta los conceptos hasta ahora introducidos, pondremos nuestra atencion a la
busqueda de soluciones del problema bidimensional div u = f en ) tales que

allwir@uw)z < ClFllLr@ws):

asumiendo que {2 es un dominio abierto, acotado y Holder-a (0 < o < 1) contenido en el plano
R2. Como se adelant6 previamente, la existencia de soluciones estara condicionada en gran medida
por la naturaleza regularizante de los pesos w; y ws. Debido a esto, resulta conveniente considerar
pesos de la forma w;(x) = dist(z,09)%, donde dist(x, F) := inf,cp |v — y|, esperando que
valores adecuados para las potencias 6; sean suficientes para contrarrestar el efecto indeseado
de las cuspides sobre las soluciones. En el futuro, nos referiremos a estas funciones como pesos
distancia.

Supongamos ahora que la funcién f pertenece a LP(, dist(-, 992)?) para cierto § € R a elegir
con posterioridad y observemos que podemos extender f a todo R? tomando f(x) := f(x) si
x€Qy f(x):=0six € R?\ Q. Sea

1
o

0 = 5 [ Tex=y)y)ay.

donde I'(z) = — log |z|, el potencial generado por f en R2. Entonces, Ap = f y, en consecuencia,

v := V¢ cumple div v = f en (2, por lo que basicamente hemos obtenido una solucién al problema

de la divergencia en (2 a partir de la solucién fundamental del laplaciano en dos dimensiones.
Ahora bien, para que se cumpla una desigualdad en normas como la requerida previamente, es
necesario ademas que las derivadas primeras de v estén controladas por la norma de f. Pero
es precisamente aqui donde ocurre lo interesante desde el punto de vista del analisis arménico,

puesto que
9 o 9°T .
85 ™) = g 00 = [ G (k=) F()dy.
= Kij(x,y)

siendo que el integrando puede reescribirse de la forma K;;(x,y) = |x — y| "%w;;(x — y), donde
las funciones w;; son suaves, homogéneas de grado 0 y con integral nula sobre la circunferencia
unitaria. Esto es, K;; son lo que se conoce como niicleos de Calderén-Zygmund. Mas importante
aun es el hecho que la acotacion de operadores integrales singulares dados por este tipo de ntcleos
en espacios LP pesados esta completamente caracterizada por las clases de Muckenhoupt. En
efecto, Lopez Garcia demostrd que bajo ciertas hipotesis de regularidad Ahlfors para el borde de €2

0

y para valores apropiados de 6, los pesos dist(-, £/)” son de Muckenhoupt y, consecuentemente,

valen las cotas

0? P )
/ |20 dist(x, 02) i < / £ () [Pdist(x, 92) dx
para 1 < p < oco. Asi es como en este caso es posible determinar que |[v|y1rQuw)2 <
Cll f1l Lr(,uw) con w = dist(-, 99)? y, si bien en lo anterior no es realmente necesario asumir que
el dominio 2 sea del tipo Holder-«, el hallazgo de una funcién v como la anterior permite obtener
soluciones mas generales de (0.2) en este tipo de dominios y para funciones f con valor medio
nulo, aunque para mas detalles referimos al lector interesado al trabajo original de Lopez Garcia.

12



Introducciéon

El problema de la divergencia en espacios modulados por pesos distancia es un claro ejemplo
donde la condicién Muckenhoupt juega un papel de suma importancia para la existencia de
soluciones, aunque no es el Unico en el area de las EDP. Contextos similares fueron considerados
por diversos autores para resolver sistemas de ecuaciones lineales y no-lineales. Ver, por ejemplo,
[DS04; ; ; It

Otro contexto donde la condicién A, de los pesos distancia juega un papel clave es el de
las desigualdades de Hardy-Sobolev, que poseen aplicaciones en el estudio de dominios con
bordes irregulares. Si 1 < p,q < 0oy {2 es un abierto propio en R", se dice que {2 admite una
(¢, p)-desigualdad de Hardy-Sobolev con constante C' > 0 si

( /Q lu(x)|4 dist (x, 8(2)2(”_p)_”dx)‘1’ < 0( /Q \vu(x)ypdx)’l’ (0.3)

para toda u € I/VO1 P(€) o, equivalentemente por argumentos de densidad, para toda u € Lip ().
Aqui, Lip,.(€2) denota al espacio de funciones Lipschitz de soporte compacto en €.

Empleando argumentos basados en técnicas de dominacion sparse y acotacion de operadores
maximales fraccionarios, los autores de la monografia [ ] obtienen la siguiente estimacion

1
para pesos de la clase Ax:sil < p < ¢ < 0oy w,v son pesos tales que w € Ay 0 :=v1-7 €
A v ademés cumplen

<@1_;)p</62w(x)dX>q</Qa(x)dx>p_1 <1 (0.4)

para todo cubo () C R", entonces

([ memtae)” < ([ [wuoreeis)” ©5)

para toda u € Lip,(R").

Notemos que (0.5) guarda cierta similitud con la (g, p)-desigualdad de Hardy-Sobolev (0.3) si los
pesos w, v se reemplazan por pesos distancia adecuados. En efecto, en la monografia mencionada
se demuestra también que si la denominada dimensién de Assouad? dim4 F de un conjunto
E C R"” cumple dimy F < n— a, entonces w := dist(-, £)~* € A; y paratodox € R"yr > 0,

][ wx)dx S r ¢, (0.6)
Q(x,r)

donde Q(x,7) C R™ es el cubo centrado en x, de lado 2r y paralelo a los ejes. Luego, si 2 C R"
es un abierto propio con dim4(9€2) < n, podemos elegir 1 < p < nyp < ¢ < —£ tales que

n—p
dim, (09) < l(n — p), en particular si & := n — I(n — p), entonces w = dist(-, 02)~* es un

peso en A; y, tomando v = 1, es posible deducir (0.4).

A continuacidn y, a modo ilustrativo, verificamos que para nuestra elecciéon de w y de v se
cumple (0.4). Si Q(x, 2r) N 9N = (), es sencillo ver que en el conjunto Q := Q(x,r) se cumple
dist(-, 0Q) ~ dist(Q, 912), por lo tanto usando que 0 = 1 podemos estimar

’La dimensién de Assouad es una herramienta usual en la teoria geométrica a le medida y su definicién exacta se
dara a conocer en el Capitulo 2.

13



Introduccion

(@ﬁ_iy)(/Qw(x) dx)g(/Qo(x) dx>/p_1 = |Q]p+5+p1</Qw(x)dx>z

SIQITPH T dist(Q,00)" e

~ |Q’—P+%+p—1+§+1—%—§ np_

~ 1.

En el caso que Q(x, 2r) N IQ # (), recurrimos a (0.6) para deducir que

<\Qﬁ_i)p(/Qw(X) dx)z(/Qa(x) dx)pi1 = |Q|_p+Z+P_1(/Qw(X) dx)g

P
q

SR (")
~Qn

~ 1.

En consecuencia, (0.5) es valido para toda funcién u € Lip,(R"™). Pero entonces, dado que
Lip,(2) C Lip,(R™), se sigue finalmente

1

( /Q \u(x)yqdist(x,ami(”)“dx)‘ll - ( / ] |u(x)\qw(x)dx)E
< ([ Ivut o)

- ( /Q Vu(x) ]pdx>’17

3=

para toda u € Lip_(2), por lo que la (g, p)-desigualdad de Hardy-Sobolev es valida en €2 para el
rango de parametros considerado. Cabe mencionar que obtener acotaciones como (0.3) es a su vez
de sumo interés debido a aplicaciones que van desde el estudio de la regularidad y la compacidad
en espacios de Sobolev ponderados hasta problemas de existencia y estimaciones a priori para

; ; ]

ecuaciones en derivadas parciales [

o

Figura 2: El dominio © C R? que consta de los puntos interiores de un triangulo equilatero menos
el tridngulo de Sierpinski (area coloreada en azul claro) cumple con la hipétesis dimy 02 < 2y

es posible por lo tanto obtener desigualdades de Hardy-Sobolev en €2 utilizando los exponentes
adecuados.

14



Introducciéon

Los procedimientos que condujeron a la obtencion de las aplicaciones analizadas en los parrafos
anteriores comparten un rasgo fundamental: la imposicion de una condicion geométrica sobre un
subconjunto de R" llevo a obtener una condicion de Muckenhoupt sobre sus pesos asociados. No
resulta por tanto sorprendente que ya hayan sido estudiadas condiciones suficientes para obtener
pesos distancia en numerosos trabajos a través de las ultimas décadas. En este sentido, podemos
nombrar, por ejemplo, los trabajos: [ ], en donde la condicién geométrica considerada
esta relacionada con una propiedad de densidad de medida; [ ], donde la geometria de los
conjuntos considerados cumple con cierta propiedad de dispersion; [ ; ; 1, que
se basan en hipotesis de Ahlfors regularidad; [ ], donde se estudian nociones de porosidad
de conjuntos. En el afio 2003, A. V. Vasin [ ] obtuvo una caracterizacion completa de los
subconjuntos del circulo unidad cuyos pesos distancia satisfacen la propiedad A; en dicho espacio.
Este resultado dio origen al concepto de conjuntos débilmente porosos, el cual no fue extendido a
espacios euclideos sino hasta el mas reciente trabajo [ ]. Posteriormente, surgié un gran
numero de contribuciones orientadas al estudio de estos conjuntos tanto en espacios euclideos
como en contextos mas generales, a saber, [ ; ; ; ; ; ].

El concepto de porosidad débil juega un papel central en esta tesis, hasta el punto que los
resultados principales aqui descritos se basan en generalizaciones de este concepto a espacios
mas generales o clases de pesos diferentes. Una introduccién al trabajo [ ] sera presentada
en el Capitulo 1, donde ademaés se dara a conocer una prueba alternativa a la equivalencia

E C R es débilmente poroso <= Ja > 0 tal que dist(-, £)"* € A;(R),

que corresponde al resultado principal de [ ] en el caso unidimensional. Por otro lado, se
analizara como esta nueva demostracion puede extenderse al contexto de los espacios de tipo
homogéneo, asimismo se presentara una breve discusion sobre los aspectos que deben considerarse
para obtener una caracterizacion analoga en el caso p > 1. Estas primeras exploraciones tienen
por objetivo sentar las bases para el estudio sistematico de este y otros problemas en los capitulos
posteriores. La organizacion del resto de la tesis es la siguiente.

El Capitulo 2 introduce las definiciones y resultados elementales del analisis arménico en
espacios de tipo homogéneo. Aqui, se describe la teoria de los espacios uniformes y su metrizacion;
los espacios cuasi-métricos y su topologia uniforme; se dan a conocer lemas de cubrimiento
como el lema de cubrimiento tipo Whitney; se presentan propiedades basicas de los espacios de
tipo homogéneo, incluyendo dimensiones de Assouad, Hausdorff y Minkowski; y, finalmente, se
introduce una construccion, quizas no tan conocida, a la que nos referiremos como la cuasi-métrica
de Macias y Segovia, la cual resultara imprescindible en la extension de los resultados obtenidos
en el Capitulo 1.

En el Capitulo 3 se continta con un repaso de resultados elementales como los propios de la
teoria de pesos de Muckenhoupt en espacios de tipo homogéneo. Si bien estos resultados son
mas bien conocidos, en la bibliografia suelen discutirse inicamente en el contexto de los espacios
euclideos, por lo que el objetivo principal de este capitulo es meramente demostrar su validez
en el contexto de nuestro interés. Aqui se presentaran las clases A; y A, de Muckenhoupt y se
verificara que éstos resultan ser los pesos que definen las propiedades de acotacion del operador
maximal de Hardy-Littlewood. Se demostraran también propiedades basicas de estos pesos como
las de dualidad y automejora. Por ultimo, se discutira sobre el caso particular de los pesos distancia,
se elaborara sobre el ejemplo clasico de pesos de la forma d(z, xg) ™ para un punto fijo 29 y su
pertenencia a las clases A, y se dara a conocer una cronologia detallada en relacion a los trabajos
en donde se hayan considerado este tipo de pesos, condiciones geométricas necesarias sobre el
conjunto asociado y aplicaciones.
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Introduccion

Los resultados de [ ] seran finalmente extendidos al contexto de los espacios de tipo
homogéneo en el Capitulo 4, donde no solo se presentara la definicion de conjuntos débilmente
porosos en estos espacios, sino que ademas se daran a conocer ejemplos concretos que cumplan con
esta condicion y se discutiran propiedades basicas de tales conjuntos. Los resultados principales
de este capitulo se hallan en [ ].

En el Capitulo 5 se considerara el problema de caracterizar los subconjuntos de un espacio de
tipo homogéneo (X, d, ;1) que admitan pesos distancia en la clase A, con p > 1. Los resultados
presentados estan basados en la publicacion [ ], que fue la primera en establecer condiciones
necesarias y suficientes en el caso X = R”. Si bien no todos los resultados son extendidos al caso
general de un espacio (X, d, ), si veremos que en el caso euclideo existe una nocién geométrica
que generaliza adecuadamente al concepto de porosidad débil usual y que caracteriza a los
conjuntos con pesos A, asociados.

Finalmente, en el Capitulo 6, nos ocuparemos de caracterizar los subconjuntos de la recta
real con pesos distancia en las clases A] (R) o A (R), que denotan a las versiones laterales
de las clases A;(R) usuales. A este fin, se introduciran los conjuntos débilmente porosos por
izquierda'y débilmente porosos por derecha y se verificara que éstos caracterizan a los conjuntos
con pesos distancia asociados en las respectivas clases laterales. Ademas, veremos que estas nuevas
condiciones son mas generales que la de porosidad débil a través de ejemplos sencillos y veremos
que un conjunto ¥ C R es débilmente poroso en el sentido usual si y solo si es simultdneamente
débilmente poroso por izquierda y débilmente poroso por derecha, en completa analogia con el
hecho que w € A;(R) siy solo siw € A7 (R) N Af (R). Este tltimo capitulo esta basado en el
trabajo [ 1.
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Notacion

Estas paginas estan dedicadas a introducir notacién basica que se utilizard de manera sistema-

tica a lo largo de la tesis. Como primer comentario, vale aclarar que si bien en la introduccion

se emplearon caracteres en negrita para denotar cantidades vectoriales con el fin de respetar

la notacion habitual en el area de ecuaciones en derivadas parciales, dicha convencién no se

mantendra en el resto de los capitulos, donde el contexto permitira distinguir sin ambigiiedad

entre objetos escalares y vectoriales. Algunos de los simbolos y notaciones frecuentes a utilizar

de aqui en maés son los siguientes.

O

Para un conjunto £ C R" y un punto x € R", se define la distancia euclidea de z a Ef
mediante
dist(z, F) := inf |y — z|.
yek

Sid: X x X — [0,00) es una cuasi-métrica sobre un conjunto X, optamos en vez por
utilizar la notacion

d(z, E) = ;g}fi d(z,y).

paraxz € X, F C X. Analogamente, la distancia entre dos subconjuntos A, B C X se
define como
d(A,B):= inf d .
(4,B):= _if  dz,y)
El conjunto de partes de un conjunto X se denota por P(X) ={Y : Y C X}.

En un espacio de medida (X, F, i), dados una funcién medible f : X — R y un conjunto
A € F con pu(A) > 0, se utiliza la notacion

ﬁfduz@Afdu

para representar el valor medio de f sobre A.

Si A € P(R™) es Lebesgue medible, escribimos | A| para denotar la medida de Lebesgue de
este conjunto.

Los puntos de R™ a menudo se escriben como x = (z1,...,2y). Esto es, x; denota la
i-ésima entrada del vector .

En un espacio topoldgico (X, 7), el interior y la clausura de un conjunto A C X se denotaran
respectivamente por A° y A.

El simbolo A se empleara a menudo para representar la conjuncion logica “y”.

Si {zp}nen C R es una sucesion no decreciente (respectivamente, no creciente) que
converge a un limite =*, se escribira z,, /* x* (respectivamente, z,, \, z*).

Dado un subconjunto U C Ry un escalar a > 0, se define aU = {au : u € U}, la
dilatacion de U por a.
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Notacién

Para un conjunto £ C X y € > 0, se define el e-entorno de E respecto de la cuasi-métrica
d como

Eie)={re X :d(z,E) < e}.
En el caso particular en que d sea la distancia euclidea y £ C R", se escribira simplemente
E(e).
La funcién caracteristica de un conjunto medible A C X se denotara por 1 4(-)

El simbolo # se reservara para la medida de contar.

Las funciones suelo y techo se representaran, respectivamente, mediante |z | y [z ], mientras
que [z] sera utilizado para hacer referencia a la parte entera de x.

La dependencia de una constante C' en funcién de variables x, y, 2, . . . es representada
mediante la notaciéon C(z,vy, 2, .. .). Mas aun, el valor de C'(z,y, z, . . .) puede variar en
desigualdades sucesivas. Los simbolos < y 2 se utilizaran para indicar desigualdades que
valen salvo multiplicacién por una constante.

Esta es la notacion elemental que conviene tener en cuenta en el desarollo de esta tesis. El

resto de la notacion utilizada se introducira gradualmente en el propio desarrollo del texto.
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CAPITULO 1 I

Pesos distancia en la recta

En este capitulo consideraremos el problema de caracterizar los subconjuntos E de la recta real para
los cuales existe un nimero o > 0 tal que la funcion dist(-, E)~% es un peso de la clase A;. Si
bien este problema fue resuelto con anterioridad por otros autores, comprobaremos por un método
alternativo que la coleccion de subconjuntos que cumplen con la premisa anterior coincide con la
familia de los conjuntos débilmente porosos propuestos, en el caso de R"™, por T. C. Anderson, .
Lérhback, C. Mudarra & A. V. Vihdkangas e inspirados en el trabajo de A. V. Vasin para subconjuntos
del circulo unidad. Aunque los resultados contenidos en las siguientes paginas no son mads que casos
especiales de la teoria general a desarrollar en el Capitulo 4, esperamos que sirvan al lector como
una introduccion amena a los métodos de prueba que mas adelante seran refinados para adaptarlos
a espacios con geometrias mas complejas. Asimismo, discutiremos brevemente sobre qué aspectos
geométricos de los conjuntos I se veran modificados al considerar pesos distancia en la clase A,, para
valoresp > 1.

Contenidos
1.1 Sobre los pesos distanciaen R™ . . . . . .. ... ..o Lo oL 21
1.2 Una primera mirada a la porosidad débil . . . . ... ... ... .. ... ... 23
1.3 Resolucion del Problema 1.1enlarecta . . . . . .. ... ... ... ... ... 26
1.4 Pesos distancia Ay enlarectazelcasop>1 ... ... ... ... .. ...... 33

1.1 Sobre los pesos distancia en R"

Recordemos que un peso en R" es una funcion localmente integrable w : R™ — R>(, aunque
nuestra atencion residira siempre en los pesos distancia, esto es, en aquellos w que puedan
escribirse de la forma w(z) = dist(z, F)?, donde 6 es un niimero real, E es un subconjunto de

R™ y dist(z, F') := infycp |z — y|, para cualquier F' € P(R") \ {(}. Como se dejo entrever en la
introduccion, nuestro principal interés reside en determinar cuando un peso distancia cumple
con las condiciones de Muckenhoupt para algin valor de p > 1. Si denotamos por B(z, ) ala
bola (abierta) en R™ centrada en x y con radio r, la clase de Muckenhoupt en R” con 1 < p < oo
se denota como A,(R™) (o simplemente A,) y esti conformada por todos los pesos w para los

cuales existe una constante C' = C'(w) tal que

(]i(x ; w(y)dy> <]{3(x ) w(y)_ﬁdyy_1 <C (1.1)
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Capitulo 1. Pesos distancia en la recta

para todo (z,7) € R” x Ry y donde C' > 0 es una constante fija. Por otro lado, la clase A;(R")
(también denotada A) consta de los pesos w para los cuales existe C' = C'(w) tal que

]{3( )w(y)dy < C essinfyep(z,y w(y), (1.2)

para toda bola B(z,r). Siw € A, denotamos por [w] 4, al infimo de todas las constantes C' para
las cuales (1.1) vale para toda bola, mientras que [w] 4, se define de forma analoga en el caso que
w € Aj. Con esto, y para todo 1 < p < oo, podemos escribir

Ap ={w:wesunpesoenR" A [w]4, < o0}

Si bien las condiciones A, fueron enunciadas en términos de desigualdades sobre bolas, lo
cierto es que gozan de cierta versatilidad en cuanto a la familia de subconjuntos donde se efecttie
la integracién. En particular, si denotamos por

Qz,r)={yeR": —r<y;—x; <r,Vi=1,...,n}

al cubo centrado en z con lado 2r, entonces las cantidades

Q ._ , L -1
w = inf w(y)d w p—1(
[ ]Ap (z,7)ER™ xR+ ¢ (][C;(x,r) (y) y) (]{2(3377,) (y) y)

[w]%l - (:r,r)el;lgfom (][C;(x ) w(y)dy> (ess SupyeQ(x’T)w(y)iﬁ

son comparables con [w] 4, ¥ [w]4,, respectivamente’. Ademés, para todo 1 < p < oo,
— . n Q
Ap = {w: wesunpesoenR /\[w]Ap<oo}.

Cabe destacar que existen varias descripciones alternativas de las clases A, algunas de las
cuales involucran al operador maximal de Hardy-Littlewood. Esto no es casual, sino que los pesos
de A, son precisamente aquellos para los cuales dicho operador es acotado en los respectivos
espacios de Lebesgue pesados. Debido al caracter introductorio de este capitulo, no entraremos
en mayores detalles en cuanto a esto, en vez reservaremos esta discusion para el Capitulo 4.

Preguntarse cuando un peso distancia estd en A, paraalgin 1 < p < oo tiene sentido, después
de todo se sabe* que x ||’ pertenece a A, siempre que —n < 6 < n(p — 1), siendo que esta
funcién no es otra que el peso distancia asociado al conjunto £ = {0}. Con el fin de mantener
relativamente simple el desarrollo de las proximas secciones, comenzaremos por tratar inicamente
el caso A; (de hecho, la resolucién de este caso sera de por si considerablemente compleja cuando
sea considerado en el contexto de espacios mas generales), con lo que el problema a considerar
queda enunciado de la siguiente forma.

Problema 1.1. Caracterizar la familia de conjuntos no vacios £ C R" para los cuales existe
0 € R tal que dist(-, E)? es un peso no constante en A; (R™).

No es dificil verificar que una condicién necesaria para que w = dist(-, £)? cumpla (1.2)
para toda bola B(x,r) es que # < 0. De no ser asi, tendriamos que w = 0 o w = 1: casos

*Esta proporcionalidad entre las constantes [w]a, y [w}%p es un caso especial de la relacién que existe entre
constantes A, al considerar dos cuasi-métricas equivalentes definidas en un mismo conjunto X . Para mas detalles nos
referimos a la Seccion 3.2

*Ver Seccién 3.3 para una demostracién de esta afirmacion.
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1.2. Una primera mirada a la porosidad débil

donde la geometria del conjunto F resulta trivial. Por este motivo, basta con caracterizar los
conjuntos E tales que dist(-, £)~* € A;(R") para cierto @ > 0. Denotando por ¥;(R") a la
coleccion de subconjuntos de R" que resultan ser solucion al Problema 1.1, que sabemos es no
9 podemos deducir rapidamente algunas de las propiedades

vacia gracias al ejemplo = — |z
necesarias que debe poseer cierto ' € P(R") para pertenecer a 31 (R"™). Por poner un ejemplo,
dado que dist(x, E) = dist(x, E) para todo € R" y todo E € P(R") (donde F y F° denotan
la clausura y el interior de F', respectivamente) y que todo peso es localmente integrable por
definicion, se puede inferir que | E| = 0, donde | - | denota a la medida de Lebesgue. En particular,
(E)° = (), por lo que X1 (R™) est4 contenido en la familia de los subconjuntos nunca densos de
R™. Es esta observacion la que deberia atenuar la sorpresa del lector al descubrir, en las proximas
péaginas, que la coleccion de soluciones X1 (R™) esta conformada por conjuntos caracterizados
por una cierta nocion de porosidad.

1.2 Una primera mirada a la porosidad débil

El Problema 1.1 ha sido considerado directa o indirectamente por diversos autores a lo largo
de los afios, habiéndose encontrado multiples condiciones suficientes para que se cumpla F €
31 (R™). No obstante, una cronologia detallada y un resumen de dichos resultados seran dados a
conocer en la Seccién 3.3. El objetivo de esta seccion reside en presentar conceptos y resultados
recientes al problema en consideracion. A saber, presentaremos el concepto de porosidad débil.

La porosidad débil fue introducida por A. V. Vasin en [ ] con la finalidad de caracterizar los
subconjuntos del circulo unidad T C R? que son soluciones a un problema analogo al Problema 1.1,
reemplazando R"™ por T en el enunciado de este ltimo®. En aquel trabajo, se considera como
débilmente poroso a todo subconjunto ¥ C T para el cual es posible hallar constantes 0 < o,y < 1
tales que para todo arco I C T se tiene

> 1kl > olll,

donde la sumatoria recorre todos los arcos Ji C I\ E con longitud |Ji| > ~|J
los arcos contenidos en I \ E con mayor longitud.

En el mas reciente articulo [ ], T. C. Anderson, J. Léhrback, C. Mudarra & A. V. Viaha-
kangas extendieron la definicién de A. V. Vasin a conjuntos de R". Debido al enfoque diadico

, siendo J uno de

que utilizaron para enunciar esta nueva definicion, resulta conveniente introducir algo mas de
notacion antes de darla a conocer. Diremos que () C R™ es un cubo si Q = Q(x, r) para ciertos
x € R" yr > 0 (en particular, cada cubo posee bordes inferiores cerrados y superiores abiertos).
Ademas, denotamos por /() a la longitud de sus lados. De esta forma, cada cubo ()¢ admite una
descomposicion diadica
oo
D(Qo) = |J P/(Qu),
j=0
donde D7 (Q) es la coleccion de los 2/ cubos disjuntos @ con lados 1(Q) = 2771(Qy) y tales
que Uerj (Qo) @ = Qo, paratodo j € Ny. Llamaremos (sub)cubos diddicos de ()¢ a los elementos

de la familia D(Qq) y (sub)cubos diddicos de j-ésima generacion a los elementos de D7 (Qo). Las
siguientes propiedades se siguen automaticamente de la definicion de cubos diadicos de Qq:

o si@Q € D/(Qo) con j > 1, entonces existe un tinico cubo 7Q € D’~1(Qy) tal que Q C 7Q.
En palabras, () es el padre diddico de (), mientras que () es un hijo diadico de 7Q);

>En realidad, A. V. Vasin plantea un problema equivalente al mencionado al requerir que log dist(-, E) "' € BLO(T).

23



Capitulo 1. Pesos distancia en la recta

(a) (b)

B

A :

Figura 1.1: Porosidad débil en la circunferencia y en R": se esquematizan los poros maximales
con respecto a un conjunto £ contenido en un arco [ de la circunferencia (a) y en un cubo () del
plano (b).

¢ todo Q € D(Q) tiene exactamente 2™ hijos diadicos;
o dados @, P € D(Qo) tales que Q N P # (), entonces o bien Q C Po P C Q.

Ahora bien, dado un conjunto no vacio £ C R" y un cubo cualquiera ()y, denotamos mediante
MEg(Qo) a alguno de los subcubos diadicos de Qo que satisfacen @ C Q) \ E y que poseen
mayor medida de Lebesgue, es decir,

IME(Qo)| = sup{|Q| : Q € D(Qo) NQN E = 0}.

Esta ambigiiedad en la definicion de M g(Qp), que a partir de ahora llamaremos poro maximal
diadico con respecto a F en (g, no representara mayor problema puesto que en general se hara
referencia a las cantidades (Mg (Qo)) o IMg(Qo)
y cuando el contexto sea claro, omitiremos referencia al conjunto E y escribiremos simplemente
M(Qo) = MEg(Qo). Naturalmente, el poro maximal diddico M (P) asociado a un cubo P juega
el papel que interpretaba el arco maximal J asociado a I en la definicién previa de A. V. Vasin.

, ambas univocamente definidas. Usualmente,

En base a todo lo anterior, diremos que el conjunto no vacio £ C R™ es débilmente poroso si
existen constantes 0 < o,y < 1 tales que para todo cubo P C R", existen N € N (dependiente
de P)y cubos diadicos disjuntos Q1, ..., Qx € D(P) que satisfacen

i Qi C P\ FE,paratodoi=1,...,N;
ii. |Qi] > v|M(P)|paratodoi=1,...,N;
iii. Y, |Qil > ol P).

En otras palabras, un conjunto E es débilmente poroso si para cada cubo P es posible cubrir un
volumen proporcional a | P| (con constante de proporcionalidad o) a partir de subcubos diadicos
disjuntos de lado proporcional a M(P) (con constante de proporcionalidad 7) y de forma que
ninguno de estos subcubos interseque con E.

Algunos ejemplos de conjuntos débilmente porosos son aquellos formados por una cantidad
finita de puntos o conjuntos dispersos maximales, tales como Z en R. En todo caso, reservamos
para mas adelante la verificacion de la condicién de porosidad débil para ejemplos concretos. Lo

24



1.2. Una primera mirada a la porosidad débil

interesante de la clase de conjuntos débilmente porosos en R" es que coincide con la coleccion
31 (R™), cuya caracterizacion era nuestro principal objetivo. Efectivamente, el siguiente es uno de
los resultados principales obtenidos por Anderson et al.

Teorema 1.2 ([ ). Sea E C R™ un conjunto no vacio. Entonces, equivalen
1.2.1. existe a > 0 tal que dist(-, E)~* € A1 (R");
1.2.2. E es débilmente poroso.

La equivalencia presentada en el Teorema 1.2 puede parecer sorprendente debido a la relativa
simpleza de la definicién de porosidad débil. No obstante, lo cierto es que esta definicién tiene
fuertes implicancias sobre la forma en que se distribuyen globalmente los poros del conjunto F,
entendiendo como poros a los cubos @ € D(P) que cumplan Q@ C P\ Ey 7Q N E # () para un
cubo fijo P. El primer paso para comprender cémo la condiciéon de porosidad débil influye en la
distribucion de los poros es la deduccion de la propiedad de duplicacion de M ([ 1):

M(7Q)| < C(a,7) IM(Q)] (1.3)

para todo () € D(P) y para todo P cubo en R". Esto significa que el tamarfio del poro maximal
diadico en () no puede ser mucho méas pequefio que el propio de su padre diadico 7Q). Esta

propiedad, combinada con la monotonicidad creciente de la aplicaciéon Q +— |[M(Q)|, puede
utilizarse en un argumento inductivo como el ilustrado en la Figura 1.2. Aqui, la definicién de
porosidad débil de un conjunto E es empleada sobre un cubo P para obtener una secuencia
finita de subcubos disjuntos Q1, ..., Qnx € D(P) que cumplen las propiedades i-iii, en particular
cubren una fraccion mayor o igual que o del volumen de P. Si ahora R es un cubo diadico
maximal contenido en P\ UZ]\; 1 @i, entonces (1.3) y la monotonicidad de M pueden emplearse
para comprobar que |M(R)| > C(o,~)|M(P)|. Luego, la condicién de porosidad débil de F
puede aplicarse a cada uno de los cubos diadicos maximales R que forman el complemento de
Ufi 1 Qi en P para cubrir una fracciéon atin mayor de este ultimo. El resultado de iterar este
procedimiento de forma inductiva lleva a inferir que P \ F puede cubrirse en su totalidad con
una cantidad numerable de poros diadicos () que cubren fracciones de volumen cada vez mas
pequefias conforme su volumen decrece con respecto a la cantidad | M (P)|.

El método ilustrado en la Figura 1.2 fue utilizado en [ ] para deducir la desigualdad
][ dist(z, B)~“dz < C(o,7, @) |M(P)|~
P

para todo cubo P y para a > 0 suficientemente pequeno, siendo que la cantidad |[M(P)|~“ es
intuitivamente comparable con el infimo que la funcién dist(-, £') ~® toma en P (al menos en el
caso en que P N E # (), el procedimiento difiere en el caso restante), permitiendo asi deducir la
condiciéon Aj.

En resumen, la prueba del Teorema 1.2 reside fuertemente en el caracter diadico tanto de las
definiciones como de los métodos de demostracion en si, lo cual resulta conveniente en contextos
euclideos pero puede presentar dificultades técnicas al tratar de implementarse en espacios mas
generales. Por este motivo, presentaremos en la préxima seccién una demostracioén alternativa
de este teorema basdndonos en un procedimiento que, con las herramientas adecuadas, puede
generalizarse a conjuntos mas abstractos munidos con métricas o cuasi-métricas y con medidas
duplicantes fuera de la usuales en R™. Con la finalidad de simplificar la exposicion, nos limitaremos
en este capitulo a introducir el método alternativo en el caso unidimensional.
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Capitulo 1. Pesos distancia en la recta

/

/__L_L_J._.'.___J___
1

Figura 1.2: Tomando F y () como en la Figura 1.1b, se esquematiza el proceso de aplicacion
sucesiva de la definicién de porosidad débil. Como resultado, se obtiene una sucesién de poros
diadicos que cubre una fraccién cada vez mayor del conjunto @ \ E. Este proceso es empleado en
[ ] para deducir una relacioén profunda entre la totalidad de la distribucién de los poros
diadicos en @ y la longitud de lado del cubo [(M(Q)).

1.3 Resolucion del Problema 1.1 en la recta

El punto de partida en la busqueda de una demostraciéon alternativa a la de [ ] del
Teorema 1.2 es la elecciéon de una nueva definiciéon de porosidad débil que no dependa de ningun
sistema diadico, pero que resulte equivalente a la original. En particular, el rol del poro maximal
diadico introducido anteriormente sera interpretado por la siguiente funcién.

6

Definicion 1.3. Sea Y C R un conjunto no vacio y I un intervalo arbitrario® con extremos a < b.

6 . . .
Con arbitrario nos referimos a que I puede o no contener a sus extremos.
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1.3. Resolucion del Problema 1.1 en la recta

Denotamos
Ap(I)={s>0:3yeltalque (y—s,y+s) CI\E}

En palabras, Ag(]) colecciona los “radios” de todos los poros contenidos en I con respecto a
E. Introducimos la funcién de poro maximal como pg(I) := sup Ag(I). En el caso en que
Ag(I) = (), simplemente tomamos pg(I) = 0.

Al igual que con el poro maximal diadico, usualmente omitiremos la mencion al conjunto £y
escribiremos p = pg siempre que no dé lugar a confusiones. Por otro lado, es posible comprobar
que el supremo que figura en la Definicion 1.3 puede intercambiarse por un maximo. Esto es,
siempre es posible hallar un poro en I cuya longitud sea maxima en comparacion con el resto de
los poros.

Proposicion 1.4. Sean E y I como arriba y supongamos que p(I) > 0, entonces
p(I) =méx Ag(I).
Demostracion. Sean {yp tnen € I'y {sn}nen C (0, 00) dos sucesiones tales que
(Un = snyyn +5n) ST\ E

y sn /" p(I) cuandon — oo. Como I es un intervalo acotado, podemos encontrar una subsucesion
convergente {y,, }ken y denotar y* := limy_,, Yn, . Ahora bien, si z € (R\ I) U E, entonces
dado que (Yn, — Snys Yny, + Sn,) C I\ E, se sigue que |y, — z| > sy, . Teniendo esto en cuenta y
para £ > 0 fijo, podemos elegir k suficientemente grande tal que s,,, > p(I) = 5y |y* —yn, | < 5.
Luego, para este valor de k se cumple

* * g
" = 21 2y = 2l = 1y = Y| 2 80, — 5 2 p(1) =&
Tomando el limite cuando ¢ tiende a cero, concluimos (y* — p(I),y* + p(I)) C I\ E. [ ]

Definicién 1.5. Dados 0,7 € (0, 1), diremos que un conjunto no vacio £ C R es (c,7)-
débilmente poroso (o (o,7)-d.p. para abreviar) si para cada intervalo abierto I podemos en-
contrar N € N (que depende de I) y una coleccion de intervalos abiertos y disjuntos de a pares
Iy, ..., In que satisfacen

1.5.1. I; C I\ Eparatodoi=1,...,N;
1.5.2. |I;| > 2yp(I) paratodoi =1,..., N;
153. SN L] > ol

Observaciones. (1) La presencia del nimero 2 en 1.5.2 se debe al hecho que se esta comparando
la longitud de cada intervalo I; con el “radio” del poro maximal p([). Alternativamente podriamos
optar por requerir v < % y eliminar dicha constante, pero la restricciéon 0 < v < 1 aparecera mas
adelante en versiones mas generales de esta definicion, por lo que resulta conveniente utilizar
esta convencion por el momento.

(2) Usando que 3|M(Q)| < p(Q) < 4M(Q)]| para todo cubo @ = [a,b) C R, se puede
verificar facilmente que la Definicion 1.5 coincide con la presentada en la Seccion 1.2. En cualquier
caso, dicha equivalencia quedara probada implicitamente cuando se demuestre el Teorema 1.2
para la nueva nocion de conjuntos débilmente porosos.
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Capitulo 1. Pesos distancia en la recta

(3) Dado un intervalo I C R, el hecho que Ag(I) = Ag([I) implica pp(I) = pgp(I). Luego,
E es débilmente poroso si y solo si E lo es. Notando ademas que dist(-, F) = dist(-, £), esto
permite suponer que un conjunto débilmente poroso £ es cerrado cuando se deseen demostrar
propiedades de sus pesos distancia asociados.

Introducimos la coleccién DP(R) como el subconjunto de P(R) formado por todos los E
tales que E es (o, y)-d.p. para ciertos valores 0,7y € (0, 1). El siguiente resultado demuestra la
inclusion ¥; (R) € DP(R).

Teorema 1.6. Sea E C R un subconjunto no vacio. Si existe « > 0 tal que w(z) := dist(z, E)™¢
es un peso en A1 (R), entonces E es débilmente poroso.

Demostracion. Dado un intervalo I en R, si tuviéramos que p(I) = 0, esto implicaria que
dist(z, E') = 0 para todo x € I. Sin embargo, esto contradice la integrabilidad de dist(z, E) ™
en I. Mas aun, el hecho que dist(-, E)~® € L(I) implica que

0= |{z el dist(z,E)"® =o0}| = [{z €I : dist(z, E) =0} = |[I N E|.

Luego, necesariamente se cumple |E| = 0y p(I) > 0 para todo intervalo I. Sea ahora v € (0, 1)
a elegir luego, fijemos un intervalo I C R y consideremos el conjunto

D, :={x € (1—~)I:dist(z,E) > vp(I)}.

Aqui, usamos la notacion nI para referirnos al intervalo cuyo centro coincide con el de I mientras
que |nI| = n|I|. Por la Proposicion 1.4, existe y* € I tal que

(" —p(D),y" +p(I)) ST\ E,

por lo tanto, y* € D,y D, # (). Notemos también que dist(z, R \ I) > 3|I| > ~p(I) para
todo x € D,,. Luego, siz € (1 — )l \ D,, entonces dist(x, E) < yp(I). Usando esto, podemos
estimar

/dist(:v,E)_adx > / dist(z, £) “dx >~y *p(L)"*((1 = y)|I| = |D4|),
I (1=7)I\D~

donde se utilizd que para todo par de conjuntos A, B € P(R), se cumple |A\ B| > |A| — |B|.
Despejando la desigualdad de arriba, vemos que

D, 2 (1=l = 1p(0)" [ dist(a, B) . (14)
I
Por otro lado, si y* € I es como arriba, usando la condicién A; del peso w obtenemos

][dist(az, E) %z < [dist(, E)” %] 4, ess inf dist(z, E) ™
I

< [dist(-, B)~*] 4, dist(y*, B)~“
[dist(-, B) =] a, p(I)~.

Combinando con (1.4), se sigue que
[ Dy = (1 =~ —~y*[dist(-, E)"]a,) 1]

Elegimos ahora una secuencia finita de puntos x1, ...,z € D con la propiedad que |z; — x| >
vp(I) paratodoi # j y que siz € D, \ {x;}%_,, entonces |z; — x| < vp(I) para todo i (en otras
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1.3. Resolucion del Problema 1.1 en la recta

palabras, {xi}le es un conjunto yp([)-disperso maximal). Se sigue que, si paracadai =1,...,k
tomamos I; := (; — 2vp(I), z; + 2vp(I)), entonces I; C I \ E (pues z; € D,)y

k k
YoMl =5) 126 = 3|Ds| = 5(1 =y =y [dist(, B)"*]a,)|{| = ol1]
i=1 i=1
para cualquier o < % si tomamos 7y suficientemente pequefo. Ademas, (I) y, por
definicién de los 1, ..., xy, se tiene I; N I; = (). Esto es, la colecciéon {I; } ', cumple con las
propiedades 1.5.1, 1.5.2 y 1.5.3. Esto implica que F es (o, Q'y) -débilmente poroso. [ ]
En la Seccidén 1.2 se discutié como la definicién de porosidad débil considerada en [ ]

podia emplearse de forma inductiva para deducir una dependencia del tipo ley de potencias de
la distribucién de poros con respecto al poro maximal diadico. Es precisamente un resultado de
esta indole el que precisamos en este momento para poder probar la implicaciéon 1.2.2 = 1.2.1
del Teorema 1.2. Lo que demostraremos es como la medida de Lebesgue de los denominados
e-entornos de un conjunto E' € DP(R) decrece de manera proporcional con el valor de € en un
intervalo fijo I siempre y cuando € sea menor que el valor de la funcién de poro maximal de I.
Para E fijo en DP(R) y € > 0, denotamos por E(¢) = {x € R : dist(x, E') < €} al e-entorno de
E. Si I es un intervalo culquiera, escribimos E;(¢) := FE(e) N I.

Lema 1.7. Sean E € DP(R) un conjunto cerrado y I un intervalo arbitrario con extremos a < b.
Entonces, existen constantes 0 < p,q < 1 que dependen tinicamente de o y y tales que

[Er(pe)| < q|Er(e)| (1.5)
uniformemente para todo 0 < ¢ < p(I).

Demostraciéon. Comenzamos fijando € € (0, p(I)) y escribiendo
E(e) = [ (@, bi),
i€l

donde (a;, 131) son las a lo sumo numerables componentes conexas de F(c). Observemos que, para
todo i € T, existe e; € F contenido en (a;, b;), por lo que b; — a; > 2¢. Luego, existen K € Ne
intervalos {(a;,b;)}X, tales que

Er(e) = | (aj,b5),

=

1

J

donde (aj,b;) = (as, bi) N I para algan i € I' y suponemos ademés que el orden de los indices
jestal que a; < ag < ... < ak.Dado que ¢ < p(I), tenemos que (aj,bj) # I para todo

j=1,..., K. Ademas, los intervalos (a;, b;) son disjuntos de a pares y b; —a; > 2¢ salvo, quizas,

v

en los casos j = 1y j = K. Ahora bien, si definimos ¢’ := 16> vemos que

=

[ErE)\ Er(€)] = (aj.b5) \ B()|- (1.6)

Jj=1

Siby — a1 < 2¢, entonces a1 = a 'y dist(by, E') > € (dado que by ¢ E(¢)), consecuentemente, el
intervalo (by + ¢’ —¢,b1) = (b1 + €[] — 1], b1) no interseca con E(c’). Notemos que en el caso
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Capitulo 1. Pesos distancia en la recta

en que by + €[4 — 1] < a, tenemos que [(a1,b1) \ E(¢')| = b1 — ay. Si por el contrario sucede
que by + €[ — 1] > a, podemos estimar

|(a1,01) \ E()] = [(b1 +&[F — 1], b1))|

B |(a1,b1)]
=<l =3 )
> 3(by — a1),

donde en el ultimo paso se utilizé que b; — a1 < 2e. Analogamente, si b — ax < 2¢ es posible
ver que |(af, bi) \ E(¢')| > 3(bx — ak) realizando cambios minimos en el argumento previo.
A continuacion, procedemos a obtener una cota similar para |(a;,b;) \ E(¢')] con1 < j < K en
el caso general en que b; — a; > 2¢ mediante la estrategia ilustrada en la Figura 1.3. Notemos
que dist(a;, E) > € o dist(b;, E') > € (nuevamente debido a que (a;, b;) # I). Supongamos sin
pérdida de la generalidad que se cumple lo segundo, por lo tanto

(bj —&,b5) C (az,b5) \ E.

Luego, p((a;,b;)) > 3¢y, dado que E es (0, 7)-d.p., podemos hallar una coleccién de intervalos

abiertos {IJ i1 disjuntos dos en dos, cada uno contenido en (a;,b;) \ E, tales que |Ij] >
2vp((aj,b5)) > ey Z 4 \IJ| > o(bj — aj). En particular, se sigue que |I] \ E(] > 2|IZJ\.
Por lo tanto,

N N
l(aj, b)) \ BN = > I \EE)] > 5 1] > $la;,b))] = 5(b; — ay).
i=1

=1

Combinando 1.6 con las estimaciones anteriores, obtenemos
3 o K
Br(&)\ Br(&)| = min {Z, 2} D" I(az,b)] = (1 = QI Er ).
j=1

El lema queda por tanto demostrado al tomar p := 7. [ ]
Observaciones. (1) Dado que £ = {x € R : dist(z, E) = 0}, podemos escribir

EnIl= ﬂ E](E)
e>0

para cualquier intervalo I. Entonces, usando (1.5) y la continuidad de la medida de Lebesgue

deducimos que
|[ENI| = lim |E/(e)] =0
e—0t

y, por lo tanto, E| = 0. En otras palabras, si E € DP(R), entonces F tiene medida nula.
(2) Se puede ver que (1.5) implica |Ey(e)| < (\I|)
de p y g. Esto esta relacionado con el control que tienen ya sea el poro maximal diadico o la

funcién de poro maximal en la distribucion del resto de poros y con el procedimiento inductivo
de cubrimiento seguido por Anderson et al. e ilustrado en la Figura 1.2.

El Lema 1.7 es la herramienta clave que nos permitira obtener la implicacion restante del
Teorema 1.2. Esto es gracias a que el decaimiento exponencial en medida de los entornos Ey
posibilita obtener la estimacion (1.2) en el caso que el intervalo [ interseque con el conjunto F,
que ciertamente es el caso mas dificil de demostrar.
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(@) Componente conexa de F;(¢)

a; b;
(b) £
/—/H
-]
CL] bj
(c)
> "€ > e > e
| ] | I
a; bj

Figura 1.3: Considerada la componente conexa (a;, b;) de Er(€) enel caso que bj —a; > 2¢ (grafico
a), podemos suponer sin pérdida de la generalidad que el extremo b; cumple dist(b;, E) > e.
Luego, el intervalo (b; — €, b;) es un poro de E en (a,b) (grafico b), y en particular podemos
utilizar la propiedad de porosidad débil de £ para cubrir al menos una fraccion o de (a;, b;) con
poros de tamafio > e (grafico c). Esto asegura que, al considerar un valor de ¢’ suficientemente
pequetio, tengamos |(a;,b;) \ By ()] 2 |(a,b)|

Teorema 1.8. Sea E un conjunto (o,v)-d.p. en R. Entonces, existe « > 0 tal que dist(-, E)~% €
A1(R). Mas atin, la constante [dist(-, E) ™| 4, depende solo de o,y y a.

Demostracion. Dado que dist(-, E') = dist(+, £'), podemos suponer sin pérdida de la generalidad
que E es cerrado. Para demostrar el lema, debemos hallar constantes o, C' > 0, independientes
de la eleccion del intervalo I, tales que

][dist(x,E)_ad;v < C essinf e dist(z, E)™%.
I

Consideramos tres casos distintos en funcién de la posicion relativa del intervalo I con respecto a

E.

CasoI (I NE =0 Adist(I, E) > 2|I|): dados =,y € I, por la desigualdad triangular se tiene
1 1
dist(z, E) > dist(y, F) — |z — y| > dist(y, E) — |I| > dist(y, F) — 5 dist(I, E) > 3 dist(y, F).

Para x € I, esto significa que dist(x, E)™* < 2%ss infy¢; dist(y, £) ™ para cualquier « > 0y,
por lo tanto,

][dist(az, E) %dx < 2%essinf, ¢y dist(y, E) ™.
I

CasoII (I NE = () Adist(I, E) < 2|I|): basta con escribir I° = (a,b) y, suponiendo 0 < o < 1,
realizar las siguientes estimaciones.
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Capitulo 1. Pesos distancia en la recta

1 b
][dist(x,E)_adm < / dist(z, 1) “dx
I b—a a

a+b

_ bia(/a : (xa)—adﬁ/:b(bx)—adx)

2

a+b

:bia/a ’ (r —a) “dz
=0-0(5)

)

Luego, para 0 < o < 1,

][dist(a:, E)%dz < (1— a)(g) —(1—a)p(I)~. (1.7)

1

Para terminar la demostracion de este caso, basta por lo tanto verificar que p(I)~% < ess inf; dist(z, E) ™

0, lo que es lo mismo, que p(I) 2 dist(z, E') para todo = € I. Pero
dist(z, F) < |z — y| + dist(y, E) < |I| + dist(y, E)
para todo y € I. Tomando infimo sobre y, obtenemos

dist(z, E) < |I| + dist(I, E) < 3|I| =

w\w

p(1),
tal y como queriamos.
Caso Il (I N E # (): utilizaremos la coleccion de conjuntos { E1(g)}.~0 introducida en el

Lema 1.7 para estimar las correspondientes integrales. Supongamos que « es un numero entre 0 y
1 a elegir con posterioridad. Tenemos que

][ dist(z, ) “dx = i( / dist(x, E)"*dx + / dist(z, E)’“dx)
I 1N S (3p) I\E;(Lp)
1 . _ P\ 1
< = o Lt 1
<1 (/El(lp) dist(z, E) " “dx + (2) |I\EI(2P)|)

|I|/ - dist(z, E)~ ader(g)ia,

donde p := p(I). Podemos obtener una cota similar para la integral restante de la siguiente
manera. Recordemos que |E| = 0 por la observacion que sigue al Lema 1.7.

dist(z, E)"%dx = / dist(z, )" “dz
/Ef(éﬂ) ; El(%IJ’“P)\El(l k+1p)

< ZP “F|E1(30"p)]

0
(S) By 0
Cla)

k=0
[ p(1)~,

IN
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1.4. Pesos distancia A, en la recta: el caso p > 1

con o > 0 suficientemente pequefio para asegurar que p~“q < 1, donde p y ¢ son las cons-
tantes dadas por el Lema 1.7. Hemos demostrado la existencia de constantes o y C' tales que
A, dist(x, E)~*dx < C p(I)~“. Veamos que, al igual que en el caso anterior, esto implica la
condiciéon A;. Dado x € I, puesto que E es cerrado, = estd contenido en una componente
conexa de I \ E de la forma (c, d). Tenemos que (c¢,d) # I dado que I N E # (), por lo que
obien ¢ € E od € E.En cualquier caso, se sigue que dist(z, F) < d — ¢ < 2p(I). Luego,
p(I)~ < essinfydist(z, E)~, lo que da por finalizada la demostracion del Caso IIL Por ulti-
mo, combinando las estimaciones obtenidas para cada uno de los casos se obtiene el resultado
buscado. |

Combinados, los Teoremas 1.6 y 1.8 demuestran el Teorema 1.2 en el caso unidimensional. La
hipétesis n = 1 permiti6 obtener la desigualdad (1.5) con relativa rapidez, al facilitar la expresion
de los conjuntos 'y como uniones de intervalos. Por esta razon, el mecanismo de prueba para la
igualdad de los conjuntos DP(R) = 31 (IR) es susceptible de ser generalizado a espacios abstractos
de encontrarse una manera de adaptar el argumento usado para probar el Lema 1.7. Dado que en
los capitulos siguientes nos ocuparemos de replantear el Problema 1.1 en el contexto de los espacios
de tipo homogéneo, sera suficiente emplear lemas de cubrimiento para verificar el decaimiento
exponencial en medida de los e-entornos de un conjunto d.p. E, asi como recurrir a una casi-
métrica con propiedades geométricas especialmente benignas e introducida por R. Macias y C.
Segovia en [ ]. Por lo tanto, el inconveniente de lidiar con particiones diadicas en estos
espacios sera sorteado mediante el uso de cubrimientos del tipo Whitney.

1.4 Pesos distancia A, en larecta: el casop > 1

El caso de los pesos distancia A, con p > 1 merece una disgresion aparte a lo discutido hasta
este momento. Por supuesto que, dada la contencion A; C A, los conjuntos débilmente porosos
generan pesos en esta clase; pero ya en los trabajos [ IR Al ] se dieron a conocer
ejemplos de conjuntos que no generan pesos distancia en la clase A1, pero si en las clases Ap;
demostrando que la porosidad débil ya no caracteriza a estos conjuntos. Para construir estos
ejemplos, los autores de esos articulos recurrieron a un método basado en la aplicacién de una
sucesion de traslaciones y dilataciones del conjunto {0, 1} en la recta.

Sean Ey = {0,1} y {¢n }nen C (0, 1] una sucesion de “constantes de contraccion”. Para cada
n € N, definimos recursivamente

E,=FE, UE, {UE"

n—1»

donde E],_; es una copia transladada de FE,,_; y dilatada por el factor ¢, de forma tal que su
primer punto coincide con el ultimo punto de F,,_1; mientras que E!/_, es una copia idéntica
de E,_ transladada de forma tal que su primer punto coincide con el ltimo punto de E/,_;.
Finalmente, denotamos por

E+({Cn}neN) = U E,

neN

E({cn}tnen) = _E+({cn}n€N) U E+({Cn}n€N)

donde —FE ({cp, }nen) es la reflexion de E™ ({cy, }nen) a través del origen. Claramente, la natura-
leza del conjunto E({cy, }nen) depende fuertemente de la sucesion de contracciones considerada.

La Figura 1.4 esquematiza tres de estos conjuntos obtenidos a partir de las sucesiones ¢, = 1,

1 1
Cn:1—27ycn25
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E=E({cn}nen) con

[} Cn=%
1
Cn=1_ﬁ

e (hp=1

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1.4: Puntos del conjunto £ = E({¢, }nen) contenidos en el intervalo [—8, 8|, correspon-

dientes a las sucesiones (ordenadas de abajo hacia arriba) ¢, = 1,¢, =1 — % yen = %

En los trabajos [~ 4; ] se encontré que el conjunto E({1}) = Z es débilmente
poroso, y por lo tanto admite pesos distancia en A1; el conjunto E({1— 5+ }) cumple dist (-, E({1—
+1))"* € Ay \ Ay paratodo 0 < a < 1ytodo 1 < p < oo; mientras que dist(-, E({3})) ™ es
un peso duplicante que no esta contenido en Ule A, para ninguna eleccién de 0 < o < 1. Esto
muestra que los conjuntos F({c, }) son particularmente utiles para construir ejemplos de pesos
en Ay, A, o meramente duplicantes dependiendo de la eleccion de la sucesion {c¢, }, dando lugar
a pesos mas regulares a medida que la sucesion se aproxima a uno con mayor rapidez.

El problema de caracterizacion completa de los pesos distancia A,, (0 mas bien, de los conjuntos
asociados) ha demostrado ser considerablemente més complejo que el del caso p = 1. De hecho,
a pesar de los ejemplos mencionados, ninguna caracterizaciéon para p > 1 fue hallada hasta los
posteriores trabajos [ ; ], siendo los resultados del primero de estos articulos los que
conforman el nicleo del Capitulo 5. La razon de aplazar estas demostraciones se debe a que, incluso
en el caso de la recta real, éstas son particularmente técnicas y exceden a los objetivos de este
capitulo preliminar. No obstante, pretendemos en esta seccion presentar algunas observaciones y
heuristicas asociadas al problema A, con el fin de introducir al lector desde ya en los temas que
abordaremos mas adelante.

Como discutimos en las primeras secciones, el rol de la funcion de poro maximal pp fue clave
en la caracterizacion de los conjuntos débilmente porosos puesto que ésta se halla intimamente
relacionada con los valores maximos de la funcién distancia a £ en un determinado intervalo o
bola, es decir, pg(B)~! ~ ess infp dist(x, E)~!. Sin embargo, la cantidad ess inf g dist(x, £)~!
ya no posee la misma relevancia en la condicién A, (de hecho, no figura explicitamente en la
desigualdad (1.1)). Por esta razon, es necesario dar con una herramienta que sea de utilidad en
el nuevo escenario. A este fin, consideremos el siguiente experimento intuitivo. Sea E/ := Ny y,
dado un cubo’ arbitrario Qy C R, denotemos por

Dp(Qo) ={Q € D(Qv) : QNE =0ATQNE # 0}

a la familia formada por todos los cubos diadicos de (g que no intersecan a E' y que son maximales
con respecto a esta propiedad, en el sentido que su primer ancestro 7() posee interseccién no

"Por supuesto que con cubos en R nos referimos simplemente a intervalos semiabiertos, pero es conveniente
mantener esta nomenclatura puesto que muchos de los puntos a discutir en esta seccién aplican también al caso de R".
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| TR IR

| T

-8 -7-6 -5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1.5: Esquema de las familias Dg(Qy) para el conjunto E = Ny y los cubos (de arriba
hacia abajo) Qn = [N, N), N = 2,4, 6. Los extremos de los subcubos diadicos de D (Q ) son
representados con segmentos verticales, mientras que los elementos de E figuran como puntos
o circunferencias de color rojo. Claramente, el conjunto F no puede admitir pesos distancia no

constantes en A,(R") debido a que, sin importar el valor de § € R \ {0}, ya sea dist(-, £) ™% o

6
dist(+, E')” »—1 adquiere valores muy grandes sobre fracciones no despreciables de los cubos Q v

vacia con E. Los cubos pertenecientes a D (Q ) se hallan esquematizados en la Figura 1.5 para
Qn = [-N, N) con distintos valores de N.

En esta figura puede apreciarse una situacién llamativa: una gran fraccion (en medida) del
cubo @ esta cubierta por subcubos diadicos de gran tamario relativo, al mismo tiempo que otra
gran fraccion se halla cubierta por subcubos diadicos de tamafio considerablemente menor, siendo
mayor la diferencia de tamario entre ambas poblaciones a medida que /N aumenta. No es dificil ver
que una situacion como ésta imposibilita o interfiere con la condicién A, de los pesos distancia
asociados a E. Esto se debe a que dist(-, E') toma valores grandes en cubos grandes, mientras que
para dist(-, F)~! ocurre lo opuesto. Supongamos, a modo de ejemplo, que p = 2. Luego, si § < 0,

entonces el lado derecho de (1.1) para el peso w(z) = dist(z, F)? se comporta como®:

(é( )dist(x,E)edy> (]{2( )dist(ac,E)_edy),

~~

Vv
crece con cubos grandes

mientras que si § > 0 tenemos en vez que

(][( )dist(x,E)gdy) <][( )dist(a:,E)edy) .
Qz,r Q(z,r

/ /

crece con cubos grandes

Lo anterior sugiere que una condicién necesaria para que se cumpla dist(-, £)? € A, (R")
(para algun valor de 6) debe involucrar cierto control sobre las fracciones de poros grandes
y pequerios. Para poder describir formalmemente a qué nos referimos con estas fracciones, es

8A diferencia del caso p = 1, cuando p > 1 si es posible que dist(-, )’ pertenezca a la clase A,(R™) para valores
positivos de 6, tal como ocurre en el ejemplo mencionado en el parrafo que precede imediatamente al Problema 1.1.
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conveniente introducir las siguientes funciones. Dado F C R, Q9 C R cuboyt € (0, 1), definimos

_ . 19l
Lg,(t) == sup {L >0: > T > t}

QEDE(Qo
(Q)>L

So, (t) := inf {L >0: > % > t}.
0

QEDE(Qo)
Q)<L

" 1.0 11
—0— Lof) en=1-5;

—> EQN(%). Cn =%
. S e=1-d 08
Sovlig) v =%
0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

(a)

30 4 eav=1-5
> av=3

1 1 <

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

N
(b)

Figura 1.6: Valores de L) (15) ¥ Son (15) (a) y relacién Lox (1_10)/‘§sz (15) (b) en funcién de N

. : : _ 1 _1
para los conjuntos E({c, })nen que resultan de considerar las sucesiones ¢, = 1 — 5~y ¢, = 3.

Intuitivamente, la funcién L, (respectivamente, Sq,) evaluada en ¢ devuelve la mayor (menor)
longitud de lado entre aquellas longitudes asociadas a los poros mas grandes (mas pequefios) que,
en conjunto, constituyen una fraccién ¢ del volumen total de Qy \ E. Alternativamente, también

36
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podriamos optar por utilizar las funciones

N . 19l
Lg,(t) ._sup{Lzo. > T zt}

QECE(Q
Q=L

S‘Qo(t) = inf{LZO: Z ”(?H Zt}
Qecp(Qo) "
Q)<L
donde Cr(Qo) = {I : I es una componente conexa de Qo \ E'}. Las funciones Lg, y Sg, tienen
la ventaja de poder definirse sin importar la dimensién del espacio, mientras que Lg, y Sg,
solo tienen sentido en el caso undimensional, aunque en términos practicos son mas sencillas de
estimar. Por poner un ejemplo, consideremos nuevamente los conjuntos E({cy, },en) introducidos
al comienzo de esta seccién. Sea ahora @)y el minimo cubo que contiene al conjunto Ey. La
Figura 1.6 consta de los graficos de los valores L¢, (15) y Soy (15) en funcién de N calculados
numéricamente para los conjuntos E({c, }nen), usando las sucesiones ¢,, = 1 — ﬁ yen = %
La relacién Lq, (15)/Sqy (5) parece tender a una constante cuando ¢, = 1 — 5 (es decir,

cuando el conjunto admite pesos distancia del tipo A,), pero por el contrario esta relacién parece

aumentar sin limites en el caso de la sucesién ¢,, = %
ninguna clase A4, (R)).

Sibien no se han presentado demostraciones formales, se espera que lo discutido en esta seccién

(cuyos pesos distancia no pertenecen a

sirva al lector para ganar cierta intuicion sobre el comportamiento de los pesos distancia A, y de
sus conjuntos asociados, y particularmente que se advierta sobre la importancia de las fracciones
de poros grandes y pequefios descritas por las funciones Ly, y Sg, (o, en todo caso, por las
afines L:NQO y SQO). En el Capitulo 5 demostraremos que éstas funciones describen adecuadamente
a los conjuntos mencionados, hasta el punto de dar una caracterizacién completa de ellos y
reminiscente a la condicion de porosidad débil que gobierna al caso p = 1. Esta caracterizacion
consiste en requerir que la relacion £ (s)/Sq(s) esté acotada superiormente para todo cubo Q
que interseque F y alguna constante s € (0, 1), como parece suceder en la Figura 1.6b para el
conjunto E({1 — 5-},en). Los dos capitulos siguientes proveen el marco teérico necesario y las
herramientas esenciales antes de poder considerar las reversiones y generalizaciones mencionadas
del Problema 1.1 aqui tratado: tanto para caracterizar los pesos distancia A; y A, en espacios
de tipo homogéneo (Capitulos 4 y 5) como para describir pesos distancia laterales en la recta
(Capitulo 6).

37






CAPITULO 2 I

Espacios de tipo homogéneo

Muchos autores coinciden en que los espacios de tipo homogéneo (ETH) tuvieron su cuna en los
trabajos de R. Coifman & G. Weiss en la década de los 70, aunque probablemente la primera mencion
a los ETH haya sido en el articulo “Singular Integrals and Multipliers on Homogeneous Spaces”
debido a Coifman y M. de Guzman y publicado en la Revista de la Union Matematica Argentina
en el afio 1970. Estos espacios generalizan a los euclideos en mas de un sentido al verse munidos
simultaneamente de una cuasi-métrica d y una medida duplicante i; permitiendo asi la extension de
multiples conceptos y resultados propios del analisis real. Siendo la propuesta de esta tesis el estudio
de problemas concernientes con los pesos distancia sobre esta clase de espacios, resulta indispensable
proveer de un capitulo a modo de resumen que recoja las propiedades y los resultados esenciales para
lograr su adecuada comprension. Muchos de los conceptos a introducir en las proximas paginas son
mas bien conocidos en la rama del andlisis arménico, hablamos por ejemplo de la topologia dada por
una cuasi-métrica, la validez de ciertos de lemas de cubrimiento, las dimensiones de Hausdorff y de
Minkowski, etc. Otros, sin embargo, corresponden a resultados menos conocidos. En este caso podemos
mencionar la conexion entre la ya mencionada topologia cuasi-métrica y la teoria de uniformidades
asi como la existencia de cuasi-métricas equivalentes con propiedades geométricas particularmente
favorables.

Contenidos
2.1 Espaciosuniformes . . .. ... ... ... 39
2.2 Meétricas y cuasi-métricas . . . . . . ... o e 44
2.3 Nociones de dispersion y lemas de cubrimiento en espacios cuasi-métricos . . . 53
24 Espaciosde tipohomogéneo . . . ... ... ... ... . ... L. ... 55
2.5 Dimensiones de Hausdorff y Minkowski . . . ... ... ... ... ... .... 60
2.6 La cuasi-métrica de Maciasy Segovia . . . . .. ... ... ... ... 62

2.1 Espacios uniformes

En lo que sigue introduciremos algunas nociones béasicas sobre espacios uniformes, una clase
de espacios topoldgicos que, entre otras cosas, permiten extender la definiciéon de continuidad
uniforme de funciones, de sucesiones de Cauchy y de completitud. A este fin, consideremos un
conjunto no vacio y arbitrario X. Los subconjuntos del producto cartesiano X x X se denominan
relaciones. Dadas dos relaciones R, S C X x X, denotamos por
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Capitulo 2. Espacios de tipo homogéneo

o R7' ={(z,y) € X x X : (y,x) € R} (la relacién inversa de R);

o RoS ={(z,2) € X x X : existey € X tal que (z,y) € S A (y,z) € R} (la composicion
entre Ry S5).

Un ejemplo importante de relacion es la denominada identidad A(X) = {(z,z) : x € X }.En
general, omitiremos mencién al conjunto X y escribiremos simplemente A = A(X) cuando esto
no dé lugar a confusiones. El nombre de esta relacién en particular viene del hecho que A~ = A
y Ao R= RoA = R paratodarelacion R C X x X. Por otro lado, toda funcién f : X — X
es asimismo una relacion en X X X ysig: X — X es otra funcién, entonces fog: X — X es
la composicién usual entre funciones’.

La relacion inversa se interpreta geométricamente como una “reflexiéon” de la relacion original
a través de la diagonal A (véase la Figura 2.1a). En cambio, la operacién de composicion es algo
mas dificil de intuir. Con el fin de esclarecer un poco su naturaleza, consideremos el siguiente

ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.1 (Composicién de relaciones). Sean R, S C R? donde R es la relacién puntual
R = {(s,t)} para ciertos numeros s,¢ € R. Por definicién, tenemos que (z,2) € Ro Ssiy
solo si existe un elemento y € R tal que (z,y) € Sy (y,z) € R. Pero entonces, se sigue de la
segunda contenciéon que y = sy z = t. Luego,

Ro S ={(z,t): (z,s) € S},

tal como se haya esquematizado en la Figura 2.1b.

(a) (b)

R

Figura 2.1: (a) Interpretacién geométrica de la relacién inversa. (b) Composicién de dos relaciones
Ry S como las consideradas en el Ejemplo 2.1.

En general no trabajaremos con composiciones de relaciones arbitrarias, sino entre relaciones
que contienen a la diagonal. En este caso, la operacién de composicién da como resultado una
relacion en cierto sentido mayor a la o las originales. Mas precisamente, si R O A entonces
SCRoSyS CSoR,loque se deduce del hecho que A es la identidad y de la propiedad de

°Aqui empleamos la definicién usual de funcién f : X — Y en términos de pares ordenados en X x Y.
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2.1. Espacios uniformes

monotonia 2.2.2 enunciada en el siguiente lema; que ademas recoge algunas otras propiedades
basicas de esta operacion.

Lema 2.2 (Propiedades basicas de la composicion). Sean R, S,T C X x X donde X es un conjunto
no vacio. Denotamos por mU = {x € X : Jy € X tal que (z,y) € U} ymU = {y € X :
Jx € X tal que (z,y) € U} paratodoU € P(X x X). Entonces,

22.1. RoS C (X xmR)N(mS x X);

2.22. SiSCT,entonces RoS C RoT ySoRCToR (monotonia);
223. (RoS)oT = Ro (S oT) (asociatividad);

2.24. (RoS) ' =81 o R™! (relacién con la inversa).

En las proximas paginas, deberemos lidiar con composiciones sucesivas de relaciones, por lo
que es conveniente introducir el siguiente concepto. Una cadena (en X) es una secuencia finita y
ordenada de elementos (x1, ..., zx) (no necesariamente distintos) en X y su longitud esta dada
por el entero k.

Lema 2.3. Sea X un conjunto y sean Ry, ..., Ry relaciones en X x X donde k > 2. Entonces,
(z,y) € Ry o...0 Ry siy solo si existe una cadena de longitud k + 1

(T = 20,2153 2k—1,2k = V)
en X tal que (2j,2zj41) € Ry—j, para todo0 < j < k.

Demostracion. En el caso k = 2, tenemos que (x,y) € R o Ry siy solo si existe w € X tal que
(z,w) € Ray (w,y) € Ry. Luego, el enunciado se sigue tomando zp = x, 21 = wy 22 = .
Supongamos ahora que el enunciado vale para cierto natural k£ y consideremos la composicién de
k + 1 relaciones de la forma R o ... o Ry1. Por la asociatividad de la operacion de composicion,
tenemos que (z,y) € Ry o...0Rgy1 = (Ryo...0 Rg) o Riy1 siy solo siexiste w € X tal que
(zr,w) € Rgr1y (w,y) € Ry o...o Ry. Por la hipotesis inductiva se sigue que podemos hallar

una cadena

(W=20,...,2;, = y)
tal que (z}, 27, 1) € Ry_j paratodo j € {0,...,k — 1}. Por lo tanto, es suficiente tomar 2y :=
yzji=z2;_jparal <j<k+1 [ |

Observacion: en el caso particular de una composicion simétrica de relaciones de la forma
Rio...oR,oS0oRpo0...0Rq,

el Lema 2.3 adaptado a esta situacion afirma que (z,y) pertenece a tal relacion si y solo si existe
una cadena de longitud 2(k + 1)

(l‘:xO)"'?xkvyk‘?"'?yO :y)
de elementos de X tal que

(), Tj+1) € Rjpr, 0<j <k
(xkayk) € Sa
(Y5, yj+1) € Rjy1, 0<j <k
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Definicion 2.4. Dado un conjunto X, decimos que la familia &/ C P(X x X) es una estructura
uniforme en X si

24.1. A CU,paratodo U € U;

242. siU eUyV DU, entonces V € U,

2.43. U € U siy solosi U-leu;

244. siU,V € U,entoncesU NV € U;

2.4.5. paracada U € U, existe un elemento V € U talque VoV C U.

Si X esun conjunto y U es una estructura uniforme en X, el par (X, ) se denomina espacio
uniforme. Ejemplos triviales de estructuras uniformes en X son las familiast/ = {X x X}y
U={U € P(X x X):U D A}. Por el momento, nos limitamos a observar que todo espacio
uniforme (X, ) admite una topologia 7 inducida por U. A saber,

M = {5 C X :paratodo x € S, existe U € U tal que U(z) C S},

donde se utiliz6 la notacién Q(z) = {y € Q : (x,y) € 2}, para cualquier conjunto Q C X x X.
Claramente, () y X pertenecen a 7 sin importar las propiedades de la familia ¢/, y lo mismo
puede decirse sobre uniones arbitrarias de elementos de 7. De hecho, tan solo la propiedad 2.4.4
es necesaria para que se cumpla S; N ... N Sy € 7 siempre que Sy, ..., S € ™.

En general, y al igual que ocurre en el caso de las topologias, resulta conveniente trabajar con
ciertas subfamilias de una dada estructura uniforme conocidas como bases. Mas precisamente,
dado un espacio uniforme (X, ), diremos que B C U es una base de U si para cada U € U,
existe B € B tal que B C U. El siguiente resultado da a conocer las condiciones necesarias para

que una coleccion arbitraria B de subconjuntos de X x X sea base para una estructura uniforme
en X.

Proposicion 2.5. La familia B C P(X x X))\ {0} es base de una estructura uniforme en X si y
solo si

2.5.1. A C B, para todo B € B;

2.5.2. para cada B € B, existe B € Btal que B C B~ L

2.5.3. si B, Bc B, entonces existeE € B tal queE C Bn E;
2.5.4. para cada B € B, existe B e B tal que BoBCB.
Mas aun, la estructura uniforme generada por B es
U={UeP(X xX):BCU para algin B € B}

¥, para cada x € X, la coleccion
N, ={B(z): B € B}

es una base de entornos de 7™ en x.

Demostracion. Sea 3 una familia de subconjuntos de X x X que satisface 2.5.1-2.5.4. Por definicién
de U, para ver que B es base de esta coleccién basta con comprobar que U/ es una estructura
uniforme en X. En efecto, se verifica:
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(2.4.1) siU € U, existe B € Btalque B C U ypor 251 A C B, luego A C U;
(2.4.2) siU e Uy V D U, entonces existe B € Btalque B C U C V y, por lo tanto, V' € U;

(243) siU € U, existe B € B tal que B C U, lo que a su vez equivale a afirmar que existe
B € Btal que B~! C U™, pero por 2.5.2 esto implica a la existencia de B € B tal que
B C U1, lo cual se cumple siy solo si U™ € U;

(2.4.4) siU,V € U, existen By, By € Btales que By C Uy By C V, pero por 2.5.3, existe
también B € Bcon B C By N By, deloquesesigue BCUNVyUNV el

(2.4.5) si U € U, por definiciéon de U y por la condiciéon 2.5.4 existen B, B € B tales que
BoB C B CU,siendoque B el

Reciprocamente, si U/ se define como en el enunciado a partir de una familia arbitraria 5 C
P(X x X), las condiciones 2.5.1-2.5.4 pueden comprobarse con la misma facilidad. Por otro lado,
siU € 7 es entorno de & € X, entonces existe B € B tal que B C U y,dado que B D A, se
tiene que x € B(z). En otras palabras, { B(x)} pep es base de entornos para 7 alrededor del
punto x. ]

Dada una funcion g : X x X — R, consideremos las g-bandas
By(r) ={(z,y) € X x X : g(z,y) <7},

donde » > 0. Nuestro siguiente objetivo es determinar cuando la coleccién de las g-bandas es
base de una estructura uniforme, es decir, cuando dicha coleccién cumple con las condiciones
2.5.1-2.5.4 de la Proposicion 2.5. El préximo teorema provee condiciones suficientes para que éste
sea el caso.

Teorema 2.6. Sea g : X X X — R>q una funcion tal que
2.6.1. gln =0;
2.6.2. existe ¢ : R>g — R>q creciente y biyectiva tal que
9(z,y) < ¢(g(y, v))
para todox,y € X;
2.6.3. existe A : R>9 — R>q creciente y biyectiva tal que
9(z,y) < Mméx{g(z, 2), 9(2,9)})
paratodoz,y,z € X.
Entonces, la familia { By4(r)},>0 es base de la estructura uniforme

Uy :={U € P(X x X) : By(r) CU para alginr > 0}

™ ={S C X : paratodox € S, exister > 0 tal que By(x,r) C S} =: 7,

donde By(x,r) = (By(r))(x) ={y € X : g(x,y) < r} esla g-bola con centro en x y radior > 0.

43



Capitulo 2. Espacios de tipo homogéneo

Demostracién. Por la Proposicion 2.5, es suficiente verificar que B := {Bg(r) },>0 satisface las
propiedades 2.5.1-2.5.4.

(2.5.1) Dado que g|, = 0, se tiene A C By(r), para todo r > 0.

(2.5.2) Notemos que, dado r > 0, (x,y) € By(r)~! equivale a g(y,x) < 7. Sea s := ¢~ 1(r),
veamos que By(s) C B,(r)~!. Enefecto, si g(z,y) < s, entonces g(y, z) < ¢(g(z,y)) <
P(s) =r, estoes, (z,y) € By(r)~L.

(2.5.3) Basta con notar que By(r) N By(s) = By(min({r, s})), para todo r, s > 0.

(2.5.4) Dado r > 0, afirmamos que By(s) o By(s) C By(r) si tomamos s := $A~1(r). Para

comprobar esto, observemos primero que
By(s) o By(s) = {(x,2) € X x X :existey € X tal que g(x,y) < sAg(y,z) < s}.

Luego, si (z,2) € By(s) o By(s) yy € X estal que g(x,y) < sy g(y, z) < s, se sigue
que

gz, z) < Amax({g(z, y), 9(y, 2)})) < Mg(z,y) + g(y, 2)) < A(2s) =1
En otras palabras, (x,2) € By(r).
]

Ejemplos sencillos de funciones que cumplen con las condiciones 2.6.1-2.6.3 del teorema
anterior son g1(z,y) = 0y g2(z,y) = Lxxx)a(z,y), donde 1g es la funcién caracteristica
de un conjunto @ C X x X. Para verificar esto basta con tomar ¢(x) = A(x) = x en ambos
casos. Notemos que las bolas asociadas a g; toman la forma By, (z,7) = X, para todo par
(x,7) € X x Rs(; mientras que las ga-bolas cumplen By, (z,7) = {x} sir < 1,0 By, (z,7) = X
sir > 1. En particular, 75, = {(), X'} puesto que sus tnicos entornos constan del conjunto total
X mientras que 74, = P(X) puesto que todo conjunto puntual es entorno en esta topologia.

2.2 Meétricas y cuasi-métricas

A partir de ahora y hasta finalizar este capitulo, supondremos que X es un conjunto arbitrario
con al menos dos elementos, con el fin de evitar escenarios triviales. La siguiente definicién
permite introducir la nocién de distancia o cuasi-distancia entre elementos de X.

Definicién 2.7. Dada una funcién d : X x X — R, diremos que d es una cuasi-métrica en
X si se cumplen las siguientes condiciones:

2.7.1. siz,y € X, entonces d(z,y) = 0siy solosiz = y;
2.7.2. d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X;
2.7.3. existe una constante positiva K tal que
d(z, z) < K[d(z,y) + d(y, 2)],

paratodo z,y,z € X.
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La constante K que aparece en la condicién 2.7.3 se denomina constante triangular de d.
Naturalmente, K > 1 dado que 2.7.3 implica d(z, z) < Kd(z, z) si tomamos y = z, y eligiendo
z # x se sigue la desigualdad buscada. Las constantes triangulares de una dada cuasi-métrica no
son unicas; de hecho, si K < K’ < 00, se sigue inmediatamente que K’ es también una constante
triangular de d. Por este motivo, es a menudo preferible trabajar con la denominada constante
triangular optima de d definida como

K4 = inf{K > 0: K es una constante triangular de d}

~ s d(z,y)
x,y,2€X d(w,z) +d(z,y)
(z,2)#(2,y)

En el caso K4 = 1, vale la desigualdad triangular estandar para d y consecuentemente decimos
que d es una métrica. Si d es una cuasi-métrica (métrica), el par (X, d) se denomina espacio
cuasi-métrico (métrico) y su topologia viene dada por la topologia uniforme!°

74 = {5 C X : paratodo x € S, existe r > 0 tal que By(z,r) C S},

que resulta de aplicar el Teorema 2.6 a la funcion d. Notemos que 74 coincide con la topologia
meétrica usual en el caso que d sea una métrica en X. De esta forma, los espacios cuasi-métricos
quedan comprendidos dentro de la teoria general de espacios uniformes.

Dado un subconjunto no vacio Y C X, donde (X, d) es un espacio cuasi-métrico, consideremos
dy Y XY — R tal que dy(z,y) = d(z,y) para todo par z,y € Y x Y. Esta no es mas que la
restriccion de d sobre el subconjunto Y, por lo que el par (Y, d,) es un nuevo espacio cuasi-métrico
que cumple!! K,; < K, Mas aun, la topologia 74, en Y coincide con la heredada de X.

Un concepto muy importante en el area de los espacios cuasi-métricos y que sera ampliamente
utilizado en el desarrollo de esta tesis es el de equivalencia entre cuasi-métricas. Dadas dos
cuasi-métricas d y d’ en X, decimos que son equivalentes entre si y denotamos d ~ d’ si y solo si
existen dos constantes 0 < C] < Cy < oo tales que

Crd(z,y) < d'(x,y) < Cod(,y), (2.1)

para todo z,y € X. A menudo utilizaremos la notacion abreviada d ~¢, ¢, d’ para indicar que
d ~ d’ segtn (2.1). No es dificil ver que ~ define una relacién de equivalencia en el conjunto de
cuasi-métricas en X. Esto es, si

D(X) = {d : d es una cuasi-métrica en X }

entonces podemos reducir este conjunto al cociente D(X)/ ~ formado por las correspondientes
clases de equivalencia. Si d ~¢, ¢, d', entonces las bolas asociadas a cada cuasi-métrica se
relacionan como

By (CC, Cyr) C Bd(.%',T') C By(x, CQT’) (2.2)

para todo par (x,7) € X x R¢. Usando las contenciones en (2.2), se puede demostrar facilmente
la igualdad entre las topologias 74 = 7. Esto nos dice que reemplazar cuasi-métricas equivalentes
no modifica la topologia del espacio. Un ejemplo de propiedad que si es sensible a un cambio
de cuasi-métricas equivalentes es la condicion que las bolas sean conjuntos abiertos, lo que es
equivalente a que el conjunto de todas las bolas forme una base para la topologia cuasi-métrica.

Aqui es suficiente utilizar ¢(t) = t yA(t) = Kt para demostrar los items 2.6.2 y 2.6.3 a partir de 2.7.2'y 2.7.3.
""Probablemente el caso mas extremo ocurre cuando Y = {y} para cierto y € X, es decir, cuando Y es un conjunto
puntual. En esta situacion, se tiene K4, = 0.
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Proposicion 2.8. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico. Las siguientes condiciones son equivalentes.
2.8.1. Las d-bolas son abiertas en 7.

2.8.2. La coleccion { By(z,7)}zex r>0 forma una base de 7.

Ejemplo 2.9 (Cuasi-métrica equivalente con pérdida de la propiedad 2.8.1). Sea (IR, d) el espacio
cuasi-métrico formado al tomar d como la distancia usual en la recta. Si ahora definimos

— 1y, —ul<1
d(z,y) = [z =yl [z —yl <
lz—yl+1, |z—y|l>1,

entonces d’ es una nueva cuasi-métrica equivalente a d (y en particular induce la misma
topologia). Sin embargo, y tal como se ilustra en la Figura 2.2, la d’-bola By (0, %) coincide
con el conjunto [—1, 1], que no es abierto en la topologia usual de R.

d'(0,x)

8

-1 1

Figura 2.2: Distancia al origen medida a partir de la métrica d’ introducida en el Ejemplo 2.9.

Como ya se habia adelantado, el ejemplo anterior demuestra que la propiedad de tener a las
bolas como base de la topologia inducida por una cuasi-métrica no necesariamente se preserva en
una misma clase de equivalencia. Atn asi, existen muchos problemas que, al plantearse en un dado
espacio (X, d), su solucion resulta ser invariante ante cambios de cuasi-métricas equivalentes. Por
este motivo, una herramienta a menudo utilizada para resolver el problema en cuestion consiste en
buscar, dentro de la clase [d], un representante con propiedades especialmente benignas, para asi
replantear el problema considerando esta nueva cuasi-métrica. Con esto en mente, dedicaremos
nuestro esfuerzo a demostrar que toda clase contiene un elemento de la forma p?, donde p es
una métrica en X; en otras palabras, toda cuasi-métrica es equivalente a una potencia de un
métrica. Por otro lado, en la Seccidn 2.6, se dara a conocer la existencia de un representante § con
la propiedad de que las d-bolas asociadas resultan ser altamente regulares.

Del mismo modo en que una topologia se dice metrizable si coincide con la topologia 7,
inducida por una métrica p, existe una nocioén de metrizabilidad o, incluso, pseudo-metrizabilidad
de estructuras uniformes que introducimos a continuacion.

Definicién 2.10. Una funcién p : X x X — R>( se denomina pseudo-métrica en X si
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2.10.1. p(z,z) = 0 para todo z € X (en particular, no necesariamente se cumple que p(z,y) =0
implica x = y);

2.10.2. d(z,y) = d(y, z) paratodo z,y € X;
2.10.3. p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2), para todo x,y, z € X.

Definicion 2.11. Una estructura uniforme I/ en X se dice pseudo-metrizable (respectivamen-
te, metrizable) si existe una pseudo-métrica (métrica) p en X tal que la familia de p-bandas

{B,(r)}r>0 es una base de U.

En el caso general de una estructura uniforme U/ arbitraria, el siguiente resultado, debido
a A. Huke-Frink, permite la construccién de una pseudo-métrica a partir de los elementos de
una familia numerable {U,, }. Luego, la conexién con la eventual metrizabilidad de U se sigue de
aplicar este resultado sobre una base numerable asociada a esta misma estructura uniforme.

Lema 2.12 (Lema de metrizacion de Frink). Supongamos que {U,, },cz es una coleccion de subcon-
juntos de X x X que satisface

2.12.1. Upez Un = X x X;

2.12.2. paracadan € Z, A C Uy;

2.12.3. paracadan € Z, U411 0Upy1 0 Upiq1 C Uy,
Entonces, existe p : X x X — R tal que

2.124. p(z,2) < p(z,y) + p(y, z) para todo x,y, z € X;
2.125. Up C{(z,y) € X x X : p(z,y) <27} C Up_1.

Meas atin, si cada U,, es simétrico, entonces p es una pseudo-métrica en X. Si ademas (), o, Un = A,
entonces p es una métrica en X.

Demostracion. Usando las propiedades 2.12.2 y 2.12.3, vemos que
Unt1 = Ao Unt10 AC Unt+10Upt10Upy1 C Uy,

donde se utilizo ademas la propiedad de monotonia 2.2.2. Esto significa que la familia {U,, },c7
es no creciente (con respecto a la inclusion de conjuntos) en funcién de n. En particular, dados
x,y € X, esto en combinacion con 2.12.1 nos permite introducir el indice

n(z,y) :=sup{n € Z : (z,y) € U, },

a partir del cual definimos la funcién ¢ : X x X — R segun la asignacién (z,y) — 2-n@y) y

tomando por convencién 27°° = (. Dada una cadena arbitraria (zo, ..., z,) C X, afirmamos
que la funcién ¢ satisface
n—1
S0, 2n) <2 G(wi, wit1) (2.3)
=0

para todo n € N. Para demostrar (2.3), notemos en primer lugar que el caso n = 1 (cadenas
de longitud 2) es inmediato y procedamos por induccion. Supongamos por lo tanto que (2.3) es
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valido para cualquier cadena de longitud menor o igual que n + 1 y consideremos la cadena
(zo,...,Tn, Tnt1) de longitud n + 2. Sea

n
S = d(xi,zip1).
=0
Si S = 0, esto implica que (x;,z;+1) € U, paratodo m € Zy todoi € {0,...,n}. Luego,
aplicaciones sucesivas de 2.12.3 permiten verificar que (zg, zp+1) € Uy, para todom € Zy,
consecuentemente, ¢(zg, zp+1) = 0 (tras lo cual (2.3) se cumple trivialmente para cadenas de
longitud n + 2). Supongamos ahora que S > 0 y denotemos

l
. 1
k := min {l €{0,...,n}: Z¢(xi,xi+1) > 55}
1=0
Sil < k < n—1,sesigue tanto que Zi‘:ol d(xi, wiv1) < %S como que Z?:k-&-l Oz, zip1) < %S.
Ahora bien, dado que sendas cadenas (xg, ..., Zx) ¥ (Tk+1,- - -, Tnt+1) son de longitud menor o
igual que n + 1, la hipdtesis inductiva implica

e
=

d(xo, k) <2 d(zi,wip1) < S

i

Il
o

n
A( g1, Tny1) < 2 Z ¢(xi, wiq1) < S.
i=k+1
Ademas, tenemos que ¢(zk, 1) < S se cumple de forma trivial. Sea ahora m el niimero entero
que satisface 27" < §' < 2-m+1 Por definicidon de la funcién @, se sigue que ¢(y,z) < 27"y,
por lo tanto, (y, z) € Up, para (y, 2) € {(xo, zk), (Tk, Tkt1), (Tk+1, Tnt1) }- Luego, (2o, Tni1) €
UnoUnoUp CUn_1y d(x0,nr1) < 2™ < 25, Los casos k = 0y k = n se siguen
mediante un procedimiento anélogo, utilizando que o bien ¢(z¢, z1) > 35 0 ¢(Tn, Tpt1) > 35
y teniendo en cuenta la inclusiéon U, o U,,, C U, o Uy, 0 Up,.
Una vez probado (2.3), introducimos una nueva funcién p definida en X x X como

n
p(x,y) := inf { Z é(xi, zip1) : (To,...,Tnt1) es una cadena con xg = T A Ty = y}
=0

Veamos que p cumple con las propiedades del enunciado. Claramente, p es no negativa y
ademas es finita dado que p(z,y) < ¢(x,y). Por otro lado, dados z,y,z € X y € > 0, podemos
hallar cadenas (2o, ..., Zm) ¥ (Tm, - - -, Ttk tales que xo = z, Ty = Y, Typk = 2,

[ay

m—

Z ¢(wi, wiv1) < p(z,y) + ¢

1=

y
m+k—1
> b@imina) < ply,2) +e.
i=m
Luego,
m+k—1
pla,2) < > Blaizinn) < play) + ply, 2) + 2,
i=0
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lo que demuestra 2.12.4.

Por otro lado, si (z,y) € Uy, entonces p(z,y) < ¢(z,y) < 27". Ahora, si p(x,y) < 27" se
sigue que ¢(z,y) < 2p(z,y) < 217" debido a (2.3), es decir, (x,y) € U,_1. Esto prueba 2.12.5,
lo que a su vez implica p(z, z) = 0 para todo = € X si se tiene en cuenta que (z,z) € U, para
todon € Z.

Si tenemos ademas que los conjuntos U,, son simétricos, entonces las funciones 1, ¢ y p
son simétricas. Luego, en este caso p es una pseudo-métrica. Por ultimo, asumiendo la hipotesis
adicional que (),,cz, Un = A, si (z,y) € X x X cumplen p(z,y) = 0, esto significa que
¢(x,y) = 0, siy solosi (x,y) € U, paratodo n € Z. En otras palabras, (z,y) € (,cz,Un = A
y se tiene que & = y, por lo tanto p es una métrica. |

Teorema 2.13. Una estructura uniformeld en X es pseudo-metrizable si y solo si admite una base
numerable. Mas aun, U es metrizable si y solo si admite una base numerable tal que la interseccion
de todos sus elementos coincide con A.

Demostracion. Observemos en primer lugar que si U es pseudo-metrizable y p es como en la
Definicién 2.11, entonces { B,(2")},,cz es base numerable de U. Ademas, en el caso que U sea
metrizable, la interseccion de los elementos de esta base es A. Reciprocamente, supongamos
que B = {By, }nen es base de U. Notemos que definiendo una nueva base segin B} = By y
B, = (), By, para cada n > 2, podemos asumir sin pérdida de la generalidad que la base
original { B, },,en es no creciente. A continuacion, construiremos a partir de 3 una nueva base
numerable {U,, },,cz formada por conjuntos simétricos y que cumpla 2.12.1, 2.12.2 y 2.12.3.

En primer lugar, tomamos Uy := By N B} !y notamos que U es simétrico'? y que pertenece
all debido a 2.4.3 y 2.4.4. Sea k; = 1. Luego, asumiendo que el elemento U,, ha sido definido
para cierto n > 1, aplicando dos veces 2.4.5 podemos hallar VW € U talesque VoV C U, y
W oW C V. Tenemos entonces que

WoWoWCWoWoWoW CU,.

Pero dado que B es base no creciente de I/, podemos elegir un natural k,; > k, tal que
-1 .
By, ., € Wy, tomando Uy 41 := B, ., N Ban’ se sigue que

Un+1 o Un+1 e} Un+1 Q Bkn e} Bkn+1 o Bkn+1 g Un

+1

De esta forma, la sucesion Uy, Us, . . . satisface 2.12.2 y 2.12.3 por construccion. Ademas, si
tomamos U,, = X X X para todo n < 0, entonces {U, },,cz es una familia de subconjuntos
simétricos de X x X que cumple con todas las hipotesis del Lema de metrizacién de Frink. En
consiguiente, existe una pseudo-métrica p que cumple 2.12.5 para todo entero n, lo que a su vez
implica que U es pseudo-metrizable dado que {U,, },cz es base de U. Esto dltimo se sigue del
hecho que B era base de U y para cada B,, € BB, podemos elegir k; > n tal que U; C By, C Bj,.

Por ultimo, si asumimos ademas que ﬂneN B,, = A, entonces

(U C()Br,=[)B=A
neN neN neN

y, en consecuencia, p es una métrica. [ |

Como es de esperarse, nuestro interés reside principalmente en el estudio de los espacios
cuasi-métricos y, particularmente, de su caracter métrico. En este sentido, es posible modificar el
Teorema 2.13 para adecuarlo al caso particular en que i/ = Uy, es decir, cuando la estructura esté
inducida por una funcién g definida en X x X,y que bien podria ser una cuasi-métrica.

"?En efecto, la relacién R N R™! es siempre simétrica sin importar la eleccién de R € X x X.
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Teorema 2.14. Sea g : X x X — R>( una funcion simétrica tal que g(x,y) = 0 siysolosiz =y
y supongamos ademdas que g satisface 2.6.3 con \(t) := (1 + ¢)t, para ciertoc > 0. Entonces, existe
una métrica p en X tal que, si[s] denota la parte entera del niimero real s y A := A~ o A\71,

Ao Alog2p@n) (1) < g(z,y) < A1 o Allog2 (@)™ (1), (2.4)
Consecuentemente, la estructura uniforme U, es metrizable.

Demostracion. Para cada n € Z, consideremos el conjunto Uy, := {(z,y) € X x X : g(z,y) <
Cy,},donde Cy =1y C,, = A2 (1) sin € Z\ {0}. Aqui utilizamos la notacién

Ak _ Ao...o\k-veces sikeN
Ato.. oAt |k|-veces si —k€N.

Por simetria de la funcion g, se sigue que cada U, es simétrico, y puesto que g(x,z) = 0 para
todo z € X, tenemos también que A C U,,. Ademas, dado que A(72")(1) = (1 + )" para
n # 0, se cumple C), N\, 0 cuando n — ooy C,, " oo cuando n — —o0, de lo cual se deduce
que (),,cz Un = Ay U,ez Un = X x X. Veamos ahora que la coleccién de los U, cumple con
la condicién 2.12.3. En efecto, por el Lema 2.3 tenemos que

Up+10Upt10Upyr = {(z,w) € X x X : y, z € X tales que g(z,v),9(y, 2), 9(z,w) < Cpy1}.
Luego, si (x,w) € Upt1 0 Upy1 0Upt1y Y,z € X son como arriba, entonces 2.6.3 implica

g(z,w) < MNméx{g(z,y), 9(y,w)})
< AMméx{g(z,y), A(méx{g(y,2), 9(z,w)})})
< AP (méx{g(z,9).9(y, 2), 9(z,w)})
< A@(Cpy1)
= \=27)(1)
=C,.

En otras palabras, (z,w) € U, y 2.12.3 esta probado. El Lema 2.12 aplicado a la familia {Up, } nez
sefala la existencia de una métrica p en X que ademas satisface

Un C{(z,y) € X x X :p(z,y) <27"} CUpa

para todo n € Z. En particular, si z, y € X son tales que p(z,y) < 5, entonces g(z,y) < Cp_1;
mientras que si p(z,y) > 271%, se sigue que g(x,y) > Cp41. Luego, fijandounpar (z,y) € X x X,
existe un Gnico n € Z tal que 2"% < p(x,y) < 55, asaber, n := [~ logy(p(x, y))]. De lo anterior,

277, 5
se deduce
A2 0 AT (1) < g, ) <A@ 0 AC20(1),

que coincide con (2.4). [ |

Las desigualdades en (2.4) ponen de manifiesto una cierta equivalencia entre la funcién g y
una potencia de la métrica p. Esto queda claro en la demostracion del siguiente enunciado, cuyas
referencias principales son los trabajos [ ; 1.

Corolario 2.15. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico. Entonces, existe una métrica p en X y un
exponente positivo 3 = [(Ky) tal que d ~ p°. En particular, toda clase de equivalencia [d] en
D(X)/ ~ contiene un elemento d’ tal que las d’'-bolas forman una base de T4 = 74.
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Demostracion. Si d es una métrica, el enunciado se sigue de tomar p = d y 8 = 1. Caso contrario,
tenemos que K; > 1yd : X x X — Ry satisface las hipotesis del Teorema 2.14 con A(t) := K4t.
Aplicando este resultado para hallar la métrica p enunciada y teniendo en cuenta que A(t) =
ALoATN(t) = K %, se sigue

—2log, K4 logg . -

Kd_zp(l', y)210g2 Ky — Kd—2 2 p($7y)

e
<K, 2<”“"g2 p(;,y)J)
< d(z,y)

72([10g2 ﬁ] 71)

<K,

1
< Kd—2 <10g2 7(33@) —2)

—2logy Kgq log, S

= K;l 9 p(z,y)

= Kgp(z,y)*'s2 e,
por lo que el resultado se cumple con 5 = 2log, K. |

Antes de finalizar esta seccion, optamos por describir una equivalencia conceptual descrita por
primera vez por H. Aimar en [ ]. Hemos hecho referencia a las g-bandas By (r) asociadas a
una funcién g : X x X — R>( con anterioridad. En particular, estas bandas estan bien definidas
cuando reemplazamos la funcion genérica g por una cuasi-métrica d, pero mas interesante ain es
el hecho que es posible axiomatizar estos sistemas de bandas para independizarlos de cualquier
funcidén definida en X x X, y que la existencia de uno de estos sistemas en un conjunto X es
equivalente a la existencia de una cuasi-métrica en el mismo conjunto.

Definicion 2.16. Dado un conjunto X, entendemos por sistema de bandas en X a una funcién
V :Rsp — P(X x X) que cumple:

2.16.1. V(r) C V(s), paratodor < s;

216.2. U, V(r) = X x X;

2.163. Nuo V(1) = A

2.16.4. existe k > 0 tal que V(r) o V(r) C V(kr), para todo r > 0;
2.16.5. V(r) = V(r)~1, para todo r > 0.

Dos sistemas de bandas V' y W en X se dicen equivalentes si existen constantes 0 < v <
Y2 < oo tales que
V(yir) CW(r) C V(yer)

para todo » > 0. Denotamos esta nueva relacion de equivalencia como V' ~ W. Veremos a
continuacién que = esta vinculada con la relacion ~ entre cuasi-métricas en X. En efecto, si d es
cuasi-métrica en X es facil ver que la asignacion r — By(r) denotada como V;(7) es un sistema
de bandas y que, si d’ ~ d, entonces Vy &~ V. Mas aun, el hecho que todo sistema de bandas
genere a su vez una cuasi-métrica permite obtener un resultado reciproco al anterior.
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Proposicion 2.17. Sea V : Rsg — P(X X X) un sistema de bandas. La funcion dy : X x X —
R>¢ definida como
dy(z,y) =inf{r >0: (z,y) € V(r)} (2.5)

es una cuasi-métrica en X tal que K4, < k yV = Vy,,. Aqui, k es la constante que figura en 2.16.4.

Demostracion. La buena definicién de dy como funcién que toma valores reales no negativos se
sigue de la propiedad 2.16.2. Dado x € X, 2.16.3 implica que (x,z) € V(r) para todo r > 0, por
lo que claramente dy (z, ) = 0. De forma similar, si dy (x, y) = 0, entonces existe una sucesién
rr N\ 0 tal que (z,y) € V(ry), para todo k € N. Pero por 2.16.1 esto equivale a afirmar que
(z,y) € N,»0 V(r) = Ay, por lo tanto, x = y. Usando 2.16.5, podemos deducir la simetria de
dy como sigue.

dy(z,y) = nf{r > 0: (z,y) € V(r)} = inf{r > 0: (y,2) e V(r)"'}
= if{r>0: (y,z) € V(r)}
= dv(y,a:).

Para comprobar la desigualdad triangular, consideremos puntos z,y,z € X y fijemos € > 0.
De la definicién de dy, se sigue que existen numeros positivos r y s tales que (z,y) € V(r)y
(y, z) € V(s), al mismo tiempo que dy (z,y) +€ > rydy(y,z) + € > s. Entonces

(x,2) € V(s)oV(r) CV(r+s)oV(r+s) C V(k(r+s)),
donde la primera inclusion de conjuntos se sigue de 2.16.1 y la segunda de 2.16.4. Pero el hecho
que (z, z) esté contenido en V' (k(r + s)) implica que
dV(LU, Z) < K’(T + S) < ﬁ[dv(CC, y) + dV(ya Z)] + 2ke.
Tomando el limite ¢ — 0" deducimos que « es una constante triangular valida para dy . Por
ultimo, si 0 < v < 1y (z,y) € V(yr), entonces dy (x,y) < yr < r, porlo que (z,y) € Vg, (r).
Asimismo, si (z,y) € Vg, (), entonces (x,y) € V(r). En resumidas cuentas, hemos probado que
V(vyr) € Vg, C V(r), para cualquier vy € (0, 1). [ |
Lema 2.18. Si V y W son sistemas de bandas equivalentes en X con
V(mr) CW(r) C V(yer), paratodor > 0,
entonces dy ~ dyy con
71dW(90,y) < dV(xvy) < 72dW(x7y)7 para todo T,y € X.
Demostracion. Dados x,y € X, notemos que valen las inclusiones
{r>0:(z,9) €W 'r)} S{r>0:(z,9) € V(r)} S {r>0:(z,y) € W 'r)}.
Luego,
ydw (z,y) =y inf{r >0: (z,y) € W(r)}

=inf{r>0: (z,y) € W(y;'r)}

<if{r>0:(z,y) € V(r)}

= dV(x7 y)

=inf{r>0: (z,y) € V(r)}

< tf{r>0:(z,y) € W(y,'r)}

=y inf{r >0: (z,y) € W(r)}

= Yodw (,y).
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Si denotamos por V(X)) a la coleccién de todos los sistemas de bandas en un conjunto X y
consideramos la funciéon ¢ : D(X)/~— V(X)/~ dada por ®([d]) = [V4], entonces es posible
verificar que multiples caminos del diagrama siguiente conmutan. Esto sigue del hecho que
dos sistemas de bandas V' y W cumplen V =~ W <= dy ~ dy, mientras que dos cuasi-
métricas d, d’ satisfacen d ~ d' <= V; ~ Vyp. En el diagrama, mp : D(X) — D(X)/~y
7y : V(X) — V(X)/~ denotan las correspondientes proyecciones al cociente.

ﬂ ‘m

DX)/~ X v(x)/~

Los tultimos resultados muestran la profunda conexidon que existe entre cuasi-métricas y
sistemas de bandas, lo que sera aprovechado en la Secciéon 2.6 para mejorar las propiedades
geométricas de una dada cuasi-métrica a través de finas modificaciones en su sistema de bandas
asociado.

2.3 Nociones de dispersion y lemas de cubrimiento en espacios
cuasi-métricos

Dado € > 0, entendemos por conjunto e-disperso en (X, d) a un conjunto de la forma {z; };cr
con la propiedad que
d(zs,x5) > e, Vi,j€lconi#j.

Diremos que {z; };c; es e-disperso maximal en Y C X, si ademas de lo anterior se cumple que
para todo y € Y, existe ¢ € [ tal que d(y, z;) < . Ya se hizo referencia a esta clase de conjuntos
en la demostracion del Teorema 1.6 en el capitulo previo. La existencia de estos conjuntos es
sencilla de demostrar cuando el subconjunto Y es acotado y esta definida sobre X una medida
con cierta propiedad de duplicacién a introducir en la seccion siguiente; de hecho, este es el caso
del conjunto considerado en la prueba del Teorema 1.6. Mas aun, la existencia de dichos conjuntos

también puede ser demostrada a través del Lema de Zorn eliminando la hipétesis de acotacion de
Y.

Definicion 2.19. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico.

2.19.1. Diremos que (X, d) posee la propiedad de homogeneidad débil (PHD) si existe una cons-
tante NV € N tal que todo conjunto -disperso en By(z,r) tiene a lo sumo /N elementos;
para cualquier x € X yr > 0.

2.19.2. Dado un subconjunto €2 C X, la dimension de Assouad de €2 es la cantidad
inf{a > 0:3C > 0/#(Bg(z, \r)NS) < CA*,Vz € X, A > 1,7 >0y S C Xr-disperso}

y la denotamos por dimy4 X.
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Observacion: si (X, d) es espacio cuasi-métrico y cumple la PHD, entonces es automatica-
mente separable. Para ver esto basta tomar x € X y considerar la familia creciente de bolas
{Ba(z,n)}nen. Para cada par n,m € N, elegimos S,, ,, C By(z,n) subconjunto m~!-disperso

maximal. Luego, Shn.m es un subconjunto denso y numerable en X.

n,meN

La introduccién tanto de la PHD y la dimension de Assouad en una misma definicion no es
casual, dado que ambos conceptos estan intrinsecamente relacionados, como deja ver el siguiente
resultado.

Teorema 2.20. Un espacio cuasi-métrico (X, d) posee la PHD si y solo si dim 4 X < oo. Mas atn,
si (X, d) cumple la PHD con constante N, entonces dim4 X < logy N.

Demostracion. Notemos en primer lugar que, si dimg X < ap < 0o, entonces existe una cons-
tante C' = C'(ap) > 0 tal que (X, d) satisface la PHD con constante N < C'2%°, Reciprocamente,
supongamos que (X, d) posee la PHD con constante N. Afirmamos que para todo z € X,
7> 0yk €N, se cumple que todo 5;-disperso en By(r,r) tiene a lo sumo N * puntos. El caso
k = 1 coincide con la definiciéon de la PHD. Supongamos ahora que la afirmacién vale para
cierto natural k y sea S C Bg(z,7) un conjunto 57 -disperso, para cierto x € X y r > 0.
Tomemos a continuaciéon un nuevo conjunto 7' C By(x, ) que sea o7 -disperso maximal. Luego,
Ba(z,r) € Uyer Baly, o96) y #(T) < N¥ gracias a la hipétesis inductiva. Por otro lado, dado
que cada conjunto Sy, := SN By(y, 55) cony € T tiene a lo sumo N puntos por la PHD, se sigue
que
#(S) <Y #(Sy) < N#(T) < N*H.
yeT

Una vez probada la afirmacion, fijemos x € X, > 0y A > 1. Sea S un conjunto r-disperso en
X y sea k el entero definido por las relaciones 2k—1 < X\ < 2 Entonces,

#(Bd(xa )\T) N S) < #(Bd(IE,QkT) N S) < Nk < Nk < ]\])\log;QN7
de lo que se deduce dim4 X < log, N. -

La hipétesis de PHD o, alternativamente, de finitud de la dimension de Assouad sobre el espacio
(X, d) permite la extension de algunos lemas de cubrimiento clasicos que derivan del analisis
armoénico en espacios euclideos: las siguientes son adaptaciones de los lemas de cubrimiento
usualmente atribuidos a Wiener y Whitney, cuyas demostraciones pueden consultarse en [ ;

1.

Lema 2.21 (Lema de Wiener). Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico con dimension de Assouad finita
ysea R : E — R, donde E C X es acotado. Entonces, existen un subconjunto {z;};c; C E alo
sumo numerable y una constante C' = C(Ky) > 0 tales que

2.21.1. By(z;,r;) N By(xj,1;) = 0, para todo i, j € J conr; := R(z;);
2.21.2. E C J;c; Ba(zi, Cry).

Lema 2.22 (Lema de Whitney). Sea ) un subconjunto abierto, propio y acotado de X, siendo (X, d)
un espacio cuasi-métrico con dimension de Assouad finita, y supongamos ademas que K > 0 es una
constante triangular para d. Entonces, existe una familia de d-bolas { B4(x;,7;) }ic s, indexada por
un conjunto numerable J, tal que:

2.22.1. By(z,r;) N By(xj,75) = 0, siempre que i # j;
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2.222. Q= Uz’eJ Bd(aci, 3K7"i),‘
2.223. 3Kr; < d(z, X \ Q) < 9K3r;, para todo x € By(x;,3Kr;) ytodoi € J;

2.22.4. Para cadai € J, existe alginy; € X \ ) tal que d(z;,v;) < 9K>r;.

2.4 Espacios de tipo homogéneo

Cuando al espacio cuasi-métrico (X, d) se le incorpora una medida duplicante, se obtiene un
espacio con una geometria particularmente rica y con una estructura compleja. Esto es debido a
que, como veremos en esta seccion, la propiedad de duplicacion de la medida sobre las d-bolas
impone automaticamente una restriccion sobre la forma en que los puntos del conjunto X se
hallan dispersos en el espacio; condicién que puede cuantificarse a partir de la PHD o la dimensién
de Assouad introducidas en la seccion anterior.

Definicion 2.23. Un espacio de tipo homogéneo es una terna (X, d, 1) donde X es un conjunto
cualquiera, d es una cuasi-métrica en X y p es una medida no negativa definida en una o-algebra
F de partes de X tal que {Bg(x,7)}zexr>0 C F, y donde 11 es duplicante: esto es, existe una
constante ¢, 4 > 0 tal que

0 < p(Ba(,2r)) < cya p(Ba(z, 1)) < 00, (2.6)
paratodo x € X y todo r > 0.

Observacion: aplicando el Lema 2.22, se observa inmediatamente que todo abierto propio A en
un ETH (X, d, ;1) puede escribirse como unién numerables de bolas. Esto implica que A € F,, y,
por lo tanto, que p es una medida de Borel en (X, d, 11).

Ejemplo 2.24. (R",|z — y|, 1) donde |x — y| denota la distancia usual entre los puntos
z,y € R™ y m es la medida de Lebesgue es un espacio de tipo homogéneo n-Ahlfors regular
dado que m(By(x,2r)) = 2"m(Bg(z,7)).

Ejemplo 2.25. Sea A una matriz diagonal de n x n entradas reales, con autovalores Aj, ..., A,
todos mayores o iguales a uno. Las dilataciones naturales asociadas a A estan dadas por las
funciones d5(x) = eAlogsy cons > 0 y « € R™. En este contexto, la asignacion

I i
da(z,y) = max{|zy —y1|*r, ..., |z — 1|1}

satisface d 4 (0s(x), 05s(y)) = sda(z,y) paratodo s > 0 (ver [ ]). Méas atin, la funcioén d4

define una métrica en R" y By, (z,7) = [[I_, (¥; — 7, z; + r). Sumedida de Lebesgue es

n
m(Ba, (z,7)) = [[ 2 = 27,
=1

donde 7 = " | \; es la traza A. Por consiguiente, (R", d4,m) es un espacio de tipo homo-
géneo con constante de duplicacién 27.

Ejemplo 2.26. Los ejemplos anteriores tienen tanto métricas como medidas invariantes por

traslaciones. Ejemplos de espacios de tipo homogéneo con medidas no invariantes por tras-
laciones son provistas por pesos duplicantes y, en particular, pesos de Muckenhoupt. Asi,
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(R", |z — y|, w(z)dz) es un espacio de tipo homogéneo si w € Ax(R") = [J,~; Ap(R").
También lo es (R", dy,, w(x)dx) con

dufay) = | w(z)dz,
B(ITM, \I*y|)

donde el dominio de la integral es una bola euclidea.

Ejemplo 2.27. Los fractales autosimilares con las medidas de Hausdorff correspondientes son
espacios Ahlfors regulares y por lo tanto, espacios de tipo homogéneo. Ver [ : ]

Ejemplo 2.28. Estructuras de ETH en el espacio tiempo asociado a la regularidad Holder de
difusiones pueden encontrarse en [ ].

Teorema 2.29. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo.
2.29.1. (X,d) cumple la PHD.
2.29.2. (X,d) es separable.

Demostracion. Para ver que (X, d) cumple la PHD, consideremos una bola By(x, ) con cierto
centro x € X y determinado radio 7 > 0.Si S C By(x,r) es un conjunto §-disperso, entonces

By(y, 477(;) N By(y', ﬁ) = (), paratodo y,y’ € S.

Ademés, siz € Bq(y, z;) cony € Sentonces d(z,z) < Kqld(z,y)+d(y, )] < 2Kar < 2K,
y siw € By(z,r) se sigue que d(w,y) < Ky[d(w,z) + d(x,y)] < 2K,4r. Las desigualdades
anteriores muestran que Bq(y, 37;) € Ba(x,2Kqr) y Ba(@,7) € Ba(y, 2Kar) paratodoy € S.
Luego, para todo subconjunto finito Sy C S se tiene que

#(S0) min j(Baly, 7ic;)) < D w(Baly: 77;)) = p( U Balv, 5k)) < pl(Ba(w, 2Kar)),
yESo y€So

En consiguiente, si yo := arg min,cg, j/(Ba(y, 7)), tenemos que

/L(Bd(x’QKd’r)) m-+k M(Bd(l‘,’l")) m-+k
#(50) < = d L Bylyo, 2Kar)) = P

donde los enteros m y k quedan definidos por las relaciones 2™ ~! < 2Ky < 2™ y 2F=2 < KC% <
2k=3 Dado que todo subconjunto finito de S tiene a lo sumo LCZL:{kJ elementos, se sigue que .S
tiene cardinalidad finita y acotada por esta misma cantidad. Por otro lado, el hecho que (X, d) es

separable se sigue de 2.29.1 y de la observacion posterior a la Definicion 2.19. |

Si(X,d,pu) esunETH Yy d ~¢, ¢, d para cierta d’ € D(X), puede ocurrir que las d’-bolas
no sean siquiera p-medibles, y por lo tanto la terna (X, d’, ;1) no necesariamente es un ETH. Sin
embargo, si d’ es tal que las d’-bolas son conjuntos abiertos, entonces el hecho que p es una
medida de Borel implica que { By (z,7)}zex >0 C F, y, mas aun, se puede hallar una constante
de duplicacion ¢, ¢ = ¢, a(cu,d, C1, C2) para esta nueva cuasi-métrica, por lo que en este caso si
es posible afirmar que (X, d’, 1) es un ETH.
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A continuacién, procedemos a demostrar algunas propiedades basicas de los espacios de tipo
homogéneo, algunas de las cuales involucran a sus atomos. Entendemos por atomo a un punto
x € X tal que pu({x}) > 0y denotamos por

A={x e X :u{z}) >0}
a la coleccion de todos los atomos en X.
Teorema 2.30. Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo.
2.30.1. X es acotado si y solo si (X)) < oc.
2.30.2. La coleccion A es a lo sumo numerable.
2.30.3. Un puntoxy € X es un atomo si y solo si x es aislado.

Demostracion. Si X es acotado entonces X C By(z, R), para cierto z € X y R > 0. Luego,
u(X) < p(Bg(x,R)) < oo por (2.6). Supongamos ahora que u(X) < oo vy, sin embargo,
X es no acotado. Fijo z € X, consideramos la sucesion de bolas {B;(z,n)},en. Dado que
X es no acotado, podemos hallar una sucesion de nameros n; < nz < ...y puntos z,; €
By(x,4n;) \ Ba(z,2n;). Ahora bien, siy € By(wn,, K;'n;), la desigualdad triangular implica
que d(y, ) > Kgl(d(ac,a:nj) — Kqd(y,vp,)) > K;'n;, mientras que si z € By(x,n;), entonces
d(z,7pn;) < Kqld(z,7) + d(z,2,;)] < 5Kgn;. A partir de estas desigualdades, se sigue que
Ba(zn;, K;'n;) 0 By(z, K;'nj) = 0y By(x,n;) C Bg(wn,, 5K 4n;). Luego, notando que la
hipétesis p(X) < oo implica lim;_yo0 (X \ By(w, K 'n;)) = 0, se sigue que
0 < p(X) = lim p(By(r,n;)) < Hmsup p(Bg(wn;, 5Kqnj))
J—0 j—o00
< ¢, qlimsup ,u(Bd(xnj,Kd_lnj))
J]—00
< cjia Jim (X \ Bala, Ky 'ny))

=0,

donde 2™~! < 5K32 < 2™ o cual es una contradiccién que vino de suponer que X es no acotado.

Para probar 2.30.2, basta con tomar x¢ € X fijo, definir A,, ,,, = {z € Bg(xo,m) : p({z}) >
%} y notar que A = {J,, .y An,m; siendo que cada A, , tiene cardinalidad finita debido a que
p(Bg(xo,m)) < oo para todo m natural.

Finalmente, consideramos 2.30.3. Notemos que si zp € X es aislado, entonces existe g > 0
tal que By(zo,r0) = {0} v, por 2.6, u({xo}) > 0. Supongamos ahora que z( es un atomo y,
sin embargo, no es un punto aislado. Se sigue que, para cada n € N, podemos elegir un punto
Tn € Ba(wg, 1)\ {z0}. Observemos ademas que, denotando 19 := p({zo}), se tiene

lim u(Ba(wo, 1)) = p( () Balwo, 1)) = po.

n—oo
neN

En particular, 1(Bg(zo, 27) \ {zo}) N\, 0 cuando n — oo, sin importar el valor de r > 0.
Ahora, escribiendo d,, := d(zy,z¢), se sigue que d,, € (0,2) y 29 € By(2y, 2d,,), mientras que
w0 & Ba(zy,dy) C Bg(x,2K4n 1)\ {x0}. Luego,

0 < po < pu(Ba(n,2dy,)) < Cp,dM(Bd(xm dpn)) — 0 cuando n — oo,

lo cual es absurdo. Por lo tanto, z( es aislado. |
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En el contexto de los espacios euclideos, muchas técnicas de estudio en el area del analisis
yacen en descomposiciones de dominios en bolas y cubos, donde el problema original puede
resolverse localmente debido a que dichos subconjuntos poseen, en algin sentido, la misma
geometria que el espacio original. Si (X, d, i) es un ETH y llamamos constantes geométricas a las
constantes triangular Ky y de duplicacion de la medida ¢, 4, entonces no todo subconjunto de
Y C X forma un ETH al considerarse las restricciones de d y u sobre este; y atin si lo fuera, no
es posible determinar a priori el valor de las nuevas constantes geométricas. Para permitir el uso
de técnicas de localizacidon como las usuales en R™ sobre cubos o bolas, es necesario hallar una
familia de subconjuntos de X que mantengan la geometria del espacio segtn el siguiente criterio.
Diremos que una familia {Y;},c; € P(X) es una familia uniforme de subespacios de tipo
homogéneo de X si (Y;,dy;, pty;) es un ETH con constantes geométricas K y ¢ independientes
de i € I, donde dy; y py; son las restricciones de d y p en Y;, respectivamente. El siguiente
resultado, esquematizado en la Figura 2.3, provee una condicion suficiente para garantizar que las
d-bolas son una familia uniforme de subespacios de tipo homogéneo.

Teorema 2.31. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo con la siguiente propiedad. Existe una
constante 3 € (0,1) tal que para todox € X,r > 0,0 < s < 2Kyr yy € By(z,r), es posible
hallar z € X que cumple

By(z, Bs) € Ba(z,r) N Ba(y, s). (2.7)

Entonces, { B4(z,7) } e x,r>0 €s una familia uniforme de subespacios de tipo homogéneo en (X, d, p1).

Demostracion. Fijos x € X y r > 0, escribimos B, = By(x,r) y denotamos por d, y fis a
las restricciones sobre B, de d y u, respectivamente. Veamos que (B, dx, (i) €s un espacio
de tipo homogéneo que admite a K; como constante triangular y a una potencia apropiada (e
independiente de = y r) de ¢, 4 como constante de duplicacion para la medida /... Sabemos que
el par (B, d,) es un espacio cuasi-métrico con K4, < K, por lo que basta comprobar que /.
cumple con los requerimientos de la Definicion 2.23. Claramente, p, es una medida no negativa
definida sobre la o-algebra
Fu. ={YNB,.:Y € F,}

que satisface { By, (¥, ) }yeB,.s>0 € Fu,. Dados y € B,y s > 0, se sigue inmediatamente que
px(Ba, (y,s)) < u(By) < oo. Ademas, la hipotesis implica la existencia de cierto z € By, (y, s)
tal que

By(z,Bs) € Bq(w,r) N By(y,s) = Ba,(y,5s).

En particular, u(Bg, (y, s)) > u(Bg(z,8s)) > 0y, dado que By(y,2s) C By(z,3K4s), conclui-
mos

t«(Ba. (y,2s)) < u(Ba(y,2s)) < p(Ba(z,3Kqs)) < ¢lan(Ba(z, Bs)) < ¢ qpt«(Ba. (Y, 5)),

donde 2™ ! < 3K 371 < 2™, [ |

Definicion 2.32. Un dado espacio cuasi-métrico (X, d) munido de una medida de Borel y tal
que las d-bolas son medibles se denomina espacio y-Ahlfors o y-Ahlfors regular con v > 0 si
existen constantes 0 < ¢; < ¢y < oo tales que

ar? < u(Bg(z,r)) < cor?, (2.8)

paratodox € X yr > 0.
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Figura 2.3: La condicién (2.7) que figura en el Teorema 2.31 se cumple de forma trivial en R™:
s(z—y)
2flz—yll*

basta con tomar 8 = % yz=y—

Notemos que si (X, d, 1) es y-Ahlfors para algin v > 0 entonces es un ETH. En el caso
particular v = 1, decimos que (X, d, ;1) es un espacio normal. Los espacios y-Ahlfors presentan
claras ventajas a la hora de realizar estimaciones debido a la posibilidad de cuantificar o aproximar
la medida de las d-bolas. En [ ], los autores muestran que siempre es posible obtener una
cuasi-métrica equivalente a la original tal que el nuevo espacio obtenido es normal. Presentaremos
a continuacién una condicion en cierto sentido mas débil que la de Ahlfors y que sera muy util en
capitulos proximos para hallar ejemplos de interés.

Definicion 2.33. Un espacio cuasi-métrico (X, d) se denomina uniformemente perfecto si
existe una constante 0 < 1 < 1 tal que para todo z € X y todo r > 0, se cumple

Bd(ﬁﬂ, T) \ Bd(l‘a 777“) 7é 0. (2.9)
Proposicion 2.34. Sea (X, d, ) un ETH. Las siguientes condiciones son equivalentes.
2.34.1. (X, d) es uniformemente perfecto;

2.34.2. existen constantes C' < 1 < £ tales que

w(Bg(x,r)) < Cu(Bg(z,&r)), para todox € X ytodor > 0. (2.10)

Demostracion. Supongamos en primer lugar que (X, d) es uniformemente perfecto con constante
7. Mas atin, podemos asumir sin pérdida de la generalidad que 0 < 1 < (2K4)~!.Dadox € X y
r > 0, elegimos y € By(x,n~2r) \ Ba(z,n~'r). Se sigue de aplicar la desigualdad triangular que
By(z,7) N By(y,7) = 0, By(w,7) € By(y,n3r) y Ba(y,r) C By(x,n73r). Luego,

pu(Ba(x,)) + (Ba(y,r)) < p(Ba(z,n°r))

p(Ba(z,)) < p(Ba(y,n°r)) < g i(Ba(y, 7)),
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donde el entero m esta definido por las relaciones 2™~ < =3 < 2™y, por lo tanto,

1 _
#(Bal,7)) < T —= 1l(Balw,n~°r)),
+c,4
/'L7
que es la desigualdad (2.10) con C' = (1 + c;g)_l y&=mn"3
Reciprocamente, si C' < 1 < £ son tales que se cumple (2.10), en particular

p(Ba(x,&r) \ Ba(z,r)) > 0.

Esto implica que By(x,&r) \ By(z,7) # () para todo x € X y r > 0, por lo que basta con tomar
n=¢ L |

En la literatura, es comun que se haga referencia a 2.34.2 como la condicion de duplicacion
inversa o reverse doubling (comparar con (2.6)). Lo llamativo de esto es que (2.10) depende de
la medida i, mientras que la condicion de ser uniformemente perfecto no requiere mas que el
caricter cuasi-métrico del espacio. Este es otro ejemplo donde la propiedad de duplicacién de la
medida del espacio influye en la dispersion de sus puntos. Si (X, d, 1) es y-Ahlfors, en particular
satisface (2.10) para £ > 1 suficientemente grande, por lo que en este sentido es una propiedad
mas fuerte que 2.34.1. De hecho, Ahlfors es estrictamente mas fuerte que 2.34.1.

Ejemplo 2.35 (ETH uniformemente perfecto pero no Ahlfors). Consideremos la terna (R, d, 1),
donde d es la distancia usual en Ry yz := |x|?d2 con @ > —1, 6 # 0. Observemos que (R, d) es
trivialmente uniformemente perfecto. Por otro lado, en la Seccién 3.3 veremos que |z|? € A,(R)
para todo p > 6 + 1. Mas aun, en el Ejemplo 2.26 se menciond que todo peso en A,(RR) es
duplicante, consecuentemente (IR, d, /1) es un espacio de tipo homogéneo. Sin embargo, para

t > 1 tenemos que
t+1 0+1

0

X

) =5+ 00 — - 1),

u(Bat.2) = [ .

|z|%dz = (
t—1

Luego, si # € (—1,0) se tiene p(Bg4(t,2)) — 0 cuando t — oo mientras que si 6 > 0, se
cumple p(By(t,2)) — oo cuando ¢ — oco. En ninguno de los dos escenarios puede ocurrir
(2.8) para ningtn valor de v > 0, por lo que (R, d, ;1) no es y-Ahlfors para ningun v > 0.

Dado un ETH (X, d, i), en el futuro cometeremos un abuso de notacion al decir que (X, d, 1)
es uniformemente perfecto para referirnos a que es, técnicamente, el espacio cuasi-métrico (X, d)
el que posee esta propiedad. Es facil verificar que si (X, d, 1) es uniformemente perfecto entonces
no posee ningin atomo, y por lo tanto esta propiedad es compartida con los espacios de Ahlfors.
En efecto, si x € X es un atomo, por 2.30.3, se sigue que existe > 0 suficientemente pequefio
tal que By(x,r) N X = {x}. Sin embargo, por hipdtesis tenemos que By(z, ) \ Bg(x,nr) # 0,
lo cual contradice lo anterior.

2.5 Dimensiones de Hausdorff y Minkowski

En esta breve seccidn, introducimos rapidamente otras formas conocidas de asignar dimensio-
nes a determinados subconjuntos de espacios cuasi-métricos ademas de la propia de Assouad, a
saber: las dimensiones de Hausdorff y Minkowski. Repasamos también algunas de sus propiedades
basicas para futuras menciones.
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Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico. Dado £ C X, asi como nimeros s, > 0, introducimos
la funcién de conjuntos

H3(E) := inf { 3 didmg(A;)° : E C | Ai A didma(4;) < 5}, (2.11)
=1 i=1

donde didmg(A) := sup,, ,c 4 d(z,y) es el didmetro del conjunto A con respecto a d. La s-medida
exterior de Hausdorff queda entonces determinada por la expresion

H*(E) := lim H3(E) =sup H;(E).
>0

§—0t

El siguiente lema caracteriza los posibles comportamientos de la asignaciéon s — H*(E) y es
crucial a la hora de definir la dimension de Hausdorff.

Lema 2.36. Sean (X, d) un espacio cuasi-métrico, E un subconjunto de X y consideremos la funcién
®:Ryp — Rxo U {00} dada por ®(s) := H*(E). Entonces, existen tres escenarios posibles:

2.36.1. ® =0;
2.36.2. ¢ = oo;
2.36.3. existe so > 0 tal que ®(s) = oo para s < sg y ®(s) = 0 para s > sp.

Definicién 2.37. Dados (X,d) y E como en el lema anterior, definimos la dimension de
Hausdorff de E (con respecto a d) como

dimpg g E = inf{s > 0: H*(E) = 0} = sup{s > 0 : H*(E) = oo}.

La dimension de Hausdorff involucra cubrir al conjunto en cuestiéon con subconjuntos de
X con didmetros mas pequefios que una cierta constante ¢, para luego tomar el limite cuando
dicha constante tiende a cero. En el caso de las dimensiones de Minkowski (también llamadas
dimensiones box), los cubrimientos son ligeramente diferentes al requerir que consten de una
familia de d-bolas con radios exactamente iguales a d.

Definicion 2.38. Si (X, d) es un espacio cuasi-métrico y £ C X es un subconjunto acotado,
definimos las dimensiones superior e inferior de Minkowski de E, denotandolas (respectiva-
mente) dimyy ¢(E) y dim, 4(E), como

dimpgF = inf{s > 0 : lim._,oN(E,e)e® = 0}

dimy, 4B = inf{s > 0: lim_,,N(FE,¢)e® = 0}
donde N(E,¢) :=min{k € Ny : E C U;C:l By(x,e),z; € X}

En el caso particular de un espacio de tipo homogéneo que cumple (2.8), las dimensiones de
Minkowski pueden calcularse en términos de la medida de los e-entornos asociados al conjunto
en cuestion.

Proposicion 2.39. Sea (X, d, i) un ETH y-Ahlfors y A C X un subconjunto acotado. Entonces,

HMJA =inf{s > 0: m5_>0+u(A(5))53’7 =0} (2.12)
y, andlogamente,
dim, ;A = inf{s > 0: lm__,;+pu(A(e))e® " = 0}. (2.13)
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Capitulo 2. Espacios de tipo homogéneo

Demostracion. Notemos que ambas igualdades se siguen si demostramos que
N(A,6)e" < n(Ae)) S N(A, ).

Con el fin de verificar la primera desigualdad, supongamos que {z1,...,zx} es un conjunto
e-disperso maximal en A. Dado que A C Ule Bg(zi,e), tenemos k > N(A,¢e). Ademas, la

familia { Ba(wi, 377;) K | es disjunta de a pares y Ule Ba(wi, 57;) € A(). Luego,

k
C(Ka,c1,7ke” <> p(Balwi, 35)) < n(Ae)),
=1

lo que implica N(A,e)e” < u(A(e)). Por otro lado, si {z1, ..., 21} C X es ahora una coleccion
de puntos de X tal que A C (J¥_| By(;, ), entonces A(e) C UE_, Ba(w:, 2K 4¢) v la desigualdad
restante se deduce al usar la condicion y-Ahlfors de (X, d, ;1) como antes, notando que lo anterior
vale para todo k > N(A,¢). [ |

Teorema 2.40. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico.

2.40.1. Sid,d' € D(X) son equivalentes, entonces
dlmHvd(E) = dimH,d/ (E)
para todo E C X. Si ademas E es acotado, se cumple

dimM,d(E) = divad/ (E)

2.40.2. Si A C X es acotado, dimp g A < dimy; 4A < dimps gA.

2.6 La cuasi-métrica de Macias y Segovia

Esta seccion esta dedicada a una construccién dada a conocer en el trabajo [ ]y, como
se adelantd previamente, consiste en una cuasi-métrica con propiedades geométricas especiales
y que mantiene su equivalencia con la cuasi-métrica original del espacio de tipo homogéneo de
partida. Esta cuasi-métrica junto con los lemas de cubrimiento introducidos en la Seccién 2.3
forman una poderosa herramienta de localizacion que sera esencial para los resultados a discutir
en el Capitulo 4. Méas precisamente, para la resoluciéon de un problema anélogo al Problema 1.1
pero en el contexto de los espacios de tipo homogéneo.

La idea de los autores consistio en aplicar un proceso iterativo de mejora o suavizado del
sistema de bandas V;; asociado a la cuasi-métrica inicial d, para asi obtener un nuevo sistema de
bandas U. Luego, la nueva cuasi-métrica se obtiene simplemente como la aplicacion dyy asociada
a este sistema, tal y como fue discutido en detalle en la ultima parte de la Seccion 2.2.

Lema 2.41. Sean (X, d) un espacio cuasi-métrico, V; : R~y — P(X x X) el sistema de ban-
das inducido por d y ¢ = (4K,)~!. Para cada r > 0 y cada entero no negativo n, definimos
recursivamente

(rn) = Va(r), sin=20
R Va(€™r) ou(r,n —1) o Vy(€™r), sin > 0.
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2.6. La cuasi-métrica de Macias y Segovia

Entonces,
oo
r—U(r)= U u(r,n)
n=0

es un sistema de bandas en X tal que
Va(r) CU(r) C Vy(2K3r), paratodor > 0.

Demostraciéon. Dado r > 0, por definicién de la aplicacion r — U (r) tenemos Vy(r) = u(r,0) C
U (r). Para demostrar la inclusion restante, supongamos que (z,y) € U(r) y veamos que d(x, y) <
2K2r. Nuevamente por definicion de U, tenemos que (z,y) € u(r,n) para cierto n € N. Por el
Lema 2.3 y la observacion que lo sucede, se sigue que existe una cadena (xq, ..., Zpn, Yn, - - -, Y0)

talquexo =z, 90 =y y

(g, 2i01) € Va(€" ), 0<i<n
(Wi, yir1) € Va(€*7'r), 0<i<mn (2.14)
(xnayn) € Vd(r)'

Luego,

d(z,y) < Kqld(z, yn) + d(yn,y)] < Ka[Kald(z,20) + d(zn, yn)] + d(yn, y)]
< Kjr+ Kj[d(z,z) + d(yn,y)).

Pero aplicando reiteradas veces la desigualdad triangular en d, vemos que

d(.ﬁU, wn) < Kd[d(x‘, .’L‘n,1) + d(-fnfly xn)]
< Kdd(l'nfla xn) + KCQl [d(l'a xan) + d(l'nf% xnfl)}

n—1

< Z K d(wg, wi4).
i=0

Efectuando un procedimiento analogo sobre el término d(y,, y), concluimos que

n—1 n—1
d(z,y) < Kflr + KC% < Z K7 d(x, xip1) + Z K d(ys, yi+1))
i=0 i=0
n—1
< Kjr+2K3» 47"
=0
[oe)
< Kgr(l +y 4—i)
i=0
< 2K3r,
como debia ser demostrado. [ ]

Observacion: el parametro £ que dicta el proceso de suavizado de U (r) puede elegirse libremente
1

) m

hemos prefijado al valor indicado para simplificar la exposicion.

en el intervalo (0 ). Esto es de hecho lo que hacen los autores en [ ], aunque aqui lo
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Capitulo 2. Espacios de tipo homogéneo

Definicioén 2.42. Dado un espacio cuasi-métrico (X, d), denominamos cuasi-métrica de Macias
y Segovia de (X, d) a la cuasi-métrica

d(z,y) :=dy(z,y) =mf{r >0: (x,y) e U(r)},

siendo dy; la cuasi-métrica asociada al sistema de bandas U : R~y — P(X x X) introducido en
el Lema 2.41.

Corolario 2.43. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico. La cuasi-métrica 0 es equivalente a d. En
efecto,
3(x,y) < d(z,y) < 2K38(x,y),

para todo x,y € X. En particular, K5 < 2K3.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de los Lemas 2.18 y 2.41 usando que d = dy,. |

El resultado previo afirma que § ~ 5 K2 d, por lo que (2.2) toma la forma

Bd(fl?,r) - Bé(xﬂ") c Bd(x72K3T) (215)

En el proximo resultado usamos esta comparacion para caracterizar con mayor detalle a las
d-bolas.

Lema 2.44. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico. Entonces,
Bs(x,r) = (U(r))(x),

para todox € X ytodor > 0. Si ademas las d-bolas forman una base de 74, entonces las 6-bolas
conservan esta propiedad. En otras palabras, las 5-bolas son conjuntos abiertos.

Demostracion. Considerando que d(z,y) = inf{s > 0: (z,y) € U(s)},siy € Bs(x,r), entonces
d(z,y) < rvy, consecuentemente, (x,y) € U(r), por lo tanto y € (U(r))(z). Reciprocamente, si
(z,y) € U(r), entonces (x,y) € u(r,n) para cierto n y existe una cadena (g, - . . , Zn, Yn, - - - , Y0)
tal que z9 = x, yo = y y se cumple (2.14). Pero es claro que (zq, ..., ZTn, Yn, - - -, Yo) también
cumple (2.14) reemplazando r por cierto s < 7, lo que implica que (z,y) € u(s,n) C U(s).
Luego, 0(z,y) < s < r,estoes,y € Bs(z,r).

Supongamos ahora que las d-bolas son conjuntos abiertos en la topologia inducida por d.
Dados x € X y r > 0, observemos que

U(r) (=) ={y € X : (z,y) € U(r)} = |J{v € X : (x,9) € ulr,n)}.
n=0
Pero si definimos W,, := u(r,n — 1) o V4(£"r), podemos escribir
{ye X : (zv,y) €eulr,n)} ={y € X : (x,y) € Vg(&"r) o W, }
={y € X :3v e X talque (z,v) € W,, A (v,y) € Vg(&"r)}
= U Bd(v,ﬁnr),

vEW, ()

que es abierto en (X, d) por ser unién de d-bolas. Mas aun, como (U (r))(z) = Bs(z,r) es unién
de estos conjuntos, se sigue que las J-bolas también son abiertas. |
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El siguiente teorema da a conocer una propiedad geométrica adicional de las bolas de la
cuasi-métrica de Macias y Segovia. Esta consiste en la posibilidad de hallar una d-bola con radio
comparable en la interseccion de dos d-bolas iniciales; que en particular implica que si se parte
de un ETH (X, d, 11), entonces las d-bolas son en si mismas espacios de tipo homogéneos que
admiten las mismas constantes geométricas, segtin lo visto en el Teorema 2.31 .

Teorema 2.45. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico tal que las d-bolas forman una base de T; y sea §
la cuasi-métrica de Macias y Segovia de (X, d). Entonces, existe una constante 0 < = B(Ky) < 1
tal que paratodox € X,r > 0,0 < s < 2Kyr yy € Bs(x,r), es posible hallar = € X que
satisface

Bs(z,8s) C Bs(y,s) N Bs(x,r). (2.16)
Demostracion. Sean m y [ los enteros definidos por las relaciones
m~+1 m
<s<
T <ss e (2.17)
l=m+3,

donde ¢ = (4K,;) ! es la constante utilizada en la definicion del sistema de bandas U introducido
en el Lema 2.41. Dado que s < 2K,r, tenemos que

Mty <« s <2Kyr <&lr = m > 2.

Notemos que esto tltimo se traduce en la desigualdad [ > 2. Ahora bien, dado que y € Bs(z, ),
por el Lema 2.44 se tiene (z,y) € U(r) o, equivalentemente, (z,y) € u(r,n) para algin n.
Por la observacion posterior al Lema 2.3 (que sera utilizada con frecuencia a lo largo de esta
demostracion), podemos hallar una cadena (o, ..., Zn, Yn, - .., %0) en X que satisface z¢g = =,
Yo = y vy tal que se cumple (2.14). A fines de comprobar (2.7), consideramos dos casos por separado.

CasoI (n >1I):seak =n+1—1> 1y consideremos la d-bola By(yy, £'r). Estudiando este
conjunto, veremos que existe una d-bola concéntrica y con radio comparable a s contenida en la
interseccion que figura en (2.7). Comenzamos por elegir z € By(yx, £'7) y estimar

d(z,y) < Kald(z, yk) + d(yk, v)] < & Kar + K3[d(yk, Y1) + d(yk—1,9)]

k-1
<EKgr+Kg Yy K d(ye—1-i, yri)
i=0

k
< €2 (K + Y (€K™
=1
<&y (¢Ka)
=1

(2

_el2 §Kq
=¢ T(l - ng)
< Qfl_leT.

Esto demuestra la inclusion By (yg, &'r) € By(y, 26"~ Kyr). Pero recurriendo a (2.17) vemos que
25171Kd < 5172 — £m+1‘ Luego,

Ba(yr, €'r) € Ba(y,€™'r) € Ba(y, s) C Bs(y, s).
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Por otro lado, considerando la cadena (zo, ..., Zn,Y,,.-.,y,) donde y. = zpara0 < i < k+1
yy; = y; parak + 1 <1i < n, vemos que

(zi,mip1) € Va(E"7t), 0<i<n
(W5, Y1) € Va(€" '), 0<i<n
(xnvyn) € Vd(t)

para algun t < r. Pero dado que o = z y y, = 2, esto implica que (z, z) € u(t,n) C U(t). Por
lo tanto,

§(z,2) =f{r' >0: (2,2) €U} <t <r = Byl E'r) C Bs(z,r).

Hemos comprobado que la d-bola By(yx, £'7) esta contenida simultaneamente en las §-bolas
Bjs(y, s) y Bs(x,r). Para finalizar la demostracion de este caso, observemos que £ = £3(£™Mr) >
€35 lo que, junto con (2.15), permite deducir

Bs(yk, (2K3)71¢3s) C Ba(yr, &%s) C Ba(yr, &'r) C Bs(y, s) N Bs(, 7).

Esto es, (2.16) se cumple con § := (2K 3)_153. Veamos que esta misma cantidad, que solo depende
del valor de K4, permite verificar (2.16) cuando n < [.

Caso II (n < [): notemos que, en este caso, se tiene By(y, £'7) C By(y, £"r). Luego, si z €
By(y, " 1r), 1a cadena de longitud n+ 2 conformada por los puntos (z, o, - - -, Zn, Yn, - - - , Y0, 2)
satisface

(z,m0) € Vg(£"T1r),

(@i, wig1) € Va(€"7'r), 0<i<n
Wi i) € Va(€'r), 0<i<n
(yo,2) € Va(€"r),

(Znyyn) € Va(r).

Esto se traduce en que (z, z) € u(r,n + 1) C V(r). Por el Lema 2.44, tenemos que z € Bs(x,r)
y, en consecuencia, By(y, &'r) C By(y, &"T'r) C Bs(z,r). Ademas, dado que [ > m + 1,

Bd(y7§lr) - Bﬁ(y7£lr) - B5(y7§m+1r> - BJ(yv S)'

Luego, argumentando como en el caso anterior, se sigue facilmente que

Bé(:%ﬁs) - BJ(:% 3) N Bg(.’IJ,T).
]

Corolario 2.46. Sea (X,d, 1) un ETH y sea ¢ la cuasi-métrica de Macias & Segovia construida a
partir de d. Entonces, la familia { Bs(x,7) }zcx r>0 es una familia uniforme de subespacios de tipo
homogéneo de (X, d, ).

Demostracion. Se sigue inmediatamente de los Teoremas 2.31 y 2.45. ]
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CAPITULO 3 I

Pesos de Muckenhoupt y pesos distancia en
espacios de tipo homogéneo

En este capitulo desarrollamos los resultados fundamentales de la teoria de pesos de Muckenhoupt
en espacios de tipo homogéneo. Particularmente, demostramos la conexion que existe entre estos
pesos y las propiedades de acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood en este contexto.
Si bien existen antecedentes que estudian este problema en ETHs ([ 1), la mayor parte de estos
resultados fueron adaptados de R™ a partir de fuentes clasicas en el area, como lo son el libro de de
J. Garcia Cuerva y J. L. Rubio de Francia [ | asi como el mas reciente trabajo de A. K. Lerner
[ ] sobre acotacion maximal en términos de bases. Una vez introducidos los conceptos basicos,
enfocamos nuestra atencion al caso de los pesos distancia. Para este tipo de pesos, proveemos algunos
ejemplos y demostramos propiedades elementales para luego plantear los problemas a resolver en
los capitulos venideros, cuya solucion representa el principal aporte de esta tesis. Para finalizar, se
resumen los antecedentes historicos donde se haya hecho uso o mencioén a los pesos distancia, asi
como sus aplicaciones y el tipo de condicion geométrica ligada a los conjuntos asociados. En esta
breve exposicion, pondremos especial atencion sobre aquellos trabajos recientes donde la condicion
geométrica en cuestion esté vinculada con alguna nocion de porosidad y, sobre todo, con la condicion
de porosidad débil introducida en el Capitulo 1.

Contenidos
3.1 Maximal de Hardy-Littlewood . . . . . . ... ... .. ... .. ......... 68
3.2 Acotacién de la maximal con pesos y clases de Muckenhoupt . . . . . ... ... 71
3.3 Pesos distancia en espacios de tipo homogéneo . . . . . . . ... ... 77
3.4 Antecedentes en el estudio de pesos distancia. . . . . . ... ... ... 82

3.1 Maximal de Hardy-Littlewood

Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo. A lo largo de este capitulo, supondremos que
(X, d, p) posee la propiedad que las d-bolas forman una base de la topologia 7. En este contexto,
entendemos por funcion medible en X a toda funcién f : X — R que sea medible con respecto
a las o-algebras F,, y B(R) relativas a los conjuntos de salida y llegada, respectivamente. Las
clases de Lebesgue para 1 < p < oo quedan naturalmente definidas por la norma

HfHLP(X”u) = (/X |f’pd'u>zl)
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3.1. Maximal de Hardy-Littlewood

mientras que, para p = 00, se tiene
1120 = esssup | £(x)| = inf {M >0+ p({wr € Xz |f(@)] > M}) =0}
Tre

Notese que estas clases no dependen de la estructura cuasi-métrica del espacio. Por otro lado, la

L (X, d, ) se define como el conjunto de las funciones

f medibles y de médulo integrable sobre cualquier d-bola:

clase de funciones localmente integrables L

/ |fldp < o0, Vz e X, r > 0.
By(x,r)

1

Definicion 3.1. Dada una funcién f € L

en (X, d, i) se define como

(X,d, ), la funciéon maximal de Hardy-Littlewood

1
Mf(x zsup/ fy)lduly
() Sup 5 BI ()|du(y)
para todo x € X, donde el supremo abarca todas las d-bolas B C X que contienen al punto x. El
operador sublineal M es el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Cabe destacar que es posible definir un operador maximal centrado M° mediante la formula

c B 1
M) =sup s | 1 wlan)
donde, a diferencia del operador maximal M, s6lo se consideran bolas centradas alrededor del
punto x a la hora de tomar el supremo. En todo caso, ambos operadores resultan ser comparables
entre si, por lo que en general es suficiente considerar el operador introducido en la Definicion 3.1.
Aligual que en R, el operador M resulta ser acotado en los espacios L?, pudiendo demostrarse
este hecho de una forma muy similar al caso euclideo basada en cubrimientos con bolas de los
conjuntos de nivel de M f, donde f es una funcién localmente integrable arbitraria.

1
loc

Proposicion 3.2. Si f € L
M f es medible.

(X,d, u), entonces M f es semicontinua inferiormente. En particular,

Demostracién. Dado t > 0, basta verificar que la preimagen (M f)~1((¢,00)) es abierta. En otras

palabras, veamos que
E,:={x e X : Mf(x) >t}

es abierto. Dado xg € E}, podemos hallar un par (z,7) € X x (0,00) tal que zy € By(x,r)y

_
M(Bd(:t,?”))

Sea ahora z € By(x,r), entonces

/ F@)lduty) > t.
By(z,r)

_
M(Bd(xa 7"))

Esto significa que xg € By(z,r) C E}. Esto es, By(x,r) es un entorno abierto de x( y, como la
eleccion de este punto fue arbitraria, se sigue que E} es abierto. [ ]

Mf(z) > L(y@ww>t

Resulta claro por definicion que || M f/|| foo(x ) < || f|l oo (x ) El siguiente resultado resume
las propiedades de acotacion de M para el resto de exponentes 1 < p < oo.
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Capitulo 3. Pesos de Muckenhoupt y pesos distancia en espacios de tipo homogéneo

Teorema 3.3. Sean (X, d, ) y M como arriba. Entonces, existe una constante positiva C =
C(Kg,cp,q) tal que

3.3.1. para toda funcion f € L*(X, j1) y todo niimerot > 0 se cumple
plfr € X M7@) > 1) < Sl
33.2. dado1l <p < ooy f € LP(X,pn), se cumple la desigualdad
IMF Lo < C7GEDP Il (xg0-

Demostracién. Comencemos por demostrar 3.3.1. Sean f € L'(X, ) y zo € X.Paracadan € N
y cada t > 0, consideramos el conjunto

E,:+ = {x € By(zg,n) : Mf(x) > t}.

Siz € E, 4, podemos hallar y(z) € X y r(z) > 0 tales que x € By(y(z),r(x)) y

][ P (=) > .
Bg(y(z),r(x))

Luego,

M) > A Baly(2),7(2))) M) > o
]{Bdw,mr(x)) J)ldutz) = (Ba(x,2Kqr(x))) ]{adw(x),r(x)) S duz) = et

para cierta constante ¢ > 0 que depende unicamente de K, y ¢, 4. Definimos ahora la funcion
R : E,+ — R-( mediante la asignacién = — R(x) = 2K r(z). Luego, dado que E,, ; es acotado,

podemos aplicar el Lema 2.21 (Lema de Wiener) para hallar una coleccién a lo sumo numerable
de puntos {x;}ic; C Ey; y numeros 7; = R(x;) tales que By(x;, ;) N By(xj,7;) siempre que
i # 5y Ent € Ujer Ba(xi, Cri) donde C' = C(Kg) > 0 es una constante. Dado que el valor
medio de la funcion | f| sobre cada una de las bolas B,(x;, r;) esta acotado inferiormente por la
cantidad ct, tenemos que

W(Eng) <Y u(Balwi, Cry)) < C(Ka, ea) Y n(Balwi,rs))

iel i€l

%C(Kda Cpu,d) Z/B

icl Y Ba(ziri)

IN

f(2)ldu(z)

1
< EC(KdaCu,d)HfHLl(X,#)'

Luego, 3.3.1 se sigue al tomar el limite n — oo. Dado que M es fuertemente acotado en L> (X, ),
combinando esto con la acotacion débil (1, 1), es posible deducir la acotacion fuerte (p, p) mediante
un argumento clasico de interpolacion (ver, por ejemplo, [ , Teorema 1.3.2]).

]

Terminamos esta seccion presentando resumidamente las hipotesis necesarias para obtener
un teorema de diferenciacion en nuestro espacio de tipo homogéneo (X, d, p).

Definicién 3.4. Dados f € L{. (X,d, ;) y x € X, diremos que z es un punto de Lebesgue de
[ si existe un nimero real f(x) tal que
1

i ) o T Fldn) =0
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3.2. Acotacién de la maximal con pesos y clases de Muckenhoupt

Teorema 3.5 (Teorema de diferenciacion de Lebesgue). Supongamos que (X, d, 1) es un ETH tal
que las funciones continuas son densas en L' (X, i) y sea f € L}, (X,d, u). Entonces, existe un
conjuntoY C X con u(Y) =0 y tal que todox € X \'Y es un punto de Lebesgue de f. Mas atin,

1

S ) o SO = )

paratodor € X \'Y.

Observacion: una condicion suficiente para que las funciones continuas sean densas en L' (X, )
es que el espacio cuasi-métrico dado por el par (X, d) sea completo, en cuyo caso toda funcion de
modulo integrable puede ser aproximada en norma por funciones Lipschitz. Los detalles pueden
consultarse en [ , Teorema 5.3].

3.2 Acotacion de la maximal con pesos y clases de Muckenhoupt

Una funcién w : X — R>( medible se denomina peso en (X, d, it). Un peso define natural-
mente una medida wdy sobre F,, mediante la asignacién U — w(U) donde

w(U) = /Uw(a:)du(x).
Decimos que un peso es duplicante en el caso que la medida inducida satisfaga
0 < w(Bg(zx,2r)) < Cypw(Bg(z,r)) < 00

para cierta constante ', y para todo par x € X, r > 0. Notemos que, si w es duplicante, se sigue
inmediatamente que la terna (X, d, wdpu) es un nuevo espacio de tipo homogéneo.

En las paginas siguientes, retomamos el problema de acotacioén del operador M pero reem-
plazando la medida p por la version pesada wdp. La pregunta que surge naturalmente es, ;para
qué clase de pesos w podemos asegurar la acotacion de dicho operador? Como se ha mencionado
anteriormente, esta es la clase de pesos de Muckenhoupt.

Definicion 3.6. Dado 1 < p < o0, el peso w pertenece a la clase A, (X, d, ;1) de Muckenhoupt si
w € L{ (X,d, ut)y existe una constante C' > 0 tal que

loc
(]{Bw(az)d#(x)) (]{Bw(x)_pildu(:v))pl <C (3.1)

para toda bola B C X. Decimos que w pertenece a la clase A1(X,d, p) siw € L{ (X,d, )y
existe una constante C' > 0 tal que

][ w(z)du(x) < Cessinfyep w(x) (3.2)
B

para toda bola B C X.

En R", una caracterizacion alternativa y frecuente de la condicién A; consiste en solicitar que
la funcién maximal del peso w esté mayorada por el propio w. Esta caracterizacion es valida atin
en nuestro contexto.

Lema 3.7. La condicion (3.2) es equivalente a
Muw(z) < C'w(z), (3.3)

para ji-casi todo x € X y para cierta constante C' > 0.
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Demostracion. Claramente, (3.3) implica (3.2) con C = C’. Reciprocamente, sea C’ := cde
donde m es el entero definido por las relaciones 2™~ 2 > K, > 2™~3 y supongamos que se
cumple (3.2). Si

E:={ze X : Mw(z) > C'w(z)},

es suficiente demostrar que p(E) = 0. Para z € X y r > 0 arbitrarios, denotamos por
S(x,r) :={y € Ba(z,r) : w(y) < essinfp ) w}.

Por definicién de infimo esencial, se sigue que 1(S(x,7)) = 0. Ahora bien, si y € F, podemos
encontrar g € X y ro > 0 tales que y € By(xo,70) y

][ wdp > C'w(y). (3.4)
Ba(zo,r0)

Dado que X es separable (ver Teorema 2.29), existe un subconjunto D C X denso y numerable.
Luego, existe z € D y un racional ¢ tales que d(zg, z) < roy 2K4ro < q < 4K4r¢. En particular,
para todo u € By(xg,r0) se cumple

d(u, z) < Kg[d(u,zo) + d(zg, 2)] < 2Kgr¢ < gq.

Esto dltimo se traduce en la inclusién By(xg,r0) € By(z, q). Pero entonces, de (3.2) y (3.4) se
sigue

B
Cessinfp,(, qw > ][ wdp > #(Ba(wo;70))

= wdp > ¢ "C'w(y) = Cw(y).
Ba(z,9) w(By(z,q)) ]éd(xo,ro) w,d (y) (y)

Esto quiere decir que y € S(z, q), lo que nos permite concluir que

Ec |J S,

z€D,qeQ

que al ser una unién numerable de conjuntos nulos se tiene ;(E) = 0, como queriamos ver. W

1
Para el caso 1 < p < oo es conveniente hacer uso de la notaciéon o(z) := w(z) »-1, conla
cual podemos reescribir (3.1) como

w(B)o(B)P~!
“mp <

Las constantes mas pequefias para las cuales se cumple ya sea (3.1) o (3.2) se denotan [w] Ap(X,dops)
o [w] 4, (x,d,u)> respectivamente. Estas reciben el nombre de constantes A, de w. El préximo
resultado muestra que la eventual condicién A, de un peso w es invariante ante cambios de
cuasi-métricas equivalentes, existiendo una dependencia entre las nuevas constantes A, y las de
partida.

Proposicion 3.8. Sid ~ d es otra cuasi-métrica en X, entonces
Ap(Xv d/7 M) = AP(X? d7 M)
para todo1 < p < oo.
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Demostracion. Supongamos que d' ~¢, ¢, dy que w € A,(X,d, p1). Por (2.2), sabemos que
By(z,C5'r) € By(x,r) € By(z, Oy 'r) paratodo z € X y todo r > 0, luego

w(Ba (x,7))o(Ba (z,7))P~" < w(Ba(x, Cy 7))o (Ba(x, Cy )P
< [w]a, (x,dp) 1(Balz, Cy'r))
< C(C1, C, g, W) 4y (x,d40)) 1(Balz, C3'r))
< C(Cr, Co, epas [wla, (x,dp) W(Bar (x,7)).

Para demostrar la implicacion restante basta con invertir los roles de d y d’. El caso p = 1 se sigue
de forma anéloga usando que ess inf 4 w > ess inf p w siempre que A C B. [ ]

La siguiente es una lista (no exhaustiva) de las propiedades elementales de los pesos de
Muckenhoupt. Aqui podemos mencionar propiedades como la contencion A; C A, la dualidad y
la duplicacioén.

Teorema 3.9 (Propiedades basicas de pesos Ap). Sean1 <p < g <ooyp = z% (el exponente
de Holder conjugado de p).

3.9.1. A1(X,d,p) C Ap(X,d,p) C Ag(X,d, p).

3.9.2. we Ay(X,d,p) siysolosio € Ay (X,d, p).

3.93. Dados1 <r <pyw € Ay(X,d, ) entonces existec € (0,1) tal que w® € A, (X,d, p).
3.94. Siw € Ay(X,d, j1) entonces w es duplicante.

3.9.5. Siv,w € Ap(X,d, p), entonces min{v, w}, méx{v, w} € A,(X,d, p). Esto vale también
enelcasop = 1.

Demostracion.

-1
(3.9.1) Dado que la aplicacioén t +> tr T es convexa, podemos utilizar la desigualdad de Jensen

para obtener

( ]{3 wiy) T duw)" < ( ]i wly) 7T du(y)) < esssuppwt = (essinfpuw)

multiplicando por el valor medio de w en B, se obtienen las inclusiones buscadas.

(3.9.2) Siw € Ay(X,d, p1), dado que (p — 1)(p' — 1) = 1, elevando ambos lados de la desigualdad

<]{3 wis) <]i d) " < folay o

a la potencia p’ — 1, obtenemos la desigualdad equivalente

(F, ) (7 75)" ™ < Wl

Estoes, 0 € Ay (X,d, 1)
(3.9.3) Si tomamos ¢ := (r — 1)(p — 1)}, claramente ¢ € (0,1) y

(]é(ws)”l—ldu)r_l - (][Bwljlldﬂ>5(p—l)'
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Por otro lado, dado que ¢ — t% es convexa, la desigualdad de Jensen implica que

]{Bwedu < (]{deu)a.

Combinando ambas observaciones, obtenemos

(]{3 w¥dp) (]{B(ws)‘rlldu)r_l < (]{B wie)" ]{3 wirild")g(p_l) = [w]iix,d,w

(3.9.4) Dados € X y s > 0, denotamos B = By(z, s). Sea E C B un subconjunto medible.
Usando Holder con los exponentes py p’ = z% y recurriendo a la condicién A, de w, estimamos

P

w(E) :/Ew;’w_;’dug (/Ewdu);</Ew_Pi1du)pl

p—

< w(E)i(/Bwplldu)pl

< [wl}, (x.a04(B) (@

Reordenando, obtenemos

n(E) z ey
i) < [w]Ap(X,d,u) <m)

En particular, reemplazando s = 2ry E = By(x,r) en (3.5) se llega a la condicion de duplicacion

. (3.5)

w(By(z,2r)) < C%d[w]f}p()(,d,“)w(Bd(x?T))'

(3.9.5) Notemos en primer lugar que si v, w son pesos localmente integrables, entonces tanto
min{v, w} como max{v, w} lo son también. Si v,w € A,(X,d, 1) con p > 1, podemos estimar

][méx{v,w}du < ][ vdp + ][ wdp
B B B
1 1-p _1 1-p
< p— p—
< [U]AP(X,d7u)< ]ZB v 1du> + [w]Ap(X,d,p)( ]{9 w 1du> (3.6)

, _ 1 1-p
< 2({ola, e + [, o) ( f, mic{o,w} 7).

Luego, max{v,w} € Ap(X,d, ). Ahorabien, por 3.9.2, tenemos que viﬁ, w1 € Ay(X,d, p),
por lo tanto
min{v,w}_PTll = méx{v_rllj,w_rll} € Ay (X,d, p)

por lo probado anteriormente. Aplicando nuevamente 3.9.2, obtenemos que min{v, w} € A,(X,d, u).

Siv,w € A1(X,d, p), para demostrar que max{v, w} € A;(X,d, uu), basta con intercambiar
las integrales en (3.6) por los correspondientes infimos esenciales y proceder de forma analoga. Por
otro lado, notemos que, para una bola B fija, ess inf p min{v, w} = min{ess infp v, ess inf g w}.
Podemos entonces asumir sin pérdida de la generalidad que ess inf g min{v, w} = ess inf g v. Se

sigue que
][ min{v, w}dp < ][ vdp
B B
< [v]a, (x4 essinfp v
< méax{[v] 4, (x,d,)s (W] A, (X,d,) } €88 inf p min{v, w}.
Luego, min{v, w} € A1(X,d, u). [ |
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A continuacidn, consideramos la acotacién de M con respecto a las medidas pesadas wd,
donde w es un peso de Muckenhoupt, comenzando con el caso p = 1.

Teorema 3.10 (Acotacion débil (1,1) de M con pesos). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

1
loc

3.10.1. Existe una constante C' > 0 tal que para toda f € Ly (X, d, wdu) y todo nimerot > 0 se

cumple
C
w({r e X : Mf(x) >1t}) < ?HfHLl(X,wduy
3.10.2. w e Ay (X, d, p).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que vale 3.10.1. Dada una d-bola arbitraria B y un
subconjunto S C B medible y tal que p(.S) > 0, consideramos la funcién f = 1g. Entonces,

R _ n(S) _
a5 [, =gy =t

Por la hipotesis sobre S, ty > 0. Ademas, tenemos que tyg < M f(x) para todo z € B. Luego,
BC{xe X : Mf(x)>t}para0 <t < to. Por la acotacién débil de la maximal, se sigue que

w(B) < wlfo € X s Mf@) > ) < § [ |fluwdu = Gu(s).

nuevamente, para todo 0 < t < to. Tomando el limite ¢ — ¢g y reorganizando la desigualdad,
obtenemos

w(B) _ u(s)

pu(B) u(S)
Notemos que si £ > ess inf g w, entonces el conjunto S¢ := {z € B : w(x) < £} tiene medida
positiva, por definicién del infimo esencial. Luego, (3.7) implica u(B)~'w(B) < C¢, para todo

(3.7)

& > ess inf g w. Por lo tanto,

][ wdp < Cessinfpw,
B

lo que prueba 3.10.2.

Reciprocamente, supongamos que se cumple 3.10.2 y que f € L'(X, wdu), dado que si f no
es de modulo integrable la desigualdad se cumple trivialmente. Supongamos también que f > 0.
Parazp € X, n € Nyt > 0 fijos, definimos, como antes,

En+ = {x € By(zg,n) : Mf(x) > t}.

A continuacion, replicamos el argumento utilizado en la demostracién del Teorema 3.3 para hallar
una familia a lo sumo numerable de d-bolas { By(z;, ;) }ier disjuntas dos a dos y constantes
positivas ¢ y C que dependen tnicamente de K tales que

N j(‘Bd(ﬂﬁw’z‘) fdp = cty

o Epi CUer Ba(zi, Cry).
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Ba(zi,Cry) U)dM)

1
“c
< ; ; (Cd’M,Kd)(/Bd(xiﬁ'i) fdﬂ> (de(xiycri) wd#)
< Z %C(Cd,/u Kd)/B ( )f(./\/(w)du
d\ZTi,Tq

< —C(Cdps Ka)ll fll L1 (x wdp)s

donde se utilizo la caracterizacion (3.3) de la condicién A; de w para obtener la ultima desigualdad.
Dado que w(Ey ) = w({xr € X : Mf(x)}) cuando n — o0, se sigue que

—~~

1
w({zr € X : Mf(z)}) < ZC(Cd,mKd)”f”Ll(X,wdu)’ (3.8)
como debia ser demostrado. [ ]

Para demostrar la acotacion fuerte de M en espacios L” con pesos para p > 1, optamos por
seguir el enfoque de A. K. Lerner en [ ], que se ajusta facilmente al contexto de espacios de
tipo homogéneo al tomar las bases adecuadas.

1
loc

Definicién 3.11. Sean w un peso en (X,d, ) y f € L, (X, d, ). Introducimos la siguiente

version pesada del operador maximal.
1
Moy f(z —sup/ J(@)lw(y)du(y),
wf(@) SUp (B B\ (W)|w(y)du(y)
donde el supremo abarca todas las d-bolas en X que contienen al punto x.
Debido a 3.9.2 y 3.94, si w € Ay(X,d, ;) entonces también o € Ay (X,d,u) y tanto
(X, d, wdp) como (X, d,odu) son espacios de tipo homogéneo. Dado que M,, y M, son los
operadores maximales estandar en dichos espacios, en tal caso podemos aseverar sin mas que

M, es acotado en LY(X, wdu) y M, es acotado en L4(X, odu), para todo 1 < ¢ < oo gracias
al Teorema 3.3.

Teorema 3.12 (Acotacion fuerte (p,p) de M con pesos). Sean1 < p < co yp' = p%l. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

3.12.1. M es acotado en LP(X,wdp) y en LY (X, ody).
3.12.2. w e Ap(X,d, p).

Demostracion. Veamos que 3.12.1 implica 3.12.2. Si B C X es una bola arbitraria, entonces

para todo x € B. Luego,

(ZE??)WB) = /B (Zgg;)pwdﬂ < /X (M(olp)Pwdp < C/Bapwdu = Co(B),
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dado que oPw = 0. Reordenando la desigualdad anterior, se obtiene w € A, (X, d, jt).
Consideremos ahora la implicacién reciproca. Si B es una bola arbitrariay f € Lloc (X,d, ),
podemos reescribir y estimar el valor medio de | f| en B de la siguiente manera.

o | it = (MBI u(JZ) 1 /mdu e

< [l x| o (1 / / o) Mo wdutw)” du(z)] "

1

< ol b [ (Ma(fa’l)(Z))p’lw(Z)’lw(Z)du(Z)]

< [l a0 Mu((Mo (fo P L) ()]

para todo x € B. Luego, usando las propiedades de acotacién de los operadores M,, y M,
concluimos que

| M@ [ 1Mo (0P 0P wd
< /X My (fo )P P~V
-1 Py
< /X M, (fo ) Podu

Esto demuestra la acotaciéon de M en LP(X, wdy), mientras que la acotacion en L¥ (X, odp) se
sigue de forma analoga. u

3.3 Pesos distancia en espacios de tipo homogéneo

El proposito principal de esta tesis es el estudio sistemético y la caracterizacion de pesos de
Muckenhoupt obtenidos como potencias de funciones distancia a un subconjunto de un espacio
métrico o cuasi-métrico. Estos pesos ya fueron estudiados en el ambiente de R" en el Capitulo 1,
donde se mencion6 que las funciones de la forma x — |x|? son ejemplos clasicos, obtenidos por
primera vez por B. Muckenhoupt en [ ]. En lo que sigue, veremos que las funciones distancia
a un punto fijo posibilitan la obtencién de pesos distancia en las clases A, ain en espacios de tipo
homogéneo con las hipétesis adecuadas, a saber, que sean y-Ahlfors regulares con v > 0.

Sea (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo y-Ahlfors y sean 0 < C7 < Cy < oo tales que

Cir7 < pu(Bg(x,r)) < Cor”

para todo = € X y todo r > 0. Para un punto fijo g € X, veamos que la funcién distancia a xg
elevada a una potencia adecuada pertenece a A,(X, d, ).

Nos proponemos asi encontrar constantes C'y 6 tales que se cumpla (3.1) con B = By(x,r)
para el peso w = d(-, 29)?. Supongamos en primer lugar que 6 es negativo. Sea M > 1 arbitrario
y consideremos el caso en que d(x, z9) < Mr. Una aplicacion directa de la desigualdad triangular
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permite comprobar la inclusion By(z,7) C By(xo, Kg(M + 1)r). Luego,

/ wdp < / wdp
By(z,r) Ba(wo,Kq(M+1)r)

d(x, o)’ du(x)

M

0 /Bd(xo,2de(M—‘rl)T)\Bd(CE(),Qk1Kd(M+1)T‘)

i

2 Kg(M + 1)7)? (By(wo, 27 F Ka(M + 1)r))

M

b
Il
o

> 1 \7+0
< C(Kq, M, 0,Co,y)r" "N (27> :
k=0

Siy+ 6 > 0, la serie a la derecha de la ultima desigualdad es convergente y, por lo tanto, la
cantidad Cr7*? es una cota superior para la integral de partida, donde la constante C' depende
de K4, M, 0,Cs y ~. Usando la misma técnica para partir el dominio de integracion original en
coronas se puede verificar que

/ odu < / od
By(z,r) Bg(zo,Kq(M+1)r)

00 0
__0 1 Y=p=1
S C(Kd,M,H,CQ,”%p)T’Y p—1 Z <27k> .
k=0
Este sumatoria es siempre convergente y, al combinar esto con lo anterior, permite dar con la
estimacion

( /Bd(x,r) wdu) ( /Bd(m,r) Udﬂ)pil < (K4, M, 0, Co, 7y, p)r™”

< C(Kq,M,0,Co,v,p)pu(Ba(z,r))?

para todo 6 > —~. Notemos que, de haber tomado 6 > 0, la cota hallada para la integral sobre o
es validasiy — 60(p — 1)1 > 0, es decir, si # < (p — 1)7; mientras que la cota para la integral
de w se cumple automaticamente. Por dltimo, supongamos que d(x, z9) > Mr.Siy € By(z,r),
entonces

d(y, o) < Kgld(y,x) + d(z,z0)] < Kq[r + d(z, z9)] < Kd[M_1 + 1]d(z, x0)

y también
d(y, x0) > Ky ''d(x, 20) — d(x,y) > Ky '[1 = M~ d(z, o).

Luego,

<][Bd($,7‘) wdu) <][Bd(m,r) Ud'u>p_1 < C(Kg, M, 0,p).

Hemos probado que d(-, 79)? € A,(X,d, 1) siempre que —y < 6 < (p — 1) para todo espacio
de tipo homogéneo ~y-Ahlfors (X, d, iu). A continuacién, comenzamos a considerar funciones
distancia a conjuntos arbitrarios en vez de aquellos que consisten en un Gnico punto. Vale la pena
recordar que estamos suponiendo implicitamente la propiedad de d-bolas abiertas para nuestro
ETH general (X, d, 1) (en particular, ya no supondremos la condicién de regularidad Ahlfors),
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lo que permitira demostrar la medibilidad de los pesos distancia generales. Dado un conjunto

E C X no vacio, definimos la funcién distancia a £ (con respecto a la cuasi-métrica d) como'®

d(z,F) = ;1612 d(z,y).

Proposicion 3.13. Sea £ C X un conjunto no vacio, entonces

3.13.1. paratodo® € R, la funcion d(-, E)? : X — [0, 00) es medible;

3132. E={r € X :d(z,E) = 0}.

Demostracion. Para probar 3.13.1, notemos que para todo ¢ > 0, la preimagen

d(-, B) ' ((=00,t)) = {z € X : d(x,E) <t} = | Ba(y, 1)
yer

es un conjunto abierto, y por lo tanto x — d(x, F) es medible. El enunciado se sigue dado que la
funcién t — t¥ es continua en R.

Consideremos ahora 3.13.2. Dado = € X \ E, existe cierto 7 > 0 tal que By(x,7) C X \ E,
lo que implica que d(z, E) > r > 0. Luego, d(x, E) = 0 implica que x € E. Reciprocamente, si
x € F, se cumple que By(x,7) N E # () para todo r > 0. De esto se sigue que, para cada r > 0,
existe algin e, € E tal que d(z,e,) < r. Esto es, d(z, F) = 0. [ |

El siguiente resultado afirma que un peso distancia d(-, E)? cumple una condicién del tipo
A, siy solosiel peso d(-, E )¢ calculado a partir de otra cuasi-métrica equivalente d la satisface,
siempre y cuando las bolas de ambas cuasi-métricas sean conjuntos abiertos en la topologia que
inducen.

Proposicion 3.14. Dados € R,1 <p<ocoy d ~ d una cuasi-métrica en X tal que las d-bolas
forman una base de 74, se tiene que d(-, E)° € Ap(X,d, p) siysélosid(-, E)? € A,(X,d,p), para
todo conjunto no vacio & C X.

Demostracion. Notemos que, dada la posibilidad de intercambiar los roles de d y d, es suficiente
demostrar una de las implicaciones. Mas aun, nos limitaremos a demostrar unicamente el caso
p = 1, dado que para p > 1 los cambios necesarios en la demostracion son minimos. Supongamos
entonces que d(-, E)? € A;(X,d, ). Observemos que si 6 > 0, el resultado es trivial (en todo
caso, consultar la Proposicion 3.17), por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que
6 < 0.Sean 0 < C; < Cy < oo tales que Cyd(z,y) < d(x,y) < Cod(x,y).Dadoy € X yr > 0,
tenemos

b S BV dual ! u(Baly,Cy'r) v
#(Byly ) /Bg@w) A BV AR = B 00 ) Bty €1 ) /Bdujcl 1y A0 BV )

< C{eald(-, E)’]

Ay (X, dp) essmf Ba(y,C —17«)d('7E)9

E)
< CUeRld(, B)a, (x,ap) essinfp () d(-, E)’
(-,

<de< ) [d

donde en la segunda desigualdad utilizamos la estimaciéon

M(Bd(y’cflr)) < M(Bd(yaoflT)) < cm
wBily.r)  ~ p(Baly, C5'r)) — M

Aqui optamos por emplear la notacién d(-, F) en vez de la anterior dist(-, E) para una mayor claridad en cuanto

) ]Al(Xdu) €8S lnfB 2(y,r) d( )9’

a qué cuasi-métrica se esta considerando a la hora de determinar la distancia entre puntos o conjuntos.
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G
1

con 2™ 1 < < 2™, [ |

Una vez introducidos los pesos distancia en espacios de tipo homogéneo y probadas sus
propiedades basicas, procedemos a enunciar los problemas centrales cuya resolucién ocupara
la mayor parte de los proximos capitulos. El siguiente es una generalizacién del Problema 1.1
presentado en el Capitulo 1 en el contexto de R™.

Problema 3.15. Caracterizar la familia de conjuntos no vacios £ C X para los cuales existe
6 € R tal que d(-, E)? es un peso no constante en la clase A;(X,d, ).

Sea 31 (X, d, i) la familia de subconjuntos de X que son solucién al Problema 3.15. Aligual que
en el Capitulo 1, veremos que los conjuntos en 31 (X, d, i) estan caracterizados por una nocién
de porosidad equivalente a la de porosidad débil en R™ mas una hipétesis adicional de duplicacion
del poro maximal introducida por C. Mudarra en [ ]. Estos resultados no solo generalizan
la teoria desarrollada en [ ], sino también los hallados en [ ] en el contexto de
espacios métricos con medida duplicante, todo a través de un mecanismo de prueba basado en
la cuasi-métrica de Macias y Segovia y la aplicacién de los lemas de cubrimiento introducidos
en el Capitulo 2. Ademas, se daran condiciones suficientes sobre (X, d, u1) para garantizar que
Z)1()(7 d7 :U’) 7é @

Una vez caracterizada la familia ¥, (X, d, (1), el siguiente objetivo es la busqueda de solucion
para un problema atin mas general: el de los pesos distancia que cumplan la condicién Ay, con
p > 1. Enlo que sigue, denotamos Ao (X, d, pt) = U1 Ap(X, d, p).

Problema 3.16. Dado 1 < p < o0, caracterizar la familia de conjuntos no vacios £ C X para
los cuales existe § € R tal que d(-, F)? es un peso no constante en la clase A,(X,d, ).

En analogia con lo anterior, denotamos por X,(X, d, 1) a la familia de subconjuntos de X que
son solucién al Problema 3.16. Este problema es considerado en el Capitulo 5, para lo cual sera
necesario dar con una condicion geométrica ain mas general que la de porosidad débil y basada
en el control de las “fracciones de poros grandes y pequefios”, como se adelant6 en la seccion
final del Capitulo 1. Si bien se discutira una primera caracterizacién valida en todo espacio de
tipo homogéneo (X, d, i1), una caracterizaciéon mas completa y reminiscente de la condicién de
porosidad débil sera obtenida en R™.

Antes de profundizar sobre la geometria intrinseca de los conjuntos contenidos en las fa-
milias ¥1(X, d, 1) y £,(X, d, i), es posible deducir algunas de sus propiedades a partir de las
propiedades de los mismos pesos de Muckehoupt introducidas en las secciones previas de este
capitulo.

Proposicion 3.17 (Propiedades de las clases solucion ¥,(X,d, p1)). Sean1 < p < oo, E €
Y(X,d, 1) y0 € R tal quew := d(-, E)? € A,(X,d, 1) es un peso no constante.

3.17.1. Xy(X,d, 1) C Ep(X,d, 1) C By(X,d, 1), Vg > p.

3.17.2. Sip = 1, necesariamente se cumple'* 6 < 0.

!Si p > 1, en general sélo podemos asegurar que 6 # 0. De hecho, si (X, d, i1) es y-Ahlfors ya sabemos que existen
pesos distancia con potencias tanto positivas como negativas en la clase A, (X, d, pt) gracias al ejemplo desarrollado al
comienzo de esta seccion.
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3.17.3. Sil < p,q < 0o, entonces existen o, § > 0 tales que d(-, E)~® y d(-, E)? pertenecen a
Ay(X,d, ). En particular, tenemos que

Ep(Xa d,p) = Yoo (X, d, 1)
paratodo1l < p < oo.
3.17.4. u(E) = 0. En particular, E es nunca denso.

3.17.5. SiEy,...,E, € ¥,(X,d, ), entonces E1U. . .UE, € ¥,(X,d, p). Mas atin, esto es valido
también parap = 1.

Demostracion.
(3.17.1) Se sigue inmediatamente de las inclusiones A1 (X, d, u) C A,(X,d, pn) C Ay(X,d, ).

(3.17.2) Si tuviéramos que 6 = 0, entonces w = 1, contradiciendo la hipétesis. Supongamos ahora
que § > 0. Dado y € E, escribimos B®) := By(y, k) y pi := u(B®). Luego, si w estuviera en
Au,

/ wdp = lim d(-, E)?du < (W] 4, (x,d,) fIm sup (,uk ess inf p k) d(~,E)0>.
X k=00 J p(k) " koo

1
Tomando 0 < g < min{k, k‘_%,uk 71, se sigue que By(y,e) € B®). Ademas, w(z) < £f <
k', ! paratodo @ € By(y,er) v, dado que pu(By(y, ex)) > 0, se cumpliria que

1
essinf z d(-, B)? < —,
o (- EY < 1o
que, combinado con lo anterior, permite deducir que [y wdyu = 0, lo que a su vez implica w = 0.

Esto es una nueva contradiccién con la hipétesis, por lo que debe ser § < 0.

(3.17.3) Afirmamos en primer lugar que existe 6 € R con el mismo signo que # (que es no nulo
por el item previo) tal que d(-, E)9 € Ay (X,d, ). En efecto, si p < ¢, entonces es inmediato
que w € Ay(X,d,p), por lo que basta con tomar § = 6. Si en cambio tenemos que p > g,

por 3.9.3, sabemos que d(-, E)G;qfll) € A (X,d, ), por lo que en este caso debemos tomar
= 9(qg—1)(p—1)~L. Por otro lado, recurriendo a un argumento de dualidad (ver 3.9.2) podemos
ver que d(-, E)% € A, (X,d, 1) para 6y := 6(1 — p) L. Luego, la afirmacién anterior aplicada al
peso d(-, E)% permite hallar A con signo opuesto a § tal que d(-, E)é\0 € A,(X,d, p). Finalmente,
tomando ya sea o« = —é\y B = é\o sif < 0obiena = —é\o y B = fsi 0 > 0, obtenemos el
resultado buscado.

(3.17.4) Por 3.17.3, tenemos que w, = d(-, E)™* € Ay(X,d,p) paraalgin1 < ¢ < ooy
1 (X,d, ). Dado que wa|E = 00,

cierto a > 0. En particular, tenemos que d(-, E)™* € L; .

necesariamente debe cumplirse y(F) = 0.

(3.17.5) Basta demostrar que E1 U Ey € ¥,(X,d, 1) siempre que Ey, Ey € ¥,(X,d, 1) para
p > 1. Ahora bien, si 6, y 05 son tales que d(-, E;)% € A, (X, d, i), podemos suponer por 3.17.3
que ambos nimeros son positivos. Ademas, por 3.9.1 y la demostracion de 3.9.3, se sigue que

d(-, B;)mm01.02} ¢ A (X, d, ). Luego,
d(-, By U Ep) 00002} — min{d(., By)mnt002} q(., py)mintioehy ¢ 4 (X, d, )

por 3.9.5. |
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La propiedad 3.17.1 nos conduce a considerar inicamente los pesos distancia de la forma
d(-, E)~® con v > 0 en el Capitulo 4. De hecho, también supondremos que la potencia del peso
distancia es negativa incluso en el Capitulo 5, dado que en este caso la potencia es irrelevante.
En efecto, debido a 3.17.3, para verificar que £ € ¥,(X, d, i) con p > 1 es suficiente hallar una
potencia 0 de cualquier signo tal que d(-, E)? € A,(X,d, ), para cualquier 1 < g < oo.

3.4 Antecedentes en el estudio de pesos distancia

Como es de esperar, sobre todo por las aplicaciones discutidas en la Introduccién, los pesos
distancia han sido estudiados en diversas fuentes y en distintos espacios ambiente. Antes de
comenzar a evaluar los Problemas 3.15 y 3.16, presentamos una cronologia compuesta por trabajos
en donde se hayan estudiado condiciones necesarias sobre conjuntos £ para asegurar que sus
pesos distancia asociados cumplieran un condicién del tipo Muckenhoupt.

Uno de los primeros trabajos en esta linea se remonta a 1991 de la mano de T. Horiuchi. En
[ ], Horiuchi consideré la siguiente condicion geométrica para un conjunto cerrado /' C R™.
El conjunto F satisface la condicién P(s) para cierto 0 < s < n si existe una constante D > 0
tal que

|B(z,r) N (F(e) \ F(N)] S e hsHe —/|pn=

para( < ¢/ < e < 2r < D.Si F satisface la condicién P(s), demostré entonces que dist(-, F)? €
A1(R") para —s < § < 0y dist(-, F)? € A,(R") para —s < 6 < s(p — 1).

En el afio 2005, A. V. Vasin introdujo la nocién de porosidad débil para subconjuntos de la
circunferencia unitaria en [ ], siendo que los detalles de esta caracterizacion ya han sido
discutidos en el Capitulo 1. Lo llamativo es que, aiin cuando este es el primer ejemplo de una
condicién necesaria y suficiente para garantizar la condicién A; de los pesos distancia, no fue
hasta muchos afios después que estos resultados pudieron ser extendidos a R".

R. Duran & F. Lopez Garcia prueban en el 2010 ([ 1) que si F C R"™ es un compacto
contenido en un conjunto m-regular K, entonces dist(-, F)? € A,(R") si —(n —m) < 6 <
(n —m)(p — 1). Aqui, con m-regular nos referimos a que se cumpla

C~lrm < H™(B(z,r)NF) < Cr™

para cierta constante C' > 0 y para todo x € F'y r > 0; siendo H™ la m-medida exterior de
Hausdorff introducida en la Seccion 2.5. Pocos afios después estos resultados fueron extendidos
a subconjuntos F' C X s-Ahlfors con medida v, donde (X, d, 1) es y-Ahlfors y 0 < s < 7y en
[ 1

Mas recientemente, en el 2019 B. Dyda, L. Thnatsyeva, J. Lehrbiack, H. Tuominen & A. V.
Vihiakangas ([ ]) mostraron lo siguiente en el contexto de un espacio métrico y-Ahlfors
(X,d, ). Si F C X es cerrado y dimg F' < 7y (donde dim 4 F' denota la dimension de Assouad
discutida en la Seccién 2.3), entonces d(-, F)? € A1(X,d, ;1) siy solo si dima F' — v < 6 <0,
mientras que d(-, F)? € A,(X,d,u) siy solo sidimy F — v < 0 < (y — dimy F)(p — 1).
Ademas de este resultado principal, los autores mostraron algunos resultados parciales al eliminar
la hipétesis de Ahlfors regularidad del espacio X, muchos de estos articulando entre distintas
nociones tales como la denominada condicion de Aikawa ([ ; ]) y la porosidad en sentido
fuerte: E C X se dice poroso si existe 0 < ¢ < 1 tal que para toda bola B;(z, ) existe y € X tal
que By(y,cr) C By(z,r) \ E, por lo que en este trabajo vuelve a surgir la nociéon de porosidad
de conjuntos para caracterizar las propiedades A, de los respespectivos pesos distancia.

En 2024 es publicado el trabajo [ ] de los autores T. C. Anderson, ]J. Lehrbéck, C. Mudarra
& A. V. Viahidkangas al que ya se ha hecho mencién en varias oportunidades. En el mismo se
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extendio el concepto de porosidad débil a R™. Aqui, no solo se demostr6 el Teorema 1.2 que
caracteriza a todos los subconjuntos de la familia 1 (R"™), sino que también se dan a conocer
multiples ejemplos de interés y se establecen intervalos para las potencias « a fin de garantizar
que dist(-, E)~* € A;1(R") en términos del denominado exponente de Muckenhoupt, que de
alguna forma generaliza a la codimension inferior de Assouad utilizada en [ ] con motivos
similares.

A partir de la contribucién de [ ], han surgido algunos trabajos posteriores debidos a
diversos autores donde se ha buscado extender sus resultados a contextos mas generales. Aqui
cabe mencionar en primer lugar el trabajo de C. Mudarra [ ] en el que se propuso la siguiente
definicion de porosidad débil en un espacio métrico (X, d) munido de una medida duplicante
i. Un conjunto £ C X se dice débilmente poroso si existen constantes 0 < o,7 < 1 tales
que para toda bola B = By(z,r) en X podemos hallar una coleccion finita de bolas disjuntas
By(xi,7i),...,Bg(xn,rN) (donde N = N(B)) contenidas en B \ E que cumplen

o r; < 2r,paratodot =1,...,N;
o i > vypa,p(B) paratodoi =1,..., N;
o S, n(Balwiri)) = ou(B).
La funcién que figura en el segundo item esta dada por
pa,e(B) :==sup{0 < s < 2r:3Jy e X talque By(y,s) C B\ E}.

Esta es una generalizacion de la funcién de poro maximal introducida en la Definicién 1.3 en
el primer capitulo. En su trabajo, Mudarra logré demostrar que la condicién de porosidad débil
en espacios métricos mas la hipétesis adicional que la funcioén pg g duplica, en el sentido que
pa.E(Bi(z,2r)) S pa,p(Ba(x,r)), es necesaria y suficiente para garantizar la existencia de una
potencia « > 0 tal que d(-, E)~* € A;(X,d, u), extendiendo asi el resultado de [ ] a este
nuevo contexto. Siguiendo los lineamientos de Anderson et al y su enfoque basado en particiones
diddicas de cubos descrito en la Seccion 1.2, Mudarra utiliz6 sistemas diddicos mas generales en el
sentido de [ 1Al ] para adaptar las mismas pruebas a espacios métricos generales.

En [ ], 1a definicién de conjuntos débilmente porosos de Mudarra es adaptada a espacios
de tipo homogéneo y se demuestra que, conjuntamente con la hipétesis de duplicacion de la
funcién de poro maximal, equivalen a la condicién A (X, d, i) para algunos sus pesos distancia.
El Capitulo 4 est4 basado en este trabajo, cuyos resultados no solo generalizan atin mas los del
articulo [ ], sino que se demuestran a partir de técnicas diferentes y basadas en el enfoque
simplificado ensayado en la Seccion 1.3. Aqui, los sistemas diadicos de Christ son reemplazados
por lemas de cubrimiento y cambios de cuasi-métricas adecuados al problema en cuestion. Ademas,
se plantean nuevos ejemplos y se dan a conocer propiedades basicas de los conjuntos débilmente
porosos definidos en espacios cuasi-métricos.

El Problema 3.16 es considerado en el trabajo [ ] asi como en el posterior articulo [ 1,
ambos en el contexto de R". Si bien el resultado principal de [ ], cuyas demostraciones
son de caricter mayormente analiticas, se halla enunciado de una forma mas general que la
de [ ] (donde las demostraciones poseen en vez un enfoque geométrico), veremos en el
Capitulo 5 que los dos enfoques planteados llegan a un resultado significativamente similar a
la hora de caracterizar los conjuntos de la familia 3,(R"™). Méas atn, veremos que algunas de
las caracterizaciones plantedas en R" pueden de alguna forma extenderse a espacios de tipo
homogéneo.

83



Capitulo 3. Pesos de Muckenhoupt y pesos distancia en espacios de tipo homogéneo

Por ultimo, en [ ], se considera el problema de caracterizacion de los subconjuntos
de la recta real que admiten pesos distancia en las clases laterales A} (R) y Af (R), para lo cual
se introduce el concepto de conjuntos débilmente porosos por izquierda y débilmente porosos
por derecha, respectivamente. Esta nueva teoria de porosidad débil lateral se desarrolla en el
Capitulo 6, donde ademas se discutiran ejemplos y se demostrara como estas nociones laterales se
relacionan adecuadamente con la nocion clasica de porosidad débil euclidea en el caso n = 1.

Habiendo introducido la teoria necesaria a lo largo de estos tltimos dos capitulos asi como los
antecedentes pertinentes, consideramos en el capitulo siguiente la busqueda de una solucién al
Problema 3.15.
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CAPITULO 4 I

Caracterizacion de pesos distancia A; sobre
espacios de tipo homogéneo

Este capitulo contiene aportes significativos en la caracterizacion de los pesos distancia que cumplen
la condicion A, dandose a conocer una solucion al Problema 3.15 donde la unica hipotesis adicional
que se solicita sobre el espacio de tipo homogéneo (X, d, j1) es que el conjunto de las d-bolas forme
una base para la topologia cuasi-métrica. Basandonos en los resultados previos de C. Mudarra en el
contexto de espacios métricos con medidas duplicantes, veremos que la familia ¥21 (X, d, pu) consiste
de todos los conjuntos que cumplen con una version general de la condicion de porosidad débil y,
ademas, su denominada funcién de poro maximal cumple cierta propiedad de duplicacion que, en
el caso de R"™, se satisface naturalmente. Los argumentos detras de estos resultados son originales
porque estan relacionados con lemas de cubrimiento como los introducidos en la Seccion 2.3 y el uso
de la cuasi-métrica de Macias y Segovia, discutida en la Seccion 2.6. Asimismo, se daran a conocer
nuevos ejemplos de esta clase de conjuntos y se demostraran algunas propiedades adicionales. Los

resultados principales de este capitulo se encuentran en [ 1.
Contenidos
41 Funciébndeporomaximal . . . . . . . ... Lo o 86
4.2 Primeras nociones de porosidad . . . . ... ... L oL 90
43 Porosidad débil en espacios de tipo homogéneo . . . .. .. ... ... .. ... 92
44 Lacondicién A; del peso implica porosidad débil . . . . ... ... ... .. .. 100
4.5 La porosidad débil como condicion suficiente . . . . . .. ... L. 103

4.1 Funcioén de poro maximal

Sea (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo. A lo largo de este capitulo, supondremos que
las d-bolas son conjuntos abiertos en 74. Recordemos que la propiedad que las d-bolas sean
abiertas, o equivalentemente que { B;(z,7)}ze x,r>0 sea base de 74, es necesaria para garantizar
la medibilidad de la funcién distancia a un subconjunto arbitrario de X, y es por esta razoén una
hipétesis del todo necesaria a la hora de caracterizar los conjuntos de la familia 31 (X, d, i1). Més
aun, esta hipdtesis no es para nada restrictiva, teniendo en cuenta que toda clase de equivalencias
en D(X)/ ~ contiene al menos un representante con esta propiedad, tal como se desprende del
Corolario 2.15.
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Para poder introducir la nocién de porosidad de conjuntos en (X, d, 1) es necesario contar en
primer lugar con una definicién de funcion de poro maximal con respecto al conjunto £ C X en
cuestion, que en el caso de la recta real fue definida en la Seccién 1.3 como la funcion que a un
dado intervalo I le asigna el supremo del conjunto

{s>0:3Jyeltalque(y—s,y+s) CI\E}

Este conjunto colecciona todos los “radios” de poros en I con respecto a F, entendiendo como
poros a los subintervalos (y — s,y + s) C I\ E. Luego, se entiende naturalmente que un poro en
B = By(z,r) con respecto a E no es mas que una bola By(y, s) C B\ E; aunque a la hora de
considerar todos los posibles radios de poros en I es conveniente restringirlos a una cota maxima
de 2K 4r. Esto se debe a que podria llegar a darse la situacion en que s sea considerablemente
mayor que 7 y ain asi se cumpla la contencion By(y, s) C B\ E. Pero si este es el caso, entonces
By(y, s) = Ba(y,2K4r), lo que justifica la cota elegida'®. Este hecho fue notado por Mudarra en
[ ], con la salvedad que, al trabajar en espacios métricos, la cota elegida en tal caso fue de
2r (lo que coincide con tomar K = 1).

Definicién 4.1. Dado un conjunto no vacio £ C X y unabola By(z, ), consideramos el conjunto
Az, d, E) ={0 < s <2Kyr: existey € X tal que By(y,s) C By(z,r) \ E}.
La funcién de poro maximal (con respecto a d y E) se define entonces como
pd,e(Ba(x,r)) :=sup Az, r;d, E). (4.1)
En caso que A(z,r;d, E) = (), asignamos el valor pg p(Bg4(z,7)) = 0.

A diferencia del caso X = R, no es posible garantizar la existencia de un radio maximo en el
sentido de la Proposicion 1.4, por lo que siempre debera tenerse en cuenta el caracter de supremo
en (4.1). Por otro lado, dado que

Bi(y,s) € By(xz,r)\ E = By(y,s) C Byg(z,r+¢)\ E

para cualquier valor de ¢ > 0, se sigue que A(z,7;d,E) C A(x,r + ¢;d,E) y que pg g es
una funcién monoétona con respecto al radio cuando el centro esta fijo, lo cual enunciamos a
continuacion en forma de lema para facilitar futuras referencias.

Lema 4.2. Dado E € P(X) \ {0}, la funcion pg g(Ba(z,-)) : (0,00) — [0, 00) es no decreciente
para todox € X.

Definicion 4.3. Diremos que la funcion pg g es duplicante si existe una constante Cy i > 0 tal
que

pa.E(Ba(z,2r)) < Cqg pa,(Ba(x,r)), (4.2)

para todo z € X y todor > 0.

'5El lector podria formarse la impresion de que la eleccion de esta cota responde més a criterios de conveniencia que
de necesidad. No obstante, se prevé que el valor de la funcién de poro maximal en B, elevado a una potencia adecuada,
constituya una cantidad comparable al infimo esencial del peso distancia en dicho conjunto (al menos si se establece
una analogia con la caracterizacion discutida en el Capitulo 1). En consecuencia, esta restriccion resulta, en realidad,
esencial para la caracterizaciéon que se tiene en consideracion.

87



Capitulo 4. Caracterizacion de pesos distancia A; sobre espacios de tipo homogéneo

La duplicacion del poro maximal diadico (1.3) es una consecuencia automatica de la condicién
de porosidad débil en R" y demostrada en [ ]. En espacios de tipo homogéneo esto deja
de ser cierto (ver discusion en los parrafos finales de la Seccion 4.3), por lo que sera necesario
tomarlo como hipoétesis general sobre el conjunto en estudio.

Una funcién de poro maximal que cumple (4.2) sirve como cota superior para la funciéon
distancia a su conjunto asociado, al menos en los puntos contenidos en d-bolas que intersecan
con dicho conjunto.

Lema 4.4. Sea E un conjunto no vacio en X y sea B = By(y, ) una bola arbitraria. Si pq i es
duplicante y B N E # (), entonces existe una constante Cy > 0 independiente de B tal que'®

d(x,E) < Cy pap(B), paratodoz € B\ E. (4.3)

Demostraciéon. Observemos en primer lugar que si se diera el caso en que py g(B) = 0, esto
implicaria que d(z, E)) = 0. Para verificar esto, comencemos tomando un punto z € B. Como
las bolas son abiertas en X, existe algin 0 < sg < 2Kyr tal que By(x, s) C B para todo s < sy.
Si pq,(B) = 0, entonces s ¢ A(y,r;d, E) y deberia existir e; € E tal que e, € By(x, s) para
cada 0 < s < s, lo cual implicaria que d(z, E') = 0 para todo « € B. En este caso, por lo tanto,
B\ E = 0 y no hay nada que demostrar.

Si pa(B) > 0, tenemos que B\ E # (). Fijemos un punto x en B\ E'y definamos t = d(x, E).
Luego, 0 < t < 2K r, donde la cota superior se sigue del hecho que B N E # (). Por otro lado,
dado z € By(x,t), se cumple que

d(y,z) < Kgld(y,z) + d(z, 2)] < Kgq[r +t] < Kg[1 + 2K4)r.

Esto significa que By(x,t) C By(y, Kq[1 + 2Ky4]r) \ E'y, en consecuencia, t € A(y, K4[1 +
2K )r;d, E). A partir de esto, obtenemos

d(z, E) =t < pa,p(Ba(y, Ka[l + 2K4]r)) < Ci'g pa,p(B),
para todo z € B\ E, donde m es tal que 2™~ ! < K4(2K, + 1) < 2™, |

Una de las propiedades mas interesantes de la funcién p, r es que se comporta bien ante
cambios de cuasi-métricas equivalentes, hasta el punto que si se cumple (4.2), entonces p iE
también posee la propiedad de duplicacién si d ~ d. Para ver esto, es conveniente notar lo
siguiente. Observemos que si d, d son dos cuasi-métricas equivalentes con d ~¢, ¢, d, entonces

Cs 5
d((L‘, Z) < ng(fﬂ, Z) < CZKd[d($7 y) + d(yv Z)] < aKd[d(x7 y) + d(ya Z)]
para toda terna de puntos z,y, z € X. Despejando y recurriendo a la definicién de constantes
triangulares 6ptimas introducida en la Seccién 2.2, obtenemos que K ; < CoC 'K 4. Mas atn,
intercambiando los roles de d y d en las estimaciones anteriores podemos deducir la relaciéon

G _Kj_ G

— — 44
Cy " Kg— (4 (44)

entre las constantes triangulares 6ptimas para cada cuasi-métrica.

*Por supuesto que (4.3) vale también para los x € E dado que en tal caso d(z, E) = 0.
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Lema 4.5. Supongamos que 2 C X es un conjunto no vacio y que d ~¢, ¢, d. Entonces, para todo
x € X yr >0 secumple

C1 pap(Ba(z,Cy'r)) < pip(Bilz,r)) < Cs pa.e(Ba(z,C1 7). (4.5)

Demostracion. Por la simetria del problema en cuestion, basta con demostrar la segunda desigual-
dad. Dado z € X y r > 0, tenemos

pip(Bi(z,r)) =supA(z,7; d, E)
=sup{0 < s <2K;r:Jy € X tal que B;(y,s) C Bj(z,r)\ E}
< sup{0 < s < 2Kz : 3y € X tal que By(y,C5's) C By(x,Cy'r) \ E}
= Cysup{0 < s < 2C§1Kgr : Jy € X tal que By(y,s) C By(z,C;'r)\ E}
= Cosup{0 < s < 2K4(Cy 'K ' Kzr) : 3y € X tal que By(y,s) C By(z,Cy'r) \ E}
< Cysup{0 < s < 2K4(Cy'r) - y € X tal que By(y,s) € By(x,Cr) \ E}
= Copap(Ba(x, Cy'r)),

donde la primera desigualdad se justifica por las inclusiones By (y, Cy 's) C By(y,s)y Bj(z,r) C
By(z,Cy 'r). La tercera igualdad se obtiene reescribiendo el conjunto

{0 < s <2K;r:3y € X tal que By(y,Cy 's) C By(z,Cy'r) \ E}

como
Co{0 < t < 2K;Cy'r : Jy € X tal que By(y,t) C By(z,Cy'r) \ E}.

La ultima desigualdad se sigue del hecho que 2Kd(C51KJK;1r) < 2K,407 'r (debido a (4.4)),
lo que implica que el conjunto

{0<s< 2Kd(C§1Kgler) : Jy € X tal que By(y,s) C By(x,C;'r)\ E}

esta contenido en A(z, Cy 'r; d, F).
|

Corolario 4.6. Supongamos que 2 C X es un conjunto no vacio y sea d ~ d una cuasi-métrica en
X. Entonces, pq,r es duplicante si y solo si p; , es duplicante.

Demostracion. Supongamos que d ~c, ¢, dcon0 < Cp < Cy < ooy seam > 1 elentero

definido por las relaciones 2™ 2 < 22 < gm-1, Supongamos ahora que pg g es duplicante y
1
procedamos a verificar la primera implicaciéon. Tenemos que

pqp(Bi(x,2r)) < Cs pg p(Ba(z, 2C; 'r))
< Co Cf'; pa,e(Balz, ;')

Cy
B o Ci'erip(Biwz,r)),

donde fueron utilizadas las dos desigualdades de (4.5), la condicién de duplicacion y el comporta-

miento monodtono de pg i(x, -) para obtener las estimaciones anteriores. La implicacion restante
se sigue de forma similar. |
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4.2 Primeras nociones de porosidad

La nocién de porosidad en espacios métricos y cuasi-métricos esta sujeta a una gran variedad
de definiciones y conceptos alternativos. Ver, por ejemplo, el libro [ ] o el review [ ].La
siguiente definicion basica es empleada en [ ; ] y sera de utilidad para comparar
con la condicién de porosidad débil a introducir en la seccion siguiente.

Definicion 4.7. Sea (X, d) un espacio cuasi-métrico. Un conjunto no vacio E C X se dice
~y-poroso, o simplemente poroso, si existe v > 0 tal que para todo z € X y r > 0, es posible
hallar un punto y € X para el cual se cumple!’

By(y,vr) C By(z,r) \ E.

Equivalentemente, el conjunto E es y-poroso siy solo si pg g (Bg(x,r)) > ~r paratodo z € X,
r > 0.

Un conjunto ~y-poroso E tiene la propiedad que su funciéon de poro maximal pg £ es estricta-
mente positiva y, ademas, cumple con la condicién de duplicacion puesto que

pap(Ba(w, 1)) > 1 > —pg p(Ba(x,2r)).
4K,

A continuacidn, presentamos algunas familias de ejemplos de subconjuntos porosos en espa-
cios de tipo homogéneo bajo distintas hipétesis adicionales, comenzando por los subconjuntos
puntuales.

Proposicion 4.8. Si (X, d) es un espacio cuasi-métrico uniformemente perfecto, entonces el conjunto
E = {x0} es poroso para cualquier eleccion de xo € X.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de la generalidad que (X, d) es uniformemente perfecto
con constante 17 < (2K,4) 1. Fijemos un punto z9 € X, una bola B = By(z,7) y comprobemos
que existe v > 0 tal que pg p(B) > vyr, donde E := {x(}. Por supuesto que si zy ¢ B esto se
cumple de forma trivial, por lo que supondremos que zog € B. Si xg € By(x,7) \ Ba(z,n°r),
claramente pq (B) > n°r. Si en cambio tenemos que zg € By(x,n’r), procedemos a elegir
y € By(z,nr) \ Ba(z,n*r). Luego,

d(y,x0) > ;dd(x,y) — d(z, m0) > <[;d _ )n2r > ;727;
y,siw € X \ B,
d(y,w) = id(:lc,w) —d(z,y) > (i _ )r > I
Kaq Kq 2K,
Entonces, Bq(y, (2K4)'n?r) C By(x,r) \ E'y, por lo tanto, pg g(B) > (2K4)~'n?r. Combi-

nando ambos casos considerados, concluimos que pg g (Ba(z,7)) > 1’r, por lo que basta con
tomar vy := 1> como constante de porosidad. ]

En [ ], se describen ciertos subconjuntos cerrados F' C X, donde (X, d, i) es un
ETH «-Ahlfors, para los cuales existen pesos distancia de la forma d(-, F)~* € A;(X,d, p) (de
hecho, este trabajo fue discutido en la cronologia elaborada en la Seccién 3.3). Esto no resulta
sorprendente teniendo en cuenta que estos subconjuntos son porosos y que, como veremos en las
proximas secciones, todos los conjuntos porosos en (X, d) admiten pesos distancia en la clase

Al (X7 d7 /J“)

"Notemos que esta definicién no depende de la existencia de una medida  en (X, d).
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Proposicion 4.9. Sea (X, d, i) un ETH a-Ahlfors y supongamos que existen un niimero0 < 3 < a,
un subconjunto no vacio E C X y una medida de Borel v soportada en E tales que (E, d,v) es un
ETH [3-Ahlfors, donde d.. denota la restriccion de d sobre E. Entonces, E es poroso.

Demostracion. Por hipétesis, tenemos que
ar® < u(Bg(z,r)) < cor®

para todo x € X, todo r > 0y ciertas constantes fijas 0 < ¢; < ¢p < 00, mientras que
ar? <v(Bg, (z,1)) < &r”

para todo z € F, todo r > 0y constantes fijas 0 < ¢; < ¢2 < 0. Sea ahora £ < 1 a elegir luego
y fijemos una bola B = By(x, ) que interseca con F. Si tomamos e € B N E arbitrario, tenemos
que B C By(e,2Kyr). Sea {eq,...,en} un conjunto (£7)-disperso maximal en By, (e, 2K4r).
Se sigue que

N er
LJl Ba, (ei, TI@) C Bg, (e, 4K§7")
1=

y, dado que las d,-bolas en la unién son disjuntas entre si,

& (AK2r)P > v(By. (e, AK2r)) > iy(Bd* (62‘2)) > Ngl(ffg)ﬁ.
i=1

~ 3
Reemplazando, se deduce que N < %(%)ﬁ . Por otro lado, tenemos que

N
E(¢r)n B C | Ba(ei, 2Kq6r)
i=1
donde E(¢r) = {z € X : d(z, E) < {r} esel ({r)-entorno de E dentro del espacio cuasi-métrico
(X, d). Luego,

2

uw(EEr)NnB) < w(Ba(e;, 2K48r)) < Nea(2K46r)

=1

< C(C1, ¢, 0, K& Pr®
< C(@1, 0, c1 00, K6 P p(B).
En particular, podemos elegir ¢ suficientemente pequerfio tal que
w(E(&r) N By(z,r)) < 1 1 «a
w(Bg(x,r)) T 2(2Ky)% ¢
para todo z € X y r > 0. Para esta eleccion de &, consideremos ahora el conjunto
D:={yeB:d(y,E)>¢&r Nd(y,X \ B) > ¢&r}.
Observemos que X \ B’ # () para toda d-bola B’ dado que (X, d, i) es Ahlfors, por lo que el
conjunto D est4 bien definido. Claramente, D D By(z, (2K4)~'r) \ E(£r), por lo que

w(D) = w(Ba(x, (2Ka)~'r)) — n(E(Er) N Ba(z, 7))
1 11«

>c—pr - 1
=A0K)e T 22K, e

p#(Ba(z,7))
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Luego, D # () y si tomamos y € D, vemos que By(y,&r) C B\ E. Esto, es pg p(B) > {ry, por
lo tanto, E es &-poroso. [ ]

4.3 Porosidad débil en espacios de tipo homogéneo

La siguiente definicion es una generalizacién de la Definicion 1.3 y esta inspirada en la condicién
de porosidad débil introducida por Mudarra en espacios métricos con medida duplicante.

Definicion 4.10. Diremos que un conjunto no vacio £ C X es (,y)-débilmente poroso con
respecto a d (o simplemente débilmente poroso) si existen dos constantes o,y € (0, 1) tales que
para toda bola B = By(x,r), existen un natural N = N(B) y una coleccién finita de bolas
{Ba(wi, )}, que satisface:

4.10.1. By(zi, 1) N Bg(xj,7j) = 0 parai # jy By(zi, ;) C B\ E paratodo 1 <i < Nj;
4.10.2. 7 > ypqp(B) paratodoi =1,...,N;
4.103. r; < 2Kyr paratodoi =1,...,N;

4.104. N ju(Ba(wi, 1)) > ou(B).

Observaciones. (1) Si consideramos el ETH (R", d,m), donde d(z,y) := méxi<i<p |v;i — yi| y
m denota a la medida de Lebesgue, entonces By(z,r) = Q(z,r)° = [[;_[z; — ,x; + r) para
todo par (z,7) € R™ x (0,00). Ademas, si By(y, s) C By(z,7) \ E, existe Q' € D(Q(xz, 7)) tal
que Q' C By(y,s) y 1(Q') > 3s. No es dificil comprobar que, a partir de estas observaciones y
el hecho que los subconjuntos débilmente porosos de (R", d, m) coinciden con los del espacio
euclideo con la métrica usual, la Definicion 4.10 en R™ es equivalente a la considerada en el
Capitulo 1.

(2) Si bien la condicién de porosidad débil depende de la existencia de una medida i, a diferencia
de la condicién de porosidad a secas, la propiedad de duplicacion (2.6) implica que para todo
conjunto y-poroso, existe 0 = o(c,,q) € (0,1) tal que E es (o, 7)-débilmente poroso para todo
~ € (0, 1). En particular, esto justifica la nomenclatura elegida en [ ].

(3) Si E es débilmente poroso, entonces no puede contener atomos. Para ver esto, supongamos
que g € FE es un atomo. Luego, por 2.30.3, se sigue que x( es aislado, por lo que podemos
encontrar r > 0 tal que By(zo,7) = {x0}. Esto es, By(zo,7) \ E = 0 y no es posible hallar
ninguna coleccién de d-bolas que cumpla con las propiedades 4.10.1-4.10.4, por lo tanto E no
puede contener ningun atomo.

De ahora en mas, denotamos por DP(X, d, 11) a la coleccion de todos los subconjuntos F de
X para los cuales existen constantes 0 < 0,y < 1 tales que F es (o, y)-débilmente poroso. Por
la observacion previa, los conjuntos introducidos en la Seccién 4.2 pertenecen a esta familia,
incluyendo a los fractales autosimilares gracias a la Proposicion 4.9.

El primer ejemplo de conjuntos débilmente porosos presentado por Anderson et al. en el
contexto de R es el conjunto Z. El siguiente resultado muestra que, de hecho, todo subconjunto
e-disperso maximal en un ETH uniformemente perfecto es débilmente poroso, lo que en particular
abarca al caso de Z visto como subconjunto de la recta.

Proposicion 4.11. Si (X, d, i) es uniformemente perfecto y E = {x;};en C X es un subconjunto
e-disperso maximal para cierto ¢ > 0, entonces E es débilmente poroso y pq g(-) es duplicante.
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Demostracion. Como antes, supongamos que (X, d, i) es uniformemente perfecto con constante
n < (2K4)~! ysea E = {x;};cn un conjunto e-disperso maximal en X. Si B = By(z,7) es una
bola arbitraria, dado que d(y, E') < € para todo y € X, se tiene que pg g(B) < min{e, 2K4r}.
Afirmamos a continuacién que existe una cota similar por debajo para la funcién pg . Mas
precisamente, existe una constante 0 < ¢ < 1 (que depende de K; y 1) tal que

pa,e(B) > cmin{e, r}. (4.6)

Para verificar (4.6), comencemos por considerar el caso en que r > 4K7e. Sea i € N tal que
d(z,x;) < e. Por hipétesis, tenemos que By(z;,e) C B. Luego, si elegimos y € Bg(xi, ne) \
By(z;,m%€), 1a desigualdad triangular implica que By(y, (2K4) " *n%¢) C By(w;,¢) \ {z;}. Esto
es, pa.p(B) > (2K4)~'ne. Supongamos ahora que r < 4K 2e. Si By(x,n3r) N E = (), entonces
pa.e(B) > n’r. Si en vez tenemos que z; € By(x,1r) para cierto i € N, notemos que la d-bola
By(z;, (2K 4)~2r) esta contenida en B y no contiene ningiin otro punto de F aparte de z; dado que
E ese-dispersoy (2K4) ~%r < . Luego, si fijamos y € By(x;, (4K32)"1nr)\ Ba(xi, (4K3) " 1nr),
se deduce a través de la desigualdad triangular que By(y, (2K4) ~2n?r) C Ba(z;, (2K4)72r) \
{x;} = Ba(;, (2K4)~%r) \ E. Es decir, tenemos que pq g (B) > (2K4)~2n*r. Combinando las
estimaciones anteriores, obtenemos

3
pa(B) 2 oz min{e,r)
para toda bola B = By(x,r) en X, de lo que se deduce facilmente la duplicacion de py  de la
siguiente forma
16K3 / »® 16K3

pa.p(2B) < min{e, 4K3r} < p (ngmin{s,r})g . pa,e(B).

Veamos ahora que, dada una bola B = By(z, ), existen parametros 0 < o, < 1 tales que se
satisface la condicién de porosidad débil de E en B. A este fin, consideramos dos casos de forma
separada. Las estrategias utilizadas en cada uno de ellos se ven esquematizadas en la Figura 4.1.

CasoI(r < 4K2e):dado que pg p(B) > (2K4)~2nr, existey € Btalque By(y, 1(2K,4) ~2n’r) C
B\ E.Luego, la coleccién {B1} con By := By(y,r;) y 1 := 5(2K4) ~*n’r satisface los reque-
rimientos de la Definicion 4.10 para todo 0 < v < %(%)3 y0 <o < ¢, donde el entero m

cumple 2™ > 16(%)3 > 2™~1 puesto que

3

1 nr
>r=-———-— > 2K > B
r>rn=g QK2 > T > vpa,e(B)

w(B1) = ¢, g u(Baly,2Kar)) = ¢, ' 1(B).

Caso Il (r > 4K3e): sean s1 = (2K;) %ry s2 = (2K4)~'r. Claramente, By(z,s1) C
By(z,s2) C By By(z,s2) N E # (), puesto que so > ¢y E es e-disperso maximal. De he-
cho, valen las inclusiones

By(x,s1) C U By(z;,e) C B.
1€N:z;€Bg(x,s2)

En efecto, si z € By(x, s1), debe existir algiin punto x; € F tal que d(z, z;) < €. Pero entonces

1
d(x;, x) < Kgld(zi, 2) + d(z,2)] < Kqe + " < 59,
d

93



Capitulo 4. Caracterizacion de pesos distancia A; sobre espacios de tipo homogéneo

es decir, z; € By(z, s2) y vale la primera inclusion buscada. Si ahora tomamos w € By(x;,¢€) con
x; € By(x, s2), vemos que

1
d(w7 IE) S Kd[d(w’ xl) + d(w’bvw)] < Kd€ + 57“ <r.

Seanx;,, ..., ;, loselementos delainserseccion By(x, s2)NE. Definimos Ej := By(zi,, (2Kq) " e)
paral < j < k. Luego, la colecciéon {El, N Ek} es disjunta de dos en dos y cada d-bola en la
coleccion esta contenida en B \ E. Para cada 1 < j < k, elegimos y; € ngj \ 772§j e introduci-
mos las (sub)bolas B; := By(y;, ;) con r; := (2K4)~'ne. Se sigue que {B4, ..., B} es una
coleccion de d-bolas disjuntas de dos en dos y contenidas en B \ E (puesto que B; C Ej \ {zi, })
Ademas,

vpa.e(B) < ymin{e, 2Kgr} = ve <r; <2Kyr

para todo v < (2Ky) " 'n?y

D uBy) z ey

J=1 J:1

M?r‘

1(Ba(yj.€)) = ¢, g (Ba(w, 51)) > c;g—’m(B)

donde 2™ > % > 2m=1y ok > 4 K% > 2k=1 Porlo tanto, se satisface la condicion de porosidad

débil con parametros v < (2K4) !0’y o < <, e k [ ]

(@) (b) Bqy(z, 1)

By(z,r)

Figura 4.1: Cuando 7 es pequefio (a), es suficiente con considerar una unica bola By C By(z,r)\ E
de radio comparable a r para probar la condicién de porosidad débil, siendo que la existencia de B
estd garantizada por (4.6). Cuando el radio r es grande (b), la estrategia consiste en considerar las
bolas interiores By(x, s1) C By(z, s2) C By(z, 7). Para valores apropiados de s y s2, podemos
utilizar los puntos de F contenidos en By(z, s2) como centros de bolas para formar un cubrimiento
de By(z, s1) vy, utilizando reiteradas veces la hipotesis que (X, d, i) es uniformemente perfecto,
se demuestra que alrededor de cada uno de estos puntos es posible hallar un poro de tamafio
proporcional a la constante de dispersion € y cuya medida es proporcional a la medida de By(z, s1),
siendo que p(Bg(x, s1)) 2 w(Ba(z,r)).

Es claro que cualquier subconjunto de un conjunto y-poroso es poroso, posiblemente con una
constante aiin mayor que 7. En cierto modo, remover puntos de un conjunto lo hace “méas poroso”.
Sin embargo, en el caso de la porosidad débil, en [ ] se demostré que N no es débilmente
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poroso a pesar de estar contenido en Z, para lo cual se valieron de un argumento ingenioso que
consistio en demostrar que el poro maximal diddico asociado a N no cumple con (1.3). El hecho
que la condicion de porosidad débil no sea preservada por subconjuntos tiene un motivo dificil
de apreciar a simple vista: lo cierto es que la condicién de porosidad débil conlleva un equilibrio
global en la distribucion de los poros del conjunto, equilibrio que puede de alguna forma perderse
al remover suficientes puntos del conjunto en cuestién. En particular, en espacios uniformemente
perfectos los subconjuntos e-dispersos no son en general débilmente porosos, salvo cuando son
maximales.

Si bien la operacién de tomar subconjuntos de un conjunto £ € DP(X,d, ;1) no garantiza
que se preserve la porosidad débil, veremos mas adelante que DP(X, d, 1) si es cerrado con
respecto a uniones finitas, lo que en principio podria ser utilizado para construir nuevos ejemplos
de conjuntos débilmente porosos a partir de los presentados hasta el momento. Por ejemplo,
uniones finitas de puntos en espacios uniformes o conjuntos obtenidos como uniones de fractales
autosimilares en espacios de tipo Ahlfors.

El siguiente objetivo que nos proponemos es verificar que la Definicién 4.10 es invariante ante
cambios de cuasi-métricas equivalentes, aunque con una salvedad importante a tener en cuenta.
Dado que la porosidad débil involucra la medida i, es necesario poder garantizar la medibilidad
de las bolas de la nueva cuasi-métrica. Por este motivo, es conveniente trabajar con la clase de
equivalencia reducida

D*(X,d) := {d € D(X) : d’ ~ d Alas d’-bolas son abiertas}. (4.7)

Como se coment6 en la Seccion 2.4, sid’ € D*(X, d), entonces (X, d’, 1) es un nuevo ETH que
admite una constante de duplicacion c,, 4 dependiente de c,, 4 y de las constantes de equivalencia
entredy d.

Lema 4.12. Sean EE C X un conjunto no vacio y de D*(X, d) otra cuasi-métrica con d ~¢, ¢, d.
Entonces, E/ es un conjunto débilmente poroso con respecto a d y pq g es duplicante si 'y solo si EJ es
débilmente poroso con respecto ad y p; i, es duplicante.

Demostracion. Al igual que en demostraciones de equivalencias anteriores, basta comprobar una
de las implicaciones, por lo que que supongamos que F es (o, 7y)-débilmente poroso con respecto
ala cuasi-métrica d y que py ; es duplicante. Sabemos, por el Corolario 4.6, que p iE €S duplicante,
por lo que tan solo resta hallar constantes o y 7o tales que E es (0¢,0)- -débilmente poroso con
respecto a d. Sea B; 7(z,7) una bola arbitraria en X para la cuasi-métrica d. Por la hipétesis de
equivalencia, se tienen las inclusiones

By (x, C%) C Bd~(x,7“) - Bd(x, C%)

Ahora bien, dado que E es débilmente poroso con respecto a d, existe una coleccidn finita de
d-bolas { By(zi, i)} . cada una contenida en Bd( L) tales que By(2i,73) N Bq(zj,15) =0
y By(zi, i) C Bd( ) \ E; ademas r; > ’YﬂdE(Bd( )) r; < 2Kd02

Z,u Ba(zi,1i)) > au(Bd( 02>)

=1

Si denotamos 7; := Cr;, entonces, para cada 1 < ¢ < N se cumple Bd(zi,fi) C By(zi,1i).
Verifiquemos que la coleccién de d-bolas { Bj(z;,7;)} | satisface las cuatro condiciones de la
Definicion 4.10 para la bola Bj(x, ) con respecto a la cuasi-métrica d.
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(4.10.1) Tenemos que
Bzi(Z“ fi) N BJ(Z’]’, 7:]') - Bd(zi, T‘i) N Bd(Zj, Tj) =0

Bj(z,7i) C Ba(zi,7:) C By(z, C’L) \ E C Byj(z,r)\ E.
P

4.10.2) Como 7; = Cyr;, si tomamos m € Ny tal que 2™ 1 < Ca < 2™ obtenemos
q o

m>017pdE<Bd( 02))>g§nlpdE(Bd< Crl>)

Cry
> S0, (B
- C2C$E pd7E( d(l’,'f')),

por lo que 7 > 0 pg i (Bg(z,7)) con o : CQC(}L € (0,1).
(4.10.3) Recordando que & Kd < , Vemos que

Cl
< K ar <
T 2C4 dCQ 2( >C2K r < 2K qr

(4.10.4) Finalmente, con m como en la prueba de la propiedad 4.10.2,

ZM i(2i,7:)) Ziﬁ:u(B{zi,Cgri))
€d i=1
N
! Z (By(zi,73))
e &)
n(Balr. )
B;(x

~( ,7”))

| \

Y

C
I

’
d
C~Cd

W
d
g
w,d B

g

Vv

i
(¢, qCua)™

=: 00 (By(x, 7)),
donde claramente o € (0, 1).

Por lo tanto, E es (0¢, y0)-débilmente poroso con respecto a d. |

Por supuesto que, en el caso que d y d no sean equivalentes, un conjunto débilmente poroso
con respecto a d no tiene por qué serlo con respecto a d. El siguiente es un ejemplo donde se da
esta situacion.

Ejemplo 4.13. Sean d la métrica usual en R? y m la medida de Lebesgue en dos dimensiones.
Denotamos por d,, a la métrica parabélica en R? definida por

dp(ﬂj‘7y) = Il’lé,X{|.’L'1 - y1|’ V ‘an - y2|}

Es facil ver que (R?,d),, m) es, al igual que (R?, d, m), un espacio de tipo homogéneo. De
hecho, una bola By, (z,7) no es mas que el interior de un rectangulo R con lados I1(R) = 2r
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y l2(R) = 311(R)* = 2r?, donde [; y l5 denotan la longitud de lado en la primera y segunda
coordenada, respectivamente. Luego, m(Bg, (x, 7)) = 473, por lo que (R?, d,,, m) es 3-Ahlfors.
Las métricas d y d, no son equivalentes entre si: basta considerar la sucesién de puntos
xn, = (0,n) y verificar que d(0, z,,) = n mientras que d(0, z,,) = v/n, por lo tanto d y d), no
son comparables.

Consideremos ahora el conjunto £ C R? construido de la siguiente forma. Sea Fj el cuadrado
unidad [0, 1] x [0, 1] en R2. Denotamos por Q1, . . . , Qg a los 9 cuadrados cerrados de lado % con-
tenidos en Fy y numerados desde arriba hacia abajo y de izquierda a derecha (ver Figura 4.2). A
continuacion, definimos F; := Fy \ Q):, esto es, I1 se obtiene como Ej menos el subcuadrado
central Q5. Procediendo de forma inductiva, para k& > 2, supongamos que tenemos 9! cuadra-
dos de lado 3,%1 denotados como Qq, donde o = (a1, ..., ap_1) € {1,2,3,4,6,7,8,9}F 1,
A continuacion, para cada uno de estos indices « definimos Qo ,....a;_1,1)s -+ s Q(ar,....ca1,9)
como los 9 subcuadrados de lado 3% contenidos en ), y numerados desde arriba hacia abajo y
de izquierda a derecha. Entonces, el conjunto Ej queda definido segin

Ek o U Qa \ Q((Jal,...,ozkflﬁ)'

€{1,2,3,4,6,7,8,9}+1

Finalmente, definimos £ := (1), <y, £k, conjunto conocido como la alfombra de Sierpinski.

El conjunto F es poroso con respecto a la métrica euclidea d, lo cual se puede probar directa-
mente por definicion. Esto en particular lo hace débilmente poroso con respecto a d. Veamos sin
embargo que £ no es débilmente poroso con respecto a dj, para ninguna elecciéon de parametros
0 < 0,7 < 1. Para probar esto, vamos a suponer los siguientes dos resultados. En primer lugar,
si By, es una dp-bola con la propiedad que B, C Ej \ E, entonces necesariamente B, esta
contenida en alguno de los cuadrados Q. .....«,_,,5 que fueron sustraidos para obtener Fj,
paraalgun o € {1,2,3,4,6,7,8, 9}k_1. Esto se sigue del hecho que los bordes de cada uno de
estos cubos usados en el procedimiento de construccién pertenecen al conjunto E. Por otro
lado, si denotamos por L al lado superior de Ey (el segmento de recta que conecta (0, 1) con

(1,1)), entonces
1
d(Qa17~~,ak—1757L) > ?

Para cada k € N, sea By, = By, (xk, rr) la bola parabdlica con centro

k
1 1 1
5= (5’1_ 2.3%7;12%1)

y radio

!

=5

Si Ry, es el rectangulo By, entonces se sigue que l1(R},) = 3% y lo(Rk) = 23% Las bolas By,
se hallan sobre el borde superior de Ej, intersecando tanto con este conjunto como con su
complemento. A medida que k£ aumenta, la proporcion de By que yace afuera de £y disminuye,

Tk

dado que la altura del centro 2, es

k
la(Ry) 1
1- 2 Z om’
m=1
situacion esquematizada en la Figura 4.3.
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Si R, es un rectangulo parabélico (en el sentido que coincide con la clausura de una d,,-bola)
contenido en Ry, \ Ey, entonces el drea maxima de R, esta limitada por la longitud de su lado
en la segunda coordenada del espacio. Luego, si suponemos que R, posee el mayor valor de
area posible, entonces la(R,) = W (que es la “altura” del rectangulo Ry, \ Ejp), con lo

cual
1

k+1
2

l1(Ry) = \/2l2(Ry) =
272 .3k
Por otro lado, si R, es un rectingulo parabodlico contenido en (R; N Ey) \ E, entonces
R, debe estar contenido en cierto cuadrado (..., ,,5- Dicho cuadrado debe cumplir
d(Qan,...on1,5, L) > 3% para cierto n € N, pero como R, esta contenido en Ry, la distancia
(euclidea) de Qq, .....a,,_1,5 @ L debe ser menos que lo(Ry). Esto es,

1
ll(Qal’.._’ak71’5) = 3 < d(Qal,..-,ak—LE)vL) < 9.32k"
1

5375 Pero entonces

Luego, tenemos que 1 (Rix) < 11(Qay.ap1.5) <

l1 (R« k
ll((]]: )) = 2271 — 00 cuando k — 00.
1 (L 273

Si0 < 0,7 < 1, elegimos ko € N tal que |By, \ Ey| < o|Bg|. Observemos que

1

k+1 )

272 -3k

N =

Pdy,E(By) =

que es exactamente la mitad del lado {1 (R) del mayor rectangulo parabdlico R, contenido
en Ry \ Ey. Si ahora tomamos k; € N tal que % < 7, entonces para k > max{ko, k1 }
275

no existe ninguna bola By, (z,r) € By, N Ey que cumpla 7 > ypq, g(By), por lo que para
satisfacer la Definicion 4.10 s6lo es posible tomar una coleccion de bolas By, (z;,7;) € By \ Eo.
Pero entonces

Z |Ba, (zi,73)| < |By \ Eo| < o|By|.
i

Luego, E no es (o, v)-débilmente poroso con respecto a d;, para ninguna eleccién de parametros
0<o,v<Ll

Si bien todo conjunto poroso £ cumple de forma inmediata la propiedad de duplicacion de
su funcién pg g asociada, este no es el caso de los conjuntos débilmente porosos. Ciertamente,
Mudarra construyé un ejemplo en donde esto no sucede en el caso métrico [ ]. Este ejemplo
consta del conjunto E := Ny x {0} visto como subconjunto en el espacio métrico (X, d, )
formado por

X:{.TE]RQ:$1$2:0/\x120/\l’220},

la métrica del maximo d(x,y) := méx{|z1 — y1],|z2 — y2|} y la 1-medida exterior de Hausdorff
en el plano p = H'. Mudarra demostré que, si bien el conjunto E es débilmente poroso en este
contexto, la funcién p4 g no cumple con la condicion de duplicacion en bolas proximas al origen.

En este mismo trabajo, se describe ademas una condicién sobre un espacio métrico con medida
duplicante (X, 0, ) que permite asegurar que la funcién de poro maximal asociada a cualquier
subconjunto débilmente poroso de X es automaticamente duplicante. A saber, la condicion de
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Figura 4.2: El cuadrado Ej es particionado en los 9 subcuadrados de idéntico tamafio (1, . .., Qo,
de los cuales el interior del cuadrado central (5 es removido para dar lugar al conjunto E;. El
resultado de aplicar este procedimiento de forma inductiva sobre los cuadrados (), es el conjunto
F esquematizado a derecha.

By

B, | b b(Ry) = 1

27’2 =3

Figura 4.3: Las dos primeras d,-bolas de la sucesion { By, }ren y su interseccion con el borde
superior L del cuadrado Ejy. En la figura se aprecia no solo cémo el area de cada bola en la
sucesion disminuye notablemente con k, sino como aumenta la relacion 11 (Ry)/l2(Ry) y como
disminuye la proporcion de la bola By que esta contenida en el complemento de Ej.

Mudarra consiste en que para todo £ > 0, sea posible encontrar algun 7 € (0, 1) tal que

sup M(BQ(JT, 3) \ Ba(%t)) <e. (4.8)

zeX,(1-n)<ti<i w(Ba(x, s))

Desafortunadamente, el hecho que la propiedad de decaimiento sobre la medida de los 0-anillos
dada por (4.8) no parece ser suficiente, o al menos la demostracion no es inmediatamente adaptable,
en el caso que O sea una cuasi-métrica. Si es posible adaptar el argumento de Mudarra al caso de
una cuasi-métrica d que resulta ser equivalente a 9°, donde J es métrica en X que cumple (4.8)
y 8 > 0. Dado que no toda cuasi-métrica en X puede hallarse equivalente a la potencia de una
métrica con estas caracteristicas, en general serd necesario suponer la duplicacion de pg g como
una hipétesis adicional e independiente a la condicion de porosidad débil de E en algunos de los
resultados de las proximas secciones.
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4.4 La condiciéon A; del peso implica porosidad débil

En las siguientes paginas nos dedicamos a demostrar que la condicién A; de un peso distancia
implica la porosidad débil del conjunto asociado. En términos de las familias de conjuntos definidas
anteriormente, demostramos la contencién

E1(X,d, p) CDP(X, d, p).

La prueba de esta primera implicacién se basa en argumentos elementales y donde no es necesario
recurrir, por ejemplo, a lemas de cubrimiento o cambios de cuasi-métricas especiales.

Teorema 4.14. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo tal que las d-bolas forman una base
de la topologia. Sea E un subconjunto no vacio de X. Si existe algin o« > 0 tal que d(-, E)™“ €
A1(X,d, ), entonces E es débilmente poroso.

Demostracion. Sea B = By(y,r) una bola en X. Dado que d(-, E)~* € A;(X,d, i), tenemos
que d(-, )~ es localmente integrable y, en particular, es integrable sobre B. Entonces

0=p({z€B:d(z,E)*=00})=p({z € B:d(z,E) =0}) = u(BNE).

Por lo tanto, ;1(E£) = 0ylafuncion pg g(B) > 0 es estrictamente positiva. Sean ahora o,y € (0,1)
a elegir luego y consideremos el conjunto

Dy ={z € B:d(z,E) = vpa,e(B) Nd(z,X \ B) = vp4,p(B)},

donde suponemos d(z, X \ B) = oo enel caso X \ B = (). Como pgq (B) >0y~ < 1, por la
Definicion 4.1, claramente tenemos que D, # 0.

A continuacion, buscamos dar con una cota inferior para la medida de D, de la forma ;i(D-) 2
p(B). Si Dy D By(y, (2K4)'r), entonces simplemente podemos estimar

#(D~) = p(Baly, (2Ka)~'r)) > ¢, i(Ba(y, r)) (4.9)

donde m es el entero que satisface 2™ > 2K, > 2™~ Sien cambio tenemos que By (y, (2K4) ')\
D., # 0, la obtencién de la cota requerida es algo mas compleja y serd necesario recurrir a la
condicién A; del peso distancia. Afirmamos en primer lugar que todos los puntos en esta resta
se encuentran a una distancia estrictamente menor que ypq g (B) del conjunto E. Para ver esto,
escribimos ,
Bd(y, Tf{d> \Dn/ =C1UCy

donde C; = Bd<y, ﬁ) N{d(z,E) < vpa,p(B)} y Co = Bd<y, ﬁ) N{d(z,X \ B) <
vpd,r(B)}. Para probar la afirmacion, es suficiente constatar que Co = (). Si X \ B = (), esto es
inmediato. Supongamos entonces que X \ B # (} y tomemos w € By(y,2 'K 'r)y ¢ € X \ B.
Luego,

Kad(w,€) > d(y,€) — Kad(y, w) > r — Kad(y, w),

y, por lo tanto,

1 1 1 r
d > —r—d > r_ =
(w,&) 2 gor—dly,w) = g=r = 5= = 57

lo que implica d(w, X \ B) > 271K '7. Finalmente, obtenemos

C> € {d(w, X\ B) 2 57} 0 {d(w, X \ B) < 7pap(B)} = 0
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1
dado que v < —— implica ypg p(B) < 2vKqgr < " Ahora bien, partiendo del valor medio
4K? ’ 2K

de la funcién d(-, E)~® en B podemos estimar

1

w(B)

- R z, B “du(z
/B dla, B dpa) > — /B oy ) )

1 / .
> L d(z, B)~° du(x)
#(B) JBay, 5\Ds

p(Baly, 2" K5'r) \ Dy)

B v pa,p(B)"
-1 _17“ o
> (M(Bd(yvz ﬁdB) )) M(D7)>,y—apd7E(B)—a
¢, " u(B) — u(D
L (G D)) iy )

donde k > 1 es tal que k=1 < 2K, < 2k,
Por otro lado, recordando que pg g (B) es estrictamente positivo, podemos elegir z € By
t > 1pq p(B) tales que By(z,t) C B\ E 'y, consecuentemente,

1 1
B:d(z,E) > ——pyp(B }) > (B( —t)) > 0.
M({xe (z )_4Kdﬂd,E( )i) = nlBlz ok,
En particular, esto significa que ess infp d(-, E)™* < 4°K$pq p(B)~?, lo que combinado con la
hipotesis d(-, E)~“ € A1(X,d, 1) permite entonces estimar

1 —a —a : —a
/ d(z, B)~* du(z) < [d(-+ B) ]y x.dn) €55 infues d(z, E)
B

n(B)
<A°Kgld(-, B)"*|ay(x,dp) pa,e(B)"“
= C(CK, Kd7 [d(v E)ia]/h(X,d,,u,)) pd,E(B)ia‘ (411)

Combinando (4.10) y (4.11) y despejando, obtenemos
w(D) = (e — Cla, Ky [d(, B) ]y eyl B). (412)
Luego, por (4.9) y (4.12) y eligiendo v > 0 suficientemente pequefio, podemos asegurar que
(D) > C p(B) (4.13)

para cierta constante C' = C(a, Ky, cjd, [d(-, E) ™) 4, (x,4,u)) € (0,1). Veamos que podemos
usar (4.13) para demostrar que existe una coleccion finita de bolas que cumplen con la definicién
de porosidad débil (Definicion 4.10).

A este fin, supongamos que {x;}4; es un conjunto 2vpy p(B)-disperso maximal en D.,.
Notemos que, si fijamos 7 = ypq, g (B), entonces Uf\il By(z;,27) contiene a D., debido a la pro-
piedad de maximalidad de {z;}}!,. A continuacién, extraemos una subfamilia de { By(x;, )},
de la siguiente manera: sea i; := 1. Suponiendo que hemos definido indices i1, ..., % y que
Y = {1 <i<M: By(x;,7) N Bg(z;;,7) =0, V1 < j <k} es no vacio, elegimos el siguiente
indice if41 como un elemento cualquiera de este conjunto. Si, en cambio, (2, es vacio, tomamos
M = ky damos por concluido el procedimiento. Por construccion, la coleccién {Ba(z;, f)}jj‘/il
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es claramente disjunta de a pares. Ademas, dado z € By(x;,27) (1 < i < M), existe 1 < j < M
tal que By(w;,7) N By(xi;,7) # (. Sea ahora w un punto en esta interseccion. Se sigue que

d(z,7i;) < Kgld(z,w) + d(w, 7;;)] < Kq[Kqld(z, z;) + d(7i, w)] + d(w, 7;)] < Kq(3Kq + 1)7.

Esto implica que la unién de bolas dilatadas Ujjzl By(zi;, Ka(3Kq + 1)7) contiene al conjunto

D,, mientras que la coleccion { By(w;;, F)}jj\il es disjunta por pares. Por otra parte, como cada
z;; € D, también se cumple By(z;;,7) C B\ E. Ademas, las desigualdades vpy p(B) = 7 <
2Kgyr < 2Kgr implican que la coleccion { By(z;;,T) }J]Vil satisface las propiedades 4.10.1, 4.10.2
y 4.10.3 de la Definicién 4.10. Finalmente, para ver que se cumple 4.10.4, recurrimos a (4.13) y

estimamos
M
C u(B) < u(Dy) < pu | Balwiy, Ka(3Kq + 1))

M
< w(Ba(wi;, Ka(3K4 + 1))

=

< ety Y w(Balwi;, 7))
j=1

donde m > 2 es tal que 2™ 1 < K(3K,+ 1) < 2™. Luego,

M

S ulBalwi, 7)) > op(B)

j=1
cono = o(a, Kg,cua,[d(-, E)" 4, (x,a)) € (0,1) y E es (0, 7)-débilmente poroso. [ |

Como se menciond con anterioridad, en el caso de los espacios métricos con medida duplicante,
un resultado analogo al Teorema 1.2 requiere de una hipotesis adicional a la porosidad débil del
conjunto £ la duplicacion la funcién pg g (ver [ ]). Veremos que para espacios de tipo
homogéneo esta hipotesis extra se mantiene. En particular, la condiciéon A; del peso distancia
implica también duplicacion de la funciéon de poro maximal.

Teorema 4.15. Sea (X, d, 1) un espacio de tipo homogéneo tal que las d-bolas forman una base
de la topologia. Sea E un subconjunto no vacio de X. Si existe algin o > 0 tal que d(-, E)™“ €
Ay (X, d, p), entonces py g es duplicante.

Demostracion. Sea B = By(y, r) una bola arbitraria en X . Escribimos A B para referirnos a la bola
By(y, Ar), para un cierto A > 0. Consideraremos dos casos por separado: cuando \gBNE =0y
cuando \gB N E # (), donde \; ' := K4[2K 4 + 1].

En el primer caso, se tiene que B, (y, A\or) C B\ E, de donde se deduce que Aor € A(y,r;d, E),
y por lo tanto pg g(B) > Aor. Dado que pg g(2B) < 4Kgr por definicion de pg g, la cota

pa,p(2B) < 4Ka\; ' pap(B) = AK312K4 + 1]pa,p(B)
se sigue de manera inmediata.
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Supongamos ahora que A\oB N E # (). Observemos, utilizando (4.11), que

1 / _ Cud / _
—— [ d(z,E)"%du(z) < —& d(z, E)"“du(x
5 LBy dute) < 2 [ dte, ) duta)
< Cu, d[ ( 7E) ]Al(X,d,,u) ess infze2p d(l’, E)ia
< cpald(, B)"*ay(x,dp)Cpa,e(2B)~"
=:Cpap(2B)™". (4.14)
Por otro lado,
i [ By dute) = s [ da By duta)
— z, w(z) > —— z, ne:
w(B) Jg w(B) Jx.B
:U'()‘OB) . —a
> . .
Z (B essinfyen,p d(z, E) (4.15)

Veamos ahora que ess infyey p d(z, E)™* > p; 5. Siz € AoB \ E y denotamos t = d(z, E),
entonces 0 < t < 2K ,\or (dado que \gB N E # ). Ademas, si X \ B # (),

d(w, X\ B) = —d(y. X \ B) — d(y,)

Y

(-2} = (- )
Ky Ky Kd[QKd + 1]
2K;+1-1

- Kd[QKd + 1] "

= 2KdA07“

> t.

Por lo tanto, By(z,t) C B\ E. Notemos que esta inclusion se cumple trivialmente aun si X \ B = ).
Luego, dado que ¢ < 2Kr, tenemos t € A(y,r;d, E), lo que implica que pg p(B) > t = d(z, E),
y en consecuencia pg g (B) ™ < d(x, E)~* paratodo z € Ao B\ E. Por lo tanto, como u(E) = 0,

se obtiene
pa,e(B)”" < essinfyey,p d(z, E)°. (4.16)

Para terminar, combinando (4.14), (4.15) y (4.16) se deduce

(Ao B)

(B) pa,p(B)"* < Cpgp(2B)~*,

o, equivalentemente,

pa.e(2B) < Cpar(B)

reasignando el valor de C' convenientemente. [ |

4.5 La porosidad débil como condicion suficiente

La demostracion que la porosidad débil junto con la duplicacién de la funcién de poro maximal
implican la condicién A; para un peso distancia apropiado requiere un esfuerzo considerablemente
mayor a su reciproco, considerado en la seccién anterior. En esta seccién se hara uso varias de
las herramientas introducidas en el Capitulo 2. La estrategia es la siguiente. Dado que ambas
hipétesis son invariantes ante cambios de cuasi-métricas equivalentes en la clase reducida D* (X, d)
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(Lemas 4.5y 4.12), basta demostrar el resultado para la cuasi-métrica § de Macias y Segovia obtenida
a partir de d. Las propiedades particulares de esta casi-métrica seran entonces aprovechadas para
obtener un lema de cubrimiento para conjuntos de la forma

ES"(e) :={y € Bs(x,r) : 6(y, F) < €}.

Luego, este lema de cubrimiento se utilizarad para demostrar un decaimiento exponencial en
medida de los conjuntos " (¢) en funcion del pardmetro ¢. Finalmente, este hecho nos permitira
demostrar el resultado principal de la seccién (el Teorema 4.18).

Teniendo en cuenta la estrategia anterior, es conveniente recordar que la cuasi-métrica ¢
intoducida en la Definicién 2.42 cumple § ~ d, K5 < 2K y hereda automaticamente la propiedad
que toda d-bola es abierta. Ademas, existe un numero positivo 5 = B(K}) tal que para todo
reX,r>00<s<2Kgryy € By(z,r), existe z € X que cumple

Bs(z, Bs) € Bs(y,s) N Bs(x, 7). (4.17)
Si £ C X es un subconjunto no vacio, dado € > 0 denotamos por
Es(e) ={r e X :0(x,F) <e}
al e-entorno de E con respecto a d, con lo cual E5"" (¢) = Ej5(¢) N Bs(x, 7).

Lema 4.16. Sea E un subconjunto no vacio de X tal que ps g es positiva'® y duplicante. Sean
BY := Bs(z,m0) una bolaen X con BYNE # 0 y0 < £ < ps p(BY). Entonces, existen un
conjunto de indices I a lo sumo numerable, para cadai € I un punto z; € X y un numero positivo
t; tales que:

4.16.1. las bolas en {Bs(2;,t;) }ic1 son disjuntas de a pares y | J;c; Bs(zi,t;) C E;O’m (e);
2
4.16.2. E5*"(e) € U;er Bs (z,-, %ti), donde 3 es la constante en (4.17);

3
4.16.3. para cadai € I existey; € BY \ E;"°(¢) tal que 6(z;,y;) < loé{é ti;

4.16.4. para0 <n < el conjunto I, = {i € I : t; > ne} es no vacio y se cumple

g
9K3’
ps,E(Bs(zi,ti)) > ©(n)e, Vi € I, (4.18)

ZOKﬂ —logy Cs.p

con ©(n) := [% +—5° y donde Cs g es la constante de duplicacion de ps .

.z . . xro,T . . .
Demostracion. Consideremos el conjunto €2, := E;°"?(¢), visto como un subconjunto del espacio

cuasi-métrico (Bg), 04), donde . es la restriccion de 9 sobre Bg. El conjunto 2. es abierto, acotado
y propio en Bg. En efecto, dado que 0 < € < ps; E(Bg), podemos tomar ¢ talque e < ¢ < pg, E(Bg)
y una d-bola Bs(x, () que no interseque con E'y esté contenida en Bg. Como € < (, es claro que
z, el centro de esta bola, no pertenece a E;(), por lo tanto 2 € By \ 2. = BY \ E{*"(e).
Apliquemos ahora el Lema 2.22 a ()., usando la constante triangular K = K3, para obtener

una familia de d,-bolas {Bs, (x;,7;)}icr en (BY,d,) que cumplen 2.22.1-2.22.4. Notemos que
By, (x,t) = Bs(z,t) N BY, donde Bs(,t) es la -bola en X centrada en z € Bf con radio ¢.
Luego, tenemos

U Bs. (@i, m) € E5*(e) = | Bs. (w1, 3Ksm3). (4.19)

i€l i€l

'8Recordemos que, en particular, todo conjunto débilmente poroso E satisface la hipétesis de positividad de su
funcién de poro maximal
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4.5. La porosidad débil como condicién suficiente

Fijemos ahora un indice ¢ € I. Como Bg \Qe # 0y Bs, (z4,7;) C Q, se tiene que r; < 2K 470, por
lo que usando el Teorema 2.45 podemos hallar un punto z; € X tal que Bs(z;, 57i) C Bs, (x4, 7;).
Como z; € By, (w;,7;), también se cumple By, (x;,3Ksr;) C Bs(z;,4K2r;). Luego,

2
UB(s(Zi,ti) g E§07T0(6) g UB(S <Zi, 4];15251'), (4.20)
i€l i€l
donde t; := Pr; y las bolas Bs(z;,t;) son disjuntas de a pares, ya que, segun 2.22.1, las bolas
Bg, (x;, ;) poseen esta propiedad. Las inclusiones de arriba prueban 4.16.1 y 4.16.2.
Para probar 4.16.3, notemos que por 2.22.4 para cada i € I existe algtin punto y; € BY \
E5°™(e) tal que 04 (24, y;) < 9K 2r;. De esto se deduce que

0(zi,yi) < Ks[6(zi, i) + 6(wi, 4:)] < Ks[ri + 9K§rs] < 10K3B~'t;, paratodoi € I. (4.21)

Finalmente, probemos 4.16.4. Dado e € E N BY, debido a (4.19) debe existir i € I tal que
e € Bs, (x;,3Ksr;), por lo que (usando la segunda desigualdad en 2.22.3)

9K
£ < 8.(e, B\ Q) < 9K3Pr; = 75751-,
de modo que t; > <2ze cuando By, (x5, 3Ksm;) N E # (. Asi, si0 < 1 < (9K32)~18 y conside-

957
ramos el conjunto de indices I, := {i € I : t; > ne}, tenemos I, # (). Tomemos ahora i € I,
como Bj(y;,€) N E = (), usando (4.21) deducimos que

Bs(y,€) C Bs (z (K5~ + 10K§/3*1]ti) y e <l < 2Ks[Ksn! + 10K,
luego € € A(z,;, [Ksn—t + 10K§‘ﬂ*1]ti; d, E) y

e < psE (Ba(% [Ksn "+ 10K§5_1]ti))
< C§'g ps,e(Bs(2i, i),

4
donde m es el entero definido por las relaciones 2™ ! < % + % < 2. De estas desigualdades

se desprende (4.18). [

A partir del lema de cubrimiento anterior, estudiamos ahora cémo decrece el valor de y(E™" (¢))

en funcion del parametro €.

Lema 4.17. Sea E un conjunto (0o, Y0)-débilmente poroso en X con respecto a § y tal que ps p; es
duplicante. Dada una bola B§ = Bs(x,70) tal que BY N E # () y sea 0 < & < ps p(BY), existen
constantes 0 < p, q < 1, independientes de ¢, tales que:

4.17.1. p(E5"" (pe)) < q u(E5" (€));

4.17.2. p(E{"™ (3p%ps,e(BY))) < ¢*u(BY), para todo k € No;

4.17.3. u(E) = 0.

Demostracién. Sea 0 < & < ps p(BY). Paran > 0, consideremos la funcién

26 20K}
U B

] —log, Cs.

O(n) = [
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Cubrimiento del Lema 2.22

Cubrimiento del Lema 4.16

Figura 4.4: Las bolas Bj(x;, r;) del Lema 2.22 aplicado sobre el abierto Q = F;°"(¢) visto como
un subconjunto del espacio (B, d,, 1) pueden no ser bolas del espacio ambiente (X, d, 1), lo
que presenta una desventaja dado que la condicién de porosidad débil de E sélo aplica sobre
las bolas de este espacio. La solucion a este problema viene dada por el Lema 4.16, que aporta
un cubrimiento adecuado en términos de J-bolas de (X, d, i) y que ademas cumplen con las
propiedades 4.16.3 y 4.16.4, esenciales para la demostraciéon del Lema 4.17.

introducida en el Lema 4.16. Dado que la constante Cj g es mayor que uno (por la condicién
de porosidad débil de E) el exponente —log, Cs g es negativo y © es una funcion creciente de

1. Ademas, lim;; 0 ©(n) = 0y im0, O(n) = (26[;4)1%2 “.2 - 1 Consideremos ahora el
5

numero
B 7 — 2150
= 0, 7} in < Ky 2k 2 , 4.22
o S“p{ ( o3]S Ky + 10K 1A (4.22)
de modo que 7 esta bien definido como el mayor nimero positivo que satisface la desigualdad
que figura en (4.22) y que en simultineo es menor que la cota gr.
s

Dado que 0 < g < las bolas Bj(z;, t;) del cubrimiento asociado al Lema 4.16 con i € I,

9K3 5
cumplen

ps,6(Bs(zi,ti)) = ©(mo)e. (4.23)

Teniendo en cuenta esto, tomemos &’ := 52-© (1o )e. Notemos que &’ < & dado que O(1) < 1
para todo 1 > 0. Procedamos ahora a estimar la medida del conjunto E5°" (¢)\ E*"(¢') usando
4.16.1:

pE T @ B ) 2 (U Bl ) \ B )

el

=" u(Bs(zi ti) \ Es(<)). (4.24)

el

Analicemos individualmente las medidas de los conjuntos Bj(2;,t;) \ Es(¢’) separando los
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4.5. La porosidad débil como condicién suficiente

casos segun el indice ¢ € I, o bien¢ € I\ I,),. La Figura 4.5 esquematiza la estrategia a seguir en
cada caso.

En el caso de las bolas pequenias, es decir, cuando ¢ € T\ I,),, invocamos 4.16.3 para hallar
un punto y; € BY \ E;""(¢) tal que §(z;,y;) < 10K337'¢;. Observemos que K5_1£ - =
K;'e(1—20(no)) > 0, por lo que afirmamos a continuacién que

Bs(yi, K5 'e — )N Es(e') = 0.
Para verificar esta afirmacién, tomemos w € Bs(y;, Kgle —¢’)y e € E. Luego,
S(w,e) > Ky '0(yire) — 6(ys,w) > Ky'e — Ky le+ e/ =&/,

dado que Bj(yi,e) N E = (. Por lo tanto w ¢ Es(¢’), lo que demuestra lo afirmado. Ahora,
afirmamos que Bjs(z;,t;) C Bs(y;, K; 'e — €), por lo que en particular Bs(2;,t;) \ Es(e') =
Bgs(z;,t;). Para probar esto, tomemos w € Bs(z;,t;) y, recordando que ¢; < noe, deducimos

S(w,y;) < Ks[6(w, 2i) + 8(2i, yi)]
< t;[Ks + 10K3871

1
< melKs + 10K < e = 2-0m) ) = - — ',
tal como se afirmo. Esto implica que
p(Bs(zi t:) \ Es(e') = p(Bs(zi, ti) (4.25)

paratodoi € I\ I,
Por otro lado, si 7 € Iy, (esto es, el caso de las bolas grandes), siendo £ un conjunto débilmente
poroso en X con respecto a ¢, podemos encontrar una secuencia finita de bolas disjuntas de a
N
pares {B;(z], ]) i tales que

(i) Bs(z! Z5, j) C Bs(zi,t;) \ Eparatodo1l < j < N;
(ii) s > yops,e(Bs(2i,ti)), paratodo j = 1,..., N;

(iii) sé- < 2Kst; paratodoj =1,...,N;

(iv) Zj 1#(36( Zj j)) > oop(Bs(zis ti))-

A partir de (ii) y (4. 23) se deduce que si~ > 700(no)e, lo que a su vez implica %58; —¢ =
K%;(si — LO(n)e) > 2K 85 .. Ademas, se cumple Bg(z Ky s —€ ) N Es(¢’) = (. Para ver

esto, procedemos como en el caso anterior: tomamos w € Bg(z K5 st —€') y e € E. Luego,

J
VEmos que

—1 1 /!
_K(S 5j+5 =g,

o(w,e) > Kglé(zé,e) - 5(z§-,w) > Kgls}
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Capitulo 4. Caracterizacion de pesos distancia A; sobre espacios de tipo homogéneo

por lo que w ¢ Es(&’). Se obtiene entonces que, para i € I,

N
p(Bs(z.t0) \ Es(e) = (U Balzhos)) \ Es(e))

]:

[y

j=1
N ) Sl

S IEE )
7j=1
N

>3 u(Bs(+ 5555))
j=1

v
‘H
.MZ
g

v
—

oy
(=%}
—

N
<
~—
~—

(4.26)

donde 271 < 2K < 2F,

De las cotas obtenidas en (4.24), (4.25) y (4.26) podemos estimar la medida de la diferencia
Ex07T0( ) \ E5B07T0( )

WEFENEP™ () = Y wBs(zisti) \ Es(eh) + D u(Bs(zi,t:) \ Es(e))

i€\ I, i€Ing

> 3 u(Bs(z ) + - > p(Bs(zin 1)

ieI\I,,O 8 eIy,

ZM Bg Zl,tz

#5 el

o AK?
> T—?—l M(Ba (Zz‘, 76%))
Cus el

00 i
e ot H(E5 0 (€)),

Cu,s

| \/

| \/

donde ! se eligi6 de forma tal que se cumpla 2/~1 < 66 <2

Si tomamos p = 2}259( 0)yq:=1-— oocmlg ! entonces 0 < p,q < 1, & = pe y la

desigualdad
ES ()N EF(E) = 5

puede reescribirse como

W(E5"" (€)) — m(E5"" (pe)) = (1 — q)u(E5"" (e)),

lo cual se puede reorganizar para obtener 4.17.1.
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El item 4.17.2 se obtiene facilmente aplicando 4.17.1 reiteradas veces, comenzando con el valor
k
e =B ps p(BY):

pk pk—l
N(E(?O’rO(?P&,E(Bg))> < qu(EEWO(T p&,E(BS)))

1
<q"u (Ef;”o’”’ (*pé,E(B(%))))

2
< ¢*u(BY).

Finalmente, consideramos 4.17.3. Notemos primero que E C |J .5 Bs(e,r) = Es(r) para
cualquier 7 > 0, por lo que basta verificar que u(E N Bs(e,r)) = 0 paratodoe € Eyr > 0.
Dada tal bola Bs := Bs(e, ), como su centro pertenece a E, claramente Bs N E # () y podemos
aplicar 4.17.1 con Ej(e) := Ej5(¢) N Bs. De hecho, para todo k € N,

B k k
pw(E N Bs) < N(E5<%p6,E<B6)> N Ba) = M(Ef;o’m (%Pé,E(Bé)>> < ¢"u(By),
y tomando el limite cuando k& — oo se obtiene y(E N Bs) = 0. |

Las desigualdades 4.17.1 y 4.17.2, validas para bolas Bs(z,r) que intersecan con FE, tienen

implicaciones importantes sobre las propiedades de pesos distancia de la forma w = §(-, E) ¢

con
o > 0. En efecto, w crece al ritmo de e en los conjuntos E; " (¢). Pero 4.17.2 indica que también
la medida de estos conjuntos decrece exponencialmente en términos de las constantes p y g; por
lo que una eleccién apropiada de la potencia o deberia asegurar, por lo menos, la integrabilidad de
w sobre una bola Bs(x, ) como la considerada. Este es precisamente el argumento a utilizar en el
Teorema 4.18, donde se demostrara la condicion A; de w para valores de « suficientemente peque-
fios. Antes, sin embargo, exploramos brevemente algunos otras implicaciones del decrecimiento
en medida de los e-entornos de un conjunto débilmente poroso .

Sea £ C X un conjunto (o, Yp)-débilmente poroso tal que p; i es duplicante. Dada una bola

B = Bs(x,r) tal que BN E # (), consideramos la funcién ¢z : (0,1) — R>( dada por

¢p(t) = n(Ey" (tps,e(B))).

Por definicion, ¢p es no decreciente y ¢p(t) < p(B). Ademas, el Lema 4.17 implica que
op(pt) < qop(t). Fijo 0 < t < 1, sea m el entero definido por las relaciones p™ >t > p™*1 (o,

equivalentemente, m < 11§§ ; < m + 1). Recurriendo a las propiedades anteriores de ¢ g, vemos
que
m t m t m 1 logg
¢5(t) = 9B (p Fn) <q"¢B (]77“1) <q¢"u(B) < gtlogpﬂ(B)‘

Teniendo en cuenta que u(E5" (¢)) = ¢p(eps,p(B) ') sie < ps p(B), deducimos

wES" (2)) 1( € )ao
B)

<= (4.27)
ps.5(

wB) T g

para todo 0 < € < ps gp(B) y donde o := }gg g. Definimos el exponente de Muckenhoupt de

E (con respecto a ¢), denotado como Mug(E), como el supremo oy > 0 para el cual vale (4.27),

en analogia con el concepto definido en [ 1yl ].
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(a) (b)

Bs(zi, t;)

Figura 4.5: Cuando el indice i € I\ I,;, (a), la bola Bj(z;,t;) es pequefia y se encuentra proxima a
la frontera de E5%"° (¢), por lo que eligiendo &’ suficientemente pequefio se deduce que Bs(z;, t;) \
Es(e") = Bs(zi,t;). Cuando i € I, (b), la estrategia debe compararse con la esquemtizada en la
Figura 1.3 para el caso de la recta real. Las bolas grandes se encuentran relativamente proéximas a
un poro Bj(y;, €), lo que permite recurrir a la hipdtesis de porosidad débil de E para cubrir una
ZZN , th
¢’ suficientemente pequefio, podemos asegurar que el frente de E5(c’) deja libre al menos una
fraccion de cada uno de estos poros, por lo que u(Bs(zi, ;) \ Es(e')) 2= u(Bs(zi,t:)).

fraccién de Bj(2;,t;) con poros Bs(z},t}), ..., Bs( ) de radio proporcional a e. Al elegir

Hemos demostrado, a partir del Lema 4.17, que Mug(FE) > 0 para todo E € DP(X, d, ) tal
que pg g duplica. Un beneficio de expresar el decaimiento en medida de los e-entornos de £
en términos del exponente de Muckenhoupt es que facilita la estimacioén de cotas de dimension
para este conjunto cuando (X, d, 1) es un ETH del tipo Ahlfors. En efecto, si (X, d, u) es 6-
Abhlfors, entonces (X, d, 1) es §-Ahlfors por la equivalencia d ~ §. Luego, existen constantes
0 < c1 € ¢y < o0 tales que

1’ < p(Bs(a,r)) < cor’

paratodoz € X yr > 0.
Usando (4.27) podemos estimar el limite superior

lim, o+ (B N Ba(w,7))(€))e*™" < lm. o+ pu(Es(2Kae) N Bs(w, 2K 47))*°
< s+aog—0

lim e
e—0t

=0

para todo s > 6 — ag. Luego, por la caracterizacién de la Proposicion 2.39 para la dimension
de Minkowski, tenemos que dim; 5(E(e) N By(x,7)) < 6 — ag. Usando ahora la comparacién
entre las dimensiones de Hausdorff y Minkowski 2.40.2, obtenemos

dimp s E = supdimpy s(E N Bs(z, 7)) < dimpss(E N Bs(z,7)) < 0 — ag
r>0

lo que implica dimg 4 F < 6 — g debido a 2.40.1.

Teorema 4.18. Sea (X, d, i) un espacio de tipo homogéneo tal que las d-bolas son conjuntos abiertos.
Supongamos que E es un conjunto (o,~y)-débilmente poroso en X con respecto a d tal que pq i es
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duplicante. Entonces, existe o« > 0 tal que w = d(-, E)~* pertenece a A1(X,d, ). Mas ain, las
constantes o y [w] 4, (x,4,..) dependen dea,y, K, ¢;q y CaE-

Demostracion. Partiendo de d, consideramos la cuasi-métrica de Macias y Segovia 6 € D*(X, d)
dada por la Definicion 2.42. Dado que (X, d, u) es (o, v)-débilmente poroso y la funcién pg g
satisface la condicién de duplicacién con constante Cy f, por el Lema 4.12 se sigue que (X, d, 1)
es (00, 70)-débilmente poroso y que ps g satisface la condicion de duplicacion con constante Cs f.
Ademas, los parametros og, 7o y Cs,r dependen de K4, ¢, 4, 0,7y Cq .

Por otro lado, debido a la Proposicion 3.14 en la que vimos que también los pesos distancia son
invariantes ante cambios de cuasi-métricas equivalentes, basta demostrar que para algiin a > 0,
se cumple §(-, E)~ € A1(X, 6, ), de modo que buscamos constantes positivas C'y « tales que,
para toda bola BY = Bs(z,1¢), se cumpla la desigualdad

][ 6(z, B) " *dp(z) < C ess infp, (4 r0)0(- £) ™7 (4.28)
Bs(xo,r0)

Para demostrar esta desigualdad consideramos distintos casos en relacién con la distancia de BY
respecto al conjunto E. Mas precisamente, consideramos los siguientes tres casos:

(@) Bs(xo,m0) N E =0 A§(Bs(zo,70), E) > 4K§7“0;

(b) Bs(zo,m0) NE =0 A(Bs(xo,m0), E) < 4K§r0;

(¢) Bs(wo,m0) NE # 0,

donde §(A, B) := inf,ec 4 pep d(a, b) denota la distancia con respecto a J entre los conjuntos A y
B.

Consideremos el caso (a). Sean x,y € Bg y a > 0 a determinar mas adelante. Entonces,

5z, ) > [; 5y, E) — 8(x.y)

1
> —96(y, F)— 2K
= K(; <y7 ) sTo

1 1

S L 0
1

> .

> 515, YW B)

De este modo, 6(x, E) ™ < (2K5) ess inf, c pod (y, E)~% paratodo @ > 0y todo x € X. Luego,

d(z, B) “du(x) < (2K5)“ ess infyeBgé(y, E)~. (4.29)
B}

El caso (b) puede deducirse a partir del caso (c) observando que, si m es elegido de forma tal
que 2™ 1 < 5K§ < 2™, se cumple
5K3BY
5o, ) dute) < “OSB e,y auta)
BY 1(Bs) 5K3BY

<yl | 8B duta).
5K3BY
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Notemos que 5K ng N E # (). Luego, suponiendo que (4.28) se cumple en el caso (c) para valores
apropiados de e > 0, se tiene

6(z, B) %du(r) < Ccjls ess inf5K§,Bg5(-,E)_O‘ < Ccpsess infBgé(-, E)y™®,  (4.30)
BY ’ ’

como debia demostrarse.

Consideremos finalmente el caso (c). Supongamos que Bg NE # () y denotemos p = pj, E(Bg).
A continuacion, procedemos a particionar la integral del lado izquierdo de (4.28) usando la notacién
Es(-) y Ey”"(+) introducida en el Lema 4.17:

o) duw) = [ Sy Cdu) [ S E) du)
Bg BU\E(;(Q/)) E(SO’ 0(§p)

<(5) "n(Eh B (0) + [0 ). @

2P)

Para hallar una cota adecuada del segundo término en (4.31), notemos que el integrando puede
expresarse como

EFOT 27 ) = {z € BY : §(x,E) < 27 p}
—{weBY 6z, B)=0}U | J{r e BY: 27 < 3(a, B) < 27pbp)
k=0

(BN BY)U U B (2 ko) \ B2 ),

donde 0 < p < 1 es el nimero provisto por el Lema 4.17. Ademas, por 4.17.3, u(E) = 0. Por lo
tanto, a partir de 4.17.2, podemos estimar

/Efo’ro(ép) §(x, B)”*du(x Z/m o By B k1 £ O(z, E)"“du(x)
= i (#18) “u(Egor (5) \ B (5415))
k=0
i(p‘“)’“u (E5 (v4))

donde la ultima desigualdad se sigue al tomar o > 0 suficientemente pequefio como para asegurar
que p~%q < 1. Ahora, dado que BN E # 0y u(E) = 0, el Lema 4.4 demostrado al inicio de
este capitulo implica que

/ . §(z, B) %du(x) < C(a)u(BY) essinfgo 6(-, B)°. (4.32)
Es(3p) ?

Combinando entonces (4.29), (4.30), (4.31) y (4.32), y tomando el maximo entre todas las
constantes obtenidas, se sigue que d(-, E')~“ pertenece a la clase A1 (X, J, ) para todo o > 0 tal
que p %q < 1. [ |
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De los Teoremas 4.14, 4.15 y 4.18, concluimos
Y1(X,d,p) =DP(X,d, n) N{E € P(X) : pgr es duplicante}

como solucién al Problema 3.15 con la hipétesis adicional que las d-bolas son base de la topologia
cuasi-métrica. Analogamente, esto se puede enunciar de la forma siguiente.

Teorema 4.19. Sea (X, d, pu) un espacio de tipo homogéneo tal que toda d-bola es un conjunto
abierto. Sea F/ un subconjunto no vacio de X. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

4.19.1. E es débilmente poroso y pq r es duplicante.
4.19.2. Existe cierto v > 0 tal que d(-, E)~* € A1(X,d, ).

Previo a considerar el ain mas general Problema 3.16, procedemos a dar una demostraciéon
alternativa a 3.17.5 de que la familia 31 (X, d, 1) es cerrada por uniones finitas, a partir de los
resultados obtenidos en esta seccion.

Proposicion 4.20. Si Ey, ..., E, € ¥1(X,d, ), se sigue que E1 U ... U Ey € 3¥1(X,d, ).

Demostracion. Basta considerar la unién £} UE; de dos conjuntos débilmente porosos en (X, d, p),
con la propiedad que tanto p4 i, como pg g, son duplicantes, y probar que Fy U Ey € ¥1(X, d, ).
Notemos que, para una d-bola arbitraria B C X, se cumple

Pd,E\UE; (B) < mfn{pd,El (B)v Pd,Es (B)}

Sean 0 < p;,q; < 1las constantes 0 < p,q < 1 que figuran en el Lema 4.17 para los conjuntos
E;,i=1,2.Luego, si0 < € < pg g,uE, (B), en particular € es menor que pq g, (B) ¥ pd,E,(B),
por lo que valen las estimaciones

1((B1U Es)s(pe) N B) < u((E1)s(pe) N B) + p((E2)s(pe) N B)
((B1)s(p1e) N B) + u((E2)s(p2e) N B)
1#((B1)s(e) N B) + g2 p((E2)s(e) N B)

1
q,u((El U EQ)(;(E) N B)

E
E

IAN N CIA A
T =

N

donde p = min{pi,p2} y ¢ = méx{q, g2}, siendo que podemos suponer sin pérdida de la
generalidad que!® ¢ es menor que % El enunciado se sigue al imitar los argumentos esgrimidos
en la prueba del Teorema 4.18 para demostrar que existe cierto o > 0 tal que d(-, E1 U E») €
A1(X,d, p), para luego concluir por los Teoremas 4.14 y 4.15 que E1 N Es es débilmente poroso
con funcion de poro maximal duplicante, esto es, F4 U Ey € X1 (X, d, p). [ ]

En efecto, podemos suponer que tanto p como g en 4.17.1 son arbitrariamente pequefios iterando como en la
demostracion de 4.17.2.
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CAPITULO 5 I

Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y
en espacios de tipo homogéneo

En este capitulo se obtienen multiples caracterizaciones de la familia ¥,,(X, d, ) que es solucion
al Problema 3.16. Los resultados mas fuertes son obtenidos en el caso particular de R", donde se
demuestra ademas la equivalencia de éstos con la teoria desarrollada por M. Pasquariello & I
Uriarte-Tuero, autores que introdujeron la definicion de conjuntos medianamente porosos. Una vez
resuelto el problema en el caso euclideo, se demostrara que alguna de las primeras caracterizaciones
obtenidas pueden ser adaptadas a espacios de tipo homogéneo mas generales. Asimismo, se verificara
la concordancia entre la condicion de porosidad en medianas y las propiedades de ejemplos previos
de pesos distancia, que son ya sea pesos A, o meramente pesos duplicantes, mediante un enfoque
probabilistico sobre la distribucion de poros de los conjuntos en estudio. Los resultados principales de
este capitulo se encuentran en [ 1.

Contenidos

5.1 Medidas de distribucion de poros . . . . ... ... Lo 115
5.2 Primera caracterizacién para pesos distancia 4, . . ... ... ... L. L. 124
5.3 Segunda caracterizacion para pesos distancia 4, . . . ... ... Lo 127
5.4 Equivalencia de la segunda caracterizacién con la condicién de porosidad en

medianas . . . .. ... 132
5.5 Pesos distancia A, en espacios de tipo homogéneo . . . . . .. .. ... ... .. 138
5.6 Ejemplos . . . . .. 145

5.1 Medidas de distribucion de poros

El estudio de los pesos distancia A, con p > 1 es considerablemente mas complejo que el caso
Aj debido a que la condicién geométrica que ha de imponerse sobre los conjuntos asociados es
significativamente més laxa y, por lo tanto, mucho mas dificil de caracterizar. Por esta razon, nos
enfocaremos principalmente en estudiar pesos A, en el contexto de R", donde sera posible obtener
una caracterizacion altamente reminiscente a la condiciéon de porosidad débil. Las Secciones 5.1
a 5.4 estan dedicadas exclusivamente al estudio del Problema 3.16 en el marco euclideo. No sera
hasta la Seccion 5.5 cuando indagaremos brevemente sobre qué propiedades de los pesos distancia
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Capitulo 5. Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y en espacios de tipo homogéneo

A, pueden ser obtenidas en el contexto de un espacio de tipo homogéneo. Para finalizar, la
Seccidn 5.6 esta dedicada a probar que ciertos ejemplos provistos en [ ; ] cumplen
con las caracterizaciones esbozadas en las primeras secciones de este capitulo.

Al igual que en el trabajo original de Anderson et al, los cubos de R™ y sus particiones
diadicas jugaran un papel crucial en las demostraciones de las préximas secciones. Por este
motivo, es conveniente dar un repaso de algunas de las herramientas presentadas en el Capitulo 1.
Recordemos que

Qz,r) =[xy —ryx1+7) X ... X [Xg — 1,2 +7T)

es el cubo centrado en x con lado I(Q) = 2r. Cada cubo )y admite una descomposicion diadica

D(Qo) = | DY(Qu),

=0

donde D7 (Qy) es la coleccion de los 2™ cubos disjuntos @ con lados 1(Q) = 2771(Qy) y tales
que UQGDJ- (Qo) @ = Qo, para todo j € Ny. Llamaremos (sub)cubos diadicos de ()¢ a los elementos
de la familia D(Qq) y (sub)cubos diadicos de j-ésima generacion a los elementos de D7 (Qy). Para
dar a entender que () es un subcubo diadico de la j-ésima generacién, escribimos gen (Q = j. Las
siguientes propiedades son consecuencias directas de la definicion de cubos diadicos de Qo:

o siQ € DI(Qo) con j > 1, entonces existe un tinico cubo 7Q) € DI~1(Qy) tal que Q C Q.
En palabras, () es el padre diadico de (), mientras que ) es un hijo diadico de 7(Q);

o todo @ € D(Qo) tiene exactamente 2™ hijos diadicos;
o dados Q, P € D(Qo) tales que Q@ N P # (), entonces o bien Q C Po P C Q.

Dado un conjunto no vacio £ C R”, en general serd conveniente trabajar con la subfamilia
compuesta por todos los subcubos diadicos de (g que no intersecan con F y que son maximales
con respecto a esta propiedad. En simbolos,

Dp(Qo) :=={Q € D(Qo) : QNE =0 ATQNE # 0}.

Recordemos por otro lado que, dado un conjunto no vacio £ C R” y un cubo @)y, denotamos
por Mg (Qo) a alguno de los subcubos diddicos de Qg que satisfacen @ C Qo \ F y que poseen
mayor medida de Lebesgue. El poro maximal diddico M (o) es una herramienta crucial en la
equivalencia dist(-, E)~® € A; siy solo si F es débilmente poroso. Esto se debe a que en la
condicién de porosidad débil la distribucién global de los poros en )y depende de esta cantidad,
siendo que al mismo tiempo [(M(Q))™* =~ ess infg, dist(-, E) ™.

En nuestra breve exploracion cualitativa del caso A, en R" (Seccion 1.4 del Capitulo 1) vimos
que la cantidad [(M(Qo)) pierde relevancia frente a nuevas herramientas que apuntan a describir
el comportamiento de las fracciones de subcubos diadicos grandes y pequenos de Dg(Qp). En
las Secciones 5.1 a 5.4 veremos que efectivamente las funciones Lg, y Sg, introducidas en la
Seccion 1.4 son las herramientas adecuadas para una caracterizacién geométrica de los conjuntos
en ¥,(R™, d, m), donde d es la métrica euclidea y m la medida de Lebesgue. Nuestro enfoque sera
constructivo: comenzaremos por estudiar en detalle la familia D (Qq) y por qué las funciones
Lo, y Sq, estan bien definidas; discutiremos sus propiedades basicas y procederemos a obtener
dos caracterizaciones de los pesos distancia A, en términos de tales cantidades; por ultimo
compararemos la segunda caracterizaciéon con la condicion de porosidad en medianas obtenida
por M. Pasquariello & I. Uriarte-Tuero en [ ], que destaca por ser altamente reminiscente con
la condicién de porosidad débil.
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5.1. Medidas de distribucién de poros

Los primeros resultados a establecer muestran que la familia Dy ((Q)) resulta ser una particiéon
apropiada del conjunto Qg \ E que, en el caso que E tenga medida de Lebesgue nula, puede
utilizarse para estimar el valor medio de cualquier peso distancia de la forma dist(-, £).

Lema 5.1. Si E es un conjunto cerrado y no vacio con |[E| = 0 y Qg es un cubo tal que Qo N E # ),
entonces D (Qo) es una familia infinita de cubos diadicos disjuntos de a pares que ademas cumple

U @=@\E
QEDE(Qo)
Demostraciéon. Dado que |E| = 0, el conjunto Qo \ E es no vacio. Por lo tanto, para cada x

perteneciente a este conjunto podemos encontrar, usando que F es cerrado, algin cubo @ € D(Qp)
que contenga a x y tal que QN E = (). Sea . el mayor de los cubos con esta propiedad. Entonces,
por maximalidad, @, € Dg(Qo). Esto muestra que Dp(Qo) # 0y

Q\EC |J @c@\E.
Q€eDE(Qo)

Por otro lado, si Q1, Q2 € Dgr(Qo) son tales que Q1 N Q2 # (), afirmamos que )1 = Q2. Notemos
que, debido a las propiedades de los cubos diadicos, o bien )1 C Q)2 0 )1 2 Q2. Supongamos sin
pérdida de generalidad, que @)1 C Q2. Entonces, se sigue que 7)1 C ()2, pero en este caso

D#£TQ1NECQ2NE,

lo que contradice el hecho que Q2 € Dg(Qo). Por lo tanto, la afirmacion es valida.
Resta demostrar que Dg((Qo) es una familia infinita. Supongamos, por el contrario, que

Dp(Qo) = {Qi}}L; v sea

m = 12@(\[ gen(Q;).

Tomemos y € Qo N E y sea Q* € D(Qy) el cubo tal que y € Q* y gen(Q*) = m. Consideremos

ahora la interseccion
on( U @)

1<i<N

Si esta interseccion fuese vacia, tendriamos que

Q*CQ\ |J @=\ |J @=E

1<i<N Q€eDE(Qo)

por la primera parte de la prueba. Pero esto es una contradiccion, ya que |E| = 0 < |Q*|. Por
lo tanto, debe existir alguin 1 < ¢ < N tal que Q* N Q; # (). Como gen(Q*) > gen(Q;), esto
implica que y € Q* C @, lo cual nuevamente es una contradiccidn, puesto que Q; € Dr(Qo) y
y € E. En consecuencia, Dg(Qo) contiene infinitos cubos diadicos.

|

En lo que sigue, sera necesario usar la formula general
/ dist(z, 0Q)? dx = C(n, 0) |Q|"* %
Q

para evaluar integrales sobre cubos () € Dg(Qo). Para deducir dicha formula, la estrategia es
reducir la integral a una expresiéon que involucre a la funcion beta

B(p,q) == /1wp1(1 — 2)1" dz,
0
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que es convergente para todo p,q > 0 [ ]. A continuacién, introducimos algo de notaciéon
adicional. En primer lugar, supongamos sin pérdida de generalidad que @ = Q(0, ), en particular
( esta centrado en el origen. Sea

QT(r)={reQ:21>0,...,2, >0}
y, para cada i € {1,...,n}, escribimos
Qf(r)={zeQT(r):z >ux;, Vj#i}.

Observemos que |Q] () N Q; (r)| < [{z; = x;}| = 0 para todo par de indices i # j y que
U?:1 Qj (r) = Q™" (r), de modo que

/ dist(z, 0Q)? dz = 2”/ dist(z, 0Q)? dx
Q

Q*(r)
=" / dist(z, 6@)9 dz.
2 o
Para x € @ se tiene dist(x,0Q) = min{r — |z1],...,r — |zy|}. Por lo tanto,

r o px1 1
/Q+( )dist(x,@@)edm:/o /0 /0 (r —z1)? day, . .. dey day
1 T

= / (r —21)02" V day

0
1
= r"+9/ (1—t) Lt
0
=r"98(n, 0+ 1).
Luego, si @ > —1, laintegral original sobre () toma el valor |Q]1+% multiplicado por una constante

C que depende de n y 6.

Lema 5.2. Fijof > —1 y sea E C R™ un conjunto cerrado, no vacio y tal que |E| = 0. Entonces,
existen constantes 0 < C7; < Cy < oo que solo dependen den y 0 tales que

Q) . 0 o Q]
Cr Y Q' F-< 4 dist(x, B)dz < Cy ) UQ)'2, (5.1)
QeDE(Qo) |QO‘ ]20 QeDE(Qo) |Q0|

para todo cubo Qo que interseca con E. Mas aun, la constante C'y puede elegirse de forma tal que la
primera desigualdad en (5.1) se cumple para cualquier § € R.

Demostracion. Fijemos un cubo Q) tal que Qo N E # (. Si 6 = 0, entonces (5.1) se cumple con
C1 = Cy = 1. Supongamos ahora que —1 < 0 < 0. Sea Q € Dg(Qo). Dado que Q N E = (), se
tiene

/ dist(:v,E)9 dx < / dist(x,aQ)e dx = Cy(n, 0) |Q|1+% = Ca(n,0) Z(Q)9|Q‘7
Q Q

donde la hipdtesis # > —1 es necesaria para garantizar que la segunda integral sea finita. Por otro
lado, siy € @, como 7Q N E # (), se sigue que

dist(y, E) < diam(7Q) = C(n) I(Q),
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5.1. Medidas de distribucién de poros

y por lo tanto
dist(y, E)? > C1(n, 0) |Q|%

Esto muestra que
/ dist(z, E)? dz > Ci (n, 0) |Q|* / dz = Cy(n. 0) |Q]"* % = C1(n.0) 1(Q)|Q.
Q Q

lo cual es valido incluso para § < —1. Recordando que |E| = 0, podemos combinar las estimacio-
nes anteriores con el hecho que

][ dist(ac,E)edac:][ dist(z, E)? dz = Z |Q0]_1/ dist(z, E)? d
0 Qo\P QEDE(Qo) @

para obtener facilmente (5.1). El caso 6 > 0 se sigue de manera analoga.
|

La siguiente definicion introduce los subconjuntos de la recta utilizados para la definicion
de las funciones Lg, y S¢,. Las propiedades basicas de estos conjuntos son estudiadas en la
Proposicion 5.4 que inmediatamente le sucede.

Definicion 5.3. Sea £ C R™ un conjunto no vacio. Dado un cubo Q) tal que Qo N E # () y dado
t € (0,1), definimos los conjuntos

ZL(t,Qo, E) = {Lzoz > el >t}

ochmian 90l
(Q)>L

S(t,Qo, E) = {Lzo: Z el >t}.

QeDr(Qo) Qo
H(Q)LL

Proposicién 5.4. Sea E un conjunto cerrado y no vacio con |E| = 0. Si Qo C R"™ es un cubo que
interseca E, entonces valen las siguientes afirmaciones.

5.4.1. Para todot € (0,1), Z(t,Qo, E) = [0, L] donde 0 < L; < I(M(Qo)). En particular,
Z(t,Qo, E) es un intervalo cerrado que contiene al cero.

5.4.2. Paratodot € (0,1), 7 (t,Qo, E) = [L},0) donde 0 < L} < I(M(Qo)). En particular,

L (t,Qo, E) es una semirrecta a derecha.
5.4.3. Si0 < s <t<1,entonces L(t,Qo, E) C ZL(s,Q0, FE) y.L(t,Qo, F) C L(s,Qo, E).
Demostracion. Para probar 5.4.1, comencemos por observar que, dado que
> =t
%o |0l
se tiene 0 € Z(t,Qo, F) paratodot € (0,1). Ademas, si L € Z(t,Qo, E)y0 < L* < L,
entonces
3 Q| > 3 Q| -
o 1@l T &3, 1Qol
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lo que implica L* € Z(t,Qo, E), esto es, £ (t, Qo, E) es un intervalo. Definamos ahora
L= supf(t, QO’ E)

Verifiquemos que L; > 0. Para ello, consideremos una sucesion {l,, } ,cny de niimeros positivos tal
que I, \ 0 cuando n — oco. Observemos que, si definimos

Qn = {Q € Du(Qo) : Q) = In},

entonces

U Q0 =1{Q € D&(Qo) : Q) > 0} = Dp(Qu).-

neN

Por lo tanto, recordando que |E| = 0, podemos aplicar el Lema 5.1 para obtener
Q=10 \EI=| U e =Jm|UJe=1m| U @
QeU,cr On Q0. (Q)>1n
Esto significa que, para todo ¢ € (0, 1) fijo, podemos elegir n suficientemente grande de modo que
Q
M |’Q“ 1Qol~ 1] U e =t
H(Q)>1n (@)=ln

y por lo tanto L; > 1, > 0.
Para ver que .Z(t,Qo, E') es cerrado, basta verificar que L; € Z(t,Qo, E). Con este fin,
observamos que

Z(t,Qo, B) N {27 1(Qo) ey = {271(Q0) bezo.
para algun entero no negativo kg. De hecho, notemos que kg > 0, ya que la condicion Qo N E # ()
implica que
Q) < %Z(Qo), para todo Q € Dg(Qo).
Afirmamos que 27%0](Qo) = L;. En efecto, supongamos que existe L > 0 tal que

27%1(Qo) < L € Z(t,Qu, E).

Entonces, necesariamente L < 27%0%1]((Q), ya que de lo contrario tendriamos que 27 %0+1(Q) €
Z(t,Qo, E), contradiciendo la hipétesis sobre kg. Pero como no existen cubos diadicos con lon-
gitudes de lado comprendidas entre 27%01(Qg) y 27%*11(Qy),

3 1Qr _ Z Q! -
l : \Qo\ , 1Qol
(Q)=2"Fot1i(Q HQ)
lo que implica 27%0+11(Qg) € Z(t, Qo, F), que nuevamente es una contradiccién. Por lo tanto,
27M1(Qg) = max.Z(t,Qo, E) = Ly,
Z(t,Qo, E) es cerrado. Finalmente, notemos que
Ly <U(M(Qp)) + ¢ paratodoe > 0,
dado que

1Ql
Z il "

UQ)=U(M(Qo)
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5.1. Medidas de distribucién de poros

y por ende L; < [(M(Qo)).

La prueba de 5.4.2 puede obtenerse mediante argumentos similares a los anteriores. Dado que
T
(Q=IM@0) P
se tiene [(M(Qo)) € L (t,Qo, E) paratodo t € (0,1). Ademas, si L € . (t,Qo, E)y L* > L,
entonces
) Q| > 3 Q| > 1
w190l gz, 1@l

lo que implica L* € . (t,Qo, E). Esto prueba que .7 (t, Qo, F) es un intervalo que contiene
[1(M(Qo)), 00). Para ver que L} := inf .#(t,Qo, F) > 0 para todo ¢t € (0, 1), observemos que la

igualdad
s
(Q<UM(Q0))
implica que
Z ﬂ —0 cuando L — 0.
|Qol

Q)<L

Por lo tanto, podemos elegir L > 0 suficientemente pequefio de modo que
> <t
@<r 0

y asi Ly > L > 0. Para verificar que .¥ (¢, Qo, F) contiene su extremo inferior L}, observamos
primero que

S (t,Qo, E) N {27 1(M(Q0)) treeno = {27*1(M(Q0)) Yo

para algtin entero no negativo ko. Afirmamos que 27%°/(M(Qp)) = L}. En efecto, supongamos
que existe L > 0 tal que
275U(M(Qo)) > L € S (t, Q. E).

Entonces L > 27%0~1](M(Qy)), ya que de lo contrario se tendria 2~ %0~ (M(Qy)) € .Z(t, Qo, E),
contradiciendo la hipotesis sobre ky. Dado que no existen cubos diadicos con longitudes de lado
contenidas en el intervalo (27%0~1/(M(Qp)), 2% 1(M(Qy))), se tiene

>y 1@l _ 3 el
o |Qol |Qol
(Q)<2~ k0~ 1I(M(Qo)) HQ)<L
lo que implica 27%0~1(M(Qy)) € .7 (t, Qo, F), nuevamente una contradicciéon. Por lo tanto,
Ly = 27%1(M(Qo)) = min #(t,Qo, E).

Finalmente, para probar 5.4.3, basta observar que sis <ty L € Z(t,Qo, F), entonces

Z M>t23,

(Q)>L [Qol ~
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por lo que L € Z(s,Qo, E). De manera analoga, si L € . (t, Qo, E), entonces
Z ’Q| >t > s,
|Q0|

lo que implica que L € .7 (s, Qo, E). [ |

Definicién 5.5. Fijos un conjunto no vacio £ C R” tal que |E| = 0 y un cubo @ que interseca
E, introducimos las funciones L¢ : (0,1) — (0,1(M(Q))] y Sg : (0,1) — (0,1(M(Q))] dadas

por
Lo(t) :=max Z(t,Q, F)

So(t) :=min.7(t,Q, E).

Gracias al estudio de los conjuntos £ (t, Qo, E) y (¢, Qo, E), las funciones Lg, y Sg, se
hallan ahora bien definidas en términos de maximos y minimos, a diferencia de la definicion
preliminar presentada en el Capitulo 1, donde se habian utilizado supremos e infimos. Por otro
lado, debido a 5.4.3, también sabemos que L) es no creciente mientras que Sg es no decreciente, y
que estas funciones solo toman valores discretos de la forma 27%1(M(Q)), aunque por lo general
no sera necesario recurrir a este hecho.

La heuristica detras la funcion Lg, (respectivamente, Sg,) es que evaluada en ¢ asigna la
mayor (menor) longitud de lado entre aquellas longitudes asociadas a los poros que, en conjunto,
constituyen una fraccién ¢ del volumen total de )y \ E. En otras palabras, estas funciones estin
asociadas a las t-medianas de la distribucién de poros en (g con respecto a E. Los siguientes
resultados establecen algunas propiedades basicas adicionales.

Proposicion 5.6. Sea E un conjunto cerrado, no vacio y tal que |E| = 0. Si Q9 C R"™ es un cubo
que interseca E, entonces para todo 0 < t < 1,

> ”g' >ty > ‘@” > ¢ (5.2)
H(Q)=Lay(®) " 1Q)<Sqq (1) Y
mientras que
Z ||§" <1—t vy Z |’§‘\ <1-t. (5.3)
UQ)<Lay® " H@)>Sg, (1) "

Demostraciéon. Ambas desigualdades en (5.2) se siguen trivialmente del hecho que Lo, (t) €
Z(t,Qo,E) y Sg,(t) € Z(t,Qo, E). Las desigualdades en (5.3) involucran las medidas de
conjuntos complementarios a los propios de (5.2), por lo que basta observar que

QI QL
=1- <1l-t
Z(Q)gﬁ: 1Qo| I(Q)g 1Qol
1Q 1Q
=1- <1-—t.
l(Q)g; |Qol l(Q)g 1Qol =
|

Lema 5.7. Dado un conjunto cerrado y no vacio E con |E| = 0 y un cubo Qo tal que Qo N E # ),
entonces
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5.7.1. Lg,(t) € (1 —t,Qo, E) paratodot € (0,1). En particular, Ly, (t) > Sg,(1 —t) para
0<t<l;

5.7.2. Lo, y Sq, poseen los comportamientos limite

lim Lg,(t) = lim Sg,(t) =0

t—1— t—0t

lim Loy(t) = lim Sg,(t) = UM(Q))

t—0t

Demostracion. Fijemos un cubo )y como en el enunciado y tomemos ¢ € (0, 1). Tenemos que
U e=lU( U @f=m > jel<tl
UQ)>Lay (1) €0 " UQ)2Lay(t)+e T U@z Lq 0+

donde la tltima desigualdad se cumple dado que Lg, (t) = méx .Z (¢, Qo, E). De aqui se deduce
que

Z Q| Z |Q\
|Qol |Q0|
Q)<L (t) H(Q)>Lq,

y por lo tanto Ly, (t) € .7(1 — ¢, Qo, E). Esto prueba 5.7.1.
Por otro lado, dado que L, es no creciente en (0, 1), se tiene que lim, ,;- L, (t) = L* para

el
Z Qo| =

Q)>L*

cierto L* > 0. Esto significa que

para todo 0 < ¢ < 1, lo cual implica
Z Q| —1
gz 1@l

Si tuviéramos que L* > 0, dado que Dg(Qo) es una familia infinita, podriamos elegir Q1 €
Dr(Qo) tal que [(Q1) < L* y, en consecuencia,

Q| Q) Q1]
o =1~ <1- =<1,
l(c%y |Gl l(Qz;L* |Qo Qo

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, necesariamente L* = 0 y, por 5.7.1,

t1—1>1(§1+ 8o, (t) < hm Lo,(1—-1) = thrlni Lg,(t) =0.

Por otro lado, si definimos s := Zl(Q)g%l(M(Qo)) %, entonces s € (0,1) y S, (t) = {(M(Qo))

para todo s < t < 1. Finalmente, usando 5.7.1 nuevamente, obtenemos

UM(Q0)) = Jim Lo,(t) = lim So,(1=1) = lim Sgy(t) = (M(Qu))
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Capitulo 5. Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y en espacios de tipo homogéneo

5.2 Primera caracterizacion para pesos distancia A4,

En esta seccion presentamos una primera caracterizacion de los subconjuntos de R™ asociados
a pesos distancia A,. Las implicaciones de esta equivalencia se demuestran de forma separada
en los Teoremas 5.8 y 5.9, donde se observa la relevancia de las funciones Lo, y Sg, en este
contexto.

Teorema 5.8. Sea E un conjunto cerrado y no vacio y supongamos que existe cierto o > 0 tal que
dist(-, E)~* € A,(R"™) para algiin 1 < p < oo. Entonces, existen constantes positivas o = o(a, p)
y Co = Co(n, o, p, [dist (-, E) "] 4,rn)) tales que

C
Lqu(t) < 78, (1) (5.4)
para todo cubo Qo que interseca a E y todot € (0,1).

Demostracién. Si w(x) = dist(z, E)~®, dado que w € A,(R™), en particular w es localmente
integrable. Pero como w(x) = oo para todo = € E, necesariamente se tiene que |E| = 0, y por lo
tanto las funciones L, y Sg, estan bien definidas. Sea ¢ € (0, 1). Usando la condicién A, de w
sobre ()o, junto con el Lema 5.2 y las propiedades de L, y Sg,, se obtiene

[dist (-, E) "] 4, (rn) > (]é dist(z, E)™¢ d:c) (]é dist(z, E)ﬁ d:c)p_l

0

o 1@l o Q] \P-!
> C(n,a,p) E Q) l(Q) Pl
(QeDE(Qo) Qo] ( |Q0|)
-1
. Q| - 19 \"
zC(n,a,p)< E >< (Q)r1 )
erE(QO) \Qo! |Qol

UQ)=Sq, (1)

p—1
- i Q)
> C(n,a,p) Sq,(t) ( b Qo ) ( Z |QU|>

QE'D
Z(Q <SQ0 >£QO (t)

> C(n, a,p) 17 Sgq (1) Lo (1),

donde la dltima desigualdad es consecuencia de (5.2). A partir de esto, se obtiene facilmente (5.4)
con g = £ y donde Cp es una constante que depende de n, o, p y de [dist(-, £) "] 4 gny. W

El reciproco del teorema anterior viene dado por el siguiente resultado.

Teorema 5.9. Sea E un conjunto cerrado y no vacio con |E| = 0 tal que existen constantes o, Cy > 0
para las cuales se cumple

C
‘CQO (t) < TGOSQO (t)

para todo cubo QQ que interseca a E y todot € (0, 1). Entonces, para todo 1 < p < oo tenemos que
dist(-, E)~ € A, siempre que 0 < a < min{o ™!, (p — 1)o1}.

Demostracion. Fijemos 1 < p < co. Buscamos constantes a,, C' > 0 tales que la desigualdad

(]{2 dist(z, E)~da ) (]é dist(z, E)p"ﬁdx)p_l <cC
0 0
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5.2. Primera caracterizacion para pesos distancia A,

se verifique para todo cubo (9 C R". A este fin, consideramos tres casos de forma separada.

Caso I (Qo N E = 0 Adist(Qo, F) > 2diam(Qp)): en este caso, puede demostrarse que, si z es
un punto dado en (Qg, entonces

3 dist(zo, E) < dist(z, E) < 2 dist(z, E)

para todo = € (). Por lo tanto, para cualquier eleccion de o > 0 se tiene

][ dist(z, £) " “dz < 2% dist(xo, )¢,

0

][ dist(z, B)71dz < 251 dist(zo, E)7 1,

0

lo que implica que

(][ dist (z, E)*ada;) (][ dist(z, E)ﬁdx)p_l <42,
Qo Qo

Caso II (Qp N E = O Adist(Qo, E) < 2diam(Qp)): observemos que 4Qo N E # (), donde 4Q)
denota el cubo con el mismo centro que Q) y tal que 1(4Qo) = 41(Qo). Suponiendo ahora que
la condicién A,, se verifica para algun o > 0 y con una constante C' > 0 para todo cubo que
interseca a F/, se tiene

][ dist(z, E) “dz < 4"][ dist(z, )" “dz
0 Qo

o a 1—
< 4"C( dist(m,E)pjd:E) : < C(n,p)( dist(m,E)ﬁdfo g

4Qo Qo

Luego, la prueba de este caso se reduce a demostrar el Caso IIL

Caso III (Qy N E # 0): sea 0 < o < 1 a elegir més adelante. Comencemos por escribir

Dp(Qo) ={Q : 1(Q) > Sg,(3)} U U{Q Sqo(5r) < UQ) < Squ(56)}-

Notemos que esta igualdad se justifica por el comportamiento limite

enunciado en 5.7.2. Esto permite obtener la estimacién

][ dist(z, E) " “dx <

Cra) Y U@ g+i( 3 Z(Q)—a”g')].

l(Q)Z‘SQo(%) k=1 SQ0(2k+1 )<I(Q)<5Qo(ik)

Para el primer término entre corchetes se tiene

A e
l(Q)ZESEz (1)Z(Q) Qo] = 5@ < La®)™
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Capitulo 5. Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y en espacios de tipo homogéneo

donde se utiliz6 5.7.1 para obtener la tltima desigualdad. Este mismo inciso del Lema 5.7, junto
con (5.3), permite obtener una estimacion analoga para el término restante:

> ) l(@)a,‘g{h)

k=1 Sqq (5rr) SUQ)<Sqq (55

Mg

el
2k+1 Z |Q0‘

k=1 HQ)<Saq ()

.- oo —Q Q
< C(a, Cy) 22 (kJrl)ﬁQo(zkl-&-l) Z ”QO||

k=1 (Q)<SQO(%)
—Q = Qo Q
< Ofa, Co)Lgy(b) @ T 2oot) 30 |'QO"
k=1 UQ)<Lqy(1-55)
< O, Co) Ly (3)7* > 200 D=h
k=1

= C(a,0,C0) Ly (3)~ ZZ’“ ac—1)

= C(OZ,O', CO)EQ()(%) s

siempre que o < o~ !. Hemos demostrado que, para estos valores de a, la integral . 0o dist(z, )~ “dz

esta acotada por una constante multiplicada por Lg, (%)_a. Resta demostrar que ademas

a —1
(][ dist(z, B)71da)" < O Lgy(4)°

0

para « suficientemente pequeno. Para ello, consideramos ahora la particion
Di(Qo) = {Q: 1(Q) < Lay(3)} U U{Q Lqo(5) < UQ) < Lay ()}

Para k suficientemente grande, los conjuntos {,CQO( 7) <UQ) < Lg, (216%)} son eventualmente
vacios, aunque esto no afecta la demostracion. Al 1gual que antes, partimos la integral en cuestion
segun

][ dist(z, E)ﬁd:c <

0

C(n,a,p)[ Z HQ)rT |0‘+i( Z l(Q)ﬁ‘gJ!”‘

UQ)ISLy(3) k=1 L4y (5r)<UQ)<Lq (zrFT)

Je ’ . a1e
El primer término es claramente menor o igual que L, (%) »—1 . Para el segundo término, utilizando
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5.3. Segunda caracterizacion para pesos distancia A,

nuevamente el Lema 5.7 y la Proposicion 5.6, obtenemos

> 2 @6

F=1 0 Loy () <UQ)<Lay (5)

00 o Q
S Z[’QO( kl-kl)pil Z "C;)O||

k=1 UQ)>Lq, (55)
> ao_ _a Q
S C(a,p, CO) ZQP_I (k+1)SQ0(2kl+1)p_1 Z ”QO“
k=1 UQ)>Lay (55)
< C(a p, CO SQ % p— 1 22pa01(k+1 Z g||
UQ>Sgy(1-2) 0
< C(a p,o' CO SQO % p— 1 22]{} ao _1
k=1
< C(a,p,0,Co) Ly (3)7T
si tomamos a < (p — 1)o 1. De aqui se deduce que
o -1
<][ dist(z, B)7*1dz)" < C Loy(1)",
0
como debia ser demostrado. [ ]

5.3 Segunda caracterizacion para pesos distancia A,

Podriamos afirmar que la caracterizacion obtenida en la seccion anterior es de caracter continuo,
en el sentido que involucra comparaciones entre las funciones Ly, y Sg, evaluadas en ¢ para
todo ¢ en el intervalo unidad. Es esta continuidad en el parametro ¢ la que permite demostrar
de forma relativamente directa la equivalencia con la condicion A, de los pesos distancia en los
Teoremas 5.8 y 5.9. En cierto sentido, esto no resulta analogo al caso p = 1, donde la condicién
de porosidad débil consta de una tinica comparacién del tamaiio de los poros en (g, y donde es
necesario aplicar iterativamente esta condicién para relacionarla con la condicién A;.

Nuestro objetivo es esta seccién es obtener una segunda caracterizaciéon que conste de la com-
paracion de las funciones Lg, y Sg, en unico valor del pardmetro. Mas precisamente, queremos
ver que es suficiente garantizar la existencia de un tnico valor s € (0, 1) tal que

‘CQO(S) <o SQO(S) (5.5)

para todo cubo @ que interseque con E. En particular, no estamos pidiendo que el conjunto F
tenga medida de Lebesgue nula (que era una hipoétesis recurrente en resultados anteriores), tan
solo que las respectivas funciones estén bien definidas y cumplan una desigualdad del tipo (5.5).

Proposicion 5.10. Sea £ C R™ un subconjunto cerrado y no vacio y supongamos que existen
constantes 0 < s < 1 y Cy > 0 tales que (5.5) se cumple para todo cubo Qo que interseca a E.
= 0.

Entonces,
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Capitulo 5. Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y en espacios de tipo homogéneo

Demostracion. Supongamos que (g es un cubo que interseca con F. Dado que (5.5) es valida, los
conjuntos .Z (s, Qo, E) y -#(s, Qo, E) son no vacios. En consecuencia, podemos tomar cualquier

valor L € Z(s,Qo, E) y deducir que

EnQol=1Q\ R\ Bl <[\ U @ <0-9Ql.
QEDE(Qo)
HQ)=L
Observemos que la cota |E N Q| < (1 — 5)|Qo| también vale trivialmente en el caso en que
Qo N E = (). Por lo tanto, si 1 denota la funcion caracteristica de F, entonces por el Teorema
de diferenciacion de Lebesgue se sigue que para casi todo x € R"

E
1p(z) = lim 1p(y)dy = Tim E0Q@)]|

<(1-s) <1
r=0% JQ(z,r) r—0t ‘Q(I,T)‘ - ( 8)

Por lo tanto, |E| = 0.

Para probar la equivalencia entre (5.5) y la condicién A, de los pesos distancia asociados, la
estrategia consiste en verificar que esta desigualdad equivale a la caracterizacion hallada en la
seccion previa, lo que se demuestra en los siguientes dos lemas.

Lema 5.11. Dado un conjunto cerrado E con |E| = 0, las siguientes condiciones son equivalentes.

5.11.1. Existen constantes o, Cy > 0 tales que para todo cubo Qo que interseca a E y todot € (0, 1),

Lq, (t) < @SQO ().

S %
5.11.2. Existen constantes o,C}) > 0y0 <t' < % tales que para todo cubo Qo que interseca a E y

todo0 <t < ¢, /

C
‘CQO (t) < tT?SQo (t)

Demostracion. La implicacion 5.11.1 = 5.11.2 es inmediata. Para ver que 5.11.2 = 5.11.1, sea
t' <t < 1, entonces

Cj , o Co

(t/)gSQO (t ) S

donde C := Cy(t')~°. [ |

L, (t) < Lq, (t,) <

En lo que sigue, para Q € D*(Qy), definimos mQ := Q y m;Q := m(m;—1Q) para 1 < j < k.
Notemos que, en particular, 7@ = Qo. Por otro lado, observemos que si QoNE # 0y Q € D(Qo)
es un subcubo diadico de Qo que también cumple Q N E # §), entonces Dg(Q) € Dr(Qo), esto
es, ambas grillas diadicas son compatibles.

Lema 5.12. Sea I C R"™ un conjunto cerrado y no vacio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

5.12.1. |E| = 0 y existen constantes &, Co>0 para las cuales se cumple

C
EQO (t) < T&OSQO (t)

para todo cubo Qo que interseca a E y todot € (0,1).
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5.3. Segunda caracterizacion para pesos distancia A,

5.12.2. Existen Cop > 0y0 < s < (1 + 2")~! tales que se satisface (5.5) para todo cubo Qy C R™
que interseca a E.

Demostracion. Claramente, 5.12.1 implica 5.12.2, por lo que centramos nuestra atencién en la
implicacién restante. Fijemos un cubo Qg en R"” ysea 0 < ¢ < s. Después de todo, por el Lema 5.11,
es suficiente probar la desigualdad

Co
Lq,(t) < tT‘SQo (t)
para valores de ¢ en (0, s]. De acuerdo con nuestra hipétesis, se tiene que Lg,(s) < Cy Sg, ().
Pero dado que L, (3) > S, (3) por el Lema 5.7 y recordando que L), es no creciente mientras
que S@, es no decreciente, se sigue que Lo, (s) > Sg,(s) y necesariamente Cjy > 1.
A continuacién, afirmamos que

Sauls) < Co(%) " Saut

para algin o > 0. Si Sg, (t) = Sg,(s), no hay nada que probar (dado que Cy > 1), por lo que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que Sg, () < Sg, (s). Notemos que

Q|
t < — < S 5.6
2 Qo 5
UQ)<Sq, (1)

donde la segunda desigualdad se deduce del hecho de que Sg, (t) < Sg,(s) = min. (s, Qo, E)
y, por lo tanto, Sg, (t) ¢ -7 (s, Qo, E).

Sea {Qataca = {Q € Dr(Qo) : 1(Q) < Sg,(t)} para algun conjunto de indices apropiado
A.Dado o € A, se tiene que Q,, € D*(Qo) para alguna generacién k = k(c), por lo que podemos
definir el indice

|7 Qa ﬁUﬁeA OF]
:= ma j : > gy,
Jo := méx {j €{0,...,k} BN > s}

Por (5.6), tenemos que

m6Qa NUgea @l _ [Ugea @sl oy
|7TkJQOé| |Q0‘

Esto implica J, < k. Ademas,

|T0Qa N UﬂeA Qﬂ| . |Qal

|770Qa| B ‘Qa| =1

[T1Qa N UBGA Qg S 1Qal 1 >

|T1Qu| ~ [mQa] 2n =

de donde se deduce que J,, > 1.En particular, 7Q,, C 7, Q4 y, por lo tanto, 7, Qo N E # (). Ver
Figura 5.1 para una representacién esquematica de los cubos 77, Q). Podemos observar también

que, dado que 7, 410 esté bien definido,

770 Qa N Ug Qs < T Jo+1Qa N Ug Qs _on T 1at1Qa N U,B Qs

< < 2"s.
|7rJaQa| |7TJ(1QCV‘ |7TJa+lQa|

Luego,
|7TJaQCY N UQ,3| <2"s |7rJaQa|'
B
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Capitulo 5. Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y en espacios de tipo homogéneo

Denotando P, := 7, Qa. y dado que P, N P # P siy solo si P, C Pz o P C P,, podemos
encontrar un nuevo conjunto de indices I" tal que

UP :UPa y PyoNPz=0 paratodoa # B €.
a€el’ acA

En otras palabras, I se elige de modo que { P, },cr sea la subcoleccion maximal de { P, }qea.
Usando la propiedad de disjuncion por pares de la coleccion { P, }ner, obtenemos

‘UQﬂ‘—‘UPﬂUQﬂ) Z‘PHUQ5‘<2” Z‘P|_2n

Ahora, para « € I fijo, tenemos que

(5.7)
acl’

3 1Q _ 3 |Q,B\_‘PaﬂU56AQB’>

= > s,
Q€Dg(Pa) [Pl BEA:QgC P, | Pl | Pl

HQ)<Sq, (t)
por definicion de P, . En consecuencia, S, (t) € .7 (s, Py, E) y, por lo tanto,
Sqy(t) = Sp,(s) = Cy 'L, (s) = Cg ' Sp, (1 - 9),

usando 5.12.2 aplicado al cubo P,. Esto implica que Cy Sg, (t) € /(1 — s, Pa, E) y

> e,

QEDE(Pa) [Fal —
U(Q)<CoSq, ()

Observando que |J, . Pr(Pa) € DE(Qo) y usando (5.7), obtenemos

191§ 5~ 15 ol |Pal
2 iz 2ial 2 (RZUTI2 g

[P

QEDE(Qo) a€l QeDg(P,) er
UQ)<CoSq, () UQ)<CoSq, (t)
P,
—_ (1 _ S) | UaEF |
|Qol
(1= 5)1Unea @l
T 2%s |Qol
) Q)
C2ns 0 Z |Qol
€DE(Qo)
H(Q)<Sq, (1)
< (1-— s)t'
- 27g

Esta ltima desigualdad implica que Sg, (t) > Cyy 'So, (ct), donde ¢ := (12n 5) Como s < S +1’

la constante c es estrictamente mayor que uno y 0 < ¢t < 1 para todo ¢t < s. Sea m el entero tal
log 2
logé

que 1t < s < ™to, equivalentemente, m — 1 < < m. Entonces,

Sgo(t) > CytSg,(ct) > ... > Cy™Sg, (c™t) > Cy™Sg, (5).

Luego,

log % log Cg

m I+ Toge §\ Toge
Sav(s) < Ci'San(t) < Oy Sa,(t) = o (2) " s, 0.
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Notemos que, si se tuviera que Cjy = 1, entonces los calculos anteriores muestran que
0 < Sg,(s) <Sgy(t) =0 cuandot — 0T,

por lo que Cjy debe ser en realidad estrictamente mayor que 1. De este modo, la afirmacion original
queda demostrada con o := % > 0.
Ahora, afirmamos que

Lao(®) < Co() " Lay(s),

para todo 0 < t < sy el mismo valor de o = l‘fggcco,

misma manera que la afirmacion anterior, y por lo tanto omitimos la demostraciéon. Combinando

lo cual puede demostrarse exactamente de la

ambas afirmaciones, obtenemos
S\ 9/(8 o 3 S\ 20
< — < — < -
EQo(t) —00<t) ‘CQO(S) —CO<t) SQO(S)—CO(t) SQo(t)a

lo que prueba el teorema con Cy = C3>0yd=20>0.

T Qa E Uso de (5.5) en 77, Q¢
6 —_—

§ Qo

Figura 5.1: El cubo 7, Q) es el mayor ancestro de ), cuya interseccion con la familia {Qg}geca
sigue siendo sustancial (en la figura, esta interseccion se representa mediante los cubos (g,, con
i = 1,2, 3). Esto es lo que permite, a través de la hipoétesis (5.5) deducir la existencia de cubos
adicionales de tamano similar al de @), (en la figura, el cubo Q*) y contenidos en 77, Q.

Combinando el Lema 5.12 con los Teoremas 5.8 y 5.9, obtenemos la equivalencia buscada.

Teorema 5.13. Sea ' C R"™ un conjunto no vacio. Entonces, las siguientes aseveraciones equivalen
entre si.

5.13.1. Existen constantes Cy > 0y 0 < s < (1 + 2")~1 tales que (5.5) se cumple para todo cubo
Qo € R" que interseca a E;

5.13.2. Para todop € (1,00), existe § # 0 tal que dist(-, E)? € A,(R™).

Demostracion. Por el Lema 5.12,5.13.1 es equivalente a la condicién |E| = 0y Lo, (t) < %SQO (t)
para todo cubo Qg que interseca F, todo t € (0, 1) y ciertas constantes &, Cy > 0. Pero los

Teoremas 5.8 y 5.9 muestran que esto es equivalente a 5.13.2.
|
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5.4 Equivalencia de la segunda caracterizacion con la condicion
de porosidad en medianas

La caracterizacién para pesos distancia A, dada por el Teorema 5.13 es notablemente mas
similar a la condicion de porosidad débil si se compara con la primera caracterizacion hallada
en los Teoremas 5.8 y 5.9. Aun asi, no es trivial demostrar que esta nueva caracterizacién sea
realmente una condicién mas general que la porosidad débil. Para mas detalles, ver [ 1, que
tiene al Teorema 5.13 como resultado principal y donde se demuestra su relacion con la porosidad
débil.

Muy poco después que una version preliminar de este articulo se haga publica, surgi6é un
trabajo independiente debido a M. Pasquariello e I. Uriarte-Tuero donde se presentd una nue-
va caracterizacion mucho mas reminiscente a la del caso p = 1. La definicién propuesta por
Pasquariello y Uriarte-Tuero es la siguiente.

Definicién 5.14 ([ ]). Sea 0 < s < 1 una constante y sea (Jg un cubo que interseca a F.
Denotamos por Vs(Qo) al mayor valor § > 0 tal que podemos llenar una proporcioén (1 — s) de
Qo con cubos diddicos () que no intersecan a F' y de medida |Q)| mayor o igual que . Es decir,

Vs(Qo) =
sup{0 >0 3Q1,....Qx € D(Qo) tales que QN E = 2, |Qif 20, > 1Qi| = (1- 9)|Qol}.

Decimos que E es un conjunto medianamente poroso si existen constantes 0 < s <t < 1ly
0 < d < 1 tales que, para todo cubo Qg que interseca a F, existen subcubos diadicos @1, ..., Q €
D(Qo) para los cuales se satisfacen las siguientes tres propiedades:

k
QNE=2, [Qi|>5V(Qo), D _1Qil > (1-35)Qol
=1

Notemos que reemplazando V;(Qo) por |[M(Qo)| arriba obtenemos la definicién de porosidad

débil tal como fue definida en [ ]. Usando esta definicidn, los autores demostraron lo
siguiente.
Teorema 5.15 ([ ]). Sea E C R™ un conjunto no vacio. Entonces, E/ es medianamente poroso si

y solo sidist(-, )™ € Aoo(R") = U1 Ap(R") para algiin a > 0.

En [ ] también se menciona que la Definicion 5.14 es equivalente a requerir que existan
constantes 0 < s < ¢t <1 tales que

Vi(Qo) < 0 'Vs(Qo).

Ahora bien, por el Teorema 5.15 y el hecho que dist(-, ) = dist(-, £), E es medianamente
poroso siy solo si E o es, por lo que podemos asumir que F es cerrado y comparar directamente:

3=

’CQO (t) = Vt(QO) )

lo que combinado con la desigualdad previa da como resultado que

£Q0 (t) < C£Q0 (5) (5.8)

132



5.4. Equivalencia de la segunda caracterizacién con la condicién de porosidad en medianas

es equivalente a la condicion de porosidad en medianas. Observemos que la desigualdad (5.8)
se diferencia de la caracterizacién de la seccién previa (5.5) tan solo por la utilizacion de dos
argumentos 0 < s,t < 1y por que Gnicamente depende de la funciéon Lg, y no de Sg,. Por
supuesto que debido a los Teoremas 5.13 y 5.15 ambas condiciones son equivalentes, aunque
ésto no resulta del todo inmediato. Claramente (5.5) implica (5.8) debido a que Lg,(t) > Sg,(t)
(ver 5.7.1). En esta seccion, verificaremos el reciproco, esto es, partiendo de (5.8) obtendremos la
desigualdad (5.5) para demostrar que realmente son condiciones equivalentes.
En lo que sigue haremos uso de la funcién

Po(t) :=sup{R >0:|{z € Q : dist(z, E) > R}| > t|Q|}.
La utilidad de esta funcion reside en su capacidad de aproximar a la funcion Lg,.

Lema 5.16. Si E C R™ es no vacio, cerrado y cumple | E| = 0 mientras que Qo es un cubo tal que
Qo N E # (), entonces para todo par de niimeros de la forma 0 < s’ < s < 1 se cumple

1

2 /
NG T,

L
1— ()

@QO(S) < ‘CQO(S) <

Demostracion. Dados un numero positivo € pequefio y un punto y € Qo tal que dist(y, F) >
Pq,(s) —e > 0, se sigue que existe Q € Dg(Q) con 1(Q) > ﬁ(‘@QO (s) — €) conteniendo a y.
Por lo tanto,

SQl < [z € Qo dist(e, ) > Za,() -l <| | ¢
UQ)2 57 (70 (3)=)

= > Ql.

UQ)> 5= (Zaq(9)-2)

lo que implica ﬁ@Qo (s) < Lg,(s), que corresponde a la primera desigualdad enunciada. A
continuacién, denotamos como AQ al cubo cuyo centro coincide con el de () y que cumple

I(AQ) = AN(Q). Notemos que

/o1 s 1 s
freQo:deB)2 31— (Diltq )= U (|2 Q1> <1Qul.
UQ)=Lgy(5) HQ)=Lgy(5)
Hemos probado entonces que Lg,(s) < 2(1 — (%)%)_1@%(5’). [ |

Teorema 5.17. Sea E C R" un conjunto cerrado y no vacio. Supongamos que existen constantes
Co>0y0<s<t<1 tales que
Lq(s) = CoLo(t)

para todo cubo () que interseque con E. Entonces, existe otra constante C > 0 tal que Lo(t) <
C1Sg(1 —t) y, por lo tanto,
Lo(s) < CoC1So(1 —1t).
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Demostracion. Procedamos por el absurdo. Esto es, supongamos que, fija una constante M > 1
suficientemente grande y a elegir luego, existe un cubo Qo = Q(z9,70) CR” con Qo N E # ()
tal que

Lg,(t) > MSq, (1 —1t). (5.9)

Observemos a continuaciéon que

dYoooRl+ D 1QI= (1-1)|Qo|+tQo| = |Qol-

UQ)<Sq, (1-1) UQ)2Lq, ()

Mas atn, debido a (5.9), sendas familias Q1 := {Q € Dg(Qo) : (Q) < Sg,(1 —t)}y Q2 =
{Q € Dp(Qo) : L(Q) > Lg,(t)} son disjuntas, por lo que generan una particiéon de los diadicos
de Qo:

Dr(Qo) = Q1UQs,
> 1QI=(1—-1)|Qol,

Qe

> 1QI=t]Qol.

QeQ2
Dados Q* = Q(y,r) € Q1 y0 < & < 1, consideramos el cubo dilatado y trasladado segin

Qe = Qy + &(zo —y),r +&(ro — 7).

Notemos que Q* C Q¢ paratodo ¢ € [0, 1] (ver Figura 5.2a). Luego, la aplicacion ¢ : [0, 1] — [0, 1]
dada por

’Q& N UQegl Q‘
- |Qe|

es continua, ¢(0) = 1y ¢(1) = 1 — ¢. Podemos por lo tanto encontrar { € [0, 1] tal que Q* C Q¢
y

Qe NUgeo, @] s+t
|Qel - 2

A continuacion, afirmamos que, si Q¢ cumple (5.10), existe una constante positiva C' =
C(n,s,t,Cph) tal que

, (5.10)

UQe¢) < CSg,(1—1), (5.11)

como se haya esquematizado en la Figura 5.2b. Notemos que si Q¢ N E = (), entonces para todo
Q) € Q1, se cumple Q) Z Q¢, puesto que 7Q) N E # (). Luego,

(1- 2510 = |een U @] =]@\@n U Q| <l el
Q€0 Qe

donde Q; = {z € Q¢ : dist(z, 0Q¢) > 2v/nSq, (1 —t)}. Ahora bien, si l[(Q¢) = C S, (1 —t)
para cierta C’ > 0, entonces

/
M — 0 cuando C' — oo,

Qe

por lo que debemos tener C' < C' donde C' = C(n, s,t). Es decir, vale (5.11).
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Para demostrar (5.11) en el caso que Q¢ N E # (), comenzamos por tomar L = \/n Sg,(1 —t)
y observar que

s+t
{reQe:dw,B) =L} < |Qen | Q) =1-|en U Q= (5 )Iedl
QEeQ2 Qe
Luego, por definicién de la funcién Zq,,, se sigue que
3t
ViiSa,(1 1) > Za (") > k(s 1) Lq (1), (5.12)
donde la constante (s, t) = 1(1 — (s/t)%) surge del Lema 5.16.
Por otro lado, tenemos que
Qen |J Q=R1U...UR
QEQs
Y k
s+t
U= (551l
i=1
donde los conjuntos 12; son rectangulos disjuntos de a pares que se obtienen como R; = Q¢ N @,
para cierto ) € Q. Seae(s,t) :==1— f—ft € (0, 1), definimos las constantes A, i1, C' > 0 segin

las relaciones )
A > n2Cok(s, 1)1,

1
< 5 8(37t)7

1

21+n i
T

(o [e(s, D) (s + D))

En base a estas constantes, definimos también los nimeros Ly = ASg, (1 —1), L, = 1S, (1 —1t)

Q T I

v

y suponemos que M (la constante en (5.9)) cumple M > p.

Queremos ver que (5.11) se cumple usando la constante C' definida méas arriba. Procedamos
por el absurdo, esto es, supongamos que en realidad [(Q¢) > C Sg,(1 — t). Luego, si Q’g esel
cubo cuyo centro coincide con el de Q¢ y su lado esta dado por Z(Qg ) = 1(Q¢) — L, entonces

Qe \ Q] = 1Q)" — QLY = HQe)" — [1(Q¢) — 2L, "
= 1Qo" ~ [1t@o) (1 22)]"

(Qe)
<UQe)" — [Z(Q5)<1 - mﬂn
- (&) e
s+t

IN

(55 19l
(.0 (S0 el
donde la dltima desigualdad se sigue de la definicién de C' Por lo tanto, si {R;,, ..., R;, } = {R; :

R; N Qg’ # 0 A1 <i<k} (es decir, los rectangulos R;; son aquellos que intersecan con el cubo
interior Q’g ), entonces

l
U,
j=1

1@\ @21 > (1~ e(s, 1) (*5 ) Qe

k
> ’ URi
i=1
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En particular, | > 0y el conjunto {R;,, ..., R;,} es necesariamente no vacio. Méas atn, dado que
para cada 1 < j <, tenemos que R;; = Q¢ N () para cierto cubo Q con [(Q) > Lg,(t) y que
Rij N Qg # (), entonces si denotamos los lados de estos rectangulos como

R;, = [0 65) x .. x [ad, b)),

se sigue que
‘a;j - b;j| > min{L#7£Qo )} = mfn{MSQo(l —1), ijQo(1 —t)} > MSQo(l —t)

para todo 1 < p <, dado que M > p. Por lo tanto, si definimos nuevos RZ»A]_ rectangulos segiin

R)\ = [ailj +L)\,bij — L)\) X ... X [CLZ{ — L)\,bif — L)\),

]

entonces,

22
Ry, \R}| < (;)lRij\ < e(s,t)|Ry,|

por definicioén de las constantes A y . Luego,

l
[z € Q¢ : dist(z, E) > Ly}| > ] R
j=1

l
> (1-e(s,0))| | B,
j=1
> (1—e(s, )2 (1)1l

> 5|Q¢l.

Esto implica que Ly < Zg, (s) < v/nLq,(s). Luego, recurriendo a la hipétesis, al Lema 5.16 y
usando (5.12), deducimos que

ASqy(1— 1) < T, () < VnLa,(s) < Vo L, (1) < n>Con(s,t) ™ Sgu(1 — 1),

lo cual es absurdo dado que A > n?Cyr(s,t) L. Por lo tanto, [(Q¢) < C Sg, (1 — t), tal como se
habia afirmado anteriormente.

Hemos demostrado que, dado un cubo arbitrario Q* € Q;, existe otro cubo Q** tal que
QF CQ™UQ™) < CSq,(1 1)y Q™ NUgeg, @ # 0. En particular, esto significa que para
cada Q* € Q1, podemos hallar un cubo P* € Q5 tal que

dist(Q*, P*) < v/nC Sg, (1 —t).
Pero dado que I(P*) > Lg,(t) > MSg,(1 — t), si definimos R(P) como el cubo cuyo centro
coincide con el de P pero tal que I(R(P)) = [(P*) 4+ 2/nC Sg,(1 — t), entonces Q* C R(P).

Luego, tenemos que
U r»> | eul P
PeQs Qe PcQs

Esta contencién implica que

| U B®)| = Qi

PeQs
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sin embargo,

U R < Y 1RP)

PecQy PecQy

_ P% 1Py (1+ Qﬁcig))(l =AM

> fum) (1 255"
PcQy

nC\"
:(1+2\§; ) P§2|P|
2/nC\ "
i)

IN

= tQol(1+
< |Qol

si tomamos
M > méx {;4 %ffnC}
t7n —1
Esto es una contradiccién que se obtuvo al suponer (5.9). Esto concluye la demostracion del
teorema. u

(a) (b)

—————————

Figura 5.2: Los cubos ()¢ constan de dilataciones y traslaciones continuas del cubo original @*,
de forma que siempre lo contienen y tienden a Qg cuando £ — 17 (a). Tomando £ tal que se
cumpla (5.10), es posible demostrar que el cubo ()¢ conteniendo a ()* interseca a al menos un
cubo P* € Qo y tiene un lado I(Q¢) comparable con el valor de Sg, (1 — ), lo que implica que
los cubos pequetios (familia Q1) se encuentran aglomerados en los alrededores de los cubos mas

grandes (familia Q5) (b).

La demostracion del Teorema 5.17 se basa en considerar dos familias de cubos diadicos disjuntas
y estudiar como la dilatacion de los cubos en una de estas familias eventualmente interseca con la
restante. Esta es de hecho la misma técnica que la utilizada en la prueba del Lema 5.12, aunque
en este ultimo caso la dilataciones consideradas fueron discretas, al reemplazar cada cubo () en
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estudio por alguno sus ancestros diadicos ;). Esta misma discretizacion fue la que llevé a la
restriccion s < (1 + 2")~! que figura en la segunda caracterizacion, y que probablemente podria
ser sorteada de utilizarse un argumento en base a dilataciones continuas como en el teorema
anterior.

5.5 Pesos distancia 4, en espacios de tipo homogéneo

Supongamos que (X, d, ;1) es un espacio de tipo homogéneo tal que las d-bolas forman una
base de 74. En esta seccion consideramos el problema de caracterizacién de los conjuntos en
Y,(X,d, i) con p > 1. Veremos que, modificando adecuadamente las funciones £ y Sg sobre
las d-bolas del nuevo espacio, es posible obtener una caracterizacién muy similar a la descrita en la
Seccién 2.2 para los pesos distancia en espacios eucideos. En vez de considerar la fraccién cubierta
por subcubos diadicos de un cubo @, la idea ahora consiste en cubrir una d-bola B simplemente
considerando los puntos = que mas alejados o cercanos se encuentren con respecto al conjunto E.

Definicion 5.18. Dado un conjunto £ C X no vacio y B una d-bola arbitraria. Para0 < R < 1,
introducimos los conjuntos

Cp(R) ={z € B:d(z,E) < Rpa.e(B)} (5.13)

Dp(R) = {z € B: d(z,E) > Rpgp(B)}. (5.14)

Eventualmente serd conveniente trabajar en vez con los conjuntos C%(R) y D%(R) obtenidos
a partir de (5.13) y (5.14) pero intercambiando los signos <y > por < y >, respectivamente. A
partir de estos suconjuntos de B C X y parat € (0, 1) fijo, definimos también los subconjuntos
del intervalo unidad:

Io(t, B, B) = {R € [0,1] : u(C(R)) > tu(B)} (5.15)

Ip(t, B, E) ={R € [0,1] : p(Dp(R)) > tu(B)} (5.16)

Observacion: el hecho que £(£) = 0 implica que pg (B) > 0 para toda bola B que interseque
con E. Por esta razon, los conjuntos (5.15) y (5.16) estan bien definidos.

Los conjuntos I (t, B, E) y Ip(t, B, E) estan definidos en analogia con los conjuntos . (¢, Q, E)
y Z(t,Q, E), respectivamente. En particular, las funciones que tomaran el lugar de Lo y Sg
estaran dadas por los extremos de estos nuevos conjuntos. De aqui en adelante, la estrategia es
analoga a la seguida en las Secciones 5.1 y 5.2: comenzaremos por explorar las propiedades basicas
de los conjuntos I(t, B, E) y Ip(t, B, E), lo que permitira a su vez estudiar las propiedades de
sus extremos y usar estos ltimos para obtener la caracterizacion final en los Teoremas 5.23 y 5.25.

Proposicion 5.19 (Propiedades de los conjuntos Iy Ip). Sea) # E C X con pu(E) = 0.
5.19.1. Si0 < t' <t < 1, entonces Ic(t,B,E) C Ic(t',B,FE) yIp(t,B,E) C Ip(t',B, E).

5.19.2. Para todot € (0, 1), existen Ry, R, > 0 tales que Ic(t, B, E) = [R;,1] y Ip(t, B, E) =
[0, Ry]. En particular, ambos conjuntos son intervalos.
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Demostracion. Si R € Ip(t, B, E), entonces
1(Dp(R)) > tu(B) > t'u(B).
De esto se deduce facilmente 5.19.1. Consideremos 5.19.2. Notemos que
#(Cp(0)) = u(B) = t u(B)
para todo t € (0,1),luego 0 € Ip(t, B, E). Ademés, si R < Ry R € Ip(t, B, E), entonces
u(Dp(R')) > n(Dp(R)) >t u(B),

es decir, R’ € Ip(t, B, E). En otras palabras, Ip(t, B, E) es un intervalo cuyo extremo inferior
es igual a 0. Sea ahora
Ry =suplIp(t,B, E).

Veamos que este supremo es positivo y esta de hecho contenido en Ip(t, B, E).Si0 < R, \, 0,
entonces

p(Dp(Ra)) = u( | De(Ra)) = (B E) = u(B).

neN

Luego, 0 < R,, € Ip(t, B, E) para n suficientemente grande. Consideremos ahora una sucesién
O<R, "R con R,clIp(tB,E).

Se sigue que

u(Dp(R) = u( () Da(Ra)) = lim w(Dp(Ra)) = tu(B),
neN

lo que implica R; € Ip(t, B, E). Por otro lado, dado que
u(Cp(1)) = u(B) >t u(B)
para todo ¢t € (0, 1), tenemos que 1 € I(t, B, E). Como
H(Cp(R) < u(Cp(R))) paratodo R’ > R,
se sigue que I (t, B, E) es un intervalo cuyo extremo superior es igual a 1. Sean ahora
R, .= infIo(t, B, E)
y{Rn}nen talque 0 < R, € Io(t, B, E) y Ry, \( R}. Luego

u(Co(R)) = u( () Cn(Ra)) = lim j(Cp(Ra) > tu(B)

neN

Estoes, R; € Io(t, B, E). Para ver que R} > 0, simplemente observamos que si R,, \, 0 entonces
w(Cp(Rn)) = n(ENB) =0,

de lo que se sigue que R ¢ I (t, B, E) si elegimos R suficientemente pequefio.
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Definicion 5.20. Sean E'y B como en la Definicion 5.18. Definimos las funciones 5 : (0,1) —
(0,1]y 25 : (0,1) — (0, 1] dadas por

¢p(t) :=minIc(t, B, E) (5.17)

P5(t) :=méx Ip(t,B, E). (5.18)
Lema 5.21. Sea() # E C X con u(E) = 0.

5.21.1. Valen las desigualdades

w(Cp(%B(1)) = tu(B),  w(Dp(ZB(1))) = ti(B)

uDp(Es(1)) < (1 -tu(B),  u(Cx(Zs(1))) < (1 - t)u(B).
5.21.2. 9p(t) € Ic(1 —t,B, E), vVt € (0,1). En particular, Z(t) > €p(1 — t).

Demostracion.

(5.21.1) Las desigualdades u(Cp(%5(t)))
hecho que ¢5(t) € Ic(t, B,E) y Z5(t) €

u(D%(€p(1) = w(B) — u(Cp(Er(t))) < (1 - t)u(B),

w(B)y n(Dp(Zg(t))) > tu(B) se siguen del

>t
Ip(t, B, E). Por otro lado,

y, analogamente,

WCE(Z5(1))) = u(B) — w(Dp(Zp(1))) < (1 - t)u(B).

(5.21.2) En el caso que Z5(t) = 1, ya sabemos que Zp(t) € Io(s, B, F) para cualquier s € (0,1).
Supongamos entonces que Zp(t) < 1. En este caso, tenemos que

DY(Z8(1) = |J Da(Z5(t) +¢).
e>0
Luego,
p(DY(Z5(1))) = Tim p(Dp(Z5(t) +2)) < ta(B),

donde la desigualdad final es consecuencia de que Zp(t) sea el maximo de Ip(t, B, E). Pero
entonces

w(Cr(Zp(t))) = n(B) — p(Dy(Z5(1))) > (1 = t)u(B).
|
Lema 5.22. Sean) # E C X con u(E) =0 y B C X una bola tal que B N E # (). Entonces, se
cumplen los limites
lim €p(t) = lim Zp(t) = 0.
t—0+ t—1—

Demostracion. Puesto que Zp es no creciente, tenemos que

lfim Zp(t) = R*

t—1—
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para cierto R* € [0, 1]. Observamos que
p(Dp(R")) =t p(B)

para todo ¢t € (0,1). Luego, u(Dp(R*)) = p(B). Dado ahora y € E N B, podemos hallar
0 <7 < K;'R*pgp(B) tal que By(y,7) C B.Perosiw € By(y,7) y {en}nen C E es una
sucesion tal que d(y, e,) — 0, entonces

d(w, E) < Kgld(w,y) + d(y, e,)] < Kgr + Kqd(y, en,) — Kqr cuando n — oo.
Se sigue que By(y,r) C B\ Dp(R*) y, consecuentemente,
0 =u(B\ Dp(R")) = u(Baly,r)) > 0.

Esto claramente es un absurdo que vino de suponer que R* > 0. Luego, R* = 0y, por 5.21.2,
deducimos que

lim €p(t) < hm P5(1 —t) = lim Zp(t) =0.

t—0t+ t—1-

Teorema 5.23. Sea () # E C X y supongamos que existe o« > 0 tal que d(-, E)~* € Ap(X,d, p)
para algin 1 < p < co. Entonces, existen constantes positivas Cy y o tales que

Pp(t) < Cot 7€p(1). (5.19)
para toda bola BNE # () y todot € (0,1).

Demostracién. Denotando w(x) = d(x, E)™“, dado que w € Ay, en particular w es localmente
integrable. Pero w(x) = oo para todo = € E, por lo que debe ser i(E) = 0, luego las funciones
¢B 'y Yp estan bien definidas. Sea ¢t € (0, 1). Usando la condicién A, de w en B junto con las
propiedades de €5 y B, obtenemos

[d(, B) ™ a,(x,dy) = <][Bd( )" dp(x (][Bd 2, B)7° 1dﬂ( >)p—l

= <][CB(<KB() )" “dp(x) )<]{73 o d(z E)ﬁdﬂ(@)pil

> Cp(t) "pa,p(B)"® (Ci((CZB)( )))( Pp(t )p Tpd.E (B)pal W)pl
ZB(t

> (Gw)

Lema 5.24. Sean() # E C X con u(E) =0y B C X una bola tal que B N E # (). Entonces,

C8

B =F1UDg(%s(3) U CB(€B(3)) \ Ch(€n(57))

e
Il
—

C8

= R UCR(Z8(3) U | DE(Z8(3)) \ DB(Z8(54))

T
I

donde ju(Fy) = p(Fz) = 0.
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Demostracion. La primera igualdad se deduce facilmente del Lema 5.22 notando que

(@

Du(@a(5) U | CH(E5(3)) \ Ch(Ealytn)) > (o € B d@,E) > pas(B) lim €p(0))

k=1

— {z € B:d(z,E) > 0}.
Luego, podemos tomar F} := {z € B : d(z,E) < 0} = BN E, que satisface u(Fy) = 0 por
hipotesis.

Comprobemos ahora la igualdad restante. Denotando R* := lim,;_,;— €(¢), se tiene

lim Z5(t) > R*.

t—0t
Ademas, dado que R* > €5(t), para todo ¢ € (0, 1), se cumple
p(Cp(R")) = tu(B) = p(Cp(R")) = p(B).

En particular, u({z € B : d(z,E) > R*p4r(B)}) = 0. Luego, en el caso en que u({z € B :
d(z,E) = R*pq.p(B)}) = 0, basta con tomar

Fy = {1‘ € B: d(x,E) > R*pd’E(B)},

puesto que entonces p(Fy) =0y

Zu(1)0 U DY GED \ Dh(Fa(t0)) o (o € B d(a,B) < pu(B) i, ()
D{z e B:d(z,FE) < R'par(B)}.
Supongamos, por el contrario, que
p({z € B :d(z, E) = R*pa,p(B)}) = ton(B),
con 0 < tg < 1. Pero entonces
Pp(stg) > R*, paratodo s € (0,1).

Consecuentemente,

CS

Cp(Z8(3)) U | DB(Z5(3:)) \ D3(Z5(58)) D {z € B: d(z, E) < R*pa.p(B)},

k=1

por lo que en este caso basta con tomar
Fy:={ze B:d(z,E)> R'psr(B)}.
]

Teorema 5.25. Sea ) # E C X un conjunto con i(E) = 0 y tal que existen constantes Co, o > 0
para las cuales se cumple (5.19) para toda bola BN E # () y todo t € (0,1). Entonces, para todo
1 <p<oo,existea >0 tal qued(-, )~ € Ay(X,d, ).
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Demostracion. Fijemos 1 < p < co. Buscamos constantes a,, C' > 0 tales que la desigualdad

(]{9 d(%E)_‘“d/z(x)) <]{3 d(x,E)ﬁdM(x))pfl <C

se cumpla para toda bola B = B(y,r) C X. Con este fin, consideramos tres casos distintos.

CasoI(BNE =0Ad(B,E) > 4K2r): dados z,2’ € By e € E, tenemos que

1 1
> — ! >— 'E) - 2K
1
> [
> dd(a: E) - 3 dd(B  E)
>
> 2Kdd(x E).

En particular, (2K )~ 'd(2’, E) < d(z, E) < 2K4d(2, E) De aqui se sigue que, para cualquier
a>0,f5d(x, E) du(z) < (2Kq)*d(a’, E)~*y {5z d(x, E)7- 1du( ) < (2Kd)P Td(x’, E)P T,
lo que permite obtener

(]{Bd(% E)fadu(ﬂf)) (]{Bd(x,E)ﬁdﬂ(x))p‘l < (4K2)°,

CasoII (BNE =0 Ad(B, E) < 4K2r): este caso se puede obtener a través del Caso III al notar
que, si m es tal que om—1 < 5K§’ < 2™ entonces

a 1(5K3B) o BV Cduls
]{B dla, B) (o) < HOSLE) ]éKgBa E)du(x)

<em, ][ d(z, B)~*du(z).
5K3B

Analogamente, se ve que  d(z, B)ridu(z) < e atsxap A=, E)71dpu(z). Luego, dado que
’ d
5KiBNE #0,

][ d(z, E)"%du(z) < 4”][ \ d(z, E)"*du(x)

B 5K3B
< ¢,4C ( ]ém d(x, E)p%du(x)> o
< € (§ dla By (o)

para el mismo rango de valores o que en el caso siguiente.

Caso Il (BN E # ()): sea 0 < o < 1 a elegir luego. Escribimos, recurriendo al Lema 5.24,

B = Dg(¢5(3)) U (€B(3%)) \ CB(Cn(57))-

A partir de esta particion, estimamos

(. By “du = | E)Cdu + / d(- B) " d.
]{9 DBMB(%)) Z (€5 (55 )\C% (€5 (3m7))
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Podemos encontrar rapidamente una cota apropiada para el primer término de la derecha haciendo

/| o A B < () < 7,
B\6B\5

D=

donde 5.21.2 fue empleado para obtener la tltima desigualdad. Este mismo resultado, junto con
5.21.1, pueden utilizarse para obtener una cota similar para el término restante de la siguiente

manera.
Z / i BB S S (k) OB i 30)
(5e\CE(€B(5%1T)) k=1
< C(a,Co) Y 2070 D g ()= u(CH(€B(55)))
k=1
< C(o,Co)Z5(3)™* > 227" D u(Ch(2B(1 - %))
k=1
< C(o, Co)Zp(3)* > 207kt =k
k=1

C(Oé(TCo @B% ZQkaU b

=C(a,0,C0)Zp(3)"
si @ < 0~!. Hemos comprobado que para estos valores de « la integral 5 d(-, E)"“dpu esta
acotada superiormente (salvo por multiplicacién por una constante) por la cantidad QB(%)*O‘. Si
logramos verificar una desigualdad del tipo ({5 d(-, E )ﬁd,u)p_l < CPp(%)" para a suficien-
temente pequefio, habremos demostrado el caso restante. Con esto en mente, consideramos ahora
la particion

B = Cp(Z5(3)) U Dy(Z5(5r)) \ Dp(Z(3x5))
k=1
dada asimismo en el Lema 5.24. Como antes, comenzamos por partir la integral inicial de acuerdo

a la particién propuesta.
][d(-,E)paldu:/  d(EB)r 1du+2/ d(-, E)p1dp.
B Cp(7B(3)) 9B(Qk) N\D( 93(2k+1))

El primer término es mayorado por D B(%) 71, Para el segundo término, empleamos nuevamente
5.21.1 y 5.21.2 para estimar

Z/B(JB \DO (ol d( )P 1 du< Z@B 2k+1)p 1:“(DB(@B(%)))

2k+1 )) k=1

< C(a,p,Co)€r(3)7 = ZQ 1) (DY (E(1 -
=1

< C(a,p, 0, Co)Ep(5)rT 3 245D
k=1
< C(a,p,0,Co)Ip(3)1
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donde se tomé @ < (p — 1)o !, obteniéndose por tanto ({5 d(, E)P%ldu(x))p_l < CPp(3)~,
la cota deseada. [ ]

El teorema principal de esta seccion es el siguiente, siendo una consecuencia directa de los
Teoremas 5.23 y 5.25.

Teorema 5.26. Sea E C X un conjunto no vacio con (E) = 0. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

5.26.1. Existen constantes Cy, o > 0 tales que (5.19) se cumple para toda bola B C X que interseca
aE ytodot € (0,1);

5.26.2. Para todop € (1,00), existe 0 # 0 tal que d(-, E)? € A,(X,d, ).

Esta caracterizacion de los conjuntos en X, (X, d, i) es analoga a la obtenida en los Teo-
remas 5.8 y 5.9 en el contexto euclideo. Desafortunadamente, los argumentos empleados para
obtener la segunda caracterizaciéon en aquel contexto o incluso la equivalencia con la condicién de
porosidad en medianas llevada a cabo en la Seccién 5.4 no resultan faciles de extender a espacios
de tipo homogéneo; al menos a través de las funciones 65 y Zp. Quizas un enfoque basado en
sistemas diadicos generales como los utilizados en [ ] sea més apropiado, al menos para
extender el Teorema 5.13 a espacios mas generales, o incluso una adaptacion de los métodos de
dominacién sparse empleados en [ ].

5.6 Ejemplos

En esta ultima seccion del capitulo consideraremos algunos ejemplos de interés dentro de
la teoria de pesos distancia, buscando ilustrar los resultados desarrollados hasta ahora. Estos

ejemplos fueron expuestos en [ ; ] antes que la teoria de pesos distancia A, fuera
desarrollada en [ ; ], y consisten de los conjuntos E({cy})nen presentados en el
Capitulo 1.

Para comodidad del lector, recordemos que, dada una sucesion de contracciones {¢;, } nen, €l
conjunto E({c, }nen) se define como

E({cn}nen) == _E+({0n}n€N) U E+({0n}n€N)

donde —E* ({¢p }nen) eslareflexion de E™ ({¢y }nen) := U, ey En a través del origen, mientras
que los conjuntos E,, se definen como sigue. En primer lugar, tomamos Ej := {0, 1}. Luego, para
cada n € N, definimos recursivamente

E,=E, UE, JUE"

n—1>

donde E/,_, es una copia trasladada de F,,_; y dilatada por el factor ¢,, de forma tal que su
primer punto coincide con el Gltimo punto de E,,_;; mientras que E!/_; es una copia idéntica de
E,,_ trasladada de forma tal que su primer punto coincide con el tltimo punto de E, ;.

En funcion de la sucesion {¢;, } ,en, los puntos de E({c;, }nen) pueden presentar cierto grado
de aglomeracion en regiones lejanas del origen. La Figura 1.5 esquematiza el comportamiento
de E({cn}nen) para distintas sucesiones de partida. En el caso del conjunto E({1},en) = Z,
este resulta ser débilmente poroso por una aplicacion directa de la Proposicion 4.11, y por lo
tanto admite pesos distancia en A;(R). Por otro lado, los autores de los trabajos mencionados
demostraron que el conjunto E({1 — 55 },en) cumple dist(-, E({1 — 5-})) ™ € A,(R) \ 41(R)
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para todo 0 < a < lytodo1l < p < oo; mientras que dist(-, E({3}nen))) ™ es un peso
duplicante que no esti contenido en Ule Ap(R) para ninguna eleccién de 0 < a < 1. Esto
muestra que los conjuntos F({c, } )nen) son particularmente ttiles para construir o bien ejemplos
de pesos de Muckenhoupt o meramente pesos duplicantes dependiendo de la eleccion de la
sucesion {cy, }nen, dando lugar a pesos mas regulares a medida que la sucesion se aproxima a uno
con mayor rapidez.

A continuacion, pondremos nuestra atenciéon en los conjuntos construidos a partir de las
sucesiones ¢, = 1 — % yep = % buscando mostrar cémo la teoria desarrollada en las secciones
anteriores concuerda con las propiedades esperadas de los conjuntos E({cy, }nen). Mas preci-
samente, si para cada n € N, (),, denota el cubo (intervalo) mas pequefio de R que contiene al
conjunto E,, (por supuesto, la definicion de cada @), depende de la sucesion {c, }nen), entonces
vale el siguiente enunciado.

Proposicion 5.27. Sea E = E({cy}nen) donde {cy}nen es una sucesion de contracciones 0 <
cp < 1.

5.27.1. Si la sucesion de contracciones considerada esta dada por ¢, = 1 — entonces existen

Co>0ys e (0, ﬁ) tales que

1
2n’

Ly, (s) < CySq, (s) para todon € Ny.

5.27.2. Sila sucesion de contracciones considerada esta dada por ¢, = %, entonces para todot € (0, %)

Ly, (1)
S, (1)

El item 5.27.2 implica que E({3}) no admite pesos distancia A4,, dado que (5.5) no puede

tenemos que

— 00 cuandon — oo.

cumplirse para ninguna eleccion de o, Cy > 0, lo cual concuerda con la discusioén previa. Por otro
lado, recordemos que el conjunto considerado en 5.27.2 si admite pesos distancia en A,(R) para
todo 1 < p < oo, pero no en A (R). En particular, este conjunto no es débilmente poroso, pero
deberia satisfacer (5.5) para todo cubo ()¢ que lo interseque. Naturalmente, 5.27.2 es un enunciado
mas débil que esta condicién, y extenderlo a todo cubo que interseque al conjunto E({1 — 5 })
requeriria una gran cantidad de resultados adicionales y sumamente técnicos. En su lugar, el
objetivo aqui es simplemente demostrar (5.5) para la sucesién de cubos (), que, en cierto sentido,
constituyen el nicleo estructural del conjunto en cuestiéon. Para demostrar la Proposicién 5.27
utilizaremos un enfoque probabilistico para describir la distribuciéon de los poros en un dado cubo
@ con respecto al conjunto E({cy, }nen), lo que puede en si mismo resultar de interés para futuras
aplicaciones.

Al trabajar con subconjuntos de la recta, sera conveniente en general considerar la distribucion
de los poros vistos como componentes conexas y no como subcubos diadicos. Sea E un conjunto
cerrado no vacio de la recta real y sea Q9 C R un cubo. La coleccién

Cr(Qo) = {I : I es una componente conexa de Qg \ E'}

consiste en todos los intervalos abiertos I que resultan ser las componentes conexas de Qf \ E, en
contraste con Dg(Qp), que estaba formada por intervalos diddicos. Usando esta nueva coleccion,
podemos definir analogos de las funciones Lg, y Sg,: para todo 0 < ¢ < 1, definimos

L(t,Qu,E)=SL>0: Y u>t

IeCr(Qo)
[|>L

146



5.6. Ejemplos

S(t,Qo, E) = {Lzo- Z ’g(|)|2t}

IeCy
|I\<L

Luego, consideramos las funciones

/:Qo (t) := sup j(t, Qo, E)

Sqo(t) := inf S (t,Qo, E).

El siguiente resultado muestra que estas cantidades estan naturalmente relacionadas con sus
contrapartes diadicas que se han utilizado hasta ahora.

Lema 5.28. Sea F cerrado y no vacio con medida de Lebesgue nula y sean 0 < t' < t < 1. Entonces,
para todo cubo Qg que interseca a E, se cumplen las desigualdades

Lqo(t) < Ly (1) < 4L, (31) (5.20)

C(t,1) Sgo(t') < 8oy (1) < S (1) (5.21)
La constante C' que figura en (5.21) depende tinicamente det y t'.

Demostracion. Comenzamos por considerar (5.20). Para la primera desigualdad, tomamos L €
Z(t,Qo, F). Entonces, dado que

U @< U1
QEDE(Qo) IeCEp(Qo)
HQ)=L =L
se sigue que
III Z @
Z > t.
L [Qol . 1Qol

En otras palabras, L € Z(t,Qq, E) y, en consecuencia, L < L, (t). De esta forma, tomando el
limite apropiado, obtenemos

Lq,(t) < /:Qo (t).
Para la desigualdad restante, tomamos L € .Z(t, Qo, E) y escribimos

{Io}aea ={I € Ce(Qo) : [I| = L}

para algin conjunto de indices adecuado A. Dado que cada I,, es un conjunto abierto contenido
en 05, podemos encontrar un cubo diddico Qo € Dg(Qo) tal que Qo C Iy

1 1
‘Qa| Z Z|Ia| Z ZL-

Luego,

»M}—‘

(]
S
(A4
(]
R
o |2
\Y4
N
M
»MH

|Qol

UQ)>3L acA

I
Z>Q
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lo cual implica que 1L € .Z(3t, Qo, E) y, ademas, que

EQO (t) < 4£Q0 (%t)

Consideremos ahora (5.21). En vista a demostrar la segunda desigualdad, tomemos L &

j(t,E,QQ).Dadoque
U ¢ U @

IeCp(Qo) QEDE(Qo)

<L Q)<L
tenemos que
1
P E N EL
L 1@l ™ 7= 1Qol

En otras palabras, L € . (¢, Qo, ) y, por lo tanto, Sg, (t) < L. De aqui se deduce que

SQo (t) < SQo (t).

Para probar la desigualdad restante, tomemos 0 < L < Sg,(t') y definamos A := {I €
Cr(Qo) : |I| > L}. Por hipotesis, tenemos que

IeCp(Qo)\A

Por otro lado, podemos escribir

Dp(Q)= |J {@:Qc1},

IeCr(Qo)

dado que para todo ) € Dg(Qo) existe un unico I € Cg(Qo) talque Q@ C I. Ademas,si] € Ay
# denota la medida de contar, afirmamos que

#({Q € Dp(Qo) : Q CIA WL <1Q) < 21kL}) <2

para todo k € Nj.

Para verificar esta afirmacién, supongamos que (); pertenece a la coleccién anterior para
i € {1,2,3} y escribamos I = (a,b). Se sigue que, dado que 7Q; N E # Qe I N E = (), al menos
dos de estos cubos intersecan un mismo extremo de /. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que Q1 y Q2 contienen ambos a a, lo que implica 7@ N 7Q2 # (). Pero entonces, como
1(Q1) = 1(Q2), necesariamente m()1 = Q2. Dado que Q1 y 2 no intersectan a E, esto dltimo
implica también que )1 = ()2 y la afirmacién queda demostrada.

Asi,para I € Ay k € Ny, se tiene

[o¢]
1 1 1
| U Q|: > o= Z S QIS gl = gl < gl
Qcl QCI QCI =k
UQSzrl  UQ<g L A LUQ< AL

Eligiendo k € Ny tal que ¢/

doel= > > el= > > Rl+Y. >

QEDE(Qo) I€Cr(Qo) QQCI I€CE(Qo)\A QQCI IeA QQCI
Q)< 5k L Q< L Q)<L (Q< L
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Para la primera suma, podemos realizar la estimacion

S0 s S < tQl

IeCE(Qu\A @:QCT IeCE(Qo)\A
Q)<L

Para la restante,

S Y Q< gy S < 1@l

IeA Q:QCI IeA
UQ)<SRL

En consecuencia,

> QIS (' + 552)1Qo] < Qo

QeDE(Qo)
Q)<L

lo que implica que

1

Tomando el limite cuando L — Sg, (t'), llegamos a

Las
QTSQO () < S, ().
|
Debido al Lema 5.28, sera suficiente caracterizar el comportamiento de las funciones ENQO
y Sg, para deducir las desigualdades que figuran en la Proposicion 5.27. Como se menciond
anteriormente, el enfoque a seguir sera de caracter probabilistico. Por este motivo, es conveniente
recordar las siguientes definiciones y notaciones elementales. Dado un espacio de probabilidad

(Q, F, P), entendemos por variable aleatoria en este espacio a una funcion X : 2 — R que sea
(F, B(R))-medible. Llamamos funcién de distribucion de X a

Fx(z) =PweQ: X(w) <x).

La esperanza y la varianza de X se definen segtin

EX ::/QX(w)dP(w)

Var X := E[(X — EX)?,

respectivamente. En el caso de un subconjunto de la recta no vacio E, y dado un cubo @y C R,
consideramos la funcion X¢ : @ — (0, 00) definida por la asignacion

Xow) = 3 ML),
IeCR(Q)

Es decir, X asigna a cada w en ) la longitud de la componente conexa de QQ° \ E que contiene a
dicho punto (o bien asigna el valor cero si el punto no pertenece a ninguna de estas componentes).
Notemos que X es una variable aleatoria en el espacio de probabilidad (@, B(Q), Pg), donde
B(Q) es la o-algebra de Borel en @) y

Po(8) = QIS

para todo S € B((). A continuacion, comenzaremos a abordar la primera afirmacioén de la
Proposicion 5.27 empleando esta nueva notacion.
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Lema 5.29. Sea E = E({1 — %}) Entonces, existe una constante C' > 0 tal que
EXg, EXéi <C (5.22)
para todon € No.

Demostracion. Sean x1, ..., xy, > 0 tales que Py, (Xg, = xi) = p;,con )~ p; = 1. Entonces,
X0ni1 (Qni1) = {21, -, Ty o121, - -, Cug1 }, con Py, (X, = x;) = (ﬁ)pl y

Py, (XQ, i1 = Cng1i) = (Zfrré:il )pi. Por lo tanto, para todo 6 € R, se tiene

m
6 6 n 6
EXQHH = § Yy PQn+1(XQn+1 = E <2+Cn+1 r;pi + 2+C+1+1 Crn+1%; pz)
yeXQn+1 (Qn+1) i=1

.

<2+Ciﬂ)§:x N
2+ Cpy1 ’
1460

2+Cn+1 Qn-

Usando esta férmula recursiva con § = £1, podemos escribir

2+ 2 3
EX, EX-! = ( ”)( )IEX EX-!
Qn Qn 9 + Cn 9 4 Cn Qn-1 Qn-1

2 -
— EXg, EX; 324
2+ a)
_ - 2+c
_: 2—{—612’

donde la ultima igualdad se sigue del hecho que X, = 1. Reemplazando ¢; = 1 — % en la
formula anterior y teniendo en cuenta que log(x + 1) < x para todo x > 0, obtenemos

n 2 n 12 n 5 .
IEXQnIEXé}L:HM:H?’(Q"'(l %) ) :Hw

C2+a)? L B+ g)? F 3602 — 12 + 1
n
2
1 (e ms
_ 62?:1 log (1-&-3612 121+1)
< eXit TP
e} 2
<e i=1 (6i—1)2
_AYE A
Luego, basta con tomar
2
C=eT
n (5.22). [ |
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Lema 5.30. Sean E = E({1— 5-}) y0 < s < (1+2")~! . Entonces, existe una constante Cy > 0
que depende unicamente de s tal que

Lq,(s) < Co Sq,(s)
para todon € No.

Demostracion. Fijemos 0 < s < (1 + 2")~! y sea k un ntiimero positivo cualquiera. Observemos
que

]
[1|>kEXo, I|>kEXg, ' "

Ahora bien, si k > s~!, podemos emplear la desigualdad de Markov para obtener

< s,

=

1
> 6‘9’ =Py, (Xq, 2 kEXq,) <
[I|>kEXq, @l
lo que implica que EQn (s) < kEXg,. De manera analoga, dado que

EX k! 1]
-1 Qn
Po,(Xg0 = —2) = Pou(Xou < =1 ) = D 7
EX, L 1@l
n 1<k (EX5!)-1

podemos aplicar la desigualdad de Markov a la variable X énl para obtener

I EX;!
I R D ELE

[T|<k (EXg))—*

si elegimos 0 < k' < s. Por lo tanto, §Q"(s) > K (EXéi)*l. En consecuencia, si C' es la
constante dada por el Lema 5.29,

~ e k ~
Lq,(s) <kEXq, <kC(EX,') ™' < = C 8o, (s).
|
Demostracion de 5.27.1. Se sigue inmediatamente de la aplicacion de los Lemas 5.28 y 5.30. W

En el caso de la demostracion de 5.27.2, resulta conveniente trabajar con la variable aleatoria
definida segun
Yo(w) = —logy Xg(w),

la cual, al considerar el conjunto E = E({3}), asigna a cada w € Q un entero k tal que la
componente conexa I que contiene a w tiene longitud 27*. La ventaja de trabajar con esta variable
aleatoria, en vez de con la anterior X(), radica en el hecho que Y posee una distribucién binomial,
que a su vez puede ser aproximada por medio de la distribucién normal estandar, como veremos
mas adelante®.

Verifiquemos el comportamiento binomial de Yy para @ = Q,,. Dado que X, (@) C {2% :
k € Ny}, se tiene que Yy, (@) € Ny para todo n € Ny, tal y como se menciond previamente.

*Esta distribucién binomial de los poros de E({3}) fue de hecho observada por Mudarra en [ ].
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Ademas, puesto que Ey = {0, 1}, se sigue que X, = 1y Yy, = 0. Consideremos ahora las
funciones

Nu(k) = #{1 € De(Qu) : 11 = 5 .

A partir de las observaciones previas, sabemos que Ny(0) = 1y Ny(k) = 0 para todo k > 0. Por
construccién del conjunto E = E({3}), deducimos que N,,(0) = 2N,,_1(0), lo cual, combinado
con la condicién inicial Ny(0) = 1, da lugar a N,,(0) = 2™. A continuacion, afirmamos que

Ny (k) = (Z)W"“]l[o,n](k)

para todo n, k € Ny. Dado que la afirmacion se cumple para n = 0, procedemos por induccién
sobre n. Nuevamente, por la construccion de E, se tiene que Ny, (k) = 2N,,_1(k) + Np—1(k — 1)
para todo n, de modo que, sustituyendo la hipétesis inductiva para k < n, obtenemos la relacion
recursiva

Nk =280 () + (7 1) 2 H L -

n—2 o n 1 n—=k
= 2[2Mona) + (§ 2 1) 2" g = 1) + (3212 H oyt 1)

n+1—k
:2n+17ka 1(k) +2"~ k Z ( >ﬂ[0n l](k—l)
n+l1—k n l
:2n—k’ Z !
k—1

l=k—1

()

Si k > n, claramente se cumple que N, (k) = 2N,,_1(k) + N,—1(k) = 0,y por lo tanto la
afirmacion también es valida. Finalmente, podemos calcular la funcion de distribucion de Yy,

como sigue.
k
=0
k
— 10,73 (7)2 om0
=0
min{k,n}
2 IAPSENS AY.
- (S) z; <1>2 l(z)
min{k,n}

RHENOE

Esta funcion de distribucion coincide con la distribucién binomial con pardmetros ny p = %
Empleando la notacion estandar, tenemos que Yy, ~ Bin(n, p)
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El siguiente resultado es conocido en el 4rea de la probabilidad como el Teorema de Berry-
Esseen, que consiste en una mejora del Teorema Central del Limite, aunque con una hipétesis
ligeramente mas fuerte. Partiendo de una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con tercer momento
finito (EX < 00), este teorema provee una cota uniforme para la aproximacién de la funcién de
distribucién de la suma de estas variables con respecto a la distribucion normal estandar.

Teorema 5.31 (] , Teorema 11.4.1]). Sea X1, Xo, ... una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas en un espacio de probabilidad (2, P, F) con EX; = p,
Var X1 = 02 € (0,00) yE|X1|? < oc. Entonces,

_ _ 3
(X1+...+Xn n”§x>—<1>(x)‘§CE|X1 1]
o\/n a3y/n

para todan € N y donde ® denota a la funcion de distribucion de la normal estandar. Mas atun, la
constante C' € (0, 00) no depende de n ni de la distribucion de X .

sup | P
zeR

Es sabido que cualquier variable aleatoria con distribuciéon binomial puede expresarse como una
suma de variables aleatorias i.i.d. con distribucién del tipo Bernoulli. En base a esto, el Teorema 5.31
aplicado al caso particular de las variables Yy, asegura la existencia de una constante C' > 0,
independiente de n, tal que

T —ng C
Py, (Yo, <) — @ ————=)| < —. 5.23
Sup | Po, (Yo, < «) ( nq(l—q))’_\/ﬁ (5.23)

Esto puede aprovecharse para obtener aproximaciones a los valores de las funciones £ y S de la
siguiente forma.

Demostracion de 5.27.2. Fijemos 0 < t < % y comencemos reescribiendo las expresiones de las
funciones £ y S en términos de la distribucién de Yy,,. Dado L > 0, recordemos que Pg,, (Xq, >

I
L)=Py,({w € Qu: 1| > L, dondew € I € Cp(Qn)}) = Yinsr o) =X % y
por lo tanto

~ 1
Lo, (t) = sup{L >0: Z |i2|| > t} =sup{L € (0,1) : Py, (Xg, > L) >t}
recp(@Qn) "
Ve

= méx{%k tkeNyy Py, (Xg, > 2%) > t}
_ o~ min{keNo:Po, (Xq, > 7)1}

— 9~ min{keNg:Pg,, (Yg,, <k)>t}

De manera analoga, puede demostrarse que

gQ (t) — 9~ méx{kENQ:PQn (YQnZk’)Zt}
Luego, por (5.20) y (5.21), se sigue que

£.(t) o 1L, (4) _ 1 jmax{reNo:Py, (Yo, >k)>t}—min{keNo:Po, (Yo, <k >4t} (5.24)

Sq.(t) —4 Sy (1) 4

*'Para una definicién del concepto de independencia de variables aleatorias, nos referimos a [ , Capitulo 7].
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Capitulo 5. Caracterizacion de pesos distancia A, en R" y en espacios de tipo homogéneo

Para estimar los exponentes anteriores, denotemos por z, a la funcion cuantil de la normal estandar
en r; es decir, esta funcion esta definida por la condiciéon ®(z,) = r paratodo 0 < r < 1. A
continuacion, elegimos niimeros &1 y & tales que ¢t < &1 < 4t < &o < % Si definimos

vig = ng+(1—2)Vng(l—q) y  @g = ng+2,v/ng(1—q),
entonces, por (5.23), se sigue que
|Po, (Yo, < ae,) —&| <Cn /2

En particular, eligiendo n > C?(&; — 4t) 72, se tiene Py, (Yo, < x¢,) > 4ty

min{k € Nog : Py, (Yp, < k) >4t} < xg,.
Por otro lado,

Po. (Yo, > 71-¢) — &1| = |Pa, (Yo, < z1-¢) — (1= &) < Cn™'/2,

de forma tal que tomar n > C%(&; — t)~% implica Py, (Yo, > 21-¢,) >ty

max{k € No : Pg, (Yo, > k) >t} > x1_¢,.

Finalmente, observemos que 1 < {3 < 1 — &1 y, en consecuencia, 21_¢, — 2¢, > 0. Por lo tanto,
combinando (5.24) con las estimaciones anteriores obtenemos

QT1-61 T TEy — %2(21—51_352) na(1=9) __5 ~5  cuando n — 0.
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CAPITULO

Caracterizacion de pesos distancia laterales

En este capitulo, resultados previos concernientes con clases de Muckenhoupt, nociones de porosidad de
conjuntos y su interrelacion seran reevaluados y sopesados en el contexto lateral de R. En particular,
se introducira el concepto de conjuntos débilmente porosos por izquierda y débilmente porosos por
derecha, asi como se demostraré que un conjunto E C R verifica dist(-, E)~® € A (R) N L} (R)
(respectivamente dist(-, E)~® € A7 (R) N L}, (R))siy solo si E es débilmente poroso por derecha
(izquierda). Asimismo, se corroborara que aquellos conjuntos que satisfagan ambas caracterizaciones
laterales de porosidad corresponden precisamente a los conjuntos débilmente porosos usuales de R.
Cabe mencionar que el retorno a un entorno de trabajo euclideo conlleva una significativa reduccion de
complejidad a nivel geométrico en comparacion con capitulos anteriores contextualizados en espacios
de tipo homogéneo. Ciertamente, las principales dificultades a sortear en las paginas siguientes no

seran de indole geométrico, sino mds bien analiticas. Los resultados principales de este capitulo se

encuentran en [. 7.
Contenidos
6.1 Operadores maximales y pesos en el contexto lateral . . . ... ... ... ... 156
6.2 Porosidad débil lateral . . . . . . ... ... Lo 163
6.3 Relacion entre porosidad y pesos laterales . . ... ... ... ... .. ..... 170

6.1 Operadores maximales y pesos en el contexto lateral

La naturaleza de cuerpo ordenado de R da significado al concepto de direccion o sentido
en la recta real. Por este motivo, no es de extrafiar que un sinnimero de objetos matematicos
elementales tales como limites, derivadas o comportamientos asintéticos de funciones puedan ser
interpretados naturalmente desde un punto de vista lateral. En lo que a nosotros nos concierne, el
caso del operador maximal de Hardy-Littlewood M no es una excepciéon®’. Recordemos que este
operador, pensado sobre el espacio R, actiia sobre funciones localmente integrables segin

1 z+h
Mf(@) = sup [f(y)ldy. (6.1)
h>0 xz—h
2De hecho, en su exposicion [ ], G. H. Hardy & J. E. Littlewood introdujeron por primera vez este operador a

través de una integral cuyo dominio se extendia a izquierda del punto de estudio, en coincidencia con el operador M™
a introducir en (6.2).
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6.1. Operadores maximales y pesos en el contexto lateral

La clase A;(R) corresponde a todas la clase de funciones w tales que w > 0, w € L] (R)
y M lleva aplica continuamente L' en L!-débil. Para més detalles nos referimos al Capitulo 3.
En vista de (6.1), resulta l6gico proponer, como contrapartes laterales de M, a los operadores
“hermanos”

T x+h
M~ () = sup - / Fldy Y MY f(z) = sup - / FWldy,  (62)

h>0 N Jo—n h>0 h

donde f € LIIOC(R) y € R. El dominio de integraciéon localizado ya sea a izquierda o derecha del
punto z en cuestién es lo tnico que diferencia las definiciones de M y M™*. Sin embargo, esta
mera discrepancia tiene importantes consecuencias sobre la familia de pesos para los cuales los
operadores en (6.2) resultan acotados.

El primero en considerar el problema de acotacién de los operadores M™ fue E. Sawyer en
[ ], siendo expandidos algunos de sus resultados meses después por de F. J. Martin-Reyes, P.
Ortega Salvador & A. de la Torre en [ ]. En conjunto, estos autores introdujeron la clase

A;{ (R) como la familia de pesos w que satisfacen la desigualdad

1 T 1 z+h 1 p—1
sup (7 / w(y)dy) (f / w(y) »-1 dy) < C, para casitodo z € R (6.3)
h>0 z—h h x
paraelcasol < p < ooy
M~ w(z) < Cw(x), para casi todo z € R (6.4)

en el caso p = 1. A simple vista, ambas condiciones resultan reminiscentes de la condiciéon AP(R)
usual, mientras que lo mismo puede decirse de su contraparte “a izquierda”, la clase A, (R), que se
define de la manera natural realizando las cambios pertinentes en (6.3) y (6.4). Nos referiremos de
manera coloquial a los elementos de estos conjuntos como pesos por derecha o pesos por izquierda,
segin corresponda. Llegado a este punto, es conveniente resaltar que la mayor parte de los
resultados a introducir en este capitulo seran enunciados exclusivamente para el caso de los
pesos por derecha y con p = 1 (w € A] (R)), con el fin de evitar reiteraciones innecesarias y no
entorpecer el desarrollo del texto; no obstante, cada uno de estos resultados pueden reformularse
facilmente para que sean validos en el caso de los pesos por izquierda. Una forma sencilla de
obtener pesos laterales, sefialada ya en [ ], consiste en considerar el producto entre un peso
de Muckenhoupt usual y una funcién monoétona.

Ejemplo 6.1 (Obtencién de pesos en A7 (R)). Sean w € A;(R) y g : R — R una funcién no
decreciente. Notemos que, siy € (z — h, x) para ciertos z € Ry h > 0, entonces g(y) < g(z).
Luego, podemos estimar

M (gu)a) =suw 1 [ g < g(o) Mu(@) < [0l gyala)o )

para casi todo = € R, donde [w] AT (R) denota a la mejor constante para la cual se satisface (6.4).
Esto es, gw € Af (R).

De acuerdo al ejemplo anterior, tomando g = 1 se tiene la inclusién A;(R) C Af (R). Por
otro lado, la funcién v := 1, )w pertenece a A7 (R) para todo zq real siempre que w € A; (R).
Si elegimos w no nulo, v resulta ser un peso con v](,oo@o) = 0, esto es, v es distinto de cero y se
anula en un conjunto de medida positiva. No es dificil ver que esto imposibilita que v pertenezca
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Capitulo 6. Caracterizacion de pesos distancia laterales

a A,(R) para cualquier valor de p admisible®’, lo que indica que las clases de pesos laterales
contienen estrictamente a las clases usuales.

Los siguientes teoremas caracterizan la acotacién de los operadores M™ con respecto a las
medidas inducidas por los pesos de Muckenhoupt laterales. Asimismo, introducen las propiedades
béasicas de estos pesos’!, dando lugar a una notable analogia con el caso bilatero. Optaremos
por demostrar tinicamente la acotacion del tipo débil (1,1) de M™ en base a las pruebas de los
trabajos [ ; ] por varios motivos. En primer lugar, los pesos A} (R) que proveen
esta acotacion seran el objeto principal de estudio en este capitulo. Por otro lado, este no es un
resultado sumamente conocido y se espera que su demostracion permita al lector familiarizarse
con los argumentos cominmente utilizados en el area.

Teorema 6.2 (Acotacion débil (1,1) de M™ [ ; 1). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

6.2.1. M™ es de tipo débil (1,1) con respecto a la medida w(x)dz.
6.2.2. w € A} (R).

Demostraciéon. Consideremos la implicacién 6.2.1 = 6.2.2. Dado N € N, sean Qy = {z € R :
w(z) < N}y wny = wlg,. Definimos ademés Fy y Hy como los conjuntos formados por los
puntos de Lebesgue de wy y 1q,, respectivamente. Si ahora tomamos

F= () (FvnHy),
NeN

claramente |R \ F| = 0. Tomemos z € F,a > 0y 0 < ¢ < a. Supongamos que N € N
es lo suficientemente grande como para asegurar que w(z) < N.Para fy := lo,(zzte) Y
y € (z — a,x), se tiene

h>0 h
1 y+2a

+h
M fa(y) = sup l/y Fy(b)dt
)

Z % : ]lQNﬁ(a:,:H—a) (t)dt

1 x+e
= % i

=: A\o.

Lo, ()dt

Luego, vale la inclusién (z — a,z) € {M™Tfy > Ao}y, por la acotacion débil (1,1) de M,
deducimos

x C x+e -1 x+e
/ wg/ wg/wa:2Ca</ ]lQN) / WN .
z—a {M* N>} Ao Jr x x

»Si v es un peso en R para el cual tanto A = {z : v(z) = 0} como B = {z : v(z) > 0} poseen medida de
Lebesgue positiva, es posible hallar z € Ry r > 0 tales que |(z —r,x+7)NA| > 0y |[(x —r,x+7)N B| > 0,10 que
implica f(m_r wiry Vdy >0 = essinfz_r 44r)v, porlo que v ¢ A1 (R). Anélogamente, v ¢ A,(R) con1 < p < oo

puesto que (j[.(zfr,aff»'r) vdy)(ﬂz,rijwﬂ 1)719%1037;)1”71 = 0.

*En la referencia [ ] de la cual provienen estos resultados, el tratamiento realizado es mas general. Alli,
se estudian pares de pesos (u, v) pertenecientes a ciertas clases A:,' (g9), donde g representa una funcién positiva y
localmente integrable que modula las integrales (6.3) y (6.4). A fines de contextualizar, cabe mencionar que estas clases
coinciden con las aqui presentadas tomandou = vy g = 1.
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6.1. Operadores maximales y pesos en el contexto lateral

Recordando que = € F'y que w(z) < N, al tomar los limites cuando € — 07 y N — oo de la
desigualdad de arriba obtenemos

][ w < 2Cw(x).

Como el valor de a fue elegido arbitrariamente, esto demuestra que M*w < w en casi todo
punto.

Supongamos ahora que se cumple 6.2.2. Para demostrar 6.2.1, podemos suponer sin pérdida de
la generalidad que f es no negativa, acotada y de soporte compacto para verificar la acotacién débil
de M*.Dado A > 0, denotamos F) := {z € R : M™ f(x) > A}. Siguiendo los lineamientos en
[ , Lema 21.75], se puede ver que F es abierto y que

E = U(aj,bj),
j=1

donde (aj, b;) son intervalos acotados y disjuntos de a pares tales que

)\<1

b.
<% —ﬂv/xj f, paratodox € [a;,b;).

Sean a = a; y b = b; para j € N fijo. Notemos que es suficiente verificar que

b b
/awéf/a Jw,

para cierta constante C independiente de a, by f. Consideremos la particion (a, b) = Uy~ [zk—1, Zx)
dada por la sucesion {zy } xen, definida como

T b
w=ay [ i=]r
Tp_1 Tp

Observemos que, a partir de la definicién de {xj }ren,, se deduce que

AR AR Ry REE VY B R A

Combinando esto con las propiedades del intervalo (a, b), se sigue que

1 b 4 Th+1
it
b— Tl—1 Tp_1 f b— Tl—1 zy f

Luego, usamos la hipétesis sobre el peso w para estimar

Tk 1 4 Tr4+1 Tk
LoossGms [0
Th_1 AND — Tr—1 Ty Tr_1
4 Tr+1 1 t
< — -
B )\/ f(t)(t—.fckl/ w>dt

Tk Th—1
4lw| 4+ Thot1
< larm [ o
A -
donde [w] AF(r) €S la constante 6ptima de la condicién (6.4). De lo anterior se deduce inmediata-
mente que
b 4 w + b
/wﬁ [ ]Al(R)/ .
a )\ a
que equivale al tipo débil de M ™ en (a, b), tal y como debia demostrarse. |
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Capitulo 6. Caracterizacion de pesos distancia laterales

La demostracion de las acotaciones (p, p) para p > 1 asi como de las siguientes propiedades
de los pesos laterales pueden ser consultadas, al igual que la prueba anterior, en la referencia
indicada.

Teorema 6.3 (Acotacion (p, p) de M™ [ 1). Dado 1 < p < o0, las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

6.3.1. M™ es de tipo débil (p, p) con respecto a la medida w(x)dz.
6.3.2. M™ es de tipo fuerte (p, p) con respecto a la medida w(x)dz.
633. w e Af(R).
Teorema 6.4 (Propiedades de A; (R) [ 1). Paratodo1 < p < oo, vale lo siguiente.
6.4.1. w € AF(R) siy solo siw = wow; ? dondewy € A (R) yw; € AT (R).
6.4.2. Siw € A} (R), entonces existee > 0 tal quep —e > 1 yw € A;F_E(]R).

6.4.3. Siw € Af(R), entonces existen v € (0,1), una funcién k con k, k=t € L>(R), y una
funcion f tales que w = k(M ™ f)7.

6.44. Ap(R) = A, (R) N AF(R).

Los primeros tres incisos del Teorema 6.4 equivalen a resultados bien conocidos para los pesos
de Muckenhoupt como lo son el Teorema de Factorizacién de Jones (inciso 6.4.1) o la propiedad
de “automejora” (self-improving) de los pesos A, (inciso 6.4.2). El inciso 6.4.4, por otra parte, da
a conocer una importante relacion entre los pesos laterales y bilaterales, a saber, w es un peso
bilatero si y solo si es simultaneamente un peso por izquierda y un peso por derecha. En particular,
si lo que nos interesa es determinar cuando las funciones de la forma dist(-, £) ™% (donde £ C R
y a > 0) resultan ser pesos A; tanto por izquierda como por derecha, es suficiente restringir
nuestra atencion al caso en el que éstas funciones pertenezcan a los conjuntos A7 (R) N L, (R) y

ATR)N L] (R). Otro motivo por el cual restringirnos al caso de los pesos distancia laterales que

sean localmente integrables es que buscamos una caracterizacion méas general que la de porosidad
1

loc (R), entonces el

débil propuesta en [ ] y al mismo tiempo semejante. Si dist(-, E) ¢ L
conjunto E podria tener medida de Lebesgue positiva, lo cual contradice cualquier nocién de

porosidad conocida. Debido a esto, nos proponemos buscar una solucién al préximo problema.

Problema 6.5. Caracterizar la familia de conjuntos £ C R para los cuales existe o > 0 tal
que dist(-, )~ € AF(R) N L} (R).
En el trabajo [ ], los autores muestran que la eventual integrabilidad local de un peso lateral
esta relacionada con el comportamiento de éste a valores extremos de z € R. Méas precisamente,
afirman que dado w € A7 (R), existen puntos —oo < a,, < by, < 00 tales que

w(z) =0 x € (—00, ayl,
0 <w(z) <oo z € (ay,by), (6.5)
w(zx) = 0o x € [by, 00).

En efecto, basta con tomar a,, := sup{z € R: [* _w = 00} y b, :=essinf{z € R: w(z) =
oo}. En base a esto, la integrabilidad local de w queda determinada como sigue.
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6.1. Operadores maximales y pesos en el contexto lateral

Proposicion 6.6. Seanw € A (R) y b, como en (6.5). Entonces, w € L} (R) si y solo sib,, = oc.

Demostracién. Claramente, siw € L. _(R) entonces
Hr € R:w(x) =00} =0

y necesariamente b,, = co. Ahora bien, si tuviéramos que w no es localmente integrable, deberia
L. . b . ;
existir un intervalo (a, b) tal que fa w = 00. Pero en este caso, para casi todo x > b, tendriamos

que
1

r—a

X =

/ w< M w(x) < [w]AT(R)w(x).
Luego, by, < b < o0, por lo que vale la reciproca. ]

Observemos que la propiedad de integrabilidad local requerida en el Problema 6.5 obliga a Ef
a ser un conjunto nulo, tal y como lo es cualquier conjunto débilmente poroso en la recta. Pero
las similitudes entre los conjuntos que son solucion a este problema y los débilmente porosos no
se limitan a esta propiedad. Efectivamente, demostraremos en las paginas siguientes que existe
una nocién de porosidad débil lateral que caracteriza por completo a los conjuntos E que son
soluciones al problema planteado en este capitulo. Mas atin, como se adelant6 previamente, los
conjuntos £/ que cumplan ambas condiciones de porosidad lateral son exactamente los conjuntos
débilmente porosos.

Para facilitar el estudio de los pesos A; laterales, es conveniente contar con una version
alternativa de la condicion Ai" similar a la utilizada en capitulos anteriores. Dado un intervalo
abierto I con extremos a < b, su centro z toma el valor “TH’. A continuacién, consideramos
los intervalos I~ y I que representan las mitades izquierda y derecha de I, respectivamente.
Para ser mas precisos, definimos I~ := (a,2) y I'" := [2,b), con lo que resulta [ = I~ U [T,
Utilizando esta notacién, podemos obtener las siguientes versiones de la condicién A7 .

Teorema 6.7. Dado un pesow en R, equivalen
6.7.1. w pertenece a AT (R);

6.7.2. Existe una constante C' > 0 tal que

1
& w(y)dy < C essinf,.rw(x), para todo intervalo abierto I C R; (6.6)
I-
6.7.3. Existe una constante C' > 0 tal que para cada terna a < b < c se tiene

1

cC—a

b
/ w(y)dy < C” ess infye (b, W ().

Demostracion.

(6.7.1 = 6.7.2): Supongamos que w satisface (6.4) con constante C' > 0. Sea A = {z €
R : M~w(zx) > C w(z)} y definamos w(z) = w(z) paraxz ¢ Ay w(x) = oo en caso
contrario. Claramente, w(z) = w(z) para casi todo z, mientras que M~ w(x) = M~ w(z) y
M~w(z) < Ci(x) para todo = € R. Por lo tanto, @ satisface la condicién A} (R) en todo punto
con constante C'y, si I es un intervalo abierto con |I| = h, se sigue que para todo z € I

1 1

- 2 - 2 [T -
1wt = o [ atan =3 [ oway< g [ away < 2cat)
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Capitulo 6. Caracterizacion de pesos distancia laterales

Consecuentemente,
1
= Jr-

y el resultado se obtiene al renombrar adecuadamente la constante C'.

w(y)dy < 2C inf ess,c+w(x) = 2C inf ess,cj+w(x)

(6.7.2 = 6.7.3): Supongamos primero que ¢ — b < b — a. Si definimos I = (a, 2b — a), entonces
I~ =(a,b)y (b,c) C IT,yporlo tanto

b _
! /w(y)dy= Lol w(y)dy

c—a c—all=| J;-

< C’C‘I |aess infyerrw(x) < Cessinfycrrw(z) < C essinfe(p w(z).
Consideremos ahora el caso ¢ — b > b — a. Tomemos x¢ = ¢y definamos la sucesion {xy, }nen
mediante z,, = WT"” para cada n € N. Luego, debe existir algin ntimero natural N tal que
N+l < b < zy < zy—1 < ... < xg = c. Denotemos, por conveniencia, y, = x, para
0 <n < Nyyny1 = b Se tiene que inf ess,c(p,cyw(z) = infess,e(y, 4, ,)w(T), para algin
ke {l,...,N +1}. Ademas, notemos que yx_1 — Yy < @ — Yk, de modo que si I es un intervalo

tal que I~ = (a, yx), entonces (yx_1,yx) C I y podemos escribir

! /abw<y>dys ! /ay'“w@)dy

c—a c—a
1 Yk
< p— / w(y)dy < Cinfess,e(y, | y)w(x) = Cinfess e yw(z).
k— a
(6.7.3 = 6.7.1): Dado N € N, definimos wy () = min{w(x), N}. Usando las estimaciones
wy(z) < w(z) y wy(z) < N es facil ver que L ff wn (y)dy < Cmin{ N, inf ess, ¢ yw(w)}

para toda terna a < b < ¢, donde C' = min{1,C}. Si by c son tales que inf esSye(b,e)W(T) > N
y tomamos A como el conjunto {z € (b,¢) : w(z) < N}, entonces |A| = 0. Esto implica que

1

c—a

b
/ wn(y)dy < CN = Cinf ess,ep o\ awn(z) = Cinf ess,e(p, o) wn ().
Por otro lado, si inf ess, ¢ yw(z) < N, entonces

1

c—a

b
/ wy (y)dy < Cinf ess,e(p cyw(r) = Cinf ess, e ) wn (7).

Hemos comprobado por tanto que wy satisface 6.7.3 con la misma constante C que w, inde-
pendientemente del valor de V. Ademas, dado que wy esta acotado, tenemos que wy € Llloc(R)
y % f;+h wp (y)dy — wy(x) cuando h — 07 para casi todo x por el teorema de diferenciacion
de Lebesgue. En consecuencia, siz > ay h > 0,

1

! - c [eth
ooy a/ wy(y)dy < Cinf essye(zgrnwn(Y) < h/ wn (y)dy.

Tomando el limite cuando h — 0F obtenemos —1- [Fwn(y)dy < C wn(x), y luego, to-
mando nuevamente el limite cuando N — oo y usando convergencia monétona, se obtiene

L [Tw(y)dy < C w(z), lo que implica 6.7.1. [ |

r—a Ja

Evidentemente, la condicidn (6.6) se asemeja mas a la definicién de pesos A; considerada en
capitulos anteriores y sera, de ahora en mas, la utilizada para estudiar la porosidad de conjuntos
que posean pesos distancia laterales asociados.
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6.2 Porosidad débil lateral

En base a todas las analogias expuestas hasta el momento entre las teorias clasica y lateral de
los pesos de Muckenhoupt, no es de extrafiarse que exista una nocion de porosidad débil lateral
que caracterice a los conjuntos F tales que exista o > 0 con dist(-, )~ € A (R). Mas todavia,
teniendo en cuenta las contenciones A;(R) C AT (R), deberiamos tener que todo conjunto
débilmente poroso es asimismo débilmente poroso lateral. A fines de tener presente el concepto
clasico de porosidad débil en R y facilitar la busqueda de nuevas similitudes con su contraparte
lateral, comenzamos esta seccién con las siguientes definiciones, que son meramente adaptaciones
de las dadas en los Capitulos 1y 4.

25

Definicion 6.8. Sea £ C R un conjunto no vacio y I un intervalo arbitrario®> con extremos

a < b. Denotamos
Ap(I)={s>0:3yeltalque(y—s,y+s) CI\E}

(en palabras, Ag(I) colecciona los “radios” de todos los poros en I con respecto a F). Ahora,
introducimos la funcion de poro maximal como pg(I) := sup A(I). En el caso en que A(]) =
@, simplemente tomamos pg(I) = 0.

La funcién de poro maximal pg (o simplemente p, cuando el conjunto E se entienda por
contexto) aqui presentada no es mas que un caso particular de la funciéon homénima introducida en
la Definicion 4.1, excepto por la salvedad que su dominio incluye intervalos que no necesariamente
son bolas del espacio (R, |z—y|, m). Ademas, es posible comprobar que, en este espacio, el supremo
en la Definicion 6.8 puede intercambiarse por un maximo. Esto es, siempre es posible hallar un
poro en [ cuya longitud sea maxima en comparacion con el resto de los poros.

Proposicidén 6.9. Sean E y I como arriba, entonces p(I) = max Ag(I).
Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente de la prueba de la Proposiciéon 1.4. W

Recordemos que un conjunto débilmente poroso en la recta real se define de la siguiente
forma?.

Definicion 6.10. Diremos que un conjunto no vacio £ C R es (o, y)-débilmente poroso (o
(0, 7)-d.p. para abreviar) si existen constantes o, € (0, 1) tales que para cada intervalo abierto [
podemos encontrar una coleccion de intervalos abiertos y disjuntos de a pares Iy, . .., Iy (donde
N = N(I)) que satisfacen

6.10.1. I; C I\ Eparatodoi=1,...,N;
6.10.2. |I;| > 2vp(1);
6.10.3. SN |L| > o).

La coleccion formada por todos aquellos conjuntos F que cumplen la Definicién 6.10 coincide
con la clase DP(RR, |z —y|, m) definida en el Capitulo 4 (después de todo, lo unico que las diferencia
es la definicion exacta de la funcién de poro maximal p en ambos casos, pero que facilmente
puede verse resultan equivalentes). El hecho que DP(R, |z — y|, m) no es cerrada con respecto
a la inclusion de conjuntos fue discutido en el Capitulo 4 cuando se menciond que, si bien Z

Con esto nos referimos a que I puede o no contener a sus extremos.
%Naturalmente, esta definicién no es mas que una reformulacién de la Definicion 1.5.
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Capitulo 6. Caracterizacion de pesos distancia laterales

pertenece a esta familia, el subconjunto Ny no lo hace. Esto fue comprobado en [And+24], donde
el argumento esgrimido consistié en probar que la funcién de poro maximal asociada a Ny no
satisface la propiedad de duplicacion, que es una implicacién directa de la definicién de porosidad
débil en el caso euclideo. La siguiente es una explicacion cualitativa de por qué es sensato que Ny
no sea débilmente poroso basada en el grafico de la funcién dist(-,Ng) ~! en entornos del origen.

20.0

17.5 1

15.0 A

dist(x, /\/0)_1

N
0
f

0.0

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

dist(x, No)_l

Figura 6.1: Gréficos de la funcién = + dist(z, Ng)~! en los intervalos I,, := (—/n,n — \/n),
paran = 2y n = 4. La eleccion de graficar sobre estos intervalos no es arbitraria: considerando
la sucesion {1, } ,en, es posible verificar que p(I,,) = \/n, sin embargo esta cantidad se vuelve
despreciable frente a la medida total |[,,| = n y, a medida que n aumenta, no existen otros poros de
tamarfio comparable al de p(I,,). Este argumento puede utilizarse como demostracion alternativa
que Ny no es débilmente poroso en el sentido estandar.

Como se aprecia en la figura anterior, la inversa de la distancia a Ny presenta, en promedio,
valores relativamente bajos en el extremo inferior de I,, y valores altos en el extremo opuesto. Esto
sugiere que el valor medio I, dist(z, No) ~*dx dificilmente pueda estar mayorado por la cantidad
ess inf ey, dist(z, Ng) ™ para cierto 0 < a < 1, dado que la densidad de puntos del conjunto Ny
a derecha de I,, hace que la integral crezca conforme aumenta n mientras que el decaimiento de
la funcién a izquierda implica que su infimo sobre I,, tiende a cero con n. Luego, es natural que
no exista constante positiva « tal que dist(-, Ng)™® € A;(R) o, equivalentemente, que Ny no sea
débilmente poroso. Ahora bien, aun sobre los intervalos problematicos I,,, el comportamiento de
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la funcién considerada si parece adecuarse a la desigualdad (6.2), siendo que los inconvenientes
previos se solucionarian gracias a la lateralidad de la nueva condicion. Por este motivo, Ny seria
un candidato a pertenecer a la clase de conjuntos que es solucién al Problema 6.5, al igual que Z
que pertenece al conjunto solucion del mas restrictivo Problema 1.1. ;Pero qué clase de cambios
deberian aplicarse a la Definicion 6.10 con el fin que tanto Ny como Z satisfagan la nueva version?
La respuesta viene dada por la siguiente propuesta.

Definicién 6.11. Diremos que un conjunto no vacio £ C R es (¢, y)-débilmente poroso por
derecha (o (0,7, +)-d.p. para abreviar) si existen constantes o,y € (0, 1) tales que para cada
intervalo abierto I podemos encontrar una coleccion de intervalos abiertos disjuntos de a pares
Ii,...,In (donde N = N(I)) que cumplen

6.11.1. I; C I~ \ Eparatodoi=1,...,N;
6.11.2. |I;| > 2yp(IT);
6.113. YN || > o|I7).

Notemos que la condicién 6.11.3 podria, en principio, reemplazarse por cualquiera de las

desigualdades

N N 1
EL NI WUES L
1= 1=

por lo que los cambios mas trascendentes en la Definicion 6.11 con respecto a la Definicion 6.10
corresponden a las primeras dos condiciones. En particular, un conjunto débilmente poroso por
derecha debera admitir una cantidad finita de poros disjuntos de a pares en la mitad izquierda de
cualquier intervalo considerado, donde cada poro sea de tamafio comparable a la funcién de poro
maximal aplicada sobre la mitad derecha del intervalo y que en conjunto sumen una longitud
comparable a la de éste.

En analogia con lo anterior, diremos que un subconjunto de la recta real es (o, v)-débilmente
poroso por izquierda (denotado como (o, 7y, —)-d.p.) si satisface la Definicién 6.11 reemplazando
6.11.1-6.11.3 por

6.11.1" I; CI*T\ Eparatodoi=1,...,N;
Li] = 2yp(17);

6113 YN |I| > o|I7].

6.11.2°

De aqui en mas, denotaremos por DP*(R) a la clase de conjuntos débilmente porosos por
izquierda o derecha, segtin corresponda. Antes de demostrar que, como es de esperarse, Ny €
DP*(R) o que valen las inclusiones DP(R) C DP*(R), procederemos a probar algunas propieda-
des elementales de las nuevas clases introducidas.

Proposicion 6.12. Dado E C R, se tiene que
6.12.1. E € DPT(R) si ysolosi E € DPT(R).
6.12.2. DPT(R) C N(R,m) := {A € P(R) : m(A) = 0}, donde m es la medida de Lebesgue.

Demostracion. 6.12.1 se sigue del hecho que un dado intervalo abierto J satisface JNE = O siy
solo si J N E = @. Por 6.12.1 y debido a la completitud de la medida de Lebesgue, para probar
6.12.2 podemos asumir que E es un conjunto cerrado. Sea I un intervalo abierto arbitrario y

165



Capitulo 6. Caracterizacion de pesos distancia laterales

definamos J como el intervalo abierto que cumple J~ = I. Usando la condiciéon de porosidad
débil por derecha de E aplicada a .J, podemos encontrar una sucesion de intervalos disjuntos
de a pares I3, ..., I contenidos en I \ E tales que o|I| < Zfil |I;] <|I\ E|.Dado que F es
Lebesgue medible, se tiene que |I| = [I N E| + |I \ E|, por lo que a partir de las desigualdades
anteriores podemos escribir

InE| < (§—1>|1\E|: (%—1)(|]|—|IOE|).

Definiendo A := o~! — 1y despejando |I N E|, obtenemos la desigualdad |1 N E| < /\L-HM Esta
desigualdad se cumple para todo intervalo abierto I, de modo que, suponiendo sin pérdida de

generalidad que |E| < oo, podemos estimar su medida de Lebesgue de la siguiente manera. Sea
{1; }‘;‘;1 una coleccion de intervalos abiertos tal que £ C U;i1 I;. Entonces

o [e.e] o) A o0
E| = ‘Em UIj) - ‘ U(Emlj)‘ <D IENLI< 77 > I,
j=1 j=1 j=1 j=1

lo que implica |E| < 7/\11 | E| al tomar el infimo sobre todas esas sucesiones {/;}52; y, dado que
%H < 1, concluimos que |E| = 0. -

Debido a la Proposicion 6.12, los conjuntos porosos laterales tienen medida de Lebesgue nula
y son nunca densos. Luego, no tendria sentido afirmar que estos conjuntos poseen “mas poros”
en una direccion preferencial; lo cierto es que su lateralidad se manifiesta en otros aspectos que
seran elucidados en breve. Por lo pronto, exploraremos algunas propiedades adicionales de estos
conjuntos, incluyendo su relacion con los conjuntos débilmente porosos usuales. El proximo es
un lema técnico que establece la duplicacion de la funcion pp para E € DP(R, |x — y|, m).

Lema 6.13. Sea E un conjunto (o,7)-d.p. Si J C I son dos intervalos abiertos que satisfacen
1] =2|J

, entonces existe una constante ® = ®(o,~) > 1, independiente de I y de J, tal que

p(I) < @ p(J).

Demostracion. Se sigue de la duplicacion del poro maximal diddico (1.3) y de la relacidn entre éste
y la funcion p en base a lo discutido en la primera observacion que sucede a la Definicion 4.10. W

Teorema 6.14. Dado E € P(R) \ {0}, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
6.14.1. Existen constantes o,y € (0,1) tales que E es (o, 7)-d.p.

6.14.2. Existen constantes 0o,vo € (0, 1) tales que E es (09,70, —)-d.p. ¥ (00,70, +)-d.p. simulta-
neamente.

Demostracion. Supongamos primero que F es (o, 7)-d.p. para ciertos parametros 0 < o,y < 1.
Notemos que, para demostrar 6.14.1 = 6.14.2, basta verificar la condicion de porosidad débil por
derecha sobre F. A este fin, tomemos un intervalo abierto I y usemos la hipétesis aplicada a I~
para encontrar intervalos disjuntos de a pares I3, ..., Iy talesque I; C I~ \ E, |I;| > 2vp(I™)
y N | |Ii| > o|I~]. Esto ya da cuenta de las propiedades 6.11.1y 6.11.3 de la Definicion 6.11
si definimos o := o, mientras que la propiedad 6.11.2 con 7y := Y®~! se sigue del Lema 6.13,

puesto que
L] > 2yp(I7) > 29~ p(I) > 29~ p(I7).
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Por otro lado, si E es simultineamente (o9, Yo, —)-d.p. y (00, Y0, +)-d.p., notemos que p(I) <
p(I7) + p(I™) < 2méx{p(I~), p(IT)} para todo intervalo abierto I. Luego, fijo I, podemos
suponer sin pérdida de la generalidad que p(I*) > p(I7) y, por lo tanto, p(I7) > $p(I). La
condicion F es (09,70, +)-d.p. aplicada a I garantiza entonces la existencia de intervalos de a
pares Iy, ..., Iy tales que I; € I~ \ E, |I;| > 2y0p(IT) > 2yp(I) y N, |Ii| > ool I~| = o|I
siempre que elijamos v := %’yg yo = %00. ]

5

De lo anterior se deduce que todo conjunto débilmente poroso es automaticamente débilmente
poroso lateral en ambas direcciones. Que Ny es débilmente poroso por derecha se sigue como
consecuencia de la siguiente proposicion (basta con tomar E = Z y ¢ = 0 en 6.15.1).

Proposicion 6.15. Sea ¥ C R un conjunto no vacio y sea R : R — R la reflexion respecto del
origen, es decir, R(x) = —x. Entonces:

6.15.1. Si E es (0,7)-d.p., entonces E N [xg, 00) es (00,70, +)-d.p. para todo xy € R.
6.15.2. Si E es (0,7, +)-d.p., entonces R(E) es (o,, F)-d.p.

Demostracion. Para probar 6.15.1, consideremos el conjunto F := F N [xg, 00) y tomemos un
intervalo abierto [. Si I C (—o0, z), es claro que E satisface la condicion de porosidad débil
lateral por derecha en I para cualquier par de nameros o, € (0, 1). Si, en cambio, I C (x¢, 00),
entonces F/ satisface la condicion de porosidad débil en I con parametros o y 7, y por lo tanto
también satisface la condicion de porosidad débil lateral por derecha en I con parametros o := o
¥ Yo := y®~! idénticos a los de la demostracién del Teorema 6.14.

Finalmente, consideremos el caso en que xg € I y denotemos por z al centro de dicho intervalo.
Siz < zp, entonces [~ N E; = 0y, dado que |I7| > 2yop(I™T), la coleccion {1~} satisface las
propiedades 6.11.1-6.11.3, reemplazando E por E.Siz > zg, recordando que E es (09, Yo, +)-d.p.
por el Teorema 6.14, podemos encontrar una coleccion de intervalos abiertos I, . . ., Iy, disjuntos
de a pares, que satisfacen las propiedades 6.11.1-6.11.3; pero como F; C F, dicha colecciéon
también satisface la definicién mencionada reemplazando F por E.

La demostracion de 6.15.2 resulta inmediata al notar que

prEyIT) = pe(R(I)7)

y que un intervalo abierto .J satisface J C I~ siy solosi R(J) C R(I)™.
|

Siendo que toda interseccién entre un conjunto débilmente poroso y una semirrecta en R
da lugar a un débilmente poroso lateral, es natural preguntarse si quizas todos los elementos
de DP*(R, |z — y|,m) pueden obtenerse de esta forma. La respuesta es negativa y el siguiente
conjunto es un contraejemplo.

Ejemplo 6.16. Sea E = {z} };cz donde

—27k k<0
7 =
k, k> 0.

Veamos que F es débilmente poroso por derecha. A este fin, introducimos el conjunto Ag(c, )
como aquel formado por todos los intervalos abiertos I tales que £ cumple con la Definicion 6.11
en [ con constantes 0 < 0,7 < 1. Para probar que E es (0,7, +)-d.p., basta por lo tanto
comprobar que, dado un intervalo abierto I, se cumple I € Ag(c,7) para ciertos ¢ > o,
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~ > ~. Consideramos cuatro casos de forma separada.

¢ Caso I (I C [0,00)): notemos que E N [0,00) = Ny, siendo que ya sabemos que Ny es
(00,70, +)-d.p. para ciertas constantes 0 < 0p,v9 < 1. Luego, I € Ag(0p,70) en este
caso.

o CasoII (I C (—o0,0)): es suficiente considerar los subcasos para los cuales #(I N E) >
2.Sean e, < ep_1 < ... < eg los puntos contenidos en dicha interseccién, donde k > 1.
Escribiendo I = (a,b) y ¢ = %2, vemos que ¢ < 3 (ej, + 0) = e;_1. De esto se deduce
queobienI " NE =00l NE = {ex}.SiI  NE = ), entonces I € Ag(7,7)
para cualquier elecciéon de 0 < 7,7 < 1. Si en cambio I~ N E = {e}, entonces
I~ \ E = (a,ex) U (eg, c) y al menos uno de estos intervalos debe tener una longitud
mayor o igual a |I~| > p(I*), por lo que basta con elegir como coleccién de poros

o subintervalos a este tnico intervalo para verificar que I € Ap(d,7) cona < 3y
7y € (0,1).

o Caso IIL (0 € I A ¢ > 0): en esta situacién tenemos que [T N E C Ny, por lo que
sabemos que podemos hallar una coleccion de subconjuntos abiertos y disjuntos de a
pares {I; }é\le contenidos en I~ \ Ny que cumplen 6.11.1, 6.11.2 y 6.11.3 para el conjunto
Np. Pero dado que E C Ny, esta coleccion satisface las mismas propiedades para el
conjunto E. Luego, I € Ag(0o,70), al igual que en el primer caso.

o Caso IV (0 € I A ¢ < 0): es suficiente considerar los subcasos donde #(I~ N E) >
2. Sean e, < ex—1 < ... < e los puntos en esta intersecciéon y tomemos ey =
min(/* N E). Observemos que o bien e pertenece al conjunto £ N (—00,0) 0 eg = 0.
Sieg = 0, se sigue que p(IT) < 2 = |ey|. Por otro lado, si g € E N (—0,0),
entonces p(I1) < |eg — e1]| = |eg|. Ahora bien, consideremos la coleccién de intervalos
abiertos {(e;11,e;) ¥ Esta coleccion satisface las propiedades 6.11.1y 6.11.2 de la
Definicion 6.11 para todo v € (0, 1), dado que |e; — ;11| = |ei] > |eo| > vp(I1). Mas

aun, || = 1(b—a) < 3(0 — 2e;) = |ex| y, por lo tanto,

N

-1 1 1
|(€it1,€i)| > lex—1,ex] = §’€k| > §|I’].

i=1

Luego, I € Ag(5,7) cona < y7 € (0,1).

La propiedad de duplicacion de la funciéon de poro maximal es una implicacién inmediata de
la porosidad débil en el caso euclideo, como se vio en el Lema 6.13, que es consecuencia de la
desigualdad (1.3) introducida en el Capitulo 1. Los siguientes resultados muestran que la porosidad
lateral de un conjunto también implica una nocién de duplicacién de su funcién de poro maximal
asociada, aunque con un cierto “sesgo lateral”.

Lema 6.17. Sea E' C R un conjunto (0,7, +)-d.p. y sea I un intervalo abierto cualquiera. Entonces,

p(I) < V,YH/)(I)- (6.7)

Demostracion. Sea (c,d) un intervalo que no interseca con el conjunto F y contenido en [ tal
que d — ¢ = 2p(I); cuya existencia estd garantizada por la definiciéon de p(I). Si (¢,d) C I,
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entonces p(I~) = p(I); mientras que si (¢,d) C I, se tiene que

p(I7) > yp(I*) = 37(d — ¢) = vp(1).

Por lo tanto, (6.7) se verifica en ambos casos.
Denotemos por z5 al centro de I y consideremos ahora el caso en que ¢ < z; < d. Observemos
que (¢, zy) € I~y (z7,d) C I, Por lo tanto,

p(I7) > (21 —c) (6.8)
y
p(I7) = yp(I*) > 37(d — 21). (6.9)
Combinando (6.8) y (6.9) obtenemos que p(I~) > f(zr), donde

2 bo(D).

Dado que el primer argumento en el maximo que define a f es una funcién creciente de z y

f(2) = mix { 52, 74

el segundo es decreciente, el minimo de f para z € (¢, d) se alcanza cuando ambos términos
coinciden, es decir, cuando

Zmin—C __ A, d—Zmi . yd+ec
dme TV Tdme T Fmin T pa

De aqui se concluye finalmente que

p(I_) > f(szn) = ﬁp([).
|

Corolario 6.18. Sea £ C R un conjunto (o,7,+)-d.p. y sea I un intervalo abierto con centro
z1. Si J es otro intervalo abierto contenido en I cuyo centro zy satisface zj < z1, entonces existen
constantes 01,02 > 0 dependientes de 7y tales que

p(IT) <6, (H) p(JT). (6.10)
Demostracién. Sea m el menor entero positivo tal que 2™~ 1|J| > |I| (o, equivalentemente,
m—1 <14 log, (%) < m). Para cada 0 < n < m, sea J, el intervalo abierto con centro z;
y longitud |J,,| = 2"|J|. En particular, Jo = J, I C J,, y, dado que 25 < 27, se tiene [T C J.F.
Es claro que esta ultima inclusién implica p(I7) < p(J,}). Ademas, como p(J,[) = p(J;fH)
podemos aplicar reiteradamente el Lema 6.17 para obtener

o) << (T o) = (1)),

+
p(Thy < 1=
Y Y Y

Por lo tanto, dado que 1= L>1 ym < 2+ logy (|‘ |‘) podemos estimar

m ogs ‘]
%) < ot < (L)) < (20

Y
1N\2 /|11 (i)
:<v+ ) (M) w50 ),
ot ||
: . +1 . +1
En consecuencia, basta con tomar 6 := (T) y 02 :=log, (T) [ ]
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Observacion: dado un intervalo abierto K, notemos que el Corolario 6.18 generaliza al Lema 6.17
aplicado sobre K si se toman intervalos abiertos I tal que (I1)° = Ky J tal que (J*)° = K.

La hipoétesis zj < z5 en el Corolario 6.18 es esencial ya que la desigualdad (6.10) no se cumple
en general sin esta restriccion. En efecto, sabemos que Ny es débilmente poroso por derecha, pero
si tomamos I, = (—2n(1 +t),2n(1 — t)) para algtn 0 < ¢ < 1 fijo, y J, = (—n,n), entonces
aplicando (6.8) sobre I = I, y J = J,, obtenemos

méx{1,2nt} = p(I;}") < 6;2%,

lo cual es una contradiccién, ya que p(I;7) tiende a infinito cuando n — oo independientemente
de la eleccion de t y a pesar que J,, C I, (pero siendo que z; > z1). De este modo, una regiéon
situada a la derecha de un poro relativamente grande con respecto al conjunto E no presenta
necesariamente poros de tamarfio similar. Esto debe compararse con lo que sucede en el caso de los
pesos w € AI“ (R) en el siguiente sentido: el valor medio de w en una regién situada a la izquierda
de un intervalo [ tal que ess inf; w es relativamente pequefio debe ser asimismo suficientemente
pequefio para que se cumpla (6.6), mientras que esto no tiene por qué cumplirse para el valor
medio en regiones situadas a la derecha de este mismo intervalo 1. Incluso, la funcién w podria
tomar el valor infinito a partir del extremo superior de I en adelante. Esta propiedad de duplicacién
sesgada de la funcién p asociada a un conjunto poroso lateral es la primera manifestaciéon evidente
de la lateralidad tacita en la Definicion 6.11.

6.3 Relacion entre porosidad y pesos laterales

En esta seccion nos dedicaremos a demostrar que las clases DP*(R, |2 — |, m) coinciden
con las familias de conjuntos que son soluciones al Problema 6.5. El procedimiento para llegar a
este resultado es completamente analogo al utilizado para arrivar al Teorema 1.2 en el Capitulo 1.
Comenzamos por demostrar dos lemas de caracter técnico. El primero de ellos da cuenta de la
relacién que existe entre el infimo esencial de la inversa de la funcién distancia a un conjunto y
su funcion de poro maximal.

Proposicion 6.19. Sea E un subconjunto cerrado no vacio de R con medida de Lebesgue cero.
Entonces, para todo intervalo abierto I, se tiene que

dist(I, E)

dist(z, F) < 2 <1 + ]

> p(I), paratodox € I. (6.11)

Demostracion. Fijemos un intervalo abierto I y supongamos en primer lugar que I N E = (). En
este caso, dados puntos z,y € I y e € E, la desigualdad triangular implica que

|t —el <|z—y|+|y—el <|I| + |y —el,

por lo que se sigue que

ist(I, F
dist(z, ) < || +d(I, B) = (1+ dlSt|(1|’))|”

para todo x € 1. Como p(I) = 1|I|, obtenemos

dist(z, E) < 2(1 e E))p(f),
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para todo x € I.Ahora bien, si I N E # (), tomemos = € T \ E. Dado que F es cerrado, el punto
x debe pertenecer a una componente conexa de I \ E de la forma (a, b). Tenemos que (a,b) # I
ya que I N E # (), de modo que o bien a € E o bien b € E. En cualquier caso, se cumple

dist(z, E) < b—a < 2p(I),
y por lo tanto se verifica (6.11). [ ]

Lema 6.20. Sea E un subconjunto cerrado no vacio de R con medida de Lebesgue cero y fijemos
n > 0. Entonces, existe una constante Cy = Cy(n) > 0 tal que para todo intervalo abierto I para el
cual dist(I, E) < , se cumple que

p(I™) > Cy dist(x, E), paratodox € I, (6.12)
En particular, como |E| = 0, p(IT)~* < C(a,n) ess inf,c 4 d(x, E)~* para todo o > 0.

Demostracion. Observemos primero que obtener (6.12) es equivalente a demostrar que p( (It ) >
Cod(z, E) para todo z € (IT)°. Pero aplicando la Proposiciéon 6.19 al intervalo abierto (I e,

obtenemos
d((I")°, E o
d(z, E) < 2<1 + (’(IJF)O|)>P((I+) )
< (6+4n)p((17)°),
para todo z € (I7)°, tal y como queriamos. [ |

Lema 6.21. Sea E un conjunto cerrado (0,7, +)-d.p. y sea I = (a,b). Ademas, supongamos que
I=NE #0yque(c,d) C I\ E satisfaced— c = 2p(IT). Denotemos por I = (a, <5%). Entonces,
existen constantes 0 < (1, B2 < 1 tales que

|F'(B1e)| < B2|F(e)| (6.13)

uniformemente para todo 0 < £ < p(I"), donde F(¢) := E(e) NIy E(¢) := {x € R : d(z, E) <
e}.

Demostracién. Comenzamos fijando € € (0, p(I 1)) y escribiendo

E(e) = | J (@i, bi),

el

donde (a;, b; ;) son las, a lo sumo numerables, componentes conexas de I (€). Observemos que,
paratodo i € I, existe ¢; € E tal que a; < ¢; < bZ y por lo tanto b — a; > 2¢. Ahora bien, se
sigue que

K
U a5 bj

donde cada (a;, b;) = (as, b;) N I para algun i € I, y siendo que los indices j = 1,..., K han
sido ordenados de forma tal que a1 < as < ... < ax. Ademas, dado que ¢ < p(I +), existe un
entorno U de sup I= C+d que no interseca con E(¢), de donde se sigue que bx < sup I y que
d(b;, E) > € para todo 1 < j < K. Se deduce entonces que los intervalos (a;, b;) son disjuntos

de par en par y que b; — a; > 2¢, salvo quizas para j = 1.
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Tomemos ahora %5 Tenemos que

K
IFE\FEN = |(a.0) \ B
j=1

Sib; —aj < 2, entonces a1 = a 'y, dado que dist(b1, E') > &, se sigue que el intervalo
(bl + g — €,b1) = (bl + 8(% — 1), bl)
no interseca a F(¢’). Notemos que, en el caso en que by + &(F — 1) < a, se cumple

[(a1,01) \ E(')| = [(a1, b1)].

Por otro lado, si by +&(§ — 1) > a, podemos estimar

(a1, b) \ ()] = |01+ (3 = 1), ) =2(1-F) = (b1 — ).

Estimemos ahora |(a;,b;) \ E(¢’)| paral < j < K en el caso general en que b; — aj > 2¢
(ver Figura 6.2). Sea I; el intervalo abierto tal que I = (aj,b;). Recordando nuevamente que
dist(bj, E) > ¢, se tiene (bj, b; +¢) C I;r y (b, bj +¢) N E = (. Esto implica que p(I;r) > 1e
y, dado que E es (0,7, +)-d.p., existe una coleccion de intervalos abiertos y disjuntos de par en
par {J/}V J L, cada uno contenido en I \ E, tal que

N

> 29p(IF) > ey D || > olI7 ).
=1

Observemos que ]Jf \ E(")] > %\Jf! En consecuencia,

N N
(a7, b))\ BN 2 Y I NEE) 25 1= I | = 56— ay)-
=1 i=1

Combinando las estimaciones obtenidas hasta el momento, obtenemos
\F(e)\F(e’>|szn{8,2}Z| aj b)) =t (1= Ba) [F(e)].

Luego, el enunciado se sigue tomando 31 := ]

La desigualdad (6.12) da cuenta de un decaimiento del tipo ley de potencias para la medida de
los entornos de E en funcién del poro maximal a derecha y resulta analoga a la desigualdad 4.17.1
obtenida para conjuntos débilmente porosos en el sentido usual. Una vez mas, la dependencia para
con la funcién p evaluada sobre la mitad derecha del intervalo considerado es una manifestacion
de la lateralidad propia de los conjuntos introducidos en la Definicion 6.11. Llegado a este punto,
contamos con todas las herramientas necesarias para enunciar y demostrar el resultado principal
de este capitulo.

Teorema 6.22. Siendo E un subconjunto no vacio de R, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
6.22.1. existe algiin o > 0 tal que dist(-, )~ € AT (R) N L}, (R);

6.22.2. E es un conjunto débilmente poroso por derecha.
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— . R

bj—CszQé‘

(bj,bj+a‘)mE:€)

—— — R
I;
— e EE . — R
| | .
J] J3 J3

Figura 6.2: La estrategia adoptada se basa en la esquematizada en la Figura 1.3. En el caso que
bj—a; > 2¢, elintervalo (b, b; +¢) no interseca con E. Luego, p(I;) > ¢, donde I; es el intervalo
tal que I, = (a;,bj). Utilizando la hipétesis de porosidad débil lateral de E sobre I}, es posible
entonces cubrir una fraccién o de (a;, b;) con poros de tamafio comparable a €, que permiten
obtener la estimacion |(a;, b;) \ F(¢')| 2 |(a;, bj)]|.

Demostracion.

(6.22.1 = 6.22.2) Por la Proposicién 6.12 y el hecho que dist(-, E) = dist(-, E), podemos asumir
sin pérdida de generalidad que E es un conjunto cerrado. Dado que w(z) := dist(z, )™ €
Li . (R) y que w),, = 00, se sigue que |E| = 0. Seay € (0, 1) un nimero a elegir més adelante.
Dado un intervalo abierto I, escribimos

I"\E= U(aj,bj),

jer
donde los intervalos (a;, b;) son disjuntos de par en par. Definimos ahora el conjunto
Q:={yel \E: yec (aj,bj)conb; —a; <2yp(I")}.

Notemos que F satisface la condicién de porosidad débil lateral por derecha en I con constantes
o,7€ (0,1)siysolosi|(I7\ E)\ Q| >a|l”
valor apropiado de o.

, por lo que basta verificar esta cota para algin

Si Q2 = 0, entonces |(I~ \ E) \ | = |I~| y la desigualdad requerida se cumple para cualquier
eleccion de o € (0,1). Supongamos entonces que 2 # () y sean z € Qy j € I tal que (a;, b;)
contiene a 2. Observemos que (aj,b;) # I~ puesto que

bj —aj < 2yp(I7) < AT =7,
De aqui se deduce que o bien a; € E' o b; € E. En consecuencia,
dist(z, E) < b; —a;j < 2yp(I™"),

0, equivalentemente,
p(IT)™% < (2y) dist(z, E) ™7,
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para todo x € (). Partiendo de esta desigualdad e integrando sobre €2, obtenemos

+ —aﬂ (2’7)(1 ist(x — r (2’7)(1 T — dx
A < a7 < G dte By

< (2v) [w]AT(R) e;z;r&f dist(z, E)~

< (29)%[w] 4f () dist(z, E)™°
= Clayy*p(I")™,

donde 2 denota al centro de algin intervalo J C I\ E con |J| = 2p(I*). Simplificando y
recordando que |E| = 0, obtenemos

Q] <Clay* 17| <= (1 =ClapyM)I™| < |7\ E)\ Q.

Por lo tanto, basta elegir v € (0, 1) suficientemente pequefio de modo que C'(a)y* < 1y tomar
0 :=1— C(«a)y“ para obtener la desigualdad buscada.

(6.22.2 = 6.22.1) Supongamos ahora que E es un conjunto cerrado (o, v, +)-d.p. y fijemos un
intervalo abierto /. Debemos encontrar constantes o, C' > 0, ambas independientes de I, tales
que

][ dist(z, E)"“dx < C essinf dist(z, E) ™.

zelt

Una vez verificada esta desigualdad, la integrabilidad local se sigue del hecho que

essinf dist(z, E)~* < dist(z, E)"* = p(I")™* < o0,

zelt

donde z es el centro de algin intervalo J C I\ E con |J| = 2p(I™"). A continuacién, dividimos
el problema en tres casos segin la naturaleza del intervalo 1.

CasoI(I"NE =0 A dist(I, E) > 2|I|): paratodo x € I~ yy € IT, la desigualdad triangular
implica que dist(y, F) — |z — y| < dist(z, E). De aqui se sigue que

dist(z, E) > dist(y, E) — |z — y| > dist(y, E) — |I| > dist(y, E) — 5 dist(I~, E) > 1 dist(y, E).
Fijo x € I~, esto implica que dist(z, )~ < 2 essinf, ¢+ dist(y, E)~* para todo a > 0,y
por lo tanto

][ dist(z, E)"“dx < 2% essinf dist(y, £) ™.

yelt

Casoll(/" NE =0 A dist(I, F) < 2|I|): escribamos I~ = (a,b) y comencemos realizando
las siguientes estimaciones usando 0 < o < 1.

1 b
][ dist(z, E) " “dx < / dist(z, 01" ) % dx

b—a
a+b
2

. 2/a (- a) " da

b—a
2 [ b
—a\ —«
rdu=(1-a)(0)
b—a/o u %du=(1—a) 5
Dado que b —a = |I~| = |I"| > 2p(I"), obtenemos

b 5 “)_a < C(a) p(I'T)™™. (6.14)

][_ dist(z, B) ™ dz < (1 — a)(
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La condicion Af en este caso se deduce ahora del Lema 6.20.

Caso Il (I~ N E # 0): al igual que en el caso anterior, basta verificar que ,_ dist(z, E)"“dx <
p(I*t)~%, de donde la condicién A se sigue aplicando el Lema 6.20. Para obtener esta cota,
consideramos la familia de conjuntos { F'(¢) }.~ introducida en el Lema 6.21 y tomamos 0 < o < 1
a elegir luego. Tenemos que

][ dist(z, E) % dx < % / dist(:z:,E)adx—i—/ dist(z, E)" % dx
- I\ Jrctom I-\F(1p+)

1 / . _ p+ —a
< — dist(x, E) " “dx + | — ,
|I—] F(lpt) ( ( 2 )

donde p* := p(I"). Para la integral restante en la desigualdad anterior, podemos estimar
dist(z, E)"“dx = / dist(z, E)"“dx
A@p) §: 3BEP NP (385 o)
Bl a
<(50°) " Zﬁl RGBT
P a — o
< (?P+> ‘Z By Ba)"
k=0

< Cla) [ p(I7)™"

donde o > 0 ha sido elegido suficientemente pequefio de modo que 8“2 < 1. Hemos probado
asi la existencia de constantes o y C' tales que

][ dist(z, B)"*dx < C p(IT)™®

log B2 [

en el dltimo caso, lo que demuestra la condicién A] del peso dist(:, £)~% con a < Tog Br

Combinando el Teorema 6.22 con resultados previos de las teoria de pesos laterales asi como
de conjuntos débilmente porosos, podemos establecer el siguiente diagrama.

[ , Lema 5.3] .
E es débil ¢ Existe a > 0 tal que
es débilmente poroso
P dist(-, E)~® € A1(R)
Teorema 6.14 [ , Teorema 4]

Existe o > () tal que
Teorema 6.22 dist(-, E)~> € Af (R) NLL (R)

loc

E es d.p. por izquierda y

E es d.p. por derecha

Cada flecha en este diagrama representa una equivalencia entre las afirmaciones que conecta.
Las equivalencias superior y derecha son corresponden a resultados de Anderson et al. y de la
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teoria de pesos laterales, respectivamente; mientras que las restantes son fruto de los resultados
desarrollados a lo largo de este capitulo y que permiten englobar las relaciones existentes entre
pesos de Muckenhoupt convencionales, pesos laterales, porosidad débil y porosidad débil lateral.
Cabe destacar que recientemente los pesos distancia laterales han sido estudiados en contextos
parabdlicos en el trabajo [ ], donde el caso de Ali(R) aqui descrito es mencionado como
antecedente.

En parte, la concordancia existente entre los resultados laterales y bilaterales se deben a
que optamos por restringirnos al estudio de pesos distancia laterales localmente integrables.
Sin embargo, esto deja abierto el interrogante ;cuales son los subconjuntos de R que admiten
pesos distancia laterales (no necesariamente integrables sobre cualquier intervalo)? Debido a
la estructura de los pesos laterales dada por (6.5), podria conjeturarse que estos subconjuntos
consisten uniones entre un conjunto débilmente poroso lateral y una semirrecta de la forma
(—00, ay] 0 [by,o0). Una de las implicaciones de esta conjetura es relativamente sencilla de
demostrar utilizando los resultados obtenidos hasta el momento.

Teorema 6.23. Sean E C R un conjunto débilmente poroso por derecha y x* un punto arbitrario
en R. Entonces, si
E* .= FEU|[z",00),

existe a € (0, 1) tal que w := dist(-, E*)~® € A](R). En particular, este peso no es localmente
integrable.

Demostracion. Observemos en primer lugar que si {x € E : x < 2*} = (), entonces

|x* —x|7%, siz < z¥,
dist(z, E*)™% =

0, sixz > z¥.

para todo o € (0, 1). Luego, w es una funcidén no negativa y mondtona no decreciente. Por el
Ejemplo 6.1, se sigue que w € A (R).

Supongamos ahoraque {x € F : x < 2*} # () y definamos ¢ como el supremo de este conjunto.
Claramente, t < z*. Dado que E es débilmente poroso por derecha, usando el Teorema 6.22
podemos hallar « € (0, 1) tal que dist(-, E) ™ € A (R) N LL _(R). Para este valor de c, tenemos
que

dist(z, E)~%, sizx < #,
dist(z, E*)"% = ¢ |a* — 2|7@ si B < o < 2,

)
00, six > x*.

Por lo tanto, w(x) = g(x) dist(z, E)~%, donde

: t+a*
1, six < =5,
|z* —z| ) 2 )
o0, siz > x*

es una funcién no creciente. Esto es, w se escribe como un producto entre un peso de A7 (R) N
Ll (R) C A;(R) y una funcién monétona. En consecuencia, w € Af (R), nuevamente debido al

Ejemplo 6.1. ]
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La reciproca del teorema anterior no parece ser inmediata. La prueba de la implicaciéon
6.22.1 = 6.22.2 podria utilizarse para comprobar que, si dist(-, E*)™® € A (R), entonces
E* cumple con la Definicién 6.11 en todos los intervalos I C (—oo, z*). No obstante, esto no
garantiza que el conjunto E* \ [z*, 00) pueda de alguna forma “completarse” a un conjunto
débilmente poroso por derecha. Por este motivo, esta reciproca representa un problema abierto.

Como comentario final antes de finalizar el capitulo, notemos que el Lema 6.21 provee una
cota para el contenido de Minkowski local de un conjunto poroso lateral, por lo que existe una
cota para la dimension de Hausdorff de estos conjuntos, al igual que para los débilmente porosos
usuales en espacios de tipo Ahlfors.

log B2
log 81

Corolario 6.24. Si E es un conjunto débilmente poroso por derecha, entonces dimy F < 1 —
donde (81 y B2 son las constantes que aparecen en el Lema 6.21.

Demostracion. Fijemos un intervalo abierto I y consideremos la funcion ¢y : (0,1) — R definida
por ¢;(t) = |F(t p(I"))|, donde F(¢) = E(e) N I como en el Lema 6.21. Se sigue que ¢; es no
decreciente, ¢7(t) < |I|y

o1(Bit) < Bagpr(t), paratodot € (0,1).

Fijo ahorat € (0, 1), elegimos m € Z tal que # <1< ﬁ (0, equivalentemente,m < lé‘;gﬁtl <
m + 1). De aqui se sigue que
o) = 01 (A5 ) < 87 o 52 ) < 8311 < 5 R 1
1(t) = ¢1 am | S I\ Zm | S S ot :
Ler) T A T T By
Observando que |F'(¢)| = ¢; (ﬁ), obtenemos
1| ( 2 >a°
Fe)| < 2! , 6.15
71 < 3 (5 (619
para todo 0 < ¢ < p(I™), donde o := %gg gi La desigualdad 6.15 es analoga a (4.27), obtenida

en el Capitulo 4 y usada para definir el exponente de Muckenhoupt; por lo que tal exponenente
podria definirse también en el sentido lateral.

Usando (6.15), podemos obtener una cota para la dimensién de Hausdorff de E de la siguiente
manera. Si intersecamos E con un intervalo arbitrario J, recordemos que

dimy(ENJ) < dimpy (ENJ),

donde dimj; es la dimensién de superior Minkowski. Supongamos ahora que J tiene extremos
a < by definamos I como un intervalo abierto tal que I~ = (a — 1,b+ 1). Ademas, sea (c, d) un
intervalo contenido en I tal que d — ¢ = 2p(I™). Entonces, se tiene que

(ENJ)(e) CE@E)N(a—1,%%) = E(e) N1 = F(e)

para todo 0 < & < 1. Ahora bien, para todo s > 1 — g ytodo 0 < & < min{1, p(I*)}, se cumple

EnJ F
{ 51_3(8)‘ < 81(_65)‘ SC(U>’7,I)€S+O‘O_1 —— 0 cuandoe — 0.

Esto demuestra que
dimy(ENJ) <1-—a

para todo intervalo J. En consecuencia,

dimHE < 1-— Q.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis se han establecido multiples resultados originales cuya demostraciéon

requiri6 el desarrollo y la aplicacion de argumentos y técnicas igualmente novedosas. En conjunto,

estos aportes representan un avance significativo en el estudio de los pesos distancia y, en particular,

en la caracterizacion de los subconjuntos que los generan dentro de las clases de Muckenhoupt en

contextos variados tanto del espacio ambiente como de las clases especificas de pesos consideradas.

A continuacion, se sintetizan los principales resultados obtenidos en cada uno de los capitulos

centrales de la tesis.

Capitulo 4

Capitulo 5

Capitulo 6

Se caracterizaron los subconjuntos de espacios de tipo homogéneo que admiten pesos
distancia en la clase A; (X, d, ). Para ello, fue necesario extender la nocion de conjuntos
débilmente porosos introducida por Mudarra en [ ]. El resultado obtenido es, a la
fecha, el mas general en este sentido, ya que requiere como Unica hipdtesis que las d-bolas
del espacio ambiente (X, d, i) sean abiertas, condicion para nada restrictiva dado que
toda clase de equivalencia de cuasi-métricas admite al menos un representante con esta
propiedad. Asimismo, se introdujeron nuevos ejemplos de conjuntos débilmente porosos,
como los conjuntos dispersos maximales en espacios uniformemente perfectos. Se demostrd
ademéas que muchas de las nociones asociadas a la porosidad débil son invariantes bajo
cambios de cuasi-métricas equivalentes y se estudiaron propiedades intrinsecas de estos
conjuntos mediante pruebas basadas en lemas de cubrimiento y en cuasi-métricas especiales,
como la introducida en [ ].

Se describieron por primera vez las propiedades fundamentales de los subconjuntos de R™
que admiten pesos distancia mediante herramientas novedosas basadas en medianas de
la distribucion de poros en un cubo dado. En este marco, se propusieron dos caracteriza-
ciones para dichos conjuntos y se prob6 su equivalencia con la caracterizaciéon obtenida
en el posterior trabajo independiente [ ]. Se verific6 ademas que la primera de estas
caracterizaciones puede extenderse al contexto general de espacios de tipo homogéneo
mediante una modificacién adecuada de las herramientas introducidas y se present6 un
enfoque probabilistico para el estudio de ejemplos de conjuntos euclideos que admiten
pesos distancia dentro de la teoria desarrollada.

Se abordé por primera vez el problema de caracterizar conjuntos que admiten pesos distancia
en las clases laterales A{E (R). Para ello, se introdujo la nocién de conjuntos débilmente
porosos laterales y se analizaron sus propiedades fundamentales, destacando cémo la
lateralidad se manifiesta en comparacién con la porosidad débil clasica. Se obtuvo un
marco unificador que engloba resultados de la teoria de pesos laterales y de pesos distancia
estandar, demostrando que un subconjunto de la recta es débilmente poroso si y solo si es
simultdneamente débilmente poroso por izquierda y por derecha. Finalmente, se presentaron
ejemplos concretos que ilustran esta nueva familia de conjuntos y permiten diferenciarlos
de su contraparte bilatera.

En conjunto, los resultados obtenidos profundizan la comprension de la relacién entre geo-
metria y teoria de pesos, y abren nuevas lineas de investigacion que se detallan en las siguientes

paginas.
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Problemas abiertos y trabajo futuro

Los resultados alcanzados en esta tesis no solo permiten resolver diversas cuestiones centrales

en la teoria de los pesos distancia, sino que también dan lugar a nuevos interrogantes cuya

resolucion reviste un interés considerable, ya sea por su valor intrinseco o por las implicancias

que podrian tener en el desarrollo futuro del area. En estas paginas se recopilan algunos de los

problemas abiertos y lineas de investigacion que emergen de manera natural a partir del trabajo

realizado.
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¢ A diferencia del caso euclideo, los conjuntos de un espacio de tipo homogéneo que resuelven

el Problema 3.15 requieren la hipétesis adicional de que pg  sea duplicante, dado que la
condicién de porosidad débil no resulta suficiente en este contexto. Mas all4 de la condicion
de decaimiento en medida de los anillos (4.8) obtenida por Mudarra en espacios métricos,
surge el interrogante de cual es la condicion adecuada que debe imponerse sobre un espacio
de tipo homogéneo para garantizar que todo conjunto débilmente poroso (o incluso un
conjunto arbitrario) satisfaga que pg g es duplicante.

El Lema 5.12 establece la denominada segunda caracterizacién para subconjuntos de R" que
admiten pesos A,. En comparacion con la caracterizacion propuesta en [ ], ésta presenta
la restriccién de tamafio s < (1 + 2")~!, la cual surge del uso de dilataciones discretas de
familias de cubos en la demostracién. Un problema abierto consiste en determinar si es
posible modificar dicho argumento, por ejemplo mediante el uso de dilataciones continuas
como en la prueba del Teorema 5.17, para evitar esta restriccion sobre el parametro s.

La demostracion del Teorema 4.19 difiere de enfoques previos ([ ; ]) no solo
por la mayor generalidad del enunciado, sino también por basarse en lemas de cubrimiento
y otros argumentos elementales en lugar de estimaciones técnicas sobre sistemas diadicos,
lo que brinda informacién adicional sobre el comportamiento de los conjuntos débilmente
porosos. En este sentido, queda abierto el problema de determinar si este tipo de argumentos
bésicos puede adaptarse para obtener caracterizaciones analogas en el caso p > 1 en espacios
de tipo homogéneo generales, evitando el uso de sistemas diadicos como los de Christ u
otras adaptaciones ([ ; ]) en la redefinicion de las funciones introducidas en la
Definicion 5.5.

En relacion con el punto anterior, para el caso p > 1 en espacios de tipo homogéneo surge la
pregunta de si es necesaria una hipoétesis adicional, analoga a la condicién de duplicacién de
pd.E en el caso p = 1, para que resulten validas tanto la segunda caracterizacion discutida
en la Seccion 5.3 como la condicion de porosidad en medianas.

Si bien se han presentado ejemplos de subconjuntos de R que admiten pesos distancia en
Ap\Ajen| ; ], resta ain construir ejemplos concretos de este tipo en espacios
mas generales, idealmente en un sentido analogo al rol que cumple la Proposicioén 4.11 para
el caso p = 1.

En la Seccién 6.3 del Capitulo 6 se conjetur6 que los subconjuntos £* C R para los cuales
existe o > 0 tal que dist(, E*) € A] (R) son necesariamente de la forma

E*=FU[z" 00),



Problemas abiertos y trabajo futuro

donde E es débilmente poroso por derecha. Hasta el momento, solo se ha podido demostrar
una de las implicaciones, por lo que permanece abierta la verificacién de la implicaciéon
reciproca.

Tanto en el caso de conjuntos débilmente porosos en espacios de tipo Ahlfors como en la
version lateral sobre la recta, se obtuvieron estimaciones para la dimensiéon de Hausdorff de
conjuntos que satisfacen dichas propiedades. Un objetivo natural a futuro es mejorar estas
estimaciones y obtener cotas dimensionales més generales para conjuntos que admiten
pesos distancia en la clase A.

Finalmente, un aspecto no explorado en esta tesis, y que presenta un grado de generalidad
mayor, es el estudio de conjuntos que Gnicamente admitan pesos distancia meramente
duplicantes, o incluso pesos que sean tan solo localmente integrables. En esta direccion,
Mudarra presenta en [ ] un ejemplo de un conjunto de este tipo, lo que sugiere una
linea de investigacion méas amplia y ain poco comprendida.
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